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Resumo

Neste trabalho sao apresentados alguns assuntos iniciais da teoria de Programacao
Linear e o método Simplex. Mostramos também como a Programacao Linear pode ser
utilizada na separacgao de dois conjuntos de pontos (padrdes), através de um modelo
linear cuja solucao ¢ um hiperplano separador. Finalizamos o trabalho com a apresen-
tacao de alguns exemplos de aplicagao da Programacao Linear na separacao de dois

conjuntos linearmente separaveis e linearmente inseparaveis.

Palavras-chave: Programacao Linear, Método Simplex, Separabilidade e

Inseparabilidade Linear.
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Abstract

In this work we present some introductory issues from Linear Programming theory
and the Simplex method. We also show how we can use Linear Programming in two
patterns separation by constructing a linear model which solution is a separating hy-
perplane. Finaly, we also present some examples of Linear Programming application in

the linear separability and inseparability of two patterns sets.

Keywords: Linear Programming, Simplex Method, Linear Separability and

Inseparability.
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Introducao

Dentro dos propoésitos desse programa, o objetivo dessa dissertacao é discutir a
aplicacao da Programacao Linear na separacao de pontos do R", através de hiperpla-
nos. A Programacao Linear é um elemento da Pesquisa Operacional, trata-se de um
ramo interdisciplinar da matematica aplicada, tendo aplicagoes em varios setores como:
administracao, economia, engenharias, fisica, biologia, medicina, e é claro na propria

matematica, entre outras [11].

O problema de separar pontos via Programacao Linear tem sido foco de estudo de
alguns matemaéticos ha mais de 40 anos, como pode ser visto na cronologia dos artigos
[14], [15]. Tem aplicacdo em varios ramos, como diagnostico de cancer de mama [16], e
Authorship Determimation (Determinagao de autoria) [9]. No entanto, ndo encontra-

mos bibliografias em portugués que abordasse o assunto.

Para abordar o problema da separacao de pontos por Programacao Linear, faz-se
necessario um pouco de conhecimento sobre a mesma. Contudo, durante minha forma-
cao académica nao cursei nenhuma disciplina propriamente dita sobre o assunto. Por
isso foi necessario um bom tempo de estudo, reflexao e resolucao de exercicios sobre o

tema. Parte elementar disso é apresentada nos dois primeiros capitulos.
Esse trabalho esta organizado em quatro capitulos assim distribuidos:
No Capitulo 1 apresentamos uma introducao a Programacao Linear. Iniciamos com

uma sintese histoérica de seu desenvolvimento e apresentamos as principais definicoes,

propriedades e alguns pressupostos. Finalizamos o capitulo com a discussao sobre a
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solucao grafica de problemas lineares.

No Capitulo 2 apresentamos de modo sucinto o método Simplex. Esse capitulo esta
dividido em duas partes: na primeira, discutimos a fundamentacao tedrica do método
Simplex, onde sao apresentados fundamentos matematicos sobre convexidade, solucao
bésica e os principais teoremas relacionados ao método. Nessa parte também sao apre-
sentados elementos basicos de dlgebra linear, sem maior detalhamento. A segunda parte
aborda o método Simplex propriamente dito, a partir da fundamentacao da primeira

parte.

No Capitulo 3 abordamos a separacao de pontos, ou padroes, via Programacao Li-
near. Apresentamos algumas defini¢coes necessarias, estabelecemos alguns critérios para
separabilidade linear de dois conjuntos e apresentamos as discussoes, a respeito da for-
mulacao de um tnico problema de Programacao Linear, capaz de gerar um hiperplano
separador para dois conjuntos de pontos. Apresentamos também algumas proprieda-
des e particularidades desse problema, como por exemplo, a obtencao de uma solucao
6tima sempre, o que consequentemente sempre ird gerar um hiperplano separador para

0s casos linearmente separaveis ou inseparaveis.

O Capitulo 4 foi destinado apenas para a apresentacao de exemplos, onde apli-
camos e resolvemos o problema de Programagao Linear proposto para separagao de
pontos no Capitulo 3, a conjuntos linearmente separaveis e inseparaveis, discutindo
algumas particularidades encontradas nos mesmos. Finalizamos o capitulo com uma
breve apresentacao da aplicacao da separacao de pontos no diagnoéstico do cancer de

mama discutido no artigo [16].



CAriTULO 1

INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

O objetivo desse capitulo é discutir previamente os chamados Problemas de Pro-
gramagao Linear (PPL’s), algumas defini¢bes importantes a respeito dos mesmos, bem
como suas principais propriedades, servindo assim de base para discussoes futuras nos

proximos capitulos.

1.1 Introducao e sintese histérica

A Programacdo Linear (PL) ¢ uma técnica amplamente difundida para resolver
problemas de otimizacao, além de ser um elemento importantissimo na Pesquisa Ope-
racional (PO). Tem suas aplicagoes, como ressaltam Maculan e Fampa [12], comuns em
quase todos os setores do cotidiano, como por exemplo, nas indtstrias, nos transportes,
na saude, na educagdo, na agricultura, nas financas, na economia, nas administracoes
publicas e na medicina, como ¢ visto em [15], [16], artigos que impulsionaram esse tra-

balho.

O desenvolvimento da Programacao Linear, no inicio do século passado, foi estimu-
lado basicamente por dois trabalhos cientificos: o primeiro foi a publicacao do teorema
central da teoria dos jogos por John von Neumann em 1928 e o segundo foi a analise
insumo-produto, proposta por Leontief, em seu artigo de 1936. Esse trabalho, intitu-

lado Quantitative input and output Relations in the Fconomic Systems of the United



1.1 Introducgao e sintese histdrica 4

States, tratava-se na verdade de um modelo matricial linear que posteriormente veio a

ser utilizado na forma de um PPL.

Um crescente interesse em obter um método geral para a solugao de PPL’s ocorreu
nas décadas de 30 e 40 do século passado, apds a formulagao de alguns problemas sob a
forma de restricoes. Um dos primeiros a surgir foi o chamado PPL para organizagao e
planejamento de producao, que foi formulado e resolvido pelo matemético e economista
soviético Leonild V. Kantorovitch em 1939. Gracas a esse trabalho, Kantorovitch re-
cebeu o prémio Nobel de ecomonia em 1975. Em 1941, Hitchcock formulou o PPL de
Transporte; ja em 1945, Stigler formulou o PPL da Dieta.

Em 1947, George Dantzig e sua equipe da SCOOP?, forneceram os resultados teori-
cos nao apenas de um modelo matematico inicial de um PPL, mas também um método
de solucao para tais problemas que foi denominado método Simplex. Com isso houve
um crescente aumento no interesse por Programacao Linear por parte dos mateméticos

e economistas da época.

O interesse foi tanto que rapidamente novos avancos vieram, como por exemplo em
1951, Tucker obteve os primeiros resultados na teoria da dualidade que se tornou uma
parte muito importante da PL. Um ano mais tarde, em 1952, Charnes e Lemkes desen-
volveram o método Simplex Revisado, que foi muito importante para a implementacao

computacional do método Simplex [11].

Nao podemos deixar de citar os trabalhos de Khachiyan em 1979 que, utilizando
os métodos dos elipsbides, propdés um algoritmo no qual o ntimero de iteracoes para
resolver um PPL é limitado por uma fun¢ao polinomial. Porém, conforme [12], seu
desempenho pratico deixa bastante a desejar. A publicacao de um novo algoritmo por

Karmarkar, em 1984, deu inicio a outra importante linha de pesquisa em PL - os méto-

1 SCOOP ¢ a abreviacdo do nome da equipe do projeto Scientific Computation of Optimal Programs,
montado pela forca aérea americana durante a 2* guerra, responsavel por pesquisar modelos mate-
méticos para representar principalmente a industria de servicos bélicos. Para maiores informacgoes
ver [11].
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dos de pontos interiores |11]. Esses métodos vieram a partir da busca por um algoritmo
que tivesse tempo de computagdo polinomial, ja que Klee e Minty apud [12] ilustra-
ram que o algoritmo Simplex pode apresentar um crescimento exponencial no tempo
de computacao em seu pior caso. No entanto, na pratica, como é ressaltado em Lins e
Caloba [11], o algoritmo Simplex exibe um tempo de computagao polinomial de baixa

ordem.

1.2 Problemas de Programacao Linear: defini¢oes e

propriedades

Um problema de Programagao Linear (PPL) pode ser definido como um problema
de otimizagdo com funcdo objetivo (FO) linear, onde a fungio esta sujeita a um con-
junto de restrigdes compostas por equagoes e/ou inequagoes também lineares. Além
disso, as varidveis da funcao objetivo e das restricoes sao varidveis reais. Nesse sentido,

de maneira geral, podemos definir um PPL como segue abaixo.

Defini¢ao 1.1 (Defini¢do geral de um PPL). Um PPL é um problema de otimiza¢ao
que consiste em encontrar os valores das varidveis xy,%s, ..., T, que minimizam (ou

mazximizam) a funcao objetivo
2= C1T1 + CoTy + ... + CrT, (1.1)
Sujeito a:

ai1x1+ai2x2+...+amxn:bi, 1= 17...,])
anTi + GipTy + ... + @y, < by, 1=p+1,..,q (1.2)
;11 + Qppxo + ... + ainTy, sz, z:q—l—l,,m .

; >0, j=1,2,....,n

onde:
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z;: nivel da atividade j a ser determinada pela solugdo do PPL (variaveis);
c;: custo unitario associado a atividade j;

c;jxz;: custo total da atividade j;

b;: valor limitante referente a restri¢ao 7 (lado direito);

a;j: coeficiente que representa a contribuicao unitéria da atividade j a restrigao i.

Naturalmente, nem todos os tipos de restricoes precisam existir em um PPL. A
funcao objetivo também é conhecida como funcao econdmica ou funcao critério. As res-
tricoes x; > 0, j = 1,2, ...,n, sao conhecidas como restricoes de nao-negatividade.

Vamos definir ainda o que vem a ser uma solucao viavel de um PPL e uma solucao 6tima.

Nota: Usaremos a seguinte notacao: € R™ é um vetor coluna (n x 1) e 2/ ¢ um

vetor linha (1 X n).

Defini¢ao 1.2 (Solugao viavel). Um vetor x € R" que satisfaz todas as restri¢oes de

um PPL ¢ uma solugao vidvel para esse PPL.

Definicao 1.3. O conjunto de todos os vetores que satisfazem as restrigcoes de um PPL

¢ dito conjunto das solucoes vidveis.

Em um problema de Programacao Linear que envolva apenas duas varidveis ¢ sempre
possivel representar o conjunto das solucoes vidveis através de uma regiao convexa?
do plano. Ilustramos a seguir um exemplo de PPL que envolve duas variaveis e a

representacao de seu conjunto de solucoes viaveis.

2 A frente definimos o que é uma regido convexa e mostramos que o conjunto de solucdes vidveis de
um PPL é sempre uma regiao convexa.
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Exemplo 1.1. Seja o problema de Programacao Linear seguinte, do qual queremos

representar graficamente o conjunto de solugoes viaveis:

max z = 2x1 + 2x9

( T+ 21’2 S 20
s.a.
T S 6
L T Z 0, j = 1, 2
. . . I
Para tal precisamos determinar o conjunto de todos os vetores x = que
X2

satisfazem todas as restrigoes. Isso pode ser feito determinando os pontos do plano que
satisfazem cada uma das restricoes, e a interseccao desses pontos é o espaco procurado.

Esse espaco é mostrado na figura abaixo, representado pela parte colorida.

2 Restrigao

12 Restrigdo

2 0 2 4 8 10 12 y
- 1
3?2 Restrigao

Figura 1.1: Representacao do conjunto de pontos vidveis do Exemplo 1.1.

Na figura acima, cada seta na reta que representa o limite da restricao indica a parte
do semiplano que satisfaz essa restricao. E sempre possivel, para o caso em que o PPL
envolve apenas duas variaveis, encontrar a solucao 6tima graficamente. Para tal estudo

dedicamos uma secao propria um pouco mais a frente.
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Definigao 1.4 (Solugao otima viavel). Considere um PPL qualquer cujo objetivo seja
minimizar a FO. Seja X o conjunto de todas as solugoes vidveis deste PPL. Dizemos
que um vetor x* € X ¢ uma solucao étima vidvel do PPL se, e somente se, dz* < cx
Ve € X. De modo andlogo podemos definir uma solucao otima vidvel para um PPL de

Maxrimizacao.

Definicao 1.5 (Valor 6timo). O wvalor 6timo de um PPL é dado pela solugao dtima

vidvel aplicada na funcao objetivo.

1.2.1 Diferentes formas para representacao de PPL

Normalmente os problemas de Programacao Linear sao representados de formas
mais compactas do que a apresentada na Definicao 1.1, formas essas que facilitam a
compreensao de certos aspectos especiais dos PPL’s. Algumas literaturas como [22],

[12] apresentam a notagao abaixo®.

n
min =z = E Cjil?j
Jj=1

n

E Q5 5 Z bi7 1= 1,2, ..,
S.a. j=1

z; >0, j=12..,n

Um PPL qualquer também pode ser representado na forma matricial que, além de
ser a mais compacta, é bastante ttil na exploracao da teoria da dualidade e por isso
se faz presente em grande parte das obras que abordam Programacao Linear. Assim o

modelo (1.4) pode ser também representado como se segue:

min z =cdx
Ax >b (1.5)
x>0

S.a.

3 A estrutura do modelo (1.4) descreve o problema conhecido como problema da dieta, problema que
pode referir-se a uma dieta humana ou pecuéria. Para maiores informacoes consultar [11], [22].
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Para essa notacao temos os seguintes elementos:

ayix Qa2 -+ Qi X by C1
a21 Q22 -+ Q2 X2 by Co
A = y aj = s b = s C =
_aml Amo  * - amn_ _xn_ _bm_ _Cn_

1.2.2 Equivaléncia entre PPL’s

Quando o problema esta da forma apresentada na Definicao 1.1, dizemos que esse
PPL esté sob a forma mista. Apresentamos a seguir as defini¢oes de forma padrao e

forma canoénica.

Definigao 1.6 (Forma padrao de um PPL). Dizemos que um problema de Programagao

Linear na forma

min (max) z=_cx

Az =0 (1.6)

com b >0, estd na forma padrao.

Definigao 1.7 (Forma canénica de um PPL). Dizemos que um problema de Progra-

macao Linear em uma das formas abaizo

max z=—cux
Ax <b (1.7)
x>0

S.Q.

ou
min z =z

Ax >b (1.8)
z>0

S.a.

estd na forma candénica.
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Um problema de Programacao Linear sempre pode ser transformado de uma forma

na outra, esteja ele na forma padrao, canonica ou mista, como é apresentado no teorema

abaixo adaptado de [11].

Teorema 1.1. Qualquer PPL pode ser transformado em um PPL equivalente através

das sequintes regras:

a. Desiqualdades:
n n
g a;jx; < b; € equivalente a E ijT; + Tppi = by, Tpyi >0
7=1 j:l
n n
E a;jxj > b; € equivalente a E AijT5 — Tpgi = iy Tpyi >0
=1 j=1
b. Varidveis sem restri¢cao de sinal:
x; irrestrito de sinal € equivalente a T; — T, onde ; > 0 e T; > 0.
c. Varidveis negativas:
z; <0 € equivalente a (—Z;), com z; > 0.
d. Fungao Objetivo:
max z(z) equivale a — min —z(x).
Demonstracgao:

(2)

n

Na primeira desigualdade basta tomar =, ; = b; — Zaijmj, com 11 > 0ea
j=1

igualdade é satisfeita. O mesmo procedimento pode ser tomado para a segunda

desigualdade.

Basta notar que qualquer nimero sempre pode ser escrito como diferenca de dois

nimeros positivos.
Basta notar que se x; < 0, tomando z; = —Z;, temos que —7; <0< z; > 0.

Seja X o conjunto de todas as solucoes viaveis do PPL e x* a solucao 6tima
do PPL, entao temos que max z(x) = z(z*). Mas, da Definicao 1.4, temos que
z(z*) > z(x), Yo € X, portanto podemos afirmar que —z(z*) < —z(x), Vo €
X, de onde segue que —z(z*) = min(—z(z)) implicando enfim que z(z*) =

—min(—z(x)). [
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O item (d) desse teorema nos diz que através da minimizacao do inverso da funcao
objetivo de um PPL de maximizacao, encontra-se o resultado 6timo com sinal contra-
rio, sendo assim, ao adotar tal procedimento, é sempre necessario inverter novamente o

sinal para entao encontrar a resposta correta.

No item (a) do teorema, as varidveis x,4; acrescidas nas desigualdades para a
obten¢ao das igualdades sao conhecidas como variaveis de folga (ou de sobra, no
segundo caso). Com esse teorema um PPL qualquer pode ser facilmente transformado
em um PPL equivalente na forma padrao. A grande importancia disso se da pelo fato
que o método Simplex, largamente utilizado para se obter a solucao de um PPL, utiliza

o formato padrao, como serd visto no proximo capitulo.

O inverso também pode ser feito, isto ¢, um problema na forma padrao pode ser
colocado numa outra forma qualquer. Uma restricao de igualdade pode ser trocada por

duas desigualdades:

;11 + Qppxo + ... + ainT, S bz
a1 + Qg% + ... + ATy = b;
a;1T1 + ;o9 + ...+ Qin Ty Z bl

E interessante observar que quando transformamos um PPL com desigualdades para
a forma padrao estamos aumentando o nimero de variaveis, ou seja, temos um aumento
na dimensao do problema. Nesse sentido, como as duas formulacoes sao equivalentes é

sempre possivel estabelecer a correspondéncia entre as duas formulacoes.

Vejamos melhor isso através das representagoes de um PPL na forma canonica e seu
equivalente na forma padrao. A Figura 1.2 ilustra a correspondéncia entre os conjuntos

de solucoes viaveis desses PPL’s.
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Seja o PPL na forma canonica como segue abaixo:

max 2z =x1+ 2x9
Ty +xy <3 (1.9)

Ty, T ZO

Esse problema pode ser tansformado em um PPL equivalente na forma padrao

através do acréscimo da variavel de folga x3, ficando como segue:

max z = x; + 29 + Ox3
$1+$2+$3:3 (110)

T1,T2 € 3 >0

x
Assim podemos definir a correspondéncia entre as duas formulacoes por: " do
X2
T
problema (1.9) com T do problema (1.10).
3 — 1 — X2

A Figura 1.2, mostra a relacao estabelecida entre os conjutos de solugoes viaveis dos

dois PPL’s.
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/4nj. de solugdes viaveis dom

na forma padréo
P %

Conjunto das solugdes viaveis do problema
na forma canénica

Figura 1.2: Representacao da correspondéncia entre os conjuntos de solucoes viaveis do
PPL na forma canoénica (1.9) e seu equivalente na forma padrao (1.10).

1.2.3 Pressupostos dos problemas de Programacao Linear

Os problemas de Programacao Linear de maneira geral apresentam certas limitacoes
que precisam ser observadas; tais limitagoes segundo Lins e Caloba [11] e Puccini [22]

devem-se aos seguintes pressupostos:

1. Proporcionalidade: nos modelos de Programagao Linear assume-se que, na fun-
¢ao objetivo, o custo de cada atividade ¢ proporcional ao nivel de produgao z;,
sendo o custo unitario ¢; o coeficiente de proporcionalidade. Essa hipo6tese nos
diz que o custo unitario c¢; independe do nivel de producao x;, sendo assim nao
se considera os custos iniciais da producao da atividade 7 e a chamada economia
de escala. Como ¢é reforcado em [22] isso nao é valido na maioria dos proble-
mas reais. Para os coeficientes das restrigoes a;; também assume-se que eles sao

independentes do nivel de produgao x;, para qualquer quantidade do recurso i.

2. Aditividade: assume-se que nao existe interagdo entre as alternativas de ativi-

dades, tanto na funcao objetivo quanto nas restricoes. Assim, por exemplo, o
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lucro total de uma empresa sera sempre igual a soma dos lucros obtidos em cada

uma das atividades.

3. Divisibilidade: esse pressuposto assume que todas as variaveis de decisao podem

ser fracionérias.

4. Determinismo: os coeficientes c;, a;; e b; sao bem conhecidos, sem haver incer-

teza ou aleatoriedade entre eles.

1.3 Resolucao grafica de problemas de Programacao

Linear

Como ja foi apresentado no Exemplo 1.1, num problema que envolve apenas duas
variaveis é sempre possivel representar graficamente seu conjunto de solugoes viaveis.
Na verdade, para esse tipo de problema, ¢ sempre possivel encontrar a solu¢ao 6tima
(caso tal solugao exista). Problemas que envolvam 3 varidveis também podem ser re-
solvidos graficamente, porém como ¢é ressaltado em |27, tal procedimento na maioria

das vezes nao é facil. A partir de 4 variaveis a solugao so é possivel algebricamente.

Descreveremos tal procedimento, pois a partir dele fica mais facil a compreensao de
resultados associados a um PPL. Para iniciar esse estudo vamos tomar o Exemplo 1.1,

que se trata de um problema de maximizacao.

A partir do conjunto de solucoes viaveis do problema, que esta representado pela
Figura 1.1, precisamos determinar, caso exista, um ponto (zf, z%) que pertenga a
esse conjunto onde a funcao objetivo z = 27 + 2x5 assuma o maior valor possivel.
Isso pode ser feito estabelecendo alguns valores para a funcao objetivo z, dados por
suas curvas de nivel, que nada mais sao que uma familia de retas paralelas. Para
este problema podemos olhar, por exemplo, para as retas paralelas representadas pelas

equacoes abaixo, que estao na Figura 1.3.

201 + 229 =4
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21’1 + 21’2 =12
2271 + 21’2 =20
21’1 + 21’2 =24

Utilizando o célculo de varias varidveis, temos como fato indubitavel, como é mos-
trado em 7|, [10], [18] e [23], que as curvas de nivel sdo perpendiculares ao vetor
0z 0z
8:701 ' 8952
Vz = (2, 2). Sabendo ainda que o vetor gradiente indica o sentido de crescimento da

gradiente da funcao, que é dado por Vz = ( ) Em nosso exemplo temos
funcao, para um problema de maximizacao teremos a solugao 6tima vidvel no tltimo
ponto do conjunto de solugoes viaveis, no sentido do vetor gradiente, que é possivel
estar contido em uma curva de nivel da funcao. A Figura 1.3 ilustra tal solucao. Nela,
a parte colorida representa o conjunto de solucoes vidveis e as retas pontilhadas sao as
curvas de nivel da fungao objetivo. Assim, a solucao 6tima viavel serd dada pelo ponto

E de coordenadas (4, 8), tendo como valor 6timo para o problema z = 24.

2\ £ (Solugad otima viavel)

12 Restrigdo

Vetor Gradiente 2

-4 2 0 2%, 4,
32 Rqstrigéo

"'"_ Cuwa§~dg nivel da ’FOA

Figura 1.3: Representacao da solucao grafica do PPL.
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1.3.1 Tipos de solucoes de um PPL

Aproveitemos a representacao grafica de um problema de Programacao Linear para
visualizar as possiveis situacoes que podem ocorrer com a solucao de um problema. A
saber, um problema de Programacao Linear pode ser classificado nas seguintes situa-

coes:
1. PPL com tinica solugao 6tima, como no exemplo representado pela Figura 1.3.

2. PPL com infinitas solucgoes 6timas, que ocorre quando a funcao objetivo é
paralela a alguma das restrigoes. Tal situagao pode ser obtida alterando a funcao
objetivo do problema (1.3) para z = 421 + 225, onde teriamos o0 mesmo conjunto
de solugoes vidveis, como é mostrado na Figura 1.4 a seguir, com a fungao objetivo

paralela a segunda restricao.

Solugdes otimas

Curvas de'nivel da FO

Figura 1.4: Representacao grafica de um PPL com infinitas solugoes.
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Nesse caso, todos os pontos do segmento de reta GH fornecem uma solugao 6tima

para o PPL, por isso o mesmo admite infinitas solugoes 6timas.

3. PPL sem solucao viavel, também conhecido como PPL inviavel, que ocorre
quando nao existe nenhuma solucao que satisfaga simultaneamente todas as restri-
¢oes, isso porque o lugar geométrico das solugoes viaveis definidas pelo conjunto de
restricoes caracteriza um conjunto vazio. Tal situacao pode ser obtida alterando

o conjunto de restri¢oes do PPL exemplo (1.3) para:

3r1 + 22 <6
s.a. r1+ a9 > 10 (1.11)
;>0 j=1,2

A Figura 1.5 ilustra esse caso.

Conj. solugées
vidveis é vazio

Figura 1.5: Representacao grafica de um PPL com infinitas solugoes.

4. PPL ilimitado, quando o conjunto de solugoes viaveis nao é fechado e a funcao
objetivo do PPL aumenta seu valor (problema de maximiza¢ao) em uma diregao

sem jamais atingir uma fronteira da regiao viavel, nao sendo possivel estabelecer
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uma solucao 6tima. Nesse caso o PPL é dito ilimitado. O PPL a seguir exemplifica

essa, situacao.
max z = 2x1 + 219

—3x1 + 4dxy < 12
S.Q. r1 — 4$2 S 4

z; >0, j=1,2

(1.12)

A Figura 1.6 mostra a representacao do conjunto de solugoes viaveis e as curvas

de nivel da funcdo objetivo para o problema (1.12).

."Ql‘JrV.EiSr.C!e ﬁive! de;‘fu,nqé.é'ql‘)jet.i\iq‘ -

Figura 1.6: Representacao grafica de um PPL ilimitado.

E interessante observar que para esse problema (1.12), se a funcio objetivo fosse de
minimizagao, o mesmo admitiria uma tnica solu¢do viavel 6tima, a saber o ponto (0, 0)
com valor 6timo zero. Ou seja, apenas pelo fato do conjunto de solucées viaveis nao ser
fechado, nao se garante que um problema de Programacao Linear tenha solucao 6tima
ilimitada, na verdade ele pode continuar tendo uma ou até infinitas solucoes otimas

com valor limitado.



CAPITULO 2

O METODO SIMPLEX
I

O objetivo desse capitulo é discutir o chamado método Simplex, que trata-se de
um procedimento para a resolucao de Problemas de Programacao Linear, desenvolvido
por George B. Dantzig em 1947. Iniciaremos o capitulo com a apresentagao de alguns
fundamentos tedricos referentes ao método Simplex e posteriormente passaremos ao

método propriamemte dito.

2.1 Fundamentacao tebérica do método Simplex

Para compreender melhor o método Simplex, faz-se necessario apresentarmos al-
guns conceitos matemaéticos sobre a estrutura algébrica da solugao de um problema de
Programacao Linear. Parte desses conceitos é geralmente abordado em literatura que
trata de assuntos relacionados a algebra linear, bem como nos cursos que os utilizam

como base.

Iniciemos com um conjunto de definicoes.

Definicao 2.1 (|25]). Um vetor x € R"™ é uma combinagdo linear (CL) dos vetores
zta?, ... 2P € R™ se existirem escalares ay,ag, . ..a, € R tais que x = ayx' + aga® +
p

A E a;xt.

i=1

19
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Definicao 2.2 (|27]). Um vetor x € R" é uma Combinag¢do Linear Convexa (CLC)
dos vetores xt,x%,..., 27 € R™ se existirem escalares ai,az,...a, € R tais que x =
p p
a1zt + agx® + ...+ apaf = Zai:ci, ondea; >0,i=1,2,...,pe Zai =1.
i=1 i=1
Definiremos agora conjuntos convexos, pois logo mais a frente mostraremos que o
conjunto de solucoes viaveis de um PPL é um conjunto convexo. Esse fato é de suma
importancia dentro do desenvolvimento do método Simplex pois a partir da convexidade
é possivel garantir que uma solugao 6tima de um problema, quando existe, é atingida

em um vértice do conjunto convexo.

Definic¢ao 2.3 ([4]). Um conjunto X C R™ é um conjunto convero se para quaisquer
teXea? e X, x=ar'+(1—a)x? também € X, a € [0,1]. Ou seja, o segmento de

reta que liga x* a x* estd inteiramente contido em X.

A Figura (2.1) ilustra um conjunto convexo e um conjunto nao convexo.

Conjunto nao convexo .
Conjunto convexo

Figura 2.1: Representacao em R? de um conjunto convexo e um conjunto nao convexo.

Definicdo 2.4 (Hiperplano). Um conjunto de pontos na forma {x € R"/d'x = b},
a € R" (nao nulo) e b € R é chamado de hiperplano em R™.
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Defini¢ao 2.5 (Semiespago fechado). Um conjunto de pontos na forna {x € R"/d'x >
b} ou {z € R"/d'x < b}, a € R" (nao nulo) e b € R € chamado de semiespago
fechado em R".

E interessante notar que um hiperplano separa o R" em dois semiespacos, represen-
n n

tados pelas inequagoes: Zaixi >b e Z@ﬂi <b.
i=1 i=1

2.1.1 Convexidade do conjunto de solucoes de um PPL

Sabemos, da Definicaol.l, que as restricoes de um PPL podem se apresentar nas
formas de igualdades e/ou desigualdades (hiperplanos e semiespagos). Assim apresenta-
remos dois resultados importantes sobre hiperplanos e semiespagos que servem de base

para a garantia da convexidade do conjunto de solugoes de um PPL.

Proposicao 2.1. Um hiperplano X = {x € R" / dz =z}, c e R" ¢ 2z € R ¢ um

conjunto convezxo.

2 1

€ X, segue que dzt = z e Jda?

Demonstracao: Se z!, z = 2z; entdo T =
ar' + (1 —a)z? € X, a € [0, 1], pois dz = d[ax' + (1 — a)z?] = adz' + (1 —a)dz? =

az+ (1 —a)z =z ]
Proposicao 2.2. Um semiespag¢o € um conjunto convexo.

A demonstracao dessa proposicao é praticamente analoga a demonstragao da pro-

posi¢ao anterior, e pode ser encontrada em [5] e [19].

Proposicao 2.3. O conjunto de todas as combinacoes lineares convezras de um numero

finito de pontos converos € convezo, isto €,
r s
X:{x/ngamz’ a; >0,1=1,2,...,1r e gaizl}

i=1 i=1

€ um conjunto convero.
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Outro fato importante sobre os conjuntos convexos é que a interseccao finita de
conjuntos convexos ainda é um conjunto convexo, como é estabelecido pelo teorema a

frente.

Teorema 2.1. Se X;, i = 1,2,...,r, for uma colecao finita de conjuntos convezos,
T

entao X = ﬂXi € um conjunto convero.
i=1

A demonstracao da ultima proposicao e do altimo teorema podem ser encontradas

em [19], [22] e [27].

Teorema 2.2. O conjunto de solucoes vidveis de um problema de Programacgao Linear

€ um conjunto convezxo.

A demonstracao segue dos resultados anteriores, uma vez que o conjunto de solugoes
viaveis de um PPL é formado pela interseccao de hiperplanos e semiespacos, ou seja,

restri¢oes do tipo 'z = b, 'z < b, ’x > b, x > 0, que sdo conjuntos convexos.

Aos leitores interessados, demonstracoes alternativas para esse ultimo teorema po-

dem ser encontradas em [5], [11], [20], [22] e [27].

Aproveitemos ainda, uma vez que estamos tratando sobre convexidade, para definir

ponto extremo de um conjunto convexo, também conhecido como vértice do conjunto.

Definicao 2.6. Seja X um conjunto convexo. Um ponto v € X € dito vértice de X
(ou ponto extremo de X) se P 2t 2% € X, ot # 22, tais que v = ax' + (1 — a)z?,
a € (0,1), ou seja, x nao pode ser escrito como combinacao linear convera de dois

pontos distintos de X.

2.1.2 Solucao basica de um PPL

Dado um problema de Programacao Linear qualquer, ja vimos no Capitulo 1 que
é sempre possivel transformar suas restricoes em igualdades. Assim, vamos sempre

considerar o problema ja em sua forma padrao:
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min z =cx
Az =b (2.1)
z >0

S.a.

onde Aec R™" z, ce R", be R™, m <n.

Iniciemos analisando o sistema de equagoes lineares Ax = b. Vamos supor, sem
perda de generalidade, que A tem posto m, ou seja, A possui m linhas linearmente
independentes® (LI). Nesse caso, existe um conjunto de m indices, que chamaremos de
I, das n colunas de A, de tal forma que a matriz B formada com as colunas relativas

a esses indices tem posto m.

Definicao 2.7 (Matriz bésica). Seja A € R™™". A submatriz B € R™™, onde

det(B) # 0 ou seja, B tem posto m, é dita matriz base’ (ou matriz bdsica).

Podemos ainda alocar os indices das colunas de A nao pertencentes a /g em um
outro conjunto I e com as colunas de A referentes a esses indices formar uma matriz

N € R™*("=") egsa chamada de matriz nio bésica.

Dada uma matriz A € R™*" usando um pouco de anélise combinatoria é facil
ver que o nimero de submatrizes bases (m x m) relacionadas a A ¢ limitado por

n!
cn=

™oml(n—m)!
Sendo assim podemos particionar a matriz A da seguinte forma: A = (B|N), onde
B é a matriz base definida acima e N a matriz nao bésica, formada pelas (n — m)

colunas restantes da matriz A.

.. B
De modo anilogo podemos particionar os vetores r e ¢ em x = ecd =
TN
/ / .
(5| cy), onde:
1 Dizemos que um conjunto de vetores v',v2, ..., v € R" é linearmente independente se A\jv! 4+ \av? +
...+ ApvP = 0 implicar que Ay = X2 = ... =X, =0 [25].

2 A matriz B ¢ chamada de matriz base pelo fato dos vetores que compdem suas colunas formarem
uma base para R™.
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e rp : vetor de m componentes, formado pelas variaveis do vetor x associadas a

matriz base B, variaveis essas chamadas de variaveis basicas (VB).

e 1y : vetor de (n—m) componentes, formado pelas variaveis do vetor z associadas a

matriz ndo basica N, variaveis essas chamadas de variaveis nao basicas (VNB).

e cp : vetor de m componentes, formado pelos coeficientes do vetor ¢ referentes as

variaveis basicas.

e cy : vetor de (n—m) componentes, formado pelos coeficientes do vetor ¢ referentes

as varidveis nao bésicas.
Dessa forma, podemos escrever o PPL (2.1) da seguinte maneira:

min z = cgrp + vy
x>0, 2ny 20

S.a.

Podemos explicitar xp em funcao de xy, multiplicando a restrigao principal de (2.2)

por B~ pois B ¢ inversivel, onde obtemos:
rp = B_lb - B_INZI}N (23)

Tomando zy = 0 em (2.3) obtemos Tg = B~'b. Assim definimos:

Definicao 2.8 (Solugdo bésica). T é uma solug@o bdsica para Az = b em (2.1) quando
_ B 1 o Tp B~
Ty =0exp= B7'b, ou seja, T = =
TN 0
Definicao 2.9 (Solugao bésica viavel). Uma solugao bdsica em que xp assume valores

maiores ou iguais a zero € dita Solu¢do Bdsica Vidvel (SBV).
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2.1.3 Teoremas fundamentais relacionados ao método Simplex

Aproveitemos agora para enunciar alguns teoremas nos quais o método Simplex se
baseia. Iniciaremos mostrando a relacao entre uma solucao bésica viavel de um PPL e

um ponto extremo do conjunto convexo que representa suas restricoes.

Teorema 2.3. Dado um PPL com conjunto de solugoes vidveis X, & € solu¢do bdsica

vidavel do problema, se, e somente se, T € ponto extremo do conjunto X.

Teorema 2.4. Se um problema de Programacdo Linear admitir uma solucao dtima,

entao pelo menos um ponto extremo do conjunto de pontos vidveis € solugcao otima.

Teorema 2.5. Se a fungio objetivo de um PPL assume seu mdzimo (minimo) em mais
de um ponto extremo, entao ela terd o mesmo valor para qualguer combinacao linear

convera desses pontos.

Isso significa que se um PPL possui mais do que uma solugao 6tima, entao ele pos-
sui infinitas solugoes 6timas. Ressaltamos ainda que as provas dos teoremas anteriores

podem ser encontradas, por exemplo em [5], [11], [22] e [27].

Os resultados apresentados nessa secao dao suporte ao método Simplex que serd

discutido na proxima secao.

2.2 O Meétodo Simplex

Os teoremas (2.3) e (2.4) sdo muito importantes na teoria de PL pois deles é possi-
vel concluir que a busca por uma solucao 6tima pode se restringir aos pontos extremos
do conjunto de solucoes vidveis do PPL, ou seja, nao é necessario pesquisar solucoes
no interior deste conjunto. Além disso, uma vez que existe a correspondéncia entre

ponto extremo e SBV, é suficiente gerar SBV’s. No entanto, nao é conveniente gerar

n!

todas as SBV’s, cuja quantidade é limitada, como ja vimos, por C, ,, = P e

pois
essa quantidade se torna muito grande quando o tamanho do problema cresce. E mais,

podemos chegar a conclusoes erradas quando o problema possui solugao 6tima ilimitada.
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O método Simplex, que mostraremos resumidamente a seguir, apresenta uma ma-
neira eficiente de gerar SBV’s a partir de uma SBV dada. Em SBV’s consecutivas,
uma matriz base B se diferencia da seguinte por apenas uma coluna. E um processo
iterativo, que repete os mesmos passos a partir de uma SBV inicial, até se chegar a
uma SBV 6tima. Este método também detecta se o PPL tem infinitas solucoes, se o

problema ¢ ilimitado ou se o problema é inviavel.

Para apresentarmos alguns resultados importantes do método Simplex, vamos uti-
lizar a notagao da particdo da matriz A e do vetor x utilizada na secdo anterior e
construir uma nova forma de escrevermos o PPL. Vamos supor que temos disponivel
uma SBV. Iniciemos substituindo a expressao de x5 dada por (2.3) na funcdo objetivo

do PPL (2.2), de onde segue que esse PPL pode ser reescrito como:

min 2 = cgB7'b — (gB™'N — dy)zn

rB :Bilb—BilNl'N (24)

s.a.
rp >0, 2ny 20

Vamos escrever a matriz A por colunas, ou seja, A = (a' a* ... a") onde &/ =

(a1 as; ... am;)', a’ € R™ representa uma coluna de A com j € (IpU Iy). Definimos

ainda z; = dzgB™'d’, z; € R, e z = 3B~ = dzZp, z € R, como sendo o valor da
funcao objetivo para a SBV corrente. Desta maneira a funcao objetivo do problema

(2.4) pode ser reescrita como:

min z =z — Z (2 — ¢j)x; (2.5)
JEIN

Definindo y; = B~ 'a’, y; € R™, podemos escrever as restrigoes do problema (2.4)

CcOomo:

Tp=1Ip — Z Y;ix; (2.6)

JEIN
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2.2.1 Teste de otimalidade e critério para entrada na base

O teste de otimalidade é utilizado para verificar se uma SBV é 6tima ou nao. Caso
a SBV disponivel seja 6tima, o método termina. Caso contrario, devemos indicar uma
nova variavel nao basica (VNB) para entrar na base de modo que a funcao objetivo
diminua (problema de minimo). Nesse sentido, tal passo do método mostra-se interes-
sado na melhoria da funcao objetivo. O préximo teorema estabelece esse critério para

dizer se uma SBV é 6tima a partir da analise do sinal de (z; — ¢;).

Teorema 2.6. Se g > 0 e (2, —¢j) <0, Vj € Iy, entdo o vetor z* € R", onde

T, =2Tp, =1, 2,...;mex;=0, j€ly, serd uma solugao étima do PPL.

Demonstracado: Das hipoteses: (z; —¢;) <0ex; >0, Vjely e Tp >0, segue

que 5 (zj —¢j)x; < 0. Assim, temos da fungao objetivo (2.5) do PPL, que z > Z,
J€lN
onde Z = dzTp = 'x*. Isso quer dizer que z nunca serd menor que zZ = ¢'z*, e sendo z*

claramente uma solugao béasica viavel do PPL, segue da Definigdo 1.4 (solugao otima

de um PPL), que z* & solu¢do 6tima. [ |

Esse teorema nos diz que, dada uma SBV associada a uma matriz base B, se tiver-
mos (z; —¢;) <0, Vj € Iy, o problema de procurar uma solugao 6tima esta resolvido.
Assim sendo, ao se trabalhar com o método Simplex, de posse de uma SBV faz-se neces-
sario verificar se (z; —¢;) <0, Vj € Iy. Quando esta condi¢do é verificada, o método
pode ser finalizado, ja que estaremos de posse de uma solucdo 6tima. E nesse sentido
que as literaturas sobre o assunto chamam tal procedimento de teste de otimalidade

ou critério de otimalidade.

Como comentamos anteriormente, no método Simplex uma matriz base B se dife-
rencia da matriz base usada na iteracao seguinte por apenas uma coluna. Como cada
varidvel z; pode ser associada & columa o’ de A, podemos estabelecer um critério para
a selecdo de uma variavel z, para entrar na base. Para tal, os valores de (z; — ¢;),

j € Iy desempenham papéis fundamentais, pois além de garantirem a otimalidade de
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uma SBV, podemos, a partir do estudo de seu sinal, definir tal critério, como veremos.

Caso o critério de otimalidade nao seja satisteito, existe pelo menos um indice r € Iy
tal que (z. — ¢.) > 0. Se tornarmos a variavel nao béasica x, positiva e mantivermos
as outras varidveis nao basicas nulas, ou seja, ; = 0, Vj € Iy, j # r, entao a fungao

objetivo (2.5) do PPL pode ser expressada sem o somatorio por:

z2=2Z— (2, — )y (2.7)

Sendo x, > 0, segue de (2.7) que, quando (2, — ¢,) > 0, o valor de z nessa itera-
¢ao ird diminuir. Como queremos minimizar a fungao objetivo, é sensato admitir que
x, € candidata a entrar na base, ou seja, a coluna a” é candidata a compor a matriz
base B. Notamos ainda da equagao (2.7), que quando (2, — ¢,;) < 0, a fungdo obje-
tivo z aumenta nessa iteracao, nao sendo entao conveniente colocar z, na base. E por

tlltimo, se escolhermos r € Iy, tal que (2, —¢,) = 0, o valor de z se mantera inalterado®.

Desta ultima observacao e do Teorema (2.6), temos que se (z; —¢;) <0Vj € Iy e
existe algum k € Iy tal que (zr — ¢x) = 0 entdo o PPL admite mais de uma solugao
Otima, e nesse caso, pelo Teorema (2.5), admite infinitas solugbes. Ou seja, temos aqui

um critério para garantir quando um PPL tem infinitas solugoes 6timas.

Faz-se necessario ressaltar que nem sempre existe um tnico r» € Iy tal que
(2 — ¢,) > 0. Nesse caso, podemos usar um critério bem simples, como é apresentado

em [5], para a escolha da variavel x, que entra na base: z, é escolhida de forma que:

(2r — ) =max(z; —¢; [ z; —¢; > 0) (2.8)
J

Isso é, vamos tomar para entrar na base a variavel que tiver o maior coeficiente positivo

na funcao objetivo.

3 Estamos supondo que o problema nio apresenta solucio degenerada. Uma solucio basica é chamada
de degenerada quando pelo menos uma compomente de xp é nula.
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2.2.2 Critério para saida da base ou Teste da Razao

Como o critério para entrada na base estabelece uma variavel x, para entrar na
base, e s6 podemos ter m varidveis bésicas, é necessario agora estabelecer um critério

para escolha de uma VB para deixar a base, tornando-se VNB.

A partir dos critérios de entrada na base e de saida da base, temos que o método
Simplex, em cada iteracao, troca uma coluna da matriz N por uma coluna da matriz

B, “caminhando” assim por pontos extremos adjacentes.

Como vimos anteriormente, escolhemos a variavel x, para entrar na base com o ob-
jetivo de diminuir a funcao objetivo. Sendo assim, é conveniente que z, assuma o maior
valor possivel, ja que quanto maior for x, mais a funcao objetivo z diminuira. Porém
precisamos manter a viabilidade da solugao. Isso é feito pelo teste da razao, que nos
diz o quanto a variavel x, pode crescer, assumindo que todas as VB devem permanecer

nao negativas.

A equagao (2.6) nos diz que:

rp=1Ip — g Y;ix;

Jeln
Essa equacao pode ser escrita sem o somatorio, pois somente a variavel x, que en-
trard na base assumira um valor nao negativo, as demais VNB permanecerao nulas.

Assim temos que:

T =Tp — YrZy (2.9)
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Alternativamente explicitando, as m componentes basicas, temos:

LBy B, Yrq
B B Y
S I |, (2.10)
me ij y""m
ou ainda, equivalentemente,
Tp, =Tp, — Yrlr, T=1,2,....m (2.11)

Como comentamos, o método Simplex mantém a viabilidade da solucao, ou seja,
precisa manter xp, > 0,¢ =1, 2,..., m. Como z, sai do valor zero e cresce para um va-
lor positivo, é preciso analisar o que acontece com o valor de cada VB quando x, cresce.

E facil ver, pela expressdo (2.11), que isso depende do sinal de y,., i =1, 2,... m.

Analisando o sinal de y,., temos:

1- Se y,, <0, entao xp, aumenta, uma vez que ja era positivo e continuara positivo
com mais razao ainda. Isso quer dizer que zp, associado pode crescer indefinida-

mente com o valor de x,.
2 - Se y,, = 0, entao o valor de xp, permanecera inalterado.

3 - Se y,, > 0, entao o valor de xp, decresce a medida que x, cresce. Mas xp, s6 pode
decrescer até atingir o valor zero. Neste caso, para satisfazer a condi¢ao de nao

negatividade, vamos impor zp, > 0, isto é,
EBZ' - ymx’r‘ 2 O =

_yTixT 2 _'TB»L =

yTixT S jBl :>

o < By >0 (2.12)

Ti
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TB; 4. . . . , ,
Os valores de — limitam o crescimento da variavel z,. Como a nova VB s6 poderéd
Yr;
crescer até que a primeira componente xp, atinja o valor zero, é necessario tomar o

B;

minimo entre todos os , Yr; > 0. Se zp, for essa componente, entao temos que:

Ti

rp, = min {@ / Y, > 0} (2.13)

1<i<m Y,
Nesse caso, xp, € a varidvel basica que deixard a base, tornando-se varidvel nao
bésica, pois a mesma é a primeira a anular com o crescimento de x,. A expressao (2.13)

é conhecida na literatura como teste da razao.

Observagao 2.1. Se y,, < 0,7 =1, 2,...,m, x, pode crescer indefinidamente man-
tendo a factibilidade da solugdo. Logo, da func¢do objetivo z = Z — (2, — ¢, )x,, segue
que se x, crescer indefinidamente, o valor da funcao objetivo tendera a menos infinito

(z = —o0), 0 que significa que o problema ¢é ilimitado.

2.2.3 Nova SBV - atualizacao

Pelos critérios de entrada e de saida da base expostos anteriormente, sabemos como
determinar a variavel que entra na base, z,, e a variavel que sai da base, xp,. Devemos
agora estabelecer como é feita a atualizagao dos elementos que sao usados no método
Simplex, ou seja, as matrizes B e N, e os vetores cg,cn,xp e xy. Essa atualizacao é

feita como segue:

B: a nova matriz B é obtida a partir da matriz B anterior, trocando-se a coluna
associada a varidvel de saida xp_, ou seja, a coluna a®s, pela coluna associada a

varidvel de entrada z,., ou seja, coluna a”.

N: a nova matriz N é obtida a partir da matriz N anterior, trocando-se a coluna a”

pela coluna a®s.
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cp e cy: 0s vetores cp e cy, sao atualizados segundo as trocas feitas em B e N, ou
seja, o coeficiente cp, é substituido pelo coeficiente ¢, em cp, e o coeficiente ¢, de

¢y é substituido pelo coeficiente cp,.

rp e xy: 0s vetores rp e xy também sao atualizados segundo as trocas feitas em B e
N, ou seja, a varidvel xp_ é substituida pela varidvel x, em x g, e z, é substituida

por rp, €em I'y.

Lembramos que o valor de Zp continua sendo dado por g = B~'b, onde B~! ¢ a
inversa da nova matriz B, ou, preferencialmente através da solucao do sistema linear
BZp = b. Do mesmo modo, o valor de Z continua sendo dado por Z = czTp, onde iz e

Tp estao associados & nova matriz B.

2.2.4 O algoritmo Simplex

A idéia do algoritmo Simplex é, através dos critérios estabelecidos anteriormente,
descrever uma sequéncia de passos para a obtencao de uma solucao 6tima de um PPL.

O algoritmo Simplex pode ser escrito resumidamente pelos seguintes passos:
1° Passo: Determinar uma SBYV inicial para o problema;

2° Passo: Aplicar o teste de otimalidade: caso a solucao seja Otima, parar. Caso

contrario, determinar uma VNB z, para entrar na base;

3° Passo: Aplicar o teste da razao para determinar qual variavel basica zp, deve sair

da base;

4° Passo: Atualizar os elementos, obtendo uma nova SBV e retornar ao 2° passo.

Utilizando as equacoes que foram desenvolvidas anteriormente, podemos reescre-
ver este algoritmo de maneira um pouco mais detalhada. Dessa forma, a solucao 6tima

de um problema geral de PL do tipo (2.1) pode ser encontrada aplicando este algoritmo:
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Observacao 2.2. Note que, para a aplicacao do método Simplex o problema deve estar

na forma padrao.

Algoritmo Simplex:

Inicializacao:

e Fornecer m, n, a matriz A, os vetores b e ¢ e uma SBV inicial para o problema,

isto é, B, N, cg, cN, Tp, TN, Tp = B7l0, 2 = dgzp e Iy.

Repetir até parar:

Teste de otimalidade - entrada na base:
e calcular z; — ¢; = dgBtal — ¢, j € In;

o se z; —c; <0,Vj € Iy, entao a SBV atual é 6tima;

se zj —¢; <0, Vj € Iy, o PPL possui uma tnica solucao 6tima
T=(Zp| Zy ). Parar.
~—~

0
se z; —c¢; = 0, para algum j € Iy, o PPL possui solu¢oes otimas

alternativas. Parar.
senao, escolher z, para entrar na base tal que 2z, — ¢, > 0. Um critério que pode

ser utilizado é escolher z, tal que z, — ¢, = max {zj —¢; | zj —¢; > 0};

Teste da razao - saida da base:
e calcular y, = B~ 'a" ou equivalentemente By, = a';

se ¥y < 0, entao o PPL ¢ ilimitado. Parar.

T B,
Yr;

senao rp, = min{ / Yr, > O}, rp, € a VB que sai da base;
(2

Atualizagao - nova SBV:

e 1, entra na base; xp, sai da base;
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e atualizar as matrizes B e N e os vetores cp, cy, T, TN;

e atualizar Tp e Z.

Vamos aplicar o algoritmo apresentado acima para resolver um exemplo. Tomemos

o PPL (1.3) proposto no Capitulo 1, Exemplo 1.1.

Exemplo 2.1. Seja o PPL:

max 2z = 2x1 + 2x9

() + 22, < 20

2z + @3 < 16 (2.14)
1 <6

r; >0, j=1,2

S.a.

\

Vamos encontrar a solugao 6tima através do método Simplex.

Conforme vimos no capitulo anterior, o problema tem solu¢ao 6tima (4, 8), com

valor 6timo z = 24. A regiao viavel e a solugao 6tima estao destacadas na Figura 2.2.

Para iniciar a aplicacao do método Simplex, o problema precisa ser colocado na
forma padrao. Para isso, acrescentamos as variaveis de folga x3, 4 e x5. Além disso,
como apresentamos o método Simplex para problema de minimo, vamos transformar a

funcao objetivo, obtendo:

max z = 2x1 + 2xy = —min(—z) = —2x; — 2x9
($1 + 229 + 23 =20
s.a.
I + x5 = 6
\ $j > 07 J =1, 75
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12 Restrigdo

24

4 R 8
32 Restrigaop5 (6, 0)

-

Figura 2.2: Representacao do conjunto de pontos vidveis e solucao 6tima do Exemplo

2.1.

Desta maneira, temos que:

12100
A=121 01 0|,
1 0001

b=

20
16 |, c’z[—z —2000]

Observando a matriz A, vemos uma SBV inicial 6bvia, onde as VB sao z3, =4 e s,

pois as colunas correspondentes a essas variaveis formam a matriz identidade.

Assim,

100

B=|010 :[a3 at a5];

001
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T 20

’ _ -1 T 0
T

s 6 2

G=looo]: =] —2]i =0 2

A SBV inicial é ' = [ 0 0 20 16 6 }, que corresponde ao ponto P; na Figura

2.2. O valor da funcao objetivo é dado por:

20
s=cyis=[0 0 0| 16| =0.
6

1% iteracao
Teste de Otimalidade — entrada na base

Calcular z; — ¢; = dg B 'al, —¢;, j =1, 2.

Y

para j = 1: y; =B la' =ad' =

1
2
1
z1—ca=10 0 0 |:

na base).

— (—2) =2 > 0 (x; é candidata a entrar

—_ N

paraj =2 1y =B la>=d>= | 1
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2
22—02:[0 0 0} 1 | —(—2) =2> 0 (z3 & candidata a entrar

0
na base).

Podemos escolher tanto ;1 quanto xo para entrar na base. Vamos escolher zo, isto

é, v, =19 (1 =2).

Teste da razao — saida da base
2

A coluna atualizada de x5 é yo = | 1 |. Vamos definir qual VB sai da base quando
0

T9 entra na base.

Das equacgoes (2.9) e (2.10) temos que T = Tp — YaT2, que queremos manter nao

negativo, ou seja:

T3 20 2 20 — 225
zy | =1 16| — | 1 [22=] 16—25 |20 (2.16)
T 6 0 6

De onde segue que: 20 — 225 >0 = x5 <10
16— 29 20 = x,<16

Isso significa que x5 s6 podera crescer até x5 = 10, limite que é dado pela primeira

VB, z3, que devera entao sair da base. Neste caso, xp, = 3.

Observacao 2.3. O teste da razao também pode ser feito diretamente da expressao

(2.13):
B, 20 1
rp, = min {sz /y21>0}: min {_0 _6}:10

1<i<3 | yo, 1<i<s | 27 1
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dado pela primeira VB, isto é, xp, = 3 € a VB que sai da base.

Nova SBV — atualizacao

Temos que: x5 entra na base, o = 10.

xr3 sai da base, r3 = 0.

Colocando 2 = 10 em (2.16), obtemos: x3 =0, x4, =6, x5 = 6. Portanto:

BZ[@2 at a5}, NZ[al a3], Iy ={1, 3}
i) 10
_ T 0
Tp= | T4 |; rp=| 6 |; Iy = =
T3 0
Ty 6
c’B:[—Qoo]; C&Z[—Q 0}
10
zzc’Bi’B:[—Q 0 0} 6 | =—20
6

A nova SBV é 7/ = [ 0 10 0 6 6 }, que corresponde ao ponto P na Figura 2.2.

Podemos notar que o valor da funcao objetivo diminuiu de zero para -20. De fato,

(22 — CQ)IQ = -2 x 10 = —20.
22 iteragao
Teste de Otimalidade — entrada na base

Calcular z; —¢; = cgy; —¢;, 7 =1, 3.



2.2 O Método Simplex

20 0] [y, 1
paraj=1: yy=B'a' & Byy=a' <= |1 10| |y, |=]|2]| =
00 1]|]|w, 1
1/2
y1=| 3/2
1
1/2
m—a=]-200]]32|-(-2)=-1+2=1>0(n ¢
1
candidata a entrar na base).
200 Y3, 1
para j =3: y3=B7'a® & Bys=a> < |1 1 0 y, | = 0| =
00 1|/, 0
1/2
ys = | —1/2
0
1/2
23—032[—2 0 O] —1/2 | = 0= —1 (x3 ndo é candidata a
0

entrar na base).

Neste caso, a tnica candidata a entrar na base é xq, isto é, z, = 1 (r = 1).

Teste da razao — saida da base
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1/2
A coluna atualizada de xy ¢ y; = | 3/2 |. Vamos definir qual varidvel basica sai da

1
base quando x; entra na base, utilizando diretamente a expressao (2.13), onde temos:

[z, (10 6 6]
T8, = 121i1£3{y_1i [y > 0} n 1211'1%13{1/_2’ 3/2° I} =4

Como 4 esta associado a segunda VB, ou seja, estd associada a x4, temos que x4 sai da

base, logo xp, = x4.
Nova SBV — atualizacgao

Temos que: x; entra na base, ry = 4.

x4 sai da base, zs = 0.

Portanto:
Bz[a2 al as}, NZ[a4 a3], Iy ={3, 4}
X2
T3
IB_ .171 ) ‘IN_
Ty
Is
210 To 20
Q_ZBIBilb@BSEB:b@ 1 20 T = 16 < Ip= 4
011 Ts 6 2
c/Bz[—Q —2 0]; c’N:[o 0}
8
s=dpip=|-2 —2 0] |4 |=-16-8=-21
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AnovaSBVeézZ =4 8 0 0 2 ], que corresponde ao ponto Ps na Figura 2.2.

Note que o valor da funcao objetivo diminui de -20 para -24.
32 iteracao
Teste de Otimalidade — entrada na base

Calcular z; —¢; = dgy; —¢j, 1 =3, 4.

21 0| [ ys 1
para j=3: ys=B"'a® = Bys=0a® < |1 2 0 ys, | =1 0| =
011 Y33 0
2/3
ys= | —1/3
1/3
2/3
2 -2 0 1/3 0= 2,2 2 20
23 —C3 = — — — — = — —_ = ——
5o / 3 '3 3
1/3

(3 ndo é candidata a entrar na base)

210 Yaq 0
paraj =4 y=B"'a" = Byu=ad" <= |1 2 0| |y, |=|1]| =
011 Y 0
~1/3
Yo = 2/3
~2/3
~1/3
2 —2 0 2/3 0=2_12 2 20
24 — Cqp = — — —_ = - — — = ——
o / 373 3
—2/3

(x4 ndo é candidata a entrar na base)



2.2 O Método Simplex 42

Como z; —¢; < 0 para j = 3, 4, temos que 7’ = [4, 8, 0, 0, 2] é solugao 6tima
para o PPL, sendo o valor 6timo dado por -(-24)=24. Esse valor corresponde ao mesmo

valor encontrado graficamente no capitulo anterior.

Como podemos ver, o algoritmo Simplex necessita no primeiro passo que seja dada
uma SBV inicial. Em alguns problemas, tal SBV inicial é facilmente determinada.
Por exemplo quando existem m colunas da matriz A formando uma matriz identi-
dade (m x m), que tomamos como matriz base B. Em alguns problemas, tal situagao
apresenta-se trivialmente com o acréscimo das variaveis de folga. No entanto, em ou-

tros isso nao ocorre, ou ainda pior, em alguns problemas pode nem haver solucao viavel.

No entanto, existe um método eficiente para se determinar uma SBYV inicial, co-
nhecido como método Simplex de duas fases, ou simplesmente método das duas
fases. Esse método consiste em aplicar o proprio método Simplex a um problema de
PL chamado de “problema auxiliar”, que trata-se de um problema de minimizacao mon-
tado a partir do problema original, com o acréscimo de varidveis chamadas de variaveis

artificiais (positivas).

A solugao 6tima do problema auxiliar nos fornece uma SBV inicial para o problema
original, ou entao, nos diz se o problema original é um problema invidvel. De posse
da SBYV inicial, podemos resolver o problema original através da aplicacao do método

Simplex discutido anteriormente.

Como nosso objetivo é apresentar o método Simplex para sua posterior aplicacao
ao problema de separacao de pontos que discutiremos no proximo capitulo, e para tal
discussao nao necessitamos do método das duas fases, optamos, por nao apresenté-lo.
Porém o leitor interessado pode encontrar sobre este método em varias referéncias, tais

como [11], [12], [20], [22] e [27].



CAPITULO 3

SEPARAGAO DE PADROES (PONTOS)

VIA PROGRAMACAO LINEAR

O objetivo desse capitulo é discutir critérios de separacao de pontos, ou separacao de
padroes, como ¢ comumente conhecido na literatura, através de Programacao Linear,
e definir um problema capaz de separar linearmente dois conjuntos de padroes caso
esses sejam disjuntos e propor uma separacao linear que minimize a média dos erros de

classificacao caso os conjuntos nao sejam disjuntos.

3.1 Introducao e definicoes preliminares

Definimos padroes como sendo uma amostra confidvel de tracos, atos, tendéncias, ou
quaisquer outros tipos de caracteristicas observaveis de um determinado objeto ou ser
vivo. Uma separacao de padroes nada mais é que a obtencao de um critério para a dis-
tingao entre os elementos de dois conjuntos de padroes. Usualmente, considerando uma
separacao matematica, os padroes sao representados por pontos no espaco Euclidiano
R™. Dessa forma, uma maneira matematica de se obter uma separacao é construir um
hiperplano ou uma superficie nao linear de R® de modo que cada conjunto de padroes

esteja localizado de um lado do hiperplano ou da superficie.

43
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Assim, vamos supor que sao dados dois conjuntos de padrdes F e F, onde o conjunto
E é formado por m padrdes e o conjunto F é formado por k padrées. Cada padrio
é consistituido de n observacoes (tracos, atos, tendéncias, etc, citados na defini¢ao de
padrdes) que sdo representadas por n escalares reais. Separar esses conjuntos por um
hiperplano de R™ é encontrar tal superficie de forma que os m pontos que representam
os padroes do conjunto E estejam de um lado desse hiperplano, enquanto os k pontos
que representam os padrdes do conjunto F estejam do outro lado desse hiperplano. Na-
turalmente, nem todos os conjuntos de pontos sao linearmente separaveis, como pode

ser visto na Figura 3.1.

6 N 6
AN * *
N\ * *
\
o N *
5F o \\ * " * 5r o o o
\
o ¥
\
AN * * *
4+ o N * * 4+ o o * o o o
O\
N\ *
5 \
&gl o\ * * * & 3E * o o o * o é
\ *
O AN
o N\ "
L o AN L
2 \ * * 2 * * o * * *
o o . )
o \. o
\
1+ o\ * * 1+ o] * * * *
o o N\
\
\\
o © © \
0 . . . . . . . . ) 0 . . . . . . . . )

Figura 3.1: Representacao em R? de dois conjuntos de padrdes linearmente separaveis
e linearmente inseparaveis, respectivamente.

Como usualmente os padroes sao representados por pontos de R”, podemos formar
com esses conjuntos de padroes uma matriz nao vazia de nimeros reais, chamada de
matriz padrao, conforme Mangasarian [14]. Cada linha dessa matriz define um tnico
padrao, composto de n nimeros reais que sao as representacoes das observagoes. Assim
sendo, os m pontos que representam o conjunto de padroes £ sdao representados por
uma matriz £ € R™", onde cada uma das m linhas sdo os m pontos do conjunto F.
De modo analogo podemos representar os k padroes de F' por uma matriz F € RF*"
onde as k linhas da matriz F' sdo os k pontos de F. Chamaremos de a;; os elementos

de E e de b;; os elementos de F'. Vejamos um exemplo de dois conjuntos de padroes.
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Exemplo 3.1. Segundo a OMC (Organizacdo Mundial da Satide), o Indice de Massa
Corporea (IMC) que relaciona o peso de uma pessoa com sua altura ao quadrado,
indica a quantidade aproximada de gordura geral no corpo. Atualmente, os valores
considerados normais vao de 18,5 a 24,9 kg/m?, para homens. A partir de 25 kg/m?,
configura-se sobrepeso e, acima de 30, obesidade. Sendo assim, segundo o IMC podemos
classificar um grupo de homens em dois grupos, a saber, normais e sobrepeso, conforme

a tabela abaixo:

Altura | Peso | IMC | Classificagao
170 73 | 25,25 | Sobrepeso
171 75 | 25,64 | Sobrepeso
160 71 | 27,71 | Sobrepeso
165 70 | 25,71 | Sobrepeso
169 75 | 26,25 | Sobrepeso
162 67 | 25,52 | Sobrepeso
168 71 | 25,15 | Sobrepeso
164 62 | 23,05 Normal
162 65 | 24,76 Normal
168 65 | 23,03 Normal
170 69 | 23,87 Normal
166 67 | 24,31 Normal
172 71 | 23,99 Normal

Tabela 3.1: Classificagao de um grupo de homens quanto ao IMC.

Nesse caso, sendo o IMC o fator referente a classificacao de um homem estar com
sobrepeso ou normal, podemos considerar sobrepeso como um padrao e normal como
outro padrao, e assim, a partir das observagoes de altura e peso definir as matrizes de

padroes E' e F' como abaixo:
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170 73 - -

164 62
171 75

162 65
160 71

168 65

E=1|165 70 |, F=

170 69
169 75

166 67
162 67

172 71
168 71 : -

Nesse exemplo temos n = 2 (apenas duas caracteristicas a saber, altura e peso),

m =7 (quantidade de pontos em E) e k = 6 (quantidade de pontos em F).

3.2 Critérios de separabilidade linear

O problema de separacao de dois conjuntos de padroes consiste em determinar um
tnico hiperplano

rw—~y=0 (3.1)

onde w é um vetor de R"” normal ao hiperplano e v é um escalar real, tal que:

Ew—ey>0 (3.2)

Fw—ey <0 (3.3)

onde e é um vetor de uns de dimensdo apropriada, ou seja, dimensdo m em (3.2) e
dimensao k em (3.3). Assim, podemos definir a separacdo de dois conjuntos de padroes

como segue abaixo.

Definicdo 3.1 (Separabilidade Linear). Sejam os conjuntos E e F representados pelas
matrizes E € R™™ ¢ F € R respectivamente. Dizemos que esses conjuntos sio
linearmente separdveis se, e somente se, existir w € R" ey € R tal que (3.2) e (3.3)

sejam satisfeitos.
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Caso nao existam w e 7y satisfazendo a definicao acima, E e F' sao ditos linearmente
inseparaveis. Para facilitar a linguagem nao vamos mais fazer distin¢ao entre conjuntos

de padroes e matriz padrao.

Em nosso Exemplo 3.1, é facil ver graficamente que os padroes sobrepeso e normal
sao linearmente separdveis, pois é possivel passar uma infinidade de retas que sepa-
ram completamente os conjuntos de padroes representados pelas observacoes de peso e

altura.

76
¢] @)
74+
o
72+
@) @) *
70+ e]
3 *
o 68l
o *
66 - Sobrepeso : o
* *
64 Normal : *
621 *

60 L L L L L L L L J
158 160 162 164 166 168 170 172 174 176
Altura

Figura 3.2: Representacio em R? dos conjuntos E e F' do Exemplo 3.1, que deixa
visualmente clara a separacao desses conjuntos.

Porém, na pratica, os conjuntos de padroes geralmente tem dimensoes maiores do
que 3, o que exclui a possibilidade de verificacao grafica quanto a separabilidade ou nao.
Por isso é interessante determinar um método para avaliar se dois conjuntos de padroes
sao ou nao linearmente separaveis. Para estabelecer tal critério iniciemos estabelecendo

o lema seguinte.
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Lema 3.1 ([14]). Os conjuntos de padries E e F representados pelas matrizes E €
R™¥" ¢ [ € R¥*" respectivamente, sao linearmente separdveis se, e somente se, existir

c € R" e constantes a e 3 tal que

Ec—ea > 0 (3.4)
—Fc+ef > 0 (3.5)
a—p > 0 (3.6)
e>c > —e (3.7)

onde e é um vetor coluna de uns de dimensao m em (3.4), k em (3.5) e n em (3.7).

Demonstragdo: (=) Se existem ¢, a e [ satisfazendo as condigoes de (3.4) a (3.7),
entdo, tomando w = c e y = i(oz + ) teremos (3.2) e (3.3) satisfeitos e com isso E e
F' sao linearmente separaveis.

(<) Inversamente, se F e F sdo linearmente separaveis, entdo existem w e y satisfazendo
(3.2) e (3.3). Notemos que ao menos uma componente de w deve ser diferente de zero,
pois caso w = 0, (3.2) e (3.3) nos levariam a —y > 0 e —y < 0, 0 que é obviamente um

absurdo. Seja 6 = max | w; |, assim fazendo a divisdo de (3.2) e (3.3) por J obtemos:

=1l,...

(Bw/é) —ey/d > 0 (3.8)
(Fw/é§) —ey/d < 0 (3.9)

Note que nesse caso vale a relacao

e>w/d>—e (3.10)
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Vamos definir agora

a = min Z(aijwj/é) (3.11)

i€1,2,...m
j=1
]:
c = w/o (3.13)

Assim, de (3.8), (3.9), (3.11) e (3.12) segue que

a>f=>a-0F > 0 (3.14)

Do mesmo modo, segue de (3.8) a (3.13) que

e>c > —e (3.15)
Ec—ea = (Ew/d)— ei61117121713.7m21(aijwj/5) >0 (3.16)
=
Fc—ef = (Fw/d)—e max (bjjw;/6) <0 (3.17)
1e1,2,...,
j=1

Portanto as condicoes (3.16), (3.17), (3.14) e (3.15) sdo exatamente as condigoes (3.4)
a (3.7). -

A partir do lema anterior, Mangasarian [14] estabelece um critério para dizer se dois
conjuntos de padroes sao linearmente separaveis utilizando um problema de Programa-
¢ao Linear que tem como fun¢ao objetivo (o — ) e como restri¢oes as desigualdades

(3.4), (3.5) e (3.7). Isso fica bem claro ao observarmos o teorema a frente.

Teorema 3.1 ([14] Condi¢ao de Separabilidade Linear). Uma condi¢do necessdria e

suficiente para separabilidade linear dos padroes dos conjuntos E e I é:

O(E,F) > 0 (3.18)
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onde 0(E, F) é a solu¢ao do problema de Programagdo Linear:

max,g. (o—pf)
EFc—ea>0

s.a. —Fc+ef >0
e>c> —e

(3.19)

Demonstragdo: Se 6(E,F) > 0, entao (3.4) a (3.7) s@o obviamente satisfeitos pela
solugdo do problema de Programagao Linear (3.19) e como consequéncia disso E e F'
sao linearmente separaveis. Inversamente, se £ e F' sao linearmente separaveis, entao
existe algum ¢, o e [ satisfazendo (3.4) a (3.7). Logo ¢, a e [ formam uma solugao
viavel para o problema de Programacao Linear (3.19) e torna, portanto, « — 3 > 0 de
onde segue que 0(E, F') > 0. ]

Do teorema acima segue imediatamente o corolario a frente.

Corolario 3.1 (|14] Condicao de Inseparabilidade Linear). Uma condi¢do necessd-

ria e suficiente para inseparabilidade linear dos conjuntos de padroes de E e F ¢ que

(B, F) = 0.

Demonstracao: A prova segue imediatamente do teorema 3.1 pela observacdo que
c=0,a=0e [ =0 formam uma solugao vidavel do problema de Programacao Linear

(3.19) e, neste caso §(F, F) = 0. ]

Podemos notar que o problema de Programagao Linear (3.19) tem dois aspectos im-
portantes que merecem ser ressaltados, conforme o proprio Mangasarian [14] apresenta,

a saber:

1. Este problema sempre possui a solucao viavel c=0, a =0e = 0.

2. As suas solugoes sao limitadas superiormente por

n n
cmax > fag [+ max S| by |
j=1 j=1
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O primeiro desses itens nos diz que o conjunto de solugoes viaveis do PPL nao é
vazio, enquanto que o segundo item garante que o PPL nunca sera ilimitado, sendo
assim, entre as quatro possiveis situagoes que podem ocorrer com a solucao de um
PPL, conforme apresentado na subsecao 1.3.1 do Capitulo 1, esse PPL s6 admite duas

situagoes, a saber, possui uma Unica solu¢ao ou possui infinitas solucgoes.

A titulo de exemplo, vejamos uma simples aplicacdo do Teorema 3.1.

Exemplo 3.2. Aplicando o Teorema 3.1 ao Exemplo 3.1 para dizer se os conjuntos de
padroes sao linearmente separaveis ou nao, basta resolver o problema de Programacao

Linear (3.19) onde:

170 73 - .

164 62
171 75

162 65
160 71

168 65

E= 1165 70 F=

170 69
169 75

166 67
162 67

172 71
168 71 - -

Usando o software Matlab [6], com a opgao de utiliza¢do do método Simplex, a solugao

6tima apresentada ¢ w' = (—0,67;1), « = —41 e § = —43. Logo, o valor 6timo da
funcao objetivo ¢é 2, assim sendo, E e F' sao linearmente separaveis, como ja haviamos
verificado visualmente. E nesse caso, a reta —0,67z1 + 2o = —42 (onde —42 = 5 5)

separa linearmente esses dois conjuntos, conforme é apresentado na Figura 3.3. Pode-
mos notar também que a solucao 6tima nao é tnica, ou seja, existem outras retas que

separam estes conjuntos.

E possivel, recorrendo ao principios de dualidade em Programacao Linear, estabe-
lecer um teorema dual ao Teorema 3.1, assim como um novo critério para inseparabi-

lidade. Como em nosso texto nao discutimos sobre dualidade, optamos por apresentar



3.2 Critérios de separabilidade linear 52

Peso

66 Sobrepeso : 0

64 Normal : *

60 L L L L L L L L J
158 160 162 164 166 168 170 172 174 176
Altura

Figura 3.3: Representacao em R? dos conjuntos E e F do Exemplo 3.1 juntamente com
a reta de separacao obtida a partir da aplicacao do Teorema 3.1.

esses resultados em nosso apéndice.

Com o exposto até o momento é possivel identificar se dois conjuntos de padroes sao
linearmente separaveis ou nao, analisando a solucao de um problema de Programagao
Linear. Além disso, se os dois conjuntos forem linearmente separaveis, a partir da so-
lugao do problema de Programacgao Linear (3.19) é possivel estabelecer um hiperplano

que separa linearmente esses conjuntos.

No entanto, na maioria dos problemas envolvendo situagoes reais, os conjuntos de
padroes nao sao linearmente separaveis. Nesse caso, é necessario estabelecer um critério
nao apenas para identificar quando dois conjuntos sao ou nao linearmente separaveis
mas também, quando nao sao, o ideal seria conseguir subsidios para gerar um hiper-
plano que minimize a média das violagoes dos pontos pertencentes a cada conjunto.

Neste caso, teremos uma separacao parcial dos conjuntos.
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3.3 Formulacao de um Programa Linear para separa-
cao de padroes

Para resolver problemas de separagao de padrdes, Bennett e Mangasarian [3] pro-
poem a solucdo de um tunico problema de Programacao Linear, cuja formulacao é su-

perior as formulagoes anteriores, e com as seguintes propriedades:

1. Se os conjuntos de pontos E e I forem disjuntos, a partir da solucdo do problema
de Programacao Linear ¢ gerado um hiperplano que separa estritamente esses

conjuntos.

2. Se o0s conjuntos de pontos £ e F ndo forem disjuntos, a partir da solucdo do
problema de Programacao Linear é gerado um hiperplano que minimiza a média

dos erros de classificacao dos pontos.

3. Nao ha necessidade de impor restricoes ao problema para incluir qualquer caso

particular a ser considerado.

Novamente, se os pontos dos conjuntos £ e F de padrées forem representados pelas
matrizes £ € R™*" ¢ F' € RF*" respectivamente, o problema de Programacao Linear

proposto por Mangasarian e outros em [3| e [16] é dado por:

Mily, 5y - %e’y + %e’z
FEw+y—ey>e (3.20)
s.a. —Fw+z+4+ey>e

y=>0,2>20

onde w € R", y € R™, 2 € RF ey € R e o vetor e é o vetor de uns com dimensio

apropriada.

Nesse caso w'z = v & o hiperplano separador citado nas propriedades anteriores,
onde w ¢ o vetor normal ao hiperplano de separacao e o nimero real v é responsavel

pela localizacao do hiperplano.
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O problema de Programagao Linear (3.20) é baseado em um problema de otimiza-
¢ao com norma. Antes de apresentarmos esse problema, vamos definir dois itens que o

compoem.

Definicao 3.2. Se z é um vetor de R" entao vamos definir:

2. |2 |h=2"0 | o .

Agora sim, podemos enunciar o problema de otimizacao com norma comentado

como sendo o problema de minimizagao que segue:

1 1
min — || (—Ew+ey+e)y |1 + z | (Fw—ey+e)s | (3.21)

w,y MM

A justificativa para a equivaléncia do problema de otimizagao (3.21) com o problema
de Programacao Linear (3.20) segue imediatamente do lema abaixo, que relaciona o
problema de minimizacao com norma a um problema de minimizacao restrita desprovido

de norma e acrescido de funcoes.

Lema 3.2 (|3]). Seja g : R® — R™, h : R* — R* ¢ seja S um subconjunto de R™.

Os problemas

min || g(x)s 1 + | h(o)s Il (3.22)

minges €'y+e'z
y = g(x)
s.a. z > h(x)

y>0,2>0

(3.23)

possuem solucoes idénticas.

Demonstracao: Como g(z). > g(z) e h(z)y > h(z), podemos estabelecer a equiva-

léncia observando que para o problema (3.23) os valores 6timos de y, z e z sdo dados
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pelas igualdades y = g(x)+ e z = h(z). ]

Utilizando o Lema 3.2 Bennett e Mangasarian [3] puderam afirmar a equivaléncia
entre o problema de otimizagao com norma (3.21) e o problema de Programagao Linear

(3.20) tomando \; = % e Ay = % na proposicao que segue abaixo.

Proposigao 3.1 ([3]). Para A\; >0 e Ay > 0, o problema de minimizacao

min A\ || (—Ew+ey+e)i |1 + X|| (Fu—ey+e)t |1 (3.24)

w?’y

¢ equivalente ao problema de Programacao Linear

Mily, . M€Y+ A€’z
EFw—ey+y>e
T = (3.25)
s.a. —Fw+ey+z2>e

y=>0,2>20

Demonstragdo: Basta tomar g(x) = —EFw+ey+e e h(z)=Fw—ey+e no

Lema 3.2 para obtermos a equivaléncia procurada. [ |

A préxima proposicao apresenta-nos uma nova definicao para separabilidade linear

considerando um caso especial.

Proposicdo 3.2 ([9]). Se E € R™" ¢ F € R¥" representam pontos dos conjuntos £
e F respectivamente, entdo E e F sdo linearmente separdveis se, e somente se, existe
w e R"evy € R tal que

Ew>ey+e (3.26)

Fw<ey—e

Demonstracao: (=-) Suponha que E e F' sdo linearmente separaveis. Seja E; a linha
ide E e F; alinha i de F'. Entao de (3.2) e (3.3) existem v € R" ey € R tal que
Ev>~vye Fv<n.

Se colocarmos:
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7 = min F;v — max F;v
1<i<m 1<i<k

e = % ( min Ev + 1121?22]7221)

1<i<m

2 1
min Fw = (—> <min Eﬂ)) = (—) <min E;v + min E,-v)
1<i<m n 1<i<m n 1<i<m 1<i<m

1
= (—) ( min F;v + max F;u+ min E;v — max Fu) =~ +1
n 1<i<m 1<i<k &Szgm 1<i<k

S/

~-
n

v

De modo analogo temos que

2 1
max Fyw = (—) (max EU) = (—) (max Fyv + max Fiv)
1<i<k n 1<i<k n 1<i<k 1<i<k

1
= (—) (max Fyu + min F;v — max Fjv — min Ew) =7 —1
n 1<i<k 1<i<m 1§i§k 1<i<m .
b b1
Desse modo
Ew >~y+1
e
Fw < v -1
de onde segue que:
FEw>ey+e
e
Fw<ey—e.

(<) Supondo que Ew > ey+e e Fw<ey-—e,
como

EFw—ey>Fw—ey—e>0
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entao
EFw—ey>0
e
Fw—ey<Fw—ey+e<0
entao
Fw —ey <0.
Sendo assim o hiperplano w’z = 7 separa linearmente os conjuntos F e F. [ ]

Nas condicdes dessa proposicdao os conjuntos £ e F sdo linearmente separaveis se
existe um hiperplano que separa esses conjuntos e estid pelo menos a uma unidade do
ponto mais proximo de F e pelo menos uma unidade do ponto mais proximo de F' [9].
Essa distancia de uma unidade se d4 pela soma de uns (vetor e) aos termos —Ew + ey

e Fw — ey.

Aproveitando a Proposicao (3.2), é possivel estabelecer que os conjuntos de padroes
E e F sao linearmente separaveis somente se o valor minimo de (3.21) é zero, e ainda
mais, se isso acontecer, a solucao w = 0, 7 € R nao pode ser 6tima, como ¢ mostrado

no teorema abaixo.

Teorema 3.2 ([3]). Os conjuntos E e F representados pela matrizes E € R™™ ¢
F € RF*" respectivamente, sio linearmente separdveis se, e somente se, o valor minimo

de (3.21) é zero, caso em que a solugdo w =0, v € R ndo pode ser dtima.

Demonstragdo: Basta notar que pela definicao (3.2), o minimo de (3.21) é zero se,
e somente se, —Fw+ey+e <0 e Fw—ey+e<0,0 queequivale & separabilidade
linear de E e F. Para ver que w = 0, v € R ndo pode ser 6tima para (3.21) basta notar
que se w = 0 em (3.21) obtemos min, (1 + )1 + (1 —v)+ = 2 > 0, o que obviamente
contradiz o fato requerido de que o minimo de (3.21) é zero para a separagao linear
desses conjuntos. ]

Desse resultado segue imediatamente o importante corolario.
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Corolario 3.2 (|9]). Os conjuntos E e F representados pelas matrizes E € R™" ¢
F € RF™ respectivamente, sao linearmente separdveis se, e somente se, a solucio do

problema de Programagdo Linear (3.20) € zero.

Demonstragao: Seja (w,7,7, Z) a solugdo o0tima de (3.20). Nesse caso, a fungio
objetivo de (3.20) é zero se, e somente se, y = 0 e z = 0, de onde segue que
Fw—ey—e>0 e —Fw+ey—e >0, implicando assim na separabilidade linear de

EeF. -

O teorema e o corolario anteriores estabelecem um critério para dizer se dois con-
juntos de pontos sao linearmente separaveis de acordo com a solu¢ao do PPL (3.20),
j& que, quando obtivermos como solugao o valor 6timo da funcao objetivo igual a zero,

isto é, os vetores y = z = 0, os conjuntos serao linearmente separaveis, com w # 0.

Os mesmos também nos dizem que o problema de PL (3.20) sempre ird gerar um
hiperplano de separacdo w'z = v para os conjuntos linearmente separaveis E e F, satis-
fazendo assim a primeira propriedade enunciada no inicio dessa se¢ao. Fato importante
de se mencionar é que, segundo Bennett [2], a constante 1 somada em cada —F;w + vy
e em cada Fjw — v assegura que nenhum ponto em nenhuma das classes de padroes

estard diretamente sobre o plano de separacao, isso para o caso linearmente separavel.

J4 para os conjuntos E e F linearmente inseparaveis o problema de otimizacio (3.21)
ird gerar um hiperplano de separagdo w'z = 7 que minimiza as médias das violacoes
dos pontos de E que estdao do "lado errado" do hiperplano w'z = v + 1, e dos pontos
de F que estdo do "lado errado" do hiperplano w'z = v — 1. Segundo Bennett [2],
a constante 1 que dé a localizacdo dos planos w'r = v+ 1 e w'z = v —1 pode
ser simplesmente considerada como um fator positivo qualquer, e portanto, pode ser
substituida por qualquer & > 0. Assim o problema de PL (3.20) ird gerar ainda um

hiperplano w’x = 7 que minimiza os erros de classificacdo para qualquer £ > 0.
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E mais facil entender o porqué da geracao de um hiperplano que minimiza as médias
das violagoes dos pontos, para o caso linearmente inseparavel, a partir da solucao do
problema de Programacao Linear (3.20), quando olhamos para (3.21), que também

poderia ser escrito como

m

min{l Z(—Eiw+’y+1)+ + %Z(F}-w—’y—i—lﬁ} (3.27)

w, m
7 =1

Dessa tltima expressao vemos que, quando —E;w + v + 1 < 0 para algum i =
1,2,...,m, ou seja, quando o ponto representado por E; esta do lado certo do hiper-
plano w'z =« + 1, o termo dado por esse i ira contribuir com zero na primeira parte
do somatoério acima. Quando —E;w+vy+1 > 0 para algum ¢ = 1,2,...,m, caso em que
o ponto representado por E; estd do lado errado do hiperplano w'x = v + 1, o termo
correspondente a esse ¢ ird contribuir com um valor positivo na primeira parte do soma-
torio acima. O mesmo ocorre para os pontos do conjunto F. As contribuicées positivas
formarao a média das violagoes dos pontos que estao do lado errado do hiperplano,
conforme propoe a segunda propriedade de (3.20) do inicio da segdo. Neste caso, o que
ocorre é que os valores de y, z # 0 representam as violacoes e mesmo assim um plano
é gerado. A Figura 3.4 ajuda a ilustrar melhor tal situagdo para o caso linearmente

inseparavel em R2,

Em formulagoes anteriores do PPL (3.20) havia a necessidade de se colocar restri-
¢Oes extras para garantir a obtencao de w # 0 na solugdao. O PPL proposto por Smith

[24], citado em [3], propde os pesos A\; = Ay = e obtém algumas vezes w = 0 como

1
m—+k?
solucao. No entanto, os problemas baseados em situagoes reais geralmente possuem
conjuntos linearmente inseparaveis, e a obtencao de uma solucao com w = 0 nao nos

permite tracar hiperplanos.

O Teorema 3.3 a frente garante que, quando w = 0 é solu¢ao 6tima do PPL (3.20),

este PPL apresenta outra soluc¢ao 6tima com w # 0 (caso de solugoes 6timas alternati-
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¥ %

ar- ¥ ¥ O * *

*
2 3 4

Figura 3.4: Representagao de dois conjuntos linearmente inseparaveis, adaptado de [2]

T

(Obs: nesta figura usamos w' em vez de w').

vas), de modo que um plano sempre pode ser tracado também para o caso linearmente

inseparavel. Isto justifica a propriedade 3 apresentada no inicio dessa secao.

Teorema 3.3 (Nao unicidade da solu¢ao para w nulo). A solu¢io (w = 0,7,y, 2) para

(3.20) nao é unica.

A prova desse teorema pode ser encontrada em |[3].

Assim sendo, o PPL (3.20) aqui proposto ¢ mais completo e eficiente que o PPL
proposto no Teorema 3.1 da secdo anterior. Além disso, ele é mais completo também
que o PPL proposto por Smith [24], ja que nao é interessante obter a solugdo w = 0 para
conjuntos linearmente inseparaveis, pois, neste caso, nao existe o hiperplano separador.
Nesse sentido é essencial que a solugdo do PPL seja w # 0, justificando a importancia

do teorema anterior.
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3.3.1 Algumas particularidades do problema

O problema de PL (3.20) é apresentado com as restrigoes a partir das matrizes E e
F, o que facilita a identificacao dos dados, uma vez que queremos separar os conjuntos
de pontos associados a estas matrizes. Porém, para visualizar melhor certas caracte-
risticas do problema, podemos mudar a forma de apresentar a funcao objetivo e as
restricoes do mesmo, utilizando matrizes particionadas. Assim, o PPL (3.20) pode ser

escrito como:

_i_
min [ 0] (1/me| (1/me |0 | |-
z
|7 ]
p I (3.28)
w
ElL o] |y e
s.a. —F‘O‘[k‘ e i_?
L7
| w, 7 irrestritos de sinal; y, z >0

onde [,, é a matriz identidade de ordem m, I é a matriz identidade de ordem ke e

é um vetor de uns de dimensao apropriada.

Ou ainda, opcionalmente utilizando uma tnica matriz D e um tnico vetor de varia-

veis x, podemos escrever:

min 'z

(3.29)
s.a. { Dx >b

onde:
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r=w y z 7], 1R, comp=n+tm+k+l, y, z>0, w, v irrestritos de sinal.
1 1
c=1[0| —e|=-e|0]; ceRP
01 el qel0]

b=(1...1); beR™*

A P e
D = E‘Im‘()‘—e . D € Rm+k)xp
“Flo L ef

Observando a matriz D, que representa as restri¢coes do problema, podemos ver que
é conveniente resolver o PPL (3.20), proposto para separagido de padroes, pelo método
Simplex, pois ele apresenta uma matriz base B = I(;,44) quando tomamos como vari-

veis basicas as variaveis associadas aos vetores y e z.

Faz-se necessario mencionar que, como w e 7 sao livres de sinal, poderiamos es-
crever, conforme foi discutido no primeiro capitulo, w = w —w e v =5 — 7, com
w, w, 7y, 7 > 0, acrescentanto assim, para cada componente de w, mais uma co-
luna na matriz D, além de mais uma coluna pela componente 7, passando entao a ter
(2n + m + k 4+ 2) colunas, continuando com as (m + k) linhas. No entanto, para
problemas com um nimero muito grande de colunas, dobrar o nimero de colunas rela-
cionadas a w, para trabalhar apenas com varidveis positivas, pode aumentar bastante
a dimensao do problema, podendo requerer maior tempo computacional na resolucao.
Nesse sentido, pode ser melhor assumir que as componentes de w, e até mesmo 7, es-
tejam limitadas a um intervalo que seja conveniente. Nos problemas que resolvemos,
tal estratégia se mostrou satisfatoria, como serd visto no proéximo capitulo em nossos

exemplos, embora o software utilizado tivesse a op¢ao de se usar variaveis livres de sinal.

Outro ponto que merece ser ressaltado quando trabalhamos com conjuntos linear-

mente inseparaveis é que, a partir do hiperplano w’z = ~, gerado pela solu¢ao do PPL
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(3.20), novos hiperplanos podem ser gerados na tentativa de separar os conjuntos com
um nimero finito de hiperplanos. Em outras palavras, podemos utilizar recursivamente
o mesmo procedimento — resolucao de um PPL — para um ou mais semiespagos do
tipo w'z >~ ou w'z <, quando ocorre a mistura de pontos de F e F no mesmo se-
miespago. Para isso, podemos construir novos hiperplanos levando em conta as regioes
ja determinadas pelos hiperplanos anteriores. Assim, obtida a solu¢ao do PPL (3.20),
dependendo se y > 0 ou =z > 0, escolhemos o semiespaco w'z < v ou w'z >~y e
descartamos os pontos que ficaram no outro semiespacgo. Isso significa que as matrizes
E e F se alteram (diminuem) a cada novo hiperplano. Esse procedimento sera melhor

explicado no préximo capitulo.
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CAPITULO 4

EXEMPLOS DE SEPARA(;AO DE PONTOS

O objetivo desse capitulo é apresentar alguns conjuntos de pontos e a partir deles
aplicar a teoria discutida no Capitulo 3, verificando se os mesmos sao linearmente sepa-
raveis ou nao e encontrar o hiperplano separador para cada caso. Aproveitamos ainda
para comentar um pouco sobre a utilizacao da separacao de padroes no diagnostico
do cancer de mama, aplicacao que é apresentada no artigo de Mangasarian, Street e

Wolberg [16], e que motivou nosso trabalho.

4.1 Exemplos de separacao de pontos

Apresentaremos aqui alguns conjuntos relativamente simples, onde resolveremos o
problema de PL (3.20) apresentado no Capitulo 3, para verificarmos se os conjuntos sao
linearmente separaveis ou nao e encontrar o hiperplano separador. Para isso é necessa-
rio a utilizagao de um software que resolva problemas de PL, e que, nos casos possiveis

possibilite a visualiza¢ao do plano (ou reta) separador e dos dois conjuntos de pontos.

No inicio de nosso trabalho, utilizamos o software ProLin [17], que é distribuido
gratuitamente para fins educacionais. Resolvemos o PPL (3.20) primeiramente para
conjuntos pequenos, utilizando esse software. Porém, a medida em que fomos aumen-
tanto a quantidade de pontos em cada conjunto, a utilizacao desse software se tornou

inviavel, pois 0 mesmo requer que todas as entradas das restri¢oes e da funcao objetivo
65
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sejam dadas manualmente. Além disso, o ProLin apenas resolve o PPL, e nao possibi-

lita a representacao de graficos.

Inicialmente foi mais complicado a representacao grafica dos pontos e da reta se-
paradora, pois, de posse dos dados do problema e da solucao fornecida pelo ProLin,
recorriamos ao software Winplot [26] para realizar a representacao. O Winplot também
é um software livre! de facil manipulacdo e muito utilizado para esses fins. Porém, o
mesmo também necessita que a entrada dos pontos seja feita manualmente, assim como
a reta separadora, o que também dificultou muito sua utilizagao quando aumentamos

o nimero de pontos de nossos exemplos (testes).

Frente a essa dificuldade de entrar com os dados do problema para conjuntos com
um ntmero maior de pontos, optamos por utilizar o software MATLAB, que se encon-

tra disponivel nos laboratérios do IMECC.

O MATLAB |6], é um software de alta performance voltado para o calculo numé-
rico. Uma das grandes vantagens deste software é o fato dele integrar assuntos como
analise numeérica, calculo de matrizes, processamento de sinais, construcao de graficos,
entre outros recursos, como por exemplo o procedimento LINPROG utilizado para re-

solver problemas de Programacao Linear em um ambiente relativamente facil de se usar.

Para resolver nossos exemplos utilizando o MATLAB, montamos uma rotina que,
a partir da entrada das matrizes E € R™™ e F € R**" nos fornece a matriz D de
restrigoes do problema (3.20). Fornecemos ainda como entrada, os limites superiores e
inferiores para as varidveis livres de sinal, e utilizando o LINPROG com a op¢ao pelo
método Simplex (essa opgao foi utilizada em todos os exemplos), o software apre-
senta como resposta o valor 6timo da fungao objetivo e das variaveis w, y, z, (vetores)

e v (escalar). Para o caso de n = 2 o programa representa o grafico dos pontos e a reta

1 Software livre é a denominacio que se da a qualquer programa de computador que pode ser usado,

copiado, estudado e redistribuido sem restricao, oposto de software restritivo ou software proprie-
tario.
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separadora.

As variaveis livres de sinal comentadas acima sao as que compoem o vetor w e o
escalar v. Poderiamos, conforme foi comentado no Capitulo 1, reescrever cada compo-
nente do vetor w e o escalar v como a diferenca de duas varidveis positivas, ou seja,
w, = Wy —ITJl, Wy = ZDQ_UZJQ, ey Wy = lz}n—lf)n, QDZ‘, U:)Z Z O0Vi= 1,2,...,%, [§]
v=4—74com?%, ¥=>0. O que ocorre, & que com isso, seria necessario dobrar as n
colunas da matriz D associadas a varidvel w, além da coluna associada a variavel 7, o

que nao seria adequado para problemas grandes.

Para se resolver o PPL (3.20) utilizando o MATLAB e o LINPROG, ¢é necessario
definir os valores dos limitantes superior e inferior de cada varidvel do problema. Esses
limitantes representam os extremos do intervalo de valores que cada componente pode
assumir. Por exemplo, se colocdssemos como limite superior o valor 10 e limite inferior
-8 para a componente de w; do vetor w, isso que dizer que w; pode assumir qualquer
valor do itervalo [—8, 10]. E necessério ressaltar que o MATLAB permite definir varia-
veis livres de sinal, isto é, intervalos de variagao do tipo (—o0, 00), através do comando
inf. Na verdade, sabemos que, computacionalmente, um intervalo real do tipo (—oo, 00)
¢ substituido por uma representacao numérica destes limitantes, modelando assim um

intervalo de variacao que atenda as necessidades do problema sem grande prejuizos.

Testamos intimeros exemplos de conjuntos de pontos com a rotina construida no
MATLAB, apesar de no presente texto apresentarmos apenas alguns desses que exem-
plificam certas carcteristicas encontradas. Ocorre que, com os exemplos, percebemos
que nem sempre usar um intervalo do tipo (—oo, 00) é satisfatorio, e encontramos bons
resultados usando um valor fixo bem menor para os limites desse intervalo. Variando os
comprimentos desse intervalo, pudemos encontrar solucoes diferentes inclusive em sua

qualidade, como pode ser observado nas solugoes graficas apresentadas.

Ressaltamos ainda que é possivel atribuir valores diferentes para os limitantes de

cada componente do vetor w e para . Contudo, através das solucoes de nossos exem-
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plos, percebemos que era viavel utilizar um intervalo de variagao igual para cada com-
ponente do vetor, o que facilita também a entrada dos dados para a aplicacao da rotina
construida. Para -y, percebemos em certos exemplos, que o hiperplano proposto nao
era satisfatorio quando este assumia o mesmo intervalo de variacao de w. Por isso,
estabelecemos para v um intervalo de variacao 3 vezes maior que o de w. Por exem-
plo, se escolhermos que as componentes de w assumem valores no intervalo [—2, 2],
v podera assumir qualquer valor do intervalo [—6, 6]. Chegamos a este valor experi-
mentalmente, depois de varios testes computacionais. Esse procedimento foi aplicado
a todos 0s nossos exemplos e pelo menos nesses, um hiperplano separador sempre foi

gerado.

4.1.1 Exemplos com conjuntos linearmente separaveis

Vamos iniciar os exemplos mostrando conjuntos linearmente separaveis. Optamos
por conjuntos de pontos de R2, pelo fato dos mesmos possibilitarem um apelo visual
para compreender melhor como o plano (reta) separador se comporta. Lembramos que
para conjuntos linearmente separaveis, a solugao do problema (3.20), fornece um hiper-

plano (reta em nossos exemplos) que separa completamente os dois conjuntos analisados.
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Exemplo 4.1. Iniciamos com dois conjuntos de pontos estritamente separaveis e com
um numero pequeno de pontos: 9 pontos no conjunto E e 7 no conjunto F. Sem fazer

distin¢ao entre os conjuntos e as matrizes que os representam, temos:

&5
I
W oW NN NN R e e

S U R SO U R N B SO SUR NG S e
&S|
I
= NS SIS, S, S S
MR W N W N

Como cada linha das matrizes representa um ponto (x1, x2), é facil perceber que os
Y ?
conjuntos sao linearmente separaveis, ja que qualquer reta paralela ao eixo xo, com

entre os valores 3 e 4, separa linearmente esses conjuntos.

Apesar do pequeno nimero de pontos escolhidos para esse exemplo, ao montarmos
o PPL (3.20) correspondente a esses pontos, vemos a necessidade da utilizagao dos re-
cursos computacionais para a busca da solucao do problema, pois mesmo com n = 2,
como é o caso desse problema, o ntumero de variaveis do PPL aumenta a medida em
que o namero de pontos aumenta. Para as matrizes E e F' escolhidas acima (m = 9,

k=17,n=2), o PPL a ser resolvido é:
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Ny, .y %(yl Yt ys+...+yo) + %(21 +2+a ..+ 27)

E Iy 0 —e
—_— ~ ~ A~
[ 1 1 (10 0[0 0 0] -1
1 2101 0(0 O 0—-1
1 3100 0(0 O 0—-1
2 1100 0[0 O 0[—-1
2 2100 0(0 O 0f—-1
2 3100 0(0 O 0—-1
2 4100 0(0 O 0—-1
3 3100 0[0 O 0[—-1
3 4100 110 0 0f-1
s.a.
-4 —-1(0 0 0(1 0 0] 1
-4 =210 0 0(0 1 01
-4 =3(0 0 0(0 O 0 1
-5 —2(0 0 0[0 O 0] 1
-5 =3[0 0 0(0 O 0] 1
-5 —4(0 0 0(0 O 0] 1
| -6 =20 0 0(0 O 111
S T ~— =~
—F 0 I e
y; >0, i=1,2,...,9, %>0 j57=1,2,...,7,
[ w1, we, v livres de sinal

v

HHP—‘)—‘H!—‘P—“P—‘)—‘H!—‘)—‘)—‘H}—‘P—‘

Observacgao 4.1. A matriz 0 representa uma matriz de zeros de dimensao conveniente,

(mxk ou kxm), Iy e I; representam a matriz identidade de ordem 9 e 7 respectivamente.

Note que o problema nao esté na forma padrao, e ja apresenta um tamanho que o torna

inviavel de ser resolvido manualmente.
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A estrutura do problema também estabelece a necessidade da utilizacao de um soft-
ware que permita a facil manipulacao de matrizes de tamanho relativamente grande, de
modo que, para problemas maiores, nao exista a necessidade de se entrar manualmente
com o valor de cada elemento. No software MATLAB, a matriz D dos coeficientes do

PPL pode ser facilmente construida.

Observacao 4.2. Para todos os exemplos deste texto, apresentaremos os resultados

obtidos pelo MATLAB com um arredondamento de duas casas decimais.

Resolvendo esse problema com o MATLAB e utilizando como limites inferior e su-
perior para as variaveis livres de sinal, os valores —2 e 2, respectivamente para w, o que
nos fornece para -y, os limitantes —6 e 6, conforme comentado anteriormente, obtemos

como resposta:

e Valor 6timo da FO: zero, o que indica, segundo os resultados apresentados no

capitulo anterior, que os conjuntos sao linearmente separaveis;
o w=(wi, wz) = (-2 —0,33);
* v=-6

e y € R% ¢ 2z € R” vetores nulos dos respectivos espacos.

2.%'1—6

0,33
os conjuntos de pontos e a reta separadora para esses limites.

Nesse caso a reta separadora sera dada por xy = ( ) A Figura 4.1 ilustra

Como podemos ver, essa nao é a Unica reta separadora para esses conjuntos, pois
existem infinitas retas que os separam linearmente. Mudando apenas os limites das
variaveis livres de sinal obtemos outras retas separadoras; por exemplo, alterando um
pouco os valores dos limites para —3 < w; < 3,3 <wy; <3 e -9 <y <9, areta sepa-
radora é completamente alterada, inclusive passa de crescente, como era na Figura 4.1,

para decrescente. A Figura 4.2 representa os conjuntos de pontos e a reta separadora
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8r ;/
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6 / —2><1+0,33><2 =-6
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/ F:
5r |
“f E:o
/
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|
2 @) o /J * * *
f
1 o) o / *
/
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Figura 4.1: Representacao dos conjuntos linearmente separaveis do Exemplo 4.1 e da
reta separadora com limites inferior e superior pequenos.

para esses novos limites. Com esses limites 0 MATLAB apresenta os seguintes valores:

Valor 6timo da FO: zero (linearmente separaveis);

o w=(wy, wy) =(—2,46; —0,15);
o v=-0;

e y € R% e z € R” vetores nulos dos respectivos espacos.

2, 461‘1 — 9>

e reta separadora rp = — ( RE

Mudando novamente os limites das variaveis livres de sinal, por exemplo, colocando
como limites para wy e wo -20 € 20 e -60 e 60 para v e resolvendo novamente o problema

obtemos como resposta:
e Valor 6timo da FO: zero (linearmente separavel);
* W= (wla w2) = (_147 237 _4707>>

* 7= —60;
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Figura 4.2: Representacao dos conjuntos linearmente separaveis do Exemplo 4.1 e da
reta separadora com w e v entre [-3, 3] e [-9, 9] respectivamente.

e y € R% e z € R” vetores nulos dos respectivos espagcos.

14,23x; — 60
Ou seja, a reta separadora serd dada por ro = — (é

. A Figura 4.3
4,07 ) 8
ilustra os conjuntos de pontos e a reta separadora para esses limites.

Como podemos observar, quanto maior for o comprimento do intervalo [I, u], onde
[ e v indicam os limites inferior e superior para as varidveis livres de sinal, mais a reta
separadora tende a se aproximar de alguns pontos dos conjuntos. Porém, para os casos

linearmente separaveis, como é comentado por [2] e apresentado no capitulo anterior, a

reta nunca ird conter nenhum ponto desses conjuntos.

Ocorre também que, quando acrescentamos um novo ponto do conjunto E, em um
dos semiespacos que s6 continha pontos de F', se os conjuntos ainda continuarem linear-
mente separaveis, como era esperado, a reta separadora se ajusta mantendo a separacao
dos conjuntos. Isso pode ser observado, acrescentando, por exemplo, o ponto (3,3; 4)
ao conjunto F no presente exemplo, mantendo o comprimento do intervalo dos limitan-

tes em [—20, 20] para w e [—60, 60] para 7, intervalo esse, em que a reta separadora

estd proxima de alguns pontos de ambos os conjuntos, como pode ser observado na
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Figura 4.3: Representacao dos conjuntos linearmente separaveis do Exemplo 4.1 e da
reta separadora com limite inferior e superior maiores.

Figura 4.3. Resolvendo o PPL novamente, encontramos uma reta que mantém a sepa-
rabilidade, como ¢ ilustrado na Figura 4.4.

Percebemos, ao resolver varios desses problemas com o MATLAB, que o valor 6timo
de v muitas vezes é o proprio limitante inferior desta variavel. Para problemas com
poucos pontos, quando alteramos este limitante, o valor 6timo de v é proporcional ao
anterior (como é o caso do presente exemplo). Isso nao acontece com o valor de w, que
nao se altera na mesma propor¢ao — caso contrario nao seria garantida a separabilidade

— no entanto, nao ¢ uma regra o valor 6timo para 7y ser igual ao seu limitante inferior,
como poderemos ver em outros exemplos.

Quanto & melhor escolha dos limitantes para as variaveis livres de sinal fica, a prin-
cipio, a cargo da necessidade de cada exemplo. Se quisermos uma separacao onde o
plano separador passe mais perto de alguns pontos dos conjuntos, devemos atribuir
um intervalo [I, u] com comprimento maior, se quisermos o plano separador passando
mais afastado dos pontos dos conjuntos, situacao que aparentemente parece ser melhor,

devemos trabalhar um intervalo de comprimento menor. Uma melhor discussao sobre
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Figura 4.4: Representacao dos conjuntos linearmente separaveis do Exemplo 4.1 e da
reta separadora apos acréscimo do ponto (3,3; 4).

a influéncia desses limitantes no plano separador fica como sugestao para trabalhos

futuros.

Exemplo 4.2. Vamos considerar agora dois conjuntos de pontos de R? um pouco
maiores que os conjuntos do exemplo anterior: um conjunto £ com 39 pontos e um
conjunto F' com 35 pontos, representados a seguir através das matrizes transpostas
de E e F (optamos por representar esses conjuntos através das matrizes transpostas

simplesmente para otimizar espaco nesse texto).

4 43 25 45 576 65 755 55 55 45 3,5 3,44 65 4 6
125 1,4 1 1,42 327353 428 4 2 33 45 4 55

E =

5 5 6 6 55 57 3 3 3,5 45 5 5 5,5 6,5 5,5 6,5 5 4,5 5,5 4,5
5 551 2 1,4 23 1 1,3 2,5 45 4 45 45 6 6 3,5 2 1,5 3,5 3,5
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0,5 0,5 0,5 0,7 0,3 1,5 1 1 1,3 1,5 1,5 1,5 2 2,5 1 4 3 2
2,4 4,5 6 3 1 1,5 6 2,5 3,3 3,5 43 5,2 44 2,5 4 55 6 6

F =

11,52 2526 2252532311542 3235
5 3335 65755 47 4541 265 53 4 4,5

Resolvendo o problema de Programacao Linear para separagao de pontos proposto

neste trabalho, utilizando o MATLAB, obtemos os valores:
e Valor 6timo da FO: zero (linearmente separavel);
o w=(w, wy) = (3,23; —2,82);
o v =14>53;

o y € R¥ e 2 € R vetores nulos dos respectivos espacos.

Logo, a reta separadora serd dada pela equagao xy = — 5 89

—3,23x1 + 4,53
). A
Figura 4.5 mostra a representacao dos conjuntos de pontos e da reta separadora cor-
respondente.
Para esse exemplo, como o espago que separa os conjuntos é menor, a variagdo nos
limitantes das variaveis livres de sinal nao infuencia significativamente na posicao da
reta separadora, apesar de ainda assim haver infinitas retas que separam linearmente

esses dois conjuntos.

4.1.2 Exemplos com conjuntos linearmente inseparaveis

Para os casos linearmente inseparaveis, lembramos que o problema de PL (3.20)
gera um hiperplano que minimiza a média das violacoes dos pontos. Para esse caso,

alguns pontos podem estar contidos sobre o hiperplano, diferentemente de quando os
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Figura 4.5: Representacao dos conjuntos linearmente separaveis do Exemplo 4.2 e da
reta separadora.

conjuntos sao linearmente separaveis.

Temos também que o valor 6timo da funcao objetivo nao sera zero, ou seja, sera
algum valor positivo, uma vez que os vetores y e z nao serao vetores nulos simultanea-

mente. Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.3. Vamos considerar os conjuntos de pontos abaixo: F com 16 pontos e

F' com 14 pontos.

1,7 4,8 49 6 3,2 1,3 0,4 2,1 3 1,5 22 3,2 1 0,6 0,8 4
0,2 0,3 1,5 0,2 0,8 1,4 22 2.1 1,8 3,2 4 4,8 45 4,9 52 6

E' =

0,8 2,8 3,2 4,7 4,5 41 5,2 56 6 6 5 6 2,5 2,5
6,7 6,5 4,6 5,7 6,7 2 6,2 6,8 4,2 57 3 3 3 6

F =
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Resolvendo o problema de PL proposto novamente com o software MATLAB, ob-

temos como resposta os valores:

e Valor 6timo da FO: 0,76 (valor positivo indicando que os pontos nao sao linear-

mente separaveis);
o w=(wy, wy) = (—0,63; —0,73);
o v=—4,93
ey =(0,0,0,47, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,36, 1,93, 0, 0, 0,34, 2,95), y € R'S;

e 2/ =(0,56, 0, 0,57, 0, 0, 1,89, 0, 0, 0, 0, 0,60, 0, 2,18,0), z € R™.

0,63z; — 4, 93)

Desses valores, segue que a reta separadora sera dada pela equacao ro = — ( 071

conforme pode ser visto na Figura 4.6.

8 .
><(\l
7 |-
* * *
*
6 * O *
* * F:
o (@]
5r o
o * E:o
4 o *
3 © * * *
ol © ° * 0,63x, +0,73x, = 4,93
@]
r o
0 L O L L L O L Q L L J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 4.6: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.3 e de
sua melhor reta “separadora”.

Para obter essa separagao fixamos os limites inferiores e superiores das varidveis

livres de sinal em —50 e 50, respectivamente. Chegamos a alterar esses valores, mas a
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reta separadora nao se alterou significativamente.

Temos apenas dois pontos de cada um dos conjuntos do lado “errado” da reta; no
entanto, temos 5 componentes positivas em cada um dos vetores y e z. O que ocorre
¢ que os pontos que se encontram dentro da faixa de w'z = v+ 1 e w'z = v —1 de
ambos os lados da reta, também contribuem com uma componente positiva para os
vetores. Como pode ser visto na Figura 4.7, temos 3 pontos de cada conjunto dentro
dessa faixa. Quando os pontos nao se localizam na faixa mas estao do lado “certo”
do hiperplano, a componente do vetor y ou z associada a esse ponto é zero na solu-
¢ao. Quando o ponto estiver dentro da faixa, ou do lado errado do hiperplano, sera
atribuido um valor positivo para a componente do vetor y ou z associada a esse ponto.

No préximo exemplo, com apenas um ponto do lado errado, podemos observar esse fato.

8t
N N
x N
7t ~
> *
* N % *
~
6 N X O *
\\ \\ * * F:*
sl 2 RS
N
O\\ * N E:o
~ N *
4r O ~
~
\\ ~
3r © * \\ *\\ *
N ~
O ~ ~
2+ o o N 0,63x, +0,73x, = 4,93
~
O \\ ~
1 N ~
[ o ~ N
~ N
N
0 L ©, L L O‘ Q\ L | ~
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 4.7: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.3 e de
sua melhor reta “separadora” com as faixas w'r =741 e wzr=~vy—1.



4.1 Exemplos de separagao de pontos 80

Exemplo 4.4. Vamos considerar os conjuntos £ com 4 pontos e F' com 3 pontos como

s€ segue:
3 4
4 2
4,30 4,50
E = : F=|450 3,50
4,50 2
5 3
3 5,50

Resolvendo o problema de PL (3.20) associado encontramos os valores:

Valor 6timo da FO: 0, 92;

e w=(wy, wy) =(-0,91; —0,91);

7= 0,82

y' = (0, 0, 2,45, 0);

z'=(0, 0,19, 0);

0,91z, — 0, 82)

Ret d = —
eta separadora ( 0,01

A Figura 4.8 mostra os pontos e a reta “separadora’ para esses pequenos conjuntos.

Veja que o ponto do conjunto £ do lado errado da reta tem componente de y com

o valor 2.45, e o valor 0.19 de z representa o ponto de F' que esta dentro da faixa.

Alterando apenas um ponto do conjunto E, a saber o ponto (4,30, 4,50) para
(3,50, 4,50), a reta “separadora” proposta mantem apenas um ponto do lado errado e
deixa todos os pontos fora da faixa, ilustrando o que comentamos acima. Os resultados

obtidos para esta alteracao foram:

e Valor 6timo da FO: 0, 69;

o w=(wy, wy) =(—1,50; —0,50);
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Figura 4.8: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.4 e de
sua melhor reta “separadora” com as faixas w'r =v+4+1 e wzr=~vy—1.

o v=—4
ey =(0,0, 2,75, 0);

e 2/=(0, 0, 0).

1,50z, —4)

e Reta separadora ro = ( 0.50

A Figura 4.9 representa os conjuntos apos alteracao e a reta “separadora” proposta.
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Figura 4.9: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.4,
alterando um ponto, e sua melhor reta “separadora” com as faixas w'x = v+ 1 e
wr =v—1.

4.1.3 Separacao por mais de um hiperplano

Como comentado no final do capitulo anterior, quando dois conjuntos de pontos sao
linearmente inseparaveis, é sempre possivel considerar os pontos que estao de um lado
do hiperplano separador como dois novos conjuntos e aplicar 0 mesmo procedimento a
esses conjuntos, obtendo assim uma segunda separacao. O mesmo pode ser feito com
os pontos que estao do outro lado do hiperplano. Esse procedimento pode ser repetido

quantas vezes for necessario.

Nesse caso, dados dois conjuntos de pontos E € R™*" e F' € R¥*" obtido o hiper-
plano w'x = ~ através da solu¢ao do PPL (3.20), desde que esses sejam linearmente in-
separaveis, podemos aplicar o mesmo procedimento para um dos semiespacos: w'x > 7y

ou w'r < 7.

Tal procedimento pode ser realizado a partir do que segue:
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Sabemos que cada valor das componentes do vetor y estd associado a um tnico
ponto representado na matriz F (linhas de E), e cada componente do vetor z estd
associada a um tnico ponto de F' (linha de F'). Ou seja, se y > 0 ou z > 0, os pontos

nao sao linearmente separaveis. Assim temos:

e se existe z; > 1,1 € {1, 2,..., k}, entao os pontos de F' néo estao todos no
mesmo semiespaco w'z < v, logo o semiespa¢o w'x > v contém pontos dos dois

conjuntos.

e se existe y; > 1, j € {1, 2,..., m}, entdo os pontos de £ nao estdo todos no
semiespaco w'xz > 7, ou seja, o semiespaco w'r < 7 contém pontos dos dois

conjuntos.

Assim, se queremos aplicar novamente o procedimento para separacao de pontos,
nos semiespacos estabelecidos pelo primeiro hiperplano separador podemos proceder

como segue:

e se existe z; > 1,1 € {1, 2,..., k}, tomar os pontos que estao no semiespago
w'x > 7y e ignorar os pontos que estdo no outro semiespaco. Construir uma nova
matriz F'! onde as linhas serdo compostas pelos pontos de F tais que Fyz >
v, @ € {1, 2,..., k} (lembrando que F; nada mais é que uma linha de F', a
qual representa um ponto desse conjunto). Construir também, uma nova matriz
E' onde as linhas serdao compostas pelos pontos de E tais que E;z > v, j €
{1, 2,..., m}. Aplicar novamente o PPL (3.20) a essas duas novas matrizes,

obtendo assim um novo hiperplano.

e se existe y; > 1, j € {1, 2,..., m}, tomar os pontos que estdo no semiespaco
w'x < 7y e ignorar os pontos que estdo no outro semiespaco. Construir uma nova
matriz E? com os pontos de E tais que F;x <, j € {1, 2,..., m}. Construir
uma nova matriz F> com os pontos de F tais que Fyx < v, 1 € {1, 2,..., k}.
Aplicar novamente o PPL (3.20) a essas duas novas matrizes, obtendo assim um

novo hiperplano.
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Vamos aplicar o exposto acima em um exemplo.

Exemplo 4.5. Vejam os conjuntos E com 8 pontos e F' também com 8 pontos conforme

segue:
1 1] [ 2,20 0,50 |
12 301
13 3 2,10
o | 150 250 | b | 350 1,50
2 2 41
2 3 4 2
3 4 5 2,50
3,50 2,50 | 2,50 3 |

Resolvendo PPL (3.20), com o MATLAB encontramos como solu¢ao os valores:

Valor 6timo da FO: 0,56 (linearmente inseparavel);
o w=(wy, wy)=(—1,30; 0,87);

o v =—1,43;

y' =(0, 0, 0, 0, 0,43, 0, 0, 1,95);

2 =(0, 0, 0,35, 0, 0, 0, 0, 1,78).

—1,30x, — 1,43
Reta separadora zo = ( : 0$187 : ) (1* reta).

A Figura 4.10 representa os conjuntos de pontos E e F' e a reta “separadora” acima.

Observacao 4.3. Na Figura 4.10, o lado esquerdo da reta representa o semiespago
—1,30x14+0,87xy, > —1,43, e o lado direito da reta representa o semiespago —1, 30x; +
0,87z, < —1,43.
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Figura 4.10: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.5 com
a 1% reta “separadora’.

Como zg > 1, no semiespago —1,30x, + 0,87xy > —1,43 existem pontos dos dois
conjuntos de pontos (note que existe mais uma componente de z positiva (0.35); porém
como esse valor é menor que 1, o ponto a ele associado esta dentro da faixa entre as
retas w'z = v e w'z = vy — 1). Descartando os pontos que estdo no outro semiespago

podemos montar as novas matrizes:

11
12
13

E'=1| 150 250 |, F1=[2,50 3]
2 9
2 3
3 4

Resolvendo novamente o PPL (3.20) agora com essas duas novas matrizes obtemos

0s valores:
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e Valor 6timo da FO: 0,57 (novamente linearmente inseparavel);
o w= (wy, wy) = (—5; 0,50);

o v =—10;

y'=(0,0,0,0,0, 0, 4);

—5z1 — 10
Reta separadora x5 = (:(TT) (2% reta).

A Figura 4.11 representa os conjuntos de pontos E e F, além da 1* e da 2? retas.

Figura 4.11: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.5 com
as 1* e 22 retas “separadoras”.

Observando novamente a solugao encontrada na 1* reta, vemos que yg > 1. Isso in-
dica que no semiespaco —1, 30z, + 0,87z < —1,43 existem pontos dos dois conjuntos
de pontos. Descartando os pontos que estao no outro semiespaco podemos montar as

novas madtrizes:
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[ 2,20 0,50 |
31
3 2,10
E2:[3,50 2,50], F2=| 350 1,50
41
49
5 2,50

Resolvendo novamente o PPL (3.20) com essas duas novas matrizes (E? e F?) ob-

temos os valores:
e Valor 6timo da FO: 0 (linearmente separével);

o w=(wy, wy) =(—1,33; 6,66);

e 2 =(0,0,0,0, 0,0, 0).

1,33 11
e Reta separadora zo = (%) (3% reta).

A Figura 4.12 representa os conjuntos E e F, assim como as 3 retas separadoras
propostas.

Note que nessa ultima aplicacao, ja foi possivel separar linearmente os pontos que se
encontravam no semiespaco —1,30z; 4+ 0,87z, < —1,43, enquanto que a segunda reta

ainda nao separou linearmente os pontos do semiespago —1,30x; + 0,87z, > —1,43.

Note também que encontramos as retas com aplicagao recursiva do PPL (3.20), mas
optamos por representar apenas as semirretas a partir da primeira reta separadora,
para melhorar a visualizagao, e também porque a parte da reta que esta do outro lado
nao tem sentido algum para o novo problema, pois foi obtida a partir dos pontos que

estavam do lado oposto.
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Figura 4.12: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.5 com
as 1%, 2% e 3? retas “separadoras”.

Nesse exemplo, apos obtidas as trés retas separadoras, o espago (R?) foi dividido
em quatro regioes, onde em duas delas s6 temos pontos do conjunto E, em uma delas
sO6 temos pontos do conjunto F' e apenas uma regiao continua com pontos dos dois con-
juntos. Opcionalmente, poderiamos aplicar novamente o procedimento descrito acima

a essa regiao que contém pontos dos dois conjuntos.

Vejamos mais um exemplo com dois conjuntos linearmente inseparaveis onde traca-
remos a reta “separadora” e mais duas semirretas separadoras, exemplo esse com um

nimero maior de pontos.

Exemplo 4.6. Vamos considerar os dois conjuntos de pontos como segue abaixo (m =

28 ¢ k = 28):

E =
1223344 3 235 2 44505 12435 3

11215210515 10508 1050508 6 1,5 1,5

4
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33525 1,5 2 25 25 25 23 55
345 1251 335 2 1,8 38

456 25184567 7717575776565 55 5,5
12228 432311335 43521152525 1

F' =

4,5 4 4,5 7,5 5,5 6 7 6,5 2,5
4 2,5 0,5 2,5 1,8 4,6 4,5 5 3,8

Resolvendo o problema de PL associado obtivemos, no MATLAB, os seguintes va-

lores:
e Valor 6timo da FO: 0, 64;
o w=(wy, wy) =(=0,76; 0,19);
o v=—233;

0,76z, — 2,33
e Reta separadora xo = ( : $O1 15 : ) (1% reta).

A solucao deste problema esta representada na Figura 4.13, onde o lado esquerdo da
reta “separadora” representa o semiespaco 0, 76z1 + 0,19z > —2,33 e o lado esquerdo
da reta “separadora” representa o semiespaco 0, 76x; + 0,192, < —2, 33.

Tomando os pontos que estao em um dos lados da reta e montando um novo pro-
blema de separacao destes conjuntos, iremos obter uma nova reta que separara a média
dos pontos que estao desse lado da reta obtida anteriormente. Esse mesmo procedi-

mento pode ser feito com os pontos que estao do outro lado da reta.
Para este exemplo, os pontos de ambos os lados da reta ainda sao inseparaveis line-
armente, como pode ser observado na Figura 4.13. Aplicando o procedimento descrito

anteriormente, encontraremos duas novas retas, obtendo os valores:

Lado esquerdo (2° reta):
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Figura 4.13: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.6 e
da 12 reta “separadora”.

e Valor 6timo da FO: 0, 53;

o w=(wy, wy) =(-3; —1,50);

o v=—10;

e Reta separadora xo = — (Bxllj#m)
Lado direito (3* reta):

e Valor 6timo da FO: 1,08;

® W= (wla w?) = (_17057 1723)7

o v=—2,33;

1,052, — 2,54)

e Reta separadora zo = ( 53

A Figura 4.14 representa os conjuntos de pontos, a primeira reta “separadora” e as

semirretas “separadoras” encontradas apo6s o procedimento descrito acima.
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Figura 4.14: Representacao dos conjuntos linearmente inseparaveis do Exemplo 4.6 com
as 1%, 2% e 3? retas “separadoras”.

Como podemos ver na segunda separacao, de ambos os lados da reta os conjun-
tos continuam linearmente inseparaveis, sendo assim, poderiamos repetir novametne o
processo, montando e resolvendo um PPL com os pontos que estao agora de ambos os
lados das semirretas que ainda tém pontos inseparaveis. Contudo, com essas trés retas
(uma reta e duas semirretas) encontradas, o espa¢o onde os pontos se localizam ja foi
dividido em 4 regioes: duas delas contem pontos exclusivos de cada conjunto, e duas

regioes continuam com pontos de ambos os conjuntos.

4.2 Uma Aplicacao da PL na separacao de pontos

Como comentamos anteriormente, a idéia de discutir um pouco o uso da PL na
separacao de pontos se deu apds conhecermos o artigo de Mangasarian, Street e Wol-
berg intitulado "Breast Cancer Diagnosis and Prognosis via Linear Programming [16].
Nesse artigo, os autores propoem duas aplicagoes de PL: uma para o diagnostico do
cancer de mama, utilizando o problema de PL apresentado no capitulo anterior para

separacao de pontos, e a outra, no prognostico do cancer de mama, utilizando um outro
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problema de PL nao discutido em nosso trabalho. Vamos, nessa se¢ao, comentar sobre

a aplicagao da PL no diagnéstico do cancer de mama, proposta no artigo citado acima.

A idéia central dessa aplicacao é utilizar a PL em um conjunto de testes compostos
de resultados conhecidos (maligno ou benigno), para aumentar o rigor e a objetividade
do diagnéstico do cancer de mama. Esse tipo de cancer é muito comum, sendo que
em 1994, quando o artigo foi publicado, ele era a segunda maior causa de morte por
cancer entre as mulheres nos Estados Unidos. Como uma vitima de cancer tem suas
chances de sobreviver aumentada quando a doenca é detectada em seu inicio, aumen-

tar o rigor e a objetividade no diagnoéstico do cancer de mama é de extrema importancia.

Segundo o artigo, a maioria dos casos de cancer de mama sao detectados pelas pa-
cientes a partir de um nédulo no seio, e a maioria dos nd6dulos mamarios sao benignos.
Para confirmar a existéncia de um cancer de mama ou nao, a University of Wisconsin
Hospitals, onde o a pesquisa foi realizada, dispunha de trés métodos para diagnostico:

mamografia, FNA (fine needle aspirate) com interpretagao visual e a biopsia cirurgica.

Ocorre que a capacidade de diagnosticar corretamente quando o cancer esté presente
varia muito de método para método. Para a mamografia, essa capacidade varia de 68%
a 79%, ou seja, estd muito longe do ideal. Para o FNA, a capacidade varia de 65% a
98%, apresentando entdo uma variacdo muito grande, além de que é invidvel apresentar
um diagnostico com 65% de chances de ser maligno. Ja a biopsia cirargica traz 100%

de certeza, no entanto é um procedimento muito caro.

A idéia proposta é melhorar a variacao do diagnostico por FNA. Esse método usa um
aspirador de agulha fina, que ¢ utilizado para coletar células de dentro do nédulo. Esse
material é colocado sobre uma lamina de vidro, onde é adicionado um corante para
destacar os nicleos das células. Uma camera de video montada em um microscépio
transfere a imagem das células para um computador, onde as mesmas sao analisadas.

A Figura 4.15 mostra uma dessas imagens coletadas.
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. - 4 : -t"'ﬂl

Figura 4.15: Representacao da células analisadas no Xcyt; imagem extraida de
http: / /ftp.cs.wisc.edu/math-prog/cpo-dataset /machine-learn /cancer /cancer images/

A anélise é feita em um programa de computador chamado Xcyt, que utiliza uma
curva conveniente para determinar os limites exatos dos nicleos das células, e a partir
dai, consegue extrair varias informacoes sobre seus nicleos, tais como: &rea, raio, pe-
rimetro, simetria, tamanho das cavidades, textura, variacao dos niveis de cinza, maior

tamanho, entre outros. Ao todo, até 30 caracteristicas podem ser obtidas.

Para melhorar a objetividade do FNA, os pesquisadores utilizaram os dados cole-
tados no Xcyt descritos acima para gerar um vetor de 30 compomentes (n = 30) para
cada paciente. Essa coleta foi realizada em 569 pacientes, onde o resultado do diag-
nostico, quanto a ser maligno ou benigno, ja era conhecido. Os casos malignos haviam
sido previamente confirmados por biopsia, enquanto que os casos benignos haviam sido
confirmados por outros exames e acompanhamento médico, e alguns pela propria bidp-

sia.

Esses 569 vetores eram compostos por 357 vetores que representavam os casos be-

nignos (m = 357), e 212 vetores que representavam os casos malignos (k = 212), que
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foram utilizados como um conjunto de testes, para classificar e diagnosticar casos futu-
ros. Neste processo, os vetores eram separados utilizando Programacao Linear através

da solucao do problema (3.20).

Feita a primeira separacao, conforme foi visto na secao anterior, a separacao era
aplicada recursivamente para ambos os lados da superficie recém criada, mapeando as-
sim regioes de vetores malignos e benignos. Um novo caso a ser diagnosticado também
era transformado em um vetor e comparado com essas regides. Caso o novo vetor se
localizasse em uma regiao de vetores malignos, seria mais provavel que essa paciente

tivesse um cancer maligno, e vice versa.

Além dessa comparacao entre as regioes, o diagnoéstico se baseia também no célculo
da probabilidade de um nédulo ser maligno ou nao, probabilidade essa proporcionada
pelo proprio software Xcyt, mas que foge ao objetivo desse trabalho. Assim, com esses

procedimentos, era possivel melhorar a precisao do diagnostico do cancer.

Apos a implementacao desse estudo no diagnoéstico do cancer de mama na University
of Wisconsin Hospitals, o artigo [16] afirma que os proximos 131 exames realizados
tiveram um éxito de 100% de acerto nos diagnosticos, onde foram confirmados 94 casos

benignos e 37 malignos.



Consideracoes finais e

perspectivas futuras

Neste trabalho desenvolvemos um estudo buscando compreender como a Programa-
cao Linear pode ser utilizada na separacao de pontos do R™ através de hiperplanos. A
idéia de desenvolver esse estudo surgiu apds conhecermos o artigo [16], onde um mo-
delo de Programacao Linear é utilizado para separar conjuntos de células (padroes) de
pacientes com nodulos malignos e benignos, com o intuito de aumentar a objetividade

do diagnéstico do cancer de mama.

No entanto, para se discutir o assunto, havia a necessidade de se conhecer um pouco
de Programacao Linear, e como a separacao de pontos proposta se da a partir da solugao
de um problema de Programacao Linear, era essencial conhecer também um método
eficiente de solugao para tal problema. Nesse sentido, surgiu a necessidade de se estudar

o método Simplex.

Como durante minha formagao académica nao tive a oportunidade de estudar Pro-
gramacao Linear, nem o método Simplex propriamente dito, a elaboracao desse tra-
balho proporcionou-me um aprendizado significativo neste topico da matematica, que
tem uma vasta area de aplicacao multidisciplinar. Para estudarmos sobre separacao
de pontos via Programacao Linear nao encontramos referenciais em portugués, o que

proporcionou mais um aprendizado, o de ler e traduzir os textos utilizados.

Utilizamos neste trabalho o software MATLAB para a implementacao computa-
cional de uma rotina para resolver problemas de Programagao Linear e representar

graficamente os conjuntos de pontos e a reta separadora. Faz-se necessario ressaltar

95



Consideracoes finais e perspectivas futuras 96

que, durante minha formacao académica nao tive contato com este software. Assim
sendo, para poder utiliza-lo, foi necessario um bom tempo de estudos e testes. Apesar
de haver outras opcoes de softwares, o MATLAB se mostrou mais eficiente frente as

nossas necessidades e frente ao tempo disponivel para realizacao desse trabalho.

Apesar de nao estarmos familiarizados com o MATLAB, como 0 mesmo encontra-
se disponivel nos laboratorios de informatica do IMECC, foi possivel aproveitar esses
espacos para realizar parte do trabalho. Também recebemos valiosas contribuicoes de
colegas que utilizam esses ambientes e estao mais familiarizados com a linguagem com-
putacional utilizada pelo software, o que contribuiu significativamente para a realizacao

desse trabalho.

Antes de utilizarmos o MATLAB, iniciamos trabalhando com outros softwares, tais
como o ProLin e o Winplot, que sdo softwares livres. Embora eles ndo se mostrassem
adequados aos nossos objetivos, tivemos um aprendizado que possivelmente poderemos

utilizar em aulas futuras ou em outros trabalhos.

Utilizamos também o software GeoGebra para construir alguns graficos ilustrativos
utilizados nos Capitulos 1 e 2. Apesar de ja possuirmos um certo grau de conhecimento
sobre o software, que foi utilizado em uma das disciplinas do proprio mestrado, tivemos

a oportunidade de incorporar novos conhecimentos.

Para a apresentacao do trabalho no formato atual, foi necessario aprendermos a
trabalhar com software Texmaker, que é um editor para Latex livre, o que sem divida

requereu bastante tempo e dedicacao, pois tratava-se de algo totalmente novo.

Pudemos também perceber que, a separacao de pontos via Programacao Linear,
pode ser utilizada em varias aplicacoes, apesar de que no presente trabalho s6 comen-
tamos sobre uma. Poderia até mesmo ser utilizada como mais um instrumento na

motivacao do estudo da Programacao Linear.
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Vale ainda ressaltar que o modelo linear (3.20) é um modelo, além de completo, sim-
ples. A existéncia atual de softwares eficientes que resolvem PPL’s num tempo curto

nos facilitou bastante, no sentido de reduzir nosso trabalho de programacao.

Como perspectivas futuras, pretendemos socializar esse trabalho em forma de se-
minarios ou um mini-curso sobre Programagao Linear, principalmente na nossa regiao
do interior de Mato Grosso, onde o tema parece ainda nao ter despertado muito in-
teresse académico. E, possivelmente, utiliza-lo futuramente nas aulas, como principio
motivador para o estudo da algebra, ja que a Programagcao Linear utiliza-se de muitos

fundamentos dessa area.

Gostariamos também de futuramente aplicar a rotina que construimos no MATLAB
a dados reais de células de cancer de mama, como proposto no artigo [16]. Tal apli-

cac¢ao nao foi realizada por falta de dados e o curto prazo para realizacao desse trabalho.

Fica ainda como perspectivas futuras analisar matematicamente a influéncia dos
limites superiores e inferiores para as variaveis livres de sinal, e se possivel estabelecer
um padrao para a melhor escolha desses dados, contribuindo assim um pouco mais para

a discussao sobre o uso da Programacao Linear na separacao de pontos por hiperplanos.



APENDICE A

APENDICE 1 - EQUIVALENTE AO

TEOREMA (3.1) USANDO DUALIDADE

Recorrendo ao principios de dualidade em Programacao Linear, Mangasarian [14]

estabelecem um teorema dual ao Teorema (3.1), conforme segue a frente.

Teorema A.1 (|14] Separabilidade Linear Dual). Uma condi¢ao necessdria e suficiente

para separabilidade linear dos conjuntos de padroes E e F' é que:
(B, F) >0 (A.1)
onde p(E, F) € a solu¢io do problema de Programac¢ao Linear:
min, ., (€'p)

([ _Eut+Fot+p>0
EFu—Fv+p>0

(A.2)
s.a. eu=1
ev=1
| v >v>0

comu €R™ veRF epe R
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De modo andlogo feito com o teorema (3.1) podemos enunciar a partir do teorema
(A.1) um corolério para estabelecer um critério de inseparabilidade linear, como segue

abaixo.

Corolario A.1 ([14] Inseparabilidade Linear Dual). Uma condi¢io necessdria e sufi-

ciente para inseparabilidade linear dos conjuntos de padroes E e F' € que p(E, F) = 0.

Demonstragao: A demonstragiao desse corolario segue do teorema (A.1) observando
que, das duas primeiras restri¢oes de (A.2), temos p > 0, fato esse que implica que

e'p >0 e com isso p(E, F) > 0. ]
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