NG

¥

UNICAMP

DIEGO FERNANDO DE BERNARDINI

A FORMULA DE RUSSO E DESIGUALDADES DE _
DESACOPLAMENTO PARA ENTRELAGAMENTOS ALEATORIOS

CAMPINAS
2014



i



V2,
a¥

UNICAMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica
e Computagdo Cientifica

DIEGO FERNANDO DE BERNARDINI

A FORMULA DE RUSSO E DESIGUALDADES DE _
DESACOPLAMENTO PARA ENTRELAGAMENTOS ALEATORIOS

Tese apresentada ao Instituto de Matemaética, Es-
tatistica e Computagdo Cientifica da Universi-
dade Estadual de Campinas como parte dos re-
quisitos exigidos para a obtengdo do titulo de
Doutor em estatistica.

Orientador: Serguei Popov

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAQ FINAL DA
TESE DEFENDIDA PELO ALUNO DIEGO FERNANDO DE
BERNARDINI, E ORIENTADA PELO PROF. DR. SERGUEI
Porov.

Assinatura do Orientgdor

&&Wéﬁo//

CAMPINAS
2014

iii



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Bernardini, Diego Fernando de, 1986-

B456f A féormula de Russo e desigualdades de desacoplamento para
entrelacamentos aleat6rios / Diego Fernando de Bernardini. — Campinas, SP :
[s.n.], 2014.

Orientador: Serguei Popov.
Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Entrelacamentos aleatorios. 2. Passeios aleatérios (Matematica)
. 3. Percolacéo (Fisica estatistica). |. Popov, Serguei,1972-. II. Universidade
Estadual de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica. Ill. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Russo's formula and decoupling inequalities for random
interlacements

Palavras-chave em inglés:

Random interlacements

Random walks (Mathematics)

Percolation (Statistical physics)

Area de concentracao: Estatistica
Titulacao: Doutor em Estatistica

Banca examinadora:

Serguei Popov [Orientador]

Christophe Frédéric Gallesco

Anatoli lambartsev

Augusto Quadros Teixeira

Marcelo Richard Hilario

Data de defesa: 16-06-2014

Programa de Pos-Graduacao: Estatistica



Tese de Doutorado defendida em 16 de junho de 2014 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Serapolhpa

Prof(a). Dr(a). SERGUEI POROV

Prof(a). Dr(a). CHRISTOPHE FREDERIC GALLESCO
Prof(a). Dr(a). ANATOLI IAMBARTSEV

D P

Prof(a). Dr(a). AUGUSTO QUADROS TEIXEIRA

C /{O«VCQZORUAM{(('@( )

Prof(a). Dr(a). MARCELO RICHARD HILARIO




vi



Abstract

The random interlacements model was originally introduced in order to investigate the trace
left by random walks in large graphs and, basically, such process is described by a Poisson point
process in a space of doubly infinite simple random walk trajectories in the d-dimensional lattice,
with dimension d at least equal to three. In this sense, the process is characterized by a random
tangle of trajectories of this kind. Such model also has an intensity parameter, which controls, in
a certain sense, the quantity of trajectories that constitutes the process.

A relevant issue in the context of this process, which has been largely studied in the literature,
concerns the characterization of the dependence relation (through the covariance) between the
so-called increasing events in this model, which are supported on disjoint subsets of the lattice,
and this is precisely the issue on which we focus.

In a first step in this work, we determine explicit expressions for the derivative, with respect
to the intensity parameter, of the probability of an increasing event which is supported in a finite
subset of the lattice, thus establishing what we call as Russo’s formula for random interlacements.
The use of this term is justified and motivated by the widely known original term, which, in the
context of the usual percolation model, provides an expression for the derivative of the probability
of events defined as increasing in that model.

Then, we try to use this result to establish a first approach to the problem of the covariance
between increasing events, and such investigation is essentially based in a fact about the expected
number of the so-called positive pivotal (or plus pivotal) trajectories for the event of interest.

Finally, we establish a new approach to the same problem by using an alternative construction
of the interlacements process based on the technique of soft local times, and investigating a kind
of joint “pivotality” of collections of excursions of the random walk trajectories, through the sets
on which the events of interest are supported. From this approach we obtain our last result on the
covariance.

Overall, we believe that the investigation and the attempt to get an increasingly accurate
characterization of the above mentioned dependence relation should help to understand the inter-
lacements process and its properties in an increasingly clear way.

Resumo

O modelo de entrelacamentos aleatérios foi introduzido no sentido de se investigar originalmente
o traco deixado por passeios aleatérios em grandes grafos e, basicamente, tal processo é descrito
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por um processo pontual de Poisson em um espago de trajetorias duplamente infinitas de passeios
aleatorios simples no reticulado d-dimensional, com dimensao d pelo menos igual a trés. Neste
sentido, o processo é caracterizado por um emaranhado aleatério de trajetorias deste tipo. Tal
modelo possui ainda um parametro de intensidade, que controla, de certa forma, a quantidade de
trajetorias que constituem o processo.

Um problema relevante no contexto deste processo, e que tem sido amplamente estudado na
literatura, diz respeito a caracterizagdo da relagao de dependéncia (através da covaridncia) entre
os eventos denominados como crescentes neste modelo e suportados em subconjuntos disjuntos do
reticulado, e é justamente este o problema no qual nos concentramos.

Em uma primeira etapa neste trabalho, determinamos expressoes explicitas para a derivada,
com respeito ao parametro de intensidade, da probabilidade de um evento crescente e suportado
em um subconjunto finito do reticulado, estabelecendo assim aquilo que denominamos como a
formula de Russo para os entrelagamentos aleatorios. A utilizacao desta denominacao é justifi-
cada e motivada pelo amplamente conhecido termo original, que no contexto do modelo usual de
percolacao estabelece uma expressao para a derivada da probabilidade dos eventos definidos como
crescentes naquele modelo.

Em seguida, tentamos utilizar este resultado no sentido de estabelecer uma primeira aborda-
gem para o problema da covariancia entre os eventos crescentes, e esta investigacao ¢ baseada
essencialmente em uma observacao sobre o nimero esperado das trajetérias entao denominadas
como pivotais positivas para o evento de interesse.

Por fim, estabelecemos uma nova abordagem para o mesmo problema, utilizando uma constru-
¢ao alternativa do processo de entrelacamentos baseada na técnica dos soft local times, e investi-
gando uma espécie de pivotalidade conjunta de cole¢oes de excursoes das trajetérias dos passeios
aleatorios pelos conjuntos nos quais estao suportados os eventos de interesse. Justamente a partir
desta abordagem obtemos nosso ultimo resultado sobre a covariancia.

De forma geral, acreditamos que a investigacao e a tentativa de obter uma caracterizacao cada
vez mais precisa para a relagao de dependéncia que mencionamos deve ajudar a entender o processo
de entrelacamentos e suas propriedades de forma cada vez mais clara.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo do presente trabalho, pretendemos apresentar da forma mais clara
e breve possivel as principais defini¢oes e conceitos que envolvem os objetos que estudamos, no
sentido de contextualizar os assuntos que abordamos nos capitulos subsequentes, bem como expor
os problemas que nos propusemos a investigar e os principais resultados alcangados.

1.1 O Processo de Entrelacamentos Aleatoérios

O processo de passeios aleatorios tem sido amplamente estudado nas ultimas décadas, por sua
clara importancia tedrica e também devido a existéncia de uma vasta quantidade de aplicagoes.
Este processo constitui um dos modelos estocasticos mais simples e usuais para situacoes relacio-
nadas por exemplo a movimentacao de particulas, propagacao de calor, deslocamento de fluidos,
dentre outros processos fisicos de transporte.

O processo de entrelacamentos aleatérios, por sua vez, foi introduzido por Alain-Sol Sznitman
em [22], motivado por uma questdo que relacionava os passeios aleatérios e a corrosao de mate-
riais. Mais especificamente, sua construcao foi motivada pela investigacao do trago deixado pelas
trajetérias de passeios aleatérios em grafos muito grandes, como por exemplo um toro discreto
muito grande.

Naturalmente, este modelo possui uma grande e clara importancia, do ponto de vista tedrico
e pratico, devido por exemplo a sua propria natureza, que é amplamente relacionada com a teoria
de percolagao e com a fisica estatistica.

A grosso modo, o modelo de entrelacamentos aleatorios é caracterizado por um processo pontual
de Poisson em um espaco de trajetérias duplamente infinitas de passeios aleatérios simples em Z¢
(d > 3), de tal forma que uma realizacao do processo serd basicamente um emaranhado aleatério
(“poissoniano”) de tais trajetérias. Este processo possui ainda um pardmetro de intensidade v > 0
que controla de certa forma o emaranhado, de modo que quanto maior for o valor de u, mais
trajetorias serao incluidas na realizagao do processo.

Para descrever o processo formalmente, precisamos antes apresentar algumas definigoes. Uma
descricao ainda mais precisa e completa é apresentada nas secoes 2.1 e 2.2.

Denotamos por W, e W os espagos das trajetorias, respectivamente infinitas e duplamente



infinitas, em Z¢,
Wy = {w:N=2Z: |jwn+1)—wn)|=1,Yn €N,
e #{n:wn) =y} < oo,y € Zd},

W= {w:Z -2 |wn+1)—wn)|=1,Yn € Z,
e #{n:wn) =y} < oo,Vy € Zd},
onde [|-|| denota a norma Euclidiana, e consideramos estes espagos respectivamente dotados das o-

algebras W, e W, geradas pelas coordenadas canoénicas { X, }nen € { X, tnez, respectivamente.
Adicionalmente, definimos o espaco das trajetorias modulo time-shift em W

W*=W/~, onde w~uw < w(:)=w'(-+k), paraalgum k€ Z,

dotado da o-algebra
W ={BcW": (z")"{(B) e W},

onde 7* denota a projecao canoénica do espagco W em W*.
Para um subconjunto finito G C Z?, definimos sua fronteira interna

0G ={z € G: ||z —yl=1, paraalgum y ¢ G},
e os tempos de parada

Hg(w) = min{n: X,(w) € G}, paraw € Wy ouw € W,
¢ Hg(w) = min{n>1:X,(w) € G}, para w € W,

assumindo que min{@} = oo. Ainda para este conjunto G, denotamos por Wg o conjunto das
trajetorias em W que necessariamente visitam G,

Wea = {w eW: X,(w) € G, paraalgum n € Z},

de modo que, pela defini¢ao de 7%, o conjunto das trajetérias modulo time-shift (ou seja, trajetérias
em W*) que passam necessariamente por G é dado por Wg = 7*(Wg).
Neste contexto, é possivel definir a medida harmonica em G,

eq(x) = Px[f{(; = o0]1lg(x), para x € VA

onde 14 denota a fungao indicadora em G e P,[ - | representa a lei do passeio aleatério simples
iniciando em z, observando que P, [lf[ ¢ = o] corresponde a probabilidade de escape do conjunto G,
ou seja, a probabilidade de que o passeio aleatério simples, partindo de x, nunca retorne ao
conjunto GG. Por sua vez, a capacidade do conjunto G fica definida como

cap(G) = eg(Z%) = Z ea(z),

x€Z4



que é entao utilizada para se definir a medida harmoénica normalizada

eq(x) d
— Z7°.
ea(z) cap(G)’ para r €

Finalmente, o processo de entrelacamentos aleatérios sera governado por um processo pontual
de Poisson no espaco mensuravel

(W xR, W* @ B(R,)),

com uma medida de intensidade especifica. Para descrever esta medida de intensidade, considere
a medida denotada por Q¢, definida em (W, W) e suportada em W, tal que

QG((X—n)nZO € By, Xo=12,(Xp)n>0 € Bz) = P.(B, | Hg = o0)eq(2) Py(Ba),

para quaisquer Bj, By € W, e € Z*. Especificamente, a medida de intensidade mencionada
(do processo de Poisson que governa os entrelagamentos) serd igual & medida produto v @ A,
onde Ay denota a medida de Lebesgue em R, e v é a unica medida o-finita em (W* W*) tal que
1w - v = 7" 0 Qg, para qualquer conjunto finito G C 74, onde

1Wé . V() = I/(Wé N )

Complementando a caracterizagao do modelo, introduzimos ainda o espaco de medidas pontuais
finitas em W* x R,

0 = {w = Zé(wfvui) cw; € WHu; € Ry, tal que

i>1

w(W x [0,u]) < oo, para todo G C Z* finito e u > O},

dotado da o-élgebra A gerada pelos mapeamentos w — w(D), para D € W*®@B(R, ), e denotamos
por P a lei do processo pontual de Poisson sobre (€2, A) com medida de intensidade v ® A, que
caracteriza o processo de entrelacamentos aleatorios, e por IP¢ a lei do processo pontual de Poisson
que governa o processo de entrelacamentos aleatdrios no nivel u, restrito a G. Precisamente, P
serd a lei de um processo pontual de Poisson em W, com medida de intensidade igual a uF.,
onde

Pec;(B) = Z eG('r)Pz(B)7 BeW,.

zeG

Em palavras, no entrelacamento restrito a G no nivel u, uma variavel aleatéria com distribuicao
Poisson com parametro igual a u cap(G) determina a quantidade (aleatéria) de pontos na fronteira
0G a partir dos quais sao iniciados passeios aleatorios simples independentes. Cada um destes
pontos é escolhido aleatoriamente em JG, de acordo com a medida harmonica normalizada eg(x),
para x € 0G.



Dois objetos interessantes que surgem a partir da construgao deste processo sao os chamados
conjunto de entrelacamento e conjunto vacante. Especificamente, para w = > i1 (5(“};,%) € Q, o0
conjunto de entrelagcamento no nivel u é dado por

' =T'w) = |J Rw),

Tu <u

onde R(w}) representa a imagem de w;}, ou seja, o conjunto de todos os pontos em Z¢ que sdo de
fato visitados pela trajetoria w;. Por sua vez, o conjunto vacante no nivel u ¢ definido por

VU=V (w) = 24\ T"(w),

ou seja, o complementar do conjunto de entrelagamento no nivel u.

Observe que, por construcao, fica estabelecida uma relacdo de ordem parcial entre os elementos
de Q, de tal forma que, para configuracoes w e w’ neste espaco, sempre escreveremos w < w’
quando todas as trajetérias que compoem a configuragao w também estiverem presentes na confi-
guragao w’. Com isso, é possivel definir os eventos crescentes com relagao a este processo. Preci-
samente, um evento A € A é dito crescente com relacao ao processo de entrelacamentos aleatorios
quando 14(w) < 14(w’) sempre que w < w' (w,w’ € ), ou seja, se o evento A ocorre sob uma
configuracdo w, entao ele deve continuar ocorrendo sob qualquer configuragdo w’ que contenha as
mesmas trajetorias da configuracdo inicial w e eventualmente outras trajetérias adicionais. Além
disso, dizemos que um evento é suportado no conjunto G C Z? quando ele estd definido em termos
apenas dos pontos em Z% que pertencem a G.

Neste cenario, um problema que tem sido amplamente estudado na literatura nos tultimos anos,
como por exemplo em [22] e em [14], esta relacionado com a investigagao da rela¢ao de dependéncia
entre eventos suportados em subconjuntos disjuntos em Z¢. Neste contexto, varios métodos e
ferramentas tém sido criados e aplicados no sentido de se obter abordagens e caracterizagoes
cada vez mais precisas para esta dependéncia. Neste trabalho, essencialmente, nos concentramos
em investigar esta relacio de dependéncia (caracterizada pela covaridncia) especificamente entre
eventos crescentes.

1.2 A Foérmula de Russo para os Entrelacamentos

No sentido de abordar o problema que mencionamos sobre a covariancia entre os eventos cres-
centes, determinamos, em uma etapa prévia, no capitulo 2, expressoes para a derivada (com res-
peito ao pardmetro de intensidade u) da probabilidade de um evento A, suportado em um conjunto
finito G C Z?, e crescente com relacdo ao processo de entrelacamentos, estabelecendo assim aquilo
que denominamos como a Férmula de Russo para os entrelagamentos aleatérios, a qual julgamos
constituir, inclusive, um resultado bastante interessante por si s6. E importante ressaltar que o
termo “Férmula de Russo” se refere na realidade a um teorema conhecido na teoria de percolacao,
e determina uma expressao para a derivada da probabilidade de um evento definido como cres-
cente naquele modelo, conforme discutimos na secio 2.3. E justamente devido a esta analogia que
escolhemos esta denominacgao no contexto dos entrelagamentos aleatérios neste trabalho.
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Antes de discutir este resultado, enunciamos a proxima proposicao, que é demonstrada na sub-
segao 2.4.1 e estabelece a analiticidade (e a consequente diferenciabilidade) da probabilidade P¢(A)
de qualquer evento A crescente e suportado no conjunto G.

Proposicao 1.2.1. Seja G um subconjunto finito do espaco Z¢, com dimensio d > 3, e considere
um evento A, suportado em G e crescente com relagao ao processo de entrelagamento restrito a G.
Entao a probabilidade do evento A, sob a lei P¢ do entrelacamento restrito ao conjunto G no
nivel u, denotada por P¢(A), como fungao de u, é analitica no intervalo [0, +00).

Adicionalmente, precisamos mencionar que uma trajetéria w (com indice v < u) do processo de
entrelagamento restrito a G, no nivel u, é dita pivotal positiva para o evento crescente A (suportado
em () na configuragdo w deste processo (restrito & G no nivel u), se o evento A ocorre sob esta
configuragao e a trajetoria w estd presente em w, mas o evento deixa de ocorrer se esta trajetoria
(exclusivamente) é retirada da configuragao, ou seja,

lA(w) =1 e lA(w - 5(w7v)) = 0.

Algumas ilustragoes de trajetorias deste tipo sdo apresentadas nas figuras 2.3 e 2.4 na secao 2.2,
considerando os respectivos eventos mencionados nos exemplos a que se referem tais figuras.

Denotando entao por N o niimero de trajetérias pivotais positivas para o evento crescente A
na configuracao w, do processo restrito a GG no nivel u, podemos finalmente enunciar o

Teorema 1.2.2. (Férmula de Russo para entrelagamentos aleatdrios). Sejam G um subconjunto
finito de Z9, com dimensdo d > 3, e A um evento suportado em G e crescente com relacio ao
processo de entrelacamentos aleatorios restrito a G. Se P (A) denota a probabilidade do evento A
sob a lei do processo pontual de Poisson que governa este processo de entrelagamentos restrito a GG
no nivel u, entao a derivada de P¥%(A) com respeito a u pode ser escrita como

d 1
SPE(A) = S B[N,

onde F, representa a esperanca sob a lei P¢.

Algumas outras expressoes equivalentes para esta derivada foram obitidas nas subsecoes 2.4.2
e 2.4.4, e todas estas expressoes reunidas sao apresentadas no teorema 2.4.5.

1.3 Investigando a Covariancia

Como uma aplicacao da formula de Russo para os entrelacamentos aleatorios, tentamos utiliza-
la em um primeiro momento justamente no sentido de atacar o problema da caracterizagao da
covariancia entre eventos crescentes neste processo. Essa investigacao é basicamente sustentada na
observacgao de que, como uma consequéncia do ultimo teorema, o niimero esperado de trajetérias
pivotais positivas para um evento crescente suportado em um subconjunto finito de Z¢, no nivel u,
deve ser uma quantidade de certa forma “pequena”, para a “maioria” dos valores do parametro u
em um determinado intervalo da reta positiva. Mais precisamente, é possivel mostrar, conforme



discutimos na se¢ao 3.1, que se uq, us € a sdo contantes positivas e finitas com u; < us € @ > 1,
entdo ¢ possivel definir um conjunto Dy, 4, o C (u1,us) tal que
U

Eu[NG,) < Y — Yu € Dy uya:

com 1
A (Dura) > (2 = w) (1= ),

onde A\, denota a medida de Lebesgue em R, . Além disto, consequentemente

PYN: > k)< —

wie =) S i, ) Vu € Dy, s,

para qualquer k € N.

Para contextualizar o problema, considere agora dois subconjuntos disjuntos e finitos de Z<,
digamos G e G, e também dois eventos crescentes A; e Aj, respectivamente suportados nos
conjuntos G e G9. Adicionalmente, suponha que cada um destes conjuntos GG; e GG, ndo separa o
outro conjunto do infinito.

No sentido de representar a covariancia entre estes dois eventos segundo a abordagem que
estabelecemos no capitulo 3, precisamos antes considerar algumas defini¢oes adicionais relacionadas
ao processo de entrelacamentos aleatérios. Para um conjunto finito qualquer G C Z?, definimos o
mapeamento

sg  We—=W

tal que, para w* € W, sq(w*) serd a unica trajetoéria w no espago W para a qual ocorre 7 (w) = w*
e Hg(w) = 0, ou seja, 0 mapeamento s¢ associa a cada trajetéria duplamente infinita modulo time-
shift que passa por (G, a tnica trajetoria duplamente infinita que visita o conjunto G pela primeira
vez exatamente no instante zero, e cuja projecao por m* é exatamente a trajetéria (modulo time-
shift) original. Adicionalmente, para uma trajetéria w € W, denotamos por w™ a trajetéria em W,
que corresponde ao caminho desenvolvido por w a partir do instante zero, ignorando o passado
de w anterior a este instante, ou seja, w = {X;(w)}32,, onde {X;};ez representa as coordenadas
canonicas das trajetorias no espago .
Além disso, consideramos o espago das medidas pontuais finitas em W,

Q, = {w+ = Zé(w“ui) cw; € Wi u; € Ry, tal que

i>1

wy (W x [0,u]) < oo, para todo u > 0},
e finalmente o mapeamento jiq,, : 2 = €4 dado por

peu(w) = Z O(sq(w) ), Para w = Z(S(w;ui) € Q,
wwieWE, i
u; <u

de tal forma que p¢,, serd uma medida pontual em €2, representando uma configuragao de traje-
térias (unilaterais) infinitas que se iniciam na fronteira de G, todas com niveis menores do que ou
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iguais a u, ou seja, esta sera justamente uma configuragao de trajetérias do processo de entrelaca-
mentos aleatérios restrito a G, no nivel w.

Assumimos entao, em particular, que G = G; U G5. Com isso, a covariancia que mencionamos
pode ser representada por

E, {1141 (MG17U)1A2 (MG2,U)] - E, {1141 (#’leu):| E, {1142 (MG’z,U)} )

e um dos resultados que obtivemos pode ser enunciado como o seguinte teorema, que é apresentado
ao final do capitulo 3.

Teorema 1.3.1. Sejam G, e G5 dois subconjuntos disjuntos e finitos de Z¢ (com d > 3), e
tais que nenhum deles separa o outro do infinito. Considere A; e Ay dois eventos suportados
respectivamente em G e Gy, e crescentes com relacao ao entrelacamento aleatério restrito a G =
G1 U Gy. Denote I' := cap(G) cap(Gs), defina ainda a distadncia entre os conjuntos Gy e G,

Ag = inf T —

¢ xeGl,yeGQH y”’

e suponha que Ag > 4max{diam(G1), diam(G2)}. Entao, para quaisquer constantes u; e uy tais
que 0 < uy < ug < 00, € a > 1, existem constantes positivas e finitas ¢1, ¢z e ¢3 (com ¢y dependendo
de d e dos didmetros de G e de Gy) tais que

‘Eu [1141 (ILLGL’U»)]‘AQ (MGz,U)} -k, [1141 (MGLU)} E, [1142 (II’LGQ,U)} ‘

C1 C1 c30U C2
< 4ul’ 4ul’ + e —ul'—=t1,
A e Rl ]

para todo u pertencente a um conjunto Dy, 4, C (u1,us) tal que

)‘+<Du1,UQ,a) > <u2 - ul)(l - ;)

A demonstragao deste resultado é discutida na segao 3.2, e é baseada em principio na observacao
sobre o nimero de trajetorias pivotais positivas que mencionamos no inicio desta se¢ao, e em uma
decomposi¢ao do processo pontual de Poisson g, que governa a configuracao de trajetérias que
se iniciam na fronteira de G; U G5. Mais especificamente, consideramos que

PG = M1+ 2 + p2,

onde yi; representa o processo i, restrito as trajetoérias que se iniciam na fronteira de G; e nunca
visitam (5, o representa este processo restrito as trajetérias que se iniciam na fronteira de Gg e
nunca visitam G, e por fim ji; 2 representa o processo fig, restrito as trajetorias que se iniciam
ou na fronteira de (G; ou na fronteira de G5 e posteriormente visitam o outro conjunto em algum
tempo finito. Para os detalhes, veja a secao 3.2.

E importante ressaltar que este resultado aparentemente nio estabelece nenhum ganho ou me-
lhora significativa sobre outros resultados ja existentes na literatura, pois apresenta um decaimento
polinomial da covariancia em termos da distancia entre os conjuntos sobre os quais os eventos de
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interesse estdao suportados. Em particular, devemos mencionar que uma cota da forma do fator
que aparece fora dos colchetes neste resultado ja havia sido estabelecida na literatura.

No entanto, julgamos que a técnica empregada ao longo do desenvolvimento que culmina neste
teorema é bastante interessante e construtiva, podendo ser, inclusive, eventualmente adaptada a
outras situagoes semelhantes ou mesmo podendo ser ainda refinada no sentido de abordar o mesmo
problema.

1.4 Uma Nova Investigacao sobre a Covariancia

Prosseguindo com o objetivo de investigar o problema da caracterizacao da covariancia entre os
eventos crescentes no processo de entrelagcamentos aleatérios, tentamos em uma etapa subsequente,
no capitulo 4, estabelecer uma nova abordagem para este problema, considerando uma construcao
alternativa do proprio processo de entrelagamentos aleatérios.

Para descrever esta abordagem, precisamos inicialmente apresentar o processo da “sopa de
minhocas”, que foi introduzido por Serguei Popov e Augusto Teixeira em [14]. Devemos mencionar
que uma “versao” deste processo ja havia aparecido no artigo de Sznitman, [22].

Neste sentido, considere dois subconjuntos disjuntos C' e V do espaco Z%, tais que V e 0C
sejam finitos, novamente assumindo que d > 3. Se o proprio conjunto C' for finito, assumimos
que o conjunto V' o separa do infinito, ou seja, qualquer trajetéria que parte de C' e segue para o
infinito deve necessariamente atravessar o conjunto V' (veja a figura 4.1 para um exemplo).

Consideramos entao o contexto introduzido por Popov e Teixeira em [14], se¢do 5.2, onde
sao investigados os tragos deixados no conjunto C' pelas trajetorias dos passeios aleatérios que
compdem o processo de entrelacamentos aleatérios em Z<¢ a partir do instante de suas primeiras
visitas ao conjunto V', observando que essas trajetorias realizam vérias excursoes entre C' e V
antes de divergirem para o infinito. O processo da sopa de minhocas foi introduzido justamente
no sentido de simular tais excursoes dos passeios aleatérios que compdem o entrelacamento.

Mais precisamente, considere o espaco de excursoes entre C' e V,

- (11,20, ..., 2%) iy €ZY n=1,... .k, |xig1 —a]|= 1,
Xo = {A}U{izl,...,k—l, 11 €0C, x; ¢V, j=2,....k—1, l’kEV}
U{ (11, 29,...) 12y €Z%, n>1, ||xi1 —ai]|= 1, 2'21,}
x1 € 0C, ZL’j¢V, j>2 ’

onde A denota o elemento deste espago que representa o fato de uma trajetéria ter divergido
para o infinito. Adicionalmente, assuma que este espaco é dotado da o-algebra S¢ gerada pelas
coordenadas candnicas em X, e considere a medida

po() = 3 Po|(Xo, X1, Xu,) €+ | +0a()
z€oC
definida em (3¢, S¢).
O entao mencionado processo da sopa de minhocas é definido por um processo pontual de
Poisson em

(EC X R+, SC & B<R+)>
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com medida de intensidade igual a pc ® A4, e para complementar a caracterizacao deste processo,
consideramos o espaco de medidas pontuais

e = {7] = 25(zi,w) Dz, EXg, v € R+}

i>1

dotado da o-édlgebra T gerada pelos mapeamentos 1 +— (D), para D € Sc ® B(R.), e denotamos
por Q a lei do processo pontual de Poisson mencionado acima, sobre (0, 7).

Analogamente ao que ocorre no processo de entrelagcamentos aleatérios, agora sob a lei Q
os elementos n em © podem ser vistos como configuragoes aleatérias de excursdes de passeios
aleatérios simples entre C' e V', com seus respectivos indices v; € Ry (veja a figura 4.2).

Além disto, para v > 0, denotamos por QV a lei deste processo de Poisson restrito a 3¢ x [0, v],
de tal forma que neste processo sao consideradas apenas excursoes com indices menores do que ou
iguais a v. Assim, a lei Q¥ do processo no nivel v estara definida sobre o espago

e, = {77 = Z(E(zi’vi) Tz €EXo, v € [0,’0]},

i>1

e de maneira geral denotamos por 7, um elemento de ©, cuja lei é justamente Q.

Novamente de forma analoga ao que acontece no modelo de entrelagamentos aleatorios, obser-
vamos que fica caracterizada uma relagao de ordem parcial entre os elementos de ©. Se 1 e 1’ sdo
duas configuragoes de excursoes em O, escrevemos 77 < 7 se todas as excursoes presentes em 7
também estao presentes em 7.

Se A € T for um evento agora suportado em C, dizemos que este evento é crescente com relagao
ao processo da sopa de minhocas se, para n,7 € ©,

14(n) < 1a(n') sempre que n <7,

ou seja, se o evento A ocorre sob uma determinada configuracdo de excursoes, entao este evento
continuard ocorrendo se mais excursoes forem acrescentadas a configuracao inicial.

Ao longo da construcao do capitulo 4, explorando o problema da covariancia ao qual nos
referimos recorrentemente, obtivemos eventualmente alguns resultados periféricos interessantes
que podem ser mencionados, como por exemplo a proxima proposicao e o proximo teorema, os
quais sao demonstrados na secao 4.2.

Proposicio 1.4.1. Se C' C Z é finito ou tal que sua fronteira AC ¢é finita, d > 3, e A é um evento
suportado em C' e crescente com relagdo ao processo da sopa de minhocas, entdao a probabilidade
de A sob a lei Q¥ do processo no nivel v, denotada por Q"(A), é uma fungao analitica de v no
intervalo [0, +00).

Esta proposicao garante portanto a diferenciabilidade (em v) da probabilidade Q"(A) de um
evento suportado em C' e crescente com relagao ao processo da sopa de minhocas.

Mais uma vez de maneira analoga ao caso dos entrelagcamentos aleatorios, agora no presente
contexto dizemos que a excursdo z € 3¢ (com respectivo indice v' < v) é pivotal positiva para o
evento crescente A (suportado em C') na configuracao 7, se z estd presente em 7, e

1a(ny) =1 e 1a(ny —I(z0)) =0,
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ou seja, o evento A ocorre na presenga de z no nivel v, mas deixa de ocorrer quando z é (exclu-
sivamente) retirada da configuragdo. Denotamos entao por N;; o numero de excursoes pivotais
positivas para o evento A na configuracao 7, do processo no nivel v.

Com isto, podemos entao enunciar também o

Teorema 1.4.2. Sob as hipdteses da proposicao anterior,

d . 1
2Q'(4) = —For[N;].

onde Egv denota a esperanca sob a lei QV do processo da sopa de minhocas no nivel v.

Conforme comentamos no inicio desta se¢do, levamos em conta no capitulo 4 uma construgao
alternativa do processo de entrelacamentos aleatérios. Tal construcao é baseada especificamente
na chamada técnica dos soft local times de um processo.

Originalmente, os soft local times de um processo estocastico foram definidos por Popov e
Teixeira em [14], no sentido de construir um método para obter uma dominagao estocéstica apro-
ximada entre os tragos (ou imagens) de duas cadeias definidas no mesmo espago de estados. Em
principio, a técnica consiste basicamente em se realizar uma simulagao de um processo estocas-
tico a partir de uma realizacao de um determinado processo pontual de Poisson. Uma descrigao
completa é apresentada na secao 4.3.

Os mesmos autores utilizam entdo, ainda em [14], a técnica dos soft local times no contexto
do processo da sopa de minhocas para simular as excursdes sucessivas pelo conjunto C' C Z¢,
de trajetérias de passeios aleatoérios simples independentes, até que esses passeios divirjam para o
infinito, estabelecendo assim uma construgao alternativa do processo de entrelacamentos aleatorios
restrito ao conjunto C. Esta construcao, por sua vez, é discutida em detalhe na subsecao 4.3.1.

Para tratar, neste novo contexto, o problema da covariancia entre os eventos crescentes com re-
lacao ao processo de entrelagamentos aleatérios, exploramos em um certo sentido o comportamento
conjunto de uma colecdo de excursdes em ¢, ou mais especificamente, investigamos uma espécie
de pivotalidade conjunta de uma tal colecdo de excursoes. Para isso, introduzimos na se¢ao 4.4
uma certa adaptacao do processo da sopa de minhocas, dando origem ao que denominamos pro-
cesso das “colheiradas de minhocas”. Vale mencionar que, no contexto deste novo processo, foram
obtidos resultados analogos a proposicao 1.4.1 e ao teorema 1.4.2. Tais resultados sao apresentados
e demonstrados na subsecao 4.4.1.

Finalmente, utilizando este processo das colheiradas de minhocas, e em particular o conceito
(introduzido na sec¢ao 4.4) de colheiradas pivotais positivas para um evento crescente neste pro-
cesso, juntamente com a técnica dos soft local times, além de alguns resultados relacionados a
estimacao de grandes desvios, pudemos entao estabelecer, na se¢ao 4.5, o teorema que enunciamos
agora, o qual estabelece uma outra cota para a covariancia entre eventos crescentes no processo
de entrelacamentos aleatorios.

Teorema 1.4.3. Sejam C; e C, dois subconjuntos finitos e disjuntos de Z? (d > 3), com dia-
metros respectivamente iguais a r; e ry, e afastados um do outro por uma distancia igual a s.
Considere entdao A; e As, eventos crescentes com respeito ao processo de entrelagamentos aleato-
rios em Z?, respectivamente suportados em C; e Cy. Fixando § > 0 e ¢ > 2(1 + §), entdo para
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qualquer ¢ € (0, 1), existem constantes cq, c3 € ¢4 estritamente positivas e finitas que dependem
apenas da dimensao d, tais que, definindo

¢ /n(/n+1
6\3/ﬁ+\/_<\g; )Se}

N := min {n €N : N := max {n57 [ca] },

teremos

N. -1
|Covy (A, A9)] < 1—(1—¢)*x (1 —c3(ry + 7y +8)° exp{ -y j\f;l vtsd_Q}),
para todo v € R, e todo t € IN/g C (1,14 6), desde que a distancia s seja tal que o segundo fator
do produto nesta cota seja positivo, e onde

~ 2(1+9)
M (E9) = o(1 = 200Dy,
(15) > 51 - 2129

O desenvolvimento que leva a este resultado é apresentado em detalhes na segao 4.5.

Observe que, dependendo da escolha dos parametros ¢ e (, este teorema estabelece uma cota
para a covariancia, nao exatamente no nivel v € R, do processo de entrelacamentos, mas para a
“maioria” dos niveis no intervalo (v,v + dv).
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Capitulo 2

A Foérmula de Russo para o Modelo de
Entrelacamentos Aleatodrios

Neste capitulo, em um primeiro momento, apresentamos de forma detalhada as defini¢oes e
os conceitos que envolvem o modelo de entrelagamentos aleatérios, sobre o qual essencialmente se
sustentam as investigacoes do presente trabalho. Em seguida, discutimos brevemente a férmula
de Russo para o processo de percolacao usual, por sua vez justificando a utilizacdo deste termo
no contexto dos entrelacamentos, quando, logo em seguida, determinamos expressoes explicitas
para a derivada da probabilidade dos eventos denominados como crescentes neste processo, com
respeito ao parametro de intensidade do modelo.

2.1 Introducao e Definicoes Preliminares

Considere um processo estocastico {X,, n € Z} representando especificamente um passeio
aleatério simples no espaco Z%, com dimensdo d > 3, constituido dos pontos com coordenadas
inteiras. Considere ainda um subconjunto finito de Z¢, digamos G C Z¢, e defina os tempos de
parada

Hg=min{n: X, € G} e Hg=min{n>1:X, € G}, (2.1.1)

que representam, respectivamente, o tempo da primeira visita ao conjunto GG e o tempo de retorno
ao conjunto GG, pelo passeio aleatério. Defina também a fronteira (interna) dG do conjunto G,

0G ={z € G: ||z —y|=1, paraalgum y ¢ G},

onde ||-|| denota a norma Euclidiana.
Neste contexto, é possivel definir a medida harménica, denotada por eg(-),

GG(ZE) - Px[];[G - OO}]'{JJEG}J para x € Zd?

onde P,[ -] representa a lei do passeio aleatério simples iniciando em z, observando que P,[Hg = oc]
corresponde a probabilidade de escape do conjunto G, ou seja, a probabilidade de que o passeio
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aleatério simples, partindo de z, nunca retorne ao conjunto G. Desta maneira, eg(z) é igual a
essa probabilidade quando x € G, e é igual a zero quando = ¢ G. Mais precisamente, observe
que eg(z) = 0 para todo x ¢ JG, ou seja, a medida harmonica é igual a zero em todos os pontos
de Z? fora da fronteira de G, inclusive nos pontos de G que nio fazem parte da fronteira.

Por sua vez, a capacidade do conjunto G fica definida como

cap(@) = Y eala).

x€Z4

Note ainda que a medida harmonica eg(-) pode ser normalizada pela capacidade cap(G) do
conjunto G, dando origem a uma medida de probabilidade chamada medida harménica normalizada
em G, e denotada por ég(-),

_ eqglx
eolz) = (z)

~ cap(G)

Naturalmente, assim como a medida harménica, a medida harmonica normalizada é também igual
a zero em todo ponto de Z? que ndo pertence & fronteira 9G.

, para x € z-.

2.2 O Processo de Entrelacamentos Aleatoérios

Vamos descrever agora o modelo de entrelacamentos aleatérios em Z? introduzido por Alain-Sol
Sznitman ([22]), denotando por Z¢ o conjunto de entrelagamento no nivel u, restrito ao conjunto G,
com u > 0.

Em palavras, no entrelacamento restrito a G, uma variavel aleatéria com distribuicao Poisson
com pardmetro igual a ucap(G) determina a quantidade (aleatéria) de pontos na fronteira 0G
de G a partir dos quais sao iniciados passeios aleatérios simples independentes. Cada um destes
pontos é escolhido aleatoriamente em JG, de acordo com a medida harmonica normalizada eq(z),
para x € 0G.

Para descrever este processo de entrelacamentos aleatérios formalmente, precisamos antes defi-
nir o espaco das trajetérias duplamente infinitas em Z? e também o espaco das trajetérias modulo
time-shift neste ultimo espaco.

O espaco das trajetérias duplamente infinitas em Z¢ é dado por

W= {w:Z -2 |wn+1) - w)|=1,n € Z,
e #{n:wn) =y} <oo,Vy € Zd}. (2.2.1)

Note que os elementos que compoem o espaco W, ou seja, as trajetérias duplamente infinitas, sao
simplesmente fungoes que, a cada nimero inteiro n representando o tempo, associam um ponto
em Z<, e além disso, essas trajetérias visitam qualquer subconjunto finito de Z? apenas um ntimero
finito de vezes.

Se denotamos por X,,, n € Z, as coordenadas canonicas de elementos em W, de modo que
X, (w) = w(n) para w € W, é possivel estabelecer a o-dlgebra VW de subconjuntos de W, gerada
pelas proprias coordenadas canonicas.
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Por sua vez, o espaco das trajetorias modulo time-shift em W é definido por
W*=W/~, onde w~w & w(-)=uw'(-+k), para algum k € Z,

que representa o espago W fracionado com respeito a relagdo de equivaléncia descrita acima.
Assim, no espaco W*, pertencem a mesma classe de equivaléncia aquelas trajetérias w em W que
desenvolvem exatamente o mesmo caminho em Z? exceto apenas por uma eventual translacdo
temporal, visitando os mesmos pontos em Z¢ e respeitando a mesma ordem nas visitas.

Se 7* denota a projecao canonica do espaco W em W* ou seja, o mapeamento que leva
elementos de W para sua correspondente classe de equivaléncia em W*, entdo uma o-algebra de
subconjuntos de W* é induzida por 7* e dada por

w*={Bcw":(r)"(B) e W}.

Consideremos ainda o conjunto Wy das trajetérias em W que necessariamente passam pelo
conjunto . Precisamente,

We = {w e W: X,(w) € G, paraalgum n € Z}, (2.2.2)

de modo que, pela definicao de 7*, o conjunto das trajetorias modulo time-shift (ou seja, trajetérias
em W*) que passam (necessariamente) por G é dado por W¢ = 7*(Wg).
Finalmente, definimos o espag¢o de medidas pontuais finitas

0 = {w = Z(S(w;ui) cwi e W, € Ry, tal que

i>1

w(Wg x [0,u]) < oo, para todo G C Z* finito e u > O}, (2.2.3)

dotado da o-algebra A gerada pelos mapeamentos w — w(D), para D € W* ® B(R, ), ou seja, a
menor g-algebra que contém as imagens inversas deste mapeamento.

Analogamente a definicdo do espago W, estabelecido pela expressao (2.2.1), que contempla
todas as trajetérias duplamente infinitas em Z¢, consideremos também o espaco das trajetérias
(unilaterais) infinitas em Z<,

Wy = {w:N=2Z: |jwn+1)—wn)|=1,Yn €N,
e #{n:w(n) =y} < o0, vy € 2}, (2.2.4)
dotado da o-alegebra W, gerada pelas coordenadas candnicas X,,, com n € N, em W,.
Por fim, o processo de entrelacamentos aleatorios sera governado por um processo pontual de

Poisson no espago mensuravel

(W xR, W* @ B(R,)),

com uma medida de intensidade especifica, a qual descreveremos agora.
Para estabelecer esta descricdo, levando em conta o conjunto finito G' C Z?, considere antes a
medida denotada por Q¢, definida em (W, W) e suportada em W, tal que

QG((X—n>nZO € By, Xo=12,(Xp)n>0 € 32) = P.(B, | Hg = o0)eq(x) Py(Ba),
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para quaisquer By, By € W, e x € Z%.

A medida de intensidade do processo pontual de Poisson mencionado (que governa o processo
de entrelacamentos aleatorios) serd entao igual a medida produto v® A, onde Ay denota a medida
de Lebesgue em R, e v é a unica medida o-finita em (W*, W*) tal que

]-WC*; .V:/]T*OQGa
para qualquer conjunto finito G' C Z4, onde
Ly -v() = V(Wé N -),

veja o Teorema 1.1 de [22], onde a existéncia e a unicidade desta medida v sao estabelecidas.
Observe que, desta maneira,

v(Wg) = Qo(m (W) = Qa(We) = cap(G), (2.2.5)

Denote por PP a lei do processo pontual de Poisson sobre (2, A) com medida de intensidade v ®
A+, que caracteriza o processo de entrelacamentos aleatérios, e por P¢ a lei do processo pontual
de Poisson que governa o processo de entrelacamentos aleatérios no nivel u, restrito a G. A lei P
sera caracterizada precisamente mais adiante.

Sob a lei P, os elementos w em {2 podem ser vistos como configuragdes (aleatérias) infinitas de
trajetérias duplamente infinitas (modulo time-shift) de passeios aleatérios simples, cada trajetéria
com respectivo indice real nao-negativo u;, que gera o acoplamento dos processos para todos os

niveis u > 0. Este acoplamento esta ilustrado na figura 2.1.

x
R+ x x x x
x X
X x X X
x x x
x
!/ x x
u %
X x X x
x
x X x
ub--- - - - - - - - X L ______
x x
x
X X
x x x
x
x
x x
x « . x
(w], us) N
x
X
x x x x
x x
x x x
X x X
x
x
x x < "

Figura 2.1: O processo pontual de Poisson em W* x R, e o acoplamento dos processos em W* x
[0, u], para todos os niveis u > 0.

Além disso, denotemos por 2¢ o espaco de medidas pontuais restrito as trajetérias em W* que
necessariamente passam por G, ou seja, o espago das configuragoes de trajetorias que passam por
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Q¢ = {w = Zé(w;7ui) cwi € Wi, u; € Ry, tal que
i>1

w(Wp x [0,u]) < oo, para todo B C G e u > 0}, (2.2.6)

onde Wp é definido exatamente como em (2.2.2) e W}, = n*(Wg). De forma equivalente, podemos
escrever
0f = {w €Q: w=) dwru) W€ W(*;}
i>1
Em analogia a definigdo do espago ) estabelecida pela expressao (2.2.3), considere o espago
das medidas pontuais finitas em W,

Q, = {w+ = Zé(wi:ui) cw; € Wi u; € Ry, tal que

i>1
wy (W x [0,u]) < oo, para todo u > 0},

dotado da o-dlgebra denotada por A,, gerada pelos mapeamentos w, +— wy(D), para D €
W, @ B(R,).

Para um subconjunto finito G C Z¢, é possivel definir o mapeamento sg : Wg — W tal
que, para w* € WS, sg(w*) é a tnica trajetéria w no espago W para a qual ocorre 7*(w) = w*
e Hg(w) = 0, ou seja, o mapeamento sg associa a cada trajetéria duplamente infinita modulo
time-shift que passa por GG, a Unica trajetoria duplamente infinita que visita o conjunto G pela
primeira vez exatamente no instante zero, e cuja proje¢ao por 7* é exatamente a trajetoria (modulo
time-shift) original.

Por outro lado, para uma trajetéria w € W, denotamos por w' a trajetéria em W, que
corresponde ao caminho desenvolvido por w a partir do instante zero, ignorando o passado de w
anterior a este instante, ou seja, w = {X;(w)}52,.

Finalmente, assim como ¢ introduzido em [14], podemos definir o mapeamento pug, :  — Q4
dado por

,ugvu(w) = Z 5(sc(wf)+,ul')7 para w = Zé(wf7ui) € Q. (2.2.7)
iwieWs, i
u; <u

Note que, desta forma, pq,, serd de fato uma medida pontual de €2, representando uma configu-
racao de trajetérias (unilaterais) infinitas que se iniciam na fronteira de G, veja uma ilustragao na
figura 2.2.

Além disso, note também que se w € Q¢ C Q, onde QF estd definido em (2.2.6), entdo g ., (w)
é constituido por todas as trajetorias em w com niveis menores do que ou iguais a u, ignorando
seus passados anteriores a primeira visita ao conjunto G.

A lei P¢ do entrelagamento restrito a G' no nivel u, mencionada anteriormente, serd especifica-
mente a lei induzida por pg,, a partir da lei P, ou seja, P¢ = pug, o P. Mais precisamente, IP¢, sera
a lei de um processo pontual de Poisson em W, com medida de intensidade igual a uF% ., onde

P..(B) =Y eq(x)P(B), BeW,. (2.2.8)

zelG
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Zd

HG,u

Figura 2.2: O mapeamento pg,. Nesta ilustracao, todas as trajetérias visitando o conjunto G
possuem indices menores do que ou iguais a u.

Podemos definir ainda o espaco das trajetdrias unilaterais em Z? que se iniciam necessariamente
em 0G,
We+ ={w € W, : Xo(w) = w(0) € G},

e com isso definimos também os espacos de medidas pontuais

QGF’_ = {w S Q+ W= Zé(wi,ui%wi € WG,-F}

i>1

e Q0T ={weQ 1w =" 0 u) w < u}, (2.2.9)

i>1

de tal forma que, se w € €, entdo w, = pg..(w) serd um elemento de Q%+, e podemos interpretar
w,, como sendo o resultado aleatério (sob a lei P) do processo de entrelagamentos aleatérios no
nivel u, restrito a G, ou seja, a configuracao aleatéria (sob a lei P) de trajetérias infinitas com
niveis menores do que ou iguais a u, que se iniciam na fronteira de G. Assim, os processos restritos
a G ficam acoplados de tal forma que observamos uma ordenacio entre os elementos de Q. Se a
trajetéria w; € We 1 (com respectivo indice u;) estd presente na realizagdo do processo no nivel u,
entdo ela estard presente na realizacdo do processo para todo nivel u' > u, e escrevemos w, < W,
sempre que u < u’. Neste sentido, todas as trajetdrias que fazem parte da configuracao w, também
fardo parte da configuracao w, quando u < u/'.

De maneira geral, para configuracdes w e w’ pertencentes a %, sempre escreveremos w < w’
quando todas as trajetérias que compdem a configuracdo w também estao presentes na configura-
cao w'.

Antes de discutir a definicdo dos eventos crescentes e decrescentes com relagao ao entrelaca-
mento, formalizaremos agora as defini¢coes do conjunto de entrelacamento restrito a G' no nivel u,
e também do conjunto vacante restrito a G no nivel u, respectivamente denotados por Z¢ e V.

Para wy, = 3251 0(w,u) € Q%+ o conjunto de entrelacamento restrito & G no nivel u é dado
por

& =Tt(wa) = (U R(w)) NG,

i>1
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onde R(w;) representa a imagem de w;, ou seja, o conjunto de todos os pontos em Z? de fato
visitados pela trajetéria w;. Desta forma, o conjunto Z¢ representa o conjunto de todos os pontos
em (G que sao visitados pelas trajetorias do entrelagamento restrito a G no nivel u.

Por sua vez, o conjunto vacante restrito a G no nivel u é definido por

Ve = Va(wu) = G\ Ig(w),

e representa, portanto, o conjunto de todos os pontos em G que nao sao visitados pelas trajetorias
do entrelagamento restrito a G' no nivel wu.

Considere agora um evento A, crescente com relagao ao entrelacamento Z/ e suportado em G.
Formalmente, um evento A é dito crescente com relagdo ao processo de entrelacamentos aleatérios
quando 14(w) < 14(w’) sempre que w < W' (w,w’ € Q%F), ou seja, se o evento A ocorre sob a
configuracado w, entdo A também deve ocorrer sob a confuguracio w’, quando w < w’. Dizemos
que o evento ¢ suportado no conjunto G quando ele estd definido em termos apenas dos pontos
em Z? que pertencem a G. Mais precisamente, considere a o-algebra Wg . em Wg , gerada pelas
coordenadas candnicas neste espaco, e a o-algebra A%+ de subconjuntos de Q%*, gerada pelos
mapeamentos w — w(D), para D € Wg @ B(R;). Entao a afirmacdo de que o evento estd
suportado no conjunto G significa que este evento pertence a o-algebra A%+ de subconjuntos
de QY% e representa assim uma colecao de configuracdes w de trajetérias que se iniciam na
fronteira de G, sendo que estas configuragoes w na referida cole¢do satisfazem alguma condicao
imposta apenas em termos dos sitios do conjunto G.

Por exemplo, se denotamos por |G| a cardinalidade do conjunto G, entéo o evento

A={we Q% |T8>|G|/2}

é crescente com relacio a ZY, e representa o conjunto de todas as configuragoes w € Q%+ para
as quais pelo menos metade dos pontos de G sao visitados pelas trajetorias do entrelacamento no
nivel u restrito a GG, ou seja, pelo menos metade dos pontos de G pertencem ao conjunto de entrela-
camento Z4. Na figura 2.3 temos representada uma configuracgao de trajetérias do processo restrito
a G, em Z3. Nesta ilustracio, a cardinalidade de G ¢ igual a 18 e a cardinalidade de Z% ¢ igual
a 12. Portanto o evento A ocorre sob esta configuragao, e se mais trajetérias forem incorporadas,
o evento continuara ocorrendo.

Um outro exemplo pode ser construido da seguinte maneira. Denotemos por ¥ a classe de
caminhos finitos de pontos vizinhos em Z¢, precisamente definida por

U={r:{0,1,... .k} 52" k>1e |rn+1)—7(n)|=1, Vn=01,....k—1}.
Entao também serd crescente o evento caracterizado pela sentenca

“existe um caminho finito (em V), totalmente contido no conjunto de entrelacamento restrito a G
no nivel u, conectanto dois pontos distintos v e z em G7,

que formalmente pode ser representado como
{w €Qt:3reV com R(r)CZé 7(0)=v e 7(k)= z},
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(0,0,0) &

Figura 2.3: Exemplo de uma realizacido do processo de entrelacamentos restrito a G, em Z3. Nesta
representagio, o evento A = {w € Q&F : |T&|> |G]/2} estd ocorrendo sob esta configuragio de
trajetorias.

Zd

T

Figura 2.4: Nesta configuracao de trajetorias, os pontos v e z em G estdo conectados por um
caminho finito 7 (segmento tracejado), totalmente contido em Z.

para v, z € GG, onde R(T) representa, assim como antes, a imagem do caminho 7, veja a figura 2.4
para uma ilustragao deste evento. Com algumas pequenas modifica¢oes neste exemplo, os pontos v
e z podem ser naturalmente substituidos por subconjuntos finitos e disjuntos de G.

Por outro lado, um evento B é dito decrescente com relacao ao entrelacamento simplesmente
se o seu complementar BY for um evento crescente com relacdo ao entrelacamento. Por exemplo,
0 evento

“existe um caminho finito (em V), totalmente contido no conjunto vacante restrito a G no
nivel u, conectanto dois pontos distintos x ey em G 7,

ou formalmente, para z,y € G,
B = {w €Qt:3r eV com R(r)C Vg, 7(0)=2 e 7(k)= y},
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serd um evento decrescente com relagdo ao entrelagamento, pois o seu complementar,
BY = {w cQft  Ar eV com R(r)C Vg, 7(0)=2 e 7(k)= y},

¢ um evento crescente.
Também é decrescente, por exemplo, o evento

BK:{w EQG’JF:KCVé‘;},

para qualquer K C G, ou seja, o evento em que o subconjunto K de G nao é visitado por nenhuma
trajetéria do entrelacamento restrito a G.

Especificamente, estamos interessados em estudar a taxa de variacao da probabilidade de um
evento A, crescente com relagdo ao entrelagamento Z% e suportado em G, denotada por P&(A)
(ou por simplicidade de notagao, P*(A)), como uma fungao do nivel u do entrelacamento. Preci-
samente, temos interesse em determinar uma expressao analitica para a derivada

d
du
caracterizando assim a féormula de Russo para o modelo de entrelacamentos aleatorios.

O termo “férmula de Russo” se refere na realidade a um teorema conhecido na teoria de
percolacao, e estabelece uma expressao para a derivada da probabilidade de um evento definido
como crescente naquele modelo. Para justificar o uso deste termo no contexto deste trabalho,
apresentaremos na se¢ao seguinte uma discussao sobre a férmula de Russo para o modelo de
percolacgao.

]P)U(A)7

2.3 A Foérmula de Russo para o Processo de Percolacao

Descreveremos nesta secao o modelo usual de percolacdo (por elos) no espaco Z¢, sendo d
um numero inteiro positivo, e apresentaremos também algumas definigbes basicas relacionadas
ao modelo, no sentido de enunciar apropriadamente, ao final da se¢ao, a féormula de Russo para
percolacgao.

Primeiramente consideramos o grafo (Z¢, ), onde Z? representa o conjunto de vértices deste
grafo, enquanto que &£ representa o conjunto de elos que conectam vértices adjacentes em Z<¢, ou
seja, pares de vértices que estao a uma distancia (Euclidiana) unitaria uns dos outros.

Para uma constante p assumindo valor no intervalo [0, 1], consideramos entdo, assim como
¢ apresentado em [7], Secdo 1.3, o espaco de probabilidade (X, F, P,) que ird caracterizar este
modelo. O espaco amostral 2 é definido por

¥ ={0,1}* = J[{0,1}
ze€
e representa o conjunto de configuragoes n = {n(x) : x € £} tais que n(z) € {0, 1}.
Neste modelo, cada elo do grafo ird assumir um dentre dois possiveis estados, que chamamos
de “aberto” e “fechado”. Para cada elo x € &, escreveremos 7(x) = 1 para representar que o elo x
estd aberto, e n(x) = 0 para representar que este elo estéd fechado.
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A o-algebra F de subconjuntos de ¥ é definida como a o-algebra gerada pelos cilindros finito-
dimensionais em X, ou seja, a menor o-algebra que contém os conjuntos cilindricos da forma

C={neX:nx)=c, €S8} ondesS CE éfinito,

e finalmente a medida de probabilidade P, serd a medida produto

Pp:l_[’/ﬂf7

el

onde v, é a medida de probabilidade da distribuigao Bernoulli com parametro p, para cada x em &.

Desta forma, cada elo do grafo serd declarado aberto com probabilidade p e fechado com
probabilidade 1 — p, independentemente dos estados dos outros elos.

Observe que, em particular, se o conjunto cilindrico C' é dado por exemplo pela expressao
mencionada a pouco, entao

Py(C) =p™ (1 —p)™,
onden; =#{x €S:c,=1}eny=#{x €S :¢c, =0}

Note também que é possivel identificar uma relagao de ordem parcial entre os elementos do
espacgo 2. Se n e ) pertencem a 3, escreve-se 7 < 1’ para representar que n(x) < n/(x) para todo x
em &, ou seja, sempre que 7(z) = 1 implicar que n'(x) = 1, para todo x em &.

E possivel ainda acoplar os processos de percolacio descritos desta forma para todos os valores
de p no intervalo [0, 1]. Para tanto, definimos uma familia de varidveis aleatorias {U,,z € £} tal
que

U, ~ Uniforme[0, 1], para todo z em €&,

e U, ¢ independente de U,, para todos z,y €&, x #y.

Definimos entdo a configuracdo n® em ¥ fazendo 7P (z) = 14, <p}, para todo x em &, de tal
forma que esta configuracao de fato ird possuir a distribuicao desejada, caracterizada por P,.
De acordo com a descricao da relagdo de ordem parcial em ¥ apresentada acima, se 0 < p < p/
entdo naturalmente n® < n@®".
Neste contexto que temos estabelecido, dizemos que um evento A € F é crescente se e somente
se
14(n) < 14(n'), para todas as configuragoes 1,7 € X tais que n < 7.

Ou seja, se o evento A ocorre sob uma determinada configuracao, entao este evento deverd con-
tinuar ocorrendo se os elos abertos desta configuragdo forem mantidos abertos e eventualmente
elos fechados se tornarem também abertos. Por exemplo, se 1, y» € Z? sdo dois vértices distintos
do grafo (Z?, &), entdao o evento A que se refere & existéncia de um caminho finito através de elos
adjacentes abertos conectando y; e y é um evento crescente (veja uma ilustragao na figura 2.5).

Por outro lado, um evento em F sera dito decrescente se o seu complementar for um evento
crescente.

A partir disto, podemos entao definir os elos pivotais para um evento crescente. Em palavras,
um elo x € £ é chamado pivotal para o evento crescente A se, e somente se, o evento A ocorre
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quando o elo x esta aberto e nao ocorre quando o mesmo elo esta fechado, mantendo inalterados
todos os estados dos outros elos. Formalmente, o elo = é pivotal para A (na configuragao n) se, e
somente se,

La(n)=1 e 14(n) =0,

onde a configuracao n’ é idéntica a configuracdo n em todos os elos exceto no elo x, que é aberto
em 7 e fechado em 7/, ou seja,

n(y) =n'(y) paratodoy #x, mas n(z)=1en'(r)=0.

Na figura 2.5 temos uma ilustracao de uma realizacao parcial do processo de percolaciao em Z2.
Neste exemplo, o evento que diz respeito a existéncia de um caminho finito através de elos adjacen-
tes abertos conectando os vértices y; e y, estd ocorrendo. Claramente este evento é crescente, pois
se novos elos se tornarem abertos (mantendo inalterados os estados dos elos atualmente abertos),
entdo o evento continuard ocorrendo. O elo denotado por « nesta ilustracdo (e apenas este elo
neste exemplo) é pivotal para este evento.

Figura 2.5: Exemplo de uma realizagao (parcial) do processo de percolagio por elos em Z2. Os
elos sélidos estao abertos e os elos tracejados estao fechados.

Com todas estas definigcbes em mente, podemos entdo finalmente enunciar o teorema que esta-
belece a férmula de Russo para o modelo de percolagao. A demonstragao deste teorema pode ser
encontrada por exemplo em [7], Se¢ao 2.4.

Teorema 2.3.1. (Férmula de Russo, Teorema 2.25 de [7]) Se A é um evento crescente e definido
apenas em termos dos estados de um ntimero finito de elos do grafo (Z¢, £), entdo

d
B = B, (N (),

onde N(A) representa o nimero de elos pivotais para A e FE, representa a esperancga com respeito
a lei P,.
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Como mencionamos anteriormente, podemos dizer que este teorema de certa maneira justifica
a utilizacdo do termo “féormula de Russo” neste trabalho, quando estudamos a taxa de variacao da
probabilidade de um evento crescente no modelo de entrelacamentos aleatorios.

2.4 A Férmula de Russo para os Entrelacamentos Aleato-
rios

2.4.1 Analiticidade

Com o intuito de prosseguir com nosso objetivo de investigar a taxa de variagdo da probabili-
dade P*(A), mencionada ao final da se¢ao 2.2, veremos antes de tudo que esta probabilidade, vista
como fungao de u, é de fato diferenciavel para todos os valores de u no intervalo [0, +00), para
qualquer evento A crescente com relagao ao entrelagamento restrito ao conjunto finito G C Zd, e
suportado neste conjunto. Mais do que isso, na realidade mostraremos que P*(A) é uma fungao
analitica em toda a reta R, embora esta funcdo nao apresente nem mesmo uma interpretacao
probabilistica quando u < 0. O que ird nos interessar, de fato, é a analiticidade desta funcao no
intervalo [0, +00).

Para estabelecer claramente o contexto, considere um intervalo real aberto I C R e uma fung¢ao
real g : I — R. Dizemos que a funcao g é analitica quando, em alguma vizinhanga de cada
ponto do seu dominio, ela pode ser representada por uma série de poténcias convergente. Mais
precisamente, a funcao g é dita analitica se, para cada a € I, existe 6 > 0 tal que o intervalo
(a — d,a+ 9) estd contido em [ e existe também uma série de poténcias >, b,(z — a)™, em torno
de a, convergente para todo x pertencente ao intervalo (a — d,a + §) e tal que

g(x) = i by(x —a)", Vxe(a—d,a+)).

Provaremos entao a proposi¢ao seguinte, mas por uma questao de clareza, com o proposito de
simplificar as argumentagoes que se seguem, para qualquer v > 0 fixo, consideraremos o conjunto
(aleatorio) H,, constituido por todas as trajetérias que compdem o entrelagamento Z¢, e denotare-
mos por M a cardinalidade de H,, ou seja, M serd igual a |H,| e representard a quantidade total
de particulas que dao origem as trajetérias no entrelacamento Z.

Proposicao 2.4.1. Seja GG um subconjunto finito do espaco Z?, com dimensdo d > 3, e considere
um evento A, crescente com relagao ao entrelacamento Z/ e suportado em G. Entao a probabilidade
do evento A, sob a lei P do entrelagamento restrito ao conjunto G no nivel u, denotada por P*(A),
como fun¢ao de u, é analitica no intervalo [0, +00).

Demonstracao. Como a variavel aleatoria M definida acima ¢ tal que

M ~ Poisson(u C&p(G)), (2.4.1)
entao, de acordo com a féormula da probabilidade total,
() 00 —ucap(G) m
m=0 m=0 m:
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em que os termos P,,(A) nado dependem de u, mas apenas da quantidade m de trajetérias no
entrelacamento.

Denotando por a,, os termos F,,(A), com m = 0,1,..., e por b a capacidade do conjunto G,
cap(G), podemos escrever

PY(A) = e u™. (2.4.2)

m=

A funcio f(u) = e “* é reconhecidamente uma fungio analitica para todo u € R. De fato, para
cada a € R, a série de Taylor de f em torno de a é dada por

$ alobu )"

n!

Y

n=0

—ub

e esta série converge para e~ "’, para todo u € R, pois

[e.9]

Z b(u — a)] — ob(u—a)

veja por exemplo [18], capitulo 8, paginas 178 e 179.

Como o produto de fungdes analiticas é também uma fungdo analitica (veja [12], capitulo X,
segdo 4), para concluir a demonstragao basta entdo mostrar que a série de poténcias multiplicando
a fungdo exponencial na expressao (2.4.2) acima, vista como fungdo de u, é também uma funcao
analitica.

Mas a convergéncia desta série de fato ocorre para |u|< R, onde

1/my —1
R = (hm sup /m) ,
m—0o0
com a convenc¢ao de que
1 1
—=+400 e —— =0,
0 +00
veja por exemplo o Teorema 3.39 de [18].
Como os termos a,, sao tais que 0 < a,, < 1, para todo m = 0,1,..., entdo observamos que

lim
m—oo | m!

m 1 m 1/m
b ™ = Jo] lim (am) ™ — <[] lim

moo (1] )L/m N N 0, (2.4.3)

pois a sequéncia {(m! )1/m} . ¢ crescente.
m>
E como todos os termos da sequéncia

ambm 1/m
{51
sdo nao-negativos, entao o limite que aparece a esquerda da primeira igualdade em (2.4.3) é nulo,
e naturalmente

™ 1/m

)

m—00
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de onde concluimos que R = +oc.

Portanto a série de poténcias que aparece na expressao (2.4.2), vista como funcao de u, é de
fato convergente para todo u € R. Consequentemente, para qualquer a € R, esta série (como
fungao de u) pode ser representada por uma (outra) série de poténcias, agora em torno do ponto a,
a qual é convergente para todo u € R, veja por exemplo o Teorema 8.4 de [18]. Isto mostra,
finalmente, que a série na expressao (2.4.2) é uma fungao analitica de u em R, e em particular no
intervalo [0, 400), de onde concluimos que a fungao P*(A) é analitica em [0, +00), como queriamos
mostrar. O

A partir da proposicao 2.4.1 naturalmente concluimos que a probabilidade P*(A), como fungao
de wu, possui derivadas de todas as ordens, e suas derivadas sdo continuas em [0, +00), veja por
exemplo o Teorema 5.2 de [18].

2.4.2 Derivadas Laterais

Lembrando que A é um evento crescente com relacdo a Z% e suportado no conjunto finito
G C 74, calcularemos agora as derivadas A direita e & esquerda de P“(A), respectivamente definidas
por . .

U+ U U U—
i P PR PA) - PR
10 h hl0 h
e posteriormente ainda apresentaremos um argumento probabilistico de que ambas as expressoes
de fato coincidem, estabelecendo assim expressoes que irdao caracterizar a férmula de Russo no
contexto dos entrelacamentos aleatorios.

Primeiramente, para algum u > 0 e 0 < h < cap(G) ™!, calcularemos a probabilidade P“"(A).
Note que P*™(A) = P(w,.n € A) é a probabilidade de que o evento A ocorra sob a configura-
CA0 Wyip € ij:z, ou seja, sob a lei do entrelagamento restrito a G' com nivel igual a u + h.

Pela férmula da esperanca total,

P (A) = E,[P™(A | wy,)] = EyP(wuin € A | wy)], (2.4.4)

onde E,[ - | representa a esperanga sob a lei P“.
Precisamente, seja A%+ a og-algebra de subconjuntos de Q&+ definida por

.Af’+ = U(Z&wi,w) Cow € Wey, u < u), (2.4.5)

i>1

que representa, em palavras, a menor o-algebra que contém toda a informagao sobre os entrelaca-
mentos restritos a G, até o nivel u. Entao rigorosamente a expressao (2.4.4) fica dada por

P (A) = B[P (A | ATT)] = Bu[P(wuin € A | ATT)].

No entanto, por uma questao de simplicidade, continuaremos representando o condicionamento
em w,, como em (2.4.4).
Como o evento A é crescente, se w, € A entdo, por defini¢do, w, ., € A, de tal maneira que

P (A | w, € A) = P(wysn € A w, € A) =1.
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Para estabelecer uma expressao para P(w,, € A | w, ¢ A), levando em conta a afirmagao
estabelecida em (2.2.5) observamos que é possivel descrever o acoplamento dos processos de en-
trelacamento restritos a GG, para todos os niveis u > 0, definindo um processo de Poisson em R,
com intensidade (taxa) igual a cap(G), de modo que a quantidade de pontos distribuidos em 9G
(a partir dos quais sdo iniciados os passeios aleatérios) no processo de nivel u serd dada pela
quantidade de pontos deste processo de Poisson no intervalo [0, u] (veja a figura 2.6). Denote esta
quantidade novamente por M, de modo que M ~ Poisson(ucap(G)). Desta forma, ao aumentar
o nivel do processo (restrito & G) de u para u + h, é possivel que novas trajetérias sejam incluidas
a configuragdo w,, formando assim a configuracao w,, (veja novamente a figura 2.6). Denote
por H a quantidade destas trajetérias que sao eventualmente incluidas neste caso. O valor de H é
dado pela quantidade de pontos do processo de Poisson (que caracteriza o acoplamento, com taxa
igual a cap(G)) no intervalo (u,u + h], de modo que

H ~ Poisson(h Cap(G)), (2.4.6)
pois o comprimento do intervalo (u,w + h] é igual a h.
R+ | |
° 3 0 |~ PPP(ve )
L | S
1 o | o
o I | o
uthp--------- it i
D R R 1= © 1
o | | o
u ,,,,,,,,,, L - - - L - -
X--- :re o
Processo de Poisson e L °
com taxa cap(G) o

W*

Figura 2.6: O acoplamento dos processos de entrelacamento restritos a G, para todos os niveis
nao negativos. Nesta ilustracao, ao aumentar o nivel do processo de u para u + h, apenas uma
trajetéria é incluida a configuragao.

Assim, a probabilidade de que sejam incluidas exatamente k (k > 2) trajetérias a configura-
¢ao w, ao aumentar o nivel do processo para u + h é igual a

e~heap(@) (b cap(@G))*
k!

enquanto que a probabilidade de se incluir exatamente uma trajetoria a essa configuragao ¢é igual
a

P(H =k) = < (h cap(G))k =o(h), quando h |0,

P(H = 1) = hcap(G)e heap(@),
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Vamos provar que a probabilidade de que sejam incluidas duas ou mais trajetérias a configu-
ra¢ao w, ao aumentar o nivel do processo para u + h é também igual a o(h), quando h | 0.
De fato, como hcap(G) < 1 por suposi¢ao, entao

e—hcap(G) ca k ca 9
P(H >2) = kZ (IZ p(G) < kz:(h cap(@))* = %7
€ COImo (hcap(G))Q

T&p(@ = O(h), quando h \L 0,

entdo P(H > 2) é também igual a o(h), quando h | 0.
Além disso, portanto,

IP’({H =0}U{H = 1}) =1—-o0(h), quando h | O.

Observe também que, dado o evento { H = 0}, a configuragao w,, 5 serd igual a configuragao w,,,
enquanto que dado o evento {H = 1}, a configuragao wy, serd da forma wy + d(w,,u,), onde wy,
pertence a Wg_, e representa a (tinica) trajetéria adicionada a configuracio w, € Q&+, com
respectivo indice u,. Como o indice u, € irrelevante neste contexto, no sentido de que nos interessa
apenas a configuragao de trajetérias obtida apds a inclusao da trajetéria w,, escreveremos entao
apenas wy + d(w,) a0 invés de wy + d(y, u,) Nas construgoes que se seguem.

Novamente aplicando a férmula da probabilidade total, utilizando a particdo gerada pela va-
ridvel aleatéria H, e supondo w, ¢ A,

]P)(wu-i-h €A ’ wu) = Z]P)(wu-i-h S A7 H=k | wu)
k>0

k>0
Como os intervalos [0, u] e (u,u + h] sdo disjuntos, entao
P(H =k | w,) =P(H = k), Vk >0,

pois a varidvel aleatéria H representa a quantidade de pontos do processo de Poisson (do aco-
plamento) no intervalo (u,u + h], e a configuracao w, é gerada pelo conjunto de trajetérias cuja
quantidade é dada pela quantidade de pontos deste mesmo processo de Poisson no intervalo [0, u].
De fato, como sdao independentes quaisquer eventos que dizem respeito a ocorréncia de pontos em
subconjuntos disjuntos de um espago sobre o qual esteja definido um processo de Poisson, entao o
evento { H = k} é independente de w,, para qualquer k > 0.

A partir das observacoes anteriores relacionadas ao condicionamento no valor da variavel H,
concluimos que, se w, ¢ A,

Pwyin € A| H=0, w,)=0, quase certamente,
e também que
Plwwn € A|H=1, w,) = Plw,+6w,)€A|H=1, w,)
= Pwn(wu + 5(“}71) S A)
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onde esta tltima expressao representa a probabilidade do evento {w, + d.,) € A}, sob a lei da
trajetoria wy, que denotamos P, .

Além disso, observe que a probabilidade P(w,p, € A | H = k, w,) ndo depende de h, mas
apenas do nivel u e da quantidade k de pontos deste processo de Poisson no intervalo (u,u + h], e
podemos entao escrever

Plwyinh € A|H=Fk, wy,)=aur Yk>0,

por simplicidade de notagao.
Desta forma, a probabilidade para a qual procuramos estabelecer uma expressao (conside-
rando w, ¢ A) pode ser escrita como

]P’u+h(A | wu) = Pwn(wu + 5(“’77) c A)P(H — 1) TR,
= P, (Wy+ 0w, € A)h Cap(G)e—hcap(G) T Ry,

onde —_ i
e~ eapP\&) (h cap(G
Ri=Y anP(H =k =Y aus (k‘ p(G))".
E>2 k>2 :
e—hcap(G)

Note que, como 0 < a,, < 1, para todo k > 0, e também < 1, para todo k > 0, entao

k! —

Ry <) (h Cap(G))k _ (heap(@)) =o(h) quando h |0,

> 1 — hcap(G)

novamente pois hcap(G) < 1. Entdo Ry, é também igual a o(h), quando h | 0, ou seja, Ry/h — 0
quando h | 0.
Levando em conta o que discutimos até este momento, podemos formular a seguinte expressao

1 se w, € A,

u+h _
P e = { Py, (Wy + 8w,y € A)hcap(G)e P + Ry se w, ¢ A,

ou equivalentemente,

P“+h(A |w,) = Py, (wy + O(w,) € A)h Cap(G)e_hcap(G)l{wugA}
+ Rialiw,¢ay + Liw,en)-

Denote agora por Ry, a esperanca de Rp1,,¢ay com respeito a lei P*. Segundo o Teorema de
Convergéncia Mondtona,

Ry, = Eu[Rply,,¢ay]

e—hcap(@) (h Cap(G))k
= Y Fulauiliw.ga] il

k>2

e hewr@) (fy cap(Q))F
— Zau,k k! ’

k>2
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onde os termos a,, = Eu[&u,kl{wugA}] sao constantes tais que 0 < a,, < 1, para todo k > 2, e
além disso independem de h.
Portanto, assim como Ry,

By (hcap(G))k _ (hcap(G))?

=———""—=0(h) quando h |0,
> 1 — hcap(G)

de modo que a quantidade Rj, é também igual a o(h) quando h | 0.
Relembrando a definigao da o-algebra A%, estabelecida em (2.4.5) como

A5’+ = 0(25(1&7%) Tow; € WG’,+7 u; < u),

i>1
ou seja, a menor o-algebra que contém toda a informacao sobre os entrelacamentos restritos ao

conjunto G com niveis menores do que ou iguais a u, podemos calcular a esperanca da variavel
aleatéria PU (A | w,) = PUth(A | ASF), com respeito a lei P,

E, [Pu+h<A ’ wu)} = Lk, [Pwn (wu + 5(w7,) S A)l{wu§§A}h Cap(G>€_hcap(G)}
+ by [Rhl{wung}} + E, []—{quA}}
= E, {Pwn (Wy + 0w, € A)l{wﬁA}} h cap(G)e~"e(@)
+ Rh + ]P)U(A),

de tal forma que uma expressao para a derivada a direita de P“(A), com respeito & u, pode ser
estabelecida como

_ PUHh(A) — PY(A)  he—hen(@)
1}1?01 h = Cap(G)Eu [Pwn (wu + 5(wn) € A)l{wﬂéA}} 1}1&1 h
Ry
+ 1}5101 m

= cap(G)E, {Pw,, (Wu + ) € A)l{wuééA}}'

Com o objetivo de reescrever a ultima expressao de maneira um pouco mais clara e intuitiva,
introduziremos mais algumas notagoes.

Equivalentemente & notacao E,[ - | utilizada até este momento, utilizaremos também a nota-
cao L, [ - | para representar a esperanca sob a lei P*. Analogamente, denotaremos por E,, [ -] a
esperanga sob a lei da trajetoria wy, ou seja, sob a lei P,, .

Assim, escrevemos por exemplo,

Pwn (wu + 6(“’77) S A) = E'W7 :1{wu+6(wn)€A}:|'

Denotando por w, @® w, a superposicao da configuracao w, com a trajetéria w,, observe que

B |Puy (@u + 8 € Altogny] = Fo[Bu,(Lossi,en) L))

= E,, _Ewn(1{wu+§(wn)€A}1{wu¢A})}
- EquBwn |:1{Wu+6(wn)€A}]‘{wu¢A}:|

= Puygu, |[@u + Oy € A, wu ¢ A, (2.4.7)



onde Ey,qu,| - | Tepresenta a esperanga com respeito a medida produto P* x P, .
Desta forma,
]Pm—l—h(A) _ IED“(A)

1}1{%1 n = cap(G) Ewu®wn [l{wu+5(wn>€A}1{wu§2A}] s (248)

de modo que a derivada a direita de P*(A), com respeito a u, pode ser vista como um multiplo da
capacidade do conjunto GG, onde a constante multiplicativa pode ser interpretada como a proporcao,
sob a lei P* x P, , de configuragoes de trajetdrias no nivel u sobre as quais o evento A nao ocorre,
mas dotadas da propriedade de fazer com que o evento A passe a ocorrer, ao se incorporar uma
nova trajetoria w,.

Para estabelecer, por outro lado, uma expressao para a derivada a esquerda da probabili-
dade P*(A), com respeito a u, precisamos antes apresentar algumas outras defini¢oes.

Seja A um evento qualquer, suportado em G, nao necessariamente crescente, e considere uma
medida pontual w, € Q%* que como antes, pode ser vista como uma configuracio aleatéria de
trajetérias que se iniciam na fronteira do conjunto GG, com indices menores do que ou iguais a wu.
Dizemos que a trajetéria w* € Wg 4 (com respectivo indice v < u) é pivotal para o evento A na
configuragao w, (ou pivotal para o par (A, wy)) se 1a(w,) # 1a(w,), onde W) = wy, £ G+
Especificamente, escrevemos w), = w, + 0(u* ) quando w;, é igual a w,, e possui adicionalmente a
trajetoria w*. Ao contrario, escrevemos w;, = w, — 0(u*) quando w;, é igual a w, mas nao possui
a trajetoria w*. Assim, a configuragao w!, difere da configuragdo w, apenas pela trajetoria w*.
Neste sentido, a ocorréncia ou nao do evento A depende diretamente da presenca da trajetéria w*
na configuracao. Por sua vez, o evento

{w* é pivotal para A no nivel u}

é o conjunto de todas as configuracdes w, € Q5F no nivel u, tais que w* é pivotal para o
par (A, w,).

Particularmente para um evento crescente A, dizemos que a trajetéria w* € W 1 (com respec-
tivo indice v < wu) é pivotal positiva para o evento A na configuragao w, se o evento A ocorre e w*
estd presente na configuracao w,, mas o evento A deixaria de ocorrer se w* fosse retirada de w,,,
ou seja, 1a(wy) = 1 e 1a(wy, — dw=v)) = 0. Por exemplo, as duas trajetérias que aparecem na
figura 2.3 e as trés trajetorias que aparecem na figura 2.4 sdo todas pivotais positivas para os res-
pectivos eventos mencionados nos exemplos a que se referem cada uma das figuras. Na figura 2.3,
se alguma das trajetérias for retirada da configuracdo, entdao a quantidade de pontos em G que
serao de fato visitados pelo entrelacamento serd menor do que a metade da cardinalidade de G.
Na figura 2.4, se alguma das trajetérias for excluida, entdao ndo teremos mais um caminho contido
em Z4 conectanto os pontos v e z.

Similarmente, a trajetéria w* € Wg 4 (com respectivo indice v < w) é dita pivotal negativa
para o evento (crescente) A na configuragao w,, se o evento A nao ocorre e w* nao esta presente na
configuragao w,, mas o evento A passaria a ocorrer se w* fosse incluida em w,, ou seja, 1 4(w,) =0
e La(wy + O ) = 1.

E finalmente uma trajetéria w* € Wg o serd simplesmente denominada pivotal para o evento
crescente A na configuracao w, se ela for pivotal positiva ou pivotal negativa para este evento,
nesta configuragao.
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Neste contexto, denotamos por N o nimero de trajetérias pivotais positivas para o evento
crescente A, na configuracao w,. Como as trajetorias pivotais positivas somente sao identificadas
quando A ocorre (sob w,), podemos escrever

Observe que, ao contrario do que ocorre nos modelos de percolagdo usuais, no contexto do
modelo de entrelacamentos aleatérios nao é possivel definir o nimero de trajetorias pivotais nega-
tivas para o evento crescente A, na configuracao w,, digamos N, . Isto ocorre porque, ao tentar
defini-la notamos que, na realidade, esta quantidade sera sempre igual a infinito, ou seja, para uma
configuracao w, sobre a qual o evento crescente A nao ocorre, é sempre possivel encontrar uma
infinidade de trajetorias que, ao serem incluidas na configuracao, fardo com que o evento A passe
a ocorrer (se A # (), naturalmente).

Procuramos agora estabelecer uma expressio para a probabilidade P*~"(A), para algum u > 0
e 0 < h < u, sendo A um evento, assim como antes, suportado em G e crescente com relagao ao
entrelacamento restrito a G, e observando novamente que

PU"(A) = P(w,_p € A).
Através da féormula da esperanca total,
P'M(A) = B, [P MA | ASH)] = Bu[P(wap € A wi)].
Como o evento A é crescente entdo, por defini¢do, w, ¢ A implica w,_, ¢ A, de tal forma que
Plwy-p€Alw, ¢ A)=0.

Lembrando que a varidvel aleatéria M representa a quantidade (aleatéria) de trajetérias na
configuragao w,,, interpretamos M como sendo a quantidade de pontos do processo de Poisson de
intensidade igual a cap(G) no intervalo [0, u] (reveja a figura 2.6). Desta forma sabemos que, dado
o valor de M, cada um destes pontos se distribui uniformemente e de forma independente neste
intervalo.

Por sua vez, a quantidade N de trajetorias pivotais positivas para o evento A na configura-
GA0 w,, pode ser vista como a quantidade de pontos (dentre os M pontos) do processo de Poisson,
no intervalo [0, u], correspondentes aos pontos em JG que originam as trajetdrias pivotais positivas,
de tal forma que N < M. Neste contexto, dado o valor de N , estes pontos também serao uni-
formemente e independentemente distribuidos no intervalo [0,u]. Assim, a probabilidade de que
um ponto qualquer, correspondente a uma trajetéria pivotal positiva, pertenca por exemplo ao
intervalo (v — h,u], dado o valor de N , serd igual a h/u, de acordo com a distribui¢ao uniforme.

Denote agora por V' a quantidade de pontos deste mesmo processo de Poisson de intensidade
igual a cap(G), que pertencem ao intervalo (u — h,u], dentre os NJ pontos correspondentes
as trajetérias pivotais positivas, e adicionalmente denote por V’ a quantidade de pontos deste
processo de Poisson que pertencem ao mesmo intervalo (u— h, u|, porém agora dentre os M pontos
do processo no nivel u. Entao a probabilidade de que o evento A deixe de ocorrer no entrelagamento
de nivel u—h, dado que o evento ocorre no nivel u, sera igual a probabilidade de que pelo menos um
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dos N} pontos correspondentes as trajetérias pivotais positivas, do processo de Poisson, pertenca
ao intervalo (u— h, u|, ou uma cole¢ao de pelo menos dois dentre os M pontos do processo pertenga
a este intervalo e a retirada simultanea de todas as trajetérias desta colecao faga com que o evento
deixe de ocorrer, de modo que, ao diminuir o nivel do entrelacamento de u para u — h, pelo menos
uma trajetoria pivotal positiva sera retirada da configuracao w,, ou uma colecdo de trajetérias,
digamos “conjuntamente pivotais positivas”, seja retirada desta configuracao, fazendo com que o
evento A deixe de ocorrer (veja a figura 2.7).

R* (ver)
° [ [ o > P.P.P.(v®A\;
1 ° 1
| ° [} J
1 o °
[e] ] |
1 1
1 1 o
1 o 1
° 1 1
ubk--------- Lo | ° o
AR o Lo
R 1 1
u — h K I e L ____

i
Processo de Poisson :
com taxa cap(G) 1 .
|

I

|

1

W*

Figura 2.7: Ao diminuir o nivel do processo de u para u — h, algumas trajetérias podem ser
retiradas da configuracao. Se o evento A ocorre no nivel u e pelo menos uma das trajetorias
retiradas é pivotal positiva, entdo o evento deixa de ocorrer no nivel u — h. Da mesma forma, se
uma colecao de trajetérias com niveis entre © — h e u fazem com que o evento deixe de ocorrer ao
serem simultaneamente retiradas da configuracao, entdo o evento também deixard de ocorrer no
nivel u — h.

Precisamente, de acordo com a férmula da probabilidade total podemos escrever

> Plwyn & AM=m,N =nV=k|w, €A

NE
NE

P(w, ¢ Alw, € A) =

3
]
o
I~
]
o
o
I
o)

I
hE
NE
[M]=

Plwyn ¢ A|M=m,N; =nV=Fkuw,cA)

3
]
o
3
]
o
i
)

XP(M =m,N, =n,V=k|w, €A).

No sentido de explorar esta expressao, para wy, = > ;51 O(w,,u,) €M QG+ considere o evento

B(V') = {1lalws) =1, La(wu— > Owu) =0},

tru—h<u; <u
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ou seja, o evento em que A ocorre sob o processo no nivel u, mas deixa de ocorrer se forem retiradas
simultaneamente todas as trajetérias com indices entre © — h e u, notando que a quantidade de
trajetorias que sao retiradas ao diminuir o nivel do processo para u — h é exatamente igual a V.
Assim, este evento afirma que as trajetérias com indices entre u — h e u sdo de certa maneira
“conjuntamente pivotais positivas” para o evento A, no nivel wu.

Observe entao que, de acordo com as defini¢des das varidveis aleatérias V' e V' e das trajetérias
pivotais positivas para o evento A na configuragdo w,, temos

P(wu—h¢A|M:m,N:uZn,V:k,wueA)Z{gl) - :EZ§(1)7

onde
Pt =P({V' > 2 NB(V') | M =m, NS, =n,V =0,w, € A),

de tal forma que

M=

Plw,n g Alw, €A) = ii

=0n=0

P(V=kM=mN =n|w, €A

T

1

+Y > P(V=0,M=mN} =n|w,A)p™"

m=0n=0

= P(V21]lw,€A)+P({V=0}n{V' > 2} NB(V) | w, € A).

3

A primeira probabilidade que aparece na ultima linha desta expressdo, por sua vez, pode ser
calculada levando-se em conta os comentarios anteriores sobre a distribuicao uniforme, de modo
que, se w, € A,

.
vzt = 3 (E)0 0D
=1
. (NE\/h hy N —
- 1c2=:1< ]:u> (E)ko_a)]v kl{N:uzk}a (2.4.9)

e portanto

Plwyn€Alw,) = 1- i (N;f> (%k(l - ﬁ)N‘jfkl{Nsz}

u
—P({V =0} n{V' > 2} NB(V') | wy,).
Com isso, finalmente podemos escrever

0, se w, ¢ A,

Plw,n€Alw,) =1 1-552, (") (g)’“(l - g)”“"“l Nt 28)
—P({V =0} n{V' > 2} NB(V) |w,), sew, € 4,
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ou, de maneira equivalente,

X (NI hyk hNZ,—k
Plwyn € A|wy) = Lyw,ear — D, ( k“) (—) (1 - —) Ling sryHwueay

u u

—IP’({V =0}N{V' > 2} nB(V") | wu)l{wueA}»

e tomando a esperanca desta ultima expressao com respeito a lei P*, obtemos, pelo Teorema de
Convergéncia Monotona,

PhA) = PUA) - Y (Z)kEuKNg“)(l - ™ L s Lesen]

k=1 u

~E[P({V =0} n{V' 22} NB(V) | @) Ljw.eny].  (24.10)

Denote por 7, o somatério

Th = ki::z (Z)kEuKN/:u) (1 _ Z)N:“kl{NLZk}l{wueA}]

Provaremos agora que r;, é igual a o(h) quando h | 0, e mais adiante mostraremos que a mesma
afirmacao também ¢ valida para o valor esperado

rh= EJP({V =0} n{V' > 2} NB(V') | w.) Lweny]. (2.4.11)
Lema 2.4.2.
% + _
(P> (Z)kEu[<NZ ) (1= 2 ™ L iy L] = o)
quando h | 0.

Demonstragdo. Primeiramente, observe que se n € N é par, entao o coeficiente binomial satisfaz a

seguinte relacao,
(”) < (ff) VkeN, 0<k<n,
k 2

(Z) < <£1>, VEEN, 0<k<n,
T2

e se n € N é impar, entao

de tal forma que

(Z) < ([ZJ) Vn,keN, 0<k<n,
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onde |b| representa o maior nimero inteiro menor do que ou igual a b.
Desta maneira, podemos afirmar que, quase certamente,

N ho\ N, —k N
( ; >(1 —u) T ey leen < (LN;/%)’

e pela monotonicidade da esperanca F,| - |,
NI > h
s E“[<LNJU/2J>];§<u)k
)2
_ Eu[< N, )] G) (2.4.12)

NG /20) 1= (%)

onde a igualdade decorre da suposicao de que h < u, o que garante a convergéncia da série presente
nesta expressao.
Mas note que

Jr
( N >= sk < NE!,
[N /21) (NG, — [N, /2D ING, /2] ‘
e além disso, como ja discutimos anteriormente, o niimero de trajetorias pivotais positivas para o

evento A na configuragdo w, é menor do que ou igual ao ntimero total de trajetorias na configu-
1acao wy, ou seja, NJf < M. Isto implica que NJ ! < M!, e consequentemente

+
qu < M' ,
[N /2])
lembrando que a varidvel aleatéria M tem distribuigao Poisson com pardmetro igual a ucap(G),

de acordo com (2.4.1).
Entao, novamente devido a monotonicidade da esperanca FE,| - |,

N,
E“[<LN:1L/2J>} < B [M], (2.4.13)

e de acordo com a distribui¢ao Poisson, supondo 0 < ucap(G) < 1,

00 —u cap(Q) e
BMI] = S mE (;,Cap( )
m=0 :
= ¢ veap(@) > (ucap(G))™
m=0
e—ucap(G)
= — 2.4.14
1 —ucap(G)’ ( )

de onde concluimos que a esperanga FE,[M!] é finita se 0 < ucap(G) < 1.
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Consequentemente, de acordo com (2.4.13), a esperanga que aparece na expressao (2.4.12)
também ¢ finita no caso em que 0 < ucap(G) < 1.
Vejamos agora o caso em que ucap(G) > 1. Observe que, como N < M,

(LN]B%) = (LJ\%%) - ((1\%20 < H\jy/'ﬂ' (2.4.15)

onde [b] representa o menor niimero interio maior do que ou igual a b, e a partir de onde podemos
afirmar que

N M!
Bl{ i) = By (2410

Novamente de acordo com a distribui¢ao Poisson,

M! > m! emwear(@(y cap(G))™
| =X [m/2]! m .

m=0

—ucap (G) i u Cap ))m
[m/2]!

ucap(@))?™/?
[m/2]!

m
Mas como estamos supondo agora que ucap(G) > 1, entdo

[(ucap(G))?]

para todo m > 0, de tal forma que

m=0

_ efucap(G) i [(
=0

m/2 2} [m/2]

< [(ucap(@))

Y

M! L vean(@) o= [(ucap(G)))m/?
) P e PVl

< 9euean(@) f: W;C('G))Q]k

k=0
_ 2e(u cap(@))%—u cap(G)

< o0, (2.4.17)

de onde concluimos, observando a expressao (2.4.16), que a esperanca em (2.4.12) é finita também
quando ucap(G) > 1.
Portanto, a esperanga do coeficiente binomial na expressao (2.4.12) ¢ finita e além disso nao
depende de h, e como
(1)

- (0

concluimos que ry, é de fato igual a o(h) quando h | 0. O

2>

= o(h), quando h | 0, (2.4.18)

37



Conforme mencionamos antes, mostraremos agora que o termo denominado 7}, estabelecido
em (2.4.11), é também igual a o(h) quando h | 0.

Lema 2.4.3.
r = B P({V =0} n{V' > 2} NB(V') | wu)Lw,ea] = o(h),
quando h | 0.
Demonstracio. Antes de tudo observe que, quase certamente,
P({V =0} n{V' > 2} NB(V') | wu) Lw,eay < PV > 2| wy), (2.4.19)

e utilizando um raciocinio andlogo aquele empregado para se estabelecer a expressao (2.4.9), po-
demos concluir que

=2 e = ()00

k=2 u
R

Novamente empregando o Teorema de Convergéncia Monoétona, ao tomar a esperanca F,
em (2.4.19) obtemos

< B[PV 22 w)] =Y (h)kEu[<A,f> (1- )" 100z],

k=2 U

€ como

quase certamente, entao

rggEu[<LM >} <%>2 (2.4.20)

onde

quando 0 < ucap(G) < 1, conforme ji vimos em (2.4.14).
Por outro lado, a partir de (2.4.15),

(LJ\%%) < By
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e além disso,
M!
a [M/2]!

quando ucap(G) > 1, de acordo com (2.4.17), de tal maneira que

EU[<L]%2J>} < oo, VYu>D0.

| <o

Como este valor esperado nao depende de h, concluimos entdao a partir de (2.4.20) e (2.4.18) que
o termo 1}, é realmente igual a o(h), quando h | 0. O

Observe agora que

( h~ N

E“{<Nlj> (1 N ﬁ)N:u711{N$u21}]‘{wueAﬂ =FE, [N(ju 1— —) ufll{NLZI}]’

u
e que além disso, pelo Teorema de Convergéncia Mondtona,
h>N$u—1

lim , (NG (==

u 1{Nju21}} = Eu[N:ul{N:uzn] = EU[N:;],

onde a tltima igualdade decorre do fato que a varidvel aleatéria N,) assume apenas valores inteiros
nao-negativos.

Deste modo, utilizando (2.4.10) e os dois tltimos lemas, a derivada a esquerda de P*(A) pode
ser escrita como

h h + B\ Ndu—1 ,
lim Pr(A) —PA) lim u [qu (1 B E) Ling,>n) T+
hl0 h A n
_ 1 + . Th . T’;L
- aEU[qu] +1I1?01E+1}1?01E
1
= —Eu[N‘ju],
u

estabelecendo assim uma expressao analitica para esta derivada a esquerda, e portanto uma nova
expressao para a derivada de P*(A),

d 1
ZPu(A) = B, [NT . 2.4.21
P(A) = BN (2421)

2.4.3 Uma Verificacao

Até este momento, temos estabelecido duas expressoes para a derivada de P*(A), com respeito
a u. Especificamente, deduzimos expressoes para as derivadas a direita e a esquerda de P*(A),
onde A é um evento suportado no conjunto finito G C Z? e crescente com relacio ao entrelacamen-
to Z¢. Além disso, sabemos que estas duas expressoes devem ser iguais, pois como ja mostramos,
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a probabilidade P*(A), vista como funcao de u, é diferencidvel. Portanto, seria interessante apre-
sentar também, como faremos agora, um argumento probabilistico de que estas expressoes de fato
coincidem.

Primeiramente, através da expressao (2.4.7), ja vimos que

Ey | Puy (@4 + 6(u,) € A1u,gay| = Poouw, [Wu + 0w, € A, wu ¢ Al

Agora, lembrando que a variavel aleatéria M possui distribuicao Poisson com parametro igual
a ucap(G), podemos escrever, a partir da férmula da probabilidade total,

P‘Uu@wn [wu + 5(1”71) < A, Wy ¢ A] =

= Z Pwu@wn [wu + 5(“’71) €A w, ¢ A ‘ M = m]IP’[M = m]

m=0
e—ucap(G) (ucap(G))™
m! '

= Z Pwu@w" [wu + 5(wn) €A w, ¢ A | M = m]

m=0

Mas, de acordo com a férmula da esperanca total por sua vez, e denotando a partir de agora
a configuragao wy + 6(u,) por wy,

Pooow,(@Wu + 0w, €A, wy g A|M=m) =
= By [Poow, (W, €A, w, ¢ A| M =m, ). (2.4.22)

Similarmente ao que ja fizemos anteriormente, determinaremos agora expressoes para a proba-
bilidade condicional que aparece no argumento desta tltima esperanga, no caso em que w’, ¢ A e
no caso em que w', € A.

Se w! ¢ A, entao

Po,ow,(w), € A, w, ¢ A| M =m, W) =0.

Por outro lado, se w!, € A, entao
PwueBwn(w; €A w, ¢ A|M=m, w;) = PquBwn(wu gA[M=m, w;)
Not1
m+1

onde N,; ; denota o nimero de trajetérias pivotais positivas na configuragio w, -+ (w,) quando
a quantidade de trajetorias em w, é igual a m, ou seja, quando a quantidade de trajetérias
em Wy, + 0(w,) ¢ igual a m+1. Assim, dado que o evento A ocorre sob a configuragao w;, e também
que {M = m}, entdo a probabilidade de que o evento A deixe de ocorrer ao se retirar apenas uma
trajetoria da configuracao é simplesmente igual a proporcao de trajetérias pivotais positivas nesta
configuracao.

Portanto, de maneira geral, podemos estabelecer a seguinte expressao para a probabilidade
condicional que aparece do lado direito da igualdade em (2.4.22), no argumento da esperanca,

N+
Pyow (W, €A w, &g A| M= )= T Y eay
u® n<wu €A w ¢ | m, wu) m—+ 1 {w! €A}
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Calculando a esperanga desta expressdo com respeito a lei da configuracdo w), = wy + O(w,)
obtemos

N,
Povou, (W, €A, w, ¢ A| M =m) = E%[m 4:111{%@,} | M =m]
1
= B NG | M =m)
m+1 v T
1 +
= 1 BNl
e resumindo, temos a seguinte equacao,
Cap(G)Eu[Pwn (w; S A)l{wu¢A}] = Cap(G)PquBwn [w; S A7 Wy gé A]
= Bt [Na] (ucap(G))™
_ G w14 VYm+1 ucap(G)
an(@) 3 Bl e
s “ueap(c) (wcap(G))" !
= = > By [NJ @ :
u 5= (m+1)!
1 & G))*
= = Z Eo. [Ng]e—ucap(G)wcap('». (2.4.23)
u i (k)!

Mas observe que, para todo k € N,
Ey [NS, | M =k—1] = B, [NS, | M =k, (2.4.24)

pois, como a configuracdo wy, ¢ igual a w, + d(y,) € além disso a varidvel aleatéria M determina o
numero de trajetérias que compoem a configuracao w,, entao em ambas as esperangas na expressao
(2.4.24), o condicionamento no valor de M faz com que as duas configuragoes, respectivamente w/,
e w,, possuam exatamente o mesmo nimero de trajetorias, especificamente igual a k.

Além disso, lembrando que

Ey NS | M =k—1] = Ey [N{], VkeN,

/ /
u u

finalmente podemos concluir, a partir de (2.4.23), que

1 & G))k
oDV Eul Py, € Agr] = 3 By NG | M = ki gveon@ LR
k=1 :
= vean(@ (1 ap(G))*
- _ E, Nt | M=k uwcap(G) \* P\ /)
2 2 B[N | M = K 0
= vean(@ (1 cap(G))*
= LS B INZ | M = kjevennl@
2 Bl ()
= gz,
u

como queriamos mostrar.

Note que, nesta tltima equacdo, a terceira igualdade decorre do fato que N} = 0 sob o
evento {M = 0}, pois o nimero de trajetérias pivotais positivas em uma configuragao aleatéria
que nao possui nenhuma trajetéria ¢ naturalmente igual a zero, e a quarta igualdade decorre
novamente da férmula da esperanca total.
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2.4.4 Uma Outra Expressao

Uma terceira expressao para a derivada de P“(A), com respeito a u, pode ainda ser obtida,
como mostraremos agora.

Para um evento crescente A, suportado em G' C Z<¢, e para algum v > 0 e h > 0, calculare-
mos P“*"(A) de uma maneira um pouco diferente daquela apresentada anteriormente, estabele-
cendo assim uma nova expressao para a derivada a direita da probabilidade P*(A).

Relembrando as defini¢oes das variaveis aleatérias M e H, estabelecidas em (2.4.1) e (2.4.6),
vimos que

M ~ Poisson(u cap(G)) e Hn~ Poisson(hcap(G)),

e podemos afirmar que ambas sdo independentes, pois cada uma destas variaveis computa a quan-
tidade de pontos, de um mesmo processo de Poisson, que ocorrem em intervalos disjuntos de R.
Além disso, também ja vimos que a probabilidade P*(A) pode ser escrita como

9] efucap(G) uca L
Pi(4) = 3 R

onde Py(A) =P*(A | M = () nao depende de u, mas apenas de {.

Agora, aplicando a férmula da probabilidade total, condicionando nos valores de M e H, e
denotando por P,,,x(A) a probabilidade P(w,, € A | M = m, H = k), conseguimos estabelecer
as seguintes igualdades,

P(A) = P(wysn € A)
= Y S Pwyn€A|M=m,H=FkKPM=m,H=k)

= S O 5 (1) (s,

observando que P,(A) nao depende de h.
Subtraindo P*(A) desta tltima expressao, obtemos

P (A) —PY(A) =
(%) efucap(G) ucan(@G 4 _hoap / /¢ N
_ S (e! p(G)) e (G)Z<k>() 1))

(=0
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o:o1 e—ucap(G) 1.Lca 14 ¢
N ;{PZ(A) (a p(Q)) [e_hcap@)z_: (i) (Z)k}} (2.4.25)

Para calcular a derivada a direita da probabilidade P*(A), basta entao dividir esta expressao
por h e depois calcular o limite quando h tende a zero. Para isso, observe primeiramente que

‘ efhcap(G) -1 ) ﬁe—hcap(G)
fm—————=—cap(G) e lmE———="r,

e além disso, para todo £ > 2, / € N,

(0N s hyk
e~ hean(@) > < )() =o(h), quando h |0,

k:gk U

pois esta soma ¢ finita, observando que para todo 2 < k < /¢, com k,/ € N,

k
e—hcap(G) 2\ (h /¢ hE-1
lim (k> (u) = < > lim e~ "eP@) —___ — 0,
h—0 h k| h—=0 uk

Provaremos agora o

Lema 2.4.4.

o0 e—ucap(G) (4 ca ¢ ¢ i
> {Pi(A) (5! p(©)) [ehew(@ 37 (i) (ﬁ) [} =o(n), (2.4.26)

=2
quando h | 0.

Demonstracao. Primeiramente, como e~hear(G) < para todo h > 0, e os termos FPy(A) sao tais
que 0 < Py(A) <1 para todo £ > 0, £ € N, entao

s e @) (y cap(G))* heap(G d hyk
> [y O e 3 (1 (1Y)

=2

e~ueap(G) (4, cap(G AN
(@) [z(k)<u>}}

k=2

e~ D (ucap(G))* {< /2] )

IA
hE
——

~
||
N

IA
M2
——

14
e~ PG (4 cap(@))!
N S TP ¥(C
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%2 < emuear(G) (y cap(G)) [ ¢
- B[ (T een(@) (1720))

> e7w@P(@) (y cap(G))* 14
P )

IA

1 — (%) s 1l /2] (¢ — |¢/2])!
(%)2 {io: €7ucap(G (U Cap( ))E }] (2 A 27)
T - () V- ey *
Como ja foi comentado anteriormente,
(1)
—% — = o(h), quando h | 0.
Resta mostrar, portanto, que a série
oo —ucap(G) 4
¢ (ucap(C >') (2.4.28)

= L2 e=e2n
é convergente.
Denotando por ay o termo geral desta série, ou seja,
e—ucap(G) (u cap(G))g

/200 (= [e/2))!

provaremos que a convergéncia de fato ocorre neste caso.
De acordo com o Teste da Razao, a convergéncia da série em (2.4.28) realmente ocorrerd quando

ap = para £ >0, (€N,

hmsup‘ ‘ <1,

L—o0

veja por exemplo o Teorema 3.34 de [18].
Mostraremos especificamente que

/+1

Denote a razao

simplesmente por b,, de modo que, precisamente,

1£/2]1 (€ — [£/2])!
by = ucap(G |
p( )L(£+1>/2J!((€+1)—L(€+1)/2J)!

Agora observe que, para todo £ € NU {0},

¢ ucap(G)
4+ 141

bar = bag1 = ucap(G)
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a partir de onde podemos escrever que

para ¢ € NU {0},

de tal maneira que

\ \ — lim b, = 0.
€—>oo {—00
Portanto,
lim sup ’ ’ =0<1,
{—00

de onde concluimos que a série em (2.4.28) de fato converge.
Desta forma, a dltima expressiao na equagao (2.4.27) é igual a o(h), quando h | 0, de modo que
o somatoério em (2.4.26) é também igual a o(h), quando h | 0, como queriamos mostrar. O

Finalmente, de acordo com este lema e as observagoes imediatamente anteriores a ele, dividindo
a expressao (2.4.25) por h e tomando o limite quando h tende a zero (a direita), obtemos

u—+h __ Tpu
i A — PR
hl0 h

= —cap(G)P*(A) + — ZﬁPg

e—u cap(Q) (u Cap(G))é

f 1 g‘
= —cap(G)F"(A) + - LSS op ) (Z cap(G)) (2.4.20)

Por outro lado, como a varidvel aleatéria M, definida anteriormente em (2.4.1), possui distri-
buicao Poisson(ucap(G)) sob a lei P* do entrelacamento restrito a G no nivel u, e observando
que

By(A) = PH(A | M = 1)

é a probabilidade de que o evento crescente A ocorra sob uma configuracdo com exatamente /¢
trajetorias, sendo que essa probabilidade depende apenas de ¢ e nao mais do nivel u do processo,
entao o somatoério que aparece na expressao (2.4.29) corresponde a esperanga, com respeito a lei P
da variavel aleatéria MP*(A | M), ou seja,

> e~ueap(G) (4 ca ¢ -
> P(4) G(E! A _ EJ[MP*(A | M)]

= B, ME,(1{w,cay | M)]
= Bu|E(M1{u,cay | M)]
= Bu|[Mlg,ca)]
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e por fim, uma nova expressao para a derivada da probabilidade P*(A), com respeito a u, é dada
por

d U 1 U
S PY(A) = I, [M1(,cay| = cap(G)P"(A), (2.4.30)

ou equivalentemente, como

Ey[M14y,ca)]
Pu(4)

Ey[M | {w, € A}| =

podemos escrever também

T I R

Temos estabelecido, portanto, a partir do que foi obtido a respeito da derivada da probabili-
dade P“(A) nestas tltimas secoes, o teorema que enunciamos adiante, reunindo e resumindo os
resultados mais importantes discutidos.

Por uma questao de clareza e organizacao, antes de enuncia-lo julgamos pertinente relembrar
algumas notagoes:

e F,[ -] (ou equivalentemente E,, [ - |) representa a esperanga sob a lei P¢ (ou por simplici-
dade P*) do processo pontual de Poisson que governa o processo de entrelagamento restrito
a G no nivel u;

s P,,(-) representa a medida de probabilidade sob a lei da trajetéria w, em Wg 4;

* Eu,quw,| - ] representa a esperanca sob a medida produto P* x P, , e w, @ w, representa a
superposicao da configuracao w, com a trajetoria wy;

. N:{u representa o nimero de trajetorias pivotais positivas para o evento A na configuracao w,,
em Q&+,

o M representa a quantidade de particulas que dao origem as trajetorias em Z%, e possui
distribuigao Poisson com pardmetro u cap(G).

Teorema 2.4.5. (Féormula de Russo para entrelagamentos aleatdrios). Sejam G um subconjunto
finito de Z¢, com dimensdo d > 3, e A um evento suportado em G e crescente com relacdo ao
entrelacamento Zp. Se P“(A) denota a probabilidade do evento A sob a lei do processo pontual
de Poisson que governa o processo de entrelagamento restrito & G no nivel u, entdo a derivada
de P%(A) com respeito a u pode ser representada de forma equivalente por qualquer uma das
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seguintes expressoes:

@PU(A) = Cap(G)Eu [Pwn(wu + 5(“117) € A)]-{wuéA}:| (2.4.31)
= cap(G)Eu,u, [1{wu+6(wn)€A}1{wu¢A}} (2.4.32)
1
= “E,[NF 2.4.
BN ] (2.4.33)
1
= ~Eu[M1yy,ec| — cap(G)P"(A) (2.4.34)
1
= EPH(A){EU[M{wueA}}—ucap(G)}. (2.4.35)

Como desejavamos, este teorema fornece algumas expressoes analiticas explicitas para a taxa de
variacao da probabilidade de interesse com relagao ao nivel do processo de entrelagamento restrito
ao conjunto G. Por sua simplicidade relativa as outras expressoes, talvez a expressao (2.4.33) seja
uma das mais uteis. De fato, a utilizaremos mais adiante no sentido de investigar a possivel relagao
de dependéncia entre eventos crescentes com relagdo ao entrelagamento.

2.4.5 Algumas Consequéncias

Apresentaremos agora algumas consequéncias relativamente simples das expressoes para a de-
rivada da probabilidade P“(A) deduzidas nas se¢oes anteriores.

Primeiramente, a partir da expressao (2.4.31), fica claro que se o evento A é ndo-trivial, ou
seja, se A # 0 e A#Q%*, entdo

d
S BU(A) >0, Yu>0. (2.4.36)

Isto ocorre porque o argumento da esperancga F, na expressao (2.4.31),

Puy (@u + 0u,) € A) Lwgay,

¢ nao-negativo e possui probabilidade positiva (sob a lei P*) de assumir valores estritamente posi-
tivos.

Deste modo, a probabilidade P*(A), vista como fung¢ao de u, é uma fun¢do mondtona crescente
no intervalo (0, 00), ou seja,

P“(A) < P**(A), sempre que 0 < uy < ug,

onde A é um evento suportado em G C Z% e crescente com relacdo ao entrelacamento restrito a G.

Esta propriedade da funcao P*(A) é de fato intuitivamente razodvel. Neste modelo, o parame-
tro u regula, em um certo sentido, a quantidade de trajetérias que constituem o entrelacamento,
de tal forma que a quantidade de trajetérias aumenta ou permanece a mesma a medida que
aumentamos o valor de u. Por outro lado, como o evento A é crescente, entdo é natural que a
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probabilidade deste evento nao decresca ao se aumentar o valor do parametro u, ou seja, ao se
aumentar ou manter a quantidade de trajetérias na configuracao.

Da expressao (2.4.33) e dos fatos que N < M e M ~ Poisson(u cap(G)) sob a lei P*, obtemos
facilmente uma cota supeior para a derivada de P*(A),

1
CZL]P’“(A) < EEU[M] = cap(G), Yu >0, (2.4.37)

e uma outra desigualdade deste tipo pode ser estabelecida de forma mais precisa a partir da
expressao (2.4.34), observando que M1y, cay < M, de tal forma que

d

du

Da expressao (2.4.33), e simplesmente observando que N} = N 1y,,ca}, podemos concluir
que

P*(A) < cap(G) — P*(A) cap(G) = cap(G)P"(A°).

d 1

—P“(A) = ~E,(NI | A)P“(A). 2.4.38

TBU(A) = B, (N, | AJP(4) (2039

Analogamente ao que pode ser feito no caso dos modelos de percolagao usuais (veja por exem-

plo [7], pagina 44, equacao (2.30)), podemos dividir a expressao (2.4.38) por P*(A) e entao integra-

la entre as constantes u; e ug, com 0 < uy < us,
[

u2 |
7du:/ SEJ(NY | A)du,
. Pu(A) b a1 A)

o que nos fornece a seguinte expressao

(G = s

ou seja,

p(4) = B (A)esp { [ iEu(Nju | A)du}. (2.4.39)
uy

Assim como ocorre nos modelos usuais de percolacgao, estimativas para a esperanca condicional
E,(Ng. | A) que aparece dentro da integral na expressao (2.4.39) podem ajudar a fornecer alguma
ideia sobre o crescimento de P“(A).

Por fim, a probabilidade P*(A) pode ser expressa em termos de esperangas envolvendo as
variaveis aleatérias NJ e M. Basta igualar as expressoes (2.4.34) e (2.4.38) para obter

By [M1y,,en]

PH(A) = EJ[Nz. | Al + ucap(G)’

de onde podemos concluir também que
EJNJ, | Al = EJ[M | A] — E,[M] = E,[M | A] — ucap(G),
lembrando que P*(A) = P(w, € A) = E,[1{u,ca})-
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Capitulo 3

Dependéncia entre Eventos Crescentes

Como uma primeira aplicacao da formula de Russo para o modelo de entrelacamentos aleatérios,
tentamos neste capitulo utiliza-la no sentido de atacar o problema da caracterizagdo da covarian-
cia entre eventos suportados em subconjuntos finitos e disjuntos do reticulado d-dimensional, e
crescentes com relagdo ao processo de entrelacamentos. A abordagem que estabelecemos aqui é
baseada essencialmente em uma investigagao sobre o niimero de trajetérias pivotais positivas para
um evento deste tipo.

3.1 Preliminares

Temos interesse em estudar agora a relagao de dependéncia entre eventos suportados em sub-
conjuntos finitos e disjuntos de Z9, e crescentes com relacdo ao entrelacamento restrito a um
subconjunto finito de Z?. Para desenvolver esta investigacdo, utilizaremos a férmula de Russo
para os entrelacamentos aleatorios, estabelecida no Teorema 2.4.5.

Antes de tudo, mostraremos que o nimero esperado de trajetérias pivotais positivas para um
evento crescente e suportado em um subconjunto finito de Z¢, no nivel u, deve ser, em um certo
sentido, uma quantidade “pequena”, para a “maioria” dos valores de u maiores do que zero.
Vejamos como isto pode ser estabelecido formalmente.

Assim como antes, denotamos por G’ um subconjunto finito de Z¢.

De acordo com as expressoes (2.4.36) e (2.4.37), se A é um evento crescente e suportado em G,
entao

d
0< %IP’“(A) <cap(G), Vu>0,

e como neste caso a capacidade do conjunto G é finita, concluimos que a derivada %P“(A), vista
como funcao de u, é uma funcao real limitada, para todo u > 0.

Além disso, através da proposigao 2.4.1 ja vimos que a probabilidade P*(A), vista como fungao
de u, é uma fungdo analitica no intervalo (0, +00), e portanto a sua derivada -LP"(A), além de ser
limitada, é uma funcao continua em todos os valores de u positivos.

Assim, se uy e ug sdo tais que 0 < u; < uy < 0o, podemos afirmar que a derivada %P“(A) é
continua no intervalo [uy, us], 0 que implica que esta derivada é integravel (no sentido de Riemann)
em [uy, us], veja por exemplo o Teorema 6.8 de [18]. Assim, de acordo com o Teorema Fundamental
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do Calculo (ou Teorema de Newton-Leibniz), veja por exemplo o Teorema 6.21 de [18], se A for
um evento crescente e suportado em G C Z¢ finito, entdo

u2
[ P (A)du = P () — P (4),
u1l du
e como neste caso P*(A) é uma fun¢ao nao-decrescente em u, consequentemente
0< [ Lpiaytu <1 3.1.1
< [" P @dus 1. (3.1.1)

Defina agora o conjunto

«

d
Dy g0 = {u € (ug,ug) : —P"(A) <

" du ~ Uy —ul} < (w1, ua),

para alguma constante o > 1, e denote por A(:) a medida de Lebesgue em R.
Neste caso, utilizando (2.4.36) e (3.1.1), temos

Y

c Uy — Uy [U2 « ug —uy [v2 d . Uy — U
= —_ <
ADE ) . /u g, () < P [T () <

e portanto

1
ADiyiza) = (12 = 12) = XD, ) > (2 = ) (1= ).

Neste sentido, escolhendo a contante o convenientemente, podemos afirmar que deve ser “am-
pla” a regiao onde a derivada %IF’“(A) é “pequena”. Utilizando em particular a expressao (2.4.33)
para esta derivada, podemos afirmar entao que, se N denota a quantidade de trajetérias pivotais
positivas para A no nivel u, seu valor esperado deverd satisfazer

+ uo

9 vu e DUJ,’U,Q,OM
Uz — Uy

conforme comentamos no inicio da se¢ao. A partir disto, utilizando a desigualdade de Markov,
para quaisquer uy € ug tais que 0 < uy < us < 00 e k € N, temos portanto

ux

PYNT >k < ———
( Wy & )_k’(UQ—Ul)

) VU’ E Du17u2,a; (312)
com
1
AMDuya) > (uz —ur) (1= =),  onde o> 1. (3.1.3)
«

Pretendemos utilizar esta tltima afirmagao, postulada pelas expressoes (3.1.2) e (3.1.3), com
o intuito de tentar majorar a covariancia entre eventos crescentes e suportados em subconjuntos
finitos e disjuntos de Z.
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3.2 Uma Cota para a Covariancia

Para abordar o problema de interesse neste momento, introduzido na se¢ao anterior, iremos es-
tabelecer um contexto especifico, como aquele explorado por exemplo na demonstragao do Teorema
2.1 de [22] e também no Lema 3.5 de [3]. Descreveremos este contexto agora.

Consideremos dois subconjuntos disjuntos e finitos de Z¢, denotando-os Gy e Gy. Adicional-
mente, assumimos que nenhum destes conjuntos separa o outro do infinito, ou seja, qualquer
trajetéria em Z¢ que segue de um conjunto para o infinito ndo precisa necessariamente visitar o
outro conjunto. Denotemos entao por G a uniao entre esses dois conjuntos e consideremos também
dois eventos crescentes com relagao ao entrelacamento Z/, com u > 0, suportados respectivamente
em (1 e GG9, denotando-os respectivamente A; e As.

Na discussao que se segue, procuramos estabelecer uma cota para a covariancia entre estes dois
eventos, representada por

Eu []—A1 (/’LGl,u)]‘AQ (/’LGQ,U):| - Eu []—A1 (MGLU)} Eu []—Az (/’LGQ,U):| y (321)

ou equivalentemente por

P*(A; N Ag) — P¥(A;)P*(Ag).

Relembrando a expressao (2.2.7), neste contexto pe, representa o processo pontual de Poisson
em (W, ,W,) que governa a configuracao de trajetérias em W, que se iniciam na fronteira de G.
As definicoes de i, 4 € i, S0 andlogas.

Como comentamos acima, definimos G = G;UG5. Consideramos entao a seguinte decomposic¢ao
do processo pontual de Poisson i,

MGu = M1+ fo + Ha2, (3.2.2)

onde p; representa o processo pontual pq, restrito as trajetérias que se iniciam na fronteira de G,
e nunca visitam G, pe ¢ andlogo a p; invertendo as posigoes de G e Gg, e 12 representa o
processo pontual jiq,, restrito as trajetérias que se iniciam ou na fronteira de G; ou na fronteira
de G4 e posteriormente visitam o outro conjunto em algum tempo finito.

Formalmente,

i (dw) = pieu(dw)Lixg(w)ea Ha, (w)=oo}
po(dw) = MG,u(dw)l{Xo(w)EGzyHcl(w):00}7

f12(dw) = pieu(dw)Lix,(w)e Ha, (w)<oo}U{Xo(w)€Ga, He, (w)<oo} -

Para uma ilustracao desta decomposicao, expressa em (3.2.2), observe a figura 3.1.

De acordo com [22], Segao 2, ou [3], Secao 3.3, 1, o € f11 2 também serdo processos pontuais
de Poisson, e além disso serdao independentes. De fato, observe que todos estes processos estao
definidos em subconjuntos disjuntos de W, especificamente o conjunto das trajetorias que se
iniciam em (7 e nunca visitam (G5, o conjunto das trajetorias que se iniciam em G5 e nunca
visitam (71, e finalmente o conjunto das trajetérias que visitam G; e (G5, iniciando-se em algum
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Figura 3.1: A decomposicao do processo pig,,. As trajetérias tracejadas compodem o processo i 2,
e as trajetorias solidas, a esquerda e a direita, compdem respectivamente os processos i1 € fs.

deles. Além disso, novamente de acordo com [22], Secao 2, ou [3], Secao 3.3, as medidas de
intensidade dos dois primeiros processos sao respectivamente iguais a

UL{xo(w)eGr, Ha, (w)=00} Peg s

UL (X0 (w)eGa, Ha, (w)=00} e

e analogamente, a medida de intensidade do processo ji; 2 sera

U]‘{XO(U))GGLHGQ (w)<ooU{Xo(w)EG2,Ha, (w)<oo} Peg (3.2.3)

onde P, estd definida em (2.2.8) e é suportada em W,.

Agora observe que 0s processos fig, u € fa,u a0 determinados respectivamente pelos proces-
SOS [t1+ 41,2 € pa+[11 2, no sentido de que as quantidades de trajetérias observadas nas configuragoes
obtidas dos processos jiq, . € [ta, .« coincidem respectivamente com aquelas quantidades observadas
em p; + 12 € fig + p11,2. Consideremos entao uma cépia independente do processo jig 2, também
independente de p; e pi2, denotando-a p} 5, de modo que

L
[ = M+ 2 + [y = Bau

onde o simbolo £ denota a relacao de igualdade em lei.

Consideremos também o nimero NXQ de trajetérias pivotais positivas para As na configu-
ragao flg + fi1,2, observando que, naturalmente, esta quantidade é igual ao nimero de trajetérias
pivotais positivas para As em fig, .. Desta forma, de acordo com (3.1.2) e (3.1.3), para quaisquer u
e up taisque 0 < up < us < oo ek €N,

u

P N+>k <97 Duua 2.4
( Ay = ) = I (u2 — u1)7 Vu € 1uza & (u17u2)7 (3 )
onde v >1e
1
A(Diuyza) > (2 =) (1= ). (3.2.5)



Relembrando a defini¢do do espaco Q¢ dada em (2.2.9), introduzimos os mapeamentos x;
€ Ko,
Kt Q9T 5 QO e Ky QO 5 Q0T

definidos da seguinte maneira:
Para j = 1,2, se w € QG+ é da forma w = 2250 O(ws,ug)» €NtAO

Rj (W) =D Oug s

i>0
onde

N g owi(k), se  Xo(w;) € Gj
Xi(w;) = wi(k) = { wilk + He, (w;)), se  Xo(w;) € G\ Gy, e Hg,(w;) < o,

para todo k£ € N. Ou seja, o mapeamento x; mantém intactas as trajetérias em w que se iniciam

na fronteira de G;, apaga os passados, anteriores a primeira visita a G;, das trajetérias que se

iniciam na fronteira de G \ G; e depois visitam G}, e ignora as trajetérias que nunca visitam Gj.
A partir da definicdo destes mapeamentos, observe que

L L
Lo, (o) = 1a, (4 m1(p12)) e Lay (o) = Lay (2 + k2l 2)),

€ COImMO O Processo [ , Possui a mesma lei que o processo (i1 2, entao

Eu|Lay ()| = Eu[1ay (2 + #2(p12))| = Eu[Lay (52 + 52111 )) . (3.2.6)

Além disso, de acordo com a defini¢do da cépia j} 5, 0s processos iy + k1 (ft1,2) € pi2 + Ka(p) o)
serdo independentes, e consequentemente serdao independentes também as func¢des mensuraveis
1, (p1 4 r1(p12)) € 1a,(po + Ka(p] 5)). Portanto, utilizando a expressao (3.2.6), podemos escrever

Eu[1a, (61,0 Bu| Lz (o)) = BulLay (4 s (1.2))| B[ Lag (2 + #2(111.2)) |
= F, [1,41 (11 + Ky (Ml,Z))} E, [1A2 (p2 + 52(#3,2))}
= Eu[lAl (1 + ~1(pa,2))1a, (2 + “2(//1,2))}'

Finalmente, utilizando este iltimo fato e a desigualdade de Jensen, podemos estabelecer que

B [1a, (61.) 10 (16.0) | — B[ L, (116 0) | B [ L, (10|
= ’Eu [1A1 (1 + F1(p1,2)) L, (12 + H2(/~¢1,2))}
— By [La, (1 + 1(p1.2)) Ly (12 + o)) ||
{1A1 (1 + F1(pr2))Lay (02 + K2(pa,2))
=1, (1 + Kap1,2))La, (2 + /<02(M/1,2))} ‘ (3.2.7)

< E,
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Para simplificar a notagao nos argumentos que seguem, denotaremos por x a quantidade (men-
surdvel) cuja esperanca do valor absoluto é tomada na tltima expressao em (3.2.7), ou seja,

X =14 (Ml + 51(M1,2)> 1a, (M2 + Fﬂz(#lz)) — 14, (Ml + K1 (M1,2))1A2 (H2 + 52(//1,2))- (3.2.8)

Investigaremos a partir de agora o comportamento de y em cada uma das partes de uma particao

. . . . .z s . A
do espaco amostral. Para isso, introduzimos ainda a variavel aleatoria Vi3, que representa o
nimero de trajetorias pertencentes a (i1 o (ou seja, que visitam G e Gy) e que sao pivotais positivas

para A, na configuracdo po + f11,2, € analogamente definimos a variavel N12, que representa o
nimero de trajetorias pertencentes a p , que sdo pivotais positivas para A, em g + ] 5.

Especificamente, considere a partigdo {B;}¢_, do espago amostral, onde suas partes sdo, res-
pectivamente:

e By = {Ml,z = 07#/1,2 = 0},

o Bo={ma2=0,p1,= 17Nf;2 = 0},
o By={ma2=0,py,= 17Nf;2 =1},
« Bi={ma=1pi,=0 N3 =0}
« Bs={mo=1p4,=0 N =1},

« Bs = {2+, >2}

Observe que, por simplicidade, ao definir esta partigao cometemos um abuso de linguagem, pois p; o
e i 5 sao originalmente processos pontuais.
Antes de tudo, mostraremos que a variavel aleatoria y é nula sob cada um dos eventos Bi, By

e B4.
Sob o evento By, claramente

X = 1a, (1) Lay(p12) — 1, (1) 14, (p2) = 0.

Por sua vez, sob o evento Bs,

X = 14,(11) [1A2(M2) — Lay(p2 + “2(/%/1,2))]

Mas observe que, sob este evento, a Unica trajetoria presente em p} , nao é pivotal positiva para As,

pois neste caso temos Nf ;2 = 0. Isto significa que, se o evento A, ocorre na presenga da trajetoria
em ji; , entao sua ocorréncia nao é afetada pela retirada desta trajetéria do entrelagamento, ou
seja,

Lay(p2 + kapyp)) =1 = 1ay(pe) =1, sob Bs.
Por outro lado, quando A; ndo ocorre na presenca da trajetoria em p 5, como Ay é crescente entao
o evento continuard nao ocorrendo com a retirada de uma trajetoria, de modo que

La,(po + ro(pth ) =0 = 1a,(p2) =0, sob Bs.
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Disto concluimos que

14, (:LL? + FL?(N/LZ)) = 14, (M2)7 sob By,

e portanto x é de fato igual a zero sob Bs.
Em By, por outro lado, temos

X = 1a, (1 + K1(p12)) [1A2(M2 + Ka(p1,2)) — 1A2(M2)]‘

s . L. ~ s s o . A
Sob este evento, a tnica trajetéria presente em i1 o nao ¢ pivotal positiva para A,, pois NLQZ =

neste caso. Entao, de maneira exatamente analoga ao que foi discutido no caso anterior (caso sob
o evento By) podemos concluir que

1, (p2 + K2(p1,2)) = 1a,(2) sob By,

de tal forma que a variavel y é nula também sob o evento Bj.

Com isso, temos mostrado aquilo que afirmamos inicialmente a respeito do comportamento da
variavel x restrita a estes trés eventos.

Agora observe que

6
IxI= |x\(;131),

e que, de acordo com a defini¢ao de y estabelecida em (3.2.8), esta varidvel aleatéria assume valores
no conjunto {—1,0,1}, de modo que |x|< 1.
Mas acabamos de verificar que x é igual a zero sob os eventos By, By e By, de tal maneira que,
por exemplo, |x|1p, = 0, sendo a mesma afirmacao verdadeira para os outros dois eventos.
Podemos portanto afirmar que

Eu(|xI) = Eu(lx1s,) + Eu(IXI115,) + Eu(Ix[15,)
< P*%(Bs) + P*(Bs) + P%(Bs), (3.2.9)

de modo que a nossa tarefa se resume agora em investigar estas trés probabilidades, buscando
cotas razodaveis para elas.

Primeiramente, estudaremos a probabilidade do evento Bg.

Lembremos que i1 2 ¢ um processo pontual de Poisson, com medida de intensidade apresentada
em (3.2.3). Se denotamos por Wj, € W, o subconjunto de W, dado por

Wy = {w e W, Xo(w) € G, Hg,(w) < oo}
U{w e Wi Xo(w) € Gy, He,y (w) < oo},
entao
p12(Wia) ~ Poisson(uPeG(WLg)), (3.2.10)
e como fi} 5 ¢ uma copia independente de jui; 2, entao

p12(Wia) + ,u’LQ(WLg) ~ Poisson(ZuPeG(WLg)).
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Portanto temos

P"(Bs) = P"“(p1o+ s >2)

1 =P+ pyp =0) =P"(1o + py 5 = 1)

1— €—2uPeG(W1’2) . G_QUPeG(W1‘2)2UPeG(WLQ)

QUPeG (WLQ) — 672UP8G(W1’2)2UP6G<W172)

= 2uP, (Wyy)[l — e 2tPec(Wr2)], (3.2.11)

IN

onde a desigualdade é consequéncia do fato que 1 — e < x, para todo x > 0.
Observando que os dois conjuntos unidos definindo W o sao disjuntos, e consequentemente

Peg(Wl,Q) = PeG(X() € Gl,HG2 < OO) + Peg(XO S GQ,HGl < OO),

iremos agora construir cotas superiores para as duas probabilidades que aparecem do lado direito
desta expressao, assim como fazem [22] e [3].

Primeiramente, lembrando que G = G4 U G, de acordo com a definicao da medida P, dada
em (2.2.8) podemos escrever

Pec(XO € Gl,}IG2 < OO) = Z 6@($)PI(X0 € Gl,HG2 < OO)

zeG

- Z eq(2)Pp(Xo € Gh, Hg, < 00)

r€Gy

= Y ea(w)P(Hg, < 0), (3.2.12)

re€Gy

pois P,(Xy € G1) = 1 quando z € Gy, e como

ec(t) = Po(Heyue, = 00) 16,06, (2) < Po(He, = 00)16,u6, (1)
e além disso 1¢,uq, (7) = 1¢,(z) = 1 para todo x € Gy, entdo de (3.2.12) obtemos

Peg(XO c Gl,HG2 < OO) < Z ea, (ZE)PI(HGQ < OO) (3213)

reGy

Para prosseguir com esta construgao, no entanto, precisamos antes citar alguns fatos a respeito
da fungao de Green do passeio aleatério, definida por

[e.e]

g(z,y) => P.(X,=y), paraz,ye VAS
n=0

Para interpretar esta funcdo, como usualmente é feito, note que se definirmos a variavel aleato-
: oo , . . -

ria N, = >°0°,1¢x,—y), que representa o nimero de visitas pelo passeio aleatorio {Xn}n>0 a0
vértice y € Z%, e se denotarmos por E, a esperanca com respeito a lei P,, entdo usando o Teorema
de Convergéncia Monotona,

> PiX, = y) =E.(N,)
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de onde fica claro que g(x,y) representa o ntiimero esperado de visitas a y, pelo passeio aleatério
simples partindo de z.

Como estamos considerando que os conjuntos G e G sao finitos e também que a dimensao d
do espaco Z¢ ¢ maior do que ou igual a trés, caso em que o passeio aleatdrio simples é conhecido ser
transiente, veja por exemplo [21], Teorema 1, Secao 8, Capitulo 2, entdao de acordo com a discussao
apresentada na Se¢ao 6 do Capitulo 1 de [6] é possivel mostrar que

Px(HG’Q < OO) = Z er(y)g(xay)v S Zd> (3'2'14)

yeG2

veja também a Proposicao 4.6.4(c) de [10].
Além disso, ainda neste caso, de acordo com o Teorema 4.3.1, pagina 95 de [10], para z,y € Z,
quando ||z — y||— oo, a funcdo de Green satisfaz

Cd

g(z,y) = W#—O(Hx—yu_d)a (3.2.15)

onde ¢4 é uma constante positiva que depende da dimensao d, lembrando que denotamos por ||-|
a norma Euclidiana.

Mas observe que se f(-) é uma funcdo real, entdo a afirmagdo de que f(||lx — y||) ¢é igual
a O(]|z — y||~%) quando ||z — y||— oo significa que existem constantes oy, ay € R, tais que

Flz =y < aullz =yl Va,y € Z7 tais que o — yl|> s.

Mas isto implica que, para x,y € Z?, existe apenas um ntimero finito de valores de ||z —y||, menores
do que ou iguais a as, para os quais a tltima afirmacao nao procede. Podemos afirmar, portanto,
que existe uma constante o € R (eventualmente maior do que «a4) tal que

Fle = yl)| < allz =yl ™, Vo,yez?.
Levando isto em consideracao, podemos concluir que

O(l|lz — y||=)||z — y||*2 B
o =l =l _ o, ,1-9),

Cd

quando ||z — y||— oo,

e portanto (3.2.15) é equivalente a
g9z y)llz —y[*
Cd

=1+ O(||:c — yH’z), quando ||z — y||— oc.

Esta dltima afirmagao, por sua vez, implica que
g9(z,y)[|z — y[|*~?

l[z—yll—o00 Cd

=1,

o que significa que, para todo € > 0, existe um subconjunto finito e enumeravel K de R, , tal que

ca(l —¢) ca(l+¢)
T < g(,y) < s,
|2 — yl|*2 |z — y[*2
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para todos z,y € Z% tais que ||z — y|le K¢ =R, \ K, de modo que finalmente podemos afirmar
que existem constantes positivas (e finitas) ¢y e ¢; tais que

Co

&1
W <g(z,y) <

< a9 3.2.16
EE (3.2.16)

para todos z,y € Z.
Retornando a nossa argumentagdo, a partir da expressdo (3.2.13) e utilizando as expres-
soes (3.2.14) e (3.2.16) obtemos

PGG(XU € G17HG2 < OO) < Z Z €G1 er g(x,y)

z€G1 yeGa
< swpg(zy) Y ea(@) Y eq(y)

z€G1,y€Ga zeGy yeG2

1
< ¢ sup ————cap(Gy)cap(Gs
xeGl,yEGz ”LZ' - ”d72 ( ) ( )
= Ad 5 cap(G1) cap(Ga),
onde Ag = inf |lx — y|| representa a menor distancia (segundo a norma Euclidiana) entre

z€G1,y€G2
pontos de G; e de Gs.

De maneira exatamente analoga,

c
P..(Xo€ Gy, Hg, < o0) < AT1—2 cap(Gy) cap(Ga),
G

de tal forma que

c
P..(Wis) < QATl—z cap(G) cap(Gs), (3.2.17)
G

e assim finalmente podemos estabelecer, a partir de (3.2.11), a seguinte cota superior para a
probabilidade do evento B,

P*(Bg) < 4ucap(Gy) cap(Ge) —— [1 — exp { — 4u cap(Gy) cap(Ga)—— Ad 5 H (3.2.18)

Ad 2
onde a constante positiva e finita ¢; existe de acordo com o comentério anterior a expressao (3.2.16).
Podemos estabelecer também uma cota inferior para P._(W;2). Usando (3.2.12) e (3.2.14) (e

as expressoes andlogas a estas, trocando G; por Gy e vice-versa), e também a expressao (3.2.16),
obtemos

P..(Wiz) > > eq(z )Ad scap(Ga) + Y eq(x Ad 2cap(Gl)

zeGy z€G2

AL 2( > ealz)+ Y ealr))

z€Gh z€G2

> min{cap(G),cap(G2)}
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= min{cap(G;),cap(G2)} Az cap(QG)

> min{cap(G), cap(GQ)}AG 5 max{cap(G1),cap(Gz)}

= Ad 5 cap(Gh) cap(Ga), (3.2.19)

onde a constante ¢y é positiva e finita, e depende da dimensao d e dos didmetros dos conjuntos Gy
e Gg.

Completando nossa investigacdo, estudaremos finalmente as probabilidades dos eventos Bs
e Bs. Para isso, observe primeiramente que

P"(Bs) < P" (i, = 1 (N = 1) e PY(B;) <P"(uo=1,N{3=1), (3.2.20)

e como as probabilidades que aparecem do lado direito de cada uma das desigualdades acima sao
iguais, devido & construcao de p 5, entdo vamos nos concentrar a partir de agora no calculo de

uma cota para a probabilidade do evento {p;2 = 1, Nf; =1}
Com esse intuito, note que

P (o = 1,N{S = 1) = P" (1o = DPY(N{S = 1] g = 1), (3.2.21)
e de acordo com (3.2.10)
P“(ul,g = ].) = uPeG (W1,2>€_HPEG(W1’2).
A partir disto e das cotas nas expressoes (3.2.17) e (3.2.19), temos
Co

— u—;— cap(Gh) Cap(Gg)}% cap(Gy) cap(Ga), (3.2.22)
G

P12 = 1) < 2uexp {

onde ¢ e ¢y sdo constantes positivas e finitas, e ¢y depende da dimensao d e dos diametros de G
e de Gs.

Por outro lado, a investigacao da probabilidade condicional que aparece na expressao (3.2.21)
¢ bem mais delicada e exige uma abordagem particular, que realizaremos agora.

A partir da férmula da probabilidade total, para k € N,

PYN{3 =1 pmp=1) = PYN{S =1|mo=1,Ni > kPN, >k|mz=1)
+ PN =1,Nf, <k|ma=1)
< PYUNL > k| pma=1)+P“N3 =1,NL <k|mao=1).

Mas, como a tnica trejetéria em pi1 o (quando ocorre o evento {12 = 1}) se comporta tipicamente
como uma trajetoria usual do processo de entrelagamentos restrito a Go, quando a distancia Ag
entre os conjuntos G e Gy aumenta, podemos dizer que a probabilidade P*(N3 >k | o = 1) ird
se aproximar de IP’“(NX2 > k), quando Ag cresce, de tal forma que existe uma constante positiva
e finita c3 tal que

PYUNL > k| e =1) < esPY(NL, > k),
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e portanto

«
PUN{S =1]pmp=1)< C3T + PN =1,NL, <k|pma2=1), (3.2.23)

(ug — up)

para todo u pertencente ao conjunto Dy, u, o C (U1, us), onde o > 1, uy e ug sdo tais que 0 < uy <
Ug < +00, €

)‘(Duhuz,a) > (UQ - u1)<1 - ;)7

sendo a desigualdade em (3.2.23) e as afirmagoes subsequentes decorrentes de (3.2.4) e (3.2.5).
Por sua vez, a probabilidade condicional que aparece apds a desigualdade em (3.2.23) pode ser
decomposta utilizando-se, novamente, a férmula da probabilidade total:

P“(N{3 =1,Ni, <k |pmo=1)

= Z Pu(‘NfQQ = 17N;1r2 <k ‘ P2 =1, peou = m>Pu(/~LG2,u =m ‘ Hi2 = 1)
m=1

<Y OPUNTS =1 g = 1, NE, < ki = m)P (g = m | 1o = 1).
m=1

Agora observe que
P(csu =m | o =1)=P(ue =m—1[ 2 =1) =P*(uz =m — 1),
pois pg e (11 2 sao independentes. Desta maneira,
PN = 1, N5, < k | juz = 1)

<SS PUNDS =1 o =1,NL <k pigyu =m)P*(pe =m—1).  (3.2.24)

m=1

Além disto, denotando por W5 o espago das trajetorias em W, que se iniciam em G5 e nunca
visitam Gy,

Wy = {w e Wi Xo(w) € Gy, Hg,y (w) = oo},

temos, pela definicao do processo ps,
o (Wo) ~ Poisson(uPeG(Wg)). (3.2.25)

Adicionalmente, pela definicao da medida P,

PeG(WQ) = Peg(XO € GQ,HGl = OO)
= Z eg(x)Pm(Xo S GQ,HGl = OO)

zeG

= Z €G<$>Px<X0 € GQ, HG1 = OO)

z€G2
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< Y eq,(x)Py(Hg, = o)

r€Go
= Y ew@[1- Y eq,()g(x,y)]
2€G2 yeG1
— Cap(Gz)—<ZG: > eas()ec ()g(,y))
< cap(Ga). (3.2.26)

Denotaremos a partir deste momento A := P, (W3).

Denote agora por wy 2 a inica trajetéria presente em p; o quando jiq 9 = 1, caso no qual estamos
de fato interessados ao estudar estas ultimas expressoes. Assim, mais uma vez pela féormula da
probabilidade total,

]P)U(Nfg =1 ’ ,LLLQ = 1,NZ2 < k',,l,LG2’u = m)
S ]P)U(N{?QQ =1 ’ Hi2 = 1,NX2 < k’,,u(;%u = m,wlﬁg(O) € Gg)
+ PN =1 o =1,NJ, <k, pigyu =m,w12(0) € Gy).  (3.2.27)

Devemos, portanto, investir na tentativa de construcao de cotas para as duas probabilidades
condicionais que aparecem somadas nesta ultima expressao. Para investigar a primeira destas
probabilidades, condicional no caso em que a tUnica trajetoria que visita ambos G; e Gy deve
visitar primeiramente Gy (fato traduzido pelo evento {w;2(0) € Ga}), necessitaremos de alguns
resultados preliminares, apresentados a seguir na forma de lemas.

Antes de discutir estes lemas, no entanto, precisamos definir um conjunto especifico em Z¢,
cuja fronteira ird separar, de certa maneira, os conjuntos GG; e Gs.

Especificamente, definimos o conjunto By em Z¢ como

By=GyU{y e\ Gy: nf Jly —af|< r},

onde r = 22, lembrando que Ag = Ginf G llx — y|| é a menor distancia entre os pontos de G; e
z€G1,ychl2

de G, segundo a norma Euclidiana. Assim, este conjunto sera finito, ird conter o conjunto G5 e
nao interceptara o conjunto GGy (veja a figura 3.2).
A seguir provaremos entao o

Lema 3.2.1. Existem constantes € e K tais que

0<e< PI(HG1<OO)

<K<
- Pm/(HGl < OO) B oo

para quaisquer x e z’ pertencentes a fronteira interna 0B, do conjunto B,. Isto significa que sao
comparaveis as probabilidades de um passeio aleatério simples em Z¢ visitar G; em um tempo
finito, partindo de quaisquer dois pontos em 0B,.

Demonstrag¢io. Para simplificar um pouco a notagio nesta demonstragdo denotaremos por p(z) a
probabilidade P,(Hg, < o), para todo x € Z%.
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A partir da equagao (3.2.14) podemos afirmar que

plx)= > eq,(y)g(x,y), VreZ
yeoGy

para todo x € Z¢.
Utilizando este fato e a equacao (3.2.16), obtemos entao

c(()m) = ¢ min p(z) < ¢; max # =: ch).
yedGh |lz —yl|9* T cap(Gr) T yedr |z —yl|2

Mas como a fronteira G é finita e além disso 0By N OG, = (), entdao se supomos que = € 0B
temos

o d—2 . . d—2
max [z —y||""<oco e minflz —y|T">0,

e consequentemente 0 < ch) < ch) < 00, para todo z € 0Bs.

Desta maneira, se = e 2’ pertencem a 0B, entao
) _ plx) _ o
& T ) T

e como a fronteira 9B, também é finita, concluimos que de fato existem constantes € e K tais que

0<

p()

0<e<
p(z’)

< K < o0,

para quaisquer x,x’ € 0By, como queriamos mostrar. n

O proximo lema serd enunciado e demonstrado em um contexto mais geral, e posteriormente
serd utilizado no contexto especifico em que estamos concentrados.

Lema 3.2.2. Considere uma colecao finita X1, Xs, ..., X,, de variaveis aleatorias independentes
tais que
X; ~ Bernoulli(p;), i=1,2,...,m.

Suponha ainda que existe uma constante vy € (0, 1) tal que p; <y para todoi =1,2,...,m e além
disso as probabilidades na cole¢ao {p;}", sdo comparaveis, no sentido que existem constantes e
e K tais que

0<e<P <K <oo, Vijell,2,....m).

Dj
Entao existem constantes positivas e finitas p; e ps tais que

P1 3 P2

PLep(xe =115 X, =1) <22

m ~ (ko |Z§::1 >_m
para todo ko € {1,2,...,m}.
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Demonstragio. Observe que, para qualquer ky em {1,2,...,m},

P(fjx,-: L] Xpy =1) = P(X; = 0.¥i # ko) = T] (1 - p)

i=1 i#ko
© m m
P(YX;=1)=P(|U{Xi=1,X;=0 Vj #i}) = ZpZH (1—p;)
i=1 =1 =1 j#i
de tal forma que
P(Xpg =13 X =1) = 2 DT
=1 > v [1(—py) Z*Z .
i=1  j#i i=1 Pko (1—pi)

Mas as probabilidades em {p;}™, sdo comparaveis, o que significa que existem constantes ¢

e K tais que
Di

0<e<—<K<oo, Vie{l,2,...,m},
Pko
e além disso, como p; < «v para todo ¢ = 1,2, ..., m, entao
1 —
0<1—7§( pk°)< < oo, Vie{l,2,...,m},

(1—=p) ~1—v

o que implica que

< Z p’L pk‘o) S m K ,
i=1 pk() pz) 1— Y
e portanto
(1-7)/K ey 1/[e(1 —9)]
para qualquer ky em {1,2,... ,m}, completando assim a demonstragdo com
oy = -7 PR
1 K 2 E(l _ ’}/)’

observando que 0 < p; < pg < 00. [

Queremos agora aplicar este ultimo lema ao contexto que estamos estudando. Neste sentido,
considere uma colecao de m (m € N) passeios aleatérios simples independentes em Z?, denotando-
os {XW n >0}, comi=1,2,...,m. Defina ainda, para cada um destes passeios, o tempo de
primeira visita ao conjunto G,

HY =min{n >0: X e Gy}, i=1,2,...,m. (3.2.28)
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Como o passeio aleatorio simples é transiente no caso em que a dimensao é maior do que ou
igual a 3, conforme ja comentamos anteriormente, entao é positiva a probabilidade de que o passeio
nunca visite o conjunto Gy, partindo de qualquer ponto em 0B5, e portanto

Py(H(Giz < o00) <1, para qualquer y € 0By e todoi=1,2,...,m.
Mas como a fronteira 0Bs é finita, entao existe uma constante v € (0,1) tal que
Py(H(G? < 00) <7, para qualquer y € 9By etodoi=1,2,...,m.

Além disso, através do Lema 3.2.1 j& vimos que as probabilidades de se visitar G; em um tempo
finito, Py(ng < 00), partindo de qualquer ponto y na fronteira de By, sdo comparaveis.

Desta maneira, se fixamos m pontos pertencentes a fronteira de By, digamos y1, 4o, . . . "ng’ de
tal forma que cada um dos m passeios se inicie em cada um destes pontos, ou seja, XéZ = Y;
para ¢ = 1,2,...,m, entdo de acordo com o Lema 3.2.2 existem constantes positivas e finitas p;

e py tais que

PL () 1 o~ <P
m SP(HGl < 00 |]Z:11{H(Gjl)<oo}_1) < m
para todo i = 1,2,...,m. Mas como é arbitraria a escolha dos pontos yi,¥s,...,ym a partir dos

quais se iniciam os passeios aleatorios, e além disto a fronteira de B, € finita, entdo podemos afirmar
que existem constantes positivas e finitas p; e ps (ndo necessariamente iguais as constantes p; e po
da expressdo anterior) tais que

1 (i 1 P2 _
- gP(HGl <00 121{11&)@}_1) <L Wi=12,..m, (3.2.29)
para quaisquer pontos yi, ¥y, - .., ym € OBy de onde partem os m passeios aleatérios simples inde-

pendentes. Observe a figura 3.2 para uma ilustracao deste cenario.

Levando em conta estas informacgoes, qual seria entao a probabilidade de alguma trajetoria
em [, ., pivotal positiva para As, visitar o conjunto G, condicional nos fatos de que o nimero
de trajetérias na configuragao jig,,. ¢ igual a m, que o numero de trajetérias pivotais positivas
para As é menor do que k, e que existe apenas uma trajetoria nesta configuragao que visita também
o conjunto G, sendo que esta se inicia no conjunto G?

Para responder esta pergunta denotamos por Pj{2 o subconjunto de trajetérias em pg, , que sao
pivotais positivas para Ay, e para cada trajetoria w em g, , consideramos ainda a translacao w’
definida de tal forma que

w'(n) = w(n + HaBQ(’LUD, n >0,

ou seja, w' é a propria trajetoria w a partir do momento de sua primeira visita & 0B,. Assim,
lembrando que w; o representa a tUnica trajetéria presente em i1 o quando py 2 = 1, entao a proba-
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bilidade condicional mencionada no paragrafo anterior pode ser formalmente escrita como

P( U {Ho(w) <00} | pigpu = m, = 1, N3, < k,wi2(0) € Ga) (3.2.30)

wG’PZ2

k—1
S ZPU< U {HG1 (w) < OO} | HGou = m,,uLg == 1,NX2 == 'L.,wLQ(O) € Gg) (3231)
=1

wEPXQ
k—1 i
S Z ZPU (H(;l (w]) < o0 | MGy = M, 12 = 1, ng(O) € GQ), (3232)
i=1j=1
onde wy, wy, .. ., w; representam as trajetérias (aleatérias) em 772{2 quando NXQ = q.

Agora note que cada termo do somatério (em j) na expressao (3.2.32), para cada um dos w; €
P},. pode ser escrito como

Z Pu(-HGl(w]) < o0 | /‘LGQ,U - m7:u1,2 - 17w172(0> S G27H882(wj) < OO,U}]‘(H862) = y)
YyEIBa

xP"(Hop, (w;) < 00,w;(Hop,) =y | iy = m, 12 = 1,w12(0) € Ga)
= > IP“(HGl(w;-) < 00 | fggu = M, 12 = 1,w12(0) € Go, Hyp, (w;) < 00, wj(0) = y)
yEOB2

X" ( Hog, (w;) < 00,w;(Hop,) =y | figom = m, 2 = 1,w15(0) € Ga).
Além disso, de acordo com (3.2.29),

P”(Hgl(w;) < 00 | fayu =M, p12 = 1,w12(0) € Gy, Hyp, (w;) < oo, w(0) = y) < %

para qualquer y na fronteira de Bs, e por outro lado,
> P (Hog,(w;) < 00,w;i(Hop,) =y | figsu = m, 12 = 1, w1 2(0) € Go)
y€682
= PU(H%Q(U}]') < 00 | HGou = M, 12 = 1,101,2(0) S GQ) =1,

pois o passeio aleatério é transiente e qualquer trajetéria w; neste caso se inicia na fronteira 0Gy C
B, sendo que o conjuto B, ¢ finito, ou seja, qualquer trajetéria w; neste caso deve visitar 0B, em
um tempo finito, quase certamente.

Portanto, finalmente temos estabelecido uma cota para a probabilidade em (3.2.30), ou seja,
podemos afirmar que existe uma constante positiva e finita py tal que

]P’“( U {Hg, (w) < 0o} | gy =M, ft12 = 1,N;{2 < k,w;i2(0) € Gg) < 1—=.
wE'Pj2 =

Para uma ilustracao desta argumentacao, veja a figura 3.2.
Retornando & expressao (3.2.27), basta notar agora que a probabilidade que representa o pri-
meiro termo da soma (do lado direito do sinal de desigualdade) naquela expressdo corresponde
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Figura 3.2: Os conjuntos G, G5 e By. Nesta ilustracdo temos pig,, = m e 112 = 1, ou seja, o
processo de entrelacamentos restrito a GG no nivel u possui m trajetérias, das quais apenas uma
(wy2) visita também o conjunto Gj.

justamente a probabilidade que aparece na expressao anterior, de modo que temos encontrado
assim uma cota para aquela probabilidade, ou seja, podemos afirmar que existe uma constante
positiva e finita ps tal que

k-1
P (Nf}% =12 =1,N} <k, pgeu =m,w2(0) € Gg) < ;za ==

Consequentemente, usando o fato descrito em (3.2.25) e a cota em (3.2.26), lembrando que A

denota P, (W2),

Z ]PU(N{}QQ =1 | Hi2 = 1,NX2 < ]{],,LLGZU =m, ’wl’g(O) € GQ)]P)U(,MQ =m — 1)

m=1

o= k(k = 1)pa 5 (ucap(Ga))™ !
mz::1 om ! (m—1)!
_ k(k=1)peet X (ucap(Ga))™
 2ucap(Gy) mzzjl
k(k —1)pee™* & (ucap(Gy))™
= 2u cap(Gy) 2

m=0

m)!

m)!

k(k—1)p2 _ (A—cap(G2))
— e uAiT . 3.2.33
2u cap(GQ)e ( )

Resta entao investigar a probabilidade que representa o segundo termo da soma que aparece
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na expressao (3.2.27), ou seja, a probabilidade condicional
PU(N{3 = 1| o = 1, N, <k, figyu = m,wi2(0) € Gy). (3.2.34)

Note que agora, de acordo com o evento sobre o qual ocorre o condicionamento, a tinica trajetoria
em [ig,,, que visita também o conjunto G realiza sua primeira visita ao conjunto G apenas apos
ter visitado Gj.

Para iniciar esta discussao, vamos supor antes de tudo que a distancia entre os conjuntos G
e G4 seja pelo menos quatro vezes o didmetro do conjunto Gs, ou seja, Ag > 4diam(G,), onde

diam(Gz) = sup{||lz — y||: x,y € Ga},

é a maior distancia entre quaisquer dois pontos de (G5. Desta forma, para qualquer ponto z € Go
fixo, a bola Cy centrada em z e com raio igual a 2 diam(G»),

Cy = B(z,2diam(Gy)) == {z € Z: |lx — 2| < 2diam(Gy) },

ird conter G5 e nao interceptard o conjunto Gy (veja a figura 3.3). Na realidade a distancia Ag
minima mencionada acima é mais do que suficiente para que isso ocorra, e a imposicao desta
distdncia minima sera completamente justificada mais adiante. A partir de agora, o centro z da
bola Cy permanecera fixo.

Para prosseguir, provaremos antes o

Lema 3.2.3. Condicional a visitar o conjunto Go em um tempo finito, as probabilidades de um
passeio aleatério simples em Z¢ visitar G pela primeira vez através de qualquer ponto em 9Gy,
partindo de qualquer ponto na fronteira de Cy sdo comparaveis. Precisamente, existem constantes
positivas e finitas ¢ e K’ tais que

0<e <

Py(XHG2 :$|HG2 <OO) SK’<OO,
Py'<XHG2 =a' | HGQ < OO)

para quaisquer x,x’ € 0G5 e quaisquer y,y" € 0Cs.

Demonstragdo. Basta observar que, para qualquer y € 0Cs e qualquer x € 0G,, sempre é possivel
identificar um caminho finito conectando y a x e evitando Go antes de chegar até z, ou seja, ¢é
possivel identificar uma sequéncia finita de pontos em Z? \ Gy conectando y a z, sendo unitéria a
distancia euclidiana entre dois pontos consecutivos desta sequéncia, de tal forma que

Py(Xne, =7 | Hg, <o) >0, Vy€dCy, Yz dGy,
e consequentemente
Py(XHG2 =z | Hg, <o0) <1, Vye€dCy, Ve dGs.
Mas como as cardinalidades de 0Cy e 0G5 sao finitas, entao existem constantes dy e d; tais que

0 <8 < Py(Xn,, =2 | Hg, < 00) <8y <1, (3.2.35)
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para quaisquer y € dCy e x € 0G5, e com isso obtemos

P,(X = Heg, <
O<@§ y(Xng, =2 | He, OO)SQ<OO’
01 Py’<XHG2 =ua | HG2 < OO) (50

para quaisquer y,y € dCy e x, 2" € 0G5, de onde concluimos a demonstracao. n

Agora note que a probabilidade condicional representada em (3.2.34) pode ser escrita levando-se
em conta a posi¢ao inicial da trajetéria w; 2. Precisamente, utilizando a férmula da probabilidade
total temos

P'(N{5 =1 | 2 =1, N3, <k, iy = m, w1 2(0) € Gy)

= ) P“(Nf; =1|pma=1,N}, <k, pig,u=m,w0)= v)
veEDG,

P (w12(0) = v | o =1, Ni, <k, pieyu = m, wi(0) € Gh). (3.2.36)
Por sua vez, para cada v € 0G1,
]P’“(Nf}% =1|pa=1,N3, <k, figsu=m,wi0)= v)
= > P"(Nf‘z? =1 e =1,N3, <k, pigyu =m,wi2(Hac,) = y)

y€ACa

XPu(wLQ(Hacz) =Y ‘ Hi2 = 1, NXQ < k,/JJG%u = m,wlyz(()) = U). (3237)

Completando a justificativa para a suposicao estabelecida anteriormente de que Ay deve ser
maior do que 4 diam(Gs), sob esta suposigao podemos aplicar a Proposi¢ao 6.5.4 de [10], de tal
forma que, para qualquer v € 0G1 e y € 9C,,

]P)u(wLQ(HQCQ) =y | 2= 1,NX2 <k, payu = m,wi2(0) = v)
— e w+o(™HET),

lo = z]|

(3.2.38)

quando ||v — z||— oo, onde
rad(B) = sup{||z||: x € B},

representa o raio de um conjunto qualquer B C Z?. Desta maneira, de acordo com a definicdo
da bola Cy, fica claro que rad(Cy — z) = 2diam(Gz). Além disso, como a expressao (3.2.38) é
estabelecida para v € 0G; e

|lv —z||> Ag > 4diam(Gs), Vv € 090Gy,

lembrando que z é um ponto de GGy que representa o centro da bola Cs, entdo podemos afirmar
que existe uma constante positiva finita 3 tal que

Pu(w1,2(H8C2) =y | = 17NX2 <k, Gy = m, w1 2(0) = U)

< )1+ B(ﬁ;ﬁ [(;3”

B

= e, (y) (1 + 5), (3.2.39)
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para quaisquer v € 0G; e y € 0Cy. Para uma ilustracdo da trajetéria wqo e do evento cuja
probabilidade acabamos de discutir, veja a figura 3.3.

Finalmente vamos majorar a probabilidade que representa o primeiro fator do produto que
aparece na expressao (3.2.37), ou seja, a probabilidade condicional

P'(N{3 = 1| s =1, N}, <k, figyu = m, w1 5(Hoe,) = y)-

Para fazer isso, vamos considerar novamente uma colecao de m (m € N) passeios aleatérios
simples independentes em Z?, denotando-os {X,ﬁf),n > 0}, com i = 1,2,...,m, mas agora con-
sideraremos que cada um destes passeios se inicia na fronteira de G5, ou seja, Xéi) € 0G4 para
todo ¢ = 1,2,...,m. Assim, a reuniao das trajetorias destes passeios ird representar a cole¢ao
de trajetérias no entrelacamento restrito & Go, quando pg,. = m (veja a figura 3.3). Conside-
ramos adicionalmente um outro passeio aleatério simples { X, n > 0} que se inicia na fronteira

da bola Cs, ou seja, X(()*) € 0C,. Vamos dizer que o passeio aleatério X*) é “correspondente” ao

passeio X® (1 €{1,2,...,m}), e denotaremos esta relagao por X&) ~ X0 se e somente se
() _ v
X, = XW vn>0,

onde Hf, , analogamente & (3.2.28), representa o tempo da primeira visita a G5 pelo passeio X ),
Isto significa que o passeio X ird se comportar exatamente como X a partir de sua primeira
visita a GG5. De forma mais geral, a definicao desta relacao de “correspondéncia” pode ser estendida
para o caso em que Xé*) e CS.

Assim, se denotamos novamente por 732{2 o subconjunto de trajetérias em pg, ., que sao pivotais
positivas para As, entdo a probabilidade de interesse neste momento pode ser escrita como

PY(N{3 = 1] o = 1, N, <k, pigyu = m, w1 2(Hoe,) = y)
= Pu( U {wiz = w} | e =1, N4, <k, pigyu = m,wia(Hac,) = Z/)

wGPj{z

k—1

< ZPU( U {w1,2 - w} | p12 =1, NXQ =1, LGy = m7w1,2(H302> - y)
i=1 wepzz
k—1 i

< S P (wip = wy | e =1, oy = mwia(Hoe,) = ), (3.2.40)
i=1 j=1

onde wy, wy, .. ., w; representam as trajetérias (aleatérias) em 772{2 quando NXQ = q.

Para cada trajetéria w; em PXQ, desejamos aplicar o Lema 3.2.2 a probabilidade que aparece
no argumento dos somatorios na ultima linha da expressao (3.2.40). Para isso, mostraremos que
sao comparaveis as probabilidades do passeio aleatério X *)| iniciando em qualquer y € 9C,, ser
correspondente com o passeio X, No sentido de estabelecer isto precisamente, provaremos o
proximo lema. Para vizualizar o cendrio que estamos discutindo, observe a ilustracao apresentada
na figura 3.3.
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Figura 3.3: Os conjuntos G, G e Cy. O raio R é igual a 2diam(Gs). Nesta ilustragao temos
HGou =M € fi12 = 1, e a trajetdria wy o (ou o passeio X(*)) é correspondente ao passeio XU,

Lema 3.2.4. Existem constantes positivas e finitas ¢’ e K’ tais que

p(X(*) — X0 | X§) =y, HE, < oo, U {X) — X(i)})
<

< <K' (3.2.41)
PO X0 | X7, < 50 (0 = X))

para quaisquer y,y € 9Cs e qualquer j € {1,2,...,m}. Além disso, existe uma constante posi-
tiva &; tal que

P(X®) = X0 | X5 =y, HE, < 00, UR {X®) = X0}) <4y < 1, (3.2.42)
para qualquer y € 9Cy e j € {1,2,...,m}.

Demonstragdo. Como os passeios aleatérios { X n > 0}, com i = 1,2,...,m, sdo tais que X(gi) €
0G4 para todo i = 1,2, ..., m, entao para simplificar um pouco a notagdo consideraremos que este
fato esta implicito nas condigbes das probabilidades que manipulamos neste lema.

Para o j-ésimo passeio aleatério { XV} e para y € dCy, podemos escrever

P(X(*)AX |XD —y,HG2<ooU 1{X _\X(i)})
= Z P( (*) AXJ)|XO(*) :y,HE2 <oo,U;ll{X(*) 4X(i)},Xéj) :x)

€G22
xP(X{ = x)
= 5 (X, = XD 021X, = X = (X0 X0
z€0G2

xPy(X§‘£2 =2 | H, < 00)P(X§" = 1),
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Mas de acordo com a expressao (3.2.35) na demonstragao do Lema 3.2.3, existem constantes dy
e 07 tais que o
0<60§Py(Xh}‘82 =ux | HE, <oo) <o <1,

para quaisquer y € dCy e x € 0Gs, de tal forma que

P(X(*) — X0 Xé*) =y, Hf, < oo NULIRD ¢ (i)}) <& Y, P(Xéj) = 33) = o1,
x€0G2

para qualquer y € 9Cy e j € {1,2,...,m}, o que prova a expressao (3.2.42).
Denotemos agora por S; o somatoério

Z P<X7(11H* = X?Sj)7 n>1| X}{%Q - Xé]) = $7Uin;1{X(*) - X(i)})
r€0G2

x P(Xéj) =z),

de tal forma que 0 < §; < oo, para todo j = 1,2,...,m. Com isso, novamente devido a expres-
sao (3.2.35),

00S; < P(XW = XU | X{Y =y, H, < 00, UL {X ) = X}) < 6,8,

para todo y € dCy e qualquer j =1,2,...,m
Portanto, finalmente temos

by _ p(X(*) N'CAP R =y, HE, < oo, Ur { X0 —\X(i)}> _6
0T P(X0) = XO) | X5 =y, Hg, < 00, U {X) = XO}) ~ o

para quaisquer y,y" € dCy e qualquer j € {1,2,...,m}, provando a expressao (3.2.41) e comple-
tando assim a demonstracao do lema. O

Conforme comentamos a pouco, o Lema 3.2.4 acima garante portanto a validade das condicoes
que proporcionam a aplicacao do Lema 3.2.2 & probabilidade

]P)U(IULQ — Wy | 2 =1, gy u = m7w1,2(H8C2) = y),

que aparece na expressao (3.2.40), de tal maneira que podemos afirmar que existe uma constante
positiva e finita pj tal que,

/
P (wip = wy | 2 = 1 figau = m.wio(Hoe,) = y) < %, (3.2.43)

1 _ 01
e (1=81) ~— do(1—=81)"

para qualquer j € {1,2,...,m}, onde precisamente p}, =
Substituindo (3.2.43) em (3.2.40) obtemos

k(k—1) p)
m

P<NA22:1\,M12 1NA2<kMG2u m,w1,z(Hac2)=y)§ 5

)
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e aplicando este resultado & expressao (3.2.37), juntamente com (3.2.39), podemos estabelecer a
seguinte desigualdade:

P“(Nfg =1| e =1,N}, <k, pgyu =m,wi2(0) = v)
k(k —1) pt _ k(k —1) pt
< Q@@ + é) S Gocy(y) = Q&(l + é). (3.2.44)

- 2 m 27 5t 2 m 2
Com isso, a expressao (3.2.36) nos fornece

PN = 1] o = 1, N, <k, g, = m,wi2(0) € Gi)
k(k—1) B Pl
G 0y

m

e consequentemente

2. IP’“(N{}; =1| a2 =1,Ni, <k fig,u=m,wi2(0) € Gl)Pu(Mz =m—1)
m=1

s B k(k—1)ph _,x(ucap(Gg))™
-
k(k —1)phe™ & (ucap(Gy))™

2u cap(Gy) 2

m=1

k(k —1)phe ™t & (ucap(Ga))™

3

= (1+5/2)

m)!

< (1+5/2) 2u cap(Ga) mz::O m!
= (1+ 5/2)LC L PRV (3.2.45)

2u cap(Gy)

Por sua vez, a partir de (3.2.24) e (3.2.27), e utilizando os resultados em (3.2.33) e (3.2.45),
obtemos

k(k — 1)p2 k<k — 1)p, —u(A—cap(Ga
{QU cap(Ga) +1+5/2) 2u Cap(G;)}e e
k(k—1)

_ N\ ) 1 ) / fu(Afcap(Gg))'
2u cap(Ga) [p2 T+ )'02}6

PUN{ = 1,N, < k| s = 1)

Reunindo ainda os resultados expressos em (3.2.21), (3.2.22) e (3.2.23), além do resultado acima,
finalmente conseguimos estabelecer uma cota para a probabilidade do evento {2 =1, Nf}f =1}
Especificamente, para & € N, a > 1 e supondo Ag > 4diam(G,), entao existem constantes
positivas e finitas pa, ph, 5, c1, c2 € c3, tais que

c c
P <M1,2 =1,N{% = 1) < 2u exp{ - UATQ_Q cap(Gh) Cap(Gz)}ATl_g cap(Gh) cap(Go)
G G

a U k(k — 1) 1] —u(A—cap(G2))
A ) wean(ay 2 LD I
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para todo u pertencente ao conjunto Dy, 4,0 C (u1,u2), para quaisquer constantes u; e ug tais
que 0 < uy < uy < 400, €

ADuy ) > (12— ) (1= 7).

Este fato, juntamente com a observagao em (3.2.20) e com a expressao (3.2.18), nos permite
finalmente estabelecer, a partir de (3.2.9), uma cota para a covariancia (representada pela expres-
sdo (3.2.1)) entre os eventos A; e Ay. Usando a desigualdade 1 — e < z, quando x > 0, e
fazendo k = 1, postulamos este resultado agora através do teorema seguinte.

Mais especificamente, este teorema estabelece, em um certo sentido, uma cota para a cova-
ridncia (ou em outras palavras, para a dependéncia) entre dois eventos crescentes com relagdo
ao entrelacamento restrito a G no nivel u e suportados em subconjuntos finitos e disjuntos do
espaco Z%, sendo esta cota valida, de certa maneira, para a maioria dos niveis u do processo.
Formalizamos isto enunciando o

Teorema 3.2.5. Sejam G e Gy dois subconjuntos disjuntos e finitos de Z? (com d > 3), e
tais que nenhum deles separa o outro do infinito. Considere A; e A, dois eventos suportados
respectivamente em (GG e (G, e crescentes com relagao ao entrelacamento aleatério restrito a G =
G1 U Gy. Denote I' := cap(G1) cap(G), defina ainda a distancia entre os conjuntos Gy e G,

Ag = inf xr —

¢ xeGl,yeGQH ll

ou seja, a menor distdncia (segundo a norma Euclidiana) entre pontos dos dois conjuntos, e suponha
que Ag > 4max{diam(G,),diam(G2)}. Entao, para quaisquer constantes u; e us tais que 0 <
up < ug < 00, e a > 1, existem constantes positivas e finitas ¢;, ¢ e ¢3 (com ¢y dependendo de d
e dos didmetros de G; e de () tais que

‘Eu [1141 (:uGl,u)]-A2 (MGz,U)} -k, [1141 (:uGl,U)} E, [1142 (MGz,U)} ‘

C1 C1 c30U C2
< 4ul 4ul’ + e —ul’ ,
- AL? [ AE? T (ug —w) P { AL H

para todo u pertencente a um conjunto Dy, ., » C (u1,ug) tal que

)‘(Dumm,oc) > (u2 - ul)(l - ;)7

onde A\ denota a medida de Lebesgue em R.
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Capitulo 4

Uma Nova Cota para a Covariancia

Neste capitulo, descrevemos primeiramente o processo da sopa de minhocas, que foi original-
mente introduzido no sentido de se obter uma maneira para simular as excursoes realizadas, em
determinados conjuntos, pelas trajetérias dos passeios aleatérios do processo de entrelacamentos.
Em seguida, descrevemos a técnica dos soft local times e uma construgao alternativa do processo de
entrelacamentos aleatorios que utiliza tal técnica. Por fim, introduzimos o entdao denominado pro-
cesso das colheiradas de minhocas, a partir do qual, juntamente com a técnica dos soft local times,
pudemos estabelecer uma outra cota para a covariancia entre os eventos crescentes no processo de
entrelacamentos.

4.1 O Processo da Sopa de Minhocas: Introducao e Defi-
nicoes

Considere dois subconjuntos disjuntos C' e V do espaco Z?, tais que V e 0C sao finitos, no-
vamente assumindo que a dimensao d é pelo menos igual a trés. Se o conjunto C' for finito,
assumiremos que o conjunto V' separa C' do infinito (veja uma ilustracdo na figura 4.1).

Abordaremos agora o contexto introduzido por Popov e Teixeira em [14], secao 5.2, onde os
autores investigam os tracos deixados no conjunto C' pelas trajetorias dos passeios aleatérios que
compdem o processo de entrelacamentos aleatérios em Z<¢ a partir do instante de suas primeiras
visitas ao conjunto V', observando que essas trajetorias realizam varias excursoes entre C' e V
antes de divergirem para o infinito (o que de fato ocorre quase certamente, pois os passeios sao
transientes neste caso). Na figura 4.1 temos ilustradas as excursdes de duas trajetorias.

No sentido de simular estas excursoes dos passeios aleatérios, os autores introduzem em [14]
um novo processo baseado em um processo pontual de Poisson especifico, o qual descreveremos
agora.

Considere o seguinte espago de excursoes entre C' e V,

_ (11,20, ..., 2%) iy €ZY n=1,....k, |xip1 —a]|= 1,
Yo = {A}U{izl,...,k—l, 21 €90, x; ¢V, j=2,....k—1, xkeV}
(11, 29,...) 2y €Z%, n>1, |wg —al|=1, i>1,
u{ }

x, € 0C, Z; ¢ V., j>2 (411)
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Figura 4.1: Nesta ilustragdo, o conjunto V' é representado pela curva que cerca o conjunto C,
separando-o do infinito. Os trechos sélidos das trajetorias representam as excursoes que se iniciam
na fronteira de C' e terminam em V. Os tempos de parada {Dy}r e {Ry}x serdo definidos mais
adiante, na subsecao 4.3.1.

onde, seguindo a notagao original do artigo citado acima, A denota um elemento distinto deste
espago que representa o fato de uma trajetoria (de um passeio aleatério) ter divergido para o
infinito.

Adicionalmente, considere que o espago X¢ é dotado da o-adlgebra S¢ gerada pelas coordenadas
canodnicas em Y, com a medida

po() =3 Pof(Xo, X1, Xu,) €+ | +0a() (4.1.2)
zedC

definida em (X¢, S¢), onde P, é a lei do passeio aleatério simples { X, },>0 partindo de z, e Hy ¢é
o instante da primeira visita deste passeio ao conjunto V', como representado na expressao (2.1.1).
Popov e Teixeira ([14]) definem entdo um processo pontual de Poisson em

(EC X R_,., SC (%9 B(R+)>

com medida de intensidade igual a puc ® Ay, onde A, representa a medida de Lebesgue em R, ,
dando origem assim ao chamado processo da sopa de minhocas.
Complementando a caracterizacao deste processo, considere o espago de medidas pontuais

O = {77 = 25(21,1}1‘) Lz, EXo, v € R+}

i>1

dotado da o-élgebra T gerada pelos mapeamentos n — n(D), para D € Sc ® B(R,), e denote
por Q a lei do processo pontual de Poisson mencionado acima, sobre (O, 7).

De maneira andloga ao que ocorre no processo de entrelacamentos aleatérios, agora sob a lei Q
os elementos n em © podem ser vistos como configuragoes aleatérias de excursdes de passeios
aleatérios simples entre C' e V', com seus respectivos indices v; € R, veja a figura 4.2 para uma
ilustracao.
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Figura 4.2: Ilustracao de uma realizagao da configuracao n em O, sob a lei Q.

Mais ainda, para uma constante v > 0, denote por QV a lei deste processo de Poisson agora
restrito a ¢ x [0,v], de tal forma que neste processo serdo consideradas apenas excursdes com
indices menores do que ou iguais a v, ou seja, a lei Q" do processo no nivel v estard definida sobre
0 espaco

0, = {n = w2 E€EXc, v € [O,U]}. (4.1.3)
i>1
De forma geral, denotaremos por 7, um elemento de ©, cuja lei serda QV, para v > 0.

Assim como discutimos no modelo de entrelacamentos aleatérios, a partir destas defini¢oes
observamos que os processos em todos os niveis v € Ry ficam acoplados de modo que fica ca-
racterizada uma relacdo de ordem parcial entre os elementos de ©. Vejamos como isto pode ser
postulado precisamente: Se 1 e i’ sdo duas configuracoes de excursoes em O, escrevemos 1 < 7/
se todas as excursoes presentes em 7 também estao presentes em 7’. Assim, se uma excursao estd
presente na configuracao deste processo no nivel v, entdo (por construgao) esta excursao também
estard presente na configuracdo no nivel v’ para qualquer v' tal que v < v/, e escrevemos por-
tanto 7, < 1, sempre que v < v’ caracterizando assim a ordenacao dos elementos decorrente do
acoplamento mencionado (veja a figura 4.3).

4.2 A Férmula de Russo para a Sopa de Minhocas

Se A € T é um evento suportado em C, dizemos que este evento é crescente com relagao ao
processo da sopa de minhocas se, para 1,7 € ©,

1a(n) <1a(n') sempre que n <17,

ou seja, se 0 evento A ocorre sob uma determinada configuracdo de excursoes, entao este evento
continuard ocorrendo se mais excursoes forem acrescentadas a configuragao inicial.

Dado este contexto, podemos estabelecer nosso objetivo preliminar nesta se¢do: estamos inte-
ressados em determinar uma expressao para a derivada da probabilidade de um evento crescente
com relacao ao processo da sopa de minhocas no nivel v, com respeito ao parametro v, ou seja,

d v
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Figura 4.3: O processo pontual de Poisson em Yo x R, e o acoplamento entre os processos
em Yo x [0,v], para todos os niveis v > 0.

caracterizando assim a féormula de Russo para este processo.

Nossa primeira tarefa sera verificar, através da proposicao 4.2.1 a seguir, a analiticidade
de Q"(A), como funcao do nivel v em R, garantindo assim a consequente diferenciabilidade
desta funcao.

Denote por M, a quantidade (aleatéria) de excursdes que compoem a configuracao 7, do
processo no nivel v, sob a lei Q. Por definicao, esta quantidade tem distribuicao Poisson com
parametro igual a

/\+<[O,v]),uc(2(;) = v(|8C’|+1) < 00.
Com isso, de maneira exatamente analoga aquilo que foi discutido na secao 2.4.1, podemos
enunciar e demonstrar a seguinte

Proposicao 4.2.1. Se C' C Z? é finito ou tal que sua fronteira dC é finita, d > 3, ¢ A é um evento
suportado em C' e crescente com relagao ao processo da sopa de minhocas, entao a probabilidade
de A sob a lei QV do processo no nivel v, denotada por QV(A), é uma fungao analitica de v no
intervalo [0, +00).

Demonstragao. Para obter o resultado estabelecido por esta proposicao, basta basicamente imitar
a demonstracao da proposicao 2.4.1.
Aplicando a férmula da probabilidade total e usando o fato que

M,, ~ Poisson(v(\@C]—l—l)),

podemos escrever

e Y IOCHD Iy (|oC|+1)]™
m!

Q') = 3 Q4] My, =m)P(My, = m) = 3 Qu(4)

onde os termos Q,,(A) = Q'(A | M,,, = m) dependem apenas da quantidade m de excursoes na
configuragao, e nao do nivel v.
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Denotando por a,, os termos Q,,(A), com m = 1,2,..., e por b a quantidade |0C|+1, escreve-
mos

Q(A) =e

m=
e utilizamos extamente os mesmos argumentos que aparecem na demonstracao da proposicao 2.4.1
para concluir que a expressao acima é uma funcao analitica de v em R, e em particular em R, ,
conforme enunciado pela presente proposicao. O

Portanto, conforme ja mencionamos, a probabilidade QV(A) é de fato diferencidvel como fungao
de v em R,. Vamos entao estabelecer algumas expressoes para esta derivada, calculando, assim
como antes, as derivadas a direita e & esquerda de QV(A),

Q" (4) — Q@ (4) Q°(A) — Q" "(4)

b h c lim h

Comecaremos investigando a derivada a direita. Para isso, suponha que v > 0 e também
que 0 < h < (JoC|+1)7%

Observando que Q"*"(A) = Q(n,45 € A) e denotando por Ege.(+) a esperanca sob a lei QV,
entao de acordo com a férmula da esperanga total

Q""(A) = Eg[Q"™(A | n.)] = Ege [Q(non € A [ 10)].

Reproduzindo exatamente os mesmos argumentos e calculos apresentados na se¢ao 2.4.2, onde
discutimos este mesmo problema no contexto dos entrelagcamentos aleatérios, podemos concluir
que

1 sen, € A
v+h A — v )
QA m) { P (ny + 6 € A)R(|OC|+1)e "MCHD + U, sen, ¢ A,

ou equivalentemente,

Q""MA|n) = Pu(m+ 0@ € AR(OC|+1)e PN o0y
+ Unlpp,¢ar + 1pea
onde U, = o(h) quando h | 0, e P,. representa a medida de probabilidade sob a lei de uma
excursao z* € Yo de um passeio aleatorio simples, que denotamos P,-. Além disso, seguindo
a mesma argumentacao, é possivel ver que a esperanca FEgo[Uply,,¢a3] € também igual a o(h)

quando h | 0.
A partir disto, tomando a esperancga com respeito a lei QV, obtemos

Ege[Q"™"(A | n,)] = Ege[Po(ny + 6y € A)Lyy,gay]h(|0OC|+1)eM10CHHD
+ Ego[Unly,gay] +QY(A),

de onde concluimos que

‘ Qerh A _Qv A
1}5101 ( )h () = (|8C|+1)E@”{Pz*(%+5(z*)EA)I{%%A}}

= (|0CIH+1) Ep,e00 [ taere ) Lingay |
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onde 7, @ z* representa a superposicao da configuragao 7, com a excursao z*, e £, a.-(-) denota
a esperanca com relagao a lei produto QY x P-.

Para investigar, por outro lado, a derivada & esquerda de QV(A), precisamos antes definir as
excursdes pivotais positivas para o evento crescente A neste processo. Analogamente ao caso dos
entrelacamentos aleatorios, dizemos que a excursao z € Yo (com seu respectivo indice v < v) é
pivotal positiva para o evento A na configuracao 7, se z estd presente em 7, e

1A(77v) =1 e ]-A(nv - 5(2,1)’)) = 0,

ou seja, o evento A ocorre na presenca de z no nivel v, mas deixa de ocorrer quando z é reti-
rada da configuracao. Denotando por N,;; o numero de excursoes pivotais positivas para A na

configuragao 7n,, novamente temos
ij; = ij;lA(nv)7

pois as excursoes pivotais positivas (assim como as trajetérias pivotais positivas nos entrelagamen-
tos) somente sao identificadas quando o evento A estd ocorrendo no processo de nivel v.
Suponha agora que v > 0 e que 0 < h < v, e observe que

Q""(A) = Q(no-n € 4),

de tal maneira que, novamente utilizando a féormula da esperanca total,

Q""(A) = Eg[Q" (A | my)] = Eqe[Q(no—n € A )]
Mais uma vez repetindo o desenvolvimento apresentado na se¢ao 2.4.2, podemos ver que

@A) = @A)~ B [N (1 ) ) - -0

v Ny =

onde U; e U} sao iguais a o(h) quando h | 0, de tal forma que, novamente utilizando o Teorema
de Convergéncia Monotona,

Q°(4) —Q"A) 1

1}%1 . = EEQU(N,Z).
A partir disto, temos finalmente estabelecido o
Teorema 4.2.2. Sob as hipdteses da proposicao 4.2.1,
iQU(A) = 1E@v(NJF) (4.2.1)
dv v K
= (|0C|+1)E,,q- [1{nu+5<z*>eA}1{nv¢A}] . (4.2.2)

Podemos mencionar ainda que expressoes analogas as expressoes (2.4.34) e (2.4.35) podem
também ser obtidas neste novo contexto, seguindo a construcao da secao 2.4.4.

Mais uma vez de maneira exatamente andloga ao que ja foi discutido no caso dos entrelaca-
mentos aleatorios, em particular relembrando aquilo que foi apresentado na secao 3.1, podemos
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mostrar que o niimero esperado de excursoes pivotais positivas para o evento crescente A suportado
em C, no nivel v, serd uma quantidade “pequena”, para a “maioria” dos valores do parametro v.
Especificamente, para vy e vs tais que 0 < vy < v9 < 00, teremos

[7 @ () = @(4) - @7 (4),

de onde segue que
vz
o</27<@v )dv < 1.

Com isso, definindo o conjunto

d o ¢
Fvl,vz,c = {U € (U17U2) : %@ (A) < vy — 01} C (vl,v2),
para alguma constante ¢ > 1, podemos mostrar que
1
MFPunc) > (v2 —v1) (1= Z)' (4.2.3)
Portanto,
+ S
EQU(N ) S Y v/U E F’U1,UQ,C;
U — U1
o que implica
vg
"INT >V ————, WEF, ¢
Q ( Ny — )— k('UQ_'Ul)’ v 1,02,

para k € N, onde F, ,, ¢ satisfaz (4.2.3).

Para maiores detalhes sobre as suposicoes que devem ser satisfeitas e permitem estabelecer esta
argumentacao, bem como os detalhes sobre o proprio desenvolvimento destes argumentos, veja a
secao 3.1.

Estes ltimos resultados, entretanto, nao serdo exatamente suficientes para promover a investi-
gacao que pretendemos neste momento. Estamos interessados em estudar novamente a covariancia
entre eventos crescentes no modelo de entrelagamentos aleatorios, utilizando desta vez o processo
da sopa de minhocas. Para isso, queremos explorar, em um certo sentido, o comportamento “con-
junto” (ou mais especificamente, a “pivotalidade conjunta”) de uma colegdo de excursoes em Yc.
Neste sentido, precisaremos implementar uma pequena modificacdo a partir do modelo da sopa
de minhocas, introduzindo a nogao daquilo que denominaremos “colheiradas de minhocas”. Antes
disso, no entanto, precisaremos discutir o conceito dos soft local times de uma cadeia de Markov,
introduzido por Popov e Teixeira, [14].

4.3 Os Soft Local Times

Popov e Teixeira definem em [14] os soft local times de um processo estocastico, no sentido
de construir um método para obter uma dominagio estocastica aproximada entre os tragos (ou
imagens) de duas cadeias, definidas no mesmo espago de estados.
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Em principio, a técnica dos soft local times consiste basicamente em se realizar uma simulagao
de um processo estocastico a partir de uma realizacdo de um determinado processo pontual de
Poisson.

Para tornar isso mais preciso, conforme estabelecido na secao 4 de [14], denote por ¥ um
determinado espago métrico, considere um espago de medida (X, B, i), onde B é a o-dlgebra de
Borel de subconjuntos de ¥ e p é uma medida de Radon em ¥ (ou seja, uma medida para a
qual todo conjunto compacto em ¥ possui medida finita), e considere ainda o espago de medidas
pontuais

L= {7} = 0w : m €Y, v; €Ry, en(K) < oo para todo K compacto},
i€T

dotado da o-algebra D gerada pelos mapeamentos 1 — 1(S), para S € B® B(R,).

Por fim, considere um processo pontual de Poisson em (L, D), com medida de intensidade igual
a it ® dv e cuja lei é denotada por Q, onde dv denota a medida de Lebesgue em R .

E possivel entdo simular uma cadeia de Markov {Zk}r>1 em X a partir deste processo de
Poisson. Especificamente, suponha que g(z,y) é uma fungdo nao-negativa B-mensuravel em ambas
as coordenadas, e tal que

/g(fr,y)u(dy) =1,

ou seja, g é uma funcgao de densidade com respeito & p (na segunda coordenada), e assuma que a
cadeia de Markov a qual queremos simular possui densidade de transicao dada por

P(Zy1= 2| Zy) = g(Zk, z)pu(dz), para k > 1,

e que, além disso, a varidvel aleatéria Z; é distribuida de acordo com a densidade g(Zy, z)u(dz),
onde Zy é um elemento simbdlico em 3. Desta forma, g(Zy, z)u(dz) caracteriza a lei inicial da
cadeia.

Assim como é introduzido em [14], defina entdo as quantidades

& = inf {t >0 : Ji €7 tal que tg(Zy, z) > Ui}

Gl(z) = 519(207 2)7 para z € Z]7

e denote por (z1,v1) o tnico ponto do processo pontual {(z;,v;)}iez tal que Gy(z1) = vy, de tal
forma que z; sera distribuido como Zj, veja a proposicao 4.1 de [14].

Mais do que isso, é possivel definir iterativamente as sequéncias {&,}, {Gn()} e {(zn,vn)},
paran > 1,

&, = inf {t >0 ¢ Iz, v) & {(ze,v) 302 tal que Groq(2) +tg(zn_1, 2i) > vi},

Gn(z) - Gn—1<z) + gng(zn—h Z>7 para z € E,

e denotando por (z,,v,) o tnico ponto do processo pontual {(z;, v;) }iez tal que
(20, vn) ¢ {(z0) i1 @ Glza) = vn.
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De acordo com a proposigao 4.3 de [14], a sequéncia {z1, 22, ..., 2, } obtida através deste pro-
cedimento possuird a mesma lei que a cadeia {73, Zs, ..., Z,}, e além disso serd independente da
sequéncia {&;}7 ;. Veja a figura 4.4 para uma ilustragao deste procedimento, observando que cada
curva (G, passa por um, e apenas um, ponto do processo pontual.

P.P.P(y® dv)
R+

X

(23,v3) 1T Gs(2) = §19(Z0, 2) + &29(21, 2) + €39(22, 2)
//\//’9 G2(2) = &19(Zo, 2) + &29(21, 2)
(22,02)
(21,v1) /,9 Gi1(z) = &19(Zo, 2)
by

Figura 4.4: A construgao das sequéncias {£,}, {G.} e {(zn,v,)}. Cada curva G,, passa por um, e
apenas um, ponto do processo pontual.

Finalmente, G,, serd o chamado soft local time da cadeia de Markov, com respeito a medida u,
até o tempo n.

Adicionalmente, através deste procedimento é ainda possivel simular ndo somente uma ca-
deia, mas uma colecao de cadeias de Markov independentes no mesmo espaco Y. Denote entao
por {{Z,Z}kzl, j = 1,2,...} esta colegdo cuja simulacao é de interesse, de tal forma que, para
cada j = 1,2,..., as cadeias de Markov {Z,Z}kzl sao independentes e possuem densidades de
transicao dadas por

P(ZL4y = = | Z}) = g(Z]. 2)u(dz). para k0,

em que o caso k = 0, assim como antes, ¢ interpretado como uma notagdo para as distribuicoes
iniciais de cada uma das cadeias. Estas leis iniciais podem ser distintas, dependendo da escolha
dos elementos simbdlicos Zj.

Para apresentar esta construcao, no entanto, necessitamos de algumas outras consideracoes.
Denote por A um estado distinto de ¥, como discutido por exemplo logo apds (4.1.1), tal que

p({A}) =1 e g(A) =110).

Neste sentido, A sera um estado absorvente das cadeias, o qual é denominado “cemitério”. Além
disso, considere a ordenacao lexicografica definida por

(U, k) 2 (55 K) =  j<j, ou j=jek<k
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Defina entdo GE := 0, para todo k = 1,2, ..., denote por T% o tempo de primeira visita & A
pela m-ésima cadeia {Z]"}x, e paracadam = 1,2,... fixoen = 1,2,...,TX, defina iterativamente
as variaveis

&' = inf {t >0 ¢ Iz, v) ¢ {(2],01) G m=<mn_1) tal que

T:: szi(zz) + G (z) H gz, 2) > vz-}, (4.3.1)
os soft local times da m-ésima cadeia,
Go(2) = Gily(2) + §'g(2" 4, 2),  para z € 3, (4.32)
e o ponto (2, v") tal que
m—1
(zn50p") & {(zkvvk)} (k)= (mmn—1) € 2 G )+ G () = o (4.3.3)

Veja a figura 4.5 para uma ilustragao e observe que, neste procedimento, o mesmo processo pontual
de Poisson ¢é utilizado para gerar todas as sequéncias {7}, {G7'} e {(z",v")}.

nJ’ n
P.P.P(ju® dv)
Rt
X X 5 Zm 1 Gg + ngn
(2%, V) *
A A
x m— 1 J
x /’9 Z G G?l
(21", ")
x .
x * — Gy + Gy
( T2 7v%2 ) x
A « .
x
« A Gry +GY
2'2. ’U2
S
« X (Zjl"év v%“é)
e Gs
(23, v3) A G
(1, 01)
D)

Figura 4.5: A construgdo das sequéncias {&"}, {GI"} e {(2]"
local time da j-ésima cadeia, até o tempo k.

v™}. A funcdo GI(-) denota o soft

7’L ? 7’L

Com isso, se g(Z}",-) denota a densidade inicial para cada m = 1,2,..., onde novamente os
elementos Zg" sdo simbdlicos, entdo a colegio {{2]'},<rm, m > 1} possuird a mesma lei que a
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colegdo de cadeias de Markov {{Z}'} <7, m > 1}, e serd independente de {{{;"}n<rp, m > 1},
e além disso todas as varidveis " nesta tultima cole¢ao serao independentes e indenticamente
distribuidas, exponenciais com pardmetro unitario, veja a proposic¢ao 4.10 de [14]. Ou seja, desta
forma ¢é possivel simular a cole¢ao de cadeias de Markov independentes com a densidade de transicao
desejada, a partir no mesmo processo pontual de Poisson 7, observando que cada cadeia comeca a
ser simulada a partir do momento em que a cadeia anterior é absorvida pelo cemitério A.

4.3.1 Os Soft Local Times e os Entrelacamentos Aleatérios

Na secao 5.2 de [14], Popov e Teixeira utilizam a técnica dos soft local times para simular
as excursoes sucessivas pelo conjunto C' C Z¢, de trajetérias de passeios aleatérios simples in-
dependentes até que esses passeios divirjam para o infinito, estabelecendo assim uma construcao
alternativa do processo de entrelacamentos aleatorios restrito a C'. Discutiremos esta construgao
agora.

Para abordar este problema, considere novamente que C' e V' sdo dois subconjuntos disjuntos
de Z¢ (d > 3) tais que V e a fronteira OC sdo finitos, assumindo que, no caso em que C é finito, o
conjunto V' o separa do infinito (veja a figura 4.1).

Antes de prosseguir, é preciso caracterizar os instantes sucessivos de entrada e saida das ex-
cursoes entre C' e V. Para uma trajetéria unilateral infinita w no espaco Wy (como definido
em (2.2.4)), denote por 6 o operador de shift temporal, tal que

Ok (w(n)) = w(k+n), ¥neN,
e defina Dy = 0 e os tempos de parada
e IRy = Hg;
e Dy = Ry + Hy o0g,;
e Ro=Dy+ Hcolp,;
e Dy = Ry + Hy o0p,;

e assim por diante (veja a figura 4.1 para uma ilustragao). Adicionalmente, defina (para a mesma
trajetéria w) o tempo de parada

T =inf{k > 1 : R, = oo},

ou seja, o primeiro instante em que a trajetoria diverge para o infinito, de tal forma que este tempo
de parada serd igual ao tempo de primeira visita ao estado A, pela cadeia em Y, no contexto
em que o cemitério A representa justamente a divergéncia do passeio aleatorio para o infinito,
conforme discutido na definicao de ¢ em (4.1.1).

Relembrando a defini¢io de ¢, dada em (2.2.7), e denotando por M a quantidade (aleatéria)
de trajetérias de passeios aleatorios que se iniciam na fronteira de V' no processo de entrelagamentos
restrito a V' no nivel u > 0, observando que

M) ~ Poisson(u cap(V)), (4.3.4)
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podemos escrever
M
l’l’V,u == Z 6(wi,ui)7
=1

representando uma realizacdo do processo de entrelacamentos aleatorios no nivel u, restrito a V,
ou seja, uma configuracao de trajetérias w; infinitas de passeios aleatorios independentes que se
iniciam na fronteira de V', com indices u; menores do que ou iguais a u, para i = 1,..., M.

Denote entdo por T = T (w;) o primeiro instante em que a i-ésima trajetéria em py,, diverge
para o infinito, e por X ; = X, (w;) o estado da i-ésima trajetéria no instante j. Com isso, é possivel
caracterizar as excursoes entre C' e V' dos passeios aleatérios, escrevendo (para i € {1,2,..., M)}
fixo)

Zy=(Xp Xps1r-- Xp,), parak=1,2,... . TC =1, e e = A,

7

onde A representa a divergéncia de uma trajetéria de passeio aleatério para o infinito, de modo
que Z; serd um elemento do espago Y¢ definido em (4.1.1), ou seja, Zi é a k-ésima excursao do
i-ésimo passeio aleatério na configuracao piy,,.

Essencialmente, Popov e Teixeira ([14]) mostram que a sequéncia Zi, Zi Zi, ..., para cada i
fixo, é uma cadeia de Markov em > com uma determinada densidade de transicao com respeito a
medida po (definida em (4.1.2)), de modo que, desta forma, é possivel empregar a técnica dos soft
local times (utilizando a densidade de transicdo correta) para construir as sequéncias {7}, {GS),
e {(z5, v para i = 1,... MY ek =1,....TF, como em (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3), obtendo
assim a simulagao desejada das excursoes dos passeios aleatorios do processo de entrelacamentos
restrito & V' no nivel u > 0, veja a Proposi¢ao 4.10 de [14]. Mais especificamente, a densidade de
transicdo mencionada sera tal que, para (zg, Z1,...,Zm) € (Yo, Y1, - -, Yn) Pertencentes a Le,

g((ﬂfo,xl, e @), (Yo, Yy - - ,yn)) =F, (ch = yo), (4.3.5)

ou seja, a densidade depende das excursoes de partida e de chegada apenas através do ultimo sitio
da excursao de partida e do primeiro sitio da excursao de chegada.

Como um resultado desta construcdo, obtém-se o soft local time acumulado até a M) -ésima
trajetoria,

MY
Gy =3 Gipe, (4.3.6)
i=1 '

o qual tentaremos empregar mais adiante no contexto do modelo das colheiradas de minhocas que
introduziremos agora, no sentido de atacar o problema da covaridncia que mencionamos recorren-
temente.

4.4 O Processo das Colheiradas de Minhocas

Como mencionamos anteriormente, introduziremos nesta se¢do um novo processo, o qual de-
nominamos processo das colheiradas de minhocas, construido basicamente a partir do processo da
sopa de minhocas. Para isso, considere novamente os conjuntos V' e C' conforme foram introduzidos
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na secao 4.1 e posteriormente utilizados na subsecao 4.3.1 durante a construcao alternativa dos
entrelagamentos aleatorios através dos soft local times.
Levando em conta esta contrugao (apresentada na subsegao 4.3.1), e considerando algum z € 9C
ez € Xo tal que Xo(z) = x, ou seja, tal que z é o ponto na fronteira de C' de onde parte a excursao z,
definimos, assim como é feito em [14],
FE () = GCpe(2), (4.4.1)
como sendo a contribui¢do da i-ésima trajetéria (na construgao do entrelagamento aleatério em C')
para o soft local time acumulado, avaliado em trajetérias que se iniciam em x. Observe que, devido
a (4.3.5), G%.c(z) realmente dependerd de z apenas através =, em concordancia com a notagao

utilizada em (4.4.1). Além disso, defina 7 (x) como sendo o valor esperado de F”(x), ou seja,
w(x) = E(F{(x)), (4.4.2)

observando que nesta defini¢do poderfamos utilizar F(x) no lugar de F(z), para qualquer i, de
modo que o valor esperado seria o mesmo.
Mais ainda, definindo

¢

pf () =" 1} (X5, ), = €dC, (4.4.3)

k=1

como sendo o numero de vezes em que a i-ésima trajetéria (do entrelagamento em C' construido
através dos soft local times) inicia uma de suas excursoes pelo conjunto C' partindo do ponto x €
0C, é demonstrado em [14] que

E(pf(m)) =7%x), VxecaC.
A partir disto, podemos concluir em particular que
7%(r) < 00, Vax € dC, (4.4.4)

pois, de acordo com a expressdo anterior, 7 (x) serd menor do que ou igual ao ntimero esperado
de visitas ao sitio x por uma trajetéria de passeio aleatério simples em Z<, o que por sua vez é
finito em decorréncia de estarmos sempre considerando uma dimensao d maior do que ou igual a
trés, caso no qual o referido passeio é transiente.

Para introduzir entao o processo das colheiradas de minhocas, precisaremos antes apresentar
uma caracterizacao alternativa do processo da sopa de minhocas descrito na secao 4.1. Especifica-
mente, consideraremos a partir de agora que o processo da sopa de minhocas sera caracterizado por
um processo pontual de Poisson em > xR, xR, com medida de intensidade igual a e ®@ Ay @ A..
Observe que com esta nova descri¢do, o modelo possuird dois pardmetros reais positivos (e nao
mais apenas um, como antes) regulando a quantidade de excursdes (ou minhocas) no processo.

Neste novo cenario estaremos particularmente interessados no processo da sopa de minhocas
restrito a X x [0, v] x [0, u] com v, u > 0, e iremos nos referir a este processo como sendo o processo
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nos niveis v e u. Observe que neste contexto, quando u = 1 teremos o equivalente ao processo da
sopa de minhocas no nivel v segundo a caracterizacao da secao 4.1.

Mais precisamente, o processo da sopa de minhocas nos niveis v e u sera um processo sobre o
espaco de medidas pontuais

" = {Zé(zi,vi,uz‘) IS 207 v; € [07,0]’ Ui € [O,U]},

i>1

e cuja lei denotaremos Q"".
Sem mais adiamentos, vamos agora finalmente definir o processo das colheiradas de minhocas.
Considere n € N e h > 0 fixos, e ainda k € {1,2,...,n}. Defina entdo o espago de medidas
pontuais

Mz‘ = {Zé(zi,vhui) Lz € 207 u; € [O,U],

i>1

(k — Dhcap(V)7% (z;) < v; < khcap(V)n%(2;), onde x; = XO(ZZ')}. (4.4.5)

Um elemento 7; de M} serd denominado uma k-colheirada de minhocas de nivel u.
Adicionalmente, defina a medida pontual

it = e A+,

pertencente ao espago de medidas pontuais
ot ={im ="y : mpeMy, k=1, n} (4.4.6)
k=1

O processo das colheiradas de minhocas nos niveis n € Ne u € R, serd entdo um processo sobre
o espago de medidas pontuais O™ determinado pelo processo pontual de Poisson em ¢ x R, xR,
que caracteriza o processo da sopa de minhocas. Denotaremos especificamente por Q™% a lei de
um elemento 7% em ©™*.

Desta maneira, uma k-colheirada (de minhocas) de nivel u serd essencialmente uma colegao
de excursoes z; em Yo determinadas pelo (anteriormente referido) processo pontual de Poisson
em Yo x R,y x R, com respectivos indices u; entre zero e u, e v; entre (k — 1)hcap(V)n%(x;)
(exceto) e khcap(V)m%(x;) (inclusive), onde x; = Xo(2;), veja a figura 4.6.

Observe que a introducao do conceito das colheiradas provoca uma pequena mudanga no mo-
delo da sopa de minhocas no que diz respeito a sua parametrizacdo. Originalmente o modelo
possui dois parametros reais positivos v e u que, de forma semelhante ao que ocorre no modelo
de entrelagcamentos aleatorios, regula a quantidade de excursoes que compoem a sopa, de modo
que quanto maiores forem (individualmente) os valores destes pardmetros, maior serd a quantidade
esperada de excursoes no processo. Mais especificamente, estes parametros geram um acoplamento
entre os processos para todos os pares de niveis reais nao-negativos, de tal maneira que, ao au-
mentar os valores de v e/ou u, podemos incluir novas excursoes na sopa, uma a uma. Agora,
com a implementacao das colheiradas neste processo, estamos de certa maneira “discretizando”
um dos pardmetros responsaveis por essa regulagem (o pardmetro v), que serd entdo substituido
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’—>Sopa de Minhocas “projetada” em X¢ x Ry
R+

kheap(V)xC() |-~ _ S ST T T
I N x x } k-colheirada “projetada”
(kfl)hcap(v)ﬂc(')——*~—‘\x e - I em Yo X Ry
(k= 2)hcap(V) () [ - __ _ S ST T T
. x(zi,vi,O) o
3heap(V)mC() |- ___ NS -7 T~ ____
2hcap(V)mC() |- __ - ST T~
hcap(V)ﬂC(),,_,_‘\\ I R
) x ]hcap(V)ﬂC(I)
Yo

R-i—

Figura 4.6: As colheiradas no processo da sopa de minhocas. Nesta ilustracdao, os pontos cor-
respondentes ao processo da sopa de minhocas, bem como as colheiradas, estao “projetados” no
“plano vertical” ¥¢ x R;. A k-colheirada 7y, por exemplo, possui 6 excursoes nesta ilustracao.

pelo parametro n € N, o qual corresponde ao ntimero de colheiradas que compodem o processo, e
assim estaremos acoplando os processos para todos os niveis u reais nao-negativos e para todos os
niveis n naturais (veja a figura 4.6 novamente). Neste novo cendrio, mantendo fixo o pardmetro u,
ao aumentar o valor do parametro n incluiremos no processo uma colecao de excursoes, todas
simultaneamente, ou seja, acrescentaremos uma “colheirada” de minhocas na sopa.

A partir desta construcao, para qualquer k € {1,2,...,n}, podemos identificar uma relagao de
ordem parcial entre os elementos do espaco M} da seguinte maneira: se n},w; € M}, diremos
que wy < np se, e somente se, todas as excursoes (minhocas) que compdem wj* também estiverem
presentes em ;.

Utilizando esta relacdo, é possivel entdo identificar também no espaco ©™* uma relacio de
ordem parcial: se ™" O™" € O™, diremos que @™ < ™" se, e somente se, wy < ¢ para
todo k=1,2,...,n.

Para estudar estas relagoes de ordem de forma um pouco mais geral, considere o espaco de
medidas pontuais 3

0= {77 = Owiu) 2 € Xc, ViU € R+},
i>1
sobre o qual o processo da sopa de minhocas (descrito nesta se¢ao) esta definido, considerando-o
dotado da o-dlgebra T gerada pelos mapeamentos 7 — 7(D), para D € S¢ ® B(Ry) @ B(R,).
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Fica claro entdo que havera uma relacado de ordem parcial também em (:), de tal forma que,
para n,7 € O, diremos que 1 < 1 se, e somente se, todas as excursoes em 7 também estiverem
em 7.

Como mencionamos a pouco, observe que desta forma os processos de colheiradas de minhocas
ficardo acoplados para todos os niveis u nao-negativos e para todos os niveis n naturais, de tal
maneira que poderemos escrever

~ ! /
vt < gm*, sempreque n<n eu<u.

Analogamente aquilo que foi definido no inicio da segao 4.2 (no contexto do processo da sopa de
minhocas caracterizado naquela segao), se agora A for um evento em T suportado no conjunto C,
diremos que este evento é crescente com relacao ao processo da sopa de minhocas se, para n,n’ € e,
ocorrer

14(n) <14(n"), sempre que n <7

Considere a partir de agora, portanto, um evento A suportado em C' e crescente com relacao
ao processo da sopa de minhocas, conforme definido no paragrafo anterior.

Para £ < n e u > 0, dizemos que a k-colheirada n; é pivotal positiva para o evento A na
configuragao ™" € O™ se todas as excursdes de 7, estao presentes em 1"™" e

La(™) =1 e 1a(@™" —my) =0,

ou seja, o evento A ocorre sob a configuracao n™* do processo das colheiradas nos niveis n e u
(na presenga de todas as excursoes de n}), mas deixa de ocorrer se retiramos simultaneamente da
configuracao todas as excursoes desta colheirada.

De maneira semelhante, dizemos que a excursdao z € Yo (com respectivos indices v/ < u e
v' < nhcap(V)m%(Xo(2))) é pivotal positiva para o mesmo evento A na configuracio 7" € @™
se z estd presente em 7™" e além disso

1A(ﬁn’u) =1 e 1A(T~]n’u — 5(2,1)’,1#)) = 0,

ou seja, o evento A ocorre sob a configuragao 7" do processo nos niveis n e u (na presenca da
excursao z), mas deixa de ocorrer se retiramos esta excursao da configuracao.

Neste contexto, denotaremos entao por Nﬁf’i o numero de colheiradas pivotais positivas para o
evento A em 7", observando que

N = N (™), (4.4.7)

Precisamente, nao existirao colheiradas pivotais positivas para A em 77" se o evento A nao estiver
ocorrendo sob esta configuracao de excursoes. Adicionalmente, denotaremos por N,f, o nimero
de excursoes pivotais positivas para A em 7™*, observando de forma andloga que

N = N amm). (4.4.8)

Queremos determinar agora uma expressao para a diferencga entre as probabilidades do evento A
sob as leis do processo em dois valores consecutivos do parametro discreto n, mantendo fixo o
parametro u > 0, isto é, procuramos uma expressao para

@n,u(A) . @n—l,u(A)7
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para n natural e u > 0 fixo. Posteriormente iremos determinar também uma expressao para a
derivada parcial da probabilidade Q"’“(A) com respeito a u.

Para investigar a diferenga mencionada, observe primeiramente que a probabilidade de que este
evento ocorra sob a configuracao nos niveis n — 1 e u, ou seja, @”*1’“(14), pode ser escrita como

@nfl,u(A) — P(ﬁnfl,u c A),
e utilizando a férmula da esperanca total,
P(i" " € A) = Ego[P(7" " € A | ™).

No caso em que o evento nao ocorre nos niveis n e u, ou seja, 7% ¢ A, claramente se dimi-
nuirmos o nivel n para n — 1 (mantendo u fixo), entdo o evento (sendo crescente) continuard nao
ocorrendo, e portanto

P(ﬁ”fl’“ €A ﬁ”’“) =0, se "¢ A

Por outro lado, dado que ™% € A, ou seja, dado que o evento A ocorre nos niveis n e u,
a probabilidade condicional de que o evento deixe de ocorrer ao diminuirmos o nivel discreto
para n — 1 (mantendo u fixo) serd exatamente igual a probabilidade de que a n-colheirada n® seja
pivotal positiva para A nesta configuracdo (nos niveis n e u), pois esta colheirada é justamente
aquela que é retirada da configuracao quando diminuimos o nivel discreto desta maneira. Como
os “volumes” das regioes correspondentes a todas as colheiradas sdo iguais (por construcao), entao
esta ultima probabilidade, por sua vez, correspondera especificamente a proporcao de colheiradas
pivotais positivas para A em 77" dentre as n colheiradas presentes no processo nos nivel n e u, de

modo que
col

N
P(antug Al o) = 2 se "% e A.
(g Alir) == 7
A partir disto, podemos escrever

se ™t ¢ A,

P(ﬁ””’“ €Al ﬁ"’“) = { (1)_ N ge i e A

ou equivalentemente,

col

N,
P ~n—1,u A s 1 SR TANE nful ~n,U )
(7t € A i) = La(™) = =" La(i™)

Tomando a esperanca com respeito a lei Q™" nesta tltima expressdo, e utilizando (4.4.7),
finalmente obtemos

@n,u(A) — @n—l,u(A) = ;E@n,u (Nnc?i)’ (449)

para n natural e u > 0 fixo.
E interessante observar que na expressao (4.4.9) temos aquilo que seria o equivalente a uma
“deri 1 . oo e
erivada parcial discreta” (com respeito a n) da probabilidade do evento crescente no modelo das
colheiradas de minhocas, expressa em termos do ntimero esperado de colheiradas pivotais positivas
para o evento e dos niveis n € N e u > 0 neste modelo.
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4.4.1 A Férmula de Russo para o Processo das Colheiradas

Vamos estabelecer agora, conforme comentamos antes, uma expressao para a derivada parcial
da probabilidade @"’“(A) com respeito ao parametro u, determinando assim aquilo que denomi-
naremos a formula de Russo (com respeito a u) para o processo das colheiradas de minhocas.
Precisamente, para um evento A em 7, suportado em C' e crescente com relacio ao processo da
sopa de minhocas (no sentido discutido nesta se¢ao 4.4), determinaremos uma expressao para

0 = n,u

para qualquer n € N fixo.

Para abordar esta questao, verificaremos antes de tudo que a probabilidade @”’“(A), vista como
funcdo de u € R, é uma fungdo analitica, e portanto diferencidvel (em w, naturalmente). Para
isso, denote por M™" a quantidade de excursoes presentes na configuracao 77™* (do processo das
colheiradas) com niveis n e u, de tal forma que, por construgao, esta variavel aleatéria possuira
distribuicao Poisson com parametro igual a

po @ A (R(Cm) A ([0,u]) = e @ Ay (R(C,m) Ju
onde a regiao R(C,n) é dada por
R(C,n) = {(z,v) : 2€ 3¢, 0 <v < nhcap(V)r%(Xo(2))}.
Mas definindo os conjuntos
Xy ={2€Xc : Xo(z2) =y} paracaday e 0C,

podemos entao calcular
pe ® X (R(Cm) = [ nheap(V)n©(Xo(z)pe(d2)
Yo

— nhaap(V) [ 7(Xo(2)pceld2)

= nhcap(V) Z/ 7% (Xo(2)) e (dz)
yedC v Xy

= nhcap(V) Z [Wo(y)uc(Xy)}
yeaC

= nhcap(V) > 7%(y),
yeoC

pois, utilizando a definigdo da medida pc apresentada em (4.1.2), temos
MC(Xy):Py[(XO,Xla---aXHv) EXy} :17 VyE@C’

Além disso, observando a afirmagao estabelecida em (4.4.4), podemos concluir que o pardmetro
da distribuicao Poisson desta varidavel M™" serd entao uma constante finita dada por uc,, onde

¢ = nhcap(V) > 7%(y) < <. (4.4.10)
yeodC
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Assim, de forma anéloga ao que ja foi discutido na se¢ao 2.4.1 (no contexto dos entrelacamentos
aleatérios) e também na secdo 4.2 (no contexto da sopa de minhocas) podemos de fato estabelecer
a analiticidade sugerida, através da

Proposicao 4.4.1. Se C C Z? ¢ finito ou tal que sua fronteira OC ¢ finita, d > 3, ¢ A é um
evento suportado em C' e crescente com relacao ao processo da sopa de minhocas (no sentido da
secao 4.4), entdo a probabilidade de A sob a lei Q™" do processo das colheiradas nos niveis n € N
e u € R, , denotada por Q”’"(A), ¢ uma fungdo analitica de u no intervalo [0, +00).

Demonstragcio. A demonstracao deste resultado é praticamente idéntica a demonstracao da pro-
posicao 2.4.1, a qual inclusive ja foi de certa forma replicada quando demonstramos a proposi-
¢ao 4.2.1. Seguiremos, portanto, a mesma linha das argumentagoes apresentadas na demonstracao
desta segunda proposicao.

Utilizando o fato previamente observado de que

M™" ~ Poisson(uc,),

podemos através da férmula da probabilidade total estabelecer a expressao

Q)= 3 @A = Pr =) = 3 Q)

notando que os termos Q,,(4) = Q"*(A | M™* = m) dependem apenas da quantidade m de
excursoes em 7™, e nao especificamente dos parametros n e u. Desta forma, se denotamos estes

termos por a,,, para m = 1,2, ..., podemos entao escrever
oo m
~ _ am(cC
@n,u(A) —e UCn, Z m( 71) um7
m)!
m=0

e assim como fizemos na demonstracao da proposi¢ao 4.2.1, basta utilizar mais uma vez os mesmos
argumentos da demonstracao da proposigao 2.4.1 para concluir que a série de poténcias que aparece
nesta ultima expressao é analitica em u € R, e que portanto esta propria expressao, sendo o produto
de duas fungoes analiticas, sera de fato uma funcao analitica em u € R, e em particular em u € R, ,
conforme queriamos demonstrar. n

Esta proposi¢do nos permitira, consequentemente, estabelecer uma expressao para a derivada
parcial de @”“’(A) com respeito a u, a partir apenas do calculo, por exemplo, de sua derivada
parcial a esquerda, como iremos fazer agora. Neste sentido, suponha entao que n € N é fixo, e
adicionalmente considere u > 0 e 0 < § < u. Sob estas suposicoes, observe que

@n,ufé(A) — P(ﬁn,ufé c A),
e aplicando a férmula da esperanca total podemos escrever
Q7 (A) = B QU (AL 1M)] = Eguu [P € A i7)].
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A partir desta expressao, repetindo mais uma vez os argumentos desenvolvidos na secao 2.4.2
(onde calculamos a derivada a esquerda de P*(A) no modelo de entrelagamentos), é possivel concluir
que

Q@A) = @A) = LB [V (1= )™ L] - T3 02,

onde Ug e Ug’ sdo ambos iguais a o(d) quando 6 | 0, de modo que, aplicando o Teorema de
Convergéncia Mondtona, obtemos uma expressao para a derivada parcial a esquerda de Q™*(A),

' @n,u(A) o @n,u—é(A) B 1 ) N
1(%&)1 S - 5EQTL“ (Nn,u)a

estabelecendo assim o seguinte

Teorema 4.4.2. Sob as hipdteses da proposicao 4.4.1,

;LQ"’“(A) = iE@n,u(N;fu), para n € N,
onde N;f ., denota o nimero de excursoes pivotais positivas para A no processo das colheiradas de
minhocas nos niveis n € N e u € Ry, e Ega.. denota a esperanca sob a lei deste mesmo processo.
Complementando esta investigacdo mostraremos que, em um certo sentido, devera ser ampla a
regiao onde é pequena esta derivada parcial, seguindo o mesmo raciocinio e as argumentagoes da
se¢ao 3.1, os quais também foram posteriormente empregados na se¢ao 4.2.
Em primeiro lugar, utilizando o teorema 4.4.2 e a expressao (4.4.10), observamos que

a ~7’Z'LL 1 n,u
OS%Q ) (A)gaE@n,u(M ") =c, <00, Yu>0,

de onde podemos concluir que a derivada %@"’“(A), como fungao de u, é limitada em (0, c0).
Mais ainda, como Q™*(A) é analitica em u € R, entfio esta derivada parcial (como funcio de u)
sera continua em R, . Se fixamos duas constantes u; e uy tais que 0 < u; < uy < 00, sabemos
entdo que a derivada %Q"’“(A) serd integravel no intervalo [u, us], e portanto empregando mais
uma vez o Teorema Fundamental do Célculo (Teorema de Newton-Leibniz) teremos

uz O - - ~
—Q""(A)du = Q™" (A) — Q™" (A), VneN,

u1 8’&

e consequentemente

uz 9 ~
< — Qv <
0 _/u QU (A)du < 1,

1

pois Q™*(A) é uma fungdo nao-decrescente de u, uma vez que o evento A é crescente.
Definindo o conjunto

¢

Uy — U

~ (‘9 ~
Fgl,uz,n = {u € (ulau2) : %Qn’u@él) S } C (ulau2)7 (4411)
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para alguma constante ¢ > 1, entao

~ c Ug — U [¥2
>\+<(F1§17u2,n) ) = C‘ /Ul 1(F1§1,1L2,n)c(u)

de tal forma que

Uz — U

C 9

¢ U2—U1/“28~
d —Q""(A)du <
u2—u1u< ¢ uy 8u@ (A)du <

N (B8 ) = (2 = ) = Ay (S, 1)) > (a2 — ) (1 - é). (4.4.12)

Mais uma vez através da igualdade estabelecida pelo teorema 4.4.2, finalmente concluimos que

ug

Egn.(NT ) <
Qm ( n,u)—u2_u17

(4.4.13)

para qualquer n € N fixo e todo u € F¢

ui,u2,mn’

4.4.2 Investigando as Colheiradas Pivotais Positivas

De maneira também semelhante ao que ja discutimos em outros cenarios, agora neste novo
contexto é possivel explorar, e de certa forma caracterizar, o comportamento do niimero esperado
de colheiradas pivotais positivas para o evento crescente A. Vejamos, portanto, como isto pode ser
precisamente desenvolvido.

Observe que a probabilidade do evento A sob a lei do processo das colheiradas nos niveis n
e u, dado o numero de excursoes M™" presentes no processo, dependera apenas desta prépria
quantidade de excursoes, a qual por sua vez é determinada pela lei da variavel M™". Por outro
lado, como

M™" ~ Poisson(uc,),

onde ¢, é estabelecido em (4.4.10), fica entao claro que
Q™ (A) = Q¥ (A) (4.4.14)

. . ! ~ . . .
sempre que uc, = u'c,/, pois neste caso as leis de M™" e M™ " serdo iguais. Com efeito, param € N
temos

G (A M = m) = @ (4] M = )

o que é equivalente a escrever

@A, M=) Q@ (A, M = m)

P(Mm* =m) P(M™ ¥ =m)
Como os denominadores em ambos os lados sao idénticos quando uc, = u'c, (e portanto se
cancelam neste caso), entdo somando esta expressao para todo m € N obtemos de fato a expres-

sao (4.4.14).
Em particular, para que uc,_; seja igual a u'c,, a constante u’ devera ser tal que

u(n — 1)hcap(V) z@:c 7% (y) = u'nhcap(V) za:cﬂo(y).
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Mas como

0 < heap(V) > 7%y) < oo,
yeoC

teremos entdo u' = u(l — %), de tal forma que

(@”_1’“(A) = Q”’“(l_%)(A), para quaisquer n € Nyu € R,

Note que, de maneira geral, pela definigao de ¢,, em (4.4.10), a condigao uc,, = u'c,/ serd equivalente
a condicado un = u'n’.
Com isso, temos mostrado portanto que

@n,u(A) . Qn,u(l—%)(A) _ @mu(A) . @n—l;U(A) — ;E@n’u (N£?£)7 (4415)

onde a segunda igualdade decorre da expressao (4.4.9).
Novamente considerando um intervalo (uy,us) em Ry com 0 < w3 < uy < 0o, defina agora o
conjunto

¢

n(us — uy)

LS,y = {u € (ur,up) + Q(A) — Qm0=3)(4) <

ul,u2,m

b C(uu),  (4.4.16)

para uma constante ( real, que agora é definida como sendo maior do que uy. Mostraremos que a
medida de Lebesgue do complementar deste conjunto (com respeito ao intervalo (uy, us)) é menor
do que ou igual a (uy — uy)us/C.
Por absurdo, suponha que
s ((ic >c) > (uz — w1 )us

u,u2,n C

(ug — u)ug/C

Isto implica que existe uma sequéncia crescente e finita com pelo menos ] pontos no
U/ M
complementar do conjunto LS, , ., digamos u® tais que u; < v < u® < u® < ... <y, com

C A . . . Uz
os pontos subsequentes afastados uns dos outros por uma distancia maior do que ou igual a —.
n

Por sua vez, cada um destes pontos u? é tal que

Am,ul® Am,uld (1-1) C
Qe (4) — Qre0-D(A) > ——>
(4) (4) Y p—"
pois estes sdo justamente pontos em (LS, ,, ).
Observe neste momento que
. , 1 u
u® —u®(1- =) =— <2 Vi1,
n n n

e como a probabilidade Q™"(A), além de obviamente assumir valores em [0, 1], é ndo-decrescente
em u (para n fixo), pois o evento A é crescente, entdao deveriamos ter

> [@(4) - @Ot-D ()] < 1.

i>1
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No entanto, sob nossas atuais suposigoes temos

(ug — u1)ua/C ¢

~Ayn,ul? An,u® (1-1) _
Q™ (A) — Q=R (4)] > =1,
; [ (4) ( )} ug /M n(ug — uy)
o que constitui, portanto, uma contradicao.
Com isso, concluimos que de fato
F¢ c (ug — uy)us
>\+((Lu1,u2,n) ) S -~
¢
e consequentemente
- - u
M (L) = (2 = 1) = Ay (LS, 00)F) = (w2 = wr) (1 - g), (4.4.17)
justificando, inclusive, a escolha de ¢ > us.
Utilizando (4.4.15), podemos finalmente afirmar que
E@”“ (Nﬁozi) < C )
’ Uz — Uy
para qualquer n € N fixo e todo u € Egl,u%n, onde 0 < uy < ug <00, >uge Eghu%n esta definido
em (4.4.16) e satisfaz (4.4.17).
Como a varidvel N% assume valores em {0,1,...,n} (e é portanto nao-negativa), entdo para
qualquer £ real tal que 1 < k£ < n, de acordo com a desigualdade de Markov temos
~ ¢ -
me(NEL > k) < , Yu€ LS 4.4.18
@ ( nau = ) = k?(’LLQ _Ul) u UL ,U,M ( )

Tentaremos utilizar estas conclusoes agora, no desenvolvimento de nosso estudo sobre a cova-
ridncia mencionada anteriormente.

4.5 As Colheiradas de Minhocas e os Soft Local Times:
Uma Outra Cota para a Covariancia

Nesta secao pretendemos estabelecer, agora em termos das colheiradas de minhocas e dos soft
local times, o problema que citamos de forma recorrente sobre a covariancia entre eventos crescentes
no processo de entrelacamentos aleatérios, e com isso tentaremos caracterizar uma possivel solucao
para este problema.

Considere em principio dois subconjuntos disjuntos de Z? (d > 3), denotando-os C; e Cy, de
tal forma que o conjunto C'; e o complementar do conjunto C5 sejam finitos, e denote por V um
terceiro conjunto, também finito e disjunto dos dois anteriores, separando C; de Cs. Ou seja,
qualquer trajetéria em Z< que segue de C| para Cy (e vice-versa) deve necessariamente cruzar o
conjunto V' (veja um exemplo na figura 4.7, a esquerda).
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74 74

Figura 4.7: Os conjuntos C;, Cy e V em Z%. A esquerda, C; e o complementar de Cy sdo finitos,
e a direita C] e (5 sao finitos. Em ambos os casos, o conjunto V' ¢é finito e separa C de Cs.

Para esta escolha do conjunto V', conforme discutido na demonstracao da proposigao 5.3 de [14],
considere os espagos X¢,, X, € Lcue, definidos de acordo com (4.1.1), e as respectivas medi-
das ey, fe, € poy,uc, definidas de acordo com (4.1.2), observando que

Yowe, = Yo UXeo,, € ployuc, = Hey + e, (4.5.1)

Definindo um processo pontual de Poisson 1 em X¢,uc, X Ry com medida de intensidade igual
a lo,uc, @ dvu, e observando que este processo restrito a Yo, e a X, da origem a dois processos
pontuais de Poisson independentes com intensidades respectivamente iguais a pco, ® dv e pe, @ dv,
Popov e Teixeira ([14]) mostram entao que é possivel construir trés processos de entrelagamentos
aleatorios (Z%)y>0, (Z%)us0 € (Z¢)us0, em Z%, utilizando a técnica dos soft local times a partir
do mesmo processo pontual de Poisson 7 (eventualmente restrito & X, ou & ¢, ), de tal forma
que (Z{)u>0 € (Z¥)u>o sejam copias independentes de (Z%),>o-

Estudaremos nesta secao, no entanto, uma pequena modificacao neste cenério, conforme des-
crevemos a seguir.

Vamos considerar a partir de agora que os conjuntos disjuntos C; e C5 sao ambos finitos, e que
o conjunto V', além de finito e disjunto dos dois anteriores, separa C; de Cs e também os separa do
infinito (veja uma ilustragao na figura 4.7, a direita). Note que, desta maneira, qualquer trajetéria
em Z? que segue de C para Cs (e vice-versa) ainda devera cruzar o conjunto V', como antes. Além
disso, levaremos em conta agora um processo pontual de Poisson no espaco X¢,uc, X Ry X Ry com
medida de intensidade igual a pc,uc, ® dv @ dv (relembre o processo da sopa de minhocas segundo
a caracterizagao da segao 4.4). Nos concentraremos entao neste processo especificamente restrito
a Xouc, X Ry x [0, ¢], para algum ¢ > 0, de tal forma que, ao projetar no espago ¢, uc, X Ry todos os
pontos deste processo (restrito) teremos entao um processo pontual de Poisson n* em X¢,u0, X Ry
com medida de intensidade igual a (puc,u0, @ dv)t (veja a figura 4.8).

Analogamente ao que foi discutido nos primeiros paragrafos, observe que, para a nossa atual
escolha dos conjuntos C, Cy e V| as relagoes estabelecidas em (4.5.1) continuarao validas, e note
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’% Processo n*

Ycuc,

Ry

Figura 4.8: O processo pontual de Poisson em Yo, 0, X Ry % [0,%] (& esquerda)
em Yo, u0, X Ry, dando origem ao processo n* (a direita).

e sua projecao

ainda que este processo n* restrito a X¢, e a Y¢, também dara origem a dois processos pontuais de
Poisson independentes com intensidades agora respectivamente iguais a (puc, ® dv)t e (e, ® dv)t.
Assim como antes (analogamente a demonstragdo da proposi¢ao 5.3 de [14]) serd ainda possivel
construir os trés processos de entrelacamentos aleatérios (Z%),>0, (Z}")u>0 € (Z3)u>0, utilizando
novamente a técnica dos soft local times, agora através do processo pontual de Poisson n*, de tal
forma que (Z}"),>0 e (Z%)u>0 sejam novamente copias independentes de (Z*),>o.

Isto é de fato possivel porque, com alguns pequenos ajustes na demonstracao da Proposicao 4.1
de [14], e consequentemente adaptando os resultados das Proposigoes 4.3 e 4.10 do mesmo artigo,
¢ possivel mostrar que a técnica dos soft local times (caracterizada por (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3))
empregada a partir do processo n* (o qual possui intensidade (pc,uc, ® dv)t e nao pe,ue, ® dv)
ainda funcionard como antes, com a tnica excegao de que, agora, os termos £ (dados em (4.3.1))
que compoem os soft local times serao independentes e identicamente distribuidos, exponenciais
com parametro exatamente igual a ¢, e nao mais igual a 1. Assim, os soft local times acumulados
(como em (4.3.6)), obtidos na construcao que nos leva a simulagao dos entrelagamentos aleatérios
a partir de n*, agora dependeréo em particular do parametro t.

Denotaremos entao por th, G’C e Gcluc2 os soft local times acumulados obtidos a partir do
processo n* na construgao dos processos (I Juz0s (L3 )uso0 € (I )u>0, respectivamente restritos a Cf,
Cy e C U Oy, considerando que Gv,t é acumulado até a M) 1-ésima trajetoria e que GS GCIUC2
sao ambos acumulados até a MX ,-ésima trajetoria, onde Mv’ MX , a0 variaveis aleatérias inde-
pendentes e distribuidas como MY em (4.3.4) (naturalmente substituindo o pardmetro u naquela
expressao por v). Assim, o soft local time acumulado Gﬁ i, por exemplo, sera dado por

MV

G'UC% = Z G'LTC’

99



onde os soft local times GS;C sao construidos como em (4.3.2), com a caracteristica de que, agora,
os termos £ que 0s compélem serao distribuidos exponencialmente com parametro ¢, como men-
cionamos antes.

Nosso interesse neste contexto reside essencialmente no estudo e caracterizacao da relagao
de dependéncia (ou seja, covaridncia) entre dois eventos crescentes com relagdo ao processo de
entrelacamentos aleatérios em Z<, e suportados em C; e Cs, os quais denotaremos respectivamente
por Aj e As.

Para abordar esta questao, pretendemos agora utilizar o processo da sopa de minhocas, e em
particular o conceito das colheiradas de minhocas, introduzido na se¢ao 4.4.

Antes de tudo, levando em conta a definicio de 7(-) dada em (4.4.2) (considerando agora o
conjunto C' = C4, Cy, Cy U (Cy) precisamos observar que

7Y (1) = 7(x), Va € A0, (4.5.2)
e w9VY%(g) = 1% (x), Va € 0, (4.5.3)

o que de fato é valido de acordo com a seguinte argumentacao: para C = C, Cy, C; U Cy,
relembrando a defini¢io de p{ (r) dada em (4.4.3), ja discutimos que

E(p$(z)) = 7%(z), Vxe€aC,

e como o conjunto V esta definido de tal forma a separar C'; de Cy, fazendo com que qualquer
trajetéria que segue de um conjunto para o outro necessariamente cruze o conjunto V', entao

E(p{'(2)) = B(p{""(x)), Vxe€aCy,
e E(pf2 (az)) = E(pflUCQ(:E)), Vo € 0Cy,

que é exatamente o que afirmam as expressoes (4.5.2) e (4.5.3).
Com isso, considerando uma amplitude positiva e fixa h, n € N e t > 0, observe que se os soft
local times GS}y(2) e GS/7*(2) estiverem simultaneamente assumindo seus valores entre

(n — Dhcap(V)7%(z) e  nhcap(V)n% (z)

para todo z € Y¢,, e além disso se a colheirada de minhocas de nivel ¢ em ¥, correspondente
a esta regido (ou seja, a n-colheirada 7!, de nivel ¢, conforme definida logo apds (4.4.5)) nao for
pivotal positiva para o evento A;, entdo a ocorréncia ou nao deste evento sera equivalente tanto
sob o processo Z” quanto sob o processo ZV*. O mesmo ird ocorrer para os soft local times G%t(z)
e G517 (2) em S¢,, com relagio ao evento A,. Precisamente, observando (4.5.2) e (4.5.3), se
denotamos por Aggt 0 evento

ANt = {(n —1)h Cap(V)WC1 () < Gvct{t(z), G%f@(z) < nh cap(V)wC1 (), Vz € ECI}
N{(n = heap(V)r (x) < G32y(2), GHY7 (2) < nheap(V)r (z), Vz € Se,

100



onde x = Xy(z) para cada z € X¢,uc,, entao aquilo que queremos dizer pode ser traduzido como

AN {nﬁl’cl nio é pivotal positiva para A; em ™", sobre ch}

ﬂ{nf;c2 nao ¢ pivotal positiva para A, em 7™, sobre ZCQ}
C{14,(T"NCY) =14, (L' N C) N {14,(T N Co) = 14, (T3 N Co) }
C {14,(T" N C1) 14, (T N Co) = 14, (T} N C1) 14, (T3 N Co) }, (4.5.4)

onde b1 e nh%2 sio, respectivamente, a n-colheirada de minhocas de nivel ¢ do processo das
colheiradas em ¢, e a n-colheirada de nivel ¢ do processo em Y¢,, ambas com amplitude h,
relembrando que 7™ denota uma configuracio em ©™' conforme definido em (4.4.6) (natural-
mente substituindo u por ¢ naquela expressao, e X por X, ou X¢,, dependendo do caso, na
expressao (4.4.5)). Veja uma ilustragao deste cendrio na figura 4.9.

C
R+ = Goie
x X X
nan () - nan ()
GC;}tUCQ
vt,
(n ~ Danm () o
(n—1D)anm™2 (")
X
X ) X
X x x x
X % X
X X
x x X X X X
3ah7rcl(~)**—;\\»4/,»—"" y - F T T T T - - ///-3ah7r02(-)
x % x M x x x
X RS
2¢1h7l'cl(')77—~x\\»4//'~‘—" - F----- ST -— //'2ah7r02(-)
X ~ - _ -
x x x * x
c - - x c
apnm () - - - - - === - ~~-4 F------—---—--__ -~ am™2()
X x X
x x x < N x x X
el e

R+
Figura 4.9: O processo pontual de Poisson 7* em Y¢,uc, X Ry, as colheiradas nt“t e nt2 de

nivel ¢ projetadas em Yo, X Ry e em X, X Ry e os soft local times acumulados. Nesta figura,
denotamos aj, = hcap(V).

Agora observe que, no nivel vt do processo de entrelacamentos, a covaridncia entre os eventos
crescentes A1 e A,, respectivamente suportados em C; e Cy, pode ser caracterizada por

Covir(Ar, Ag) = By [14, (T N C1)14, (T N Co)| = Bug |14, (T N C1) | By [ 14, (2 N Ca) |,
onde [E,; denota a esperanga com respeito a lei do processo de entrelacamentos aleatérios no ni-
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vel vt > 0. Como os entrelacamentos Z}' e Z3' sao copias independentes de Z*, entao
Covir(A1, Ay) = Eu[14, (T N C1)1a, (T N Co)| = By [14, (T N C1) | Eui [ 14, (T3 01 Co)]
= Eu |14, (2% N C1)1a, (T N Co)| = Buy |14, (T N C1)La, (T3 N C)|
= Eu[14,(Z" N C1)1a, (7 N Co) = 14, (T} N 1)1, (T3 N C)|
Além disso, denotando por B o evento
B = {1,(Z" N C)14, (T N Co) # 14, (T} N C1, (T N Co)
e levando em conta o fato que
14, (T N1 C1)1a, (T N Cy) = 14, (T N O (T N )| < 1,
naturalmente podemos escrever
[Covir(Ar, Aa)| < By [[14, (2 1 C1)1a, (T 0 Ca) = 14, (T N Oy (T3 0 Co) |15
+ B[ 14, (2 0V C) LA, (T N o) = 14, (T30 C1) 1, (T30 C) 15 |
< P4 (TN C)14 (TN Cy) # 14, (T N C1)1a, (T3 N Cy)]. (4.5.5)

Em vista da expressao (4.5.4), para estimar Cov,; (A1, Ay) precisariamos entao estimar as pro-
babilidades de A’} e dos eventos

By = {'r]ﬁ;cl ndo ¢ pivotal positiva para A; em 7™, sobre ch} (4.5.6)
e Byt = {nf;CQ nio é pivotal positiva para A, em 7™, sobre 202}, (4.5.7)

ou seja, deveriamos procurar especificamente por cotas inferiores razoaveis para estes trés eventos.

Entretanto, a estimacdo da probabilidade do evento A”', em particular, dependera de alguns
resultados que em geral nao sao validos para os conjuntos C7, Cy e C7 U (5 arbitrarios, conforme
discutido na sec¢do 6 de [14]. Neste contexto, assim como é feito no trabalho mencionado, preci-
saremos lidar com estes conjuntos “inflados” e “suavizados” em um certo sentido, para os quais
os resultados citados serao realmente aplicaveis. Para estabelecer esta situacao, defina antes o

conjunto
B(C,r) = B(z,r),

zeC

para qualquer conjunto C' C Z¢ e r > 0, onde a bola discreta B(x,r) centrada em x e com raio
igual a r, assim como ja foi discutido neste texto, é dada por

B(z,r)={y € Z* : |ly — =<7},

utilizando a norma euclidiana.
Consideraremos entdo, a partir de agora, os conjuntos C; e Oy finitos, em Z¢, com respectivos
didametros iguais a r, e ry, ou seja,

diam(C;) = sup{||z —y|: z,y € C;} =r;, =12,
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e adicionalmente denotaremos por s a distancia entre os dois conjuntos,
s = inf{||lzy — xo|: 21 € C1, 29 € Ca}.

De acordo com a proposicao 6.1 de [14], existird uma constante sq tal que, para qualquer s > s
e um conjunto C particularmente igual a C; ou Cs, haverd entdo um conjunto C'®) tal que

C CC¥ C B(C,s/5), (4.5.8)

e € neste sentido que estarao inflados os conjuntos com os quais vamos lidar.
Finalmente, defina o conjunto separador V' como

V= {x €7 s < min |z —y|< 5/2}, (4.5.9)
yecPucy?

onde a constante g existe e pertence ao intervalo (0, %), novamente de acordo com a proposicao

6.1 de [14]. Veja a figura 4.10 para uma ilustracao deste cenario.

o

o

N

|4

Zd

Figura 4.10: Uma ilustragdo dos conjuntos Cfs), C’QS) e V, conforme estabelecidos em (4.5.8)
e (4.5.9).

Vamos construir uma relagado equivalente aquela expressa em (4.5.4), agora considerando os

. (S) (8) . C(s) C(S) C(S)UC(S) X
conjuntos C;” e Cy . Para isso, denote por G} , G,; eG,; ~* os soft local times acumulados,

assim como antes obtidos na construgdo dos processos (Z}")y>0, (Z5)u>0 € (Z*)u>0, porém agora
respectivamente restritos a C\*, C§” e € UC{?. Também analogamente aquilo que foi discutido

7t7
antes, defina agora o evento A™"®) como

s () &) o() s
{(n = Dheap(V)r” (@) < G (2), 6L 7 (2) < mheap(V)n (@), vz € B )

s (s) () y(s) s
N (n— Dheap(V)n%" (x) < G2 (2),Goty % (2) < nheap(V)n (x), Vz € Sew }
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e também os eventos
(s)
IB%’l"t’( {77;0 nio é pivotal positiva para A; em 7™", sobre EC(S)} (4.5.10)
1
(s)
e ]B%g’t’(s) = {nﬁgc‘z nao ¢ pivotal positiva para A, em 7™, sobre Ecm}, (4.5.11)
2

analogamente a (4.5.6) e (4.5.7).
Com isso, da mesma forma como fizemos em (4.5.4), podemos afirmar que

Ant(s ﬂBnt S)ﬂBnt
c {1a,@ nef) = 14,@ n ) 0 {1a@ 0 6 = 1@ n )},

Mas como os eventos A; e Ay sdo suportados respectivamente em C; e (s, e além disso C; C Cls)
e Cy C CS) (por construcao), entdo

1Ae(Ivt N OZSS)) = 1A£(Ivt N Cg)
e 14,(Z;)'N Cés)) = 14,(Zy" N Cy),

para ¢ = 1,2, de tal forma que

An,t, (s) N Bn,t, (s) N Bn,t,
C {14, (TN CY) = 14, (L' N C1) N {14,(T N Co) = 14, (T3 N Ca)
C {14, (" N O (T N Co) = 14, (T} N C1)14, (T3 N Co) (4.5.12)

Assim, utilizando a expressao (4.5.12), para estimar agora a covaridncia Cov,(A;, Ay) precisa-
remos entdo estimar as probabilidades dos eventos A% B ¢ Bob()

Investigaremos inicialmente as probabilidades dos eventos expressos em (4.5.10) e em (4.5.11).
Para isso, considerandon € N et > 0 fixos, e para ¢ = 1,2, denote por Nﬁf}l’e o numero de colheira-
das pivotais positivas para o evento A, na configuracao 7™ (ou seja, no processo das colheiradas de

niveisn e Net € Ry)em ¥ o conforme a notagao introduzida antes de (4.4.7). Adicionalmente,

para constantes uq, us € Ry tais que uy < uy e algum ¢ > ug, defina os conjuntos Lu1 iy © Ei}(i)z,n
exatamente como em (4.4.16), apenas substituindo o evento A respectivamente por A; e Ay, de

tal forma que

M (L59,,) > (ue—u)(1-2), =12

ul,u2,n C
Utilizando entao a féormula da probabilidade total, para qualquer k tal que 1 < k < n, a

()
probabilidade de que nf{cl seja pivotal positiva para A; em 7™, ou seja, a probabilidade do

7t7
complementar do evento B} (S), pode ser expressa como

P((B?,t,(s))c) _ P((B?,t,(S))C | Ncol,l > k’)P(NCOl 1 > ]{3)
+ P((Bnt(s))C | coll < k?)P(NCOll < k‘)
PN > k) +P((IB%’1” ) | Nett < k).

IN
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Mas de acordo com (4.4.18), sob a lei Q™

PN > 1) < — 5 todo t € LW lquer k € [1,7].
( ) Y E—.t para todo t € Ly ., e qualquer k € [1,7]
Por outro lado, temos
P ]Bn,t,(s) C Ncol,l k) < Lk P ]Bn,t,(s) C Ncol,l o - L&) i UCJ<|]€J + 1) k(k+ ]')
(BTN < k) < 3 P(BF)7 N = 1) =30 S g

para qualquer k € [1,n], de tal maneira que

n,t,(s)\C ¢ k(k+1)
P<(B1 ) ) - k(ug — uy) + on

para todo t € LS e qualquer k € [1, 7).

ul,u2,m’
Empregando exatamente o mesmo raciocinio, fica claro que

¢ +k(k%—l)

(ug — uy) 2n '

P((B)°) < -

para todo t € LS e qualquer k € [1,7).

u,u2,n?
Observando entdo o fato que B! e B3*) sio independentes (pois estes eventos estdo defi-

nidos respectivamente em termos dos processos de Poisson restritos a X © € a X (), 08 quais sao
independentes), podemos concluir que

kE(k+1)y2
PBIO AR > (1- & 4.5.13
(B0 ) 2 (1 S HEE Dy w513
para qualquer k € [1,n] e todo t € fﬁ( ) n N Lgl(ﬂ)%

No que diz respeito ao tamanho (ou comprlmento) da interseccao Lu1 g Lﬁl 2122 ., Oobserve

que, de acordo com (4.4.17),

A+((z<,(1) )€U (L6 )c> < )\+((EC,(1) ) )JFA <( @ ) < (ug — u1)uy N (uy _ul)uQ’

Ul ,u2,n ul,u2,n ul,u2,n ul,ug n C C
de modo que
A (L&D i@ N > 2(U2—U1>U2 _ 1 2uy 4514
( u1,Uu2,n N up,u2,n ) jatt (UZ - Ul) - f = (UQ — U1)< — T) ( .0. )

Note que neste contexto a constante ( que é utilizada na definicdo dos conjuntos Lg (122 N € Lgl(?u)%

devera ser escolhida de tal forma que ¢ > 2us, e quanto maior for o valor de {, mais ampla serd a
regidgo LS 0 [$3)

uy,u2,m uy,u2,mn
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Para completar nossa investigagao, resta entao estimar agora a probabilidade do evento

Ath’(s) = {(n —1)h Cap(V)ﬂ'C(ZL") < Gft?t(z) < nh cap(V)ﬂC(a:),
Vze e, C=C,cf cPucd},

paran € N e h > 0 fixos.
E justamente nesta etapa que precisaremos recorrer a alguns resultados relacionados a estimacao
de grandes desvios, estabelecidos em [14]. Serdo particularmente uteis os lemas 6.2 e 6.3 daquele

artigo, os quais permanecerao validos para a escolha especifica dos conjuntos C’fs), C’QS) e V que
adotamos no presente trabalho. Por uma questao de integralidade, enunciamos estes lemas a
seguir, com as referidas adaptacoes.

Lema 4.5.1. (Lema 6.2 de [14], adaptado) Para o conjunto C sendo igual a C\*, C§” ou C{¥uct?,
e para o conjunto V' conforme definido em (4.5.9), temos, para todo z € 9C,

(i) mas™ cap(V) ™ < 7€(x) < y135~ " cap(V) ™

(i) E(FY(2))* < y1as™ cap(V) ™

Lema 4.5.2. (Lema 6.3 de [14], adaptado) Para o conjunto C' sendo igual a Cfs), Cés) ou C’£S)UC§S),
e para o conjunto V' conforme definido em (4.5.9), temos, para todo x € 9C,

P(Flc(a:) > uws_(d_l)) < 7158 2 cap(V) "t exp{—76u}, para qualquer u > 2

(supondo sem perda de generalidade que 36 < 1).

A constante v; empregada neste tltimo lema tem sua existéncia estabelecida pela proposicao
6.1 de [14] e estd relacionada & estimativas de probabilidades de primeira visita dos passeios
aleatérios simples em Z?. Em particular, v; serd estritamente positiva e menor do que vq/2,
onde s ¢ a constante utilizada na definicdo do conjunto separador V' em (4.5.9). As outras
constantes 712,713, Y14, Y15 € Y16, presentes nos resultados, também sdo estritamente positivas e
dependem apenas da dimensao d.

Utilizando estes dois lemas e denotando por ¥&()\) a funcio geradora de momentos de F(x),
ou seja,

YE(\) = E(eMT@) para ¢ = O, ¢, ¢ Uy, xeac,

é possivel mostrar, como é feito em [14], que
YEN) — 1 < M9 (2) + cgA?s 4 cap(V) 7, (4.5.15)
para 0 < A < %’y{lfylﬁsd_l, e também que
VE(=A) — 1 < =A1%(2) + coA?s ™ cap(V) 7L, (4.5.16)
para A > 0, onde cg e ¢g sdo constantes positivas que também dependem apenas da dimensao d.
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Para prosseguir, devemos ainda observar alguns outros resultados, que em seguida serao bas-
tante uteis. Primeiramente, de forma bem geral, se {Y;};>; ¢ uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas, com funcao geradora de momentos denotada por 1,
e N é uma variavel aleatéria com distribuicao Poisson com parametro igual a 6, independente
desta sequéncia, entao

E(exp{)\z Yi}) = exp{(v()) - 1)}. (4.5.17)

De fato, pela formula da esperanca total
N N
E(exp{AY_Yi}) = En(E[exp{A Y ¥} | V]),
i=1 =1
e em particular
N n n
Elexp{AY_Yi} | N =n| = E[exp{AY_Vi}| = [] E[exp{AVi}] = v(\)".
i=1 i=1 i=1
Com isso, finalmente temos

6—9 n

En(60") = 3 00 = exp(#(6() - D

n!

Adicionalmente, observe também que se Y for uma varidvel aleatoria exponencialmente distri-
buida, com parametro igual a t > 0, entdao tY também serd uma variavel aleatoria com distribuigao
exponencial, porém com parametro unitario. Isso nos permite afirmar portanto que, quase certa-
mente,

tGS,, = GS, para C =y, 08, 0 Uy, (4.5.18)

onde GS, é o soft local time acumulado original, como em (4.3.6).
Por fim, também serd til caracterizar a esperanca de th’t. No caso do soft local time original,
Popov e Teixeira mostram em [14], segdo 5, que

E(Gf(z)) = veap(V)n%(Xo(2)), para qualquer z € X¢.

Por outro lado, com algumas pequenas adaptacoes na demonstracao do teorema 4.6 deste mesmo
trabalho, é possivel mostrar que

T (Xo(2))

. =wvcap(V)7%(Xo(2)), para qualquer z € X¢. (4.5.19)

E(Gf}’;t(z)) = (vt) cap(V)

Esta informacao é particularmente interessante pois nos permite impor condigdes sobre o valor
da amplitude h, como faremos adiante, de tal maneira que a estimacgdo de grandes desvios que
pretendemos realizar seja, de certa forma, mais eficaz.
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Retomando a discussio original, e denotando por C*® o conjunto {C’l(s), C’és), C’ls) U C’Q(S)}, note
que a probabilidade do evento A™"* pode ser escrita como

P(Ay) =1-P( U( LgC{G”Ct’t > nhcap(V)7%(x)} U{GS,, < (n— 1)hcap(V)7(2)}),
cecls) z€

e é neste sentido que precisaremos majorar as probabilidades dos eventos
{GSu(2) = nheap(V)rC(x)} e {GS,,(2) < (n— Dhcap(V)r(2)},

para z € X¢ e x = Xo(z) € 0C.

Para desenvolver a estimacao destas probabilidades de forma razoavel utilizando a teoria de
grandes desvios, serd necessario impor condi¢des para que o valor esperado de Gg,t respeite a
relacao

(n — 1)hcap(V)r(z) < E(GS,,(2)) < nhcap(V)n® (x)
para todo z € ¥¢. Mas de acordo com (4.5.19) isto significa precisamente que
(n—1)h <v < nh,

e para satisfazer esta ultima relacdo para todo v > 0 e n € N fixos, vamos assumir a partir de
v
agora que h = —.

2
Utilizando entdo (4.5.18), (4.5.17), e o fato que as contribui¢des FC (conforme definidas

em (4.4.1)) sdo independentes e identicamente distribuidas, além da desigualdade de Markov,
obtemos, para z € X¢, v = Xo(2) € 9C, e C = o ol o ucd,

P(G&t > nh Cap(V)ﬂ'C(ZE)) = P(Gft > tnh Cap(V)ﬂ'C(:E)>

\%
Mvt,é

= P(/\ FE(z) > Mnh C&p(V)?TC(J}))

E[exp{A S FE (2))]

exp{Atnhcap(V)r%(x)}

= exp{ — Mtnhcap(V)7% () + vt cap(V) (W& (A) — 1)}

< exp { — Mnhcap(V)7%(x) + vt cap(V)Ar® (x) + csvt)\Qs’d}
= exp { cap(V) 7% (x) Mt (v — nh) + csvt/\2s_d}

) - 08vt/\25’d}

v

n—1/2
n _ _
— 1/2>vt)\s L egutAls d},

onde a segunda e a ultima desigualdades sdao respectivamente decorrentes da expressao (4.5.15)

vi.¢ Serd igual a 1 quando C' = " ¢ igual a 2

IN

exp {cws’l)\t(v —-n

exp {610 (1 —

e do Lema 4.5.1(¢). Observe que o indice £ em M,
quando C' = C$, ) U 8.
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Por outro lado, utilizando agora a expressao (4.5.16), de forma exatamente andloga podemos
calcular

P(GS, < (n—Dheap(V)n©(x)) = P(GS, < t(n— 1)hcap(V)n®(x))
— P(-x = EC(0) > At — 1)hcap(V)r° ()

i=

Elexp{-A L FE@))]

<
~ exp{—Xt(n—1)hcap(V)r%(x)}
= exp {M(n — Dhcap(V)7%(x) + vtcap(V)(&(=A) — 1)}
< exp {/\t(n — Dhcap(V)n%(z) — vt cap(V) A7 ()
+09m€)\23_d}
= exp { cap(V)ﬂC(a:))\t((n —1)h — v) + CQUt)\QS’d}
—1 v 2 .,—d
< exp {clos )\t((n - 1)72 —12 v) + cout\°s }
_ n ~1 2 —d
= exp {010(1 i 1/2>Ut)\s + coutA”s },
onde, na ultima igualdade, utilizamos o fato que
—1
o 1=1-—"" VneN

Relembrando que os conjuntos C; e Cy (sobre os quais estdo respectivamente suportados os
eventos A; e Ay) possuem didmetros iguais a 7 e ry e estdo afastados um do outro por uma
distancia igual a s, fica claro que a fronteira de C’f) U C’;S) estard contida em uma bola centrada
em algum ponto de C; U Cy e de raio igual a a(r; + 79 + s), para algum a > 1, de tal forma que,
para C = Cfs), C’és), C’ls) U Cés), a cardinalidade da fronteira OC serd menor do que ou igual a uma
constante vezes (1, + ry + s)%.

Assim, desde que a constante \ satisfaga as condi¢oes que garantem a validade das expres-
soes (4.5.15) e (4.5.16), utilizando o union bound podemos escrever

vtAs Tt 4 clgvt)\Qs_d}

n S 1
P(Avt’t’( )) > 1—cn(r +r+s) eXp{ — G0y

1
> 1l—cp(ri+re+ s)d exp { — 0102—1}75)\3_1 + clgvt)\Qs_d},
n

onde a constante positiva ¢;; depende apenas da dimensao d, e ¢ := max{cs,co}. Escolhendo
entdo \ especificamente igual a a,s¢"!, com uma constante a,, pequena, dependendo de n (além
da dimensao d), tal que

0<an< (2)A(2050), (4.5.20)
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teremos de fato garantida a validade de (4.5.15) e (4.5.16), de modo que

n,t,(s) 1

P(Avt ) >1—cp(r+re+ s)d exp{ — (cwan% — clgai>vtsd’2},

onde

1
(cloan— — cmai) >0, VneN,
2n

justamente devido a definicao de «,.

Reunindo esta conclusao e o fato representado pelas expressoes (4.5.13) e (4.5.14), e observando
que sdo independentes os eventos A" e B ABIE() podemos a partir das expressdes (4.5.5)
e (4.5.12) concluir que

[Covu(r, A2 < 1= (1 k;(uf— w) k(kQZ 1)>2
X (1 —cpi(r +ra+5)? exp{ — (Clo&n;n — Clgoéi)UtSd_Q})7

para quaisquer n € Ne k € [1,n], todov € Ry etodot € L§1)  NLY3) | onde 0 < uy < uy < o0,
¢ > 2ug, o, satisfaz (4.5.20) e as constantes cjg, ¢11 € ¢1o S0 estritamente positivas e dependem
apenas da dimensao d.

Escolhendo especificamente as constantes u; = 1 e us = 1+ 6, para um ¢ > 0 pequeno, e além

disso fazendo k = /n, teremos entao

¢ YA+
Covye(Ar, Ag)] < 1—(1-— —
[Covur(hr, )] < 1~ 5n )
1
X (1 — iy + 1o+ 8)* exp{ - (cloan% - clgai)vtsd_z}),
para qualquer n € N, todo v € Ry e todo t € L§ := Eﬁﬁ)én N iﬁﬂsn, onde ( > 2(14+9d)eo
conjunto L§ C (1,14 4) é tal que

2(1 + 5>), (4.5.21)

A (18) 2 (1 - 21

de acordo com (4.5.14).
Agora observe que, para qualquer € € (0, 1), existe n. € N tal que, para todo n > n.,

¢y
5{3/ﬁ+ 2n =

E.

De outra forma, podemos escrever

¢ /n(/n+1
s T E ]
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Adicionalmente, definimos

N, := max {ng, lelf;w-‘ },

¥ cio 1 clo 1
(%) " (£2NE) - 7122]\@’

de tal maneira que

cro 1 .
e portanto ay. := — —— satisfaz (4.5.20), com n = N..
P Ne C12 2N€2 ( ) ©
Levando isto em conta, e utilizando n = N, nesta ultima cota que determinamos para a

covariancia, podemos finalmente estabelecer o teorema seguinte, que apresenta entao uma outra
caracterizagdo da covariancia entre os eventos crescentes no modelo de entrelacamentos aleatorios,
conforme haviamos nos proposto a investigar. Neste teorema, as constantes ¢, c11, C12, €13 € Y16
sao estritamente positivas e dependem apenas da dimensao d.

Teorema 4.5.3. Sejam C; e C, dois subconjuntos finitos e disjuntos de Z? (d > 3), com dia-
metros respectivamente iguais a r; e ry, e afastados um do outro por uma distancia igual a s.
Considere entdo A; e A,, eventos crescentes com respeito ao processo de entrelagamentos aleato-
rios em Z?, respectivamente suportados em C; e Cy. Fixando § > 0 e ¢ > 2(1 + §), entdo para
qualquer ¢ € (0,1), definindo

. C %(\S/H—F 1) C10
e = N : < Na = €5 )
n min {n S 5% + on < 5} e max {n 2o }

teremos

N, —1 _
[Covi(Ar, A9)] < 1—(1—¢)* x (1 —cn(r + e+ S)dexp{ ~ O3 vts? 2}),

para todo v € R, e todo t € Eg C (1,14 6), desde que a distancia s seja tal que o segundo fator
do produto nesta cota seja positivo, e onde

O\ S B 2(1+9) .
n(58) 251 2

O fator elevado ao quadrado que aparece na cota estabelecida por este resultado pode ser visto,
de certa maneira, como parte do custo na estimagao que desenvolvemos quando tentamos contornar
o uso do chamado termo de sprinkling, o qual foi introduzido em [22] e utilizado por exemplo
na estimagdo construida em [14]. Observe ainda que a intencao de se diminuir o termo ¢ nesta
estimacao, sob o proposito de tornar esta cota mais precisa, provoca por outro lado uma penalizacao
bastante significativa no termo exponencial, através do consequente aumento do termo V..
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