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Resumo

Neste trabalho apresentaremos novas provas bijetivas para identidades rela-
cionadas a particoes em partes pares e distintas, generalizagcoes das identidades de Rogers-
Ramanujan entre outras. Porém o objetivo principal sera trabalhar com sobrepartigoes
de inteiros, dando a estes uma nova interpretacao em termos de matrizes de trés linhas.

Exibiremos provas bijetivas para algumas classes de sobreparticoes, apresentare-
mos um novo resultado que basicamente é identificar uma sobreparticao com partigoes
planas; sendo este o principal resultado deste trabalho. No final apresentaremos algumas
aplicagoes da representacao de particao via matrizes de duas linhas: férmulas fechadas

para algumas classes destas particoes.

Palavras chave: particoes de inteiros; sobreparticoes de inteiros; particoes

planas; séries hipergeométricas, identidades do tipo Rogers-Ramanujan.

Abstract

In this work, we present new bijective proofs for identities related to partitions
into distinct even parts, generalizations of Rogers-Ramanujan identities, among others.
The basic aim is to work with overpartitions of integers, give a new interpretation in terms
of three-line matrices. We will show bijective proofs for some classes of overpartitions. We
will present a new result that is how to identify an overpartition (with some particularities)
with plane partitions; which is one of the most important results. At the end we will
present some applications of the representation of a partition as a two-line array: closed
formulaes for some classes of these partitions.

Key words: integer partitions; overpartitions; plane partitions, hypergeomet-

ric series, Rogers-Ramanujan identities.
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Introducao

Neste trabalho forneceremos provas bijetivas para identidades envolvendo particoes e so-
breparticoes de inteiros. O principal resultado obtido é o de estabelecer uma relacao entre
sobreparticoes e partigoes planas. No capitulo 1, faremos uma rapida abordagem sobre
ferramentas que serao utilizadas neste trabalho.

No capitulo 2 vamos trabalhar de modo andlogo a referéncia [29], exibindo
provas bijetivas para particoes em partes pares e distintas, particoes em que a menor
parte é pelo menos « entre outras. Destacamos a se¢ao 2.4, que trata de generalizagoes
das identidades de Rogers-Ramanujan, e destacamos também a se¢ao 2.3 que fornece uma
interpretacao combinatéria para a identidade de Jackson-Slater. A todas essas identidades
associamos matrizes de duas linhas.

No capitulo 3, vamos tratar exclusivamente de sobreparticoes, buscando inter-
pretacoes combinatérias e provas bijetivas para algumas classes desta. A primeira secao
deste capitulo faz a associacao de sobreparticoes irrestritas de um inteiro com matrizes
de trés linhas. Uma prova bijetiva é exibida, e , embora sua demonstracao seja simples,
ela inspirard outras que virao em secoes seguintes deste capitulo.

No capitulo 4, vamos estabelecer uma imersao do conjunto de sobreparticoes
no conjunto de partigoes planas. Como uma particao, pode se representada como um
diagrama de Young em duas dimensoes, o natural, neste caso, é utilizar a representacao
tridimensional de uma particao plana, inspirada nesta construcao e em caminhos no espaco
vamos estabelecer um resultado, de forma simples ilustrando com alguns exemplos.

Finalmente, no ultimo capitulo, exibiremos uma férmula para o célculo do
numero de particoes para alguns tipos de restrigoes. Este método é desenvolvido baseado
na representacao matricial de uma particao. Mesmo sabendo que existe uma férmula re-
cursiva, usando nimeros pentagonais, que é de simples implementagao, demonstraremos
uma analoga. Isto é feito tendo em vista a diversidade das restri¢oes, de modo que tere-
mos ferramentas extremamente simples para a obtencao de tais féormulas. Em particular
obtemos férmulas para partigoes com restrigoes do tipo das encontradas na identidades

de Rogers-Ramanujan.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo inicial vamos fazer uma breve exposicao do contetido principal tratado neste

trabalho: particoes de inteiros, sobreparticoes e particoes planas, entre outros conceitos.

1.1 Particoes de um inteiro

Definicao 1.1.1 Uma particao de um inteiro n é uma soma nao ordenada de inteiros

positivos tais que \1 + Aa + ... + Ay = n. Convencionamos A\ > Ag > ... > A.

Exemplo 1.1.1 Paran =7, temos as sequintes particoes: 7, 6+1, 54+2, 5+1+1,
443, 442+1, 4+1+1+1, 34341, 3+2+2 3+2+1+1, 3+1+1+1+1,
242+2+1, 24+24+14+14+1, 2414+1+1+14+1, 1+14+14+1+1+14+1.

A funcéo geradora para o numero de partigoes irrestritas, p(n) é:

S p(n)g" = — (11)

(¢:9)

(a; @)oo = limp—oo(a; @)n

Mencionamos abaixo duas outras expressoes equivalentes para a funcao ger-

adora de partigoes irrestritas.



o0

> p(n)

e}

> p(n)

q" =
q" =

> o 2
> 1

A primeira é creditada a Euler, que aparece na obra ”Introductio in Analysis

Infinitorum”, no capitulo 16 intitulado: ”De Partitio Numerorum” ([16]).

A segunda identidade pode ser provada usando ”quadrados de Durfee”, uma

definicao que daremos em breve.

1.2 Representacao grafica de uma particao: Grafico

de Ferres e Diagrama de Young

Definicao 1.2.1 Um grdfico de Ferrers, e um diagrama de Young sao maneiras de se

representar graficamente uma particao: as partes da particao sao exibidas como linhas de

pontos ou quadrados, respectivamente.

Exemplo 1.2.1 A particao 5+4+2+2+1 € representada como:

O diagrama de Young correspondente da parti¢dao é:




As representagoes graficas de particoes sao ferramentas poderosas nas demon-

stragoes de varias identidades como por exemplo:
p(n|maior parte é m)= p(n-m|todas as partes sao < m).

Para demonstrar este fato podemos fazer uma transformacgao no grafico de Fer-
rers de uma particao, apenas removendo a primeira linha. Claramente esta transformagao
¢é invertivel, o que caracteriza a bijecao.

Outra importante identidade é:
p(n| m partes)= p(n/maior parte é m).

Podemos demonstrar essa identidade apenas usando a transformacao con-

jugacao de um grafico de Ferrers, que é trocar as linhas por colunas nesta representacao.

Exemplo 1.2.2 A conjugada da particaio 6 +5+4+2+1 é:

Muitas outras identidades podem ser obtidas por argumentos semelhantes.

1.3 Polinomios Gaussianos

Nesta secao introduzimos os conhecidos polinomios de Gauss, 0s quais possuem varias

interpretacoes combinatorias. Aqui apresentamos uma em termos de partigoes.

n
Dados n,m > 0, n > m, o niumero de m-combinacgoes de n elementos, ,
m

¢ definido como o niimero de subconjuntos de m elementos de um conjunto de n elementos.
Podemos definir um g-andlogo deste. Iremos motivar a definicao do polinomio Gaussiano
utilizando um argumento geométrico.

Sabemos que o numero de caminhos no primeiro quadrante que sai da origem e

vai para um determinado ponto, digamos, (n, m), apenas percorrendo os sentidos positivos

. , [ n+m
dos eixos x e y, é :
m



E possivel saber qual é a area abaixo da curva determinada por estes caminhos
apenas introduzindo a varidvel ¢, sendo esta designada como incremento de area. Se
denotarmos x para o movimento seguindo o eixo horizontal e y seguindo o movimento
vertical, deste modo x nao comuta com y. De fato yxr = qry, e também: yq = qy, xq = qx.
A partir disto e usando argumentos combinatorios, pode-se expandir (x +y)" ! =

(x +y)"(z +y) de ambos os lados e chegar na férmula:

no 1—q)(1—¢*...(1—q")
m 1-q¢(1=¢)...0=g ™)1 -q)(L —¢*)...(1—qm)

(1.4)

Se, por exemplo, n = m = 2, teremos 6 caminhos. Mas se além do numero,
estivermos interessados na area abaixo da curva, obtemos a funca dora: ¢° !

, cao geradora: q° +q +
2¢% + ¢+ ¢*. No caso ag® pode ser interpretado como se tivéssemos a caminhos com 4rea
igual a k.

Usando essa idéia podemos definir o polinémio Gaussiano como em (1.4), para
n>m.

No caso especial acima tém-se:

4
[2] =1+q+2¢+¢+4¢"

=] (0)

De fato o polinémio Gaussiano é uma ” ¢-generalizagao” do ntmero de com-

Pode-se provar que

binagoes. Em [5], capitulo 10, o leitor pode encontrar essas construgdes feitas em detalhes
e mais resultados acerca de polinomios Gaussianos.

A simetria, peculiar no tocante ao ntimero de combinagoes também vale no

oL

Nas referéncia [5] , demonstra-se o resultado:

caso do polinomio Gaussiano:

J

- (1+¢) = iqm(m“w [ ! ] (1.5)

1 m=0 m
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E a partir desta prova-se:

" 2
m2 n 2n
>4 - -
— m n
Vamos utilizar os argumentos acima para provar a identidade (1.3). Para tal

lancamos mao da seguinte definigao:

Definicao 1.3.1 O quadrado de Durfee de uma particao é o maior quadrado existente

no canto superior esquerdo de sua representacao grifica via grafico de Ferrers.

Exemplo 1.3.1 A particao 4 + 4+ 3 + 2+ 1, representada abaizo, possui um quadrado
de Durfee de lado 3.

Figura 1.1: Quadrado de Durfee de 4 +4+3+2+1

Utilizando a representacao do Grafico de Ferrers citada na se¢ao passada, obte-

mos funcgoes geradoras para classes de parti¢goes pelo polinomio Gaussiano.

n o0
[ ] — me‘ < m partes, cada < n —m)q".
m

n=0

Entao, dada uma particao genérica ela sempre tem um quadrado de Durfee de

lado, digamos, j.

E a funcao geradora para particoes em no maximo n partes, cada parte menor

o

Entao essa particao genérica tem a forma:

do que ou igual a n, é:



j "

n-j

A contribuicdo do quadrado de Durfee é qu.

A funcao geradora para a porcao superior é

H

Para a porcao inferior, esta é gerada por:

2]

Pela simetria e fazendo j variar na soma, tém-se:

Sl

Se tomarmos o limite, fazendo n — oo temos:

;2 o

o0 qj
; (1—q)2(1—¢q)%2...(1 —¢7)? H , 0 que prova (1.3).

Esta demonstragao pode ser encontrada em [1].
Neste trabalho, vamos fazer uso de fungoes geradoras ordinérias

de duas variaveis. No caso de particoes, essa funcao geradora sera:

Z Zp(n, m)q"z" = ; (1.6)

n=0 m=0 <Zq7 Q)OO

Onde p(n,m) é o nimero de parti¢oes de n em exatamente m partes. Nota-se
que a variavel z funciona como um contador do ntimero de partes da particao.

Outra identidade muito 1til, que generaliza (1.2), é o teorema g-binomial:



Teorema 1.3.1 (Teorema g-binomial)

Para x| < 1, |q| < 1,

o0

(a;q) nx ~(a7;q)oo
nzo = o (1.7)

Uma demonstragao analitica deste teorema pode ser vista em [5].

1.4 Sobreparticoes

Definicao 1.4.1 Uma sobreparticao de um inteiro n é uma particao de n em que a

primeira ocorréncia de uma parte pode ser marcada.

Exemplo 1.4.1 Uma sobreparticao de n = 53 ¢
8+7+7+5+5+4+3+3+3+3+2+1+1+1.

A funcao geradora para sobreparticoes é:

(= @)oo
(¢:9)0

Esta pode ser associada a equacao:

j;i _ a0 (1.8)

: (43 @)

n=

que pode ser provada via teorema g¢-binomial, colocando a = —1 e z = ¢. Ou também

combinatoriamente, notando que o termo geral do somatério é:

(“Lgng" _ (1+q)A+¢)...(L+q")2¢"
(¢ 0)n (1-g)(1=¢*)...(1-q")
Para cada n fixado, este termo geral gera sobreparticoes em que a maior parte

(1.9)

vale n, pois o fator 2 no numerador diz que temos uma parte e a sua copia, que no caso,
temos uma parte marcada e a mesma desmarcada; no denominador teremos partes nao
marcadas de 1 a n sem restrigoes.

Algumas identidades relacionadas a sobreparticoes vao ser exploradas neste

trabalho, onde estudaremos os seus aspectos combinatérias. Como por exemplo:

2?3 ]-q nq _ (6d)x
— (¢:¢")oo



O lado direito desta identidade pode ser interpretada como a fungao geradora
de sobreparti¢oes de n em partes = 1(modi).
O lado direito da identidade abaixo é a funcao geradora para sobreparticoes

em partes distintas :

(¢ Dn

> lpn+1) 2

qz
(Z—) = (—¢;9)%.
n=0

Observacgao 1.4.1 (—q;q)% gera sobreparticoes em partes distitas, porém uma parte
marcada poderd ser igual a uma desmarcada. Por exemplo hdverd 3 e 3, e assim por

diante.

1.5 Particoes Planas

Definicao 1.5.1 Uma particao plana de um inteiro n é um arranjo bi-dimensional de
inteiros positivos, A =ny 1 +nia ...+ N, onde tem-se obrigatoriamente que:
Nij = N4l Nij = Nig1j, € E Mg =1
ihj
Podemos representar particoes planas em trés dimensoes, com o chamado di-

agrama tri-dimensional de Young. Abaixo temos um exemplo:

Exemplo 1.5.1 A representacao tridimensional da particao plana de 19:

NN W

As treze particoes planas de 4 sao:

4,31, 3,22 2 211, 21, 2
1 2 1 1
1

1111, 111,
1

11, 11,
11 1
1

—_ = = =



Figura 1.2: Representacao grafica de uma particao plana de 19.

A funcao geradora para parti¢oes planas, que foi primeiramente conjecturada

por P. A. MacMahon(1916), é:

'
UG )

n=1
Uma demonstragao pode ser encontrada na referéncia [15].

1.6 Representando particoes como matrizes

Nesta secao vamos apresentar alguns métodos tratados por Santos, et al, presentes em
[29]. O objetivo é encontrar interpretagoes combinatérias para conjuntos de partigoes
utilizando matrizes de duas linhas. Faremos uso desta idéia no presente trabalho, dando
énfase ao conjunto de sobreparticoes, o qual o caracterizaremos como matrizes de 3 linhas
com certas restrigoes.

Considerando o conjunto Ay ; = {c¢;k + dij|c, dp > 0}, em [29], Santos et al,

provaram os seguintes resultados:

10



Teorema 1.6.1 Seja f(n), o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma ANy + o+ ...+ As, com N\, = ¢,k 4+ dyj, cs = 0 para N\, e M\yi1 partes consecutivas,

Ct = Ct+41 + dt+1 entao:

o0 n 0 qkn
Z;ﬂMQ—Z;G;%;. (1.11)

Teorema 1.6.2 O numero de particoes irrestritas de um dado inteiro positivo n € igual

ao numero de matrizes de duas linhas da forma:

Ap: Cit Cop ... Cg—1 Cg
dy dy ... ds—1 dg

comcs =0, ec; =1 + diyy.

Observando as restrigoes é facil encontrar ¢; em funcao de d;, de modo que a

matriz A, pode ser escrita como:

A tdstdy dytditds o 0dy 0
P d do oo dey

Notemos que para uma particao A = A\ + Ay + A3 + ... A\i,temos obrigatoria-

mente:

(

di = AM—X
dy = Ao — A3

dp—1 = Me—1— Mg
d, = A

De modo que se tomarmos uma particao com k partes, A = A\ +Xa+A5+... Ag,

\

e tomando os d's como descrito acima,teremos:

(A +dytds... +dy = N
d2+d3+dk - /\2
di—1 = A1

dy, — A\

11



De modo que fica facil compreender que, dada uma certa particao A, esta é

unicamente determinada por d;.

Por exemplo, a particao 91 4+ 90 + 79 + 40 + 13 + 2 é associada a matriz:

90 79 40 13 2 O
1 11 39 27 11 2

12



Capitulo 2

Provas combinatoérias para

identidades envolvendo particoes

Introducao

Neste capitulo trabalharemos com interpretacoes combinatérias para algumas
identidades que podem ser relacionadas a partigoes de inteiros. Vamos proceder de forma
andloga ao que feito em [29], buscando interpretagoes combinatérias para identidades
em termos de matrizes de duas linhas. Interpretaremos combinatoriamente indentidades
como certas classes de particoes como por exemplo: as partes sendo pelo menos «, em
partes pares e distintas, entre outras.

Na segao 2.3 daremos uma interpretagao combinatéria para a conhecida iden-
tidade de Jackson-Slater, e a secao 2.4 ira fornecer interpretagoes para generalizagoes das
duas identidades de Rogers-Ramanujan. A forma com que foi concebida esta general-
izacao ¢ absolutamente trivial, porém, a interpretacao, que é feita de forma cuidadosa, é

muito interessante.

2.1 Prova bijetiva envolvendo particoes em partes

pelo menos «

Nesta secao trabalharemos com identidades envolvendo parti¢oes em que a menor parte
é pelo menos «. Esta interpretagdo generaliza a que foi feita em [29] para partigoes
irrestritas, bastando tomar av = 1 para tal.

Utilizando a férmula fechada para o calculo do ntimero de particoes irrestritas

13



dada no quinto capitulo, podemos encontrar uma férmula para o nimero de particoes em
que a menor parte é pelo menos a.

Consideremos a equacao abaixo:

o an 1

4 _
—~ (0,00 (0*0)o’ 21)

n

Este é um caso particular dado pelo teorema g-binomial(1.7), fazendo a = 0, e b = ¢*.
Certamente (2.1) é a fungao geradora para parti¢oes de n em que cada parte
¢ maior do que ou igual a .
Introduzimos os parametros j e k no lado esquerdo da identidade (2.1), a fim

de obter uma interpretacao combinatéria nos padroes de matrizes de duas linhas.

Teorema 2.1.1 Seja f1(n) o numero de parti¢oes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Ao+ ...+ Xs, com N\ = ¢tk +dyj, cs = « e para Ay e A1 partes consecutivas,

¢ = Cpy1 + diyq entao:

an

o o k
q
fi(n)g" = — (2.2)
; ; (475 ¢")n
Demonstragao:
Denotamos por fi(m,n) o numero de partiges enumeradas por fi(n) e tendo
exatamente m partes.

A simples relagao abaixo é satisfeita por fi(m,n):

film,n) = film,n—km+k—j)+ fi(m—1,n— ak) (2.3)

A fim de provar (2.3), consideremos estes conjuntos disjuntos de partigoes:

A. Aquelas em que dg > 0.

B. Aquelas em que ak é parte.

Para aquelas no conjunto A, subtraimos j da menor parte e k das outras,
assim teremos partigdes de n — k(m — 1) — j em m partes, que sdo enumeradas por
film,n —km+k — j).

E para aquelas particoes do conjunto B, removemos a parte ak e teremos
particoes de n — ak em m — 1 partes.

Definimos:
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F(z,q) = Z Z fi(m,n)z"q"

n=0 m=0

Por (2.3) temos:

F(z,q) = Z Z film,n—km+k—j)z"q" + Z Z film —1,n—ak)z™q"

n=0 m=0 n=0 m=0

=¢ "> N filmon—km+k — j)(2¢")"q R

n=0 m=0

+2q°* Z Z fi(m —1,n — ak)(z)™ g" k.

n=0 m=0

Considerando h(m,q) = Zfl(m, n)q", entao F(z,q) = Zh(mq)z”, deste
n=0 n=0

modo:

> h(n,q)z" = ¢F Y h(n,q)(2q")" + 2¢°* Y h(n,q)2".
n=0 n=0

n=0

Temos a equacao funcional:

F(z,q) = ¢ "F(2¢",q) + 2¢** F(z, q); (2.4)

e comparando os coeficientes de z" temos:

h(n,q) = ¢ **h(n,q) + ¢**h(n — 1,q), podemos colocar esta equacio na

seguinte forma:

qakh(n/_-17Q)

W, @) = "= =)

Fazendo n iteragoes e observando que h(0,q) = 1, teremos:

qank
i, 0) = (¢, ¢*)n
Logo, . . )
n qTLOé Z?’L
F(z,q) =) h(n,q)2" =) ()
n=0 n=0 ! n

15



Tomando z = 1, temos o resultado:
o o0 qnak
F(l,q) = Z fi(n)g" = Z W; o que demonstra o teorema.
459" )n
n=0 n=0

Escrevendo o teorema na notagao matricial tém-se:

Teorema 2.1.2 A funcdo geradora para matrizes da forma:

Cl><l€ CQXk Cng CSX/{
d1Xj dQXj ngj dsz

com s = @, € ¢ = i1 + dyr1 € dada por:

nak

F(l,q) =) fn)g" =) (;7%

n=0

Para j = k =1, temos o corolario:

Corolario 2.1.1 O numero de particoes de n em que as partes sao pelo menos « € igual

ao numero de matrizes da forma:

Ci Cp C3 ... Cg
di dy dz ... d
com ¢y = Q, € ¢ = Cep1 + dig1

Demonstragao:

Para estabelecer uma bijecao entre uma dada particao e uma matriz do tipo

acima, consideremos:

Seja A = A1 + Ao + ... + A, uma particao de n em que as partes sao maiores

ou iguais a a.

Notemos que para a dada restricao a matriz que representa a particao sera:

d2+d3...+dS+Oé d3+d4...+ds—|—0( d4...+ds+Oé N 8
dl d2 d3 ds

16



Logo:
di = M—X

dy = Jda— A3

ds—l = )\s—l - )\s
de = d—

Assim para cada particao A\ = A + A2 + ... + A, ela fica completamente
determinada pelos d's, o que caracteriza a bijecao.
Daremos a seguir alguns exemplos de particoes deste tipo e suas respectivas

representacoes matriciais.

Exemplo 2.1.1 Seja A =43+ 12+ 846+ 4+ 4+ 3, a sua representacao sequindo os

teoremas acima, serd
12 8 6 4 4 3 1
31 4 2 2 01 2

Exemplo 2.1.2 Paran =10 e a = 2, temos:

2 4 2 2

10 444+2
8 020
2 2 3 3 2

8+2 4+3+2
6 0 1 01

3 2 2 2 2 2
7+3 4+2+2+2
4 1 2000
2 2 2 3 2 2
6+2+2 3+3+2+2
4 0 0 010

2 2 2 2 2 2
0 242424242

3
O+3+2 (
2
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2.2 Prova bijetiva envolvendo particoes em partes

pares e distintas

Nesta secao trabalharemos com uma identidade que envolve partigoes em partes pares
e distintas. Uma interpretacao para particoes em partes pares e outra para particoes
em partes distintas foi dada em [29]. A maneira que procedemos nesta se¢do nao foi
a de compilar as duas nesta apresentada, mas utilizando a fungao geradora explicitada
abaixo encontramos uma nova interpretacao com matrizes de duas linhas. A bijecao
encontrada a partir desta interpretacao, como era de se esperar, mistura elementos das
duas interpretacoes fornecidas em [29].

A segunda identidade a ser analisada neste capitulo é:

> ‘-’” ) (2.5)

n=

Claramente, o lado direito desta identidade é a funcao geradora para particoes

em partes pares e distintas.

Teorema 2.2.1 Seja fo(n) o nimero de partigoes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Ao+ ...+ A5, com Ny = ¢k + dij, ¢ = 2, para Ay e \i11 partes consecutivas,

¢ = 2+ dyy1 entao:

n—i—n

N fan)d” Z - (2.6)

n=0 n:0
Demonstragao:
Denotamos por fs(m,n) o numero de partiges enumeradas por fo(n) e tendo
exatamente m partes.

A relagao abaixo ¢é satisfeita por fo(m,n):

fa(m,n) = fo(m,n — 2km + 2k — 2j) + fo(m — 1,n — 2k) (2.7)

Para provar (2.7), consideremos estes conjuntos disjuntos de partigoes:
A. Aquelas em que dg > 0.
B. Aquelas em que 2k é parte.

18



Para particoes no conjunto A, subtraimos 2j da menor parte e 2k das outras,
assim teremos partigoes de n — 2k(m — 1) — 2§ em m partes, que sdo enumeradas por
fo(m,n — 2km + 2k — 2j).

Por conseguinte, para particoes do conjunto B, removemos a parte 2k e teremos
partigdes de n — 2k em m — 1 partes; o que demonstra (2.7).

Definimos:

NE
M8

F(z,q) = fa(m,n)2"q"

3
Il
(en)
3
]
o

Por (2.7) temos:

F(z,q) = Z Z fg(m,n—ka+2k—2j)zmq"—|—Z Z fo(m—=1,n—2k)z"q"

=0 m=

o

3

n=0 m=0
_ q2j—2k Z Z fQ(m, n — 2km + 2k — 2j)(zqk:)mqn—2km+2kz—2j
n=0 m=0
+2q?* Y 0N folm = 1,n = 2k)(2)" ",
n=0 m=0

Considerando h(m,q) = Zf(m,n)q”, entdo F(z,q) = Zh(n, q)z", deste
n=0 n=0

modo:

> h(n,q)z" = ¢ h(n,q)(z¢”)" + 2¢°F Y hin, q)2".
n=0 n=0

n=0

Temos a equacao funcional:

F(z,q) = ¢¥7*F(2¢*, q) + 2¢°" F (2¢**, q) (2.8)

Comparando os coeficientes de 2™ temos:

h(n,q) = ¢¥ =2k h(n, q) + ¢**h(n — 1, q), podemos colocar esta equacio na
seguinte forma:

q2kh’(n B 17 Q)

h(n,q) = (1 — g% —2k+2kny’

Fazendo n iteragoes e observando que h(0,q) = 1, teremos:
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q(2n+1)k
h(n,q) =

(4% %% )
Logo,
0 (n24n)k n
) = S s = 3
— (¢%;¢°

Fazendo z = 1, temos o resultado:

n

oo oo anr
:ng(n Z (q%: 4%,
n=0

n:O

Analogamente, agora de posse da equagcao funcional (2.8), poderemos encontrar
o numero fo(n) utilizando matrizes de duas linhas. Reescrevendo o teorema acima na

forma matricial, teremos:

Teorema 2.2.2 A funcao geradora para matrizes da forma:

g Xk coxk csxk ... csxk
dyXj dyxj d3xyj ... dsXxX]J

com cs =2, ec; =2+ dyyq € dada por:

n+n

:;fﬂ” Z 323 ),

n:0

Para um caso particular, j = k = 1, temos:

Corolario 2.2.1 O numero de particoes de n em que as partes sao pares e distintas €

tgual ao numero de matrizes da forma:

Ci Cp C3 ... Cg
di dy ds ... d
comcs =2, ¢t =2+ di1, edy € par, t €{1,s}.

Demonstracgao:

Para estabelecer uma bije¢ao entre uma dada particao em partes pares e dis-
tintas e uma matriz do tipo acima, consideremos

A=A+ X+ ...+ A, uma particao de n do tipo descrito acima.

Notemos que para a dada restricao a matriz que representa a particao sera:
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24+2dy 242d3 ... 2+4+2d; 2
dy dy coe o dsy dy

Assim

do—g = Ng—3 — 2Xg_o + 4Xs_1 — 4)s + 2
ds—9 = Ng—g — 21 +2)X; — 2

ds—1 = As—1— As

ds = Ag — 2

E por recursao podemos encontrar dy, ds,..., ds todos em funcao dos \'s. Assim
para cada particao A = A\ + Aa + ...+ A, esta fica completamente determinada pelos d's.

A partir desta representacao matricial, dada uma particao podemos encontrar
a sua matriz correspondente e vice-versa.

Daremos a seguir alguns exemplos de particoes em partes pares e distintas e

suas respectivas representacoes matriciais.

Exemplo 2.2.1 Para A = 42+ 40 + 36 + 32 + 28 + 26 + 20 + 12 + 10 + 4 + 2, temos a

representacao matricial:

20 22 16 18 12 16 6 8 4 2 2
22 18 20 14 16 10 14 4 6 2 0

Exemplo 2.2.2 Para n = 20, temos:

2 6 2
20 14 46
18 8 4
2 2 8§ 2
18 + 2 12 + 8
(16 o) (4 6>
4 2 8 2 2
16 + 4 10 + 8 + 2
12 2 2 6 0
4 22 44 2
14+ 4 +2 1046+ 4
10 2 0 6 2 2
6 2 2 8 2 2
12+ 6+ 2 10 + 8 + 2
6 4 0 2 6 0
44 2 2 4 2 2
1046+ 4 8+6+4+2
6 2 2 6220
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2.3 Uma interpretacao combinatdria para a identi-

dade de Jackson-Slater

Nesta secao trabalharemos com a conhecida identidade de Jackson-Slater. Esta pode
ser interpretada combinatoriamente em termos de particoes. Nosso objetivo sera o de
encontrar novas interpretacoes combinatorias para esta identidade utilizando matrizes de

duas linhas. Segue a identidade abaixo:

o

¢ (@07 4% )0 4" 6% 29)
— (4, 9)an (4 @)oo

n

Esta sendo publicada primeiramente por Jackson em 1928 na péagina 170 de
[17]. Esta identidade é mais conhecida como a equagao 39 de Slater([32]).

O coeficiente de ¢" da equacao acima pode ser interpretado como o ntimero de
particoes de n em partes congruentes a 2,3,4,5,11,12,13,14;mdédulo 16.

O teorema abaixo fornecerd uma interpretacao combinatéria para a identidade

(2.9):

Teorema 2.3.1 Seja f5(n) o nimero de partigées de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Ao + ...+ A5, com N\ = ¢tk +dij, 2 < cs < 2+ dg, para Ny e A\yq partes

consecutivas, ¢; > 4+ ¢ + 2diy1 entao:

00 . 0o q%nz
HZ:O fa(m)g" =>_ T (2.10)

n=0 n

Demonstracao:
Denotamos por f3(m,n) o nimero de partigoes enumeradas por f3(n) e tendo
exatamente m partes.

A relagao abaixo é satisfeita por f3(m,n):

fa(m,n) = fs(m,n —2km — j +2k) + fs(m,n — 2km — j + k) (2.11)
—fs(m,n — 4km — 2j + 3k) + fs(m — 1,n — 4km — 2k)

Para provar esta relagao vamos dispor destes trés conjuntos disjuntos:
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A. Particoes em que ds # 0 e ¢, = 2.
B. Particoes em que ¢; > 2+ ds e dgs > 0.
C. Particoes em que (2k) é parte.

Para aquelas no conjunto A, subtraimos j da menor parte e 2k das outras,
assim teremos partigdes de n — 2k(m — 1) — j em m partes, que sdo contadas por
fs(m,n —km+k — j).

Para aquelas particoes do conjunto B subtraimos j + k£ da menor parte e 2k
das restantes, ficando parti¢oes de n — j + k — 2k(m — 1) em m partes que sao contadas
por fs(m,n — 2km — j + k). Notemos que para estas parti¢coes temos que retirar as
particoes de n — j + k — 2k(m — 1) nas quais é possivel subtrair j da menor parte e
por conseguinte 4k de todas as partes, logo as particoes do tipo B. sao enumeradas por:
fs(m,n —2km — j+ k) — fs(m,n — 4km — 25 + 3k)

Finalmente para as particoes do conjunto C, subtraimos a parte 2k e 4k das
outras ficando com partigoes de n + 2k — 4km em m — 1 partes, que sao enumeradas por:
fa(m —1,n — 4km — 2k)

Tendo provado a relagao acima, podemos definir:

_ qu2k Z Z fg(m, n — 2km — j+ 2k>(2q2k)mqn72km+2k7j

n=0 m=0

_i_quk Z Z fg(m, n — 2km —j + k)(quk)mqankm+k7j

n=0 m=0
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YD Falmn = 2k — j 4 k) (2g) g

n=0 m=0

+2q? Z Z fa(m —1,n — 4km — 2k)(z)™ g Hm=2k,

n=0 m=0

Considerando h(m, q) Z fs(m,n)q", entdo F(z,q) Z h(n,q)z

deste modo:

D h(n,g)2" = ¢ > hn,q)(z¢”)" + > h(n, q)(2¢*
n=0 n=0 n=0

—*> h(n, @) (2¢")" + 247 Y h(n, q)(2¢"™)"
n=0

n=0

Assim , tém-se a equacao funcional:

F(z,q) = qj_%F(zq%, q) + qj_kF(zq%, q) — qu_?’le(Z(]%7 q) + zq2kF(zq4k, q). (2.12)

Comparando os coeficientes de 2™ temos:

h(n, C]) — qj+2k(”_1)h(n, C]) + qj+k(2”_1)h(n, (]) . q2j+k(4”_3)h(n, q)
+q*" " h(n — 1,q).

Fazendo n iteragoes e observando que h(0,q) = 1, temos:

q2kn
") =
L0g07 i i qanQZn
F(z,q) =) h(n,q)z" = .
n=0 n=0 (q]a q )2n

Fazendo z = 1, temos o resultado:

o o0 q2kn2
= E f3(n)qn = § TN
n=0 n=0 (qj’ qk)Qn
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Observacao 2.3.1 Pode-se encontrar uma regra de vizinhanc¢a andloga a enunciada no

teorema acima. FEsta regra pode ser descrita como: para Ay e \y11 partes consecutivas,

s—t

Ct22+#x4+zdt+k;

k=0
onde # € o numero de partes.

Enunciando o teorema anterior na sua forma matricial, temos:

Teorema 2.3.2 A funcdo geradora para matrizes da forma:

Cl><l€ CQXk C3Xk CSX]{I
dyXj doxj d3xj ... dsxXj

com2+ds>cs > 2, ec; >4+ 2diq + ¢y € dada por:

kn?2

FLg) =3 filma =3

(7 4%)on

n=0

2.4 Provas bijetivas para generalizacoes das identi-

dades de Rogers-Ramanujan

Em [29], foi fornecida uma nova interpretagdo combinatéria para as identidades de Rogers-
Ramanujan. Nosso objetivo é generalizar essa interpretacao.

As identidades de Rogers-Ramanujan generalizadas sao:

o cn 2
qln 1
—— = — —— (2.13)
0 (@) (450%)oo(q¥; 470
0 (@ ad)n (%5700 ) '

Onde o lado direito da primeira é a funcao geradora para particoes com partes

congruentes a i e 47 médulo 5i.

O lado direito da segunda é a fungao geradora para partigcoes com partes con-

gruentes a 2i e 3¢ modulo 5.
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Uma aplicacao muito interessante é que podemos fazer uso desta intepretacao
a fim de encontrar férmulas fechadas para o célculo do nimero de particoes com as
restricoes de que as partes sao congruentes a 2¢ e 3t modulo 5 ou partes congruentes a ¢
e 47 modulo 5i. Isto sera objeto e estudo do quinto capitulo, que é devotado a encontrar

férmulas fechadas para classes de particoes.

2.4.1 Interpretagao combinatdria para a primeira identidade

Para o caso de ¢ = 1 essas identidades recaem nos casos cléssicos da primeira e segunda
identidades de Rogers-Ramanujan.

O teorema seguinte nos fornece uma interpretacao combinatorial para a gen-
eralizacao da primeira identidade de Rogers-Ramanujan. Tal interpretacao ¢ importante
pois ela nos da regras de vizinhanca para particoes em que as partes sao congruas a ¢ € a

47 médulo 5.

Teorema 2.4.1 Seja fi(n) o numero de parti¢oes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Ao+ ...+ As, com N\ = ¢tk + dyj, ¢s =1, para Ny e \y11 partes consecutivas,

¢ = 21+ ¢py1 + diyq entao:

[ee) o0 qkin2
fa(n)g" =y ———
2 2 T,

(2.15)

Demonstragao:
Denotamos por fy(m,n) o nimero de partigoes enumeradas por f4(n) e tendo
exatamente m partes.

A relagao abaixo é satisfeita por fy(m,n):

falm,n) = falm,n — kim + ki — ji) + folm — 1,n — 2kim + ki). (2.16)

A fim de provar (2.16), consideremos estes conjuntos disjuntos de partigdes:
A. Aquelas em que dg > 0.

B. Aquelas em que ki é parte.
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Para as particoes no conjunto A, subtraimos ji da menor parte e ki das outras,
assim teremos partigdes de n — ki(m — 1) — ji em m partes, que sdo enumeradas por
fa(m,n — kim + ki — ji).

Para aquelas partigoes do conjunto B, removemos a parte ki e subtraimos 2kz
das outras, assim teremos particoes de n —2kim+ ki em m — 1 partes, que sao enumeradas
por fi(m —1,n — 2kim + ki)

Definimos:

F(qu) = Z Z f4(m’n)zmqn

Por (2.16) temos:

F(z,q) = Z Z fa(m,n — kim + ki — ji)z"q" +

n=0 m=0

i i f(m —1,n—2kim + ki)z"q¢" =

n=0 m=0

n=0 m=0

quci Z Z f4(m —1,n — 2kim + ki)(zq2ki>qn72kim+ki

n=0 m=0

Considerando h(n, q) = Z fa(m,n)q", entdo F(z,q) = Z h(n,q)z", de modo
m=0

n=0
que,

D h(n,g)2" ="My h(n,q)(2¢")" + 2¢" Y h(n,q)(z¢")".
n=0 n=0

n=0

Temos a equacao funcional:

F(z,q) = ¢ "F(2¢",q) + 24" F(2¢*", q). (2.17)

Comparando os coeficientes de 2™ temos:
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h(n,q) = ¢ F ki h(n, q) + ¢*h(n —1,q)

Fazendo n iteragoes e observando que h(0,q) = 1, teremos:

kin?

q

hln, @) = (g, q™%),,

Logo,

o0

qin
Zhnq i . zk:
= (q754%)n

Fazendo z = 1, temos o resultado:

F(l,q) =) fan)q"=>_ (q(j—q@

n=

Podemos reescrever o teorema acima na notagao matricial:

Teorema 2.4.2 A funcdo geradora para matrizes da forma:

(clxk o Xk c3xk ... csxk:>
Q3 =

dyxj doxyj d3xj ... dgx)
com cg =1, ¢t =20+ 1 +di1 e dy =iy, € dada por:

:nZ:%f4(n Z qu qzk

n=0

Para 5 = k =1, temos o corolario:

Corolario 2.4.1 O numero de particoes de n em que as partes sao congruentes a v e 41

modulo 5i € igual ao nimero de matrizes da forma:

Ci C €3 ... Cg
0 =
di do ds ... d,
com cs =1, dy = 1l, onde [ € um inteiro nao negativo, ¢; = 21 + cipq1 + diyq.

Daremos a seguir alguns exemplos de particoes deste tipo e suas respectivas

representacoes matriciais.
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Exemplo 2.4.1 Para1= 2, temos a equacao:
(% ¢H)n (% 09)s0(¢® ¢’

n=0

O coeficiente de ¢q" nesta identidade pode ser interpretado como o niumero de
parti¢oes de n em partes congruentes a 2 e a 8 modulo 10.

Para n = 20 temos:

2
18+ 2
12
6 2
12+ 8
12 0
8 2
124+24+24+242
8 2
10 2
8+8+2+2
4 4
12 2
8+2+2+2+2+2
0 6
10 6 2
24+24+24+2424+24+24+2+24+2 (2 0 0)

2.4.2 Interpretacao combinatoéria para a segunda identidade

Agora interpretaremos combinatorialmente a generalizagdo da segunda identidade de

Rogers-Ramanujan:

Teorema 2.4.3 Seja f5(n) o numero de parti¢oes de n em partes pertencentes a Ay ; da
forma Ay + Ao+ ...+ Ag, com N\ = ¢tk + dyj, cs = 20, para Ay e M\iyq partes consecutivas,

¢ = 21+ ¢py1 + diyy entao:

= w0 (475 0%)n

A demonstragao do teorema acima é analoga ao teorema2.4.1 e a omitiremos.

Novamente reescrevendo na forma matricial o teorema anterior, temos:
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Teorema 2.4.4 A funcdao geradora para matrizes da forma:

O = cg Xk coxk c3xk ... csxk
’ diXj doxj d3xj ... dgxj
com cs = 2t, ¢; = 21+ ¢4 + disq, € dada por:
OO > ki(n?+n)
n q
F(l,Q):Zfs(n)q :Z”—Zk
n=0 n=0 (q 4q )n

Para j = k =1, temos o coroldrio:

Corolario 2.4.2 O numero de particoes de n em que as partes sao congruentes a 21 e 3i

modulo i € igual ao numero de matrizes da forma:

€1 Cy €3 ... Cg
0 1 C2 C3
di dy dsz ... d
com cs =21, ¢; = 20+ g+ dpyq.

Por fim daremos alguns exemplos de particoes deste tipo e suas respectivas

representacoes matriciais.

Exemplo 2.4.2 Para1= 2, tem-se a equac¢ao:

2(n2+n) 1

oo q B .
Z (qZ7 q2)n (q4; qlo)oo<q6; QIO)OO’

onde as partes em que as partes sao congruentes a 4 e 6 modulo 10.

Abaixzo temos a tabela para n =20 e i = 2:

4
16 +4
8 4
1446
8 0
10 4
6+6+4+4
4 2
12 4
4+4+4+4
0 4
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Capitulo 3

Interpretacoes combinatorias para
identidades envolvendo

sobreparticoes

Introducao

Neste capitulo vamos trabalhar com sobreparti¢coes. Algumas identidades serao
exploradas a fim de encontrar, de forma analoga ao capitulo anterior, interpretacoes com-
binatorias para tais. Cada identidade é associada a uma classe de sobreparticoes de
inteiros. Nosso objetivo é encontrar interpretagoes para cada classe dessas sobrepartigoes
como matrizes de 3 linhas.

Este capitulo serd dividido em segoes em que cada trata de uma identidade
especifica. A primeira secao, e também a mais importante nos fornece uma interpretacao
combinatoéria para uma identidade que é relacionada a sobrepartigoes irrestritas.

A partir desta, no capitulo seguinte encontraremos um forma de imergir o
conjunto de sobrepartigdes no conjunto de partigdes planas. Os resultados aqui encon-
trados sao os que garantem esta imersao, sendo que esta é obtida olhando para uma
representacao grafica, tri-dimensional, da representagao matricial da dada sobreparticao.
Desta forma podemos ”ver”uma sobreparticio como uma particao plana; sendo este o
principal resultado deste trabalho.

Nas outras secoes, outras identidades serao exploradas e novas interpretacoes
serao fornecidas. Dentre estas estao envolvidas sobreparticoes em partes pares, partes
pares e distintas, dentre outras. Muitas identidades e inspiracoes deste capitulo foram
obtidas dos trabalhos de Lovejoy, J. ([18], [19], [20], [21], [22] e [23]).
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3.1 Sobreparticoes irrestritas

Nesta se¢ao devotada a sobreparticoes irrestritas, buscaremos interpretagoes combinatoérias

em termos de matrizes de trés linhas.

A identidade utilizada aqui pode ser obtida como um caso particular do teo-
rema ¢-binomial. Esta se¢ao ¢ de vital importancia para o restante do trabalho, pois para
muitas classes de sobreparticoes, a interpretacao encontrada aqui se revela muito util e
uma facil ferramenta para se obter outras mais arrojadas que esta.

Dada uma sobreparticao u = p1 + po + ... + s, onde a primeira ocorréncia
de p; pode ser marcada, veremos cada parte p; desta sobreparticao como uma soma p; =
¢ + d; + 4, onde ¢4, dy, e; sao inteiros nao negativos. Esta é uma forma de fazer analogia
em que cada parte de uma partigao pode ser vista como um vetor com trés componentes,
no caso c;k+d;j+ek. Esta analogia se torna muito séria quando se estabelece bijecoes

entre matrizes de trés linhas e sobrepartigoes.

Counsideremos a identidade:

- _17 n " 4 4)oo
Z( Wnd" _ (09 (3.1)
— (¢ 9n (45 9)oo

Esta pode ser provada via teorema g-binomial(1.7), colocando b = ¢ e
a=—1.

Como dito no primeiro capitulo, o lado direito é a funcao geradora para so-

breparticoes de n. Introduzindo os parametros j e k, na soma da identidade 3.1 obtemos:

- (_qu)nqkn
2 (@, q" )

n
n=0 ’

Definimos o conjunto A, ;z = {ck + dj + ek|; ¢, d, e > 0}.

Teorema 3.1.1 Seja s(n) o niimero de sobreparticoes de n em partes pertencentes a Ay, ;
da forma piy + fio + ... + fs, com py = cik +dj + ek, ep =iy, iy = 0ou 1, c5+ e, =1,

e [yr1 partes consecutivas, ¢y = crpq + diy1 — iy, entao:

n

S s =3 L (52)
(¢7; ¢%)

n=0 n=0 ! n
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Demonstracgao:
Denotamos por s(m,n) o nimero de sobreparticoes enumeradas por s(n) e
tendo exatamente m partes.

A relagao abaixo é satisfeita por s(m,n):

s(myn) =s(mn—km+k—j)+sim—1n—k)+s(m—1,n—k—km) (3.3)

Consideremos estes conjuntos disjuntos de partigoes:
A. Aquelas em que dg; > 0.

B. Aquelas em que k é parte.

C. Aquelas em que k é parte.

Para aquelas no conjunto A, subtraimos j da menor parte e k das outras,
assim teremos particoes de n — k(m — 1) — j em m partes, que sdo enumeradas por
s(m,n—km+k —j).

Para aquelas partigoes do conjunto B, em que apenas k é parte, removemos a
parte k e teremos particoes de n — k em m — 1 partes.

Finalmente para aquelas em que, k é parte, removemos esta parte e k das
demais, sendo estas enumeradas por s(m — 1,n — k — km).

Definimos:
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Considerando h(m,q) = Z s(m , entao F(z,q) Z h(n,q)z
n=0

> h(n,q)z" = ¢ " h(n, q)(2¢")"+
n=0

n=0

2" h(n,q)2" + 2¢" Y h(n,q)(2q")".

Deste modo, temos a equacao funcional:

F(z,9) = ¢ "F(2¢",q) + 2¢"F(2,q) + 2¢"F(2¢", q) (3.4)

e comparando os coeficientes de 2" temos:

h(n,q) = ¢ *h(n,q) + ¢*h(n —1,q) + ¢**"h(n — 1,q), podemos colocar esta

equacao na seguinte forma:

¢"h(n —1,q9) + ¢"™*"h(n —1,q)

)= (1)

Fazendo n iteragoes e observando que h(0,q) = 1, teremos:

_17 qk nqkn
hn,q) =
(¢, d")n
Logo,
9 1 .
- Sz = 35 CRR
n=0
Fazendo z = 1, temos:
e = (-1 q nq
F(1,q) = Z s(n Z : 0 que demonstra o teorema.
n=0 n=0

Inferimos o parametro k£ para que se possa encontrar uma bijecao entre o con-

junto de sobreparticoes irrestritas e um conjunto de matrizes de trés linhas. Enunciaremos

agora o teorema acima na sua forma matricial:
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Teorema 3.1.2 A funcdao geradora para matrizes da forma:

C1Xk CQXk C3X]€... CSXI{}
le dIXj dQXj ngj dSXj
€1><];3 BQXE €3XE’... GSX];?

comcs+es=1,¢e =1,4=0o0ul, ¢, =c1+di1 — 1y € dada por:
nk

F(l,q) =) s(n)g" = Z%

Para j = k = 1, temos o corolario:

Corolario 3.1.1 O numero de sobreparticoes de n € igual ao niumero de matrizes da

forma:

Ci Co C3 ... Cg
AS - d1 d2 d3 . ds
€1 €2 €3 ... €5

comcs+es=1,¢e,=00ul, iy, =0o0ul, ¢; =crp1+ diyy — iy,

n:ZCt+Zdt+th

Observacao 3.1.1 Temos obrigatoriamente que impor:

Se ;e 1 sao partes consecutivas sendo ambas marcadas, 1 = 1, entdo
Cy = 0.

A razao pela qual € que o ¢; correspondente teria que ser negativo, o que nao
¢ correto pois coeficientes negativos nao fazem parte do conjunto A,%,;.

Para ilustrar essa situacao considere a sobreparticao 341, a sua representacdo

matricial, a priori, ficaria:
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Porém, pela nossa imposicao temos a correta representacao de 3 + 1:

= NN O
= o O

demonstracao do corolario:

Para estabelecer uma bijecao entre uma dada sobreparticao e uma matriz de
trés linhas do tipo acima, tomemos:

=1+ pe + ...+ ps uma sobreparticao de n .

Observemos que ¢ € 1 se u; nao estd marcada e e, = 1 caso contrario.

Inserimos o parametro ¢ de forma que ¢; = ¢;1 + dyr1 — ¢; notemos que i; = 0
se \; nao é marcada e i; = 1 caso contrario.

Assim A; = a, ou A, = b, onde

l+do+...+j1+...4+jsc1 .. 1+ds+js1 1
as = dy ds—1 ds
e1 €s_1
do+...+i1+...+ig-1 ... ds+is_1 O
bs = dy ds_1 d
el €s_1 1

Ou seja uma sobreparticao tem uma representacao matricial a, se a ultima
parte ¢ marcada ou by caso contrario. Pode-se ver que as duas cumprem as regras de
vizinhanga estabelecidas no corolario, e que facilmente uma dada matriz que segue estas
condigoes determina uma unica sobreparticao. O exemplo abaixo ilustra o fato de como

uma sobreparticao pode ser vista como uma matriz de trés linhas.

Exemplo 3.1.1 Para A =20+20+20+18+14+11+11+7+6+5+5+4+3+2+1+1,

temos:

36



19 20 18 14 10 10 7 6 4 4 4 3 2 0 0 1
Ag = 0o 0 2 4 4 0 41201112200
10 0 0 0 1 00O01O0O0O0O0OT1F©O0

A matriz correspodente a sobreparticio \, com 11 = g = 119 = 15 = 1 € 0

restante dos i's sendo 0.

Abaixo segue uma tabela para n = 4 e suas respectivas representagoes matri-

clais.

1
4 3
0
11
3+1 2 0
0 0
2 1
2+2 01
0 0
1 11
2+1+1 1 00
000

11 1
1+1+1+1 0 0 0
0 0 0

S W o= N O
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00
3+1 2 0
11
11
2+2 0 1
10
011
2+1+1 1 00
1 00
0 01
2+1+1 1 00
1 10
0111
I+1+1+1 0000
1 000

3.2 Sobrepartigoes com partes = (Imod;)

Nesta secao vamos trabalhar com generalizacoes de conjuntos de sobreparticoes. E claro
que para [ = ¢ = 1 temos sobreparticoes em partes irrestritas.

No caso i@ = 2 e [ = 1 temos sobreparticoes em partes impares, sendo este
um caso interessante no qual se tem uma interpretacao combinatoria bastante simples.
Em [25], Ribeiro,A. forneceu uma interessante interpretacao, em termos de matrizes de
trés linhas, para esta classe. Também encontraremos uma interpretagao, porém de forma
distinta.

A idéia original fora a de fazer uma mudanca de varidveis do tipo ¢ — ¢* no
teorema ¢-binomial (1.7) e considerar z = ¢' e a = —1, a fim de buscar uma interpretacao
para a nova identidade.

Consideremos a seguinte identidade:

i (—(; q;z;jl” _ () (3.5)

L. i
— (¢ 0o
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O lado direito desta identidade pode ser interpretada como a fungao geradora
de sobreparti¢oes de n em partes = (lmodsi).

O teorema abaixo fornece uma nova interpretacao combinatdria para a o caso
=1

Teorema 3.2.1 Seja s51(n) o nimero de parti¢oes de n em partes pertencentes a Ay
da forma pg + po + ... 4 pis, com py = cik + dij + ek, g € pp1 partes consecutivas,

cs+es=1,¢=0o0ul, d = (0modi) e c; = cry1 + diy1 — €441, entao:

kn

;81( Z qw q“’“ . (3.6)

n=0
Demonstragao:
Denotamos por s;(m,n) o nimero de sobrepartigoes enumeradas por s1(n) e
tendo exatamente m partes.

A relag@o abaixo é satisfeita por si(m,n):

si(m,n) = sy(m,n —kim+ ik —ij)+s1(m—1,n—k)+s;(m —1,n—k — kim). (3.7)

Consideremos estes conjuntos disjuntos de partigoes:
A. Aquelas em que dg; > 0.

B. Aquelas em que k é parte.

C. Aquelas em que k é parte.

Para as particoes no conjunto A, subtraimos ij da menor parte e ki das outras,
assim teremos partigdes de n — ki(m — 1) — ij em m partes, que sdo enumeradas por
s(m,n — kim + ik — ij).

Para particoes no conjunto B, em que apenas k é parte, removemos a parte k
e teremos particoes de n — k em m — 1 partes.

Finalmente para aquelas em que, k é parte, removemos esta parte e ik das

demais, sendo estas enumeradas por s(m — 1,n — k — kim).

Definimos:

oo o0
:5 E s1(m,n)z"q"

n=0 m=0
Pela construcao feita acima, temos:
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Z si(m,n —kim+ik —1ij)z"q" + Z Z siim—1,n—k)z"q"

NE

F(z,q) =
n=0 m=0 n=0 m=0
+ Z Z si(m,n —k — kim)z"q"
n=0 m=0
_ ij—ik sl(m, n — kim + ik — ij)<zqik)mqn—kim+ik—ij
n=0 m=0

+2q" Z si(m—1,n—k)z" g F+

2q" Z Z si(m —1,n — k — kim) (z¢*)™ 1g"*
n=0 m=0
Considerando h(m,q) = Zsl , entao F(z,q) Zh (n,q)z".
n=0

h(n,q)2" = ¢7~* > " h(n,q)(2¢")"+

Deste modo, temos a equacao funcional:

F(z,q9) = ¢"""F(2¢",q) + 2¢"F (2, q) + 2¢"F (2¢"*, q) (3.8)

e comparando os coeficientes de z" temos:

h(n,q) = ¢"=*h(n,q) +¢*h(n—1,q) + ¢"™*"h(n —1,q), podemos colocar esta

equacao na seguinte forma:

¢"h(n —1,q) + ¢"***"h(n —1,q)

h(n,q) = (1 — gia—iktin)

Fazendo n iteragoes e observando que h(0,q) = 1, teremos:

(_17 qik>nqkn

A, @) = (¢, q™*),
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Fazendo z = 1, temos:

o oo
F(1,q9) = Z s1(n Z . lknq ; 0 que demonstra o teorema.
n=0 n=0 (] 4

Como foi feito na primeira secao, vamos modificar a equacao funcional que
acabamos de obter. A razao pela qual fazemos isto é para se obter uma facil interpretacao
combinatoria para a identidade em questao.

Assim a nova equacao funcional é:

F(z,q) = ¢77*F(2¢*, q) + 2¢"F (2, q) + 24" F(2¢™, q) (3.9)

Podemos extender este resultado para partigoes em partes congruentes a [

modulo 1:

Teorema 3.2.2 Seja r1(n), o nimero de parti¢oes de n em partes pertencentes a Ay
da forma g + po + ... 4 pis, com py = cik + dij + ek, g e jup1 partes consecutivas,

cstes=1,e=0o0ul,d = (0modi) e c; = cy1 + diy1 — €415 entao:

Y si(n)g Z O (3.10)

ij - zk
n=0 n=0 q 4q

A partir deste teorema € possivel encontrar a equacao funcional:
F(z,q) = ¢"MF(2¢",q) + 24" F(2,9) + 2" F (24", q)
A demonstracao deste teorema é analoga ao anterior e a omitiremos. Como

feito anteriormente vamos, a seguir, escrever o teorema principal na forma matricial.

Teorema 3.2.3 A funcdo geradora para matrizes da forma:

g Xk caxk ecsxk ... coxk
dyXj doxj d3gxj ... dgx]J
er Xk eaxk esxk ... esxk
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comcs+es =1, =0 oul, d = (0modi) e c; = cry1+dir1 — €11, € dada por:

F(1,q) :Zﬁ

n=0 n=

0 k

'L nl
k
0 qu qz
Corolario 3.2.1 O numero de sobreparticoes de n em partes = 1modi € igual ao niumero

de matrizes da forma:

Ci Cp C3 ... Cg
dy dy d3 ... d;
€1 €y €3 ... €Eg

comcs+es=1,e=0 oul, d = (0modi) e ¢; = cry1 + dii1 — €441-

Para 7 = 2 el = 1, como dito anteriormente, o lado direito da identidade

abaixo ¢ a funcao geradora para sobreparticoes em partes impares.

- 1q nq (0.
NZO T G4y

Em [25] a autora forneceu uma interpretagdo combinatorial para a identidade
de nimero 10 de Slater [32]. Nesta ela interpretou o lado direito da identidade abaixo

como a fungao geradora para sobreparticao em partes impares.

i —1 q an _ ﬁ (1 + q4n*1)(1 + q4n*3)(1 _ q4n)(1 + q2n71)
n=0 ” n=1 <1 - q2n>

(3.12)

Nosso objetivo dar uma interpretacao diferente a que foi feita em [25], que
utilizou o lado esquerdo da identidade acima para se obter a equagao funcional e assim
encontrar a regra de vizinhanca que gerou nas restricoes dos coeficientes no conjunto
A; - Para tal, é claro que basta aplicar ¢ = 2 nas hipéteses do teorema principal desta
secao para obter o resultado desejado.

Abaixo forneceremos alguns exemplos que ilustram os fatos abordados nessa

secao.
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Exemplo 3.2.1 Para p=7+7+5+3+3+1+1+1, temos:

6 5521011
As=102 002000
10010100

Abaixo segue uma tabela para n = 5 e suas respectivas representagoes matri-

clais.

1
5 4
0
111
3+1+1 2 00
000
11111
1+1+1+1+1 00000
00000
011
3+1+1 2 0 0
1 00
0
5 4
1
3 01
3+1+1 000
010
0 0 1
3+1+1 2 0 0
110
111
I+1+1+1+1 0000
1 0000
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3.3 Sobreparticoes em partes distintas

Nesta secao trabalharemos com uma identidade que esta relacionada com sobreparticoes

em partes distintas. A funcao geradora para tal é:

(—q,9)%-

Nosso objetivo é encontrar uma forma de relacionar particoes em partes dis-
tintas e matrizes de trés linhas de modo a fornecer uma nova interpretacao combinatéria

para a identidade abaixo:

(f} u) ~ (e (3.13)

= (¢:On

Esta segue da equagao (2) de Slater [32].

Os resultados a seguir serao obtidos de forma diferente das se¢des anteriores.
De fato, ¢ dificil trabalhar com o lado esquerdo de (3.12) porém é possivel conseguir uma
interpretacao para esta identidade via matrizes de trés linhas, e ainda mais, exibiremos
uma prova bijetiva que relaciona diretamente uma sobreparticao em partes distintas com

uma matriz de trés linhas com as restri¢coes adequadas.

Observagao 3.3.1 O lado direito de (3.12) é a func¢do geradora para sobreparticoes em
partes distintas no sentido de que partes nao marcadas nao podem se repetir, porém uma

parte marcada pode ser igual a outra desmarcada.

Teorema 3.3.1 O numero de sobreparticoes de n em partes distintas € igual ao niumero

de matrizes da forma:

Ci Co C3 ... Cg

AS - d1 d2 d3 ds

€1 €2 €3 ... €Cg
comcs+es=1,¢e=0o0uleiy,=0, ouiyz=—1, ¢, =1+ o1+ disq + 1.

Demonstracgao:
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Para estabelecer uma bijecao entre uma dada sobreparticao e uma matriz de
trés linhas do tipo acima, tomemos:

= 1 + po + ...+ ps uma sobreparticao de n em partes distintas.

Observemos que ¢, é 1 se a ultima parte nao estd marcada e e, = 1 se a ultima
parte aparece marcada.

Inserimos o parametro ¢ de forma que ¢; = ¢;1 + dyy 1 + ;; notemos que 2, = 0
se iy nao é marcada e iy = —1 de modo a cancelar o fator 1 em ¢; = 1 + ¢ + diy1 + %
caso a parte apareca marcada.

Assim para a sobreparticao u = uy + po + ... + us, temos duas possibilidades

para a matriz representante de u:

s+dy+...+i1+...+isq ... 24+ds+isq 1

as; = dy ds_1 ds
€1 €s_1

s—14+do+...+014+...+451 ... ds+1s_1 O

by = dq ds_1 ds

el €s_1 1

A representante serd b, se a ultima parte for marcada ou sera a, caso contrario.

Dada p como acima, temos:

Observacao 3.3.2 A observacdo a ser feita aqui € a mesma da primeira e Ssequnda
secoes, com respeito a sobreparticoes onde as duas ultimas partes sao do tipo:

Ls—1+ pts onde ps_1 € marcada e g = 1. Onde hd o problema de que c,_1 seja
negativo. Lidamos com esse problema inferindo cs_1 = 0.

Como exemplo, considere a sobreparticao 3+2+1, a sua matriz correspondente

SN

— =
— = O
= o O

na sequnda coluna, pelo teorema anterior, a primeira linha deveria ser —1,

porém. por pelo estabelecido acima, co = 0.
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Exemplo 3.3.1 Para p=11+10+9+8+5+4+3+2+1+1, temos:

10 9 84 443101
A = 1 013000100
0101 100O0T10O0
A matriz correspodente a sobreparticao p, com s = i5 =iy = —1 e o restante

dos i's sendo 0.

Abaixo segue uma tabela para n = 6 e suas respectivas representagoes matri-

clais.

1 2 0 0
6 3+2+1 110
0 011

2 1 2 21

5+1 3 0 3+2+1 010
0 0 1 00

31 2 11

4+2 11 3+2+1 1 00
0 0 010

3 21 310

3+2+1 000 3+24+1 010
000 0 0 1

0 01 2 1

4+1+1 400 3+3 0 2
010 10

0 2 0

6 5 4+2 2 1
1 0 1

11 10

5+1 30 4+2 2 1
10 11
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10 11
5+1 4 0 4+2 2 1
0 1 10
00 2 10
5+1 4 0 3+2+1 010
11 1 01
00 00 1
24+2+1+1 020 44+1+1 300
1 01 110
00 1 01
441+1 400 3+3 2 2
010 10
111 1 00
3+2+1 1 00 3+2+1 1 10
110 111

No quinto capitulo forneceremos uma férmula fechada para o calculo do niimero

de sobreparticoes em partes distintas a partir da férmula geral desenvolvida neste trabalho.

Sobreparticoes em partes pares e distintas

No primeiro capitulo determinamos uma bijecao entre um conjunto de matrizes de duas
linhas e o conjunto de particoes em partes pares e distintas. Agora exibiremos uma bijecao
entre um conjunto de matrizes de trés linhas e o conjunto de sobreparticoes em partes
pares e distintas. Procederemos de forma andloga a se¢ao anterior para obter uma nova

interpretacao combinatorial para a identidade que segue.

00 qn(n+1) 2 5 99
Y | ==k (3.14)

Esta identidade pode ser obtida de (3.12) fazendo a mudanca g — ¢>.

Podemos interpretar combinatoriamente o lado direito desta equagao como

sendo a funcao geradora para sobreparticoes em partes pares e distintas, podendo uma
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parte marcada ser igual a uma desmarcada.
Para encontrar uma forma de relacionar uma dada sobreparticao com uma

matriz de trés linhas, iremos combinar elementos dos resultados obtidos na se¢ao anterior.

Teorema 3.4.1 O numero de sobreparticoes de n em partes pares e distintas € igual ao

numero de matrizes da forma:

Ci Co C3 ... Cg
As - d1 dg d3 N ds
€1 €2 €3 ... €

comcs=0o0u2es=00u2,i,=0o0u2, ¢, =2+ c1+dir1— .

Demonstragao:

Para estabelecermos uma bijecao entre uma dada sobreparticao em partes
pares e distintas e uma matriz de trés linhas como descrita acima, tomemos:

b= p1 + p2 + . .. + ps uma sobreparticao de n em partes pares e distintas.

Observemos que se ¢, = 2 entao a tultima parte nao estd marcada e se e, = 2
entao a ultima parte aparece marcada.

Quando uma parte é marcada, podemos colocar i; = 2, ¢, = 2 e 7; = 0 quando
a parte ¢ desmarcada. Deste modo pode-se ver que a regra ¢; = 2+c;+1+dp 1 —iy, €4 = 2,
gera sobreparticoes em partes pares e distintas. E facil ver que dada uma matriz como
A,, se somarmos os elementos de cada coluna, temos sobreparticoes em partes pares e
distintas. Pelas restrigoes acima citadas podemos ver que para cada g uma sobreparticao

em partes pares e distintas, esta esta univocamente associada a uma matriz do tipo A;.

Exemplo 3.4.1 Para 1 =22+ 18+ 16+ 124+ 10+ 8 +4 + 2, temos:

18 16 12 8 8 6 4 2
A = 4 0 4 20200
0 2 0 22000
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Abaixo segue uma tabela para sobreparticoes de n = 12 em partes pares e

distintas e suas respectivas representacoes matriciais:

2 4 4 0
12 10 6+4+2 000
0 2 0 2
4 2 4 2 2
10+ 2 6 0 6+4+2 000
0 0 2 20
6 2 6 4 0
844 2 2 6+4+2 000
0 0 00 2
4 2 2 0 2
6+6 0 4 8+2+2 40 0
2 0 2 20
6 4 2 4 2 2
6+4+2 000 6+4+2 2 00
000 020
2 2 0 2 2 0 2
4+4+2+2 0200 8+2+2 6 00
2020 020
0 2 4 2
12 10 6+4+2 2 00
2 2 00
2 0 4 2
10 + 2 8 0 8+4 2 2
0 2 2 0
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2 2 2 0
10 + 2 6 0 8+4 4 2
2 0 2 2
0 0 4 0
1042 8 0 8 +4 4 2
2 2 0 2
4 0 0 2 00
6+4+2 2 20 6+4+2 4 2 0
02 2 2 2 2

3.5 Sobreparticoes em partes pares

Motivado pelo trabalho De Jeremy Lovejoy em [20], onde ele desenvolve fungoes geradoras
para pares de sobreparticoes, vamos encontrar uma interpretacao combinatoria em termos
de matrizes de tres linhas para tal. Um caso especifico do teorema 1.1.1 desta referéncia,
para k = 1, explicita a fungao geradora para sobreparticoes em partes pares. Nesta se¢ao
vamos encontrar, novamente uma bijecao entre o conjunto de sobreparticoes em partes

pares e matrizes de trés linhas. Para tal, consideremos a equacao:

2. 2
—~ T (@ P
O lado direito desta identidade é a funcao geradora para sobreparticoes em

partes pares.

Teorema 3.5.1 Seja s5(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ak’j,,;
da forma pn + pto+ . ..+ pis, com py = cik+dj + ek, py e i partes consecutivas, cg = 2

ees=0oucs=0ee; =21 =00ut =2, ¢, =cip1 + diy1 — iy, entao:

ZS5< Z 23 QZq (3.16)
q y 4

n=0 n=0

Omitimos a demonstracao deste teorema por ser analogo aos anteriores.

(_1’ qk)nq2kn

Seja h(n,q) = NN
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Definimos F'(z,q) = Z h(m,q)z™

m=0

Deste modo a equacao funcional gerada pelo teorema é:

F(z,q) = ¢¥*F(2¢",q) + 2¢"F(2,q) + 2¢"F(2¢°", q). (3.17)

Inferimos o parametro k£ para que se possa encontrar uma bije¢ao no conjunto

de sobreparticoes em partes pares e um conjunto de matrizes de trés linhas na equacao:

F(z,q) = (¥ F(2¢", q) + 24" F(2,9) + 2¢"F(2¢**, q). (3.18)

Considerando 7 = k = 1, podemos enunciar um método para que dada uma

particao possamos encontrar a sua matriz representante desta e vice-versa.

Teorema 3.5.2 A funcdo geradora para matrizes da forma:

Cl><l€ C2Xk Cng' CSX]{I
diyXj doxj d3gxj ... dgx]
elxl;: 62)(]2’ €3><]2' GSX]_C

comcs=2¢ees=00ucs=0¢ces=2,1,=00u1t, =2, ¢, =cCpy1+dpy1 — 1,

W € lyi1 partes consecutivas € dada por:

- X (1 ok),2nk
F(LQ) = Z%(n)q” = ZM

n=0 n=0 (q2], q2k)n

Teorema 3.5.3 O numero de sobreparticoes de n em partes pares € igual ao niumero de
matrizes da forma:

Ci Cp C3 ... Cg
dy dy ds ... dg
€1 €9 €3 ... €Eg
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comcs=2¢ees=0o0ucs=0ees=2,19=00ut;, =2, ¢, =cpp1+dy1—1,d;

é par ;t € {1,s} .

Observacao 3.5.1 O mesmo problema operacional que tivemos nas outras secao € também
constatado aqui. De fato, para pn = py + pio + . . . pis—1 + s uma sobreparticao onde fis_1 €
marcada e j1; = 1, temos o problema de que c,_, ser negativo. Para resolver este problema,
neste caso infere-se cs_1 = 0 e deizemos ds_1 compensar, como feito anteriormente.

Por exemplo se tivermos a sobreparticao 4+ 2, a sua representacdo matricial,

obrigatoriamente seria:

2

Porém numeros negativos nao fazem parte do conjunto dos A;ﬂj,—gs, e para

evitar 1sso faz-se:

NN O
o O

Demonstragao:

Para estabelecer uma bijecao entre uma dada sobreparticao em partes pares e
uma matriz de trés linhas do tipo acima, consideremos uma sobreparticao de n:

po= 1t et s

Observemos que ¢ € 2 se s nao esta marcada e e; = 2 caso contrario.

Inserimos o parametro ¢ de forma que ¢; = ¢;1 + dyy1 — i;compense o fato de

es > 0, de modo que 7; = 0 se y; nao é marcada e i; = 2 no caso desta ser marcada.

Exemplo 3.5.1 Para p=20+20+ 18+ 18 +14+ 12+ 10+ 6+ 6 +4 + 2 + 2, temos:

18 18 18 12 8 8 6 6 2 0 0 2
A = 0 2 0 6 424042200
2 0 0 0 22000220
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Exemplo 3.5.2 Segue abaixo uma tabela que exibe as matrizes correspondentes a so-

breparticoes de n = 6 em partes pares.

2
6 4 6
2 2 0 2
4+2 2 0 4+2 2 0
0 0 2 0
0 0 2 2 2
4+ 2 2 0 24+2+2 000
2 2 000
0 2 2 0 0
24242 000 4+2 4 0
2 00 0 2

3.6 Sobreparticoes irrestritas: outra interpretacao

Em [29] os autores interpretaram trés identidades relacionadas com particoes irrestritas
de trés maneiras distintas. Nosso objetivo aqui, de forma andloga a Santos et al, serd
de interpretar uma identidade relacionada com sobreparticoes irrestritas, em termos de
matrizes, de forma distinta a feita na primeira secao. Porém necessitaremos acrescentar

mais uma variavel para facilitar a interpretacao combinatoéria desta.
Definimos o conjunto: Ay ;z,, = {ck + dj + ek + bji|c,d, e, b > 0}.

Como sabemos a funcao geradora para sobreparticoes irrestritas é:

(_17 q)oo
(¢:9)0

Ela pode ser encontrada na seguinte equagao:

X~ g™ (~4, @)
2 (1,92 (3.19)

(¢; @)oo

n=0
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que pode ser obtida de:

n® +1)

~ (—aq, @)oo

Z q.q bq On (b4;9)

n=0

Em [3] Entry 1.3.2, pagina 13, onde tomamos a = b = 1.

O proximo teorema nos fornece uma interpretacao combinatéria para a iden-

tidade (3.18):

Teorema 3.6.1 Seja sg(n) o numero de sobreparticoes de m em partes pertencentes a
Ay ikgy da forma py+po+. .+ ps,, fie € fgy1 partes consecutivas, com piy = cik+dj+ek,

€t = 0 ou 1, Ct = Ctyq1 + dt+1 + €1 + bt+1 + ].,OU Ct = Ctyq1 + dt+1 + €ti1 + bt+1, entao:

oo 00 (n+1)
(—1,¢" g™ >
sg(n)q" = . 3.20
20 = 2 (520)
(n+1)
. (_1aqk)nqkn 2
Seja h(n,q) = A
(¢7,d")3
Definimos F'(z,q) = Z h(m,q)z™
m=0
Pelo teorema anterior pode se mostrar que:
F(z,9) = 2¢" " F(2q", q) + 24" F (24", q) + 24" F (2¢*"). (3.21)

Nesta equacdo funcional trocamos o parametro k de 2¢* F(z¢*, q) por k, e j de
um termo de 2¢7 % F(2¢*, q) por j; para facilitar na interpretacio combinatéria.
Esta equagao funcional modificada dada abaixo nos permite a obtencao do

teorema 3.6.1.1 que, na sua forma matricial enunciamos a seguir.

F(z,q) = @ "F(2q",q) + ¢ *F (20", q) + 2" F (24", @) + 20" F (7). (3.22)
Teorema 3.6.2 A funcao geradora para matrizes da forma:
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g Xk caxk ec3xk ... coXk

0 d1><j dQXj ngj dsz
1= _ _ _ _
61Xl€ €2Xk €3><]€ €S><k
by X g1 b2xj1 byxji ... bsXji

com ¢y = Cip1+digr +€p1 + 01+ 1, ou ¢y = g1 +digr + €41+ 041, €6 =0

ou 1€ dada por:

(n-‘rl)

P =Y wer =3
n=0 n=0

3.7 Identidade envolvendo a funcao Theta de Ra-

manujan.

Nesta se¢ao trabalharemos com uma identidade extraida do Ramanujan’s Lost Notebook
(referéncia [3], Entry 1.7.4, pagina 31).

Neste livro, o autor trabalha com diversas identidades e suas propriedades. No
primeiro capitulo do volume I ele apresenta uma teoria sobre fracoes continuas, que ele
chama de The Rogers-Ramanujan Continued Fraction. E esta ¢ definida por:

1/5 2 3

" ¢ ¢ q
Ry=1_ 42 4 4
@="7 17 17 15

que apareceu primeiramente em [26] em 1894. Neste artigo Rogers provou que:

g <1 (3.23)

7"°(4;¢°) oo (4" ¢°)

R(q) = 3.24
@) = s Pl ) (3.24)
A funcgao theta de Ramanujan, f(a,b) é definida como:
fla,b) = > artrtD/2pn D2 gp) < 1 (3.25)
Os casos particulares mais importantes da fungao theta sao:
2 —¢; —Q)oo
o) = Feg) = S 0 = (P P = ﬁ (3.26)
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v(g) = fla,¢%) =D q" "2 = —(é _;;2))% (3.27)
n=0 ) 00

Pode-se provar que:

fla,b) = @22 £ (g (ab)", b(ab) ™) (3.28)

que ¢é o conhecido Produto Triplo de Jacobi. Uma demonstracao desta
férmula encontra-se em [2], pagina 34.

Um dos objetos mais famosos examinados na referéncia [3] sdo as fungoes
Mock Theta. Ela foi assim denominada por Ramanujan, numa de suas cartas a Hardy,
ele define fungoes mock theta de varias ordens.

Como exemplo, a funcao mock theta de quarta ordem é:

e}

Z ¢t (3.29)

(=% ¢*)n

n=

Nota-se facilmente que o denominador de (3.23) é a fungdo geradora para
particoes em partes congruentes a 2 e 3 mdodulo 5. E de se esperar que se possa encontrar
interpretacoes combinatoérias para essas identidades em termos de matrizes de duas linhas.

Brietzke,E.H.M., Santos, J.P.O e Silva, R., ([14]), recentemente conseguiram
interpretacoes para todas as fungoes mock theta como matrizes de duas linhas. Como por

exemplo:

2n242n 0 qn(n+1)/2(_q’ q)n

nt1’ 0 (4 @*)n+1

2 (q? )’ Z (q (3.30)

n=1 14%)n n=0 n=1

Nesta secao, apresentamos uma interpretagao para uma identidade envolvendo

o(—q*)

a funcao theta de Ramanujan, no caso D

A identidade a ser explorada nesta se¢ao sera:

3 (—1;¢%)ng™ ™2 o(—¢") (0% ¢ oo(—0 @)oo

GO ®)n  o(—0) (=% ¢Y)eo(¢ D)oo (3.31)

Onde

(4% 0o (=0 D)o
(=% 4") 0o (4 )0
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é a funcao geradora para sobreparticoes em partes nao congruas a Omod4.

Trabalharemos com matrizes de quatro linhas apenas para simplificar a nossa
interpretacao. O teorema abaixo nos fornece uma interpretagao combinatorial para a
soma dada em (3.31):

Teorema 3.7.1 Seja s7(n) o nimero de particoes de n em partes pertencentes a Ak,j’,;
da forma pn + o+ ...+ s, [l € fuiq partes consecutivas, com py = cik +dyj + ek 4+ aks,

cs=1loulOe=0o0ue =1, c >1+c1 + diyq entao:

> > k) n (8
S7{n
S’ = 3 G b,
(3.32)
(n+1)
) (_1’q2k)nqkn 3
Seja h(n,q) = —
) (@7, 4")n(d*, 4% )n
Definimos F' Z h(m
m=0
Pelo teorema enunciado acima, pode se mostrar que:
F(z,q) = ¢ "F(2q",q) + ¢ "F (24", 9) + 2¢"F (24", q) + 24" F(2¢"). (3.33)

Nesta equacdo funcional trocamos um parametro k de z¢"F(2¢%, q) por k, e
o parametro k de ¢ *F(2¢?*, q) por k; para facilitar a prova bijetiva que faremos.
A equagao funcional modificada dada abaixo nos permite a obtencao do teo-

rema 3.7.3.2 que enunciamos a seguir.

F(z,q) = ¢ "F(2¢",q) + ¢ " F(2¢*™, q) + 24" F (24", q) + 24" F (2¢°"). (3.34)
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Teorema 3.7.2 A funcdao geradora para matrizes da forma:

cg Xk cxk ec3xk ... cxXk
Q, — dlxz dgxz' d3><z' dsxz'
er Xk e xk e3sxk ... e;xk
a1 X k1 ayxky a3 xky ... as Xk

come,=0oue =1,cs=10u0, ¢, > 1+ ¢y +disq, € dada por:

o (0.0 _1’ 2 "
Flla) =) sl =3 ((qj, q(’zf)n(q?“, ¢*)n
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Capitulo 4

A imersao do conjunto de
sobreparticoes no conjunto de

particoes planas

Neste capitulo apresentaremos o mais importante resultado deste trabalho: uma forma
de identificar uma sobreparticdo como uma particao plana.
Para construirmos esta identificacao faremos uso de um resultado presente
neste trabalho: o de representar uma sobreparticao como uma matriz de trés linhas.
Aqui porém faremos uma rapida explanacao de como pode-se chegar nesta
identificagao. Vamos envolver resultados apresentados em [29], conceitos como Polinomios

Gaussianos, entre outros.

4.0.1 Identificando uma particao com uma matriz

Em [29], Santos et al, exibiram uma interpreta¢ao combinatéria para partigoes irrestritas
em termos de matrizes de duas linhas:
Teorema 22: O numero de particoes irrestritas de n é igual ao nimero de

matrizes de duas linhas da forma:

Ci Cp C3 ... Cg
di dy dz ... d
com c; =0, ¢; = ¢441 + diy1,e a soma de todas as entradas sendo igual a n.

No qual, os autores desenvolvem o lado direito da equacao:
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0o . 00 an
,;f(n)q -2 (@, ")

n=0

Sendo j e k os parametros que descrevemos nas preliminares deste trabalho.
Por este teorema podemos caracterizar uma particao irrestrita como uma ma-
triz de duas linhas. Para uma particao genérica A = A\; + Ay + ... + A, tem-se a sua

correspondente representacao matricial:

A)\: Ci Cp €3 ... Cg
diy dy dg ... d

Onde)\tzct—l—dt,t:l,Q...,s.

Pode-se associar a matriz A, a caminhos no plano. Faremos uma construcao
semelhante a que George Pdlya fez quando interpretou combinatoriamente com argumen-

tos geométricos o Polinomio Gaussiano.

4.1 Da matriz para o reticulado

Exibiremos um método bastante simples para se obter um caminho no plano a partir de
uma matriz gerada pelo teorema 22 de [29]. Consideramos a matriz A, que representa a

particao A = A1 + Ay + ... + A4, ou seja,

A)\_<Cl Cy C3 ... Cs>
di dy dz ... dy

Vamos iniciar a construcao do caminho considerando tomar na matriz as en-
tradas da direita para a esquerda, da seguinte forma: como a ultima coluna é (gs), an-
damos ¢, unidades no sentido positivo do eixo horizontal e d, unidades no eixo vertical.
Novamente caminharemos ¢,_; unidades no eixo horizontal e mais d,_; unidades no eixo

vertical. Desta maneira, continuamos a construcao deste caminho até d;. A figura abaixo

ilustra o fato:
D1

D2

D3

D5

C5 a4 a3 a2 al
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,onde a; = ¢c5+ ¢4 + ... + ¢;.

Nocasode A=A+ o+ A3+ N+ X5, e Ay = ¢ + ds.

Exemplo 4.1.1 Seja 8+7+5+4+4+42+2+1 uma particao de 33; a sua representa¢ao

75 44210
1210211

A matriz acima e consequentemente a particio 8 +7+5+4+4+2+2+1 €

matricial é:

associado ao caminho:

4.2 Representacgoes matriciais para sobreparticoes

Como feito no capitulo 3, podemos fazer uma identificacao entre uma matriz de trés
linhas e uma sobreparticao. Para tal vamos enunciar o resultado que permite fazer esta

associacao:

Corolario3.1.1 A matriz que representa a particao p; + o + ... + s, com

e = ek + dij + ek é:

Ci Cp C3 ... Cg4
A“ - d1 d2 dg e ds
€1 €2 €3 ... €Eg

Comcs—l—es:l, Ct:Ct+1+dt+1—’it, €t:OOU 1, itZOOUitzl.
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Exemplo 4.2.1 A matriz representante da particdo 6 +3 +3 4+ 2+ 1 é:

_ O N
S =N
S N O
= o O

4.3 Construindo a particao plana a partir da sobreparticao

Nosso objetivo agora é construir uma particao plana a partir da representagao matricial
de uma sobreparticao e assim associar toda sobreparticao a uma particao plana. Para tal
vamos utilizar a representacao matricial descrita anteriormente.

No caso de particoes que relacionavamos com matrizes de duas linhas, as-
sociavamos estas a caminhos no plano. Agora vamos associar sobreparticoes com
caminhos no espago tridimensional. Estes caminhos serao associados a certas partigoes
planas com certas particularidades.

Dada uma sobreparticio p = jug + ptg + ... + s, com pi; = cik + dyj + ek,

sabendo que a sua matriz representante sera:

Ci Cp C3 ... Cg
A,u - dl dg d3 R ds
€1 €y €3 ... €Eg

De forma andloga ao que foi feito com particoes, estabeleceremos nosso
caminho da direita para a esquerda seguindo os eixos coordenados.

Dada a matriz como acima, iniciaremos o caminho pela tdltima coluna. Se a
ultima parte nao é marcada, andaremos uma unidade no sentido positivo do eixo x e dg no
sentido positivo do eixo y. Se por acaso esta é marcada, andaremos d,; unidades no eixo y
e subiremos uma unidade no eixo z. Iniciamos do ponto (0, 1, 1) para evitar ambiguidades
e volume nulo.

Como por exemplo consideremos a matriz:

12211
A,=]1 30110
11000
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Como a ultima coluna é (1,0,0)?, caminhamos 1 unidade na diregao positiva
de x a partir de (0,1, 1) considerando o sélido gerado conforme a figura 4.1

temos inicialmente:

Figura 4.1: primeiro movimento

depois andamos uma unidade em x e uma em y, pois a pentiltima coluna é:

(17 ]'7 O>t7

~

<

Andamos duas unidades em x e uma em y.
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4

Andamos duas unidades em x e uma em z.

z

Finalmente mais uma unidade em z e trés em y.

z

De fato a figura acima nao é uma particao plana. Porém se invertermos o

posicionamento dos blocos gerados a partir das colunas da matriz, de maneira que o
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primeira figura se torna e ultima e assim por diante, teremos uma particao plana. No

caso ela sera:

— = = = = = N
= = T SO )

A sua representacao grafica é:

Sendo esta uma particao plana de 27. Uma pergunta natural que surge é: Por
que se tem um unico cubo colorido de cor distinta dos demais? A resposta é simples e
¢ que na particio com que trabalhamos: 5+ 3 + 3 + 2 + 1 a primeira parte ¢ marcada
entao a sua matriz representante assumird o valor e; = 1, sendo que este determinaria um
movimento que nao seria distinguivel. De fato se nao colorissemos esse cubo esta mesma
particao plana poderia representar 4 + 3 + 3 4+ 2 + 1. Sendo esta uma razao puramente
técnica e com a moticao de se garantir uma correspondéncia, que falaremos logo em breve.
Esta é a razao pela qual a ultima parte da particao plana aparece como 2'.

O exemplo feito acima nos leva a crer que existe uma maneira de associar
qualquer sobreparticao de um inteiro n com uma particao plana. A proxima secao sera

dedicada a isto.
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4.4 A imersao

Nesta secao enunciaremos um dos resultados mais importantes deste trabalho, o que

garante a imersao do conjunto das sobreparticoes no conjunto das particoes planas.

Teorema 4.4.1 Seja S o conjunto de sobreparticoes de inteiros. Cada elemento p de S

¢ associado univocamente a uma particao plana m.

A verificacao da veracidade deste resultado é absolutamente trivial tendo em
vista as construgoes feitas anteriormente. De fato dada p = py+po+pus+. . .+ s podemos

associar a esta uma matriz de trés linhas

Cit Cp C3 ... Cg
A,U« - dl d2 dg “e ds
€1 €2 €3 ... €Eg

Agora podemos considerar os caminhos no primeiro octante do espaco que os
coeficientes desta matriz, seguindo os eixos coordenados, podera fazer. Para tal, como
fora estabelecido anteriormente, seguiremos da direita para a esquerda e de cima para
baixo e iniciando do ponto (0,1,1), por razoes técnicas. No caso, comegaremos camin-
hando ¢, unidades no eixo x depois ds no eixo y e em seguida subiremos uma unidade ou
nenhuma(na dire¢ao do eixo z), desde que e, s6 pode ser 1 ou 0. Seguindo desta maneira
teremos construido um caminho no espaco.

De fato, graficamente, este caminho nao é uma particao plana. Mas se invert-
ermos os cubos gerados por estes movimentos de modo que o ultimo sera o primeiro e
assim por diante, teremos uma particao plana. Mas ainda teremos um problema: se a
primeira parte for marcada, teriamos que subir uma unidade em z, o que nao significaria
nada em termos de particoes planas. Podemos resolver este problema de forma simples,
apenas colorindo o ultimo cubo de cor diferente dos demais.

Com isto temos provado que o conjunto das sobreparticoes pode ser imerso no
conjunto de particoes planas.

Dada uma particao plana 7 construida a partir das regras descritas acima,
podemos ver que esta é uma particao onde numa mesma linha os elementos sao iguais e
dois elementos consecutivos em uma mesma coluna a sua diferenca é no méaximo 1, ou
seja, dado n;; um elemento da particao plana localizado na linha i e coluna j, tem-se:
nij — Niy1; < 1 e n;; —nijp = 0. A razao disto é por que e; s6 pode ser 0 ou 1. Vemos
também que esta sobreparticao é constante se olharmos para os seus elementos dispotos

na linhas.
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Teorema 4.4.2 Seja S o conjunto de sobreparticoes de inteiros. Cada elemento p de
S € associado univocamente a uma particao plana que é constante em suas linhas e a

diferenca entre um elemento que estd em uma linha e a sequinte é de no mdzrimo 1.

Abaixo temos um exemplo de uma particao plana que é associada a uma
sobreparticao:

Seja m a particao plana:

— = =N N W W
— =N NN W W
N N W W

N W W

w W

w W

1

Veé-se que ela é uma particao sem saltos, a partir dela vamos determinar a

sobreparticao a ela associada. Graficamente é:

z

Vamos determinar os caminhos no primeiro octante, e, inverteremos a ordem

das entradas das camadas. Faremos esta construgao passo a passo, tendo primeiramente:
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Este primeiro caminho é construido caminhando uma unidade no eixo x, que

claramente estd relacionado com o vetor (1,0,0)". Temos em seguida:

z

Que também esta relacionado a (1,0, 0)".

Logo apés:
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Sendo este movimento relacionado ao vetor (1,1,0)".

Em seguida teremos:

Onde permanecemos ainda na altura z = 1, sendo esta parte marcada, e a

préxima estard na altura z = 2.

No préoximo passo caminharemos mais uma unidade na direcao x e mais uma

na diregao y:
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Ainda na altura 2, caminhamos uma unidade no eixo x e uma em y, e subimos

uma unidade em z:

E finalmente na altura z = 3, caminhamos duas unidades na direcao = e mais

duas em y, ficando com:
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Assim teremos a matriz A, associada a particao plana 7:

— =
S =
=
S ==
o o =
o O =

A menos de ordenacao nas suas colunas ela representa a sobreparticao: 4 +
3+2+2+2+1+1.

Uma questao pertinente seria a seguinte: E como saberemos se a ultima parte
é marcada?

Para tal teremos que fazer um pequeno ajuste: devemos fazer distingao entre
particoes planas com o tltimo elemento da primeira linha marcado com’, como no exemplo
que seguird abaixo. Feito isto sempre que vemos um elemento em uma particao plana

m da forma n}., saberemos que este faz referéncia a primeira parte de sua sobreparticao

177
correspondente ser marcada.
Podemos exemplificar este fato utilizando o exemplo anterior: a sobreparticao

44+3+24+2+2+1+1 ¢éidentificada com a particao plana:
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=N NN W W
N N W W
N W W

w w
w X

3
3
2
2
1
1
1
1

Graficamente temos:

Note que a ultima parte 3’ é colocada desta forma para afirmar a condicao da
primeira parte ser marcada, sendo esta a mesma razao do cubo verde na representagao
grafica desta particao plana.

Ainda temos um problemas técnico para resolver: Se ¢; = 0 para algum ¢t < s.
Este caso s6 serd possivel se ¢,,.1 = 1 ou ¢;4; = 1. Como por exemplo nas particoes: 2+ 1,

2 +1, 2+ 1, cujas matrizes representantes sao:

—_ = O

_ o O

— = O

[ s
@)

S NN O

_ o O

respectivamente.
Se ¢; = 0, considerarmos ¢; = e; = 1 na construcao da particao plana teremos

resolvido este problema. Em contra-partida em toda particao plana em que na construgao
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da sobreparticao, uma determinada parte sugere uma unidade a mais, como nos exemplos
acima, ja saberemos a que se refere.
Faremos as construcoes das partigoes planas dadas acima. Para a primeira

teremos inicialmente:

Finalmente teremos:

Sendo esta a representacao grafica de:

Para a sobreparticao 2 + 1, iniciamos com:
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Finalmente teremos:

Sendo esta a particao plana:

2 2
1

Para a sobreparticao: 2 + 1, temos inicialmente:
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Finalmente teremos:

Sendo esta a particao plana:

2 2 2
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Capitulo 5

Foérmulas fechadas para o nimero de

particoes de inteiros

Neste capitulo vamos exibir uma nova férmula para nimero de partigoes irrestritas de um
inteiro. Desenvolveremos um algoritmo que exibe a particao, a partir de sua representacao
matricial. Isto foi feito de forma a se ’vetorizar’ uma particao fazendo uso do teorema
1.6.0.2 presente em [29] e seu coroldrio.

Neste capitulo nao estamos apenas interessados em encontrar uma nova férmula
para p(n), mas fazendo uso dos resultados obtido em [29], desenvolveremos um algoritmo
capaz de exibir todas as particoes de um dado n. Existe a possibilidade de que este al-
goritmo seja o mais eficiente para se gerar particoes, pela propria proposta do algoritmo
em ’vetorizar’ uma particao. A prova deste fato sera feita de forma detalhada em um
proximo trabalho a ser submetido em breve.

Como fora feito nas preliminares, podemos encontrar os d’'s em funcao dos ¢'s
de maneira unica, considerando uma representagao matricial em termo de duas linhas de
uma particao.

O nosso trabalho é encontrar todos os d's respeitando as restricbes abordadas
para que tenhamos assim o nimero de particoes de um dado inteiro n em exatamente k
partes.

O que devemos fazer agora é contar o nimero destas matrizes. Entao como ja

descrito acima, agora, uma particao irrestrita é da forma:

Em posse destas idéias,podemos encontrar uma nova féormula para se calcular
p(n, k), de maneira ndo-recursiva e bem mais simples do que a férmula encontrada por

Rammanujan, que trabalha com conceitos de analise complexa.
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A nova férmula encontrada é para particoes de n em exatamente k partes,

onde a tltima parte, que chamaremos de dj, vai variar: 1 < dj, < m = [7].

5.1 O algoritmo

Teorema 5.1.1 O numero de particoes de um inteiro n em exatamente k partes,

)
v
)

p(n,k)=p1+p2+ ...+ pm+m, cada p; é:

n—ik — 1Y
Z l(l)

1 1
i’

n— ik — 11750 — 1)
DB

[
J @52 2

n ik O 9,
oy (| -

PR N OO 3

o 1(-=2)
k—2)

D S D > i k2

-2

Onde: Il =u+1,...k—1, e:

n—ik—T it

jt=1,2, .., [ T t“] + €

€ € a fungao que infere o valor 0, se em [a], a <0, e 1 se a > 0.

Note que nao hd razao em se calcular [a] < 0, neste caso € serd ,e = 0.

Por exemplo, tome n = 15 e k = 7, neste casom =2 e

—dik —1
Z([%]qte) =44+2+2+1+1 =10, [ varia de 2 a 6; Para
I !

a segunda soma: 3 < [; < 6, 2 < [, < 5, os pares satisfazendo essas desigualdades
sdo: (3,2);(4,2);(4,3);(5,2);(5,3);(5,4); (6,2); (6,3); (6,4); (6,5), os j's satisfazendo as

hipdteses sao j; = 1,2 para (3,2) e 1 para os outros casos.

Note que (5,4);(6,3); (6,5) ndao podera ser contado pela soma, pois € inferira

Zero.

—dk — Iy — 1
Entio:y Y (|22 : L ) =24+ 1424141 +14+1=09,
2

Jj1 11>l
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lOgO P1 = 197 € p2 = 07
Portanto: p(15,7) =19 +2 = 21.

Demonstracao: A partir de (5.1), temos:

(di+do+ds...+dp)+ (da+ds...+dp)+(ds+dy...+dg)... +dp=n

Note que, de modo geral, em uma particao ela tera partes que sao 'carregadas’
de outras anteriores, por exemplo, olhe para o segundo e primeiros termos de (5.1). Con-

sidere agora, os vetores da forma:

(di,dy_1, ...,ds, dy), devemos encontrar vetores dessa forma satisfazendo (5.1).

Para fazer isto, consideremos sequéncias de vetores como:

(1,0,...,0,n — k) (
(1,0,...1,n — k — 2) ﬂﬂprLn k—5
(1,0,..,2,n—k—4) ( :
(1,0,...3,n—k—6) (1,0,..,1,3,n—k—9
Sem perda de generalidade, para dj = 1, temos:
(1,0,0,...,z, ),

x pode variar e permutar em k£ — 2 posicoes, entao teremos a sequéncia:

(1,0,....1,n— k —2) (1,0,...,1,0,n — k — 3) (1,0,...,1,0,0,n — k — 4)
(1,0,...,2,n — k — 4) (1,0,...,2,0,n — k — 6) (1,0,...,2,0,0,n — k — 8)
(1,0,....3,n — k — 6) (1,0,....3,0,n — k — 9) (1,0,...,3,0,0,n — k — 12)
(LQm4n—k 8)

(1,0,...,4,0,n — k — 12) (1,0,...,4,0,0,n — k — 16)

(1,0, ....m,n—k—2r) — (1,0,...,7,00n—k—3r) — (1,0,...,7,0,0,n — k —4r)

Continuaremos com essa construgao até que a condicao (5.1) seja satisfeita.
Olhando para a sequéncia formada pela tltima coordenada destes vetores, esta é uma
sequéncia, formada pelos d’'s que satisfazem (5.1), associadas a vetores (que representam

partigdes) com um unico elemento nao nulo:
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n—k—2 n—k—3 n—k—4
n—k—4 n—k—=~6 n—k—8
n—k—=~6 n—k—9 n—k—12
n—k—8 n—k—12 n—k—16

n—=k—2r n—=k—3r n—k—4r

Nao importando qual particao seja, pode-se apenas contar a classe destas

particoes.

Tomando [; a varidavel que informa a posicao de x, na soma geral. Na primeira
soma o primeiro l; serd 2 para (1,0,..,x,/A), depois Iy = 3, até l; = k — 1 para
(1,2,0,...,0, 7).

Temos o primeiro termo:

> ([=E=n ),

1 !

Para o segundo, devemos considerar o caso:

(7,0,0,....,xz,y, ).

Novamente temos:

(1,0,....,1,1,n — k —5) (1,0,...,2,1,n — k — 8) (1,0,...,3,1,n — k —11)
(1,0,...,1,2,n—k —17) (1,0,...,2,2,n — k — 10) (1,0,...3,2,n — k — 13)
(1,0,...,1,3,n—k —9) (1,0,...,2,3,n — k — 12) (1,0,...3,3,n — k — 15)
(1,0,...,1,4,n — k —11) (1,0,...,2,4,n — k — 14) (1,0,...,3,4,n—k —17)

(1,0,..1,r,n—k—=2r—3) (1,0,..,2,7,n — k —2r — 6) (1,0,...,3,r,n — k —2r —9)

De maneira semelhante podemos contar essas permutacoes, colocando [y para
controlar as posicoes de x, e [y para y, mas devemos considerar outra varidavel para con-

trolar a variacao de x, digamos j;.

Notemos que sempre teremos l; > Iy, e j; depende somente de n, k e [;. Entao

temos:

ZZ ({n—z’k—blljl—lﬂ +e).

J1 11>12
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Analogo ao anterior, a terceira soma trabalha com permutacgoes de x,y, e z

nao nulos, tal que, o vetor correspondente vem a ser:
(1,0, ....,z,y, 2, D).

Novamente temos uma sequéncia, e uma nova variavel para controlar:y. Para
tal, devemos considerar js, somente dependendo de n, k, [y, e ls.

Feito isso, temos:

Z Z <{n—i/€—k2 _llljl —la72 _lﬂ +6)
3

71,72 11>12>13

E até a soma final, o raciocinio é andlogo. Devemos fazé-lo para todos os d.s,

Entao no final temos:

pln,k) =pr+p2t ..+ pp1+m

O m na soma refere-se a parti¢oes da forma: (4,0,0,...,0,n — ik), que sao
contadas separadamente.

Somamos para p; até p,,_1, deixando p,,, porque, sempre p,, = 0.

Exemplo 5.1.1 Para n = 20, e k = 5, sabemos(usando o Maple),que p(20,5) = 84,
faremos isso usando a nossa nova formula.

Temos que m = 4, e a primeira parte da soma,com v = 1,tém-se:

S +e=15,com 2 <1y < 4.

Zl1>lg Zjl [W] + €= 297

15—l1j1—laja—l3 — i .
D ol Slysls ij[ & |+€ =9,e neste caso € administra 0 a duas partes;

Deste modo p; = 53.

Agora faremos o caso i = 2,sequindo de forma andloga,temos:

SR+ e=10,com 2 <1y < 4;

1

il
>l Zjl[lo;%] +e=11;
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—lyj1—lojo—L:
Zl1>l2>lg ij’z[lo 1]113 272 _5] +e=1;

Portanto ps = 22.

Na peniltima rodada de contas,temos:

i=3, 2[5;—1l1]+e:4,00m2§l1§4;
l1
5—11j1 —1
ZZ[ 1131 2]+€:1
2

>l 71

5—11g1 —laga —1
Z Z[ L1 ; 2J2 2] + ¢ = 0,porém nio € necessdrio que se faca
3

l1>12>13 j1,J2
muitas contas, basta notar que em (3,1,1,1, A),/A ultrapassa 20.

E sempre para py = 0, mesmo sabendo que temos uma particao do tipo:
(4,0,0,0,0), que € equivalente a particao:4 + 4 + 4 + 4 + 4, porém esse nimero ird ser
contado a parte.

Portanto: p(20,5) =53 +22+5+0+4 = 84.

Foram feitas algumas simulagoes computacionais, utilizando o software Mat-
lab.

Segue abaixo um esquema do algoritmo baseado no teorema anterior, e o codigo

da implementacao.

Algoritmo 1 Alegri

Entrada: Inteiros ne k, k <n
Saida: Matriz D de k colunas, onde cada linha é uma parti¢ao
1 m < [n/k]

n—1% 0 --- 0 1

n—2k 0 --- 0 2
2 D+ . . Lo

n—mk 0 --- 0 m
3: M <« nimero de linhas de D
Lo (12 - M)

5: enquanto v nao estiver vazio faga
6:  d < v-¢sima linha de D

70 v 4 v com seu primeiro elemento excluido
8  p 4 posicao seguinte a do ultimo elemento nao nulo de ((Il e (Ik,l)
. parai=pamin(k—1,d;) faca
10: m « |d,/i]
dy—j dy -+ dioy di+1 djyy - dg
4 dy—2j dy -+ djmy dj+2 djyy oo dy
dy—myj dy --- dj—y di+m djyy - dy
D
12: D« E
13: M < nimero de linhas de D
14: se i < k—1 entao
15: b (M+1 M+2 - M+ |[(d—(i+1)/i])
16: v (1' f')
17: finaliza se

18:  finaliza para
19: finaliza enquanto
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function D = alegri (n, k)
m = floor (double (n) /double (k) ) ;
D = [n—(l:m)'+xk zeros(m,k—2) (l:m)'];
v = l:size(D,1);
while numel (v)
d =D(v(1l),:);
v = v(2:end);
p = find(d(l:end-1),1, ) +1;
for i = p:min(k—1,d (1))
M = floor(d(l)/i);
E = repmat (d,M,1);
E(:,1) = E(:,1) — (1:M)"'*1i;
E(:,1) = E(:,1) + (1:M)";
N = size(D,1);
D = [D; El;
if i < k-1
v = [v N+1l:N+floor ((d(1l)—(i+1))/1i)1;
end
end
end

5.2 Algumas aplicacoes

Utilizando o algoritmo desenvolvido na se¢ao anterior podemos encontrar férmulas fechadas
para algumas classes de particoes e sobreparticoes estudadas nos capitulos 2 e 3 deste tra-
balho. Deste modo pode-se utilizar os coroldrios abaixo para se obter novas férmulas para

o calculo do nimero de particoes e sobreparticoes com as dadas restrigoes.

Corolario 5.2.1 O numero de particées de n em exatamente s partes em que cada parte
¢ maior do que ou igual a o € igual ao numero de particoes de n — sa em no mdrimo s

partes.

Observando que para uma particao A = A; + Ay + ... + A, em que cada parte
¢ maior do que ou igual a «, tem-se:

(dy+do+ds...+dp)+(de+ds...+dp)+(ds+dy...+dg)...+ds =n—sa

No terceiro capitulo, se¢ao 3, tratamos do caso de sobreparticoes em partes
distintas.

Neste caso de particoes, a rela¢ao é valida:pg(n, s) = p(n — s), onde py(n) é o
numero de particoes de n em partes distintas. No caso de sobreparticoes teremos apenas
uma restricao para cada parte: ela estd ou nao marcada.

Deste modo, seja s4(n) o nimero de sobreparticoes em partes distintas.

E facil ver que

sa(n) = pa(n)(1 + (?) + (Z) T (Z)) — 2"pa(n) (5.2)

Usando a férmula desenvolvida neste capitulo, é possivel calcular o valor de

sq(n) para qualquer n.
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