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Abstract

We study a result in the paper Finitely Presented Wreath Products And Double Coset Decom-
positions by Y. de Cornulier, which asserts that a wreath product W ix G is finitely presented if
and only if the following conditions hold:

i. W and G are finitely presented;
ii. G acts on X with finitely generated stabilizers;

iii. GG acts diagonally on X x X with finitely many orbits.

Keywords: Group theory, finitely presented groups, wreath products, free product of groups.

Resumo

Estudamos um resultado que se encontra no artigo Finitely Presented Wreath Products And
Double Coset Decompositions de Y. de Cornulier que afirma que o produto entrelacado W ix G é
finitamente apresentavel se, e somente se, as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

i. W e G sdo finitamente apresentaveis;
ii. GG age sobre X com estabilizadores finitamente gerados;

iii. G age diagonalmente sobre X x X com finitas orbitas.

Palavras-chave: Teoria dos grupos, grupos finitamente apresentaveis, produtos entrelacados,
produto livre de grupos.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos um resultado que se encontra no artigo Finitely Presented Wreath
Products And Double Coset Decompositions de Yves de Cornulier sobre produtos entrelacados
finitamente apresentaveis.

No primeiro capitulo, recordamos conceitos basicos de teoria de grupos. Tal capitulo segue o
livro de J. J. Rotman — An Introduction To The Theory Of Groups.

O segundo capitulo contém conceitos de teoria combinatéria de grupos como grupos livres e
produtos livres. Nesse capitulo, seguimos o livro Combinatorial Group Theory: A Topological
Approach de D. E. Cohen. Também introduzimos os conceitos e mostramos alguns resultados
de grupos finitamente apresentaveis por meio de geradores e relagoes, bem como o Teorema de
Schreier usando métodos topoldgicos, tais como recobrimentos de grafos.

O terceiro capitulo contém o resultado de Yves de Cornulier que classifica os produtos entre-
lagados finitamente apresentaveis do tipo W iy G, por meio de propriedades dos grupos W e G e
da acdo de G sobre X (Cf. 3.3.5, 3.3.25 ). O teorema principal estudado afirma que o produto
entrelagado W ix G ¢é finitamente apresentavel se, e somente se, G e W sao finitamente apresen-
taveis, a acdo de GG em X tem estabilizadores finitamente gerados e a acdo diagonal de G' em
X x X tem finitas orbitas. Nao é dificil mostrar que essas trés condigoes implicam que Wiy G é
finitamente apresentdavel. Entretanto, mostrar que tais condig¢oes sao necessarias para que Wix G
seja finitamente apresentavel ¢ bem mais complicado e envolve a utilizacdo de uma ferramenta
chamada produto grafo de grupos.

Na pratica, é muito dificil encontrar grupos G e G-conjuntos X satisfazendo as condigoes do
resultado principal. No ultimo capitulo, estudamos o caso particular de quando G é o Grupo de
Richard Thompson F' e X é o conjunto {5 }apen N (0,1) e concluimos que W ix F' ¢ finitamente
apresentavel sempre que W for um grupo nao trivial finitamente apresentavel. Mais exemplos
podem ser encontrados no artigo [3, Se¢ao 3.1], tais como Grupos de Houghton e alguns grupos de
3-variedades.



Capitulo 1

Propriedades Basicas de Grupos

1.1 Grupos, Subgrupos e Classes Laterais

Neste capitulo vamos recordar propriedades bésicas de grupos seguindo o livro [8]. Alguns
resultados podem ser encontrados em [7] e [4].

Definig¢ao 1.1.1. Um grupo G é um conjunto nao vazio munido com uma operagao associativa
-+ G x G — G satisfazendo as seguintes condicgoes:

« Existe um elemento e em G satisfazendo g-e =¢e-g = g, para todo g € G

o Dado g € G, existe um elemento h de G tal que g-h=h-g=-¢e

O elemento e é dito o elemento neutro de G e também é denotado por 1 ou por 1g, quando
for necessario explicitar de que grupo esse é o elemento neutro. O elemento h € G tal que
g-h="h-g=eéo elemento inverso de g e serd denotado por ¢g—!. Muitas vezes, escrevemos
(G,-) para indicar que o conjunto G' é grupo com a operagao -. Um grupo G é dito abeliano se
vale g-h=h-g, Yg,h € G.

Por simplicidade, escreveremos apenas gh em vez de g - h.

Exemplo 1.1.2. Dado um conjunto X arbitrario, o conjunto
X={f:X = 7Z:fé funcio}

é um grupo com a operacio +, definida por (o + 3)(z) = a(x) + 8(z), para o, f € Z¥ e v € X.

Com efeito, a soma «a(z) + f(z) é a soma usual em Z e por isso é associativa (e comutativa
Denote por 0 a fungao em Z* constante e igual a zero. Tem-se que (a+0)(z) = a(z) +0 = a(z
para todo o € Z*. Assim, 0 é elemento neutro de Z*. Dado a € Z¥, defina —a(z) = —(a(z)
Tem-se que (—a + a)(z) = —(a(x)) + a(z) = 0, para cada * € X. Logo, (—a + «)(z) = 0(x
Assim, —a é o inverso de a.

)-
),
)-
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Exemplo 1.1.3. Denotaremos por .S,, o conjunto de todas as bije¢oes do tipo 6 : {1,...,n} —
{1,...,n}. A composigao de fungdes é associativa e, além disso, a composi¢ao de bije¢des é uma
bije¢ao. Assim, é natural supor que (S,,0) seja um grupo.

De fato, a identidade i(m) = m, ¥Ym € {1,...,n} é o elemento neutro de S,, e, para cada
§ € S, como § é bijegao, existe 61 : {1,--- ,n} = {1,...,n} talque 0§t =i =§"1o04. Tal
grupo ¢é dito o grupo de permutacoes de ordem n.

De modo geral, dado um grupo X, podemos definir Sx como o grupo das permutacoes dos
elementos de X, ou seja, das bijecoes 0 : X — X.

Chamamos de transposi¢cao um elemento de S, que faz p — ¢, ¢ — p para dois ntimeros
distintos p e ¢ e mapeia os demais nimeros em si mesmos. Todo o € S, pode ser escrito como
composicao de transposicoes. Essa composicao nao é tinica, mas tem uma propriedade interessante:
os numeros de transposicoes das decomposi¢oes de o sempre tém a mesma paridade. Esse é um
fato bastante conhecido, mas que nao serd demonstrado aqui. Por causa de tal resultado, pode-
mos separar os elementos de .S, em dois conjuntos: o das permutagoes pares e o das permutagoes
impares, onde uma permutacao é par se as suas decomposi¢oes em composicoes de transposicoes
tém sempre nimero par de termos e impar caso contrario. O conjunto das permutacoes pares €,
na verdade um grupo, que é chamado grupo alternado de ordem n e denotado por A,.

Definicao 1.1.4. Um subconjunto nao vazio S de um grupo G é dito um subgrupo de G se S
satisfaz:

o Para cada s € S, tem-se que s7! € S;

e Ses,t €S entao st € S.

E importante observar que S é subgrupo de G se, e somente se, S é um grupo com a operagao
induzida por GG. Escrevemos S < G para denotar que S é subgrupo de G.

Uma poténcia de um elemento a de um grupo G é um elemento da forma a”, onde a° = 1,
"le g™ = (a!)", onde n é um inteiro positivo. Dados um grupo G e um
elemento g de G, denotamos por (g) o subgrupo de G formado por todas as poténcias de g. Esse
subgrupo é chamado subgrupo ciclico gerado por g. Dizemos que o grupo G é ciclico se G = (g)
para algum g € G. Definimos a ordem de um elemento a de G' como sendo o niimero de elementos
de {(a), ou seja, |(a)|. Um grupo tal que todos os seus elementos, exceto pela unidade, tém ordem
finita é dito livre de torgao.

Dados G um grupo e X um subconjunto qualquer de GG, o menor subgrupo de G que contém
X sera denotado por (X). Esse subgrupo é dito um subgrupo de G gerado por X. Nesse caso,
dizemos que X gera (X). Dizemos que um grupo é finitamente gerado quando é gerado por um
conjunto finito.

a' =a,ad"=a-a

Exemplo 1.1.5. O grupo Diedral 2n, denotado por Ds,, é o grupo das simetrias de um poligono
regular de n lados, incluindo rotagoes e reflexoes. Denotaremos por r a rotagdo por %’T e por f are-
flexao do poligono. Cada simetria de um poligono regular pode ser descrita por rotagoes e reflexoes
do mesmo. Veja que duas reflexdes ou n rotagdes fazem com que o poligono volte a sua posigao



original. Assim, r™ = e e f? = e, onde e é o elemento neutro, ou seja, o poligono na posicao origi-
nal. Além disso, devemos ter que (rf)? = e, ou seja, rf = (rf)~!, pois (rf)~! = f~lr=t = fri-le,
de fato, (rf)(fr*=1) = rffrn=! = r" = e. Tem-se que Dy, = {e,r, 7%, ... .r" L forf,...,r"7Lf},
ou seja, Dy, = (r, f).

O grupo Diedral infinito D, é como o grupo dado acima, porém, consideramos um "poligono
com infinitos lados". Ou seja, um nimero finito de rotagdes nao fazem com que o poligono volte
para a sua posicao original. Devemos entdo ter que f? = e e (rf )2 = e, porém, nao existe um
nimero n tal que ™ = e. Tem-se que Dy, = (r, f) é finitamente gerado, embora seja um grupo
infinito.

Exemplo 1.1.6. O grupo de Heisenberg em Z de ordem 3, que serd denotado por H3(Z) , é o
grupo das matrizes da forma

1 a c
01 %
0 01

onde a,b e ¢ sao inteiros. Aqui a operacao considerada é a multiplicagdo de matrizes. Tome

110 100 101
X=l010|Y=|011]|Z=]010
00 1 00 1 001

Veja que
1 a0 1 00 1 0 c
Xo={010|Y'=|01b|2Z=|010
001 00 1 001

Desse modo, podemos escrever cada elemento de H3(Z) como o produto de poténcias de X, Y
e Z. Ou seja, {X,Y, Z} é um gerador de Hj3(Z). Isso nos diz que tal grupo é finitamente gerado.
Vale que XY X~ 1Y ™! = Z. Podemos entao simplificar o gerador desse grupo: H3(Z) = (X, Y).

Exemplo 1.1.7. Dados dois grupos G; e Ga, o produto direto G1 X Go = {(g1,92) : 91 € G1, ¢2 €
G2} ¢ grupo com a operagao - definida por (g1, g2) - (h1, he) = (g1 - h1, g2 - ha). De fato, se 1g, e 1g,
denotam, respectivamente, a identidade de GG; e de G, entao (1g,, 1g,) é a identidade de G x Gs.
Como as operacoes em (G; e (G5 sdo associativas, - é associativa e, pela escolha dessa operacao,
tem-se que (g1,92) 7" = (91", 92").

Veja que G e G5 podem ser vistos como subgrupos de GGy X G5, basta tomar as correspondéncias
92— (1gy,92), Vg2 € Gy e g1 — (g1, 1a,), Vg1 € G1. Vendo dessa forma, todo elemento de G; x G3
¢ um produto de um elemento de G; por um de Ga, pois (g1,92) = (91, lg,) - (1gy, g2). Por esse
motivo, se G; = (X3) e Gy = (X3), entdo G; X G5 pode ser visto como o grupo (X; U X5).

De modo geral, se {G}xea é uma familia de grupos, entdo o produto direto X epGy é grupo
com a operagao - dada por (ga)xea - (hr)aea = (9ahr)aea- Aqui, também é possivel considerar cada
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G, como um subconjunto desse produto direto, basta fazer a identificagdo g5 — (x))xea, onde
Tz =gsexy=1se X #\

Em especial, se A é finito e G\ = (X)), entdo X \eaGx = (Urea X»), por um argumento anilogo
ao dado acima.

Definicao 1.1.8. Sejam S um subgrupo de G e t € G. Uma classe lateral a direita de S em G é
um subconjunto de G da forma
St={st:se€ S}

e uma classe lateral a esquerda de S em G é um subconjunto da forma
tS={ts:se S}

Mais geralmente, dados dois subconjuntos K e T" do grupo G, podemos definir o conjunto
KT ={kt:k € K, t € T}. Nesse caso, as classes laterais St e tS podem ser vistas como os casos
emque K =5, T ={t} e K ={t}, T =5, respectivamente.

Sejam G um grupo e H < G. Tem-se que G é a uniao de todas as classes laterais a direita (ou
a esquerda) de H. De fato, se g € G, entdao g € Hg, pois 1 € H. Além disso, Hg C G,Vg € G.

Enunciaremos a seguir um importante resultados sobre classes laterais. A demonstragao pode
ser encontrada em [8].

Lema 1.1.9. Dados um grupo G e H < G, vale que duas classes laterais a direita (ou a esquerda)
de H em G ou coincidem ou sao disjuntas.

Definimos o indice de um subgrupo H no grupo G como sendo o nimero de classes laterais a
direita de H em (G. Pode-se mostrar que o nimero de classes laterais a direita e a esquerda de
H em G coincide, assim, também podemos definir o indice de H em G como o nimero de classes
laterais & esquerda sem que o conceito seja dibio. O indice de H em G serd denotado por [G : H].

Defini¢ao 1.1.10. Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G, ndo necessariamente distintos.
Uma classe lateral dupla de H, K em G é um conjunto da forma

HgK ={hgk : he H, ke K}
onde g € G.

Veja que, como no caso de classes laterais simples, G é a uniao de todas as classes laterais
duplas. O argumento é analogo ao do caso anterior: Dado g € G, tem-se que g € HgK, pois
1€ Hele K. Por definigao, HgK C G,Vg € G.

Lema 1.1.11. Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G. Entao duas classes laterais duplas
HxK, HyK ou coincidem ou sao disjuntas.

Demonstragio. Ver [7, pp. 12] O



1.2 Homomorfismos

Defini¢ao 1.2.1. Sejam (G, ®) e (H,®) grupos. Dizemos que a fun¢do ¢ : G — H é um
homomorfismo se vale
p(m®@n) =¢(m)® f(n),Vm,n e G

Um homomorfismo injetor é dito um monomorfismo, enquanto um homomorfismo sobrejetor é dito
um epimorfismo. Um homomorfismo bijetor é dito um isomorfismo. Se ¢ : G — H é isomorfismo,
dizemos que G é isomorfo a H e escrevemos G ~ H.

Proposicao 1.2.2. Seja ¢ : G — H um homomorfismo. Entao,

i. p(1g) = 1y, onde 15 e 1y denotam os elementos neutros de G' e de H, respectivamente;

i o(g™) = (pl9)™" Vg € G;
iii. Para cada g € G, tem-se ¢(¢") = (¢(g))", para todo n € Z.

Demonstragdo. Ver [§] O

O caso especial em que o homomorfismo ¢ da forma ¢ : G — G, ou seja, tem o mesmo grupo
como dominio e imagem, é dito endomorfismo. Quando o endomorfismo ¢é bijetivo, ou seja, um
isomorfismo do tipo ¢ : G — G, dizemos que é um automorfismo.

Denotamos por AutG o conjunto de todos os automorfismo no grupo G. Com a composigao
de fungoes, AutG é um grupo, pois a composicdo de fungoes é associativa, todo automorfismo é
invertivel e a identidade em G idg : G — G é o elemento neutro.

1.3 Subgrupos Normais e Grupos Quociente

Definicao 1.3.1. Dado um grupo G, dizemos que um subgrupo N < G é um subgrupo normal se
gNg~' = N,Vg € G e denotamos N <1 G.

Em particular, se o subgrupo N de G é tal que gNg~! C N,Vg € G, entao N < G. De fato,
basta tomar ¢! € G no lugar de g obtendo-se g"'Ng C N, ou seja, N C gNg*.

Exemplo 1.3.2. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. O nicleo ker ¢ de ¢, dado por
kerp ={g € G : ¢(g9) = 1}, é um exemplo de subgrupo normal de G.

Veja que, se N < G, entao gN = Ng,Vg € G. Assim, quando nos referimos a classes laterais
de subgrupos normais, nao precisamos especificar se ¢ uma classe lateral a direita ou a esquerda.

Definicao 1.3.3. Dados um grupo G e um subconjunto S de G, dizemos que o menor subgrupo
normal de G contendo S é o fecho normal de S em G e o denotamos por {S)¢

Teorema 1.3.4. Seja G um grupo. Se N <1 (G, entao o conjunto de todas as classes laterais de N
em G é um grupo de ordem [G : N| com a operacao NaNb = Nab.



Demonstragdo. Ver [8]. O

Definicao 1.3.5. O grupo dado pelo teorema anterior ¢ dito o grupo quociente de G por N e é
denotado por G/N ou £.

Definigao 1.3.6. Dados um grupo G e um subgrupo normal H, definimos a projecao natural (ou
candnica) m: G — G/H por w(g) = Hg.

Corolario 1.3.7. Dados um grupo GG ¢ N um subgrupo normal do mesmo, tem-se que a aplicacao
natural 7 : G — G/N é um epimorfismo sobrejetivo cujo nicleo é N.

Demonstragio. Para a primeira parte, veja que mw(ab) = Nab = NaNb = w(a)w(b). Agora, se
g € kerm, entdo m(g) = N, ou seja, g = gl~! € N. Segue que kerm C N. Por outro lado, se
n € N, entdo m(n) = Nn = N. Segue que N = kern. Finalmente, Imm = {gN : g € G} = G/N.
U

Como 7 é um epimorfismo, podemos nos referir a ele como homomorfismo natural (ou canénico)
ou ainda por epimorfismo natural (ou canénico).

Proposicao 1.3.8. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Entao, para todo epimorfismo
h:G — K tal que ker(h) C ker(f), existe um tinico homomorfismo ¢ : K — H tal que ¢ oh = f

Demonstragdo. Sejam f: G — H e h: G — K como na hipétese da proposicao.

Dado k € K, existe g € G tal que h(gy) = k. Defina entdo 7

¢: K — H por ¢(k) = f(gr). Suponha que h(gy) =k e h(g2) = k. G H
Entdo, h(gig5') = 1k, ou seja, g1g5* € ker(h) C ker(f). Conse-

quentemente, f(g1) = f(g2). Segue que ¢ estd bem definida. Por h 40
construcdo, ¢ o h = g e é o inico homomorfismo com tal proprie-

dade. %

O

Corolario 1.3.9. Seja f : G — H um homomorfismo. Se subgrupo normal N de G estd contido
em ker(f), entdo existe um tinico homomorfismo ¢ : G/N — H tal que ¢(gN) = f(g),Vg € G.

1.4 Série Derivada e Grupos Soltveis

Definig¢ao 1.4.1. Dados g, h elementos do grupo G, o comutador de g e h é definido por [g, h] =
ghg=*h=t. O Subgrupo Derivado de G é o subgrupo de G gerado pelo conjunto de todos os
comutadores. O subgrupo derivado é denotado por G', G° ou por [G, G]. De modo geral, dados
subconjuntos X7, X3 de um grupo G, denotamos [Xi, Xo| = {[z1,x2] : 71 € Xj, 22 € Xs}.

Observe que, dados um homomorfismo de grupos ¢ : G — H e g1, g2 € G, tem-se
w91, 92]) = (919291195 1) = (919 (92)9(91) " 0(92) ™! = [(g1), (92)]
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Defina G° = G e G" = [G"',G"7!],¥n € N. Os grupos G" sdo ditos os n-ésimos grupos
derivados de G. A série derivada de G é a série

G=G">G'>..>G"> ...

Definicao 1.4.2. Um grupo G ¢ dito solivel quando sua série derivada se estabiliza, ou seja,
quando existe algum n € N tal que G™ = {1}. O menor tal n é dito o indice de solubilidade de G.

Exemplo 1.4.3. Todo grupo G abeliano é soltvel com indice de solubilidade igual a 1, pois G é
abeliano se, e somente se, o subgrupo comutador de G é trivial.

Proposicao 1.4.4. Todo subgrupo de um grupo soltvel é também soltuvel.

Demonstragio. Sejam G um grupo soltvel e H < G. Entdo, como H C G, tem-se que H* C
G',Vi € N. Existe n € N tal que G" = {1}, assim, H" C G" = {1}. Segue que H" = {1} e,
portanto, H se estabiliza. O

Proposicao 1.4.5. Seja G um grupo soluvel. Se ¢ : G — H é um epimorfismo, entdo H é solavel.

Demonstragio. Defina ' como sendo a restrigdo de ¢ a G*. Como ¢ é sobrejetiva, tem-se que
©(G) = H, desse modo, ¢(G') = ¢(|G,G]) = [p(G), p(G)] = [H, H] = H'. Assim, ¢' : G — H!
e é sobrejetiva. Indutivamente, vale que ¢* : G* — H' é sobrejetiva, para todo i € N. Por hipétese,
existe n € N tal que G™ = {1}. Assim, H" = ¢(G™) = ¢({1}) = {1}. O

Corolario 1.4.6. Todo quociente de um grupo solivel é também soltuvel.

Demonstragdo. Basta aplicar a proposi¢do anterior a projecdo candnica do grupo soluvel G no
quociente desejado. [

Proposicao 1.4.7. Sejam G um grupo e N <1 G. Se N e G/N sao soluveis, entdao G é soltvel.

Demonstragio. Existem k,l € N tais que N¥* = {1} e (G/N)! = {N}. Sejam: G — G/N a
projegao candnica. Como 7 é epimorfismo, 7(G') = (|G, G]) = [G/N,G/N] = (G/N)!'. Induti-
vamente, 7(G") = (G/N)". Assim, a restrigao de 7 a G* é o epimorfismo 7; : G — (G/N)". Em
especial, m(G!) = (G/N)! = {N}. Assim, se g € G, tem-se que Ng = m(g) = N, ou seja, g € N.
Segue que G!' C N. Consequentemente, G'*! = [G!,G!'] C [N, N] = N, G!*2 C N2, etc. Em
particular, G"** C N* = {1}. Portanto, G"** = {1}. O

1.5 Os Teoremas do Isomorfismo

Os Teoremas do Isomorfismo relacionam grupos normais, grupos quocientes e homomorfismos
e sao de grande importancia no estudo da Teoria de Grupos. Nesta secao, veremos brevemente
cada um deles.



Teorema 1.5.1. (O Primeiro Teorema do Isomorfismo) Dado um homomorfismo ¢ : G — H,
tem-se que ker o < G e que G/ kerp ~ Imyp = {p(g) : g € G}.

Demonstragio. Escreva K = Kerg e defina 6 : G/K — Imgy por 6(Kg) = ¢(g). Como ¢ é um
isomorfismo entre G/K e I'my, o resultado segue. [

Teorema 1.5.2. (O Segundo Teorema do Isomorfismo) Seja G um grupo e sejam N < G e
H<G.Entaio NNH<HeH/(NNH)~NH/N.

Demonstragio. Seja m: G — G /N o homomorfismo natural. Denote por 7 a restri¢ao 7|g. Veja
que kerm ={h € H: w(h) = N} = NN H. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, segue que
NNH < Heque H/(NNH) ~ Imx. Agora, Im7m = {w(h): he€ H} ={Nh: he H} =
{Nnh: he H  ne N} = NH/N. O

Teorema 1.5.3. (O Terceiro Teorema do Isomorfismo) Dados grupos K < H < G tais que
H K <G, tem-se que H/K < G/K ¢ (G/K)/(H/K) ~ G/H.

Demonstragdio. Defina ¢ : G/K — G/H por ¢(Kg) = Hg. Tem-se que
kerop ={Kge G/K: ¢(Kg)=H}={KgeG/K: ge H} = H/K

e Im¢ = G/H, pois ¢ é sobrejetiva. Pelo Teorema 1.5.1, H/K < G/K ¢ (G/K)/(H/K) ~G/H.
U

Vejamos uma aplicacao para tal teorema.

Definicao 1.5.4. Um subgrupo H do grupo G ¢ dito mazimal quando H < S < G implica que
S =H ouS =(G. No caso em que H é normal, dizemos que ele é um subgrupo normal mazximal
quando H < S < GG implica que S = H ou S = G.

Corolario 1.5.5. Seja G um grupo. H <1 G é subgrupo normal maximal se, e somente se, G/H
nao tem subgrupos normais nao triviais.
1.6 Acoes de grupos

Defini¢ao 1.6.1. Dados um grupo G e um conjunto nao vazio X, uma agao (a esquerda) de G
em X ¢ uma fungao que associa cada g € G a uma funcao ¢, : X — X satisfazendo:

i. ¢1 =idy, ou seja, ¢1(x) =x,Vr € X
11 ¢g1g2 = ¢gl o ¢gz>v91792 S G

Nesse caso, dizemos que G age em X (& esquerda) e que X é um G-conjunto (a esquerda).



Por simplicidade, escreveremos apenas ¢g no lugar de ¢,. Assim, g -z = ¢,(z) € X. Sejam G
e X como na defini¢do acima. Os subgrupos de G

G.={9geG:g-x=z},reX
sao ditos estabilizadores de GG, enquanto os conjuntos
G-rz={g-v:9eGhreX

sao ditos drbitas ou G-orbitas de X.

Cada orbita em GG é uma classe de equivaléncia da relacao de equivaléncia z ~ y quando g-x =y
para algum g € G. Consequentemente, duas orbitas ou sdo disjuntas ou coincidem. Além disso,
G =Uyex G-z, poisl-z=uz,logor €G- x,Vr € X. Denotamos o conjunto das G-érbitas de X
por X/G.

Observacgao 1.6.2. Se G age em X, entdo G age diagonalmente em X2 = X x X, ou seja, G age
sobre X? pela agao g- (1, 72) = (g- 71,9 T2). Nesse caso, se | X?/G] é finito, entdo | X /G| é finito.
De fato, [X/G|=|{G-z: z € X}| = {G - (z,2): v € X} <|{G - (vs,xj) 1 w,z; € X} =
(X x X)/.

Definicao 1.6.3. Uma acao de G no conjunto X é dita:
i. transitiva se, dados z,y € X, existe g € G tal que g-x = y, ou seja, se X é uma 6rbita de G;

ii. livre quando, dados g1, g, € G, tem-se que g; = g9 sempre que g - T = ¢y - T, para algum
r € X;

iii. simplesmente transitiva se a acdo de G em X é simultaneamente transitiva e livre.

Exemplo 1.6.4. Seja G um grupo com subgrupo H. Podemos definir uma agao de G em G/H
por g - gH = (gg)H. Tal acdo é transitiva, pois, dados g1 H, go H € G/H, tem-se que g3 = gogy - ¢
um elemento de G tal que g3 - g1 H = goH. Vendo de outra forma, como g- H = gH, existe apenas
uma 6rbita de G em G/H, o que também nos mostra que tal acdo é transitiva.

Proposicao 1.6.5. Se G age transitivamente em X, entao existe um subgrupo H de G tal que
X =G/H.

Demonstragao. Fixe o € X e tome H = G,,, o estabilizador de G em xy. Queremos encontrar
uma bijegao entre G/H e X que respeite ambas as agoes de G, ou seja, ¢ : G/H — X tal que, se
©(gH) = x, entao vale que p(g- (GH)) =g - x.

Defina ¢ : G/H — X por p(GH) = §-x9. Se ¢t H = g,H, entdo g;'go € H, ou seja,
(91 'g2) - o = mo. Logo, g1 - o = ga - To. Segue que ¢ estd bem definida. Como X = G - 2,  é
sobrejetiva. Além disso, se g1 - To = go - o entdo g; ‘g, € H, logo, g1 H = ¢oH.

Por fim, mostremos que ¢ respeita as agoes de G em G/H e de G em X. Dado = € X, existe
g € Gtalque g-xg = z. Assim, x = p(gH). Para cada g € G, vale que p(g9- (9H)) = ¢((g9)H) =
(99) w0 =9 (g 20) =g . O
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Proposicao 1.6.6. Se G age em X, entdao X ¢é a unido disjunta U;c; G/H;, onde H; = G, e I é
um conjunto contendo exatamente um representante de cada G-orbita de X.

Demonstragio. Na proposigdo anterior, mostramos que G - x é isomorfo a G/G,. Como X =
Uier G - 4, tem-se que X = U;c; G/H;. Além disso, a relagdo o ~ y se y € G- x é uma relacao de
equivaléncia que tem como classes de equivaléncia as G-Orbitas de X. Assim, duas tais 6rbitas ou
sao disjuntas ou coincidem. Segue que a uniao dada é disjunta. [

Proposigao 1.6.7. Seja G um grupo que age no conjunto X. Entdo, vale que |G - z| = [G :
G.|,Vx € X.

Demonstragio. Dado x € X, denote por ¥(z) = {gG, : g € G} e defina ¢ : G-z — Y (z)
por (g -x) = gG,. Veja que, se g1 - ¢ = ¢y - , entdo gy;'g1 - = x, ou seja, gy g1 € Gy
Assim, ¢1G, = ¢2G,. Segue que ¢ estd bem definida. Se ¢1G, = 2G4, entdo gy g1 € G,. Isso
nos diz que g, ‘g1 - & = x, ou seja, g1 - = ¢o - x. Segue que ¢ é injetiva. Mais ainda, ¢ é
sobrejetiva pois, para cada g € G, tem-se que gG, = (g - z). Segue do fato de ¢ ser bijegdo que
Gal = [9(2)| =[G : Gal. O

Proposicao 1.6.8. Sejam G um grupo e X um G-conjunto. Entdo, para cada x € X, vale que
|G - 2||Ge| = |G

Demonstragio. Seja ¥ = {Gpg : g € G}. Defina o : G-x — . por p(g-x) = Gpg~*. Se
Gog1 = G,go, entdo g7 'gs € G, ou seja, g7 g2 - = x, de modo que ¢; - = g, - . Segue que ¢ é
injetiva. Agora, dado G,g € ., tem-e que ¢(¢g71) = G,g.
Como ¢ é bijecao, tem-se que |G - z| = || =[G : G,] = |G|/|G4|
O

Mostraremos uma aplicacao do uso de agdes em Teoria dos Grupos, demonstrando o seguinte
famoso resultado.

Teorema 1.6.9. (Cauchy) Sejam G um grupo finito e p um nimero primo. Se p divide |G|,
entdo G possui um elemento de ordem p.

Demonstragio. Sejan = |G|. Defina X = {(z1,%2,...,2,) : 2122...0, =1, 1; € G,Vi=1,...,n}.

Podemos reescrever X como sendo conjuntos das p-uplas (z1,xa,...,Zp_1, (T122...7,1)" ") tais
que x1,...,T, 1 sao elementos de G. Assim, | X| = n?~!. Em especial, p divide |X|. Seja o € S, a
permutacao que faz as seguintes associagoes: (i) =i+1,¥i=1,2,...,p—1e o(p) = 1. Entao, o?
é a identidade. Defina pZ—Z x X — X fazendo (f, (z1,- -+ ,xp)) = (Tot(1), - - -+ Tot(p)). Essa aplicacdo
é uma acao. Desse modo, p = |p%| = p% : x||(% |, para cada x € X. Assim, as Orbitas dessa
acao possuem 1 elemento ou p elementos. Seja r o niimero de 6rbitas de tamanho p e seja s o
nimero de 6rbitas de tamanho 1. Entao, | X| = pr+s. Veja que a érbita de (1,1,...,1) s6 possui
um elemento. Assim, s > 1. Como p divide | X|, devemos ter que p divide s. Assim, s > p > 2.
Consequentemente, existe um elemento & = (z1,...,2,) em X tal que p% -z = {x}. Isso significa
que 0" (z1,...,2p) = (21,...,2,), para cada r = 1,2,...,p. Logo, 1 =23 = ...2,. Como = € X,
isso significa que z; € G é tal que o} = z125...2, = 1. Portanto, z; é um elemento de ordem p
em G. O
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1.7 Produto Semidireto de Grupos

Essa secao ¢ destinada ao entendimento bésico do produto semidireto entre dois grupos. Para
um conhecimento mais aprofundado do assunto, ver [4].

Afirmacgao 1.7.1. Sejam G um grupo, A < G e B < G. Entdao, AB é um subgrupo de G.

Os elementos de AB sao da forma ab com a € Ae b e B. Como A, B sdo grupos, tem-se que
1€ ANB,logo, 1 =1-1¢€ AB. Além disso, se aby,asby € AB, entdo a;b;(asby)™ € AB. De
fato, aiby(asbe)™ = a1biby tay’ = a1(biby )ay (biby 1)1 (bibyt). Como A é subgrupo normal de
G,a;' € Aebby,' € B, existe a € A tal que (biby ay ' (biby')™" = a. Segue que a1b;(agzhy) ™' =
CLlél,ble_1 € AB.

Afirmagao 1.7.2. Seja G um grupo. Dados dois subgrupos A e B de G tais que AN B = {1},
tem-se que AB esta em bijecao com A x B.

Defina f : AB — A x B por f(ab) = (a,b). Se aib; = asby, entdo a;'a; = byby'. Como
a;lal € Ae bgbl_l € B, a;lal =1le bgbl_l = 1, ou seja, a; = as e by = by, de modo que
(a1,b1) = (az,by). Segue que f estd bem definida. Mostremos que f é bijetiva. Se (a1,b1) = (a9, bs),
entdo a; = ay e by = by, logo, a1by = asby. Dado (a,b) € A x B, tem-se que ab € AB ¢é tal que

f(ab) = (a,b).

Seja agora G um grupo com subgrupo B e subgrupo normal A tais que AN B = {1}. Como
vimos, AB é um subgrupo de G que esta em bijecdo com A x B. Queremos generalizar tal conceito
para dois grupos A e B arbitrarios. Para isso, dados A e B grupos, devemos encontrar um grupo
G tal que A < G e B < G e, como subgrupos de um mesmo grupo, devemos ter que AN B = {1}.

Seja ¢ : B — Aut(A) um homomorfismo de grupos. Considere a agdo de B em A dada por
b-a=¢()(a). Tome G = {(a,b) :a € Aebe B} com a multiplicacdo

(a17b1)(a2, 52) = (al(bl 'Gz), 5152)

Afirmamos que G é grupo. Com efeito, (1,1) € G, onde 1 denota tanto o elemento neutro de A
quanto o de B, é tal que (1,1)(a,b) = (1-a,b) = (a,b), pois ¢ é homomorfismo, logo p(1) =ida e
(a,b)(1,1) = (a(b-1),b) = (a,b), pois ¢(b) ¢ homomorfismo, de modo que ¢(b)(1) = 1. Logo, (1,1) é
o elemento neutro de G. Além disso, para cada (a,b) € G, tem-se que (a,b)™t = (b=t -a"1,b7') € G
e tal operacao ¢ associativa:

(a1,01)[(az, b2)(as, b3)] = (a1, b1)(az(bz - az), babs)

= (ay(by - (agbs - az)), bibabs)

= (a1 (b1 - az) (b - (b2 - a3)), b1babs)
= (ay(b1 - az), biby)(as, bs)

= [

(a1, b1)(ag, b2)](as, bs)
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Veja que A e B sao isomorfos aos subgrupos de G: A x {1} e {1} x B, respectivamente. Assim,
podemos fazer as correspondéncias (a,1) — a e (1,b) — b. Vale que

(a,b)(@, 1)(a,b) " = (a,b)(a, )(b~" -a™', b7
— (ab-a,bl)(1,b67") = (a(b-a)(b-1),bb™")

= (ap(b)(a),1) € A

Segue que A é subgrupo normal de G. Veja também que AN B = (1,1). Além disso,

bab™" = (1,b)(a, 1)(1,67") = (b a,b)(1,b7") = ((b-a)(b-1),bb™") = (¢(b)(a), 1) = @(b)(a) =b-a

Defini¢ao 1.7.3. Dados dois grupos A e B e um homomorfismo de grupos ¢ : B — Aut(A), o
produto semidireto entre A e B é o grupo AB com o produto (aiby)(agbs) = a1¢(by)(ag)biby. O
produto semidireto sera denotado por A x, B ou simplesmente por A x B, quando nao houver
risco de confusao.
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Capitulo 2

Grupo Livre e Apresentacoes de Grupos

Existem diversas maneiras de descrever um grupo. Para muitos grupos, a maneira mais com-
pacta de defini-lo é usando a chamada apresentacao de tal grupo. Nesse capitulo estudaremos
grupos livres e suas apresentacdes, bem como apresentagdo de grupo de modo geral. Grupos
Livres tém apresentacao mais simples o possivel, o que serve de motivacao para tal estudo. As
proximas segoes tém como base [2].

2.1 Grupos Livres

Definicao 2.1.1. Seja ¢ : X — G uma funcao que leva o conjunto X no grupo GG. Dizemos que o
par (G, i) é livre sobre X se satisfaz a seguinte propriedade universal: dados um grupo H e uma
funcao f : X — H, existe um tinico homomorfismo de grupos ¢ : G — H satisfazendo g o1 = f.

X G
f g
H
O grupo unitério {1} é livre sobre o conjunto vazio. O grupo ciclico Z é livre sobre qualquer
conjunto unitario {x}. Basta tomar i(z) =1 ou i(x) = —1.

A seguir, mostraremos que dois grupos sao livres sobre o mesmo conjunto X se, e somente se,
tais grupos sdo isomorfos. Mostraremos inicialmente que, se o par (G,i) é livre sobre o conjunto
X e existe um isomorfismo ¢ : G — H, entdo o par (H, ¢ o i) também é livre sobre X. Dados L
um grupo e f : X — L uma funcgao, existe um tnico homomorfismo x : G — L tal que f = y o 1.
Como ¢ ¢ isomorfismo, em particular, é inversivel. Seja ¢! : H — G a sua inversa. Defina
Y =xop':H — L A aplicacio 1) é homomorfismo, pois é composicao de homomorfismos.
Além disso,

Yo(poi)=(xop ')o(poi)=xoi=f.
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Suponha que exista um homomorfismo de grupos j : H — L tal que jo (poi) = f. Entao,
jog:G — L é um homomorfismo tal que (jop)oi=jo(poi)= f. Por sua unicidade, y é o
tinico homomorfismo tal que y o i = f. Assim, j oy =y, ou seja, j = Yo @ ! = 1.

Para mostrar a reciproca de tal resultado, precisaremos observar o seguinte fato:

Observagao 2.1.2. Dado um par (G, ) livre sobre o conjunto X, a tnica fungao ¢ : G — G que
satisfaz ¢ o1 =1 é a funcao identidade idg de G.

X—" .
De fato, como (G, 7) é livre sobre X, existe um tinico homomorfismo
_ ¢ : G — G tal que i = ¢oi. Como a fungao identidade idg : G — G
" N satisfaz tal condicao, segue da unicidade de ¢ que ¢ = idg.
Gi

A reciproca mencionada é dada pela proposicao seguinte.

Proposicao 2.1.3. Sejam G e (G5 grupos livres sobre o conjunto X com as fungoes i; : X —
G1,is : X — G, respectivamente. Entao, existe um isomorfismo ¢ : Gy — G5 tal que 15 = ¢ o ;.

Demonstragio. Como (Gy,1i,) € livre sobre X, existe um tnico homomorfismo ¢ : G; — G tal
que iy = @ oiy. Analogamente, como (Ga,iy) é livre sobre X, existe um tnico homomorfismo
Y Gy — Gy satisfazendo i1 = 1) o is.

Assim,

. . . . ¥
(Yop)oiy=1o(poil) =voiy=ie G < ; €
(potp)oig=go(Poiy) =¢poi =iy O

Segue que ¥ o p =idg, € ¢ 0 =1idg,, pela observacao ! v
anterior a esta proposicio. Ou seja, ¥ = ¢~ '. Logo, ¢ b%

¢é isomorfismo.

Lema 2.1.4. Dado um conjunto X, existem um grupo G e uma aplicacao f que leva X injetiva-
mente em G.

Demonstragio. Como vimos em 1.1.2, ZX = {f : X — Z : f é fungao} é um grupo com a soma de
fungoes. Para cada x € X, seja ¢, : X — Z a fun¢do que faz as seguintes associagoes: ¢, (x) = 1
e ¥, (y) = 0, para todo y # x em X. Defina o : X — Z* por a(z) = ¢,. Como ¢, # 1, se x # v,
a ¢ injetora. 0

Proposigao 2.1.5. Se (F,i) é livre sobre o conjunto X, entdo ¢ é injetiva.

Demonstracio. Com a notacdo do lema anterior, tem-se que a : X — Z% é uma aplicacdo injetiva.
Como (G, 1) é livre sobre X, existe um tinico homomorfismo ¢ : G — Z* tal que a = poi. Assim,
i é injetiva. De fato, se nao o fosse, existiriam x1, 2, € X tais que x; # 9, porém i(z1) = i(xs).
Assim, ¢(i(z1)) = p(i(x2)), ou seja, a(xy) = azs), contradizendo o fato de « ser injetiva. O
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Mostramos que se um grupo G é livre sobre um conjunto X com a aplicacdo i, entao 7 é inje-
tora. O fato mais importante usado para tal demonstracao foi a existéncia de um grupo no qual
X é levado injetivamente, sem nos preocuparmos de fato com o grupo G ou com a aplicacao 1.
Assim, seria natural se perguntar se, dado um conjunto X arbitrario, existe um par (G,i) que é
livre sobre o conjunto X. A resposta é afirmativa. Para construir um grupo livre sobre um dado
conjunto X, precisaremos de uma construcao auxiliar, que serd dada a seguir.

Seja X um conjunto arbitrario. Denotaremos por S(X) o conjunto de todas as sequéncias
finitas (x;,,...,x;, ) de elementos de X. Quando m = 0, a sequéncia é dita sequéncia vazia. Veja
que S(X) é um monoide com a multiplica¢ao

(IEil, ...7fL’im)(fL’j1, ...,ZE]‘S) = (flfil, ...,ZL‘im,ZL'jl, ...,J,’js),

pois essa multiplicacao é associativa e tem como elemento neutro a sequéncia vazia. Denotaremos
o elemento neutro, ou seja a sequéncia vazia, por &. Chamaremos S(X) de monoide livre sobre
X.

A aplicagdo que leva cada elemento x € X na sequéncia (z) € S(X) ¢é injetora. Assim, cada
elemento de S(X) é unicamente representado por um produto (z;,)...(x;,, ). Por simplicidade, as-
sociaremos cada (z) a z, assim, tal elemento de S(X) serd representado por x;,...x;, .

Um segmento de x;,...x;,, € S(X) é um elemento de S(X) da forma x; ;,,...w;,, com 1 <1 <
s <m. Se x;, ¥, ...Ti, # Ti...T;,, dizemos que esse ¢ um segmento proprio de x;, ..., .

Finalmente, tome um conjunto X disjunto de X que esteja em bijecao com X, digamos T — .
Chamaremos de palavras de X os elementos de S(X U X). Por simplicidade, denotaremos & € X
por 7%, onde x é a imagem de T pela bijecio dada. Poderemos também denotar + € X por

z'. Assim, uma palavra de X é da forma w = z'..2", onde ¢; = 1. O ndmero m ¢é dito o

(2
comprimento de w e é denotado por |w|. A palavra vazia pode ser vista como a palavra que nao

possui letras, assim, |w| =0 < w = &.

g5 7 . . . U
Cada ;7 ¢ dito uma letra da palavra w = ;! ...x;™. Nos referimos ao conjunto X U X como
alfabeto.

Uma palavra w ¢é dita reduzida quando é a palavra vazia ou quando ¢ da forma w = 3 ...2;" e

is11 = is implica €511 # —&4, Ou seja, letras adjacentes nao sdo imagem uma da outra na bijecao
entre X e X.

Exemplo 2.1.6. As palavras ryz~! e xzzy sdo palavras reduzidas do alfabeto {*!, y*!, 2*1} (ou

seja, aqui X = {x,y,2}). Entretanto, xz~'yzx nao é uma palavra reduzida, pois tem um segmento
xx~

Uma palavra reduzida w = 27! ... 2;™ é dita uma palavra ciclicamente reduzida se iy # i,, ou se
11 = i, Mas €1 # —e,,. Convencionamos que a palavra vazia é ciclicamente reduzida. Observe que

16



w é uma palavra ciclicamente reduzida se, e somente se, o produto ww é uma palavra reduzida.
De modo geral, vale que w” = w...w (n fatores) é reduzida. Logo, |w"| = n|w|.

Seja v = xj'...z;" uma palavra nao reduzida com 4,1, = i, € €,41 = —¢,. Denote por u’ a
palavra obtida de u ao retirar-se as letras adjacentes z;" e xf:irll Dizemos que u’ € obtido de u por
reducdo elementar. Se u” é obtido de u por uma sequéncia de reducoes elementares, dizemos que
u” € obtido de u por reducao.

1 1

Exemplo 2.1.7. Considere o alfabeto X = {x* y*! 2%} As palavras zzyy~! e zza~'z sdo
obtidas de w = zzz lzyy 1z por reducdo elementar, enquanto xzz é obtida de w por reducao.

Escreveremos w ~ w' se w = w' ou se existir uma sequéncia de palavras (wy, ..., wy), com
w; = w e wy = w', tal que w; e wj;; sdo obtidas uma do outra por reducdo elementar, para cada
j=1,.., k-1

Afirmacao 2.1.8. ~ é uma relacao de equivaléncia.

Com efeito, ~ é reflexiva por definigdo. Além disso, se w ~ w’', seja (wy, ..., w,) uma sequéncia
como na definicdo de ~. Entao, (wy,...,w;) é uma sequéncia com elementos adjacentes obtidos
um do outro por reducoes elementares. O primeiro fator é igual a w’ e o tltimo fator é igual a
w. Por fim, se w ~ w' e w' ~ w", entdo existem sequéncias (wy, ..., w;) e (uy, ..., us), com w; = w,
w, = w' = uy e ug = w” como na defini¢do de ~. A sequéncia (wy, ..., w,, Us, ..., us) garante entao
que w ~ w”.

Denotaremos por F'(X) o conjunto de todas as relagoes de equivaléncia. A classe de equivalén-
cia da palavra w com relagao a ~ serda denotada por [w].

Se w ~ w', entdo uwv ~ uww'v, para quaisquer palavras u e v. De fato, se (wy,...,w,) é uma
sequéncia que mostra que w ~ w', entdo a sequéncia (uwqv, ..., uw,v) é tal que vwv = wwwv,
uw,v = uw'v e dois elementos adjacentes sao obtidos um do outro por reducao elementar. Assim,
sew~w ewu~u, entdo uw ~ uw' ~ u'w’. Podemos entdo definir uma multiplicacdo em F'(X),

fazendo [u][w] = [uw]. F(X) é grupo com essa multiplicagdo, pois ela é associativa e tem como
identidade a classe de equivaléncia da sequéncia vazia. Além disso, para w = x7..z;", tem-se
wwt = i aime g f Assim, wwT! ~ @, ou seja, [w][w™!] = [@]. Logo, [w] tem como

inverso o elemento [w™!]. Por fim, defina a fungao i : X — F(X), que associa cada x € X a sua
classe de equivaléncia [z] € F(X). Tem-se que F(X) é gerado por i(X).

Mostraremos agora que existe um grupo livre sobre cada conjunto arbitrario X. Usaremos a
notacao dada acima.

Teorema 2.1.9. O par (F(X),1) é livre sobre o conjunto X.

Demonstragio. Dados um grupo G e uma funcio f: X — G, defina a funcao f: S(X UX) = G
fazendo a seguinte correspondéncia:

flaiy ) = fai)™ o f (2,)™,
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€1 .Em % _ E1 Em _ 01 .0k
para cada z7)..2;" € S(X U X). Dados w = x7..2{", u = x}} .25,

Flwu) = flwi)™ o f (@i, ) ()" f (20" = (F (@)™ f@,) ) (F2g,) o f (2)™) = Fw) f(w).

Ou seja, f é homomorfismo de monoides.

tem-se que

Se w' é obtida de w por redugao elementar, existem palavras u,v € S(X U X) tais que v’ =
uxfj a:,-_jsj v. Assim,

f') = fu)f(xy,)? f(2,)" f(0) = fu)f(v) = f(w).

Dada uma sequéncia (wi,...,w,,), na qual elementos adjacentes sdo obtidos um do outro por
reducdo elementar, tem-se f(w;) = ... = f(w,,). Isso significa que duas palavras w, w’ tém a
mesma imagem se w ~ w'.

Devido a esse fato, a fungao ¢ : F(X) — G dada por p([w]) = f(w)

X ¢ F(X) estd bem definida. Além disso, ¢ ¢ um homomorfismo de grupos,
pois f é homomorfismo de monoides. Como ¢(i(z)) = ¢([z]) =
f(z) = f(z), Vo € X, basta mostrar que esse é o tinico homomor-
f Q fismo com tal propriedade. Suponha que exista um homomorfismo
¢ F(X) — G tal que ¢oi = f. Entdo, ¢lix) = ¢lix). Como
G i(X) gera F(X), segue que ¢ = ¢. .

A cada reducgao elementar, o comprimento de uma palavra diminui. Podemos entao aplicar
numa mesma palavra uma sequéncia de redugoes elementares de modo que o comprimento da
palavra resultante seja minimo, ou seja, de modo que nao seja possivel obter outra palavra por
reducao elementar da palavra resultante. Dessa forma, a palavra resultante é reduzida. Tal
processo ¢ aplicavel a qualquer palavra e, portanto, toda classe de equivaléncia contém pelo menos
uma palavra reduzida. O Teorema a seguir mostra a unicidade de cada palavra reduzida em sua
respectiva classe de equivaléncia.

Teorema 2.1.10. (Forma Normal para Grupos Livres) Cada classe de equivaléncia de F/(X)
contém exatamente uma palavra reduzida.

Demonstragio. A existéncia de uma palavra reduzida em cada classe de equivaléncia decorre do
comentario acima. Denote por R o conjunto de todas as palavras reduzidas de X e por Sg o
grupo das permutagoes de R. Observe que [&] = 1p(x). Queremos encontrar um homomorfismo
¢ F(X) — Sg tal que a acdo ¢[w] quando aplicada na sequéncia vazia @ resulte na palavra
w. A existéncia desse homomorfismo implica na unicidade da palavra reduzida numa determinada
classe de equivaléncia. De fato, se w e w' sdo palavras reduzidas tais que w ~ w', entao [w] = [w'].
Segue que w = p[w|(2) = p[w'[(F) = w'.

Seja f: X — Sk a aplicagao que leva cada x € X na aplicagao f, : R — R, dada por
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£u(w) {:cw, se w nao comeca com o fator x~!
w) =
x

u, se w = x~'u para alguma palavra reduzida u

Mostremos que, de fato, cada f, é uma permutacao de R. Para mostrar a injetividade de f,,
suponha que f,(w) = f,(w'), para certos w,w’ € R. Se w ndo comega em x~ ', entdao w’ também nao
comega. De fato, se w’ = 7 !v para alguma palavra reduzida v, entdo v = f,(vw') = f,(w) = 2w, ou
seja, w = x~'v, contradizendo o fato de w ndo comecar em x~!. Analogamente, ndo podemos ter
w’ com primeiro fator diferente de 27! e w = x~!u, para alguma palavra reduzida u. O problema
se resume entdo a dois casos: w,w’ ndo comecam em ' ou w = z'u e w = x~'v, para certas
palavras reduzidas u e v. No primeiro caso, tem-se que zw = f,(w) = f.(w') = zw’, logo, w = w'.
No segundo caso, tem-se que u = f.(w) = f.(v) = v, de modo que w = r~'u = z7v = w'.

Mostremos agora a sobrejetividade de f,. Dada uma palavra reduzida w, se w ndo comeca com
o fator x, entdo z7'w € R e f.(z7'w) = w. Caso w = xv, para alguma palavra reduzida v, entdao
fz(v) = w. Assim, f, : R — R é permutacao de R.

Veja que a inversa de f, ¢ dada por

rlw, se w nao comeca com o fator
v, se xv = w, para alguma palavra reduzida v
ou seja, fo 1= fp-1.
Pelo Teorema anterior, o par (F(X),4) é livre sobre X. Assim, existe um tnico homomorfismo
¢ : F(X)— Sgtal que poi = f, ou seja, plr] = ¢(i(z)) = fi, Vo € X. Assim, se w = a7 ... 25"

n

¢ uma palavra reduzida de F(X), entao p[w] = fil... fir. Tem-se que ¢[z](@) = [.(9) = .
Segue que plw](@) = foi... for- (fir (@) = fob... forH(asr) = ... = 2" .2t = w, pois w é
reduzida, logo, 23" ... 2" ndo comeca em z, "% ', para nenhum i = 1,...,k — 1. O

Usualmente, identificamos os elementos de F'(X) com as respectivas palavras reduzidas. Con-
sideramos também X um subconjunto de F(X) e i a inclusdo. Assim, poderemos omitir 4.

Por simplicidade, escreveremos apenas w = w’' em vez de w ~ w'. Quando w e w’' forem a
mesma palavra, escreveremos w = w'.

Definicao 2.1.11. Um grupo G é residualmente finito se, para cada w € G com w # 1, existe um
subgrupo normal N de G que nao contém w e F'/N é finito.

Equivalentemente, um grupo G ¢ residualmente finito se Nyey N = {1}, onde A = {N <
G : [G : N] < oo}. De fato, se G é residualmente finito no primeiro sentido, entdo nao pode
haver g # 1 tal que g € Nyes IV, ou todos os subgrupos normais de indice finito em G terfam g
como elemento, contradizendo a primeira definicao dada. Por outro lado, se G é um grupo tal que
Nyesy N = {1}, entdo, dado g € G\ {1}, tem-se que g ¢ Nyenr N, logo, existe N € A tal que
geN.

Proposicao 2.1.12. Grupos livres sao residualmente finitos.
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Demonstragio. Seja F' um grupo livre com base X. Dada uma palavra reduzida w = ;] ... 27",
com w # &, sabemos que [w] # [2], ou seja, w # .

Queremos encontrar um subgrupo normal N de F' tal que F'/N seja finito e w ¢ N.

Para cada x € X, seja f, : {1,...,n+ 1} — {1,...,n+ 1} uma aplicagdo que faz a seguinte

associacao:

{fx(r)—r—l—l, se x;" =

falr+1)=r sez; " =u.

Veja que, a rigor, f, nao é uma aplicacdo, pois nao esta definida para todo r. A condigao
anterior nao faz com que f, nao esteja bem definida, pois tal f, s6 poderia levar r € {1,...,n+1}
em dois elementos distintos da seguinte maneira

fao(r)=r+1 ou f(r)=r—1

A primeira igualdade nos diz que 2" = = e a segunda equivale a f,((r —1) +1) = r — 1, assim,
.t =ux. Logo, x; "l afr L2, contradizendo o fato de w ser uma palavra reduzida.

Além disso, f nao leva dois elementos distintos em um mesmo s € {1,...,n+1}, pois f.(r) = s
quando r = s—1 e z;*"! =z ouquando r = s+1 e z;~* = z. Consequentemente, a tinica maneira
de dois elementos serem levados em s ¢ fy(s — 1) = s = f,(s + 1). Mas isso nos daria z;°"' =z e
r;? 1 contrariando novamente o fato de w ser uma palavra reduzida.

Segue que f, pode ser estendida a uma aplicacio f, € S,41, sendo S, 1 o grupo simétrico de
{1,...,n}. Defina f : X — S, por f(x) = f,. Denotando por i a inclusio de X em F, como F
é livre, existe um tnico homomorfismo ¢ : F' — S, tal que poi = f. Pela defini¢do de f, tem-se
que f(w) # id, onde id é a identidade em S, 1. Logo, ¢(w) # id.

Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, Ker(y¢) é um subgrupo normal de G tal que G/Ker(p)
¢ isomorfo a Im(p). Como Im(p) C S,i1 € |Sut1| = (n + 1)!, tem-se que tal imagem é finita,

assim como G/Ker(yp). Além disso, como p(w) # id, w ¢ Ker(p). O

T =x

:I‘_

Corolario 2.1.13. Se G é um grupo livre finitamente gerado, entao todo endomorfismo sobrejetor
de G é um automorfismo.

Demonstragio. Seja o : G — G um epimorfismo. Mostremos que « é isomorfismo. Seja N
um subgrupo normal de indice finito em G. Como N é normal, o ™(N) é normal, para cada
n € N. Seja my : G — G/N a projecao canodnica. Tem-se que a~'(N) = ker(ry o a), assim, pelo
Primeiro Teorema do Isomorfismo, o '(N) é isomorfo a Im(my o @) = G/N. Podemos repetir
o processo, obtendo que G/N ~ G/a"Y(N) ~ G/a Y (a ' (N)) = G/a"%(N). Indutivamente,
G/N ~ G/a ™(N), para todo natural n. Seja V' = {a™™(N): m € N}. Dado K € V, existe
¢ : G — G/N tal que ker p = K. Como G é finitamente gerado e os valores de um homomorfismo
¢ : G — G /N sao determinados pelos elementos do gerador finito de G, existem apenas finitos
valores de G/N nos quais podemos mapear elementos do gerador de G. Assim, existem finitos
tais homomorfismos, consequentemente V' ¢é finito. Existe entdo um m € N tal que m > n e
a™™(N) = a™"(N). Segue que a~™ ™ (N) = N e, portanto, N D kera. Como N é arbitrério,
isso vale para qualquer N < G com indice finito em G. Denote por .4 o conjunto de todos
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os subgrupos normais de G com indice finito. Segue que kerav C Nyey N = {1}, pois G é
residualmente finito. O

A demonstragao acima foi feita usando-se apenas o fato de G ser residualmente finito e o fato
de G ser finitamente gerado. Portanto, tal resultado vale para todo grupo finitamente gerado que
é residualmente finito, ndo particularmente para grupos livres. Um grupo no qual todo endomor-
fismo sobrejetor é um automorfismo é chamado de Hopfiano.

Proposigao 2.1.14. Sejam F(X) e F(Y) grupos livres sobre X e Y, respectivamente. Entéo,
F(X) e F(Y) sao isomorfos se, e somente se, | X| = |Y].

Demonstragio. Se | X| = |Y|, entdo existe uma bijegdo f : X — Y. Pela propriedade universal de
grupo livre, podemos estender f a um homomorfismo F(X) — Y que, por sua vez, pode ser visto
como um homomorfismo ¢ : F(X) — F(Y). Analogamente, f~! : Y — X pode ser estendida
a um homomorfismo ¢ : F(Y) — F(X). Agora, como f~'o f = idx, tem-se que ¢ o ¢ e idp(x)
estendem a identidade de X. Segue que ¢ o ¢ = idp(x), pela unicidade de homomorfismos na
defini¢ao de grupo livre. Analogamente, ¢ o ¢ = idp(y). Segue que ¢ é isomorfismo, com ¢~ = ¢.

Reciprocamente, suponha que F(X) e F(Y) sejam isomorfos. O ndmero de homomorfismos
que levam F'(X) no grupo ciclico de ordem dois Z, é igual ao nimero de fungdes X — Z,, ou seja,
21X1. Andlogo para F(Y). Como 2X1 = 2I¥l se | X| ou |Y| ¢ finito, entdo ambos sdo finitos e existe
uma bijecio entre eles. Se |X| e |Y| sdo infinitos, vale que |[S(X U X)| = |X U X| = |X]|, pelo
axioma da escolha. Como F(X) é um conjunto de classes de equivaléncia de S(X U X), tem-se
que |F(X)| < |S(X U X)| = |X|. Por outro lado, |X| < |F(X)]|, pois X pode ser visto como

subconjunto de F'(X). Segue que |F(X)| = |X|=|Y]| = |F(Y)|. O

Definicao 2.1.15. Um grupo G é dito um grupo livre se existem um conjunto X e um isomorfismo
i: F(X) — G. Nesse caso, dizemos que i(X) é uma base de G. Também dizemos que G é livre
em i(X).

As bases de um grupo livre G sdo equipotentes entre si. De fato, se A e B sao bases de G,
existem isomorfismos i, : FI(X) — G e iy : F(Y) — G, para certos conjuntos X e Y, tais que
i1(X) = A eiy(Y) = B. Por ser composicao de isomorfismos, i5' 04y : F(X) — F(Y) é um iso-
morfismo. A proposi¢ao anterior tem como resultado que | X| = |Y'|. Segue que |A| = |B|. Entao,
qualquer bijecao de A em B se estende a um automorfismo de G. Além disso, se G é um grupo
livre com base A, existe um isomorfismo i : F(X) — G tal que i(X) = A. Dado um automorfismo
a:G — G, tem -se que aoi: F(X) — G ¢ isomorfismo e portanto a(A) = a(i(X)) também ¢é
base de GG.Podemos considerar cada base de G como um subconjunto de G, por simplicidade. Se
£ é um automorfismo de F(X), entdo io 3 : F(X) — G é um isomorfismo e i(5(X)) é base de G.
Em particular, F'(X) é grupo livre com base 5(X).

Definicao 2.1.16. Chamaremos de posto a cardinalidade das bases de um grupo livre.
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Exemplo 2.1.17. Uma base para F' = F(z,y) ¢ {z™!, 2%y}. Defina ¢ : F — F fazendo ¢(z) = 27!

e ¢(y) = 2%y. Veja que p(a?y) = p(z)*p(y) = (x7)%2%y =y e p(z7") = p(x)~! = 2. Podemos
entdo escrever cada elemento de F' a partir de ¢. Segue que ¢ é endomorfismo e, portanto, é
isomorfismo.

Proposigao 2.1.18. Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

i. G é livre com base X;

ii. Podemos escrever cada elemento de G de maneira tinica como ;) ... x;", para algum m > 0,
de modo que z;, € X, ¢, = £1 e ij41 = i implica 41 # €x;

iii. O conjunto X gera G e 1 nao pode ser escrito na forma ;! ...2;", onde m > 0, z;, € X,
g = £1 e ig 1 = 1 implica ;1 # &g.

Demonstragio. Mostremos inicialmente que (ii) implica (iii). Se cada g € G é da forma g =

il xim com x € X, entdo, por definigdo, X gera G. Se existisse z5! ... z;™ com m > 0 tal que
m 1 im

1 =3 ... 25™, entdo o, "' = a7 ... x;", ou seja, x3 ... 4" = xjlw; ", contradizendo epy1 # —¢y

se ik+1 = ’Lk

Mostremos a reciproca da afirmagao anterior. Se X gera GG, todo elemento g € G é da forma

g=ux; ...x;". Caso gy = —€; com i = i, para algum k, basta excluir os fatores adjacentes
€k Ek+1 _ €1 Em _ 0 On = _ €1 Em —0n —01 :
wifriyy . Agora, se g =il .. a;m e g =y ... a5, entdo 1= a7 . apma; O xg . Realizando

todos os cancelamentos possiveis, todos os fatores devem ser cancelados, caso reste algum z7; . .. 27
que nao possa ser cancelado, teremos 1 = z77 ... 2%, uma contradigao.

Se G ¢ livre sobre X, entdo existe um isomorfismo i : F'(X) — G. Como F(X) satisfaz (i7) e
(7ii), G também satisfaz tais condigdes.

Suponha agora que G satisfaca a propriedade (i) ou a propriedade (7). Considere o homo-
morfismo ¢ : F(X) — G induzido pela identidade em X. Como G é gerado por X, ¢ é sobrejetora.
Por hipétese, nenhuma palavra trivial é levada em 1, logo, ¢ é injetiva. Portanto, ¢ : F(X) — G
é isomorfismo, ou seja, G é livre com base X. [

Corolario 2.1.19. Seja G um grupo. Dados um conjunto X que gera G e ¢ : G — H um
homomorfismo que é injetivo em X, se p(G) é livre com base ¢(X), entdo G é livre com base X.

Demonstragao. Pelo Teorema anterior, ¢(X) gera ¢(G) , logo, X gera G. Além disso, como 1 nao
pode ser escrito na forma a:fll ...xim,onde m >0, x;, € ©(X), e, = £1 e de modo que i1 = iy
implica €11 # &k, como ¢ é injetiva em X, 1 € GG ndo pode ser escrito na forma y;! ...y, onde
m >0, y;, € X, ¢ = £1 e de modo que i1 = 7 implica €441 # €;. Segue que G ¢ livre com
base X. OJ
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Corolario 2.1.20. Seja G um grupo livre com base X e seja Y C X. Entao, (Y) é grupo livre
com base Y.

Demonstragdo. Por defini¢ao, Y gera (V). Além disso, Como Y C X, a restrigao atribuida a 1 em
(7i7) também vale para Y. O

Corolario 2.1.21. Seja F' um grupo livre com base {x,y}. Entao ¢ : F' — Z definida por ¢(x) = 1
e p(y) = 0 é tal que Kery é grupo livre com base {x~'yz' : i € Z}.

Demonstragio. Tome K = {z 'y’ : i € Z} como ¢(z 'yx") = —ip(x) + ¢(y) + ip(z) = p(y) = 0,
tem-se que (K) C Kery.
Tem-se que x-% 2% = (=% x%) (2 %x?) ... (z %z?) = (x~%x*)’. Assim, cada z*y' pode ser

escrito como (x~*ya®)la=*. De forma geral,

xklyll - 'xknyln _ (mlﬂyx—kl)ll (l‘k1+k2yx_(k1+k2)) o (Ik1+...kny$—(k1+...kn))lnxkl-O—...kn

Por exemplo,

ryz Py ety = (zya ") (27 y PaPya?)
= (zyz~") (a7 yz) P (wya™?)
)

= (zy2~")(z 7'y -

“ayr Y

Segue que todo elemento de F' pode ser escrito como kx™, onde k € K en € Z, ouseja, FF C K{x) =
{kz: k€ Keze (z)}. Aimagem de kz™ € K(x) por ¢ é dada por ¢(kz") = p(k)np(z) = n.
Como consequéncia, kx" € Keryp se, e somente se, n = 0. Segue que K C Kery. Logo, Kery = K.

Ponha z; = 27"y2",i € Z. Consideremos agora as palavras reduzidas do alfabeto {z;, z; ' }icz.

Qualquer palavra reduzida w = ! ... 25" ¢, no alfabeto {z,y} U {z~',y '}, do tipo

leyllx”ym .. .xj”yl";z:j"“,

onde j, = rp_1—i,, comig = 0 = i,41. Alegamos que uma tal palavra w de {z,y}U{z~, 471} pode
ter cancelamentos de z¥ e 7%, mas nao de y' com y~!. De fato, se houver algum cancelamento
de fatores y'* e y'*+1, entdo o segmento x "yttt pi+1ylkt1 7+ deve cancelar xx%*+1. Ou seja,
ir = —ir+1, contradizendo o fato de w ser uma palavra reduzida. Assim, ndo existe 3 ... 27" =

([l

Lema 2.1.22. Sejam F' um grupo livre com base X e w € F. Entao existem u,v € F', com v uma

palavra ciclicamente reduzida, tais que w = wvu=!.

Demonstrag¢io. Se w = &, entdo basta tomar u,v = @. Consideremos entdo w # &. Se w é
ciclicamente reduzida, basta tomar v = 1 e v = w. Caso contrario, seja w = i ...x;" uma

Ty
palavra reduzida, mas nao ciclicamente reduzida. Mostraremos o resultado por indugdo em m. O
primeiro caso ¢ para m = 3. Nesse caso, w = xj'z}x;) ¢é tal que z}! = 2;,°°. Assim, u = ;7] e
v = x;;. Agora, para w = xy, ... 2", tome U = x;l e D = x

i9 *ig
Em—1 e~
i Tem-se que w = uou” .
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Se ¥ é ciclicamente reduzida, o problema esté resolvido. Caso contrario, pela hipétese de indugao,
existem uy,v; € F, com vy ciclicamente reduzida, tais que v = ulvlufl. Tome v = Guy; e v = v;.
Segue que w = Ui ~' = Gwviuy 'a! = uvut. Veja que, para w # @, deve-se ter que v # &, ou
w nao seria reduzida. O

Proposicao 2.1.23. Todo grupo livre ¢ livre de torcao.

Demonstragio. Seja F' um grupo livre com base X. Dado w € F\{@}, queremos mostrar que
w" # @,Yn € N. Equivalentemente, queremos mostrar que |w"| > 0, para todo n € N. Pelo
corolario anterior, existem palavras u,v de F', com v # & ciclicamente reduzida, tais que w =
wou~t. Assim,

|lw| > [v"| =nlv] >n >0

Observe que, se F' é um grupo livre de ordem 1, entdao F' ~ 7Z e, portanto, é abeliano.

Proposicao 2.1.24. Todo grupo livre com posto pelo menos 2 nao ¢ solivel. Em particular,
grupos livres de posto 2 ou maior nao sao abelianos.

Demonstragio. Seja F um grupo livre com base X, onde |X| > 2. Suponha que F seja soltvel.
Dados w1, x5 dois elementos distintos de X, F» = (x1,x2) é um subgrupo livre de F', pelo Corolario
2.1.20. O grupo alternado de ordem 5 tem dois geradores, a saber a; = (12)(34), ay = (235). Pode-
mos definir f : {z1,22} — A5 que faz as correspondéncias f(x1) = a; e f(x3) = as. Pela proprie-
dade universal de F, existe um tinico homomorfismo ¢ : Fy — As tal que ¢(x1) = a1, ¢(x2) = as.
Como ¢ leva geradores de F» nos geradores de Aj, ela é sobrejetiva. Pela Proposigao 1.4.4, Fy é
soltvel e, pela proposicao 1.4.5, segue que As é soluvel, uma contradigao. 0

2.2 Geradores e Apresentacoes de Grupos

Existem varias maneiras de definir um grupo, dentre elas, existe uma maneira bastante reduzida
a qual chamamos a apresentacdo do grupo. Essa é construida a partir de dois conjuntos: um
conjunto de elementos que geram o grupo e um conjunto que descreve igualdades entre elementos
do grupo. Mais especificamente, um grupo tem apresentacao como a descrita acima se for isomorfo
ao quociente do grupo livre que tem como base o conjunto dos geradores do grupo pelo fecho normal
do conjunto que descreve as igualdades entre elementos do conjunto.

Todo grupo possui apresentagao, como mostra a seguinte proposicao, mas, mais do que isso,
todo grupo tem varias apresentacoes. Veremos como as varias apresentagoes de um mesmo grupo
sao relacionadas.

Proposicao 2.2.1. Todo grupo é um quociente de algum grupo livre.

Demonstragcio. Dado um grupo G, pode-se estender a aplicacao identidade idg : G — G a um
homomorfismo .# : F(G) — G, que é sobrejetor, pois os elementos da base sdo levados em todo
G. Assim, F(G)/Ker# é isomorfo a G, pelo primeiro Teorema do isomorfismo. O
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2.2.1 Definicoes e Exemplos

Sejam G um grupo, X um conjunto e ¢ : F'(X) — G um epimorfismo, onde F'(X) denota um
grupo livre com base X, pela proposi¢ao anterior, G ~ F(X)/Ker(yp). Denote N = Ker(y).

Como X gera F(X) e todo elemento de G pode ser visto como uma classe lateral N f, com
f € F(X), tem-se que {Nz : = € X} gera G de certa forma. Tem-se que G = (p(z) : = € X).
Dizemos entao que {¢(x): x € X} é um conjunto gerador de G e nos referimos a seus elementos
como geradores de G. Também podemos nos referir ao préprio X como um gerador de G, por
conveniéncia.

Se f € N, entdao o(f) é a identidade em G. Dizemos que N = Ker(p) é o conjunto de
relatores de G. Se x e y sdo palavras, nao necessariamente reduzidas, tais que ¢(z) = ¢(y), entao
ry~! € N. Dizemos nesse caso que xy~' é um relator de G, ou ainda que ¢(zy~') é um relator
de G. Nesse caso, a igualdade p(z) = ¢(y) é dita uma relagio em G. Como a cada relator de G
corresponde uma relagdo em G e a cada relagdo corresponde um relator em G, usaremos a notagao
mais adequada — de relator ou de relacao — aos propoésitos almejados.

Dados um grupo H e um subconjunto S C H, dizemos que o fecho normal (S)
das consequéncias de S em H e que seus elementos sao consequéncias do mesmo.

Se Kery é o conjunto das consequéncias de algum subconjunto R C F(X), dizemos que R
é conjunto de relatores de G com respeito a p. Nesse caso, existe o correspondente conjunto de
relagoes com respeito a .

Uma apresentagcao do grupo G é constituida de um conjunto de geradores X, um epimorfismo
¢ do grupo livre F'(X) com base X em G e um conjunto R de relatores (ou relagdes, quando for
conveniente) de G com respeito a . Tal apresentagdo é denotada por (X |R)¥. Para indicar que
essa é uma apresentagao de G, escreveremos G = (X|R)?. Veja que isso é equivalente a afirmar
que G é isomorfo a F(X)/(R)FX),

Por simplicidade, poderemos omitir ¢ da notacao dada, especialmente quando ¢ for a projecao
de F(X) em F(X)/{R)"™ ou ainda quando ¢ for injetora em X, de modo que X pode ser visto
como um subconjunto de G.

Diremos que um grupo G é finitamente apresentdvel se possui apresentagao (X|R)? na qual X
e R sao finitos. Nesse caso, dizemos essa é uma apresentacao finita.

H ¢ o conjunto

Exemplo 2.2.2. Dado um grupo livre F(X), seja ¢ : F(X) — F(X)/(@)7X) o epimorfismo
canonico.

Como o menor subgrupo normal de F'(X) contendo o vazio é {1}, tal epimorfismo coincide com
a identidade. Tem-se entao que (X|@) é uma apresentagao para F'(X)

Exemplo 2.2.3. Seja G = Z x Z, grupo com a operagao soma. Entdao x = (1,0) e y = (0,1)
sao geradores de G. Por se tratar de um grupo abeliano, devemos ter que todos os elementos
em G comutam. Ou, equivalentemente, os elementos que o geram comutam. Logo, zyz ly~!
é relator de G (com relagao equivalente ry = yx). Tem-se G = (z,ylzyr~'y~!), ou seja, G ~
F/{{zyx=ty=})F onde F é o grupo livre com base {x,y}.

Exemplo 2.2.4. Seja (a) o grupo ciclico de ordem n gerado por a. Entdao X = {a} é gerador de
(a) e devemos ter a™ = 1. Logo, essa é uma relacdo em (a), com relator correspondente a™. Assim,
{a) = (ala™) ou (ala™ = 1), ou seja, {(a) ~ F(a)/{a™)F'@.
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Exemplo 2.2.5. O grupo que possui apresentacio (z,y|ry* = yz?,ya? = 23y) é o grupo trivial.
De fato, da primeira relagio dada, vem zy?z~ = y3. Assim, zy'z™! = (zy?z71)? = (v*)? = ¢°.
Segue que z’ylz? = z(zy'z Vaxt = bzt = (zyPar)? = . Tem-se y) = yyly ! =
yr2ytr 2yt = yr?y 'ytyr—2y~!. Da segunda relacdo dada, tem-se que yz’y~! = 22, logo,
2?yte? = ya?y ytya 2yt = 2%yt 3. Como 2%y*z? = 23y*z~3, multiplicando os dois la-
dos a direita por 2 e & esquerda por 72, obtém-se y*x = xy?, ou seja, y* = xy*r~! = y°®. Segue
que y? = 1. Por isso, z = xy? = y>z = yx. Segue que y = 1. Assim, 2? = yz? = 23y = 23. Segue

que x = 1.

Exemplo 2.2.6. O grupo diedral Dy, tem como conjunto de geradores X = {r, f}, onde r é a
rotacao por %” e f é a reflexdo, como visto anteriormente. Devemos ter que " = 1, que f2 =1e

que (rf)* = 1. Assim, D, = (r, f|r", f*,(r[)?).
J& o grupo Diedral Infinito tem apresentacao Do, = (r, f|f2, (r)*) = (r, f|f%, frf =7r"1).

Exemplo 2.2.7. O Grupo H3(Z) de Heisenberg em Z de ordem 3 tem como geradores

110 1 00
X=1010]Y=|011
00 1 001
1 01
Além disso, vimos que Z = | 0 1 0 | = XY X 'Y~! Devemos ter que XY X 'Yl = Ze
001

que Z comuta com os demais elementos do grupo. Pode-se mostrar que essas sdo as tnicas relagoes
em H3(Z). Assim,

H3(Z) = (X, Y|XYX 'Y 'z XzX 7z yzy 1zt

Exemplo 2.2.8. O produto cartesiano entre dois grupos G = (X) e H = (Y') pode ser considerado
como um grupo gerado por X UY | quando G e H sdo vistos como subgrupos de G x H. Assim,
se G = (X|R) e H=(Y|5), entdo RU S é um conjunto de relatores em G x H.

Tem-se também que os elementos de G comutam com os elementos de H. De fato, se g € G e
h € H, tem-se que (g,1)(1,h)(g,1)"t = (g,1)(1,h) (g ", 1) = (g9,h) (g7 ", 1) = (1,h). Assim, [G, H]
(cf. Definigao 1.4.1) é trivial em G x H. Portanto, devemos ter [X, Y] no conjunto de relatores de
G x H. A apresentacao do produto direto entre G x H é dada por

GxH=(XUYIRUSU[X,Y]).
Mais geralmente, se {Gx}}_, ¢ uma familia de grupos, com Gy = (X;|Rg), , entdo
XZ:]_G]C == <U an U le [X’MXJ] oy 7é j>
k=1 k=1
Exemplo 2.2.9. Sejam A e B grupos e ¢ : B — Aut(A) um homomorfismo de grupos. Dadas

apresentacoes A = (X|R) e B = (Y|S), uma apresentagao para produto semidireto A x B com
relacao a ¢ ¢ dada por

Ax, B=(X,Y|R,S {yzy (p(y)(2) s ze X, yeY}).
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2.2.2 Teorema de Von Dick

Teorema 2.2.10. (Von Dick) Sejam G um grupo com apresentacao (X|R)¥ ¢ H um grupo. Seja
ainda F' um grupo livre com base X e f : X — H uma funcao que ¢ estendida a um homomorfismo
Y : F'— H dado pela propriedade universal de F. Se ¢(R) = {1}, entao existe um homomorfismo
(:G — H tal que f(x) = (op(z),Vo € X. Além disso, se f(X) gera H, entdo ¢ é sobrejetiva.

Demonstragio. A afirmacdo (R) = {1} equivale a afirmar que R C Ker(¢). Por definicao,
Ker(p) = (R)F', logo, Ker(p) C Ker(v).

Pela Proposic¢ao 1.3.8, como ¢ é epimorfismo, existe um homomor- I id H
fismo ¢ : G — H tal que (o p = 1.

Se f(x) gera H, entao ¢ é sobrejetiva. Assim, dado h € H, existe v 2
w € F tal que p(w) = h. Assim, h = ¢(w) = ((p(w)) € Im(C).
F/Ker(p) ~G
]

Corolario 2.2.11. Sejam G = (X|R), Y um conjunto e F'(X), F(X UY') grupos livres com bases
X eXUY. Dado S C F(X UY), existe um homomorfismo ¢ que leva G em (X UY|RU S).

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.2.10, a inclusdo X — (X UY|RU S) induz tal homomorfismo. [J

Dado um grupo H, como saber se uma apresentagao (X|R) ¢é apresentagao de H? O Teorema
anterior pode ser utilizado com o intuito de resolver tal problema: Se X é um conjunto de geradores
de H e R é algum conjunto constituido de relatores de GG, entao existe uma aplicacao f: X — H
com homomorfismo correspondente ¢ : F(X) — H tal que R C Kerp. Como F(X) gera H, pelo
teorema anterior, existe um epimorfismo ¢ : G — H, onde G = (X|R). Devemos entdo mostrar
que ( é injetor.

Se H é finito, basta mostrar que G' também é finito e que |G| < |H|. Caso contrario, o processo
dependera do conjunto de relatores escolhido. Muitas vezes tal escolha permite que os elementos
do grupo G sejam descritos de maneira mais simples, facilitando a verificagdo de que a aplicacao
¢ de fato injetiva.

Podemos encontrar uma apresentagao para um grupo H usando o processo descrito acima, caso
exista uma conjunto de relatores com geradores X que seja um candidato a conjunto de relatores
de H. Um exemplo no caso finito é a apresentacao do grupo ciclico (a) de ondem n, vista no
Exemplo 2.2.4. Um conjunto de geradores ¢ X = {a} e um conjunto de relatores é R = {a"}.
Como G = (ala™) é finito e possui n elementos, tem-se que |G| = |(a)|.

Exemplo 2.2.12. Para o caso infinito, mostraremos que o grupo Iso(Z), das isometrias bijetivas
em Z, admite apresentagao (x,y|y?, (zy)?).
Sejam z,y € Iso(Z) dadas por z(z) = z+ 1 e y(z) = —z. Tem-se que X = {z,y} é gerador de
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Iso(Z). Julgamos que R = {y?, (zy)*} seja conjunto de relatores de Iso(Z). Veja que y*(z) =
y(y(2)) = y(=2) = z e que (zy)*(2) = 2(y(2(y(2)))) = z(y(z(—2))) = x(y(—2z+1)) = z(2—1) = 2.
Logo, esses sao relatores de Iso(Z), de fato. Além disso, 3y’ =y, se j é impar e y/ =1, se j é par.
Assim, podemos considerar apenas os produtos em que y tem poténcia 1.

Como zyxy = 1, tem-se que xyr = y~ ! = y. Assim, z*ya! = 2F Y(ayzr~1)a!"t = 2F-Lya!~1 =

. = 2" 'y. De modo geral, podemos repetir esse processo, encontrando sempre elementos da

forma z%y. Ou seja, todo elemento de G = (X|R) é de uma das formas: =%y ou z°, o € Z.

Tomando i : X < [so(Z), a inclusdo, e J : F(X) — Iso(Z) o homomorfismo correspondente,
pelo Teorema 2.2.10, existe um homomorfismo ¢ : (X|R) — Iso(Z) tal que ( o ¢ = i, onde
¢: F(X) = F(X)/(R)Y¥™) é 0 homomorfismo canénico. Como i(X) gera Iso(Z), ¢ é epimorfismo.

Tem-se que z = i(z) = ((¢(x)) e y = {(p(y)), pois z,y € X. Desse modo, como todo elemento
de G é da forma z®y ou da forma 2%, segue que Ker( = {1}.

Teorema 2.2.13. (Von Dick II) Sejam G um grupo e R um subconjunto de G. Dado um
homomorfismo de grupos v : G — H tal que R C Ker(v) existe um homomorfismo ¢ : G/(R)¢ —
H tal que ( o7 = 1, onde 7 é 0 homomorfismo candnico entre G e G /(R)“.

Demonstragio. ~ Como R C Ker(v), tem-se que Ker(m) = (R)® C Ker(y). Além disso,
m: G — G/(R)Y é um epimorfismo. Segue da Proposicio 1.3.8 que existe um homomorfismo
¢:G/{R)Y — H tal que (o1 = 1.

G—Y L H

G/(R)

2.2.3 Transformacoes de Tietze

Um grupo G pode ter intimeras apresentagoes (X|R)¥, mesmo para X e ¢ fixados. Por exem-
plo, o Grupo Diedral D,, tem apresentagao D,, = {(r, f|r"™, f2, (rf)?), como visto no Exemplo 2.2.6.
Como f2 = 1er" = 1, tem-se que f™ = (fH)™ = 1er™ = (r"* = 1,V m,k € Z. Assim,
Ry ={rm:j=1,.. k}U{f¥:j=1,---,k} étal que (r, f|Ry, (rf)?) é apresentacio de
D,,,Vk € Z". Ou seja, existem infinitas apresentacoes de D,,.

Veremos agora como relacionar as diferentes apresentagoes de um grupo.

Se (X|R)? é uma apresentacio de um grupo G, entdo, para cada S C (R)FX) tem-se que

(X|RUS)? também ¢ apresentagao de G. Assim, podemos fazer a a seguinte definigao:

Definigdo 2.2.14. Seja (X|R)? uma apresentacdo do grupo G. Dado S C (R)FX) | dizemos que
a apresentagao (X|RU S)? de G é obtida de (X|R)¥ por uma Transformagao de Tietze do tipo I
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e que (X|RU S)? é obtida de (X|R)? por uma Transformagio de Tietze do tipo T . Se |S| = 1,
dizemos que cada uma das apresentagoes dada é obtida da outra por uma transformacgdio simples
de Tietze do tipo correspondente.

Vejamos agora outra maneira de obter uma apresentagao a partir de outra. Dado um grupo
G com apresentagdo (X|R)¥, tome um conjunto Y disjunto de X e atribua cada y € Y a um
elemento m, € F(X). Afirmamos que (X UY|RU {ym,' : y € Y})¥, onde () = ¢(z),YVz € X
e Y(y) = o(my),Vy € Y, é uma apresentagao de G.

Denote por N o conjunto das consequéncias de R U {ym;1 s y€Ylem F(XUY). Como
R C Kerp, y(r) = ¢(r) = 1,¥Vr € Rey(ym, ") = P(y)v(m,) " = p(m,)p(m,)"! =1, tem-se que
RU{ym;' : y €Y} C Kerp. Além disso, como ¢ é sobrejetora, ¥ é sobrejetora. Assim, ¢ induz
um epimorfismo ¢ : F(X UY)/N — G tal que ¢p(ulN) = ¢)(u), para toda palavra u € F(X UY).

Agora, F(X) = (X|@) é um grupo livre tal que R C F(X). Sejam ¢ : F(X) - F(XUY) a
inclusdo e ¢ : F(XUY) — F(XUY)/N o homomorfismo candnico. Considere o homomorfismo
p:poi: F(X) — F(XUY)/N. Pelo Teorema de Von Dick II (2.2.13), existe um homomorfismo ¢ :
G=FX)/(RFX - F(XUY)/N tal que o = p, lembrando que ¢ : F(X) — F(X)/(R)FX)
¢ 0 homomorfismo canoénico. Ou seja, ((p(z)) = xN.

Dado g € G, existe w € F(X) tal que p(w) = g. Assim,

¢o((g) = o(C(p(w))) = d(wN) = P(w) = p(w) = g,

pois w é uma palavra do alfabeto X.
Além disso, dados z € X C F(XUY)eyeY C F(XUY), tem-se que

Cop(eN) = ((()) = C(p()) = p(x) = 2N e

Coo(yN) = C(W(y)) = C(p(my)) = ulmy) = myN = yN,
pois ym, ' € N.
Assim, se v ¢ uma palavra em F(X UY'), entao ((¢(vN)) = vN.
Segue que ¢p~! = ( e, portanto, ¢ é um isomorfismo entre F(XUY)/N = (XUY|RU{ym, "' : y €
YHYeG.

Definicao 2.2.15. Com a notagio anterior, dizemos que (X UY|RU{ym,' : y € Y})¥ é obtido

de (X|R)¥ por uma Transformagdio de Tietze do tipo II e que (X|R)¥ é obtido de (X UY|R U
{ym,' : y € Y})¥ por uma Transformagio de Tietze do tipo IT. Se |Y| = 1, iremos utilizar o
termo Transformacao simples de Tietze do tipo 11 ou I1.

Lema 2.2.16. Sejam G um grupo e (X|R)¥ uma apresentagao de G.

i. Se (X|RU S)¥ é obtida de (X|R)¥ por uma Transformagao de Tietze do tipo I e |S| é finito,
entdo (X|RUS)? pode ser obtido de (X |R)? por um niimero finito de transformagoes simples
de Tietze do tipo I;

ii. Se (XUY|RU{ym,' : y € Y})¥ éobtida de (X|R)¥ por uma Transformagio de Tietze do
tipo II e [Y'| é finito, entdo (X UY|RU {ym," : y € Y} pode ser obtido de (X|R)? por um
numero finito de transformacoes simples de Tietze do tipo II.
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Demonstragao. Segue direto das respectivas defini¢oes. [

Teorema 2.2.17. Seja G um grupo. Duas apresentagoes (X|R)? e (Y|S)¥ de G sdo obtidas uma
da outra por uma sequéncia de Transformacoes de Tietze.

Demonstragao. Inicialmente, assuma que X e Y sejam disjuntos. Para cada y € Y, escolha
m, € F(X) tal que ¢(y) = p(m,) e, para cada x € X, escolha n, € F(Y) tal que ¢(z) = ¢(n,).
Defina ) ¥
p(z), se z €
x(z) = { P(z),sez €Y
Entao (X UY|RU {ym,' : y € Y})X é uma apresentacdo de G obtida de (X|R)¥ por uma
transformacao de Tietze do tipo II.

Pela escolha de m,, vale que x(y) = ¢(m,) = ¥(y). Logo, x(w) = ¢(w),Yw € F(Y). Em
particular, x(s) = ¥(s) = 1,Vs € S, de modo que S C Kery.

Por outro lado, x(n,) = ¥ (n,) = ¢(z),Ve € X. Como ¢(x) = x(z), tem-se que x(n,) = x(x),
logo, zn, ' € Kery,Vx € X. Assim (XUY|RUSU{zn,' : z € X}U{ym,"' : y €Y}) éobtido
de (XUY|RUSU{ym,' : yeY}).

Por simetria, essa apresentacio também ¢ obtida de (Y|S)¥ por uma transformacio de Tietze
do tipo II seguida por uma transformacao de Tietze do tipo I. Segue que (Y|S)¥ é obtida de
(XUY|RUSU{an,' : x€ X}U{ym,' : y€Y}) por uma transformacdo de Tietze do tipo [
seguida de uma do tipo I7. Como (X UY|RUS U {zn;' : z € X}U{ym,' : y € Y}) é obtida
de (X|R)¥ por uma transformagao de Tietze, o resultado segue.

Agora, se X NY # @, podemos achar um conjunto X tal que exista uma bijecio = — & entre
X e X mas tal que X seja disjunto de X e de Y. Sejam R o conjunto obtido de R fazendo a corres-
pondéncia = — i e @, definida de forma similar: ¢() = ¢(x). Entao, (X|R)" é apresentacio de
G. Pela parte anterior, (X|R)" é obtida de (X|R)? e de (Y|S)¥ por sequéncias de Transformacdes
de Tietze. Portanto, (X|R)¥ é obtida de (Y'|S)¥ por sequéncias de Transformagdes de Tietze. [J

Corolario 2.2.18. Se (X|R)? e (Y|S)¥ sdo apresentacdes finitas de um grupo G, entdo uma pode
ser obtida da outra por uma sequéncia de Transformagoes simples de Tietze.

Esse corolario ¢ consequéncia imediata do teorema anterior juntamente com o Lema 2.2.16. De
fato, pelo teorema anterior, uma representacao pode ser obtida da outra por uma sequéncia de
transformagoes de Tietze (finita, pela demonstragao) e, pelo lema, cada uma dessas Transformagoes
é uma sequéncia finita de Transformagoes simples de Tietze.

Proposigao 2.2.19. Seja G um grupo finitamente gerado. Se (Y|S)¥ é apresentacao de G, entdo
existe subconjunto finito de Y que gera G.

Demonstragdo. G possui um gerador finito X C GG. Cada elemento de X é produto de elementos
de ¥(Y) e de suas inversas, de modo que existe Y7 C Y tal que X C (¢(Y1)). Segue que Y; é o
subconjunto de Y procurado. O

Vale a pena ressaltar que muitas vezes o conjunto de relatores com respeito a Y; é maior que
SNFEY).
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Proposigdo 2.2.20. Seja G um grupo que possui apresentacio finita (X |R)?. Seja (Y|S)¥ outra
apresentacao de G tal que Y é finito. Entao existe um subconjunto finito S; C S tal que G =

(Y]51)".

Demonstragio. Para cada y € Y, escolha m, € F(X) tal que ¥(y) = ¢(m,) e, para cada z € X,
escolha n, € F(Y) tal que p(z) = ¥(n,). Tome R = {ym;1 : y € Y} UR. Entao, G tem
o(z),se z€ X
P(z),se z €Y

Dado r € R, denote por 7 o elemento obtido de r ao substituir-se cada x por n,, de modo que
7€ F(Y). Seja R = {7 :r € R}.

Mostremos que K = (R)YFXY) ¢ K = (R U {zn; VY oex)T &), Para isso, mostremos que K
estd contido no nicleo da proje¢ao candnica 7 : F(X UY) — F(X UY)/K. Tem-se que

apresentacao (X UY|R U {zn;'}.cx)X, onde x(z) =

T(K) = n((R)X9)) = (m(R))" X))

Assim, 7(K) = 1 se, e somente se, 7(R) = 1.

Veja que, como zn, ' € K, m(x) = n(n;'). Assim, n(r) = 7(7),Vr € R e, como r € R, vale que
(7)) =n(r) = 1.
Por uma transformacio de Tietze do tipo I, obtemos a apresentacao (X UY|R, R, {zn; }.ex)X e,
por uma transformacio de Tietze do tipo I desta, obtemos (X UY|R, {zn; ' }.ex)X. Além disso,
ne € F(Y)eR C F(Y). Por uma aplicacio de Tietze do tipo I1, obtemos a apresentacio (Y |R)¥.
Por hipétese, X, Y e R sao finitos, assim R é finito. Além disso, como R C (SYFY) cada um de
seus elementos é o produto de finitos elementos conjugados em S e suas inversas. Escolha uma tal
expressao para cada 7 em R e seja S; constituido de tais escolhas de elementos. Por essa escolha,
Sy ¢ finito. Tem-se ainda que Kery) = (S)*Y) e também que Kery = (R)FY) | logo, devemos ter
que Kery = (S))F). O

2.3 Produtos Livres

Definicao 2.3.1. Dados G1, Gy, G grupos e i1 : G — G, is : Go — G homomorfismos, dizemos
que o par (G,{i1,i2}) é um produto livre entre G e G5 se satisfaz a propriedade universal: para
cada grupo H e homomorfismos f; : G; — H, fy : Go — H, existe um tnico homomorfismo

f:G— Htalque fi = foiye fo=fois.

G, — G
f1 3 f2
H Gy

2
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Quando nao houver necessidade de explicitar G' e os homomorfismos 7;, denotaremos o produto
livre entre (G; e G5 simplesmente por Gp * Gs.

Podemos generalizar o conceito de produto livre para uma familia de grupos {G, }aca, onde A
é um conjunto de indices qualquer:

Definigao 2.3.2. Dados {G,}aca uma familia de grupos, G um grupo e i, : G, — G homomor-
fismo, para cada o € A, dizemos que (G, {ia}aca) é um produto livre dos grupos G, se satisfaz
a seguinte propriedade universal: para cada grupo H e homomorfismos f, : G, — H, existe um
unico homomorfismo f : G — H satisfazendo f, = f o i,.

Novamente, quando nao houver necessidade de explicitar G' e os homomorfismos i,, denota-
remos o produto livre dos G, por *,c4G, ou simplesmente por *(G,. No caso particular em que
A={1,2,...,n}, escreveremos *,c G, na forma Gy * Gy x ... x G,,.

A seguir, mostraremos que o produto livre de uma familia de grupos {Gg }aca é Gnico, a menos
de isomorfismo.

Proposicao 2.3.3. Se (G,{i,}) e (H,{jo}) sao produtos livres da mesma familia de grupos
{G4}aca, entdo existe um tnico isomorfismo f : G — H tal que f oi, = ja, Vo € A.

Demonstragdo. Pela propriedade universal do produto livre (G, {i,}), existe um tinico homomor-
fismo f: G — H tal que j, = f o i,.

J& pela propriedade universal de (H, {j,}), existe um tnico homomorfismo f : H — G tal que
o = G0 Ja-

Assim, . . .
(fof)oian=fol(foia)=Ff0jo=1a
(fof)oja:fC)(foja):foioc:ja

Por um argumento andlogo ao dado na Observacio 2.1.2, segue que fo f = idy e fo f = idg, onde
idy, idg sdo as aplicagoes identidade em H e (G, respectivamente. Portanto, f é o isomorfismo
procurado. [

Como o produto livre é tinico a menos de isomorfismo, nos referiremos a ele como "o"produto
livre dos grupos G, e nao como "um'produto livre dos mesmos.

No estudo de grupos livres, mostramos que, se o par (G, i) é livre sobre o conjunto X, entao i
¢ injetiva. Um resultado andlogo vale para produtos livres, como veremos a seguir.

Proposicao 2.3.4. Seja (G, {i,}) um produto livre da familia de grupos {G,}aca. Entao, cada
i € injetivo.

Demonstragdo. Seja id, : G, — G, a identidade em G,,. Pela propriedade universal de (G, {is}),
para cada o € A, existe um tnico homomorfismo ¢, : G — G, tal que idg = ¢, 0 i,V € A.

Se g1,92 € Gq sdo tais que in(g1) = ia(g2), entdo g1 = ida(g1) = Calia(g1)) = Palialge)) =
ida(g2) = g2. Segue que i, é injetiva. O

Mostramos a unicidade de produtos livres na Proposicao 2.3.3. Agora, a pergunta natural que
devemos fazer é se produtos livres de fato existem. A resposta é dada pelo teorema a seguir.
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Teorema 2.3.5. Toda familia de grupos possui produto livre.

Demonstragio. Seja {Ga}aca uma familia de grupos na qual cada G, tem apresentagdo G, =

(Xo|Ra)¥>. Podemos assumir que os X, sao dois a dois disjuntos, pois caso nao sejam, podemos

substitui-los por conjuntos que estejam em bijecdo com eles e que sejam dois a dois disjuntos.
Seja G = (Unea Xo| Uaca Ra)?, onde ¢ é a aplicagado candnica

0 F(U Xa) = F(U Xo)/ (U Ra)UecaX) — @,
a€cA acA a€cA
Considere a inclusao ¢ty @ Xo — Ugea Xo- Tal aplicac@o pode ser vista como ¢, : X, —

F(Uaea Xo). Pela propriedade universal do grupo livre F(X,), existe um homomorfismo z, :
F(X4) = F(Ugea Xao) que é a identidade em X,,. Tome

Ja=¢oly: F(X,) = F(|J Xa)/ UR UseaXe) — ¢

a€A a€cA

para cada a € A. Como R, C (U Ra)™ Usea Xa) ja< R,) = {1}. Pelo Teorema de Von Dick II,
existe um homomorfismo i, : G, = F(X,)/(Ra) F(Xa ) — G tal que iq 0 Yo = Jo.

A ideia é mostrar que (G, {in}) é o produto livre de {G,}aca. Para isso, sejam H um grupo
e hy : Go — H homomorfismo, para cada a € A. Mostremos que existe um tinico homomorfismo
h: G — H tal que h, = hoi,,Va € A.

Cada h, : G, — H induz um homomorfismo ¢, : F(X,) — H tal que 6,(R,) = {1}. Existe
entdo um homomorfismo ¢ : F(Uyea Xo) = H tal que d|x, = d,. Pela escolha de 6, 6(Upea Ra) =
{1}. Assim, por Von Dyck II, § induz um homomorfismo f : G — H tal que fop = .

Assim, f(ia(va(a))) = flo(xa)) = §(xa), VT, € X,, pelas definigdes de i, e de f. Além disso,
0(2a) = 0a(Ta) = fa(val(za)), pela escolha de § e pela definigdo de d,. Como ¢, (X,) gera G,
tem-se de f 0 i(0a(Ta)) = 0(20) = fa(va(ra)) que fo = f 0iy. A unicidade de f segue do fato
de G ser gerado por Uyea o © @a(Xa). OJ

Considere *G,. Como cada i, é monomorfismo, podemos ver GG, como um subgrupo de *xG,
com i, sendo a inclusao de G, em G.
O Teorema 2.3.5 nos mostra que se G, = (X,|Ra), entdo *Gy = (Upea Xa| Uaca Ra)?, onde

F(U Xa) = F(U Xa)/( Ra) Ueca¥) = @
acA acA acA

é a aplicagdo natural. Vejamos alguns exemplos de produtos livres.

Exemplo 2.3.6. Dado um conjunto X, o produto livre de C,Vx € X, onde C, é o grupo ciclico
infinito com gerador = é F'(X).

Isso ocorre pois C, = (z|&), assim, com a notagdo anterior, U,cy R = @ de modo que
(Upex Re)FE) = {1}. Pelo Teorema 2.3.5, #,exCy = F(X)/{Upeyx Re)'™) = F(X).

Exemplo 2.3.7. Sejam Cy = {1,z2} = (z|z%) e Cy = {1,y} = (yly?). Tem-se que Cy x Oy =
x,ylz?, y?). Seja z € Cy % Cy o elemento dado por zy. Tem-se que z 'zy = 1 é uma relacio em
(z,ylz*,y ] por xy q y ¢

Oy * Cy. Assim, aplicando transformacoes de Tietze, podemos escrever

C'2 *62 = <xay72|$27y272_1$y>
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Como y = zzx ™!, vale que 1 = y* = (z271)%. Podemos escrever Cy x Cy = (x, z|z?%, (z27)?). Como

22 =1, tem-se que x = ', Assim,
Cox Oy = (x, 2|22, (22)?)
é o grupo diedral infinito.

Definig¢ao 2.3.8. Sejam {G,}aca € {Hataca familias de grupos e ¢, : G, — H, homomorfismos.
Como observado anteriormente, H, pode ser tratado como um subgrupo de *,c4H,. Podemos
entao ver ¢, como um homomorfismo de G, em *,c4H,. Tais homomorfismos dao origem a um
unico homomorfismo de G em H, denotado por *,ca@q-

Teorema 2.3.9. (Forma Normal Para Produtos Livres) Seja (G, {i,}) o produto livre da
familia de grupos {G,}aca. Se considerarmos i, como a inclusao, todo elemento de G pode ser
escrito de maneira tinica como ¢1¢s ... g,, onde n > 0, g; € G,,, para algum «o; € A, g; # 1, para
todo i e o # oy, V7 < n.

Demonstragdao. Pela construgao de G, Upea ta(Ga) gera G. Com isso, todo elemento u € G pode
ser escrito como u = iy, (g1) - - - ia, (gn), com n >0, g; € G,,, g; # 1, porém, pode haver o, = a,41
para r < n.

Se h = i4(ga), entdo u cumpre as condi¢oes desejadas. Se u = in,(g1) - - -la, (gn) € Q4 = i,
para algum r < n, entao existem duas possibilidades:

* Grgri1 ?é 1. Nesse €aso, pOdemOS escrever u = ia1 (gl) ce iar (grgr-i-l)ir—l-? (gr+2) s 7;ozn (gn>

* grgr+1 = 1. Nesse caso, podemos escrever u = iq,(91) - - - ta,_1 (Gr—1)ta, 1 (Gr+1) - - - tan (Gn)-

Segue por inducao em n que u pode ser escrito da maneira desejada.

Para mostrar a unicidade, utilizaremos o mesmo método adotado na demonstracao do Teorema
da Forma Normal para Grupos Livres. Denote por R o conjunto das sequéncias (g1, go, - - -, gn),
comn >0,g € G, ¢ #1ea, # a,41,Vr <nepor Sk o grupo das permutacoes de R. Devemos
encontrar um homomorfismo ¢ : G — Sy tal que, dado v € G, com v = ¢ ... g,, tenha-se que
o(u) € Sk aplicada a sequéncia vazia, que serd denotada por &, retorne a sequéncia (g1, ..., gn).
Isso garante a unicidade, pois se u também pode ser escrito como u = gy ... g, entao

(915---,90) = (91, -, 9) (D) = p(u) (D) = (G - - -

Logo,n=me g, =g;,Vi=1,...,n.
Para cada o € A, defina ¢, : G, — RE={f: R— R: f ¢ funcio} por

(Gas G151 Gn), S€ a1 #

©0a(9a)(G15- -, 9n) =19 (Galrs---,0n) ,S5€ 01 = e gog1 # 1
(92,93, -+ 0n) , 8¢ @1 =@ € gog1 = 1

e (1) = idg, a identidade em S.
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Dados ga, ha € G, se a; # «, entao

¢a<gaha)(gl7 cee 7gn) = (gahoza g1y - - 7gn)
= QOa(ga)(haagl’ c e 7gn) (pOiS ga e ha eStéO €1 Ga)
= Qpa(ga)ﬁp(haxgla cee agn)

Se o = v e gohoy = 1, entdo ¢(gaha) = idg. Além disso,

Pa(gaha)(91;- -5 9n) = (91, Gn)
= (gaha, g1, -1 9n)
= Pa (Qa)%(ha)(gl, e 7gn>

Se a1 = a e gyh, # 1, entao

Spa(ga)(hagb st 7971)7 s€ hagl 7£ ]-
©00(90)P(ha) (g1, -5 0n) = ©(ga)(g2: -1 0n) s S€ 1 =@ € gagr # 1
(927937 s 7gn> , S€ hagl =1

(9ahagr, -+ gn), € gaha # g1 1
=< (92,1 9n) s 8¢ hag1 # 1 € goho = g1
(ga7927 v 7gn) , S€ hagl =1 (pOiS a2 7é al)

= Ya(ga )(917--'7971)

Logo, ¢, preserva multiplicacdes. Segue que ¢, leva G, em Sg, pois (0a(ga))"! = ©(g51).

Como Sg é grupo, pela propriedade universal de (G, {i,}), existe um tnico homomorfismo
¢: G — Sk tal que p, =poi,,Vae A Dadou=¢1...9nn € Gycomm >1, g, € G,,, 9; # 1 e
o, # ayy1, mostremos que (u)(D) = (g1, -+, Gm)-

p()(D) = ¢(g1- - gn)(D) = liar (91)) - Pliay, (9m)) (D) = ai (91) - - Parn (9m) (D)

= a1 (91) - Pa 1 (Gn-1)(m) = - .. = (91, -+, Gm)
0

Exemplo 2.3.10. Vimos que Cy * Cy = () * (y) = (x,y|z?, y?). Considere N = (xy), subgrupo
de C5 x Cy. Veja que

x_l(xy)f =yr = (l’y)_l €N, ,poisz=z"e y = y—l

y gy =y v =yr=(vy) €N
Logo, N é subgrupo normal de Cy x Cy. Encontremos (Cy * C)/N. Como N = (zy), devemos
apenas adicionar xy aos relatores de Cy * Cy. Assim,

(02 * 02)/N = (x,y|x2,y2,aty>

! = y. Consequentemente,

Como xy = 1, temos que x =y~

(Co# Co) [N = (zla?, (277)%) = (z]a®) = Cy
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Agora, daremos algumas propriedades especificas de produtos livres cujos termos sao simulta-
neamente nao triviais.

Proposicao 2.3.11. Seja 0 : Cs x Cy — Cy x Cy a aplicagao candnica. Entao, Kerf ~ 7Z.

Demonstragio. Tome N = (zy), como no exemplo anterior. Vimos que (Cy % Cy)/N = Cy. Os
unicos subgrupos normais de Cy sdo os triviais. A Proposi¢do 1.5.5 garante que N é subgrupo
normal maximal de Cy % Cy. Agora, Kerf <1 Cyx Cy, logo, Kerf << N. Assim, Kerf é ciclico, pois
N é ciclico. Tem-se que [z,y|" # 1 em Cy * Cy para todo n € N, mas [z,y]|" € Kerfl. Segue que
Ker# ¢ infinto. Portanto, Kerf ~ 7Z. [

Afirmacgao 2.3.12. Seja G um grupo com pelo menos trés elementos. Entao G tem um subgrupo
isomorfo a Z, C,, (para algum p > 3 primo), Cy ou Cy x Cb.

Demonstragdo. Inicialmente, consideremos os casos em que |G| < oco. Se |G| = p é um primo
impar, entdo G ~ C,. Se |G| =k, com k # 2",Vn € N, entao existe um primo p > 3 que divide k.
Pelo Teorema de Cauchy, G tem um elemento de ordem p. Logo, tem um subgrupo isomorfo a C,,.

Se |G| = 4, entdo G ~ C; ou G ~ Cy x Cy. Suponha que grupos de ordem 2"~! tém subgrupo
isomorfo a Cy ou a Cy x Cy. Tome G tal que |G| = 2". Todo subgrupo maximal de G tem indice
2 e ¢ normal. Logo, se H é um subgrupo maximal de G, |H| = 2"!. Por hipdtese de indugao,
H possui um subgrupo isomorfo a C; ou a Cy x Cy. Como G D H, tal subgrupo é também um
subgrupo de G.

Agora, suponha que |G| nao seja finito. Se todos os elementos de G tém ordem finita, o
subgrupo gerado por um de seus elementos é finito. Assim, voltamos ao caso anterior. Se G possui
algum elemento de ordem infinita, o subgrupo gerado por tal elemento é isomorfo a Z. 0

Lema 2.3.13. Sejam A e B grupos nao triviais que nao sao simultaneamente isomorfos a Cs.
Entao, A x B tem subgrupo livre de posto 2.

Demonstragio. Um grupo gerado por elementos x,y distintos é livre de posto 2 quando toda
palavra reduzida nao trivial do alfabeto {z*!, y*'} ¢ diferente da unidade.

Suponha que A seja nao isomorfo a Cy. Nesse caso, |A| > 3. Suponha inicialmente que
|A] > 4. Entao existem aj,az,a3 € A\{1} distintos. Tome b € B\{l}. Sejam ¢; = aib e
¢y = asbaz. Queremos mostrar que o grupo gerado por {¢p, ¢o} é livre. Para isso, devemos garantir
que cifc%1 .. 2"” # 1, para m > 1 e iy, ji. € Z\{0}, para todo k, mas i1,j,, podendo ser zero.
Observaremos entdo os produtos de dois elementos de {cf', '} juntamente com a sua escrita no

alfabeto {afl, ast, agﬂ}. Lembramos que os a;, a; - nado comutam com b.

101 a1bab C1Co a1basbas 0102_1 albaglb_chQ_l
CoCy asbazab C9Co asbasasbas 0201_1 agbagbflal_l
ciles b lay'asbas cilert b larth et crleyt blartazthlay !
;e az'blaytarb cytert aztblay'blar! cyleyt azthlaytaz'blay!

Os fatores sublinhados sdo os tinicos possiveis cancelamentos. Queremos entdao que as # a;
as # ay' e a; # ay, o que é possivel para |A| > 4.
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De fato, se |A| > 3, pela Afirmacao 2.3.12, A tem um subgrupo isomorfo a Cy x Cy, Cy, Z
ou C,, com p > 3. Agora, Cy x Cy = (x,y|z?*, y* (zy)?). Se for esse o subgrupo, tome a; = ,
as =y eas =xy. Tem-se que az # a;' =, a3 # a3 =y ea, =x # y = as. Se 0 subgrupo
for Cy = (z|z*), tome a; = x, ay = 2% e a3 = 2%, pois a3 = 2% # v = ay"', a3 = 2% # 2% = a;!
e ap = x # 2 = ay. Se o subgrupo for C, = (z[z?), tome a; = z, az = 2P~ ! e a3 = 2. Tem-se
que a;! = 2P~ # 22 = ag, pois p > 3, logo, p — 1 > 2. Além disso, a;' = z # 2% = ag e
a; = x # 2P~ = ay. No caso em que o subgrupo é Z, tais elementos existem, pois o grupo possui
um elemento de ordem infinita, basta tomar poténcias do mesmo.

Assim, (¢, c3) é subgrupo livre de posto dois de A x B.

Para |A| = 3, isso nao ¢ possivel. Tome entao b € B\{1} e a € A\{1} e faga ¢; = aba e
¢o = babab™!. Para mostrar que ¢i'c}' ... ™)™ como descrito acima é ndo trivial, iremos observar
os fatores ¢ e ¢JF. Veja que, como |A| = 3, aa # 1. Para m > 0, tem-se

" = (aba)(aba) ... (aba) = abaaba . . . aba

™ = (a0 ta ) (a e (a7 e =a 0 e a0 e e e

v = (babab™')(babab™') ... (babab™') = (babab™t) = b(aba)(aba) . .. (aba)b~!

;™ = (ba o707 L (baT b a0 =bla b ta ™ H(a o ta™t) .. (a0 )b

Como ¢} comega e termina em a e c3,c; ' comecam com b e terminam com b~!, ndo hé can-

celamentos em fatores do tipo cf*cf*c)*'. Analogamente, como c¢;™ inicia e termina com a~!, ndo

existe cancelamento em fatores do tipo c}c;™cy ™. Como anteriormente, (c;, ;) é subgrupo livre

de posto dois de A x B.
O

As propriedades anteriores sao frutos de uma area mais geral da Teoria Geométrica de Grupos
que é a Teoria de Bass-Serre (Cf. [9]). O lema anterior, por exemplo, pode ser visto como uma
aplicacao de [9, Prop. 18, pp. 36-37].

2.4 Limites Diretos de Grupos

Definicao 2.4.1. Um conjunto A com uma relacao < é dito um conjunto parcialmente ordenado
quando satisfaz:

i. p < p, paracada p € A
ii. Dados p, A € A, se p < Ae A< p,entdo u=A\.

iii. Se p < Ae X<, entao p <.

Se além disso [ satisfizer:

iv. Dados pu, A € I, existe n € Atal que p <ne X <m,

dizemos que I = (I, <) é um conjunto direcionado.

Exemplo 2.4.2. Sejam S um conjunto e I o conjunto de todos os subconjuntos ndo vazios de S.
I com a relacdo A < B quando A D B é um conjunto ordenado. De fato,
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i. ADA VAel
ii. SeA<BeB<A entaio AD Be B D A. Segue que A = B.
iii. Se A< BeB<(C,entao A D Be BDC(C,logo, AD C. Portanto, A < C

Mais ainda, (I, <) é um conjunto direcionado, pois se A,B € [ entaio AN B € [. Como
ADANBeBDANB,segueque AKANBe B<ANB.

O conjunto (I, <), onde A<B quando A C B também ¢ um conjunto direcionado, o que pode
ser mostrado por argumentos analogos.

Exemplo 2.4.3. N com a ordem < usual é um conjunto direcionado.

Exemplo 2.4.4. I = {{1},{2},{3},{1,2},{2,3}} é um conjunto parcialmente ordenado com a
inclusdo, mas nao direcionado. De fato, ndo existe nenhum elemento v € I tal que {1,2} C v e
{2,3} Cv.

Defini¢ao 2.4.5. Seja (A, <) um conjunto direcionado. Sejam G, grupos, para cada A € A

e 90;} : G — G, homomorfismos de grupos, para todos A, u € A tais que A < p. Dizemos

que (Gjy, cpﬁ)iéfj\ é um sistema direto inderado por A quando @} = idg,, a identidade de Gy, e

Pl = ) o @, sempre que i < A <.

Exemplo 2.4.6. Dados grupos {G,}nen tais que G; < Gy < ... < G, < ..., tem-se que
(G, gp”m)zng, onde ¢" : G, = G, é a inclusdo, é sistema direto.

Definigao 2.4.7. Seja (G, 90;)251 um sistema direto indexado pelo conjunto direcionado I. O [i-
mite direto desse sistema é o par (G, ¢;);er, onde G é um grupo e ¢; : G; — G é um homomorfismo,
de modo que tal par satisfaca a seguinte propriedade universal: para cada grupo H e homomor-
fismos h; : G; — H tais que hj o goé- = h;, sempre que ¢ < j, existe um tnico homomorfismo
0:G — H tal que h; = 0o ¢;,Vi € I. Ou seja, o diagrama abaixo comuta.

Por simplicidade, denotaremos (G;, gog);’%]el apenas por (G, ¢5).

38



Proposigao 2.4.8. O limite direto de um sistema direto (G;, %) é tinico, a menos de isomorfismo.
Demonstra¢io. Suponha que ambos (G, ¢;)icr e (W, 1;);er sejam limites diretos para (Gi,gpé).

01
G = W

Como 9; o <p§- = 1), para todos 7,5 € [ tais que ¢ < j, a
propriedade universal de (G, ¢;) garante a existéncia de um
unico ¢, : G — W tal que 0, o ¢p; = 1;, Vi € I. Analogamente,
a propriedade universal de (W, v);) garante a existéncia de um
unico 6y : W — G tal que Oy01; = ¢;, para todoi € I. Assim,

@10920?/12‘:910(920%):910¢i:1/1i
920910¢z‘:(92091)0(/5129201%:925@

G
Ainda pela proplfiedade universal de (G, ¢;), existe um tnico homomorfismo [ : G — G tal que
lo¢; = ¢;,Vi € I. Como a identidade idg : G — G satisfaz idg o ¢; = ¢;,Vi € I, tem-se que
| = idg. Ainda pela unicidade de tal homomorfismo, como (6, 0 01) o ¢; = ¢;,Vi € I, segue que
05 0 01 = idg. Analogamente, a propriedade universal de (W, 1);) garante que 0y o 05 = idy, pois
(01 00) 0nhy =y, Vi€ 1.

OJ

Teorema 2.4.9. Todo sistema direto de grupos tem limite direto.

Demonstragdo. Seja (Gj, ) um sistema direto indexado por I. Defina K = {g[lgp§(gi) D g €
G, 1<, 1,5 € I} C*;e;G;. Seja N o fecho normal de K em *;c;G;. Sejam ainda ¢ : G; — *;cqG;
a inclusdo e 7 : *;c;G; — *;c7G;/N o homomorfismo candénico. Defina ¢; = 7 o t. Mostremos que
(*%ic1Gi /N, ¢;)ics é o limite direto procurado.

Dados um grupo H e homomorfismos f; : G; — H tais que f; = fjowj-, defina 0 : %;c;G; — H fa-
zendo é|Gi = f;. Paracada g; € G;, 1 < jcomi,1 € I, tem-se que 5(9{19033(91')) = fi(gi)_lfjgﬁz'(gz‘) =
fi(g:)"  fi(g;) = 1. Logo, N C Kerf. Assim, 6 induz um homomorfismo 0 : x;c1Gi/N — H tal que

O(gN) = 6(g),Vg € xe1G;. Agora, pela escolha de 0, vale que 6 o ¢;(g;) = fi(9:),Yg: € G;. O

2.5 O Teorema de Schreier

Esta secao é destinada a demonstracao do Teorema de Schreier, que afirma que todo subgrupo
de um grupo livre é livre. A demonstracao conta com alguns resultados sobre grafos orientados e
recobrimentos de grafos, os quais serdo mostrados nas proximas subsegoes. A demonstragao aqui
dada é objetiva. Porém, tal teorema também pode ser obtido pela Teoria de Bass-Serre (Cf. [9,
Teo. 5, p. 29]) com agoes de grupos livres sobre arvores.

39



2.5.1 Grafos orientados

Definicao 2.5.1. Um grafo orientado G é um par (V(G), E(G)), onde V(G) e E(G) sao conjuntos
disjuntos cujos elementos sao ditos vértices e arestas de GG, respectivamente, juntamente com duas
fungoes i : E(G) — V(G) e™: E(G) — E(G), na qual a # a e a = a, para todo a € E(G).

Dizemos que i(a),i(a) € V(G) sao o vértice inicial e o vértice final da aresta a, respectivamente.
Ambos, i(a) e i(a), sdo ditos vértices extremos de a. Dizemos também que a é a aresta inversa de
a.

Exemplo 2.5.2. Sejam V(G) = {a,b,c} e E(G) = {z,y,z,w}. Defina i : E(G) — V(G) e
" E(G) — E(G) fazendo as seguintes correspondéncias:

i(r) =a i(y)=0b i(z) =0 i(w) =c T=y Z=w y==zx W=z

Tem-se que G = (V(G), E(G)) com as operagoes acima ¢ um grafo orientado. Em um exemplo
simples como o aqui apresentado, é util considerar a representacao geométrica:

Com as notagoes dadas, se e € E(G), entao e também deve estar em F(G). Chamamos o par
e, e de par de arestas.

Dizemos que a € E(G) é um lago, quando i(a) = i(a), ou seja, quando seus vértices terminais
coincidem. Nesse caso, o vértice que € o inicio e o fim de a é dito o ponto base do lago a.

Quando nao houver risco de confusdo, denotaremos V(G) e E(G) simplesmente por V e E,
respectivamente.

Um caminho de comprimento n > 0 do grafo orientado GG é uma sequéncia finita de arestas
ai,...,a, tais que o vértice final de a; é igual ao vértice inicial de a;,;, para todo ¢ < n. Dizemos
que o caminho ay,...,a, tem inicio em i(a;) e fim em i(a,). Os vértices desse caminho sao os
vértices extremos das arestas a;. Definimos o caminho de comprimento 0 como sendo apenas um
vértice e esse é dito um caminho trivial. Um caminho é dito simples se todos os seus vértices sao
distintos.

Sejam f e g os caminho ey,...,e, e €}, ... e, com i(e,) =i(e]), definimos o produto entre f
e g por

fg=e1,...,en, €, ... e .

Em especial, se f tem vértices extremos iguais, podemos definir o caminho f* como sendo o produto
de f por si mesmo k vezes, onde k > 0. O caminho inverso ou inverso de f, é e,,...,e;, denotado
por f. No caso do caminho trivial constituido do vértice v, tem-se que o seu inverso é ainda v.
Um caso especial de caminho é o caminho que tem vértices inicial e final iguais. Esse tipo
de caminho sera denominado ciclo. O vértice inicial de um ciclo é dito o ponto base desse ciclo.
Dizemos que um ciclo é um ciclo simples se todos os seus vértices sao distintos, excetuando-se o
inicio e o fim do ciclo. Em particular, exigimos que um ciclo simples nao seja da forma e, e. Dado
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um ciclo ey, ..., e,, tem-se que €;,€j41,...,€,,€1,...,€;_1 ¢ também um ciclo. O mesmo ¢é vélido
para ciclos simples. Denote por Cy o conjunto de todas essas permutagoes de f, ou seja, o conjunto
de todas as permutagoes ciclicas de f. Muitas vezes, sera conveniente denotaremos C; por C £

Um subgrafo G’ do grafo orientado G é um grafo orientado (V(G’), E(G")), onde V(G') C V(G)
e E(G") C E(G), com as operagoes induzidas de G, de modo que i(e) € V(G') e e € E(G'), para
todo e € E(G'). Um subgrafo G' = (V(G'), E(G')) de G ¢é dito um subgrafo completo quando seu
conjunto de arestas é dado por E(G') = {e € E(G) : i(e),i(e) € V(G")}.

Dizemos que um grafo orientado G é conexo se, dados quaisquer dois vértices de GG, existe um
caminho com inicio em um e fim no outro. Defina a seguinte relacao em G: v ~ w quando existe
um caminho que leva v em w. Tem-se que ~ é uma relacao de equivaléncia. Um subgrafo completo
de G cujo conjunto de vértices é uma classe de equivaléncia dessa relacao é dito uma componente
ou componente conexa de G. Por defini¢do, se G é conexo, entao GG s6 possui uma componente.

Um caminho ey, ..., e, é dito redutivel, se existe i tal que e; = €;,1. Caso contrario, dize-
mos que esse ¢ um caminho irredutivel. Se o caminho dado é redutivel, com e; = €;41, entao
€1y...,€i_1,€i12,...,6, também é um caminho, de modo que dois vértices que sao ligados por
um caminhos sao ligados por um caminho irredutivel. Por definicdo, um caminho redutivel nao é
simples.

Um grafo cujos ciclos de comprimento positivos sao redutiveis é dito uma floresta. Uma floresta
conexa ¢é dita uma drvore. Todo subgrafo de uma floresta é também uma floresta. Além disso, um
grafo é uma floresta se, e somente se, suas componentes conexas sao arvores. Veja que uma arvore
nao possui ciclos simples, lembrando que e, € ndo é considerado um ciclo simples.

Observamos que em uma floresta, existe no maximo um caminho irredutivel que liga dois
vértices. No caso de arvores, dados dois vértices, existe sempre um caminho que os une e, portanto,
existe um caminho irredutivel entre eles. Em especial, uma arvore é uma floresta, assim tem-se o
seguinte resultado:

Lema 2.5.3. Em uma arvore, dois vértices podem ser ligados por exatamente um caminho irre-
dutivel.

Sejam G um grafo orientado e F' um subgrafo de G que é uma floresta. Se F' nao esta contida
propriamente em nenhuma floresta de G, dizemos que F' é uma floresta maximal. Em particular,
se GG é conexo, F' é uma arvore, ao qual denominaremos drvore mazimal.

Lema 2.5.4. Sejam G um grafo orientado conexo e 7" um subgrafo de G que é uma arvore. Entao,
T é arvore maximal se, e somente se, o conjunto de vértices de T' é o mesmo de G.

Demonstragdo. Seja T uma arvore maximal em G que nao contém todos os vértices de G. Seja
e, um vértice que nao pertence a T'. Como G é conexo, existe um caminho ey, ..., e, 1, e, entre
um vértice i(ey) de T e i(e,). Consequentemente, existe uma aresta e; em tal caminho cujo inicio
é um vértice de T mas o fim nao é um vértice de T'. A aresta €; ndo esta em T, porém, como ela
¢ uma aresta cujo fim esta em 7', tem-se que o subgrafo T” obtido ao se adicionar ¢; em T, é uma
arvore que contém 7T, contradizendo o fato de T ser maximal.

Reciprocamente, seja T uma arvore em G que contém todos os seus vértices. Seja H um
subgrafo de G que contém T propriamente. Seja e uma aresta de H que nao estd em T. Por
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hipotese, os vértices extremos de e estdao em T'. Assim, exite um tnico caminho irredutivel f entre
i(e) ei(e) em T. Como e e f sdo caminhos em H com inicio em i(e) e fim em i(€), segue que H
nao é uma arvore. Portanto, T' é uma arvore maximal em G. [

Lema 2.5.5. Numa arvore com numero finito de vértices n > 2, existem pelo menos dois vértices
que sao o inicio de exatamente uma aresta e o fim de exatamente uma aresta.

Demonstragcio.  Seja T uma arvore como na hipdtese do lema. Como T tem finitos vértices,
existe um nimero maximo de caminhos com vértices disjuntos. Tome e, ..., e, 0 maior caminho
irredutivel com vértices distintos em 7. Suponha que exista uma aresta e de T tal que e # ¢, e
que o vértice inicial de e seja igual ao vértice final de e,. Se existir r tal que i(e) = i(e,), entao
€ry...,6n, e éum ciclo irredutivel, contradizendo o fato de T" ser arvore.

Assim, ey, ..., e,, e é uma caminho irredutivel com vértices distintos. Isso contradiz a maxima-
lidade de n. Consequentemente, nao existe uma aresta de 1" distinta de e, cujo vértice inicial seja
igual a i(e,). Desse modo, e, ¢é a unica aresta de T quem tem i(e,) como fim, bem como €, é a
tnica aresta que tem i(€,) como inicio.

Analogamente, mostra-se que e; é a tnica aresta cujo inicio é i(e;) e €; é a Unica aresta cujo
fim é i(eq).

Portanto, os vértices procurados sao e; e e,. Il

Proposicao 2.5.6. Um grafo orientado com nimero finito n de vértices e m pares de arestas é
uma arvore se, e somente se, n = m + 1

Demonstrag¢io.  Seja G uma arvore. Mostraremos o resultado por indugdo em n. Se n = 1,
devemos ter que m = 0, pois qualquer aresta seria uma lago. Pelo Lema 2.5.5, podemos tomar
um vértice v que ¢ inicio de exatamente uma aresta e. Pela escolha de v, podemos construir
um subgrafo H de G ao retirarmos de GG as arestas e, e e o vértice v. Em particular, G é uma
floresta, assim H é uma floresta. Observe que H é uma arvore, assim, por hipotese de indugao,
n—1=(m-1)+1

Reciprocamente, se G é um grafo orientado conexo com n vértices e n — 1 pares de arestas,
tome uma arvore 7' maximal em G. Pela conexidade de G, tem-se que T tem n vértices. Pela
primeira parte da proposicao, T' deve conter n — 1 pares de arestas. Assim, T é um subgrafo de GG
que contém os mesmos vértices e arestas que GG. Portanto, T'= G. O

2.5.2 Grupos Fundamentais de Grafos

Sejam I' um grafo orientado e f o caminho eq, ..., e, em K. Dizemos que o caminho g é obtido
por redugao elementar de f quando, para algum i, e;11 = €; e géocaminhoey, ..., e,_1,€19,...,€,.

Definicao 2.5.7. Sejam I' um grafo orientado e f, g caminhos de I'. Dizemos que f é homotopico
a g quando existe uma sequéncia de caminhos (f,..., f.) de ' tal que f1 = f, f. = g e fi, fiy1 sdo
tais que um deles é obtido por reducao elementar do outro. Escrevemos f ~ g para indicar que f
¢ homotopico a g.
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Tem-se que ~ é uma relagdo de equivaléncia e que as classes de homotopia de caminhos de I'
formam um grupoide (Cf. [2]), o qual chamaremos de grupoide fundamental de I' e denotaremos
por v(T"). O inverso da classe do caminho f ¢é a classe do caminho f, em (K).

Chamamos de grupo fundamental de I' com ponto base v o conjunto das classes de homotopia
dos lagos com ponto base em v e o denotamos por 7 (', v).

Um caminho entre os vértices v e w de I' induz isomorfismo entre m (I',v) e m (', w) (Cf. [2]).
Por esse motivo, quando I' for conexo, podemos denotar seus grupos fundamentais apenas por
m(I"), uma vez que sdo todos isomorfos, ou seja, em esséncia, o grupo fundamental de T" é tinico e
nao depende do ponto base.

Seja ¢ : K — L um morfismo entre grafos. Observamos que se um caminho ¢ é obtido por redu-
¢ao elementar de um caminho f, entao ¢(g) é obtido por redugao elementar de ¢(f). Consequen-
temente, se f ~ g, entdo p(f) ~ ¢(g). Portanto, ¢ induz um homomorfismo ¢* : v(K) — v(L) e
também a um homomorfismo ¢* : w1 (K,v) — m (L, ¢(v)). Para um morfismo ¢ : L — M entre
grafos, tem-se que (1o )" =¢* o p*. Seidg : K — K ¢ a identidade em K, entao idj = idy(x) ¢
a identidade em 7(L). Assim, se ¢ é um isomorfismo de grafos, ¢* é isomorfismo de grupoides .

Para dar continuidade ao estudo de apresentacoes de grupos, encontraremos uma apresentacao
para o grupo fundamental de um grafo conexo I'.

Seja F(E) o grupo livre cuja base é o conjunto de arestas E do grafo conexo I'. Cada caminho
e1,...,e, de I' pode ser visto como o produto e ...e, em F(FE). Assim, todo caminho de I' pode
ser visto como um elemento de F(E) e, por simplicidade, serd denotado como tal.

Fixe um vértice a de I' e, para cada vértice v de I', escolha um caminho f, entre a e v. Em
especial, escolhemos f, como sendo o caminho trivial. Defina entdo os subconjuntos de F(E):
S={f,: veV}eR={ee: e E}. Queremos mostrar que (F|S U R) é uma apresentacao de
m(I',a). Para isso, construiremos um isomorfismo entre o grupo G = (E|SU R) e m (I, a).

Denote por [f] a classe de homotopia do caminho f e defina 7 : E — (I, a) fazendo a seguinte
correspondéncia: Se e é uma aresta entre v e w, faca 1(e) = [f,ef,]. Pela propriedade universal
de F(E), existe um homomorfismo ¢ : F(E) — (I, a) tal que u(e) = [fyef,]. Entdo, ¢ é um
homomorfismo que leva eé na identidade, para cada e € E: 1(e€) = [foeful[fwefs] = [foefuwfwef]
que é a classe de homotopia da identidade. Além disso, ¢(f,) = [fufsfo] = [fa], que é a identidade,
pela escolha de f,. Segue que S U R C Kert. Consequentemente, ¢ induz um homomorfismo
¢ : F(E)/N = G — m(I',a), onde N denota o fecho normal (S U R)"®) pelo Teorema 2.2.13.
Tem-se ainda que @(fN) = o(f) = [fof fu], em que f é um caminho entre v e w em F(E).

Seja j a aplicacao que leva cada caminho f de F(E) em fN € G. A aplicagao j é multiplicativa
no sentido de que, se o produto fi fy estd definido, entao j leva fify em fifoN = fiNfoN. Além
disso, se e é uma aresta entre v e w, entao j(ee) é a identidade, pois e € R C N. Segue que j é
constante nas classes de homotopia, de forma que j define um homomorfismo 1) : v(T') = G. Seja
¢ a restricdo de ¢ a 1, (I, a). Mostremos que ¢ = o',

Como S = {f,: v €V}, devemos ter que ¥(f,) ¢é a identidade. Dada uma aresta e entre v e
w,

Yo p(eN) =y([fuefu]) = D(LLDY(E)U((fu]) = V([e]) = eN
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Além disso, ¢ o U(le]) = p(eN) = [fsef,]. Indutivamente, para um caminho f entre v e w,
e o([f]) = [fof fu]. Em particular, dado um ciclo f com ponto base a, tem-se que

pov(lf]) = [fuf fal = [f]

pois f, é trivial. Segue que ) = ¢~ 1. Logo, ¢ é isomorfismo.
Vejamos agora uma apresentacao que faz uso de uma arvore maximal de I'.

Teorema 2.5.8. Seja T' uma arvore maximal do grafo conexo I'. Entao m(I') = (E| {e: e €
T}UR).

Demonstragio. Mostraremos que (E| SUR) e (E| {e: e € T} U R) sao apresentagoes do mesmo
grupo. Para isso, devemos mostrar que SU R e {e: e € T} U R sao consequéncias um do outro.

Como T é uma arvore maximal, o Lema 2.5.3 garante que existe um tunico caminho irredutivel
de a até v. Podemos tomar f, na definicao de S como sendo tal caminho. Como f, é um caminho
em T, f, é consequéncia de {e : e € T}, pois é um produto de arestas de T, quando visto como
elemento de F(FE).

Por outro lado, dada uma aresta e de T que leva v em w, existem duas possibilidades: f,
termina ou nao termina em e. Se f, tem e como tultima aresta, entdo o caminho obtido ao
retirarmos € de f, é um caminho irredutivel entre a e w. Ou seja, f,e = f,. Caso contrario, f,e
¢ um caminho irredutivel entre a e w, ou seja, f,e = f,,. Em ambos os casos, e é consequéncia de

{ee: ec E}U{f,: veV} CSUR. O

Corolario 2.5.9. Sejam G um grafo orientado conexo e 7' uma arvore maximal em G. Entao,
m1(G) é livre, onde a cada par de arestas que nao esta em T', corresponde um elemento da base de
m1(G). Além disso, o elemento de base que corresponde a aresta e que leva v em w é a classe de
equivaléncia de f,ef,, onde f, denota o tnico caminho irredutivel em 7' do ponto de base até v.

Para ver tal resultado, note que m(G) = (E| {ee: e € E}U{e: e € T}). Pela escolha de ¢, ¢,
tem-se que ee é o elemento neutro, de modo que uma apresentacao mais simplificada de m1(G) é
(E|{e: e € T}). Mas esse é o grupo livre com gerador E\{e: e € T}, ouseja, m (G) = F(E\T).

Corolario 2.5.10. Um grafo orientado conexo é uma arvore se, e somente se, seu grupo funda-
mental é trivial.

Corolario 2.5.11. Um grafo orientado conexo G' com nimero finito n de vértices e m pares de
arestas € livre de posto m —n + 1.

Demonstragao. Pelo corolario 2.5.11, existe um elemento da base para cada par de arestas que
nao pertence a 7. Como T' é arvore maximal, seu conjunto de vértices coincide com o conjunto de
vértices de GG, ou seja, T tem n vértices. Pela Proposicao 2.5.6, segue que 1" tem n — 1 pares de

arestas. Como existem m pares de arestas ao todo, o nimero de elementos da base é m —n + 1.
O
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2.5.3 Recobrimento

Neste capitulo, desenvolveremos a teoria de recobrimentos de grafos seguindo o livro [2]. Essa
teoria é um caso particular da teoria geral de recobrimentos da Topologia Algébrica.

Sejam I' um grafo e v um vértice de I'. Denotaremos por E,(I') o conjunto das arestas de I"
que inciam em v.

Definigao 2.5.12. Seja p: I — I’ uma aplicacio entre grafos conexos. Se, para cada vértice o de
T, p induz uma bijecao entre E; (F) e By (1), dizemos que p é uma aplicagao de recobrimento e
que T é um recobrimento de T.

Aplicagoes de recobrimento sdo sobrejetivas. A proposi¢ao a seguir nos da uma importante
caracterizagao desse tipo de aplicagao.

Proposicdo 2.5.13. Seja p : I' — I' uma aplicacdo de recobrimento. Dado um caminho f de T
com inicio em v, existe, para cada v em T tal que p(v) = v, um tnico caminho f de [ com inicio

em ¥ tal que p(f) =f
Demonstragao. Veja [2]. O

Definigio 2.5.14. Na proposicio acima, o caminho f dado é dito um levantamento do caminho
f com inicio em v.

Proposigao 2.5.15. Sejam f, g dois caminhos com levantamentos f,G. Se f e g tém inicio no
mesmo ponto ¥ e f ~ g, entao f ~ g.

Demonstragao. Veja [2]. O]

Seja p : I — I uma aplicagao de recobrimento. Dizemos que o caminho f de I' representa um
elemento de p*(my (I, 7)) quando [f] = p*[g], para algum caminho g de T. Assim, [f] = p*[g] =
[p(g)]. Isso equivale a afirmar que f ~ p(g), para algum caminho g em T'.

Se f é um ciclo em I' com ponto base v que tem como levantamento f, um ciclo com ponto
base #, onde @ € p~'(v), entdo p(f) = f, logo f representa um elemento de p*(m (T, 7)).

Por outro lado, se f representa um elemento de p*(m (T, 7)), entéo existe um ciclo § com base
o em p~'(v) tal que f ~ p(g). Como p(g) é um caminho em I' com levantamento §, que inicia e
termina em ¥, devemos ter que o levantamento de f tem inicio e fim em 2.

A proposic¢ao anterior implica no seguinte resultado.

Proposigao 2.5.16. Um ciclo f com ponto base v tem como levantamento um ciclo de T com
ponto base © € p~!(v) se, e somente se, f representa um elemento de p*(7(T,7)).

Corolario 2.5.17. Sejam p : I' — I’ uma aplicagao de recobrimento entre grafos e f, g caminhos
entre os vértices v e w em I', com levantamentos f e g em I', com inicio em 0. Entao , f,g tém o
mesmo fim se, e somente se, fg representa um elemento de p*(m (T, 0)).

Demonstragdo. Veja [2]. O

Observe que o inverso de [g] ¢ [g] no grupo 7 (I',v). Assim, o coroldrio anterior afirma que f
e g terminam no mesmo ponto se, e somente se, estdo na mesma classe lateral de p* (m1 (T, 0)) em
7 (T, v), pois fg, ou seja, “fg~17, representa um elemento de p*(m (T, 7)).
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Corolario 2.5.18. Seja p : I' — I’ um aplicacdo de recobrimento. Dado um vértice v de ', tem-se
que p~'(v) estd em bijegdo com o conjunto %, o conjunto das classes laterais de p*(m (T, 7)) em
m (T, v).

Demonstragdo. Tal resultado pode ser visto em [2]. 0J

Teorema 2.5.19. Dada uma aplicacao de recobrimento p : [ — T, tem-se que p* : Wl(f,f)) —
(T, v) é um monomorfismo.

Demonstragao. Cf. [2]. O

Como consequéncia do teorema anterior, p (7r1(F 7)) pode ser visto como um subgrupo de
m1(T,v). Nesse caso, dizemos que o recobrimento p : I' — T' pertence ao subgrupo p*(m (T, 7)) de
m (T, v).

O subgrupo de 7 (I',v) ao qual uma dada aplica¢do de recobrimento pertence é determinado
a menos de conjugacao (cf. [2, p. 153]). Tem-se também que, essencialmente, existe exatamente
uma aplicacao de recobrimento pertencente a um dado subgrupo de 7 (I', v). O seguinte resultado
fala da existéncia de tal recobrimento. Sua demonstragdo pode ser encontrada em [2, p. 155].

Teorema 2.5.20. Sejam I' um grafo, v um vértice de I' e H um subgrupo de (I, v). Entao,
existe um recobrimento p : I' = I' pertencente a H. Em outras palavras, existe uma aplicacao de
recobrimento p : I' — T" tal que p(m (", 0)) é isomorfo a H

2.5.4 O Teorema de Schreier

Finalmente, podemos provar o famoso resultado:

Teorema 2.5.21. (Schreier) Todo subgrupo de um grupo livre é também livre. Além disso, um
subgrupo H de um grupo livre F' de indice finito tem posto d(H) dado por

d(H)=(d(F)—-1)[F:H]+1
onde d(F') é o posto de F' ou, equivalentemente, é o nimero minimal de geradores de F.

Demonstragdo. Sejam F' um grupo livre com base X e G um grafo com apenas um vértice v e um
par de arestas e,, e, para cada elemento x € X.

Pelo Corolério 2.5.9, cada elemento da base de 71(G) corresponde a um par de arestas e, €,
assim, 71 (G) é isomorfo a F.

O Teorema 2.5.20 garante a existéncia de uma aplicacao de recobrimento p : G — G que per-
tence a H, quando H é visto como um subgrupo de 71 (G). Ou seja, p *(m1(G)) é isomorfo a H.
Ainda pelo Corolario 2.5.9, 7 (G) é livre, pois G é grafo. Portanto, H é livre.

Agora, como G tem apenas um vértice, o conjunto de vértices de G é dado por - L(v). Pelo
Corolério 2.5.18, p~!(v) estd em bijegdo com o conjunto das classes laterais de p*(m;(G)) em 7T1( ),
ou seja, estd em bije¢do com as classes laterais de H em F. Isso significa que [p~'(v)| = [F : H],
ou seja, G tem [F : H] vértices.
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Como G tem um par de arestas para cada elemento de X, G tem no total 2d(F’) arestas e todas
elas tém inicio em v. Como p induz uma bijecio entre Ey(I') e E,(T), para cada @ € p~'(v), G tem
2d(F') arestas com inicio em cada um dos seus [F' : H| vértices, totalizando 2d(F')[F : H] arestas.

Pelo Corolério 2.5.11, como G tem [F : H] vértices e d(F)[F : H] pares de arestas, o posto de
m(G) e, portanto, o de H é dado por d(H) = d(F)[F : H] — [F : H] + 1, ou scja,

d(H) — 1= (d(F) — 1)[F : H]

Vejamos uma pequena aplicacao do Teorema 2.5.21.

Lema 2.5.22. Sejam A e B grupos nao triviais tais que B e A/[A, A] s@o finitos e A ndo é isomorfo
a Cy. Seja ainda av: Ax B — A/[A, A] x B a aplicagao tal que |4 é a projecdo candnica e ap é
a identidade em B. Entao ker a possui subgrupo livre nao abeliano.

Demonstragio. A x B possui subgrupo livre F' de posto 2, pelo Lema 2.3.13. Seja = a|p : F —
AJ[A, Al x B. Como F/ker(p) ~ Im(u), tem-se que [F : ker(u)] = [Im(u)| < |A/[A, Al x B| < co.
Como ker(u) é livre, o Teorema 2.5.21 garante que, se d(F'), d(ker pt) denotam o niimero de geradores
livres de F' e de ker u, respectivamente, entao

dkerp) — 1= (d(F) — 1)[F : ker y]

Como F' tem posto 2 e [F : ker(u)] > 1, tem-se que d(ker(p)) —1 > 1, ou seja, d(ker(u)) > 2.
Como todo grupo livre de posto pelo menos dois é nao abeliano (cf. 2.1.24), o resultado segue. [

47



Capitulo 3

Produtos Entrelacados Finitamente
Apresentaveis

Este capitulo tem como base o artigo Finitely Presented Wreath Products And Double Co-
set Decompositions, de Yves de Cournulier [3] e tem como objetivo a demonstragdo do seguinte
resultado.

Teorema Principal. Sejam W um grupo nao trivial e G um grupo que age sobre o conjunto
nao vazio X. Entao, W lx G é finitamente apresentavel se, e somente se, G e W sao finitamente
apresentaveis, os estabilizadores de G em X sao finitamente gerados e G age diagonalmente em
X x X com finitas Orbitas.

Para obter tal resultado, mostraremos cada uma dessas implicagoes separadamente nos Teore-
mas 3.3.5 e 3.3.25.

3.1 Produto Entrelacado de Grupos

Dados um grupo W e um conjunto X, escrevemos W) para denotar a soma direta Doex Wa =
{(Wz)eex : wy € W e (wy)zex tem suporte finito}, onde W, ~ W,Vx € X. Lembramos que o
suporte de (w;)zex é conjunto {x € X : w, # 1}.

Dados dois grupos G' e W e um G-conjunto X, existe uma agao a esquerda de G na soma direta
W) que permuta os fatores de W) pela acdo de G em X: G x W) — W) definida por
g- (w:c):cEX = (Ux)a:EXa Com vy = Wy.g- Observe que g - (waﬁ)xEX = g(wz)xeXgil'

Definimos o produto entrelagado (ou produto wreath) entre G e W como sendo o produto
semidireto W) x, G, em que ¢ : G — Aut(WX) é dado por ¢(g)(w) = g - w, onde - denota a
acdo de G em W) dada acima, assim em W x G temos ¢(g)(w) = gwg™'. O produto entrelacado
sera denotado por Wiy G.

Exemplo 3.1.1. Estudemos o produto entrelagado Cyx Cy. Vejamos o segundo Cy como o grupo
das permutagoes de ordem dois Sy = {id,d} e X = {1,2}. Considere a a¢do natural de Sy em

X, dada por -z = o(z), 0 € Sy e x € X. Tem-se que C’éx) ={(c1,c2) : c1,c0 € Cy}. Assim,
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Colx Sy = {((c1,¢2),0) : (c1,¢2) € ¥ o€ Cs} com o produto ((c1,¢2),01)((¢1,¢2),09) =
((01702)(0'1 : (51,62)),0’1 @) 0'2), €I que id - (51,62) = (51762) ed- (61,62) = (62,51).
Seja Cy = {1, z}. Entao, r = ((z,1),6) € Cy 1x Cy é tal que

((‘737 1)75)2 = ((x>$)77;d) ((x> 1)75)3 = ((1’:6)7(5) ((:U? 1)75)4 = ((17 1)7id)

enquanto f = ((z,z),d) e rf tém ordem 2. Além disso, (((z,x),9))(((x,1),6)) = Cylx Sa. Assim,
Cy 1x So é gerado por r e f. Portanto, Cy 1x Cy =~ Dsg.

3.2 Produtos Entrelacados Finitamente Gerados e a Apre-
sentacao do Produto Entrelacado

Nesta secao, veremos a apresentacao de produtos entrelagados. Iniciaremos tal processo mos-
trando condi¢bes necessarias e suficientes para que o produto W ix G seja finitamente gerado.
Depois, mostraremos uma apresentacdo para um produto entrelacado W ix G no qual G age
transitivamente em X, seguida da apresentacao no caso mais geral.

Proposicao 3.2.1. Com as notagoes anteriores, se o G-conjunto X é nao vazio e o grupo W for
nao trivial, a fim de que W ix G seja finitamente gerado, é necessario e suficiente que G e W sejam
finitamente gerados e que G tenha finitas érbitas em X.

Demonstragdo. Daremos inicio a demonstracao mostrando que tal condi¢ao é suficiente. Existem
A C W e B C G subconjuntos finitos tais que W = (A) e G = (B). Seja I o conjunto dos
representantes das G-orbitas sobre X. Tem-se que X = G - I e, por hipdtese, I é finito.

Defina para cada x € X, ¢, : W — W,, que leva W na sua copia W, ou seja, w — w,.
Tem-se que ¢,(A) = A, C W,. Assim, W, = ¢, (W) = ¢.((4)) = (p.(A)) = (A,;). Como
WX =@,cx W = Buex (W), tem-se que W) ¢ gerado por U,e y Ag, pois cada elemento em
W) pode ser visto como um produto. Tem-se entdo que Wiy G é gerado por (Ugex Az) U B.
Porém, pela definicdo da acdo de G em W) basta tomarmos os geradores dos W; com i € I,
pois g - W; = Wy.;, assim, é possivel chegar em todos os W, com z na ¢rbita G - ¢ apenas com os
geradores de G e os de W;. Segue que o conjunto (U,c; A;) U B gera W ix G. Como I, B e cada
A, sdo finitos, tal conjunto gerador é finito.

Por outro lado, seja S um conjunto finito tal que W ix G = (S). Primeiramente, mostremos
que G é finitamente gerado. Podemos tomar a projegao m: Wix G — G, na qual (W) = {1} e a
restricdo de m a G é a identidade. Assim, pela sobrejetividade de 7, tem-se que

G =n(Wix G) = 7n({(5)) = (n(5)).

Como S é finito, w(5) é finito. Logo, G ¢é finitamente gerado.

Suponha que W nao seja finitamente gerado. Entao existe um subconjunto infinito D de W
tal que W = (D) mas nenhum subconjunto de D gera W.

Como W ix G é finitamente gerado, é enumeravel. Consequentemente, qualquer um de seus
subconjuntos é finito ou infinito enumeravel. Em particular, D C W é enumeravel. Considere
entdo D = {d,},en e denote (dy,ds, - - d;) por W;. Veja que Wy C Wo C --- C W,, C ---. Tome
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H; = W, x G, para cada inteiro positivo :. Como W; é subgrupo préprio de W, 1, devemos ter
que H; é subgrupo préprio de H, 1, para todo inteiro positivo ¢. Além disso, W = U;en Wi, logo,
H = Ujen Hi = Wix G = (S). Existe ny € N tal que S C H,,, pois S ¢ finito e esta contido na
uniao U,ey H;. Segue que H = (S) C H,, C H, ou seja, H = H,,,. Isso quer dizer que a sequéncia
Hy C Hy C ---C H; C --- se estabiliza em H,,, isto é, H,, = H,,4+;,Vl € N, contradizendo a
escolha dos H;’s. Segue que W é finitamente gerado.

Por fim, devemos mostrar que X possui um niumero finito de G-6rbitas. Suponha que X
possua infinitas G-orbitas. Entdo X pode ser escrito como unido dos termos de uma sequéncia
X; € X5 C -+ de subconjuntos G-invariantes. Para isso, seja I um conjunto contendo exatamente
um elemento de cada G-6rbita de X. Tome I; C [ finito. Seja X; = G - [;. Em seguida, tome
I, € I\{I,} finito e seja Xy = G-(I[;Uls). Pela escolha de Xy, tem-se que X; C X5. Indutivamente,
podemos definir cada X}, tomando I € I\{I; U...U [;_1} finito e fazendo X, = G - ([; U ... Iy).
Defina J,, = Wk, G. Tem-se que J,, C J,11,Vn € N, pois X,, € X,,11, e W ix G = U,en Jn, mas

—=

nao existe ng € N tal que Wix G = J,,, contradizendo o fato de W i1x G ser finitamente gerado.
O

Teorema 3.2.2. Sejam G e W grupos com apresentagoes (X;|R;) e W = (X3|Rs), onde G age
sobre X. Entao, X é a uniao de G-6rbitas X = U;c; G - i = U;e; G/H;, onde I é um conjunto de
representantes das G-orbitas em X. Entdo, W ix G tem apresentacao

Wix G =(X1UXy| Ry, Ry, [HW], {W,gWg']: g€ G\H}) (3.2.1)
se GG age transitivamente sobre X e

Wax G =(X1 U (| Xa.) Ry, | Roi, {[Wi, gWig ™| i € I, g € G\H,},
el i€l
{Wi,gW;g7']: g€G, i,jel eij} (3.2.2)
{[H, W] : i €lI}).

caso contrario, em que as copias W; de W tém apresentacao W; = (Xo ;| Ra ;).

Demonstragdo. Considere inicialmente o caso em que G age transitivamente sobre X, caso em que

podemos escrever X = G/H, para algum estabilizador H = G,,, ¥y € X, pela proposi¢ao 1.6.5.

Pela definicao de agao transitiva, X ¢ uma 6rbita de G, ou seja, X = G - z¢. Ponha W,, = W.
Dado x € X, existe g € G tal que g - r9 = x. Assim,

Wff = Wg-zo =g- on = ngngl.

Consequentemente, W) ¢ gerado por X; U X,, de modo que Wiy G também é gerado por tal
conjunto.
Se h € H, entao h - xqg = xg, pela escolha de H. Assim,

WV h ™ = h - Way = Wiay = Wi,

Ou seja, hWWh™' =W, Vh € H. Devemos ter que [H, W] = {1} em W 1x G.
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Além disso, como W) = @, x W, devemos ter que [W,,, W,,] = {1}, sempre que z; # z;.
Sejam g;,g; € G tais que g; - vg = x; € g; - 9 = ;. Tem-se que g; - x9 = x; # T; = g; - To, logo,
gigj’1 - o # X, OU seja, gz-gj’1 ¢ H. Tem-se que

{1} = [Www Ww]] = [giWrogflvgjwzogjl]
= GilWao. 9, " 9iWao9; ' gilgi
Mas isso ocorre se, e somente se, [Wa,, (i 'g5) - W] = {1}. Como z; e z; sdo arbitrdrios, segue
que Wy, gWyo]l = {1},Vg € G\H.
Tome R = R{URyU[H, WU{[W,gWg~']: g € G\H}. Afirmamos que WixG = (X;UX,| R).
Seja F' o grupo livre com base X; U X5. Como W i1x G ¢é gerado por X; U Xs, podemos
tomar a inclusdo X7 U Xy — W ix G. A propriedade universal de F' nos da um homomorfismo
v F'— W ix G tal que a sua restricao a X; U X5 é a identidade.
Como R é o conjunto trivial em W x G, tem-se que R C ker . Por 2.2.13, existe um homo-
morfismo ¢ : F/(R)F — W ix G tal que @(f(R)F) = ¢(f), para f € F.
Defina ¢ : X; U Xy — F/(R)Y por (z) = z(R)¥. Como X; U X, gera W Ix G, existe uma
extensao ¥ : W ix G — F/{R)F'. Tem-se que 1) = ¢~1. Portanto, ¢ ¢ isomorfismo. Vale que

%74 ZX G = <X1 UXQ’ Rl, Rz, [H, W], {[W,gngl] g € G\H})

Vejamos agora o caso em que GG nao age transitivamente sobre X. Nesse caso, X é uma uniao
disjunta de G-érbitas em X: X = U;c; G-i = U;e; G/ H;, onde I é um representantes das G-6rbitas
em X, que ndo necessariamente é finito, e H; é o estabilizador G;. Tem-se que W) = @,y W, =
Bict (@ yecnm, Wyi) = Biet(@yecnm, gWig™). Seja Wi = (Xo4| Ro,) a apresentacio da copia W,
de W. Veja que, se g € G\H;, entdo g -1 # i, logo [W;, gW;g~'] = {1}, pois esses sdo termos
distintos da soma direta.

Agora, se i # j, entdo i e j sdo elementos de G-orbitas distintas, pela escolha de I. Assim, nao
pode haver g € G tal que g -i = j. Como consequéncia, [W;, gW;g~ '] é trivial para todos i,j € I
distintos e g € G.

Veja também que, como H; estabiliza ¢, ou seja, dado h; € H;, tem-se que h; - i = i, temos que
h;W;h;' = W;. Consequentemente, [H;, W;] = {1}, para todo i € I.

Juntamente com R; e Ry, essas sdo as unicas relagoes em W lx GG. Desse modo,

Wix G=(X;U (U Xo,i)| Ry, U Roi {[Wi,gWig™ '] :i €1, g € G\H,},
iel iel
{Wi,gWig™']: g€G, i jel eij}
{[H;, W;] : i €I}).

3.3 Produtos Entrelacados Finitamente Apresentaveis

Nesta secao, estudaremos condigdes necessarias e suficientes para que um certo produto entre-
lacado seja finitamente apresentavel.
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3.3.1 Condicao Suficiente

Lema 3.3.1. Sejam G um grupo e A, B subgrupos finitamente gerados de G, digamos A =
(ar, -+ ,a,) ¢ B = (b, ,by). Se asbja;' = b;, para todos i = 1...n e j = 1...m, entdo
aba=! = b, para todosa € Aeb € B.

Demonstragio. Cada elemento de A pode ser visto como uma palavra do alfabeto {af!,--- , a’"
e cada elemento de B como uma palavra do alfabeto {bf',--- br'}. A demonstracio serd feita
por dupla indu¢do no comprimento de a = ag," - - - af;” ede b= b?ll e bj-:.

Se a = a; e b = bj, entdo a;b;a; ' = bj, por hipétese. Suponha que, para |a| =p—1e b= b;
tenha-se abja~' = b;. Entao, para a = a;' - af;’, tem-se

-1 _ e,

aba i

a .. aliz:bjai;sp .. a;‘gl — a,lell (af; e a,f;’bja;sp ... ai_QEZ)a’;El — afllbja;‘gl e b] = b
Logo, abja™ = b;,Va € Ae 1l < j < m. Suponha que b| = ¢— 1 implica aba™" = b,Va € A. Entao
se b=0b0 b, tem-se

J1 Jq?
5

aba™t = abl - - bjga* = (ab® - - bjz:ia’l)(abjja’l) = (b bjgj)(bjg) =0 b =D

OJ

Observagao 3.3.2. Num grupo K, com aj, a9, 3 € K, se [ay, 3] = 1 = [ay, ], entdo [onay*t, B] =
1. De fato, veja que [ag, 8] = 1 = [ay ', 8] = 1, assim,

[y, 8] = cnog  Bagay BT = an (0 BB Bay BT =

- 0[1[012_175]6041_15_1 - alﬁa/l_lﬂ_l = [alwg] =1

Analogamente, tem-se que [3,1] = 1 e [3, as] = 1 implica em [3, 105 '] = 1.

Lema 3.3.3. Sejam W um grupo finitamente gerado e G um grupo que age transitivamente no
conjunto X. Sejam H um estabilizador de G em X e 7 um conjunto contendo exatamente um
elemento de cada classe lateral dupla de H\G/H. Como W ¢ finitamente gerado, existe um
subconjunto S finito de W tal que W = (S). Se {[s;, ts;t7!],si,8; € S, t € T} é trivial, entao
{[wy, gwag™] : wi,we € W, g € G\H} é trivial.

Demonstragio. Como a agdo de G em X é transitiva, tem-se que X = G/H, onde H = G,
para algum zp € X. Fixamos, como anteriormente, W,, = W. Vimos que cada copia W, de
W pode ser obtida de W, pois W, = gW,,g~ ', onde g € G é tal que g - xy = x. Vimos
também que H fixa os elementos de W = W, . Como consequéncia, para cada h € H e cada
g € G\ H, vale que [s;,gs5;97 "] = 1 < [si,(hg)s;(hg)™] = 1, Vs;,s; € S e Vg € G. De fato,
se [si,gs;97] = 1, entdo, dado h € H, tem-se 1 = h[s;,gs;g ' |h™ = [hs;h ™ hgs;g~th™!] =
[h - si, (hg)s;(hg)™'] = [si, (hg)s;(hg)~']. Por outro lado, se [s;, (hg)s;(hg)™'] = 1, entdo 1 =
i, (hg)sj(hg)™'] = [h - s, (hg)s;j(hg)~'] = [hs;h™t, hgsjh g™ = hlsi,gs;g ' ]h~". Segue que
[si: 955971 = 1.
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Analogamente, [g7's;g,s;] = 1 < [hg~'s;gh™, s;] = 1. Como [g7's,g,s,;] = 1e [hg tsigh™, sj] =
1 sao equivalentes a [s;, gs;g~ '] = 1 e [s;, gh ™ s;jhg™!| = 1, respectivamente, vale que [s;, gs;g~ ] =
1< [si,gh'sjhg =1 & 1= [hs;h ™ hgh 'sjhg 'h™Y = [s;, hgh™'sjhg ™ h™1].

Logo, para cada t € HgH, [s;,gs;g | =1 [s;,ts;t71] = 1.

Além disso, se {[s;,gs;97] : sis; € S, g € G\H} é trivial, entao {[wy, gwag™!| : wy,wy €
W, g € G\H} é trivial, pela Observagao 3.3.2. Segue entao que, se {[s;, ts;t"!],s;,8; €S, t € T}
é trivial, entao {[wy, gweg™] : wy,we € W, g € G\H} também ¢ trivial. O

Vejamos uma generalizagdo do lema anterior, no caso em que a acao de G em X nao neces-
sariamente é transitiva. Nesse caso, podemos escrever X como uma uniao disjunta de orbitas de
G: X =Uer G-i=U;er G/H;, onde I é um conjunto de representantes das G-érbitas em X e
H; ¢é o estabilizador G;. Para cada i € I, tome uma copia W; de W. Como, por hipdtese, W é
finitamente gerado, cada copia W; é finitamente gerada. Assim, existe um conjunto finito 5; tal
que W; = (S;), Vi € I. Podemos entao enunciar:

Lema 3.3.4. Nas condigoes dadas, vale que, se {[s;, ts;t7']: s; € S;, s; €S;, t € T} é trivial,
entao {[(W;,gW,g7 '] : g € G, i,j € I} é trivial, onde .7 é um conjunto contendo exatamente um
elemento de cada classe lateral dupla de H;\G/H,, para cada i,j € I.

Demonstragio. Como W; = (S;) e W; = (S}), 4,5 € I, se {[si,g9s;97 '] : g € G, s, €S, sj €
S;, 4,7 € I} é trivial, entao {[W;,gW,;g7'|: g € G, i,j € I} também ¢é, pela observagao 3.3.2.
Mostremos entao que, se o conjunto dado no enunciado é trivial, entao {[s;, gsjg_l] s g€eq, s €
Si, S5 € Sj, 1,] € [} é trivial.

Tomando w € W;, tem-se que h; € H; é tal que h; - w = hywh;' = w. Em particular,
h; - s;i = s;,Vs; € S;. Assim, para cada h; € H;,

[si,98,97") = 1< [si, higs;g " hi'] =1

com s; € 5;,5; €95;,1,5 €1egeG. Além disso, analogamente ao resultado mostrado no lema
anterior, tem-se que
[si,98,97 =1 & [si,ghj_lsjhjg_l] =1

para cada h; € Hj, s;€ 1,5, € Sj,4,j€leged.
Tome entdo um unico elemento g;; de H;gH; de cada classe lateral de H;\G/H; e para cada
par (i,j) de elementos de I x I. Seja 7 = {gij}ijer. Tem-se que

[si9s;9 '] =1% [Sz‘agz’ijgi}l] =1

Desse modo, se o conjunto {[s;,ts;t™'] : s; € S;, s; € S;, t € T} for trivial, teremos que o
conjunto {[W;, gW,;g7']: g € G, i,j € I} também é trivial. O

Teorema 3.3.5. Sejam W e G grupos finitamente apresentaveis, onde GG age num conjunto X, de
modo que seus estabilizadores sdo finitamente gerados. Se a acao de G em X? tem finitas érbitas,
entao W ix G é finitamente apresentavel.
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Demonstragio. Mostraremos primeiro o caso em que G age transitivamente sobre X, ou seja,
X =G/H, com H = G,,, para algum z( € X.

Como G e W sdo finitamente apresentaveis, existem apresentagoes G = (X1|Ry) e W = (X5|Ry)
tais que X1, Xy, Ry, Ry sdo finitos. Defina Ty = {[h,w]|: h € H , w € W}, Ty = {[wy, gwag™ ] :
wy,wy €W | g€ G\H} etome T = T1UT;. Como vimos na apresentacao 3.2.1, (X, Xs| Ry, R, T)
é uma apresentacao para Wix G. Queremos simplificar tal apresentacao para que seja finita. Para
isso, basta que T seja consequéncia de um nimero finito de relatores, ou seja, devemos encontrar
um subconjunto finito 7' de T tal que as relacdes de T impliquem nas relagoes de T. Podemos
escrever H = (hy, ..., hy) e Xo = {101, ... Wy}, pois, por hipétese, H e W sao finitamente gerados.

Em particular, como T} ¢é trivial, 71 = {h;w;h; le_l 1 <i<m, 1<j <k} étrivial. Pelo
Lema 3.3.1, T1 = {1} implica T} = {1}, logo, as relagoes contidas em 77 sdo consequéncia das
relacoes de T}. Isso nos permite tomar apenas o conjunto finito 7; em vez de T} na apresentacio
de Wix G, ou seja, Wix G = <X1,X2’R1,R2,T1,T2>.

Como a acdo de GG em X é transitiva, estamos no caso do Lema 3.3.3, T3 é trivial quando o
conjunto Ty = {[;, tw;t 1,4, € {1,...,k}, t € T} for trivial, onde .7 é um conjunto contendo
exatamente um elemento de cada uma das distintas classes laterais duplas de H\G/H. Assim,
Wix G = (X1, Xo|Ry, Ro, Ty, Tg). Por hipétese, a acao de G sobre X x X tem um nimero finito de
érbitas |(X x X)/G|. Agora, tem-se que [{HgH : g € G}| = |(G/H xG/H)/G| = |(X x X)/G| <
0. Segue que T ¢ finito.

Vejamos o caso geral. Como W é finitamente apresentavel, cada uma de suas copias também
é. Para cada i € I, sejam X, ; e Ry, finitos tais que W; = (X5;|R2;). Seja ainda A; um cojunto
finito que gera H;. Vimos em 3.2.2 que Wix G = (X1, (Uies X2.0)|R1, Uier R, { (Wi, gWig™] i €
I, g e G\H;}, {(Wi,gW;g7']: g€ G, i,j eI ei+#j}{[H,W;: i€ I}). Denote por Z;
um conjunto contendo exatamente um elemento de cada classe lateral de H;\G/H,. Pelo Lema
3.3.1, podemos tomar {[h;,z;| : h; € A;, x; € Xoy, @ € I} no lugar de {[H;,W;] : i € I} e,
pelo Lema 3.3.4, podemos tomar {[x;, tx;t 1] : x; € Xo;, t € T }ier no lugar de {[W;, gWig™] :
i€l, ge G\H,;} e {[w,tet ] : ;€ Xoy, v; € Xoj, t € Fj,4,7j € I distintos} no lugar de
{Wi,gW,;g7: g€ G, i,j €I ei+# j}, na apresentacio dada.

Como cada A;, cada Xy; e I sao finitos, o primeiro conjunto obtido é finito. Os demais
conjuntos obtidos sdo finitos porque a a¢do de G em X X X tem finitas érbitas e [(X x X)/G| =
|{ngHJ i,jEI, gGG}| O

A reciproca do teorema anterior é valida. Para mostra-la, contaremos com uma ferramenta
conhecida como produto grafo, que serd vista na subsecao seguinte.

3.3.2 O Produto Grafo e a Condicao Necessaria

Nesta subsecao, estudaremos o produto grafo entre grupos. Para isso precisaremos de algumas
defini¢oes relativas a grafos. Aqui, um grafo ndo pode ter lagos e nao é direcionado. Proibimos
também o caso em que existe mais de uma aresta ligando dois vértices. Para um estudo mais
aprofundado no assunto, veja [5].

Definigao 3.3.6. Um grafo I' ¢ um par (I'°,T'!), onde T'° ¢ um conjunto nao vazio, cujos elementos
sao chamados de vértices e I'! ¢ um conjunto de subconjuntos de cardinalidade dois de I'?, chamados
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de arestas.

Exemplo 3.3.7. O grafo I' = (I'°,T'!), onde I’ = {a,b,c,d} e Tt = {{a,b},{b,c},{c,d}} pode
ser representado com na figura abaixo a esquerda, enquanto o grafo I' = (I'°,T'!), onde I'" =
{{a,b},{b, c},{a,c}}, pode ser representado pela figura abaixo a direita.

b d b
NS AN

Dizemos que dois vértices u,v € T'° do grafo I' = (I'°, T'!) sdo adjacentes se {u,v} € I''. Duas
arestas de I' sdo adjacentes se tém um vértice em comum. Um grafo no qual todos os vértices sao
adjacentes é dito um grafo completo.

O grau de um vértice é o niimero de arestas incidentes a ele. Dizemos que um vértice de grau
zero é um vértice isolado. Um grafo cujos vértices tém o mesmo grau r é dito um grafo regular de
grau .

O grafo complementar de I' = (T°,T'!) é o grafo (T, (T'")¢), onde (I') = {{v;,v;} : {vi,v;} ¢
I''}. Denotaremos o grafo complementar de I por I'“.

Dois grafos I' = (I'%, 1), T = (%, T'!) séo isomorfos se existe uma bijecao ¢ : T% — ' tal que,
para u,v € '’ o ntimero de arestas ligando u e v é igual ao niimero de arestas ligando p(u) e p(v).

Um subgrafo G = (G°,G') de T = (', T'!) é um grafo tal que G° C I’ e G* C I''. Um subgrafo
G = (G°GY) de T' = (I T'Y) ¢ dito um subgrafo induzido de T se Yu,v € G°, {u,v} € G! &
{u,v} € T".

Dados dois grafos T'y = (I'V,T1) e Ty = (I'9,T}), onde TY N T = &, definimos a unido entre
['; e 'y como sendo o grafo I'y UTy = (TY UTY, T} UTL). Dizemos que um grafo é conezo se nio
pode ser escrito como a unidao de dois subgrafos distintos. Caso contrario, dizemos que o grafo é
desconezro. O grafo que ndo contém nenhuma aresta é dito totalmente desconexo.

od

Exemplo 3.3.8. O grafo ({a,b,c,d}, {{a,b},{b,c},{c,d}}), dado no exemplo anterior é conexo,
pois se o conjunto de vértices for dividido em dois, alguma aresta nao podera existir. O grafo
({a,b,c}, {{a,b}}) é desconexo, pois é a unido dos grafos ({a,b}, {{a,b}}) e (¢, @).

NS

Todo grafo desconexo pode ser escrito de forma tnica como a unido de subgrafos conexos. Tais
subgrafos conexos sao denominados componentes conexas do grafo.

Definig¢ao 3.3.9. Chamamos um grupo G de grupo grafo se G tem apresentacao G = (X|R) com
R C [X, X].

Essa definicao ¢ equivalente a
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Definigdo 3.3.10. Dado um grafo I' = (T°,T'!), o grupo grafo relativo a T' é o grupo GT' =
(L [vi, v5] « {vi, v} € T

Exemplo 3.3.11. Quando I' é o grafo é totalmente desconexo, ou seja, quando R = &, tem-se
que GT' = (X|@) é o grupo livre gerado por X.

Definigao 3.3.12. Sejam I' = (T° = {vy,...,v,},T!) um grafo, {Gy}?_, uma familia de grupos,
onde cada Gy tem apresentagdo Gy = (Xi|Ryx) e 0 € S,. Tome Ny = {1,...,n}. Definimos o
produto grafo dos Gy com relacao a I' e a 0 como sendo o grupo

()i, (0 U Xl U Ry, [Gogy, Gog)), Y{vi, v} € T)
k=1

Vimos que *7_, Gy = (Up_; Xkl Uiy Ri). Assim, (Gk)IQNO(U) é o quociente do produto livre
dos Gy pelo fecho normal dos subgrupos comutadores apropriados.

Daqui para frente, omitiremos ¢ da notagao acima sempre que nao for importante explicita-lo.
Nesse caso, escreveremos simplesmente G; em vez de G, ;). Se todos os Gy forem iguais a um
mesmo grupo G, denotaremos o produto grafo entre eles apenas por G

Exemplo 3.3.13. Com a notagao acima, se I' é o grafo completo, entdao {[G;,G;] : {vi,v;} €
'} ={[G;,G,]: i #jel<1i,j<n}. Consequentemente, produto grafo da familia {G\}}_; com
relacdo a I é

(Gk)keN0 U Xkl U Ry, [G;, G;], Vi, j distintos) = x}_, Gy,

k=1 k=1

Exemplo 3.3.14. Ainda com a notagao acima, se I' é o grafo totalmente desconexo, entao, como
' = &, o conjunto {[G;,G,] : {vi,v;} € T} é vazio. Segue que

(Gr)ren, = U sl U Ri) = *Gy,
k=1 k=1

é o produto livre entre os Gy.

Lema 3.3.15. Seja ' = (I'°,T'!) um grafo. Para cada i € I'°, tome um grupo W;. Seja P =

(W)fgro Denote por ; os homomorfismos naturais (inclusao) que levam W; em P. Entao,

o; : W; — P é injetiva, para todo i € I'%;
ii. O homomorfismo natural o; * o; : W; x W; — P é injetivo, sempre que {i,j} ¢ I'!;
iii. O homomorfismo natural o; x o; : W; x W; — P ¢ injetivo, para todo {i,j} € I'!;
iv. Se {i,k},{j,k},{4,7} ¢ I'", 0o homomorfismo natural o; * o * o), : W;* W, x W), — P é injetor.
v. Se{i,k},{j,k} ¢ "' mas {i,j} € I'', 0 homomorfismo natural (o; x 0;) 0oy : (W; x W;)«W), —

P é injetor.
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Demonstragio. Para cada i € TV, seja W; = (X;|R;) uma apresentacao para W;.

i.

ii.

iii.

iv.

Mostremos que o; tem inversa a esquerda. Seja m; o homomorfismo canénico m; : P —
P/N, onde N é o subgrupo normal de P gerado por todos os Wj, com [ # i. Como P =
(Unero Xal Usero By, {[Wi,, W] : {\1, A2} € T}, tem-se que P/N ~ (X;|R;) = W;. Como
P/N ~ W, segue que 7; o 0; = idw,, quando consideramos m; : P — W.

Esse caso é anédlogo ao anterior. Encontraremos um subgrupo normal N de P tal que P/N
seja isomorfo a W; * W; e assim, pelo argumento dado em i., obteremos que o homomorfismo
canénico P — P/N ¢é a inversa a esquerda da aplicagao dada.

Seja N é o subgrupo normal de P gerado por todos os W, com [ # i, j, entao

P/N = < U X)\| U RA?{[W)\UW)\Q] : {)‘17)\2} S F1}>/N = <XZ UXj|Ri URj) = VVz *Wj

Aero Aero

pois {7,7} ¢ T'!, por hipétese.

As demonstragoes seguintes serao feitas usando o mesmo argumento, sem mais comentarios.

Com as notagoes do item ii., tem-se que
pois {i,j} € T'".

Se {i,7},{j,k},{i,7} ¢ T' e N é o subgrupo normal de P gerado por todos os W; com
l#1,7, k, entao

P/N ~ (X; UX; UXi|R, UR; UXy) =W, «W,; W,
Se {i,k},{j,k} ¢ T' e {i,j} € "', entdo para N como em iv., tem-se que
P/N ~ (X; UX,; UXy|R; UR; UXyg, [W;, W;])
~ (X; U XG R U Ry, W, Wil) s+ (X Bi) = (Wi x W5) x W

OJ

Veremos agora propriedades do produto grafo que serdao necessarias para a demonstracao da
outra implicacao do Teorema Principal.
Dados dois grafos I' e I, com o mesmo conjunto de vértices I'’ e conjuntos de arestas I'' e

', respectivamente, com I'" D T'', podemos definir um homomorfismo w entre P = (W;)

™

iero €

- r A . = .
P = (Wi)§€>ro, basta tomar w como sendo o homomorfismo canonico, ao coniderar P um quociente

de P.

Afirmacdo 3.3.16. w é bijetivo se, e somente se, [ = T'*
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A definicdo de w garante a sua sobrejetividade. Além disso, se I'* = I'!, entdo w é a identidade,
logo, é bijetiva. Mostremos que também vale a reciproca, ou seja, se w é bijetiva, entao I'* = I'l. De
fato, se {i,j} € T'!, entdo w([W;, W;]) = {1}. Como w é injetiva, kerw = {1}, logo, [W;, W;] = {1}

Se {i,j} ¢ T'', entdo, pelo Lema 3.3.15, 0; * 0; é uma aplicacdo injetora que leva W; x W; em
P. Porém, W; «x W; = (X; U X;|R; U R;), assim, dados w; € W; e w; € W;, devemos ter que
WW;W; 1wj_l # 1, pois nao ha relacdo com elementos de W; em R;, nem com elementos de W; em
R;. Porém, o; x o;(wywyw; 'w; ') € [Wi, W;] que ¢é trivial em P. Isso contradiz a injetividade de
g * 0j.

Ainda com a notagao acima, considere o homomorfismo canonico ¢ : (VVZ)QFO =P — @jcro Wi
Queremos mostrar que ker ¢ = () normalmente contém um grupo livre nao abeliano.

Seja ' = (Fo,fl) o grafo completo. Pela Afirmacao 3.3.16, w é injetiva se, e somente se,
I'' =T Assim, se I' ndo é o grafo completo, entdo Q # {1}.

Seja I'“ o grafo complementar de I. Veja que a decomposicio de I' em componentes conexas
corresponde & decomposicdo de P em produtos livres, enquanto a decomposicao de I'® corresponde

a decomposicao de P em somas diretas, pelo Lema 3.3.15.

Lema 3.3.17. Com a notacao dada, suponha que cada W; seja nao trivial. Entao as afirmacgoes
a seguir sao equivalentes.

i. O nucleo de ¢ nao contém subgrupos livres nao abelianos.

ii. Cada componente conexa do grafo I'“ tem no maximo dois elementos e W; e W; sao isomorfos

ao grupo ciclico de ordem dois Cy, sempre que ({i, 7}, {{7,7}}) é uma componente conexa de
re.

Demonstragdo. Suponha que valha ii.. Denote por J o conjunto de todos os vértices isolados de
I'Y. Seja também K um conjunto contendo exatamente um elemento de cada componente conexa
com dois elementos de I'“. Entdo, o produto P = (Wl)fgo pode ser escrito da seguinte forma,

considerando W; = (X;|R;),Vi € I'°.

P= (U x| U RoWa W] {i,5} ¢ (T)°)

ielo ielo
:<U XZ‘ U R“{[VV%VVJ] : ’LEJ, 3%2}7 {[W,M],Z,]GKtaIS que {Z7j}¢<rl>c}>
SN €10

= (XjesWj) x (X{i,j}e(Fl)C(VVi * Wj))

onde a tltima igualdade é justificada pelo fato de I'°\J s6 possuir componentes conexas com
exatamente dois elementos: segue do Lema 3.3.15 pois, como {i,j} € (I''), por definicdo, {i,j} ¢
I'! e o produto grafo entre eles é o produto livre. Ainda tem-se que i e j sdo adjacentes a todos os
demais vértices, justificando o produto direto. Denote a segunda soma direta por Fy e a primeira
por C.

Veja que ¢ ¢ a aplicagdo (idc, ¢o), onde @y : Py — X;ecro\ W é restricdo sobrejetiva a B.
Podemos supor que J = @, pois K = ker ¢ C F,. Por hipdtese, cada W; é isomorfo a Cs, pois agora
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sO estamos considerando as componentes conexas com exatamente dois elementos. Assim, P =
Py = (Cy%Cy) x ... x (CyxCy), um produto com |[I'°|/2 = n termos. Considere a aplicagdo natural
0 : Cyx Cy — Cy x Cy, definida de modo que 0|¢, = ide,. Veja que Q = kerf x ker€ x ... x ker6
(n fatores). Pelo Lema 2.3.11, kerf ~ Z. Assim, Q ~ Z" é abeliano e nao pode ter subgrupos
livres nao abelianos.

Para mostrar a outra aplicacdo, negaremos a parte ii.. Tal procedimento serd dividido em
dois casos: primeiramente, negaremos o fato de componentes que nao sdo vértices isolados terem
subgrupos isomorfos a Cy em I'“. Em seguida, negaremos o fato de cada componente conexa de
I'C ter no maximo dois elementos.

Caso 1. Suponha que I'® tenha uma componente conexa, com pelo menos dois elementos, com
vértice 7 tal que W; nao é isomorfo a Cy. Seja j um vértice tal que {i,j} € (I'")¢

Tome um subgrupo Z; ciclico nao trivial de W; e um subgrupo Z; do tipo Z, C}, com p > 3
primo, Cy ou Cy x Cy de W, pois |[W;| > 3.

Como {i,j} ¢ I'', pelo Lema 3.3.15, W; « W, mergulha em P. Assim, Z; * Z; — W;« W, < P.
Além disso, P ¢ levado em @;.ro W; por . Logo, Z; x Z; ¢ mapeado no grupo abeliano Z; X Z; em
@D;cro W; por . Queremos mostrar que () = ker ¢ possui subgrupo livre nao abeliano. Se Z; * Z;
tem um subgrupo livre nao abeliano, o grupo derivado [Z; * Z;, Z; * Z;] também tem. Veja que
(Zi % Z;,Z; % Z;] C Q. Assim, se Z; * Z; possui subgrupo livre nao abeliano, () também possui.

Inicialmente, suponha que Z;, Z; # Z. Entao, Z; x Z; ¢é finito. Como Z; nao ¢ isomorfo a Cf,
podemos aplicar o Lema 2.5.22 com A = Z; e B = Z;. Seja o a aplicacao dada no lema. Tem-se
que ker(ar) tem subgrupo livre ndo abeliano. Como ker(a) <1 Z; * Z;, segue que Z; * Z; contém tal
subgrupo.

Se Z; e Z; sao isomorfos a Z, defina ¢ : Z*Z — Z xZ. Como ker(g) < Z+Z, ker(g) é livre. Como
g é sobrejetiva, Im(g) = Z x Z. Pelo Teorema do Isomorfismo, tem-se que Z x Z/ ker(g) ~ Z X Z.
Mas Z x Z é soluvel. Se ker(g) fosse abeliano, entéo seria soltvel. Isso implicaria na solubilidade
de Z x 7Z.. Contradizendo o resultado 2.1.24.

Por fim, suponha que apenas um dos dois, Z; ou Z; ¢ isomorfo a Z. Entao, existe um grupo
ciclico A # Z tal que Z; * Z; = Z x A. Defina h : Zx A — 7Z x A a aplicacdo tal que h|z = idy e
hla = ids. Queremos encontrar um subgrupo livre nao abeliano de ker(h). O produto livre Z x A
possui subgrupo livre H de posto 2, pelo Lema 2.3.13. Seja v a restri¢ao h|g : H — Z x A. Como
H élivre e kerv < H, kerv é livre. Pelo Teorema de Schreier, tem-se que d(kerv) > 2.

Caso 2. Suponha que I'“ possua uma componente conexa com pelo menos trés elementos.
Tome i, j,k € T tais que {i,k},{j,k} € (I'Y)“. Se algum dos grupos nao for isomorfo a Cs,
voltamos ao caso anterior. Podemos entao assumir que Z;,7Z; e Zj, sao todos Cs.

Se {i,7} € (I'YY, pelo Lema 3.3.15, existe um mergulho de Cy x Cy * Cy em P, que é levado
em Cy x Cy x Cy em @;cro Wi, por ¢. Agora, podemos aplicar o Lema 2.5.22 com A = Cy x5 e
B = (5. Tem-se que ker(«), onde o é como no lema, possui subgrupo livre ndo abeliano. Como
ker(a) << A * B = Cy % Cy x Oy, segue que Cy x Cy * Cy tem subgrupo livre ndo abeliano.

O caso {i,j} ¢ (I'')¢ é andlogo: pelo Lema 3.3.15, existe um mergulho de (Cy x Cy) * Cy em
P que é levado Cy x Cy x Cy. Novamente, aplicamos o Lema 2.5.22 para A = Cy x Cy e B = (5,
obtendo que (Cy x Cy) % Cy tem subgrupo livre ndo abeliano.

Agora, como Cy* Cyx Cy e (Cy X Cy) x Cy tém subgrupos livres ndo abelianos, como no caso 1.,
obtemos que os respectivos grupos derivados também tém e, portanto, () tem um subgrupo livre
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nao abeliano.

OJ

Quando I' é um grafo totalmente desconexo, I'“ é um grafo completo. Com isso, as tnicas
maneiras desse grafo satisfazer a condicdo ii. do lema anterior sao: I'° ter no maximo dois elementos
e, no caso de I'’ ter exatamente dois elementos i e j, deve-se ter que W; e W; sao isomorfos a C.
Consequentemente, para um grafo I' totalmente desconexo, o Lema 3.3.17 se resume a

Lema 3.3.18. Sejam I' um grafo totalmente desconexo e (W;);cro uma familia de grupos nao
triviais. Denote por ) o nicleo do homomorfismo natural do produto livre entre todos os W; na
soma direta dos mesmos. Se I'Y tem pelo menos 2 elementos ou, no caso particular em que todos
os W; sdo isomorfos a Oy, I'? tem pelo menos 3 elementos, entdo () tem um subgrupo livre nao
abeliano.

Uma familia ascendente de grafos em X ¢é uma familia de grafos {I';} na qual cada I';, tem X
como conjunto de vértices e tal que

Nclhyc...cTyC...,
ou seja, tal que I'y, = (X,T'}), com Ty € T'hy,,VE € N

Lema 3.3.19. Sejam X um conjunto e {I',} uma familia ascendente de grafos em X. Suponha
que X possa ser escrito como uma unido disjunta X = J¥_, X; tal que, para cada n € N, o grafo
complementar I'S pode ser escrito como uma unido disjunta de subgrafos de grau constante e finito
Ani = (X;, AL ,). Entéo, a sequéncia (I',) se torna constante, eventualmente.

Demonstracao. Denote por d,; o grau de A,;. A sequéncia (Zle dn.i)nen decresce, pois a
sequéncia (I'C) decresce. Assim, (X%, d,)nen eventualmente se torna constante. Consequente-
mente, todas as sequéncias (d,, ;)nen Se tornam constantes eventualmente.

Se dy,; = dpy1,, entdo A, ; e A, yq; s@o grafos com mesmos vértices e que tém graus constantes
e iguais a d,,;, logo, tais grafos coincidem. Assim, se (d, ;) se torna constante no m;-ésimo termo,
tome M = max{my,...,mg}. Tem-se que A,,; = Appy1,Vm > M e Vi = 1,... k. Logo, I'C =
U A = U A1 =TS 4, Vi e Vm > M. Segue que (I'S) se torna constante eventualmente
e, portanto, (T',) também se torna constante eventualmente. O

Suponha agora que todos os W; sdo iguais ao grupo nao trivial W. Seja ainda G' um grupo que
age no grafo I' = (T°, T, ou seja, G age em I'?, preservando I''. Nesse caso, o produto semidireto
W) % G estd bem definido. Devemos entdao descrever o que é uma estrutura preservada por
G. Seja X um conjunto. Definiremos o conjunto de arestas em X como sendo um subconjunto
simétrico de X x X que ndo intersecta a sua diagonal {(z,z) : = € X}. Veja que um conjunto de
arestas A define uma estrutura de grafo a X, a saber (X, A).

Se X é um G-conjunto, entao X pode ser decomposto em uma uniao disjunta de G-orbitas
X = Uer X;, onde X; = G/H;, onde I é um representante de G-6rbitas em X e H; o estabilizador
G;.

Lema 3.3.20. Com a notacao acima, seja £ é um conjunto de arestas em X G-invariante (ou
seja, G- F C E). Defina B;; = Bi;(E) ={g € G: (i,g-j) € E}, para cada (i,7) € I*. Entdo,
vale que
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ii. H;B;; = By

Reciprocamente, se (V;;)ijer é uma familia de subconjuntos de G satisfazendo i., ii. e iii.,
entdo existe um tdnico conjunto de arestas G-invariante E satisfazendo V;; = B;;(F), para todos
i, €1

Demonstragcdo. Suponha primeiramente que E é um conjunto de arestas G-invariante.
i.
~1 .1
={9eG: (i,g7"'-j) € E}
(

={geG: g-(i,g' j) € E} (pois E é G-invariante)
={9eG: (9-1,)) € E}

={geG: (j,g-i) € E} (pois E é simétrico)
= Bj;

ii. Seja hg € H;B;;. Mostremos que hg € B;;. Tem-se que (i,hg-j) =h-(h~'-i,g-j). Como
H; =G;eh ! € H;, tem-se que h™'-i = 4. Assim, (i,hg-j) = h-(i,g-j). Como g € B;;, vale
que (i,g-7) € E. Além disso, como h € H; C G e E é G-invariante, vale que h-(i,g-j) € E.
Ou seja, (i,hg-j) € E. Segue que hg € B;;. A inclusao B;; C H;B;j segue do fato de 1 € H;,
pois 1 -4 = 4. Com isso, tem-se que, se g € B;;, entao g = 1g € H;B;;.

iii. Suponha que h € H; N B;;. Pela definicao de H;, tem-se que h -1 = 17 e, pela definicao de
H;B;;, tem-se que (i,h-i) € E. Segue que (i,i) € E, contradizendo o fato de E ser conjunto
de arestas.

Agora, para a reciproca, defina E da seguinte maneira: para i,j € I, (g-1i,9-j) € E se, e
somente se, g~'g € V;;. Mostremos que E é G-invariante. Seja (,,,2,) € E. Como X = U;e; X;,
onde X; é G-6rbita em X, exitem ¢g1,9o € Gei,j € [ taisque g1 -2 =x,,, € g2 - ] = x,,. Ou seja,
(914,92 7) = (Tm,zn) € E. Pela escolha de E, g; 'gs € V.

Dado g € GG, devemos mostrar que g - (x,,, z,) € E. De fato, g (xm,z,) =g (919,92 j) =

(991 1,992 - j). Como (991) " (g9g2) = g1 ' 97 992 = g1 ' g2 € Vij, o resultado segue.
Além disso,

By(E)={9€G: (i,9-j) € E}
={geG: g=1"geV,} (Pela defini¢ao de E)
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Para a unicidade, seja A um conjunto de arestas em X que seja G-invariante e tal que B;;(A) =
Vij, Vi,j € 1. Seja (z4,1,) € A. Podemos escrever tal elemento na forma (z,, ) = (91 - 4,92 - ).
Como A é G-invariante, tem-se que (i, g7 ' g2-5) = g1 - (g1 -4, 92+ j) € A. Pela defini¢do de Bj;(A),
segue que g; 'gs € Bij(A) = Vj; = B;;(E). Consequentemente, (i,g; 'gs-j) € E. Como E também
é G-invariante, (zq,2) = g1 - (1,97 'g2 - j) € E. Segue que A C E.

Por outro lado, seja (g1 - 7,92 - 7) um elemento arbitrario de E. Pela escolha de E, tem-se que
91 92 € By(E), logo, gi'gs € Bij(A). Segue que (i, 9y g2 j) € A e, portanto, (g1 -4, 92 - j) =
g1-(i,97 g2 j) € A u

Com as ferramentas acima obtidas, daremos inicio a demonstracao da outra implicagdo do
Teorema Principal.

Proposicao 3.3.21. Sejam G e W grupos, com W nao trivial, e X um G-conjunto nao vazio tal que
a acao diagonal de G em X? tem infinitas érbitas. Entdo, dado um epimorfismo p : H — W ix G,
de um grupo finitamente apresentavel H em W lx G, tem-se que ker(p) possui subgrupo livre nao
abeliano.

Demonstragio. Escreva X como a unido disjunta (J;e; G/ H;, onde cada H; é um estabilizador de
G em X. Por hipétese, existem infinitas érbitas de G em X? = X x X. Existe entao uma classe
lateral dupla Hy\G/H, infinita.

Se k # [, tome uma sequéncia estritamente crescente (A, )nen de subconjuntos de Hy\G/H, tal
que Upen An = Hi\G/H,. Defina entao Vi = A, e Vi = A}, para cada n € N.

Se k = [, tome uma sequéncia estritamente crescente (B,,)nen de subconjuntos de (Hi\G/Hy) \
{H}} que sdo simétricos pela inversdo, de modo que U,cy Bn = (Hi\G/Hy) \ {Hi}. Defina
Vii. = Bu.

Em ambos os casos, dados n € N e i,j € [ tais que {i,j} # {k, [}, ponha

w:{ H\G/H; , 8¢ 0 j
R (H\G/H)\{H;} ,sei=]j

Pelas escolhas de V%, a,b € I, tem-se que (V3)~! = V}? para todos a,b € I e n € N. Além
disso, se k # [, Vi é um subconjunto de H,\G/H;, logo, é da forma H;\S/H,, onde S é um
subconjunto de G. Consequentemente, H,V; = Hp(H \S/H,) = H,\S/H, = V}};. Analogamente,
se k =1, entao V}}. é da forma (H;\S/Hy) \ {Hy}, onde S C G. Assim, H, Vi = V}}. Vale ainda
que, paran € N e d,j € I tais que {i,j} # {k,l},

HV; = Hi(H\G/H;) = H\G/Hj,sei#j  H;Vj = H((H\G/H;)\ {hi}) =V, sei#k,I

Tem-se também que H; NV} = H; N ((H,\G/H;) \ {H;}) = @, Vi # k,l e, se k = [, entdo
HyNVh = HeN((H\S/Hg) \{Hy}) = @. Pelo Lema 3.3.20, para cada n € N, existe um conjunto
G-invariante de arestas E, tal que Vi = B, (E,),Va,b € I, com a notagdo do lema. Denote por
X, o grafo X,, = (X, E,).

Como Vi = Bu(E,) = {g € G: (k,g-1) € E,} e Vi C Vit existe g € ViT'\V, ou
seja, (k,g-1) € Epi1\Ey. Logo, E, € E, 1. Isso nos diz que (E,) é uma sequéncia estritamente
crescente. Além disso, a uniao de todos os Vj7, 4,7 € [ e n € N é G — U H;, de modo que
E = Unen En é 0 conjunto completo de arestas X2 — {(z,2): » € X}
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Escrevendo W) x G na forma F,/(S)™, para cada n € N, existe S, C F, finito tal que
WXn) s G = Fy/(S,)". Como X,, € X,41,Vn € N, pela definicdo do produto grafo, WX») >
W&Xn+1) - Assim, as projecoes candnicas WEn) x G — WXn+1) 3 G sdo epimorfismos que nao sao
isomorfismos. Segue que (S,)f° C (S,,1)",Vn € N, consequentemente, U,cy Sp = S. !

Suponha que o nicleo de v, : W& — W) nao possua subgrupo livre nao abeliano. Pelo
Lema 3.3.17, cada componente conexa do grafo complementar X¢ = (X, (I'})%) de X,, tem no
méaximo dois vértices, ou seja, os vértices de X¢ tém grau no maximo 1. Denote por X, o e X, 1
os conjuntos dos vértices de X de grau 0 e 1, respectivamente. Tem-se que X = X, o U X, e
Ao = (Xnp,9), A1 = (X1, (T1)C) sdo grafos disjuntos de grau constante. Segue do Lema 3.3.19
que (X,,) se torna constante a partir de algum indice m € N, uma contradicao.

Seja p : H — W lx G um epimorfismo, onde H é um grupo finitamente apresentavel. Seja
ainda H = F/(R)" uma apresentacao finita de H. Denote por 7 a projecio de F' em H. Entao,
porm: F — WX x G éum epimorfismo. Queremos encontrar 6 : F' — F, tal que yod = pom,
onde v é a projegdo candnica entre Fy e Fy/(S)f0. Sejam X base do grupo livite Fei: X — F a
inclusdo. Podemos atribuir a cada z; € X um ¢;(S)f € W& x G (faca g; = po 7 oi(x;)).
por F Defina f : X — F{ atribuindo a cada elemento z; € X um

tinico elemento f(z;) de v7'(g;(S)™). Pela propriedade uni-

versal do grupo livre, existe um tnico homomorfismo o : F' —

7 o Fy tal que 6 o = f. Agora, v o 6(z;) = g:(S)f0 = pom(xy).
Logo, ¢ é o mapa procurado.

W) % G =F,/(S)f

F
Como R é conjunt(z) de relagoes de H, w(R) é trivial, de modo que p o 7(R) é também trivial.
Isso implica em vy o §(R) = pom(R) = {1}, ou seja, 6(R) C v 1({1}) = (S)* = U,en(Sn) .
Existe entdo k € N tal que §(R) C (S;)f e § induz o mapa py : F/(R)Y — Fy/{Si)f (ou seja,
pr : H — W % G), no qual 9y, 0 pp = p, onde 1y, : W& x G — W) x G, definido acima.
Como p fatora em 1) e vimos que ker(¢;) possui subgrupo livre nao abeliano, segue que ker(p)
também possui. O

Corolario 3.3.22. Sejam G e W grupos, com W nao trivial, e X um G-conjunto nao vazio tal
que a acao de G em X? tem infinitas 6rbitas. Entdao, W ix G nao ¢ finitamente apresentavel.

Demonstragao. Na demonstracao da proposicao anterior, vimos que, dado um epimorfismo
p: H— WX x G onde H é finitamente apresentavel, existe um epimorfismo pj, : H — W&Xx
tal que p = Yy o pg, onde Yy é a projecao candnica. Mostremos que p ndo pode ser isomorfismo,
pois nesse caso W) x G néao é isomorfo a nenhum grupo finitamente apresentével e, portanto,
nao pode ser finitamente apresentavel.

Vendo de outra forma, W) x G ¢ o limite direto de {W{X») x G}, en com mapas W Xn) x G — WXnt1) 3 G,
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P ) Sabemos que v ndo é isomorfismo, pois WXk = [,/(S,),
H W %G onde (S0 C (S 1) ¥n € N e WX = F,/(S)f & tal que
(S)YFo = J(S,)f*, mas (S)0 D (S,)f0,¥n € N. Assim, existem
a,b € WXk x G distintos tais que 1y (a) = ¥(b). Como py é epi-
morfismo, existem a,b € H tais que pi(@) = a e pp(b) = b. Como
a # b, devemos ter que a # b. Segue que

Pk ¥

WXk 5 @

p(@) = Yi(pr(@)) = Yi(a) = ¥i(b) = ¥i(p(b)) = p(b)

Assim, p é epimorfismo, mas nao isomorfismo.

OJ

Proposicao 3.3.23. Dados dois grupos G e W # {1}, onde G age sobre um conjunto nao trivial
X, se existe x € X tal que G, nao ¢ finitamente gerado, entao todo epimorfismo p de um grupo
finitamente apresentdvel em W iy G é tal que ker(p) tem subgrupo livre ndao abeliano.

Demonstragao. Seja z; € X tal que H; = G,, nao ¢é finitamente gerado. Podemos tomar uma
sequéncia estritamente crescente (H;,)nen de subgrupos de H; tal que U,eny Hin = H;.

Defina o grafo X, com conjunto de vértices (U, G/H;) U G/H;,,¥n € N com conjunto
de arestas T, = {{z,y} € X? : x # yexH; # yH;, sex,y € G/H;,}. Por simplicidade,
denotaremos o conjunto de vértices de X,, também por X,, e os subgrafos induzidos de X,, serao
denotados pelos conjuntos de vértices dos mesmos. Seja 10, : W¥») — W) a projecdo candnica.
Veja que 1, pode ser vista como a identidade em W X»\G/Hin)) o a projecao 3, : WG/ Hin)
W(G/H) em WG/ Hin) - Logo, ker(p,) = ker(3,).

Em G/H, ,, X, nao possui arestas nos elementos de H;/H, ,,, pois, dados ©H, ,,, yH; ,, € H;/H, .,
tem-se que H; = yH;. Logo, W/{G/Hin) — WW*Hi/Hin » Y (G Hin)\(Hi/Hin)) - Assim, ker(3,) contém
o nticleo da aplicacdo natural ¢, : W*Hi/Hin — W

Como (H;n)nen € estritamente crescente, H;, tem indice infinito em H;. Em particular,
|H;/H;,| > 3. Assim, ker((,) possui subgrupo livre ndo abeliano, pelo Lema 3.3.18. Conse-
quentemente, ker(1),,) possui um subgrupo livre nao abeliano.

Tem-se que Uey Xn = X. 2

Por um argumento analogo ao dado na demonstragdao da Proposicao 3.3.21, dado um epimor-
fismo p : H — W ix G, no qual H é um grupo finitamente apresentavel, tem-se que p fatora
em p, : H — W) » G, para algum n € N. Logo, como ker p, contém um subgrupo livre nao
abeliano, p também contém. O

Corolario 3.3.24. Dados dois grupos G e W # {1}, onde G age sobre um conjunto nao trivial X,
se existe x € X tal que GG, nao ¢ finitamente gerado, entao W lx G nao ¢é finitamente apresentavel.

Demonstragdo. Segue de um argumento inteiramente analogo ao do Corolario 3.3.22. [

2Nesse caso, podemos ver W(X) x G como o limite direto de {W<X"') X G}peny com mapas wWXn) G —
WXnt1) 5 G, as projecoes candnicas.
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Teorema 3.3.25. Sejam G e W grupos e X um G-conjunto nao vazio. Se W lx G é finitamente
apresentdvel, entdo G e W também o sdo. Além disso, se W é nao trivial, a acdo de G em X? tem
finitas orbitas e a agdo de G em X tem estabilizadores finitamente gerados.

Demonstragio. Tem-se que G e W sao finitamente gerados, pela Proposi¢ao 3.2.1. Pela mesma
proposicao, GG tem finitas érbitas em X. Seja I um conjunto finito contendo exatamente um
elemento de cada G-6rbita em X. Entdo, X = U;c; G - i. Uma vez que W ¢é finitamente gerado,
podemos tomar um subconjunto finito L ¢ W' que gera W) como subgrupo normal de Wiy G.

Obtemos entdao que G = (W ix G)/WX) = (W) x G)/ W) = (Wax G)/(LYV*C, ou seja,
G é finitamente apresentavel, pois W x G é finitamente apresentavel.

Agora, mostraremos que W ¢ finitamente apresentdvel. Escreva W ix G = Fy/(R)™ com F
finitamente gerado e R finito. Observe que W) = (W 1y G)/(G)"V™*Y. Como G ¢ finitamente
gerado, segue que W) é finitamente apresentavel. Além disso, como I é finito, dado iy € I, tem-se
que W, = W00 ~ W) /jyy(\ioh) "ogo, W) ¢ finitamente apresentavel. Pela escolha de W (0),
tem-se W00 ~ 1.

Além disso, para W nao trivial, como X é nao vazio, se a acdo de G em X x X tivesse infinitas
6rbitas, o corolario 3.3.22 implicaria no fato de W lx G ser nao finitamente apresentavel, uma
contradicao.

Ainda para W nao trivial, como X é nao vazio, se existisse um estabilizador de G em X que nao
é finitamente gerado, o corolario 3.3.24 garantiria que W {, G nao fosse finitamente apresentavel.

O
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Capitulo 4
Aplicacao

Mostraremos nesse capitulo uma aplicacdo do Teorema 3.3.5. Usaremos tal teorema para
mostrar que, se W é um grupo nao trivial finitamente apresentavel, entdao W ¢y F' é finitamente
apresentavel, onde F' é o grupo de Thompson e I é um F-conjunto que sera definido posteriormente.

4.1 O Grupo de Thompson F

Nesta secao, veremos defini¢oes e propriedades basicas do Grupo de Thompson F'. Para uma
leitura mais aprofundada do tema, veja [6] e [1], onde se situam muitos dos resultados aqui apre-
sentados.

Uma subdivisdo do intervalo real [0, 1] é dita uma subdivisao diddica se é obtida ao dividir
intervalos sempre pela metade. Veja abaixo alguns exemplos de tal subdivisao.

1

| 1 | 1 |
I 1 I 1 I 1

0 1 1 O 0 153711
2 i 2 1 28438
Os intervalos de uma subdivisao diddica sao da forma [37, ”2%1], p,q € N. Denominamos um

intervalo desse tipo por intervalo diddico candnico. Um ntimero racional da forma 27 com p € Z e
q € N ¢é dito um racional didadico.

Denote por F' o conjunto de todos os homeomorfismos lineares por partes f : [0, 1] — [0, 1] que
fixam 0 e 1 e que sdo diferencidveis, exceto por um ntmero finito de racionais diadicos de [0, 1], e
tais que a derivada em cada intervalo diferenciavel é uma poténcia de 2.

Como as derivadas dos elementos de F' sao positivas, os elementos de F' sao fungoes crescentes.

Vejamos uma forma alternativa de caracterizar os elementos do conjunto F: Sejam f € F\{id}.
e0=uayp<a <...<a,=1o0spontos onde f nao é diferencidavel. Como f(0) =0 e f é linear
no intervalo (ag,a;), tem-se que f(z) = mox, para ag < z < a;. Além disso, my = f'(z) é uma
poténcia de 2, logo, f(a1) = mpa; é um racional diddico. De fato, sejam my = 2k e ap = 5. Se
| < k, moa; = m2*~" > 1, uma contradicdo. Logo, | > k e mpa; = st Em [a1,as], f ¢ da
forma f(z) = myjx + nq1, onde my é alguma poténcia de 2. Como mga; = f(a;) é um racional
diddico e, como f é continua, mgoa; = mya; +ny. Assim, ny = (mg —mq)a; é um racional diadico.
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Indutivamente, f(z) = m;x + n;, a; < x < a;41, para cada i = 0,1,...,7 — 1, onde m; é poténcia
de 2 e n; é um racional diddico.

Reciprocamente, se f : [0,1] — [0,1] é um homeomorfismo linear por partes que fixa 0 e 1 e

tal que f(z) = myx +n;, a; < x < a;qq, parat = 0,1,...,r — 1, onde m; sdo poténcias de 2 e n;
sao racionais diddicos, entao todas as derivadas de f sdao poténcias de 2 onde existem e f nao é
diferenciavel justamente nos racionais diadicos ag, ..., a,.

Veja que, se f € F, pelo que foi mostrado, f leva racional diadico em racional diaddico, pois a
soma de racionais diddicos é ainda um racional diadico.

Proposicao 4.1.1. F' é um grupo com a composicao de funcgoes.

Demonstragio. Dados f,g € F, tem-se que fog : [0,1] — [0,1] é um homeomorfismo linear
por partes que fixa 0 e 1. Como f e g sdo derivaveis exceto por um numero finito de pontos
racionais diadicos, o mesmo pode ser dito de f o g. Além disso, como as derivadas de f e de g sao
poténcias de 2 e f e g sdo lineares onde sao diferenciaveis, as derivadas de f o g sdo poténcias de
2. Consequentemente, fog € F.

A identidade id : [0, 1] — [0, 1] é o elemento neutro de F'.

Se f € F, entao existe f~!:[0,1] — [0, 1] e esse ¢ um homeomorfismo linear por partes, pois,
se0=ag < ...<a, =1sa0 os pontos onde f nao é diferenciavel e f(x) = mx+n;, a; < x < a;;1,

para i = 0,...,7 — 1, entdo como m; > 0, f~1(z) = +a — 2, f(a;) <z < f(ai1). Cada m; é
da forma 2%, logo, as derivadas de f~!, onde existem, sdo da forma 27%. Além disso, f~! nao é
derivavel nos pontos 0 = f(ag) < f(a1) < ... < f(a,) = 1. Segue que f~! € F. O

Definicao 4.1.2. O Grupo F' é chamado de grupo de Thompson.
Por simplicidade, podemos escrever apenas fg para denotar f o g.

Exemplo 4.1.3. Os homeomorfismos

T 1 T, OSIS%
2 0<z<3 z 1 1 3
11 3 ot =T =]
3 T—g STy

20 — 1, 1<z<1 ;
2x — 1, ggxgl

sao exemplos de elementos de F'.
Proposicao 4.1.4. O Grupo de Thompson ¢é livre de torcao.

Demonstragio. Dado f € F\{id}, como [0, 1] é compacto, podemos tomar xy = inf{t € [0,1] : f(t) #
t}. Tem-se que f(xg) = g e £y é um ponto onde f nao é diferenciavel. A derivada a direita de f
em x ¢ f(x9) = 2™, para algum m inteiro nao nulo.

Pela regra da cadeia, (f2), (zo) = fL(f(20))fi(z0) = fi(x0) [l (z0) = 22™. Se (f" 1), (z0) =
2(n=1m “entao (f), (zo) = (f* 1) (f(wo)) fi (o) = 2"™. Assim, f" # id, Vn € N. O

Dadas duas subdivisoes diddicas D, £ com o mesmo numero de cortes, podemos encontrar um

homeomorfismo linear por partes f : [0,1] — [0, 1] que leva cada intervalo de D no seu respectivo
intervalo em £.
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Exemplo 4.1.5. A subdivisao diddica a direita é levada na subdivisdo diddica a esquerda pela
aplicacao esbogada na figura abaixo, tal aplicacao é a aplicagao Xj.

I | I |
I 1 I 1

0 1 0 ) 1

3 1
4 4 2

1
2

0.9 |
0.8 |
0.7 1
0.6 |
0.5 |
0.4 |
0.3 |
0.2 |
0.1

0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

A primeira subdivisao diddica abaixo é levada na segunda pelo homeomorfismo Xj.

I | I
I 1 I

0 1 0 )

o
0|~

N
oot

0.9 |
0.8 |
0.7 1
0.6 |
0.5 |
0.4 |
0.3 |
0.2 |
0.1

0.1 02 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Veja que os homeomorfismo obtidos dessa maneira sao elementos de F'.
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Proposicao 4.1.6. Para cada racional diddico i, existe f € F' tal que f (%) =i.

Demonstragio. Por definicao, existem a, b € N tais que ¢ = 55. Se i = 3, basta tomar a identidade.

Suponha que 7 < % Considere entao a seguinte subdivisao de [0, 7]:

1 1 2 a—1 a
|:0’2b:|’|:2b’2b:|”|:2b’2b:|

Tal divisdo parte [0,4] em a partes. Denote-a por &£;. Divida entdo [0, 1

) 5]
forma:
oo [z ] 2]
) 2CL ) 2(1’ 2(171 AR 227 2 *
Denote essa subdivisao por D;.

Considere a subdivisao & de {2“—,,, 1} dada por

em a partes da seguinte

a a+1] Ta+1 a+2 a+ (2" —a-1)
|:2b’ 26 :|7|: 26 ) 2b :|7"‘7 Qb a]- .

Veja que &, divide {2%, 1} em 2°—a partes. Facamos entdo uma subdivisao D, de [%, 1} em?2l—a =k

partes:
[1 3] [3 7} 2k+l 1 .
274 ) 478 PARE) 2k.+1 Y *

Sejam D e £ as subdivisdes diadicas formadas pelos intervalos de D1, Dy e &1, &, respectiva-
mente. Entao, D e £ tém o mesmo nimero de cortes e % € 55 = 1 8o extremos superiores do a-ésimo
intervalo de suas respectivas subdivisoes diddicas. Assim, o homeomorfismo f : [0, 1] — [0, 1] que

, 1\ -
leva D em &€ é Eal que f(5) = i.
O caso i > 3 ¢ andlogo. O

Corolario 4.1.7. Dados dois racionais diddicos iy e iq, existe f € F tal que f(iy) = is.

Demonstragdo. Existem g, h € F' tais que h(%) =iy e g(3) =14 Tome f=goh™'. O

Dados racionais diadicos i1,io tais que i; < 179, pode-se mostrar que existe f € F tal que
fG)=dref (%) = iy. A demonstracao segue a ideia da Proposicao 4.1.6. Como consequéncia,
se i1,1s,11, 12 sdo racionais diddicos tais que iy < ip e 17 < ig, existe f € F tal que f(i;) = iy e

f(iz) = is.
Em [6], foi mostrado que F' tem apresentacao
F = (Xo, X1|[Xo X, X' X1 X0, [Xo X1 X2 X XE))

na qual Xy, X7 € F sao os homeomorfismos definidos no Exemplo 4.1.3. Tem-se entdao que F' é
finitamente apresentavel.
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4.2 Aplicacao

Vimos no Teorema 3.3.5 que, a fim de que Wiy G seja finitamente apresentavel, é suficiente que
G e W sejam finitamente apresentaveis, que a acao de G em X tenha estabilizadores finitamente
gerados e que o numero de 6rbitas de G em X x X seja finito. Mostraremos que a acao de F' no
conjunto I dos racionais diddicos de (0, 1) satisfaz as duas tltimas condi¢oes. Desse modo, W i F
é finitamente apresentavel, sempre que W for finitamente apresentavel.

Considere a acao natural do grupo de Thompson F'em I. O estabilizador F' 1= {feF:f (%) =

5} é tal que, para cada f € F, as restri¢oes f|[07%] :[0,5] = [0,3] e f][%yl] : [3.1] = [3,1] sdo
homeomorfismos lineares por partes que fixam 0,% e %, 1, respectivamente. Além disso, ambas as
restrigoes sao diferenciaveis, exceto nos pontos onde f nao é diferenciavel, respeitando-se o dominio
de cada uma, e onde existe derivada em cada uma dessas restri¢oes, tal derivada é uma poténcia
de 2. Como consequéncia, Fi 1 = {f’[o,%] : fe F%} e Fuy = {f|[%’1] : fe F%} sdo isomorfos a
F, pois [0, 3] e [3, 1] sdo homeomorfos a [0, 1.

Com isso, podemos mostrar o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.1. F% ¢ isomorfo a F' X F.

Demonstragio. Defina o : Fi — Fig 1) X Fj1 3 por alf) = (f[o,%]7f|[%,1])~
Pela sua escolha, o é uma aplicacao injetiva. Veja que, se f; € F[o,%} e fo € F[%,I] entao

) — fl(l'), 0

¢ um elemento de F% tal que a(f) = (f1, f2). Segue que « é bijecgao.
Dados f,g € F%, tem-se que

i
e

e L

IA A
IA A

a(fog)=((fo 9)|[0,%]a (fo 9)|[§,1])
:(f|[o,%] o 9|[o,%]> f|[%,1} o 9|[%,1])
:(f\[o,%p f’g,l]) © (g\[o,épg\[%,u)
=a(f) o alg)
Assim, o é um isomorfismo. Portanto, F% ~ F[o,%] X F[%J] ~ F x F. |

Veja que nao ha nada de especial com %, poderiamos ter escolhido qualquer outro racional
diadico. Segue que F; ~ F' x F, para todo i € I. Como F' ¢ finitamente gerado, podemos concluir
o seguinte resultado.

Corolario 4.2.2. Os estabilizadores de F' sdo finitamente gerados.
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Lema 4.2.3. F/F% pode ser identificado com I.

Demonstracio. Defina /3 : F/F% — I por ﬁ(fF%) = f(3)- Se fFy = gF1, entdo flg € F1, ou
seja, f1g(3) = 3. Logo, f(3) = g(3). Segue que j estéd bem definida.

Se ﬁ(fF%) = ﬁ(gF%), entdo f(3) = g(3), logo, g € F%. Segue que fF% = gF%.

Dado i; € I, existe f € I tal que f(%) = 1;. Logo, B(fF%) = 1.

Segue que [ é bijecao entre F/F% el. O

Vimos no Corolario 4.1.7 que a agdo de F' sobre I é transitiva. Entretanto, a acao de F' sobre
I x I ndo é transitiva. Apesar disso, essa a¢ao possui apenas 3 érbitas, a saber

Jo =diag(l x I) ={(i,i): i €I}
le{(il,’ig)EIXIi i1<i2}
JQZ{(’i17i2)EIXI: 7:1>7:2}.

De fato, I x I é a unido disjunta desses 3 conjuntos. Além disso, Jy é isomorfo a I. Como
a acao de F' sobre [ é transitiva, segue que a acao de F' sobre Jy também ¢ transitiva. Dados
(i1,12), (i1,12) € Jy, existe f € F que leva i, em iy e iy em io. Assim, a acdo de F em J; é transitiva.
Analogamente, dados (i1,12), (i1,42) € Ja, existe f € F tal que f(ip) =iy € f(i1) = i1.

Juntando esse fato ao Corolario 4.2.2, tem-se que F' e o F-conjunto I satisfazem as condig¢oes
do Teorema 3.3.5. Portanto,vale o

Teorema 4.2.4. Se W é um grupo nao trivial finitamente apresentavel, entao W, F' é finitamente
apresentavel.

Corolario 4.2.5. Z; F' ¢ finitamente apresentavel.

Corolario 4.2.6. D, {; F' é finitamente apresentavel.
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