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Resumo 

O principal objetivo deste trabalho é introduzir e estudar uma nova classe de 

imersões isométricas, chamadas imersões pseudo~paralelas, como um análogo in

trínseco das variedades pseudo-simétricas introduzidas por Ryszard Deszcz, e como 

uma generalização natural das imersões semi-paralelas introduzidas por Johan De

prez. ~este contexto apresentamos vários exemplos importantes de imersões pseudo

paralelas que não são semi-paralelas e de imersões pseudo-simétricas que não são 

pseudo-paralelas. Além disso, mostramos uma caracterização das hipersuperfícies 

pseudo-paralelas e uma série de resultados em nível de superfícies, imersões em codi

mensão dois e também com codimensão alta. Por último, neste trabalho mostramos 

que as imersões pseudo-paralelas estão intimamente relacionadas com os sistemas 

triplos de Jordan. 



Abstract 

The main objective of this work is to introduce and study a new class of isometric 

immersions, called pseudo-parallel, as an intrinsic analogue of the pseudo-symmetric 

manifolds introduced by Ryszard Deszcz, and as a natural generalization of the 

semi-parallel immersions introduced by Johan Deprez. Moreover we presente several 

important examples of pseudo-parallel immersions that are not semi-parallel and of 

pseudo-symmetric immersions that are not pseudo-parallel. Besides, we showed a 

characterization of the pseudo-parallel hypersufaces and some results for surfaces, 

immersions in codimention two and also with high codimention. At last, we showe 

that the pseudo-parallel immersions are related with Jordan's triple systems. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Uma variedade Riemanniana n-dimensional Mn é localmente simétrica quando 

seu tensor de curvatura Riemanniano R é paralelo) i.e., quando \7 R = O, onde 'V 

denota a conexão de Levi-Civita de M, estendida de modo a agir sobre tensores como 

uma derivação. É bem conhecido que, nos anos vinte, Elie Cartan em [11] iniciou 

as investigações das variedades localmente simétricas e, durante o desenvolvimento 

da teoria das variedades localmente simétricas, o próprio Cartan chamou a atenção 

para a condição que caracteriza uma variedade semi-simétrica, i.e., para a condição 

R(X, Y) ·R = O, onde o operador de curvatura R( X, Y) = V' x V' y -V' y V' x - Y'[x.Y[ 

é estendido de modo a agir sobre tensores como uma derivação. Claramente a 

classe de variedades semi-simétricas generaliza a classe de variedades localmente 

simétricas. Este último fato e a observação de que sua recíproca não é verdadeira 

para n = 2 (pois, qualquer variedade Riemanniana 2-dimensional é semi-simétrica), 

tinham sido provados por Cartan em [12], p. 262-265. Mas, em geral, Cartan não 

tinha mostrado que essas classes não eram equivalentes para n > 2, onde a condição 

de semi-simetria é restritiva. Inclusive Nomizu em 1968 chegou a conjecturar que, na 

classe de variedades Riemannianas completas e irredutíveis, os conceitos de variedade 

localmente simétrica e semi-simétrica deveriam ser equivalentes (ver [42]). Quatro 

anos mais tarde, Takagi apresentou o primeiro exemplo que prova a não equivalência 

dos conceitos. (Ver [51]). A partir daí vários matemáticos passaram a estudar as 

1 



variedades semi-simétricas na tentativa de obter sua classificação. Mas somente 

no inicio da década de oitenta, obteve-se uma classificação das variedades semi

simétricas, devido ao trabalho de Szabó (ver [49],[50]). Paralelamente ao trabalho de 

Szabó, Ryszard Deszcz e outros começaram a pesquisar as subvariedades totalmente 

urnbílicas das variedades semi-simétricas (ver [1]). Um dos principais frutos dessa 

pesquisa foi a origem de urna nova classe de variedades que é ainda maior que a classe 

de variedades semi-simétricas. As variedades dessa nova classe foram chamadas de 

variedades pseudo-simétricas. A condição que caracteriza cada variedade pseudo

simétrica, M, é a existência de urna função diferenciável cjJ da variedade M a valores 

reais, tal que o tensor de curvatura R satisfaz a seguinte condição de pseudo-simetria: 

R( X, Y) ·R~ <j;(p)X A Y ·R, (11) 

para cada ponto p de Me a cada par X, Y de vetores tangentes aMem p, onde X J\Y 

é uma aplicação linear de TpM, definida por X AY(Z) ~ (Y, Z)X- (X, Z)Y, e esten

dida de modo a agir sobre tensores como uma derivação. Atualmente as variedades 

pseudo-simétricas são chamadas de pseudo-simétricas segundo Deszcz, devido ao 

trabalho desenvolvido até agora por Deszcz em torno delas e para diferenciá-las das 

"variedades pseudo-simétricas" introduzidas por Chaki; estas últimas são claramente 

diferentes já na sua definição dada em [13]. A classe de variedades pseudo-simétricas 

segundo Deszcz é essencialmente grande, e apesar do grande número de publicações 

relacionadas surgidas na década de noventa, ainda não se conhece urna classificação 

dessas variedades. Para ver alguns exemplos de variedades pseudo-simétricas que 

não são semi-simétricas, citamos por exemplo [23] e as referências ai citadas. 

Na teoria de imersões isométricas em formas espaciais, f: Mn---+ QN(c), noções 

análogas às de variedade localmente simétrica e semi-simétrica foram introduzidas e 

bastante estudadas nos últimos 25 anos. Primeiro, Ferus introduziu e iniciou o estu

do da noção de imersão localmente paralela (subvariedade extrinsecamente simétrica 

na terminologia de Ferus), i.e., uma imersão isométrica cuja segunda forma fun

damental n é paralela, I.e., 'V a = O, onde 'V = 'V EB 'V_l_ é a conexão de van der 
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VVaerden-Bortolotti do fibrado TM E9 v(!), estendida de modo a agir sobre tensores 

como urna derivação. A classificação completa das imersões localmente paralelas 

em formas espaciais foi por Ferus em 1980 para o caso c = O, e logo em seguida 

Backes e Rieckziegel e, independentemente, Takeuchi para c f O (ver [30],[4],[52]). 

Após a classificação das imersões localmente paralelas, Deprez introduziu e iniciou o 

estudo da noção de imersão semi-paralela, i.e., uma imersão isométrica cuja segunda 

forma fundamental verifica a seguinte condição: R( X, Y) · Q = O, para todo X, Y 

vetores tangentes a M, onde R( X, Y) é o operador de curvatura relativo à conexão 

V', o qual é estendido de modo a agir sobre tensores como uma derivação. É impor

tante observar que a condição de integrabilidade do sistema de equações diferenciais 

V' o:= O é exatamente a condição R(X, Y) ·o:= O. Isto também acontece entre as 

condições que caracterizam as variedades localmente simétricas e semi-simétricas. 

Uma classificação das imersões semi-paralelas ainda não está disponível pois, segun

do os estudos feitos por Lumiste, é necessário investigar com maior profundidade 

os sistemas de equações de Pfaff correspondentes a essas imersões, (ver, por exem

plo, [36]). Contudo, vários resultados parciais sobre as imersões semi-paralelas são 

conhecidos, onde destacamos uma caracterização das superfícies semi-paralelas, em 

codimensão qualquer, feita por Deprez para c = O e por Asperti e Mercuri para 

c f O (ver [18], [2]); uma classificação das hipersuperfícies semi-paralelas, feita por 

Deprez para c = O, e por Dillen para c f O (ver [19], [26]) e uma classificação das 

imersões semi-paralelas com fibrado normal plano, feita por Lumiste para c = O e 

por Dillen e Nolker para c f O, (ver [35], [27]), 

Os objetivos principais deste trabalho são introduzir e estudar um novo conceito, 

o de imersão pseudo-paralela, como um análogo extrínseco das variedades pseudo

simétricas, e como urna generalização natural das imersões semi-paralelas. Assim, 

uma imersão isométrica é pseudo-paralela quando existe uma função diferenciável 

<P de M a valores reais, tal que a segunda forma fundamental o: verifica a seguinte 

condição de pseudo-paralelismo 

R( X, Y)," = <jJ(p)X A Y ·a, (1.2) 
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para todo p E M, e X, Y E TpM, onde X A Y é estendida de modo a agir como 

uma derivação sobre a segunda forma fundamentaL Observe que a condição de 

pseudo-paralelismo (1.2) é pontual. 

Este trabalho está composto por quatro capítulos. O primeiro capítulo é o da 

presente introdução, o segundo capítulo é aquele onde fixaremos a nomenclatura 

básica sobre as variedades Riemannianas e imersões isométricas que serão utilizadas 

ao longo do trabalho e também mencionaremos alguns resultados sobre as imersões 

semi-paralelas que serão generalizados. No terceiro capítulo, uma vez introduzi

do o conceito de imersão pseudo-paralela, passaremos a descrever na seção 3.1 as 

propriedades básicas das imersões pseudo-paralelas. Em particular, provaremos o re

sultado abaixo de caráter pontual, que generaliza um teorema análogo para imersões 

semi-paralelas dado por Deprez em [19]: 

Teorema 1.0.1 Seja f : Mn --+ QN(c) uma imersão pseudo-paralela. Se f é 

mímma em p e c/J(p) ~ c, então p é um ponto geodésico, i. e., a segunda forma 

fundamental de f se anula em p. 

Apesar da condição de pseudo-simetria (1.1) ser verificada por qualquer superfície, 

a condição de pseudo-paralelismo (1.2) é restritiva para superfícies imersas em for

mas espaciais. Portanto na seção 3.2 estudaremos as superfícies pseudo-paralelas 

e, como resultado, obteremos que: As superfícies pseudo-paralelas próprias (não 

semi-paralelas) com fibrado normal plano (R.l.. = O) são aquelas que possuem cur

vatura Gaussiana K distinta de zero em algum ponto. Por outro lado, mostraremos 

que dentro da classe das superfícies imersas com a propriedade que, cada um dos 

operadores de curvatura normal sejam não nulos, as superfícies que são pseudo

paralelas são caracterizadas como as superfícies cujas elipses de curvatura em cada 

ponto p são circunferências de centro na ponta do vetor curvatura média H(p) e raio 

jK(p)- cjJ(p) (i.e., uma superfície À-isotrópica, conceito introduzido por O'Neill, 

ver [45]). Uma conseqüência dessa caracterização é que em codimensão dois temos 

o seguinte resultado: 
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Corolário 1.0.2 Seja f : M 2 --t Q4(c) uma imersão isométrica com RJ. =J. O. 

Então f é pseudo-paralela se, e somente se, f é supermínima. Além disso, se cjJ é 

constante, então K = f e f(M 2 ) é uma parte de uma superfície de Veronese. 

(O conceito de supermínima (i.e., mínima e isotrópica) foi introduzido por Bryant, 

ver [8]). Desse resultado segue-se que para c > O existem numerosos exemplos de 

superfícies pseudo-paralelas próprias com seus operadores de curvatura normal não 

nulos na esfera S4 (c). Isto é possível devido a um teorema de Chern, ver [15], onde 

prova-se que toda imersão mínima (em particular, com RJ.(p) =J:. O em todo ponto p) 

de urna esfera topológica 82 em 8 4 (1) é supermínima. Como no caso de superfícies 

semi-paralelas em Q4 (c), Lumiste (para c= O) e Asperti e Mercuri (para c# 0), 

mostraram que qualquer superfície semi-paralela possui RJ. = O ou é localmente 

paralela (ver [34],[2]). Portanto, o fato de existirem exemplos de superfícies pseudo

paralelas próprias com seus operadores de curvatura normal não nulos em S4 (c) é 

um primeiro passo para obter uma classificação destas superfícies em codimensão 

dois. Para superfícies pseudo-paralelas em codimensão três mostraremos o seguinte 

resultado: 

Teorema 1.0.3 Seja f : M 2 --t Q5 (c) uma imersão pseudo-paralela com cP cons

tante e 1\12 conexa e completa. Então temos uma das seguintes possibilidades: 

i) f é uma imersão com fibrado normal plano e cjJ = K; 

ii) f(M 2 ) é uma superfície de Veronese em algum S4 (C) totalmente umMlica em 

Q'(c); 

iii) f(M 2 ) é um toro em S5 (c) descrito no exemplo 3.2.10. 

Este teorema é uma generalização de um análogo para o caso semi-paralelo, que 

foi obtido em [2]. A diferença essencial está no item (iii), onde a superfície pseudo

paralela será própria para cjJ = ~ (ver exemplo 3.2.10). 

Na seção 3.3 estudaremos as hipersuperfícies pseudo-paralelas f: Mn --t Qn+l(c) 

e provaremos que todas possuem no máximo duas curvaturas principais distintas. 
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Como uma conseqüência deste fato, veremos que qualquer hipersuperfície de Car

tan 3-dimensional na esfera S4(c) não é pseudo-paralela, mas é pseudo-simétrica 

própria, i.e., não é semi-simétrica. Isto mostrará que os conceitos de pseudo-simetria 

e pseudo-paralelismo não são equivalentes. Também mostraremos que a classe de 

hipersuperfícies semi-simétricas não coincide com a classe de hipersuperfícies pseudo

paralelas em formas espaciais com c > O. Além disso, de acordo com a classificação 

das hipersuperfícies semi-paralelas, diremos quais são as únicas hipersuperfícies de 

revolução que são pseudo-paralelas próprias. Ainda mais, provaremos o seguinte 

teorema de caracterização das hipersuperfícies pseudo-paralelas: 

Teorema 1.0.4 Seja f : M" -+ Qn+l(c) uma hipersuperfície. Então f é pseudo

paralela se, e somente se, f é ou quase-umbüica ou uma ciclide de Dupin. 

Na seção 3.4 estudaremos as imersões pseudo-paralelas de codimensão dois. Co

mo produto deste estudo, obteremos uma forma matricial para os operadores de 

\i\Teingarten de uma imersão pseudo-paralela f: Mn -4 Qn+2 (c) com Rj_ =O. Uma 

conseqüência dessa forma matricial e do Teorema 1.0.1 é o seguinte resultado de 

caráter pontual: 

Teorema 1.0.5 Seja f : Mn -+ Qn+'(c) uma imersão r/l-pseudo-paralela. Se ,P(p) 2 c 

ou H(p) f" O, então R~(p) =O. Em particular, se c= O rjJ(p) 2 O, então M possui 

curvatura seccional não-negativa em p. 

Por último, usando um resultado obtido por Baldin e Mercuri em [6], junto com 

o Teorema 1.0.5, obteremos uma caracterização intrínseca das variedades imersas 

pseudo-paralelamente em JRn+2 com rjJ 2:: O. A saber: 

Corolário 1.0.6 Seja f : Mn -+ JRn+ 2 uma imersão rfi-pseudo-paralela com <P 2:: O. 

Se M é compacta e simplesmente conexa, então f é um produto de dois mergulhos 

convexos ou M é homeomorfo a uma n-esfera. Em particular, se 1J > O em algum 

ponto então, M é homeomorfo a uma n-esfera. 
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Na seção 3.5 estudaremos as imersões pseudo-paralelas de variedades Riemanni

nas de dimensão n 2: 3 em codimensão alta e com uma das seguintes condições de 

regularidade sobre o primeiro espaço normal da imersão: A dimensão de N 1 será 

constante ao longo da variedade e igual a n(n
2
+1) ou n(n

2
+l) - 1. Como conseqüência 

deste estudo, obteremos os seguintes resultados, os quais são os análogos aos obti

dos no caso de superfícies pseudo-paralelas com R.L(p) # O, 'r:/p E M, e que foram 

inspirados no trabalho de Lumiste para semi-paralelas, ver [37]. 

Teorema 1.0.7 Seja f: Mn----* QN(c) uma imersão pseudo-paralela. Suponhamos 

que dim N} (p) = n(n
2
+1) em cada ponto p de M. Então vale o seguinte: 

(i) M possui curvatura seccional constante K > <P; 

(ii) >.2 = 4K- 3cj;- c é uma função positiva e f é uma imersão À-isotrópica com 

IIHIJ' = 2(n:l) K- (n~2) </>-C> O, 

e f é também pseudo-umbüica; 

(iii) Para qualquer referencial local ortonormal tangente { e1 , ... , enL o conjunto 

~ ~ { IIZ'I'J'II, t'JJ etzzll' ••. , IICt(n-l)(n-1)-Gtnn li, ....!.!.ll...ll. 11, ... , li Ct(n-l)n li } é um referencial local 
P Ctu etn Ct(n-l)(n-1) Ctnn et12 Ct[n-l)n 

ortonormal de N} e o operador de curvatura normal RD é dado por 

onde i, j, k são distintos, l é qualquer e i < j. 

Em particular, seM é compacta e <P 2: O, então jjHjj2 = 2
(n:l) K -c e N -n = n(n

2
+l). 

Além disso, f imerge M como uma variedade de Veronese em alguma hipersuperfície 
»(»+3) 

totalmente umbüica de Q 2 (c). 

Considerando as mesmas hipóteses dadas no Teorema 1.0. 7 sem impor qualquer 

condição topológica global para o caso de n = 3 e usando o método do referencial 
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móvel poderemos concluir que 4> é constante. Mas é importante ressaltar que para 

n > 3 o método do referencial móvel se torna computacionalmente inviável devido a 

que não existe um programa computacional que permita manipular sistemas literais 

de grande porte. Contudo, queremos conjecturar que 4> é constante também para 

n > 3, sem hipóteses globais. 

Agora com as hipóteses de minimalidade junto com a outra condição de regulari

dade sobre o primeiro espaço normal, obtemos o seguinte resultado: 

Teorema 1.0.8 Seja f : Mn -t SN (c) uma imersão pseudo-paralela. Se f é 

mínima e dimN} (p) = n(~+l) -1 em cada ponto p de Iv!, então f imerge M como 

uma variedade de Veronese em SN(c), onde N = n(n
2
+3)- 1. 

No quarto capítulo provaremos que os sistemas triplos de Jordan estão intima

mente relacionados com as imersões pseudo-paralelas, assim como com as imersões 

paralelas e semi-paralelas, ver [30] e [20]. Como conseqüência desta relação, obtere

mos dois fatos importantes. O primeiro fato é de caráter pontual e corresponde a 

uma segunda demonstração do Teorema 1.0.1 que difere da demonstração que apre

sentaremos na seção 3.1, onde usamos o operador Laplaciano. O segundo e último 

fato é de caráter global, a saber: 

Teorema 1.0.9 Seja f: Mn -t QN(c) uma imersão pseudo-paralela com 4> ~O. 

Se M é compacta e simplesmente conexa, então }vfn é uma variedade Riemanniana 

produto, sendo os fatores dos seguintes tipos: 

1) Variedades homeomorfas a esferas; 

2) Variedades biholomorfas a planos complexos projectivos; 

3) Espaços simétricos de tipo compacto. 

Além disso, se 4> não é identicamente zero, então M é do primeiro tipo. 

Este teorema generaliza o corolário 1.0.6. 
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Capítulo 2 

Preliminares 

O principal objetivo deste capítulo é rapidamente fixar a nomenclatura que usa

remos ao longo de todo o trabalho e também apresentar alguns resultados sobre as 

imersões semi-paralelas os quais serão citados nos capítulos seguintes. 

2.1 Variedades pseudo-simétricas 

Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional munida da métrica Rie

mauniana ( , ), com conexão de Levi-Civita denotada por V' e tensor de curvatura 

Riemanniano R definido por 

para todo X, Y, Z E X (M), onde X (M) denota o conjunto dos campos diferenciáveis 

tangentes de M e, aqui, [ , ] denota o colchete de campos. O número real 

K(X,Y) := (R(X,Y)Y,X). 

é chamado a curvatura seccional de M segundo o plano gerado pelos vetores tan

gentes ortonormais X, Y. Denotamos por D (M) o conjunto de todas as funções 

diferenciáveis de M a valores reais. 

Por urna forma espacial, denotada por QN (c), entendemos urna variedade Rie

manniana N-dimensional, simplesmente conexa, completa, de curvatura seccional 
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constante c. Os modelos de formas espaciais que adotamos são: O espaço Eu

clidiano IRN com o produto interno usual, se c = O; a esfera unitária SN(c) = 

{x E JRN+l : llxll2 =~}com a métrica induzida por JRN+l, se c> O; e o espaço 
N 

hiperbólico HN (c) = {(xo, x1 .... , XN) E JRN+l : -x6 + 2:: xl = ~' Xo > O} com a 
i=l 

métrica Lorentziana, se c< O. 

Os seguintes conceitos que passamos a definir generalizam naturalmente as formas 

espac1a1s. 

Definição 2.1.1 Seja Mn uma variedade Riemanniana. 

1) Dizemos que lvf é localmente simétrica se \I R = O, onde \I é estendida de 

modo a agir sobre R como uma derivação da seguinte forma: 

(VxR) (Y, Z, W) := V'x [R(Y,Z) WJ- R(V'xY,Z) W (2.1) 

-R(Y, V'xZ) W- R(Y, Z) V'xW, 

para todo X, Y, Z, W E X (M), 

2) Dizemos que lvf é semi-simétrica se 

R(X,Y) ·R:= V'x (V'yR)- V'y (V'xR)- Y'tx,Y[R =O, (2.2) 

para todo X, Y E X (i'v!), Ou equivalentemente, se 

[R (X, Y),R(U, V)]W =R( R (X, Y) U, V)W +R(U, R (X, Y) V)W, (2.3) 

para todo X, Y, U, V, W E X (M), onde R (X, Y), R (U, V) são operadores de 

curvatura de X (M) e, aqui, [ , ] denota o comutador de operadores. 

3) Dizemos que M é pseudo-simétrica se existe uma função 1/J E V (M), tal que 

o tensor de curvatura R verifica a seguinte condição pontual: 

R (X, Y) ·R= q, (p) X A Y ·R, (2.4) 
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para todo p E M e X, Y E TpM, onde X A Y é um operador linear de TpM 

definido por 

X 11 Y (Z) = (Y, Z) X- (X, Z) Y, (2.5) 

e estendido de modo a agir como uma derivação sobre o tensor de curvatura 

Riemanniano R da seguinte forma: 

[X 11 Y ·R] (U, V, W):= [X 11 Y,R(U, V)]W- R(X 11 Y(U), V) W (2.6) 

-R (U,X 11 Y (V)) W 

Claramente cada um dos conceitos definidos acima generaliza o anterior. Mas, 

em geral, os recíprocos não são verdadeiros, i.e., existem variedades semi-simétricas 

que não são localmente simétricas e existem variedades pseudo-simétricas que não 

são semi-simétricas. Takagi em [51] construiu o primeiro exemplo de uma variedade 

Riemanniana 3-dimensional completa, irredutível, não localmente simétrica, com 

R (X, Y) ·R= O. Por outro lado, Deszcz foi quem apresentou a maioria dos exem

plos de variedades pseudo-simétricas que não são semi-simétricas. Na seção 3.3 

do capítulo 3 daremos um exemplo de uma variedade pseudo-simétrica que não é 

semi-sernétrica; para outros exemplos ver [22]. 

2.2 Imersões semi-paralelas 

Seja f: Mn--+ QN(c) uma imersão isométrica, i.e., uma imersão tal que 

(X, Y) := (dfp (X), dfP (Y)), 

para todo p E M e X, Y E TpM. Aqui e ao longo deste trabalho usamos o mesmo 

símbolo ( , ) para representar as métricas de Mn e QN (c). O número N -n é chamado 

de codimensão de f. No caso da codimensão ser 1, a imersão isométrica será chamada 

de hipersuperfície. Para todas as considerações de caráter local de f identificamos 
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(localmente) M com f (M) e TpM com d/p (TpM). Com estas identificações, temos 

que o produto interno de TpQ(c) decompõe TpQ(c) na soma direta 

onde vP (f) é o complemento ortogonal de TpM em TpQ(c). Obtemos, desta forma, 

o fibrado vetorial normal v(!) = U vP (f) de f. Daí, o "pull-back" do fibrado 
pEM 

tangente de Q(c) é a soma de Whitney dos fibrados TM e v (f) 

f'(TQ(c)) = TM 6l v (f). 

Esta soma ortogonal induz projeções canônicas 

()T: TM6lv(f) -+TM, ()~ : TM 6l v(!) -+v (f) 

que são as componentes tangencial e normal, respectivamente. 

Sejam X, Y E X (M) e Ç um campo normal ao longo de f, i.e., uma seção dife

renciável de v (f) . Então as projeções tangencial e normal determinam as seguintes 

decomposições ortogonais: 

V' x Y + a (X, Y) e 

-A,X + V:\;Ç, 

(2.7) 

(2.8) 

que são chamadas a fórmulas de Gauss e a fórmula de Weingarten, respectiva

mente, onde -Ç é a conexão de Levi-Civita de QN(c), a : TM EB TM --t v (f) é 

um tensor simétrico chamado segunda forma fundamental de f, Aç : T M --t TJ\1 é 

também um tensor simétrico, chamado operador de Weingarten na direção Ç e \7_1_ 

é uma conexão em v (!) compatível com a métrica e chamada conexão normal de 

f. Os tensores a e A~ são relacionados por 

(a (X, Y), Ç) ~ (A( X, Y). (2.9) 

Pontualmente, a segunda forma fundamental, por ser um tensor, define para cada 

p E M uma aplicação bilinear simétrica que denotamos também por a : TPM x 
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TpM --+ Vp (f) da seguinte maneira: para cada par de vetores v, w E TpM define-se 

a (v, w) =a (X, Y) (p), onde X, Y E X(M) e X (p) =v e Y (p) = w. Esta aplicação 

é chamada segunda forma fundamental de f no ponto p. O vetor curvatura média 

de f num ponto p de M é definido por 

1 n 

H(p) =-L a (e;, e;), 
n i=l 

(2.10) 

onde e1 , ... , en formam uma base ortonormal de TpM. Então dizemos que f é pseudo

umbüica se a segunda forma fundamental o: e o vetor de curvatura H de f verificam 

(a (X, Y), H) = (X, Y) IIHII', (2.11) 

para todo X, Y E TpM e p E M. Em particular, dizemos que f é mínima se H= O; 

f é totalmente umbüica quando a segunda forma fundamental é dada por 

para todo X, Y E TpM e p E Af; e f é totalmente geodésica se o: = O. Por outro 

lado, dizemos que f é À-isotrópica se existe À : lvf--+ IR função tal que 

jja(X,X)II = .\(p), (2.13) 

para qualquer vetor unitário X E Tpi11 e todo p E M; em particular, dizemos que f 
é À-isotrópica constante se À é uma função constante. 

A conexão normal 'V ..L de f define um tensor R..L chamado tensor de curvatura 

normal e é dado por 

Dizemos que f possui fibrado normal plano se R..L = O. 

As equações fundamentais que definem a geometria local de uma imersão 

isométrica f: Mn--+ QN(c) são as conhecidas equações de Gauss, Codazzi e Ricci 
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que no caso de curvatura constante são respectivamente: 

(R (X, Y) Z, W) 

(V a) (X, Y, Z) 

R~ (X, Y)E, 

c(XAY(Z),W)+(a(X,W),a(Y,Z)) 

-(a (X, Z), a (Y, W)), 

(V a) (X, Z, Y) , 

a (X, A( (Y))- a (A( (X), Y), 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

onde V = \7 E& \7.l denota a conexão de var der Waerden-Bortolotti do fibrado 

T M (f) v(!) e V a : T M (f) T M (f) T M -> v(!) é a derivada covariante de a com 

respeito a V e definida por 

(V a) (X, Y, Z) ·- (V 2 a) (X, Y) 

V~ [a (Y,Z)J- a(VzY,Z)- a(Y, VzZ). (2.17) 

A segunda derivada covariante V
2
"' : T M (f) T M (f) T M (f) T M -> v(!) é uma 

aplicação definida por 

(v'a)(X,Y,Z,W) ·- (VwVza)(X,Y) 

- v&, [(v za) (X, Y)] - (V za) (VwX, Y) (2.18) 

-(V za) (X, VwY)- (V,wza) (X, Y). 

As definições dadas acimas são relacionadas no seguinte resultado abaixo: 

Lema 2.2.1 A segunda forma fundamental a: de qualquer imersão ísométrica f 
verifica a seguinte identidade: 

(VxVya) (Z, W)- (VyVxa) (Z, W) (2.19) 

R~ (X, Y) [a (Z, W)] -a (R (X, Y) Z, W) -a (Z, R (X, Y) W). 

para todo X, Y,Z, W E TM. 
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Demonstração: Com efeito, calculemos primeiro 'V x 'V ya 

('/xV'ya) (Z, W) = V'Ji [(V'ya) (Z, W)]- (V'ya) (V'xZ, W) 

- (V'ya) (Z, V'xW)- (Y'vxYa) (Z, W) 

=V :!i [V~ [a (Z, W)]- a (V'yZ, W)- a (Z, \7yW)] 

-{V~ [a (V'xZ, W)j- a (V'y\7 xZ, W)- a (V' xZ, V'yW)} 

- {V~ [a (Z, V' xW)j -a (V'yZ, V' x W)- a (Z, V'y\7 x W)} 

- {V~xY [a (Z, W)j- a (Y'vxyZ, W)- a (Z, Y'vxYW)}, 

portanto 

(V xV'ya) (Z, W) - VJiV'f [a (Z, W)]- V :!i [a (V'yZ, W)] (2.20) 

-V' :!i [a (Z, \7yW)j- V'cf; [a (V' xZ, W)j 

+a (V'y\7 xZ, W) +a (V' xZ, \7yW) 

-V'~ [a (Z, V' x W)] +a (V'yZ, V' x W) 

+a (Z, 'Vy'VxW)- 'V~xY [a (Z, W)] 

+a (Y'vxyZ, W) +a (Z, Y''<'xYW). 

Analogamente, calculamos 'V y 'V xa: 

(V'yV'xa) (Z, W) = V'~V'Ji [a(Z, W)]- V'f [a(V'xZ, W)] (2.21) 

-V'~ [a (Z, V' xW)]- V :!i [a ('Vy Z, W)] 

+a (V'yZ, V' x W) +a (V' x V'yZ, W) 

-V'Ji [a (Z, \7yW)] +a (V'xZ, V'yW) 

+a (Z, V' xV'y W) - V'~yX [a (Z, W)j 

+a (V'vyxZ, W) +a (Z, V'vyxW). 
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Logo de (2.20) e (2.21), obtemos que 

(VxV'ya) (Z, W)- (VyV'xa) (Z, W) 

- ViVj; [a (Z, W)]- Vj;Vi [a (Z, W)]- V/Y.YJ [a (Z, W)] 

-a(Vx\lyZ- V'y'VxZ- (Y'vxYZ- V'vyxZ), W) 

-a (Z, V'x'VyW- \ly\lxW- V'rx.YJW) 

R~ (X, Y) [a (Z, W)]- a (R (X, Y) Z, W) -a (Z, R (X, Y) W). 

o 

Os análogos extrínsecos das definições dadas em {2.1.1)(1)-(2) são os seguintes: 

Definição 2.2.2 Seja f: JVr-+ QN(c) uma imersão isométrica. 

1) Dizemos que f é localmente paralela (ou extrinsicamente simétrica na termi

nologia de Ferus) se \la= O. Ou, equivalentemente, se 

Vi [a (Y, Z)] = a(VxY, Z)- a (Y, V'xZ), (2.22) 

para todo X, Y, Z E T M. 

2) Dizemos que f é semi-paralela se 

(2.23) 

para todo X, Y E T M. Ou equivalentemente, se 

R~ (X, Y) [a (Z, W)] =a (R (X, Y) Z, W) -a (Z, R (X, Y) W), (2.24) 

para todo X, Y, Z, W E TM. Em (2.23) R denota o tensor de curvatura da 

conexão 'V, estendido de modo a agir como uma derivação sobre o tensor a. 

Observação 2.2.3 Ferus (Deprez) provou que se f: Mn---+ QN(c) é uma imersão 

localmente paralela (semi-paralela), então M é uma variedade localmente simétrica 

(semi-simétrica). 
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Claramente, cada um dos conceitos definidos em (2.2.2) generaliza o anterior. 

Mas, em geral, a recíproca não é verdadeira, i.e., existem imersões semi-simétricas 

que não são localmente paralelas. Com efeito, J. Deprez apresentou em [19] os 

primeiros exemplos de imersões semi-paralelas que não são paralelas e provou o 

seguinte teorema de classificação para hipersuperfícies semi-paralelas de espaços 

Euclidianos: 

Teorema 2.2.4 Seja Mn uma hipersuperfície semi-paralela de JRn+l. Então, exis

tem três possibilidades: 

a) Mn é planai 

b) Mn possui segunda forma fundamental paralela; daí é uma parte aberta de 

Sk X JRn-k. , 

c) }vfn é um cone circular, ou um produto de um cone circular e um subespaço 

linear. 

l'\o Teorema 2.2.4, as únicas hipersuperfícies semi-paralelas próprias, i.e., não 

paralelas, de espaços Euclidianos são as (hiper)superfícies de rotação, obtidas por 

rotação de uma linha reta de algum plano perfil em torno de um eixo deste plano. 

No caso do espaço ambiente possuir curvatura c# O, F. Dillen em [26] obteve o 

seguinte teorema de classificação das hipersuperfícies semi-paralelas: 

Teorema 2.2.5 Seja Mn uma hipersuperfície semi-paralela de uma forma espacial 

Qn+1 (c) com c# O. Então existem três possibilidades: 

a) n = 2 e M2 é plana; 

b) Mn possui segunda forma fundamental paralela, daí é uma parte aberta de um 

produto de no máximo duas esferas. 

c) Mn é uma hipersuperfície de rotação cuja curva perfil é uma hélice. 
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No Teorema 2.2.5, as únicas hipersuperfícies semi-paralelas próprias de uma forma 

espacial Qn+l(c) com c i- O são as (hiper)superfícies de rotação, cuja curva perfil é 

uma helice. 

Agora em nível de superfícies semi-paralelas, é conhecido o seguinte teorema de 

caracterzação, obtido por Deprez para c = O e por Asperti-Mercuri para c i- O (ver 

[18], [2]) 

Teorema 2.2.6 Seja f : 1t·f2 ---t QN(c) uma zmersão de uma superfície conexa. 

Então f é semi-paralela se, e somemte se, 

i) f é uma imersão totalmente umbz?ica ou 

ii) Existe um subconjunto aberto e denso U de M tal que f restrito a cada com

ponente conexa de U é 

(a) uma imersão de uma superfície plana com RJ. =O, ou 

(b) uma imersão isotrópica com codimensão não máximo 3 e IIHII 2 = 3K -c. 

Imersões do tipo (ii)(a) foram estudadas por Chen (ver [14]), e exemplos são os 

produtos de curvas e superfícies regradas em JR3 . As imersões de (ii)(b) são exemplos 

das chamadas superfície de VVeingarten. 
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Capítulo 3 

Imersões pseudo-paralelas 

O primeiro objetivo deste capítulo é definir e introduzir as propriedades básicas 

de uma nova classe de imersões isométricas em formas espaciais, que chamare

mos imersões pseudo-paralelas. O segundo é apresentar exemplos explícitos de tais 

imersões junto com os primeros resultados interessantes de caráter local e global so

bre as imersões pseudo-paralelas, em nível de superfícies, hipersuperfícies, imersões 

com codimensão dois e também com codimensão mais alta. Para obter esses resul

tados utilizaremos as técnicas usuais da teoria de imersões isométricas e o método 

do referencial móvel. 

3.1 Definição e fatos básicos das imersões pseudo
paralelas 

Definição 3.1.1 Uma imersão isométrica f : Mn -t QN(c) é chamada pseudo

paralela se existe uma função 1/J E V (M), tal que 

R (X, Y) · a = </J (p) X 1\ Y . a, (3.1) 
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para todo p E M e X, Y E TpM, onde R (X, Y) · a e X 1\ Y são estendidas de modo 

a agir sobre a segunda forma fundamental a de f da seguinte maneira: 

[R (X, Y) · a](Z, W) 

[X 1\ Y ·a] (Z, W) 

para todo Z, W E TpM. 

(\lx\lva) (Z, W)- (\ly\lxa) (Z, W) 

-a (X 1\ Y (Z), W)- a (Z, X 1\ Y (W)), (3.2) 

Observe que usando o Lema 2.2.1 a condição (3.1) é equivalente à condição 

R~ (X, Y) [a (Z, W)] = a (R (X, Y) Z, W) +a (Z, R (X, Y) W) (3.3) 

-1> (p) (Y, Z) a (X, W) + 1> (p) (X, Z) a (Y, W) 

-1> (p) (Y, W) a (Z, X)+ 1> (p) (X, W) a (Z, Y), 

para todo ponto p E M e X, Y, Z, W E TpM. 

Ao longo de todo este trabalho, a condição (3.1) será chamada uma condição de 

pseudo-paralelismo da segunda forma fundamental da imersão. Além disso, quando 

dizemos que uma imersão é pseudo-paralela, usaremos a letra grega <P para denotar 

a função que aparece na condição de pseudo-paralelismo, a menos que seja dito o 

contrário. 

Observação 3.1.2 O conceito de pseudo-paralelismo dado na Definição 3.1.1 pode 

ser claramente estendida a qualquer espaço ambiente que tenha estrutura de va

riedade Riemanniana ou semi-Riemannina. Mas, neste trabalho estudamos somente 

o caso em que o espaço ambiente é uma forma espacial. 

Exemplo 3.1.3 Os primeiros exemplos de imersões pseudo-paralelas são obvia

mente todas as imersões semi-paralelas (em particular, as imersões paralelas), já 

que, para tal fim basta tomar cp = O. Agora é natural fazer a seguinte pergunta: 

Existem imersões pseudo-paralelas que não são semi-paralelas? 
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Mas a resposta desta pergunta será dada somente nas seguintes seções 3.2, 3.3 e 3.4, 

onde serão apresentados vários exemplos de imersões pseudo-paralelas próprias, i.e., 

não semi-paralelas. Isto provará que a classe de imersões pseudo-paralelas contém 

propriamente a classe de imersões semi-paralelas. 

Observação 3.1.4 Seja f : Mn ---t QN (c) uma imersão isométrica. Suponhamos 

que existe urna função rjJ E V(M) tal que f torna-se q)-pseudo-paralela. Então, em 

geral, não podemos garantir que rjJ seja a única função que torna f uma imersão 

pseudo-paralela, pois, podem existir outras funções 1/J E D(.i\1) tal que f seja 1/J

pseudo-paralela. Por exemplo, no caso de imersões totalmente umbílicas, <P pode ser 

qualquer função diferenciável, devido a que (3.2) é sempre zero. 

Vejamos agora que a condição de pseudo-paralelismo é um análogo extrínseco 

natural da condição de pseudo-simetria no sentido de Deszcz. 

Proposição 3.1.5 Seja f: Mn ---t QN(c) uma imersão r/J-pseudo-paralela. Então 

M é uma variedade r/J-pseudo-simétrica. 

Demonstração: Usando a equação de Gauss na definição de R (X, Y) ·R dada em 

(2.3), temos que 

([R (U, V) ·R] (X, Y, Z), W) 

-c{((X A Y) (Z), R (U,V) W) +((X A Y) (R (U,V) Z), W) 

+(([R (U, V) X] A Y) (Z), W) +((X A [R (U, V) Y]) (Z), W)} 

+(<>(X, Z)," (R (U, V) W, Y) + "(W, R (U, V) Y)) 

-(a (Y,Z) ,a(R(U, V) X, W) + a(X,R(U, V) W)) 

+(a (W, Y)," (R(U, V) X, Z) +"(X, R (U, V) Z)) 

-(a (X, W)," (R (U, V) Y, Z) + "(Y, R (U, V) Z)). 
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Agora usamos (3.3) no lado direito da igualdade (3.4) e aplicamos a equação de 

Gauss novamente, para obtermos que 

([R (U, V)· R] (X, Y, Z), W) 

</> {(a (X, Z), a (Y, (U A V) (W)))- (a (X, (U A V) (W)), a (Y, Z)) 

+(a ((U A V) (X), Z), a (Y, W))- (a ((U A V) (X), W), a (Y, Z)) 

+(a (X, Z), a ((U A V) (Y), W)) - (a (X, W), a ((U A V) (Y), Z)) 

+(a(X,(U A V)(Z)),a(Y,W))- (a(X,W),a(Y,(U A V)(Z)))} 

- q)[(U AV)·R](X,Y,Z). 

D 

A proposição 3.1.5 mostrou que a classe de imersões pseudo-paralelas está com

pletamente contida na classe de imersões pseudo-simétricas. Nas seguintes seções 3.2 

e 3.3 mostraremos que a inclusão é própria, i.e., existem imersões pseudo-simétricas 

que não são pseudo-paralelas. 

Vejamos agora outras propriedades que verificam as imersões pseudo-paralelas. 

Proposição 3.1.6 Seja f : lv.In ---t QN (c) uma imersão cP-pseudo-paralela. Se 

g: QN(c)---+ Q·;y(C) é uma imersão totalmente umMlica1 então g o f: Mn--+ QN(C) 

é uma imersão cP-pseudo-paralela. 

Demonstração: Sejam a/ e o:gof a segunda forma fundamental de f, g e g o f, 
respetivamente. Sejam Rf e R-io1 os operadores de curvatura normais de f e 9 o ! 1 

respetivamente. Sejam R 1 e Rgof os tensores de curvaturas das conexões de var der 
-f -gof ) Waerden-Bortolotti V e V dos respectivos fibrados T M ®v (f) e T M ffi v(g o f . 

Se Hg é o vetor curvatura média da imersão 9 1 então usando as seguintes igualdades 

de fácil verificação: 

cri (Z, W) 

R;};1 (X, Y) [g, (ai (Z, W))] 

Rt,i (X, Y) H' 

22 

g, (ai (Z, W)) + (Z, W) H', 

g, (Ry (X, Y) [ai (Z, W)]), 
o, 



para todo X,Y,Z,W E TM, obtemos que a imersão gof verifica a condição de 

pseudo-paralelismo. De fato: 

[ R9
'

1 (X, Y) · a9'f] (Z, W) = Ri,1 (X, Y) [a9'f (Z, W)] - a9'f (R( X, Y)Z, W) 

-a''f(Z,R(X, Y)W) 

- g,(Ry(X,Y) [af(Z,W)j)+(Z,W)Ri,1(X,Y)H' 

-g,(af(R(X, Y)Z, W))- (R( X, Y)Z, W) H 9 

-g,(a!(z, R( X, Y)W))- (Z, R( X, Y)W) H' 

g.(~ [X 11 Y ·a/] (Z, W)) 

- ~{-g.(o/(X 11 Y(Z), W)- af(Z,X 11 Y(W))) 

-(X 11 Y(Z), W) H 9 - (Z, X 11 Y(W)) H'} 

~{-a''f(X 11 Y(Z), W)- a9'f(Z,X 11 Y(W))} 

~[X 11 Y. a''f] (Z, W). 

o 

Na seção 3.4 mostraremos com um exemplo que a composição de imersões pseudo

paralelas não é em geral pseudo-paralela. 

Proposição 3.1.7 Seja f: M--+ QN(c) uma imersão cp-pseudo-paralela. Então o 

tensor de curvatura normal R.;_ de f verifica a seguinte condição 

para todo p E M e X, Y E TpM. 

Demonstração: A derivada covariante de 'V Rl. é definida por 

('V xR") (Y, Z,Ç) :='V~ [R" (Y, Z) Çj -R" ('V xY, Z) Ç 

-R~ (Y, 'V xZ) Ç- R~ (Y, Z) ('V xÇ), 
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para todo Y, Z E TpM e Ç E Vp (f). A segunda derivada covariante de \7
2 
Rl- é 

definida por 

(V xVyR~) (Z, W,Ç) :=V~ [(VyR~) (Z, W, Ç)j- (VyR~) (V xZ, W, Ç) 

-('h R~) (Z, VxW,Ç)- (VyR~) (Z, W, V~Ç) 

- (VvxYR~) (Z, W, Ç). 

Daí, a definição de R (X, Y) · R.i := \7 x V' v R.i - \ly \7 x R.l é equivalente à seguinte 

igualdade 

(R(X, Y) ·R~) (Z, W,Ç) R~ (X, Y) [R~ (Z, W) Çj -R~ (R (X, Y) Z, W) Ç 

-R~ (Z,R (X, Y) W) Ç- R~ (Z, W) [R~ (X, Y) ç], 

que junto com a definição de X A Y · R.l, dada por: 

(X 1\Y·R~) (Z,W,Ç) := -R~(X 1\Y(Z),W)Ç-R~(Z,X 1\Y(W))Ç, 

a equação de Ricci (R (X, Y) Ç, ~) = ([A(, A,] X, Y) e o pseudo-paralelismo de f 
R (X, Y) ·a= cjJ (p) X A Y ·a, implicam diretamente que 

((R(X,Y) R~)(Z,W,Ç),~)=(~(p)(Xi\Y·R~)(Z,W.Ç),~), 

para todo p E M e X, Y E TpM e Ç, ~E vP (f). o 

Observação 3.1.8 Observe que a condição (3.5) é analoga à condição de pseudo

paralelismo da segunda forma fundamental. A recíproca da Proposição 3.1. 7 é falsa 

em geral, pois toda hipersuperfície satisfaz a condição (3.5), mas existem muitas 

hipersuperfícies que não são pseudo-paralelas como será observado na seção 3.3 

deste capítulo. 

Lema 3.1.9 Seja f: Mn -f. QN(c) uma imersão pseudo-paralela. Se R.i(p) =O, 

para algum p E M, então existe uma base ortonormal { e1 , ... , en} de TPM tal que 

(r/J(p)- c- (a,,,ajj))(a,,- a;;)= O (3.6) 

para todo i =f:. j, onde aii := a ( ei, ed . 
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Demonstração: Como RJ.(p) =O, sabemos que existe {e1 , ..• , en} base ortonormal 

de TpM que diagonaliza todos os operadores de Weingarten de f; aplicando a defi

nição de pseudo-paralelismo aos vetores desta base, obtemos a igualdade (3.6), já 

que, para cada i =f:. j, temos que: 

(c+(e>;;,e>;;))(a;;-e>;;) - (R(e;,e;)·a)(e;,e;) 

q, (p) (e; 1\ e;· a) (e;, e;) 

q, (p) ( "Ji - C>;;) . 

Lema 3.1.10 Seja f: M-+ QN(c) uma imersão pseudo-paralela. Então 

R~ (X, Y) H= O, 

para todo X, Y vetores tangentes a M. 

o 

Demonstração: Seja Ç um vetor normal unitário e seja {e1 , ... ,en} uma base 

ortonormal de TpM formada por auto-vetores de Aç. Então 

(R~ (X, Y) H, t;) = 
1 n -L (R~ (X, Y) [a (e,, e;)],t;) 
n. 

!=l 

2 n -L (a(R(X, Y)e;,e;)- ,Pa(X 1\ Y (e;) ,e,) ,Ç) 
n i=l 

2 n -L ( (A,e,, R (X, Y) e,) - q, (A,e;, X 1\ Y (e.))) 
n i=l 

2 n -L ((À;e;, R (X, Y) e,)- 1> (>.,e,, X 1\ Y (e,)))= O, 
n. 

~=1 

onde Ài = (Açei, ei) são as curvaturas principais de f em p na direção Ç, i= 1, ... , n. 

o 
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Agora provamos o Teorema 1.0.1 dado na introdução e que voltamos a enunciar, 

na demonstração seguiremos as mesmas técnicas utilizadas na prova da Lema 3.2 

de Mirzoyan, ver [40]. 

Teorema 3.1.11 Seja f: Mn-+ QN (c) uma imersão pseudo-paralela. SeH(p)=O 

e cf;>(p) ~c para algum p EM, então p é um ponto geodésico, i. e., a segunda forma 

fundamental de f se anula em p. 

Demonstração: Seja f: Mn-+ QN(c) uma imersão isométrica. Escolhendo um 

referencial de campos ortonormais locais {e1, ... , en, en+I. ... , eN} adaptado a j, temos 

que as componentes da segunda forma fundamental a são definidas por 

as componentes da derivada covariante de a são definidas por 

e as componentes da segunda derivada covariante de a são definidas por 

Então, temos que f é pseudo-paralela se, e somente se, 

(3.7) 

onde i,j, k, l = 1, ... , n e a= n + 1, ... , N. 

Lembramos que o operador Laplaciano 6.hij de h'[j é definido por 

n 

6-hfJ = I: hijkk• 
k=l 

ver [16]. Então 

n N 

~c, (lia li') = L L hfJh'&kk + II'Vall', 
i,j,k=l u=n+l 

(3.8) 
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n N 2 onde li ali'= L L (hf1) é o quadrado da norma da segunda forma fundamental 
i,j=l u=n+l 

2 n N 2 
e ffvaff = L L (hijk) . Por outro lado, segundo [14] pp. 90-91, temos que 

i,j,k=l O":=n+l 

n N 

~ 6 (llall') = L L hf1 (V,, V ,,W) + nc (li ali'- n IIHII
2

) (3.9) 
2 . . 1 

t,J=l a=n+ 
N 

- L ((traço(A.oA,.)) 2 +If[A.,A,]II 2
) 

N 

+ L H" traço( A. o A, o A.)+ lfVaif', 
a,1"=n+l 

onde H" = f: h~k> IIHII' = ,;, f; (H")2 e A,, =A •. Agora, usando (3.7) e a 
k=l c1=n+l 

equação de Codazzi hfjk = hfkj sobre o lado direito de (3.8), obtemos que 

n N 

~ 6 (llall') = L L hf1 (V~ V,,W) + nt/> (llall
2

- n IIHII') +li Vali'. (3.10) 
i,j=l O"=n+l 

Então de (3.9) e (3.10) segue-se que qualquer imersão pseudo-paralela verifica o 

seguinte: 
N 

n(t/>- c)(ffall'- niiHII') + L [(traço(Aa o A, )) 2 

Agora, se H(p) =O para p E lvf, então Hu =O para todo J e, no ponto p, temos 

que 
N 

n ( <li(P) - c) lia li' + L ( traço(Aa o A,) )2 + li [A., A,JII') = O. 
cr;r=n+l 

Se ,j;(p) 2: c, segue-se que traço (.4.,. o Ar) = O, para todo a, T = n + 1, ... , N. 

Em particular, temos f[A./1 2 = traço (Aa o Aa) = O para todo cr = n + 1, ... , N; 

consequentemente a(p) =O. Isto prova, o Teorema 1.0.1. O 
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Observação 3.1.12 A hipótese de minimalidade pontual no Teorema 1.0.1 nao 

pode ser excluída do enunciado, já que as hipersuperfícies umbílicas sn(k) c JRn+I 

são exemplos de imersões <f-pseudo-paralelas não totalmente geodésicas com H (p) f=. 
O e q,(p) 2: O, para todo ponto p. Analogamente a hipótese q,(p) 2: c no Teorema 

1.0.1 não pode ser excluída, pois existem imersões <f-pseudo-paralelas mínimas que 

não são totalmente geodésicas com <P < c. Como exemplo, temos uma n-variedade 

de Veronese, i.e., uma imersão mínima de uma esfera n-dimensional de curvatura 

seccional constante z(:~l) em alguma esfera SN(c), onde N = (n(n2+
3l -1). Ferus 

em [29], provou que esses tipos de imersões são paralelas1 mínimas e não totalmente 

umbílicas. Portanto, são pseudo-paralelas mínimas, não totalmente geodésicas, com 

4J = O < c. Alguns outros exemplos serão dados na seção 3.2, onde consideramos 

superfícies pseudo-paralelas mínimas. Isto responderá afirmativamente à seguinte 

pergunta: 

Existem imersões pseudo-paralelas próprias e mínimas em QN(c) com rp <c? 

Fechamos esta seção com o seguinte resultado: 

Lema 3.1.13 Seja f : Mn ---+ JRN uma imersão pseudo-paralela de uma variedade 

.J\1 compacta. Se rf 2: O e o vetor de curvatura média H verifica a condição 

\lx\lyH =O para quaisquer X, Y, vetores tangentes a M, então f é paralela. 

Demonstração: Como f é pseudo-paralela e verifica a condição V' x V' y H = O para 

quaisquer X, Y, vetores tangentes a M, então segue-se de (3.10) que ! !::, (llall 2
) = 

nrf (llall 2
- n IIHII 2

) + 11Vajj2 
1 já que qualquer imersão isométrica verifica a condição 

11<>11 2 2: n 11HII 2 e por hipótese <P 2: O. Então, segue-se que /::, (llall 2
) 2: O. Mas, por 

hipótese, lvl é compacta; portanto, pelo lema de Hopf (ver [14] pag.ll) podemos 

concluir que !::, (llall 2
) = O. Consequentemente, obtemos que V' a = O, i.e., f é 

paralela. D 

Corolário 3.1.14 Seja f : Mn ---+ JRN uma imersão pseudo-paralela de uma va

riedade lvf compacta. Se rp 2: O e o vetor de curvatura média é paralelo, então f é 

paralela. 
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3.2 Superfícies pseudo-paralelas 

Qualquer superfície M 2 é semi-simétrica e, consequenternente, pseudo-simétrica 

com qualquer função <P E 'D(M2
). De fato, R(X, Y) ·R= O= (X 1\ Y) ·R, para todo 

X, Y E TM2
. Portanto, apesar da condição de pseudo-paralelismo ser verificada 

por todas as superfícies, nesta seção veremos que a condição de pseudo-paralelismo 

é restritiva para superfícies imersas em formas espaciais N -dimensionais QN (c). 

Seja f: M 2 -+ QN(c) uma imersão de urna variedade 2-dimensional, 11-12 , numa 

forma espacial QN(c). Seja {e1,e2} um referencial local ortonormal tangente e de

notemos, como antes, O:ij :=a (ei, ej), onde a é a segunda forma fundamental de f. 
Também, K denotará a curvatura Gaussiana de M2 e R:.._:= R.l(e1, e2 ) o operador 

de curvatura normal de f. Então a condição de pseudo-paralelismo (3.3) pode ser 

reescrita como segue: 

R~(au) = 2(</J- K)a12 = -R~(a 22 ) } 

R~(a 12 ) = (K- ,P)(C!n- a 22 ). 

Uma conseqüência de (3.11) é o seguinte resultado: 

(3.11) 

Lema 3.2.1 Toda superfície M 2 imersa em QN(c) com Rl_ =O é pseudo-paralela 

com ifJ = K. Reciprocamente, toda superfície semi-paralela ou pseudo-paralela 

própria em QN (c) com r./J:::;: K possui Rl_ =O. 

Demonstração: Seja f: Af2--+ QN(c) uma imersão com Rl_ =O. Se f é umbílica, 

então claramente f é pseudo-paralela com qualquer função <P diferenciável; em par

ticular, para r./J = K, ver Lema 3.1.9. Agora suponhamos que f não é umbílica, i.e., 

o conjunto ivf\U, onde U representa o conjunto dos pontos umbílicos de f, é não

vázio. Por hipótese, para os pontos de M\U existe uma base ortonormal {e1, e2 } 

de vetores tangentes a M, tal que a12 = O e au =j:. a22· Assim, pelo Lema 3.1.9 

podemos definir r./J = K sobre M\U e U. Como conseqüência disso, segue-se que 

f é q)-pseudo-paralela. A recíproca do Lema 3.2.1 é trivial, pois dos teoremas de 
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caracterização das superfícies semi-paralelas dados em [18] para c= O e em [2] para 

c =F O e apresentados no final do Capítulo 2, sabemos que Rl. = O e no caso da 

superfície ser pseudo-paralela própria com cjJ = K, segue-se claramente de (3.11) 

que R"= O. O 

Observação 3.2.2 Uma conseqüência direta do Lema 3.2.1 é que: 11Toda imersão 

isométrica f: M 2 --+ Q3 (c) é uma imersão pseudo-paralela 11
• Na seção 3.2 veremos 

que este fato não vale, em geral, para hipersuperfícies de dimensão n 2: 3. Isto devido 

ao fato que mostraremos, sobre uma restrição quanto à quantidade de curvaturas 

principais que uma hipersuperfícies pseudo-paralela deve possuir. 

Como toda superfície com RJ. = O é pseudo-paralela, passamos agora a estudar a 

classe de todas as superfícies imersas com a propriedade dos operadores de curvatura 

normal serem nunca nulos (i.e., RJ.(p) =!=O, em cada ponto p da superfície) e nos con

centraremos naquelas superfícies que são pseudo-paralelas. A primeira conseqüência 

deste estudo é o seguinte resultado: 

Lema 3.2.3 Seja f: 1112 -+ QN (c) uma imersão isométrica com R"(p) # O, lfp EM. 

Se f é <fi-pseudo-paralela, então f é uma imersão À-isotrópica. Além disso, para uma 

tal imersão temos que: 

(i) K > </J; 

(ii) .\2 = 4K- 3</J- c> O; 

(iii) IIHII2 = 3K- 2</J- c 2 O, onde H é o vetor curvatura média de f. 

Demonstração: Suponhamos que f : M 2 --+ QN (c) é uma imersão pseudo-paralela. 

Usando a equação de Ricci nas igualdades de (3.11), obtemos que 

(a12 ,a,,) (<>11 - <>22) +[(a,,- <>11 ,<>,,) + (-1)'2(1>- KJ] <>12 =O, } 
i= 1,2, 

( lla12ll' + ( <P - K)) (an - a,) + (a, - O!n, a12) a12 = O. 
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Como R.l(p) # O, 'r:/p E M 2
, então a 12 e au - a 22 são sempre linearmente inde

pendentes para qualquer { e1 , e2 } base ortonormal de um espaço vetorial tangente. 

Aplicando este último fato em (3.12), obtemos que 

(a:l2, Cl:ii) =o, } 
(a,- <>11 , a,,)= ( -1)'+12 (</J- K), i= 1, 2, 

ll<>12ll2 
= K- </J >O. 

Agora usando a equação de Gauss K =c+ (<>n, a,) -ll<>12ll2
, obtemos que 

ll<>nll2 
= ll<>22ll 2 

= 4K- 3</J- c> O, ) 
(<>n,<>22) = 2K- </J- c, 

ll<>n- <>22ll 2 
= 4 (K- </J) >O, 

I IH I I'= 3K- 2</J- c 2': o. 

(3.13) 

(3.14) 

Fazendo X= cosBe1 + sinBe2 , segue-se que a:(X,X) = H(p) + cos2Bu + sin2Bv, 

onde u = (au- 0'.22)/2 e v= a12, o que mostra que o conjunto 

<p = {a(Z, Z) E vp(f): Z E TpM, IIZII = 1}, 

para cada p E l'vf2, é uma elipse com centro na ponta do vetor H(p), chamada 

elipse de curvatura da imersão em p. Mais ainda, de (3.13) e de (3.14), segue-se 

que Ep é uma circunferência não degenerada de centro na ponta do vetor H(p) e raio 

r= .,jK(p)- ,P(p). (Pois, r= lla(X,X)-H(p)ll = ~ll<>n-<>dl = .,jK(p)- </J(p)). 

Isto prova que f é .\-isotrópica, onde .\2 = lia( X, X) li'= 4K- 3</J- c. O 

Na última seção deste capítulo apresentaremos uma generalização do Lema 3.2.3 

para n 2:: 3. Vejamos agora os seguintes resultados de caráter pontual para o caso de 

superfícies pseudo-paralelas em codimensão dois com Rl.. #O, i.e., Rl..(p) #O para 

algum ponto p E M 2
: 

Proposição 3.2.4 Seja f : M 2 --+ Q4(c) uma imersão pseudo-paralela tal que 

R~(p) #O para algum p E M 2 . Então, p é um ponto supermínimo (i. e., H(p) =O 

e f é À-isotrópica em p). 

31 



Demonstração: Suponhamos que f : M 2 --+ Q4(c) é uma imersão pseudo-paralela e 

seja p E M 2 um ponto tal que RJ.(p) =!=-O. Então a demonstração do Lema 3.2.3 per

mite concluir que f é À-isotrópica em p. Além disso, para qualquer base ortonormal 

{ e1. e2 } de TpM, segue-se de (3.13) e (3.14) que o conjunto f3 = { 11 ~1~ ~~~li, 11 ~~~ 11 } 
será uma base ortonormal do espaço normal v, (f) e que (H(p), etn- a 22 ) = O e 

(H(p), a-12) =O, donde concluímos que H(p) =O. Logo, pé um ponto supermínimo. 

D 

Corolário 3.2.5 Seja f : M 2 -+ Q4 (c) uma ímersão pseudo-paralela de uma su

perfície conexa com R.L(p) #-O, 'rfp E M. Se ifJ é constante, então K = ~' c> O e 

f (M2) é uma parte de uma superfície de Veronese em S4(c). 

Demonstração: Aplicando a Proposição 3.2.4 a uma imersão pseudo-paralela 

f que possui todos os operadores de curvatura normal não nulos, obtemos que 

H(p) = O, Vp E M, i.e., f é mínima. Daí, pelo Lema 3.2.3 item (iii), temos que 

a curvatura Gaussiana K = 2
4>3+c. Como por hipótese 4; é constante segue-se que K 

é constante em M. Finalmente usando a conexidade de }V! estamos nas condições 

de um resultado conhecido de classificação das superfícies mínimas com curvatu

ra Gaussiana constante em formas espaciais 4-dimensionais, obtido por Kenmotsu 

(ver Teorema 1 de [33]). Portanto1 o resultado de Kenmotsu permite concluir que 

K = ã, c> O e f(M 2) é uma parte de uma superfície de Veronese em Q4 (c). Pois, 

os outros casos obtidos no resultado de classificação de Ketmotsu possuem Rl. = O, 

a saber, os casos totalmente geodésico e do toro de Clifford totalmente geodésico em 

Q'(c). D 

De acordo com os resultados anteriores é pertinente fazer a seguinte pergunta: 

Existem imersões pseudo-paralelas próprias com Rl. =f:. O ? 

A resposta da pergunta acima é afirmativa. A seguir apresentamos um resultado 

que nos ajudará a determinar exemplos de imersões pseudo-paralelas próprias com 

R~ ;o. 
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Lema 3.2.6 Seja f:M2 -+ QN(c) uma imersão isométrica com R.l(p) f. O, VpEM. 

Se f é À-isotrópica, então f é pseudo-paralela para a seguinte função diferenciável 

4K-c-A2 
ifJ = _:::.:___::__:_:_ 

3 

e cj; é distinta de K em todo ponto de M 2
. 

Demonstração: Seja { e1, e2} uma base (qualquer) ortonormal de vetores tangentes 

a M 2 em algum ponto arbitrário. Fazendo X = cos Be 1 + sin Be2 e usando a hipótese 

da imersão f ser À-isotrópica, temos que 

A2 jja (X, X)jj' 

( COS
4 e + Sin

4 e) A 2 + 4 COS2 e sin2 e jja12jj 2 + 4 COS3 e sin e (an, a12) 

+ 4 cos B sin3 B (a22, a 12) + 4 cos2 B sin2 B (au, a22). 

Derivando com relação a B, temos que 

O :e (jja (X, X) li') O=O = 4 (an, a12) , 

O :e (lia (X, X) li') O= 'f = -2 (an, a1,) + 2 (a,,, a12) , 

consequentemente, obtemos que 

(3.15) 

Fazendo Y = ~(e 1 + e2) e usando novamente o fato de f ser À-isotrópica1 temos 

que 

A2 jja(Y, Y)jj2 

~j]an + 2a12 + a,jj 2 

- ~(]]anil'+ 4j]ai,]]2 + jja,jj 2 + 4(an,ai,) + 4(a,, a12) + 2(an, a,)) 

! (.\2 + 2jja12jj2 + (an,a,)), 
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logo, pela equação de Gauss K =c+ {nu, 0:22)- IIO'dl2, obtemos que 

Daí, aplicando a equação de Ricci, temos que 

a(e1, Aa;;e2)- o:(Aa;;el, ez) 
2 

- 2::: [(o:ii, O:zj)alJ.- {o:ii, O:Ij)O:jz] 

j=l 

((a;;, an) - (a;;, a,,)) <>12 

( -1)'+12ll<>12ll2
<>12 

(-1)1+12 (K-~-A') ""' 
para i= 1, 2. Analogamente pode-se provar que 

R ~[ ] (-K+o+A') ( ) 0:12 = 3 0:11 - 0:22 . 

(3.16) 

(3.17) 

Portanto, tomando 4> igual à função diferenciável 4K -{-,\
2 

em lvf, podemos concluir 

que f é ,P-pseudo-paralela de acordo com (3.11). Por último, como f não possui 

pontos umbílicos, pois, Rj_(p) -=f O, Vp EM. Então, segue-se que cjJ f K em todo 

ponto de 1\1. o 

O lema acima mostra que a recíproca do Lema 3.2.3 é veradeira. Assim, dentro 

da classe de superfícies imersas com a propriedade que os operadores de curvatu

ra normais sejam nunca nulos, obtemos que: uma superfície é $-pseudo-paralela 

se, e somente se, a superfície é À-isotrópica. Consequentemente temos o seguinte 

resultado de caracterização em codimensão dois: 

Corolário 3.2.7 Seja f: M 2-> Q'(c) uma imersão isométrica comR~(p) #0, VpE M. 

Então f é pseudo-paralela se, e somente se, f é supermínima. 
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Exemplo 3.2.8 Por um bem conhecido resultado de S.S. Chern, ver [15], sabe

mos que: "Toda imersão mínima de uma 2-esfera topológica 5 2 em 5 4 (1) é uma 

imersão supermínima". Portanto, temos que qualquer imersão mínima de uma 2-

esfera topológica 52 em 5 4 (1) com Rj_ =j:. O é pseudo-paralela para cP = 4K ~ >..
2

• Daí, 

podemos afirmar que: 

"Qualquer imersão mínima de uma 2-esfera topológica S 2 em S4 (c) com curvatura 

Gaussiana não constante é uma imersão rf>-pseudo-paralela própria". 

De fato, esta afirmação segue-se da classificação das imersões semi-paralelas de M 2 

em Q4 (c) que diz ou Rj__ =O ou f(M 2) é uma parte de uma superfície de Veronese 

(ver [34], [2]). Daí segue-se que, no caso da imersão semi-paralela ser mínima, a 

curvatura Gaussiana tem que ser constante. Mas, no caso da afirmação feita acima, 

a curvatura Gaussiana é não constante. Portanto, ternos que se existem imersões 

satisfazendo as hipóteses da afirmação elas terão que ser pseudo-paralelas e não 

semi-paralelas. 

Vejamos agora que existem imersões mínimas de S 2 em 5 4 (1) com curvatura 

Gaussianna não constante. De fato, a existência é garantida por uma construção 

geral de superfícies mínimas de esferas topológicas 52 em 8 4 (1) apresentada por 

Chern em [15], onde a construção é feita a partir de uma curva chamada ~'curva 

diretriZ'. Esta curva é "essencialmente" uma curva holomorfa racional da variedade 

l-dimensional complexa S 2 no espaço projetivo complexo 4-dimensionaUl'P4
, uma 

vez que a construção feita por Chern permite determinar explicitamente a curvatura 

Gaussiana de cada imersão mínima com Rl. =j:. O em 54 (1), a saber: 

("( !Vy', "i A ?')3 

K=l+ , 
("!, ?')3("1 A "'' A?", "f A"'' A -y'') 

onde K é a curvatura Gaussiana para uma imersão mínima obtida a partir de uma 

curva diretriz "' : 5 2 -+ (]} P4 dada, onde as " ' "denotam as derivadas respetivas, 

" - "denota o conjugado complexo e " ( , ) "denota um produto interno complexo. 

De acordo com isso, temos que a curvatura Gaussiana somente depende da curva di-
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retriz dada. Então é possível determinar numerosos exemplos de esferas topológicas 

S2 mínimas de curvatura Gaussiana não constante em 84 (1). Para mais detalhes 

ver [15]. Reciprocamente) Chern também mostrou em [15] que dada uma imersão 

mínima de uma esfera topológica em 84 (1) é possível determinar uma curva diretriz 

para a imersão. 

Em 1982) R. L. Bryant publicou um importante trabalho) onde introduziu o con

ceito de superfície supermínima em 84 (1)) que no nosso contexto quer dizer mínima 

+ isotrópica. Nesse trabalho ele apresentou outra técnica) diferente da de Chern, 

para construir superfícies mínimas em S4 (1)) onde agora o domínio pode ser qual

quer superfície de Riemman compacta. A forma de construir essas superfícies é como 

composição de uma curva complexa holomorfa horizontal de M 2 no espaço projetivo 

complexoa'P3 e a conhecida fibração twistor de Penrose dea'P3 sobre 84 (1)) (ver 

[8]). Como as imersões supermínimas são .À-isotrópicas) temos que estas imersões 

também são pseudo-paralelas. 

Observação 3.2.9 Do exemplo 3.2.8 acima podemos concluir que a hipótese da 

função t;p ser constante no corolário 3.2.5 não pode ser omitida. 

Exemplo 3.2.10 Seja T: JR2 --+ S5 (c) uma imersão isométrica definida por 

T(xly) = k (cosucosv:cosusinv, 1 cos2u,sinucosv,sinusinv, 1 sin2u) 

onde u = )Ix, v = .Jfy. Então, fazendo cálculos diretos, pode-se provar que T 

é um mergulho mínimo de um toro plano em S5 (c) com RJ. =I= O, e que também é 

.JI-isotrópico. Ou seja, T é uma superfície supermínima. Assim, pelo Lema 3.2.5, 

podemos concluir que T é (/)-pseudo-paralela para q) = -~ < O. 

A seguir enunciamos duas proposições obtidas por Sakamoto em [48] as quais são 

essenciais para provar o Teorema 1.0.3. 

Proposição 3.2.11 Seja f: M 2 --+ Q5 (c) uma imersão .\(=I- 0)-isotrópica constante 

e mínima de uma superfície Jvf2 conexa e completa. Se c $ O então tal imersão não 
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existe. Se c> O, então f(M 2 ) é uma superfície de Veronese em S4(c) totalmente 

geodésica em S 5(c) ou é um toro em S5(c) descrito no exemplo 3.2.10. 

Proposição 3.2.12 Seja f: M 2 -+ Q5 (c) uma imersão À(# 0)-isotrópica constante 

de uma superfície M2 conexa e completa. Se o conjunto {x E M2 : dimN}(x) = 

3} for não vazio, então f(M 2 ) é uma superfícies de Veronese em alguma S4 (C) 

totalmente umbz?ica em Q5 (c). 

Agora estamos em condições de provar o Teorema 1.0.3 apresentado na introdução 

deste trabalho e que voltamos a enunciar: 

Teorema 3.2.13 Seja f: M 2 -+ Q5 (c) uma imersão pseudo-paralela com ifJ cons

tante e M 2 conexa e completa. Então temos uma das seguintes possibilidades: 

i) f é uma imersão com fibrado normal plano e ifJ = K; 

ii) J(M2) é uma superfície de Veronese em alguma S4 (C) totalmente umMlica em 

Q'(c); 

iii) f(M 2 ) é um toro em S5 (c) dado no exemplo 3.2.10. 

Demonstração: Se a curvatura normal for zero em todo M 2 , temos a primeira 

possibilidade do teorema. Suponhamos agora que existe um ponto p E M 2 tal que 

R"(p) # O. Consideremos o conjunto aberto T = {x E M 2 : R"(x) # O} e seja 

C uma componente conexa de T tal que p E C. Então, como ifJ é constante por 

hipótese, essencialmente usando os mesmos cálculos usados por Asperti-Mercuri em 

[2] pag. 889 (cálculos análogos aos feitos em [2], serão efetuados na seção 3.5) temos 

que a curvatura Gaussiana K de kf2 é constante em C (o qual é evidente se H= 0). 

Assim, pelo Lema 3.2.3 temos que f é uma imersão ..\(# 0)-isotrópica constante 

em C. Suponhamos que existe um ponto q no bordo de C tal que R"(q) = O. 

Então pelo pseudo-paralelismo de f, temos que q é um ponto umbílico. Podemos 

considerar uma curva 7ligando os pontos 7(t0 ) = p e "!(ti) = q de tal forma que 

a imagem de "/ esteja em C a menos de q. Seja { e1 , e2} uma base ortonormal de 
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TqM tal que a(e1, e2) = O. Fazendo o transporte paralelo P dos vetores desta 

base ao longo de 7, temos que IIRj_('y(t))[a(Pe1, Pei)]jj = jjRj_('y(t))[a(Pe,, Pez)]jj 

= jjRj_(7(t))[a(Pe1, Pe,)]jj = 2(K -<t)l é constante e não-nula para todo tE [t0 , tl[. 

Logo, por continuidade, temos uma contradição com R 1-(-y(ti)) = Rl.(q) =O. Isto 

prova que C é fechado, daí por conexidade, temos que M = C. Portanto, f é uma 

imersão .\-isotrópica constante com Rl. nunca nulo na variedade completa e conexa 

M. Se o conjunto {x E M2 : dimN}(x) = 3} for vazio, então para todo x E 

M, temos que dimN}(x) = 2 e consequentemente {a:-11 - a 22 ,a12 } é linearmente 

independente para qualquer base ortonormal. Logo, de (3.13) podemos concluir 

que f é mínima e, aplicando a Proposição 3.2.11, temos a segunda possibilidade do 

teorema ou que f(M2) é uma superfície de Veronese em S4 (c) totalmente geodésica 

em S5 (c) (isto é a terceira possibilidade do teorema onde ê =c> 0). Por último, se 

o conjunto {x E M 2 : dimN}(x) = 3} for não vazio, então pela Proposição 3.2.11, 

temos a terceira parte do teorema. Isto prova o teorema. O 

3-3 Hipersuperfícies pseudo-paralelas 

Seja f : Mn -+ Qn+l(c) uma hipersuperfície de uma forma espacial, escolhamos 

um vetor normal unitário Ç e uma base ortonormal {e1 , ... ,en} do espaço tangente 

de lv.I que diagonalize o operador de Weingarten A(. Para cada i = 1, ... , n seja 

,\i := (A(ei, ei) uma curvatura principal de f na direção Ç. Então, da equação de 

Gauss: 

R(e,,e;) = (c+À,À;)e,Ae;, 

obtemos que, para i i' j i' k i' i: 

[R( e,, e2 ) • RJ(e,, e,, e,)= (c+ À,.\;)(À;- Ài)À,e;, 

[e, i\ e;· R](e,, e,, e,)= (.À;- .>.,).>.,e;, 

[R( e,, e;)· a]( e,, e;)= (c+.>.,.>.;)(.\;- .\,)Ç, 

[e, i\ e; · a] (e,, e;) = (.À; - .>.,)Ç. 
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Então vale o seguinte resultado: 

Proposição 3.3.1 Seja f: Mn--+ Qn+1(c) uma imersão isométrica. 

1) Se M é pseudo-simétrica, então 

(À;À; +c-~)(,\;- À;)Àk =o. (3.18) 

Em particular, f possuí no máximo três curvaturas principais e, se possui 

exatamente três, uma delas tem que ser zero e rP = c. 

2) Se f é pseudo-paralela, então 

(À;À; +c- ~)(À;- À;)= O. (3.19) 

Em particular, f possui no máximo duas curvaturas principais e, se possui 

exatamente duas, seu produto é (ifJ- c). 

3) SeM é pseudo-simétrica e rP i- c, então f é pseudo-paralela. 

As condições (3.18) e (3.19) da Propocição 3.3.1 acima são também suficientes, 

para pseudo-simetria e pseudo-paralelismo respectivamente, a menos de diferencia

bilidade da função r/J. Por exemplo, suponhamos que Aç possui, em cada ponto 

x E M, no máximo dois auto-valores distintos À(x) e !'(x). Definamos ~(x) = 

c+ >.(x)JJ(X). Então ifJ é uma função continua que é diferenciável fora da fronteira 

do conjunto U = {p EM: À(p) = J.!(p)} de pontos umbilílicos. Se~ é diferenciável 

em M, então a imersão f é pseudo-paralela. 

Observe que para n = 2, a função ifJ é a curvatura Gaussiana, a qual é diferenciáveL 

Portanto, toda superfície em Q3 (c) é pseudo-paralela como tínhamos observado na 

seção anterior. 

Exemplo 3.3.2 Consideremos JR5 como o espaço das matrizes de ordem 3 x 3 

com entradas reais e de traço zero. Então as órbitas regulares da ação de S0(3) 

sobre JR5 por conjugação, são as hipersuperfícies isoparamétricas de S 4 (c) com três 
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curvaturas principais distintas, portanto chamadas hipersuperfícies de Cartan, ver 

[31]. Nesta família existe uma hipersuperfície f : M3 ---1- S4 (c) que é mínima e 

possui uma curvatura principal zero. Segue-se do item (1) da Proposição 3.3.1 

que M 3 é uma variedade pseudo-simétrica própria (não semi-simétrica) com fjJ = 

c. Consequentemente do item (2) da Proposição 3.3.1, podemos concluir que esta 

hipersuperfície de Cartan f : M3 ---1- S4 (c) não pode ser uma imersão pseudo

paralela. 

O exemplo acima mostra que o conceito de pseudo-simetria não implica pseudo

paralelismo, em geraL Mas, no caso Euclidiano, temos o seguinte resultado: 

Corolário 3.3.3 Se n ;?: 3 e f ; Mn ---1- JRn+l é uma imersão isométrica, então M é 

uma variedade pseudo-simétrica própria se e somente se f possui exatamente duas 

curvaturas principais distintas de zero, ou ainda se e somente se f é uma imersão 

pseudo-paralela própria. 

Seja f: Mn ---1- Qn+l(c) uma hipersuperfície e seja U Ç Mo conjunto dos pontos 

umbílicos de f. Lembramos que f é quase-umMlica se f possui uma curvatura prin

cipal de multiplicidade no mínimo (n -1). Hipersuperfícies quase-umbílicas são con

formemente planas e se n ;?: 4, conformemente plana é equivalente a quase-umbílica. 

As hipersuperfícies quase-umbílicas compactas são completamente descritas em [10], 

para n ;?: 3. Também lembramos que f é uma ciclide de Dupin se f possui exata

mente duas curvaturas principais, cada uma constante na direção do correspondente 

auto-espaço. Tais hipersuperfícies têm sido bastante estudadas, por exemplo ver [46] 

e as referências que ai aparecem. Em termos destas classes de hipersuperfícies, obte

mos a seguinte caracterização das hipersuperfícies pseudo-paralelas. 

Teorema 3.3.4 Seja f : Mn ---1- Qn+l(c) uma hipersuperfície. Então f é pseudo

paralela se, e somente se, f é ou quase-umbz1ica ou uma ciclide de Dupin. 
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Demonstração: Consideremos as componentes conexas de M \ U. Estas compo

nentes são abertas e pela Proposição 2.2 de [47] as curvaturas principais têm multi

plicidade constante em cada uma das componentes. Daí, pelo pseudo-paralelimos de 

f segue-se que cada componente conexa possui uma curvatura principal de multipli

cidade constante n - 1 ou duas curvaturas principais de multiplicidades constantes 

não simples. Se a componente conexa verifica a primeira possibilidade, temos que é 

quase-umbílica e se verifica a segunda, sabemos pela Proposição 2.3 de [47] que cada 

curvatura principal é constante na direção do correspondente auto-espaço, portanto, 

a componente conexa nesta possibilidade é uma ciclide de Dupin. Se supomos que 

todas as componentes conexas de M \ U são quase-umbílicas teremos que f é quase

umbílica em M. Agora se supomos que existe uma componente conexa C, que não é 

quase-umbílica. Então C é uma ciclide de Dupin. Suponhamos que C # jv.J e seja Po 

um ponto do bordo de C. Então p0 E U. Por um resultado de Pinkall (ver Teorema 

3 de [46]) sabemos que existe uma transformação conforme A do espaço ambiente 

que leva C sobre a parte aberta de uma ciclide de Dupin compacta M. Como existe 

uma seqüência (Pk)k em f(C) convergindo para p0 por continuidade, temos que a 

seqüência (A(f(pk)))k de pontos de M converge para A(f(p0)). Consequentemente 

pela compacidade de M, obtemos que A(f(p0 )) E M. Por outro lado, a ciclide 

de Dupin M pode ter singularidades mas nunca A(f(p0 )) pode ser uma delas pois 

um tal ponto é um ponto regular de A(f(M)). Portanto, como as transformações 

conformes preservam pontos umbílicos, temos que A(f(p0 )) é um ponto umbílico de 

M, o qual é um absurdo. Portanto, C= M. 

A recíproca segue da proposição 3.3.1. D 

Exemplo 3.3.5 Consideremos o cone sobre o toro de Clifford T 2 C S3 (1). Esta 

é uma hipersuperície f : IR+ x T 2 --7 IR4 , que é mínima e possui três curvaturas 

principais constantes e distintas, uma delas é O e as outras são ±À # O. Portanto, 

f é urna hipersuperfície semi-simétrica que não é semi-paralela, em particular não 

é pseudo-paralela. Além disso, f é uma hipersuperfície conformemente plana que 

não é pseudo-umbílica, um fenômeno que ocorre somente em dimensão 3. Por este 
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motivo a condição (1) da proposição 3.3.1 em geral não implica pseudo-paralelismo 

quando n = 3. 

Lembremos a definição de produto torcido: Sejam (Mi) (, )1 ) e (M;-m, (, )2) duas 

variedades Riemannianas de dimensões m e n - m, respectivamente, e h : M1 ...._..,. IR 

uma função diferenciável tal que h (x) > O, para todo x E M1. O produto torcido 

M1 xh 1112 é a variedade Riemanniana produto M1 x M2 munida da métrica (,) 

definida por 

para todo X, Y E T(p,q)M1 x M2, onde 7ri : M1 x j\12 ...._..,. Afi é a projeção natural para 

i= 1,2. 

Com esta definição temos o seguinte corolário: 

Corolário 3.3.6 Seja Mn = B 1 xh pn-l(C), n ~ 4, um produto torcido de uma 

variedade l-dimensional B 1 e uma variedade (n- 1)-dimensional pn-1 (ê) com cur

vatura seccional constante C. Se f: Mn ~ Qn+l(c) é qualquer imersão isométrica, 

então f é pseudo-paralela. 

Demonstração: Segue-se facilmente do fato que uma métrica produto do tipo 

B 1 xh pn-1 (C), n ~ 4, é um producto torcido conformemente plano. o 

Exemplo 3.3. 7 Segundo M. do Carmo e Dajczer, toda hipersuperfície de rotação 

de Qn+l(c) é localmente um produto torcido I xh lvfn-l (O) de um intervalo aberto 

I por um espaço de curvatura constante Mn-l (O) e com função de torção h, onde 

o pode ser 1, O ou -1 dependendo do sinal de c (ver [9] pag. 693). Além disso, pela 

Proposição 3.2 de [9], as curvaturas principais de uma hipersuperfície de rotação 

f: I xh Mn-l (o) -t Qn+l(c) são 

)o- ch'- h
2 

À=- h e 
h +ch 

i" - ---;=~~= 

- )o-ch'- i.'' 
(3.20) 
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onde À possui multiplicidade pelo menos igual a n - 1. Portanto, da Proposição 

3.3.1 segue-se que toda hipersuperfície de rotação é pseudo-paralela. Além disso, 

claramente de (3.20), temos o seguinte resultado: 

Proposição 3.3.8 As hipersuperfícies de rotação f : I xh M"-1 (6) ...; Q"+1 (c) 

que são pseudo-paralelas próprias, são aquelas cuja função de torção possui segunda 

derivada h# O. Neste caso, uma função que verifica a condição de pseudo-paralelismo 

é<P=-g. 

Pergunta 3.3.9 Existem hipersuperjícies conformemente planas e pseudo-paralela 

próprias que não sejam hipersuperjícies de rotação? 

A resposta da pergunta acima é afirmativa, pois do Carmo-Dacjzer-Mercuri em 

[10] construiram exemplos explícitos de hipersuperfícies compactas conformemente 

Euclidianas mergulhadas no JRn+l que não são hipersuperfícies de rotação. 
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3.4 Imersões pseudo-paralelas em codimensão dois 

Ulo Lumiste em [35], obteve uma classificação das imersões semi-paralela em 

espaços Euclidianos com Rl- =O. Em particular, Lumiste obteve uma classificação 

para as imersões semi-paralelas em codimensão dois, pois, em codimensão dois, todas 

as imersões semi-paralelas em espaços Euclidianos possuem Rl- =O. Portanto, nesta 

seção é natural estudar as imersões pseudo-paralelas com n ;::: 3 (pois, na seção 3.2 

estudamos o caso de superfícies) e fibrado normal plano. O primeiro resultado que 

apresentamos a seguir exibe explicitamente a forma dos operadores de Weingarten 

de uma imersão pseudo-paralela em codimensão dois com Rl. = 0: 

Proposição 3.4.1 Seja f : Mn --+ Qn+2(c) uma imersão cf-pseudo-paralela com 

R~= O. Então para cada p EM e cada base ortonormal {en+1,en+2} de vp(f), 

existe uma base ortonormal ;3 de Tj)\1!, tal que os operadores de Weingarten Aen+l 

e Ae,+2 , na base /3, são representados pelas seguintes matrizes diagonais: 

(i) An+l =diag[ÀI,··~ ÀI,Àz, .. ~ Àz,Às, .. , Às] e An+z=diag[,u1, .. , J..LI,J-Lz, .. , f.J.z,JJs, .. , /Js], 
onde Ài e f-Li tem as mesmas multiplicidades para i = 1, 2, 3. Além disso, 
À = (M-.uiH.P(p)-c) e u = (A1 -À2 )(.P(p)-c) com À 11. -À 11 -1- O e m(p) = 

3 Àlf.'-2 À2/J.l ,...s À!.U2 À2f.1.l ' lr--2 2,_..1 T ' "~' 

À1À2 + f.L1J.L2 +c; ou 

(ii) An+l = diag [.\1, ... , .\1, .\,, ... , .\,] e A,+, = diag [11-1, ... , 11-1,11-2, .. , 11-2], onde À; 

e J-.ii tem as mesmas multiplicidades para i = 1, 2, e (À 1 , J11 ) # (.\z, J-Lz), e 

</J(p) = .\,.\, + 1'11'2 +c; ou 

(iii) An+1 = diag[.\, ... , .\] e An+2 = diag[l', ... , 11]. Neste caso, p é um ponto total

mente umbz1ico de f e <f;(p) é qualquer. 

Demonstração: Sejam p E Me {en+l, en+z} uma base ortonormal de vp(f). Co

mo Rl.(p) =O, existe uma base ortonormal j3 = {e11 ... 1 en} de TpM, tal que os 

operadores de Weingarten Ae,+l, Ae,+2 , são diagonalizados simultaneamente pela 

base (3. Assim, temos as seguintes matrizes diagonais An+l = diag[À1, ... , Àn] e 

An+Z = diag[JL1, ... , J.ln], respectivamente, onde Ài ·- (ai, en+l) e /Ji := (ai, en+2), 
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com ai := a(ei, ei). Por outro lado, como f é pseudo-paralela e Rl.(p) = O, então 

segue-se do Lema 3.1.9 que 

(3.21) 

Suponhamos que existam quatro índices i 1 ,i2,i3 ,i4 E {1, ... ,n}, tais que a:i1, 

O"i 2 , ai3 , O!i4 sejam dois a dois distintos. Então sempre é possível escolhermos, a 

menos de reordenamento, O:i1 ,a:i2 ,ai3 não nulos em vp(f). Se rf(p) =c, segue-se 

de (3.21) que a;, = O, o qual é um absurdo. Se <jJ(p) of c, segue-se de (3.21) que 

O:i4 também é não nulo, pois, se O:i4 = O, então de (3.21) segue-se que rjJ = c o 

qual é um absurdo. Também de (3.21), segue-se que proj;. (aiJ = proj;. (ai
3

) = 
'1 'l 

proj;. (ai4 ) e proj;. (ai1 ) = proj;. (ah) = proj;. (a:i4 ). Daí, obtemos que ai
3 11 '2 '2 '2 

e ai4 pertencem à intersecção das retas T1 = {tai2 + (1- t)proj;,
1 

(a:i2)}te.lR e 

T2 = {tai1 + (1- t)proj;. (aiJ}teJR· Como ai3 =/:. O"i4 , então T 1 = T2, o qual é um ,, 
absurdo também. Portanto, concluimos que existem no máximo três ai 's distintos 

a menos de multiplicidade, tais que verificam (3.21). Sejam agora três vetores nor

mais distintos a menos de multiplicidades, a saber: ai1 := (>,i11 p;J, ai2 := (Ài2 , f..liJ 

e ai3 := (Ài 3 ,J.Li3 ). Então segue-se de (3.21) que podemos tomar a menos de reorde

namento O:i1 e ai2 linearmente independentes e neste caso: 

ai = ((";,-";,)(<b(p)-c)' (>;,->,,)(<b(p)-c))' 
3 À;tl.l•z ;..,2t-'•1 Ã,ll.l•z Ã,zl.l•I 

ou seja, ai3 é o ortocentro do triângulo formado pelos vertices O"i1 , ai2 e a origem 

de vp(f). Neste caso cf;(p) = Ài1 Ài2 + J..li 1 J.Liz +c. Segue-se claramente que a mul

tiplicidades de Àia é igual à de J.lia.• para a = 1, 2, 3. Finalmente fazendo um re

ordenamentos da base j3 se for necessário, temos provado a parte (i) do teorema. 

Vejamos agora o caso de se existirem exatamente dois ai 's distintos a menos de mul

tiplicidade, digamos ai1 := (Ài 11 J.Li 1 ) e ai2 := (>.iz,J.li2 ). Então segue-se.de (3.21) que 

cj;(p) = .\1 Ài2 + J.li 1 J.li 2 +c, e a menos de reordenamento da base j3 se for necessário os 

operadores de Weingarten de f tem a forma dada em (ii). Agora no caso que exista 

somente um o:i, claramente obteremos (i), ou seja, o ponto pé um ponto totalmente 

umbílico de f. o 
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Agora provaremos o Teorema 1.0.5 dado na introdução o qual voltamos a enunciar: 

Teorema 3.4.2 Seja f: Mn--+Qn+2(c) uma imersão pseudo-paralela. Se <P(p) 2: c 

ou H(p) #O, então Rj_(p) =O. Em particular, se c= O e cj;(p) 2: O, então M possui 

curvatura seccional não-negativa em p. 

Demonstração: 

Se H(p) =0 e <P(p) 2: c, então pelo Teorema 1.0.1, temos que pé um ponto totalmente 

geodésico e consequentemente Rj_(p) = O. Agora se H(p) # O, então pela Lema 

3.1.10, temos que o nucleo do operador antisimétrico Rl.(X, Y) : vp(f) --t vp(f) é 

não trivial para cada par X, Y E TpM. Como a dimensão de vp(f) é dois, segue-se 

que Rj_(X, Y) =O, para todo X, Y E TpM, ou seja Rj_(p) =O. 

Agora usando a forma dos operadores de \Veingarten obtida no Teorema 3.4.1 

para um ponto p, onde Rl.(p) = O, segue-se facilmente K 2: O no ponto p, quando 

cj;(p) 2: o. o 

Observação 3.4.3 O Teorema 3.4.2 também vale para n = 2 e neste caso, a 

hipótese que <P 2: c quando f é mínima, não pode ser tirada do teorema: pois toda 

superfície de Veronese f: Jvf2 --+ S4 (c) é mínima, pseudo-paralela com cjJ =O< c e 

possui R" # O, ver [2]. 

O Teorema 3.2 de [6] diz o seguinte: Se f : Mn --t JRn+Z é uma imersão isométrica 

de uma variedade Riemanniana compacta e simplesmente conexa com curvatura 

seccional não negativa, então ou f é um produto de dois mergulhos convexos ou M 

é homeomorfo a uma esfera. Juntando este resultado com o Teorema 3.4.2, fica fácil 

provar o: 

Corolário 3.4.4 Seja f : Mn --+ JRn+ 2 uma imersão pseudo-paralela com cjJ 2: O e 

n 2: 4. Se M é simplesmente conexo e compacto, então ou f é um producto de dois 

mergulhos convexos ou M é homeomorfo a uma n-esfera. Em particular, se ,P > O 

em algum ponto, então M é homeomorfo a uma n-esfera. 
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Observação 3.4.5 Toda hipersuperfície pseudo-paralela de uma variedade de di

mensão n numa esfera sn+1(c) pode ser considerada como uma imersão pseudo

paralela de codimensão dois em JRn+2. Mas em geral, a composição de imersões 

pseudo-paralelas não é pseudo-paralela! Para ver este fato, basta por exemplo con

siderar qualquer imersão isométrica f : IRn -+ mn+2 que seja composição de duas 

imersÕeS cilíndricaS h : JRn -t JRn+l e h : JRn+l --+ JRn+2 tal que j := h O !1 tenha 

Rl. i=- O e H(p) i=- O. Então uma tal imersão não pode ser pseudo-paralela apesar de 

cada imersão fi ser pseudo-paralela, pois, entraria em contradição com 3.4.2. 

3.5 Imersões pseudo-paralelas em codimensãoalta 

Nesta seção estudaremos as imersões pseudo-paralelas de variedades Riemanni

anas de dimensão n 2: 3 em codimensão alta e com certas condições de regularidade 

sobre o primeiro espaço normal. Seja f: Jvfn--+ QN(c) pseudo-paralela. Lembremos 

que o primeiro espaço normal de f em p E 1\1 é 

Ni (f) = ger { cr (X, Y) : X, Y E TpM}. 

A dimensão máxima de N~ (f) é n(n
2
+1l. Seja { e1 , .•. , en} um referencial local ortonor

mal tangente. Então a condição de pseudo-paralelismo (3.3), pode ser reescrita 

n 

Rb (akt) = L (~jkmO.m[ + Rij/mCtkm) (3.22) 

'r/i, j, k, l = 1, ... , n, onde 

Ao longo desta seção vamos supor que o primeiro espaço normal N} de f verifica 

uma das seguintes condições de regularidade: 

!. dimN}(p) = n(n,+ll, 1/p EM OU 

47 



2. dimN}(p) = "1",+'1 -1, 'lp EM. 

Então N} = UpEMN}(p) é um subfibrado do fibrado normal de f e a codimensão 
N - n 2:: nCn2+3l - L 

Começamos estudando a classe de imersões pseudo-paralelas que verificam a pri

meira condição, dada acima, sobre o primeiro espaço normaL Um primeiro resultado 

obtido é aquele que foi enunciado como Teorema 1.0.7 na introdução deste trabalho: 

Teorema 3.5.1 Seja f: Mn--+ QN(c) uma imersão pseudo-paralela. Suponhamos 

que dim N} (p) = n(n
2
+1l em cada ponto p de M. Então vale o seguinte: 

(i) M possui curvatura seccional constante K > cf; 

(ii) ,.V = 4K- 31;- c é uma função positiva e f é uma imersão À-isotrópica com 

IIHII2 = '(nn+l) K- (n~') ql- C > O. 

e f é também pseudo-umbüica; 

(iii) Para qualquer referencial local ortonormal tangente { eb ... , enh o conjunto 

.8 = { llf;ll,llll, ll<>n ""li, ... , ll<>in-l)(n-l)-""" 11, ...!:!.ll...ll" 11, .•• , ll<>(n-1)" li } é um referencial local 
P <>n <>zz C>(,.-ll(n-1) "'"" 0 12 C>(,.-1)" 

ortonormal de N} e o operador de curvatura normal Ri} é dado por 

Rb [a;;]= -Rt [<>;;] = 2 (<f;- K) a,1, 

onde i, j, k são distintos, l é qualquer e i < j. 

Em particular, seM é compacta e cP 2: O, então jjHjj2 = :2(n:l) K -c e N -n = n(n2+l). 

Além disso, f imerge M como uma variedade de Veronese em alguma hipersuperfície 
n(n+3) 

totalmente umb>tica de Q-,-(c). 

Demonstração: Suponhamos que f: Mn--+ QN(c) é uma imersão pseudo-paralela 

com o primeiro espaço normal de dimensão máxima em qualquer ponto. Seja 
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{e1 , ... ,en} um referencial local ortonormal tangente qualquer. Aplicando a equação 

de fucei 
n 

Rb (O!kt) = L ( (O!mj1 O!kt) O!im- (aim, O!kt) O!mj) 

em (3.22), obtemos 
n 

o = L ( (O!im, akl) O!mj - (O!mjJ O!kt) Oim + ~jkmO!ml + RjtmO:km) (3.23) 
m=l 

+ r/J(p) (Oikajt + OitO!Jk- Oikau- OJtO!ik). 

para todo i,j, k 1 l. (3.23) pode ser reescrita de cinco formas distintas dependendo 

dos sub-índices i, j, k, l, a saber: 

L Se i,j, k,l são distintos, então temos que: 

O = (akl, aiJ) (aii- C<jj) + (akt, Ctjj- aii) O!ij 

+ ( (<>k,, <>;,) - R;jki) <>ii + ( (<>kl, <>;k) - R;;li) C>ik 

- ( (<>k,, "") - R;;;k) "''- ((a,,, a,k) -R;; ]I) "ik + Il;1kl (akk - au) 

- L f4jkmO!mt - L RijlmÜ!km 

m;j;i,j,l,k mf;i,j,l,k 

+ L (ak/1 O!mJ) aim- L (ak/1 Ctim) O!mj· 

m:;é~,j,l,k m]";i,j,l,k 

2. Se i -=J j -=J k = l -=J i, então temos que: 

O = (akk 1 aij) (aii- O:jj) + (O!kk, O:jj- o:ii) aij 

+ ( (<>kk, <>;k) - 2R;;ki) "ik- ( (<>kk, a,k) - 2R;;;k) <>;k 

-2 2:::: ~jkmakm + L (akk, O:mj) O!im- L (akk, O:·im) O'mj· 
m:;éi,j,k m:;éi,j,k m-1-i,j,k 

3. Se i I j = k ll I i, então temos que: 

O = (ajl, Oij)(aii- CtjJ) + ~jil(ajj- au) 

+ [(aj/, ajj- O!ii)- ~jti] O:iJ + (llaJtll2
- Kij + r/J) ail- (aj/1 ail)o:jl 

- L ~jjmCtml- L [(aj/, aim) + ~jlm] O:jm + L (aj/, amj)O!im· 
m;of-i,j,l m:;éi,j,l m=/'i,j,l 
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4. Se i= k =j:. j = l, então temos que: 

o = (11<>•;11'-K,;+.P)(au-<>;;)+(a,;,<>;;-<>u)a,; 

-L ((<>ij,<>im) +R.;im) <>mj + L ((a,;,<>m;)- R,jlm) <>im· 
m;l;i,j 

5. Se i =F j = k = l, então temos que: 

O = (a.ii' a.ii) (a.ii- a.ii) + [(a.ii' a.ii- a.tz)- 2Kii + 24>] a.ii 

-2: ((O:jj,O:im)+2~jjm)a.jm+ L (O:jj,O.mj}O:im· 

m'f'i,j m::f:i,j 

Aqui Kii = Riiii· Agora em cada uma das cinco combinações lineares obtidas acima, 

usamos a equação de Gauss e o fato que o conjunto 

(3.24) 

é linearmente independente, para obter as seguintes igualdades: 

(2) ll<>ull' = 4K,,- 3.P- c, (a.,, a;;)= 2K12 - .p- c, 

(3.25) 

(6) li<>•; li'= K,,- q), 

(7) lia.,- <>;;li'= 4 (K12- <jJ), 

para todo i,j, k distintos e I qualquer. De (3.25)(1), segue-se que (R (X, Y) Z, X)= 

O, para todo X, Y, Z ortonormais de TpM. Então pelo Lema 1.9 de [17L temos que 

todas as curvaturas seccionais de M em p são as mesmas. Daí, o Lema de Schur 
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implica que a curvatura seccional de M é a constante K. Além disso, cP < K por 

(3.25)(6), portanto (i) esta provado. De (3.25)(2) e (5) segue-se que 

llo(X,X)II' = 4K- 3</>- c=>.'> o, 

para cada vetor unitário X em TpM, e portanto f é ,.\-isotrópica. A segunda parte 

de (ii) é exatamente a equação (3.25)(3) e, além disso, segue-se de (3.25)(4) e (2) 

que f é pseudo-umbílica, pois 

(o(X,Y),H) = (X,Y)(ou,H) = (X,Y)IIHII' 

para todo X, Y em T,M. Por outro lado, como H(p) f< O, para todo p E M 

segue-se de (3.25) que {H} U ~ é um referencial local ortogonal de Nj que é um 

subfibrado de TJ. M, e portanto, normalizando este referencial, obtemos que (3 é um 

referencial local ortonormal do primeiro espaço normal de f. Para concluir a prova 

de (iii), basta usarmos (3.25)(1) em (3.22), pois desta forma obtemos a expressão 

dos operadores de curvatura normais Rb. 
Agora completamos o conjunto ordenado { e1, ... , en} U j3 a um referencial local 

I { } d t d f d H(p) "1"-''" ortonorma e1, ... , eN a ap a o a , on e en+I = IIH(p)ll, ... , €n(~+3l = llo(,.-!Jnll: e 

consideramos a função g := lloll'- niiHII' = (n -l)(n+ 2)(K- </>). Então, usando 

as mesmas notações dadas na demonstração do Teorema 3.1.11 junto com o fato que 

f é pseudo-urnbílica, ternos que 

~L, (g) ~L. (llodl')- ~L. (IIHII') 

n IIHII 6 (IIHIIJ + nc (llall'- n IIHII') 

- 2:)traço(AuoA,))
2

- 2)1[Au,Ac]ll
2 (3.26) 

c, r 

+L H 7 traço (Au o A, o Au) + 11'7oll
2 

C,T 

-n IIHII"" (IIHIIJ- n Jld IIHIIII', 
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além disso, 

llvodl' 
i,j,k u>~+l i,j,k 

ii=j 
i,k 

- L L (h'[;k)
2 +L (h;Jt1

)
2 + n lld IIHIIII' · (3.27) 

i . k u !!J · u>n+l 
'"' 

i,j,k 
ii=j 

Usando o referencial escolhido junto com as igualdades obtidas em (3.25), podemos 

facilmente calcular os operadores de Weingarten de f, os quais são dados por: 

' A(i,iJ - (K- <f;)' (E11 - E,,), i= 2, ... , n; 

' AliJJ (K- <f;)' (E,;+ E;,), 1 :Si< j :S n; 

o, (n+2)(n+l) < 
0 

< N 
2 - - ' 

onde (i,j) = min{i,j} +~li- Jl (2n + 1- li- Jl) +n e E,;= (ak1) com akl = JkiJ;1. 

Daí, seguem as seguintes igualdades: 

n'IIHII' + 2(n- I)(n + 2)(K- </;) 2
, (3.28) 

2n(n + 2)(n -l)(K- </;) 2
, (3.29) 

U,T 

L Wtraço(A, o Ar o A,) - n'IIHII 4 + n(n- 1)(n + 2)(K- </J)IIHII 2 (3.30) 

Substituindo (3.27)-(3.30) em (3.26), obtemos que 

~LI(g) = n(n- 1)(n + 2)(K- <f;)<f; +L L (h'[;k)2 + L(h~;t 1 ) 2 (3.31) 
i,j,k u>~+l i,j,k 

#i 

Agora se <f; 2: O em M, então de (3.31), temos que Ll(g) 2: O, (pois, K ><f;). Mas, se 

JV! é uma variedade compacta, segue-se do lema de Hopf que .6.(g) =O. Portanto, 

nesta situação, obtemos de (3.31) que 
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logo IIHII' = 'in:l) K- c é constante o que implica que lldiiHIIII' =O. Daí, segne-se 

que 'i7a: = O, ou seja, f é paralela. Consequentemente o primeiro espaço normal 

é um subfibrado paralelo, e portanto, podemos reduzir codimensão para n(n
2
+1l. 

Finalmente, segue-se do paralelismo da segunda forma fundamental e das igualdades 

obtidas em (3.25) que o vetor curvatura média é paralelo. Com efeito, para provar 

que \lfi::H =O, para todo X vetor tangente, basta provar que v;-_aii =O, para todo 
' 

z, J. Assim, pelo paralelismo, temos que 

n(n+3) 

n ' 
2a ('V ,i e,, ek) = 2 L L ('V ,,e,, ek) (a;k, e,) e,, 

k=l u=n+l 

daí, V'~a:ii =O, se e somente se, (\leJei,ek) (Ctjk,eo-) =O, para todo k e CT. Esta 

última condisão segue diretamente de (3.25). Assim, o paralelismo do vetor cur

vatura média combinado com o fato de f ser pseudo-umbílica, implica que .M é 
imersa por f em alguma hipersuperfície totalmente umbílica de Qn(n2+3l (c) como 

uma variedade de Veronese. D 

Não é claro que, se tirarmos as condições de compacidade e de não negatividade 

da função de pseudo-paralelismo do Teorema 3.5.1 tenhamos obrigatoriamente uma 

resposta positiva para a seguinte questão: 

Toda imersão pseudo-paralela com primeiro normal de dimensão máxima em todo 

ponto, tem sempre sua função de pseudo-paralelismo constante? 

O seguinte resultado abaixo proporciona uma resposta positiva para a questão 

feita acima no caso de n = 3, pois não possui qualquer condição topológica global 

sobre as variedades envolvidas e sobre a função de pseudo-paralelismo. 

Teorema 3.5.2 Seja f : M 3 --+ Q9(C) uma imersão cP-pseudo-paralela. Se o 

primeiro espaço normal de f for de dimensão 6 em cada ponto de M 3 , então <f; 

é constante. 

Demonstração: Para provar que cp é constante utilizaremos o método do referência! 

móvel. Seja {e1 ,e2 ,e3} um referêcial ortonormal tangente localmente diferenciáveL 
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Queremos provar que a função ip := 3K- 21>- C é constante. De fato, se provamos 

que i.p é constante, teremos que 1> será constante, pois, pelo Teorema 3.5.1 sabemos 

que a curvatura seccional K é constante. Assim, começamos a mostrar o querido, 

usando o fato que IP >O e que k := (K -1>) 1
/
2 #O, para definir os seguintes campos 

normais: 

(3.32) 

Consequentemente { e1, e2, e3 , e4, ... , eg} será um referencial móvel ortonormal local 

adaptado a f. Sejam {wA}, {wA,s}, A, B = 1, ... , 9, respectivamente o referência! 

dual e as formas de conexão de {eA}· Como é usual faremos a seguinte convenção 

sobre os índices 

1 _:; i, j _:; 3, 4::::; a,T _:; 5, 1::; A, E$ 9. 

Como u-'u = O ao longo de JV[, temos que u-'iu = I:J=l (aij, e,.) w3 , e portanto, pela 

escolha dos eA's e as igualdades de (3.25), temos que: 

w 1 5 = kw1, 
' 

W1,6 = kw2, 
w1 7 = kws, 

' 
w1,8 =O, 

Wi,9 = 0, 

W2 5 = -kw2, 
' 

w2,6 = kw1, 
W2,1 = Ü, 

Wz,s = kws, 

w2,9 =O, 

(,-k') ws,4 = fo ws, 

ws,5 =O, 
Ws,6 =O, 
Ws.7 = kw1, 
ws,s = kw2, 

kv5? 
ws,9 = fo ws. 

As equações de estrutura são dadas por: 

dwA = L:swA,B 1\ws, 
dw1,2 = -Kw1 Awz, 
dw1,s = -Kw1 Aws 1 

dw2 s = -Kwz Aws, 
' 

dwA,.="swA,.Aws,.. ' L.., , , 
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Agora fazemos: 

(3.35) 

Queremos provar que a = b = c = O. Para isto calculamos dwi,q usando (3.33) e 

(3.35). Para (i, O")= (1, 4) temos que: 

e 

dw;,4 = d ( J\'lwi) = ( J\'la1,,- 2 ~) w1 A w, 

+ ( J\'lol,3 - 2 ~) w1 A W3 + J\'l (b1,3 - c1,2) w2 A w3 

9 

dwl,4 =L: WI,B 1\ WB,4 = ( ..foal,2 - kb4,5 + ka4,6) WI À Wz 
B=l 

+ ( ( cp .:;,;
2

) a1,s- kc4,5 + ka4,7) w1 1\ Wg 

+ ( ( 'P .:;,:') b1,3- J\'lci,2- kc,,s + kb,,,) w, Aw,. 

Destas duas igualdades junto com cálculos análogos para os outros pares de índices, 

obtemos um sistema linear não homogêneo de 54 equações: 

a4,6- b4,5 b (3.36) - 2.,fiilk' 

-..k...als + a4 1- c4 5 ' (3.37) 
.,fiiJ ' ' ' - 2.,fiilk) 

_.J;_b1s + b47- c45 vf<P ' ' , o, (3.38) 

-a45- b45 " (3.39) ' , 2.j<Pk) 

k 
--a23 + a4s- C45 v0' ' , , o, (3.40) 

- fob2,3 + b4,8 + C4,5 --'- (3.41) 2vf<Pk ' 

_.J;_az s + a4 s +..!...bis - b4 1 
.jíP ' ' .jii5 ' ' 

o, (3.42) 

~ k -'-a (3.43) vf<P a4,9 + ..fíPCt,s- c4,1 2fo<.p , 

~ k 
vf<P b4,9 + vf<Pcz,s - c4,s 2}p<.pb, (3.44) 
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-2al,2 + as,s + 1b4,s 

-a1 a + .fiP c, s + a- , , k , "• 

-bl,3 + bs,? + 2c1,2- cs,s o, 

- 2b1,2 + 1 b4,6 + bs,a 

-az,a +as,? - 2cl,2 + V: C4,6 + cs,s 

-b,,, + b,,, 

az,a- as,?- 2bl,3 + V:b4,7 + bs,7 -
? -,/iP 

- ... cl,3 + TC4,7 + Cs,7 

-C2,3 + Cs,? 

a1,a- as,s + V::b4,8 + bs,s - O, 

-,/iP o a1,2 - a1,8 + Tc4,8 + cs,a , 

b1,2- b7,B- c1,3 + ca,s O, 

az,a + as,s + 2cl,2 - cs,s 

~.a + bs,s + v;! C4,5 

-a1,a + as,s 

-b1,a + bs,s + 2ci,2 + 1 C4,6 - cs,s 
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o, 

a 
4J?l 

o, 

o, 
a 

W• 
b 

W• 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 



-f: a4,1 + as,7- ~.3 + 66,7 - O, 

-a1,2 + a1,s - c2,3 + c6,7 

-61,2 + 67,8 + v: C4,7- Cs,7 

O, 

o, 

o, 

-cl,3 + c6,8 

-2c23 + ,fiP c4 8- Cs 8 , k , , 

o, 

o, 

o, 

-a1,2 + a1,s 

( -k') ~ -2al,3 - ~ a4,7 + .fi a7,9 

b ( 2=!C)b ~ -2 1,3 - k0P 4,7 + .fi 67,9 + c1,2 - c1,s 

(p-k') ~ -2a2,3 - kfo a4,8 + fo as,s - c1,2 + C7,s 

( '') fiFk' -262,3 - 'k0P 64,8 + ..;<P 68,9 
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o, 

o, 

o, 

--' 
4k2 ' 

o, 

o, 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

(3. 77) 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

(3.81) 

(3.82) 

(3.83) 

(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 



( tp~k2) b 0? 
- kfo 4,9 - ,fi) C2,3 + Cg,g 

(3.87) 

(3.88) 

(3.89) 

Fazendo manipulações algébricas das equações acima, obtemos as formas normais 

de conexão WuT : 

' 
w4,5 = ( 810 (1f' 

1
K+C)) 

2 
( -aw1 + bwz), (3.90) 

' 
W4,6 = ( B<p('P IK+C)) '2 ( -bwr - aw2), (3.91) 

(3.92) 

(3.93) 

1 (' K+C)~(d ( 3e ) ) W4,9 = 2rp 5<P+K C 'P - 'P K +C CW3 ' (3.94) 

(3.95) 

(3.96) 

(3.97) 

1 

Ws,9 = ( 810 (s..,~K C)) 
2 

( awr - bw2) , (3.98) 

58 



w6,7 ::: Wz,s + Z(cp 1-+c) ( -cwz + bws), 

w6,B = W1,3 + 2(10 ~+C) ( -cw1 + aws), 

' 
w6,9 = ( Bcp( 5 cp~K C)) 

2 
(bw1 + awz), 

W7,9 = erp+z! C)~ [w1,3- ccp K~cp~~cp~K C)) CW1 
+ ccp K+Cf(~cp+K C)) awg] ' 

ws,s 

Derivamos W4,5 usando as expressões (3.90)-(3.104), assim, temos que: 

d ( ( Bcp(cp 
1
K+C)) ~ ( -aw1 + bwz)) 

I ( 2p K+C) b ( 2, K+C ) 
- cp( cp K +C) a W1 1\ Wz - Zcp( 10 K +C) acw1 1\ W3 

+( 2!& ~:cc))bcwz 1\ Ws- bw1,2/\ w1- aw1,21\ Wz 

' 
-aw1,si\Ws + bwz,sl\ws +w11\ da+ dbl\wz] (scp(cp 1K+C)) 

2
. 

(3.99) 

(3.100) 

(3.101) 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 

(3.105) 

Por outro lado, usamos as equações de estrutura, junto com (3.33) e (3.90)-(3.104), 
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para obter que: 

dw,-·' -w4,6 1\ Ws,6 - W4,7 1\ ws,7- W4,s/\ Ws,s - w4,9 1\ Ws,9 

- r(<P(<P ~~;6~~,.,~~ c)) abwll\w2 

(
8<P2+3<P(K C)+(K-C)2 ) + 21P(IP K+C)(SIP+K-C) acwl (\ Wg 

(
81P2+3<P(K-C)+(K-C)2

) b /1 
- 21P(<P K+C)(51P+K C) CVJ2 Wg 

+2bwl 1\ w1 2 + 2aw2 1\ W12 , , 

-awr,3 1\ wg + CVJ1 1\ wr,3 

' 
+ bw2,31\ Wg- CW2 1\ W2,3] ( SIP(<P lK+C)) '2. 

Comparando as espresões obtidas em (3.105) e (3.106), obtemos que: 

d db ( 3{71P K+C) ) b 
w1 1\ a + 1\ w2 = (<P K +CJ(SIP: K C) a w1 1\ w2 

+ CIP K+C~(~IP+K C)) aCVJl (\ Wg 

- (r'P K+C~(~'P+K C)) bcw2 1\ Wg 

+ bwr 1\ w1,2 + aw2 1\ w1,2 

(3.106) 

(3.107) 

Os mesmos cálculos podem ser feitos para w4,6, ws,6, ws,?, w5,9, w6,s, w6,9, W7,s, obtendo: 

d db ( 3(7,-K +C) ) (b' ') 
W21\ a- I\W1 = 2(1" K+C)(Sip+K C) -a W1 1\W2 

+ ((IP K+Cf(SIP+K C)) bcwll\ Wg 

+ ccp K+Cf(scp+K C)) aCW2 (\ Wg 

-aw1 1\ w1 ,2 + bw2 1\ w1,2 

+cw21\ Wr,3 + CVJr 1\ w2,3, 
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(-('I'- K +C) ('I'- 3K +C) 

+ ( 17p+7K 7C ) (a2 + b2) 
4(<,o K+C)(5<p+K C) 

- ( '(• k+c)) c2)w1 A w2 (3.109) 

+ c( I" ~+C)) bcw1 1\ W3- ( Z('P ~+C)) aCWz 1\ W3 

-2 ('I'- K +C) w1.s Aw,.s 

+aw1,2 1\ w1 + bw1,2 1\ Wz + a.v1,s 1\ Wz + cw1 1\ wz,a, 

W1 1\ de+ da 1\ Wa - c \I! K~C)~;~K c)) bcw11\ Wz 

+(- ( 'P - K + C) ( 'P - 3K + C) 

+ ( 7<e+5K se ) 2 
2(1" K+C)(5<P+K C) a 

- (z(rp k+c))b2+('P k+c)cz)wl/\wa (3.110) 

+ ( (rp K+Cf(~rp+K C)) abwz 1\ WJ 

+2 ('I'- K +C) w1•2 Aw2•3 + bw 1.2 Aws 

Wzl\db+da/\wl -C~ 
3(510 K+C) CJ) abw1 1\ Wz K+C)(5cp+K 

-c, 15 C)) acw1 1\ w3 K+C)(5ip+K 

+C, 15 C)) bcwz 1\ Ws K+C)(5<P+K 

d d ( 4'P K+C ) b 
W1 1\ C+ a 1\ Wa = - ('P K+C)(Srp+K C) CW1 1\ Wz 

-((<p-K+C)(tp-3K+C)- (, i+c) (a2 +c2
) 

+ ( (5rp+:'P ct;:K +C)) bz) wl 1\ wa 

+ ( ( 'P :(~~r(~cp-+Ck C)) abwz 1\ W3 

+2 ('I'- K +C) w1.2 Aw,.s 
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1\ db d ( 3(5--K +C) ) (b' 2) 
WI - a 1\ Wz = 2(r,o-K+C)(5r,o+K C) -a Wl 1\ W2 

+ crp K+C~~Sr,o+K C)) bcw1 1\ W3 

+ ( (IP K+C~~Scp+K C)) acw2 1\ Ws 

+awl,2 1\ W1 - bw1,2 1\ w2- cwl,3 1\ w2 - CW2,3 1\ w1, 

(-('I'- K +C) ('I'- 3K +C) 

+ (' k +C) (a' + b') 

- ( (r,o K~C)~;~K C)) C2) Wl 1\ W2 

( 
4r,o-K+C ) b + (10 K+C)(5r,o+K C) CW1 1\ W3 

( 
rp+2K 20 ) 

- (tp K+C)(Srp+K C) acwz 1\ Ws 

-2 ('I'- K +C) w1,3 11 w2,3 

(3.113) 

(3.114) 

+aw1,2 1\ w1 + bw1,2 1\ wz + cw1,J 1\ Wz + cw1 1\ w2,3, 

Combinando (3.107) e (3.111), obtemos que 

0= (cr,o K+C~(5<P+K c))abwl/\wz- (cl?' K+cfc~so+K c))acr...,•l/\ws 

+ ( C<P K+d(s<p+K c)) bcwz 1\ wa, 

daí, corno lp #O, obtemos que: 

ab =O, ac =O, bc = O. 

Combinando (3.108) e (3.113), obtemos que 

O= (c<P K+Cf(sr,o+K c)) (bz- az) wll\wz- (cr,o K+cfcs'P+K c)) bcwll\ws 

- ( (r.p K+Cf(~<P+K C)) acwzl\ WJ, 

daí, como 'P =I O, obtemos: 

(b-a)(a+b) =0, bc =O, ac= O. 
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Combinando (3.110) e (3.112), obtemos que 

Q = ( (<P i~'6)c~:::k C)) bcw1 1\ Wz + ( Z(Scp+
3
K C)) (b2 

- a
2

) t.-'1 1\ w3 

+ ( 510 +~ c) abwz 1\ w3, 

daí, como 4<P - K + C =j:. O, obtemos que: 

bc =O, b2
- a2 =O, ab = O. 

Por último, combinamos (3.109) e (3.114), obtemos que 

Q = ( (4(5tp+3K C)) (a2 + b2)- (2(5rp+3K C)) c2) WI 1\Wz 

( 
7<p+5K 5C ) b A + ( 13p-K+C 

- 2(cp K+C)(5<P+K C) fu'1 W3 2(1,0 K+C)(5cp+K 

daí como 7<p + 5K- 5C -;f O e 13<p- K +C -;f O, obtemos que: 

a2 + b2
- 2c2 =O, bc:::::: O, ac =O 

(3.117) 

(3.118) 

Portanto, concluímos de (3.115), (3.116), (3.117), (3.118) que a = b = c = O. Ou 

seja 'P é constante. D 

Observação 3.5.3 O método do referencial móvel utilizado na prova da proposição 

acima permitiu dar uma pequena resposta afirmativa para essa questão no caso de 

n = 3 e codimensão 6. Mas é importante ressaltar que para n > 3 o método do 

referencial móvel se torna computacionalmente inviável devido a que não existe um 

programa computacional que permita manipular sistemas literais de grande porte. 

Contudo, queremos conjecturar que tjJ é constante também para o caso de n > 3. 

Vale lembrar aqui que no caso compacto e com a condição de não negatividade 

da função de pseudo-paralelismo provamos que a resposta é positiva em qualquer 

codimensão. 

Agora com as hipóteses de minimalidade junto com a segunda condição de regu

laridade sobre o primeiro espaço normal, obtemos o seguinte resultado: 
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Teorema 3.5.4 Seja f : M• -> QN (c) uma imersão pseudo-paralela com t/J 2: O. 

Se f é mínima e dimNj (p) = n(~+l) - 1, em cada ponto p de M, então f imerge 

M como uma variedade de Veronese em QN(c), onde N = n(n
2
+3l - 1. 

Demonstração: Usando a mesma técnica dada na demonstração do Teorema 3.5.1 

obtemos que valem todas as igualdades obtidas em (3.25) e que a curvatura seccional 

K de M é constante. Consequentemente temos que f é uma imersão À-isotrópica 

constante. Logo usando a hipotese de que if; ~ O podemos provar analogamente 

como no Teorema 3.5.1 que jjV'ajj2 =O. Daí, por um resultado clássico de Erbacher 

(ver [28]) podemos reduzir a codimensão de f para n(n
2
+1l - 1. Assim, o resultado 

desejado segue diretamente do Teorema 1 de [32]. D 
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Capítulo 4 

Sistemas triplos de Jordan 

4.1 Relação com as imersões pseudo-paralelas 

Nesta seção introduzimos os sistemas triplos de Jordan e mostramos que estas 

sistemas estão intimamente relacionados com a classe de imersões pseudo-paralelas. 

Sejam V um espaço vetorial com produto interno, c E IR, 1E um subespaço de V 

e a: lExlE--tlEJ. uma aplicação bilinear simétrica. Um sistema triplo de (V, c) com 

dado inicial (E, a) 1 é urna aplicação bilinear induzida c = s + n : v X v --+ End (V) 

cujas partes simétrica S e antisimétrica R são dadas por: 

(S (U,V) X, Y) =c (U, V) (X, Y) +(a (U,V) ,a (X, Y)) , } (4.l) 
~~nx.n=~(vxJ~n-~(~xJvn. 

Lembremos que um Sistema triplo C = S + 1?., corno acima, é dito um sistema triplo 

de Jordan (S.T.J.) se verifica-se as seguintes codições: 

(i) 
(ii) 
(iii) 
(i v) 

[S(U, V), S(X, Y)] 
[S(U, V), R( X, Y)] 
[R(U, V), S(X, Y)] 
[R(U, V), R(X, Y)] 

R(S(U, V)X, Y)- R(X,S(V U)Y), 
S(S(U, V)X, Y)- S(X, S(V, U)Y), 
S(R(U, V) X, Y) - S(X, R(V, U)Y), 
R(R(U, V)X, Y) -R( X, R(V, U)Y), 

} (4.2) 

para todo X, Y, U, V, Z E V, onde [, ] denota o comutador de endomorfismos. 

Exemplo 4.1.1 Seja f : Mn --+ QN (c) uma imersão isométrica e seja cp: Mn --+IR 

qualquer função diferenciável. Para cada p E M, definimos c = s + n : TpM X 
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TpM --+ End (TpM) por C (U, V) ~ S (U, V) + R (U, V) , onde 

S (U, V)~ (c- ql (p)) (U,V) idTpM + Aa[U,V), } 
R (U, V) ~ R (U, V) - q) (p) (U fi V) , (4.3) 

para todo U, V E TpM. Então claramente temos que S, R e a: satisfazem (4.1), 

portanto c = s + n é um sistema triplo. 

Um fato básico provado por Deprez em [20] é quando cP = O, então a imersão f é 

semi-paralela se e somente se o sistema triplo dado por ( 4.3) é um S. T.J .. Em geral, 

temos o seguinte resultado: 

Proposição 4.1.2 Seja f : Mn --+ QN(c) uma imersão isométrica. Então f é 

pseudo-paralela se e somente se o sistema triplo C definido por (4.3) é um S.T.J .. 

Demonstração: Primeiramente suponhamos que f é pseudo-paralela. Então us

ando as equações de Gauss e Ricci e a Proposição (2.2)(i) , não é difícil de provar 

que a seguinte condições valem 

(i) (R~(U, V)· a) (X, Y) ~a (R(U, V) X, Y) +"(X, R(V, U)Y), 

(ii) [A,, Aa(U,vJ] ~R (A, (U), V)- R (U, A, (V)), 

(iv) [R(U, V), R( X, Y)] ~ R(R(U, V)X, Y)- R( X, R(V, U)Y), 

( 4.4) 

para todo p E M, U, V, X, Y E TpM e TJ E llp (f) . De fato, verifiquemos somente 

que (4.4)(iii): 

R(U, V) o A, R(U, V) o A,- 4> (p) (U A V) o A, 

ARL(U,V)ry +A, o R (U, V) 

+4> (p) [(U A V) o A,- A, o (U fi V)]- q) (p) (U fi V) o A, 

ARL(U,V)ry +A, o R (U, V) - <P (p) A, o (U fi V) 

ARL(U,V)ry +A, o R (U, V). 
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Agora temos que: A equação (4.2)(i) segue de (4.4)(ii) com~= a (X, Y); A equação 

(4.2)(iii) segue de (4.4)(iii) com~= a (X, Y) e (4.4)(i); A equação (4.2)(iv) é ex

atamente (4.4 )(iv). Finalmente observamos que (4.2)(ii) é equivalente a 

[Aa(U.VI• R (X, Y)] = S (Aa(U,V) (X), Y) - S (X, Aa(U.V) (Y)) 

que é equivalente a 

onde X = Ao(U,V) (X), Y = Aa(U,V) (Y). Mas, para qualquer Z, W E TpM, temos 

que 

( (A a( .<.Y) - A a( x,i')) Z, W) (R~ (X, Y) [a (Z, W)], a (U, V)) 

- (AR~(X,Y)[o(U,V)l (Z), W) 
([Ao(U,V)• R (X, Y)j Z, W), 

por (4.4)(iii). Por tanto C é um S.T.J .. Reciprocamente, se C dado por (4.1) é um 

S.T.J., então (4.2)(i) é equivalente a 

[Aa(U,V)• Aa(X,YJ] =R (Aa(U.V) (X), Y) -R (X, Aa(U,V) (Y)). 

Esta significa que 

[A,, Aa(X,YJ] =R (A, (X), Y)- R (X, A, (Y)), 

para qualquer X, Y E Tplvf e 71 E vP (f). Agora usando a equação de Ricci, segue-se 

facilmente que 

R~(U, V) [a( X, Y)] = a (R(U, V)X, Y) +a (X, R( V, U)Y) 

isto implica que f é pseudo-paralela. D 

A proposição 4.1.2 possui interessantes conseqüências e a seguir provamos duas 

delas. A primeira é um corolário de natureza pontual e é um resultado análogo 
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ao obtido em [5] para imerões semi-paralelas e pseudo-umbílicas; a segunda, é um 

teorema de natureza global, o qual ainda não foi observado para o caso de imersões 

semi-paralelas. 

Corolário 4.1.3 Seja f : Mn -+ QN(c) uma imersão pseudo-paralela. Se f é 

pseudo-umbüica, então para cada p de M e X, Y E TpM, temos 

(i) (c-</! (p) + IIHII2
) ((c-</! (p)) (X, Y)' +li<> (X, Y)ll') 2: O, 

(ii) (c-</! (p) + IIHII') (R (X, Y) X- q, (p) (X i\ Y) X, Y) :s; O, 

e valem as igualdades na primeira (segunda) desigualdade se e somente se Aa(X,Y) = 

(c-</! (p)) (X, Y) idTpM (respectivamente R (X, Y) = if; (p) X i\ Y). 

(iii) Se c- if; (p) + IIHII' :S O, então f é umbüica em p. Em particular, se f é 

mínima e c ::; c/J, então f é totalmente geodésica. 

Demonstração: Como 12 = S + n dado em (4.3) é um S.T.J., segue-se do Teorema 

1 de [5] que 

traço (S (S (X, Y) X, Y)) 2: O e traço (S (n (X, Y) X, Y)) :S O (4.5) 

para cada p E Me X, Y E TPM e valem as igualdades se e somente se S (X, Y) =O, 

e R (X, Y) = O, respectivamente. Assim se { e1 , ... , en} é uma base ortonormal de 

TpM temos 

~traço (S (S (X, Y) X, Y)) = ~ L~=r (S (S (X, Y) X, Y) e,, e,) 

= (c- q, (p)) (S (X, Y) X, Y) +(a (S (X, Y) X, Y), H) 

=(c- if; (p)) (X, Y) 2 +(c- if; (p)) lia (X, Y)ll' 

+(c-</! (p)) (X, Y) (a (X, Y), H)+ (Aa(X,Y) (X), AH (Y)) 

= (c-</! (p) + IIHII') ((c-</! (p)) (X, Y)' +lia (X, Y)ll'), 
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donde obtemos a primeira desigualdade de (i). Para (ii) calculamos exatamente o 

traço de S (R (X, Y) X, Y) como acima. Para (iii), se (c- <P (p)) +li H li' S O, então 

lia(X,Y)II' s (c-<P(p))(X,Y)2
, (4.6) 

para todo X, Y E TpM. Então a (X, Y) = O para qualquer par ortogonal X, Y em 

TpM. Portanto, por um Lema dado em [43] p. 168, a imersão é umbilical em p, i.e., 

a (X, Y) = (X, Y) H, para todo X, Y E TpM. 

o 

Teorema 4.1.4 Seja f: Mn--+ QN(c) uma imersão pseudo-paralela com 4> 2:: O, e 

suponhamos que M é compacta e simplesmente conexa. Então Mn é uma variedade 

Riemanniana produto dos seguintes tipos: 

1) Variedades homeomorfas a esferas. 

2) Variedades biholomorfas a planos complexos projectivos. 

3) Espaços simétricos de tipo compacto. 

Além disso, se 4> não é identicamente nula, então 1\:1 é do primeiro tipo. 

Para provar o teorema acima necessitamos fazer as seguintes identificações: 

Seja lvfn uma variedade Riemanniana. Dados p E M e X, Y E TpM podemos 

considerar o operador linear anti-simétrico dado por X A Y como uma 2-forma 

w definida por w (Z) = X A Y (Z), para todo Z E TpM, e identificar o tensor 

de curvatura Riemanniano R de M com o operador linear simétrico sobre as 2-

formas, chamado o operador de curvatura, denotado por p: /\2 (TM)--> /\2 (TM), 

e caracterizado por: 

(p (X A Y), Z A W) = (R (X, Y) W, Z), (4.7) 

onde o produto interno do lado esquerdo é o produto interno induzido no espaço 

das 2-formas pela métrica Riemanniana de _i\1. Assim, podemos definir uma ação 
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de uma 2-forma w sobre o tensor de curvatura Riemanniano R de M e a segunda 

forma fundamental a de f como segue: 

(w ·R) (X, Y) [w,p(XÀY)j-p(w(X)ÀY)-p(XÀw(Y)), (4.8) 

(w ·a) (X, Y) = -a (w (X), Y)- a (X,w (Y)), (4.9) 

onde [,] denota o colchete de formas. Com estas identificações podemos apresentar 

o seguinte lema que caracteriza a condição de pseudo-paralelismo dada em (3.1). 

Lema 4.1.5 Seja f : M .......j. QN (c) uma imersão isométrica. Então são equivalentes 

as seguintes afirmações 

a) f é pseudo-paralela; 

b) Existe <f E V (M) tal que 

[p (X À Y) ·a] (Z, W) =R~ (X, Y) [a (Z, W)]- </J (p) [X À Y ·a] (Z, W), 
(4.10) 

para todo p E M e X, Y, Z, W E TpM; 

c) Existe <f E V (M) tal que 

AR'(X,Y)( =(R (X, Y), Ad- </J (p) [X À Y, Ad, (4.11) 

a todo p E M e X, Y E TpM. Ç E Vp (f); 

Demonstração: (a){::}(b): Segue do fato que vale a seguinte igualdade 

(a (p (X À Y) Z, W), Ç) = -(a (R (X, Y) Z, W), Ç), 

para todo p E M e X, Y, Z, W E TPM e Ç E Vp (f) 

(a)B(c): Segue diretamente da relação entre a segunda forma fundamental e o 

operador de Weingarten dado em (2.9) junto com a equação de Ricci de f. O 
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Com as identificações acima e o seguinte teorema obtido em [39] que diz: Se 

lvfn é uma variedade Riemanniana simplesmente conexa e compacta com operador 

de curvatura não negativo, então Mn é produto Riemanniano de variedades dos 

seguintes tipos: 

i) Variedades homeomorfas a esferas; 

ii) Variedades biholomorfas a planos complexos projectivos; 

iii) Espaços simétricos de tipo compacto. 

Além disso, se o operador de curvatura não é identicamente zero, então lvf é do 

primeiro tipo. Portanto, estamos em condições de apresentar a 

Demonstração: (do Teorema 4.1.4) Pela proposição 4.1.2 e as identificações 

feitas anteriormente, temos que para cada ponto p E M, 

L:( X, Y) =(c- ~(p))(X, Y)i<ir,M + Au(X,Y) + p(X 1\ Y)- ~(p)(X 1\ Y), 

define um um S.T.J. associado a f no ponto p. Por outro lado 1 é bem conhecido 

que dado qualquer S.T.J., Ferus provo que sempre existe uma imersão localmente 

paralela 7: F--+ QN(c) e um ponto p E JV! tal que o S.T.J. associado a 7 em este 

ponto é o S.T.J. dado (ver [30]). Daí, podemos concluir que p definido por 

p(X 1\ Y) := p(X 11 Y) - ~(X 11 Y) 

é um tensor de curvatura de um espaço simétrico de tipo compacto, consequente

mente é um operador não negativo em nível das 2-formas. Como por hipótese cP é 

não negativo (além disso, se cP não é identacamente nula), segue-se que o operador 

de curvatura p de lvf é não negativo (não é identicamente nulo). Finalmente, como 

M por hipótese é simplemente conexo e compacto a condução do teorema segue da 

classificação de tais variedades citada acima. O 
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