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Resumo

Seja Fg = G/Pg uma variedade flag real, tal que a algebra de Lie g do Grupo G é uma
forma real normal de uma algebra de Lie simples complexa. Uma estrutura pseudo-complexa
J em uma variedade flag Fg é dada por aplicagoes lineares J : T,Fg — T,Fg para cada
v € G/Pe, tais que J2 = —Id. A estrutura pseudo-complexa .J ¢ dita invariante pela acdo
do grupo G se seus elementos sao aplicagoes holomorfas em relacao a J, isto é, se para todo
g€ G etodo x € G/Pg vale dg, o J, = Jg() © dg... Neste trabalho, estudamos a existéncia
e a integrabilidade de estruturas pseudo-complexas invariantes em Fg. Mostramos que,
diferentemente do caso complexo onde as estruturas pseudo-complexas invariantes sao
bem conhecidas, existem variedades flag reais que nao admitem tais estruturas. Para
as estruturas pseudo-complexas invariantes existentes, analisamos a sua integrabilidade.
Provamos que apenas algumas variedades flags da algebra de Lie C}; admitem estruturas

complexas invariantes.

Palavras-chave: Variedade flag, Grupos de Lie semi-simples, Algebras de Lie, Variedades

complexas.



Abstract

Let Fg = G/Pg be a real flag manifold such that the Lie algebra g of G is a split real form
of a complex simple Lie algebra. An almost complex structure J on the flag manifold Fg
is given by linear applications J : T,Fg — T,FFg for each x € G/Pg, such that Jm2 = —Id.
The almost complex structure J is said invariant under the action of the group G if its
elements are holomorphic applications about J, that is, if for every g € G and all x € G/Peg
then dg, o J, = Jy(z)0dg,. In this work, we study the existence of invariant almost complex
and complex structures on Fg. We show that, contrary to the complex case where the
invariant almost complex structures are well known, some real flag manifolds do not admit
such structures. We also verified if the invariant almost complex structures are complex
structures. We prove that only some flag manifolds of the Lie algebra C; admit complex

structures.

Keywords: Flag manifold, Semi-simple Lie groups, Lie algebras, Complex manifolds. .
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos a existéncia e a integrabilidade de estruturas
pseudo-complexas invariantes em variedades flag reais Fg = G/Pg. Iremos considerar o
caso em que a algebra de Lie g do grupo G é uma forma real normal de uma algebra de

Lie simples complexa.

Uma variedade flag de uma algebra de Lie g é um espaco quociente Fg = G/Peg,
onde G é um grupo conexo com algebra de Lie g e Py ¢ um subgrupo parabdlico. Se
K < G é um subgrupo compacto maximal e Kg = K n Pg, entdo o flag Fg pode ser

escrito na forma Fg = K/Kg.

Uma forma real de uma algebra g semissimples complexa é uma algebra real
cuja algebra complexificada é a algebra g. Uma forma real g, de g é normal se, para

qualquer decomposicao de Cartan gy = €@ s, existe em s uma subalgebra de Cartan de g,.

Uma estrutura pseudo-complexa J em uma variedade flag real Fg = K/Kg
¢ um campo tensorial que ¢, para todo ponto =z de Fg, um endomorfismo no espago
tangente T,Fo tal que J> = —1, onde 1 denota a aplicacdo identidade de T,Fo. A
estrutura pseudo-complexa J é dita K-invariante se, para todo g € K e todo = € Fg, temos

dgz oJ, = Jg(x) © dgm

Existe uma extensa literatura sobre a geometria invariante das variedades flag
complexas. Ver por exemplo, (ARVANITOYEORGOS, 2006), (MONK, 1959), (BURS-
TALL; RAWNSLEY, 1990), (BURSTALL; SALAMON, 1987), (NEGREIROS, 1988),
(MARTIN; NEGREIROS, 2003), (MARTIN; SILVA, 2006), (WANG; ZILLER, 1985),
(PATRAO et al., 2012), (FULTON; HARRIS, 1991), (HELGASON, 1978), (GRAMA;
NEGREIROS; OLIVEIRA, 2015), (GUTIERREZ, 2000), (SILVA, 2003), (COHEN; NE-
GREIROS; MARTIN, 2002), (ARVANITOYEORGOS, 1993) e (PILCA, 2012). Uma
questao natural que surge é de como seria a geometria invariante em variedades flag
reais. Em (PATRAO; MARTIN, 2015), San Martin-Patrao deram um grande passo para
solucionar esse problema. Nesse trabalho eles descreveram a representacao de isotropia de
K¢ dos flags reais, ou seja, eles obtiveram uma decomposicao do espaco tangente ao flag,

na origem, em componentes Kg-invariantes e irredutiveis
ThFo=Vi®...0V,.

Essa decomposicao é essencial para encontrar geometrias K-invariantes sobre Fg.

Vale salientar uma diferenca muito importante na representacao de isotropia
de Kg entre o caso real e o caso complexo. No flag real, ocorrem casos em que duas

componentes Kg-invariantes e irredutiveis sao equivalentes. No caso complexo, como
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ja se sabe, esse fato nao ocorre. Consequentemente, no caso complexo, as componentes
Keo-invariantes e irredutiveis, na representacao de isotropia de Fg, sdo invariantes pelas
estruturas pseudo-complexas. No flag real, ocorrem casos em que JV; = V;, para V; e V;

componentes Kg-invariantes e irredutiveis equivalentes.

Nosso objetivo foi investigar a existéncia de estruturas pseudo-complexas K-

invariantes em Fg e, nos casos existentes, verificar se tais estruturas sao complexas.

As estruturas pseudo-complexas invariantes dos grupos complexos sao bem
conhecidas e completamente descritas por um conjunto de sinais {€,},, onde a é uma
raiz. Mais precisamente, olhando para essas estruturas no complexificado de 7}, Fg, temos

JX, =1e,X,, cOm e, = —¢_, = £1, para todo X, € g,.

No caso real, provamos que a maior parte dos flags nao admitem estruturas
pseudo-complexas K-invariantes. O que ocorre é que uma estrutura complexa invariante
por Kg = M.(Kg)o, deve ser invariante tanto pela componente conexa de Kg, (Kg)o,
como pelo grupo M. Uma condigdao necessaria para que um flag real admita estruturas
complexas Keg-invariantes é que toda classe de M-equivaléncia em I17\(©) tenha um
numero par de elementos. Duas raizes « e 5 estdo em uma mesma classe de M-equivaléncia
se as representacoes de M sobre g, e gg sao equivalentes. A condicao de M-equivaléncia
¢é necessaria e suficiente para obtermos estruturas complexas M-invariantes, mas nao
é suficiente para obtermos estruturas Ke-invariantes. Com essa condicdo, descartamos
a possibilidade de muitos flags admitirem estruturas pseudo-complexas K-invariantes.
Para alguns casos, excluimos a possibilidade de existéncia de tais estruturas usando a
orientabilidade ou dimensao do flag, uma vez que uma condicao necessaria para que uma
variedade admita estruturas pseudo-complexas ¢ que ela seja orientével e tenha dimensao

par.

Para os flags que admitiam estruturas complexas M-invariantes, analisamos se
essas estruturas também eram invariantes por (Kg)o. Por fim, para os flags que admitiam

estruturas complexas Kg-invariantes, verificamos se essas estruturas eram integraveis.

A proposicao seguinte é um resumo dos resultados obtidos no capitulo 3
desse trabalho. Todas as variedades flag reais que admitem estruturas pseudo-complexas

invariantes sao descritas abaixo.

Proposicao 0.1. Se Fg = G/Pg é uma variedade flag real que admite estruturas pseudo-

complexas K-invariantes, entdo Fg € uma das variedades abaixo:

Das variedades flag reais que admitem estruturas pseudo-complexas invariantes,
provamos que apenas alguns flags da algebra C); admitem estruturas integraveis. Seja
Fo uma variedade flag de Cy, | = 4, com © = {\g11 — Agyo,-- -, N1 — A\, 2N} e d par.
Defina Wy = Y ks e W; = > tp,onde R={\ £ X :i<j<du{2\:1<i<d}e

aER a€ll;
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Tabela 1 — Estruturas pseudo-complexas invariantes em flags reais

’ Diagrama ‘ Flags que admitem estruturas pseudo-complexas K-invariantes

Az Flag maximal

By Flag maximal

B3 O = {A — A2, Ay — A3}
Con,n =2 Flag maximal
C[, =3 O = {)\2n+1 _)\2n+27-"7)\l—1_)\la2)\l}
Dl >4 Flag maximal

D4 O = {/\1—>\2,>\3—)\4}

D4 @I {/\1—>\2,>\3+)\4}

D4 ("‘) = {)\3—)\4,)\3+)\4}

Go Flag maximal

I; = {\j£ A : 1 <j<dek >d+1}. Os subespacos W; sao Ke-invariantes e irredutiveis
d

e Ty o =Wr® Z W;. O estudo das estruturas complexas invariantes, nesse caso, ficou
j=1

restrito as componentes W;, uma vez que uma estrutura M-invariante em Wx também ¢é

Keg-invariante.

Obtemos que as estruturas pseudo-complexas invariantes nessas variedades sao
dadas por sinais €;; = £1, em cada componente W;, 1 < j < d. As estruturas integraveis
sao aquelas em que os sinais em duas componentes W; e W, sao iguais ou os sinais sao

opostos e deve-se impor uma determinada condi¢cao na componente Wg.

Enunciaremos agora o principal resultado desse trabalho. A demonstragao é a

juncao de todos os resultados obtidos nos capitulos 3 e 5.

Teorema 0.1. Em variedades flag reais so existem estruturas complexas nos flags Fo de
C), 1 =4, onde © = {Ag11 — Aayo, -, N1 — A\, 2N} e d é par. Uma estrutura pseudo-
compleza invariante em Fg € integrdavel se, e somente se, para duas componentes W; e
Ws, 1 <j,s <d, temos e = s 0u €pj = —€ks € JAjs = €155, onde ey € eps SG0 sinais
nas componentes W; e Wy, respectivamente. A tabela acima contém os inicos flags que

admitem estruturas pseudo-complexas invariantes.

Estamos considerando aqui {Ay;, Sg;} uma base do espago By a DBy 1, em
que Ay; = Ey; — Eji € Sgj = i(Egj + Eji). A condigdo na componente Wg, mencionada

acima, é justamente JAj; = 5,5;s.
Este trabalho estd organizado da seguinte maneira.

O capitulo 1 foi dedicado ao estudo da teoria semissimples real, variedades

complexas e grupos de Lie complexos. Esses assuntos formam a base para o nosso trabalho.

No capitulo 2, descrevemos as classes de M-equivaléncia para cada diagrama.

Esse conceito foi de fundamental importancia para obtencao dos resultados descritos nesse
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trabalho. Esse capitulo foi baseado no terceiro capitulo de (PATRAO; MARTIN, 2015).

O capitulo 3 foi dedicado ao estudo das estruturas pseudo-complexas invariantes
nas variedades flag reais. Verificamos, para todos os diagramas reais, quais variedades flag
admitem estruturas pseudo-complexas K-invariantes. Usamos a condi¢ao necessaria das
classes de M-equivaléncia para analisar a existéncia de estruturas invariantes por M. Para

as estruturas M-invariantes existentes, verificamos se essas sao Kg-invariantes.

No capitulo 4 nés demonstramos, usando a teoria de geometria simplética,
que as Grasmannianas reais nao admitem estruturas pseudo-complexas K-invariantes.
Nas duas primeiras se¢oes, apresentaremos alguns conceitos de Geometria Invariante, tais
como: formas diferenciais, cohomologia de De Rham e variedades simpléticas. As se¢oes
4.3 e 4.4 foram dedicadas ao estudo das estruturas complexas invariantes, representagoes
e formas simpléticas em espacos homogéneos. Por fim, usamos os conceitos das se¢oes
anteriores para mostrar, na secao 4.5, a nao existéncia de estruturas complexas invariantes

em Grassmannianas reais.

No capitulo 5, verificamos se as estruturas pseudo-complexas K-invariantes
obtidas no capitulo 3 sao integraveis. Usamos para isso o tensor de Nijenhuis e a Identidade
de Jacobi.



16

1 Preliminares

Neste capitulo, descreveremos as ferramentas bésicas para o entendimento desse
trabalho. Falaremos sobre a teoria das algebras semissimples reais, variedades complexas e
grupos de Lie complexos. A primeira secao sera dedicada ao estudo da teoria semissimples
real. Esta parte introdutéria pode ser encontrado nos livros (KNAPP, 2013) e (MARTIN,
1999). As segoes 1.4 e 1.5, baseadas no capitulo 14 de (MARTIN, 2015), serao dedicadas

ao estudo das variedades complexas e grupos de Lie complexos.

1.1 Teoria semissimples real

Uma &lgebra de Lie real é um espago vetorial real g munido de um produto

[.]:9xg— g que:
1. é bilinear;
2. é antissimétrico, ou seja, [ X, X] = 0 para todo X € g;
3. respeita a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y, Z € g:

[X7 [Y7 Z]] = [[X7 Y],Z] + D/u [X’ Z]]

Este produto é chamado de comutador ou colchete de Lie. Dizemos que um

subespago h de g é uma subalgebra de Lie se ele é fechado pelo colchete.

Uma aplicacao linear D : g — g é uma derivagao da algebra de Lie g se satisfaz
D[X,Y] =[DX,Y]+ [X,DY], para todo X,Y € g.

Definimos a representacao adjunta como uma aplicacao ad : g — gl(g) tal que
dados X,Y € g, ad(X)Y = [X,Y]. Através da identidade de Jacobi, ad(X) é um tipo
particular de derivacao e é chamada de derivacao interna. O conjunto destas derivagoes

internas ¢ a imagem da aplicacao adjunta da algebra de Lie.

Um ideal h de uma &lgebra de Lie g é uma subdlgebra de Lie que satisfaz
[g,H] < b. Dai, dado um ideal h podemos obter a dlgebra quociente g/h das classes laterais
de h.

Queremos definir a algebra de Lie semissimples, objeto que estudaremos a
partir de entdo. Primeiramente, define-se a série derivada de uma algebra de Lie g como o

conjunto de subespagcos encaixados

=g 5gM ... 5gh

D BRI
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definidos indutivamente como
g™ =[g" gV = {[X.Y]: XY e g"h}

A cada um destes elementos da série derivada damos o nome de algebra derivada. Dizemos
que g ¢ soluvel se alguma de suas algebras derivadas é nula, ou seja, existe ky > 0 inteiro
tal que h*o) = 0.

Definicao 1.1. Uma dlgebra de Lie g é semissimples se g nao contém ideais soluveis além
do 0.

A forma de Cartan-Killing de uma &lgebra de Lie é uma aplicacao ( , ) :
g x g — R definida por:
(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)).

Um resultado bésico da teoria de 4lgebras de Lie diz que uma &algebra de Lie é semissimples
se, e somente se, sua forma de Cartan-Killing é nao-degenerada. Um homomorfismo entre
algebras de Lie é uma aplicacdo ¢ : g — b que satisfaz o[ X, Y] = [p(X), p(Y)] para todo
X,Y € g. Quando ¢ ¢ um homomorfismo inversivel que opera em g, dizemos que ¢ é um
automorfismo. O conjunto dos automorfismos Aut(g) da dlgebra de Lie é um subgrupo
fechado do grupo Gl(g) das transformacoes inversiveis. Sabendo que a exponencial de uma
derivagao é um automorfismo, entao o conjunto Int(g) das exponenciais das representagoes
ad(X) é denominado automorfismo interno da &lgebra. Quando a dlgebra é semissimples,
entdao todo automorfismo é automorfismo interno, ou seja, Int(g) é a componente da
identidade de Aut(g).

Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie semissimples real g. Tomando
g € G, a conjugagdo C, é um automorfismo de G dado por Cy(z) = grg~', para todo
x € G. Definimos a representagdo adjunta no grupo G como Ad : G — Gl(g) tal que
Ad(g) = d(Cy)1. Sabendo que exp : g — G é a aplicacao exponencial de g e e : gl(g) —

Gl(g) é a exponencial de transformagoes lineares, seguem as seguintes equagoes:

gexp(X)g~' = exp(Ad(g)X); (1.1)

Ad(exp(X)) = e, (1.2)

Decomposicao de Cartan e de lwasawa

A partir de agora, nosso estudo ira se restringir as algebras de Lie g semissimples
reais e nao-compactas. Uma dlgebra de Lie ¢ dita nao-compacta se sua forma de Cartan-

Killing nao é negativa semi-definida.
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Um automorfismo 6 : g — g é dito uma involucdo quando 6% = Id. Podemos

associa-la a uma forma bilinear nao-degenerada
(X,Y ) = —(X,0Y),

definida para todo X,Y € g.

Observe que toda involugao admite apenas autovalores 1 e —1. Denote por ¢
e § 0s autoespacgos associados aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Estes conjuntos

possuem as seguintes relagoes:

[e,€] ot [t s]cs, [s,8]ct

A &lgebra g pode ser escrita como a soma direta g = €@ s, porém note que s
nao é subdlgebra de g, pois caso contrario, deveriamos ter que [s,5] c €ns =0 e s seria
um ideal abeliano (solivel), contradizendo o fato de g ser semissimples. Temos, também,
que € nao é ideal de g, pois [¢,s] = s. A subdlgebra de Lie £ é chamada de componente

compacta da decomposi¢ao de Cartan, uma vez que £ é compacta em diversos casos.

Uma involucao 6 é chamada de involugao de Cartan se sua forma bilinear
associada ¢ um produto interno em g. Neste caso, a decomposicao de g como soma direta

de £ e 5 é dita uma decomposi¢do de Cartan para g.

Proposigao 1.1. Se X e t e Y € s, entio ad(X) é antissimétrica e ad(Y') € simétrica em
relagdo a {-,-)g. Deste modo, € e s sdo ortogonais em relagio a {-,-yy e em relagio a forma
de Cartan-Killing.

Esta Proposicao nos diz que, para uma a decomposicao de Cartan g = ¢t @ s,
entao a forma de Cartan-Killing é negativa semi-definida em € e positiva semi-definida em
s. De fato, se X, X' € &, entao

(X, X" =(X,0X"y = (X, X" <0,

pois (-, )g é um produto interno, implicando que a forma de Cartan-Killing é negativa
semi-definida em €. Um calculo andlogo mostra que a forma de Cartan-Killing é positiva
semi-definida em s. As decomposigoes de Cartan nao sao unicas. Veja que dado uma
involucao de Cartan 6 e um automorfismo ¢ de g, a aplicacdo pfp ™' também é uma

involucdo de Cartan, pois (¢fp 1)? = Id e

(X,Y)g = —(X,0Y) = (X, p0Y) = —(0X, 0007 (pY)) = (pX, pY ) pp1

e, portanto, temos a decomposicao de Cartan g = @t @ ps.

Podemos tomar K como o subgrupo de Lie conexo com algebra de Lie £ e S
como o conjunto obtido da exponencial de s, isto é, S = {expX|X € s}, lembrando que

como § nao é uma subdalgebra de Lie, ndo podemos afirmar que S é subgrupo de Lie.
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Proposicao 1.2. O mapa K x s — G dado por (k, X) — kexp(X) é um difeomorfismo.

Assim, em nivel de grupo, a decomposi¢io de Cartan de G é G = KS.

Proposicao 1.3. Dado k € K, entio t e s sio invariantes por Ad(k). Além disso, Ad(k)

¢é uma isometria em relagio ao produto interno (-, ) associada a uma involugao de Cartan.

Proposigao 1.4. Ad(K) é um subgrupo compacto de Gl(g) de transformagées lineares

ortogonais em relagio da -, )g.

Corolario 1.1. O subgrupo K ¢ compacto se, e somente se, o centro de G ¢é finito. Além

disso, K é sempre fechado.

Este ultimo corolario mostra porque geralmente chama-se o subgrupo K de

subgrupo compacto de G.

Na teoria de algebra de Lie complexa, podemos decompor um espaco através
dos espagos de pesos associados a uma subalgebra de Cartan, que resultard em elementos
complexos. Aqui, queremos proceder de modo que obtenhamos uma decomposigdo analoga,
porém com valores reais. Para tal, considere uma subalgebra abeliana maximal a < s, ou
seja, que nao estd contida propriamente em nenhuma outra subalgebra abeliana de s. A
existéncia de a esta garantida pelo fato de s conter subalgebras de dimensao 1, que sao

abelianas, e pelo fato de s ter dimensao finita.
Seja o : a — R um funcional linear de a e considere o subespaco
0o = {X € glad(H)X = a(H)X, para todo H € a}.

Quando g, # 0 para a # 0, entdao dizemos que « é uma raiz (restrita) de g em relagao a a.
Observe que a existéncia destes funcionais reais ocorre devido ao fato de que ad(H), para
H € a c s, é uma matriz simétrica em rela¢ao ao produto interno (-, -) e, portanto, todos
os seus autovalores sao reais. Denote por II o conjunto de todas as raizes de g. Tomando
g0 = {X € glad(H)X = 0, para todo H € a}, como o subespaco de peso associado a raiz
nula, entao a algebra g se decompoe como

I=000 ). fa- (1.3)

aell

Veja que dada duas raizes «, 5 € 11, entao [ga, 95] < gars- Isto segue da identidade de
Jacobi, pois se H € a, X € g, e Y € gg, entao

ad(H)[X,Y] = [ad(H)X,Y] + [X, ad(H)Y] = (a(H) + S(H))[X,Y].

Lema 1.1. O centralizador de a em g € 3(a) = m@a, onde m é o centralizador de a em €.

Pela definicao, o subespaco de peso nulo é gy = 3(a). Portanto, a partir da

formula 1.3 tem-se que

g:m®a®zga- (14>

aell
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Proposigao 1.5. Sejam a e a’ duas subdlgebras abelianas maximais de 5. Entdo, existe @

ad(X1) . 6a,d(Xl)

um automorfismo interno de € em g, ou seja, p = e , com X; € € para todo

i, tal que p(a’) = a.

A partir desta ultima Proposicao, definimos o posto real de uma &algebra de

Lie como a dimensao comum das subélgebras abelianas maximais em s.

As cAmaras de Weyl associadas ao par (6, a) sdo as componentes conexas do
conjunto
a={H e a|la(H) # 0, para toda raiz a € 11},

que é um conjunto aberto e denso. Os elementos de @ sao chamados elementos regulares.
Escolhendo uma das cAmaras de Weyl como a cAmara positiva a®, definimos o conjunto

das raizes positivas como
1" = {aeIla(H) > 0, para todo H € a*}.

Considere os seguintes subespacos:

n:Zga € n_:Zg—a-

a€cllt aell+

Observe que o subespaco n é uma subdlgebra de Lie, pois se «, 3 € II", entdo

pode-se ocorrer duas possibilidades

1. Se o + [ ¢ raiz positiva, entao sabe-se que [ga, 98] € Ga+p € W;

2. Se av + [ néo é raiz, entao go+p = 0, implicando que [g,, gs] = 0 € n.

Do mesmo modo, vale que n~ ¢é algebra de Lie. Estas subalgebras se relacionam pela

equagdo n = n", pois se X € g, e H € a, entao
ad(H)(0X) =[H,0X]| =0[0H,X]| = —0|H,X]| = —0ad(H)X = —a(H)(0X),

logo, como 6 é um automorfismo, 0g, = g_., implicando que fn = n~. Note que nnn™ = 0.

X 40X X -6x

Proposigao 1.6. Sejam k(X)) = — ¢ o(X) as projegoes de X € g em

t e s, respectivamente. Entao as restrigoes de k|, e ol, sdo injetoras sobre suas imagens.

Mais ainda, temos que ¢ = m @ k(n) e s = a® o(n) sao somas ortogonais em rela¢io a
<.7 ‘>6-
Podemos entao construir a decomposicao de Iwasawa da algebra de Lie g.

Teorema 1.1. Considere o terno (6,a,a") associado a g. Entdo, a decomposi¢io de

Twasawa da dlgebra de Lie g ¢ dada por
g=tPaDn,

onde n é uma subdalgebra nilpotente e a @n € uma subdlgebra solivel.
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Demonstracio. A partir da equagdo 1.4 e como m = 3:(a) < ¢ temos que

sz@a@29a=é+a+n+n_.

aell

Para X € n~ temos
X=X+0X—-0Xet+n,

pois X ene (X +60X) =0X + X, implicando que X + 60X € £. Assim, g =€+ a + n.
Pela Proposigao anterior, segue que dim(s) = dim(a@® o(n)) = dim(a@®n) = dim(a + n)
e, pela decomposicao de Cartan, g =€t @ a@®n.

A subdlgebra n é claramente nilpotente, pois o conjunto das raizes positivas

IT" é um conjunto finito.

Agora, a subdlgebra a @ n é soluvel pois [n,a] =ne
[a®n,a@®n] = [a,a] +[a,n] + [n,a] + [n,n] cn
implicando que [a@®n,a@®n] = (a®n)’ é nilpotente. Logo, a @ n é solivel. O]

Ao contrario da decomposicao de Cartan, a decomposicao de Iwasawa se escreve
como soma direta de subalgebras de g. Definindo K, A e N como os subgrupos conexos
gerados por €, a e n, respectivamente, o seguinte teorema fornece a decomposicao de

Iwasawa a nivel do grupo de Lie.

Teorema 1.2. O mapa K x A x N — G dado por (k,h,l) — khl é um difeomorfismo.
Logo, a decomposicao de Twasawa do grupo G é definido como G = KAN.

Sistema de raizes e o Grupo de Weyl

Seja IT o conjunto das raizes (restritas) de g. Entao, o conjunto IT gera o dual

a*. De fato, observe que o aniquilador do gerado de II é gerado pelo seguinte conjunto
1)’ = ({H € a|la(H) = 0, para toda raiz a € IT}).

Logo, pela decomposicao 1.3, (II)" = 0, pois a tinica possibilidade de o(H) = 0, para todo

a € II, é tomando H = 0.

Assim, a partir do seguinte resultado de algebra linear, tem-se que o subespago

gerado por II é exatamente a*.

Proposicao 1.7. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita e W um subespago
vetorial de V. Entao
dimW + dimW° = dimV

onde W° = {f € V°|f(w) = 0, para todo w e W} ¢ o aniquilador de W .



Capitulo 1. Preliminares 22

A forma de Cartan-Killing, quando restrita a a, ¢ um produto interno. Assim,

para cada raiz « € 11, existe um elemento H, € a tal que

a() = (Ha, ).

Como II gera a*, esta expressao define um isomorfismo entre a e a* que associa cada H € a

com (H,-) = a € a*. Definiremos um produto interno no dual a* por
{a, B) = (Ha, Hg) = a(Hg) = B(Ha).

~ % 2 . ~ . * *
o
A reflexdo de um elemento o € a* é uma aplicagao r, : a* — a* tal que

%0,8)
vy ™

Definicao 1.2. Seja E um espacgo vetorial de dimensao finita sobre R. Um sistema de

ro(B) =B —

raizes do espago vetorial & € um conjunto Il ¢ E que satisfaz

1. 11 € finito, gera E e nao contém 0;
2. Para todo « € 11 existe uma reflexdao r, em relagao a a tal que ro(I11) = I1;

3. Para todos o, B € 11, ro,(8) — B € um maltiplo inteiro de c.

Proposigao 1.8. O conjunto I < a* é um sistema de raizes.

Temos a seguinte propriedade sobre o conjunto Il das raizes:

1
Proposicao 1.9. Se a € 11, entdo ta também é raiz somente quando t é +1, i§ ou £2.

Dada uma escolha do par (0, a), definimos o grupo de Weyl como o grupo W

gerado pelas reflexodes r,, para toda raiz « € II.

Proposicao 1.10. Todo grupo de Weyl é finito.

Defina os seguintes subgrupos de Lie:
M* = Normg(a) = {g € K|Ad(g)a = a};

M = Centrg(a) = {g € K|Ad(g)|. = Id,}.

A partir destes subgrupos, o seguinte teorema fornece uma maneira equivalente de se

definir o grupo de Weyl.

Teorema 1.3. O grupo de Weyl W é isomorfo a M*/M.
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Este teorema relaciona duas construgoes para o grupo de Weyl de origens
diferentes. Quando definido através das reflexdes, ele depende de um sistema de raizes
IT sem fazer nenhuma mencao ao grupo, enquanto que quando definido pelo quociente

M* /M, é necessario conhecer o grupo G.

Um subconjunto das rafzes positivas ¥ < II" é dito sistema simples de raizes

associado a camara de Weyl a* se:
*,
1. X gera a;

2. Toda raiz positiva é uma combinacao linear de raizes de X, tal que os

coeficientes desta combinagao sdo nao-negativos.

Proposigao 1.11. Seja (0,a,a™) o terno associado a g. Entao,
1. Toda camara de Weyl a™ admite uma escolha X de sistema de raizes simples;

2. O grupo de Weyl W € transitivo no conjunto dos sistemas simples de raizes,

isto é, se ¥ e X' sdo sistemas de raizes, entdo existe unico w € W tal que w(X) = X';

3. O grupo de Weyl é gerado pelo conjunto {r,|a € £} das reflexoes simples em

torno das raizes de .

O terceiro item desta Proposicao diz que dado um elemento w € W, podemos
escrevé-lo como o produto w = 14, - - 1,, , onde cada um dos r,, sao reflexdes em torno

de raizes simples «; € 2.

Quando escrevemos w desta forma, dizemos que esta é uma decomposicao em
termo de reflexoes de raizes simples de w. As decomposicoes em raizes simples de w nao
sao Unicas, mas podemos escolher decomposi¢des que contenham o menor niimero possivel

de reflexdes. Para tal, seja w € W e considere o conjunto
I, = w(Il™) nII"

das raizes positivas que sdo levadas em negativas pelo elemento w™'. Denote por I(w)
o numero de elementos do conjunto II,. Uma decomposi¢do em raizes simples de w é
dita minimal se a quantidade de reflexdes simples de w é a menor possivel dentre todas
decomposicoes existentes. Quando escrevemos w = 7y - - - 1, numa decomposicao minimal,

onde r; = r,, para o; € X, tem-se que k = [(w).
Explicitamente, dada a decomposi¢ao minimal w = 7 - - - 7(4), 0 conjunto I,
¢é formado pelas seguintes raizes
Iy = {o1, 1100, 71 Pyw) =1 (w) }-
Também temos que, se w € W e a € ¥, entao

l(w)+1, sew(a)>0

Hura) = l(w)—1, sew(a) <0
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Agora, seja © < ¥ um subconjunto qualquer. Sera a partir da escolha deste
subconjunto que definiremos as subdalgebras parabdlicas e, consequentemente, as variedades
flag. Definimos (©) < II como o conjunto gerado por ©, ou seja, se «, § € (O) sdo raizes tais
que koo + kg € 11 para ko, kg € Z, entdo ko + kg € (©). Seja também (O)" = (O) N 117,

o conjunto das raizes positivas geradas por O.

Vamos definir alguns subgrupos que posteriormente serao uteis. Seja © < 3,
entao definimos Wg como o subgrupo de W gerado pelas reflexdes em torno de raizes
a € 0, isto é,

Weo = (ro|a € ©)

e definimos W® como o subconjunto de W dado por
WP = {we W|l(wry) = [(w) + 1, para todo a € O}, (1.5)
que também pode ser definida como

WP = {weW|w(®) c T}

O conjunto W® é denominado de conjuntos dos representantes minimais das
classes laterais W/We, pois cada classe wWeg possui apenas um tinico elemento de W®

de comprimento minimal, como pode ser observado a partir da defini¢ao.

E possivel descrever uma relacdo de ordem parcial no grupo de Weyl W da

seguinte maneira:

Definicao 1.3. Sejam w,w’ € W. Dizemos que w' < w se, e somente se, dada decomposi-
¢do minimal w = ry -1y, entdo w' possui uma decomposicao minimal w' = r;, - - Ty, COM
1< <--- <4y <n. Tal relagio de ordem é chamada ordem de Bruhat-Chevalley. Em

particular, denota-se por w' < w quando w' < w e w # w.

Seja ¥ um sistema simples relacionado a cAmara de Weyl a*. Assim, —%
¢ um sistema simples de raizes relacionado & cAmara negativa —a®. Pela Proposicao
anterior, existe apenas um elemento wy € W tal que wy> = —>X. Este elemento w, é
chamado de involucdo principal e satisfaz wi = Id, ou seja, é involutivo. E importante
notar que a involugao principal wy é o elemento maximal de ¥V em relagao a ordem de
Bruhat-Chevalley.

Subgrupo e subalgebra parabdlica

Considere a escolha (6, a,a*,©) sobre a algebra de Lie g. A subdlgebra se-
missimples g(©) de tipo © associada & escolha de (6,a,a™,0) é a subdlgebra definida

por

90) = >, o

ae(®)
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e as subélgebras nilpotentes n(©) e n(0)~ sao dadas por
n©)= Y g e O = Y g
(@)t ae(O)yt
As subélgebras n(©) e n(0)~ sao nilpotentes, pois [ga, 93] < Ga-+s-
Denota-se por a(©) a subdlgebra de Lie de g(©) gerado por {H,|a € (©)},
onde H, € a é o elemento que se associa com a raiz « no dual a*, isto é, a = (H,, ). O
complemento ortogonal de a(©) em a pelo produto interno (-, -)y serd denotada como a

subdlgebra ag, ou seja, ag = a© a(O).

Define-se a subalgebra parabdlica minimal como escrita pela seguinte soma
direta

p=mdad®n

e a subalgebra parabdlica de tipo © como
po =p@n (O).

Observe que as subalgebras parabdlicas sao, de fato, subédlgebras de g, decor-
rendo da propriedade [ga, 8] < gats. A subalgebra parabélica minimal pode ser escrita

como p = pgy, ou seja, ¢ a subalgebra parabdlica do tipo © = (.

No nivel de grupo, definimos o subgrupo parabdlico Pg do tipo © como o

normalizador de pg em G, isto é,

Po = {g € G|Ad(g9)pe = pe}-
Lema 1.2. A dlgebra de Lie de Pg € po.

Definimos como subgrupo parabdlico minimal o subgrupo P = Py, que é o
normalizador de p em G. A seguinte Proposicao fornece uma decomposicao para este

subgrupo.

Proposi¢ao 1.12. Dados (0,a,a™) escolhidos sobre uma dlgebra de Lie g, o subgrupo
parabolico de tipo © € descrito pelo produto P = M AN, onde M = Centrg(a).

Podemos generalizar a Proposi¢ao anterior para um subgrupo parabdlico do
tipo ©.

Teorema 1.4. Dados (0, a,a™,0) escolhidos sobre uma dlgebra de Lie g, entao a subdlgebra
e o subgrupo parabélico de tipo © se decompoem como

po=to@ad®n e Po=KeAN,
onde, to = 3:(ae) € o centralizador de ag = a© a(©) em t e

Ko = Centri(ag) = {k € K|Ad(k)|so = Id|eo}

oo

é o centralizador de ag no subgrupo K.
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Formas reais normais

Seja V' um espago vetorial sobre C. Denotaremos por Vg o espago vetorial real

obtido por restricao dos escalares a R, isto ¢, o realificado de V

Seja, agora, V um espaco vetorial real e V¢ o seu complexificado. Os elementos
de V¢ se escrevem como u + iv, u,v € V. Escrevendo os elementos de Vi desta maneira,

fica da a conjugacao o : Vo — V¢

o(u+iv) =u+iv=u—iv.

Esta conjugacio satisfaz 0> = Id e ¢ antilinear (ou sesquilinear) em V¢ no sentido que o é
linear sobre os reais e

o(zw) =zw, com z€C, we V.

Assim,
V={weVg:o(w)=w}

Definicao 1.4. Seja U um espaco vetorial complexo. Uma conjugacao em U é uma

transformacio antilinear o que satisfaz o* = Id.

Um espacgo vetorial complexo U com uma conjugacao o pode ser visto como o

complexificado de um espago vetorial real.

Os espacos vetoriais complexos estdo em bijecdo com os espagos reais providos
de uma transformacao linear J em que J? = —Id. De maneira semelhante, existe uma
bijecao entre as conjugacoes de um espago vetorial complexo V' e seus subespacgos reais

que se complexificam em V.

O realificado de um espaco vetorial complexo pode, por sua vez, ser complexifi-

cado.

Passando agora as algebras de Lie, uma estrutura complexa J em uma &algebra

de Lie real g é dita adaptada se ela comuta com ad(X) para todo X € g, isto é, se
[JX,)Y] =[X,JY] =JX,Y] (1.6)
para todo X, Y € g. Uma estrutura complexa adaptada satisfaz a condi¢do mais fraca
[JX,JY]=—[X,Y], (1.7)

para todo X,Y € g. Em geral, a condi¢ao 1.7 nao implica 1.6. Agora, se a estrutura
complexa é dada pela multiplicagdo por ¢« de uma algebra complexa, entdao é adaptada.
Reciprocamente, definindo a multiplicagdo por escalares complexos através de J, g passa

a ser uma algebra de Lie complexa.
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Na anélise dos subespacos reais de uma algebra complexa g, as conjugagoes

que interessam sao aquelas que satisfazem
[cX,0Y] =0[X,Y]. (1.8)

Uma transformacao antilinear inversivel de g que satisfaz 1.8 é chamada de antiautomor-
fismo. Um antiautomorfismo de g é um automorfismo da realificada g. Além do mais, o
subespaco real dos pontos fixos para um antiautomorfismo é uma subalgebra do realificado
de g, pois, se X e Y sdo fixos por o, entdo 1.8 mostra de imediato que [X, Y] também é

fixo por . Dessa forma, dado um antiautomorfismo em g, a algebra real
go={Xeg:0(X)=X}
tem por complexificada a algebra complexa g.

Definicao 1.5. Seja g uma dlgebra complexa. Uma forma real de g é uma subdlgebra g
de g%, que € o subespago dos pontos fizos de uma conjugagio o que satisfaz 1.8. Se isso

ocorre, g € o complexificado de g.

Exemplo 1.1. Em sl(n,C), seja o dada por o(A) = A Entao, o € um antiautomorfismo.

A dlgebra de seus pontos fizos é
su(n) = {Aesl(n,C): A=—A'},
que €, portanto, uma forma real de sl(n,C).

Proposicio 1.13. Seja b uma dlgebra compleza e sejam { ) e ( Y* as formas de Cartan-

Killing de by e b%, respectivamente. Entdo, para X,Y € b,
(X, Y R = 2Re(X, Y,
onde Re significa a parte real de um nimero complexo.
Com a Proposigao acima, concluimos que ¢-,-) ndo é degenerada se isso ocorrer
com (-, Y*. Vice-versa, se (-, -) nao é degenerada, entdao (-, -)* também nao é degenerada.

Portanto, uma algebra complexa é semissimples se, e somente se, sua realificada
também é. Dessa forma, se uma das dlgebras g, gc e g=, for semissimples, o mesmo ocorre

com as demais.

Sem expor os detalhes, fazemos uma classificacao preliminar da algebras simples

através do resultado abaixo:

Teorema 1.5. Seja g uma dlgebra real simples. Entao, g é:

(i) uma forma real de uma dlgebra complexa simples; ou

(ii) € o realificado de uma dlgebra complexa simples.
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Abelianos maximais e formas reais normais

Da mesma forma que com as algebras complexas, as algebras semissimples
reais se decompoem em subespacos de pesos associados as subalgebras de Cartan. Em
geral, os pesos de uma subalgebra de Cartan assumem valores complexos. Por essa razao,
a teoria de sistemas de raizes, para algebras reais, ndo é desenvolvida via subdlgebras de
Cartan. Esse papel é desempenhado pelas subdlgebras abelianas maximais contidas na
parte simétrica de suas decomposicoes de Cartan. De maneira mais precisa, sejam g uma
algebra semissimples real,

g=tPs

uma decomposicao de Cartan. Seja, também, a © s uma subélgebra abeliana que é maximal

no sentido em que a nao estd contida em nenhuma subalgebra abeliana contida em s.

Definicao 1.6. O posto real de uma dlgebra semissimples real € a dimensdo comum das

algebras abelianas mazimais contidas em s.

Em geral, o posto real de uma algebra de Lie é menor que o seu posto, ja que
as subdlgebras abelianas maximais em s nem sempre sao subdlgebras de Cartan. Essa
diferenca entre o posto e o posto real permite distinguir uma classe especial de formas

reais.

Definicao 1.7. Seja g uma dlgebra semissimples complexa. Uma forma real gy de g €

normal se para qualquer decomposicao de Cartan
go = ¢ @57

existe em s uma subdlgebra de Cartan de go. Em outras palavras, uma forma real é normal

se o seu posto coincide com o seu posto real.

As formas reais normais das algebras semissimples complexas formam o oposto
das formas reais compactas no sentido em que, por um lado, os pesos da algebra complexa
assumem valores puramente imaginarios nas subdlgebras de Cartan das formas reais
compactas, enquanto que os mesmos pesos assumem valores reais nas subalgebras de

Cartan das formas reais normais.

Proposicao 1.14. Seja g uma dlgebra semissimples complexa. Entdo, g admite uma forma

real normal.

Exemplo 1.2. A dlgebra sl(n,R) é uma forma real normal de sl(n,C). Uma decomposicio
de Cartan de sl(n,R) é dada por €@®s com ¢ a subdlgebra das matrizes antissimétricas e s
o subespaco das matrizes simétricas. Além disso, a subdlgebra by das matrizes diagonais é

de Cartan e estd contida em s e, assim, o posto real de sl(n,R) coincide com o seu posto.
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Variedades flag reais

Seja G um grupo de Lie conexo nao-compacto e semissimples com algebra
de Lie g. Dada uma escolha de (6, a,a*,0), uma variedade flag do tipo © ¢ o espago
homogéneo de G sobre um subgrupo parabdlico do tipo O, ou seja, é Fg = G/Pg. A
origem bg da variedade flag é a classe lateral 1- Pg. No caso de © = (J, denotamos esta

variedade por F e a chamamos de variedade flag maximal, e sua origem sera by.

Proposicao 1.15. O subgrupo K age transitivamente na variedade flag Fg.

Orbitas em s

Podemos realizar a variedade flag dentro do subespago (euclidiano) s. Seja

© < X, entdo existe Hg no fécho da cAmara de Weyl a™ tal que
O = {a € X|a(Hg) = 0}.

A existéncia de Hg, que nao é tnica, se baseia no fato de X ser uma base para a*.

Entéo, tem-se uma base dual {H, € a™|a € 3} de a™ com o = (H,, - )y, bastando tomar

Pela decomposicao de Iwasawa e pelo Teorema 1.4, a variedade flag pode ser
descrita como

F@ = G/P@ = KAN/K@AN = K/K@

Agora, lembrando que a adjunta de K é invariante por s, a 6rbita Ad(K)Hg
estd contida em s, uma vez que Hg € a 5. A isotropia desta acao é Ky, e coincide com
Kg. Logo,

Ad(K)He =~ K /Ko =~ Fo.

Portanto, a variedade flag pode ser imersa em s como uma érbita por Ad(K)
de Hg. A variedade flag maximal F é érbita por Ad(K) de um elemento regular H € a,
pois todo elemento regular satisfaz {a € X|a(H) = 0} = & = ©. A partir desta realizagao,

uma variedade flag também pode ser denotada como Fp, .

Observagao 1.1. Para todo X € s, X pertence a orbita por Ad(K) de algum H € a. De
fato, todo X € s estd contido numa subdlgebra abeliana mazimal @' e, pela Proposicio 1.5,
existe k € K e H € a tal que Ad(k)H = X. Assim, toda érbita de Ad(K) que passa por

X € 5 se identifica como a variedade flag Fo, particionando o espago s.

Proposicao 1.16. Toda variedade flag € compacta.
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1.2 Variedades complexas

Uma aplicagao f : U < C" — C" é holomorfa se ela é diferenciavel sobre C
ou, de forma equivalente, se f, vista como uma aplicacdo de R*", é diferencidvel e sua
diferencial df, em cada ponto é uma transformagcao linear complexa, isto é, comuta com a
multiplicacao por i = v/—1. Uma variedade complexa M é definida por um atlas cujas
cartas assumem valores em C" e pelas transformacoes de coordenadas que sao aplicagoes

holomorfas entre abertos de C"

As variedades complexas sdao, em particular, variedades reais, interpretando C"
como R**. Se M é uma variedade complexa, entdo cada espaco tangente T, M é (tem a

estrutura de) um espago vetorial complexo.

As variedades complexas podem ser vistas como variedades reais munidas de
uma estrutura adicional dada por uma estrutura pseudo-complexa, que amplia o conceito

de variedade complexa.

Antes de definir as estruturas pseudo-complexas em M, seja V um espaco
vetorial real. Uma estrutura complexa, J : V — V é uma transformacgao linear em V' tal
que J? = —Id. Se o espaco vetorial V' admite uma estrutura complexa entao dim V é par,

pois os autovalores de J sao *1i e eles aparecem aos pares.

Definicao 1.8. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma estrutura pseudo-complexra
numa variedade diferencidvel M é um tensor J tal que, para cada x € M, o valor J, em x

¢ uma aplicacao linear J, : T,M — T, M que satisfaz Jg = —Id.

A estrutura J € diferencidvel se para todo campo de vetores diferencidvel X o

campo de vetores JX também € diferencidvel.

Deve-se observar que se M admite uma estrutura pseudo-complexa, entao dim

M ¢é par, pois seus espagos tangentes tém dimensao par.

Se M é uma variedade complexa, entao os espacos tangentes T, M sao espagos
vetoriais sobre C. Nesse caso a multiplicacdo por ¢ em cada T, M define uma estrutura
pseudo-complexa em M. Variedades complexas sao, portanto, pseudo-complexas. J& a
caracterizacao das variedades pseudo-complexas que sao complexas é dada pelo teorema
de Newlander-Nirenberg. Esse teorema utiliza o tensor de Nijenhuis da estrutura

J, que é definido por

N;(X,Y)=[JX,JY] - [X,Y]-J[JX,Y]| - J[X,JY], (1.9)
onde X e Y sao campos de vetores em M.

Teorema 1.6. Seja M uma variedade pseudo-complexa com estrutura J. Entdo, M ¢é

uma variedade complexa se, e so se, Ny = 0. Nesse caso a multiplicacao por i em T, M
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coincide com J.

Uma estrutura pseudo-complexa J é dita integravel se o tensor de Nijenhuis
¢ identicamente nulo. O teorema de Newlander-Nirenberg diz que as estruturas integraveis

sao exatamente as provenientes das estruturas complexas.

No contexto de variedades pseudo-complexas, uma aplicagao holomorfa entre
as variedades M e N munidas de estruturas pseudo-complexas, J e JV, é uma aplicacio
diferenciavel f : M — N tal que df, o JM = J]Jc\(fx) o df, para todo x € M. Isto é, as

diferenciais df, sao aplicagoes lineares complexas.

Seja agora M = G/H um espag¢o homogéneo, onde G é um grupo de Lie e H
é um subgrupo fechado. Uma estrutura pseudo-complexa J em G/H é invariante pela
acao de G se seus elementos sao aplicagoes holomorfas em relacao a J, isto é, se para todo
g€ G e todo x € G/H vale

dg:r % Jz = Jg(a:) ° dgz

Uma estrutura invariante J é completamente determinada pelo seu valor na
origem 29 = 1.H, pois se x € G/H é dado por & = gy, entdo J, = dgy,0Js,0(dgs,) " Além
do mais, a estrutura complexa .J,, no espaco vetorial 7, M ¢ invariante pela representacao

de isotropia, no sentido em que Jy, = dhg, © Jy, © (dhy,) "' se he H.

Reciprocamente, seja Jy uma estrutura complexa no espago vetorial T, M, isto
é, Jo : TyyM — T, M satisfaz J; = —Id. Suponha que .J; seja invariante pela representacio

de isotropia, o que significa que Jy = dhy, o Jy o (dhy,) ! se h € H. Entdo, a expressio
Jp = dgs, 0 Joo (dgs,)”", x=gwoeG/H (1.10)

define uma estrutura pseudo-complexa em G/H invariante por G. Isso porque a expressao
para J, em (1.10) ndo depende do elemento g € G tal que x = gz, pois Jy é invariante pela
representacao de isotropia. Uma estrutura pseudo-complexa definida por esse procedimento
éC”.

E possivel mostrar que o tensor de Nijenhuis N; se anula se, e s6 se, ele se
anula na origem xy de G/H. Vale, portanto, o seguinte critério para que uma estrutura

pseudo-complexa invariante seja complexa.

Proposicao 1.17. Uma estrutura pseudo-complexa no espago homogéneo G/H é complexa

se, e s6 se, o tensor de Nijenhuis N; se anula na origem xo = 1.H de G/H.

Em suma tanto a construcao das estruturas pseudo-complexas invariantes
quanto o critério para decidir se elas sdo complexas ou nao, se reduzem a uma anélise do
que acontece na origem do espaco homogéneo. Essa anédlise depende apenas da representacgao

de isotropia e, em muitos exemplos, é feita via calculos puramente algébricos.
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Antes de apresentar alguns exemplos, convém fazer o seguinte comentario sobre
o segundo membro de (1.9), que define o tensor de Nijenhuis. Ele envolve colchetes de Lie
de campos de vetores que em principio dependem dos valores dos campos nas vizinhangas
de um ponto. No entanto, essa dependéncia é cancelada entre os quatro colchetes de tal
forma que N;(X,Y) depende apenas dos valores de X e Y num ponto dado, isto é, Ny é

de fato um tensor.

Existe, portanto, uma certa liberdade na escolha dos campos de vetores no
calculo do tensor de Nijenhuis. Num espago homogéneo GG/H uma escolha natural sdo os

campos de vetores X, X € g, j& que esses campos geram o espago tangente em cada ponto.

Exemplo 1.3. Seja G = SU(n) e H = T < SU(n) o toro mazximal formado pelas
matrizes diagonais de SU(n). O quociente SU(n)/T se identifica a variedade de flags
(Wy c---c W,) de subespagos de C" com dim W; = j.

A dlgebra de Lie t de T € dada pelas matrizes diagonais de trago O com
entradas puramente imagindrias. A representacao adjunta de T decompoe su(n) em espagos

nvariantes como

5U’(n) = b @ Z ‘/jk’v
i<k
onde Vi, € o subespago das matrizes em su(n) com entradas nao-nulas apenas nas posigoes

1,k ek, j. O subespago Z Vi se identifica ao espago tangente na origem de G/H.
i<k

Um subespago Vji, tem dimensao 2 e é gerado por
Aji = Ejie — By Sji = i(Ej + Eij),

onde Ejj; sio as matrizes bdsicas. As representacoes adjuntas pjr de T' e de t em Vi, sdo

irredutiveis. Em relagio d base {Ajx, Sji}, a representagio de t é dada pela matriz

. 0 —ajk(X)
pir(X) = ( () 0 )

se X = diag{iay,--- ,ia,}, onde o (X) = a; — ay. Dessa expressio seque que se (j, k) #

(r,s), entdo a representacao em Vi, ndo € equivalente d representacio em V.

Dai que, conforme foi discutido no exemplo acima, as estruturas complexas em

V', invariante por T, sdo somas de estruturas complezas invariantes em cada V.

Por outro lado, um cdlculo simples com matrizes 2 x 2 mostra que em cada Vi
existem apenas duas estruturas complezas invariantes, que sao dadas por +.Jj,, onde em

relagdo a base
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Consequentemente, as estruturas complezas Ad(T)-invariantes em V' sao somas

diretas de transformacoes lineares da forma

J = 2 6jk:<]jk7 com 6jk = +1.

i<k
A quantidade dessas estruturas complezas € finita e igual a 2V, onde N =
n(n—1)

5 ¢ o nimero de subespagos Viy.

O tensor de Nijenhuis na origem é uma aplicag¢do bilinear anti-simétrica em V'
a valores em V. Para calculd-lo é melhor trabalhar no espago Ve gerado por Ej, j # k,
que € o complexificado de V. Tanto J quanto N; se complexificam a Vi de tal forma que
se j <k, entao
JinEj = 1B, Jp By = —iEy;.

Portanto, se j # k entdo J é dada por J;p Ej, = icjiEjy, isto €, J € determinada
pelos sinais €5, = +1, j # k, com a restricio que ei; = —¢ji. O tensor de Nijenhuis
satisfaz Nj(Ejg, Exs) = 0 se [Ej, Evs] = 0, isto €, se {j,k} n{r,s} = &. Por outro lado,

Nj(Ejk, Exs) = i(€js(1 + €jkks) — €k — €ks) Ejs,

que nao se anulam se, e SO se, €, = s # €;5. Por exemplo, se J € dado por €5, = +1
para j < k, entdo J é uma estrutura complexa integrdvel. Da mesma forma, se w € uma
permutagdo de {1,--- ,n}, entdo a estrutura complera dada por ej; = +1 se w(j) < w(k)

¢ integravel. E possivel verificar que essas sao as unicas integraveis.

A descricao das estruturas complexas em SU(n)/T, apresentada no exemplo
anterior, se estende as chamadas variedades flag generalizadas complexas , que sao dadas
pelo quociente de um grupo compacto por seu toro maximal. Da mesma forma existem
finitas estruturas integraveis, que estao em bijecdo com as camaras de Weyl na algebra de
Lie t do toro.

1.3  Grupos de Lie complexos

Um grupo de Lie complexo é um grupo cujo conjunto subjacente é uma variedade
complexa e de tal forma que o produto é uma aplicacao diferenciavel e holomorfa em

relacdo a estrutura complexa da variedade.

No entanto, olhando sob a perspectiva de que uma variedade complexa é uma
variedade real com uma estrutura adicional, define-se um grupo de Lie complexo como
sendo um grupo de Lie real munido de uma estrutura pseudo-complexa integravel tal que

o produto é uma aplicacao holomorfa.
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Essa abordagem aos grupos complexos se encaixa nas discussoes acima sobre

estruturas pseudo-complexas e complexas invariantes em espacos homogéneos.

Para ver isso tome, em primeiro lugar, um grupo de Lie complexo G e seja
J a estrutura complexa dada pela multiplicagdo por ¢ em cada espaco tangente. Como
o produto p é uma aplicacao holomorfa, as translacoes a esquerda £, e a direita Dy,
g € GG, sdo também aplicagdes holomorfas. Isso significa que para quaisquer g, h € G valem
Jgn 0 A(Ey)p, = d(Ey)p 0 Jp € Jpgod(Dy)n, = d(Dy)p o Jp. Em outras palavras, J é uma
estrutura bi-invariante, isto é, invariante a esquerda e a direita.

Deve-se considerar entao estruturas pseudo-complexas em G que sdo bi-invariantes.
A bi-invariancia se reflete na acao de G'x G em G por (g, h) = grh™*. Essa acdo é transitiva

e o grupo de isotropia na identidade 1 € G é a diagonal

Ac={(g,9) e GxG:g¢eG}

de tal forma que G se identifica a G x G/Ag. A representacao de isotropia p : Ag — Gl(g)
é dada pela adjunta p(g,g) = Ad(g) = (dCy);.

Portanto, uma estrutura pseudo-complexa J bi-invariante em G é dada por

uma estrutura complexa J; : g — g que comuta com as adjuntas:
Em g € G a estrutura pseudo-complexa é dada por

J, =d(E,)10Jiod(E,); " =d(Dy)1oJyod(Dy);". (1.12)

O préximo passo é olhar a integrabilidade dessas estruturas pseudo-complexas,
isto é, o anulamento do tensor de Nijenhuis. Aqui, a situacdo se trivializa pois a bi-

invariancia implica automaticamente na integrabilidade da estrutura.

De fato, a comutatividade .J; o Ad(g) = Ad(g) o Jy, g € G, aplicada a g = e,

X € g, implica (derivando em relacdo a t) que

Jioad(X) =ad(X)o J (1.13)

para todo X € g. O significado disso é que g é uma algebra de Lie sobre o corpo dos
complexos, no sentido em que se J; for interpretado como multiplicacao por i, entao a
igualdade 1.13 diz que i[ X, Y] = [X,iY]. Como, além do mais,

i[X,Y] = —iY,X] = —[Y,iX] = [iX, Y],

segue que g tem uma estrutura de espago vetorial complexo de tal forma que o colchete

[, ] é bilinear sobre C.
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Mantendo a interpretacao de que J; é a multiplicagdo por ¢ em g, o tensor de

Nijenhuis na identidade se torna

Ny(X,Y) = J[X,Y]-[LX,Y]=[X, hY] = L[JX, Y]
— i[X,Y] - [iX,Y] - [X,iY] —i[iX, Y],

com X,Y € g. O ultimo termo dessa igualdade se anula na origem, isto é, (N;); = 0 na
origem. Pela invariancia (por exemplo, a esquerda de J) se conclui que N; é identicamente

nulo.

Esses comentarios mostram a seguinte caracterizacao dos grupos complexos.

Teorema 1.7. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e suponha que exista uma
aplicagio J, : g — g com Ji = —Id tal que J; o Ad(g) = Ad(g) o Jy, para todo g € G.
Entao, existe uma estrutura complexa em G que o torna um grupo de Lie complexo. Nesse

caso, g € uma dlgebra de Lie complexa.

Além do mais, se g € uma dlgebra de Lie complera e G € conexo, entio G é

um grupo complexo.

Exemplos classicos de grupos de Lie complexos sao dados pelos grupos de

matrizes Gl(n,C), Sl(n,C), Sp(n,C) e SO(n,C), cujas algebras de Lie sdo complexas.
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2 Classes de M-equivaléncia

Neste capitulo vamos apresentar as classes de M-equivaléncia. A partir desse
conceito, obtemos uma condigdo necessaria para que uma variedade flag real admita estru-
turas pseudo-complexas invariantes. Este capitulo foi baseado em (PATRAO; MARTIN,
2015).

Classes de M-equivaléncia

Seja M = centg(a) = {g € K : Ad(g) |,= Id,} o centralizador de a em K.
O grupo M esta contido em Ko = M(Kg)o e deixa invariante cada espaco de raiz g,.

Portanto, faz sentido falarmos em representacao do grupo M em g,.

Nesse parte do trabalho, determinaremos os pares de subespagos de raizes g, e

g cujas representacoes de M sobre esses espacos sao equivalentes.

Definicao 2.1. Duas raizes o e 5 sao ditas M -equivalentes, que denotaremos por o~y 3,

se as representacoes de M sobre os espacos de raizes g, € gg sao equivalentes.

Se g é uma forma real normal de uma algebra de Lie semissimples complexa,

entao M ¢é o subgrupo abeliano discreto
M = {(my = exp(mill})) : v €I},

H
onde HY = <77> ¢ uma co-raiz associada a v e H., ¢é definido por v(H) = (H,,H), H € a.
v

Como M tem a forma descrita acima, obtemos uma condicdo necessaria e

suficiente para que duas raizes sejam M-equivalentes.

Proposigao 2.1. As raizes a e B sao M-equivalentes se, e somente se, para toda raiz

v e Il temos

2(v,0) _ Xy, B)
oy ey

Demonstragdo. Seja v uma raiz e m, = exp(miH} ). Se X € g, e Y € gg, entao

v

Ad(mV)X = eudmH})y _ mia(Hy) x
Ad(m,)Y = emmH)y — rifH)y,

Y

Segue que o ~j; [ se, e somente se, para toda raiz 7, existe um isomorfismo linear
P :go — gs, com PX =Y e Ad(m,) o PX = P o Ad(m,)X. Tsto é, e™y) = ¢mifUly)
que é equivalente a
2§y, 27, 8)
o

+ 2k ke
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]

Como consequéncia desse resultado, obtemos uma condi¢do necesséria para

que duas raizes sejam equivalentes.

Corolario 2.1. Se a ~y; 3, entdo {a, ) = 0.

Demonstra¢io. Suponha que {«, 5) # 0. Temos entao as seguintes possibilidades para os

numeros de Killing:

1. Se a e # tém o mesmo comprimento e o angulo entre eles é 60° ou 120°, entao

Yo0) _, . Aah)
(o, ) (o, )

mostrando que « e J nao sao M-equivalentes.

+ 1,

2. O angulo entre o e § é 45° ou 135°. Se « é uma raiz longa, entao

Aoy _, . Had
(way {aay &

e a e 8 nao sao M-equivalentes. Caso [3 seja uma raiz longa, intercalamos os papéis

de v e 5 e obtemos o mesmo resultado.

3. Se o angulo entre o e 5 é 30° ou 150°, entao

Yoo) _, . Aap)
(o, cr) {a, )

mostrando que « e § nao sdo M-equivalentes.

+ 1,43,

]

Com esses resultados, podemos encontrar as classes de M-equivaléncias para

cada diagrama de Dynkin.

Observagoes:

1. « ~M (—Oé)

De fato, para toda raiz v € II, temos

2<’7,C\4> _ 2<77 _a>
vy T ey

Da proposicao 2.1, concluimos que a ~ s (—«). Portanto, reduzimos o nosso trabalho

a checar apenas a classe de M-equivaléncia de raizes positivas.
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2. a~y B < wa ~y wph, onde w é um elemento do grupo de Weyl W.

Para toda raiz a, 8 € II e todo elemento w € W, temos que (wa ,wf) = {a, 3).
Isto é, o produto interno (-, -) é invariante pelos elementos do grupo de Weyl. Pela
proposicao 2.1, obtemos a ~j; f < wa ~y; wf. Sendo assim, é necessario encontrar
a classe de M-equivaléncia de uma tnica raiz, no caso em que o diagrama de Dynkin
s6 contém ligacoes simples. Se o diagrama de Dynkin de uma &lgebra tiver ligagoes
multiplas, devemos encontrar a classe de M-equivaléncia de uma raiz curta e de uma

raiz longa. As outras classes podem ser obtidas pelos elementos do grupo de Weyl

W.

Vejamos agora as classes de M-equivaléncia para cada diagrama de Dynkin.

2.1 Diagrama A4;, [ > 1

Usaremos a representagao canonica de A; onde as raizes positivas sao \; — Aj,

1<i<j<l+1. Temos dois casos a considerar:

ALl #3

As classes de M-equivaléncia de raizes positivas s@o conjuntos unitarios, isto é,

duas raizes positivas distintas nao sao M-equivalentes.

Como o grupo de Weyl é transitivo no conjunto de raizes, basta fixar uma raiz

« e checar que qualquer raiz 8 # « nao é M-equivalente a a.

Suponha que | > 3 e tome a3 = A\ — \o. As raizes positivas ortogonais a «
sao ag; = A\ — Aj com 3 < i < j. Pelo Coroldrio 2.1 ¢ suficiente verificar que as raizes

ortogonais a o nao sao M-equivalentes a a.

1. Se j <l+1entdo (v, a5 # 0, mas {(y,a12) = 0, onde v = A\; — \;;;. Temos

2<% Oé12> —0 2<% sz‘j>
S Q7R

Pela Proposigao 2.1, obtemos que A\; — Ay nao ¢ M-equivalente a \; — \;, 3 <7 < j.

= +1.

2. Para i > 3 temos (7, \; £ ;) # 0 e (3, A1 — A\2) = 0, onde v = \;_; — \;. Novamente,

concluimos que A\; — Ay nao ¢ M-equivalente a A3 — A;, 3 < j.

3. Parai=3ej =10+1 tem-se que A\y — A\;y1 é uma raiz ortogonal a A\; — A9, mas nao

¢é ortogonal a A3 — \jy1.
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As

As classes de M-equivaléncia de raizes positivas sao:
{1 = A2, Az = A, {1 — Az, A — At e {1 — Ay, A — Az

Nesse caso, a Unica raiz ortogonal a ajp = A\ — A\ € agy = A3 — A4 e portanto, pelo
Corolario 2.1, A3 — A4 é a unica candidata a ser M-equivalente a o = \; — 9. Para ver
que de fato A\ — Ay ~p A3 — Ay, note que a raiz v = \; — Aj, com (4,5) # (1,2) ou

(3,4), ndao é ortogonal a \; — Ay nem a A3 — \y. De modo que os nimeros de Killing,
2<7a C]512> 2<77 a34>

€ )
SR SR
que A3 — Ay~ A1 — A2. Aplicando o grupo de Weyl (grupo de permutagao), vemos que

sao +1, isto é, a condi¢ao da Proposicao 2.1 é satisfeita, mostrando

as classes de M-equivaléncia sao como indicadas.

2.2 Diagramade B;, [ > 2

Usaremos a representacao canonica de B; = so(l,1+ 1), onde as raizes positivas

sao N\t A, 1 <t <j<lel;,1<1i<I. Essassao asraizes longas e curtas, respectivamente.

As classes de M-equivaléncia dependem do posto [, de acordo com os seguintes

Casos:

B, 1>=5

As classes de M-equivaléncia sobre as raizes positivas sao

{)\i—)\j,)\i+/\j}e{>\i}, ].<Z<j<l

Nos encontraremos as classes de M-equivaléncia de uma raiz longa e de uma
raiz curta. Para obtermos as classes de M-equivaléncia restantes, usaremos os elementos

do grupo de Weyl.

Tomamos a raiz longa A\; — ;. Devemos checar a M-equivaléncia somente
para as raizes ortogonais a ela, isto é, Ay + Ao, A & A; e A\; com 3 < ¢ < j. As raizes
Ai, 3 < 1 nao sao M-equivalentes a \; — A\g. De fato, \; £ \;;1 é uma raiz pois [ > 5.
Agora, {(\;, \i £ A\it1) # 0 e o ntimero de Killing ((A\; = A\i11)Y, Ay = %1 porque \; é
uma raiz curta. Como (\;; \; — A\y) = 0, a condi¢do da Proposi¢do 2.1 é violada por
7 = Ai £ Ait1. O mesmo argumento usado no caso A; mostra que A\; = A;, 3 < ¢ < j, nao é
M-equivalente a \; — Ay (quando [ = 5). Por outro lado, Ay — A2 ~pr A1 + A2 porque para
cada raiz v vale (7, \; — Ag) = £(7, A1 + A2). Segue que {A\; — Ay, A\; + Ay} é uma classe
de M-equivaléncia. Para concluir este caso, notamos que w € VW age sobre \; por uma

permutacao seguida por uma mudanga de sinal, isto ¢, wA; = £);, para algum indice j.
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Portanto, A; = A\j ~p A+ A, 1 <@ < j <, e os conjuntos {\; — A\j, \; + A;} sdo as tnicas

classes de M-equivaléncia contendo uma raiz longa.

Pelo que foi descrito anteriormente, nenhuma raiz longa é M-equivalente a uma
raiz curta A;. Finalmente, duas raizes curtas A\; e A;, ¢ # j, nao sao M-equivalentes. Por

exemplo, v = X\, + A\, k # 1, J, satisfaz (y¥, \;) = 1 enquanto (y",\;) = 0.
By
As classes de M-equivaléncia das raizes positivas sao

{1 = A2, AL+ Aoy Az — Ay, Ag + Ay ),
{1 — A3, A1+ A3, Ao — Mg, Ao + Ayl
{1 — A, AL+ Ag, Ag — Az, A + At

A diferenca do caso geral é que A3 — Ay ~pr Ay — Ao. De fato, se \; é uma raiz
curta, entao (A, A1 — Ay) e (A, A3 — A\y) s@0 iguais a 0 ou a 2. Também, se v é uma raiz

longa diferente de Ay — Ay e A3 — Ay, entdo (v¥, A1 — Aa) e (¥", A3 — \y) sdo iguais a +1.

Novamente, o mesmo argumento mostra que uma raiz longa e uma raiz curta,

assim como duas raizes curtas, nao sao M-equivalentes.

Bs

As classes de M-equivaléncia sobre as raizes positivas sao
{A = A2, A4+ Ao, Ash {0 = A, A+ Ag Aot e {Ag — Ag Ag + A, At

Aqui, A3 ~pr A—Ag. O ponto é que se v # A;— Ay é uma raiz longa, entao (v, \j—A\y) = +1
e, como 7 nao pode ser ortogonal a A3, temos que (7", A3) = +1. Por outro lado, se v é

curta, entdo (7%, A1 — Ag) e (", A3) sdo pares.

Bo

As classes de M-equivaléncia das raizes positivas longas e curtas sao
{A = A2, AL+ Aot e {Ag, Ao,

respectivamente.



Capitulo 2. Classes de M -equivaléncia 41

2.3 Diagrama (), [ > 3

Na realizagdo canénica de C; = sp(l,R) as raizes positivas sao escritas como

Ait A, 1<i<j<le2)\, 1<1i<I. Essassao as raizes curtas e longas, respectivamente.

Aqui, cada duas raizes longas 2); e 2)\; sao M-equivalentes. De fato, para cada
raiz v o namero de Killing (v, 2\;) é par (0 ou £2). De fato, se v é uma raiz curta, entao
(v, 2X\;) é ou 0 (raizes ortogonais) ou +2 (nimero de Killing entre uma raiz curta e uma

raiz longa). Por outro lado, duas raizes longas sao ou iguais ou ortogonais.

Como nos diagramas anteriores, as classes de M-equivaléncia crescem para

postos menores. Para (), a exce¢ao é quando [ = 4.

C,,l#4

As classes de M-equivaléncia sao
{)\Z — /\ja )\z + )\]} (& {2/\1 e ,2)\1}.

As raizes ortogonais a raiz curta A\; — Ay sao A1 + A2, Ai £ Aj e 2); com 3 < ¢ < j. Como
no caso B (com [ > 5), as raizes \; £ A\;, 3 <14 < j, ndo sdo M-equivalentes a A\; — \y. Por
outro lado, se 3 <4, entao v = A\ — A;, com j # ¢, viola o critério da Proposicao 2.1 para
a M-equivaléncia entre A\; — Ay e 2);. De fato, (¥, Ay — A2) = £1 (raizes nao-ortogonais

de mesmo comprimento) e (y",2\;) = 0.

Como as raizes longas sao equivalentes a cada outra, segue que \; — \g nao é

M-equivalente a cada raiz longa. Portanto, obtemos as classes afirmadas acima.

Esses argumentos continuam verdadeiros se [ = 3. (Diferentemente de Bs, em

(3 raizes longas nao sao M-equivalentes a raizes curtas.)

Cy
As classes de M-equivaléncia sao
{2X1,2)9,2)3,2)4},

{1 — A2, AL+ Ao, Az — Mg, Az + Ayl
{A = A3, A1+ Ag, Ao — g, Ao + Ay}
{AM = A AL+ Ag Ao — As, Ao + Azt

Isto é visto como em By, onde A3 — Ay ~ur A1 — Xo.
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2.4 Diagrama D;, [ > 4

Na realizacao canoénica de D; = so(l,]) as raizes positivas sao escritas como

Dl,l>4

As classes de M-equivaléncia sobre as raizes positivas sao

{)\i_)\ja)\i+>\j}7 1<Z<j<l

Isto é verificado por argumentos similares ao caso By, simplificado pelo fato

que as raizes tém o mesmo comprimento.

Primeiro, a tnica raiz M-equivalente a A\; — Ay é A1 + Ay. Com efeito, as raizes
ortogonais a A\j — Ay s80 Ay + Ay e A+ A, 3<i<j. Araiz \; £ \;, com 3 <¢ < j,naoé

M-equivalente a A\; — Ay pelas seguintes razoes.

1. Sej <lervy =X —Aj1, entao (y,A\; — Ay) = 0 e (7,\; £ ;) # 0 o que implica
Y, A £ X)) = £1. Assim, pela Proposigdo 2.1, A\; — A2 ndo é M-equivalente a
Ai A

2. Sei>3e Y= )\z’—l — >\z'7 entao <’)/,>\1 — )\2> =0e <’)/V,)\Z' + )‘j> = +1.

3. Como [ > 4, \y — \; é uma raiz satisfazendo (y, A\ — Xo) =0e (¥, A3+ \) = £1.

Finalmente, A\; — Ay ~y A1 + Ao, pois {(7,A\1 — Ay) = 0 se, e somente se,

(v, A1 + Ag) = 0 para cada raiz . Além disso, se 7 nao é ortogonal a ambas as raizes,

entao os niumeros de Killing sao +1, uma vez que as raizes tém o mesmo comprimento.

Como o grupo de Weyl é transitivo sobre o conjunto de raizes, obtemos as

classes de equivaléncia afirmadas acima.

Dy
As classes de M-equivaléncia sobre as raizes positivas sao
{AM =22, A+ A2, As— Ay, A3+ Aa ), (A= A3, ALt As, A=A, Ao+ At e {A1 =g, Ai+ A, Ada— Az, Ag+ Az}

Neste caso, além de A\; + Ao, as raizes A3 — Ay e A3 + Ay sdo M-equivalentes a A\ — Ay
(ver a discussao para By). Portanto, uma aplicacao do grupo de Weyl produz as classes

afirmadas.
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2.5 Diagrama G,

As classes de M-equivaléncia sobre as raizes positivas sao os pares
{ag, a1 + 200}, {oq + ag, aq + 3as} e {ag, 204 + 3an},
onde oy e ay sao as raizes simples, com «; a raiz longa.

A razao disto é que esses sao os Unicos pares de raizes positivas ortogonais a
cada outra. Além disso, se duas raizes nao sao ortogonais, entao seus nimeros de Killing

sao impares (+1 ou +3).

2.6 Diagramas FEjg, F7 e Eg

Para esses diagramas as classes de M-equivaléncia sobre as raizes positivas sao

conjuntos unitarios.

Como esses diagramas possuem ligagoes simples, é suficiente encontrar uma

raiz positiva que nao é M-equivalente a outra raiz positiva.

Em cada um dos diagramas Ejg, E7 e Eg escolhemos a raiz de altura maxima p.

Para checar que {u} é uma classe de M-equivaléncia provamos:

e Afirmacgao: Para todo 8 > 0 com {u,5) = 0, existe v # [ tal que {u,7) = 0 e
B, #0.

Da afirmagao obtemos (y", uy = 0 e (v, 3) é impar, pois os diagramas possuem somente
ligagoes simples. Portanto, pela Proposicao 2.1, nenhuma raiz § ortogonal a u é M-

equivalente a p. Pelo Coroldrio 2.1, concluimos que {u} é uma classe de M-equivaléncia.

Agora, as raizes ortogonais a raiz de altura méxima p tém a seguinte descricao
simples: denote por 3 = {«ay, -+ ,} o sistema simples de raizes e {wy, -+ ,w;} 08 pesos
fundamentais, definido por

o, wj) = bij.
E conhecido que nos diagramas Eg, E7 e Eg a raiz de altura méaxima pu = w; para algum
peso fundamental. (A férmula para p em termos dos pesos fundamentais pode ser obtida
pelos diagramas de Weyl afim. A raiz extra é precisamente —pu). Seja o = by + - - - + by,

b; = 0, uma raiz positiva. Como p = w;, temos, por definicao

oy = 20

Desse modo, {a, ) = 0 se, e somente se, a;b; = 0. Portanto, as raizes ortogonais a p sao
aquelas geradas por X\{«;}. Este conjunto de raizes é um sistema de raiz cujo diagrama de
Dynkin é o subdiagrama de ¥ dado por X\{c;}. Um olhar para os diagramas de Dynkin

afim fornece os diagramas Y\{«;}, ou seja,
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® Z\{Ozl} = A5 se X = Eﬁ.
[ E\{O&Z} = DG se X = E7.

(] 2\{0[1} = E7 se Y = Eg.

Agora, é claro que em cada um dos sistemas de raizes gerados por X\{a;} (As,
Dg ou E7), a conclusdo da afirmacao é valida, isto é, dado /3 existe v com {f3,7) # 0. Isto
conclui a prova que as classes de M-equivaléncia sobre as raizes positivas sao conjuntos

unitarios.

2.7 Diagrama F}
As 24 raizes positivas de F; decompoem-se nas seguintes classes de M-equivaléncia:

e 12 unitérias, {a} com « percorrendo o conjunto das raizes curtas.

e 3 conjuntos de raizes longas {2a; + 3ag + dag + 20y, (o, (g + 2003, (g + 2003 + 2014},
{ag + 3ag + das + 2ay, a1 + g, a1 + as + 203, a1 + @z + 2a3 + 204} e {1 + 200 +
dag + 20, g, 0 + 200 + 203, 1 + 20 + 203 + 200}

Sejam {wy,ws,ws,ws} 0s pesos fundamentais.

O peso fundamental w, é também a raiz positiva curta:

Wy = 01 + 20(2 + 3063 + 20&4.

Verificaremos a classe de M-equivaléncia de ws pelo mesmo método usado
nos casos Ejs. O conjunto das raizes ortogonais ao peso fundamental w, é gerado por
{aq, ag, az}, que é um diagrama de Dynkin Bj. Agora, se § é uma raiz de Bs, entao existe
uma raiz v (em Bs) tal que (7", 3) é impar. Segue, pela Proposicao 2.1 e seu Corolério

2.1, que wy é uma classe de M-equivaléncia. Isto resulta nas classes de raizes curtas.

Para as raizes longas, primeiramente relembremos que elas formam o sistema
de raizes D,. Agora, se v é uma raiz curta e o é uma raiz longa, entao (7", «) é par.
Portanto, para checar se a ~); 3, para duas raizes longas a e 3, é suficiente testar a
condicao da Proposicao 2.1 quando v é também uma raiz longa. Isto significa que duas
raizes longas sao M-equivalentes se, e somente se, elas sao equivalentes como raizes de Djy.
Como nenhuma raiz curta é M-equivalente a uma raiz longa, concluimos que as classes de
D, sao também classes de M-equivaléncia em Fj. Esses sdo os trés conjuntos com quatro
raizes ortogonais como afirmado. (Para obter esses conjuntos, comegamos com a raiz de
altura maxima w; = 2aq + 3as + 4ag + 2a4. Entao, o primeiro conjunto é w; junto com as
raizes longas ortogonais a ele. Os proximos dois conjuntos sao obtidos aplicando a reflexao

Ta, € depois 74, ).
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3 Estruturas pseudo-complexas invariantes

em variedades flags reais

Neste capitulo, verificaremos a existéncia de estruturas pseudo-complexas
invariantes nas variedades flag reais. Percebemos que, ao contrario do caso complexo,

existem variedades flag reais que nao admitem estruturas pseudo-complexas invariantes.

3.1 Estruturas pseudo-complexas M-invariantes

Seja Hg um elemento do abeliano maximal tal que a subdalgebra parabdlica,

o = Z g), ¢ a soma dos auto-espagos gy, de ad(Hg), associados a auto-valores A nao
A=>0
negativos. Entao, o nilradical de pg ¢

n=>Y. 0= ), 0o
A0 a(He)>0

sendo que a(Hg) > 0 se, e somente se, a ¢ (©). O centralizador de Hg é dado por
3o = Z g, enquanto que a subalgebra ng complementa pe = 30 ® ng em g, isto é, vale
A=0

Po = ng @ 3o ®ng.

Em relacao a algebra compacta £ essa decomposicao tem o seguinte significado: g = €N 3¢
enquanto que o complementar de g em g é dado por mg = £ N (ng + ng). ( Por exemplo,
no caso das Grassmannianas, 3o ¢ a parte diagonal em blocos, nd é a parte triangular
superior (em blocos) e ng a triangular inferior). O espaco tangente a Fg na origem se

identifica tanto a mg quanto a ng (o primeiro pela acdo de K e o segundo pela acao de G).

Segue abaixo uma condigao necesséria e suficiente para que uma variedade flag

admita estruturas pseudo-complexas M-invariantes.

Proposicao 3.1. Se uma variedade Flag Fg, de uma forma real normal, admite uma
estrutura pseudo-complexa invariante por K, entdo toda classe de M -equivaléncia em

I\(O) (ou, o que é a mesma coisa em I[17\(O)) tem um nimero par de elementos.

Demonstragio. De fato, se o € II7\(©), entdo g, € ng e dimg, = 1 (pois g é uma
forma real normal). O subespaco Jg, < ng ¢ diferente de g, pois J?> = —Id. Pelo Lema
4.8, como J é M-invariante, temos que Jg, ¢ M-invariante e a representacao de M em
Jg. € equivalente a representacdo em g,. Segue dai que Jg, estda contido no subespaco

Vo = Z gs. Aplicando o mesmo raciocinio as raizes 3 que sao M-equivalentes a a,

B~ma
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conclui-se que JV,, = V,,. Como J? = —Id, segue que dim V,, é par e, portanto, o nimero

de raizes M-equivalentes a « é par, pois cada espaco de raizes tem dimensao um. O

Essa condicao nao é suficiente para que exista estrutura complexa invariante
or Kg. Entretanto, veremos no resultado abaixo que essa condicao é necessaria e suficiente
© )

para construir estruturas complexas M-invariantes.

Proposicao 3.2. Uma variedade Flag Fo, de uma forma real normal, admite estruturas
M -invariantes se, e somente se, toda classe de M -equivaléncia em ITT\(©) tem um niimero
par de elementos. As estruturas complexas M -invariantes sdo construidas por soma direta
de estruturas complexas em cada Vi), com o] percorrendo as classes de M -equivaléncia.

Essas estruturas sao parametrizadas pelo quociente Gl(d,R)/Gl(d/2,C), onde d = dimVy].

Demonstragio. De fato, tome uma classe de M-equivaléncia [a]. Entdo, o subespaco

V] = Z g tem dimensao par pois numa forma real normal os subespacos de raizes tém

B~ma
dimensdo um. Além do mais, se m € M e X € gg, entdo Ad(m)X = £X com o mesmo

sinal para toda raiz 3 ~; a. Isso implica que a restri¢ao de Ad(m) a Viq) é Id ou —Id.
Dai, que toda estrutura complexa em V|, ¢ M-invariante. Dessa forma, as estruturas
complexas M-invariantes sao construidas por soma direta de estruturas complexas em cada
Via], com [ar] percorrendo as classes de M-equivaléncia. Em cada Vi, existem infinitas
estruturas complexas. Elas sdo parametrizadas pelo quociente Gl(d,R)/ Gl(d/2,C), onde

d = dimV]y). Isso porque se J ¢ uma uma estrutura complexa em V[,], entao a matriz de

Od/2 —1
I Ogp

Dai que as conjugadas ¢g.Jg ', g € Gl(d,R), ddo todas as estruturas complexas. Por outro
lado, gJg ™t = J se, e s6 se, g € Gl(d/2,C). O

J em alguma base é da forma

Exemplo 3.1. Se dim Vi) =2 ¢ {vi,v9} € uma base de V], entdo se define uma estrutura

complexa J = Jiy, vp) por Juy = vy € Juy = —vy, isto €, J € a transformagdo linear que na

(1)

Como o conjunto das bases estd em bijegio com GI(2,R), seque que cada g € GI(2,R) define

base {vi,v9} tem matriz

uma estrutura complexa no espaco de dimensdo 2. Se wy = avy + bvg e wy = —bvy + avs,

temos Jyw, wsy = Jor,00) € dai que se g € GI(d,R) e

h— ( “ _b>er(1,C),
b a

entdo g e gh definem a mesma estrutura complexa no espago de dimensao 2. Isto €, as

estruturas complezas no espago de dimensdo 2 estao parametrizadas por GI(2,R)/ GI(1,C).
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Observacgao: Gl(d,R)/ Gl(d/2, C) tem duas componentes conexas, pois Gl(d/2, C)
é conexo. No caso em que d = 2, G1"(2,R)/ GI(1,C) = SI(2,R)/ SO(2) =~ R?. Por isso o
conjunto das estruturas complexas num espago de dimensao 2 ¢ a uniao disjunta de duas
copias de R2.

Observagao: Como nos flags maximais K¢ = M, a condigdo necessaria da

Proposicao 3.1 também é suficiente para obtermos estruturas complexas Kg-invariantes

nos flags maximais.

Definicao 3.1. Seja Fg uma variedade flag real, associada a uma forma real normal de
uma dlgebra de Lie semissimples complexa. A dimensdo da variedade flag Fg pode ser vista
como o nimero de elementos do conjunto TIT\(©), ou equivalentemente, como o nimero
de elementos do conjunto II7\(O).

Vejamos agora quais os flags admitem estruturas pseudo-complexas K-invariantes.

3.2 Flagsde A;, [ >1

Al>1 o0—o0— -+ —0—0
ap Qg Q1 O

Assim como no caso das classes de M-equivaléncia, iremos considerar dois

Casos:

ALl #3

Para A;, | # 3, temos que as classes de M-equivaléncia de raizes positivas
sao conjuntos unitarios, isto ¢, contém apenas um elemento. Sendo assim, toda classe de
M-equivaléncia em IT7\{(©) tem um nimero {mpar de elementos e, pela Proposicao 3.1, os

flags de A;, [ # 3, ndo admitem estruturas pseudo-complexas K-invariantes.

Em suma,

Proposicao 3.3. Os flags de A;, | # 3, ndo admitem estruturas pseudo-compleras K -

nvariantes.

3.2.1 Flags de A

A algebra As possui sete flags a serem considerados: o flag maximal, os trés flags
minimais (Grassmannianas) e os flags F(1,2), F(1,3) e F(2, 3), descritos por © = {\3— A4},
© = {X2 — A3} e © = {\; — Ao}, respectivamente. Mostraremos o resultado abaixo usando

a condicao necessaria dada pela Proposicao 3.1 e a Proposicao 4.17.



Capitulo 3. Estruturas pseudo-complezas invariantes em variedades flags reais 48

Proposicao 3.4. O unico flag da dlgebra As que admite estruturas pseudo-complexas

K-invariantes € o flag maximal.

1. O flag maximal

As classes de M-equivaléncias em IT1\(©) tém exatamente dois elementos. Pela Pro-

posicao 3.1, g admite estruturas pseudo-complexas K-invariantes e essas estruturas

sdo parametrizadas por Gl(2,R)/ GI(1,C).

2. As Grassmannianas

Os flags minimais F(1) = Gri4, F(2) = Gryd e F(3) = Grs4, descritos por © =
{Aa = A3, A3 — A\g}, © = {A1 — Ao, A3 — Ay} e © = {\; — Ay, Ay — A3}, respectivamente,
sdo Grassmannianas reais. Os flags F(1), F(3) tém dimensao impar, logo ndo admitem
estruturas pseudo-complexas K-invariantes. Falta analisar o flag F(2) = G4 que é
orientavel, tem dimensao par e admite estruturas M-invariantes. Para isso, vamos
olhar a representagao de isotropia do espaco tangente a F(2) na origem, descrita em
(PATRAO; MARTIN, 2015). Temos que o espago tangente ao flag F(2) na origem,
Ty F(2), é decomposto em duas componentes Kg-irredutiveis, nao equivalentes
e bidimensionais. Essas componentes sao geradas por (Fi3 + Eay, Fo3 — F1y) e
(Ehg — Eoq, Evg + Es3) (( Ejj é a matriz que tem o nimero 1 na entrada ij e zero
nas demais). Uma estrutura invariante por (Kg)o deve satisfazer, por exemplo,
J(E13 + Eay) = A(Ea3 — Eyy4). Entretanto, essa estrutura nao é invariante pelo
grupo M, uma vez que as raizes \; — A3 € Ay — A4 ndo sao equivalentes as raizes
Ay — Az e A\ — Ay Assim, existe m € M tal que Ad(m)(E13 + Eay) = +(Fas — Ev)
e Ad(m)(Ey; — E14) = F(E13 + Fa4). Portanto, o flag IF(2) ndo admite estruturas

K-invariantes.

No capitulo 4, demonstraremos que as Grassmannianas reais nao admitem estruturas

pseudo-complexas K-invariantes usando teoria de geometria simplética.

3. F(1,2), F(1,3) e F(2,3)

Nesses casos, © tem uma tnica raiz «. Seja [ a raiz positiva M-equivalente a .
Logo, {8} forma uma classe de M-equivaléncia em II7\(O) e, pela Proposicao 3.1,

(o) nao admite estruturas pseudo-complexas K-invariantes.

3.3 Flagsde B =so0(l,l +1),1>2

B,l>2 o—o— -
a; Qg Qp_1/0q
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Para a andlise desses flags deve-se separar alguns casos de dimensao baixa,

onde as classes de M-equivaléncia sao diferentes do caso geral.

By = s50(2,3)

As raizes simples sao {\; — A2, Ao} e as classes de M-equivaléncia de raizes
positivas sao {A\; — A2, A1 + A2} e {Aq, Ao}

Nesta algebra temos trés tipos de flags que podem ser descritos por © = ¢,
© = {\— X2} e © = {)\}. O tnico flag que possui estruturas pseudo-complexas invariantes
é o maximal. De fato, os flags minimais tém dimensao trés, portanto ndo admitem estruturas

pseudo-complexas invariantes.

O flag maximal tem estruturas pseudo-complexas invariantes pois as clas-
ses de M-equivaléncia em II7\(O) possuem dois elementos cada. Essas estruturas sao
parametrizadas por G1(2,R)/ Gl(1,C).

Em suma,

Proposicao 3.5. O unico flag da dlgebra By = s0(2,3) que admite estruturas pseudo-

complexas invariantes é o flag maximal.

B3 =s0(3,4)

As raizes simples sdo {\; — A2, A2 — A3, A3} e as classes de M-equivaléncia de
raizes positivas sao {A1 — A2, A1 + A2, Az}, {1 — A3, A1+ A3, Ao} e {Aa — A3, Ao + A3, A}

Proposicao 3.6. O tnico flag da dlgebra Bz = s0(3,4) que admite estruturas pseudo-
complexas invariantes € o flag Fix, _x, xo—xs}- Esse flag é a Grassmanniana dos subespagos
isotrépicos de dimensdo trés em R, isto €, subespacos de dimensdo trés nos quais a forma

quadrdtica de matriz

1 0 0
0 0 133
0 153 0

se anula. As estruturas pseudo-complexas K -invariantes nesse flag sdo parametrizadas por

R\{0}.

Para a demonstracao do resultado acima, considere os seguintes casos e os

argumentos usados:

1. O flag maximal nao tem estruturas pseudo-complexas invariantes pois as classes de
M-equivaléncia de raizes positivas possuem um ntmero impar de elementos. Outra

justificativa seria pela dimensao do flag.
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2. Se © tem uma unica raiz «, entdao (©) = {+a} e fora de (©) existem classes de
M-equivaléncias com trés elementos. Portanto, nao existe estrutura pseudo-complexa

invariante.

3. Se © = {\; — A\, A3}, entao (©) = £O e as classes de M-equivaléncia em I17\(©)
possuem um ou trés elementos. Pela Proposi¢ao 3.1, Fg nao admite estruturas

pseudo-complexas invariantes.

4. Se © = {\y — A3, A3}, entdo (©) = +{Xs — A3, A2 + A3, A2, A3}. Nesse caso o conjunto
{\1} é uma classe de M-equivaléncia em IT"\(0). Portanto, Fg nido admite estruturas

pseudo-complexas invariantes.

5. Se © = {1 — A\, Ao — A3}, entdo (O) = £{\; — Ag, Ao — A3, A\ — A3}. O flag Fg tem
dimensao seis. Sendo assim, nao podemos descartar a possibilidade de existéncia das
estruturas pseudo-complexas em Fg por sua dimensao. Também nao é possivel usar
a Proposicao 3.1, uma vez que as classes de M-equivaléncia de raizes positivas fora
de (©) sao:

{A 4 Ao, Ash {1+ A, A2t e {Ae 4+ A3, A

Portanto, a variedade flag Fg admite estruturas M-invariantes. Falta verificar se
essas estruturas sao invariantes pela componente conexa na identidade de Kg, (Kg),,

que ¢ isomorfa ao grupo SO(3).

Considere a realizagdo de B3 = s50(3,4) em matrizes reais do tipo

0 B8 v
—~T A B ,
gt ¢ AT

com A, B,C matrizes 3 x 3, 3,y matrizes 1 x 3 e B+ BT = C + CT = 0. Entéo,

(Ke), (respectivamente M) é dado por matrizes do tipo

1 00
0 g 0],
0 0 g

com g € SO(3) (respectivamente g diagonal com entradas +1). Por outro lado, o
espaco da raiz curta A\; é formado pelas matrizes em que as componentes A, B,C' e
[ séo nulas e v é multiplo de e; = (1,0,0). O mesmo vale para as raizes Ay e A3 com
ea = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1), respectivamente. Ja os espacos das raizes \; + \; tém
B como unica componente nao nula e essa componente tem a seguinte forma para

cada raiz

—1 00 O
)\24’)\3232 00 -1

0
/\1+>\2 B = 1
0 0
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Sejam V, = ZgAi eV, = Zg/\i“j' Entdo, V., = R® e V; = s0(3) sdo ambos subes-
i i
pagos invariantes pela representagao adjunta de Ko = M.SO(3). A representacao

de SO(3) em V, é isomorfa & representacdo candnica em R®, enquanto que a repre-
sentagao em V; é a representagao adjunta. Essas duas representagdes de SO(3) sao
isomorfas. Um isomorfismo é construido via a identificacdo de R* com os quatérnios
imaginarios Im H: se p,q € H entdao ad(q)p = [¢,p] € Im H e ad(q) € s0(3) que
comuta com as representagoes de SO(3). Esse isomorfismo também comuta com as

representacdes de M. De fato, tomando a base {e}, ey, e3} = {i,7,k} e R* = Im H ,

temos
0 0O 0 2 0 -2 0
ad(i) = -2 |, ad(j) = 0 00| eadk=]2 0 0
0 -2 00 0 0 O

Isto é, o isomorfismo P leva os espacos de raizes gy,, @i, € gx, NOS espagos de raizes
z+23) Ira+as € Orar+x0; respectivamente.

Em suma, existe um isomorfismo P : V. — V; que comuta tanto com as representagoes
de (Kg)o quanto com as representagoes de M. Portanto, existe um isomorfismo

P : V. — V; que comuta com a representagao de Kg.

Como nd, = V.®V,, pode-se definir para qualquer a # 0 a aplicacdo J, : n§ — nd que
é dada por J,(X) = aP(X)se X € Vo e J,(X) = —aP ' (X) se X € V;. Qualquer J,
¢ uma estrutura complexa em ng) invariante por Kg. Isso passa as raizes negativas,
ou seja, estruturas complexas em ng. Assim, existe uma familia parametrizada por

R\{0} de estruturas quase-complexas invariantes em Fg, para © = {A; — A2, Ao — A\3}.

B, >4
As classes de M-equivaléncia de raizes positivas de B, sao:
{Ni}, 1<i<4,
{1 = Aoy AL+ Ao A — Ay, Ag + Mgl
{1 = A3, AL+ Az dg — Ay Ao+ Mgl
{A = A A+ Ag Ag — Az Ao 4 Ast

As classes de M-equivaléncia de raizes positivas da élgebra B, [ > 5, sao {\; —

Ay Ai £ A e {\i}, 1 <i < j <. Usando essas classes, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.7. Nao existe estrutura pseudo-complexa invariante em nenhum flag
Fo da dlgebra B, | = 4.
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Demonstragio. O que acontece é que Ay ¢ (O) para qualquer © e {\;} é uma classe
de M-equivaléncia fora de (©). Esses fatos podem ser comprovados observando que
no caso By, | > 4, as classes de M-equivaléncia de raizes curtas sao formadas por

um unico elemento e
A= ()\1—)\2)+"'+()\l,1—)\l)+)\l.

Isto significa que \; é combinagao linear de todas as raizes simples e nao apenas de
um subconjunto © de raizes simples. Sendo assim, pela proposi¢do 3.1, obtemos que

Fo nao admite estruturas pseudo-complexas K-invariantes. O

3.4 Flags de C; = sp(l,R)

C,l>3 o—o— -
a; Qg apy O

Para a andlise desses flags, deve-se separar o caso [ = 4 em que as classes de M-

equivaléncia sao diferentes do caso geral. As raizes simples sdo: {A\; — Ao, ..., N1 — A, 20}

C, 1l #4

As classes de M-equivaléncia de raizes positivas sdo dadas pelos pares {\; —

Aj, Ai + A} e o conjunto das raizes longas {2, ..., 2)\}.

Para analisar as estruturas pseudo-complexas em Fg, deve-se separar os casos

em que a raiz simples longa 2)\; pertence ou nao a ©.

Proposicao 3.8. Se 2\, ¢ O, entao Fg admite estruturas pseudo-complexas K -invariantes

se, e somente se, © = & el € par, isto €, so no flag maximal e para | par.

Demonstragio. Se © # &5 e \; — A\i11 é uma raiz pertencente a O, entdao {\; + A\; 1} é uma
classe de M-equivaléncia fora de (©). De fato, para © # ¢ as raizes em (©) sdo da forma
Ai — A; e todas as raizes da forma \; + A; ndo estdo em (©). Logo, existe uma classe de
M-equivaléncia fora de (©) com um ntimero impar de elementos. Pela Proposi¢ao 3.1, Fg

nao admite estruturas pseudo-complexas K-invariantes.

No caso do flag maximal Fg, uma condicao necesséria e suficiente para que
exista estrutura pseudo-complexa K-invariante é que as classes de M-equivaléncia de raizes
positivas (ou negativas) tenham um nimero par de elementos. Assim, existem estruturas

pseudo-complexas K-invariantes em [Fg se, e somente se, [ ¢ par. O

O caso em que 2)\; € © é um pouco mais elaborado.



Capitulo 3. Estruturas pseudo-complezas invariantes em variedades flags reais 53

Seja i o indice tal que {\;; — Aig+1, .-, -1 — A, 2N} é a componente conexa
de © que contém 2\, isto é, \j;—1 — Ay € O e \; — \ijy1 € O se 1 > 1.

Mostraremos agora que a raiz longa 2); nao é gerada por © se i < ig.

Lema 3.1. As raizes longas em {©) sdo {2\, ...,2\}.

Demonstracao. Para qualquer ¢ vale a combinacao linear
20 =20+ 2N 1 = N) 4+ 2N — Nia2) +2(N — Aiga)-

Logo, se i = i, entao 2\; € (©). Por outro lado, se i < iy, temos que A\;,_1 — \;, aparece na

combinacao linear de 2);. Como \;,—1 — A\;, ¢ ©, concluimos que 2\; ¢ (©) se i < iy. O

Podemos concluir, a partir desse lema, que uma condi¢do necesséaria para
que Fg tenha estrutura pseudo-complexa invariante é que iy seja impar, uma vez que

{2X1,...,2);,—1} é uma classe de M-equivaléncia de raizes fora de (©).

Esses comentarios esclarecem como deve ser a componente conexa de © que
contém 2);. Na verdade, provaremos que essa € a tinica componente conexa no caso em

que Fg admite estrutura pseudo-complexa K-invariante.

Proposicao 3.9. Seja {\iy, — Nig+1,-- -, -1 — A, 2N} a componente coneza de © que
contém 2)\; e suponha que © é diferente dessa componente conexa, isto é, que existe
1 < ig— 1 tal que N\; — \i;1 € ©. Entao, Fg ndo admite estrutura pseudo-complexa

invariante por M.

Demonstracdo. Por hipotese, existe um indice i tal que \;— X\ 1 € © e \jy1—\i12 ¢ O. Pelo
lema 3.1, a raiz longa 2);;; ¢ (O). Portanto, {\;+X\;;1} é uma classe de M-equivaléncia fora

de (O). Pela Proposicao 3.1, Fg nao admite estrutura pseudo-complexa M-invariante. [J

Em suma,

Proposicao 3.10. Para um flag Feo de sp(l,R), | # 4, existem estruturas complexas M -
invariantes em mg se, e somente se, © = ¢ el € par ou © = {N\j; —Nig11, - - -, N_1— A, 20}
e ig € impar. Uma estrutura complexa M -invariante em mg € dada por soma direta de
estruturas complexas nos subespagos €x,_x; @ Ex,1n; € a2y, D D Eg%fl, onde para uma

raiz @, ta = (ga D g-a) Nt e {2X\1,...,2)\;,_1} sdo as raizes longas fora de (O).

Falta verificar se as estruturas complexas M-invariantes em mg sao invariantes
por (Kg)o quando © # ¢J. Se © = J nao ha nada para verificar, pois Kg = M. Ja se
© # J, entdo O é um diagrama de Dynkin C, (degenerado se © = {2)\;}) dado pelas

raizes

{Adr1 — Aagos - N — AL 20
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com d = [ — p + 1. Portanto, g é a subalgebra compacta maximal de sp(p,R), isto é,
te ~ u(p).

Para obter as estruturas invariantes, vamos olhar os subespacos invariantes e
irredutiveis por Kg, determinados em (PATRAO; MARTIN, 2015)(segao 5.3).

Seja Wgr = Z £,, onde R é o conjunto de raizes abaixo
aeR

Se e Re e O, entdao +a £+ [ nao ¢ raiz. Isso significa que o subespago Wx ¢é invariante
por Ad(Kg) e Ad(g)X = X, para g € (Kg)o e X € Wg. Essa dltima afirmagao pode
ser vista observando que (Kg)o é conexo e dados Y € £g e X € Wg, temos [Y, X]| = 0.
Portanto, se J é uma estrutura complexa M-invariante, entao sua restricao ao subespaco

Wr é automaticamente Kg-invariante.

As componentes restantes sao dadas por soma de espacos de raizes associados

aos conjuntos de rafzes II;, 1 < j < d, descritos por
I = {\j £ A\t b >d+ 1}

Pelo Lemma 5.11 de (PATRAO; MARTIN, 2015), temos que os subespacos W, = Z £,
OéEH]'
sao Ke-invariantes e irredutiveis e

d
Mg = WR@ Z Wj.
j=1

Além do mais, se k # j entao as representagoes de Ko em W, e em W; nao sao equivalentes

pois nenhuma raiz de II; é M-equivalente a uma raiz de IIj.

Uma estrutura complexa invariante em mg é soma direta de estruturas comple-
xas invariantes em Wgr e em W; com 1 < j < ¢p. Como foi mencionado acima, qualquer

estrutura M-invariante em Wp também é Kg-invariante.

Iremos analisar as estruturas invariantes nos subespacos W;. Para isso, con-
sidere o isomorfismo entre a algebra compacta £, formada pelas matrizes simpléticas

antissimétricas do tipo

A -B
: A+A"=B-B" =0,
B A

e a algebra u(l). O isomorfismo ¢ dado por

A —-B
— A+ iB.
B A
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Esse isomorfismo leva o espago €5, _, no espaco gerado pela matriz anti-simétrica real
Ajr = Eji — Eyj, enquanto que €y,4y, ¢ levado no espago gerado pela matriz simétrica

imagindria Sjk = i(Ejk + Ekj).

Como O = {N\;; — Aig+1, -+ - N1 — A, 20}, € ~ u(m), onde m é o niimero de

elementos em ©. O isomorfismo leva g na algebra das matrizes anti-hermitianas da forma

0 0
to : ,

sendo X uma matriz m x m. Olhando os subespagos de raizes se vé que o isomorfismo

leva o subespaco W no espago das matrizes

x
Wg : ,
10

com blocos (I —m) x (I —m) e m x m, enquanto que o subespago W = Z W; € levado,
j=1
pelo isomorfismo acima, no espaco das matrizes

—T
w0 )
c 0

também com blocos (I —m) x (I —m) e m x m. Um subespaco W, é dado por essa
ultima matriz na qual C' tem entradas nao nulas apenas na coluna j. A representacao de

to = u(m) em W é dada pela adjunta

(e ) (e D)) (e )

Se C tem entradas nao nulas apenas na coluna j, entao o mesmo ocorre com XC' e dai

que os subespacos W; sao, de fato, invariantes.

Pelo isomorfismo acima, temos que os espacos €y, _», e €y, 1), com j < d e
k > d+ 1, sao geradas pelas matrizes tais que C' = Ey; e C' = iFy;, respectivamente. Isto ¢,
€y, e €y, 1), sdo os espacos das matrizes geradas pelas matrizes, (Ix1), Ayj = Exj—Ejp e
Sk; = 1(Ek; + Eji), respectivamente. Agora é possivel verificar quais estruturas complexas
M-invariantes sao Kg-invariantes. Como foi dito anteriormente, vamos analisar apenas a
componente W, uma vez que toda estrutura M-invariante é Kg-invariante na componente

Whk.

Uma estrutura complexa J invariante por M em W é soma direta de estruturas
complexas Jj;, nos espagos de dimensao dois, €x,_y, @ €y;1,, com j <dek >d+ 1. Em
cada um desses espagos, Jj; pode ser qualquer estrutura complexa. Para ver quais as

possibilidades para as estruturas £g-invariantes, tome uma matriz

0 0
Y = et



Capitulo 3. Estruturas pseudo-complezas invariantes em variedades flags reais 56

tal que X é uma matriz diagonal imaginaria, ou seja, X = {iay,...,ia,,}. Entdo, ad(Y) Ay, =
a;Sk; e ad(Y)Sk; = —a;Ag;. Isto é, €5,_x, @y, 1y, ¢ invariante por ad(Y’) e a matriz de

ad(Y') na base {Ay;, Sk,} é
0 —a;
Q; 0 '

Portanto, a matriz de [Ji;] na base {Ay;, Sk;} deve comutar com a matriz acima. Isso s6 é

possivel se [Ji;] for uma das matrizes
0 -1 0 1
J = ou = .
1 0 -1 0

Proposicao 3.11. Se uma estrutura complexa J invariante por M é também invariante

Isto é,

por Keg, entdo, para cada indice j, k, com 1 < j < d < k <, existe ey; = *+1 tal que
JAkj = 5kjSkj € JSkJ = —&Tijkj.

Isso reduz as estruturas complexas em W a um ntmero finito de possibilidades.

Existem, no entanto, mais restri¢oes. De fato, tome as matrizes

0 0
Z = € to,

sendo X uma matriz m x m, dada por X = E;, — Eg4 e

com C = E,; uma matriz m x (I — 1). Entao,

ad(Z)D=< 0 —XC )
Xc 0

e XC = Ey;. Isso significa que ad(Z)Ag; = Ag,j,onde k =l —m+seky =1—m+t.
Da mesma forma, ad(Z)Sg; = Sk, ;. Se J é invariante, deve-se ter ad(Z)Jy; = Ji;ad(2),
o que implica que €;; = €g,;. Como s e t sao arbitrarios, se obtém a seguinte condicao

necessaria adicional.

Proposicao 3.12. Seja i, como na Proposicio anterior, para 1 < j < d < k <. Entao,
para j fizado e ki, ke = d + 1 se tem ey,; = €p,;. ISto €, 0s sinais €x; sGo 0s mesmos em

todos 0s subespagos ty, . ® Ex,—n, da componente irredutivel W;.

Esta condigao sobre os sinais €;; também ¢ suficiente. Para provar isso, basta

verificar que se .J satisfaz a condicdo, entao J é invariante por elementos do tipo
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0 0
Z = € fo,

com X = i(F + Eg). Isso porque, pelas proposigoes 3.11 e 3.12; J é invariante para os

elementos em que X é diagonal e quando X é anti-simétrica real. Falta entao verificar
para o caso em que X ¢é simétrica imaginaria.

As mesmas contas feitas acima mostram que se C' = Ej;, entdo ad(Z)D ¢é dada
por XC = iE;;. O que mostra que ad(Z)Ag; = Sk, onde k =l—m+seky =1 —m+t.
Da mesma forma, se C' = iE;, entdo XC = —Ey; e, dai, que ad(Z)Sy; = —Ay,;. Portanto,

se valer a igualdade e; = €, ;, entao

ad(Z)JAkJ = gkjad(Z)Skj = _Ekleklj = JSklj = Jad(Z)Akj

ad(Z)JSkJ = —ekjad(Z)Akj = —€k1jsklj = JAklj = Jad(Z)Skj

O que mostra que J é de fato invariante por £g e, portanto, por Kg.

Em suma,

Teorema 3.1. Um flag Fo de sp(l,R), | # 4, admite estrutura pseudo-compleza K-
invariante se, e somente se, © é da forma {\g — Ags1, .-, N—1 — A\, 2N} e o ndmero de
raizes simples fora de © € par (isto é, d é impar). Em particular, o flag maximal tem

estrutura pseudo-complezxa invariante se, e somente se, | € par.

O conjunto das estruturas pseudo-complezxas invariantes é parametrizado por
Gl(d —1,R)/Gl(d — 1/2,C) x (R? U R?)@-D=2) Z(Qd_l)_

A componente Gl(d — 1,R)/Gl(d — 1/2,C) vem das estruturas complexas no
espaco gerado pelas raizes longas fora de (©). A componente (R? U R?)@ =2 yem das
estruturas nos espacos gerados pelas raizes {\; — A\g, \; + A} fora de (©). O conjunto
R? U R? é unido disjunta de duas cépias de R?, que ¢ GI(2,R)/GI(1,C). J4 a componente

d—1 o
Zg ) vem dos sinais Ekj-

Exemplo 3.2. Pelos resultados vistos, podemos afirmar que o unico flag da dalgebra Cs

que admite estruturas pseudo-complexas invariantes € Fiay,).

Considere os conjuntos R = {\ £ Ao} U {2A1,2Xo}, T} = {\ £ A3} e Il =
{Xa = A3}. Sejam Wy = Z t, e W, = Z t,. Temos que o espaco tangente na origem

a€R a€ll;
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2

do flag € dado por mg = Wr ® ZVV] Além disso, qualquer estrutura M -invariante
j=1

em Wpgr também é Keg-invariante. Vamos descrever as estruturas Kg-invariantes em

2
W = Z Wj. Se {Aij, Sij} € a base do subespago €55, @ €45, jd definida , entdo as

j=1
estruturas complexas invariantes em W sao dadas por JA13 = 13513, JS13 = —e13413,
J Aoz = €93593 € JSo3 = —e93A93, onde 13,693 = +1. As estruturas M -invariantes em Wg

sio da forma: JA1a = a13S1a, JS1a = —(a12) " Ay, JS11 = 1159 € J S = —(aq1) Sy,
em que S; = 1E; € um gerador do subespaco y,. Podemos dizer que as estruturas

complezas Kg-invariantes em Fyoy,y sdo dadas por

Tabela 2 — Estruturas complexas invariantes em [Fyzy,)

Componentes Estruturas complexas Kg-invariantes
Wy J Az = €31551, JS31 = —€31 431, onde €3 = +1
Wy JAzy = €32533, JS3 = —€32A35, onde €35 = +1
Wr JAg = a1 o1, JSa1 = —(a1) ' Ay, JS11 = 11592, JS2 = —(au1) 'Sy

3.4.1 Flags de C4

A diferenca entre o caso Cj, [ # 4, e o caso Cy é que as classes de M-equivaléncia

sao diferentes para as raizes curtas. De fato, sdo essas as classes de M-equivaléncia em C}.

1. Raizes curtas: {)\1 — )\2, )\1 + )\2, )\3 — A47 /\3 + /\4}, {/\1 — )\3, )\1 + )\3, )\2 — A4, /\2 + /\4}
(§ {)\1 — /\4,)\1 + )\4, )\2 - )\3, )\2 + )\3}

2. Raizes longas: {2\1, 29, 23, 2\4}.

Para analisar as estruturas pseudo-complexas invariantes nos flags de Cy, vamos
separar os casos em que a raiz simples longa 2\, pertence ou nao a ©. No caso em que
2)\4 ¢ O, a tnica diferenca do caso geral é que o conjunto © = {A\; — Ay, A3 — A4} ndo contém
a raiz 2\4 e as classes de M-equivaléncia fora de (©) contém um nimero par de elementos.

Pela Proposicao 3.1, obtemos que Fg admite estruturas complexas M-invariantes.

Proposicao 3.13. Se a raiz 2)\4 ¢ O, entao os unicos flags de Cy que admitem estruturas

complezas M -invariantes sao o flag mazimal e Fg, para © = {\; — Ay, A3 — \q}.

Existem estruturas complexas Kg-invariantes no flag maximal, uma vez que
Ko = M. ParaFg, com © = {\; — Xy, A\3— A4}, falta verificar se as estruturas M-invariantes
sao Keg-invariantes. Para isso, vamos olhar a representacao de isotropia de Fg, que foi
descrita em (PATRAO; MARTIN, 2015), na segao 5.3.

As componentes 3e-invariantes e irredutiveis de Fg sao:
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Vo(—2M1) = g-ox, D g-r—x @ g-2n,,
Vo(—2X3) = g-ox; Dgrs—x @ F-2n,,
Vo(Az —A2) = Sx-20 @ 0rni—x @ Grs—n @ Gr—nss
Vo(=A3=X2) = 0-x-2DI-rir Dgrs—n DIr,—x -

Essas componentes nao sao Kg irredutiveis. De fato, esses subespacgos se

decompoem nas seguintes componentes irredutiveis:

Vo(—2\1) = (Y11 — Yo, Y12) S (Y11 + Yao),
Vo(—2X3) (Y33 — Yy, Yas) @ (Ya3 + Yy,
Vo(As — A2) (X1 + Xyo, X0 — Xa1) @ (Xso + Xu1, Xuo — Xap),
Vo(=A3—X2) = (Va1 + VY, Yoo —Yy) @ (Yao+ Yy, Yi—Ya),

onde Xj; ¢ um gerador do espago de raiz gy, -y, e Y;; ¢ um gerador do espago de raiz
[V YL As componentes (Y11 + Yao), (Xa1 + Xuo, X350 — Xu1) € (Xzo + Xu1, Xuo — X31)
sao equivalentes as componentes (Yss + Yiq), (Y31 + Yo, Yoo — Ya1) e (Yoo + Yy, Yao — Y31),
respectivamente. Os subespagos (Y11 — Yo, Y12y e (Y33 — Yi4, Y34) ndo sdo equivalentes.

Sendo assim, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 3.14. Se a raiz 2\, ¢ O, entdo o unico flag da dlgebra Cy que admite

estruturas pseudo-complexas invariantes € o flag maximal.

Demonstragio. Falta mostrar que o flag Fg, com © = {\; — Ay, A\3 — A4}, ndo admite
estruturas complexas Kg-invariantes. Como as componentes (Y1 —Ya9, Y12) € (Y33—Yiy, Ya4)
nao sao equivalentes, uma estrutura complexa (Kg)o-invariante em Fg deve satisfazer
J(Yi2) = ai2(Y11 — Yaz). Essa estrutura nao é M-invariante, uma vez que as raizes 2\,
2)2 nao sao M-equivalentes a raiz A\; + Ay. Logo, nao ¢é possivel obter uma estrutura

Kg-invariante em Fg. ]

Agora vamos considerar o caso em que se 2)4 € ©. Com 0s mesmos argumentos

usados no caso geral, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.15. Se 24 € ©, entdo o unico flag de Cy que admite estrutura complexa
M -invariante é Fg, onde © = {3 — A\, 2\4}.

Resta verificar se as estruturas M-invariantes também sao Kg-invariantes. Para

isso precisamos saber como é a representagao de isotropia de Fg.

As componentes Kg-irredutiveis de Fg sao:
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Vo(—2M) = g-2x
Vo(=2X2) = g-2,
V@(>\2 M) = G-
Vo(=A2 = A1) = G-
V@()\:s — A1) = By @ Ix-n DOnn DIorn
Vo(Az = X2) = a2 ®0 a2 ®D0n2 DI x

As componentes Vg(—2\1) e Vg(Ay —
Vo(=Xy —

equivalentes. Portanto, apesar da diferenca entre as classes de M-equivaléncias do caso

A1) s@o equivalentes as componentes Vg(—2Xy) e

A1), respectivamente. J& as componentes Vg(A3 — A1) e V(A3 — Ag) nao sao

geral e do caso (4, estamos nas mesmas condicoes do caso geral e podemos descrever as
estruturas Keg-invariantes de Fg.

O conjunto R, tal que Wy = 2 t., ¢ dada por R = {\; £ Ao} U {2A1,2)2} e as

aeR
componentes W; e W, sao determinadas pelos conjuntos de raizes

I, =
I, =

{1 £ A3, A1 £ M\
{A2 £ A3, A0 £ Ay}

Abaixo descreveremos as estruturas complexas invariantes em Fyy,_x, 21}

Tabela 3 — Estruturas complexas invariantes em Fyy,_», 2x,}

’ Componentes \ Estruturas complexas Kg-invariantes ‘
|44} JAz1 = €31551, JS31 = —€31 431, JAy = €3150 € JSy1 = —e31A41, onde €31 = +1
Wy JAszy = €32532, JS30 = —€32A32, JAgs = €32542 € JS4s = —€32A492, onde €35 = +1
Wk JA9 = @915, JS91 = —(0421)_11421, JS11 = a115%, JS% = —(0411)_1511
Em suma,

Proposicao 3.16. Os unicos flags de Cy que admitem estruturas pseudo-compleras Kg-

invariantes sao o flag mazximal e o flag Fg, onde © = {A3 — Ay, 2\4}.

3.5 Flags de D; = so0(l,1)

Dyl >4

Para verificar a existéncia de estruturas pseudo-complexas nas variedades

flags de D;, assim como nos casos anteriores, estudaremos a representagao de isotropia
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desses flags. Veremos abaixo que os flags de D;, [ > 5, cumprem a condi¢do necessaria
para admitir estrutura pseudo-complexa Kg-invariante, vista em 3.1, apenas nos casos
em que © = J ou © = {N\, — Njgs1,---, N1 — A, A1 + A}, Por isso, estudaremos
abaixo a representacao de isotropia das variedades flags de D; apenas nos casos em que
6= {)\10 — )‘i0+17 D VRIS VAP VIR )‘l}

Representacao de isotropia de D

A forma real normal de D; é so (l,1), que é representada pelas matrizes reais

da forma

A B
(C’ AT),onde B+B'=C+C"=0. (3.1)

A parte compacta € é dada pelas matrizes dessa forma que sdo anti-simétricas, isto é, € é

dado por

A B
,onde A+ AT = B+ BT =0.
B A

A élgebra £ se decompoe em dois ideais isomorfos a so (I). Eles sdo dados por

50([)1={<j j)} 50([)2:{<AA _AA>}, (3.2)

com A+ AT = 0.

E imediato verificar as seguintes afirmagoes:

1) Esses subespacgos de matrizes sao fechados pelo colchete;

2) Essas subélgebras sao isomorfas a so (1) (em ambos os casos o isomorfismo associa
A € s0 () a matriz dada);

3) t=s0(l),®so(l),e[so(l),,s0(l),] =0.

Em D;, tome
O = {)‘io — )‘i0+17 e )\l—l — /\l, )\l—l + /\l}

O conjunto (©) das raizes geradas por © é dado por
O)={x(NxtXN) ip<i<j<l}.

A élgebra g (©) gerada por g,, a € (0), é dada pelas matrizes (3.1) tais que A, B e C tém

(02)

a forma
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isto é, g (©) é dada por matrizes do tipo

00 00
0 = 0 =
00 00
0 0 =

A dlgebra g (©) ¢ uma élgebra do tipo Dy que é isomorfa a so (k, k), com k = — i + 1.

Com isso, a parte compacta tg de g (©) se decompde em so (k), @ so (k), da

mesma forma que a decomposicao de € em (3.2).

Agora estudaremos as componentes irredutiveis do espaco tangente a Fg na

origem :

1. Se 1 <i < j <ip, entdo gy,+x, comuta com g(0). Portanto, V (A; £ A;) = gx,+»,
e a representacao de g ¢é trivial (identicamente nula). Esses espagos de raizes sao

formados por matrizes (3.1) em que C' = 0 (pois as raizes que compoem esses espagos

(0 0)

2. Sel<i<ipg<j,entdo II(N\ £ X)) ={ Nt A :5=40} eV (N +);) éformado por

matrizes (3.1) em que C' = 0 (pois II (A; + A;) s6 contém raizes positivas). A parte

sdo positivas) e A e B tém a forma

A é triangular superior, se anula fora da linha 7 e se anula na linha 7 até a posicao

j =19 — 1. Isto é, A tem a forma

A= O*,
0 0

onde * é a matriz ndo nula s6 na linha i. Por im, B = X — X7, onde X é triangular

superior do mesmo formato da A. Isto é, B tem a forma

0 =
—% 0
onde * é matriz nao nula sé na linha <.

3. A je-componente irredutivel do item anterior se decompoe em dois subespacos

to-invariantes V; e V5. O subespaco V; é dado pelas matrizes

A B
0 —AT )’

com A triangular superior, como no item anterior, e B = A — AT Ji em V3, A é da

mesma forma sé que B = —A + AT, (Essa decomposicao é semelhante & de £.)
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As representagoes de g = s0 (k), @ so (k), em V; e V, nao sdo equivalentes. Isso
porque [so (k),, V2] = [s0 (k),, V1] = 0, enquanto que a representacao de so (k), em
Vi néo é trivial (da mesma forma a representacao de so (k), em V5 nao é trivial).

Uma componente V(A; — \;,), 1 <i < iy < j, é dada pela soma direta de espagos
de raizes g, com v € TI(A; £ A\iy) = {\i £ Aig, \i £ Niga1, -+ -, A £ A} Os subespagos

to-invariantes V; e V5 dessa componente sao gerados por

Vi = 2 g (Big — Eivaiei + Eigra — Egi) e Vo= Z Ba(Eia— Eivagiri — Eijva + Eaggi) -
d=i, d=i,

Para simplificar a notagao, denotaremos por:
Xe=Fig—FEqivi tEijva—FEairi ¢ Yao=Eig— Eiraivi — Eijra + Eaga

Observacao 3.1. Se a dimensdo dos subespacos Vi e Vo € par, entdo

ad(te)Xi+; = 2Xi,4j41, se J é par
ad(te)Xip+; = —2Xi4j-1, se j é impar

A observacgao acima serd de extrema importancia para descartarmos a possibilidade de

alguns flags possuirem estruturas pseudo-complexas invariantes.

Para analisar a possibilidade de existéncia de estruturas pseudo-complexas
invariantes, iremos separar os casos Dy e D, > 5, uma vez que as classes de M-equivaléncia

de D, sao diferentes do caso geral.

Estruturas pseudo-complexas invariantes em flags de D,

D, =5

As raizes para este caso sao £\; & \;, ¢ # j, e o sistema simples de raiz é dado
por ¥ ={\ —Xo,..., N1 — A, N F AL I<i<g<L

O flag maximal tem estruturas pseudo-complexas invariantes, pois as classes de

M-equivaléncia tém 2 elementos cada. O conjunto das estruturas complexas Kg-invariantes
é parametrizado por (CG1(2,R)/G1(1,C))=1/2,

Para © # (¥ a andalise é semelhante ao caso C].

Se \i_1+ A\ ¢ O, entdo nao existem estruturas M-invariantes em mg, pois nesse
caso, as raizes em (©) sdo da forma \; — \;. Isso implica que existe o ¢ (O) (da forma

Ai + A;) tal que o ndo é M-equivalente a nenhuma raiz fora de (O) .

Ja se \j_1 + \; € O, entao para existir estrutura M-invariante deve-se ter
AN—1 — A € O, pois essas duas raizes sao M-equivalentes. Nesse caso, existem duas

possibilidades:
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1. \i_o — N_1 € O. Entado, para que exista estrutura M-invariante deve-se ter ©
conexo, isto é, © da forma {A\g — A\gi1,- .-, N1 — A, A_1 + A} Isso porque uma raiz
Ai + Air1 € (O) se, e somente se, \; — \;41 estd na mesma componente conexa de ©

que contém A\;_1 + A

2. A2 — N1 ¢ ©. Entao, existe estrutura M-invariante se, e s6 se, © = {\_; —

A, A1 + A}, pela mesma razao do item anterior.

Em suma,

Proposicao 3.17. Ezistem estruturas complexas M -invariantes em mg se, e s6 se, © =
ou © = {N_1— N, N1+ N} ou© € um subdiagrama conexo D,, a direita do diagrama de

Dynkin.

Falta decidir quais as estruturas M-invariantes sdo também Kg-invariantes.

Para isso, vamos olhar a representacao de isotropia de D; feita no inicio dessa secao.

O resultado abaixo exclui a possibilidade de existéncia de estruturas pseudo-
complexas invariantes observando a dimensao dos subespacgos V; e V; das componentes
V()\z —)\io), 1<i< io <]

Proposicao 3.18. Seja Fg uma variedade flag de Dy, com © = {\;; — Nig+1, .-+, Ni—1 —
AL Ao+ N} # . Se a dimensao dos subespagos to-invariantes Vi e Vy das componentes
V(Ai—Ni,) for impar, isto €, l—ig+1 for impar, entdo nao existe estrutura pseudo-complexa

tnvariante em Fg.

Demonstracao. Como foi visto acima, os subespacos tg-invariantes V; e V5 nao sao Ke-
equivalentes. Sendo assim, uma estrutura complexa invariante na componente V' (\; — \;,)
deve satisfazer JV; = Vj e JV5 = V5, 0 que ndo pode ocorrer, uma vez que esses subespagos

tém dimensao impar. O

Nos casos em que os subespacos tg-invariantes V; e Vo das componentes V(\; —
Ai,) tém dimensdo par, temos pela Observacao 3.1 que, por exemplo, ad(te)X;, = 2X;,+1
e ad(te)X; 11 = —2X,,, isto é, a representagao adjunta de € leva o espago unidimensional
X, no espago X;,+1. Assim, uma estrutura pseudo-complexa (Kg)o-invariante em Fg deve
satisfazer JX;, = +X;, 1. Essa estrutura é (Kg)o-invariante, mas nao é M-invariante.
Essa afirmacao pode ser verificada observando que Xy é dado pela soma dos geradores dos
espagos gy, 1, € que {A\; £, } e {\; £\, 41} s@o classes de M-equivaléncia distintas. Assim,
existe m € M tal que Ad(m)X,, = X;, e Ad(m)X;y+1 = —Xj,+1. Com isso, obtemos o

seguinte resultado:

Proposicao 3.19. Seja Fg uma variedade flag de Dy, com © = {\;; — Nigs1,---, N1 —

A, N1 + AN} # . Se a dimensdo dos subespagos to-invariantes Vi e Va das componentes
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V(Ai — Niy) for par, isto é, 1 —ig+ 1 for par, entdo nao existe estrutura pseudo-complexa

nvariante em Fg.

Demonstragio. Como foi argumentado acima, uma estrutura pseudo-complexa (Kj)o-
invariante em Fg deve satisfazer JX;, = +X;,,1. Seja m € M tal que Ad(m)X;, = X,,
e Ad(m)X;,11 = —Xjy+1. Temos, entdo, que J o Ad(m)X;, = +X; .1 e Ad(m)o JX;, =

FX,, +1. Portanto, a estrutura pseudo-complexa J nao é M-invariante. O

Em suma,

Teorema 3.2. A unica variedade flag Fg de Dy, | = 5, que possui estrutura pseudo-

complexa Kg-invariante é o flag mazimal.

3.5.1 Flags de D,

As classes de M-equivaléncia sobre as raizes positivas em D, sao:
{A=A2, At A2, A=Ay, Azt Aad, {A1=A3, AitAs, Aa— A, Aot Aa} e {1 —Ag, Ar Ay, Ada—As, A+ A3}

Olhando as classes de M-equivaléncia de raizes positivas em D4 e a Proposicao 3.1,

podemos concluir o seguinte resultado:

Proposicao 3.20. FExistem estruturas complexas M -invariantes em mg se, e somente se,
O=,0={A—-A =M}, 0={A =X, A3+ g}, ©={A3— X3, 3+ N4}, 0 =
{)\1 —)\2, )\2—)\3, )\3—)\4}, @ = {)\1 —)\2, )\2 —)\3, )\3‘{’)\4} ou @ = {)\2 —)\3, )\3—/\4, )\34—)\4}.

Estudaremos a representacao de isotropia de Fg, para © descrito na Proposicao
acima, pois desejamos verificar se as estruturas complexas M-invariantes sao também

Keg-invariantes.

Representacao de Isotropia de D,

Para a analise da representacao de isotropia de D4, denotaremos por X;; =

E; ; — Eiyj4q gerador do espago de raiz gy, —y; e por Yi; = Fj; — Ej 4 gerador do espago

de raiz gy, 4,, onde FE; ; é a matriz que tem entrada igual a 1 na posicao 7, j e zero nas
it YR 5] ?

posicoes restantes.

1. A representagao de isotropia de Fg, © = {\; — Ay, A\3 — \4}.

As componentes je-invariantes e irredutiveis V' (\; = A;) sdo geradas pela soma direta

dos espacos de raizes gy,+x, dados pelos seguintes conjuntos:

A + X)) = { M+ Ao}
A3+ M) = {35+ Ay}
(A — >\3) = {1 = A3, A = A, A — Az, A — Ay}
AL+ A3) = {A+ A3, A0+ Mgy Ao+ Az, Ao + Ay
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A algebra tg = £, @ €, se decompoe em duas componentes

A 0 0 O A 0 O
0 A 0O 0 —A 0
El . P2 : )
0 0 A0 0o 0 A
0 0 0 A 0o 0 0 —-A

onde A é uma matriz 2 x 2 anti-simétrica.

As componente je-invariante e irredutivel V(A; — A3) e V(A1 + A3) se decompoem
em dois subespacos €g-invariantes e irredutiveis. Usando a notagao acima, obtemos

que essa decomposicao é feita de seguinte maneira:

V(M —A3) = (Xig— Xog, Xia + Xoz) @ (Xiz + Xog, X1g — Xa3),
VIM+2A3) = Yis—Yy,Yiu+Ye) @ (Yiz+ Yo, Yy — Yos).

Sejam Vi = (Xi3 — Xog, X1y + Xo3), Vo = (Xuz + Xog, X1y — Xog), V3 = (Vi3 —
You, Yia + Yaz) e Vi = (Y13 + Yoy, Y14 — Ya3). O subespago V; ndo é equivalente ao
subespago Vj, assim como o subespago V5 nao é equivalente ao subespaco V3. Isso se
deve ao fato de [&, V4] = [t, V1] = 0, enquanto que a representagao de €; sobre V3
nao ¢ trivial (da mesma forma a representacao de £, em V; nao é trivial). O mesmo
ocorrendo com os subespagos V5 e V3, isto é, [&, V3] = [#1, V2] = 0 enquanto que a
representacgao de €; sobre V3 nao é trivial (da mesma forma a representacao de €,
em V5 nao é trivial). Usando os mesmos argumentos, obtemos que o subespago V;
nao é equivalente ao subespaco V5, assim como o subespago V3 nao é equivalente ao

subespaco Vj.

Agora, o subespaco V) é tg-equivalente ao subespago V3 e o subespacgo V5 é to-
equivalente ao subespaco Vj. De fato, considere a transformacao linear 7" : V}, — V3,
dada por T'(X13 — Xo4) = Y13 — Yog e T( X4 + Xo3) = Y14 + Yo3. A representacao
adjunta de €g satisfaz as seguintes igualdades para Vi, V3 = (Z, — Z3, Z, + Zs), onde
Z =X,Y:

ad(81)(Zo — Zg) = x(Z,+ Zs),

ad(©1)(Zy + Zs) = —x(Za — Z3),

ad(8:)(Zo — Zg) = ad(:)(Z, + Zs) = 0.
Assim, a tranformacao linear T' comuta com a representacao adjunta de €g. Pela
Proposicao 4.5 de (PATRAO; MARTIN, 2015), a aplicagdo T é um operador de

intercambio para as tg-representacoes sobre Vi e V3. Além disso, os subespagos
Viwyn = {zX +yT'X : X e Vi},

onde [(z,y)] € RP!, sdo os tinicos subespacos Ke-invariantes em V; @ Vs.

Podemos definir de forma semelhante uma transformacao linear 7' : Vo, — Vj, dada
por T(Xy3 + Xoy) = Yoz + Yoy e T'( X34 — Xo3) = Y14 — Yao3. A representacao adjunta



Capitulo 3. Estruturas pseudo-complezas invariantes em variedades flags reais 67

de tg satisfaz as seguintes igualdades para Vs, Vy = (Z, + Zg, Z, — Zs)

ad({?l)(Za + Z/B) = .T(ny — Zg),
ad({?l)(ZW - Z(;) = —{L‘(Za + Zﬁ),
ad(®)(Za+ Z5) = ad(®:)(Z, — Z5) = 0.

Essa transformacao linear também comuta com a representacao adjunta de €g.

Portanto, os subespacos V5 e V} sdo g-equivalentes e os subespacos
Viea) = {#X +yTX : X € Va},

onde [(z,y)] € RP!, sdo os tinicos subespacos Ke-invariantes em Vo @ V.

2. A representagao de isotropia de Fg, © = {A\; — Ag, A3 + \y}.

As componentes je-invariantes e irredutiveis V' (\; = A;) sdo geradas pela soma direta

dos espacos de raizes gy,+x, dados pelos seguintes conjuntos:

A+ X)) = {A+ Ao}
A3 —Ay) = {A3— Ay}
(A — A3) {1 = A3, A1+ Agy Ao — Az, Ao + Ay}
(A +A3) = {4+ A3, 00 — Mgy Ao+ A3, Ao — Ay}

As componente jo-invariante e irredutivel V(A — A3) e V(A1 + A3) se decompoem
em dois subespacos fg-invariantes e irredutiveis. Usando a notagdo acima, obtemos

que essa decomposicao é feita de seguinte maneira:

V(A —A3) = (Xi3— Yoy, Yia+ Xoz) @ (Xyg+ Yau, Yia — Xo3),
VM +A3) = Yiz— Xog, Xy +Yas) @ (Yiz+ Xog, X1y — Yo3).

Sejam Vi = (X13—Ya4, Yig+ Xo3), Vo = (X3 + Yoy, Yiu — Xo3), Vi = (Vi3 — Xoy, X1y +
Yas) e Vy = (Y13 + Xo4, X1y — Yo3). O subespago V; é tg-equivalente ao subespago
V3 e o subespago V5 é tg-equivalente ao subespago Vj. De fato, as transformagoes
lineares 77 : Vi — Vi e Ty : Vo — Vj, dadas por T1(Xq3 — Yau) = Yi3 — Xoy,
T1(Yia + Xo3) = Xig + Yoz, To(Xag + You) = Yizs + Xog e To(Yis — Xog) = Xy — Yo
sao operadores de intercambio para as fg-representacoes sobre Vi, Vi3 e V5, Vi,

respectivamente.

3. A representagao de isotropia de Fg, © = {A3 — Ay, A3 + \y}.

A representagao de isotropia de Fg, para © = {3 — Ay, A\3 + A4}, cai no caso feito
anteriormente para D;, [ > 5. A diferenca se da na equivaléncia entre as componentes
V(A1 — A3) e V(Mg — A3). Isso ocorre porque em D, as classes de M-equivaléncia
contém quatro elementos, ja no caso geral tinhamos dois elementos em cada classe

de M-equivaléncia.
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Seja V(o) a componente jeo-irredutivel gerada pelo conjunto de raiz II(a). Os

conjuntos de raizes que determinam as componentes 3g-irredutiveis, V' («), sao:

(M =A2) = {M =X}

A+ X)) = {A+ Ao}

(M —=X3) = (M EA3, 0 £ A}

(A2 —A3) = {Aat A3, 0 £ Mg}

As componentes V(A — A3) e V(A2 — A\3) se decompoem em dois subespagos tgo-
invariantes Vi, V5 e V3, Vj, respectivamente. As representagoes de tg = s0(2);@s0(2)2
em V] e V5 nao sao equivalentes. Assim como as representagoes de tg = $0(2); @
50(2), em V5 e Vj. Falta verificar se as componentes V(A — A3) e V(Ag — A3) sdo
equivalentes. Para isso, considere a decomposi¢ao dessas componentes em subespagos

to-invariantes:

(A — A3) = (X3 + Yig, Xug + Yi) @ (Xys — Yis, X1 — Yia)
II(Ae — A3) = (Xaz + Yoz, Xog + You) @ (Xog — Yoz, Xog — You).

Sejam Vi = (X134 Y13, X14+Y1a), Vo = (X13— Y13, X14— Y1), Va3 = (Xog+ Va3, Xoy+
Yoy e Vi = (Xog — Yag, Xoy — Yay). O subespago Vi ndo pode ser equivalente ao
espago Vj, assim como o subespago V5 nao é equivalente ao espaco V3. Isso se deve ao
fato de [s0(2)1, V4] = [s0(2)2, V1] = 0, enquanto que a representagao de s0(2); sobre
V1 nao ¢é trivial (da mesma forma a representagao de s0(2), em Vj nao é trivial). O
mesmo ocorrendo com os subespagos V5 e Vi, isto é, [s0(2)a, V3] = [50(2)1, V2] =0
enquanto que a representagao de s0(2); sobre V3 nao ¢é trivial (da mesma forma a

representagao de $0(2), em V5 nao é trivial).

O subespaco V; é tg-equivalente ao subespaco V3 e o subespaco V; é g-equivalente
ao subespaco Vj. De fato, considere a transformacao linear 7' : V; — V3, dada por
T(Xi3+ Yi3) = Xog + Yoy e T(Xq4 + Y14) = —(Xoz + Yo3). A representagao adjunta
de to satisfaz as seguintes igualdades para Vi, V5 = (X, + Y,, X + Y3)

ad(s0(2)1)(Xa +Ys) = x(Xs+Yp),
ad(s0(2)1)(Xs +Ys) = —x(X,+Ya),
ad(50(2)2)(Xa + Ya) ad(s0(2)9)(Xs + Yp) = 0.

Assim, a tranformacao linear T' comuta com a representacao adjunta de €g. Pela
Proposicao 4.5 de (PATRAO; MARTIN, 2015), a aplicagdo 7' é um operador de

intercambio para as tg-representacoes sobre V; e V3. Além disso, os subespagos
i@y = {2 X +yTX : X e i},

onde [(x,y)] € RP!, sdo os tinicos subespacos Ke-invariantes em V; @ Vs.
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Podemos definir de forma semelhante uma transformacao linear T': Vo — V}, dada
por T'(Xi3 — Yi3) = Xoy — You e T(X14 — Y1u) = —(Xo3 — Ya3). A representacao
adjunta de g satisfaz as seguintes igualdades para V5, V) = (X, = Y,, X5 — Y3)

ad(s0(2)2)(Xa —Ya) = 2(Xp—Yj),
ad(s0(2)2) (X5 —Ys) = —x(Xay—Ya),
ad(50(2)1)(Xo —Y,) = ad(s0(2);)(Xs—Ys) =0.

Essa transformacao linear também comuta com a representacao adjunta de &g.

Portanto, os subespacos V5 e Vj sao £g-equivalentes e os subespagos
‘/Y[(I,y)] = {J}X + yTX - X e ‘/2},
onde [(z,y)] € RP', sdo os tinicos subespagos Ke-invariantes em Va @ V.

4. A representagao de isotropia de Fg, © = {A\1 — Ao, Ag — A3, A3 — A4}

Este caso pode ser visto mais detalhadamente em (PATRAO; MARTIN, 2015) (se¢ao
5, pagina 575).

O espaco tangente a Fg na origem, mg, é formada por matrizes
0 0
X o0)’
onde X é uma matriz 4 x 4 anti-simétrica. Aqui ¢ é a dlgebra de Lie das matrizes

(a 6) a+al =p+pT =0,
b «

que ¢ isomorfa a s0(4) @ s0(4). Agora s0(4) = s0(3); ® s0(3)2. Essas matrizes tém a

50(3); : A —Bt 50(3)s : A -B
\B oA *\B -4 )’
com A + AT = 0 onde B é simétrica com trB = 0 para so0(3);, enquanto
a —b
b a

para $0(3),. O espaco tangente ao flag na origem é dado pela soma dos subespagos
Vi=Xnso(3); eVo=X nso(3)y. Assim,

forma

ng = (Yo + Yay, Yis — Yoy, Y1y + Yo3) @ (Yo — Yau, Yig + You, Y1y — Ya3).

A representacao adjunta de g em ng é dada por

[AO 00]_ 0 0
0o A)'\x o) \[ax]o0)’
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isto é, coincide com a representacao adjunta de so0 (4) nele mesmo. Como foi dito
anteriormente, a algebra so (4) = s0 (3), @ s0 (3), é semissimples e se decompde em
dois ideais simples. Cada ideal é um subespago invariante e irredutivel. No entanto,
as representacoes de s0 (4) nas componentes irredutiveis nao sao equivalentes. Isso
porque a representacao da primeira componente nela mesma é a representacao
adjunta de so (3) enquanto que a representacao da primeira componente na segunda
componente é trivial. Portanto, os subespacos V; e V5, de ng nao sao equivalentes.

5. A representacao de isotropia de Fg, © = {\; — Ag, Ay — A3, A3 + Ay}

A tnica componente jg-invariante e irredutivel, V(A; + A2), é formada pelos espagos

de raizes g,, com « pertencente ao conjunto abaixo:
H()\l + )\2) = {)\1 + )\2, )\1 + )\3, )\2 + )\3, )\1 — )\4, )\2 — )\4, )\3 — )\4}

O espago tangente na origem do flag se decompoe em dois subespagos £g-invariantes

e irredutiveis de dimensao trés e nao equivalentes, descrito por

ng = Yo + X4, Yiz — Xou, Xia + Yo3) @ (Yio — Xy, Yig + Xog, X1s — Yo3).

6. A representacao de isotropia de Fg, © = {Ay — A3, A3 — A\g, A3 + A\g}.
Este caso € igual ao caso geral, isto é, o caso Dy, [ = 5.

Temos que o espacgo tangente ao flag na origem contém uma tnica componente

3o-invariante e irredutivel V' (A; — \2), dada por
(A1 — A2) = {1 & Ao, At £ A5, A + Mgl

Essa componente se decompoe em duas componentes Kg-invariantes e irredutiveis

Vi e V;, geradas por
V(A — Ao) = (X1 + Y19, X3 + Vi3, X144+ Y1) © (X192 — Yo, X153 — Y13, X14 — Y14).

As representacgoes de tg = s0(3), @ so(3), em V; e V3 ndo sdo equivalentes. Isso
porque [s0 (3),, V2] = [s0(3),, V1] = 0, enquanto que a representagao de so (3); em

Vi néo é trivial (da mesma forma a representagao de so (3), em V5 ndo é trivial).

Estruturas complexas em Dy

Analisaremos a representacao de isotropia dos flags de D, que admitem estru-

turas M-invariantes, para verificar se essas estruturas sao Kg-invariantes.

1. Flag maximal.

Esse flag admite estruturas pseudo-complexas Kg-invariantes, uma vez que Kg = M.
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Dado X, € mg, o = \; — A;, podemos definir JX, =Y, JX, = Xg ou JX, = Y,
onde o é uma raiz M-equivalente a raiz 5. Aqui, X, e Y, sdo geradores dos espagos

de raizes gx,—a; € @i+, respectivamente.

Como cada classe de M-equivaléncia em D, possui quatro elementos, temos varias

combinagoes a serem feitas para estruturas complexas invariantes em Fg.

2. O ﬂag F@, O = {)\1 — )\2,)\3 — )\4}

Pela representacao de isotropia de Kg, obtemos que as estruturas complexas Kg-
invariantes em Fg sao dadas por miultiplos nao nulos do operador de intercambio

entre as componentes Kg-equivalentes do espaco tangente ao flag na origem. Isto é,

JY1s = A2Yay,

J(Xi3 = Xoy) = aiT(Xi3 — Xos)

J( X1+ Xp3) = aT( X+ Xoz) = ag(Yis + Ya3),

J( X3+ X)) = asT( X1z + Xoa)

J( X4 — Xp3) = agT( X1y — Xoz) = aq(Yia — Ya3),
onde Y;; ¢ um gerador do espacgo de raiz gy, 1, ¢ T' ¢ um o operador de intercambio
entre as representagoes de Kg sobre V(A — A3) e V(A1 + A3). Essa é a tnica
possibilidade de obtermos estruturas Kg-invariantes em Fg, pois uma estrutura
que satisfizesse JV (A1 £ \3) = V(A £ A3) seria (Kg)o-invariante, mas nao seria

M -invariante.

3. 0 ﬁag F@, O = {)\1 — )\2,)\3 + /\4}

Usando o mesmo argumento do item 2, obtemos que uma estrutura complexa

Kg-invariante J é da forma

JY12 = A2Xa,
J(X13 - Y24) = G1T1(X13 - Y24) = al(yls - X24),
J(Yia + Xoz) = aoT1(Yiy + Xoz) = az(Xig + Ya3),
J( X3+ YY) = a3Ta(Xis +Yos) = az(Yiz + Xo),
J(Y14 - X23) = G4T2(Y14 - X23) = a4(X14 - Y23),
onde T} e T, sdo operadores de intercambio entre as componentes Kg-equivalentes

do espago tangente ao flag na origem.

4. O ﬂag F@, O = {)\3 — )\4,)\3 + /\4}

Pelos mesmos motivos do item 2, uma estrutura complexa Kg-invariante J é da

forma
JX12 = Mi2Yio,

J(X13+Y13) = aiT(X13+Y13) = a1(Xos + Yay),
J(Xy+Y) = aT(Xiy+ Y1) = —ax(Xosz + Yaz),
J(X13 —Yi3) = a3T(X13—Yi3) = &3(X24 — Ya4),
J(X14 - Y14) = G4T(X14 - Y14) = —a4(X23 - Y23)7
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onde T' é um operador de intercambio entre as componentes Kg-equivalentes do

espaco tangente ao flag na origem.

5 0O ﬂag ]F@, 6= {)\1 — )\2, )\2 — /\3,/\3 — /\4}

O espaco tangente a Fg se decompoe em dois subespacos Kg-invariantes e irredutiveis
de dimensao trés que nao sao equivalentes. Logo, esse flag nao admite estruturas

pseudo complexas invariantes.

6. O ﬁag F@, O = {)\1 — )\2, )\2 — /\3,/\3 + >\4}

Como no item anterior, o espaco tangente a Fg se decompoe em dois subespacos
Keg-invariantes e irredutiveis de dimensao trés que nao sao equivalentes. Logo, esse

flag nao admite estruturas pseudo complexas invariantes.

7. O ﬂag F@, O = {)\2 — )\3, )\3 - )\4,)\3 + )\4}

Como no caso geral, esse flag ndo admite estruturas complexas Kg-invariantes,
uma vez que o espaco tangente é decomposto em dois subespacos Kg-invariantes e

irredutiveis de dimensao trés e nao equivalentes.

Em suma,

Proposicao 3.21. O flag mazimal e os flags Fo, onde © = {\; — g, A3 — Ny}, © =
M — A, A3 + M} e © = {3 — Ay, A3 + My}, sdo os dnicos flags de Dy que admitem

estruturas pseudo-complexas K-invariantes.

3.6 Flags de G5

Gr =%,

Sejam o e as as raizes simples de GG5. Nesse caso, existem trés variedades flags,

Fo, Fia,y € Fia,). As classes de M-equivaléncia de raizes positivas sao
{ar, a1 + 200}, {on + ag, aq + 3as} e {ag, 204 + 3as}.

Nao existem estruturas M-invariantes nos flags Fy,,) e Fya,). De fato, {a1 + 205} e
{204 + 3as} sao classes de M-equivaléncia fora de (©), para © = {a1} e © = {as},
respectivamente. Ou seja, existem classes de M-equivaléncia com um nimero impar de

elementos fora de (©). Portanto, esses flags ndo admitem tais estruturas.

O flag maximal admite estruturas complexas M-invariantes pois existem trés
classes de M-equivaléncia, cada uma com dois elementos. Portanto, temos o seguinte

resultado:
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Proposicao 3.22. O flag mazimal é o unico flag da dlgebra Gy que admite estruturas

pseudo-complezas K -invariantes. Essas estruturas sio parametrizadas por (GI(2,R)/GI(1,C))’.

3.7 Flags de F}

F4o—o%o—o
Q1 Qo /03 Oy

Nao existem estruturas M-invariantes em nenhum flag Fg de Fj. De fato, se
o = {ay,az, a3, a4} sdo as raizes simples de Fy, entdo o = ag + 2 + 3a3 + 2ay é uma
raiz curta gerada por todas as raizes simples e nao por um subconjunto © de . Além
do mais, {a} é uma classe de M-equivaléncia, pois cada raiz curta forma uma classe de
M-equivaléncia em Fy. Assim, temos que {a} é uma classe de M-equivaléncia fora de (©).

Pela Proposi¢ao 3.1 F; nao admite estruturas M-invariantes.

3.8 Flags de Eg, E7 e Eg

TQG
Eg 0—0—0 O

Tas
Eeo—0—0—0—0—0—0
a 0%) Qa3 iy (673 (875 (07%4

Para esses diagramas, as classes de M-equivaléncia de raizes positivas sao
conjuntos unitarios. Pela Proposi¢dao 3.1 nenhum flag dessas algebras admite estruturas

pseudo-complexas Kg-invariantes.
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4 Estruturas pseudo-complexas invariantes

em Grasmannianas reais

Neste capitulo, mostraremos que as Grasmannianas reais nao admitem estru-
turas pseudo-complexas K-invariantes. Para isso, precisaremos de algumas nogoes de
Geometria Invariante. As primeiras trés segoes, baseada no capitulo 14 de (MARTIN,
2015), foram dedicadas ao estudo das formas diferenciais, cohomologia de De Rham e
variedades simplética. Nas se¢oes 4.3 e 4.4, falaremos sobre formas simpléticas e estruturas
complexas invariantes em espacos homogéneos. Na tltima se¢ao, utilizamos os conceitos
das se¢Oes anteriores para mostrar a nao existéncia de estruturas complexas invariantes

em Grassmannianas reais.

4.1 Formas diferenciais e cohomologia de De Rham

Dada uma agao diferenciavel do grupo de Lie G na variedade M, uma k-forma
diferencial & em M é invariante por G se para todo g € G vale g*a = «a, onde g*a é o
“pull-back” definido por g*a(X7, ..., Xi) = a(g«X1, ..., g+ Xk)-

No caso em que M = G/H é um espago homogéneo, uma forma diferencial
invariante o é completamente determinada por seu valor a,, na origem zo = 1- H de G/H.
A k-forma alternada «, é invariante pela representagao de isotropia no sentido em que se
he Hewy,...,u. €T, G/H, entdo (dhy,)*ay,, isto é,

Qo (dhyov1, - .oy ARy Ug) = Qg (V15 -« o, V).

Num ponto arbitrério x € G/H a k-forma a, é dada, por o, = (¢~ )*, se 1 = gz, isto

€,

g (W, .. We) =y ((dgay) 7w, -, (dgay) " Hwy) -
Essa expressao independe de g € G tal que z = gz, pois o, € invariante pela representacao

de isotropia.

O espaco das k-formas diferenciais em G/H ¢é denotado por A*(G/H) enquanto
que o subconjunto das formas invariantes é denotado por Afm(G /H). Esse conjunto é
um subespaco vetorial de A*(G/H) pois a > g*a é linear. Além disso, A (G/H) é uma
subdlgebra com o produto exterior, ja que g*(a A 5) = g*a A g* .

Uma das questoes a se discutir sobre uma k-forma diferencial « é sua diferencial

exterior da, cuja definicdo numa variedade diferenciavel M é dada por
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(da)(X1,. ., Xpr1) = (DX (Xl,...,f(i,...,xkﬂ)

+ Z(—l)i+1XiOé <[X1,Xj]7X17 o ,)?Z‘, ce ,Xj, PN an—i-l) Q41)

1<J
onde X1,..., X;,1 sd@o campos de vetores em M.

No caso de uma forma diferencial invariante o num espago homogéneo G/H,
a expressao 4.1 pode ser simplificada, uma vez que os termos na primeira soma sao

incorporados na segunda soma.

Lema 4.1. Seja a uma k-forma diferencial invariante em G/H e Xy,..., Xy € g. Entao,

X(X(Xl,...,)?k) = &([X,Xl],XQ,...,Xk) + - +a()~(1,)2'2,...,[X,Xk]) .
Proposicao 4.1. Seja a uma k-forma diferencial invariante em G/H. Tome X7, ..., Xpy1 €

g esejam X;, i=1,--- .k, os campos induzidos em G/H. Entao,

(da)(Xh ce 7Xk+l) = Z(_l)H—]Oé ([XhXj]aXla s 7)21'? ce 7)?j7 s 7Xk+1> : (42>

1<J

A féormula 4.2 da diferencial exterior esta escrita em termos dos campos de
vetores X, X € g, apesar da diferencial exterior depender apenas dos valores desses campos
num ponto dado. Na origem zy do espago homogéneo isso pode ser explicitado da seguinte
forma. Tome um subespaco m < g tal que g = h@m. Se X, Y € mentdo [X, Y] (o) = Z(x0)

onde Z = pry[X,Y]. Usando essa notacao a expressao em 4.2 se traduz como

(da)(Xi,. .., Kisr) = D=1 Py, ([Xi,xj]m,xl,...,)?i, X ,XkH) . (4.3)

1<j
se Xq, ..., X1 € m. O segundo membro de 4.3 depende apenas das propriedades algébricas

da &lgebra de Lie g e define uma aplicacdo linear d : A*m — A*lm.

Antes de prosseguir deve-se observar que se o ¢ uma forma diferencial invariante,
entdo da também é invariante, pois ¢g*da = dg*a = da. Isso acarreta, por exemplo, que se

da se anula num ponto entao da é identicamente nula.

A diferencial exterior de formas diferenciais satisfaz d* = 0 o que d4 origem
a cohomologia de De Rham das variedades diferencidaveis. Uma forma diferencial « é
fechada se da = 0 e é exata se o = df8 para alguma forma . Como d*> = 0, toda forma
exata é fechada. A k-ésima cohomologia de De Rham H%,(M) de uma variedade M ¢é

definida como sendo o espaco das k-formas fechadas modulo as exatas, isto €,

HEL(M) = ker dy/im di_1,
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onde dj, ¢ a restricao da diferencial exterior as k-formas. Duas formas diferenciais fechadas
« e 3 sao cohomoldgas se existe v tal que a — 5 = dy, nesse caso, se escreve a ~ 3. A

classe de cohomologia de « é denotada por [«].

Uma cohomologia semelhante pode ser definida para formas invariantes. De fato,
se a é uma forma diferencial invariante pela acao do grupo G, entao da também é invariante.
Portanto, se G x M — M é uma acao diferenciavel, pode-se definir a cohomologia

invariante H*

a diferencial exterior restrita as formas invariantes. No caso de um espag¢o homogéneo

k
mnuv

(M, G) como sendo o quociente acima em que di é interpretado como
M = G/H, essa cohomologia serd denotada por H;,, (M, G). Para duas formas invariantes
e fechadas, a e 3, se escreve o ~;,, 8 se a — = dvy com ~ também invariante. A classe

de cohomologia invariante de o é denotada por [a]n,.

Sejam « e [ formas invariantes fechadas em G/H. E evidente a partir das
definigbes que se & ~;,, § entdao a ~ f3. Isso significa que se [a]iny = [B]inw, entdo [a] = [5],

o que fornece aplicagoes bem definidas

k
Him)

(M,G) = Hip(G/H) [l — [o]. (4.4)

Em geral, essa aplicacao nao ¢ injetora nem sobrejetora, ou seja, as cohomologias
HE (G/H) e H:R(G/H) podem ser diferentes. Um exemplo tipico é o caso do grupo
abeliano R".
Exemplo 4.1. Tome o espago homogéneo (R™)* = R"/{0} obtido por translagées no
grupo abeliano R™. Se (z1,...,x,) € um sistema de coordenadas em R™ entdo as k-formas

diferenciais se escrevem como

a = Zal(x)dxil A A da,,

com 1l < iy < - <i <nondel = (ir,...,i) e ar : R" — R € diferencidvel. A
diferencial exterior em coordenadas ¢ dada por do = Zdal A dxi Ao Adxg,. Como
as 1-formas dx; sao invariantes por translagoes, seque que « € invariante se, e SO Se,
as fungoes ay sao constantes. Dai, se o € invariante entao da = 0 e, portanto, duas
formas invariantes distintas ndo sdo cohomologas. Isso significa que HE (R™) = AF (R™)
, que € nao nulo. Por outro lado, sabe-se que k > 1 entdo HSR(R") se anula. Portanto,

No entanto, sera mostrado a seguir que se GG é compacto entdao a aplicacao 4.4
é um isomorfismo de tal forma que HY (G/H) = HEL(G/H).

inv
Suponha, a partir de agora, que G é compacto. A razao pela qual o isomorfismo

vale nesse caso vem da possibilidade de integrar formas diferenciais, em relacao a medida

de Haar de GG, e obter formas diferenciais invariantes por G.
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Essa integracao é feita da seguinte maneira. Seja o uma k-forma diferencial
em G/H. Se g € G entdao g*« é uma nova forma diferencial em G/H, cujo valor (¢*«) em
x € G/H ¢é um elemento do espago co-tangente TyG/H. A aplicagdo g € G — (g*a), €

T7G/H assume valores num espago vetorial. Faz sentido entao tomar a sua integral

(Ta), = fG<g*@>xu<dg>,

onde pu é a medida de Haar de G. A integral existe pois o integrando é uma fun-
¢ao continua de g e G é compacto. (Se vy,...,v € T,G/H entao (¢*a)(vy,...,vx) =
gz (dgs(v1), ..., dgs(vk)), que depende continuamente de g pois a e a agdo G x G/H — G

sao diferencidveis.)

Se z € G/H ¢ fixado entao ([a), é uma forma alternada em T,G/H, isto é, é
um elemento de A*T*G/H. Portanto, z — (Ia), define uma secdo de A*T*G/H. Essa
secao é diferenciavel pois se X7, ..., X} sdo campos de vetores diferencidveis em G/H

entao

]OZ(Xl, cee an)(x) = JG agxdgx(X1($>)’ s 7dgz(Xk(x)):u(dg>

O integrando é uma fungao diferencidvel nas variaveis x e g, portanto a integral

é diferenciavel como funcao de x.

Em suma, o é uma k-forma diferencial.

Lema 4.2. I« ¢ G-invariante.

Portanto, a — I« define uma aplicacao no espaco das formas diferenciais cuja
imagem ¢ o subespaco das formas invariantes, pois Ia = « se « ¢é invariante. Da definicao,
se vé de imediato que I é linear. A propriedade de I que permite o seu uso em cohomologia

é a comutatividade com a diferencial exterior.

Lema 4.3. Jod=dol.

A partir desse lema pode-se mostrar a injetividade do homomorfismo natural

Proposicao 4.2. Se G é compacto entdo o homomorfismo

[in € Hiny (G/H) = 0] € Hgp(G/H)

inv

¢ injetor.
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Demonstragio. Sejam « e ( formas diferenciais invariantes fechadas e suponha que [a] =
[3]. Entao , existe v tal que o — 3 = dy. Aplicando I a essa igualdade se obtém, pelo lema

anterior,
a—f=1I(a—p)=1(dy) = d(Iv)

e, portanto, [a]iny = [Bline, j& que Iy é uma forma diferencial invariante. O

Para mostrar a sobrejetividade do homomorfismo deve-se encontrar para cada
forma diferencial fechada /3 uma forma invariante fechada « tal que [«] = []. A candidata
é a forma invariante oo = I3, que é fechada se f é fechada, pois da = d(If) = I(dB) = 0.
A sobrejetividade serd entao verificada assim que se provar que qualquer forma fechada [

¢ cohomologa a 1. Isso serd provado com a hipdtese adicional de que G ¢é conexo.

Para isso serao usados alguns conceitos e fatos sobre homologia singular de

classe C'. Essa homologia ¢ definida sobre o espaco vetorial real

C =P,

k=0
onde C}, é o espaco vetorial gerado sobre R (que é o caso aqui) pelos ciclos de classe C' de
dimensao k em M = G/H. Sendo que um ciclo de dimensao k é uma aplicacao continua

o:Ap — M, onde Ay é o simplexo de dimensao k definido por

Ap={(x,...,2)eR" 12; > 0,20 4+ - 4+ 2, < 1}.
O ciclo p é de classe C' se ele é a restricdo de uma aplicacdo de classe C?,
o:U — M onde U ¢ RF! é um aberto que contém Ay, ;.

Em C se define operadores fronteira 0, : Cy, — Cy_1 que satisfazem 0001 = 0.
Essa composta implica que imdy,1 < 0k € com isso a homologia singular de M é definida

por

Hy. (M) = kerdy /im0y, 1.

Dois ciclos o1 e 09 de dimensao k sao homologos se existe 7 € Cj,1 tal que

01 — 09 = Op41T, isto é, se 01 — 09 € im0k 41. A classe de homologia de ¢ € C' é denotada
por [o].
Os operadores fronteira J; nao serao explicitados aqui. Deve-se observar, no

entanto, que eles sao definidos de maneira apropriada de tal forma que vale o teorema de

L do = L o (4.5)

Stokes, que se resume na férmula
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Nessa férmula o é uma k-forma diferencial e o : Apy — M é um (k + 1)-ciclo de classe
cl.

Antes de prosseguir, deve-se observar que os ciclos diferenciaveis e a correspon-
dente homologia sao necessarios aqui para dar sentido a integral de uma forma diferencial
em relagdo a um ciclo e consequentemente, ter acesso ao teorema de Stokes. Para um
ciclo o : U — M de classe C', com Ay.; < U, existe o “pull-back” o*«, que é uma forma

volume em U < R*. A integral da forma diferencial o sobre o é definida como sendo
|o=] festwra
g Ak

onde dz é a medida de Lebesgue em R¥ ¢, fop : A — R é a funcao definida pela expressao

a*f = fop(x)dry A ... A day, (4.6)
onde dzy A ... Adxy 6 a forma volume de R dada pelo sistema de coordenadas (1, . . ., 2).

O teorema de Stokes mostra que se a é uma k-forma diferencial fechada entao

f a =0,
Ok+10

para todo ciclo o de dimensao k£ + 1. Portanto, se 71 e 75 sao ciclos homologos de dimensao

[a=]a
T1 2

Para essa igualdade, a integral em relacao a o passa ao quociente e define uma

k entao

aplicacao linear T, : Hy(M) — R dada por

RMsz

O funcional linear T,, depende, na verdade, s6 da classe de cohomologia a. Isso

porque se a e [ sao k-formas fechadas com o — f = dy e ¢ é um ciclo de dimensao k,

L(Oé—ﬁ) ZLd’YZLW’Y

e essa ultima integral se anula se dyo = 0. A reciproca dessa afirmacao é um dos resultados

entao

principais da cohomologia de De Rham, que nao serd demonstrado aqui.

Proposicao 4.3. Sejam « e 8 k-formas diferenciais fechadas. Entao, T, = Tp se, e s6
se, a e B sao cohomdologas.

Antes de concluir a demonstragao da sobrejetividade do homomorfismo H¥, (G/H) —

H:-(G/H), deve-se atentar para esses dois lemas.
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O primeiro deles estd relacionado a agao de G' na homologia singular Hy(G/H).
SegeGeo: A, — G/H éum ciclo de classe C' entdo go = g o ¢ também é um ciclo.

Via a composta com ciclos g induz uma aplicacao linear em C' = EI—) C}, também denotada
k=0
por g. Da teoria de homologia singular sabe-se que g comuta com os operadores J; e,

portanto, induz aplicagoes nos espagos de homologia H(G/H ), usualmente denotada por

gu[0] = [g0], o € C.
Lema 4.4. Se G ¢ conexo entdo as aplicacoes g, = Id para todo g € G.

Lema 4.5. Se 3 é uma forma diferencial e o um ciclo, entdao

fmfﬂ = JG favg*ﬁ(m)u(dg)
~ | fmalohtdg),
G
onde f,o foi definido em (4.6).
Agora é possivel provar que uma forma diferencial g é cohomoéloga a sua média

a = I3, em relacdo a medida de Haar em G.

Proposicao 4.4. Suponha G compacto e conexo. Dada a forma diferencial B defina, como

anteriormente,

16— L(g*ﬁ)u(dg)-

Entao, B e I3 sdo cohomdlogas.

Demonstragio. Pela Proposigao 4.3, deve-se mostrar que T73 = Tj. Se [o] é uma classe de

homologia, entao por defini¢ao,

Tyso] = f I

Ay

Mas, pelo lema 4.8, f, 13(z) = f foo5(x)pe(dg)dz, dai
€

Tyslo] Lk || fwsteutdsya.

Pelo teorema de Fubini, obtemos

r

rals) - | N frnali) ) i)

JG

[

= JPG Tslgo]u(dg).
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Mas, Ts[go] = Ts[o], como foi assegurado no lema 4.9. Portanto,

Tyslo] = L Talolu(dg) = Is[o].

o que conclui a demonstragao. O]

Como mencionado anteriormente, o fato de que I3 ~ § implica que o homo-
k
inv

invariante /3. Com isso se conclui a demonstracao do seguinte teorema.

morfismo natural HY (G/H) — H:(G/H) é sobrejetor, ji que 3 é a imagem da forma

Teorema 4.1. Se G é compacto e conexo entao o homomorfismo

[in € Hiny (G/H) — [a] € Hap(G/H)

inv

¢ um isomorfismo.

Pela férmula 4.3 da diferencial exterior das formas invariantes, se vé que

*1m depende apenas de propriedades algébricas da algebra de Lie, assim

k

inv

d: AFm — A
como os espagos de cohomologia H;  (G/H). Em particular, esses espagos sdo de dimensao

finita.

Exemplo 4.2. Um grupo de Lie G compacto e conexo pode ser visto como espaco homo-
géneo ou G = G/{1}, com a a¢io dada por translagées a esquerda, ou com G = G x G/Ag
com a agio dada por (g, h)x = grh™', onde Ag é a diagonal. O teorema 4.1 se aplica a
ambos o0s casos, fornecendo isomorfismos da cohomologia de De Rham de G, com a coho-
mologia das formas invariantes a esquerda (para G = G/{1}) e a das formas bi-invariantes
(para G = G x G/A). Segue que as cohomologias invariantes a esquerda e bi-invariante

coincidem.

A cohomologia invariante a esquerda € definida sobre as formas alternadas na
dlgebra de Lie g de G, com a diferencial exterior dada por (4.2). Em termos de cohomologia
de representagoes de dlgebras de Lie, essa é a cohomologia da representagdo trivial de g.
Ja a cohomologia bi-invariante é definida no subespago das formas alternadas em g que
sao fizadas pela representacdo adjunta que, em geral, é menor que o espago de todas as

formas alternadas.

Exemplo 4.3. Para S" = SO(n + 1)/SO(n), n = 2, a representag¢io de isotropia é
equivalente a representacio canonica de SO(n) em R™. Essa representa¢io admite as
formas volume invariantes adxy A -+ - A dxy, a € R, pois det g = 1 se g € SO(n). Essas sao
as unicas formas invariantes nao nulas. Para ver isso tome a base {1,...,e,} de (R")*
dual da base candnica. Entao, uma base do espago A™(R™)* das m-formas em R"™ € dada

por

ET =E€iy ANt AN Eips
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com I = {1 <iy < <iy <n} um multi-indice. A representagao de SO(n) é definida
por

g-€1=9- €, A...NG &, ¢geSO(n),

onde g-¢; =¢e;0q " € a representacio dual. A representacio infinitesimal é
d m
L S o
X g = dte sl—j;X g, X eso(n),

onde X - g; = —g; 0 X. Um elemento a € A™(R™)* € invariante por SO(n) se, e so se,
X - a =0 para todo X € so(n).

Tome a matriz Ay, = Ey; — Ej € so(n) com j < k. Entao, Aj, - j = &,
Aji - er = €5 e Aji se anula nos demais elementos da base. Portanto, Aj, -cr = 0 se
g k&l ousejkel. Além do mais, dado um multi-indice I tal que j € I ek & I, seja
Iy o multi-indice obtido de I substituindo j por k, que € colocado na posicao correta para

manter a ordem crescente dos indices. Entao,
Ajk'gl = (—1>T€]jk (& Ajk'€[= —(—1)T,€[jk
onde r é a quantidade de indices i € I tal que j <1 < k.

Seja agora o = Zalef tal que X - =0, X € s0(n), e tome um multi-indice I.
Se m < n entdo existem j e]I eké¢l, de tal forma que
Ajic o= (1) (azerge) — argmer) + -+
onde o simbolo - -- representa uma combinagdo linear dos outros elementos da base. Como
Aji - a =0 se conclui que ar = 0, mostrando que a = 0.
Pelo teorema 4.1, se conclui que H"(S") =R e H™(S™) = {0} se 1 <m < n.

Os mesmos argumentos se aplicam ao espaco projetivo

P" = 50(n)/{+1} x O(n).

A representacao de isotropia p em R™ é dada por p(detg,g) = (detg)g. Da
mesma maneira, se 1 < m < n entdo nao existem m-formas invariantes e H™(RP™) = {0}
sem<n.Sem=nedetg=—1 entdo det (—g) = (—1)" det g = (—1)"*" ¢ as formas
volume sao invariantes se, e s6 se, n é impar. Portanto, H"(RP") = R se n é impar e

todas as cohomologias de De Rham se anulam se n € par.

4.2 Variedade simplética

Uma forma simplética w num espaco vetorial V' (dim V' < c0) é uma forma

bilinear anti-simétrica que é nao degenerada, isto é, para qualquer x € V existe y € V
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tal que w(z,y) # 0. A seguir sao listadas algumas propriedades algébricas de um espago

vetorial com uma forma simplética.

1. A propriedade de que w é nao degenerada é equivalente ao fato de que a aplicagao

linear ¢ : V. — V* 1(z)(:) = w(z.-), é isomorfismo.

2. Dado W < V seja
Vi={yeR": Vo eV,uw(z,y) =0}

o seu ortogonal em relacio a w. Entdo, W+ = .~ (W°), onde W° é o anulador de
W. Como dim W + dim W°= dim V, segue que dim W + dim W+ = dim V.

3. Um subespaco W < V ¢ isotropico se a restricdo de w a W x W é identicamente
nula, isto é, W é isotrépico se, e sé se, W < W+. Existem subespacos isotrépicos
nao triviais, pois w(z, r) = 0 para qualquer x e, portanto, o subespago gerado por
z €V éisotrépico. Além do mais, a férmula da dimensdo, dim W + dim W+ = dim

V', implica que dim W < dim V /2 se W é um subespago isotrépico.

4. Se W < V é um subespago isotrépico tal que dim W < dim V/2, entao W esta
contido propriamente em W=. Dai que se x € WH\W entdo U = W @ (z) é um

subespaco isotropico com dim U = dim W + 1.

5. Segue do item anterior, por inducao, que existe W < V subespaco isotrépico com
dim W = dim V' /2 e, portanto, dim V' é par. (Um subespago isotrépico com dimensao

méaxima é chamado de subespago Lagrangeano.)

6. Pode-se escrever w na seguinte forma canonica: se dim V' = 2n entao existe uma
base B = {e1,...,en, f1,..., fu} tal que

wles, fj) =05 w(ei e5) = 0=w(fi, fj)-

A matriz de w em relagao a essa base é dada por

0 _]-nxn
—J= .
s ( Lon 0 )

Por essa matriz segue que, se {dx1,...,dx,,dyi,...,dy,} é a base dual de B, entao

w=dry Adyy + ... +dx, A dy,. (4.7)

Uma forma simplética numa variedade diferenciavel M é uma 2-forma di-
ferencial w fechada (dw = 0) e ndo degenerada, isto é, para todo x € M e v € T,M
existe w € T, M tal que w,(v,w) # 0. Para cada x € M a forma bilinear w, é uma forma

simplética no espaco vetorial T, M. Portanto, a existéncia de uma forma simplética em M



Capitulo 4. Estruturas pseudo-complezas invariantes em Grasmannianas reais 84

acarreta que dim M é par. Uma variedade M munida de uma forma simplética é chamada
de variedade simplética. Um dos resultados classicos sobre variedades simpléticas é
o teorema de Darboux. Esse teorema garante que localmente w é equivalente a forma
simplética canonica 4.7 num espago vetorial, no sentido em que para todo z a expressao

da forma simplética w nesse sistema de coordenadas ¢é 4.7.

Numa variedade simplética (M,w) as aplicagoes t,(v) = w,(v,-) definem um
isomorfismo entre os fibrados tangentes T'M e cotangentes T* M. Esse isomorfismo permite

definir um dos conceitos basicos da geometria simplética, que sao os campos Hamiltonianos.

Seja f : M — R uma funcao diferenciavel (Ck ,k = 1) com diferencial df,,
x € M. Entdo ¢, 'df, é um vetor tangente em x, o que permite definir um campo de vetores

Xy em M, que é dado explicitamente por

dfe (") = w(X;(2), ).

O campo Xy ¢ um campo Hamiltoniano em M. A funcao f é chamada de
funcdo Hamiltoniana (ou fungao energia) do campo X;. Deve-se observar que nao se tem
unicidade das fungoes Hamiltonianas, pois de f é uma fun¢do Hamiltoniana do campo
Hamiltoniano X e c € R é uma constante,. entao f+ ¢ também é uma funcao Hamiltoniana

de X.

A seguir sao listadas algumas propriedades dos campos Hamiltonianos, que

serao utilizadas posteriormente no estudo de agoes de grupos.

1. Seja X um campo Hamiltoniano com fluxo ¢;. Entdo, a derivada de Lie Lxw =
d
a(qbf w)i=o se anula, o que implica que ¢;w = w. De fato, a férmula de Cartan para

a derivada de Lie é dada por

Lxw =dixw + txdw,

onde ¢y denota o produto interior, isto é, txw é a 1-forma txw(-) = w(X,-). Nessa
férmula o dltimo termo se anula pois dw = 0. J& d(txw) = d(df) = 0, se f é uma

funcdo Hamiltoniana de X.

2. Reciprocamente, suponha que X é um campo de vetores em (M, w) tal que Lxw = 0.
Entao, pela férmula de Cartan, se conclui que a 1-forma diferencial ¢ xw é fechada.
Se ela for exata, entdao txw = df e X é um campo Hamiltoniano. Isso ocorre, por
exemplo, se a cohomologia de De Rham H},(M) = {0}. De qualquer forma, M é
localmente difeomorfa a R" e, portanto a forma ¢xw ¢é localmente exata se ela for

fechada. Dai, existem abertos de M tais que as restricoes de X a esses abertos sao



Capitulo 4. Estruturas pseudo-complezas invariantes em Grasmannianas reais 85

campos Hamiltonianos. Por essa razao um campo de vetores X tal que Lyw =0 é

denominado de campo localmente Hamiltoniano.

3. Sejam X e Y os campos Hamiltonianos das funcoes fx e fy, respectivamente. Entao
seu colchete de Lie [X,Y] é o campo Hamiltoniano da fun¢ao w(X,Y). A funcao
w(X,Y) é chamada de colchete de Poisson das fungoes fy e fy e denotada por

{fx, fy}. Esse colchete é antissimétrico e satisfaz a identidade de Jacobi.

Seja agora G x M — M uma acao diferenciavel do grupo de Lie GG na variedade
simplética (M, w). Essa é uma agao simplética se os elementos de G preservam w, isto
é, g*w = w para todo g € G. Nesse caso, a a¢ao infinitesimal da dlgebra de Lie g de G é
dada por campos localmente Hamiltonianos. Isso porque se X € g entdo o fluxo do campo
induzido X ¢é a exponencial ¢*. Dai, Lyw = 0 pois (etX)* w = w. Reciprocamente, se os
campos de vetores X, X € g, sdo localmente Hamiltonianos e G é conexo, entdo a acao de
G é simplética. Uma acao Hamiltoniana é uma ac¢do simplética em que os campos de

vetores X, X € g, sao (globalmente) Hamiltonianos.

Nem toda agao simplética é Hamiltoniana (veja o exemplo abaixo). No entanto,
vale observar que se G e M sao conexos e a a¢ao de G em (M, w) é simplética entdo essa
acao se levanta a uma acao Hamiltoniana nos recobrimentos universais. De fato, sejam
p:G— Gem: M — M os recobrimentos universais. Entao, pelo teorema de Lie-Palais, a
acio de G em M se levanta a uma acdo de G em M de tal forma que mo g = p(g) o para
todo g € G. A acio de G preserva a forma simplética 7%w em M e, portanto, essa acio é

Hamiltoniana pois a cohomologia de De Rham de M se anula (veja a Proposigao 4.3).

Seja agora M = G/H um espago homogéneo. Uma 2-forma invariante w é
completamente determinada pelo seu valor wy na origem xy de G/H, que é uma forma
bilinear antissimétrica em 7,,G/H, invariante pela representacao de isotropia, isto é,
(dhyy)*wo = wo para todo h € H. A 2-forma w é entdo dada em T,G/H por

Wy = (dgozl)*wm
onde g € G é qualquer elemento grg = x. Como dg, ' é isomorfismo, se conclui que se wy ¢
nao degenerada entdo cada w, também é nao degenerada. Ja a diferencial exterior de uma
forma invariante num espac¢o homogéneo foi calculada na Proposi¢ao 4.1. No caso de uma

2-forma ela se reduz a

(dW)(Xl,XQ,Xg) = —LU([Xl,XQ],Xg) + w([Xl,X:g],XQ) - OJ([XQ,Xg],Xl), (48)

que coincide com a soma ciclica

— (w([X1, Xa], Xs) + w([Xa, Xs], X1) + w([Xs, Xa], X1)) .
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Para olhar essa diferencial exterior do ponto de vista da férmula algébrica
(4.3), seja m um subespago complementar a algebra de Lie h de H, denote por pr, a
projecao sobre m em relagao a decomposicdo g = h@m e escreva [X,Y | = pra[X, Y]

para X,Y € m. Entao, dw = 0 se, e s se,
wo([ X1, Xo]m, X3) + wo([ X2, X3]m, X1) + wo([ X3, Xo]m, X1) =0, (4.9)

para toda terna (X7, Xs, X3) de elementos de m.

Uma vez feita a escolha do complementar m, uma forma simplética em G/H
(se existe) é dada por uma forma bilinear anti-simétrica e nao degenerada wy em m que

satisfaz 4.9.

Se w é uma forma simplética invariante em G/H entdo a acao de G em G/H ¢é

simplética. Essa acdo nem sempre é Hamiltoniana, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.4. Seja G o toro T? = R?*/Z* que age em si mesmo por translagoes. A
forma simplética candnica w = dx A dy em R? (= dlgebra de Lie de T?) define uma
forma simplética invariante em T? e, portanto, uma a¢io simplética. Essa acdo nio é

Hamiltoniana. De fato, 0os campos invariantes sio os campos induzidos em T? pelos campos

0 C
constantes aa— + ba—, a,be R, de R%. FEsses campos de vetores nao sio Hamiltonianos.
x Yy

. ) L,C
Para ver isso tome, por exemplo, o campo de vetores X induzido P A 1-forma a = 1xw =
x

0
w(a—, ) restrita ao aberto de T?, representado pelo quadrado (0,1)* ¢ R?, é dada por dy.
x
Essa 1-forma nao € exata, pois se o = df entao a fungio f deve satisfazer f(x,y) =y + ¢
em (0,1)? para alguma constante c. Mas, uma fungdo do tipo y + ¢ ndo se estende a uma

fun¢io em T?, o que mostra que a acdo ndo é Hamiltoniana.

Representacao coadjunta

Uma classe fundamental de exemplos de espagos homogéneos com acao Ha-
miltoniana é dada pelas Orbitas da representacdo co-adjunta Ad* de G no dual g* da
&lgebra de Lie g. Essa representacdo é definida por Ad*(g)a = acAd(g '), ge G e a € g*.
Sua representacao infinitesimal ad* : g — gl(g*) é dada por ad*(X)a = —a o ad(X).
A representacdo Ad* fornece uma acao de G em g* para a qual os campos de vetores
induzidos X, X € g, sdo dados por X = ad*(X).

Para o € g* seja G - o = Ad*(G)a sua érbita pela representagao coadjunta.

Essa orbita se identifica ao espago homogéneo G/Z,, onde Z, é o subgrupo fechado
Zo=1{9eG:ao0Ad(g™) =a)}.
A 4lgebra de Lie 3, de Z, é dada por 3, = {X € g: aoad(X) = 0}, isto é,

o={Xeg:YWegoX,Y] =0}
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O espacgo tangente a G - a em « é dado por

To(G - ) = {ad*(X)a : X € g}.

A forma simplética de Kirillov-Kostant-Sourianux §2 (abreviada KKS)

na orbita coadjunta G - a é definida pela expressao

Q (X(),Y(a)) =a[X,Y] X,Yeq. (4.10)

Existem duas maneiras equivalentes de interpretar essa expressao como uma
forma simplética na érbita coadjunta G - «. A primeira é olhar €2, como uma forma bilinear
anti-simétrica em T, (G - «), invariante pela representagao de isotropia, e com isso definir
uma 2-forma invariante em G - a. A segunda é definir para cada 8 € G - « a forma (g
como em 4.10 e considerar 3 — 13 como uma 2-forma em G - . Serd provado abaixo que

as duas interpretagoes fornecem a mesma 2-forma.

Olhando 2, como uma forma bilinear em T, (G - «) os seguintes itens mostram

que €2, define uma forma simplética invariante em G - a = G/Z,.

1. Q, esta bem definida. De fato, tome X, X, Y, Y] € g tal que X(a) = Xi(a) e
Y (a) = Yi(a). Essas igualdades significam que cvoad(X) = acad(X;) e acad(Y) =
a o ad(Y;). Portanto,

Q (Xi(@),Yi(a)) =  acadX))(Y1) = aoad(X)(Y1)
—ao ad(Y1)(X) = —aoad(Y)(X)
= Q. (X(a), Y(a)) .

2. €, é claramente anti-simétrica.

3. Q, é nao degenerada. De fato, tome 0 # v € T,G -« e escolha X € g tal que v = X(a).
Entao, a o ad(X) # 0, isto é, existe Y € g tal que a[X,Y] # 0. Isso significa que
Q. (v, }7(04)) # 0, mostrando que €2, nao é degenerada.

4. €, ¢é invariante pela representacao de isotropia. Se X € ge h € Z,, entdao a
representacio de isotropia é dha (X () = Ad(h)X (). Portanto,
U (dha(X (@), dha(V(2)) = o[ Ad(h)X, Ad()Y]
o 0 Ad(R)[X, Y]
alX, Y],

pois h € Z,.

5. A 2-forma Q em G - o = G/Z, definido por €, é fechada. Isso segue da identidade
de Jacobi: se X,Y, Z € g entao, pela Proposicao 4.1,

(dQ)a(X (@), Y (@), Z(a)) = —Qul([X,Y],Z) - Qu([Y, 2], X) - (7,

= —o([[X, Y] Z]+[[Y, 2], X] + [[Z2. Y], X

"<:z

]5()

[——
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Com esses itens fica concluida a construcao da forma simplética de Kirillov-
Kostant-Souriaux €2 numa orbita coadjunta Ad*(G)a. Num elemento 5 = Ad*(g)a da

orbita a forma transladada de €2, é dada por

Q (X(8).Y(8)) = (Uuldgs' X(8),dg;'Y ()
= Q. (Ad(g )X (a), Adlg )Y ()
= alAd(g”1)X,Ad(g"1)Y]
= a0 Ad(g )X, Y],

isto é,

wg (X(8),Y(8)) = BIX, Y]
tem a mesma expressao que a usada para definir €2,.

Como consequéncia da construcao de Kirillov-Kostant-Souriaux {2 tem-se que

uma 6rbita de uma representacao coadjunta tem dimensao par.

Uma das propriedades essenciais da forma de Kirillov-Kostant-Souriaux 2 é
que a acao de GG nas érbitas coadjuntas sdo Hamiltonianas, isto é, os campos induzidos X,

X € g, sao Hamiltonianos em relacao a {2 , como sera mostrado a seguir.

Proposicio 4.5. Seja O ¢ g* wma drbita coadjunta. Se X € g entdo o campo X = ad*(X)

¢ Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana, fx : O — R, dada por
fx(a)=a(X) acO.

Demonstragio. Como fx é a restricdo de uma aplicagao linear, sua diferencial (dfx)a,
a € O, coincide com fy, isto é, se Y(a) = ad*(Y)(«), Y € g, é um vetor tangente entéo

(dfx)a (Y(a)) = (ad*(Y)(a))(X). Dai

(dfx)a (Y(@) = —aoad(Y)(X)
= «a[X,Y]
= Qa (X(Oé), Y/(OJ)) ’

o que mostra que X é o campo Hamiltoniano definido por fx. O

A seguir serdo apresentados alguns exemplos de érbitas coadjuntas e suas

formas simpléticas.

Exemplo 4.5. Se a dlgebra de Lie g de G é semissimples entdo sua forma de Cartan-Killing
K(-,-) € nao degenerada e define um isomorfismo K : g — g* por K(X)(:) = K(X,-). Esse

isomorfismo permuta as representacoes adjunta e coadjunta, isto é, KAd(g) = Ad*(g)K



Capitulo 4. Estruturas pseudo-complezas invariantes em Grasmannianas reais 89

para todo g € G, pois K € invariante por Ad. Portanto, K aplica difeomorficamente as
orbitas adjuntas nas coadjuntas, o que permite transportar a forma simplética de Kirillov-
Kostant-Souriaux 2 em formas simpléticas K*$) nas orbitas adjuntas. A agao de G nas
orbitas adjuntas também é Hamiltoniana pois os campos induzidos X = ad(X) satisfazem
Kad(X) = ad*(X)K, de onde se vé que X € o campo Hamiltoniano da “funcio altura”
fx() = K(X,-). Em suma, no caso semissimples a representa¢io adjunta se comporta
como a representacdo coadjunta. Esses comentdrios se estendem a dlgebras de Lie que

admitem uma forma bilinear invariante ndo degenerada, como as dlgebras redutiveis.

Exemplo 4.6. Como exemplo concreto de um grupo semissimples sejam G = SI[(2,R)
e g =sl(2,R). Como Ad(9)X = gXg~*, o polinémio det X é constante em cada érbita.
Ezistem trés tipos de drbitas: i) as das matrizes nilpotentes contidas no cone duplo
{X :detX = 0}, que contém trés orbitas, a origem e os dois lados do cone; it) as das
matrizes com auto-valores imagindrios em que cada orbita é uma folha do hiperboloide de
duas folhas definido por detX = ¢ > 0; iii) os hiperboldides de uma folha definidos por det
X =c<0.

Nas coordenadas (x,y,z) em relagao d base {A, H, S}, dada por

=(00) = (0h) == (1)

0 polinémio det X = x* —y? — 22. Assim, o cone duplo tem equacio x* = y* + 2 enquanto
que o0s hiperboldides tem equagio x* = y* + 2* = ¢ > 0 (duas folhas no interior do cone) e

2* = y* + 2% = ¢ < 0 (uma folha exterior ao cone).

Exemplo 4.7. Seja g a dlgebra de Heisenberg que tem a base {X,Y,Z} que satisfaz
[X,Y] = Z e os demais colchetes se anulam. Denote por {«, 3,7} a base dual de {X,Y, Z}.
Entao, as orbitas coadjuntas dos elementos xav + yB + zy com z = 0 sao de dimensao O

enquanto que as demais orbitas sdo de dimensado 2.

Jd a orbita adjunta de, por exemplo X, tem dimensdo 1, jd que o centralizador

de X € subdlgebra gerada por {X,Y}. Essa drbita adjunta nao admite forma simplética.

Aplicacdo momento

Um instrumento 1til no estudo de uma agao Hamiltoniana é sua aplicacao

momento, que permite comparar a acao com a representagao coadjunta.

Sejam (M, w) uma variedade simplética, G um grupo de Lie com &lgebra de
Lie ge G x M — M uma acao de G em M. Se supOe aqui que essa acao ¢ Hamiltoniana.

Para simplificar a exposicao se supoe também que M é conexa.
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Definicao 4.1. Uma aplicagio momento de uma a¢do Hamiltoniana € uma aplicagdo
w: M — g* tal que para todo X € g, a fungdo fx(x) = u(x)(X) é uma fungio Hamiltoniana

para X, isto €, dfx = Lgw.

Exemplo 4.8. Seja M = Ad*(G)a uma drbita coadjunta munida da forma simplética
Q de KKS. Um campo de vetores X = ad*(X), X € g, é Hamiltoniano para a fungio
fx(B) = B(X), 8 € Ad*(G)a. Portanto, a agao de G na drbita é Hamiltoniana e uma

aplicacao momento é pu = Id.

Para uma acdo Hamiltoniana qualquer existem aplicagbes momento, pois

{Xi,...,Xn} é uma base de g e {a,...,ay} sua base dual de g* entao

p(x) = fx,(@)on + - + fxy @)y

¢ uma aplicacao momento se fx,,..., fx, sao fun¢oes Hamiltonianas para os campos
induzidos X, ..., Xy.

Nao se tem unicidade, ja que se p ¢ uma aplicagao momento e o € g é uma
constante 7i(x) = p + o também é aplicacdo momento. Vice-versa, se 1 e i sao aplicagoes
momento entao i — i é constante, pois M ¢é conexa. Isto é, no caso conexo o conjunto das

aplicagdes momento é um espago afim cujo espago vetorial associado é g*.

A seguir, a questao principal que serd discutida é a de decidir se as aplica-
¢oes momento (ou algumas delas) sdo equivariantes em rela¢ao a agdo de G em M e a

representacao coadjunta, isto é, se vale a igualdade

p(gz) = Ad*(g)u(x),

para todo g € G e x € M. Em geral, pode nao existir uma aplicacdo momento que seja
equivariante em relacdo a Ad*. As que admitem sido chamadas de acoes Hamiltoniana

equivariantes.

Antes de entrar na andlise da existéncia de aplicacao momento Ad*-equivariantes

sera demonstrada a seguinte propriedade de homomorfismo dessas aplicacoes.

Proposig¢ao 4.6. Suponha que p é uma aplicacao momento Ad*-equivariante. Entdo,
dados x € M e X,Y € g, vale

,u(:p)[X, Y] = Wy (X’Y/) = {fX,fY}(l'),

onde {-,-} € o colchete de Poisson e fx(x) = u(x)(X). Essa igualdade significa que a
aplicagdo fi : X — fx é um homomorfismo entre g e o espaco das fungoes munido com o

colchete de Poisson.
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Demonstracao. Por equivariancia

due (X)) = Su(e¥)o = AT (@)
— () = —p)ad(X).

Por outro lado, dado Y € g a funcio fy(z) = u(z)(Y) é Hamiltoniana para Y. Derivando

o segundo membro dessa igualdade em relacao a x, por linearidade, vale
iy (X(2)) (V) = (dfy ) (X (@) = =, (X, 7).
Comparando esses dois calculos de dpu, (f( (z)) com a segunda, segue que —pu(z)[X,Y] =
oy (R.7).
O

Conforme mencionado acima, uma aplicagdo momento nao é, em geral, Ad*-
invariante. O que vale sempre é que dada uma aplicagdo momento pu existe uma representa-
cao afim de G em g*, cuja representacao linear subjacente é Ad*, tal que u é equivariante

para essa representacao afim.

Uma representacdo afim de um grupo G num espaco vetorial V é um
homomorfismo A :G— Af(V), a valores no grupo afim de V. Como Af(V) = Gl(V) x V,
a representagdo A se escreve como A(g) = (p(g9),v(9)), g € G, com p : G — GI(V) e

v:G — V. A propriedade de homomorfismo de A se traduz em

(p(gh), v(gh)) = algh) = (p(g),v(9)) (p(h),v(h))
= (p(g)p(h), p(g)v(h) +v(g)).

Portanto, p é uma representacao linear de G e v deve satisfazer a igualdade

v(gh) = p(g)v(h) + v(g). (4.11)

Vice-versa, se p : G — Gl(V) é uma representacao linear e v : G — V satisfaz 4.11, entao

A(g) = (p(g),v(g)) é uma representacao afim.

Para definir a representacao afim, que torna uma aplicagdo momento equivari-

ante, sao necessarios alguns resultados preliminares.

Lema 4.6. Dada uma agao simplética de G em (M,w), suponha que fx € uma fungdo

Hamiltoniana para o campo de vetores X. Entdo, fx o g é fun¢io Hamiltoniana para

—_——

Ad(g~h)X.

Proposicao 4.7. Seja o uma aplicagio momento para a a¢io Hamiltoniana de G em M.

Entao, dado g € G a expressao

n(gr) — Ad*(g)p(x)

¢ constante como func¢do de x € M.
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Para g € G' a constante

cu(g) = plgz) — Ad*(g)u(x) (4.12)

garantida pela Proposicao define uma aplicagao ¢, : G — g*.

Proposicao 4.8. Dada uma agado Hamiltoniana seja p uma aplicacaio momento e defina

¢, G — g* como em 4.12 (para qualquer x € M ). Entdo,

cu(gh) = Ad*(g)eu(h) + cu(g).

Corolario 4.1. Dada a aplicagio momento j: M — g*, defina A, : G — Af(g*) por

Aulg) = (Ad*(9), cu(g)) -

Entdo, A, é uma representagao afim.

Uma outra consequéncia, que segue quase que imediatamente da definicao u, é

a seguinte equivariancia de .

Corolario 4.2. Com as notagoes anteriores, a aplicagio momento pu: M — g* € equivari-

ante em relagio a A, isto €,
ulgz) = Aulg)u(z) weM, geG.

Por esse corolério se vé que a aplicagdo momento p é equivariante em relacgao a
Ad* se, e s6 se, ¢, = 0. Esta observacao é o ponto de partida para investigar a existéncia

de aplicacdo momento Ad*-equivariante.

De fato, seja i = pu + o com « € g* uma aplicacdo momento. Entéo, a defini¢ao
de ¢, mostra que
cilg) = cu(9) + a — Ad*(g)a. (4.13)

Dessa igualdade se obtém de imediato o seguinte critério para a existéncia de uma aplicacao

momento Ad*-equivariante.

Proposicao 4.9. Tome uma aplicacio momento u para a acao Hamiltoniana de G em
M. Entao, a condig¢do necessdria e suficiente para que exista uma aplicacio momento

equivariante em relagio a Ad*(g) é que exista o € g* tal que

cu(g) = Ad*(g)a — o (4.14)

Essa condicao admite duas interpretacoes complementares entre si, uma em
termos de equivaléncia de representagoes afins e outra via cohomologia de representacoes

de grupos, que serao descritas a seguir.
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e Representacoes afins equivalentes: Duas representagoes afins Ay, As : G —
Af (V) sdo equivalentes se existe T € Af(V) tal que

Ai(g) = TA(g)T ™,

para todo g € G. Se Ai(g) = (p1(9),v1(9)), A2(g9) = (p2(9), v2(g)) e T' = (P, w) entdo
a equivaléncia se traduz em p;(g) = Ppy(g)P ' e

v1(9) = —Ppa(g) P w + Puy(g) + w.

Suponha p; = py = p e que a transformagdo T que realiza a equivaléncia seja
T = (id,w). Entao,

v1(g) = —p(g)w + v2(g) + w,
isto é,

v1(g) — v2(g) = w = p(g)w.
Dito isso, sejam A, = (Ad*,c,) e Az = (Ad*, cz) as representagoes afins definidas
pelas aplicagdes momento p e i = p+a. Conforme foi verificado acima, c¢z(g)—c,(g) =
a — Ad*(g)a, o que significa que as representacoes afins A, e Az sdo equivalentes
por T' = (Id, ). Ja a igualdade 4.14 ¢é satisfeita se, e somente se, A, é equivalente
a representagao linear (Ad*,0). Nesse caso, existe uma aplicagio momento Ad*-

equivariante.

e Cohomologia de representagdes de grupos: Seja G um grupo e p: G — GI(V)
uma representacao de G no espaco vetorial V. Defina os espacos F* = FO(G,V) =V
epara ¢ =1, F* = FI(G,V) é o conjunto das aplicagoes ¢ : G! — V. As aplicagoes
lineares §, : FY — F9*! ¢ > 0, sdo definidas por dov(g) = v — p(g)v e

q—1
Oq(g1s -1 gg+1) = P(91)0(92,~--,9q+1)+Z(—l)zc(gla~~-79i9i+1,--~79q+1)

i=1
+ (—1)‘1+1c(g1, ey 0q)

se ¢ = 1 satisfaz 044100, = 0. A g-ésima cohomologia da representacao ¢ definida

por
kerd,

im5q_1

H(p) =

Os elementos de ker d, sdo chamados de cociclos e os de im d, de cofronteiras. Quando
q=1,
d1¢(g, h) = p(g)e(h) — c(gh) + c(g)-

Portanto, ¢ : G — V é um 1-cociclo se, e s6 se,

c(gh) = p(g)c(h) + c(g).
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A propriedade de ¢, dada na Proposicao 4.8 diz que ¢, é um l-cociclo para a

representagdo Ad*. Ja a relacao entre ¢, e ¢z de 4.13 diz que

cn(9) — cu(g) = a — Ad*(g)a = doar,

para a representacao Ad*. Portanto, o critério da Proposicao 4.9 se traduz na
afirmacao de que existe uma aplicacao momento Ad*-equivariante se, e sé se, o 1-

cociclo ¢, é cohomélogo a 0. Em particular, essa existéncia é assegurada se H(Ad*) =

{0}

Essas duas interpretagoes da condicao da Proposicao 4.9, fornece os seguintes

critérios para saber se existe uma aplicacao momento Ad*-equivariante.

Proposig¢ao 4.10. Seja p : M — g* uma aplicagio momento da agao Hamiltoniana
G x M — M. Entao, a existéncia de uma aplicacao momento i, que € Ad*-equivariante,

¢ equivalente a cada uma das afirmagoes a sequir.

1. A representacao afim A, = (Ad*,c,) é equivalente a representagio linear (Ad*,0).

2. O cociclo ¢, é cohomdlogo a 0.

Em relacdo a unicidade das aplicagdbes momento Ad*-equivariantes, a igualdade
g = cu(g) + a — Ad*(g)a se T = p + o, diz que p e fi sdo equivariantes se, e s6 se,
Ad*(g)a = a. Portanto, se o conjunto das aplica¢goes momento Ad*-equivariantes é nao

vazio, esse conjunto é um espacgo afim, cujo espago vetorial associado é

{aeg®:VYge G, Ad*(g)a = a}.

Os critérios estabelecidos na Proposicao acima para a existéncia de aplicagoes
momento Ad*-equivariantes serdao aplicados a seguir para agoes Hamiltonianas de certos
grupos. Em primeiro lugar, para um grupo compacto G o critério cohomolégico se aplica

devido ao seguinte fato sobre a 1-cohomologia de uma representacao arbitraria de G.

Lema 4.7. Sejam G um grupo topoldgico compacto Hausdorff e p : G — GI(V) uma
representagdo continua de dimensdo finita. Suponha que ¢ : G — V' € um 1-cociclo continuo

para p. Entdo, ¢ € uma cofronteira.

Esse lema significa que a 1-cohomologia para cociclos continuos de um grupo

compacto para qualquer representacao linear ¢ trivial.

Proposicao 4.11. Seja G um grupo compacto. Entao, uma acao Hamiltoniana de G
admite uma aplicagio momento p: M — g* que é Ad*-equivariante. Se G € semissimples

entao essa aplicacdo momento € unica.
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Esse resultado vale também para os grupos semissimples, mesmo nao compactos.

Proposicao 4.12. Seja G um grupo conexo semissimples. Entdo, uma acao Hamiltoniana

de G admite uma aplicagio momento Ad*-equivariante.

Demonstragio. Dada uma aplicagdo momento (i, seja A, = (Ad*, c,) sua representacao
afim e denote por B, : g — af(g") a representagdo infinitesimal, que é dada por B, =
(ad*, (dc,)1). Mas, a 1-cohomologia de uma &lgebra de Lie semissimples é trivial. Dai
que B, é equivalente a representagao linear (ad*,0). Isso implica que A, é equivalente a

(Ad*,0) e, portanto, existe uma aplicagdo momento equivariante. ]

Até agora foram consideradas agdes Hamiltonianas nao necessariamente transi-

tiva. O caso transitivo apresenta propriedades proximas das érbitas coadjuntas.

Seja M = G/H um espaco homogéneo com forma simplética invariante w tal
que a agao de G é Hamiltoniana. Suponha que p seja uma aplicagao momento Ad* —
equivariante. Se g é a origem de G/H e x = gxg entao p(z) = pu(gxe) = Ad*(g)p(zo), 0
que mostra que a imagem de p é a érbita coadjunta Ad*(G)u(xg) . Essa érbita pode ser

munida da forma simplética 2 de Kirillov-Kostant-Souriaux.

Proposigao 4.13. Se a a¢io de G em G/H é Hamiltoniana em relag¢do da forma simplética

invariante w e p € uma aplicacao momento Ad*-equivariante entdo u*Q = w.

Tomando, ainda, uma a¢do Hamiltoniana em G/H com aplica¢gdo momento p

que é Ad*-equivariante, sejam xy a origem de G/H e

Zuwo) =19 € G+ Ad*(g) (o) = pu(x0)}

o grupo de isotropia em pu(zy) de tal forma que Ad*(G)u(zo) = G/Z, (). Como p é
equivariante, H < Z,(,), pois se grg = x¢ entao Ad*(G)u(xro) = p(gro) = p(xo). Em
termos dos espacos homogéneos Ad*(G)u(zo) = G/Zywy ¢ M = G/H, a aplicacao
momento p passa a ser a projecao canonica, G/H — G/Z, ), que a classe lateral gH
associa a classe lateral gZ,,(,,). Isso implica que p é uma submersao. Em particular, dim
G/ZM(IO) < dim M.

Na verdade, as dimensoes sao iguais. Isso porque, pela Proposicao anterior
1*Q = w. Dai que para qualquer produto exterior Q@ = Qa---AQ vale p*Q*" = (=1)Fwk”.
Em particular, se dim M = 2k, entdo w*" # 0 e ndo é possivel ter dim G/Z(z) < 2k,

pois essa igualdade implica Q" = 0, isto é, 0 = p*Q*" = (—1)%w"".

O fato de que dim G/Z, (4, = dim G/H e H < Z,,,) implica que as dlgebras

de Lie H e Z,(,,) coincidem e, portanto sao iguais a

du(zo) = {X €g: ad*<X):u(x0) = 0}
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Além do mais, a projecdo candnica G/H — G/Z,,,) ¢ uma aplicacdo de
recobrimento. Portanto, p é uma aplicagdo de recobrimento e M é um recobrimento da
6rbita coadjunta Ad*(g)u(xo). Em suma, as agoes Hamiltonianas Ad*-equivariantes em

espacgos homogéneos nao diferem muito das érbitas coadjuntas.

Concluiremos essa se¢ao considerando dois exemplos classicos em geometria

simplética.

Exemplo 4.9. (Grupos abelianos) Se G é um grupo abeliano conezo entio G = T™ xR".

A dlgebra de Lie é R™™ assim como seu dual. As representagoes adjunta e coadjunta sdo
triviais Ad(g) = Ad*(g) = 1d, g € G.

Uma aplicacio ¢ : G — g* = R™™ satisfaz a propriedade de cociclo se, e s6
se, ¢(gh) = c(g) + c(h). Escrevendo g € G, como g = (x,y) € T™ x R", pode-se definir
ci(z) = ¢(x,0) e ca(x) = ¢(0,y), de tal forma que c(x,y) = c1(x) + c2(y). Entdo, ¢ é
um cociclo no toro T™ que é compacto e abeliano. Portanto, ¢, =0 (veja 4.1). Dai que

qualquer cociclo ¢ se escreve como

c(xvy) = CQ(y)a
onde cy é uma aplicacdo linear cy : R — R™™.

A dnica cofronteira é 0 pois dpw = w — Ad*(g)w = w — w = 0. Portanto, a

1-cohomologia de G é o espaco das aplicacoes lineares R — R,

Seja agora a acao Hamiltoniana G x M — M. Todas as aplicagoes momento
para essa agdo ddao o mesmo cociclo, pois dois cociclos sao cohomdlogos se, e so se, eles
coincidem. Em particular, se uma aplicacio momento é Ad*-equivariante, entdo todas sao

equivariantes. Nesse caso, u(gx) = Ad*(g)u(z), isto €, p é constante nas orbitas de G.

O caso Ad*-equivariante € aquele em que as fungoes Hamiltonianas comutam
em relagdo ao colchete de Poisson. De fato, como na Proposicio 4.6, seja {u(X),n(Y)} =
Al X, Y] = 0. Isso significa que existe uma escolha de fung¢ao Hamiltoniana i(X), X € g,
tal que essas fungoes comutam na dlgebra do colchete de Poisson. (Em geral, {fi(X), 1(Y)}
¢ fungio Hamiltoniana para [X,Y] = [X,ﬂ\ﬁ_;] = 0 e isso permite concluir que {f(X), 1Y)}

¢ constante, mas nao necessariamente nula.)

As orbitas de G em M sao ao mesmo tempo subvariedades imersas e espacos
homogéneos G/H. Como G € abeliano, G/H também é grupo abeliano e, como G, é
produto de um toro por um espago euclidiano. Quando a aciao é Ad*-equivariante os

espacos tangentes as orbitas

T,(Gz) = {X(z) e T,M : X € g}

sio subespagos isotrpicos, jd que w (X (z), }7(3:)) = {(X), u(Y)}(z) = 0.



Capitulo 4. Estruturas pseudo-complezas invariantes em Grasmannianas reais 97

O que se denomina classicamente de sistema completamente integrdavel é um
campo Hamiltoniano X numa variedade M de dimensdo 2n, como funcao integravel f, onde
as fungoes g1, ..., Gn-1 @0 {gi, f} = {gi,9;} = 0. Os campos Hamiltonianos associados
a essas funcoes geram uma dlgebra de Lie abeliana de dimensdao n. Se os campos sao
completos entao, pelo teorema de Lie-Palais, os seus fluros definem uma acao Hamiltoniana

de R"™ em M, que é Ad*-equivariante.

Exemplo 4.10. (Fibrados cotangentes) O fibrado cotangente w: T*M — M admite
uma forma simplética canonica w = dA\, onde \ é a forma de Liouville definida por
Aa(V) = a(mev) para a € T*M e v e T,T*M. Un difeomorfismo ¢ de M se levanta a um
difeomorfismo ¢* de T*M por

6% () = (do, ") a = aodg,’,
onde x = w(«a). Da mesma forma, um campo de vetores X em M se levanta a um campo
de vetores X* em TM cujo fluzo é ¢f, onde ¢y é o fluzo de X.

O campo levantado X# é Hamiltoniano para a funcio fx : T*M — R dada
por fx(a) = a(X(x)) se z = 7(a).

Uma agao do grupo de Lie G em M se levanta a uma ag¢io em T*M por
g-a=(dg)'a=aodg!, sex=m(a) ege G, cuja agio infinitesimal associa X € g

ao campo de vetores X¥, levantamento de X.

Uma aplicagao momento da agao de G em T*M ¢é dada por u(a)(X) =
a (X(:c)) seaeT*M, X egex=nmn(a). Essa aplicagio momento é Ad*-equivariante,

pois se v = w(«a) entdo

plg-a)(X) = a(dg;' X(gz)) = o (Adlg)X(x)
— () Ad(g)X)
= Ad(g)(u(e))(X).

4.3 Estruturas complexas invariantes e representacoes

Uma transformacao linear J em um espaco vetorial real V que satisfaz J*> = —Id
¢é chamada de estrutura complexa em V. Se V' admite uma estrutura complexa J, entao a
dimensao de V' ¢ par, pois os autovalores de J sao +i e eles aparecem aos pares. Essa J
define em V' uma estrutura de espaco vetorial complexo, com a multiplicacao por escalar
dada por
(a+1ib)X = aX +bJX,

paraa,be Re X e V.

Definicao 4.2. Seja U um grupo que se representa em V. A estrutura complexa J €

invariante por U se uJ = Ju, Yue U.
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Lema 4.8. Suponha que U seja um grupo que se representa em V e J uma estrutura

complexa invariante por U. Seja W < V' um espaco U-invariante. Entao,

1. JW também é U-invariante.

2. W € irredutivel se, e somente se, JW ¢ irredutivel.

3. As representagoes de U em W e JW sao equivalentes.
4. Se W € irredutivel entao W n JW = {0} ou JW = W.

5. Se dim W =1 entao W n JW = {0}.

Demonstracao. Tome u e U e x € W. Entao, uJx = Juxr € JW, o que mostra que JW ¢é

U-invariante.

Suponha que W seja irredutivel e seja A < JW um subespaco U-invariante.
Entdo, J'A = JA ¢ W também é U-invariante. Portanto, JA = W ou JA = {0}, o que
implica que A = JW ou A = {0} e dai que JW é irredutivel.

Como J comuta com os elementos de U, a aplicagao J : W — JW estabelece
uma equivaléncia entre as representagoes de W e JW. O item (4) segue do fato que

W n JW < W é um subespago U-invariante.

Para o item (5), deve-se observar que se dim W = 1 entdao W é irredutivel. No
entanto, os auto-valores de J sdo +i (pois J* = —Id) e dai que nao pode ocorrer JW = W,

ja que isso implica que J tem auto-valor real. O

Se U for um grupo compacto, existe em V' um produto interno invariante por
U. Se consideramos o grupo {1, .J,J> = —Id, J® = —J} gerado por .J, obtemos também
que V' admite um produto interno invariante por J, uma vez que esse grupo é finito. Logo

V' admite um produto interno invariante por U e por J.

Lema 4.9. Se U é um grupo compacto que se representa em V e J é uma estrutura
complezxa U-invariante, entdo existe um produto interno {.,.) em V invariante por U e

por J.

Demonstra¢io. Tome um produto interno (-, -) invariante por J e defina
(z,y) = J (uz, uy)du.
U

Entao, (-,) é U-invariante. Ele também é J-invariante pois
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Jz, Jyy = f(uJac,uJy)du
U

- L(Jux, Juy)du = JU(WS, uy)du
= {a,y).

]

A partir desse lema se obtém a seguinte decomposicao de V' em subespagos

invariantes e irredutiveis.

Proposicao 4.14. Seja U um grupo compacto que se representa no espago V' e que admite

uma estrutura complexa invariante J. Entdo, existem subespacos invariantes e irredutiveis

Vi ooy Vs € Wi, o, Wy tais que JV; =V, JW, n W, = {0} e
V="®.0oV.oWeJW)®..e (W, e JW,).

Demonstragio. Seja {-,-) o produto interno invariante do lema anterior.

Se V' é irredutivel entao s = 1 e t = 0. Ja se existe um subespago préprio
{0} # A < V que é invariante por U e J, defina V; = Ase JA = Aou W, = A se
JA n A = {0}. Nos dois casos o ortogonal B = A* ou B = (A® JA)* ¢ invariante tanto
por U quanto por J. Repetindo o mesmo argumento com B se obtém a decomposi¢ao do

enunciado. O

Um caso particular, que serd muito importante no caso dos flags maximais, é

quando os subespacgos tém dimensao um.

Corolario 4.3. Na situagcio da Proposicio anterior, suponha que os subespacos U -

invariantes e irredutiveis tém dimensdo 1. Entao, s = 0, isto €,
V=WeeJW)®..oW,eJW),

com dim W; =dim JW; = 1. As representacoes de U em W; e JW; sdo equivalentes.

A decomposicao do espaco V', dada pela Proposicao acima, permite mostrar

em diversos casos que V' nao admite estrutura complexa invariante.

Corolario 4.4. Suponha que exista um subespaco invariante W < V' com dim W =1, de
tal forma que a representacao de U em W ndo é equivalente a representacdo em outro

espaco de dimensao 1. Entdo, nao existe estrutura complexa U-invariante em V.

Demonstragao. De fato, as representagoes em W e JW sado equivalentes e JW %= W. [



Capitulo 4. Estruturas pseudo-complezas invariantes em Grasmannianas reais 100

Usaremos o produto interno invariante dado pelo Lema (4.9) para definir um
produto Hermitiano que sera de extrema importancia para descartarmos a possibilidade
das Grassmannianas admitirem estruturas pseudo-complexas invariantes. De fato, seja
V um espago vetorial real irredutivel e considere o produto interno invariante citado
acima. Defina agora a forma bilinear w em V' por w(u,v) = (Ju,v). Como J é isometria e

J? = —Id, isto é, J~' = —J, essa forma é anti-simétrica. Com efeito,

wu,v) = (Ju,v) = {u,J ) =—{Jv,u)

= —w(v,u).

O produto interno e w definem o produto Hermitiano
H(u,v) = (u,v) + iw(u,v).

4.4  Formas simpléticas em espacos homogéneos

Seja G um grupo de Lie e G/L um espago homogéneo. Suponha que em G/L
exista uma forma simplética {2 invariante por G, isto é, a acdo de G em G/L é simplética

em relacao a €2.

Se g é a algebra de Lie e X € g, denote por X o campo de vetores induzido em
G/L. Esses campos (e a forma simplética §2) definem as formas diferenciais ix = (2 (X , )
Essas formas diferenciais sao fechadas. De fato, L2 = 0 ja que a agao é simplética e
dai que 0 = L3Q = dixQ + ixdQ = dix$, ja que dQ2 = 0. A agdo de G em G/L é dita
Hamiltoniana se para todo X € g a forma diferencial ix() é exata (isso ocorre, por exemplo,

se a primeira cohomologia de De Rham de G/L ¢ trivial).

No caso em que a agao ¢ Hamiltoniana pode-se definir uma aplicacdo momento
w* : G/L — g* a valores no dual da élgebra de Lie g de G (veja aplicagdo momento na

segao 2.4).

Quando G é compacto e a agao ¢ Hamiltoniana, um produto interno invariante
{-,-y em g permite definir p : G/L — g por pu*(x)(-) = {u(x), ). Além do mais, p pode
ser definida como sendo equivariante, isto é, u(gx) = Ad(g)u(z), € G/L e g € G (veja
Proposigao 4.12). Como p é equivariante e a agao de G em G/L é transitiva, segue que
a imagem de p é uma tnica érbita da agdo adjunta Ad(G)X de G em g. Nesse caso
pode-se provar ainda que a aplicagdo momento p : G/L — Ad(G)X é uma aplicacao de
recobrimento (ver o final da segdo 2.4).

Por outro lado, sabe-se que uma érbita adjunta Ad(G)X de um grupo compacto

e conexo G ou se reduz a um ponto (quando X pertence ao centro de g) ou é uma variedade

flag de um grupo semissimples complexo. Nos dois casos, a érbita adjunta é simplesmente
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conexa e dai que a aplicacdo de recobrimento p : G/L — Ad(G)X é, na verdade, a

identidade, isto é, G/L é a prépria érbita adjunta.

Toda essa discussao foi feita para dar uma indicacdo da demonstracao do

seguinte fato:

Proposicao 4.15. Seja G um grupo compacto e conezo e suponha que em G/L existe
uma forma simplética invariante Q de tal forma que a ag¢io de G em G/L é Hamiltoniana.
Entao, G/L é uma drbita adjunta de G (flag de grupo complexo). Em particular, G/L é

simplesmente conexo.

Usando os conceitos das primeiras se¢oes, mostraremos que as Grassmannianas

reais nao admitem estruturas pseudo-complexas K-invariantes.

4.5 A nao existéncia de estrutura pseudo-complexa em Grassman-

niana real

Seja Fg = G/Py = K/Kg um flag real. O espago tangente na origem se
identifica a mg, que é o ortogonal a tg em relagao a forma de Cartan-Killing de t. Qualquer

produto interno invariante em mg define uma métrica invariante em Fg.

Por outro lado, uma estrutura pseudo-complexa em Fg é dada por J : mg — mg
com J? = —Id, que comuta com a representacdo de isotropia de Kg. Sabe-se que para .J

invariante existe uma decomposicao
me=Vi®  -OV,o(Wi®@JW)®-- & (W, ®JW,)

em componentes invariantes irredutiveis (pela representagao de isotropia) tal que JVj = V.
Dada essa decomposicao, define-se um produto interno {-,-) em mg, invariante pela
representacao de isotropia de Kg, por soma direta de produtos internos invariantes em

que os subespacos sao dois a dois ortogonais.

Como cada componente V}, é invariante irredutivel e JV), = V, a restricao de
J a Vi é uma estrutura complexa em Vj. Pelo que foi dito na primeira secao, J é isotropia

do produto interno em V; e dal, w(X,Y) = (JX,Y) é uma forma anti-simétrica em V.

Em principio, J nao precisa ser isometria num espaco Wy ® JWy, pois depende
das escolhas dos produtos internos em W; e JW). No entanto, essas escolhas podem ser
feitas de forma compativel, tomando, por exemplo, um produto interno p(-,-) em Wy e
definindo o produto interno ¢(X,Y) = p(JX, JY) em JW}.

Na discussdo a seguir, suponha que o produto interno nos espacos Wy @ JWj, ¢é
escolhido de tal forma que J é uma isometria de (-, -). Entao, se obtém uma forma anti-

simétrica w(X,Y) = (JX,Y) em mg. Essa forma também é invariante pela representagao



Capitulo 4. Estruturas pseudo-complezas invariantes em Grasmannianas reais 102

de isotropia, pois (-, -) e J sao invariantes. Por translacao w define uma 2-forma em Fg,

também denotada por w.

Em suma, uma estrutura pseudo-complexa invariante por K em Fg pode ser
combinada com um produto interno invariante (-, -) para produzir uma 2-forma invariante
w = wy. Essa 2-forma é nao-degenerada por construcao. Portanto, w; é uma forma

simplética se, e sO se, dwy = 0.
Y 9

Com isso, se obtém a seguinte consequéncia da Proposicao 4.15.

Proposicao 4.16. Seja Fo = G/Po = K/Ko um flag cujo grupo fundamental m(Fg)
¢ finito e nao trivial (# {1}). Suponha que Fo admita uma estrutura pseudo-complexa
invariante J. Entao, uma 2-forma wy, definida por J, e uma métrica invariante nao é

simplética, isto €, dwy # 0.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que dw; = 0, isto é, w; é uma forma simplética.
Entao, a acdo de K em Fg é simplética. Se o grupo fundamental é finito entao a 1-
cohomologia H'(Fe,Z) também é finito, isto é, s6 tem elementos com torsdo. Mas isso
implica que a 1-cohomologia de De Rham Hj,(Fe,R) = {0}. Portanto, a acdo simplética
é, na verdade, uma acao Hamiltoniana. A Proposicao 4.15 mostra, entao, que Fg é

simplesmente conexo, contradizendo a hipdtese de que 7 (Fg) # {1}. O

Exemplo 4.11. Se g ¢ uma forma real normal de uma dlgebra simples e Fg € um
flag minimal de g, entao m(Fg) = Za, exceto nos sequintes casos: i) g = sl(2,R) e ii)
g = sp(n,R) e Fg é a Grassmanniana Lagrangeana. Nesses dois casos, m(Fg) = Z
(veja (2%), Proposicao 4.9). Portanto, tirando essas duas excegoes, todo flag minimal de
uma forma real normal satisfaz as condicoes da Proposicao acima. Num flag desses, uma

eventual estrutura pseudo-complexa invariante dd origem a 2-formas ndo fechadas.

Agora, a formula da diferencial exterior de uma 2-forma invariante esta em 4.8:

dw é uma 3-forma invariante que na origem é a 3-forma

dW(Xl,XQ,X3> = —W([Xl,Xg]m,Xg) + W([X17X3]m,X2) — W([XQ,Xg]m,Xl), (415)

com X; € mg, onde [X, Y], indica a componente mg do colchete [X,Y] em g.

Uma aplicacao dessa formula junto com a Proposicao 4.16 permite mostrar que
certos flags ndo admitem estruturas pseudo-complexas invariantes. A Proposicao a seguir

ilustra isso.

Proposicao 4.17. Nenhuma Grassmanniana real Gri(n), n = 3, admite estrutura pseudo-

complexa SO(n)-invariante.
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Demonstragio. Para Gri(n), a decomposicao so(n) = tg @ mg ¢é dada por

t—*o m—o*
© 0 =« © *07

com os blocos diagonais k x k e (n — k) x (n— k). Se X,Y € mg, entdo um célculo direto
mostra que [X,Y] € tg. Dal que [X,Y]n = 0 e a formula 4.15 mostra que dw = 0 para

qualquer 2-forma w.

Suponha agora que exista uma estrutura pseudo-complexa invariante J. Entéao,
wy ¢ uma forma simplética. Mas, como comentado no exemplo acima 7 (Grg(n)) = Zs, 0

que contradiz a Proposicao 4.16. O

Observagao 4.1. Para uma Grassmanniana a representagdo de to em mg € irredutivel.
A Proposicao acima mostra de uma forma indireta que essa representagdo irredutivel ndao
admite estrutura compleza invariante. (O que alids € trivial em alguns casos, por exemplo,

quando a dimensdo k(n — k) é impar.)

Observagao 4.2. As Grassmannianas Gri(n) nao sao orientdveis se n é impar e sao
orientdveis se n € par. Por isso, Gri(n) ndo admite estrutura pseudo-complexa (invariante

ou nao) se n é impar. No entanto, a orientabilidade nao diz nada no caso em que n € par.
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5 Integrabilidade das estruturas pseudo-

complexas

Neste capitulo, verificamos quais estruturas pseudo-complexas invariantes nos
flags reais sao integraveis. Concluimos que, de todos os flags reais que admitem estruturas
pseudo-complexas invariantes, apenas algumas variedades flag reais da algebra C); admitem

estruturas integraveis.

5.1 Flags de A,

O tnico flag de A; que possui estruturas pseudo-complexas invariantes é o flag
maximal de Az. As estruturas Keg-invariantes nesse flag sdo as estruturas M-invariantes,
pois no flag maximal Kg = M. Veremos que esse flag nao admite estruturas pseudo-

complexas invariantes integraveis.

Flag maximal de Aj

O conjunto das matrizes E;; e E;; — Ej;, @ # j, ¢ uma base de sl(n). Usaremos

essa base para mostrar que o tensor de Nijenhuis nao ¢ identicamente nulo.

As classes de M-equivaléncia de raizes positivas em Az sdo dadas por:

{)\1 — A2, A3 — )\4}, {)\1 — A3, A0 — )\4} € {>\1 — A, Ag — >\3}-

As estruturas pseudo-complexas M-invariantes levam um espago de raiz g, no

espaco de raiz gg, sendo 3 a raiz negativa M-equivalente a o

Seja J uma estrutura complexa M-invariante dada por:

JEy = AaiFEys,
JE31 = As1Eu,
JEn = AnFEs.

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Fs; e E31, obtemos

N[Eay, Es1] = [JEn, JEs1] = [Ear, B3] — J[Eay, JEs ] — J[JEay, B ]
= AnAs1[Euz, Eia] — As1J[Ear, Eo] — Aoy J[Eas, B3]
= A JEy —AnJEn
= (As1 — Aa1)J By
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Supondo que J seja uma estrutura integravel, temos A3; = A\o1. Agora,

N[Ea, En] = [JEs,JEu] — [Eo, Ex] — J[Ey, JEu] — J[JEs, Ey]
= A da[Eus, Eso] — A J[Eor, Esp] — Aoy J[Eys, By
= AAuFi + AnJE3
= A A B + Az By
= Mi(Ag1 + As1) Eyg

Como estamos supondo J integravel, obtemos A3y = —Xo1. Dai A9y = A3; =0,

o que é um absurdo.

Em suma,

Proposicao 5.1. O unico flag de A; que admite estruturas pseudo-complexas K -invariantes
¢ o flag maximal de Az. As estruturas pseudo-complexas no flag mazximal de As ndo sao

integravers.

5.2 Flags de B;

Os tnicos flags de B; que admitem estruturas pseudo-complexas invariantes sao
o flag maximal de Bs e o flag Fg de Bs, onde © = {\s — A\, A3 — A\2}. Usaremos o tensor
de Nijenhuis para mostrar que nenhum desses flags admitem estruturas pseudo-complexas

invariantes e integraveis.

By

O tnico flag de By que admite estruturas pseudo-complexas invariantes é o flag
maximal. Analisaremos se essas estruturas sao integraveis. Para isso, considere as classes

de M-equivaléncia de raizes negativas que sao dadas por
{>\2 — A1, — AL — )\2} € {—>\1, —>\2}

e as estruturas invariantes de By vistas no capitulo 3.

Sejam Pt ga,—n — G-x-) € Pt goa, — g-), operadores de intercambio
para as representacgoes de isotropia de M, Xs1, Ys1, X; e Xy geradores dos subespacos

-2 G—2o—215 8-x1 € B-)o respectivamente. Para V' = Iro-x DFro-n DI-r, DG-xss
defina J : V — V por

JX91 = P Xy = A1V,
JXl = P2X1 == )\1X27
JYar = —(Aa1) ' X,
JX, = —(\)'Xy.
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Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5, e X7, obtemos

N[Xo, Xq] = [JXo1, JXq] — [Xo1, Xa] — J[Xo1, JXq] — J[J Xo1, Xi]
= A [Yor, Xo] — M J[Xor, Xo| — Ao J[Yor, Xi]
= —(m—,\1+,\2,—>\2)>\1JX1
= —(Monae—2) A X
# 0.

Portanto, o flag maximal de B; nao admite estruturas pseudo-complexas invariantes

integraveis.

Bs

O tnico flag de B3 que admite estruturas pseudo-complexas invariantes é o flag
Fo, com © = {A\y — A1, A3 — A2}. Mostraremos que tais estruturas nao sao integraveis. Seja
P : Im H — s0(3) o isomorfismo, visto no capitulo 3, que comuta com a representagao de
Keg. Para a # 0, definimos a estrutura pseudo-complexa invariante .J, em nd = I'm H®so(3)
por J,X =aP(X)se XelImHe J,X = —a P (X) se X € 50(3).

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores i, j € ImH, temos

Nu(irf) = el Juli)] = 4] = Jala(i), ] = Jalis Ju()
aP (i), aP(j)] = [i, 5] = JalaP (i), j] = Jali; aP(j)]
= a2 ad(i),ad(j)] — 2k — aJ,|ad(i), j] — aJa|i,ad(j)]
= 2d’ad(k) — 2k — aJ, (ad(i)ad(j) — ad(i)ad(}))

= 2da”ad(k) — 2k — aJ,[ad(i), ad(5)]

= 2da’ad(k) — 2k — 2aJ,(ad(k))

= 2d%ad(k) — 2k — 2a(—a ' P~ (ad(k)))

= 2d’ad(k) — 2k + 2k

= 2a’ad(k)

# 0.

O que mostra que o tensor de Nijenhuis nao ¢ identicamente nulo, logo J, nao ¢ integravel.
Em suma,
Proposicao 5.2. Os unicos flags de B; que admitem estruturas pseudo-complexas invari-

antes sao o flag mazimal de By e o flag Fg de Bs, onde © = {\y — A1, A3 — \2}. Nenhum

desses flags admite estruturas integrdaveis.
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5.3 Flags de (]

Para a andlise da integrabilidade, devemos separar o caso [ = 4 em que
as classes de M-equivaléncia sao diferentes do caso geral. Como foi visto no Teorema
3.1, um flag Fg de C} , | # 4, admite uma estrutura pseudo-complexa invariante se
O ={Aa—Aas1,-- -, N1 — A, 2N} e d é impar ou Fg é o flag maximal de C) para [ par. No
caso (4, os flags que admitem estruturas pseudo-complexas invariantes sao o flag maximal
e o flag Fg, para © = {\3 — Ay, 2)4}.

Flags de ('}, | # 4

As classes de M-equivaléncia das raizes curtas e longas sao
{/\z — )\j, /\1 + )‘j} € {2)\1, ceey 2/\[}7

respectivamente.

1. Flag maximal Sejam Xj;, Y, e Xj;, os geradores dos espacgos de raizes gy,—_»,,
g-x.—\ € g2y, respectivamente. Uma estrutura complexa M-invariante sobre [F
¢ dada por soma direta de estruturas complexas nos subespagos g, —x, @ g-x, -, €
g_on @ - @ g_9y,- Pelo Corolario 4.3, as estruturas complexas M-invariantes no
flag maximal sao dadas por

JXsi = AsiYsis
JX; = BuXi
onde —2)\; é uma das raizes M-equivalente a raiz —2\;.

Seja s com 2 < s < [, tal que JX; = (1,X,. Aplicando o tensor de Nijenhuis nos

vetores X; e X1, obtemos

N[ X, X1] = [JXa,JX1] — [Xa, X1] — J[Xa1, JXq]| — J[J Xs1, Xi]
= Aa1fulYer, Xo] = BrsJ[Xor, Xo] = A J [V, X1]
= —513(77141%\3,72&)&75/51-
# 0.

2. Flag Fo, © = {\g — A\gs1,---, -1 — A\, 20} e d impar.
Existem estruturas pseudo-complexas invariantes integraveis nesses flags.

Obtivemos as estruturas pseudo-complexas invariantes nesse caso (ver capitulo 3),
fazendo a decomposicao do espago tangente a Fg, na origem, em componentes que
denominamos Wr e W;. Em Wg, qualquer estrutura M-invariante ¢ também Ke-
invariante. Esse fato nos levou a analisar apenas as componentes W; para verificar a
existéncia de estruturas pseudo-complexas invariantes em Fg. Essa componente é
dada pela soma de £, com aeIl;, e II; = {\; + N\ : 1 < j <d—1,k > d}.
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Definimos a estrutura pseudo-complexa invariante J, em cada subespaco £y, ., ®
E)\j_,_)\k, por JAjk = 5jk;Sjk [§] JSjk = _EjkAjk;a sendo {flj]€7 Sjk‘} a base de EA]._)%®{%AJ.+,\,€

determinada no capitulo anterior.

A Proposicao abaixo estabelece uma condigao suficiente para obtermos estruturas pseudo-

complexas invariantes integraveis.

Proposicao 5.3. Sejam cy; e €is sinais nos subespagos o DBy ety DBy,
das componentes irredutiveis W; e W, respectivamente. Uma estrutura pseudo-complexa

J € integravel se €i; = €gs 0U €5 = —€k; € JAgj = €15

Demonstragio. Temos que JEj; = iey; ) com a restricao €, = —ep;. O tensor de
Nijenhuis satisfaz N;(Ey;, E,s) = 0 se [Ey;, E.s] = 0, isto é, {j, k} n {r, s} = &. Por outro
lado,

Ny(Ej, Es) = — (gjkers + 1) Ejs — i (egs + €jx) JEjs,

que se anula se e, = —€ji, OU €k = €1, € JEjg = icpsEjs. O

Em suma temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Um flag Fg de C; , | # 4, admite estruturas pseudo-complexas invariantes
se, e somente se, O = {A\g—Ng11,---, N1 — A, 2N} e d € impar ou Fg € o flag mazimal de
Cy para l par. O flag mazximal de C;, para | par, ndo admite estruturas pseudo-complexas
integraveis. O flag Fo, © = { g — Nat1,-- -, N1 — A, 20}, admite estrutura invariante

integrdvel se a estrutura pseudo-complexa J satisfaz a condi¢io da Proposicao 5.35.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.1. Considere o flag Fg de C3, onde © = {2X\3}. A componente Wr do espago
tangente na origem do flag é dada pela soma de t,, o € R, e tem a sequinte forma:
R = {A\1 £ Ao} U {21, 22}, As componentes W, sdo determinadas pelos conjuntos de

raizes abairo
H1 = {)\1 i )\37 )\1 i )\4};

H2 = *{)\2 i )\3, )\2 i )\4};

As estruturas compleras Ke-invariantes em Fay,y sdo dadas na tabela 4.

Tabela 4 — Estruturas complexas invariantes no flag Fy,y,y de C3

’ Componentes \ Estruturas complexas Kg-invariantes
Wy J A3y = €31531, JS31 = —e31431, onde e3; = +1
Wy JAszy = €33532, J S35 = —€3A30, onde e35 = +1
Wr J A2 = Mo1So1, JSo1 = —(Aa1) " Aa1, JS11 = M1Sas, JSa2 = —(M1) 'S

Pela Proposicio 5.3,uma estrutura pseudo-complexa J € integravel se €35 = €31

ou €39 = —¢e31 € JAy = €315.
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Tabela 5 — Estruturas integraveis em Cj

Wy | Wy | Condigoes em Wg
€31 | €31 sem condigoes
€31 | —€31 JAg = 3159

Exemplo 5.2. Considere o flag Fo de C; para © = {\5 — X\g, \¢ — A7,2)\7}. A componente
Wg de Ty Fo € dada pela soma de t,, a € R, onde R € dada por R = {\ £ Ao, Ay £
>\3, >\1 + )\4, )\2 + )\3, )\2 + /\4, /\3 + >\4} U {2)\1, 2)\2, 2/\3, 2)\4}

As componentes W; sdo determinadas pelos conjuntos de raizes
H1 = {/\1 i>\5,>\1 i)\(;,)\l i)\7},
Iy = {Xo® X5, 00 £ Xg, Ao £ A7},

I3 = {A3% A5, A3 £ Xg, A3 = A7},
H4 = {/\4i/\5,>\4i>\67)\4i)\7}-

Atribuiremos o0s sinais €51, €52, €53 € €54 nas componentes Wy, Wy, W3 e Wy, respectiva-

mente. Cada sinal e5;, 1 < i < 4, admite apenas os valores 1 e —1.

As estruturas pseudo-complezas integraveis no flag Fo de C7, © = {A5—Xg, A6 —
7,207}, € dada na tabela 6.

Tabela 6 — Estruturas integraveis em C';

W1 W2 W3 W4 Condi(;f)es €m WR

€51 €51 €51 €51 Sem COIldig(N)GS

€51 | —€51 | —€51 | —E€s1 JAj = e5151,2<1<4

€51 €51 €51 —E51 JAy = €518, 1=1,2,3

€51 | —&s51 | —€s51 €51 JAj = €515 e JAy = —€5154, 1= 2,3

€51 | €51 | —€51 | —€51 JAj =515 e JAjp = €5154, 1 = 3,4

€51 | €51 | —€51 | Eml JAz = €5155,1=1,2¢ JA3 = —c593

€51 | —€s1 €51 €51 JAg = 51491, JAsy = —€51532 € JAg = —€51540

€51 | —€s1 €51 —e51 | JAo = €515, JAsy = —€51532, JAy = 51541 € JAu3 = €513

5.3.1 Flags de C;

Como foi visto no capitulo anterior, os flags de Cy que admitem estruturas

pseudo-complexas invariantes sao o flag maximal e o flag Fg, para © = {\3 — Ay, 2)\4}.

Considere as classes de M-equivaléncia de Cy, vistas no capitulo 4:

{1 = A, AL+ Aoy Az — Ay, Ag + Ay ),
{)\1 — )\3, )\1 + )\3, )\2 — )\4, /\2 + )\4},
{1 — A, AL+ Ag, Ao — A, Ao+ Agh,
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{2X1, 2)0, 273, 204 ).

Vamos usar as classes de M-equivaléncia e o tensor de Nijenhuis para mostrar

que o flag maximal de Cy ndao admite estruturas pseudo-complexas integraveis.

1. Flag maximal

Sejam Xj;, Yj; e X; geradores dos espagos de raizes g A=A B-x—A; € G2y, Tespec-
tivamente. Como foi visto acima, as classes de M-equivaléncia tém mais de dois
elementos. Uma estrutura complexa M -invariante sobre F é dada por soma direta
de estruturas complexas nos subespacos gx,—x;, @ g-r,—r DIr,—rs D I—r,—2ss Fas—r, D
I P20 DPI 2 -2 DI PO DI a3 x, €G22, D - DF_2n,-
Pelo Corolario 4.3, uma estrutura complexa M-invariante no flag maximal leva
um espago de raiz g, num espaco de raiz gg, onde 3 é uma raiz ¢ M-equivalente
a a. Como cada classe de M-equivaléncia tem quatro elementos, temos algumas
possibilidades para considerar. Analisaremos cada um dos casos e aplicaremos o
tensor de Nijenhuis para garantir que as estruturas complexas no flag maximal de

Cy4 nao sao integraveis. De fato,

A. Se JX51 = A\91Yo1, entdo temos trés possibilidades para JX;:
a. JXl = )\1X2.

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5, e Xi, obtemos

N[Xo1, Xq] = [JXo1, JXq] — [Xo1, Xi] — J[Xo1, JX1] — J[J Xo1, Xi]
= A [Yor, Xo] — M J[Xor, Xo] — a1 J[Yor, Xi]
= —Al(mAzf,\l,a,\g)JYm
# 0.

b. JX5 = XXy

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5, e X5, obtemos

N[Xo1, Xo] = [JXo1, JXo] — [Xo1, Xo] — J[Xo1, JXo] — J[J Xo1, Xo]
= A Ao[Yor, Xy — [Xo1, Xo| — A J[Xor, Xy] — Aar J[Yar, X
= —(m,\gf,\l,fz)Q)Ym
# 0.

C. JX2 = /\2X3.

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5, e X5, obtemos

N[Xo1, Xo] = [JXo1, JXo] — [Xo1, Xo] — J[Xo1, JXo] — J[J Xo1, Xo]
= A Ao[Yor, Xs] — [Xo1, Xo| — Ao J[Xo1, X3] — Aar J[Yar, Xo]
= _(m)\gf/\l,fQ)\g)Yél
# 0.
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B.

Se JXo1 = A1 Xy3, entao JYo; = 39 Yys.

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e Y31, obtemos

N[Xo1, Y] = [JXo1, JYor] — [Xo1, Yoi] — J[Xo1, JYo1] — J[J X0, Yai]
)\21621 [X437 }/;13] - [X217 }/21] - ﬁ?lJ[X217 S/;B] - )\21J[X437 }/21]
= _)\21/321 (m)\4—)\3,—)\4—A3)X3 - (m)\Z—)\h_)\l_)Q)Xl
# 0.

Se JXo1 = 1Yy, entao JYy = [o1 Xys:
Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Xs; e Y1, obtemos
N[Xo1,Yo1] = [JXo1, JYor] — [Xor, You] — J[Xo1, JYa1] — J[J Xo1, Yau]
= Ao121[Yas, Xuz] — [Xo1, Yar] — Bor J[Xo1, Xug] — Ao1J[Yas, Yai ]

= _AQI/BQI (m—>\3—>\4,>\4—>\3)X3 - (m>\2—>\1,—)\1—)\2)X1
# 0.

2. O flag Fg de Cy, onde O = {3 — \j, 2\4}

O resultado da Proposicao 5.3 é valido nesse caso, uma vez que as estruturas pseudo-

complexas invariantes obtidas nesse flag sao dadas de forma semelhante ao caso geral.

A componente Wg de Fg é dada pelos espagos de raizes R = {A\; £ Ao} U {21, 2)s}

e as componentes W; e W5 sao determinadas pelos conjuntos de raizes

H1 = {/\1 + )\37 )\1 + )\4}7
Oy = {Xo 4 A3, A0+ Ay}

As estruturas pseudo-complexas invariantes sao dadas por JE = teq1 1 € JE =

1€49 Ko, com k = 3,4. Como visto no caso geral, devemos ter e, = —egp.

Assim, uma estrutura em Fg é integravel se, e somente se, €41 = €49 OU €49 = —€41 €
JE12 = 7;542E12.

Em suma,

Teorema 5.2. Os flags de Cy que admitem estruturas pseudo-complexas invariantes sao o

flag mazimal e o flag Fo, para © = {\3 — Ay, 2)\4}. O flag maximal nao admite estruturas

pseudo-complexas integraveis. Ja o flag flag Fg, para © = {3 — Ay, 24}, admite estruturas

integraveis se, e Somente se, €41 = €42 0U €49 = —€41 € JE19 = 1649 F5.

5.4 Flags de D;

D;, =5

O tnico flag de D;, [ = 5, que admite estrutura pseudo-complexa invariante é

o flag maximal. Vamos usar o tensor de Nijenhuis e a identidade de Jacobi para provar



Capitulo 5. Integrabilidade das estruturas pseudo-complexas 112

que as estruturas pseudo-complexa invariantes no flag maximal de D;, [ > 5, nao sao

integraveis.
Sejam Xj; e Y;; geradores dos espacos de raizes gy, —x; € gx,+;, respectivamente.

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X;; e Y;;, obtemos:

N[ X2, Xo3] = [J X2, JXos] — [Xi2, Xog] — J[ X2, J Xog] — J[J X712, Xos]
A2A23[Yi2, Yoz ] — My —xpne—2s X13 — Aoz [ X2, Xoz] — A2 J[Yi2, Xos]

= —m,\lfAZ,,\ngSXw - )\23m)\1*>\2,)\2+)\3 JYi3

Aas

= (_m)\1—)\27)\2—)\3 + )\m)\l—/\z,)\ri‘/\s) X13'
13

A23 LUONED T TEDY
Suponhamos que J seja uma estrutura integravel, entdo — = —~1-"222-28
)\13 m)\17)\2,)\2+)\3

Por outro lado,

N[X137X23] = [JX137JX23] - [X137X23] - J[X137JX23] - J[JX137X23]
= >\13)\23[}/137 }/23] - [Xl?n X23] - )\23J[X137 }/23] - )\13J[}/137 X23]
= _)‘23mz\1—>\3,/\2+>\3 ‘]}/12 - )\13mx\1+>\3,/\2—>\3 ‘]}/12

= (= A23Ma —ag do+ 25 — AN 425 00—2s) Y12,

A23 my
: , A3, A2—X
Como estamos supondo J integravel, — = — 1222223
)\13 m)\17)\3,)\2+)\3
Portanto,
L VESS TI9 P ¥ _ /\23 _ _m)\1+>\3,)\2—>\3 (5 1)
X =22, A2+ 23 A13 TR —X3,20+ A3

Pela identidade de Jacobi, obtemos

0 = [Yas, [ X2, Xos]] — [[Ya3, X12], Xos] — [X12, [Y23, Xos]]
mAI,)\2’)\2,)\3 [}/237 X13] + m)\2+)\3,)\17)\2 [X237 }/13]
= m}q—)\2,>\2—)\3m)\2+)\3,)\1—)\3}/12 + m/\2+)\37/\1—)\Qm)\z—)\3,)\1+)\31/12

= (m>\1—>\2,>\2—>\3m>\2+>\3,>\1—>\3 + m>\2+>\3,>\1—>\2m>\2—>\3,>\1+>\3) Yia.

Assim,

M =22 Aa=A3 Mo+ 23,01 = Az T Mo+ A3, M1 =X Mo -2z, A1 +A3 = 0,

donde segue

A =2 A= 23T+ 3,01 -23 = Mg+ A3, 0 =22 —A3, 01+ 23

= T X A0+ A3TTIA + 25, 00— A3 -
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Logo,

M =X =X T4+X3.00-23 _ TT42300-3 (5 2)

M1 —X2, M2+ A3 Mxz+23,A1— A3 A1 —A3, A2+ A3
De 5.1 e 5.2, obtemos que my, 15 0,-25 = 0, 0 que € um absurdo pois A\; + Ag é
raiz. Segue que J nao pode ser uma estrutura integravel.

Em suma,

Proposicao 5.4. O unico flag de D;, | = 5, que admite estruturas pseudo-complexas

invariantes € o flag maximal. Essas estruturas nao sdo integrdveis.

5.4.1 Flags de Dy

Os tnicos flags que admitem estruturas pseudo-complexas invariantes sao os
ﬂags F@, 0= @, O = {)\1 — )\2,)\3 - )\4}, 0= {)\1 - )\2,)\3 + )\4} e O = {)\3 — )\4,)\3 + )\4}

Usaremos o tensor de Nijenhuis e a identidade de Jacobi para provar o seguinte resultado:

Proposicao 5.5. Se J é uma estrutura pseudo-complexa invariante em um flag Fo de

Dy, entao J nao € integrdvel.

Considere as classes de M-equivaléncia de raizes positivas em Dy:

A = A2, AL+ A2, A3 — A Az + Ak, {0 — A, A+ Ag Ao — A A+ At e (A —
Ay AL+ Ag, Ao — A, Ag + Az}
Denotaremos por X;; e Yj; geradores dos espacos de raizes gx,—x; € @x+);,

respectivamente.
A. Flag maximal

Pelo Corolario 4.3 uma estrutura complexa em [ deve satisfazer JX, = A\ Xp,
onde X, € gq, X3 € gg ¢ B ¢ uma raiz M-equivalente a . Como cada classe de M-
equivaléncia tem quatro elementos, temos algumas possibilidades para as estruturas
complexas invariantes em Fg. Vamos analisar essas possibilidades e aplicar o tensor de

Nijenhuis em alguns vetores para verificar a nao integrabilidade dessas estruturas. De fato,

1. Se JX15 = A2Y72, entao temos trés casos para considerar:

a. JXi3 = A3 Xy
Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e Xa4, obtemos
N(Xi9, Xo1) = [JXi2, JXoa] — [Xi2, Xoa| — T[T X012, Xou] — J[Xi2, J Xo4]
= —)\12()\13)71[5/12, Xi3] = M —xo 20— X14 — A2J [ Y2, Xoa| + ()\13)71J[X12>X

=~ A ho—Aa<X14
# 0.
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b. JX54 = A4Yi3 Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Xi5 e Xo4, obtemos
N(X12, X94) = [J X1, JXog] — [Xi2, Xou| — J[J X012, Xou] — J[X12, J Xo4]
= )\12>\24[}/127 Y13] - m)\l—/\g,)\g—/\4Xl4 - )\IQJ[}/I27 X24] - A24¢][‘)<127 }/13]

= —mA1,A27/\2,)\4X14
# 0.

c. JXi13= \3Yi3

Temos novamente alguns casos a considerar.

1° caso: JX23 = )\23)/23
Usando o argumento utilizado no caso D; com [ > 4, mostramos que o tensor

de Nijenhuis nao é identicamente nulo.

2° caso: JXo3 = A93X14 Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e X3, obtemos

N(Xi2,Xo3) = [JXi2, JXos| — [Xi2, Xog| — J[J X12, Xog| — J[Xi2, J Xos]
)\12)\23 [)/127 X14] - m>\1—)\2,>\2—)\3X13 - >\12J[Y12) XQ?)] + )\23J[X127 X14]
= —mA1,A2,)\2,)\3X13

# 0.

37 caso: J X3 = A93Y14 Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Xio e Xo3, obtemos

N(X127X23) = [JX127JX23] - [X127X23] - J[JX127X23] - J[X127JX23]
A12A23[ Y12, Yia] — My —xa0—-2s X13 — A2 [Yi2, Xoz] 4+ AogJ[ X2, Yi4]
= =My~ h-23X13
# 0.

2. Se J X195 = A\2X34, entdo temos trés possibilidades:

a. JXi3 = A\igYis

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e Xi3, obtemos

N(Xi2, X13) = [JXu2, JXu3] — [Xi2, Xu3] — J[J X120, Xi3] — J[Xi2, J X13]
A2 A13[ X4, Yis] — Ao [ Xaa, Xig] — AisJ[ X2, Yis)
= _)\12)\1477?/\37>\4,/\17)\3 J X4
# 0

b. JX54 = XosYi3
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Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e Xa4, obtemos
N(Xi9, Xoa) = [JXi2, JXoa] — [Xi2, Xoa| — T[T X012, Xou] — J[Xi2, J Xo4]
A2 Aoa[ Xaa, Yis] — ma,—xoae—aaX14 — M2 [ Xaa, Xoa] — Aaa J[ X2, Yis]

= MM A do-Aa<X14
# 0.

c. JYi3= 5135/24

Temos novamente alguns casos a considerar.

1° caso: JY714 = )\14X14 ou JYv14 = )\14X23
Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Xi5 e Yi3, obtemos
N(X127 }/13> = [JX127 J}/l?)] - [X127 }/13] - J[JX127 )/13] - J[X127 JYI3]
213 X34, Yau] — Mo J [ Xs4, Yis] — Bi3J [ X12, Yau]
= 513()\123/23 D VS v PED W JY14)
# 0.
2° caso: JX14 = )\14X23
Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e Xy4, obtemos
N(Xi2, X14) = [JXi2, JX1a] — [ X2, X1a] — J[J X102, X14] — J[X12, J X14]
= A2 X, Xog] — Mo [ Xsa, Xia] — MaJ [ X2, Xog]
= )\12)\14m)\37/\4,)\27/\3X24 - )\14m,\1,)\2’,\2,)\3 J X3

= A1 (A12Mrg—auha—2s — MM —x ha—s) X24,

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Xj, e X;3, obtemos

N(Xi2, X13) = [JXi2, JXu3] — [ X2, Xas] — J[J Xi2, Xu3] — J[X12, J X13]
M2A13[ Xsa, Xoa| — M2 J [ Xaa, Xi3] — Az J [ X2, Xoa]
_)\IQm)\3f)\4,)\1f>\3 JX14 - )\13m/\17)\2,/\27)\4 JX14

= (—)\12?71,\37,\4,,\17,\3 - )\13m,\1,>\27,\2,>\4) JX14.

Supondo J integravel, temos

A12 M =2 0023 _m)\1*>\2,)\2*>\4 (5 3)
A13 Mx3—Ag,Aa—A3 Mxs—XgA1—)3

Pela identidade de Jacobi, obtemos

0 = [Xs4, [Xi2, Xos]] + [Xos, [Xz4, Xao]] + [Xi2, [Xos, Xa4]]
= Mx;—X3X—)3 [X347 X13] + Mg A3. 03—\ [X12, X24]
= M A de—AsTAg—Au A1 —As 514 T Mg A5 A3—As A — Ao Ao —Aa <X 14

= <m>\1—>\2,>\2—>\3m>\3—>\4,>\1—>\3 + m>\2—>\3,>\3—>\4mz\1—>\27/\2—>\4) X14.
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Assim,

= Mr—x oAz Ag A —A3 T m>\2—>\37>\3—)\4m>\1—)\2,>\2—)\4:O
AELONES VI TES W UDVEDVID VED TR LOVES VS S VELDOTE LR PES V!

LU YES VYRS P LN ES TR T VI

My, — _ moy, — _
— A=Az, 2—=A3 _ TTOA1—Ag,Aa—Ng (54)

LUSTEIVID VRS LUSYEIVID ST

De (3) e (4) obtemos que my, —x, x,—x, = 0, 0 que é um absurdo pois A\; — Ay é raiz.

Segue que J ndo pode ser uma estrutura integravel.

3. Se J X135 = A\2Y34, entdo tem trés possibilidades para considerar:

a. JXoy = AogYou

Considerando que os vetores JYs3 e JY14 sdo linearmente independentes, obtemos

N(Xi2, Xoa) = [J X1, JXou] — [Xi2, Xoa] — J[J X129, Xog| — J[X12, J Xo4]
= >\12)\24[}/347 Y’24] - m)\l—/\g,)\g—/\4X14 - )\12J[}/347 X24] - )\24J[X127 }/24]
= _m>\1—)\2,>\2—)\4X14 - >\12m)\3+>\4,)\2—>\4 J}/23 - )\24m)\1—>\2,)\2+>\4 ‘]}/14
# 0.

Considerando que os vetores JYs3 e JY}4 sao linearmente independentes, obtemos
N(Xig, Xoa) = [J X2, JXou] = [Xi2, Xoa] = J[J X129, Xoa] — J[X12, J Xo4]
= A2 Yag, Xuz] — mn —ap a0 X1a — A2 [Vag, Xoa] — Aoy J[X12, Xu3]

= A2 A20Mag a0 s d Y14 — TMx —xp Ao—2s K14 — A2t a0 ha—AsJ Y23
# 0.

c. JXog = AoaYi3

Temos novamente alguns casos a considerar.

1° caso: JX14 = )\141/14 ou JX14 = /\14X23

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e Xa4, obtemos

N(Xi9, Xoy) = [J X2, JXos] — [X12, Xoa| — J[J X012, Xoy] — J[X12, J Xo4]
= A2doa[Yag, Yis] — mia —ap a2 X1a — A2 [Yaa, Xoa] — Ao J[ X1, Vi3]
= —m,\r,\Q,,\r,\lem - >\12m,\3+,\4,>\27,\4JY23
# 0.
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2° caso: JX14 = )\14}/23

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e Xa4, obtemos

N(X12,X24) = [JX12, JX24] - [X12,X24] - J[JX12,X24] - J[X12, JX24]
)\12)\24[3/:34, Y13] - mxl—,\g,AQ—MXM - )\12J[Y347 X24] - )\24J[X12, Y13]
—m,\r,\Q,,\r,\lem - >\12m/\3+)\4,/\27>\4 JY3

-1
= _m)\1—)\2,)\2—)\4X14 + >\12<)\14) m/\3+)\4,/\2—>\4X147

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Xi5 e Xi4, obtemos

N (X9, X1a) = [J X2, JXua] = [Xu2, Xua] = J[J X12, X1a] = J[X12, JX14]
A2 A1a[Vaa, Yoz ] — Mo J[Yag, Xia] — Mg J[Xi2, Yas]

= =AM d Y13 — Al —xo i Yis.

Supondo J integravel, temos

A2 oM o xe-Aa T =X 0423 (5 5)

A4 M3+, M0— s S VES VIS TS W

Pela identidade de Jacobi, obtemos

0 = [Ysu, [ X2, Xoa]| + [Xaa, [Yaa, Xa2]] + [X12, [Xo4, Yad]]
m)\l—)\g,)\g—)\4 [}/347 X14] + m)\Q—)\4,>\3+)\4 [X12) }/23]
m,\lf,\z,,\r,\4m,\3+,\4,,\17,\4y13 + m)\27A4,)\3+)\4mA17/\2,)\2+/\31/13

= (M 2o MMas A — s T Mg X s+ 0T — Ao Aot As) Y13,
Assim,
= M- MMstAd—A T Mg ds+a A~ o +xs = 0

OBV TES WD YED VIS VES VIR LOVES VIS FED VELDO B LR PR W

ERLUOYES VYRS VROV ES T TED ¥

Mx1—x2x2=As MM, X243 (5 6)
LYES VP VRO LUSYED VIO ST

De (5) e (6) obtemos que my, _x, xp+2; = 0, 0 que é um absurdo pois A\; + A3 € raiz.

Segue que J nao pode ser uma estrutura integravel.

B. Flag ]F@, O = {)\1 — )\2,)\3 - )\4}
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Como foi visto no capitulo anterior, as estruturas complexas invariantes em Fg

sao da seguinte forma:

JY12 = A2V,
J(X13 - X24) = @1T(X13 - X24) )
J(X1a+ Xo3) = aoT(Xiy + Xoz) = aa(Yig + Ya3),
J( X3+ Xog) = asT( Xy + Xos) = a3(Yiz + Yau),
J( X1y — Xo3) = asT( Xy — Xoz) = ag(Yig — Ya3).

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Yj5 e (X135 — Xoy), obtemos

N[Yia, (X135 — X2a)] = [JYi2, (X3 — Xoa)] — [Vi2, (X153 — X24)]
— J[Vi, J(Xu3 — Xoa)] — J[ Y12, (X153 — Xo4)]
= )\12a1[Y347 (Y13 - Y24)] - [Y12, (X13 - X24)]
- CL1J[Y12, (Y13 - Y24)] - >\12J[Yé47 (X13 - X24)]
= M A -3 Y23 T M) a Ae—A. Y14

# 0.

Portanto, o flag Fg nao admite estruturas complexas invariantes integraveis.
C. Flag F@, O = {/\1 — )\2, )\3 + )\4}

As estruturas complexas invariantes em Fg sdo da seguinte forma:

JY12 = A2Xa,
J(X13 - Y24) = CL1T1(X13 - Y24)
J(Yia + Xo3) = aoT1(Yig + Xoz) = a(Xig + Yo
J( X3+ Ya) = a3Ta(Xi3 + Yo4)
J(Y14 - X23) = G4T2(Y14 - X23) = ay(X14 — Ya3),

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Yi5 e (Y14 — Xo3), obtemos

N[Y12, Y1y — Xog] = [JY12, J(Yia — Xo3)] — [Yi2, (Yia — Xo3)]
— J[Yiz, J(Yia — Xo3)] = J[J Y12, Yia — Xg]
= A2a4[ X3y, (X14 — Yo3)] — [Vi2, (Y14 — Xo3)]
- CL4J[Y127 (X14 - Y23)] - /\12J[X34, (Y14 - X23)]
= = A2@aMyy_ 2y, —xo—23 Y24 + X 2o do—2A3 Y13
— M —xg n—Agd You + Ao _xy do—xsJ Xoa.
Supondo que J é uma estrutura complexa integravel, obtemos do calculo do tensor de

Nijenhuis nos vetores Yis e (Y14 — Xa3) que

A2MM0g— 2y o—rsJ Xoa = A12GaMng— 2y —do—r3 Y24 — T_x —Xp Ao—X3 Y13 T QaT_x, 2o 2 —AgJ You.

(5.7)
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Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Yi5 e (Y14 + Xoa3), obtemos

N[Yi2,Yig + Xog] = [JY12, J(Via + Xo3)] — [Yi2, (Yia + Xo3)]

— J[Yia, J(Yia + Xo3)] — J[JY12, Y1ia — Xo3]

= A2a[ Xy, (X1g + Ya3)] — [Vi2, (Yia + Xo3)]

— agJ[Yi2, (X1a + Ya3)] — M2 J[ X4, (Yia + Xo3)]
= )\1261277%\34\4,7,\27,\33/24 - mf)\lf)\g,)\zf)\3}/rl3

- a2m7A17,\2,A17,\4JY24 - >\12m,\37,\4,,\27,\3 J Xo4.

Como estamos supondo que a estrutura complexa J é integravel, temos

)\1277”6,\37,\4,,\27,\3JX24 = )\12a2m,\3,>\4,,)\2,A3Y24 - m*)\lfAQ,)\QfA‘g,}/l?) - a2mf,\17,\2,,\17,\4JY24-

(5.8)
De 5.7 e 5.8, temos
A2(ag — a2)Mag—xg,—rg—rg You + (@4 + a2)m_x, _x, 3, —x,J Yoa = 0. (5.9)
Pela expressao de J(X13 — Yay) e J(Xi3 + Ya4), concluimos que
1 1
J}/g4 = 5(&3 — al)}/lg + 5(&3 + al)X24. (510)

Substituindo a equacao 5.10 em 5.9, obtemos

A2(@g — @2)Mrg—x, —rg—xs You + 5((14 +ag)m_x,—x - ((a3 —a1)Yi3 + (a3 + a1)X24) = 0.

(5.11)
Como os vetores Yo4, Yi3 e Xo4 sdo linearmente independentes, obtemos da equagao 5.11
que ou a4 = as = 0 ou az = a; = 0. Nos dois casos tem-se um absurdo, uma vez que J ¢é

invertivel.

Portanto, o flag Fg de Dy, © = {A\; — X2, A\3 + A\4}, ndo admite estruturas

complexas invariantes integraveis.
D. Flag F@, e = {)\3 — /\4, /\3 + /\4}

As estruturas complexas invariantes em Fg sdo da seguinte forma:

JX12 =AY,
J(X13+Y13) = aiT(Xi3+Yi3) = ay(Xog + Yoy),
J(X14 + Y1) ( ) = —ax(Xoz + Ya3),
(X153 —Yi3) = asT(X13—Y13) = a3(Xoy — Yau),
J(X14 - Y14) ( ) = —OL4(X23 - Y23)7

<
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Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores Xi5 e (X33 + Yi3), obtemos

N[Xi2, (X3 + Y13)] = [JX12, J(Xi3 + Yi3)] — [Xi2, (X153 + Y13)]
— J[ X, J(X13 + Y13)] = J[J X12, (X13 + Y13)]
= 201 [Yi2, (Xog + You)] — [Xi2, (Xi3 + Yi3)]
— arJ[ X1, (Xog + You)] — A2 J[Yi2, (X3 + Y13)]
= A1201M ) X o-2s Y14 = T —xg, A — A3 Y23
— @M oA X1a — A1y aga A Y3
Supondo que J é uma estrutura complexa integravel, obtemos do cédlculo do tensor de

Nijenhuis nos vetores X5 e (X135 + Yi3) que

)\12m—)\1—/\2,)\1—/\3 JY23 = )\12a1m—>\1—)\2,>\2—)\4)/14 - m}q—x\g,—)xl—)\:;}/ég - almkl—)\g)\g—)\zy]Xlﬁl'
(5.12)

Aplicando o tensor de Nijenhuis nos vetores X5 e (X33 — Yi3), obtemos

N[X12, (X153 —Y13)] = [JX12, J(X13 — Y13)] — [X12, (X13 — Y13)]
— J[ X2, J(Xa3 — Yi3)] = J[J Xa2, (X153 — Yi3)]
= )\12a3[y127 (X24 - Y24)] - [X12, (X13 - Y13)]
- asJ[Xm, (X24 - 5/24)] - )\12J[Y127 (X13 - le)]
= A12a3M )Xy Aa- A Y14 F T2~y —2g Y23

— a3 —xp ho—2gd X1a — A2M_x, —xp. 0 -2 J Yo3.

Como estamos supondo que a estrutura complexa J ¢ integravel, obtemos

)\1277”07,\142,)\143 JYo3 = )\12G3m417,\2,x27,\4y14 + m)qf)\g,f/\lf)\gyé?) - a3m/\17)\2,/\27>\4JX14-
(5.13)
De 5.12 e 5.13, temos

A2 ny —x 2o-2g (@1 = @3)Y1a — 2y x, —xy -2y Y3 + (@3 — an)mn, x2S X1ae (5.14)

Pela expressao de J(X14 — Y14) € J(X14 + Y14), concluimos que
1 1
JX14 = 5(-@2 — CL4)X23 + 5(0,4 — CLQ)YQg. (515)
Substituindo a equacao 5.15 na equacao 5.14, temos
0= Aam_x,—ape-n (@1 —az)Yia 4+ (=2myx—a—xs + §(a3 — a1)(@s — a2)Mx, g 20—y ) Y23
1
+ 5(—614 — az)(az — ay)mx, —xy a2 X23-
Como os vetores Yi4, Yoz e Xa3 sdo linearmente independentes, obtemos que a; = as e
M —xg,—\1—xs = 0. Poroutro lado, 823 = —Ay—A3 € umaraiz e, portanto, my,—x, —x,—xs 7 0.
Temos um absurdo. Logo, o flag Fg de Dy, © = {\3 — Ay, A3 + A4}, ndo admite estruturas

complexas invariantes integraveis.
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5.5 Flags de G5

Como foi visto no capitulo anterior, o flag maximal é o tinico flag de G5 que
admite estruturas pseudo-complexas invariantes. Vamos mostrar que essas estruturas nao

sao integraveis.
As classes de M-equivaléncia de raizes positivas tém dois elementos e sao dadas
por:
{aq, a1 + 2as}, {a1 + ag, a1 + 3as}, {asz,2aq + 3as}.
Dada uma base {E,, Eg} do subespaco Vi) = Z 93, definimos uma estrutura complexa

B~mo
J(BqE5y POT JE, = Eg e JEg = —F,. Assim, o tensor de Nijenhuis aplicado nos vetores

E_, o, e E_,, tem a seguinte forma

N[E_oi—0rs E-a,] = [JE a,—ar, JE_0,] = [E—ai—a, F—as)
— JE_ay—ap JE-ay] — J[JE—ay—ay, E—a,]
= [Efar?mm Ef2ar3a2] - [Efarazv Efaz]
LB s B s0s] — TLE a0 e
= —(M-a1-as,-as) E—a1 205
# 0.

Isso mostra que a estrutura pseudo-complexa J, definida acima, nao é integravel. Como
essa base foi tomada genericamente, concluimos que o flag maximal de G5 nao admite

estruturas pseudo-complexas integraveis.
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