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Abstract

In this thesis we study minimal surfaces immersed in Lorentzian manifolds. First, we develop
a general version of the Weierstrass representation formula for timelike and spacelike minimal
surfaces immersed in a n-dimensional Lorentzian manifold. A special treatment is presented for
the case of a Lie group equipped with a left invariant Lorentzian metric. More specifically, we
consider the case of the 4-dimensional Damek-Ricci space, Riemannian and Lorentzian. Applying
the Weierstrass representation formula, we prove that there exists a unique solution to the Bjorling
problem for timelike surfaces immersed in a Lorenzian Lie group, when the initial curve is a timelike
or spacelike curve. Finally, we present some examples of minimal surfaces constructed via Bjorling
problem for the cases in which the ambient manifolds, equipped with a left invariant Lorentzian
metric, are the Heisenberg group, the De Sitter space, and the product of the hyperbolic plane

and the real line.

Keywords: Minimal surfaces, Lorentzian manifolds, Weierstrass representation formula, Damek-

Ricci spaces, Bjorling problem.

Resumo

Nesta tese estudamos as superficies minimas imersas em variedades Lorentzianas. Desenvol-
vemos uma versao geral da formula da representacao de Weierstrass para superficies minimas
do tipo tempo e tipo espago imersas em uma variedade Lorentziana n-dimensional. Um trata-
mento especial é apresentado para o caso em que a variedade ¢ um grupo de Lie munido de uma
métrica Lorentziana invariante a esquerda. Mais especificamente, tratamos o caso do espago de
Damek-Ricci 4-dimensional, Riemanniano e Lorentziano. Usando a féormula da representagao de
Weierstrass mostramos que existe uma tnica solucao do problema de Bjorling para superficies imer-

sas em grupo de Lie Lorenzianos. Por fim, apresentamos alguns exemplos de superficies minimas
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construidas através do prolema de Bjorling para os casos em que os espagos ambientes, dotados
de uma métrica Lorentziana invariante a esquerda, sao o grupo de Heisenberg de dimensao trés, o

espaco de De Sitter e o espago dado pelo produto do plano hiperbédlico com a reta real.

Palavras-chave: Superficies minimas, variedades Lorentzianas, férmula da representacao de

Weierstrass, espagos de Damek-Ricci, Problema de Bjorling.
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“Pode ser que um dia deixemos de nos falar...

Mas, enquanto houver amizade,

Faremos as pazes de novo.

Pode ser que um dia o tempo passe...

Mas, se a amizade permanecer,

Um de outro se ha-de lembrar.

Pode ser que um dia nos afastemos...

Mas, se formos amigos de verdade,

A amizade nos reaproximara.

Pode ser que um dia nao mais existamos...

Mas, se ainda sobrar amizade,

Nasceremos de novo, um para o outro.

Pode ser que um dia tudo acabe...

Mas, com a amizade construiremos tudo novamente
Cada vez de forma diferente.

Sendo unico e inesquecivel cada momento

Que juntos viveremos e nos lembraremos para sempre.
Ha duas formas para viver a sua vida:

Uma ¢é acreditar que nao existe milagre.

A outra é acreditar que todas as coisas sdo um milagre.”
Albert Einstein
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Introducao

A Férmula da representacao de Weierstrass classica fornece uma descrigao das superficies mi-
nimas em espacos Euclidianos em termos de dados holomorfos. Portanto é uma ferramenta fun-
damental na construcao de exemplos de tais superficies. Além disso, é bastante importante no
estudo de propriedades gerais de tais superficies pois permite o uso da analise complexa, a qual é
uma teoria muito bem desenvolvida.

Uma generalizacao de tal representacao para superficies minimas em variedades Riemannianas
foi obtida por F .Mercuri, S. Montaldo and P. Piu em [18].

No espaco de Lorentz-Minkowski I3, ou seja, o espaco afim R?® munido da métrica Lorentziana
ds* = dai + das — daj,

um teorema do tipo representacao de Weierstrass foi obtido em 1983 por Kobayashi [13] para as
imersoes minimas do tipo espago e em 2005 por Konderak [15] para superficies do tipo tempo. Esses
teoremas foram estendidos para superficies minimas em variedades Lorentzianas 3-dimensionais em
[16].

No caso de variedades Riemannianas e/ou Lorentzianas, a condi¢ao de holomorfia é substituida
pela condicao que os dados sao solugoes de certas EDPs, que, na realidade, é a condigao de
holomorfia para uma estrutura complexa nao padrao. Estas equagoes sdao, em geral, complicadas
demais para que se espere obter solucoes explicitas. No entanto para certas variedades ambiente,
mais precisamente certos grupos de Lie, as equagodes sao mais “amigaveis” e, com argumentos ad
hoc, que dependem do espago ambiente, é possivel achar solugoes explicitas e, portanto, construir
exemplos (veja [14], [18]).

Neste trabalho pretendemos dar uma contribuicao ao estudo das superficies minimas em vari-
edades Lorentzianas, usando essencialmente a representacao de Weierstrass para tais superficies.
Para isso organizamos a tese da maneira que segue:

No Capitulo 1, vamos falar sobre a geometria Lorentziana (veja [8], [21], [27]) e daremos algumas
defini¢oes e propriedades, fazendo um paralelo com a Geometria Riemanniana, que serao utilizadas

nos demais capitulos.



Introducao

No Capitulo 2, calculamos a primeira e a segunda variacao da area de uma subvariedade minima
imersa em uma variedade semi-Riemanniana n-dimensionail. No caso de variedades tridimensionais
concluiremos que as superficies minimas do tipo tempo sao pontos criticos da funcao area e que a
estabilidade de um dominio na superficie minima depende da escolha da variacdo normal. Além
disso, estudamos as superficies minimas do tipo tempo que sao do tipo grafico no espaco de
Lorentz-Minkowski (veja [2])

No Capitulo 3, falaremos sobre a representagao de Weierstrass e iremos construir a versao geral
para superficies minimas em variedade Lorentziana e para o caso de grupos de Lie munidos de
uma métrica invariante a esquerda Lorentziana.

No Capitulo 4, vamos desenvolver o Teorema da representacao de Weierstrass para o espago de
Damek-Ricci Riemanniano e Lorentziano, que é um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo,
cuja a algebra de Lie é soma semi-direta da algebra de Heisenberg com um espago vetorial unidi-
mensional, dotado de uma métrica invariante a esquerda. Além disso, este espaco pode ser visto
como produto semi-direto do grupo de Heisenberg com um grupo de Lie unidimensional.

Finalmente, no Capitulo 5, vamos formular o problema de Bjorling para superficies minimas
em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais da seguinte maneira:

Seja B : I — M uma curva analitica e V : I — T'M um campo de vetores do tipo-espago
(respectivamente do tipo-tempo) unitario analitico ao longo de 5 e tal que g( 8, V) = 0. O problema
de Bjorling consiste em determinar uma superficie minima do tipo-tempo (respectivamente do tipo-
espacgo) f: I x (—e,¢) =Q CK — M tal que

i f(u,0) = B(u),
i N(u,0) = V(u),

para todo u € I, onde N : 2 — TM é a aplicacdo normal de Gauss da superficie.

E mostraremos que este problema tem solucdo tnica. No caso de superficies do tipo tempo
consideraremos dois casos: quando [ é uma curva do tipo tempo e chamaremos o problema cor-
respondente de Problema de Bjérling do tipo tempo, e quando S é uma curva do tipo espago e
chamaremos de Problema de Bjorling do tipo espago. Além disso, iremos apresentar alguns exem-
plos de superficies minimas construidas através do Teorema de Bjorling para o caso em que o
espago ambiente é o grupo de Heisenberg Hj, o espago de De Sitter S? e o espaco H? x R, dotados

de uma métrica Lorentziana invariante a esquerda.



Capitulo 1
Variedades Lorentzianas

Neste capitulo iremos relembrar a defini¢do e as propriedades das variedades semi-Riemannianas,
em particular das variedades Lorentzianas, que sao as variedades que possuem métrica cujo o indice
¢ 1. Estas métricas sao chamadas métricas Lorentzianas em homenagem ao fisico Hendrik Lorentz
e sao muito utilizadas pelos fisicos na teoria da Relatividade Geral, pois o espaco-tempo pode ser
modelado como uma variedade de Lorentz 4-dimensional.

Além disso, relembraremos alguns resultados da geometria Riemanniana que podem ser gene-
ralizados na geometria semi-Riemanniana como, por exemplo, o Teorema de Levi-Civita. Também
veremos que (veja Teorema 1.5.4), diferentemente da geometria Riemanniana, nem sempre pode-

mos munir uma variedade diferencidvel com uma métrica Lorentziana.

1.1 Formas bilineares simétricas

Seja [E um espaco vetorial real de dimensao finita e g : E x E — R uma forma bilinear
simétrica. Entao ¢ induz uma aplicacao linear
b:=b,E— E*
b(u)(v) = g(u, v).
Claramente
kerb ={u € E: g(u,w) =0, VweE} (1.1.1)

Defini¢ao 1.1.1. A forma g é ndo degenerada ou um produto escalar se kerb = {0}. Neste caso

usaremos as notagoes:
bt =14, (u,v) = g(u,v).

Os isomorfismos b e £ sdo frequentemente chamados de isomorfismos musicais.



1. Variedades Lorentzianas

Definicao 1.1.2. Se L : E — E é uma aplicacao linear, diremos que L é uma isometria se
(L(u), L(v)) = (u,v), u,v € E.
Definimos também a forma quadratica associada a g e a g-norma por
¢=¢:E—R,  qv)=g(vv),

1
[oll:= llvllg= lg(v)]>.
A forma bilinear g pode ser recuperada a partir da forma quadratica usando a féormula de inter-
polacao:

u,0) = 5 (au+v) ~ a(w)  g(v)).

Definicao 1.1.3. Seja E um espacgo vetorial real com produto escalar g e a forma quadrética ¢

associada a g. Se v € E \ {0}, dizemos que
o v é do tipo espago, se q(v) > 0,
e v é do tipo tempo, se q(v) < 0,
e v édo tipo luz, se q(v) = 0.
Observagoes 1.1.4. No caso do vetor nulo ndo temos uma convencao consolidada. Ele serd de
um dos tipos acima quando claro no contexto.
Definicao 1.1.5. Seja E um espaco vetorial real com produto escalar.

 Diremos que v, w € E sdo ortogonais se {(u,v) = 0. Neste caso escreveremos v L w.

Diremos que uma base de E, {es,...,e,}, é ortonormal se (e;, e;) = £0;;.

Se F C E é um subespago vetorial, definimos

Fr={vecE: (v,uw)=0, YwcF}.

Se F C E é um subespaco vetorial, diremos que F é ndo degenerado se F N F+ = {0}, ou

equivalentemente, se o produto escalar, restrito a IF é ainda um produto escalar.
Os fatos a seguir sdo simples e uma demonstragao encontra-se, por exemplo, em [8].

Lema 1.1.6. Seja E um espaco vetorial com produto escalar e F um subespago. Entao:

4



1.1 Formas bilineares simétricas

—_

. O espago E admite uma base ortonormal.

2. O ntmero de vetores de tipo tempo em uma base ortonormal ndao depende da base.
3. dimF + dimF+ = dim E.

4. (FH)t =F.

5. E=F +F+ & T é nao degenerado e, neste caso, a soma é direta, pelo item 3.

Definicao 1.1.7. O niimero de vetores do tipo tempo em uma base ortonormal se chama o indice

do produto escalar.
Definicao 1.1.8. Seja [E um espaco vetorial real.
o Um produto escalar de indice zero é dito uma métrica Euclideana.
o Um produto escalar de indice 1 é dito uma métrica Lorentziana.
Um espago vetorial com uma métrica Lorentziana serd chamado de espaco Lorentziano.

Seja E um espaco Lorentziano. E simples de se ver que o conjunto dos vetores nao nulos de

tipo tempo tem duas componentes conexas, ambas convexas.

Definicao 1.1.9. Um cone temporal ¢ uma das componentes conexas dos vetores do tipo tempo.

Uma orientacao temporal é a escolha de um cone temporal.

Exemplo 1.1.10. O exemplo béasico de espago Lorentziano é o espaco R™ com a métrica dada

por:
n—1

<(:L"1, s ’mn)’ (yh cee ayn» = Z TiYi — Tnln-
=1

Tal espaco serd denotado por RY.
Se E é um espaco Lorentziano, a escolha de uma base ortonormal equivale a escolha de uma
isometria de E com R}. Temos que os vetores nas retas r e s da Figura A.0.1 sdo do tipo-luz e

temos duas regioes convexas de vetores do tipo tempo e duas de tipo espaco.



1. Variedades Lorentzianas

A y
. tipo )
tempo
tipo tipo
espaco espaco E
tipo
tempo

Figura 1.1: Cone Temporal - caso n = 2.
1.2 O espaco de Lorentz-Minkowski
O espago de Lorentz-Minkowski I3 é o espago R?, isto é, R? com o produto interno Lorentziano

<(U1, Ua, U3), (’01, Vo, U3)> = U111 + UgVg — U3V3. (12].)

O produto vetorial de Minkowski entre os vetores u = (uy, ug, u3) e v = (vq,v2,v3) de L3 é definido

por

v g —k
U X v= ul U2 ’LL3 (122)
V1 Uy Vs

ou equivalentemente,

(u x v,w) = det [u, v, w|,

para todo w € 3.

Observe que u X v = —v X u. Além disso, temos o seguinte

Lema 1.2.1. Sejam u, v, w, z € L3, Vale que



1.3 Variedades Semi-Riemannianas

i (uxv,wxz)=(u,z)(v,w) — (u,w)(v, z),
. (uxv)xw=(v,w)u— (u,w)v.
Demonstracao.

i. Observe primeiramente que

(ux v, z)(w x z,y) = det[u, v, ] det[w, z,y| = — | (v,w) (v,2) (v,y)

Logo, tomando y = u X v, temos que
(ux v, x){w X z,u X v) = (u, 2){(v,w)(z,u X v) — (u,w){v, z){z,u X V),

para todo x € L3. Assim podemos tomar x de maneira que (u X v,x) # 0. Portanto, temos

o desejado.
ii. Usando o item i. resulta que

((uxv)xw,z) = detluxv,w,z =detfw, z,u X v]
= (wxz,uxz)=(u,z)(v,w) — (u, w) (v, 2)

= {(v,w)u = (u,w)v,z),
para todo z € 3. Logo, temos o desejado.

O

Observem que as férmulas do Lema 1.2.1 sdo as férmulas do caso Euclideano a menos de sinal.

1.3 Variedades Semi-Riemannianas

Nesta secao vamos discutir fatos basicos de geometria semi-Riemanniana, que generalizam os
correspondentes em geometria Riemanniana. Referiremos a [8], [11] e [21] para as demonstragoes.
Seja M uma variedade diferencidvel. Denotaremos com F (M) o espago das fungoes diferencia-

veis em M e com H (M) o espago dos campos de vetores (diferenciaveis) em M.

7



1. Variedades Lorentzianas

Definicao 1.3.1. Uma métrica semi-Riemanniana em M é uma lei que associa a cada espago
tangente T,M, p € M, um produto escalar g, : T, M xT,M — R que depende diferenciavelmente
de p. Isso significa que, dados campos X, Y € H(M), a fungdo que associa a p € M o ntimero real
9,(X(p), Y (p)) é uma funcao diferenciavel.

Uma variedade com uma métrica semi-Riemanniana fixada serd chamada de uma wvariedade

semi-Riemanniana.

Se g ¢ uma métrica semi-Riemanniana em M e o indice de g, nao depende de p, este serd

chamado de indice de g. E simples ver que isso acontece, por exemplo, se M for conexa.
Definigao 1.3.2. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Entdao M é dita

e Riemanniana, se o indice de g é 0,

o Lorentziana, se o indice de g é 1.

Analogamente ao caso Riemanniano temos uma (dnica) conexao de Levi-Civita associada a

uma métrica semi-Riemanniana, isto ¢, uma tnica aplicacao R-bilinear
V:H(M) x H(M) — F(M)
tal que
o VixY =fVxY, VxfY=X(f)Y+fVxY, VfeFM), XY € H(M),
¢ VxY —VyX =[XY],
« Xg(Y.2) =g(VxY,2) +9(Y,VxZ), VXY, ZeHM).

A partir da conexao (ou derivada covariante) podemos entdo, como no caso Riemanniano, definir:

o conceito de derivada covariante de campos de vetores ao longo de uma curva (denotada

\V4
Q)

o transporte paralelo ao longo de uma curva diferencidvel por partes (que, como no caso

por

Riemanniano, resulta ser uma isometria entre os espagos tangentes nos pontos inicial e final

da curva),

e geodésicas como curvas cujo campo de vetores tangentes é paralelo,

a aplicagao exponencial exp, : T,M — M.



1.4 O tensor curvatura

Se (x1,...,xy,) sdo coordenadas locais em um aberto U C M, a métrica semi-Riemanniana g é

dada, em termos das coordenadas, pela seguinte matriz com entradas em F(U):

9= lgg] = [g(ai, fgcj)],

e a conexao em termos dos simbolos de Christoffel Ffj definidos pela relagao

Definicao 1.3.3. Seja f : I € R — M uma curva regular. A curva § é dita do tipo espago
(respectivamente do tipo tempo, tipo luz) se B'(t) é do tipo espago (respectivamente do tipo tempo,

tipo luz), para todo t € I.

1.4 O tensor curvatura

Definic¢ao 1.4.1. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana com a conexao de Levi-Civita V.
A funcio R : H(M)? — H(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —VxVyvZ+ V[X,y}Z, (1.4.1)
¢ um campo de tensor de tipo (1,3), chamado tensor curvatura de M.

Analogamente ao caso Riemanniano podemos definir as componentes em coordenadas locais

do tensor curvatura.

Proposigao 1.4.2. Em uma vizinhanga coordenada de um sistema de coordenadas {z1, ..., z,} de

uma variedade semi-Riemanniana M (de dimensao n) temos que o tensor curvatura é dado por
o 0\ 0 )
()
aCL’k al'l 3xj i—1 aZEZ
onde

A % 1 1
i arkj _ Fjl + I m Z Fz m
Jkl — B ) Im™~ kj km= 15"

Proposicao 1.4.3. Sejam XY, Z, W € H(M). Definimos
R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).

Entao, valem as seguintes propriedades
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1. R(X,Y,Z,W) = —R(Y, X, Z,W),

2. R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W,Z),

3. R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y),

4. R(X,Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z)X = 0, (primeira Identidade de Bianchi),

5 (VzR)(X,Y)+ (VyR)(Z,X)+ (VxR)(Y,Z) =0, (segunda Identidade de Bianchi).

Definigao 1.4.4. A curvatura de Ricci e a curvatura escalar sao definidas por

Ricy (Y, Z)(p) == tr R(-, Y (p))Z(p) = Zg”g( <a b Y (p))Z(p)7£lp>

i,j=1

= 3 PR Y020, 5

2,j=1

LI 0 0
p— Zj ]
50) = 3 9 W)Ric( gy 5o )

ij=1
respectivamente, onde Y, Z € H(M) ep € M.

Observacao 1.4.5. Estamos usando a notacao ¢¥ para o elemento ij da matriz inversa, ¢ .
Se g ¢ uma métrica Riemanniana e o C T,M ¢é um plano no espago tangente a M em p com

base {u, v}, a curvatura seccional de o é definida por

R(u,v,u,v)

Rs(o) = St g (o, 0) — glu o)

(1.4.2)

a qual é independente da escolha da base {u,v} de 0. No caso em que g é uma métrica semi-
Riemanniana (1.4.2) faz sentido desde que o plano o seja nao degenerado.
Seja

Q(u7 U) = Q(U7 u).g(va U) - g(“? U)Q'

Temos que
>0 seesomente, se glo é definida,
Q(u,v) =3 =0 seesomente, se g|lo ¢ degenerada, (1.4.3)

<0 seesomente, se glo ¢ indefinida.

10



1.5 Existéncia de métricas Lorentzianas

Observe que o sinal do numerador em (1.4.2) independente da escolha da base uma vez que
R(u,v,v,u) é um tensor e satisfaz a Proposicdo 1.4.3. Assim, se o é degenerado, definimos a

assinatura da curvatura como sendo

+1 se R(u,v,u,v) >0,
N(o) = 0 se R(u,v,u,v) =0, (1.4.4)
-1 se R(u,v,u,v) <0.

Definicao 1.4.6. Seja o C T, M um plano tangente com base {u,v}.
1. Se o é nao degenerado, definimos a curvatura seccional Kg¢(o) usando (1.4.2).
2. Se o é degenerado, definimos a assinatura de sua curvatura seccional N (o) usando (1.4.4).

Assim como no caso Riemanniano as curvaturas seccionais Kg(o), para todo plano nao degene-
rado tangente a p, e a assinatura nos planos degenerados, determinam o valor do tensor curvatura

R em p. A demonstragdo pode ser encontrada em [8].

1.5 Existéncia de métricas Lorentzianas

E bem conhecido o resultado que garante que qualquer variedade diferenciavel admite uma
métrica Riemanniana. Isso nao acontece para métricas Lorentzianas e, de fato, temos obstrucoes a
existéncia de tais métricas. Para explicar tais obstrugoes, vamos comecar introduzindo o conceito

de orientagao temporal.

Definicao 1.5.1. Seja M uma variedade Lorentziana. Uma orientacao temporal em M é a escolha
de um cone temporal 7, C T,M em cada espaco tangente, que depende diferenciavelmente de
p € M. Isso significa que para todo p € M, existe uma vizinhanca U, C M de p e um campo nao

nulo do tipo tempo X € H(U,) tal que X(¢) € 7,, para todo q € U,. Além disso

1. se existir uma orientacao temporal diremos que M é t-orientdvel,

2. se M ¢é t-orientavel e uma t-orientacao for fixada, diremos que M é t-orientada.

Proposicao 1.5.2. Uma variedade Lorentziana ¢é t-orientavel, se e somente se, existe um campo

vetorial globalmente definido X € H (M) tal que g(X, X) < 0, isto é, X é tipo tempo.

11



1. Variedades Lorentzianas

Demonstragio. Se existir um campo X € H(M) tal que g(X, X) < 0, dado p € M escolhemos o
cone temporal 7, C T,M que contem X (p).

Vamos mostrar a reciproca. Se M é t-orientavel, entao para cada p € M podemos escolher um
cone temporal 7, C T,M que depende diferenciavelmente de p. Isto ¢, para todo p € M, existe
uma vizinhanga U, C M de p e um campo nao nulo do tipo tempo X € H(U,) que satisfaz a
Definicao 1.5.1.

Seja {p;;4 € N} uma particao da unidade subordinada a cobertura aberta {U,;p € M} de M,

isto é,
a) p; : M —[0,1] é uma funcado diferenciavel.
b) {Supp p;} é um recobrimento de M localmente finito.
c) O conjunto Supp p; esta contido em algum aberto U, da cobertura.
d) Xipui(x) =1, VYre M.

Seja X; o campo de vetores do tipo tempo correspondente a U;. Definimos
X = Z i X
i
Como os cones temporais 7, sao convexos, temos que
> waXi(pi) € 7,
i

pois X;(p;) € 7,. Portanto X estd globalmente definido, X (p) € 7,, para todo p € M, e
g(X,X) < 0. O

Observacao 1.5.3. No caso de variedades diferenciaveis a orientabilidade é uma propriedade que
depende somente da topologia da variedade. No caso Lorentziano a t-orientabilidade é uma proprie-
dade que depende da métrica. De fato, como veremos no Teorema 1.5.4, se uma variedade admite
uma métrica Lorentziana ela admite também uma métrica Lorentziana t-orientavel, possivelmente

diferente da primeira.

Teorema 1.5.4 ([8]). Seja M uma variedade diferencidvel conexa. Entdo as seguintes condigdes

sao equivalentes:
i) M admite uma métrica Lorentziana.

ii) M admite uma métrica Lorentziana com orientacao temporal.

12



1.5 Existéncia de métricas Lorentzianas

iii) M admite um campo de vetores X sem zeros.
iv) Ou M nao é compacta ou a sua caracteristica de Euler y (M) é zero.
Demonstragio.  a) Observemos que obviamente ii) implica i).

b) Vamos mostrar que iii) implica ii). Como M ¢é uma variedade diferenciavel, entdao admite
uma métrica Riemanniana gr. Além disso M possui um campo de vetores X sem zeros.

Entao podemos definir

2gR(X7 Y)QR(X7 Z)

g.(Y, Z) = gr(Y, Z) — (X X) ,

(1.5.1)

com Y, Z € H(M). Vamos mostrar que g;, € uma métrica Lorentziana.

Primeiramente, temos que g7, é uma forma bilinear e simétrica pois gr o é. Além disso, g;, é
nao degenerada. De fato, seja V' € ker(gyr), entdo g.(V, W) = 0, para todo W € H(M). Em
particular para W = X. Logo

29R(X7 V)gR(X> X)

0=V, X) = gr(V. X) - = -~

= _gR(V> X)

Consequentemente, V' é ortogonal a X. Dessa forma g, (V,W) = gr(V,W). Assim V €

ker gr = {0}. Portanto, g, é ndo degenerada.

Seja p € M e {u,vy,....,v,} uma base ortonormal de T, M, onde

_ X(p) '
Vor(X(p). X(p))

u

Logo:

e gr(u,u) = —gr(u,u) = —1. Logo u é do tipo tempo.

e gr(u,v;) =0, parai=1,...,n.

e g1(vi,vj) = gr(vi,v;) = &;;. Logo, cada v; é do tipo-espago.
Entao o indice de g7, é 1. Portanto g7, é uma métrica Lorentziana.

Observamos que gr,(X, X) = —gr(X, X) < 0. Assim X é um campo do tipo-tempo. Portanto

pela Proposicao 1.5.2 temos que M ¢ t-orientavel.

¢) A equivaléncia entre iii) e iv) é um classico da topologia algébrica e pode ser encontrado em
[26].

13



1. Variedades Lorentzianas

d) Vamos mostrar que i) implica iv). Seja M uma variedade Lorentziana compacta.

Se M ¢é t-orientavel entao pela Proposi¢ao 1.5.2 temos que M possui um campo de vetores

sem zeros, ou seja, sem singularidades. Portanto, se M for compacta, a caracteristica de

Euler de M é zero.

Se M nao ¢é t-orientavel, entao existe um recobrimento duplo (M ,§) t-orientével. Portanto

X(M) =0. Mas x(M) =2x(M). Ou seja x(M) = 0.
[l

1.6 Superficies de Riemann e de Lorentz

Seja M uma superficie, isto é, uma variedade 2-dimensional e g uma métrica Riemanniana.
E bem conhecido que para todo p € M existe uma carta local ¢p: Q CR? ~C — M tal que
p € p(Q) e prg = A(dz?* + dy?), onde A : Q@ — R é uma fungio positiva. Uma tal carta é
chamada isotérmica. Dadas duas cartas isotérmicas, a mudanca de coordenadas é, onde definida,
uma aplicagdo conforme entre abertos de C, portanto holomorfa se preserva orientacdo e anti-

holomorfa se inverte orientagao. Em particular se M é orientavel, ela admite um atlas holomorfo.

Definicao 1.6.1. Uma superficie de Riemann é um par constituido de uma superficie M e uma

classe de métricas Riemannianas conformes.

Queremos agora introduzir conceitos analogos para o caso de métricas Lorentzianas. Seja M

uma superficie e g uma métrica Lorentziana em M.

Proposigao 1.6.2 ([27]). Dado p € M, existe uma carta local ¢, : @ C R* ~ C — M, com
p € (), tal que ;(g) = 2Bdxdy, onde B é uma fungao positiva. Essas coordenadas sao ditas

coordenadas nulas.

Demonstracio. Em alguma vizinhanca U de p € M escolha campos linearmente independentes
X,Y tais que ¢(X) = q(Y) = 0. E bem conhecido que existem funcées A, u > 0 de classe C™ tais
que [AX, pY] = 0. Podemos portanto assumir que [X,Y] = 0. Pelo Teorema de Frobenius existe
uma carta local ¢, : @ CR? = C — M tal que dp,(2) =X e dgop(a%) =Y. Logo,

/9 9

pr(&E’&E) _g(XvX) _07

. (0 O\ B

(ppg<axaay) _g(XaY) - Ba
g 0

(ppg(ayu 8y> =g(Y,Y)=0.

14



1.6 Superficies de Riemann e de Lorentz

Portanto ;9 = 2B dxzdy, onde B > 0. O

Teorema 1.6.3. Seja (M, g) uma superficie Lorentziana e p € M. Entdo em alguma vizinhanga
U C M de p existem coordenadas {u, v} em termos das quais a métrica g ¢ dada por B(du? — dv?)
sobre U, onde B > 0.

Demonstracao. Pelo Proposigao 1.6.2; existem coordenadas locais x, y em alguma vizinhanca U de

p tal que a métrica g é dada por g = 2B dxdy, onde B > 0. Agora tome as coordenadas

u:\}ﬁ(x—i—y) e vzlz(x—y).
Portanto,
0 1,0 0
o0~ vl * 3y
8_1(8_3) (1.6.1)
ov  2\0r Oy
Logo g = B(du?® — dv?). O

Observacgao 1.6.4. Analogamente ao caso Riemanniano temos que em um aberto Uy C R? no qual
coordenadas isotérmicas {u, v} e {x, y} estdo definidas, a mudanga de varidvel é L-diferenciavel se
preserva orientacao e anti-IL-diferencidvel se inverte orientacao.

De fato, seja f : Uy — M uma parametrizacio de M. Temos que g = a(du® — dv?) e
G = B(dz* — dy?*), onde a, 3 > 0. Como

fy = fuuy + fvvya

entao

B = alu; —v3)

0 = uzuy — vy

_ 2 _ .2

-8 = a(u, —v;).

Logo,
u? —v? (u? — v2),

e T (1.6.3)

0 = uzuy — V0.

Assim temos que
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e
2 2 2
u v u
2 2 _ Uz o Up o (Us 2 _ 2
Up = Up = 5V = Uy, = (v ) (v, — 1)
y y y
Por outro lado, como u, e v, satisfazem (1.6.3), entao
2
Vg
(=) =1
Uy
Além disso, podemos escrever
Uy U Uy
det Y= — ),
Vg Uy Uy

. ~ U&?
em que U; — uf/ > 0. Portanto se a mudanca preserva a orientagao, — = 1 e, consequentemente,

Uy
Uy = Uy
Uy = Vg
, . . . . . ~ . Uy
Logo a mudanga ¢é L-diferenciavel. Se a mudanga de variavel inverte a orientagdo, entdo — = —1,

u
y
ou seja a mudanca é anti-IL-diferenciavel.

Definicao 1.6.5. Uma superficie de Lorentz é um par constituido de uma superficie M e uma

classe de métricas Lorentzianas conformes.

Observagao 1.6.6. O Teorema de uniformizacao garante que uma superficie de Riemann sim-
plesmente conexa ¢ conformemente equivalente a um dos modelos padroes, i.e, a esfera S?, a reta
complexa C, ou ao disco D = {z € C : |z|< 1}. Observamos explicitamente que C e D sao difeo-
morfos mas nao bi-holomorfos pois, pelo Teorema de Liouville, uma aplicagao holomorfa f : C — D
¢ necessariamente constante.

No caso Lorentziano a situacao é completamente diferente. De fato, pode se mostrar que existem

infinitas superficies de Lorentz simplesmente conexa, nao conformemente equivalentes (veja [19]).
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Capitulo 2

Subvariedades minimas em variedades

Lorentzianas

Neste capitulo iremos calcular a primeira e a segunda variagao da area para uma subvariedade
minima de uma variedade semi-Riemanniana. Veremos que, assim como no caso Riemanniano,
uma subvariedade minima é um ponto critico para a fungdo area para qualquer variagdo normal.
Particularmente, para o caso de superficies do tipo tempo imersas em variedades tridimensionais
estudamos a segunda variagdo para determinar se esta superficie ¢ minimo, maximo ou sela para
a funcdo area. Concluiremos que superficies minimas do tipo tempo sdo pontos de sela para o
funcional da area.

Além disso, estudamos as superficies minimas do tipo tempo que sdo do tipo grafico no espago
de Lorentz-Minkowski. Concluimos que o helicéide nao é a tinica superficie minima regrada do tipo-
tempo em LL? e que Teorema de Bernstein nao é valido no espaco de Lorentz IL3, pois encontramos
outras superficies minimas do tipo-tempo que sao completas e graficos que nao sao planos.

Alguns dos resultados acima, em particular as formas variacionais, podem ser encontrados em
2].

2.1 Subvariedades em variedades semi-Riemannianas

Seja M uma variedade semi-Riemanniana munida da métrica g, M* uma variedade diferen-
<7 vl . ~ . . . ~ ~
ciavel e f : M¥ — M" uma imersdo. O superescritos denotam as respectivas dimensdes e serdo

omitidos quando claro do contexto.

Definicao 2.1.1. Diremos que f é ndao degenerada se f*g for nao degenerada.

17



2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Se f é nao degenerada, a forma bilinear f*¢ define uma métrica semi-Riemanniana em M, tal

que f é uma imersao isométrica.
Assumiremos, daqui adiante, que f seja nao degenerada.

Sendo f localmente um mergulho podemos identificar, localmente, M com f(M) e assim o
faremos em todos os argumentos de caracter local. Denotaremos com V a conexao de Levi Civita

de M e com V a de M. Pelo Lema 1.1.6 temos a decomposicao ortogonal
T,M =T,M & [T,M]*, peM
e portanto, se X,Y € H(M), temos
VyX = [VyX]" + [Vy X[

E facil ver que o operador [Vy X]7 verifica as propriedades da conexio de Levi- Civita de M

e, portanto, Vy X = [VyX]". Além disso, a aplicagao
a:H(M)x H(M) — H(M), ao(X,Y):=[VyX]*:
¢ simétrica e F(M)-bilinear.

Definigao 2.1.2. A aplicacdo a é chamada de sequnda forma fundamental de M (ou, melhor, de

f)-

Seja N : M — TM um campo normal ao longo de M, isto é, N(p) € [T,M]*, e p € M,
X € H(M). Temos a decomposigao ortogonal

VxN(p) = —AxX(p) + VxN(p),
onde Ay : T,M — T,M ¢é uma aplicacao linear simétrica, para cada p € M, caracterizada por
g(ANX,Y) = g(a(X,Y), N). (2.1.1)
Seja {e1, ..., ex } um referencial local ortonormal de T,M, p € M.

Definicao 2.1.3. A norma ao quadrado da segunda forma fundamental em p € M é definida por

la?= Z gig;g(ales, e)), ale;, e;)), (2.1.2)

,j=1

onde ¢; = g(e;, €;).
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2.1 Subvariedades em variedades semi-Riemannianas

E facil ver que a definicdo ndo depende da escolha da base.

Definicao 2.1.4. Seja p € M. Entao, definimos o vetor curvatura média H(p) de M em p por

H(p) =trya(p) =Y eiale;,e), (2.1.3)

i=1

onde ¢; = g(e;, e;). Dizemos que M é uma subvariedade minima se H(p) =0, Vp € M.

Seja M uma variedade semi-Riemanniana com métrica s e conexao de Levi Civita V. Se
h € F(M), o gradiente de h, Vh, é definido pela identidade

s(Vh,Y) = df(Y), VY € H(M).

Dado Y € H(M), consideramos a aplicacao linear L : T,M — T,M, L(X) = VxY. O divergente
de Y ¢ definido como

divY = tr,(L),

onde o trago é em relagdo a métrica s. Pode-se verificar que o divergente satisfaz a Regra de
Leibniz

divf X = fdivX + h(Vf, X).
Seja h € F(M). A partir do gradiente e da divergéncia, podemos definir o operador de Laplace-

Beltrami, Agh, como

Ash = divVh.

Observagao 2.1.5. Vamos supor que o referencial {ej,...,ex} seja um referencial ortonormal
geodésico em um ponto p € M, isto é, V,e;(p) =0,4,5 = 1,...,k. Dados X € H(M), h € F(M),
temos:

k k k
divX(p) => &:5(Ve, X, €;), Vh(p) = Z:giei(f)ei, Ah(p) = Esiei(eif).

=1

Voltamos ao caso das subvariedades.

Proposicio 2.1.6. Sejam M* um subvariedade de M e Y um campo de vetores normais ao longo
de M. Entao
divY = —g(Y, H).

Demonstra¢io. Como g(e;,Y) =0,i=1,..., k, temos que
0= eig(eiv Y) - g<v€zya ei) + g(Y7vei€i)7
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

para todo ¢ = 1, ..., k. Portanto,

divY = Zsl (Ve Y, e) = 251

=1

:—Z{;‘Z Yv 6Z = ngz 61,61

=1

= —g(V, H).

2.2 Fo6rmulas variacionais

. vl . . . . , . . . ./
Seja M uma variedade semi-Riemanniana com métrica g, M* uma variedade diferencidvel,

compacta e com bordo OM # () e seja f : M — M uma imersdo ndo degenerada.

Defini¢ao 2.2.1. Uma variagio (diferencidvel) de f é uma aplicagao diferencidvel

F:Mx(—€e€e) - M
tal que:
a) cada aplicagao Fy; = F(-,t) : M — M é uma imersio,
b) Fo(p) = F(p,0) = f(p), para todope M,

c) F(p,t) = f(p), para todo p € OM.

OF
O campo de vetores ao longo de M, F = o

de M é dita normalse ET = 0.

|,—0, € chamado de campo variacional. Uma variagao

Seja {eq, ..., ex} um referencial ortonormal local em M. Os coeficientes da métrica induzida em
M por F, sdo dados por g;;(t) = g(ei(t),e;(t)), onde e;(t) = dFi(e;). Seja v o indice da métrica

induzida em M. Entao o volume de F}; é dado por

Vol(t / \/|det(gi;(t))| dV.

Lema 2.2.2. Temos que

“detgu ()] = (-1 try(g},(0))

t=0
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2.2 Foérmulas variacionais

Demonstragio. Seja d(t) = det(g;;(t)) = detlgi(t), ..., gx(t)], onde g;(t) sdo as colunas da matriz

(gi;(t)). Como o determinante é uma aplica¢do multilinear, obtemos que:

=2 det[gi(t), - gi(1): s gu(8)]: (2.2.1)

Sendo {ey, ..., ex} é um referencial ortonormal, temos que
0, sei 7 J,
9:5(0) = { o
Ei, S€1 = ].

Sejam [; = (0...1...0). Portanto, em ¢ = 0, temos que

k k
Z et gl a 792(0)’ 7gk(0)] = Zdet[gl-[h 792(0)7 "'75k-[/€]

=1

1--EiE g3s(0) = (=1)" Zé? 9i1(0) = (=1)" (try g;;(0)),

Il
Pmﬁ;r ||

@
Il
—

pois €1...;...6 = det(g;;(0)) = (—1)". O
Teorema 2.2.3. [Primeira Variacdo da Area] Com as notagdes acima temos

Vol'(0) = — /M g(E, H)dV.

Demonstragio. Seja w(t) = /(—1)Vd(t). Assim, do lema anterior e usando que d(0) = (—1),
temos i
—1) d’(O) try g, 1
! 0) = ( 9 zj -

Como g;;(t) = g(e;i(t),e;(t)), entao

9i(0) = 29(Vgpeilt),ei)).
ot
Seja p € M e considere um sistema de coordenadas em U X (—e¢, €), onde U é uma vizinhanga de

0
p em M, com campos coordenados {825’ ei}, t=1,...,k. Logo, temos que

5.00] = o] ] o

_ — oF
VaF el-(t) = Vei(t)a.

ot

Assim,



2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Entao,
, _  OF
94(t) =29 (Ve - elt)).

Portanto,
oF

(0) = 53 e0al0) = era (Ve o) G o es0)

k
Z (Ve E,e;) = divyE = —g(E, H),
onde foi usada a Proposicao 2.1.6. Portanto,

Vol'(0) = /M W'(0)dV = — /M g(E, H)dV.
O

Agora, cada campo E ao longo f é campo variacional da variagao F(p,t) = exp,(tE). Portanto

temos

Corolario 2.2.4. M é uma subvariedade minima se e somente se Vol’(0) = 0, para toda variacao

normal de M.

Vamos agora calcular a derivada segunda do funcional volume.
. vl . s . v . ~
Sejam M* C M subvariedade minima, F' : M x (—e¢,¢) — M uma variacao normal de M e
{e1, ..., e} um referencial ortonormal geodésico em T,M, com p € M. Precisaremos dos seguintes

resultados preliminares.
Lema 2.2.5. Seja d(t) = det(g;;(t)). Entao
k k
d"( Z €1 9(0) +2(=1)" >~ cig; gi(0)g5;(0) + 2(=1)""" 3 eig; 6;;(0)g5:(0).
i<j=1 i<j=1
Demonstragio. De (2.2.1), obtemos que
k k
= det[gi(t), ... g/ (t), .. gr(t)] +2 D det[ga(t), ..., gi(t), gj(L), -, gu(L)].
i=1 i<j=1

Logo, em t = 0 temos que

"(0) = >_ det[g1(0), .., g/ (0), ., g(0)] +2 3 det[g1(0), .., gi(0), g5(0), ., gx (0)].

i<j=1
k k
= detler It, ..., g} (0), ..oenli] +2 Y detler]y, ..., gi(0), g5(0), ... L]
i=1 i<j=1
k
Zglgu <_1)V Z gl’ng;i( g]]( Z ggjgu g]z(o)
1<j=1 1<j=1
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2.2 Foérmulas variacionais

Lema 2.2.6. Seja w(t) = /(—1)d(t). Entao

20"(0) = try(gi; "(0)) — try([gi;(0)]).

Demonstragio. Derivando e usando que w(0) = 1, temos que:

20" (0) = (—1)” d"(0) — [dl(;))]z. (2.2.2)
Do Lema 2.2.2, resulta que
O = (-1 O = [ L] = ShOF +2 3 o0y 0).  (223)

Agora, usando o Lema 2.2.5, obtemos que

y d'(0)] k k1
1a0) - L5 e 0+ 3 w01, 02 3 2y, 054000~ 3310
1<j=1 1<j=1 =1
k 1 )
= tr,(g5"(0)) — {2 Y eie; 61,(0)g},0 +Z%z 12} + 5ty (0))
i<j=1
1
= trg(gi; "(0)) — try ([g5; (0))%) + [ty (g5, (0]
Como M ¢ uma subvariedade minima, entdo try(g;;(0)) = 0. Portanto, temos o desejado. O

Lema 2.2.7. Temos que
a) try([g;;(0)]*) = 4lg(a(--), E)I*
b) try(gi;"(0)) = 2lg(a(-, ), E)P+2/(VE)  [*+2tr, g(Ryp(-, E)E, ) + 2div(VpE),

onde Ry € o tensor curvatura de M,

k
(VE) =) eig(Ve. E), (Ve E)7)
=1
e
- 2
lg(a(, ), B)*= > eigjglaleie;), E)
ij=1
. OF
Demonstragio.  a) Como [e;(t), E] = 0, entao

gw(t) g(Vei(ﬂ%];,ej(t)) +9<€i(t)av€j(t)8t
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Portanto, em ¢t = 0 temos que
9:(0) = g(Ve, E, ¢5) + glei, Ve, E).
Como a varia¢ao é normal, entdao g(F,e;) = 0, para todo i = 1, ..., k. Logo,
0=e;jg(E,e) = g(Ve, Erej) + g(Ve, €5, E).
Com isso concluimos que
9:(0) = =29(Ve, ¢5, E) = =29((Ve, )", E) = —2g(alei, ¢5), E),
pois ET = 0. Portanto,
try([g5;(0)]*) = 4try([g(al-, ), E)*) = 4lg(a(-,-), E)P,
ja que a métrica g e a segunda formal fundamental o sdo simétricas.

b) Uma vez que
5,(0) = 29(Vgpeilt),ei)).
ot

por derivagao obtemos que

g () = 2g<VaFVaFei(t),ei(t)) + 29<Vapei(t),VaF6i(t)).
ot ot ot ot

Assim, em t = 0, temos que
gi:"(0) =29(VEVEe, e) +29(Vge;, Vie;).
i) Como [e;, E] = 0, entdo o tensor curvatura de M (1.4.1) fica
Ryf(e;, E)E =V Ve, E — Ve, VEE.
Dessa maneira temos que
9(VEVigei, e;) = g(Rip(ei, E)E, ¢;) + g(Ve; VEE, €;).

Assim,

k k k
Z €¢g(vaE€i, e;i) = Z Eig<Rﬂ(eia E)E, e;) + Z Eig<veivEEa €;).
=1

i=1 i=1
= try g(Ryz (-, B)E, ) + divyy (VpE)
= —tr g(RM(E, )E, ) + leM(vEE)
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2.2 Foérmulas variacionais

ii) Da decomposigao
Tpﬁ =T,M & [TpM}L7
temos que
9(Vee,Vie) =g(Vee),(Vee) ) +9(Vee)®, (Vee)h).

Como (Vge;)" € T,M, entdao podemos escrever

(Vee) = ig(Vee) ', e))e;.

j=1
Portanto,
NG = b = 2 i 2
9(Vee) . (Vee)) => e2g(Vee)  e)glej.e5) =Y 9(Vee) )",
j=1 j=1
Uma vez que ET =0, de (2.1.1) resulta que
k k
g((vE ei)Tv Eel Z{—:Jg Eel € 25]9 AE ez Zgjg ezvej E)2
]:1 : :
Logo

k k
S cig(VeenVie) =Y eigiglale;,e;), B)? + Z eig(Vee)™ (Vee)h)

i=1 ij=1 i=1
= lg(a-, ), B)F+(VE) P
Os itens i) e ii) implicam que
tI'g gZ] Zglgn = 2|g(a(7)7E>|2+2|(VE)L|2+21H9 g(Rﬁ(vE)Ea)—i_levM(vEE)
m
Assim, usando os Lemas 2.2.6 e 2.2.7, temos que
w”(0) = —|g(al:, ), B)*+|(VE) *—tr, (R (E, ) E, ) + diva (Vi E). (2.2.4)

Considere o operador de Laplace-Beltrami no fibrado normal (T M)+ dado por

Ayn(p) ZazvL Ven(p), (2.2.5)

1=1
onden € [T,M]* e {ey, ..., ex } um referencial local ortonormal e geodésico em p. Considere também,
o operador A : HM* — H(M)* definido por

=Y eigjglale,e), X)ale, e;).

ij=1
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Teorema 2.2.8. [Segunda Variacao da Area] Com as notagoes acima, temos
Vol'(0) = = | g(ALE + A(E), E) + tr, g(Ry (B, ) E, ) av.
M
Demonstragio. Integrando (2.2.4) temos que
Vol'(0) = [ w"®)av = [ {~lgal-), E)P+(VE)* 2~ try g(Ryz (B, ) B, ) + divas (Vi E) V.
M M
a) Usando o Teorema de Stokes e que £ =0 em 0M temos que:
M
b) Usando que a conexao é compativel com métrica temos que
e:9(VE B, E) = g(VEVEE, E) + g(VE B, VEE). (2.2.6)
Logo,
J— k JE— JE—
/M|(VE)H2 v = /M S eig(Vee)t, (Vee)t)dv = Zsl/ (Vee)t, (Vee)t)dv
i=1
k
- Z&i/ {e:9(VE B, E) — g(VEVLE, E)}dV,
i=1 ‘M
Usando o Teorema de Stokes e o fato de que £ = 0 em M, temos que
(VL E E)dV :/ VL E E)V = 0.
/Meg( €; ) aMg( e; )
Logo,
o k k
/ (VE) 2V = — Z&/ 9(VEVEE E)dV = —/ 9( Y&V VEE E)dV,
M i=1 M M i=1
Portanto, de (2.2.5) e (2.2.6) obtemos que:
/ (VE)[2dV = —/ g(ALE, E)av.
M M

¢) Finalmente, temos que

/|g E)*dV = / Za‘@aﬁg (€i,€5), E) dVv

2,7=1

/ ( Z gi£59(a ez,ej),E)a(ei,ej),E> dv

2,7=1
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2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

De a), b) e ¢), concluimos que
Vol'(0) = = | g(A4iE + A(B), E) + tr, g(Ry(E,)E,-) V.
]

Observacao 2.2.9. Sejam M"~! uma hipersuperficie Lorentziana de uma variedade Lorentziana
M" e N : M — TM a aplicacdo normal de Gauss. Como M é Lorentziana, entdo N é do tipo-
espago e assim g(IN, N) = 1. Consideramos uma varia¢do normal com campo variacional £ = hN,

onde h : M — R é diferenciavel.

a) Como

k
fl(hN) =h Z eig;ig(alei,e;), N)a(e;, e;),

ij=1

temos que

k
g(A(hN),hN) = 1* Y eigjglalei,e;), N)* = h*|al?.

ij=1
b) tr, g(Ry7(hN,.)hN,.) = h*tr, g(R77(N,.)N,.) = h?Ricgz(N).

c¢) Como g(N,N) = 1, temos que g(V,N,N) = 0. Assim Vg N = 0. Portanto,

n—1 n—1 n—1
AyhN =3 he Vo Ve N+ 2e;(h)Vo N+ > eiei(e(h))N
=1

i=1 i=1

B nz—_; eiei(ei(h))N = (Ash)N.

Logo, resulta:
9(AyE, E) = g((Ayh)N,hN) = h(AR).

Portanto, usando a), b) e ¢), a segunda variagao da rea se escreve como:

Vol"(0) = — /M{h(Ash) + B2 +h2Ric(N)} dV. (2.2.7)

2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

Seja M uma variedade Lorentziana, 3-dimensional, com métrica g, e f : M — M uma imersao

de uma superficie M em M

Definicao 2.3.1. A imersao f é dita de tipo
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

i) espago, se a métrica induzida s = f*¢ é Riemanniana,
ii) tempo, se a métrica induzida s = f*g é Lorentziana.
Usaremos algumas notacoes classicas.

Definicao 2.3.2. A primeira forma fundamental é a forma bilinear induzida por f, isto é, se
peM,
I, R*xR* —R

I(v,w) = f*g(v,w) := gse)(df(p)(v), df(p)(w)).

Se {u,v} sdo coordenadas locais em M, em uma vizinhanga de p € M, a forma I se escreve

como

I = E(u,v)du® + 2F (u,v)dudv + G (u, v)dv?,

o 0 g 0 o 0
E—I(au’az)’ F—[(au’az})’ G—I(av’av)-

Seja N : M — T'M um campo normal ao longo de f, isto é, N(p) € [T,M]*. Se M é do tipo-

onde

espaco, entao N ¢ do tipo-tempo. Por outro lado se M ¢é do tipo-tempo, entao N é do tipo-espaco.

Para a segunda forma fundamental temos, em coordenadas locais {u, v}, a expressiao

a = e(u,v)du® + 2f (u,v)dudv + g(u,v)dv?,

0 0 0 0
€:_I<8U7Nu>, f:_I<8U7N’U>:_](Nu7av)7 g:_l<8van>

Além disso, as curvaturas média e Gaussiana (seccional) de M sao dadas (respectivamente) por:

eg — f?
K=-J—1
EG — 2

onde

_ Eg—-2fF +Ge

H
EG—F? ~

Definigao 2.3.3. Seja h € F(M). O operador de Laplace-Beltrami Ash = div(grad k) pode ser

escrito (em coordenadas locais) como:

2 2 2
Oh e 0N ) (2.3.1)

— ij _ ko~ 7
ASh a Z s (8uzau3 ZSFU 8uk

ij=1 k=1

onde ,I'}; sao os simbolos de Christoffel para a métrica s e (s"7) é a inversa da matriz (s;;).
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2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

Observacao 2.3.4. Considerando coordenadas isotérmicas {uy,us} em M, podemos escrever a
métrica s = pdu? + epdu3, onde p : U — R é uma fungao positiva de classe C* e e = 1, se f é do
tipo-espago, e € = —1, se f ¢é do tipo-tempo. Os simbolos de Christoffel sdo dados por

R O I R
s+ 11 24'0 aul’ s+ 11 2908u27 st 12 2('0 au2’
2 :iaﬁ 1 :_giai 2 1 390
st 12 2% 0u, 22 2 0u, 22 —

(2.3.2)
2cp Ouy
e, pela equacao (2.3.1), o operador de Laplace-Beltrami se torna
0?h & Oh
Ah o= Ysi(20 Jﬁ)
ZS (6u2 Z " 8uk

Ph  0%h . Oh
(W au) (Z F“a “srﬂau,)

1/0°h  O°h 1 Oh Oh

) (s (1)

ga(auf*' 3u2> [( ntestn )50 ntedn)g

pois s;; = 0, se i # j. Como €% = 1, entdo de (2.3.2) temos que
Ihtary= 00 Lo

srzl + Esrgz

Portanto,

1<Wh a%>. (2.3.3)

Adh==(55+e25
ou? * €8u§

1 se a métrica induzida é Riemanniana temos que o

Consequentemente, a menos do fator ¢~
operador de Laplace-Beltrami é o operador de Laplace e, quando a métrica induzida é Lorentziana,
é o operador da onda. Sejam M? uma superficie minima do tipo-tempo em MB, N:M—TM
a aplicagdo normal de Gauss de M e {ej, ez} um base ortonormal de T,M, p € M, com e; do

tipo-espago e ey do tipo-tempo. Temos que
aler,er) =M N, aleg,en) =X N e afe,ey) = A3 N.
Entao a equacao de Gauss fica:
Ks(er, es) = Kg(er,es) — (Mo — A*) = Kg(ey, e3) — det(a), (2.3.4)

onde Kg(ei,es) e Kg(eg,ep) sdo as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente. Como M ¢
minima temos que:
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Assim

0= ()\1 — )\2)2 = )\% + )\g — 2)\1)\2 = )\% + )\% - 2)\% — 2()\1)\2 — )\?)’) = |a|2—2 det(a).

Entao (2.3.4) se torna:

- a|?
Kg(ey,e2) = Kg(eq, e2) — N

Usando (1.4.2) resulta que

Ks(el, 62) = —Q(R(€1>€2)61, 62) = —Ri212.

Logo,

2
Q
Rig12 = —Ks(€1>6’2) - ’2‘

Por outro lado temos que

Ricgz(er) = —g(R(e1, e2)er, ea) + g(R(e1, e3)er, e3) = —Rigia + Rz,
Ricgz(e2) = g(R(e1, e2)er, e2) + g(R(ez, €3)eq, €3) = Rigia + Razas,
Ricgz(es) = g(R(e1, e3)er, e3) — g(R(e2, e3)er, €3) = Riziz — Rass,
onde e3 = N. Podemos escrever a curvatura escalar de M da seguinte maneira:
S(p) = Ricyz(er) — Ricgg(e2) + Ricyz(N)
= —2Ri212 + 2(Ri313 — Ra323)
= —2Ry912 + 2Ricy(N).

Usando (2.3.5) temos que a curvatura escalar S(p) de M fica
S(p) = 2Ks(e1, e2) + |a|* +2Ricyz(N).

Portanto,
’a‘Q: g(p) — 2K5(61, 62) - 2RZCM<N)

Substituindo em (2.2.7) temos que a segunda variagao da area se torna:

A"(0) = — /M{h(Ash) + h2[S(p) — 2Ks(e1, es) — Riegr(N)]} dV.

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

Por exemplo, se o ambiente tem curvatura constante temos que S(p) = Ricy(IN) e a segunda

formula da variagao é dada por:

A"(0) = /D (—hAM + 202 K5)dS.
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2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

Definigao 2.3.5. Seja uma parametrizacao ¢ : U C R? — M, onde D C U um dominio limitado

e uma funcao diferenciavel h : D — R. Dizemos que
i) D é h-estdvel, se A”(0) > 0.
ii) D é h-instdvel, se A”(0) < 0.
Lema 2.3.6. Dado um dominio limitado D C U na forma (a, b) x (¢, d) tal que
b—a=kr e d—c=km, (2.3.11)

para algum k, k; € Z. Entéo existe uma funcéo diferencidvel h : D — R que é solucéo do problema

hyw — hoyw = 4nh, ara todo (u,v) € D,
P (. 0) (2.3.12)
hlOD =0,
para todo n € Z.
Demonstragio. Sejam Fy(t) = sin(t) e Fy(t) = cos(t + 7). Temos que
F1(0) = F; =0
1(0) = Fi(mam) (2.3.13)
FQ(O) = FQ(?”LQ?T) = O,

para todo ni,ne € Z. Além disso,

Fl(t) = ~Fi( 2510
F{ () = ~Fa(t). -

Definimos
ho(u,v) = F;(n —1)(u —a))Fj((n+1)(v —¢)), i,j=1,2. (2.3.15)

Vamos mostrar que hy,(u, v) satisfaz o problema (2.3.12). Calculando as derivadas parciais e usando
(2.3.14) temos que

w = —(n—1)2F((n — 1)(u—a))F;((n +1)(v — ¢)) = —(n — 12hn(u, v),
PInls0) — o+ 1Bl 1)~ @) (1) — ) = —(n+ 1)*ha(uv).

Logo,
Pho(u,v)  0Pha(u,v)
ou? ov?

= 4nh,(u,v). (2.3.16)
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Além disso, de (2.3.11) e (2.3.13), temos que

hn(a,v) = Fi(0)F;((n + 1)(v - ¢)) = 0,

hn(b,v) = Fi((n = 1)(b = a)) F;((n + 1)(v — ¢)) = Fi((n = D)km) F;((n + 1)(v — ¢)) = 0,
hn(u, ¢) = Fi((n = 1)(u = a)) F3(0) = 0,

hn(u,d) = Fi((n = 1)(u = a)) F;((n + 1)(d = ¢)) = Fi((n = 1)(u — a)) Fj((n + 1)ky7) = 0,

(2.3.17)

pois (n — 1)k, (n + 1)k, € Z.
Uma vez que 0D = ({a} X [¢,d]) U ({b} x [¢,d]) U ([a,b] x {c})U ([a,b] x {d}), de (2.3.17) temos
que h, se anula na fronteira. Portanto de (2.3.16) e (2.3.17), h,, é solucgao de (2.3.12). O

Como a curvatura seccional Kg é uma funcao diferencidvel e para uma parametrizacao isotér-
mica F=—-G=X>0e F =0, afungdo A é de classe C*, entao AKg também ¢ diferenciavel de
classe C®. Além disso D é compacto, logo podemos garantir a existéncia de méximos e minimos
de AK em D.

Teorema 2.3.7. Seja ¢ : U C R?> — M uma parametrizacao isotérmica, D C U um dominio
limitado da forma (a,b) X (c¢,d) satisfazendo (2.3.11) e h, uma fungao diferenciavel da forma
(2.3.15) com n € Z.

i) Se 2n < min (AKjg), entao D é h,-estavel.
(u,v)eD

ii) Se 2n > (max_(/\KS), entdo D é h,-instavel.
u,v)€D

Demonstra¢io. Como h,, é da forma (2.3.15), entao h, satisfaz o problema (2.3.12). Portanto,
AAshy, = hyy — hyy = 4nhy,
e h,, se anula na fronteira de D. Portanto a segunda variacao da area (2.3.10) fica
Vol"(0) = /D (=B AA B + 20R2 K) dudy
— / (—dnh? + 2\h2 Ks) dudv

D
— / 2 h2[—2n + K] dudv.
D

Consequentemente:

i) Se 2n < (m)inf()\KS), entdao 2n < AKg para todo (u,v) € D. Portanto —2n + AKg > 0, o
u,v)ED

que implica que Vol”(0) > 0. Logo, D é h,-estavel.
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2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

ii) Se 2n > (mgxxﬁ()\KS), entdo 2n > AKg para todo (u,v) € D. Portanto —2n + AKg < 0, o
u,v)ED

que implica que Vol”(0) < 0. Logo, D é h,-instavel.

]
Exemplo 2.3.8. [Helicéide Lorentziano| Considere a imersao ¢ : U C R? — L? dada por
o(u,v) = (u, sinh usinh v, cosh u sinh v)
e o dominio limitado D = (0, k) x (0, k7). Temos que:
x, = (1, cosh usinh v, sinh u sinh v),
x, = (0, sinh u cosh v, cosh u cosh v).
Logo a métrica induzida é
I = cosh?(v)(du® — dv?)
e det I = —cosh*(v) < 0. Logo ¢ é uma imersio do tipo tempo. Portanto, de (1.2.2) o campo
normal ¢ - ) -
sinhv  coshu  sinhu
N(u,v) = - -
(v, v) <Coshv’ coshv’ coshv)
e g(N,N) =1, isto é N é do tipo-espago. De
ZTuy = (0, sinh usinh v, cosh u sinh v),
Ty = (0, cosh u cosh v, sinh u cosh v),
Zyy = (0, sinh u sinh v, cosh u sinh v),
resulta que a segunda forma fundamental é dada por:
11 = —2dudv.
Portanto as curvaturas Gaussiana e média ficam:
1
cosh™(v)
Logo, ¢ é minima e a segunda variagdo da area (2.3.10) é
A"(0) = / (—hah+ —2 as
-~ Jb *" " cosh*(v)
2h?
— /_{—h(huu — hw) + ———} dudbv. (2.3.18)
D cosh?(v)
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Uma vez que \K = obtemos que

cosh?(v)
_ 1
mnAK = ————>0 ¢ max\K =1
D cosh®(kym) D
Como 2n > 1 para todon > 0 e 2n < m para todo n < 0, entao pelo Teorema 2.3.7 temos

que, para todo n € Z e h,, uma fungao diferenciavel da forma (2.3.15) resulta:
i) se n <0, entdo D é hy,-estavel,

ii) se n >0, entdo D é h,-instavel.

Através desse exemplo vemos que a regiao ¢(D) dependendo da variagdo normal h é ponto

minimo ou é um ponto maximo da fungao area, isto é, dependendo de h temos que A”(0) > 0 ou
A"(0) < 0.

2.4 Graficos Minimos do tipo tempo em L?

Nesta secao vamos determinar a equacao das superficies minimas para superficies do tipo tempo
no espago de Lorentz 3. As superficies mostradas nesta se¢io podem ser encontradas em [2] e
[13].

Seja M C L3 uma superficie minima dada como grafico de uma funcao diferencidvel f : Q — M

de classe C?, com Q) C R?.

Vamos separar em dois casos, pois a equagao das superficies minimas vai depender da escolha

da parametrizagao por causa da métrica ser Lorentziana.

2.4.1 Casol-z= f(z,y)

Seja M a superficie parametrizada por:

o(r,y) = (v,y, f(z,y)), (v,y) €,

com a funcdo f(z,y) satisfazendo:
2 | 42
TR (2.4.1)

Como
¢m<x> ?/) = (17 O, fx(xa y)),

oy(z,y) = (0,1, fy(z,9)),
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2.4 Graficos Minimos do tipo tempo em L3

os coeficientes da primeira forma fundamental de M sdo:
E=1-f), F=—ff, e G=1—f..
Portanto de (2.4.1) temos que
EG—-F>=1-fl—f2<0.

Logo ¢ é do tipo tempo e o campo normal é dado por:
1
_fam _f 7_1 .
SR Y

Além disso, os coeficientes da segunda forma fundamental de M sao:

fw:v fxy fyy

N RN e e BN/ S

Portanto as curvaturas Gaussiana e média de M sao, respectivamente, dadas por

N —

_ _Julw—fay
SRR Yy

2(f2+ f2-1)3

Como vimos anteriormente M é critico da fungao area se e somente se H = 0. Logo a equacao

das superficie minimas para as superficies do tipo tempo da forma z = f(x,y)é

foolfy = 1) = 2fofyfay + fuy(fe* = 1) = 0. (24.2)
Em seguida, vamos apresentar alguns exemplos de graficos minimos.

Exemplo 2.4.1. Seja f(x,y) = a(z), onde a : R — R é uma fun¢ao diferencidvel que depende
somente de z. Nesse caso a equagdo (2.4.2) se torna o’(z) = 0. Portanto a(z) = ax + b, onde
a,b € R com |a|> 1. Analogamente, se f(z,y) = a(y), onde o : R — R é uma funcao diferenciavel

que depende somente de y, entdao a(y) = ay + b, onde a,b € R com |a|> 1.

Exemplo 2.4.2. [Superficie do tipo Scherk] Seja f(z,y) = a(x) + 5(y), onde « : R — R e
B : R — R sao fungoes diferenciaveis que dependem somente de x e de y, respectivamente. Nesse

caso, a equagao (2.4.2) se torna

o (2)(B'(y)* = 1) + 8" (y)(/ (2)* = 1) =0,
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

que é equivalente a

@) By

o) —1 Bly2-1
Uma vez que x e y sdo variaveis independentes, cada lado da equacao é constante. Indicando por

a € R esta constante, obtemos duas equacoes diferenciaveis ordinarias:
(2.4.3)

Portanto,
1. Se a =0, entao o/'(z) = f"(y) = 0. Logo,
alx) =ax+b e [B(y) = ay+ bo.

Portanto,
f(z,y) = a17 + agy + b3

, onde a? + a2 > 1.

2. Se a # 0, entdo a solugao de (2.4.3) é

o(x) = —In(fsinh(az)]) e A(y) = - In(jsinh(ay)])

h
com Q = {(z,y) € R% z,y # 0}. Uma vez que C_OS (w)‘ > 1, para todo w € R — {0}, temos
sinh(w)
que
(c?sh(x))Q N <09sh(x)>2 o1
sinh(z) sinh(y)

Portanto, o grafico da func¢ao f : 2 — M dada por:
1 1
f(w.y) = — In(sinh(e2)]) + - In(|sinh(ay)])

é uma superficie minima do tipo tempo.
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2.4 Graficos Minimos do tipo tempo em L?

Figura 2.1: Superficie do tipo Scherk.

Exemplo 2.4.3. [Helicéide| Neste exemplo vamos procurar superficies do tipo grafico cujas curvas
de niveis sao retas. Seja a curva de nivel o(t) = (x(),y(t), f(x(t),y(t))) tal que f(x(t),y(t)) = c.

Entao,

fwxl + fyy/ =0.
Uma vez que a curva estd contida em um plano paralelo ao plano (z,y), que possui a métrica
Euclideana dz? + dy?, entdo grad f é ortogonal a curva, o que implica que o(t) = (fy, —fz)-
Portanto,

Ck//(t) = (37//, y//) = (_fxfyy + fxyfya _fyfxx + fxyfx)

Logo, a curvatura da curva « é dada por:

",/

—zy —l—:E'y"
()2 + ()22
_ —fxx + Qfxfyfxy - fyy'

|lgrad f1]*
Como estamos procurando graficos minimos, temos que f(x,y) satisfaz a equagao (2.4.2), logo
k?(O[) — _ fzz + fyyg'
|lgrad f]|
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Uma vez que as curvas de nivel sao retas temos que k() = 0, ou seja

fa::v + fyy =0.

Portanto,

f(z,y) = Aarctan (Q) + B,

X

onde A, B € R. Além disso,
2

2, 2 _
fx +fy - $2+y2‘
Logo, o grafico de f: Q — R, onde Q = {(z,y) € R? — {(0,0)}; 2 + y* < A?}, ¢ uma superficie

do tipo tempo que ¢ um pedaco do helicoide:
o(u,v) = (ucosv,usinv, Av + B),

onde u € R tal que |u|< |A].

Figura 2.2: A superficie do Helicoide.
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2.4 Graficos Minimos do tipo tempo em L3

2.4.2 Caso 2-z= f(y,z2)

Considere a superficie M parametrizada por:

oy, 2) = (f(y,2),y,2), (y,2) €,

tal que a funcao f(y, z) satisfaz:
2 2
.= <Ll

De
goy(y, Z) = (fy(y, Z)? 17 0)7

©.(y,2) = (f=(y,2),0,1),

resulta que os coeficientes da primeira forma fundamental de M sao:
E=fl+1 F=ff. e G=fI—1
Portanto, de (2.4.4), temos que
EG—F*=—1+f— [} <0.

Logo ¢ é do tipo tempo. O campo normal é dado por:

1

m(L _fy7 fz)a

e os coeficientes da segunda forma fundamental de M sao:

62# f: fyz fzz

Noyzrerl

Portanto as curvaturas Gaussiana e média de M sao, respectivamente,

_fyyfzz - fy2z

RS
_fyy(fz2 - 1) - 2fyfzfyz + fzz(fy2 + 1)
21— f2+ f2)? |

K =

H =

N N )

(2.4.4)

Como vimos anteriormente M ¢ critico da funcao area se, somente, se H = 0. Logo a equacao das

superficies minimas para as superficies do tipo tempo da forma = = f(y, z) é:

fyy(ff - ]') - 2fyfzfyz + fzz(fy2 + ].) =0.

Vamos apresentar em seguida alguns exemplos de graficos minimos.
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Exemplo 2.4.4. Seja f(y,z) = a(y), onde a : R — R é uma fungao diferenciavel que depende
somente de y. Nesse caso, a equagao (2.4.5) se torna o”(y) = 0. Portanto a(y) = ay + b, com
a,beR.

Exemplo 2.4.5. Seja f(y,z) = a(z), onde a : R — R é uma fungao diferencidvel que depende
somente de z. Nesse caso a equagdo (2.4.5) se torna o’(z) = 0. Portanto a(z) = az + b, com
a,b € R e |a]< 1. Se a # 0, podemos reparametrizar este plano da seguinte maneira
xr b
r,y) = (z,y,— — —
o(x,y) = (2,9, - a)

que é o plano obtido Exemplo 2.4.1, pois |a|< 1.

Exemplo 2.4.6. [Superficie do tipo Scherk 2] Seja f(y,2) = a(y) + B(z), onde a : R — R e
£ : R — R sao fungoes diferencidveis que dependem somente de y e de z, respectivamente. Nesse

caso, a equagao (2.4.5) se torna

o"(y)(B'(2)* = 1) + B"(2)(/ (y)* +1) = 0,

que é equivalente a

) B
(y2+1 F(2) -1
Uma vez que y e z sdo variaveis independentes, cada lado da equacao é constante. Indicando por

a € R esta constante, obtemos duas equacoes diferenciaveis ordinarias:
(2.4.6)

Portanto,

1. Se a = 0, entao o"(y) = ”(z2) = 0. Logo, a(y) = a1y + by e 5(z) = asz + by. Portanto,
f(y,2) = a1y + agz + bz onde a3 — a3 < 1.

2. Se a # 0, entao a solugao de (2.4.6) é

ofy) =~ n(Jcos(ay)) e B(=) = - In(cosh(az),

a

ondeQ:{(y,z)E Rz;ja<y<4} Logo,
_ (sinh(az)\? sin(ay)\ 2
o=ty = <cosh(az)> B <cos(ay)> (2.4.7)

=1—tan?ay < 0,
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2.4 Graficos Minimos do tipo tempo em L?

sinh(z)
cosh(z)

T
pois < 1, para todo z € R e |y|> 1o Portanto, o grafico da funcao dada por:
a

fly,2) = —é In(|cos(ay)|) + é In(cosh(az))

¢ uma superficie minima do tipo tempo.

Figura 2.3: Superficie do tipo Scherk 2.

Exemplo 2.4.7. Vamos considerar superficies do tipo grafico cujas curvas de niveis sao retas.
Seja a curva de nivel a(t) = (f(y(t), z(t)), y(t), z(t)) tal que f(y(t),z(t)) = c. Entao,

fyy/ + sz/ = 0.

Uma vez que a curva estd contida em um plano paralelo ao plano (y, z), que possui a métrica
Lorentziana dy* — dz?, entdo (f,, —f.) ¢ ortogonal & curva, o que implica que /() = (—f., f,)-

Portanto,
O//(t) = (y//v Z//) = (_fyfzz + fyzfza _fzfyy + fyzfy)'

Como a curva é uma reta, temos que «’(t) = 0. Logo,

{ _fyfzz + fyzfz =0
_fzfyy + fyzfy =0
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

{ _fyzfzz + fyzfzfy =0
_f,ffyy‘|‘fyzfyfz =0.
Portanto,

_fy2fzz + nyzfzfy - fzfyy =0.

Como estamos procurando graficos minimos, temos que f(y, z) satisfaz a equagao (2.4.5), logo
for— fy = 0. (2.4.8)
Temos os seguintes casos:

1. A curva de nivel é uma reta do tipo espago, isto é, f2 — fy2 > (, entao a solucao de (2.4.8) é
z

,z) = Aarctanh
fy.2) (y

)+ B,

onde A, B € R. Portanto o grafico de f : © — R onde Q = {(y,2) € R%y? — 22 > A%} ¢é

uma superficie do tipo tempo que é um pedacgo do helicdéide Lorentziano
o(u,v) = (Av + B,ucoshv,usinhv),
onde u € R tal que |u|> |A|. Veja Figura 2.4(a).
2. A curva de nivel é uma reta do tipo tempo, isto é, f2 — fy2 < 0, entao a solugao de (2.4.8) é
f(y, z) = Aarctanh (g) + B,
onde A, B € R. Portanto o gréafico de f : 2 — R, onde
Q={(y.2) eR*—{(0,0)}sy* — 2* < 0},
¢ uma superficie do tipo tempo que é um pedaco do helicéide Lorentziano
o(u,v) = (Av + B,usinh v, ucoshv),

onde u € R. Veja Figura 2.4(b).
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2.4 Graficos Minimos do tipo tempo em L?

o

R
a

I T A T B I I B

o)
=)

Figura 2.4: (a) Helicéide Lorentziano 1 e (b) Helicoide Lorentziano 2.

3. A curva de nivel é uma reta do tipo luz, isto é, f2 — fi = 0, entao a solucao de (2.4.8) é
f(y,z) = Ah(y +2) + B,

onde h : I — R é uma funcao de classe C2. Portanto o grafico de f :  — R é uma superficie

do tipo tempo. Como exemplo, podemos escolher h(w) = cosh(w) obtendo

f(y,2) = cosh(y + 2),

que estd definida em todo R% Portanto o grafico de f é uma superficie minima do tipo

tempo completa.
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

1.500

Figura 2.5: A superficie grafico de f(y, z) = cosh(y + 2).

Exemplo 2.4.8. [Catenoide Hiperbdlico Lorentziano] Vamos considerar agora f(y, z) = h(z2—y?),

onde h : I — R ¢ uma funcao de classe C?. Como

{ fy=—2uyh e f.=221 (2.49)
foy = =20 +4y°h",  f..o =20 +42°0" e f,. = —dyzh",
entao a condigao (2.4.5) se transforma em
zh" (z) — 2z(h (x))* + K (z) = 0, (2.4.10)
cuja solugao ¢ ,
VT
h(z) = - arcsinh (%—), (2.4.11)

onde ¢ € R é uma constante nao nula. Portanto o grafico de f : Q@ — R, onde Q = {(y,2) €
R?; 2% — y? > 0} é uma superficie do tipo tempo pois
4
2 g2
— [ = < 1.
fe=1y 1+ (22— 2

Observe que esta superficie pode ser parametrizada por

2 clu
_ (= . e | .
QO(U,U) = (C arcsmh( B ),USIH]IU,UCOShU),
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2.4 Graficos Minimos do tipo tempo em L?

onde {(u,v) € R*u # 0}.

Figura 2.6: Catendide hiperbodlico Lorentziano.

Com estes exemplos, concluimos que o helicéide nao é a tnica superficie minima regrada do
tipo-tempo em IL2. Para concluir esta secao, vamos fazer algumas observacoes sobre o Teorema de
Bernstein, cuja versao classica de Bernstein estabelece que se f : R? — R é uma funcao diferencidvel
cujo grafico é uma superficie minima, entao tal grafico é um plano. Este resultado foi estendido
por Ossermann que provou que uma superficie minima completa do tipo espaco em L3 ¢ um plano.
Para graficos minimos completos de tipo-tempo, o resultado nao vale, como mostra o Exemplo 2.5.
Porém T. Weiestein tem provado que um grafico minimo completo do tipo-tempo é conformemente
equivalente ao plano de Lorentz 2. Este resultado ¢ significativo pois o teorema da uniformizacao
para superficies Riemannianas nao vale para superficies Lorentzianas e, de fato, temos infinitas
classes conformes de superficies Lorentzianas simplesmentes conexas (ver a Observagao 1.6.6 do
Capitulo 1).
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Capitulo 3
A representacao de Weierstrass

A férmula da representacao de Weierstrass é uma ferramenta basica na teoria classica de su-

perficies minimas em R3. Uma versdo local pode ser dada da seguinte maneira:

Teorema 3.0.1. (Representacdo de Weierstrass). Seja {2 C C um conjunto aberto dotado de
uma coordenada complexa z = u+iv. Seja f : Q — R3 uma imersao minima conforme. Definimos

¢ € T(f*TM & C) como o vetor tangente complexo
of 1 <8f ,8f>

=%, ou Z@v

0z 2
Entao, as componentes Euclideanas ¢,, a = 1,2, 3, de ¢ definidas por:

3 0
¢ :;%87%7

satisfazem as seguintes condic¢oes:
i) |17 +|¢al*+[5]*> 0,

ii) ¢1° + ¢o” + 3> =0,

9¢a
0z

Além disso, se () é simplesmente conexo, ¢, : 2 — C,a = 1,2, 3, sdo fungoes satisfazendo as trés

=0.

iii)

condigOes acima e 2, € €, entdo a aplicagio:

f=2Re<_/Zj¢>dZ) (3.0.1)

¢ bem definida e representa uma imersao minima conforme.
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3. A representacado de Weierstrass

Observacao 3.0.2. As formas ¢;dz, i = 1,2,3, sdo fechadas pois ¢; sao holomorfas. Portanto,
¢idz sado exatas se ) for simplesmente conexo, e as integrais em (3.0.1) ndo dependem do caminho

da integracao escolhido.

A condigao i) do Teorema 3.0.1 nos diz que f é uma imersao, i) que f é conforme e i) que
f é minima. Para mais detalhes veja [4], por exemplo.

A féormula da representacao de Weierstrass tem uma dupla importancia. Por um lado é uma
grande ferramenta para a producao de exemplos, e por outro lado permite o uso da teoria de
funcoes holomorfas para a investigagdo de propriedades estruturais de superficies minimas.

Um exemplo tipico de um resultado geral que deriva do Teorema 3.0.1 é o Teorema de Bjorling
que afirma que, dada uma curva real analitica 8 : (0,1) — R® e um campo de vetores analitico

unitario £ ao longo de 3, com (£, B} = 0, existem € > 0 e uma imersao minima conforme
f:(0,1) x (—€,¢€) = R3

tal que f(t,0) = 5(t) e £ é normal a f ao longo de §. Além disso, duas tais imersoes coincidem ao

longo da interseccao de seus dominios.

3.1 Swuperficies minimas no espaco de Lorentz-Minkowski

Para o caso de imersoes minimas tipo espaco no espaco de Lorentz-Minkowski I3, um teorema
do tipo representacao de Weierstrass foi provado por Kobayashi em [13] e pode ser enunciado da

seguinte maneira:

Teorema 3.1.1. Seja 2 C C um conjunto aberto dotado de uma coordenada complexa z = u+1v.
Seja f : Q — L3 uma imersao minima conforme do tipo espaco. Entdo as componentes do vetor

tangente complexo
_of 3 0
(b - az - § ¢aa )

a=1 a

satisfazem as seguintes condigoes:
i) |17 +|¢a]*~[85[*> O,

i) ¢+ ¢ — 93> =0,

09q
0z 0

iii)
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3.1 Superficies minimas no espago de Lorentz-Minkowski

Além disso, se € é simplesmente conexo e ¢, : 2 — C,a = 1,2, 3, sdo fungoes satisfazendo as

condicoes acima, entao a aplicacao:

£ =2Re( / ¢ dz)
¢ uma imersdo minima conforme do tipo espaco em L3.

No caso de superficies minimas do tipo tempo em L2 é exigido que pardmetros locais pertencam
a uma estrutura de Lorentz nessas superficies. Essa estrutura é modelada através da algebra dos
ntimeros paracomplexos L = {a + 7b : a,b € R}, onde 7> = 1 (Veja Apéndice A). Novamente,
noés temos um teorema do tipo representacao de Weierstrass para imersoes do tipo tempo que foi

provado por Konderak em [15] e pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 3.1.2. Seja 2 C L um conjunto aberto dotado de uma coordenada paracomplexa
2 =u+7v. Seja f :  — L3 uma imersdo minima conforme do tipo tempo. Entdo as componentes
do vetor tangente paracomplexo definidas por:

af &0
¢_$_a§1¢aaxaa

satisfazem as seguintes condicgoes:
i) |17 +|¢a]*—[85]°> O,

i) g2+ ¢ — 93> =0,

9¢a
0z

Além disso, se ) é simplesmente conexo e ¢, : @ — L,a = 1,2,3, sao fungoes satisfazendo as

= 0.

iii)

condigoes acima, entao a aplicacao
f = 2Re( / ¢ dz)

¢ uma imersao minima conforme do tipo tempo em L3.

0
Observacgao 3.1.3. No teorema acima as derivadas ;Za sao no sentido de Lorentz. Como no
z
a

0
caso complexo, a condi¢ao 5 = 0 nos garante que a integral nao depende da escolha do caminho
z
(veja Apéndice A).
Nos teoremas anteriores o fato que a codimensao da imersao é 1 é irrelevante. A condi¢ao

essencial é que () seja bidimensional.
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3. A representacado de Weierstrass

3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

No caso de superficies minimas em variedades Riemannianas n-dimensionais uma representagao
de tipo Weierstrass foi obtida por F. Mercuri, S. Montaldo e P. Piu em [18]. A representacao de
Weierstrass para superficies minimas em variedades Lorentzianas 3-dimensionais se encontra em
[16]. Vamos agora generalizar esta dltima para variedades Lorentzianas n-dimensionais.

Seja, entdo, M uma variedade munida de uma métrica Lorentziana g e f : M — M uma
superficie de classe C*° com uma métrica h nao-degenerada. Temos que a aplicagdo f induz uma
métrica s = f*(g) que geralmente nao tem rela¢ao com h.

Sejam 4V, ,V e ;V as derivadas covariantes com respeito as métricas g, h e s respectivamente.

Defini¢ao 3.2.1. Diremos que f : M? — M é harmonica se, e somente se,

™(f) = tra(nVdf) =
O campo 7(f) é dito campo de tensao de f.

Em termos de coordenadas locais {uy,us} em M e {zy,...,x,} em M podemos escrever

2

i,7=1
Portanto,
— 17 o Y
;{AhfaJri;h a%;lg 550 auj}a% (3.2.1)

onde (h") é a inversa da matriz (h;;) e Ay é o operador de Laplace-Beltrami (2.3.1) para h.
Definicao 3.2.2. Chamaremos H" = trj, a de vetor curvatura média-h em f.

Proposigao 3.2.3. Uma aplicagdao f : (M,h) — (M, g) de classe C* é harmonica se, e somente
se, f: (M,\h) — (M,g) é harmonica para toda funcdo A # 0 em M de classe C*.

Demonstragio. Tomando coordenadas isotérmicas {uj,us} em M, podemos escrever a métrica
h = @du?+epdu3, onde ¢ : U — R é uma funcio positiva de classe C® e e = 1, se f é do
tipo-espago (¢ = —1, se f é do tipo-tempo). De (2.3.3) e (3.2.1) temos que o campo de tensao de
f é dado por

Cé;{(ana a;fa) £y, 57< fﬁ) ey gFgﬁ(g{Z)Q}ai. (3.2.2)

7B 1 Cll,ﬁ:l
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3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

Portanto, para a métrica hy = Ah de (3.2.2) resulta que

n

=S5 5) £ o

2 o0an) +e 2 (5) )

Byt Ous 0x,
Logo,

() = ),
e o resultado segue. O]
Definigao 3.2.4. Seja f: (M, h) —

(M, g) de classe C*. O par de métricas h = 37
es= Zij

ij=1 hwduzdu]
_1 Sijdu;du; em M define as funcoes

haasi1 + hi1sae — 2h12812 det s
H = H(h, K = K(h,
(h,s) = 2det h ¢ (hys) = det b’
A funcdo H é também conhecida como a funcio energia E de f

1. Se H(h,s) # 0, a métrica T = |H|h é chamada de métrica de energia 1

2. Se K(h,s) # 0, a métrica I] = /| K|h é chamada de métrica equiareal

Teorema 3.2.5. Uma aplicacao f
somente se,

(i)

: (M, h) — (M, g) de classe C*® com K # 0 é harmonica se, e

{ Luz - Mu1 = L(SF%Q) M(sré - SF%I)

- N(SF%1)7
up L(SF%2) + M(SF§2 - SF%Q)

~ N(.I%). )
(i) H" =0,

onde II = Ldu? + 2M duyduy + N du3.

As equagoes (3.2.3) sao conhecidas com as equagoes de Codazzi-Mainardi e a demonstragao do
Teorema 3.2.5 pode ser encontrada em [20]

Definigao 3.2.6. Seja f : (M, h) — (M, g) de classe C*°. Entao:

1. f é dita uma imersao isométrica se, e somente se, s = h

2. f é dita uma imersao conforme se, e somente se, s = Ah, para alguma funcao A # 0 em M
de classe C'°.
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3. A representacado de Weierstrass

Definigao 3.2.7. Uma aplicagao f : (M,h) — (M, g) de classe C* é dita uma imersao minima

se, e somente se, det s # 0 e H* = 0.

Lema 3.2.8. Uma imersao isométrica f : (M, h) — (M, g) de classe C* é harmonica se, e somente

se, ¢ uma imersao minima.

Demonstragio. Como f é uma imersao isométrica, temos que s = h. Entao

dets =deth # 0,

B det s B det h B
~deth deth

as métricas s e h satisfazem as equagoes de Codazzi-Mainardi,

140,

o HI = Hs.

Logo, pelo Teorema 3.2.5, temos que f é harmonica se, e somente se, H" = 0, ou seja, H* = 0.

Portanto pela Definicao 3.2.7 f é harmonica, se, e somente se, f for minima.

Teorema 3.2.9. Uma imersdo conforme f : (M,h) — (M,g) de classe C* é harmonica se, e

somente se, € uma imersao minima.

Demonstrag¢io. Como f é uma imersao conforme temos que s = Ah, para alguma funcdo A # 0
em M de classe C'™°.

Seja hy = A h. Assim hy = s e pelo item i) da Defini¢do 3.2.6 temos que f : (M, hi) — (M, g)
é uma imersdo isométrica. Portanto, pelo Lema 3.2.8, temos que f : (M,h;) — (M,g) é uma
imersdo harmonica se, e somente se, é minima.

Agora pela Proposicao 3.2.3 temos que f : (M,h) — (M,g) é harmonica se, e somente se,
f:(M,hy) = (M,g) é harmoénica. Portanto f : (M,h) — (M, g) é harmonica se, e somente se, é

minima. O

Consideremos o caso de imersoes tipo-espago e tipo-tempo em uma mesma abordagem. Para
isto denotaremos por K o conjunto C ou I e M denotard uma superficie de Riemann (no caso
tipo-espago) ou uma superficie de Lorentz (no caso tipo-tempo).

Seja (W, ¢) uma variedade Lorentziana n-dimensional e f : M — M" uma aplicagdo suave. A
métrica Lorentziana e a conexdo de Levi-Civita de M induzem no fibrado pullback f*(TM) uma
métrica e uma conexao compativel, a conexao pullback. Considere o fibrado (para)complexificado

E = f*(TM) ® K. A métrica g pode ser estendida para E das seguintes maneiras:

o uma forma bilinear (para)complexa (.,.): E x E — K;
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3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

« uma métrica (para)Hermitiana ((.,.)) : E x E — K;

Estas duas extensoes sao relacionadas por:

(VW) = (V. W).
Sejam (u,v) coordenadas locais em M.
e Se M é uma superficie de Riemann, seja z = u + iv o parametro local complexo e defina
2_1(0 0y 0 _10 0)
0z ou ov) 0z 2\0u Ov/)’

e Se M é uma superficie de Lorentz, seja z = u+ 7v o parametro local paracomplexo e defina
o 1 < 0 n 0 ) 0 1 ( 0 0 )
—=—|=+7= —=-|l=-7=).
0z 2\ou Ov) 0z 2\du v

_of
0= 5

como uma secao de E e nés temos as seguintes propriedades:

Podemos olhar

e Se f é uma imersao entao ((¢, ¢)) # 0.

(gf + T?i) entao

De fato, se f é uma imersao do tipo tempo, sendo que ¢ = —

2
o - (e DL D)
_ 1 <3f 8f> T <8f 8f)+1 <af 8f> ng< of af)

8g 8({1; 88u a@v ov’ du ov’ v
- [ (ai ai) g(aﬁ am
1 /o0f oOf
= 595w 30)

pois foram escolhidas coordenadas isotérmicas. Analogamente, se f é uma imersao do tipo-

espago temos que ((¢, ¢)) # 0.

e Se f é uma imersdo entao, f é conforme se, e somente se, (¢, ) = 0.
De fato, se f é uma imersao do tipo-tempo, temos que

09 = (35 75) 35 7))

= 29(ur) * 719G 00) 719G ) 19 )

= aloGe o)~ oG 3] + 50
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3. A representacado de Weierstrass

Portanto, (¢, ¢) = 0 se, e somente se,

(Geon) (o) © 9Gua)-

Y

ou seja se, e somente se, f é conforme. Analogamente, se f é uma imersao do tipo-espago

temos que f é conforme se, e somente se, (¢, ¢) = 0.

Seja f uma imersdao do tipo-espago (ou tipo-tempo) e z = u + v (ou w + Tv) um pardmetro

isotérmico local. Entdo a métrica induzida em M é dada por:
ds* = N (du® £ dv?) = \?|dz|?

e o operador de Laplace-Beltrami em M é definido por

0? 0? 0 0
A=A (o5 £ ) =412

(8u2 8112) 0z 0z
Seja {x1,29,...,x,} um sistema de coordenadas locais em uma vizinhanca U de M" tal que
Un f(M) # (), entdo em um conjunto aberto Q C M, temos que ¢ = >SI; ¢i£, onde ¢;
sao fungdes (para)complexas definidas em €. Logo, com respeito a decomposigao local de ¢, 75(f)

pode ser escrito como

" o~ Of;0fky O
_ : 2 i J
Ts(f) - ;{Asfz+4)\ j;lrjk 9z az}axz

= 4\ QZ{(%’ + Z Fk(qubk}

onde I' i sao os simbolos de Christoffel de M.
Agora pelo Teorema 3.2.9 temos que f é minima se, e somente se, ¢ harmonica. Da Defini-

¢ao 3.2.1, f é minima se, e somente se, 7(f) = 0, ou seja

Wbt =0, i=1,..mn. (3.2.4)
7,k=1

Podemos olhar (3.2.4) como um sistema de primeira ordem de equagoes diferenciais em ¢;, que

pode ser escrito como

99
0z

+2Y T Re(¢;én) +ZF |o;?=0, i=1,..,n

i>k

0
Portanto ii € R. Logo,
0z
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3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

e Se M é uma superficie de Riemann, temos que

az_2< ou o )+2< ou o )

e Se M é uma superficie de Lorentz, temos que

0¢; 1 /0Re(¢;) OIm(¢y) T (0Im(¢;)  ORe(¢;)
(92_2( ou o >+2< ou ow )

Assim, obtemos que

oIm(¢;) n ORe(¢;)
Ju v
A equagdo (3.2.5) diz que a 1-forma ¢;dz nao tem periodos reais, entao a integral Re [ ¢;dz estd

— 0. (3.2.5)

bem-definida. Portanto demonstramos o seguinte

Teorema 3.2.10 (Representacdo de Weierstrass). Seja (M, g) uma variedade Lorentziana e
{z1,...,x,} coordenadas locais. Sejam ¢;, j = 1,...,n, fungdes (para)complexas em um domi-
nio aberto simplesmente conexo Q C K que sao solugoes de (3.2.4). Entdo a aplicagao f : Q — M

com fungoes coordenadas

filu,v) = 2Re</2: ¢jdz), j=1,..n,

¢ bem-definida e define uma imersao minima conforme do tipo-tempo (ou tipo-espaco) se, e somente

se, as seguintes condigoes sao satisfeitas
n n .
o X1 9ikiok # 0;

o X lk=19ik0jPr = 0.

3.2.1 A Representacao de Weierstrass para o caso de grupos de Lie

Seja G um grupo de Lie n-dimensional dotado de uma métrica invariante a esquerda Lorentz-
iana e com a conexao de Levi-Civita V. Sejam 2 C K um conjunto aberto e f : {2 — G uma imersao
minima conforme do tipo-tempo (ou do tipo espago) e {Ey, Es, ..., E,,} um referencial ortonormal
de campos invariantes a esquerda com Fy, s, ..., E, 1 do tipo-espacgo e F),, do tipo-tempo.

Fixado um pardmetro isotérmico z € ), podemos escrever o campo tangente (para)complexo

of
—— ao longo de f tanto em termos de coordenadas locais {z1,zs,...,x,} em G, como usando os

0z

campos invariantes a esquerda. Portanto, temos que

n ) n
= i 'E’h
6= Yoz = L

)

95



3. A representacado de Weierstrass

onde as funcgoes ¢; e ¢;, com ¢, j = 1, ..., n, estao relacionadas por

j=1
onde A : Q — GL(n,R). Em termos das componentes 1); a equacao (3.2.4) pode ser escrita como
oy 1 & ., - :
5z T3 Y Lije =0, i=1..n, (3.2.7)

Jk=1
onde os simbolos L;k sao definidos por
n k

k=1

comi,j=1,..n.
Sejam ij as constantes de estrutura da algebra de Lie de G, ou seja, [E;, E;] = Y5, CZEEk

Assim, pelo Teorema de Levi-Civita, temos que

AV B By = —([E), B, Ei) — (B, Ex], Bj) — ([E}, Ei], E)
= —Ci(Ei, E;) — Cy(E;, Ej) + Cf(Ex, Ey).

Como
Lk
<VE1‘EJ'7 Ek> = 2] <Ek7 Ek‘>>
entao,
LE(Ey, Ey)? = —Ci(E;, E)(Ey, Ey) — Ch(E}, E;)(Ey, Ex) + CE(Ey, E)*.
Portanto,

Lj; = Cf; = Ceier, — Chegen, (3.2.8)

onde g; = (E;, E;), com i = 1,...,n. Assim o Teorema 3.2.10 pode ser escrito no caso de um grupo

de Lie n-dimensional da seguinte maneira:

Teorema 3.2.11. Seja G um grupo de Lie n-dimensional dotado de uma métrica Lorentziana
invariante a esquerda e {Ey, ..., E,} campos ortonormais invariantes a esquerda. Seja f : Q — G
uma imersao minima conforme do tipo-tempo (ou do tipo-espaco), onde 2 C K é um conjunto
aberto. Defina o vetor tangente (para)complexo ¢ € I'(f*T'G ® K) por

0
sz =
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3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

Entao, as componentes v;, © = 1, ..., n, de ¢ definidas por

n

o(z) =Y hiE;,

i=1
satisfazem as seguintes condic¢oes:

L1 PP 4. + [ [P —[¢n]*#£ 0,

o2+ + by ? — U2 =0,

s
0z

1il.

1 & R .
Ty Yo Ly =0, i=1,..,n
]7k:1

Respectivamente, se 2 é um conjunto simplesmente conexo e v; :  — K, com i = 1,....n,

satisfazem as condigbes acima, entao a aplicacao f : 2 — G definida por

= 2Re(/zn:Aij¢jdz), i—1..n, (3.2.9)
j=1

¢ uma imersao minima conforme do tipo-tempo (ou do tipo-espago).

As equagoes do item iii. do Teorema 3.2.11 tém a vantagem de serem equagoes com coeficientes
constantes, mas o uso da férmula (3.2.9) tem problemas pois as funcoes A;; devem ser calculadas
ao longo das solugoes. Porém, em muitos casos, podemos usar argumentos ad hoc para superar o

problema. Vamos dar alguns exemplos a seguir:

Exemplo 3.2.12 (O grupo produto H? x R.). Consideraremos o modelo do semi-plano superior
para o plano hiperbélico dado por H? = {(z1,z2) € R? : z, > 0} e seja x3 o parAmetro natural
em R. O espaco H? x R é um grupo de Lie Lorentziano com a estrutura de produto e munido da

métrica invariante a esquerda Lorentziana dada por:

1
g = —(da} + da3) — dx.
L2

Com respeito a métrica g, uma base ortonormal de campos vetores invariantes a esquerda ¢é dada

por:
0 0 0
Ey=20y—, Ey=1xy— ¢ E3=—.
! v 8:(:1 ’ 2 v 81:2 ¢ 5 aZEg
Assim a matriz definida em (3.2.6) é dada por
T2 0 0
d(Lg)h = 0 z2 O
0 0 1
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3. A representacado de Weierstrass

Logo, temos que

P2 (u,v) = zotha(u, v), (3.2.10)
¢3(u, v) = s(u,v),

e, também,

Fi(u,v) = 2 Re( / o, 01 (u, ) d2),
fo(u,v) = exp(2 Re/lpg dz),

fs(u,v) = 2Re(/ Ps(u,v)dz).
Da segunda equagdao em (3.2.10) temos que fo = exp (2 Re([ ¥2dz)). Além disso, as tGnicas cons-
tantes de estruturas da algebra de Lie ndo nulas sdo C}, = —1 e C3; = 1. Logo L}, = —2e L3, = 2

e os outros ij sao nulos. Assim o item iii) do Teorema 3.2.11 fica

o

az - ¢11/}2 - 07

0 _

(;p_Q + 11 =0,

z

O3

— =0.

0z
O o

Observe que se 1 é LL-diferenciavel, ou seja, —— = 0 entao wlwl =0e ¢Y— 93 = 0. Noés

0z

podemos considerar, por exemplo, que 1, = 0, ou seja, o plano z; = cte.

Exemplo 3.2.13 (O grupo de Heisenberg Hs). O grupo de Heisenberg H3 é um grupo de Lie
nilpotente de grau 2 representado por
1 z 2+ %:Uy
HgZ{ 0 1 Yy ,x,y,zGR}.
00 1

A algebra de Lie h3 de Hs é representada pelas matrizes da forma

0 = =z
{ 0 0 y ,x,y,zER}.
0 0 0

Seja ¢ : R? — H a aplicacdo dada por

1 x
Sp(xaya Z) = 0 1
0 0



3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

O grupo de Heisenberg é isomorfo a R com o produto
1
(T1, 91, 21) * (T2, Y2, 22) = (21 + T, Y1 + Y2, 21 + 22 + §($1y2 — Y1T2)),

onde esse isomorfismo é dado por . Considere a métrica Lorentziana invariante a esquerda dada

por

1 1 2
— g2 2_ (2 _ =
g=dx"+dy <2yda: 2xdy+dz) .
Entao, uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda é dada por

o yo 0 x0

0
:%_557 E2(x7y7z):aiy+§$ € E3(x7yuz) = 4.

E
1(%%»’«') 627

com {Ey, F»} tipo-espaco e E3 tipo-tempo. Logo,

1 0
A=1 0 1 ,

_y =z

2 2
assim

(bl (U, U) = wl (U, U)?

¢2(u7 U) = 'QDQ(U, U)?

)2 J1
P3(u,v) = —5% + 51#2 + 3.

Logo,

fi= 2Re(/"¢1 dz),
fo= 2Re(/¢2 dz),
J3= QRG/ <— J;2¢1 + ];lwg —H/Jg)dz.

Além disso os Unicos ij nao nulos sao

1 1
L?QZL%i’):Lgl:i e 7L31:L§2:L%3:_§.
Logo o item iii) do Teorema 3.2.11 se torna:

0 _

&;il — Re(1312) =0,

0 _

2 ¥ Re(fotn) =0,

0 1 _ _

Ve ) =0
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3. A representacado de Weierstrass

Exemplo 3.2.14 (O espaco de De Sitter S?). O espaco De Sitter S? pode ser modelado com o
semi-espaco,
Ri = {(z1,75,23) €R? : 23 >0}

munido da métrica Lorentziana invariante a esquerda dada por

1
g= x—%(dxf + dx3 — dz3).

Uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda é dada por

9, 0 0
E1—133 EQ—.T3 e E3—$3

81 8x2 33

com {FE1, Es} do tipo-espago e E3 do tipo-tempo. Logo, sendo

T3 0 0
A= 0 I3 0 s
0 0 T3
assim
§Z§1(U,,’U) = (U,U),
¢2(u> U) (U, U)v (3211>
¢3(u,v) = x3¢3(u v).
Da terceira equagao em (3.2.11) temos que f3 = exp (2Re([ ¥3dz)). Logo,
fi= QRG(/ fahdz),
fo = 2Re( [ fytbad2),
f3 = exp(2 Re/wgdz).
Observe que os tnicos LY nao nulos sdo Ljy = L3y = L}, = L3, = —1. Logo o item iii) do
Teorema 3.2.11 se torna: o0
71 — yhy = 0,
8
ﬂ — by = 0,
(9
(;PS — (P11 + thotdy) =

Alguns exemplos explicitos de superficies minimas nos espacos acima considerados podem ser

encontrados em [16] e [18].
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3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

Os espagos acima considerados sdo importantes pois fazem partes das oito “geometrias 3-
dimensionais” considerada por W.P. Thurston (veja [24] e [25]). Estas “geometrias” sdo espagos

homogéneos simplesmente conexos, com quocientes compactos, e sao

—~——

S}, R®, H3, H;, H2xR, S*xR, SI2,R) e Sol(3),

—_—

onde SI(2,R) é o revestimento universal do grupo especial linear SI(2,R) e Sol(3) é um grupo
soltivel 3-dimensional.
A resposta positiva dada por G. Perelman a conjectura da geometrizagdo garante que toda

variedade Riemanniana 3-dimensional é obtida “colando pedacos” isomorfos a tais geometrias.
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Capitulo 4

Representacao de Weierstrass para

espacos de Damek-Ricci

Os espagos de Damek-Ricci sao grupos de Lie conexos e simplesmente conexos, onde a al-
gebra de Lie é soma semi-direta da dlgebra generalizada de Heisenberg com um espago vetorial
unidimensional, dotado de uma métrica invariante a esquerda. Além disso, estes espagos podem
ser vistos como produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg com um grupo de Lie
unidimensional.

Consideraremos espacos de Damek-Ricci Lorentzianos de dois tipos:

e produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg com um grupo de Lie Lorentziano

unidimensional,

o produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg Lorentziano com um grupo de Lie

Riemanniano unidimensional.

Neste capitulo consideraremos, iremos desenvolver a formula da representacao de Weierstrass
para os espacos de Damek-Ricci Lorentianos 4-dimensionais mencionados acima e faremos alguns

exemplos.

4.1 O caso Riemanniano

Nesta se¢ao, seguiremos [5].
Sejam b, e z, espagos vetoriais reais com produto interno, de dimensao m e n respectivamente,

e B : by X b, — 2z, uma aplicacao bilinear anti-simétrica.
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

Consideremos a soma-direta b+, = by, ® 2z, com o produto interno (-, )y, . tal que by, e z, sao
perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-algebra J : z, — End(by,), onde J(Z) = Jz,

por
<JZU7 V>hm+n = <6<Ua V)7Z>hm+n7 (411)

para todo U,V € b,, e Z € z,.

Proposigao 4.1.1. Sejam U + X,V +Y € b,,.,,. Defina

U+ X,V+Y]|=p5UYV). (4.1.2)
Entéao [-, -] é um colchete de Lie em b,,+,, € consequentemente, b,,+, ¢ uma algebra de Lie.
Demonstra¢io. Como 3 é bilinear e anti-simétrica temos que [-,-] é também bilinear e anti-

simétrica, assim basta mostrar a identidade de Jacobi. Como

U+ X, V+Y W+Z]] = [U+X,B(V,W)]

U+ X,0+ 3(V,W)]

= BU,0)=0=0+0

= B(0,W)+ B(V,0)

= [BUV),W+Z]|+[V+Y,8UW)

= [[U+X,V+Y||[W+Z||+[V+Y,[U+ X, W+ Z]]

temos o desejado. O]

Definigao 4.1.2. A algebra de Lie b,,., ¢ dita dlgebra generalizada de Heisenberg se

Jy=—(Z,Z),...ids,,,

para todo Z € z,. Além disso, como b,,., € uma algebra de Lie real de dimensao finita, existe um
grupo de Lie associado simplesmente conexo que denotamos por H,,,, dotado de uma métrica

Riemanniana invariante a esquerda g, que é chamado de grupo generalizado de Heisenberyg.

Considere a soma direta $,, 1,411 = Bimin @ a, onde a é um espago vetorial unidimensional. Um
vetor em §,, 1,1 € escrito de uma tnica maneira como U + X + sA, onde U € b,,,X € z,, s € Re

A um vetor unitario em a.
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4.1 O caso Riemanniano

Proposicao 4.1.3. Sejam U+ X +rA,V +Y + sA € s5,,.,11. Defina

U+X+1AV+Y +sA)=U+X,V+Y)y, . +75s (4.1.3)

¢ 1 1
U+ X +rAV+Y +sA =[U, V... + 5rv — 5sU +7rY —sX. (4.1.4)
Entao (-, -) é uma métrica Riemanniana e [-, -] é um colchete de Lie em s,,,,.1 e, consequentemente,

Smant1 € uma algebra de Lie com métrica Riemanniana.

Demonstragio. Primeiramente, vamos provar que (4.1.3) é uma métrica Riemanniana. Como
(*,Yomsn € bilinear temos que (4.1.3) é bilinear. Basta mostrar que (4.1.3) é ndo-degenerado e tem

indice zero.
o Suponhamos que (U + X +7A,V +Y + sA) =0, para todo V +Y + sA € 5,,1n11. Entao,
em particular temos
U+ X+17AV+Y)=0 ¢ (U+X+rAA) =0,
para todo V +Y € b,,4,. Logo,

U+ X, V+Y) =0 e r=0.

bm+n
Como (-, )., € nao degenerada temos que U + X = 0. Portanto (4.1.3) é ndo-degenerada.

o Sejam {Uy,...,U,} e {Xi,..., X,,} bases ortonormais de b, e z,, respectivamente. Entao

{U1,...;Unm, X1, ..., Xpn, A} é uma base ortonormal para s,,,,.1. Temos que
<Uzu Uz) <UZ7 Ui >hm+n = 1;
< > < >hm+n - 17 (415>
<A7 A) =
Logo, (4.1.3) tem indice zero.

Vamos mostrar agora que (4.1.4) é um colchete de Lie. Uma vez que [- é bilinear, temos que

Y .]hern

(4.1.4) é bilinear. Além disso, [U+X+7A,U+X+rA] = 0 que implica que (4.1.4) é anti-simétrica.

Entao basta mostrar que (4.1.4) satisfaz a identidade de Jacobi. Temos que

I = [U+X+rAV+Y +sAW + Z+tA]
1 1
= U+ X +rA VW, + 5sW = 5tV + 7 — 1]

hm+n
_ o taw - Lo T(1W—1ﬂ/)+ (sZ — 1Y) + [V, W]
- ) 25 2 bm+n 2 28 2 r{s r ) hm+n
1 1
_ g[U, Wl — 5[U, Vipgesn + Vi Wlpy + rsW — 10tV 4 rsZ —rtY.
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

Analogamente, temos que

IT = [U+X+71A,V+Y +sA,W + Z + tA]
= SViWlhs, = S0 Wlhyro, = UV, + istU - irtv +tsX —rtY
e
III = [VA4Y +5A[U+X+1AW + Z + tA]
= SV. W, - ;[v, Ul + 81U, Wl + ier - istU 577 — stX.
Observe que I = II 4+ I11. Portanto (4.1.4) satisfaz a identidade de Jacobi. O

Definicao 4.1.4. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a §,,,,+1 dotado com métrica

Riemanniana induzida invariante a esquerda é dito FEspaco de Damek-Ricci e é denotado por

Sm+n+1 .

Proposigao 4.1.5. A conexao de Levi-Civita V de S,, 1,11 é dada por
1
Vv+y+sA(U + X + T’A) = _i{JYU + JXV +rV + [U, V] +2rY — <U, V)A — 2<X, Y>A} (416)
Demonstrag¢io. Usando a equagao (4.1.4), resulta que

I = ([U+X+rAW4+Z+tA,V+Y +sA)

1 1

= ([U,Wlu,.,. + 5rW - §tU—|— rZ —tX,V+Y + sA)
1 1

= <[U,W]Hm+n+§rW—§tU+rZ—tX,V—|—Y>.

Como b,, e z, sao ortogonais temos que
[ = (UW]Y)+ <;TW, V) - (;tU, VY4 (rZ,Y) — (EX,Y).
Usando (4.1.1) e (4.1.2), obtemos:
I = (UW)+ <;rV, Wy — ;t(U, VY4 (Y. Z) — (X, Y)
= (NUW+Z)+ (;H/, W+Z)— ;t(U, VY + (Y, W+ Z) —t(X,Y)
— WU+ ;rv YW 4 Z) — [;t(U, V) 4 #(X, V).
Portanto, de (4.1.3), temos que

1 1
= (RU+ StV +1Y = S(UV)A= (X.Y)AW + Z +t4). (4.1.7)
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Analogamente, obtemos que

1= (JxV + ;SU L sX — ;<U, VYA — (X,Y)A W + Z + tA) (4.1.8)

1 1
111 = ([U,V]s,..,, + 57V = 58U +7Y = sX,W + Z + 1), (4.1.9)
Somando (4.1.7), (4.1.8) e (4.1.9) resulta que

I+ 1T+ 111 =(U+JxV+rV+[UV]+2rY —(UV)A—-2(X,Y)A W + Z + tA)
Logo do Teorema de Levi-Civita temos que

V = <VV+Y+SA(U+X+TA),W+Z+tA>
1
= 5{—]—]1—]1[}
1
= —§{<JyU +JIxV4+rV+[UV]+2rY — (U VA -2(X,Y)A W + Z +tA)}.
Portanto vale (4.1.6). O

O grupo de Lie S,, 1,11 é o produto semi-direto H,, ., X r R, onde

F:R — Aut(H,p)

s +— F

¢ definida por

sendo expy,, ., a exponencial de Lie de H,4,.

4.1.1 O grupo S,

Sejam S, o espago de Damek-Ricci 4-dimensional e {z,y, z,t} coordenadas globais. A métrica

Riemanniana invariante a esquerda g em S, é dada por:
c c
g=etdx® + e tdy* + e (dz + iydx - iznaly)2 + dt?,

onde ¢ € R. A &lgebra de Lie s4 de S; tem a base ortonormal

0 cx 0 ;0 0
)7 €3 =€ 5, €4 = 5

a=elg T oGt B o

67



4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

Calculando os colchetes de Lie obtemos que

1
[617 62] = ces, [617 63] - 07 [617 64] = _561)
1
lea,es] =0, ez, eq] = 5 [e3, e4] = —es.

Escrevendo ey = U, e =V, e3 = X e e, = A e usando a equagdo da conexao (4.1.6) obtemos

que:

1
. Velel = VUU = %<U, U)A = 564,

1 c
¢ Ve =VyV = —%[V, U] = —5[62,6’1] = 5637

4 Veleg = VUX = —%JxU = —geg. De fato,

<<]XU7 U> = <B(U7 U)7X> = <[U7 U]>X> =0

<JXU’ V> = <5(U7 V)7X> = <[U7 V]7X> = <C€3,63> = C.

Logo, JxU = ces.

1
. v6164 = VUA = —%U = —561,
C
* Vpa =VylU = _%[U7 V] = —%[61762] — 9%
1 1
. VGQQQ = VVV = 5(‘/, V)A = 564,

e Ve =VyX = —%JXV = 5e1. De fato,

(JxV,U) = (B(V,U), X) = ([V, U], X) = (—ces, e3) = —c

(JxV.V) = (B(V, V), X) = ([V, V], X) = 0.

Logo, JxV = —ce;.

1 1
. V62€4 = VVA = —§V = —562,
1 c
o V63€1 = VxU = _§JXU = —562,
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4.1 O caso Riemanniano

e Vier=VyV = —;JXV — gel,
. Vees=VyX = (X, X)A = ey,
o Veeg=VxA=—-X=—e3,

o Ve =V, U =0,

o Vo =V V =0,

. Voes=VaiX =0,

e Ve, =V4A=0.

Por outro lado, temos que

Logo,

Lt =1, L3, =¢, L%=— LY,=-1 L3 =—c L3 =1,
{ 11 12 13 14 21 22 (4‘1.10)

Ly,=c, L3,=-1, L} =—c, Li,=c L3=2 Li=-2

e 0s outros ij sdo nulos.

Seja ¢ = 2 Podemos escrever o campo tangente ¢ tanto em termos de coordenadas locais
z

x1, Ty e xr3, como usando os campos invariantes a esquerda. Portanto,

4 a 4
Q=) Gig— =) ey,

onde as fungoes ¢; e 1; sdo fungdes complexas.
Existe uma matriz invertivel A = (A;;), com A;; : f(2) NU — R, onde © é um dominio

simplesmente conexo em K = C tal que

4
j=1

Logo,
e 0 00
a | © e 0 0
—fezy Sexx €' 0
0 0 0 1
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

E conhecido que ¢ é holomorfa se, somente, se V o ¢ = 0, isto é,
oz

awk + = Z Liip; =0, k=1234. (4.1.11)

’Lj].

Lema 4.1.6. O sistema (4.1.11) é equivalente a:

88@? - ;¢1¢4 + cRe(Ya1)3) = 0
3815_2 - 11&21/)4 — cRe(1th3) = 0
z (4.1.12)
I3 -
5 Usthy + (¢1¢2 Pothy) =0
38124 + 5(@51@01 + Untha) + Ysihs = 0.
Demonstragio. Usando (4.1.9) e (4.1.11) temos que
O S+ Sty i) =
(9(;&_2 1%1/)4 (¢11/)3 +31h1) = 0,
8@[13 — P3ihy + (251@/12 — Potfy) =0
81{4 (¢11/)1 + hathy) + Ysths = 0,
que é equivalente ao sistema desejado. O

Logo temos o resultado:

Teorema 4.1.7. Seja 2 C C um conjunto aberto dotado de uma coordenada complexa z = u+1v.

Seja f : 2 — S, uma imersao minima conforme. Entao as componentes do vetor tangente complexo

= . = szeza
=1
satisfazem o sistema (4.1.12) e as seguintes condigoes
L[t [P+ [hal 2 [s P+ 0a[*# O,
i ? +” + 5" + 0 =0,
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Respectivamente, se €2 é simplesmente conexo e ¢; : 0 — C,7 =1, 2, 3, 4, sdo fungoes satisfazendo

as condig¢Oes acima, entao a aplicagao f : 0 — S, definida por
4
fi= 2Re(/ S Agtdz), i=1234,
j=1

¢ uma imersdo minima conforme em Sy.

4.1.2 Exemplos
Vamos fazer alguns exemplos de imersdes minimas conformes em Sy.
Exemplo 4.1.8. Considere as fun¢des complexas
i 1
Yr=—, Pa=13=0 e Py=—
u u

em 2 = {u+iv € C;u > 0}, que é um dominio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do

Teorema 4.1.7 sao satisfeitos, isto é,

L 1+ Paths + athy + athy = ; + ulg # 0,

1 1
ii. ¢12+w22+w32+w42 =——+—=5= 0.
u?  u
Além disso,
o i1 - _
e = g = 5Vt — cRe(Vats),
0 1- ~
22— 0= St + cReliy)
o ~ c, - =
o = 0= sty — o (rs — vath),
oY 1 1, - - ~
8754 =92 —§(¢1¢1 + hatha) — 3,
uma vez que ¥y = 3 = 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7, temos que f : 0 — S, dada por:
_ 2(v — )
fl - o )
f2 = ka
. kl(v — Uo)
f3 - o )
f4 = 2111 (u),
Ug

¢ uma imersao minima conforme em S,, com zg = ug + ivy € 2.
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

Exemplo 4.1.9. Analogamente ao Exemplo 4.1.8 temos que as func¢des complexas

Py =13 =0, 1/122. !

1
— e YPyg=-
u u
satisfazem as condi¢oes do Teorema 4.1.7. Logo, f : Q — S, dada por

fi =k,

b= 2w - vo)’
Uo

gy = -l =)
Ug
u

f4 =21In <UO>7

é uma imersao minima conforme em S;, com zy = ug + ivy € €.

Exemplo 4.1.10. Sejam as fungoes complexas
1 —1
Yr=—, tr=193=0 e w4:77

v
definidas em Q = {u + iv € C;v > 0}, que é um dominio simplesmente conexo. Note que os itens

i e 11 do Teorema 4.1.7 sdo satisfeitos, isto é,

L 1ty + Yoty + Uaihs + Ygthy = Ulg + Ulg # 0,

1 1
i Ur® e + s 4 = —— =0
v v
Além disso,
oy -7 1 - -
55 =02 §¢1¢4 — cRe(ta1)3),
0 1 - —
;}; =0= §¢2¢4 + cRe(¥113),
a _ _ _
Vs — 0= s — (s — o),
0 -1 1, - - =
({;b; = o T —5(1011/11 + hathy) — sifs,
uma vez que ¥y = 3 = 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : {2 — S, dada por
fl = 2(“ — UO)a
Vo
f2 = ka
ki(u —u
fy = _u7
Vo
f4 =2In (U),
Vo
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4.1 O caso Riemanniano

é uma imersao minima conforme em Sy, com zy = ug + ivy € €.

Exemplo 4.1.11. Tome as func¢des complexas
V1 =1 L Y3 =0 (G !
= = s = e = )
1 2 \/§U/ 3 4 u

em Q = {u+iv € C;u > 0} dominio simplesmente conexo. Note que os itens i e i¢ do teorema

sdo satisfeitos, isto é,

L1y + aths + athy + athy = ;2 + ulQ # 0,

1 1
ii. ¢12+¢22+¢32+¢42 =—— 1 =0,
u u
Além disso,
8’¢1 - 1 B 1 - -
9z~ avaa 5%% cRe(a1)3),
Iy '

) 1 - =
B _2\/§u2 = 5%1/)4 + cRe(Y113),

0 - c, - -
8 0= s — 5 (s — ),
0 1 1, - - —
gb; = o —§(¢1¢1 + Pothy) — P31s,
uma vez que 3 = 0 e Y11y — oth; = 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : Q — Sy, dada
por:
. 2(’0 — ’Uo)
fl - o )
_ 2(v =)
f2 - o )
f3 = ku
fi=2m (),
Ug

¢ uma imersao minima conforme em S,, com zg = ug + ivy € 2.

Exemplo 4.1.12. Considere as fungoes complexas

7 1
P =1y =0, 103:*2, e Yy=—
u

no dominio simplesmente conexo @ = {u + iv € C;u,v > 0}. Note que os items i e ii do

Teorema 4.1.7 sao satisfeitos, isto é,
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

_ _ _ - 1 1
L 1)1 + Yothe + Psihs + Yypy = ) + ) # 0,

1 1
2 2 2 2 _
1"+ + " + " = T2 +4u2 0,

Além disso,

05” = 0= St — cRe(y)

W2 — 0= i+ cRe(inty),

S e = Dt — S — ),
T g = =g by ) — s,

uma vez que ¥, = Y9 = 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : {2 — S, dada por

J1= ki,
fo = ko,
fy= - v)
Ug
U
fi=1In <u0>,

é uma imersao minima conforme em S;, com zg = ug + ivy € €.

4.2 Primeiro caso Lorentziano

Sejam b,, e z, espacos vetoriais reais com produto interno de dimensao m e n respectivamente
e B : by, X b, — 2z, uma aplicagao bilinear anti-simétrica.
tal
que by, e z, sao perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-algebra J : z, — End(b,,),
onde J(Z) = Jz, por

Consideremos a soma-direta b4, = by, @ 2, com o produto interno Riemanniano (-, )y,....

(J2U Vg, = (BUV), D)y, s (4.2.1)
para todo U,V € b,, e Z € z,.
Proposicao 4.2.1. Sejam U + X,V +Y € b,,.,,. Defina
U+ X,V+Y]|=p5UYV). (4.2.2)
Entao [-, -] é um colchete de Lie em b,,, e, consequentemente,b,,,,, é uma dlgebra de Lie.
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

Demonstra¢io. Como [ é bilinear e anti-simétrica, temos que [-,-] é também bilinear e anti-

simétrica. Assim basta mostrar a identidade de Jacobi. De fato,

U+ X, [V+Y W+Z]] = [U+X,B(V,W)]

U+ X,0+ B(V,W)]

= BU,0)=0=0+0

= B(0,W)+B(V,0)

= [BU, V), W+ Z]+[V+Y,5U W)

= [[U+X,V+Y|.WH+Z||+[V+Y,[U+ X, W+ Z].

Portanto temos o desejado. [

Definicao 4.2.2. A algebra de Lie b,,., é dita dlgebra generalizada de Heisenberg se

Iy =—(Z,Z),...idy,,,

para todo Z € z,. Além disso, como b,,., é uma algebra de Lie real de dimensao finita existe um
grupo de Lie associado simplesmente conexo, que denotamos por H,,.,, dotado de uma métrica

Riemanniana invariante a esquerda g, que ¢ chamado de grupo generalizado de Heisenberg.

Seja a soma direta $,,1n+1 = Bimin © a, onde a é um espago vetorial unidimensional. Um vetor
em S, 11 € escrito de uma tinica maneira como U + X + sA, onde U € b,,,,X € z,, s € Re A um

vetor unitario em a.

Proposicao 4.2.3. Sejam U + X +rA,V +Y + sA € §,,1n11. Definimos

U+ X+rAV+Y +sA)=U+X,V+Y)y, ., —7s (4.2.3)
e
1 1
U+ X+rAV+Y +sA =[U, V... + 57“\/ - §SU +7rY —sX. (4.2.4)
Entao (-, -) é uma métrica Lorentziana e [-, -] é um colchete de Lie em $,,,,1 €, consequentemente,

Smin+1 € uma algebra de Lie com métrica Lorentziana.

Demonstragio. Vamos provar que (4.2.3) é uma métrica Lorentziana. Como (-, )y, ., € bilinear

temos que (4.2.3) é bilinear. Basta mostrar que (4.2.3) é ndo-degenerado e tem indice 1.
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

o Suponhamos que (U + X +7A,V +Y + sA) =0, para todo V +Y + sA € 5,,4n11. Entao,
em particular

U+X+rAV+Y)=0 ¢ (U+X+71A4,A4) =0,

para todo V +Y € b,,.,. Logo,
U+X,V+Y)y,..=0 e r=0

Como (-, -)p,.., ¢ ndo degenerada, temos que U + X = 0. Portanto (4.2.3) é nao-degenerada.

o Sejam {Uy,...,Un,} e {Xi,..., X,,} bases ortonormais de b,, e z,, respectivamente. Entao

{U1,...;Un, X1, ..., Xpn, A} é uma base ortonormal para s,,,,.1. Temos que

(Ui, Uy) = (Ui, U)oy = 1,

(X5, X5) = (X5, Xidoppn = 1, (4.2.5)
(A A) = -1
Logo, (4.2.3) tem indice 1.
A prova de (4.2.4) é andloga ao caso Riemanniano. [

Definicao 4.2.4. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a §,,,,+1 dotado da métrica

Lorentziana induzida invariante a esquerda ¢ dito Espaco de Damek-Ricci Lorentziano e é denotado

por Sin-i-n-i-l'
Proposicao 4.2.5. A conexdo de Levi-Civita V de S}, ¢ dada por

VvivasalU+ X +1A) = —;{JYU + JIxV +rV + U, V]+2rY + (U V)A+2(X,Y)A}. (4.2.6)
Demonstrag¢io. Usando a equagao (4.2.4), resulta que

I = ([U+X+rA W+ Z+tA,V+Y + sA)

1 1

= (U Wl + 5 W = WU +7Z =X,V +Y + 54)
1 1

= ([U,Wlgnin + 5rW — §tU +rZ —tX,V+Y).

Como b,, e z, sao ortogonais temos que

[ = (UWLY)+ <;rw, V) — <;tU, VY4 (rZ,Y) — (X, V).
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Usando (4.2.1) e (4.2.2) segue que

I = (UW)+ <;7“V, W) — ;t(U, VY+(rY,Z) — t(X,Y)

— (WUW )+ <;rv, Wt 7) - ;t(U, VY4 (Y, W + Z) — (X, Y)
= (JyU+ ;TV +rY, W+ Z) — [;t(U, V) +t(X,Y)]
Portanto, de (4.2.3), temos que
I=(/U+ ;TV +7rY + ;<U, YA+ (X, VYA W + Z +tA). (4.2.7)
Analogamente, obtemos que

1 1
IT = (JxV + 55U +sX + S (UV)A+ (X, Y)AW + Z + tA) (4.2.8)

TIT = ([U,Vlyy + 57V = 55U + 7Y = X, W + Z 4 14) (4.2.9)

hm+n

Somando (4.2.7), (4.2.8) e (4.2.9) temos que
T+ 1T +111 = (U4 JxV +rV +[UV]+2rY + (U V)A+2(X,Y)A, W + Z + tA).
Logo do Teorema de Levi-Civita resulta que

V = (VviyisalU+ X +7rA), W + Z +tA)

1
= Si-1-11-111

1
= —5{(JYU + IxV+rV+[UV]+2rY + (U V)A+2(X, VYA W + Z +tA)}
Portanto vale (4.2.6). O
O grupo de Lie S}, ,,.; é o produto semi-direto H,,,, Xz R, com

s — F

definida por
Fy(expy,,.,(V +Y)) =expy,... (e%V +e%Y),

onde expy,, .. € a exponencial de Lie de H,, 1.
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4.2.1 O grupo S}

Sejam S} o espago de Damek-Ricci 4-dimensional Lorentziano e {z, ¥, 2, t} coordenadas globais.

A métrica Lorentziana invariante a esquerda g em S} é dada por
c c
g =etdx® + e tdy* + e *(dz + §ydx - ixdyf — dt?,

onde ¢ € R. A algebra de Lie 5] de S} tem a base ortonormal

e =e?(=— — =) e _63(2+%£) e —etﬁ e _9
1 — ’ 2 — ay 282’ 3 — 827 4_at7

onde ey, e9, e3 sao tipo-espacos e ey tipo-tempo. Calculando os colchetes de Lie obtemos que

1
[617 62] = C€3, [61, 63] = 07 [617 64] = _5617
1
[e2,e3] =0, [eg,e4] = 9 les, e4] = —es.

Escrevendo e = U, e =V, e3 = X e eq = A e usando a equagao da conexao (4.2.6) obtemos que:

1 1
. Velel = VUU = —§<U, U>A = —564,

1 1 c
e Veea=VyV = —i[V, Ul= —5[62761] = 53

1
e Vees=VyX = —§JXU = —%eg. De fato,

(JxU,U) = (B(U,.U), X) =(U,U],X) =0

(JxU V)Y =(p(U, V), X) = (U, V], X) = (ces, e3) = c.
Logo, JxU = ces,.
1 1
. V61€4 == VUA == —iU = —561,

1 1 c
¢ vG?el = VVU - _§[U7 V] = _§[€1a62] = _5637

1 1
° V62€2 = Vvv = —§<V, V>A = —564,
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1
¢ Vaes = VyX = = JxV = gel. De fato,

(JxV,U) = (B(V,U), X) = {[V,U], X) = (—ces, e5) = —c

(JxV.V) = (B(V, V), X) = ([V, V], X) = 0.

Logo, JxU = —ce;.

e Veea=VyA= —;V = —;eg,

. Ve = Vil = —2JxU = ey,
2 2

. Viey=VyV = —;JXV - gel,

o Vees=VxX=—(X,X)A=—ey,
o Veeqg=VxA=—-X = —ej,

e Ve =V,uU =0,

o Ve =V4V =0,

o Ve =V X =0,

e Ve =V 4A=0.

Por outro lado, temos que

Logo,

L4 =-1, L3, =¢ L% =—c L,=-1L}=—¢ Li =—1,
{ 11 12 13 14 21 22 <4.2.10>

1 2 2 1 4 3
_— - of
e os outros Lj; sdo nulos. Seja ¢ = ——. Podemos escrever o campo tangente ¢ tanto em termos

0z

de coordenadas locais x1, x5 e 3 como usando os campos invariantes a esquerda. Portanto, temos

que

(2

4 a 4
o= ;(ﬁza? = ;%%
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onde as fungoes ¢; e ¢; sao fungoes (para)complexas. Existe uma matriz invertivel A = (4;;), com

A f(Q)NU — R, onde Q é dominio simplesmente conexo em K(dado por L ou C) tal que

4
¢Z - ZAZJ¢]7 1= 1a2a3a4'
j=1

Logo,
es 0 0 0
A 0 e2 0 0
—sezy Sexx €' 0
0 0 0 1
Portanto, f é minima se, e somente, se vale (3.2.7), ou seja,
W’“ + Z L iy =0, k=1234. (4.2.11)
1,]= 1
Lema 4.2.6. O sistema (4.2.11) é equivalente a
0 1- -
8121 - 51/)1@/14 + cRe(¢a13) =0
0 1
e s — cRe(dts) =
o (4.2.12)
73 — Y3ty + = (%@Dz Pathy) =0
8 1 -
awf - *(1/11@51 + 1hatha) — Ysihy = 0.
Demonstrag¢io. Usando (4.2.10) e (4.2.11) temos que
o, 1
821 — 5%@/)4 + < (¢2¢3 + gthy) =
oy 1 -
87; - 5%@/)4 - 5(?/)1@/)3 + thsihy) =0,
o - c, - -
o5 — Ustha+ 5 (19 — Yathy) =0
0 1 - - -
iﬁl — 5 (V11 + athe) — 393 = 0,
0z 2
que ¢ equivalente ao sistema desejado. O

Logo temos o resultado:
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Teorema 4.2.7. Seja 2 C K um conjunto aberto dotado de uma coordenada (para)complexa.

Seja f : Q — S! uma imersao minima conforme. Entao o vetor tangente (para)complexo

¢ = o iwieia (4.2.13)

R i=1
satisfaze o sistema (4.2.12) e as seguintes condigoes
L | P02 P [s ]2 —[va] *# O,
i ? e+ s — g® = 0.
Respectivamente, se € é simplesmente conexo e ; : Q — K, 7 =1, 2, 3,4, sao fungoes satisfazendo
as condigdes acima, entdo a aplicagao f : Q — S} definida por

4
= 2Re(/ZAij1/)idz), =123 4, (4.2.14)
j=1

é uma imersio minima conforme do tipo-tempo (ou do tipo espago) em S}.

4.2.2 Exemplos
Vamos fazer alguns exemplos de imersoes do tipo tempo minimas conformes em S}.

Exemplo 4.2.8. Considere as fungoes paracomplexas
T 1
Yr=—, Pa=13=0 e ¢4=a

u
em Q) = {u+71v € L;u > 0}, que é um dominio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do

Teorema 4.2.7 sao satisfeitos, isto é,

_ _ _ _ 1 1
Loy + hathy + P3P — YPythy = _ﬁ - E 70,
o 4 400? +ahs® — 0y = iz - iz =0,
u u
Além disso, 9 1
alél = _QLUQ = iw_lwgl - CR@(?ﬁ_QT/J:s),
88% =0 = ;Qﬁngl -+ CR€(¢_1¢3)7
o _ o i (4.2.15)
(9773 =0 =131y — §(¢1¢2 — Po1y),
z
a@i‘* — _21uQ = ;(1/;11#1 + 2/;2@2) + P31,
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

uma vez que 1, = 13 = 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7 temos que f : Q — S} dada por

1= 2(v — vo)’
Uo
f2a =k,
B /{:1(1} o UO) (4.2.16)
fa= BT
fi=2m ().

é uma imersdo minima conforme do tipo tempo em S}, com zq = ug + Tvy € Q.

Exemplo 4.2.9. Analogamente ao exemplo anterior, as fungoes paracomplexas

hi=ds=0, =1 o =

u

satisfazem as condigdes do Teorema 4.2.7. Logo, f : Q — S} dada por

fl = k?
Iy = 2(Uu— vo)’
0
P ey (v — o) (4.2.17)
3 —
Ug
f4 =2In ('ZLL())7

é uma imersio minima conforme do tipo tempo em S}, com zy = ug + vy € Q.
Exemplo 4.2.10. Tome as func¢oes paracomplexas
1 T
r=—, Ya=1Y3=0 e ty=—
v v

em Q = {u+7v € L;v > 0} dominio simplesmente conexo. Temos entdo que os ftens i. e ii. do

Teorema 4.2.7 sao satisfeitos pois

R _ _ 11
L. ¢1¢1+¢2¢2+¢3¢3—¢4¢4:ﬁ‘i‘ﬁ#oa
" 2 2 2 2 1 1

. 1"+ + g™ — iy :ﬁ_ﬁzo'
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

Além disso,

8¢1 T 1 - -
g = ﬁ = §¢1¢4 - CR@(¢2¢3)7
0 1- -
(‘3% =0= §¢2¢4 + cRe(Y113),
87; ) . ) (4.2.18)
o = 0=ty = 5 (it — o),
o 11 - _ _
gb; =9 §(¢1¢1 + ot)a) + 31
uma vez que 1), = 3 = 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7 temos que f : Q — S} dada por
2(u —u
fl = ( 0)7
Vo
f2 = kv
ko (1 — o) (4.2.19)
fy = -
Vo
f4 =2In (U>,
Vo
é uma imersio minima conforme do tipo tempo em S}, com zy = ug + vy € Q.
Exemplo 4.2.11. Tomando as fungoes paracomplexas
T 1
= = — — O —
1 = 1o \/§u V3 e Py U
em Q = {u+ 7v € L;u > 0} entdo os items i. e ii. do Teorema 4.2.7 sao satisfeitos, isto é,
o _ _ _ 11
Lo h1y1 + Yothy + P3th3 — hyrpy = 2w # 0,
. 2 2 2 o 1 1
. 17 + " + 3" — 1y :7—7:0-
u u
Além disso,
8w1 T 1 - -
93 = _2\/§u2 = §¢1¢4 — cRe(12¢3),
8¢2 T 1 - -
= — = — 4+ cR ,
0z ~ Tayme ~ gtviteieiivs) (4.2.20)
0 - c, - -
(;f’ = 0= Gy — 3 (1t — ut),
0 1 1, - - -
;); =02 5(1/11% + Porba) + Y313,
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uma vez que U5 = 0 e P11y — 191)y = 0. Portanto pelo, Teorema 4.2.7, temos que f : Q — S} dada

por
I = 2(11—1)0),
Uo
Iy = 2(v —vy)
2T w (4.2.21)
f3:k7
u
fi=2In (Uo)’

¢ uma imersdo minima conforme do tipo-tempo em S}, com zq = ug + Tvy € Q.

Exemplo 4.2.12. As fun¢oes paracomplexas

1
2

Py =P =0, %03:% e Yy

definidas Q = {u + 7v € L;u > 0} satisfazem os itens i. e ii. do Teorema 4.2.7, isto é,

1 1

L1y + oty + sty — Yurhy = —— =3 70,
4y 4u,
o b = - L=
- 2 3 TR T IR :

Além disso,

o 11&1@/)4 - CR@(%%),

9z V75

%@{2 _0= ;wm + cRe(dhyy),

85 2 o ) (4.2.22)
8—; = VY3thy — 5(%01% — o)1),

B 11, - - -

8‘”; — 55 = 5 (it + o) + G,

uma vez que 1) = ¢, = 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7, temos que f :  — S} dada por

fl = kla
J2 = k2,
Iy = (v— vo)’ (4.2.23)
Uo
u
fi=m ().

é uma imersio minima conforme do tipo-tempo em S}, com zy = ug + vy € .
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4.3 Segundo caso Lorentziano

Sejam b, e z, espagos vetoriais reais com produto interno, de dimensao m e n respectivamente,
e B : by, X b, — z, uma aplicacao bilinear anti-simétrica.
tal
que by, e z, sao perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-algebra J : z, — End(b,,),
onde J(Z) = Jz, por

Consideremos a soma-direta bp,y, = by, @ 2, com o produto interno Lorentziano (-, -)p, ..

<JZU7V> = <6(U’V)7Z>

bm4n Dm+n>

para todo U,V € b, e Z € z,.

Assim como no caso anterior, b,,, € uma algebra de Lie com o colchete definido por

U+ X,V+Y]=p5UYV).
Definicao 4.3.1. A algebra de Lie b, ., € dita dlgebra generalizada de Heisenberg Lorentziana se:

m )

para todo Z € z, do tipo-tempo e

Jo=—(Z,2)... idy,

hm+n

para todo Z € z, do tipo-espaco. Além disso, como b,,,, é uma algebra de Lie real de dimensao
finita existe, um grupo de Lie associado simplesmente conexo, que denotamos por H,,,, dotado
de uma métrica invariante a esquerda Lorentziana g, que é chamado de grupo generalizado de

Heisenberg Lorentziano.

Seja a soma direta $,,1n11 = Bimin @ a, onde a é um espago vetorial unidimensional. Um vetor
em $,, .1 € escrito de uma tnica maneira como U + X + sA, onde U € b,,,X € z,, s € Re A um

vetor unitario em a.

Proposicao 4.3.2. Sejam U + X +rA,V +Y + sA € 5,,111. Defina

U+ X+rAV+Y +s4) =(U+X,V+Y),,, +7s

1 1
U+ X+1rAV4+Y +sAl=[UV] +§TV—§SU—|—TY—SX.

hm+n

Entao (-, -) é um produto escalar Lorentziano e |-, -] é um colchete de Lie em 6,,,,,1 €, consequen-

temente, §,,1,4+1 ¢ uma algebra de Lie com produto escalar Lorentziano.
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Definicao 4.3.3. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a §,,1,+1 munido de com mé-

trica Lorentziana induzida invariante a esquerda é dito espaco Lorentziano de Damek-Ricci e nés

m+n
denotamos por S, .

Proposigao 4.3.4. A conexio de Levi-Civita V de S]'*". | ¢ dada por
Voiyioa(U + X +1rA) = —;{JYU b IV 4V 4+ U V] 4 20Y — (U VYA — 20X, Y)A}. (4.3.1)
Demonstragcio. A demonstracao é analoga ao caso anterior. O
O grupo de Lie S'i" ., é o produto semi-direto H,, 4, X R, com

F:R — Aut(H,,,)

s — Fy

definida por
Fy(expy,, .,V +Y)) =expy,... (e%V +e%Y),

onde expy,, ., € a exponencial de Lie de H,, 1.

4.3.1 O grupo S}

Seja S3 o espago de Damek-Ricci 4-dimensional Lorentziano e {z,y, z,t} coordenadas globais.

A métrica Lorentziana invariante a esquerda g em S3 é dada por
c c
g=etdx® + e tdy* — e *(dz + iydx — ixdy)2 + dt?,

onde ¢ € R. A algebra de Lie 53 de S} tem a base ortonormal

o w000
dy 2 0z" ST YT oo

e =et(5-——--), ex=e

onde eq, e9, e4 820 tipo-espacos e ez tipo-tempo. Calculando os colchetes de Lie obtemos que

1
[el’ 62] = c€s, [617 63] = 07 [elv 64] - _5617
1
[e2,e5] = 0, [e2,e4] = ot [e3, €4] = —e3.

Escrevendo e = U, e =V, e3 = X e eq = A e usando a equagao da conexao (4.3.1) obtemos que:

1 1
§<U, U>A = —€4,

° Velel = VUU = 5
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4.3 Segundo caso Lorentziano

1 1 c
§[V7 U] = —*[62761] = Zé€3,

(] VelezszV:— 5 5

1
e Ve =VyX = —§JXU = 562. De fato,

<JXU7 U> = <B(U7 U)>X> = <[U7 U]>X> =0

<JXU7 V) = <6<U7 V)7X> = <[U7 V]7X> = <C€3,63> = —C

Logo, JxU = —ces.

1 1
. V61€4 = VUA = —iU = —561,

1 1 c
* V€261 =VyU = _§[U7 V] = _5[61,62] = —563,

1 1
. Vezeg = VVV = §<V, V>A = 564,

1
o Ve =VyX = —§JXV = —%el. De fato,

(IxV,U) = (B(V,U), X) = ([V, U], X) = (—ces, e5) = ¢

(JxV,V) = (B(V,V), X) = ([V, V], X) = 0.

Logo, JxU = ce;.

e Ve,ea=VyA= —;V = —;eg,

. Veer = Vil = gy = e,
2 2

e Vieo=VyV = —;JXV - —gel,

o Vee3=VxX =(XX)A=—¢y
o Veeg =VxA=—-X=—e3,

o V1 =V, U =0,

o Ve =V4V =0,

e Vees=VaX =0,
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4 Ve464 = VAA =0.

Por outro lado temos que

4 [k
Ve €; = Z *J €L

— 2

Logo,

4 3 2 1 3 4
Lyy=—c, Ly =-1, L =c, Ly=-c, L3z=-2, L3 =-2
e os outros ij sao nulos.
Seja ¢ = ——. Podemos escrever o campo tangente ¢ tanto em termos de coordenadas locais

0z

X1, T € x3, como usando os campos invariantes a esquerda. Portanto, temos que

¢ = Z¢z ZWB@,

Z
onde as fungoes ¢; e 1; sdo fungoes (para)complexas. EXlste uma matriz invertivel A = (A4;;), com

A f()NU — R, onde 2 é dominio simplesmente conexo em K (dado por L ou C) tal que

4
¢222Aijwja 1= 1727 3a 4.

j=1
Logo,
ez 0 0 0
A 0 e2 00
—fezy Sexx €' 0
0 0 01
Portanto, f é minima se, e somente, se vale (3.2.7), ou seja,
0
wk + Z L iy =0, k=123 4 (4.3.3)
INES 1

Lema 4.3.5. O sistema (4.3.3) é equivalente a

0 1 - -
(;il - 51/11154 — cRe(atp3) =0
8(;/)2 — 11&2154 + CRe(w_ﬂPS) =0
“ (4.3.4)
O -
9 Usthy + = (1/11% Po1hy) =0
9 _ _
;;4 + ;(%% + 1hoths) — sty = 0.
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Demonstragio. Usando (4.3.2) e (4.3.3) temos que

T b St + ) =0,
oy 1
2 *?ﬂz@/@ + - (¢1¢3 + 31y) = 0,
4.3.5)
s (
— P3ihy + (%0177/12 — i) =0
381@4 (¢1¢1 + Patha) — hgthy = 0,
que ¢ equivalente ao sistema desejado. O

Logo temos o resultado:

Teorema 4.3.6. Seja 2 C K um conjunto aberto dotado de uma coordenada (para)complexa.
Seja f : 2 — S} uma imersio minima conforme. Entdo as componentes do vetor tangente

ara)complexo
(para)comp

= iwei’ (4.3.6)
i=1
satisfazem o sistema (4.3.4) e as seguintes condigbes
L[t [P+ [a] = [s] >+ [a*> 0,
i ? e — s+ ” = 0.

Respectivamente, se {2 é simplesmente conexo e ¢; : 2 — K, 7 = 1,2, 3,4 sdo fungoes satisfazendo

as condigoes acima, entao a aplicagao
4
= 2Re(/ S" Agthidz) i=1234 (4.3.7)
j=1

¢ uma imersdo minima conforme do tipo tempo(ou tipo espago) em S3.

4.3.2 Exemplos

Exemplo 4.3.7. Considere as fungdes complexas

1/11227 Po=1p3=0 e Py =—

em = {u+iv € C;u > 0}, que é um dominio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do

Teorema 4.3.6 sao satisfeitos, isto é,
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

L 1ty + Yoty — 33 + hathy = ulQ + u12 # 0,

1 1
i+ —hs® ) = -+ — =0,
u?
Além disso, o sistema abaixo
oY i 1 - -
8—; =52 5@01?/)4 + cRe(¢)3),
0 1 - -
aw; =0= 5@/12%04 — cRe(¢1¢3),
s " . ) (4.3.8)
97 0 =139y — 5(1/11@02 — Pathn),
O 1 1 - _ _
8724 =52 —§(¢1¢1 + Patba) + Y313,
é verificado. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f :  — S3 dada por
_ 2(v =)
fl — o )
f2 = ku
. k(v — o) (4.3.9)
3 o )
f4 =2In (u)7
Uo
¢ uma imersdo minima conforme do tipo espaco em S3, com 2y = ug + vy € Q.
Exemplo 4.3.8. Analogamente, considerando
1 1
hr=vs=0, da=5 e thy=—
u
obtemos que f: Q — S}, dada por
fl = ka
~ 2(v— o)
f2 - o ’
. k(v — o) (4.3.10)
3 — o 3
fi=2m (),
Ug

é uma imersio minima conforme do tipo-espago em S3, com zy = ug + vy € €.
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Exemplo 4.3.9. Tome as fung¢oes complexas

¢1:3}7 Pr=13=0 e Py=—.

em 1 = {u+iv € C;v > 0}. Entao

i 1ty + Yoty — 33 + hathy = Ulg + 012 # 0,

1 1
i ? +® —s® s’ = — — 5 =0,
v v
Além disso,
ol —i 1 - _
5 e 5%% + ¢ Re(y2)3),
0 1- -
22— 0= St — c Relints),
a;f : o ) (4.3.11)
o = 0= st — 5 (rts — i),
) -1 1, _ .
= 5 (ut + Patte) + s,
uma vez que 1, = 13 = 0. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f : Q — S dada por
f = Az o)
Vo
f2 = k?
oy (u — ) (4.3.12)
fy = -
Vo
fi=2In (”)
Vo

é uma imersio minima conforme do tipo-espago em S3, com zy = ug + vy € €.

Exemplo 4.3.10. Tomando as fungoes complexas

¢1:¢2:\/;L7 P3=0 e ¢4=i

em 2 = {u+ v € C;u > 0} temos que os itens i. e ii. do Teorema 4.3.6 sao satisfeitos, isto é,

o _ _ 11
L ¢1¢1+¢2¢2—¢3¢3+¢4¢4:§+§7AO7
" 2 2 2 2 1 1

. 1™ +1he” +1hs™ — iy :—?4—?:0,
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Além disso, o sistema

Iy

0z
s

1
B _2\/§u2

0z
Oy

0z
D

0z

i
B _2\/§u2

é sastisfeito. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f :  — S} dada por

= ;¢1¢4 + CRG(@Z;2¢3)7
= ;@EQW — cRe(11)3),
(4.3.13)
=0= &31/]4 - g(z/;lq/}Q - 17521#1)’
1 1, - T -
~ 5 = —5(1/11% + Parha) + 313
2(v—w)
fi= T
= 2=
2 v (4.3.14)
fs =k,
U
f4 =2In (uo)

é uma imersio minima conforme do tipo espago em S3, com zy = ug + vy € €.

Exemplo 4.3.11. Considere as fungdes paracomplexas

P =1y =0, ¢3=i> e Yy

1
2

em Q = {u+7v € L;u > 0}. Como as hipéteses i. e ii. do Teorema 4.3.6 sao verificados e o

sistema

Oy
0z
Ohy
0z
Oy
0z
Oy
0z
vale. Entao f:Q — S3, dada por

1-
0= *1#1'@&4 + cRe

0

5 (1hot)3),
= ;w_z% — cRe(y13),
2 o ) (4.3.15)
@ = ¢3¢4 - §(¢1¢2 - ¢2¢1),
21u2 = —;(w_ﬂbl + iﬂ_zwz) + P33
f1 = ki,
f2 = ko,
_ (v =) (4.3.16)
f3 - o 3
u
fa=1In <u0>

¢ uma imersdo minima conforme do tipo-tempo em S3, com zq = ug + Tvy € Q.
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Capitulo 5
O Problema de Bjorling

O objetivo desse capitulo é mostrar como a férmula da Representacao de Weierstrass pode
ser usada no caso em que o espaco ambiente ¢ um grupo de Lie 3-dimensional Lorentziano para
provar a existéncia e unicidade da solu¢ao do Problema Bjorling. Relembramos que o Problema
de Bjorling cléssico foi proposto por Bjorling (veja [7]) em 1844 e pode ser formulado da seguinte
maneira:

Dada uma curva real analitica 8 : (0,1) — R? e um campo de vetores analitico unitario V ao
longo de 3, com <B, V) = 0, determinar uma superficie minima f : I x (—¢,¢) = Q C C — R3 tal

que

i f(u,0) = B(uw),
i, N(u,0) = V(u),

para todo u € I, onde N : Q — R? é a aplicacdo normal de Gauss da superficie.

Este problema foi resolvido por Schwarz em 1890 (ver [23]) e algumas extensoes desse problema
em outros espagos ambientes, como por exemplos grupos de Lie tridimensionais Riemannianos e o
espago de Lorentz-Minkowski IL? foram propostos e resolvidos em [1],[3], [9] e [17].

Neste capitulo primeiramente iremos formular e resolver o problema de Bjorling para superficies
minimas em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais. No caso de superficies minimas do tipo
tempo consideraremos dois casos: quando 3 é uma curva do tipo tempo e chamaremos o problema
correspondente de Problema de Bjorling do tipo tempo, e quando 8 é uma curva do tipo espago
e chamaremos de Problema de Bjorling do tipo espago. Fm seguida nods iremos apresentar alguns
exemplos de superficies minimas construidas através do Teorema de Bjorling para o caso em que
o espacgo ambiente é o grupo de Heisenberg Hjs, para o espago de De Sitter S? e para o espaco

H? x R, dotados de uma métrica Lorentziana invariante a esquerda (veja [10]).
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5. O Problema de Bjorling

5.1 Problema de Bjorling em grupos de Lie Lorentzianos

3-dimensionais

Seja M um grupo de Lie 3-dimensional dotado de uma métrica Lorentziana invariante a es-
querda g. Denotaremos por 2 C K, onde K = C ou L, um dominio simplesmente conexo com
coordenadas (para)complexas z.

Seja f : I — M uma curva analitica e V : I — T'M um campo de vetores do tipo-espago (
respectivamente do tipo-tempo) unitérios analiticos ao longo de § e tal que g(@ ,V)=10. O pro-
blema de Bjorling consiste em determinar uma superficie minima do tipo-tempo (respectivamente
do tipo-espago) f : I x (—e,¢) = Q C K — M tal que

i f(u,0) = B(uw),
ii. N(u,0)="V(u),
para todo u € I, onde N : Q — T M é a aplicacdo normal de Gauss da superficie.

Lema 5.1.1. Sejam ¢; : Q@ C K — K, ¢ = 1,2, duas funcoes diferencidveis e 2 = 1% + 3.
Suponhamos que v, i = 1, 2, satisfazem as duas primeiras equagoes do item (iii) do Teorema 3.2.11.

Entao 15 satisfaz a terceira equacao.

Demonstragio. Derivando 13 = ¥% 4+ 13 com respeito a z e usando que v;, ¢ = 1,2, satisfazem as

duas primeiras equagoes do item (iii) do Teorema 3.2.11 temos que

AL LA
1 5 -
= 73 ;1 kwl +L§k¢2]¢j¢k-

Portanto, para provar o lema, basta mostrar que
3

Z [ kwl + L sz ?kwg}lgjwk =0.

jk=1
Podemos escrever a soma acima da seguinte maneira
Z{L ¢1 + L w22 - L§3¢32 + (Lzzl + Lzlg)wlf/@ + (Lzls - L?l)wlws + (L??, - L?2)¢3¢2}75i'

De (3.2.8) temos que L¥ = L% + L}, = L}3 — L3 =1%— L% =0, parai=1,2,3. Logo,

AL Z L3y =

]kl
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5.1 Problema de Bjorling em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais

Portanto, pelo Lema 5.1.1, basta analisar as duas primeiras equacoes da condicao iii. do
Teorema 3.2.11.

5.1.1 Para superficies do tipo tempo

Observe que se f é uma imersao minima conforme do tipo tempo as duas primeiras equagoes da
condicao iii. do Teorema 3.2.11 é equivalentemente ao sistema de equagoes diferenciaveis parciais

de primeira ordem:

au a ]k 1
OImeyy  ORedy 0
6l§u mav ’ (5.1.1)
ey B m?/)Q Z L Re1/)jRel/1k—Im¢jIm¢k] =0,
ou k=1
0Im B 8R€1/12 —0
ou ow

Logo, o problema de Bjorling pode ser interpretado como um problema de existéncia e unicidade
de solugoes do problema de Cauchy envolvendo as equagoes diferencidveis parciais quasilineares

(5.1.1), com dado iniciais:

¢(Ua O) = A_I(B<u)) ¢<u> 0)7

onde
6(u,0) ;(B(U) V() x Au)). (5.1.2)
Sejam u; = Req, ug = Im)y, ug = Reypy e uy = Im1)y. Entdo o sistema acima é escrito na
orme F(u,v,(0°U)|jy<1) =0,
wi(u,0) = Re [ (A7 (B(w)) $(u,0)) ],
us(u, 0) = Im [ (A7 (B(w)) ¢(u,0))) ], (5.1.3)
uy(u,0) = Re [ (A7 (B(w)) $(u,0))_],
wy(u, 0) = Im [ (A7 (B(w)) ¢(1,0)) ],

onde U = (uy,us,us,uy). Agora como a curva B(u) e o campo de vetores sdo analiticos, para
verificar que o sistema pode ser transformado em do tipo Cauchy-Kovalevskaya, temos que mostrar
que F' = (Fy, Fy, F3, F)) é analitica e tomar os dados iniciais sobre curvas nao caracteristicas

analiticas.
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5. O Problema de Bjorling

Claramente F' é analitica pois o sistema possui coeficientes constantes.

Seja y(s) = (u(s),v(s)) uma curva caracteristica em (2, entao

u'(s)  —v'(s) 0 0
det —v'(s)  u/(s) 0 0 _0
0 0 u'(s)  —v'(s)
0 0 —u'(s)  u(s)

isto é, u/(s)* — v'(s)* = 0. Logo, 7(s) sdo retas paralelas a u = +v em Q.
Essas retas correspondem as curvas do tipo-luz. De fato, como (u) = f(u, +u), entdo 5(u) =
fulu, £u) + f,(u, £u). Uma vez que f é conforme temos que
of of of of of of
) =95 5 —,=—)=0.
g(au’au) g(ﬁv’f)v) ¢ g(au’av)
Logo,

g(ﬁ(“%ﬁ(“)) = g(fu £ fo, fuE fv) = g(fm fu) + 29(fmfv) + g(fvafv) =0.

Portanto S(u) é uma curva do tipo-luz.

E conhecido que o problema de Cauchy pode nao ter solucio tnica, ou nao ter solucio, se os
dados iniciais sdo sobre as curvas caracteristicas (veja [6], [12] e [22]) e o Problema de Bjorling
pode nao ter solugao tinica ou nem ter solucao.

Por causa disso, dividiremos o problema em dois casos e usaremos a nomenclatura definida em
[9]. Se B uma curva do tipo-tempo, chamaremos o correspondente problema de problema de
Bjorling do tipo-tempo e se [ for do tipo-espago, chamaremos de problema de Bjorling do

tipo-espaco.

Teorema 5.1.2 (Problema de Bjorling do tipo-tempo). Seja 5 : [ — M uma curva analitica
regular do tipo-tempo e V' : I — T'M um campo de vetores unitarios do tipo-espago tal que

g(ﬁ ,V) = 0. Entao, existe uma tnica superficie minima conforme do tipo-tempo
f:Ix(—€e)=QCL— M,
tal que
i f(u,0) = B(u),
it N(u,0)="V(u),

para todo u € I, onde N : 2 — TM ¢é a aplicacdo de Gauss da superficie.
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5.1 Problema de Bjorling em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais

Demonstragio. Considere o sistema de equagoes abaixo

0 13

a¢1+2 ZLM%_O
Jk

iy | 1

2
+2

3
Z L k¢]¢k

7,k=1

(5.1.4)

onde 1; : Q — L e 93 = ¢? +3. Como [(u) é ndo caracteristica temos que esse sistema ¢ do tipo

Cauchy-Kovaleskaya entao, fixando os dados iniciais pelo Teorema de Cauchy-Kovaleskaya B.0.10,

o sistema tem uma unica solucao localmente. Portanto temos que fixar a condi¢ao inicial. Se f é

solugao do problema de Bjorling temos que

Como ] é conforme temos que
3u (9u 31} 81}

com A > 0. Assim obtemos que

of _of of 5’f
g(au ov’ du c%) X.

Logo,

of of
N(u,v) = )\<8u 81))

e, portanto,

V(u) = N(u,0) = A(‘910

Usando o item (ii) do Lema 1.2.1 temos que

Consequentemente,
1,. )
¢(u,0) = 5(5(u) +7V(u) x B(u)).
Portanto, o dado inicial para o sistema é
¥(u,0) = A7 (B(u)) ¢(u, 0).
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5. O Problema de Bjorling

Observe que pelo Lema 5.1.1 temos que as fungoes v; satisfazem a equacao (iii) do Teorema da

representagao de Weierstrass 3.2.11. Além disso, de (5.1.6), resulta que
1 . . ) .
((9(u, 0), 6(u, 0))) = 7[9(5, ) = g(V x 5,V x B)] <0,

pois usando o Lema 1.2.1 temos g(V x 3,V x ) = —g(53, 8) e § é uma curva do tipo tempo.
Podemos assumir, a menos de restringir o dominio, que ((¢(u,v), ¢(u,v))) < 0 em Q. Logo,

como A é uma matriz Jacobiana da translagao a esquerda de G que é invariante, temos entao que

(1, 0) P[0, 0) P =[5 (w, 0) = ((d(u, v), ¢, v))) <0, (u,v) € Q
Portanto as funcoes v; satisfazem as condigoes do Teorema da Representacao Weierstrass 3.2.11.
Logo existe uma imersao minima conforme do tipo-tempo. Do Teorema de Cauchy-Kovaleskaya,
pela condicdo 3 = ¢? + 3 e ainda pela condigdo inicial temos uma tinica escolha para 13, o que
garante a unicidade. Portanto temos a existéncia de solugao local.

Podemos considerar I como sendo compacto. Se [5(I) estd contido em uma vizinhanga coorde-
nada temos existéncia e unicidade de solugao, para e suficientemente pequeno, pois localmente a
solugao € tnica e I é compacto. Se nao estiver, como I é compacto podemos cobri-lo com um nu-
mero finito de imagens inversas de vizinhangas coordenadas através de 5(u) e, usando novamente

a unicidade local da solug¢ao do problema, temos a solugao global. O

Teorema 5.1.3 (Problema de Bjorling do tipo-espago). Seja §: I — M uma curva regular
analitica do tipo-espago e V' : I — T'M um campo de vetores unitarios do tipo-espago tal que

g(ﬁ ,V) = 0. Entao existe uma tnica superficie minima conforme do tipo-tempo
filx(—6e)=QCL—>M
tal que:
i f(u,0) = B(u),
ii N(u,0)="V(u),
para todo u € I, onde N : Q — T'M é a aplicacao de Gauss da superficie.

Demonstracio. A demonstracao segue analogamente ao caso do Problema de Bjorling do tipo-

tempo, tomando o cuidado que

of of of of af of

9(%, %) = —9(%, %) =Ae g(%, %) =0,

com A\ > 0. Assim

6(u,0) = 5(3u) — 7V () x H(u).
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5.1 Problema de Bjorling em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais

5.1.2 Para superficies do tipo espaco

Neste caso as duas primeiras equagoes da condigao i) do Teorema 3.2.11 é equivalente ao

sistema de equagoes diferencidveis parciais de primeira ordem: (veja [6], [12] e [22]):

0Re 2/)1 0Im wl
du v MZIL #itn =
alm@/)l i 8Re¢1 _ 0’
) Pf“w alavw (5.1.7)
€ Y2 mpa
au - ];1 L k¢]¢k‘
0Im 1/)2 0 Re 1/12 .
ou * o 0

Logo, o problema de Bjorling pode ser interpretado como um problema de existéncia e unicidade
de solugoes do problema de Cauchy envolvendo as equagoes diferenciaveis parciais quase lineares
(5.1.7), com dado inicial:

¢(u7 O) - A_l(ﬁ(u)) ¢(u’ 0)7
onde

6(u,0) = (B + i V() x Hu)).

Seja v(s) = (u(s),v(s)) uma curva caracteristica em (2, entao

isto ¢, u/(s)? + v'(s)? = 0. Logo o sistema ndo possui curvas caracteristicas. Portanto podemos
usar novamente o Teorema Cauchy-Kovalevskaya para mostrar que o problema possui uma tnica

solugao e a demonstracao ¢ analoga ao caso de superficies do tipo tempo.

Teorema 5.1.1 (Problema de Bjorling). Seja, 5 : I — M uma curva regular analitica do tipo
espaco em M e V : I — T'M um campo de vetores analiticos unitarios do tipo tempo ao longo de

B, tais que g(ﬁ ,V) = 0. Entao existe uma tnica superficie minima conforme do tipo espago
filx(—6e)=QCC—-M
tal que:
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5. O Problema de Bjorling

i f(u,0) = (u),
it N(u,0) =V(u),

para todo u € I, onde N : Q — T'M é a aplicacao de Gauss da superficie.

5.2 Grupo de Heisenberg Hj

O grupo de Heisenberg H3 é um grupo de Lie nilpotente de grau 2 representado por

1 =z z+%xy
ng{ 0 1 Y ,x,y,zeR}.
00 1

A dlgebra de Lie h3 de Hj é representada pelas matrizes da forma

{

Seja ¢ : R? — H a aplicacdo dada por

,:E,y,zER}.

o O O
o O R
O W

1 =z z—i—%xy
e, y,2) =0 1
0 0

O grupo de Heisenberg é isomorfo a R3 com o produto

1
(w1, 91, 21) * (22,92, 22) = (01 + To, Y1 + Y2, 21 + 22 + i(xlyZ — 122)),

onde esse isomorfismo é dado por . Considere a métrica Lorentziana invariante a esquerda
1 1 2
_ 3.2 2 (1 1
g=dx" +dy (dex 2xaly—l—dz) .

Uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda ¢é dada por

o yo 0 x0 0

O 282’ 2($ay>z) ay + 20z € 3(1‘,y, Z)

E
1(557.%2’) 82’

com {Ey, Es} tipo-espaco e Ej3 tipo-tempo. Logo,

1
A=1 0

g = O

N1
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5.2 Grupo de Heisenberg Hjs

assim

ﬁzQR%/%d&
hzﬂM/%M% (5.2.1)
f3= 2Re/<_ J;zwl +f21¢2+¢3)d2.

Temos que os tnicos ij nao nulos sao

1 1
L?z = L%s = L§1 = 2 € L?Q)l = Léz = Lézz = T
O sistema (5.1.4) se escreve como:

0 _
ot~ Relst) =0,
% . (5.2.2)
87; + Re(wgl/)l) = 0.
Exemplo 5.2.1. [Plano vertical do tipo tempo y = ¢ - caso tipo-tempo| Sejam
B(u) = (coshu,c, —g coshu + sinh u)

e V(u) = Ey, com I = (a,b). Como

B(u) = (sinhu,0, —g sinh u + cosh u)
= sinhw (1,0, —¢/2) 4 coshu (0,0, 1)
= ginhwu E; + coshu Fs

entao g(f(u), B(u)) = —1. Além disso, g(V(u),V(u)) = 1 e g(B(u),V(u)) = 0. Portanto temos

um problema de Bjorling do tipo-tempo. Como
Byx Ey=FEs ¢ Byx Ey—E,
entdao V(u) x f(u) = sinhuFs + coshuF;. Portanto, obtemos que
o(u,0) = ;(ﬁ(u) + 7V x Bu) = ;[(sinhu + 7 cosh u)Ey + (coshu + 7 sinh u) Ey|.

Logo,
1
1(u,0) = §(sinh u+ 7 coshu),

1
¢3(u,0) = g(sinh u+ 7 coshu) + §(cosh u+ 7sinhu).
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5. O Problema de Bjorling

Portanto,
1
Y(u,0) = A7 (B(u))o(u,0) = i(sinhu + 7 coshu, 0, coshu + 7sinh ). (5.2.3)
A solugao de (5.2.2) que satisfaz (5.2.3) é

1
Uy (u,v) = i(sinhu + 7 coshu) exp v,
o(u,v) =0, (5.2.4)

s(u,v) = i(coshu + 7sinhu) expv.

Além disso (5.2.4) satisfaz as condi¢oes do Teorema 5.1.2. Portanto, integrando (5.2.1), temos que

f(u,v) = (coshuexpu,ec, (—% cosh u 4 sinh u) expv)
¢ a imersao minima conforme desejada.
Exemplo 5.2.2. [Plano vertical do tipo tempo y = ¢ - caso tipo espago| Sejam
B(u) = (sinhwu,c, —g sinh u + cosh u)
e V(u) = Ey, com I = (a,b). Como
B(u) = (coshu,0, —g cosh u + sinh u)
= coshu(1,0,—¢/2) + sinh «(0,0, 1)

= coshu E; + sinhu Ej3,

entdao g(f(u), B(u)) = 1. Além disso, g(V(u),V(u)) = 1 e g(B(u),V (u)) = 0. Portanto temos um
problema de Bjérling do tipo-espaco. Como

EQXEleg e EgXEgZEl.
entdao V(u) x f(u) = coshuFs + sinhwF;. Portanto, obtemos que

o(u,0) = ;(ﬂ(u) — 7V (u) x B(u)) = ;[(coshu — 7sinhu)Ey + (sinhu — 7 cosh u) Es].

Logo,
1
o1(u,0) = §(cosh u — 7sinhu),

¢2(u,0) =0, (5.2.5)

1
¢3(u,0) = g(coshu — 7sinhu) + i(sinhu — 7 coshu)
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5.2 Grupo de Heisenberg Hjs

1
V(u,0) = A~ (B(u))o(u,0) = i(coshu — 7sinhu, 0, sinh u — 7 cosh u). (5.2.6)
A solugao de (5.2.2) que satisfaz (5.2.6) ¢ dada por:

W (u,v) = ;(coshu — 7sinhu) exp(—v),
%(U;U) = 07 (527>
s (u,v) = ;(sinhu — 7 cosh u) exp(—v).

Além disso (5.2.7) satisfaz as condi¢oes do Teorema 5.1.3. Portanto, integrando (5.2.1), temos que:

f(u,v) = (sinh uexp(—v), ¢, (—g sinh u + cosh u) exp(—v))
¢ a imersao minima conforme desejada.
Exemplo 5.2.3. [Helicéides] Sejam [(u) = (p(u),0,b) definida em [ = [a,d] e
2
p(u) —2c p(u)
Vi) = B-PYp
(u) 20(u) T plu)
onde b,c € R e p é uma fungao diferenciavel real que satisfaz
p*(u)
2
Como f(u) = p'(u)Ey, entdo g(B(u),(u)) = p*(u). Assim temos um problema de Bjorling
do tipo-espaco. Além disso, g(V(u), V(u)) = 1 e g(f(u),V(u)) = 0. Como E, x E; = F3 e
E3 x By = E5, obtemos que

p(u)? + p*(u) =

V) x B = 2 — ) = —plu) s~ e
o (1)
pu) plu)r er
P, 0) = ( 2 2 ’2)
Portanto, )
(1,0) = <p (2U) | p(g)T’ _T(,O(u)4 - 20)). (52.8)
A solugao de (5.2.2) que satisfaz (5.2.8) é
Py (u,v) = ;(p/(u) cosv — 7p(u) sinv),
o (u,v) = ;(p'(u) sinv + 7p(u) cosv), (5.2.9)
() = 2 (P*(u) — 20).
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5. O Problema de Bjorling

Além disso (5.2.9) satisfaz as condigoes do Teorema 5.1.3. Portanto, integrando (5.2.1), temos que

f(u,v) = (p(u) cos v, p(u) sinv, cv + b)

¢ a imersao minima conforme desejada.

Exemplo 5.2.4. [Superficie tipo-sela] Sejam [(u) = (4cu,—4Q(0), -8 cu@(0)) uma curva
diferencidvel em I = [a,b] e
4cQ(0) c
- B+
QO Q)

onde ¢ € R e Q(v) é uma funcao diferenciavel real que satisfaz

V() =

E37

4eQ(v) = \/Q'(v)* + ¢

e Q'(v) # 0 para todo v € R. Como f(u) = 4cE; — 16¢Q(0) Es, entdo g(S(u), B(u)) =
—16 Q’(0)2. Assim temos um problema de Bjorling do tipo-tempo. Além disso, g(V (u), V(u)) =1

e g(f(u), V(u)) = 0. Resulta que

V(u) x f(u) = —4Q'(0) Ex.

Logo,
(1, 0) = (2 ¢, —2Q(0)r, —4 ¢ Q(0) — 4aQ’(O)T>.
Portanto,
b(u,0) = (2 ¢, —2Q'(0), —sch(0)>. (5.2.10)
A solucao do sistema (5.2.2) que satisfaz (5.2.10) é
Py (u,v) =2¢,
Po(u,v) = =2Q" (v), 7 (5.2.11)

3(u,v) = =8cQ(v).

Além disso (5.2.11) satisfaz as condigdes do Teorema 5.1.2. Portanto, integrando (5.2.1), temos

que
flu,v) = (deu,—4Q(v), —8cuQ(v))

¢ a imersao minima conforme desejada.

A imagem da imersao esta contida no grafico da fungao z = JTye é um superficie do tipo sela.
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5.3 O espacgo de De Sitter S;

O espago de De Sitter S? pode ser modelado com o semi-espaco
Ri_ = {(.’13’1,1'2,.%3) € R3 - xr3 > 0}
dotado com a métrica Lorentziana invariante a esquerda dada por

1
g= x—g(dx% + dxs — dz3).

Uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda ¢é dada por

0
EQ = T3~ (& E3 = T3 —,

Oxy’ 0x 0x3
com {E1, E»} do tipo-espaco e E3 do tipo-tempo. Logo,

E1:ZL‘3

ZT3 0 0
A= 0 XT3 0
0 0 T3

fi= QRG(/ f3thidz),
f2= ZRQ(/ fahadz), (5.3.1)
f3 = exp(2 Re/wgdz).

Temos que os tnicos Lj; ndo nulos sdo Liz = L33 = L}, = L3, = —1. Assim (5.1.4) se escreve
como: o0
-5 — Ui =0,
“ (5.3.2)

%f—wwzu

Exemplo 5.3.1. [Plano vertical y = ¢ do tipo-tempo] Sejam [3(u) = (sinhu, ¢, coshu), com
I =(a,b) e V(u) = E5. Como

. sinh u
Blu) = B+ coshuEg’
entao )
g(B(u), B(u)) = cosh?(w) > 0.

Assim temos um problema de Bjérling do tipo-espago. Além disso, g(V (u), V(u)) = 1 e g(8(u), V(u)) =

0. Dado que

. sinh u i
V(u) x f(u) = E3 + mEl = (sinhu, 0, cosh u)
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5. O Problema de Bjorling

entao

o(u,0) = ;(ﬁ(u) — 7V (u) x B(u)) = ;(coshu — 7sinhu, 0, sinhw — 7 cosh u).

Logo,
1 coshu — 7sinhw sinh w — 7 cosh u

0(w,0) = A7 (B()(u,0) = (T e,

Como ¥ (u,0) é solugao de (5.3.2) e a solugdo é tnica, temos que (u,v) = ¥(u,0). Portanto

)

integrando (5.3.1) temos que
f(u,v) = (sinhuexp(—v), ¢, cosh uexp(—v))

¢ a imersao minima conforme desejada.

1 1 1
Exemplo 5.3.2. Sejam f(u) = ( sinh u, —= sinh u, cosh u), com I = (a,b) e V(u) = ——=F+
V2 V2 V2

1
—F5. Como
V2

. 1 1 sinh u
= —FK+—F+ —F
) = BB+ B+ o B
entao )
g(B(u), B(u)) = ——— > 0.
cosh” u

Assim temos um problema de Bjérling do tipo-espaco. Além disso,

g(V(u), V() =1 e g(B(u),V(u)=0.

Dado que
. 1 sinhwu 1 sinhu 1 1
V = —— 77E E — —— i h y = i h 9 h )7
(u) x B(u) 73 coshiu 1+\/§coshu o+ Es (\/ésm u \/Esm u, coshu
entao
(1, 0) 1<1(h inh 1), ——(cosh inh ), 1 sinh h)
u,0) = = —=(coshu — 7sinh u), —=(cosh v — 7sinh u), 1 sinhu — 7 cosh u .
2\/2 V2
Logo,
1 fcoshu — 7sinhu coshwu — 7sinhu sinhu — 7 cosh u
aO :Ail 70 :< s ) )
¥(u,0) (B(u))¢(u,0) = 3 3 cosh 3 coshu p——

Como (u,0) é solugdo de (5.3.2) e a solu¢do é unica, temos que ¥ (u,v) = ¥(u,0). Portanto
integrando (5.3.1) temos que
u,v) = (—=sinh uwexp(—v), —= sinh u exp(—wv), cosh u exp(—v
f(u,v) (\/5 xp( )\/5 xp(—v) xp(—v))

¢ a imersao minima conforme desejada.
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5.4 O grupo produto H” x R

Consideraremos o modelo do semi-plano superior para o plano hiperbdlico dado por H? =
{(z1,79) € R?: 25 > 0} e seja x3 0 parAmetro natural em R. O espago H? x R é um grupo de Lie
Lorentziano com a estrutura de produto e munido da métrica invariante a esquerda Lorentziana

dada por:

1
g= x—%(dﬁ + da3) — da3.

Com respeito a métrica g, uma base ortonormal de campos vetores invariantes a esquerda é dada

por:
0
Ei=2y—, Ey=x9— ¢ E3=—.
1= T2 85101’ 2 = X2 02 € i3 073
Assim a matriz definida em (3.2.6) é dada por
i) 0 O
d(Lg)h =10 22 0
0 0 1
Além disso, as tinicas constantes de estruturas da algebra de Lie nao nulas sdo Cfy, = —1 e C3; = 1.
Logo Li, = —2 e L}, = 2 e os outros L}, sdo nulos. Assim o item iii) do Teorema 3.2.11 fica
0 —
5”1 — iy = 0,
“ (5.4.1)
O =
2 T Y1 = 0.
z

Portanto a imersao minima conforme f é dada por:
fi(u,0) = 2Re( [ folu,v)en(u,v) d2),
fo(u,v) = exp(2 Re/l/)g dz),
fs(u,v) = 2Re(/ s(u,v) dz).

Exemplo 5.4.1. [Plano horizontal do tipo espacgo z = ¢| Considere
B(u) = (cosu,sinu,c), u € (o,m)

e V(u) = E5. Temos que




5. O Problema de Bjorling

Além disso, g(V,V) = —1 e g(5,V) = 0. Portanto o par (8,V) produz um Problema de Bjorling

para superficies do tipo tempo. Como

. cos U ]
V(u) X /B(u) = _E2 — Sinu El — (_COS'U,, _Sln'l,L,O)’
entao . )
o(u,0) = §(ﬂ(u) +iV(u) x B(u)) = 5(— sinwu — i cosu, cosu — isinu, 0).
Portanto

1( sinu +i¢cosu cosu — ¢Sinu 0)

¥(u1.0) = A7 (B(u))(u.0) = |
Uma vez que 9(u,0) é solugdo de (5.4.1), a unicidade implica que ¥ (u,v) = 1(u,0). Portanto a

sin u ’ sin u
imersao minima conforme do tipo espago que contém f(u) é dada por:

f(u,v) = (e’ cosu, e’ sinu,c).
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Apéndice A
Diferenciacao paracomplexa

Neste apéndice vamos relembrar alguns fatos sobre a algebra dos ntimeros paracomplexos (ou
de Lorentz). Para mais detalhes veja [9], [15] e [16]. A élgebra dos niimeros paracomplexos ¢é a
dlgebra I = {a + 7b : a,b € R}, onde 7 é uma unidade imaginaria que satisfaz 7> = 1, com as

seguintes operacoes:

(ug + Tug) + (v1 + 7v2) == (ug +v1) + 7(ug + v9),

(Ul + TUQ) . (’Ul -+ T’l]g) = (ulvl + U2U2> + T(U1U2 —+ UQ’Ul).
Temos duas representagoes interessantes para esta algebra:

o L éisomorfa a R @ R (com a multiplicacao de coordenadas) via a aplicagao

p:L—R&R, pla+7b) = (a+0b,a—Db).

o L é isomorfa a dlgebra

a b
A:{MGM(Z,R):M:[b a]}

via a aplicacao

pla+7b) = [Z b].

a

A conjugacao em L é definida como no caso complexo, isto é,
a+T1b:=a—7Tb
e a L-norma de z = a 4+ 7b € L é definida como
2l= |22]2= |a® = B2,
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A. Diferenciacao paracomplexa

Podemos também definir a norma Euclideana ||z||?= a? + b? e a topologia relativa.
Na é&lgebra L temos o conjunto dos divisores de zero K = {z € L. : |z|= 0}. Observe que se
< ) . . 4 Z
z ¢ K, entdo z é inversivel e o inverso é dado por z=! = —.
2z
Definigcao A.0.2. Seja 2 C L um conjunto aberto e zy € . A L-derivada de uma fungao

f:L — L em 2y é definida por

f'(7%) = lim W (A.0.1)
z—zp€L\K

se o limite existe. Se f’(zg) existe, dizemos que f é L-diferencidvel em z.

Observagao A.0.3. Observemos que (A.0.1) é equivalente a
f(z0+h) — f(20)

1
h—0, hgK h

A condicao de L-diferenciabilidade é muito menos restritiva que a diferenciabilidade complexa

usual. Por exemplo, a L-diferenciabilidade em z; nao implica na continuidade de f em z.

Proposicao A.0.4. A L-diferenciabilidade em um conjunto aberto 2 C IL implica na diferencia-
bilidade usual em Q e df (20)(2) = f'(20)z, V z €.

Demonstragio. Da Observagao A.0.3 temos que (A.0.1) é equivalente a

o G0 1) = F(z0) = 1"

lim . —0. (A.0.2)

Colocando-se o(h) = f(zo + h) — f(z0) — hf'(20), vemos que (A.0.2) é equivalente a

0 |h|  hs0|h|T h

onde h ¢ K. Escrevendo f = a+ 7b, 0 = 01 + 702, h = hy + Tha, 20 = ug + Tvg € f'(20) = ¢+ 7d

temos que:

{ f(Zo)—f-hf/(Z()) + 0<h) = CL(U[), ’Uo) —I— (hlc —|— hgd) —I— 01<h) —f- T[b(U(), Uo) —f- (hld + hQC) —f- Og(h)],
f(Zo + h) = a(uo + hl,vo + hg) + Tb(uO + hl,UO + hg)

Como f(zo + h) = f(z0) + hf'(20) + 0(h), resulta que:

a(uo —+ hl, Vo + hz) = CL(U(), Uo) + (hlc + hgd) + 01(h>,
b(ug + hi,ug + he) = b(ug,vo) + (h1d + haoc) + 0o(h),
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A. Diferenciacao paracomplexa

onde h h
lim o ) = lim 02( )

e TR R TA R

Portanto, a(u,v) e b(u,v) sdo diferencidveis em zy. Além disto,
df(Zo)(hl + ThQ) = (hlc + hgd) + T(hld + hQC) = (C + Td)(hl + Thg) = f/(ZQ)(h]_ + Thg).
Portanto, df (zo) é a transformacao linear de IL dada por z — f’(29)z. O

Observe, também, que existem fung¢oes L-diferenciaveis de qualquer classe de diferenciabilidade
(real).
Seja f : 2 — L uma funcao diferenciavel, no sentido usual. Entao, pela Proposicao A.0.4 f é

L-diferencidvel em z, € 2 se, e somente se a matriz de df (zo) ¢ da forma

a b
il s

onde f'(z9) = a + 7b. Portanto, se f(x,y) = (u(z,y),v(z,y)), temos que f é L-diferencidvel se, e
somente se, valem

Uy = Vy, Uy = V.

Essas equagOes sao as andlogas das equacoes de Cauchy-Riemann do caso complexo. Derivando

estas equacgoes temos a condigao de integrabilidade
Ugg — Uyy = 0.

Analogamente ao caso complexo, temos uma interpretacao geométrica da LL-diferenciabilidade.
Consideramos L com a métrica Lorentziana se df (zy) # 0 entao df (zo) é uma aplicacao conforme,
em relagdo & métrica Lorentziana, com coeficiente de conformidade positivo se df(zy) preserva a
orientacao, e negativo caso contrario.

Analogo ao caso complexo, podemos definir os operadores paracomplexos

o Lo 00 10 0
0z 2'0u v 0z 20u | ov
onde z = u + 7v. Esses sdo os campos de vetores duais das 1-formas em L
dz :=du+ tdv, dz:=du— Tdv.
Teorema A.0.5. Seja f : Q — L tal que f(u+ 7b) = a(u,v) + 7b(u,v), onde a,b sdo de classe

Cl. Entdo f é L-diferencidvel se, e somente se 2= 0.
z
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A. Diferenciacao paracomplexa

Demonstragio. Como f é L-diferencidvel se, e somente, se df (z) é uma matriz da forma (A.0.3)

entdo f é L-diferenciavel se, e somente, se

@ _ob
ou v’
@ - @ (A.0.4)
ov  Ou
Desde que
of _ 101 of
0z 20u v
R [t ) R g L)
~ 2% T T o T T
1.,0a 0b ob  Oda
= 5[(% - %) +T(% - %)]7
of N .
resulta que Frie 0 se, e somente, se valem as equagoes (A.0.4). Logo temos o desejado. O
z

Observagao A.0.6. Seja f: Q@ — L tal que f(u+ 7b) = a(u,v) +7b(u, v), onde a, b sdo de classe
C'. Se f é L-diferenciavel, usando (A.0.4) temos que

ou T(?v

B %—i_av

W_1<3f+ W)_l[(@a c%)_'_T(ab 8@)}_8@ 8b_8b+ da (A.0.5)

9 2 5 o ov)l Tou T o " a0 T Tau

Proposicao A.0.7. Seja v uma curva em L. Se f é uma funcao L-diferencidvel com 9, continua,
2z

entao of
[y@zdz = f(2)ls.

Além disso, a integral nao depende do caminho escolhido.

Demonstragio. Como f é L-diferenciavel, de (A.0.5) temos que

Of g — [0 _
A aZd,z = | o (du+ 1dv) = L(au+7bu)du+7(bv+7av)dv

= /W(audu + a,dv) + 7(bydu + b,dv) = / d(a+7b) = (a + 7b)|,= f(2)|-

Y

]

Proposicao A.0.8. Se f = a + 7b é L-diferenciavel, entao existe uma func¢ao L-diferencidvel

g:L—)Ltalque@:f.
0z
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A. Diferenciacao paracomplexa

Demonstragio. Como f é L-diferencidvel, entao f satisfaz (A.0.4). Logo, as formas diferenciaveis

bdu +adv e

adu+ bdv

sdo exatas. Portanto, existem funcoes diferencidveis a, 8 : R? — R tais que

Defina g : . — L por g = o + 7. Temos que g é L-diferenciavel pois

Portanto,

dg O«

dz  Ou

oo 05
ou v
05 _oa_,
ou v
e ap
7:(]/:7’
ou ov
oo, 03
v Ou’
o _0p , Oa _ _
Ton = B0 Tav—a—l-Tb—f. (A.0.6)
L]

Das Proposigoes A.0.7 e A.0.8, resulta que toda integral de linha de uma funcao IL-diferenciavel

é independente do caminho.

A.0.1 Raizes quadrada de niimeros paracomplexos

Queremos definir a funcao raiz quadrada diferenciavel de um niimero paracomplexo. Seja w € L

tal que w = y/z. Logo, z = w?. Se w = a + 7b entao

z = (a® + b*) + 2abr.

Além disso, para a funcao da raiz seja diferenciavel temos z—0. Assim

2z = (a* + b*)* — 4a*b* = (a* — b*)* > 0.

Logo, z pertence ao cone espacial I.

Portanto, a raiz quadrada de z esta definida somente se z pertence ao cone espacial I.

Agora iremos encontrar que sao as raizes de z.

Como z pertence ao cone espacial I, podemos escrever z da forma

onde z=a+7ep=+a>+b.

z = p(coshu + 7sinh u),

Agora observe que se w é raiz quadrada de z pode estar em algum dos quatro cones:
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A. Diferenciacao paracomplexa

tipo| |
tempo

tipo

tipo

Il
tipo
temjpolll

espaco espaco

>
X

1) Se w estd no cone espacial I. Entdo w pode ser escrito como

w = py(coshuy + 7sinh uy).

Agora w? = z. Logo,

(p1)*(cosh 2u; + 7sinh 2uy) = 2z = p(cosh u + 7 sinh u).

Entao,

plz\/ﬁ)

cosh 2u; = cosh u,

sinh 2u; = sinh u.

Assim uy = 5 Portanto, a raiz é

(A.0.7)

w = \/ﬁ(cosh% + Tsinhg).

2) Agora se w estd no cone espacial IT temos que w = a+7b tal que a < 0 e a* — b*> > 0. Logo

—w pertence ao cone espacial I e (—w)? = z. Assim —w é uma raiz no cone espacial I, entdao

pelo item 1) temos que

—w = /p(cosh g + 7 sinh g)

Portanto,

w = —\/_p(coshg + 7sinh %)
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3) Agora se w estid no cone temporal I temos que w = a + 7b tal que b > 0 e a®> — b? < 0.
Logo 7w = b+ 7 a pertence ao cone espacial I e (Tw)? = z. Assim 7w é uma raiz no cone

espacial I, entdo pelo item 1) temos que
u u
Tw = /p(cosh 3 + 7sinh 5)

Portanto,
w = \/ﬁ(sinhg + 7 cosh g)

4) Agora se w estd no cone temporal I temos que w = a + 7b tal que b < 0 e a* — b* < 0.
Logo —7w = b+ T a pertence ao cone espacial I e (—7w)? = 2. Assim —7w é uma raiz no

cone espacial I, entao pelo item 1) temos que

—Tw = \/ﬁ(cosh% + 7sinh g)

Portanto,
. U U
w = —,/p(sinh 5 + 7 cosh 5)

Portanto, temos quatro raizes distintas, uma cada cone.

Observagao A.0.9. Como LL ndo é um corpo, podemos possuir mais de duas raizes.
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Apéndice B
O Teorema de Cauchy-Kovalevskaya

O Teorema de Cauchy-Kovalevskaya aplica-se a sistemas de equagoes diferenciais parciais ana-
liticas, com dados analiticos (reais ou complexos) que, por mudanga de varidveis adequadas podem,

ser reescritos de forma a ser aplicado o seguinte teorema (veja [6], [12] e [22], por exemplo).

Teorema B.0.10 (Cauchy-Kovalevskaya). Seja © = (z1,...,x,) € R" e considere o sistema

o n—1
au = Bj(u,:c')a—u—l—c(u,a:'), para |z|< r,
In =21 Lj (B.0.1)
u=0, para [2|[<r e z,=0,

onde ' = (21, ...,xp_1), Bj : R™" x R"™! — M™"(R), j=1,..,n—1ec: R"x R — R™ sdo

analiticas. Entao, existe r > 0 e uma tnica funcao analitica u(z) = (u1(x), ..., Uy (x)) da forma

u(x) = uaz®, (B.0.2)

D*u(0
onde z% = z7'..28", a = (Qq, ..., Q) € Uy = u'( ) tal que u é solugao de (B.0.1).
a!

Vamos escrever para um sistema de primeira ordem as condi¢oes que permitem reduzir o sistema

a forma (B.0.1). Considere o seguinte problema: achar u (localmente) tal que

F(z, (0%)| ) =0,
<1 (B.0.3)
ulg = 9,
onde F' = (Fy,..., F,,) é analitica, S é uma hipersuperficie analitica em R" e & = (®y,...,P,,) é
analitica definida em S. Suponhamos que (S, ®) é ndo caracteristica, isto é,

F(z,(0°®(2)) 4<1) =0, x €S,

(B.0.4)
det [V, o £ (2, (aaq)(x))ha\gﬂ #0, x€S,
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onde V., . I denota a matriz Jacobiana de F' com respeito as varidveis z;,, j = 1,...,m,

Uj

correspondentes a ,j =1,...,m. Quando escrevemos F' como

n

8u1 8um 8U1 aum
axl,..., axl ,...,axn,..., a[[}n

F(x1, .oy Tp,ug, oy Uy, ) =0, (B.0.5)

temos que (B.0.4) sdo exatamente as condi¢oes para podermos aplicar o Teorema da fungao Im-

plicita (na versdo analitica) e, entdo, localmente (B.0.3) é equivalente a:

ou ou
=G —\n—1
Oz, (= (axj =) (B.0.6)
ulg =®(z),z€ S5 CS,
onde G = (G, ..., Gyp,) ¢ analitica.
Observacao B.0.11. Temos que
Uj

1. As condigbes para que (S, ®) seja nao caracteristica estao escritas de forma a explicitar I
T
Condigoes analogas permitiriam explicitar outras derivadas.
2. E possivel generalizar a condicéo (B.0.4) pela condi¢do de que V,F tem posto m, onde

u,
2= (211, -, Zmls Zns -, Zmn) € Zji corresponde a 8—J em (B.0.5).
Tk

A partir de (B.0.6) usando mudanga de varidveis e a introducdo de varidveis dependentes

auxiliares, de forma trabalhosa é possivel reduzir ao caso de (B.0.1).
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