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Resumo

As séries de Walsh formam um sistema ortonormal completo de L2r0, 1q que pode ser

aplicado em diferentes situações, tais como: transmissão de dados, filtração, enriquecimento

de imagem, análise de sinais e reconhecimento de padrão.

A teoria das n-larguras foi introduzida por Kolmogorov na década de 1930 e a teoria dos

números de entropia foi introduzida e estudada por Pietsch em [36]. Desde então, muitos

trabalhos têm visado obter estimativas assintóticas para n-larguras e números de entropia

de diferentes classes de conjuntos. Neste trabalho usamos estimativas para médias de Levy

para estudar n-larguras e números de entropia de operadores multiplicadores de séries

múltiplas de Walsh limitados de Lp em Lq, 1 ď p, q ď 8. Na primeira parte, estudamos

estimativas inferiores e superiores para n-larguras e números de entropia de operadores

multiplicadores gerais. Na segunda parte, aplicamos estes resultados para operadores

multiplicadores específicos, associados a conjuntos de funções finitamente e infinitamente

diferenciáveis no sentido diádico sobre Id, I “ r0, 1q. Em particular, demonstramos que as

estimativas estudadas são exatas em termos de ordem em diversas situações.

Palavras-chave: Operadores multiplicadores, séries múltiplas de Walsh, n-larguras, nú-

meros de entropia, teoria da aproximação.



Abstract

The Walsh functions form a complete orthonormal system of L2r0, 1q that can be applied

in different situations, such as: data transmission, filtering, image enhancement, signal

analysis and pattern recognition.

The theory of n-widths was introduced by Kolmogorov in the 1930s and the theory of

entropy numbers was introduced and studied by Pietsch in [36]. Since then, many works

aim to find estimates for n-widths and entropy numbers of different classes of sets. In this

work we study n-widths and entropy numbers of bounded multiplier operators of multiple

Walsh series from Lp to Lq, 1 ď p, q ď 8. In the first part, upper and lower bounds are

studied for n-widths and entropy numbers of general multiplier operators. In the second

part, we apply these results to specific multiplier operators, associated with sets of finitely

and infinitely differentiable functions, in the dyadic sense, on Id, I “ r0, 1q. In particular,

we show that, the estimates have order sharp in various situations.

Keywords: Multipliers operators, multiple Walsh series, n-widths, entropy numbers,

approximation theory.
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Introdução

As funções de Walsh estão definidas no intervalo unitário r0, 1q e elas formam

um sistema ortonormal completo em L2r0, 1q (ver [34, 42]). Este sistema pode ser aplicado

em diferentes situações, tais como: transmissão de dados, filtração, enriquecimento de

imagem, análise de sinais e reconhecimento de padrão. As funções de Walsh são fáceis

para implementar em computadores de alta velocidade e podem ser usadas com pouco

espaço de armazenagem. Isto é devido em parte ao fato que as funções de Walsh assumem

somente os valores `1 e ´1 (ver [1]).

O sistema de Walsh é também interessante do ponto de vista teórico. Primeiro,

é o sistema não trivial mais simples em análise harmônica, mas compartilha muitas

propriedades com o sistema trigonométrico. Segundo, tem sido usado para resolver alguns

problemas fundamentais em análise, como por exemplo o problema da base (ver [42]).

Terceiro, esse sistema tem tido um papel importante no desenvolvimento de outras áreas da

matemática. Por exemplo, o teorema fundamental da teoria dos martingais (desigualdades

Lp para a função quadrática) foi demonstrado primeiramente por Paley [34] para o sistema

de Walsh. Os espaços de Banach com a propriedade UMD, (ver [50]), foram caracterizados

através da convergência das séries de Walsh. Foi demonstrado em [50] que um espaço de

Banach X tem a propriedade UMD se e somente se as séries de Walsh-Fourier de funções

f P Lp
Xr0, 1q convergem em L

p
X para algum 1 ă p ă 8.

A teoria unidimensional das funções de Walsh não tem sido suficiente, em

consequência a análise multidimensional de Walsh, pelo menos para o caso bidimensional,

tem sido desenvolvida. Na análise de Fourier, vários problemas são estudados ou métodos

são desenvolvidos, primeiro no caso trigonométrico e depois no caso de Walsh, mas isso foi

invertido em alguns casos, ver por exemplo [31, 32], [44, 45], [30, 49]. Vários trabalhos que

envolvem séries múltiplas de Walsh, foram primeiramente estudados para séries múltiplas

trigonométricas, ver por exemplo [16, 13, 15, 12, 39, 40, 53].

A teoria de n-larguras foi introduzida na década de 1930 pelo matemático russo

Andrey Nikolaevich Kolmogorov. Até 1960, apenas dois artigos haviam sido publicados

na direção da pesquisa abordada neste trabalho, de autoria de Rudin e Stechkin. Após

1960 houve um aumento significativo de interesse na área. Destacamos a seguir alguns

matemáticos importantes que trabalharam ou trabalham com n-larguras: Chui, Micchelli,

Pinkus, Dyn, Tichomirov, DeVore, Triebel, Wozniakowski, Traub, Kashin, dentre outros.

Os estudos sobre estimativas assintóticas para as n-larguras de Kolmogorov

das classes de Sobolev no círculo foram realizados por vários matemáticos importantes,

como Rudin, Stechkin, Gluskin, Ismagilov, Maiorov, Makovoz e Scholz em [14, 19, 26, 27,
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41, 43, 48], eles foram iniciados por Kolmogorov [22] em 1936 e completados por Kashin

[20, 21] em 1977. Diversas técnicas foram aplicadas nesses diferentes casos, dentre os

quais destacamos uma técnica de discretização devido a Maiorov e o Teorema de Borsuk.

Observando a evolução histórica do estudo de n-larguras, é possível notar que tem sido uma

prática comum usar diferentes técnicas em demostrações de limites inferiores e superiores

e em estimativas para classes de funções finitamente e infinitamente diferenciáveis (ver,

por exemplo [37]). Um dos objetivos deste trabalho é dar um tratamento unificado no

estudo de n-larguras de conjuntos de funções determinados por operadores multiplicadores

de séries múltiplas de Walsh.

Os números de entropia estão intimamente relacionados ao conceito de entropia

métrica desenvolvido por Kolmogorov por volta de 1930. A teoria dos números de entropia

e seu estudo sistemático foi introduzido por Pietsch em [36]. O estudo dos operadores

lineares limitados entre espaços de Banach é uma parte clássica da análise funcional e de

particular interesse são os operadores compactos. Em geral, a medida de um operador

linear limitado compacto pode ser dada por sua sequência de números de entropia. De

fato, é verdade que um operador entre espaços de Banach é compacto se e somente se a

sequência de seus números de entropia convergir para 0.

Em grande parte, muito do desenvolvimento posterior da teoria de entropia

foi proporcionado pela mudança de contexto, de espaços métricos para espaços vetoriais

normados, espaços quase-Banach e de Banach, o que deu um novo impulso à teoria, tanto

abstratamente, quanto no nível de aplicações. Em particular, os trabalhos de Pietsch

promoveram o desenvolvimento dos números de entropia, ao passo que Triebel e outros

estudaram exaustivamente os números de entropia de mergulhos entre espaços de Sobolev.

Os números de entropia têm muitas aplicações na teoria de espaços de funções

e teoria espectral [10], processamento de sinais e imagens [7, 9], teoria da probabilidade

[52], entre outros. Em [2] foram obtidas estimativas para os números de entropia da classe

de Sobolev no toro. A maioria dos trabalhos recentes que envolvem números de entropia

visam obter estimativas superiores e inferiores para tais números.

Iniciamos o Capítulo 1 apresentando conceitos básicos referentes à teoria da

medida, às funções de Walsh sobre I “ r0, 1q e ao conceito de derivada de uma função no

sentido diádico, juntamente com algumas de suas propriedades. Introduzimos as funções

de Walsh sobre Id e apresentamos a definição de derivada parcial diádica de uma função

definida em Id. Em seguida, introduzimos os conceitos básicos referentes às n-larguras

de Kolmogorov, Gel’fand e de Bernstein, enunciando as principais propriedades de tais

n-larguras. Finalmente, expomos o conceito de números de entropia e suas principais

propriedades. A maioria das demonstrações dos resultados abordados neste capítulo foram

omitidas por se encontrarem em [1, 4, 5, 11, 28, 29, 34, 35, 37, 42, 46, 53].

Seja pΩ,A, µq um espaço de probabilidade e tφmumPN0
um conjunto ortonormal
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completo de funções reais de L2pΩ,A, µq, tal que existem constantes k1, k2 P R, 0 ă k1 ă k2,

verificando k1 ď }φm}8 ď k2, para todo m P N0 “ t0, 1, 2, . . .u. A partir do conjunto

tφmumPN0
, construímos, na Seção 2.1, um conjunto ortornomal de funções reais tφmumPNd

0

de L2pΩd,Ad, µdq. Utilizamos esta construção para definir as funções de Walsh sobre

r0, 1qd, d P N, d ě 2, e sobre um produto finito de esferas l-dimensionais. Na Seção 2.2

consideramos normas especiais sobre Rn introduzidas a partir de operadores multiplicadores

de séries multiplas associados a um sistema ortonormal completo abstrato, de funções

reais, uniformemente limitado sobre L8pΩd,Ad, µdq. Feito isso, demonstramos o Teorema

2.2.13, que nos fornece estimativas inferiores e superiores para médias de Levy dessas

normas. As referências relacionadas ou utilizadas de alguma forma neste capítulo foram

[11, 23, 24, 25, 36, 46, 51].

No Capítulo 3 usamos o Teorema 2.2.13 como principal ferramenta na demons-

tração dos Teoremas 3.1.5 e 3.2.1, os quais nos fornecem estimativas inferiores e superiores

para n-larguras de operadores multiplicadores de séries múltiplas, associados ao sistema

ortonormal completo estudado no capítulo anterior e limitados de LppΩdq em LqpΩdq,
1 ď p, q ď 8. As referências relacionadas ou utilizadas de alguma forma neste capítulo

foram [23, 24, 33, 46, 51].

No Capítulo 4, aplicando as estimativas gerais obtidas no capítulo anterior,

estudamos estimativas para n-larguras de Kolmogorov de conjuntos de funções sobre Ωd.

Sejam Λp1q “ tλkukPNd
0

, λk “ λp|k|q e Λp1q
˚ “ tλ˚

kukPNd
0

, λ˚
k “ λp|k|˚q, onde |¨| é a norma

euclidiana e |¨|˚ é a norma do máximo sobre Rd e onde a função λ : r0,8q Ñ R é definida

por λptq “ t´γplog2 tq´ξ, t ą 1, e λptq “ 0 para 0 ď t ď 1, com γ, ξ P R, γ ą d{2, ξ ě 0,

e sejam Λp2q “ tλkukPNd
0

, λk “ λp|k|q e Λp2q
˚ “ tλ˚

kukPNd
0

, λ˚
k “ λp|k|˚q, onde a função

λ : r0,8q Ñ R é definida por λptq “ e´γtr

, com γ ą 0, r ą 0. Estudamos estimativas

superiores e inferiores para as n-larguras dos operadores multiplicadores associados à

essas sequências. Várias das estimativas obtidas são assintoticamente exatas em termos de

ordem.

No caso em que o sistema ortonormal considerado é o sistema de Walsh sobre

Id, demonstramos que os conjuntos Λp1qUp, Λp1q
˚ Up são conjuntos de funções finitamente

diferenciáveis e Λp2qUp, Λp2q
˚ Up são conjuntos de funções infinitamente diferenciávies, no

sentido diádico. Com analogia com o caso clássico, podemos dizer que se ξ “ 0, Λp1qUp e

Λp1q
˚ Up são classes de tipo Sobolev.

Iniciamos o Capítulo 5 usando o Teorema 2.2.13 como principal ferramenta na

demonstração dos Teoremas 5.1.4 e 5.2.3, os quais nos fornecem estimativas inferiores e

superiores para números de entropia de operadores multiplicadores de séries múltiplas.

Referências importantes e utilizadas de alguma forma neste capítulo foram [24, 33, 36, 38,

46, 47].

No Capítulo 6, aplicamos os resultados do capítulo precedente na obtenção
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de estimativas para números de entropia de conjuntos de funções sobre Ωd, associados

aos operadores multiplicadores especificos Λp1q, Λp1q
˚ , Λp2q e Λp2q

˚ estudados no Capítulo 4.

Várias das estimativas obtidas são assintoticamente exatas em termos de ordem.

Os resultados obtidos nesta tese generalizam os estudos realizados para o

sistema trigonométrico sobre o toro realizados em [23] e [47] (ver Observações 1.4.8, 3.2.8,

4.2.7, 6.2.6) e permanecem válidos para o sistema ortonormal completo das funções de

Walsh definidas sobre um produto de d-esferas Sl ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sl (ver Observação 3.2.7).

Acreditamos que os resultados demonstrados neste trabalho, a partir do Capítulo

2, sejam novos. Os resultados obtidos neste trabalho para n-larguras de operadores

multiplicadores de séries multiplas se encontram publicados em [8].
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1 Preliminares

Neste capítulo estudamos alguns conceitos preliminares e alguns resultados

básicos sobre espaços Lp, séries de Walsh, operadores multiplicadores, derivada diádica

e n-larguras. Inicialmente com ajuda de [11, 28] fazemos uma exposição resumida dos

espaços Lp e martingais. Num segundo momento, expomos o conceito de séries de Walsh e

seus principais teoremas de convergência. Os resultados desta seção foram estudados em

[1, 29, 34, 42, 35]. Num terceiro momento, introduzimos a definição de derivada de uma

função no sentido diádico e alguns resultados importantes, as referências importantes e

utilizadas de alguma forma nesta seção foram [4, 5, 53]. Num quarto momento, tratamos o

conceito de n-largura, abordando os diferentes tipos existentes, suas principais propriedades,

bem como as relações existentes entre elas. Finalmente, expomos o conceito de números de

entropia e suas principais propriedades. As referências relacionadas ou utilizadas de alguma

forma nestas últimas seções foram [37, 46]. As demonstrações dos resultados abordados

neste capítulo serão na sua totalidade omitidas por se encontrarem nas referências.

1.1 Conceitos básicos

Notação 1.1.1. Para a, b P R, denotamos

a _ b “ maxta, bu, a ^ b “ minta, bu.

Notação 1.1.2. Sejam N “ t1, 2, 3, . . .u, N0 “ NYt0u, Z “ t. . . ,´1, 0, 1, . . .u e I “ r0, 1q.
Para um conjunto qualquer E, denotamos Ed :“ E ˆ E ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ E (d-vezes); assim,

Nd
0 “ N0 ˆ N0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ N0 e Id “ I ˆ I ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ I “ r0, 1q ˆ r0, 1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ r0, 1q.

Definição 1.1.3. Seja pX,M, µq um espaço de medida, ou seja, X é um conjunto não

vazio, M é uma σ-álgebra de subconjuntos de X e µ : M Ñ r0,8q uma medida. Se

1 ď p ă 8, denotamos por LppX,M, µq o espaço vetorial de todas as funções mensuráveis

f : X Ñ C tais que

}f}p “ }f}LppXq “
ˆż

X

|fpxq|p dµpxq
˙1{p

ă 8.

Seja L8pX,M, µq o espaço vetorial de todas as funções mensuravéis f : X Ñ C que são

limitadas quase sempre, ou seja, existe C ą 0 tal que |fpxq| ď C quase sempre. Para cada

f P L8pX,M, µq, definimos

}f}8 “ }f}L8pXq “ inftβ ě 0 : |fpxq| ď β µ-q.t.p. u ă 8.
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Observação 1.1.4. As seguintes propriedades são satisfeitas para f, g P LppX,M, µq,
1 ď p ď 8 e λ P R:

(a) }f}p ě 0;

(b) }f}p “ 0 se e só se fpxq “ 0 quase sempre;

(c) }λf}p “ |λ| }f}p;

(d) }f ` g}p ď }f}p ` }g}p.

Estas propriedades mostram que a função }¨}p é uma seminorma em LppX,M, µq. Para

obter uma norma, utilizamos uma relação de equivalência em LppX,M, µq da seguinte

maneira: dadas f, g P LppX,M, µq, definimos f „ g se f “ g µ-q.t.p.. É claro que esta é

uma relação de equivalência em LppX,M, µq. Seja LppX,M, µq (ou LppXq) o conjunto de

todas as classes de equivalência com respeito à essa relação. Dadas rf s, rgs P LppX,M, µq
e λ P R, definimos

rf s ` rgs “ rf ` gs, λrf s “ rλf s.

É fácil verificar que estas operações estão bem definidas, e que LppX,M, µq com estas

operações, é um espaço vetorial. Se definimos }rf s}p “ }f}p para cada rf s P LppX,M, µq,
podemos verificar facilmente que a função }¨}p está bem definida e é uma norma em

LppX,M, µq.

Observação 1.1.5. Os espaços LppXq, para 1 ď p ď 8, são espaços de Banach, isto

é, espaços vetoriais normados completos com norma }¨}p. O espaço L2pXq é um espaço

de Hilbert (isto é, é um espaço vetorial com produto interno e completo) onde o produto

interno de f, g P L2pXq é dado por
ş

X
fsgdµ.

Notação 1.1.6. Denotaremos por B a σ-álgebra de Borel sobre Id, ν a medida de Lebesgue

sobre B e denotaremos Lp “ LppIdq “ LppId,B, νq, 1 ď p ď 8.

Vamos admitir conhecimento prévio por parte do leitor dos teoremas básicos

de Teoria da Medida, tais como as desigualdades de Hölder e de Minkowski, dentre outras.

Iremos enunciar o teorema que caracteriza os espaços duais dos espaços LppX,M, µq.

Teorema 1.1.7. (Teorema de representação de Riesz, [11], p. 190) Seja pX,M, µq um es-

paço de medida µ-finita, e seja 1 ď p ă 8. Então o dual de LppX,M, µq é isometricamente

isomorfo a LqpX,M, µq, onde 1 ă q ď 8, 1{p ` 1{q “ 1.

1.2 Martingais

Considere pΩ,A, µq um espaço de probabilidade, isto é, um espaço de medida

com µpΩq “ 1. Sejam f P L1pΩ,A, µq e F uma sub-σ-álgebra de A. Como a função f não
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é necessariamente F mensurável, podemos indagar se é possível encontrar uma função g,

F mensurável, que satifaz ż

A

gdµ “
ż

A

fdµ, A P F .

Tomamos νpAq “
ş

A
fdµ para cada A P F . Então ν e µ|F são medidas sobre pΩ,Fq e ν

é absolutamente contínua com respeito a µ|F , com µ|F positiva e finita. A existência e

unicidade de g P L1pΩ,F , µq em q.t.p. segue do Teorema de Radon-Nikodym.

Definição 1.2.1. Nas condições acima, definimos a função g como sendo a esperança

condicional de f com respeito a F e denotamos g “ Erf |Fs.

Agora, consideremos tFnunPN uma sequência não decrescente de sub-σ-álgebras

de A.

Definição 1.2.2. Consideramos uma sequência tfnunPN de funções em L1pΩ,A, µq. Se fn

é Fn mensurável, a sequência de funções é dita adaptada à sequência tFnunPN.

Seja tfnunPN adaptada. Nessas condições,

• se fn “ Erfn`1|Fns, tfnunPN é dita um martingal,

• se fn ď Erfn`1|Fns, tfnunPN é dita um submartingal,

• se fn ě Erfn`1|Fns, tfnunPN é dita um supermartingal,

com respeito à tFnunPN.

Definição 1.2.3. Definimos F8 como a σ-álgebra gerada pelo conjunto Yně1Fn.

Observação 1.2.4. Se f P L1pΩ,A, µq, então tfnunPN definida por fn “ Erf |Fns é um

martingal. Dado um martingal, se existe uma função f que satisfaz a igualdade acima

para todo n, dizemos que o martingal é fechado por f .

Teorema 1.2.5. (de Convergência de Martingais) Sejam p P r1,8q e f P LppΩ,A, µq. O

martingal tfnunPN fechado por f , isto é, fn “ Erf |Fns, converge em q.t.p. e em LppΩ,A, µq
para f8 “ Erf |F8s.

1.3 Séries de Walsh

Nesta seção apresentaremos os conceitos de sistema de Rademacher, sistema

de Walsh, a expansão diádica, a soma diádica e suas propriedades, e as séries de Walsh.

Definição 1.3.1. Dado n P N0, existe uma única sequência tnkukPN0
, onde nk P t0, 1u

para k P N0, que satisfaz

n “
8ÿ

k“0

2knk.
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Chamamos seus elementos de coeficientes binários de n. Observamos que nk “ 0 exceto

para um número finito de índices.

Definição 1.3.2. Dados n,m P N0 e tnkukPN0
, tmkukPN0

os coeficientes binários de n e

m, respectivamente, definimos a soma diádica de n e m por

n ‘ m “
8ÿ

k“0

2k |nk ´ mk| .

Definição 1.3.3. Denominamos por intervalos diádicos os conjuntos da forma

In,i “
«
i

2n
,
i ` 1
2n

¸
, n P N0, 0 ď i ă 2n.

Se n P N0 e x P In,i, então denotaremos Inpxq “ In,i.

Definição 1.3.4. O sistema de Rademacher trnunPN0
, rn : r0, 1q Ñ R, é dado por

rnpxq “ p´1qi, para cada x P In`1,i, 0 ď i ă 2n`1.

O sistema de Walsh (ou Walsh-Paley) tψnunPN0
é definido por

ψn “
8ź

k“0

rnk

k ,

onde nk são os coeficientes binários de n. Observemos que o produto é finito pois nk “ 0

para k suficientemente grande. Além disso, notamos que ψ0 “ 1 por definição e que o

produto de funções de Walsh é uma função de Walsh. Cada função de Walsh é uma função

simples mensurável e toma apenas os valores 1 e ´1.

Observação 1.3.5. Se n,m P N0 e x P r0, 1q, então ψn‘mpxq “ ψnpxqψmpxq.

Definição 1.3.6. A topologia diádica é a topologia em r0, 1q gerada pelos intervalos

diádicos.

Vamos considerar o espaço de medida pr0, 1q,B, λq, onde B é a σ-álgebra de

Borel sobre r0, 1q e λ é a medida de Lebesgue sobre B.

Definição 1.3.7. Dado x P r0, 1q, podemos escrever x “ ř8
k“1 xk2´k, onde xk P t0, 1u. A

sequência txkukPN é chamada de expansão diádica de x.

Definição 1.3.8. A soma diádica de dois números x, y P r0, 1q é definida em termos de

suas expansões diádicas por

x ‘ y “
8ÿ

k“1

2´k |xk ´ yk| .

A distância diádica dpx, yq “ x‘ y, com x, y P r0, 1q, é uma métrica e ‘ é uma

operação binária em r0, 1q que satisfaz x ‘ x “ 0. Esta métrica gera a topologia diádica.
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Proposição 1.3.9. ([42], p. 10) Dados x, y P r0, 1q, n P N0, então

ψnpx ‘ yq “ ψnpxqψnpyq.

Definição 1.3.10. Sejam f, g P L1r0, 1q. A convolução entre as funções f e g é definida

por

pf ˚ gqpxq “
ż 1

0

fptqgpx ‘ tqdλptq.

Teorema 1.3.11. ([42], p. 6) As funções de Walsh tψnunPN0
formam um conjunto orto-

normal completo em L2r0, 1q.

Definição 1.3.12. Os coeficientes de Walsh-Fourier de uma função f P L1r0, 1q são

definidos por

anpfq “
ż 1

0

fψndλ,

para cada n P N0 e a série de Walsh-Fourier (ou simplesmente, de Walsh) de f é definida

por
8ÿ

n“0

anpfqψn.

As somas parciais desta série são definidas por Snf “ řn´1

k“0 akpfqψk, para n P N.

Definição 1.3.13. Definimos o núcleo de Dirichlet de ordem n, para n P N, por

Dn “
n´1ÿ

k“0

ψk.

Agora, vamos generalizar os conceitos de intervalo diádico, de função de Walsh,

coeficientes de Walsh, série de Walsh e núcleo de Dirichlet.

Definição 1.3.14. Sejam x “ px1, . . . , xdq P Id, n “ pn1, . . . , ndq P Nd
0. Definimos o

retângulo diádico d-dimensional Inpxq por

Inpxq :“ In1
px1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ind

pxdq.

Observação 1.3.15. Temos que a σ-álgebra gerada pelos intervalos diádicos d-dimensionais

coincide com a σ-álgebra de Borel usual de Id.

Definição 1.3.16. Sejam n “ pn1, n2, . . . , ndq P Nd
0, x “ px1, x2, . . . , xdq P Id. Definimos

a função de Walsh ψn em Id por

ψnpxq “ ψn1
px1q . . . ψnd

pxdq.

Observação 1.3.17. Em Id consideramos a medida de Lebesgue dνpxq “ dλpx1q . . . dλpxdq.
Para x, y P Rd denotamos por x ¨ y o produto interno usual x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xdyd.
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Definição 1.3.18. Dada f P L1pIdq e m P Nd
0, definimos os coeficientes de Walsh-Fourier

de f por
pfpmq “

ż

Id

fpxqψmpxqdνpxq,

e definimos a série de Walsh-Fourier da função f por

ÿ

mPNd
0

pfpmqψm. (1.1)

Para aplicações posteriores usaremos apenas a convergência da série (1.1) em L2pIdq.

Notação 1.3.19. Seja x “ px1, . . . , xdq P Rd. Denotamos por |x| “
`řd

i“1 x
2
i

˘1{2
e

|x|˚ “ maxt|xi| : 1 ď i ď du, as normas euclidiana e a do máximo do elemento x P Rd.

Definição 1.3.20. Dados n, m P Nd
0, definimos a soma diádica de n e m por

n ‘ m “ pn1 ‘ m1, n2 ‘ m2, . . . , nd ‘ mdq.

Definição 1.3.21. Dados x, y P Id, definimos a soma diádica de x e y por

x ‘ y “ px1 ‘ y1, x2 ‘ y2, . . . , xd ‘ ydq.

Observação 1.3.22. Se n,m P Nd
0 e x, y P Id, então ψn‘mpxq “ ψnpxqψmpxq e ψnpx ‘

yq “ ψnpxqψnpyq.

Definição 1.3.23. Sejam f : Id Ñ C e y P Id. Denotaremos por f e τ yf as funções de

Id em C definidas por fpxq “ fpxq e por τyfpxq “ fpx ‘ yq. O produto de convolução de

duas funções f e g de L1pIdq, denotado por f ˚ g, é definido por

pf ˚ gqpxq “
ż

Id

fpyqgpx ‘ yqdνpyq.

Teorema 1.3.24. (Desigualdade de Young, [11], p. 241) Sejam 1 ď p, q ď 8, f P LqpIdq
e g P LppIdq, então f ˚ g P LspIdq, onde 1{s “ 1{p ` 1{q ´ 1. Além disso, temos que

}f ˚ g}LspIdq ď }f}LqpIdq }g}LppIdq .

Proposição 1.3.25. Sejam f, g P L1pIdq, k P Nd
0, λ P C e y P Id. Então:

a) p zf ` gqpmq “ pfpmq ` pgpmq, m P N0
d;

b) xλfpmq “ λ pfpmq, m P Nd
0;

c) {τypfqpmq “ ψmpyqf̂pmq;

d) pyψkfqpmq “ pfpm ‘ kq, m P Nd
0;

e) pfp0q “
ş

Id fpxqdνpxq;
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f) supmPNd
0

∣

∣

∣

pfpmq
∣

∣

∣ ď }f}L1pIdq;

g) pzf ˚ gqpmq “ pfpm)pgpmq, m P Nd
0.

Demonstração. a)

p zf ` gqpmq “
ż

Id

pf ` gqpxqψmpxqdνpxq

“
ż

Id

pfpxq ` gpxqqψmpxqdνpxq

“
ż

Id

fpxqψmpxqdνpxq `
ż

Id

gpxqψmpxqdνpxq

“ pfpmq ` pgpmq.

b)

pxλfqpmq “
ż

Id

λfpxqψmpxqdνpxq

“ λ

ż

Id

fpxqψmpxqdνpxq

“ λ pfpmq.

c)

pyτyfqpmq “
ż

Id

pτyfqpxqψmpxqdνpxq

“
ż

Id

fpx ‘ yqψmpxqdνpxq

“
ż

Id

fpzqψmpy ‘ zqdνpzq

“
ż

Id

fpzqψmpyqψmpzqdνpzq

“ ψmpyq pfpmq.

d)

p yψkfqpmq “
ż

Id

pψkfqpxqψmpxqdνpxq

“
ż

Id

fpxqψkpxqψmpxqdνpxq

“
ż

Id

fpxqψk‘mpxqdνpxq

“ pfpk ‘ mq.

e)

pfp0q “
ż

Id

fpxqψ0pxqdνpxq

“
ż

Id

fpxqdνpxq.
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f)

∣

∣

∣

pfpmq
∣

∣

∣ “
∣

∣

∣

∣

∣

ż

Id

fpxqψmpxqdνpxq
∣

∣

∣

∣

∣

ď
ż

Id

|fpxq| |ψmpxq| dνpxq

“
ż

Id

|fpxq| dνpxq

“ }f}L1pIdq ,

Logo,

sup
mPNd

0

∣

∣

∣

pfpmq
∣

∣

∣ ď }f}L1pIdq .

g)

pzf ˚ gqpmq “
ż

Id

pf ˚ gqpxqψmpxqdνpxq

“
ż

Id

„ż

Id

fpyqgpy ‘ xqdνpyq

ψmpxqdνpxq

“
ż

Id

ż

Id

fpyqgpy ‘ xqψmpy ‘ xqψmpyqdνpxqdνpyq

“
ż

Id

fpyqψmpyqdνpyq
ż

Id

gpy ‘ xqψmpy ‘ xqdνpxq

“ pfpmq
ż

Id

gpxqψmpxqdνpxq

“ pfpmqpgpmq.

Definição 1.3.26. Seja R P R, R ě 0. Os núcleos de Dirichlet esférico DR e quadrado

D˚
R em Id são definidos respectivamente por

DR :“
ÿ

mPNd
0

|m|ďR

ψm e D˚
R :“

ÿ

mPNd
0

|m|˚ďR

ψm.

Definição 1.3.27. Dada f P L1pIdq, R P R, R ą 0, definimos a R-ésima soma parcial

esférica e soma parcial quadrada de Walsh-Fourier da função f , respectivamente por,

SRpfq “
ÿ

mPNd
0

|m|ďR

pfpmqψm “ f ˚ DR e S˚
Rpfq “

ÿ

mPNd
0

|m|˚ďR

pfpmqψm “ f ˚ D˚
R.

Observação 1.3.28. Consideremos o Espaço de Hilbert complexo L2pIdq, munido do

produto interno usual

xf, gy “
ż

Id

fpxqgpxqdνpxq,

com f, g P L2pIdq. A família tψm : m P Nd
0u, é um sistema ortonormal de L2pIdq. De fato:



Capítulo 1. Preliminares 29

i) xψm, ψky “ 0, se k ‰ m, pois

xψk, ψmy “
ż

Id

ψkpxqψmpxqdνpxq

“
ż

I

ψk1
px1qψm1

px1qdλpx1q . . .
ż

I

ψkd
pxdqψmd

pxdqdλpxdq

“
#

0, se ki ‰ mi para algum i P t1, . . . , du,
1, se ki “ mi para todo i P t1, . . . , du.

ii) }ψm}L2pIdq “ 1, m P Nd
0, pois

}ψk}2

L2pIdq “
ż

Id

|ψkpxq|2 dνpxq

“
ż

Id

|ψk1
px1q|2 . . . |ψkd

pxdq|2 dλpx1q . . . dλpxdq

“
ż

I

dλpx1q ¨ ¨ ¨
ż

I

dλpxdq “ 1

Teorema 1.3.29. Seja f P LppIdq com 1 ď p ă 8, então a sequência tS˚
2nfunPN é um

martigal fechado por f e portanto convergente a f em q.t.p. e em LppIdq.

Demonstração. Segue de [35], que para cada x P Id,

S˚
2nfpxq “ 1

νpInpx1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Inpxdqq

ż

Inpx1qˆ¨¨¨ˆInpxdq

fpyqdνpyq,

e que S˚
2nf “ Erf |Fns q.t.p., onde Fn é a σ-álgebra gerada pelos retângulos diádicos

Inpx1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Inpxdq, x P Id, de medida 2´n ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ 2´n. Como a σ-álgebra gerada por

Y8
n“1Fn é a σ-álgebra de Borel sobre Id, o resultado segue do Teorema de Convergência

de Martingais (Teorema 1.2.5).

Corolário 1.3.30. As funções de Walsh tψkukPNd
0

formam um conjunto ortonomal completo

em L2pIdq.

Demonstração. Já foi visto que o conjunto é ortonormal. Para mostrar que é completo,

seja f P L2pIdq tal que pfpkq “ 0 para cada k P Nd
0. Neste caso, para cada n P N temos que

ż

Id

fS˚
2npfqdν “

ż

Id

f
ÿ

kPNd
0

|k|˚ď2n

pfpkqψkdν “
ÿ

kPNd
0

|k|˚ď2n

pfpkq
ż

Id

fψkdν “ 0.

Fazendo n Ñ 8 na igualdade acima e usando o Teorema 1.3.29, obtemos

}f}2

2 “
ż

Id

f ¨ fdν “ lim
nÑ8

ż

Id

fS˚
2nfdν “ 0,

e portanto f “ 0 q.t.p..
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Corolário 1.3.31. Se f, g P L1pIdq satisfazem pfpmq “ pgpmq, para todo m P Nd
0, então

f “ g em quase todo ponto.

Demonstração. Vamos considerar o caso geral em que f P L1pIdq e que pfpmq “ 0 para

todo m P Nd
0, e vamos demonstrar que f “ 0 q.t.p.. De fato, como pfpmq “ 0 para todo

m P Nd
0, então para cada n P N, temos que

S˚
2npfq “

ÿ

kPNd
0

|k|˚ď2n

pfpkqψk “ 0. (1.2)

Do Teorema 1.3.29, temos que S˚
2npfq converge para f em L1pIdq, então temos que

}f ´ S˚
2npfq}1 Ñ 0, quando n Ñ 8,

mas de (1.2) seque que }f}1 “ 0, ou seja f “ 0 q.t.p.. Assim, o resultado do corolário

segue se consideramos h “ f ´ g e aplicamos o resultado anterior.

Observação 1.3.32. Segue como consequência do Corolário 1.3.30 e de resultados de

Análise Funcional que se f P L2pIdq então

}f}2

L2pIdq “
ÿ

mPNd
0

|xf, ψmy|2 “
ÿ

mPNd
0

∣

∣

∣

pfpmq
∣

∣

∣

2
(Identidade de Plancherel),

lim
nÑ8

›››››f ´
ÿ

|m|ďn

pfpmqψm

›››››
L2pIdq

“ 0,

enquanto que se f, g P L2pIdq, então

xf, gy “
ż

Id

fpxqgpxqdνpxq

“
ÿ

mPNd
0

xf, ψmyxg, ψmy

“
ÿ

mPNd
0

pfpmqpgpmq (Identidade de Parseval).

Teorema 1.3.33. ([29, 42]) Sejam 1 ă p ă 8, f P LppIdq e S˚
npfq “ ř

mPNd
0

|m|˚ďn

pfpmqψm,

com n P N. Então temos que

lim
nÑ8

S˚
npfqpxq “ fpxq q.t.p. x P Id .

1.4 Operadores multiplicadores sobre Id

Definição 1.4.1. Para l, N P N0 definimos

Al “ tk P Nd
0 : |k| ď lu, A˚

l “ tk P Nd
0 : |k|˚ ď lu,
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Hl “ rψk : k P AlzAl´1s, H˚
l “ rψk : k P A˚

l zA˚
l´1s,

dl “ dim Hl, d˚
l “ dim H˚

l

TN “
Nà

l“0

Hl, T ˚
N “

Nà
l“0

H˚
l ,

onde A´1 “ H e rfj : j P Γs denota o espaço vetorial gerado pelas funções fj : Id Ñ R,

com j pertencente ao conjunto de índices Γ.

Definição 1.4.2. Um polinômio diádico em Id é uma função da forma

P pxq “
ÿ

mPNd
0

amψmpxq,

onde am,m P Nd
0, é uma sequência de números reais finitamente suportada em Nd

0, isto é,

am ‰ 0 apenas para um número finito de elementos m P Nd
0. O grau de P é o maior valor

de |q1| ` ¨ ¨ ¨ ` |qd| tal que aq ‰ 0, onde q “ pq1, . . . , qdq P Nd
0. Denotamos por H o espaço

vetorial formado por todos os polinômios diádicos. Observamos que H é o espaço vetorial

real gerado pelas funções tψk : k P Nd
0u.

Proposição 1.4.3. O conjunto H dos polinômios diádicos é denso em LppIdq, para

1 ď p ă 8.

Demonstração. Seja f P LppIdq com 1 ď p ă 8. Para n P N, consideremos o polinômio

diádico

S˚
2npfq “

ÿ

kPNd
0

|k|˚ď2n

pfpkqψk P H.

Do Teorema 1.3.29, segue que S˚
2npfq converge à f em q.t.p. e em LppIdq, ou seja

}f ´ S˚
2npfq}p Ñ 0 quando n Ñ 8,

isto é, o espaço vetorial real H é denso em LppIdq, para 1 ď p ă 8.

Observação 1.4.4. O problema do círculo de Gauss tem mais de um século, é uma

questão simples de contagem com consequências muito complexas. Consiste em contar os

pontos de coordenadas inteiras contidos num círculo de raio R e de centro na origem de

R2. Este número pode ser escrito na forma

NpRq “ πR2 ` EpRq,

onde EpRq é um termo de erro. Gauss demonstrou de uma forma bastante elementar, que

existe uma constante C ą 0 e um número 0 ă θ ď 1 tal que EpRq ď CRθ para todo R ą 0.

Uma grande quantidade de conteúdo matemático tem sido construido em torno

desse problema. Os trabalhos mais recentes nesta direção têm se concentrado em encontrar
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valores cada vez menores para o expoente θ. Em [18] foi demonstrado que a estimativa

EpRq ď CRθ é verdadeira para qualquer θ ą 131{208.

Para d P N e R ą 0 seja BR “ tx P Rd : |x| ď Ru. A quantidade de pontos de

coordenadas inteiras contida na bola BR é dada por

NdpRq “ VolpBRq ` EdpRq,

onde EdpRq denota o termo do erro. Como

VolpBRq “ 2πd{2

dΓ pd{2qR
d,

segue que

NdpRq “
ˆ

2πd{2

dΓ pd{2q

˙
Rd ` EdpRq.

Denotemos

θd “ inftα : EdpRq “ OpRαqu.

Para d “ 1 temos θ1 “ 0 e é conhecido que para d ě 4 temos θd “ d ´ 2. O valor de θd

continua em aberto nos casos d “ 2 e d “ 3. É conhecido que 1{2 ď θ2 ď 1 e pelo que vimos

acima θ2 ď 131{208. Para o caso d “ 3 é conhecido que 1 ď θ3 ď 2. Foi demonstrado em

[6] que a estimativa E3pRq ď CRθ é válida para θ “ 29{22 e em [17] que é válida para

θ “ 21{16 e desta forma θ3 ď 21{16 ă 29{22.

Não é dificil verificar que, existe uma constante Cd, dependente somente de d,

tal que, para todo l P N,

2´dNdplq ď #Al ď 2´dNdplq ` d2´dNd´1plq ` Cdl
d´2, (1.3)

2´d pNdplq ´ Ndpl ´ 1qq ď #Al ´ #Al´1

ď 2´d pNdplq ´ Ndpl ´ 1qq ` d2´d pNd´1plq ´ Nd´1pl ´ 1qq ` Cdl
d´2. (1.4)

Observação 1.4.5. Vamos procurar justificar agora a segunda desigualdade em (1.3).

Consideremos d “ 2. O número de elementos de Al é o número de elementos

que estão na bola Bl e no interior do primeiro quadrante, mais os elementos que estão na

interseção de Bl com os semi-eixos positivos 0x e 0y.

Quando multiplicamos #Al por 4, obtemos o número de elementos que estão

em Bl e no interior dos quatro quadrantes de R2, mais duas vezes o número de elementos

que estão em Bl e nos eixos coordenados, mais uma vez a origem p0, 0q. Assim

4 p#Alq “ N2plq ` 2N1plq ` 1.

Suponhamos agora d “ 3. Sejam P1= plano xy, P2= plano xz, P3= plano yz e seja P`
i o

semi-plano positivo do plano Pi. Sejam E1= eixo 0x, E2= eixo 0y, E3= eixo 0z, e seja

E`
i o semi-eixo positivo do eixo Ei.
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O número de elementos de Al é o número de elementos que estão na bola Bl e

no interior do primeiro octante, mais os elementos que estão na interseção de Bl com os

semi-planos coordenados positivos 0xy, 0xz e 0yz.

Quando multiplicamos #Al por 23 “ 8, obtemos o número de elementos que

estão em Bl e no interior dos 8 octantes de R3. Os elementos que estão no interior de

Bl X P`
i pi “ 1, 2, 3q são considerados 4 vezes em N3plq e mais 4 vezes em N2plq. Os

elementos de Bl XE`
i ztp0, 0, 0qu são considerados duas vezes em N3plq, duas vezes em dois

dos planos Pi e duas vezes em N1plq. A origem é considerada 1 vez em Niplq para cada

i “ 1, 2, 3. Assim obtemos

23 p#Alq “ N3plq ` 3N2plq ` 3N1plq ` 1.

Em particular, para a norma do máximo |.|˚ temos:

8 p#Alq “ 23pl ` 1q3 “ rp2l ` 1q ` 1s3

“ p2l ` 1q3 ` 3p2l ` 1q2 ` 3p2l ` 1q ` 1

“ N˚
3 plq ` 3N˚

2 plq ` 3N˚
1 plq ` 1.

Proposição 1.4.6. Dado d ě 2 seja θ “ 132{208 se d “ 2, θ “ 21{16 se d “ 3 e θ “ d´2

se d ě 4. Então existem constantes positivas C
1

e C, tal que, para todos l, N P N,

21´dπd{2

Γ pd{2q l
d´1 ´ C

1

lθ ď dl ď 21´dπd{2

Γ pd{2q l
d´1 ` C

1

lθ, (1.5)

21´dπd{2

dΓ pd{2qN
d ď dim TN ď 21´dπd{2

dΓ pd{2qN
d ` CNd´1 (1.6)

e
1

dim TN

ě 1
FNd

´ C

F 2Nd`1
, (1.7)

onde F “ 21´dπd{2{ pdΓ pd{2qq. Em particular dl — ld´1 e dim TN — Nd.

Demonstração. Pela observação anterior

Ndplq ´ Ndpl ´ 1q “
ˆ

2πd{2

dΓ pd{2q l
d ` Edplq

˙
´

ˆ
2πd{2

dΓ pd{2qpl ´ 1qd ` Edpl ´ 1q
˙

“ 2πd{2

dΓ pd{2qpld ´ pl ´ 1qdq ` pEdplq ´ Edpl ´ 1qq.

Temos que

ld ´ pl ´ 1qd “ dld´1 ´ dpd ´ 1q
2

ld´2 ` dpd ´ 1qpd ´ 2q
3

ld´3 ´ ¨ ¨ ¨ ˘ 1,

assim

dld´1 ´ dpd ´ 1q
2

ld´2 ď ld ´ pl ´ 1qd ď dld´1
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e portanto

2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ´ πd{2pd ´ 1q

Γ pd{2q ld´2 ` Edplq ´ Edpl ´ 1q ď Ndplq ´ Ndpl ´ 1q.

Por hipótese

|Edplq ´ Edpl ´ 1q| ď |Edplq| ` |Edpl ´ 1q| ď C1l
θ

e logo
2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ´ C2l

θ ď Ndplq ´ Ndpl ´ 1q ď 2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ` C1l

θ, (1.8)

pois d ´ 2 ď θ ă d ´ 1. Assim, usando (1.8) e (1.4) obtemos

21´dπd{2

Γ pd{2q l
d´1 ´ C3l

θ ď #Al ´ #Al´1 “ dl. (1.9)

Novamente usando (1.8) e (1.4),

dl “ #Al ´ #Al´1

ď 2´d pNdplq ´ Ndpl ´ 1qq ` d2´d pNd´1plq ´ Nd´1pl ´ 1qq ` Cdl
d´2

ď 21´dπd{2

Γ pd{2q l
d´1 ` 2´dC1l

θ ` d21´dπpd´1q{2

Γ ppd ´ 1q{2q l
d´2 ` C4l

α ` Cdl
d´2

ď 21´dπd{2

Γ pd{2q l
d´1 ` C5l

θ, (1.10)

onde α verifica d´ 3 ď θd´1 ă α ă d´ 2. As estimativas em (1.5) seguem de (1.9) e (1.10).

Agora como EdpNq ď C6N
θ ď C6N

d´1, NdpNq “
`
2πd{2{pdΓ pd{2qq

˘
Nd `

EdpNq e dim TN “ #AN segue por (1.3) que
ˆ

21´dπd{2

dΓ pd{2q

˙
Nd ď dim TN

e

dim TN ď
ˆ

21´dπd{2

dΓ pd{2q

˙
Nd ` 2´dC7N

θ `
ˆ

d21´dπpd´1q{2

pd ´ 1qΓ ppd ´ 1q{2q

˙
Nd´1 ` C8N

d´2

ď
ˆ

21´dπd{2

dΓ pd{2q

˙
Nd ` C9N

d´1.

Temos que dim TN ď FNd ` C9N
d´1 e assim

1
dim TN

ě 1
FNd ` C9Nd´1

“ 1
FNd

ˆ
1

1 ´ ´C9

F N

˙
“ 1
FNd

8ÿ

j“0

ˆ´C9

FN

˙j

“ 1
FNd

ˆ
1 ´ C9

FN
` C2

9

F 2N2
´ ¨ ¨ ¨

˙
ě 1
FNd

ˆ
1 ´ C9

FN

˙

“ 1
FNd

´ C9

F 2Nd`1
,

o que demonstra (1.7). Segue como consequência de (1.5) e (1.6) que dl — ld e dim TN —
Nd.
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Observação 1.4.7. Seja B˚
R “ tx P Rd : |x|˚ ď Ru e N˚

d a quantidade de pontos de

coordenadas inteiras contida na bola B˚
R. Temos que N˚

d plq “ p2l ` 1qd e #A˚
l “ pl ` 1qd.

Podemos então verificar facilmente que existe uma constante C, tal que, para todos l, N P N

dld´1 ď d˚
l ď dld´1 ` Cld´2.

e

Nd ď dim T ˚
N ď Nd ` CNd´1.

Observação 1.4.8. Quando trabalhamos com o toro tomamos

Al “ tk P Zd : |k| ď lu, A˚
l “ tk P Zd : |k|˚ ď lu,

Hl “ reik¨x : k P AlzAl´1s, H˚
l “ reik¨x : k P A˚

l zA˚
l´1s,

dl “ dim Hl, d˚
l “ dim H˚

l , TN “
Nà

l“0

Hl, T ˚
N “

Nà
l“0

H˚
l ,

para l, N P N e temos que

dl “ #Al ´ #Al´1 “ Ndplq ´ Ndpl ´ 1q, d˚
l “ #A˚

l ´ #A˚
l´1 “ N˚

d plq ´ N˚
d pl ´ 1q,

e

dim TN “ NdpNq, dim T ˚
N “ N˚

d pNq.

Portanto, usando a Proposição 1.4.6 e a Observação 1.4.7, segue que existe uma constante

C, dependendo somente de d tal que

2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ´ Clθ ď dl ď 2πd{2

Γ pd{2q l
d´1 ` Clθ,

2πd{2

dΓ pd{2qN
d ď dim TN ď 2πd{2

dΓ pd{2qN
d ` CNd´1,

d2dld´1 ď d˚
l ď d2dld´1 ` Cld´2

e

2dNd ď dim T ˚
N ď 2dNd ` CNd´1.

Definição 1.4.9. Seja Λ “ tλkukPNd
0

uma sequência de números reais e sejam 1 ď p, q ď 8.

Se para toda ϕ P LppIdq existe uma função f “ Λϕ P LqpIdq com expansão formal em

séries de Walsh-Fourier dada por

f „
ÿ

kPNd
0

λk pϕpkqψk,

tal que }Λ}p,q :“ supt}Λϕ}q : ϕ P Upu ă 8, dizemos que Λ é um operador multiplicador

limitado de LppIdq em LqpIdq, com norma }Λ}p,q, onde Up denota a bola unitária fechada

tϕ P LppIdq : }ϕ}p ď 1u do espaço LppIdq.
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Observação 1.4.10. Seja λ : r0,8q Ñ R uma função e para cada k P Nd
0 sejam

λk “ λp|k|q, λ˚
k “ λp|k|˚q.

Neste trabalho estudaremos operadores multiplicadores associados às sequências do tipo

Λ “ tλkukPNd
0

e Λ˚ “ tλ˚
kukPNd

0

. Para ϕ P H “ rψk : k P Nd
0s, temos que

Λϕ “
ÿ

kPNd
0

λk pϕpkqψk e Λ˚ϕ “
ÿ

kPNd
0

λ˚
k pϕpkqψk.

Recordamos que se 1 ď p ă 8, 1 ď q ď 8 temos que H é denso em LppIdq.
Sendo assim, se supt}Λϕ}q : ϕ P H, }ϕ}p ď 1u ă 8, então o operador Λ pode ser extendido

a toda função ϕ P LppIdq e é limitado de LppIdq em LqpIdq.

1.5 Derivada diádica

Nesta seção apresentaremos a definição de derivada diádica de uma função

definida em r0, 1q. Também, apresentaremos o conceito de derivada parcial diádica para

funções definidas em Id, algumas propriedades e faremos algumas observações que nos

serão úteis no Capítulo 4 sobre aplicações. As referências para esta seção são [4, 5, 42, 53].

Definição 1.5.1. (Derivada diádica) Sejam f uma função definida em r0, 1q e n P N0.

Consideremos

dnfpxq :“
n´1ÿ

j“0

2j´1pfpxq ´ fpx ‘ 2´j´1qq,

para cada x P r0, 1q. Diremos que f é diferenciável no sentido diádico em x, se o limite

f r1spxq :“ lim
nÑ8

dnfpxq

existe e é finito. Chamaremos f r1spxq de derivada diádica de f em x. Derivadas de ordem

superior são definidas indutivamente para m “ 2, 3, . . ., por

f rms :“ pf rm´1sqr1s.

Observação 1.5.2. Como cada função de Walsh é localmente constante, a "derivada

clássica" definida por

lim
hÑ0

fpx ` hq ´ fpxq
h

,

induz um operador diferenciável no qual não se pode distinguir uma função de Walsh de

outra.

O domínio das funções de Walsh pode ser estendido de r0, 1q para r0,8q e

o conjunto de índices de N0 para r0,8q. Além disso a soma diádica também pode ser

estendida ao intervalo r0,8q. Observamos que este não é objetivo do nosso trabalho e que
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estas extensões podem ser encontradas em [42], Capítulo 9. Dessa forma pode-se definir

para x, t P r0,8q, a transformada de Walsh de uma função integrável f : r0,8q Ñ R como

f̂ptq :“
ż 8

0

fpxqψtpxqdλpxq,

que é análoga à transformada de Fourier clássica

Fpfqptq :“
c

1
2π

ż 8

´8

fpxqeixtdx.

Se pode demonstrar que em condições ideais tem-se inversão, isto é,

fpxq “
ż 8

0

f̂ptqψtpxqdλptq,

para x P r0,8q. Lembrando que a derivada clássica e a transformada de Fourier satisfazem

Fpf 1qptq “ itFpfqptq,

para t P R e f uma função suave, a derivada diádica dada na Definição 1.5.1 foi definida

de forma que se verifique uma fórmula análoga:

pdfptq “ tf̂ptq,

para t P r0,8q, onde df é a derivada da função f e vale df “ f r1s sobre r0, 1q.

Observação 1.5.3. A derivada diádica satisfaz algumas das propriedades usuais da

derivada clássica, mas não todas. Por exemplo, a função χQ é descontínua em todo ponto,

mas ela é diadicamente diferenciável em todo ponto.

Teorema 1.5.4. ([42], p. 40) Se f é contínua no sentido clássico em r0, 1q e diadicamente

diferenciável em q.t.p. de r0, 1q, então f é constante.

Observação 1.5.5. Toda função de Walsh é diferenciável no sentido diádico em r0, 1q, e

a derivada diádica de ψk de ordem m, com k “ 0, 1, 2, . . . e m P N, é dada por

ψ
rms
k “ kmψk. (1.11)

Para verificar essa igualdade, sejam m “ 1 e k P N fixo. Seja tkjujPN0
a representação em

coeficientes binários de k. Notemos que

1 ´ p´1qkj “ 2kj, j P N0.

Podemos verificar pela definição de função de Radamacher que rip2´j´1q “ ´1 se i “ j e

rip2´j´1q “ 1 se i ‰ j. Assim pela definição da função de Walsh ψk, temos que ψkp2´j´1q “
p´1qkj . Assim, pela Proposição 1.3.9, obtemos que

ψkpxq ´ ψkpx ‘ 2´j´1q “ ψkpxq ´ ψkp2´j´1qψkpxq
“ ψkpxq ´ p´1qkjψkpxq
“ p1 ´ p´1qkj qψkpxq
“ 2kjψkpxq,
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para cada j P N0. Logo, da definição de derivada diádica, segue que

dnψkpxq “
˜

n´1ÿ

j“0

kj2j

¸
ψkpxq, n P N. (1.12)

Como a soma do lado direito de (1.12) é igual a k para n suficientemente grande, então

temos que (1.11) é verdaderia para m “ 1. Portanto, procedendo por indução verificamos

que (1.11) é válida para m arbitrário.

Seja eq “ p0, 0, . . . , 1, . . . , 0q o vetor de Rd com 1 na q-ésima coordenada e

zero nas demais coordenadas.

Definição 1.5.6. Seja f uma função definida em Id e para n, q P N, 1 ď q ď d, x P Id,

seja

dn,qfpxq :“
n´1ÿ

j“0

2j´1rfpxq ´ fpx ‘ eq2´j´1qs.

Se o limite de dn,qfpxq, quando n tende para infinito, existe e é finito, dizemos que f tem

derivada parcial diádica de primeira ordem em x com respeito à q-ésima coordenada de x

e denotamos
B

Bxq

fpxq “ lim
nÑ8

dn,qfpxq.

Derivadas parciais diádicas de ordem superior são definidas sucesivamente por

Br

Bxr
q

fpxq “ B
Bxq

ˆ Br´1

Bxr´1
q

fpxq
˙
, r P N.

Lema 1.5.7. Sejam r P N, k P Nd
0 e x P Id. Então a função de Walsh ψkpxq tem derivadas

parciais diádicas de ordem r no ponto x e que são dadas por

Br

Bxr
q

ψkpxq “ pkqqrψkpxq, (1.13)

onde k “ pk1, . . . , kq, . . . , kdq, 1 ď q ď d.

Demonstração. Vamos verificar a igualdade para r “ 1 e k P Nd
0 fixo. Temos que para
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1 ď q ď d

dn,qψkpxq

“
n´1ÿ

j“0

2j´1rψkpxq ´ ψkpx ‘ eq2´j´1qs

“
n´1ÿ

j“0

2j´1rψk1
px1q . . . ψkq

pxqq . . . ψkd
pxdq ´ ψk1

px1q . . . ψkq
pxq ‘ 2´j´1q . . . ψkd

pxdqs

“
n´1ÿ

j“0

2j´1ψk1
px1q . . . ψkq´1

pxq´1qψkq`1
pxq`1q . . . ψkd

pxdqrψkq
pxqq ´ ψkq

pxq ‘ 2´j´1qs

“
n´1ÿ

j“0

2j´1ψk1
px1q . . . ψkq´1

pxq´1qψkq`1
pxq`1q . . . ψkd

pxdqp2kj
qψkq

pxqqq

“ ψk1
px1q . . . ψkq´1

pxq´1qψkq`1
pxq`1q . . . ψkd

pxdq
ˆn´1ÿ

j“0

kj
q2j

˙
ψkq

pxqq

“ ψkpxq
ˆn´1ÿ

j“0

kj
q2j

˙
, (1.14)

onde tkj
qu8

j“0 são os coeficientes binários de kq. Como a soma em (1.14) para n suficiente-

mente grande é igual a kq, então (1.13) é verdadeira para r “ 1. Portanto, procedendo por

indução verificamos que (1.13) é válida para r P N.

O conceito de derivada parcial diádica pode ser generalizado para x P Rn
` e

m P Z (ver [4]). Agora, apresentamos uma fórmula de derivada parcial diádica do produto

de funções de Walsh que é chamada de regra do produto.

Lema 1.5.8. Seja tkium
i“1 Ă Nd

0, m P N. Então para 1 ď q ď d e x P Id temos que

B
Bxq

ˆ mź

i“0

ψki
pxq

˙
“

ˆ
mà

i“0

ki

˙

q

mź

i“0

ψki
pxq.

Demonstração. Como ψkpxqψjpxq “ ψk‘jpxq, então

B
Bxq

ˆ mź

i“0

ψki
pxq

˙
“ B

Bxq

ψ‘m
i“0

ki
pxq,

e portanto de (1.13) segue que

B
Bxq

ˆ mź

i“0

ψki
pxq

˙
“

ˆ
mà

i“0

ki

˙

q

mź

i“0

ψki
pxq.

Teorema 1.5.9. Seja f P L1pIdq tal que
ÿ

kPNd
0

kq

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ă 8,
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onde kq é a q-ésima compoente do vetor k. Então, para quase todo x P Id existe a derivada

parcial diádica de primeira ordem de f em x com respeito à q-ésima coordenada e

B
Bxq

fpxq “
ÿ

kPNd
0

kq
pfpkqψkpxq.

Além disso, f, Bf{Bxq P LppIdq, para todo 1 ď p ď 8 e 1 ď q ď d, e a convergência acima

ocorre na norma de LppIdq, 1 ď p ď 8.

Demonstração. Como
ř

kPNd
0

kq

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ă 8, dado ǫ ą 0, existe n0 P N tal que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ÿ

kPNd
0

|k|ěn0

pfpkqψkpxq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ď
ÿ

kPNd
0

|k|ěn0

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ă ǫ,

para todo x P Id. Logo a série ÿ

kPNd
0

pfpkqψkpxq

converge uniformemente para uma função g P L8pIdq. Podemos então concluir que
pfpkq “ pgpkq, para todo k P Nd

0, e assim
ż

Id

pf ´ gqψkdν “ pfpkq ´ pgpkq “ 0, k P Nd
0.

Como tψkukPNd
0

é um conjunto ortonormal completo em L2pIdq então temos que f “ g

q.t.p.. Agora para cada x P Id,

dn,qgpxq “
n´1ÿ

j“0

2j´1pgpxq ´ gpx ‘ eq2´j´1qq

“
n´1ÿ

j“0

2j´1

˜
lim

mÑ8

ÿ

|k|ďm

pfpkqψkpxq ´ lim
mÑ8

ÿ

|k|ďm

pfpkqψkpx ‘ eq2´j´1q
¸

“
n´1ÿ

j“0

2j´1

˜
lim

mÑ8

ÿ

|k|ďm

pfpkqpψkpxq ´ ψkpx ‘ eq2´j´1qq
¸

“ lim
mÑ8

ÿ

|k|ďm

pfpkq
n´1ÿ

j“0

2j´1pψkpxq ´ ψkpx ‘ eq2´j´1qq

“
ÿ

kPNd
0

pfpkq
n´1ÿ

j“0

2j´1pψkpxq ´ ψkpx ‘ eq2´j´1qq

“
ÿ

kPNd
0

pfpkqdn,qψkpxq.

Por outro lado, sejam

Snpxq “
ÿ

kPNd
0

pfpkqdn,qψkpxq,
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e

Spxq “
ÿ

kPNd
0

pfpkqkqψkpxq.

Logo de (1.14), segue que

Spxq ´ Snpxq “
ÿ

kPNd
0

pfpkqkqψkpxq ´
ÿ

kPNd
0

pfpkqdn,qψkpxq

“
ÿ

kPNd
0

pfpkqkqψkpxq ´
ÿ

kPNd
0

pfpkq
˜

n´1ÿ

j“0

kj
q2j

¸
ψkpxq

“
ÿ

kPNd
0

pfpkq
˜
kq ´

n´1ÿ

j“0

kj
q2j

¸
ψkpxq,

onde tkj
qujPN0

são os coeficientes binários de kq. Como

kq ´
n´1ÿ

j“0

kj
q2j “

8ÿ

j“0

kj
q2j ´

n´1ÿ

j“0

kj
q2j “

8ÿ

j“n

kj
q2j,

logo,

Spxq ´ Snpxq “
ÿ

kPNd
0

pfpkq
˜

8ÿ

j“n

kj
q2j

¸
ψkpxq.

Então, segue que

|Spxq ´ Snpxq| ď
ÿ

kPNd
0

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8ÿ

j“n

kj
q2j

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Agora, consideremos ǫ ą 0, e seja s P N tal que
ÿ

kPNd
0

|k|ěs

kq

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ă ǫ. (1.15)

Para cada kq P t1, . . . , su seja Mkq
P N tal que

kq “
8ÿ

j“0

kj
q2j “

Mkqÿ

j“0

kj
q2j.

Então para M “ maxtMk1
,Mk2

, . . . ,Mks
u e n ą M , temos

0 ď
8ÿ

j“n

kj
q2j ď

8ÿ

j“M`1

kj
q2j “ 0. (1.16)

Consequentemente, de (1.15) e (1.16), segue que

|Spxq ´ Snpxq| ď
ÿ

kPNd
0

|k|ďs

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8ÿ

j“n

kj
q2j

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ `
ÿ

kPNd
0

|k|ěs

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8ÿ

j“n

kj
q2j

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣

“
ÿ

kPNd
0

|k|ěs

kq

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ă ǫ.
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Então,

lim
nÑ8

Snpxq “ lim
nÑ8

ÿ

kPNd
0

pfpkqdn,qψkpxq

“
ÿ

kPNd
0

pfpkqkqψkpxq.

Portanto,

B
Bxq

gpxq “ lim
nÑ8

dn,qgpxq “ lim
nÑ8

ÿ

kPNd
0

pfpkqdn,qψkpxq

“
ÿ

kPNd
0

pfpkqkqψkpxq.

Como f “ g em q.t.p., então temos Bfpxq{Bxq “ Bgpxq{Bxq, para quase todo x P Id e

assim obtemos o resultado desejado.

Corolário 1.5.10. Sejam f P L1pIdq e r P N tal que
ÿ

kPNd
0

pkqqr
∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ă 8.

Então para quase todo x P Id, a derivada parcial diádica de ordem r, com respeito à

q-ésima coordenada, de f em x, existe e é dada por

Br

Bxr
q

fpxq “
ÿ

kPNd
0

pkqqr pfpkqψkpxq.

Além disso, f, Bf{Bxq, . . . , Brf{Bxr
q P LppIdq, para 1 ď p ď 8 e 1 ď q ď d, e a convergência

acima ocorre na norma de LppIdq, 1 ď p ď 8.

Demonstração. Vamos demonstrar o resultado para r “ 2 e o resto de casos segue de

forma indutiva. De fato, como kq ď pkqq2, então temos que
ÿ

kPNd
0

kq

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ď
ÿ

kPNd
0

pkqq2
∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ă 8,

portanto segue pelo Teorema 1.5.9 que para quase todo x P Id existe a derivada parcial

diádica de primeira ordem de f em x com respeito à q-ésima coordenada e

B
Bxq

fpxq “
ÿ

kPNd
0

kq
pfpkqψkpxq.

Agora, consideremos a função g dada por gpxq “ Bfpxq{Bxq. Vimos que pgpkq “ kq
pfpkq e

logo
ÿ

kPNd
0

kq |pgpkq| “
ÿ

kPNd
0

kq

∣

∣

∣kq
pfpk)

∣

∣

∣

“
ÿ

kPNd
0

pkqq2
∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ă 8.
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Assim, pelo Teorema 1.5.9, temos que para quase todo x P Id existe a derivada parcial

diádica de primeira ordem de g em x com respeito à q-ésima coordenada, isto é, para

quase todo x P Id existe a derivada parcial diádica de segunda ordem de f em x com

respeito à q-ésima coordenada e

B
Bxq

ˆ B
Bxq

fpxq
˙

“ B
Bxq

ˆ ÿ

kPNd
0

kq
pfpkqψkpxq

˙
“

ÿ

kPNd
0

pkqq2 pfpkqψkpxq,

e o resultado segue.

1.6 n-Larguras

Nesta seção abordaremos resultados básicos sobre n-larguras. Apresentaremos

conceitos referentes às n-larguras de Kolmogorov, Gel’fand e Bernstein, exibindo algumas

de suas propriedades, bem como as relações entre elas. As referências para esta seção são

[37, 46].

Notação 1.6.1. Seja X um espaço vetorial normado com norma }¨}X e Xn um subespaço

n-dimensional de X. Para cada x P X, Epx,Xnq denotará a distância do subespaço

n-dimensional Xn ao ponto x definida por

Epx,Xnq “ inft}x ´ y}X : y P Xnu.

Se existir y˚ P Xn tal que Epx,Xnq “ }x ´ y˚}X , diremos que y˚ é a melhor aproximação

de x em Xn.

Vamos supor agora que em vez de um único elemento x, nos é dado um

subconjunto A de X. Nessas condições a seguinte pergunta se faz necessário.

Quão bem um subconjunto n-dimensional Xn de X pode aproximar o subcon-

junto A?

A resposta para essa pregunta encontra-se na definição abaixo.

Definição 1.6.2. Se X é um espaço vetorial normado, Xn um subespaço n-dimensional

de X e A um subconjunto qualquer de X, chamamos de desvio de A em Xn ao número

EpA,Xnq “ suptEpx,Xnq : x P Au “ sup
xPA

inf
yPXn

}x ´ y}X .

O número EpA,Xnq mede quanto o "pior elemento" de A pode ser aproximado

por Xn. Para o subconjunto A Ă X dado, nós indagamos o quão bem podemos aproximá-lo

por um subespaço n-dimensional de X e para tal objetivo consideramos a possibilidade

de permitir que os subespaços n-dimensionais Xn variem dentro de X. Essa idéia foi

apresentada primeiramente por Kolmogorov em 1936 e será nosso principal objeto de

estudo ao longo desta seção.
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Definição 1.6.3. Sejam X um espaço vetorial normado e A Ă X. A n-largura de Kolmo-

gorov de A em X é dada por

dnpAq “ dnpA;Xq “ inftEpA;Xnq : Xn é um subespaço n-dimensional de Xu,

ou seja,

dnpAq “ inf
Xn

sup
xPA

inf
yPXn

}x ´ y}X .

Alguns autores preferem a expressão "n-diâmetro"no lugar de "n-largura", nós

no entanto usaremos o último termo ao longo deste trabalho.

Uma vez definida dnpA;Xq, dizemos que um subespaço n-dimensional Xn Ă X

é um subespaço ótimo para dnpA;Xq se tivermos dnpA;Xq “ EpA;Xnq. Geralmente é

muito difícil, na verdade quase impossível, obtermos um subespaço ótimo para dnpA;Xq
para todos os subconjuntos A Ă X, já que muito esforço é necessário na obtenção para

escolhas específicas de A e X. Nosso objetivo nesse sentido é analisar as escolhas de A e

X de modo que dnpA,Xq e Xn possam ser encontrados ou pelo menos caracterizados.

Para isso é de extrema importância determinarmos o comportamento assintótico

de dnpA;Xq quando fazemos n Ñ 8, já que um subespaço ótimo Xn em geral pode não

ser obtido explicitamente, ou em caso positivo, o esforço computacional envolvido em

sua determinação pode ser demasiadamente inviável. Em muitos casos, subespaços n-

dimensionais bastante simples podem aproximar A de forma assintótica ótima ( isto é,

fazendo n Ñ 8). Nesse sentido, a n-largura nos diz o quão bem um subespaço n-dimensional

dado pode aproximar A assintoticamente.

Definição 1.6.4. Sejam X um espaço vetorial normado e A Ă X. A n-largura de Gel’fand

de A em X é definida por

dnpAq “ dnpA;Xq “ inf
Ln

sup
xPAXLn

}x}X ,

onde o ínfimo é tomado sobre todos os subespaços Ln de codimensão no máximo n de X.

Um subespaço Ln de X é de codimensão n se existirem n funcionais lineares

linearmente independentes f1, f2, . . . , fn P X 1 (X 1 denota o dual algébrico de X), tais que

Ln “ tx P X : fipxq “ 0, i “ 1, 2, . . . , nu.

Se Ln é um subespaço de codimensão n de X para o qual dnpA;Xq “ supt}x}X : x P
A X Lnu, então Ln é chamado um subespaço ótimo para dnpA;Xq.

Definição 1.6.5. Seja A um subconjunto de um espaço vetorial X. Dizemos que A é

convexo se para quaisquer x, y P A e α P r0, 1s, tivermos

αx ` p1 ´ αqy P A.
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Definição 1.6.6. Seja A um subconjunto de um espaço vetorial X. Dizemos que A é

centralmente simétrico se A é simétrico com relação à origem 0, em outras palavras, se

para todo x P A tivermos ´x P A.

Definição 1.6.7. Sejam X um espaço vetorial normado e A um subconjunto fechado,

convexo e centralmente simétrico de X. A n-largura de Bernstein de A em X é definida

por

bnpAq “ bnpA;Xq “ sup
Xn`1

suptλ : λB X Xn`1 Ă Au;

onde o supremo é tomado sobre todos os subespaços pn ` 1q-dimensionais Xn`1 de X e B

denota a bola unitária fechada e centrada na origem em X.

1.7 Propriedades básicas e relações entre as n-larguras

Vale observarmos aqui que ao longo de toda esta seção os subconjuntos A

de X de nosso interesse, dos quais estaremos calculando as respectivas n-larguras, serão

considerados fechados, convexos e centralmente simétricos.

Teorema 1.7.1. Sejam X, Y, Z espaços lineares normados, A e B subconjuntos não vazios

de X, α P R e n P N0. Então,

(a) dnpαAq “ |α| dnpAq;

(b) dnpAq “ dnpbpAqq, onde bpAq “ tαx : x P A, |α| ď 1u, é o envólucro balanceado de A;

(c) dnpBq ď dnpAq se B Ă A;

(d) dnpAq ě dn`1pAq;

(e) se X Ă Y , X tem a norma induzida de Y e A Ă X, temos

dnpA;Xq ě dnpA;Y q;

(f) dm`npC`D;U`V q ď dmpC;Uq`dnpD;V q, onde U e V são subespaços de Z, C Ă U ,

D Ă V e U X V “ t0u.

Teorema 1.7.2. Seja X um espaço linear normado, A, B subconjuntos não vazios de X,

α P R e n P N0. Então,

(a) dnpαAq “ |α| dnpAq;

(b) dnpAq “ dnpbpAqq, onde bpAq “ tαx : x P A, |α| ď 1u, é o envólucro balanceado de A;

(c) se B Ă A, então dnpBq ď dnpAq;
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(d) dnpAq ě dn`1pAq.

Proposição 1.7.3. Assumimos que X e Y são espaços lineares normados, X é um

subespaço de Y com a norma induzida de Y e A Ă X. Então,

dnpA,Xq “ dnpA, Y q, n P N0.

Proposição 1.7.4. Sejam X um espaço linear normado e A um subespaço fechado, convexo

e centralmente simétrico de X. Então, para todo n P N0,

(a) dnpAq ě bnpAq;

(b) dnpAq ě bnpAq.

Notação 1.7.5. Denotaremos por LpX, Y q o espaço vetorial das transformações lineares

contínuos de X em Y , onde X e Y são espaços vetoriais normados.

Notação 1.7.6. Ao que segue, dado um espaço linear normado X, BX denotará a bola

unitária fechada e centrada na origem em tal espaço, em outras palavras BX “ tx P X :

}x}X ď 1u. Quando X “ LppIdq, denotaremos a bola BX por Up, isto é, Up “ tf P LppIdq :

}f}p ď 1u.

Definição 1.7.7. Se T P LpX, Y q e n P N, definimos

dnpT q “ dnpT pBXq, Y q “ inf
Yn

sup
xPBX

inf
yPYn

}T pxq ´ y}Y ,

onde o ínfimo é tomado sobre todos os subespaços n-dimensionais Yn de Y .

Definição 1.7.8. Se T P LpX, Y q e n P N, definimos

dnpT q “ dnpT pBXq, Y q “ inf
Ln

sup
xPLnXBX

}T pxq}Y ,

onde o ínfimo é tomado sobre todos os subespaços Ln de X de codimensão no máximo n.

Observação 1.7.9. Dado T P LpX, Y q, dnpT q, dnpT q satisfazem os resultados precedentes

já vistos.

Notação 1.7.10. KpX, Y q denotará o espaço vetorial das transformações lineares com-

pactos de X em Y , isto é, das transformações T P LpX, Y q tais que o fecho do conjunto

T pBXq “ tTx : }x}X ď 1u é compacto em Y .

Definição 1.7.11. Seja T P LpX, Y q. Definimos o operador T 1 P LpY 1, X 1q, chamado

adjunto de T , por

xT 1y1, xy “ xy1, Txy ,
para todo x P X, y1 P Y 1, onde

xx1, xy “ x1pxq,
para x P X e x1 P X 1.

Teorema 1.7.12. Se T P LpX, Y q e n P N, então dnpT q “ dnpT 1q.
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1.8 Números de entropia

Nesta seção, exibiremos o conceito de entropia, abordando algumas de suas

propriedades.

Definição 1.8.1. Sejam X um espaço de Banach e A Ă X. O k-ésimo número de entropia

do conjunto A é definido por

ekpAq “ inf
"
ǫ ą 0 : A Ă

2k´1ď

i“1

pxi ` ǫBXq, x1, . . . , x2k´1 P X
*
.

Proposição 1.8.2. Sejam X e Y espaços de Banach, A,B subconjuntos não vazios de

X, com B Ă A e α P R. Então para todo n P N,

i) enpA,Xq ě en`1pA,Xq;

ii) enpαA,Xq “ |α| enpA,Xq;

iii) enpB,Xq ď enpA,Xq;

iv) Se X Ă Y e }¨}X ě }¨}Y , então enpA,Xq ě enpA, Y q.

Definição 1.8.3. Sejam X e Y espaços de Banach, T P LpX, Y q e k P N, definimos o

k-ésimo número de entropia do operador T como sendo

ekpT q “ ekpT pBXq, Y q.

Proposição 1.8.4. Sejam X, Y e Z espaços de Banach, T, L P LpX, Y q e W P LpY, Zq.
Então

i) }T } “ e1pT q ě e2pT q ě ¨ ¨ ¨ ě 0;

ii) ek`l´1pW ˝ T q ď ekpW qelpT q, para todo k, l P N;

iii) ek`l´1pT ` Lq ď ekpT q ` elpLq, para todo k, l P N.

Proposição 1.8.5. Sejam X,X1, Y, Y1 espaços de Banach tais que X é isométrico a um

quociente de X1 e que Y é isométrico a um subespaço de Y1. Denotamos por L : X1 Ñ X

a aplicação quociente e por J : Y Ñ Y1 a inclusão isométrica. Então para todo operador

T P LpX, Y q, temos

ekpT q “ ekpT ˝ Lq e
1
2
ekpT q ď ekpJ ˝ T q ď ekpT q.
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2 Estimativas para Médias de Levy

Na primeira seção deste capítulo, a partir de um sistema ortonormal completo

de L2pΩq, onde pΩ,A, µq é um espaço de probabilidade, construímos um sistema ortonormal

completo para L2pΩdq. Na segunda seção consideramos operadores multiplicadores de séries

múltiplas sobre L2pΩdq, associados a um sistema ortonormal completo qualquer, limitado

uniformemente em L8pΩdq, e estudamos médias de Levy de normas sobre Rn definidas

através dos operadores multiplicadores. Feito isso, demonstramos um importante teorema

que nos fornece estimativas superiores e inferiores para as médias de Levy de tais normas.

Este Teorema será usado como ferramenta principal, nos próximos capítulos, no estudo de

estimativas gerais para n-larguras e números de entropia de operadores multiplicadores.

Em [51] este estudo foi feito para o sistema de Walsh clássico sobre r0, 1q e em

[23, 24, 46] para operadores multiplicadores sobre espaços homogêneos e sobre o toro. Os

resultados de estimativas para médias de Levy estão publicados em [8].

2.1 Sistemas ortonormais completos

Consideremos um espaço de probabilidade pΩ,A, µq e tφmumPN0
um conjunto

ortonormal completo de funções reais ou complexas de L2pΩ,A, µq. Vamos supor que

existem constantes k1, k2 P R, 0 ă k1 ă k2, tal que k1 ď }φm}8 ď k2, para todo m P N0.

Para m “ pm1,m2, . . . ,mdq P Nd
0 definimos a função φm : Ωd Ñ C por

φmpxq “ φm1
px1q . . . φmd

pxdq, x “ px1, . . . , xdq P Ωd.

Sejam Ad “ A ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ A e µd “ µˆ ¨ ¨ ¨ ˆµ (d-vezes) respectivamente, a σ-álgebra produto

e a medida produto sobre Ωd. Tomamos K1 “ kd
1 , K2 “ kd

2 e temos que K1 ď }φm}8 ď K2,

m P Nd
0 .

Proposição 2.1.1. Seja tφmumPN0
um subconjunto ortonormal completo em L2pΩ,A, µq

de funções reais ou complexas. Então tφmumPNd
0

é um subconjunto ortonormal completo

em L2pΩd,Ad, µdq.

Demonstração. Consideremos o caso d “ 2. É fácil verificar que o conjunto tφmumPN2

0
é

ortonormal, vamos demonstrar que é completo. Seja f P L2pΩ2,A2, µ2q, tal que

xf, φmy “ 0, m P N2
0.
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Vamos demonstrar que f “ 0 quase sempre. Para todo m “ pn,mq P N2
0 temos

0 “ xf, φmy “
ż

Ω2

fpxqφmpxqdµ2pxq

“
ż

Ω2

fpx, yqφnpxqφmpyqdµpxqdµpyq

“
ż

Ω

ˆż

Ω

fpx, yqφmpyqdµpyq
˙
φnpxqdµpxq.

Como, por hipótese, tφmumPN0
é um subconjunto ortonormal completo de L2pΩ,A, µq, então

a função x ÞÑ
ş

Ω
fpx, yqφmpyqdµpyq é zero quase sempre para cada m P N0. Consideremos

o conjunto

Em “
"
x P Ω :

ż

Ω

fpx, yqφmpyqdµpyq ‰ 0
*
.

Logo, cada Em é um conjunto de medida zero, e portanto

E “
8ď

m“0

Em

é também um conjunto de medida zero. Então, para x P ΩzE, temos que
ż

Ω

fpx, yqφmpyqdµpyq “ 0,

para cada m P N0. Novamente, usando a hipótese, segue que fpx, ¨q é zero, quase sempre,

para qualquer x P ΩzE. Como |f |2 é uma função integravél, sua integral concorda com as

integrais iteradas, e assim
ż

Ω2

|fpx, yq|2 dµ2px, yq “
ż

Ω

ż

Ω

|fpx, yq|2 dµpyqdµpxq

“
ż

ΩzE

ż

Ω

|fpx, yq|2 dµpyqdµpxq “ 0,

e portanto f “ 0 em L2pΩ2q.

Caso d ě 2: O caso geral obtemos por indução em d e usando o caso d “ 2

como verdadeiro.

Observação 2.1.2. Consideremos o espaço de Hilbert L2pΩdq, munido do produto interno

usual

xf, gy “
ż

Ωd

fpxqgpxqdµdpxq, f, g P L2pΩdq.

Pela Proposição 2.1.1, o conjunto tφmumPNd
0

, é um sistema ortonormal completo de L2pΩdq,
isto é:

(i) xφk, φmy “ 0, se k ‰ m;
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(ii) }φm}L2pΩdq “ 1, m P Nd
0;

(iii) Se f P L2pΩdq e xf, φmy “ pfpmq “ 0, m P Nd
0, então f “ 0.

Logo se f P L2pΩdq então

}f}2

L2pΩdq “
ÿ

mPNd
0

∣

∣

∣

pfpmq
∣

∣

∣

2
(Identidade de Plancherel),

lim
nÑ8

›››››f ´
ÿ

|m|ďn

pfpmqφm

›››››
L2pΩdq

“ 0,

enquanto que se f, g P L2pΩdq, então
ż

Ωd

fpxqgpxqdµdpxq “
ÿ

mPNd
0

pfpmqpgpmq (Identidade de Parseval).

2.2 Estimativas para médias de Levy

Nesta seção, definimos o conceito de média de Levy de uma norma arbitrária

definida sobre Rn e demonstramos um teorema que nos fornece estimativas inferiores e

superiores para a média de Levy de normas, introduzidas na seção anterior.

A partir desse momento, em todo esse trabalho, tφmumPNd
0

será um sistema

ortonormal completo qualquer de funções reais de L2pΩd,Ad, µdq para o qual existem

constantes K1, K2 P R, 0 ă K1 ă K2 tal que K1 ď }φm}8 ď K2 para qualquer m P Nd
0.

Este sistema ortonormal não precisa ser necessariamente construído como o sistema da

Proposição 2.1.1.

Notação 2.2.1. Sejam Al e A˚
l , l P N0, como na Definição 1.4.1. Dados N,M1,M2 P N0,

com M1 ă M2, usaremos as seguintes notações

Hl “ rφm : m P AlzAl´1s, H˚
l “ rφm : m P A˚

l zA˚
l´1s,

dl “ dim Hl, d˚
l “ dim H˚

l ,

TM1,M2
“

M2à
l“M1`1

Hl, T ˚
M1,M2

“
M2à

l“M1`1

H˚
l .

Observamos que as estimativas na Proposição 1.4.6 e na Observação 1.4.7

permanecem válidas nesse caso mais geral.

Observação 2.2.2. Seja Λ “ tλkukPNd
0

uma sequência de números reais e sejam p, q P R,

1 ď p, q ď 8. Definimos um operador multiplicador, que será também denotado por Λ,

e definimos o que significa esse operador ser limitado de LppΩdq em LqpΩdq, como na
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Definição 1.4.9, trocando as funções tψkukPNd
0

pelas funções tφkukPNd
0

. Para ϕ P H “ rφk :

k P Nd
0s,

Λϕ “
ÿ

kPNd
0

λk pϕpkqφk.

Fixada uma função λ : r0,8q Ñ R, consideraremos operadores multiplicadores Λ e Λ˚,

associados às sequências tλkukPNd
0

e tλ˚
kukPNd

0

, λk “ λp|k|q, λ˚
k “ p|k|˚q, respectivamente.

Observação 2.2.3. Sejam n “ dim TM1,M2
e AlzAl´1 “ tml

j : 1 ď j ď dlu onde os

elementos ml
j são escolhidos de forma que |ml

j| ď |ml
j`1| para 1 ď j ď dl ´ 1. Assim

tφml
j

: 1 ď j ď dlu é uma base de Hl. Vamos considerar a base ortonormal Υ “
ΥM1,M2

“ tφl
j “ φml

j
: M1 ` 1 ď l ď M2, 1 ď j ď dlu de TM1,M2

munida da ordem

φM1`1
1 , . . . , φM1`1

dM1`1
, φM1`2

1 , . . . , φM1`2
dM1`2

, . . . , φM2

1 , . . . , φM2

dM2

. Denotamos

ξk “ φl`1
t , k “ t `

lÿ

j“M1`1

dj, 1 ď t ď dl`1, M1 ď l ă M2.

Assim Υ “ tξkun
k“1. Seja J : Rn Ñ TM1,M2

o isomorfismo coordenado definido por

Jpαq “ Jpα1, . . . , αnq “
nÿ

k“1

αkξk.

Consideremos uma função λ : r0,8q Ñ R satisfazendo λptq ‰ 0, para t ě 0,

e seja Λ “ tλkukPNd
0

a sequência de multiplicadores definida por λk “ λp|k|q. Conside-

ramos tλl
j “ λml

j
: M1 ` 1 ď l ď M2, 1 ď j ď dlu munido da ordem λM1`1

1 , . . . , λM1`1
dM1`1

,

λM1`2
1 , . . . , λM1`2

dM1`2
, . . . , λM2

1 , . . . , λM2

dM2

. Denotamos

λk “ λl`1
t “ λ

m
l`1

t
“ λp|ml`1

t |q, k “ t `
lÿ

j“M1`1

dj, 1 ď t ď dl`1, M1 ď l ă M2

e tomamos Λn “ tλkun
k“1. Consideramos agora o operador multiplicador Λn definido sobre

TM1,M2
por

Λn

ˆ nÿ

j“1

αjξj

˙
“

nÿ

j“1

λjαjξj.

Também, definimos o operador multiplicador rΛn sobre Rn, por

rΛnpαq “ rΛnpα1, . . . , αnq “ pλ1α1, . . . , λnαnq.

Dada ϕ P TM1,M2
e 1 ď p ď 8, definimos

}ϕ}Λn,p “ }Λnϕ}p .

A aplicação TM1,M2
Q ϕ Ñ }ϕ}Λn,p é uma norma sobre TM1,M2

. Para α P Rn, definimos

}α}pΛn,pq “ }Jpαq}Λn,p “ }ΛnJpαq}p ,
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e temos que a aplicação Rn Q α Ñ }α}pΛn,pq é uma norma sobre Rn. Denotamos

Bn
Λn,p “ Bn

Λ,p “ tϕ P TM1,M2
: }ϕ}Λn,p ď 1u,

Bn
pΛn,pq “ Bn

pΛ,pq “ tα P Rn : }α}pΛn,pq ď 1u.

Se Λn é o operador identidade I, escrevemos }¨}I,p “ }¨}p, }¨}pI,pq “ }¨}ppq, B
n
I,p “ Bn

p e

Bn
pI,pq “ Bn

ppq. Observamos que }¨}p2q é a norma euclidiana sobre Rn.

Observação 2.2.4. Sejam n “ dim T ˚
M1,M2

e A˚
l zA˚

l´1 “ tml
j : 1 ď j ď d˚

l u onde os

elementos ml
j são escolhidos de forma que |ml

j| ď |ml
j`1| para 1 ď j ď d˚

l ´ 1. De modo

análogo ao que foi feito na Observação 2.2.3, podemos definir funções φl
j, ξk, operadores

Λ˚
n e rΛ˚

n, normas }¨}Λ˚,p, }¨}pΛ˚,pq e conjuntos Bn
Λ˚

n ,p
, Bn

pΛ˚
n ,pq, B

˚
n,p e B˚

pn,pq .

Notação 2.2.5. Seja E “ pRn, }¨}q um espaço de Banach n-dimensional e BE “ tx P
Rn : }x} ď 1u a bola unitária em E. Além disso, seja

}x}p2q “
˜

nÿ

i“1

|xi|
2

¸1{2

a norma Euclidiana do elemento x “ px1, . . . , xnq P Rn e

xx, yy “
nÿ

k“1

xkyk

o produto interno entre os elementos x, y P Rn. Denotamos

Sn´1 “ tx P Rn : }x}p2q “ 1u

a esfera unitária Euclidiana em Rn.

Definição 2.2.6. A média de Levy de uma norma }¨} definida em Rn é definida por

Mp}¨}q “ MpRn, }¨}q :“
˜ż

Sn´1

}x}2
dσpxq

¸1{2

,

onde dσpxq denota a medida de Lebesgue normalizada sobre Sn´1.

Em seguida, citaremos alguns lemas e teoremas que necessitaremos para de-

monstrar as estimativas para médias de Levy da norma }¨}pΛn,pq.

Lema 2.2.7. ([46], p. 58) Seja f P CpSn´1q e rf a extensão de f para Rnzt0u dada por

rfpxq “ }x}2

p2q f

˜
x

}x}p2q

¸
.

Então, ż

Sn´1

fpxqdσpxq “ 2π
n

ż

Rn

rfpxqdγpxq

onde dγpxq “ e´π}x}2

p2qdx denota a medida Gaussiana sobre Rn.
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Lema 2.2.8. (Kwapień, [25], p. 585) Seja trku8
k“0 a sequência das funções de Rademacher

definida na Definição 1.3.4. Para θ P r0, 1q e m “ 1, 2, . . .; i “ 1, 2, . . . , n, seja

δm
i pθq “ m´1{2prpi´1qmpθq ` ¨ ¨ ¨ ` rim´1pθqq.

Nestas condições, se h : Rn Ñ R é uma função contínua satisfazendo

hpx1, . . . , xnqe´
řn

k“1
|xk| Ñ 0

uniformemente quando
řn

k“1 |xk| Ñ 0, então

ż

Rn

hpxqdγpxq “ lim
mÑ8

ż 1

0

hpp2πq´1{2pδm
1 pθq, . . . , δm

n pθqqqdλpθq.

Lema 2.2.9. (Desigualdade de Khintchine, [36], p. 41) Sejam trku8
k“0 a sequência de

funções de Rademacher e 1 ď p ă 8. Então existem constantes positivas bppq e cppq tais

que, para toda escolha de escalares tcsun´1
s“0 temos

bppq
˜

n´1ÿ

s“0

|cs|
2

¸1{2

ď
˜ż 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n´1ÿ

s“0

rspθqcs

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dλpθq
¸1{p

ď cppq
˜

n´1ÿ

s“0

|cs|
2

¸1{2

,

onde bp1q ě 1{2 e cppq “ 21{2Γ
`
p1 ` pq{2

˘
{Γ

`
1{2

˘
— p1{2, quando p Ñ 8.

Teorema 2.2.10. (Desigualdade de Jensen, [11], p. 109) Sejam pX,M, νq um espaço de

medida, com νpXq “ 1, g : X Ñ pa, bq, g P L1pX,M, νq e F uma função convexa definida

em (a,b). Então

F

˜ż

X

gdν

¸
ď

ż

X

F ˝ gdν.

Teorema 2.2.11. (Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin, [11], p. 200) Sejam pX,M, σq
e pY,N , νq dois espaços com medidas semi-finitas (em particular σ-finitas), 1 ď p0, p1, q0, q1 ď
8 e para cada 0 ď t ď 1 sejam pt e qt tais que

1
pt

“ 1 ´ t

p0

` t

p1

,
1
qt

“ 1 ´ t

q0

` t

q1

.

Seja T um operador linear limitado de LptpX,M, σq em LqtpY,N , νq, para t “ 0, 1, e tal

que

}Tf}qt
ď Dt }f}pt

, f P LptpX,M, σq, t “ 0, 1.

Então,

}Tf}qt
ď D1´t

0 Dt
1 }f}pt

, f P LptpX,M, σq, t P r0, 1s.

Lema 2.2.12. Sejam tn P TM1,M2
“ ÀM2

k“M1`1 Hk, n “ dim TM1,M2
e K “ maxtK2

2 , 1u.

Então,

}tn}8 ď Kn1{p }tn}p , 1 ď p ď 8; (2.1)
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}tn}2 ď Kn1{p´1{2 }tn}p , 1 ď p ď 2; (2.2)

}tn}q ď Kn1{2´1{q }tn}2 , 2 ď q ď 8. (2.3)

Demonstração. Seja f P TM1,M2
. Então

f “
ÿ

kPAM2
zAM1

pfpkqφk, pfpkq “
ż

Ωd

fpxqφkpxqdµdpxq.

Temos que
∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ď
ż

Ωd

|fpxq| |φkpxq| dµdpxq ď K2 }f}1 ,

e assim

}f}8 ď
ÿ

kPAM2
zAM1

››› pfpkqφk

›››
8

ď K2

ÿ

kPAM2
zAM1

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣ ď K2
2 }f}1 n.

Desta forma, se I denota o operador identidade sobre TM1,M2
, então

}Ipfq}8 “ }f}8 ď nK2
2 }f}1 e }Ipfq}8 “ }f}8 ď 1 }f}8 .

Podemos então aplicar o Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin ao operador I, com
$
’’’’&
’’’’%

D0 “ nK2
2 ,

D1 “ 1,

q0 “ q1 “ 8,

p0 “ 1, p1 “ 8,

ou seja, qt “ 8 e 1{pt “ 1 ´ t. Logo, D1´t
0 Dt

1 “ n1´tK
2p1´tq
2 “ n1{ptK

2{pt

2 e fazendo p “ pt,

obtemos

}f}8 “ }Ipfq}8 ď n1{pK
2{p
2 }f}p , 1 ď p ď 8

o que demonstra (2.1). Agora temos que

}f}2

2 “
ÿ

kPAM2
zAM1

››› pfpkqφk

›››
2

2
“

ÿ

kPAM2
zAM1

∣

∣

∣

pfpkq
∣

∣

∣

2 }φk}2

2

ď
ÿ

kPAM2
zAM1

pK2 }f}1q2 “ nK2
2 }f}2

1

e logo

}f}2 ď n1{2K2 }f}1 .

Desta forma

}Ipfq}2 “ }f}2 ď n1{2K2 }f}1 e }Ipfq}2 “ }f}2 ď 1 }f}2 .

De modo análogo, aplicando o Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin ao par de

desigualdades acima com D0 “ n1{2K2, D1 “ 1, p0 “ 1, p1 “ 2 e q0 “ q1 “ 2, ou seja
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qt “ 2 e 1{pt “ 1 ´ t{2, temos D1´t
0 Dt

1 “ pnK2
2 qp1´tq{2 “ n1{pt´1{2K

2{pt´1
2 e fazendo pt “ p

obtemos

}Ipfq}2 “ }f}2 ď n1{p´1{2K
2{p´1
2 }f}p , 1 ď p ď 2,

o que demonstra (2.2). Usando (2.1), obtemos

}Ipfq}8 ď n1{2K2 }f}2 e }Ipfq}2 ď 1 }f}2 .

Finalmente, aplicando o Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin, obtemos

}f}q ď n1{2´1{qK
1´2{q
2 }f}2 , 2 ď q ď 8,

o que demonstra (2.3).

Teorema 2.2.13. Seja λ : r0,8q Ñ R tal que t ÞÑ |λptq| é uma função monótona,

seja n “ dim TM1,M2
e considere o sistema ortonormal ΥM1,M2

“ tξkun
k“1 e o operador

multiplicador Λn sobre TM1,M2
definidos na Observação 2.2.3. Se t ÞÑ |λptq| é não-crescente

então existe uma constante absoluta C ą 0, tal que:

(i) se 2 ď p ă 8, então

n´1{2

˜
M2ÿ

j“M1`1

|λplq|2 dl

¸1{2

ď Mp}¨}pΛn,pqq ď Cp1{2n´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

;

(ii) se 1 ď p ď 2, então

K1

2
n´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

¸1{2

ď Mp}¨}pΛn,pqq ď n´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

;

(iii) se p “ 8, então

n´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

¸1{2

ď Mp}¨}pΛn,8qq ď Cplog2 nq1{2n´1{2

˜
M2ÿ

M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

;

(iv) se p “ 2, então

n´1{2

ˆ M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

˙1{2

ď Mp}¨}pΛn,2qq ď n´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

.

Se t ÞÑ |λptq| é não-decrescente, então obtemos as estimativas em (i), (ii), (iii) e (iv),

permutando λplq por λpl ´ 1q.
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Demonstração. Consideremos t ÞÑ |λptq| não-crescente. Vamos inicialmente obter as es-

timativas em (iv). Para x “
`
x1, . . . , xnq “ pxM1`1

1 , . . . , xM1`1
dM1`1

, . . . , xM2

1 , . . . , xM2

dM2

˘
P Rn,

temos da Observação 2.2.3

}x}2

pΛn,2q “ }ΛnJpxq}2

2

“
›››››

nÿ

j“1

λjxjξj

›››››

2

2

“
nÿ

j“1

|λj|
2 |xj|

2 }ξj}2

2

“
M2ÿ

l“M1`1

dlÿ

j“1

∣

∣

∣λl
j

∣

∣

∣

2 pxl
jq2

ď
M2ÿ

l“M1`1

ˆ
sup

1ďjďdl

λp|ml
j|q

˙2 dlÿ

j“1

pxl
jq2

ď
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2
dlÿ

j“1

pxl
jq2,

e assim ż

Sn´1

}x}2

pΛn,2q dσpxq ď
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2
dlÿ

j“1

ż

Sn´1

pxl
jq2dσpxq. (2.4)

Mas

1 “
ż

Sn´1

}x}2

p2q dσpxq “
ż

Sn´1

px2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

nqdσpxq “
nÿ

j“1

ż

Sn´1

x2
jdσpxq “ n

ż

Sn´1

x2
jdσpxq,

para j “ 1, . . . , n, donde ż

Sn´1

x2
jdσpxq “ 1

n
, (2.5)

para j “ 1, . . . , n. Assim, de (2.4) e (2.5), obtemos

ż

Sn´1

}x}2

pΛn,2q dσpxq ď 1
n

M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2
dlÿ

j“1

1 “ 1
n

M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl.

Consequentemente,

Mp}¨}pΛn,2qq “
ˆż

Sn´1

}x}2

pΛn,2q dσpxq
˙1{2

ď n´1{2

ˆ M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

˙1{2

.

De modo análogo, obtemos que

Mp}¨}pΛn,2qq ě n´1{2

ˆ M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

˙1{2

,

e portanto obtemos (iv).
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Como a propriedade (iv) é válida e Mp}¨}pΛn,pqq é uma função monótona cres-

cente de p, para 1 ď p ď 8, pois as normas }¨}p são monótonas crescentes em p, então

seguem as estimativas inferiores em (i) e (iii) e a estimativa superior em (ii).

Passamos agora à demonstração da estimativa superior em (i) e da estimativa

inferior em (ii). Para uma função arbitrária f P CpSn´1q, consideramos a extensão rf
para Rnzt0u, como foi definida no Lema 2.2.7. Tomando fpxq “ }x}2

pΛn,pq, x P Sn´1 e

hpxq “ rfpxq, x P Rnzt0u, temos que

hpxq “ }x}2

p2q f

˜
x

}x}p2q

¸
“ }x}2

pΛn,pq .

Assim, segue do Lema 2.2.7 que
ż

Sn´1

}x}2

pΛn,pq dσpxq “ 2π
n

ż

Rn

}x}2

pΛn,pq dγpxq. (2.6)

Notemos que se x P Rn, então

}x}pΛn,pq “ }ΛnJpxq}p ď }ΛnJpxq}8 “
›››››

nÿ

j“1

λjxjξj

›››››
8

“ sup
yPΩd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nÿ

j“1

λjxjξjpyq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ď K2

ˆ
sup

1ďjďn
|λj|

˙ nÿ

j“1

|xj| .

Portanto, temos que

hpxqe´
řn

k“1
|xk| “ }x}2

pΛn,pq e
´

řn
k“1

|xk|

ď
˜
K2

˜
sup

1ďjďn
|λj|

¸
nÿ

j“1

|xj|

¸2

e´
řn

k“1
|xk| Ñ 0,

uniformemente quando
řn

k“1 |xk| Ñ 0. Portanto, segue do Lema 2.2.8 que
ż

Rn

hpxqdγpxq “ lim
mÑ8

ż 1

0

hpp2πq´1{2pδm
1 pθq, . . . , δm

n pθqqdλpθq

“ lim
mÑ8

ż 1

0

››p2πq´1{2pδm
1 pθq, . . . , δm

n pθqq
››2

pΛn,pq
dλpθq. (2.7)

De (2.6) e (2.7) vem que
ż

Sn´1

}x}2

pΛn,pq dσpxq “ 2π
n

ż

Rn

}x}2

pΛn,pq dγpxq

“ 1
n

lim
mÑ8

ż 1

0

}pδm
1 pθq, . . . , δm

n pθqq}2

pΛn,pq dλpθq.

Como

}pδm
1 pθq, . . . , δm

n pθqq}2

pΛn,pq “ }ΛnJpδm
1 pθq, . . . , δm

n pθqq}2

p “
›››››

nÿ

j“1

λjδ
m
j pθqξj

›››››

2

p

“
˜ż

Ωd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nÿ

j“1

λjδ
m
j pθqξjpxq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dµdpxq
¸2{p

,
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então, segue que

ż

Sn´1

}x}2

pΛn,pq dσpxq “ lim
mÑ8

n´1

ż 1

0

˜ż

Ωd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nÿ

j“1

λjδ
m
j pθqξjpxq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dµdpxq
¸2{p

dλpθq.

Agora, para x P Ωd, sejam

ϕpj´1qm`ipxq “ m´1{2ξjpxq e rλpj´1qm`i “ λj,

para j “ 1, 2, . . . , n, i “ 1, 2, . . . ,m e m “ 1, 2, . . .. Lembrando as definições de δm
j pθq,

temos que

nÿ

j“1

λjδ
m
j pθqξjpxq “

nÿ

j“1

λjm
´1{2ξjpxqprpj´1qmpθq ` ¨ ¨ ¨ ` rjm´1pθqq

“
nÿ

j“1

mÿ

i“1

ϕpj´1qm`ipxqrλpj´1qm`irpj´1qm`i´1pθq

“
nmÿ

j“1

ϕjpxqrλjrj´1pθq.

Assim, para 1 ď p ď 8

M2p}¨}pΛn,pqq “ lim
mÑ8

n´1

ż 1

0

˜ż

Ωd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nmÿ

j“1

ϕjpxqrλjrj´1pθq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dµdpxq
¸2{p

dλpθq. (2.8)

Seja 2 ď p ď 8. De (2.8), da Desigualdade de Jensen e do Teorema de Fubini,

segue que

Mp}¨}pΛn,pqq “ n´1{2 lim
mÑ8

˜ż 1

0

˜ż

Ωd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nmÿ

j“1

ϕjpxqrλjrj´1pθq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dµdpxq
¸2{p

dλpθq
¸1{2

ď n´1{2 lim
mÑ8

˜ż

Ωd

˜ż 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nmÿ

j“1

ϕjpxqrλjrj´1pθq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dλpθq
¸
dµdpxq

¸1{p

.

Agora, pela Desigualdade de Khintchine,

Mp}¨}pΛn,pqq ď n´1{2 lim
mÑ8

˜ż

Ωd

pcppqqp

˜
nmÿ

j“1

∣

∣

∣ϕjpxqrλj

∣

∣

∣

2

¸p{2

dµdpxq
¸1{p

. (2.9)

Temos que,

nmÿ

j“1

∣

∣

∣ϕjpxqrλj

∣

∣

∣

2 “
nÿ

j“1

mÿ

i“1

∣

∣

∣ϕpj´1qm`ipxqrλpj´1qm`i

∣

∣

∣

2 “
nÿ

j“1

mÿ

i“1

∣

∣

∣ξjpxqλjm
´1{2

∣

∣

∣

2

“
nÿ

j“1

m
∣

∣

∣ξjpxqλjm
´1{2

∣

∣

∣

2 “
nÿ

j“1

m |λj|
2 |ξjpxq|2 m´1

ď
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2
dlÿ

j“1

|ξjpxq|2 ď K2
2

M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl.
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De forma análoga obtemos que

nmÿ

j“1

∣

∣

∣ϕjpxqrλj

∣

∣

∣

2 ě K2
1

M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

Logo, segue que

K2
1

M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl ď
nmÿ

j“1

∣

∣

∣ϕjpxqrλj

∣

∣

∣

2 ď K2
2

M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl. (2.10)

Assim, por (2.9) e (2.10)

Mp}¨}pΛn,pqq ď n´1{2cppq lim
mÑ8

˜ż

Ωd

˜
K2

2

M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸p{2

dµdpxq
¸1{p

“ K2n
´1{2cppq

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

ď Cp1{2n´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

,

onde a constante universal C da última desigualdade é obtida do fato que cppq — p1{2.

Obtemos assim a estimativa superior de (i).

Por outro lado, consideremos 1 ď p ď 2. Como }¨}1 ď }¨}2, então em (2.8) com

p “ 1 e fazendo

gpθq “
ż

Ωd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nmÿ

j“1

ϕjpxqrλjrj´1pθq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

dµdpxq,

temos pela Desigualdade de Jensen,

M2p}¨}pΛn,1qq “ n´1 lim
mÑ8

ż 1

0

˜ż

Ωd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nmÿ

j“1

ϕjpxqrλjrj´1pθq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

dµdpxq
¸2

dλpθq

“ n´1 lim
mÑ8

ż 1

0

pgpθqq2dλpθq

ě n´1 lim
mÑ8

˜ż 1

0

|gpθq| dλpθq
¸2

“ n´1 lim
mÑ8

˜ż 1

0

ż

Ωd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nmÿ

j“1

ϕjpxqrλjrj´1pθq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

dµdpxqdλpθq
¸2

.

Assim, pelo Teorema de Fubini,

M2p}¨}pΛn,1qq ě n´1 lim
mÑ8

˜ż

Ωd

ż 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nmÿ

j“1

ϕjpxqrλjrj´1pθq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

dλpθqdµdpxq
¸2

.
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Aplicando a Desigualdade de Khintchine, segue que

M2p}¨}pΛn,1qq ě n´1 lim
mÑ8

˜ż

Ωd

bp1q
˜

nmÿ

j“1

∣

∣

∣ϕjpxqrλj

∣

∣

∣

2

¸1{2

dµdpxq
¸2

“ n´1 lim
mÑ8

pbp1qq2

˜ż

Ωd

˜
nÿ

j“1

|ξjpxqλj|
2

¸1{2

dµdpxq
¸2

ě K2
1n

´1pbp1qq2

˜ż

Ωd

ˆ M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

˙1{2

dµdpxq
¸2

ě n´1

ˆ
K1

2

˙2
˜

M1ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

¸
.

Portanto,

Mp}¨}pΛn,1qq ě n´1{2

ˆ
K1

2

˙˜
M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

¸1{2

.

Uma vez que a média de Levy é uma função monótona crescente de p, para 1 ď p ď 2,

Mp}¨}pΛn,pqq ě Mp}¨}pΛn,1qq ě n´1{2

ˆ
K1

2

˙˜
M2ÿ

l“M1`1

|λplq|2 dl

¸1{2

.

Obtemos assim a estimativa inferior em (ii).

Finalmente, considere p “ 8 e seja q “ log2 n. Do Lema 2.2.12 e da estimativa

superior obtida em (2.1), temos

Mp}¨}pΛn,8qq “
˜ż

Sn´1

}ΛnJpxq}2

8 dσpxq
¸1{2

ď K

˜ż

Sn´1

n2{q }ΛnJpxq}2

q dσpxq
¸1{2

“ Kn1{qMp}¨}pΛn,qqq

ď C1q
1{2n1{qn´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

“ C1plog2 nq1{2p2qq1{qn´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

“ 2C1plog2 nq1{2n´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

|λpl ´ 1q|2 dl

¸1{2

.

Tomando então C “ 2C1, obtemos a estimativa superior em (iii).

Observação 2.2.14. O Teorema 2.2.13 permanece válido se considerarmos n “ dim T ˚
M1,M2

,

o operador Λ˚
n definido na Obsevação 2.2.4 no lugar do operador Λn e trocarmos dl por d˚

l .
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3 Estimativas inferiores e superiores gerais

para n-larguras

Neste capítulo estudamos estimativas inferiores e superiores para n-larguras de

operadores multiplicadores gerais de séries múltiplas, associados ao sistema ortonormal

completo de L2pΩdq estudado no capítulo anterior e limitados de LppΩdq em LqpΩdq,
1 ď p, q ď 8. Demonstramos estimativa inferior para as n-larguras de Kolmogorov e

Gel’fand e estimativa superior somente para a n-largura de Kolmogorov de tais operadores.

Em [51] foram estudadas estas estimativas para o sistema de Walsh clássico sobre r0, 1q
e em [23, 24, 46] estimativas análogas para operadores multiplicadores sobre espaços

homogêneos e sobre o toro. Os resultados neste capítulo sobre n-larguras estão publicados

em [8].

Usamos as terminologias an — bn, an " bn e an ! bn para duas sequências

panq e pbnq, para indicar a existência de constantes universais C1, C2, C3 e C4 satisfazendo

C1bn ď an ď C2bn, an ě C3bn e an ď C4bn, para todo n P N, respectivamente. Se a P N0,

x P R e a ď x ă a ` 1, escrevemos rxs “ a. Para a P R denotamos paq` “ a se a ą 0 e

paq` “ 0 se a ď 0.

3.1 Estimativas inferiores para n-larguras

Nesta seção, demonstramos a limitação inferior para n-larguras de Kolmogorov

e Gel’fand de operadores multiplicadores gerais de séries múltiplas, limitados de LppΩdq em

LqpΩdq, 1 ď p, q ď 8. Denotamos por Up a bola unitária fechada tf P LppΩdq : }f}p ď 1u
de LppΩdq.

Definição 3.1.1. Sejam }¨} uma norma em Rn e E o espaço de Banach pRn, }¨}q com

bola unitária BE. Se xx, yy denota o produto interno usual dos elementos x, y P Rn, então

a norma dual de }¨} é definida por

}x}˝ “ supt|xx, yy| : y P BEu.

O espaço dual pRn, }¨}˝q de E será denotado por E˝

Sejam n “ dim TN , TN “ ÀN

l“0 Hl, tξkun
k“1 a base ortonormal de TN definida

na Observação 2.2.3, Λn “ tλkun
k“1, λk ‰ 0 para 1 ď k ď n, e consideremos os operadores

multiplicadores Λn e Λ´1
n de TN em TN definidos por

Λn

˜
nÿ

j“1

xjξj

¸
“

nÿ

j“1

λjxjξj, e Λ´1
n

˜
nÿ

j“1

xjξj

¸
“

nÿ

j“1

λ´1
j xjξj.
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Observação 3.1.2. Os operadores Λn, J , rΛn comutan entre si, isto é, Λn ˝ J “ J ˝ rΛn.

De fato, seja x P Rn. Então

Λn ˝ Jpxq “ Λn

˜
nÿ

j“1

xjξj

¸
“

nÿ

j“1

λjxjξj

e

J ˝ rΛnpxq “ Jpλ1x1, . . . , λnxnq “
nÿ

j“1

λjxjξj.

Portanto, Λn ˝ J “ J ˝ rΛn.

Observação 3.1.3. Os operadores J´1, Λn, rΛn comutan entre si, isto é, J´1 ˝ Λn “
rΛn ˝ J´1. De fato, para f P TN , f “ řn

j“1 xjξj temos

J´1 ˝ Λnpfq “ J´1

˜
Λn

˜
nÿ

j“1

xjξj

¸¸
“ J´1

˜
nÿ

j“1

λjxjξj

¸
“ pλ1x1, . . . , λnxnq

e

rΛn ˝ J´1pfq “ rΛn

˜
J´1

˜
nÿ

j“1

xjξj

¸¸
“ rΛnpx1, . . . , xnq “ pλ1x1, . . . , λnxnq.

Portanto, J´1 ˝ Λn “ rΛn ˝ J´1.

Teorema 3.1.4. ([33]) Seja E˝ “ pRn, }¨}˝q. Para cada 0 ă ρ ă 1, existe um subespaço

Fk de Rn, com dimFk “ k ą ρn, tal que

}x}p2q ď CMpRn, }¨}˝qp1 ´ ρq´1{2 }x}

para todo x P Fk, onde C ą 0 é uma constante absoluta.

Teorema 3.1.5. Sejam 1 ď q ď p ď 2, 0 ă ρ ă 1, n “ dim TN , TN “ ÀN

l“0 Hl ,

dk “ dim Hk, λ : r0,8q Ñ R tal que t Ñ |λptq| é uma função não-crescente e seja

Λ “ tλkukPNd
0

a sequência de multiplicadores λk “ λp|k|q satisfazendo λk ‰ 0 para todo

k P Nd
0. Então existe uma constante absoluta C ą 0 tal que

mintdrρn´1spΛUp, L
qq, drρn´1spΛUp, L

qqu ě Cp1 ´ ρq1{2kq,n,

onde

kq,n “

$
’’’’’&
’’’’’%

`
1 ´ 1{q

˘1{2
n1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2

, q ą 1,

pn{ log2 nq1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2

. q “ 1.

Demonstração. Seja J : Rn Ñ TN o isomorfismo coordenado dado por Jpxq “ Jpx1, . . . , xnq “řn

j“1 xjξj. Sejam x, y P Rn “ J´1pTN q. Usando o fato que J é um isomorfismo coordenado

e portanto preserva produto interno, obtemos

}x}˝
pΛn,qq “ supt|xx, yy| : y P Bn

pΛn,qqu “ sup

#
∣

∣

∣

∣

∣

ż

Ωd

JpxqJpyqdµd

∣

∣

∣

∣

∣

: y P Bn
pΛn,qq

+
.
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Temos

JpBn
pΛn,qqq “ Jptx P Rn : }x}n

pΛn,qq ď 1uq “ tJpxq P TN : }ΛnJpxq}q ď 1u,

e fazendo f “ ΛnJpxq, isto é, Jpxq “ Λ´1
n f , obtemos

JpBn
pΛn,qqq “ tΛ´1

n f P TN : }f}q ď 1 , f P TN u “ tΛ´1
n f P TN : f P Bn

q u “ Λ´1
n pBn

q q.

Assim,

}x}˝
pΛn,qq “ sup

#
∣

∣

∣

∣

∣

ż

Ωd

JpxqJpyqdµd

∣

∣

∣

∣

∣

: Jpyq P Λ´1
n pBn

q q
+
. (3.1)

Como ΛnpJpyqq P Bn
q , segue que ΛnpJpyqq “ Jpȳq, com ȳ P Bn

pqq, onde Bn
pqq “ J´1pBn

q q.
Obtemos assim da expressão (3.1)

}x}˝
pΛn,qq “ sup

#
∣

∣

∣

∣

∣

ż

Ωd

JpxqJpyqdµd

∣

∣

∣

∣

∣

: Jpyq P Λ´1
n pBn

q q
+

“ sup

#
∣

∣

∣

∣

∣

ż

Ωd

JpxqpΛ´1
n Jpȳqqdµd

∣

∣

∣

∣

∣

: Jpȳq P Bn
q

+

“ sup

#
∣

∣

∣

∣

∣

ż

Ωd

pΛ´1
n JpxqqJpȳqdµd

∣

∣

∣

∣

∣

: Jpȳq P Bn
q

+
,

donde a última igualdade é verdadeira, pois se Jpxq “ řn

j“1 xjξj e Jpȳq “ řn

m“1 ȳmξm,

então Λ´1
n Jpȳq “ řn

m“1 λ
´1
m ȳmξm e Λ´1

n Jpxq “ řn

j“1 λ
´1
j xjξj. Logo

ż

Ωd

JpxqΛ´1
n Jpȳqdµd “

nÿ

j“1

nÿ

m“1

λ´1
m xj ȳm

ż

Ωd

ξmpxqξjpxqdµdpxq

“
nÿ

j“1

λ´1
j xj ȳj

“
nÿ

j“1

nÿ

m“1

λ´1
j xj ȳm

ż

Ωd

ξjpxqξmpxqdµdpxq

“
ż

Ωd

Λ´1
n JpxqJpȳqdµd.

Assim, pela Desigualdade de Hölder segue que

}x}˝
pΛn,qq “ sup

#
∣

∣

∣

∣

∣

ż

Ωd

pΛ´1
n JpxqqJpȳqdµd

∣

∣

∣

∣

∣

: Jpȳq P Bn
q

+

ď sup
"››Λ´1

n Jpxq
››

q1 }Jpȳq}q : Jpȳq P Bn
q

*

ď
››Λ´1

n Jpxq
››

q1 “ }x}pΛ´1
n ,q1q , (3.2)

onde 1{q ` 1{q1 “ 1. Tomando agora 0 ă ρ ă 1, podemos garantir pelo Teorema 3.1.4, a

existência de um subespaço Fk de Rn com dimFk “ k ą ρn, satisfazendo

}x}p2q ď C 1Mp}¨}˝
pΛn,qqqp1 ´ ρq´1{2 }x}pΛn,qq ,
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para todo x P Fk. De (3.2), vem que

}x}p2q ď C 1Mp}¨}pΛ´1
n ,q1qqp1 ´ ρq´1{2 }x}pΛn,qq ,

para todo x P Fk. Assim, tomando

ǫ “
`
C 1

˘´1p1 ´ ρq1{2
`
Mp}¨}pΛ´1

n ,q1qq
˘´1

, (3.3)

temos que para todo x P Fk,

ǫ }x}p2q ď }x}pΛn,qq .

Por outro lado, se x P Bn
pΛn,qq X Fk, então x P Fk e }x}pΛn,qq ď 1, logo

ǫ }x}p2q ď }x}pΛn,qq ď 1.

Como }x}p2q “ }Jpxq}2, assim ǫ }Jpxq}2 “ ǫ }x}p2q ď 1, e temos que ǫx P Bn
p2q “ J´1pBn

2 q,
o que implica x P ǫ´1Bn

p2q. Portanto,

Bn
pΛn,qq X Fk Ă ǫ´1Bn

p2q,

e logo

ǫBn
pΛn,qq X Fk Ă Bn

p2q. (3.4)

Além disso, estimando a média de Levy Mp}¨}pΛ´1
n ,q1qq pelo Teorema 2.2.13 (note que isto

é possível pois t Ñ |λptq|´1 é uma função monótona não-decrescente), obtemos

Mp}¨}pΛ´1
n ,q

1 qq ď C1n
´1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸1{2#
pq1q1{2, q1 ă 8,

plog2 nq1{2, q
1 “ 8.

Agora, de (3.3) e como 1{q ` 1{q1 “ 1, com 1 ď q ď 2, vem que

ǫ ě C2p1 ´ ρq1{2n1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2# `
1 ´ 1{q

˘´1{2
, 1 ă q ď 2,

plog2 nq´1{2, q “ 1.
(3.5)

Como ΛU2 Ă ΛUp, já que 1 ď q ď p ď 2, usando propriedades de n-larguras temos

mintdrρn´1spΛUp, L
qq, drρn´1spΛUp, L

qqu ě brρn´1spΛUp, L
qq ě brρn´1spΛU2, L

qq. (3.6)

Como dimFk “ k ą ρn “ pρn´1q`1 ě rρn´1s`1, então segue da definição de n-largura

de Bernstein

brρn´1spΛU2, L
qq ě bk´1pΛU2, L

qq
“ sup

LkĂLq

dim Lk“k

tβ ą 0 : βpUq X Lkq Ă ΛU2u

ě sup
LkĂLqXTN

dim Lk“k

tβ ą 0 : βpUq X Lkq Ă ΛU2u

“ sup
LkĂLqXTN

dim Lk“k

tβ ą 0 : βpBn
q X Lkq Ă ΛnB

n
2 u,
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onde a última igualdade segue do fato que

Bn
q X Lk “ pUq X TN q X Lk “ Uq X Lk.

Por outro lado, lembrando que J : Rn Ñ TN é um isomorfismo coordenado, e das

Observações 3.1.2 e 3.1.3, e de (3.4), segue que

brρn´1spΛU2, L
qq ě bk´1pΛU2, L

qq
ě sup

LkĂLqXTN

dim Lk“k

tβ ą 0 : βpBn
q X Lkq Ă ΛnB

n
2 u

“ sup
J´1pLkqĂRn

dim Lk“k

tβ ą 0 : J´1pβpBn
q X Lkqq Ă J´1ΛnB

n
2 u

“ sup
J´1pLkqĂRn

dim J´1pLkq“k

tβ ą 0 : βpJ´1pBn
q q X J´1pLkqq Ă rΛnJ

´1Bn
2 u

“ sup
rLkĂRn

dim L̃k“k

tβ ą 0 : βpBn
pqq X rLkq Ă rΛnB

n
p2qu

“ sup
L̃kĂRn

dim rLk“k

tβ ą 0 : rΛ´1
n βpBn

pqq X rLkq Ă Bn
p2qu.

É fácil ver que rΛ´1
n pBn

pqqq “ Bn
pΛn,qq e assim,

brρn´1spΛU2, L
qq ě sup

rLkĂRn

dim rLk“k

tβ ą 0 : rΛ´1
n βpBn

pqq X rLkq Ă Bn
p2qu

“ sup
rLkĂRn

dim rLk“k

tβ ą 0 : βpBn
pΛn,qq X rLkq Ă Bn

p2qu

ě suptβ ą 0 : βpBn
pΛn,qq X Fkq Ă Bn

p2qu
ě ǫ.

Consequentemente por (3.6)

mintdrρn´1spΛUp, L
qq, drρn´1spΛUp, L

qqu ě ǫ,

e de (3.5) segue o resultado desejado.

Corolário 3.1.6. Nas condições do teorema anterior temos que

drρn´1spΛUp, L
qq ě C 1p1 ´ ρq1{2n1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2

ζn,

onde

ζn “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

1, 1 ď p ď 2, 1 ă q ď 2,

1, 2 ď p ă 8, 2 ď q ď 8,

1, 1 ď p ď 2 ď q ď 8,

plog2 nq´1{2, 1 ď p ď 2, q “ 1,

plog2 nq´1{2, p “ 8, 2 ď q ď 8.
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Demonstração. No Teorema anterior temos o resultado para 1 ď q ď p ď 2. Consideremos

agora 1 ď p ă q ď 2. Como }¨}p ď }¨}q ď }¨}2 então U2 Ă Uq Ă Up, e portanto do Teorema

3.1.5,

drρn´1spΛUp, L
qq ě drρn´1spΛUq, L

qq

ě Cn1{2p1 ´ ρq1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2`
1 ´ 1{q

˘1{2
. (3.7)

Assim obtemos o resultado para 1 ď p ď 2 e 1 ă q ď 2. Seja 1 ď p ď 2 ď q ď 8. Como

}¨}2 ď }¨}q, então de (3.7)

drρn´1spΛUp, L
qq “ inf

Xn

sup
fPΛUp

inf
gPXn

}f ´ g}q

ě inf
Xn

sup
fPΛUp

inf
gPXn

}f ´ g}2

“ drρn´1spΛUp, L
2q

ě Cn1{2 p1 ´ ρq1{2

?
2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2

.

Sejam 2 ď p ă 8, 2 ď q ď 8 e seja Λ1 o operador adjunto de Λ. Assim, como Λ P LpLp, Lqq,
então Λ1 P LppLqq1, pLpq1q “ LppLqq1, Lp1q, onde 1{p ` 1{p1 “ 1 e 1{q ` 1{q1 “ 1. Logo

usando propriedades de n-larguras, temos

drρn´1spΛUp, L
qq “ drρn´1spΛ : Lp Ñ Lqq “ drρn´1spΛ1 : pLqq1 Ñ Lp1q.

Se 2 ď q ă 8, então pLqq1 “ Lq1
e 1 ă p1 ď 2, 1 ă q1 ď 2. Portanto como Λ “ Λ1, do

Teorema 3.1.5

drρn´1spΛUp, L
qq “ drρn´1spΛ : Lq1 Ñ Lp1q “ drρn´1spΛUq1 , Lp1q

ě Cp1 ´ ρq1{2n1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2`
1 ´ 1{p1

˘1{2
,

quando p1 ď q1. O caso q1 ă p1 obtemos como em (3.7). Agora, seja q “ 8, então 1 ă p1 ď 2

e L1 Ă pL8q1. Como Up1 Ă U1, segue pelo Teorema 3.1.5 que

drρn´1spΛUp, L
8q “ drρn´1spΛ : Lp Ñ L8q “ drρn´1spΛ : pL8q1 Ñ Lp1q

ě drρn´1spΛU1, L
p1q ě drρn´1spΛUp1 , Lp1q

ě Cp1 ´ ρq1{2n1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2`
1 ´ 1{p1

˘1{2
.

Agora, seja 2 ď q ď 8, p “ 8. Se 2 ď q ă 8, então

drρn´1spΛU8, L
qq “ drρn´1spΛ : L8 Ñ Lqq “ drρn´1spΛ : Lq1 Ñ pL8q1q

“ drρn´1spΛUq1 , pL8q1q “ drρn´1spΛUq1 , L1q.
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A última igualdade segue da Proposição 1.7.3 e do fato que ΛUq1 Ă L1 Ă pL8q1. Portanto,

do Teorema 3.1.5,

drρn´1spΛU8, L
qq “ drρn´1spΛUq1 , L1q

ě Cp1 ´ ρq1{2n1{2plog2 nq´1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2

.

Se p “ q “ 8, como L1 Ă pL8q1, usando propriedades de n-larguras e do fato que

ΛU1 Ă L1 Ă pL8q1, obtemos

drρn´1spΛU8, L
8q “ drρn´1spΛ : L8 Ñ L8q “ drρn´1spΛBpL8q1 , pL8q1q

ě drρn´1spΛU1, pL8q1q “ drρn´1spΛU1, L
1q.

Assim, pelo Teorema 3.1.5

drρn´1spΛU8, L
8q ě drρn´1spΛU1, L

1q

ě Cp1 ´ ρq1{2n1{2plog2 nq´1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2

,

completando assim o caso p “ 8, 2 ď q ď 8. O caso 1 ď p ď 2, q “ 1 segue diretamente

do Teorema 3.1.5. Completamos assim a demonstração do Corolário.

Observação 3.1.7. O Teorema 3.1.5 e o Corolário 3.1.6 continuam válidos se trocarmos

TN por T ˚
N “ ÀN

l“1 H˚
l , dk por d˚

k e Λ por Λ˚.

3.2 Estimativas superiores para n-larguras

Nesta seção, demonstramos a limitação superior para a n-largura de Kolmogorov

de operadores multiplicadores arbitrários de séries múltiplas, limitados de LppΩdq em

LqpΩdq.

Teorema 3.2.1. Seja λ : p0,8q Ñ R tal que t ÞÑ |λptq| é uma função não-crescente e

seja Λ “ tλkukPNd
0

, λk “ λp|k|q. Suponhamos que 1 ď p ď 2 ď q ď 8 e que o operador Λ é

limitado de L1pΩdq em L2pΩdq. Sejam tNku8
k“0 e tmkuM

k“0 sequências de números naturais

tais que M P N, Nk ă Nk`1, N0 “ 0 e
řM

k“0 mk ď β, para um número β P N. Então existe

uma constante absoluta C ą 0, tal que

dβpΛUp, L
qq ď C

˜
Mÿ

k“1

|λpNkq| ̺mk
`

8ÿ

k“M`1

|λpNkq| θ1{p´1{q
Nk,Nk`1

¸
,

onde

̺mk
“
θ

1{p
Nk,Nk`1

pmkq1{2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

e

θNk,Nk`1
“

Nk`1ÿ

s“Nk`1

dim Hs, k ě 1.
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Demonstração. Sejam M1,M2 P N com M1 ă M2. Denotamos T0,M2
“ TM2

“ ÀM2

l“0 Hl

e para M1 ě 1, TM1,M2
“ ÀM2

l“M1`1 Hl. Escrevemos n “ dim TM1,M2
“ řM2

k“M1`1 dk,

Bn
p :“ Up X TM1,M2

, Bn
ppq :“ J´1pBn

p q, λ0 “ 0, e fixamos 0 ă ρ ă 1. Então pelo Teorema

3.1.4, existe um subespaço Fk de Rn, com dimFk “ k ą ρn, tal que, para todo x P Fk,

temos

}x}p2q ď C1Mp}¨}pqqqp1 ´ ρq´1{2 }x}˝
pqq .

Se m “ n ´ k, então
n

m
“ n

n ´ k
“ 1

1 ´ k
n

,

e como k ą ρn, então k{n ą ρn{n “ ρ. Assim, 1´k{n ă 1´ρ, logo, p1´k{nq´1 ą p1´ρq´1,

o que implica que n{m ą p1 ´ ρq´1. Então

p1 ´ ρq´1{2 ă
ˆ
n

m

˙1{2

,

portanto,

}x}p2q ď C1Mp}¨}pqqq
ˆ
n

m

˙1{2

}x}˝
pqq .

Agora, pelo Teorema 2.2.13 para Λn “Id, temos

Mp}¨}pqqq ď C2n
´1{2

˜
M2ÿ

l“M1`1

dl

¸1{2#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,

assim,

Mp}¨}pqqq ď C2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,

e consequentemente para x P Fk

}x}p2q ď C3

ˆ
n

m

˙1{2

}x}˝
pqq

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.

Pelas propriedades de n-larguras para operadores temos dnpT q “ dnpT 1q, e como J é um

isomorfismo coordenado, segue que

dmpBn
p2q, pRn, }¨}pqqqq “ inf

rYm

sup
xPBn

p2q

inf
yP rYm

}x ´ y}pqq

“ inf
Jp rYmq

sup
JpxqPJpBn

p2q
q

inf
JpyqPJp rYmq

}Jpxq ´ Jpyq}q

“ inf
Ym

sup
fPBn

2

inf
gPYm

}f ´ g}q

“ dmpBn
2 , L

q X TM1,M2
q.
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Portanto,

dmpBn
2 , L

q X TM1,M2
q “ dmpBn

p2q, pRn, }¨}pqqqq
“ dmpId : pRn, }¨}p2qq Ñ pRn, }¨}pqqqq
“ dmpId : pRn, }¨}pqqq1 Ñ pRn, }¨}p2qq1q
“ dmpId : pRn, }¨}˝

pqqq Ñ pRn, }¨}p2qqq
“ dmppBn

pqqq˝, pRn, }¨}p2qqq
“ inf

Lm

sup
xPpBn

pqq
q˝XLm

}x}p2q

ď sup
xPpBn

pqq
q˝XFk

}x}p2q

ď C3

ˆ
n

m

˙1{2

sup
xPpBn

pqq
q˝XFk

}x}˝
pqq

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,

ď C3

ˆ
n

m

˙1{2
#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,

onde Lm são subespaços de Rn de codimensão m, isto é, dimLm “ n ´ m “ k e Id é o

operador identidade. Assim

dmpBn
2 , L

q X TM1,M2
q ď C3

ˆ
n

m

˙1{2
#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.
(3.8)

Seja agora BNk,Nk`1

p :“ Up X TNk,Nk`1
e para f P ΛUp Ă L2pΩdq (pois Λ é limitado de

L1pΩdq em L2pΩdq), seja SN pfq a N -ésima soma parcial esférica de Fourier de f , isto é,

SN pfq “
ÿ

kPNd
0

|k|ďN

pfpkqφk, pfpkq “
ż

Ωd

fpxqφkpxqdµdpxq.

Tomemos para k ě 1,

ϑNk,Nk`1
pfq : “ SNk`1

pfq ´ SNk
pfq “

ÿ

jPNd
0

|j|ďNk`1

pfpjqφj ´
ÿ

jPNd
0

|j|ďNk

pfpjqφj

“
ÿ

jPANk`1

pfpjqφj ´
ÿ

jPANk

pfpjqφj “
ÿ

jPANk`1
zANk

pfpjqφj,

e

ϑN0,N1
pfq “ SN1

pfq.

Como,
8ÿ

k“s

ϑNk,Nk`1
pfq “ ϑNs,Ns`1

pfq ` ϑNs`1,Ns`2
pfq ` ¨ ¨ ¨

“
8ÿ

k“s

ÿ

jPANk`1
zANk

pfpjqφj “ f ´ SNs
pfq.
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e

lim
sÑ8

›››››
8ÿ

k“s

ϑNk,Nk`1
pfq

›››››
2

“ lim
sÑ8

}f ´ SNs
pfq}2 “ 0.

Logo, dada f P ΛUp Ă L2pΩdq, temos

f “
8ÿ

k“0

ϑNk,Nk`1
pfq,

onde a convergencia da série ocorre na norma de L2pΩdq. Mas f “ Λϕ, ϕ P Up e podemos

então reescrever a equação acima da forma

f “
8ÿ

k“0

ϑNk,Nk`1
˝ Λpϕq.

Consequentemente,

ΛUp Ă
8à

k“0

pϑNk,Nk`1
˝ ΛqUp (3.9)

Mas, para cada ϕ P Up, temos que

Λϕ „
8ÿ

l“1

ÿ

jPAlzAl´1

λj pϕpjqφj,

e assim

ϑNk,Nk`1
pΛϕq “

ÿ

jPANk`1
zANk

˜ż

Ωd

Λϕpxqφjpxqdµdpxq
¸
φj

“
ÿ

jPANk`1
zANk

ˆż

Ωd

8ÿ

l“1

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφkpxqφjpxqdµdpxq
˙
φj

“
Nk`1ÿ

l“Nk`1

ˆ ÿ

jPAlzAl´1

λj pϕpjqφj

˙

“ Λ
ˆ ÿ

jPANk`1
zANk

pϕpjqφj

˙
“ Λ

ˆ
ϑNk`1,Nk

pϕq
˙
.

Assim, ϑNk,Nk`1
˝ ΛpUpq “ Λ ˝ ϑNk,Nk`1

pUpq e obtemos então de (3.9)

ΛUp Ă
8à

k“0

pΛ ˝ ϑNk,Nk`1
qUp. (3.10)

Agora, dada ϕ P Up, observando que λk “ λp|k|q e que t ÞÑ |λptq| é uma função não-
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crescente, temos que

››pΛ ˝ ϑNk,Nk`1
qϕ

››
2

“
›››››

Nk`1ÿ

l“Nk`1

ˆ ÿ

jPAlzAl´1

λj pϕpjqφj

˙›››››
2

“
ˆ Nk`1ÿ

l“Nk`1

ÿ

jPAlzAl´1

|λpjq|2 |pϕpjq|2
˙1{2

ď
ˆ Nk`1ÿ

l“Nk`1

|λpl ´ 1q|2
ÿ

jPAlzAl´1

|pϕpjq|2
˙1{2

ď |λpNkq|
ˆ Nk`1ÿ

l“Nk`1

ÿ

jPAlzAl´1

|pϕpjq|2
˙1{2

“ |λpNkq|

››››››
ÿ

jPANk`1
zANk

pϕpjqφj

››››››
2

“ |λpNkq|
››ϑNk,Nk`1

pϕq
››

2
. (3.11)

Mas
››ϑNk,Nk`1

pϕq
››2

2
“

ÿ

jPANk`1
zANk

}pϕpjqφj}2

“
ÿ

jPANk`1
zANk

|pϕpjq|2 }φj}2

2

ď
ÿ

jPANk`1
zANk

pK2 }ϕ}1q2

“ K2
2 }ϕ}2

1 #pANk`1
zANk

q

“ K2
2 }ϕ}2

1

Nkÿ

s“Nk`1

dim Hs

“ θNk,Nk`1
K2

2 }ϕ}2

1 ,

assim, obtemos que ››ϑNk,Nk`1
pϕq

››
2

ď θ
1{2
Nk,Nk`1

K2 }ϕ}1 .

Por outro lado, para p “ 2 temos ϕ P U2 Ă L2pΩdq e assim

››ϑNk,Nk`1
pϕq

››
2

“
ˆ ÿ

jPANk`1
zANk

|pϕpjq|2
˙1{2

ď
ˆ ÿ

jPNd
0

|pϕpjq|2
˙1{2

“ }ϕ}2 .

Consequentemente, obtemos o seguinte sistema de desigualdades
# ››ϑNk,Nk`1

pϕq
››

2
ď θ

1{2
Nk,Nk`1

K2 }ϕ}1 ,››ϑNk,Nk`1
pϕq

››
2

ď }ϕ}2 .

Aplicando o Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin a este sistema de desigualdades,

vem que
››ϑNk,Nk`1

pϕq
››

2
ď θ

1{p´1{2
Nk,Nk`1

K
2{p´1
2 }ϕ}p ď θ

1{p´1{2
Nk,Nk`1

K
2{p´1
2 , 1 ď p ď 2.
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Seja K “ maxtK2
2 , 1u. Assim, de (3.11) segue que

›››››
pΛ ˝ ϑNk,Nk`1

qϕ
K |λpNkq| θ1{p´1{2

Nk,Nk`1

›››››
2

ď 1,

de onde pΛ ˝ ϑNk,Nk`1
qϕ P K |λpNkq| θ1{p´1{2

Nk,Nk`1
B

Nk,Nk`1

2 ou seja

pΛ ˝ ϑNk,Nk`1
qUp Ă K |λpNkq| θ1{p´1{2

Nk,Nk`1
B

Nk,Nk`1

2 ,

e obtemos assim de (3.10)

ΛUp Ă
8à

k“0

K |λpNkq| θ1{p´1{2
Nk,Nk`1

B
Nk,Nk`1

2 . (3.12)

Agora, pelo Lema 2.2.12, observando que 2 ď q ď 8 e θNk,Nk`1
“ řNk`1

s“Nk`1 dim Hs, temos

para ϕ P BNk,Nk`1

2

}ϕ}q ď Kθ
1{2´1{q
Nk,Nk`1

}ϕ}2 ď Kθ
1{2´1{q
Nk,Nk`1

,

de onde ϕ P Kθ1{2´1{q
Nk,Nk`1

BNk,Nk`1

q e portanto BNk,Nk`1

2 Ă Kθ
1{2´1{q
Nk,Nk`1

BNk,Nk`1

q . Logo, de (3.12)

segue que

ΛUp Ă
8à

k“0

Kθ
1{p´1{2
Nk,Nk`1

|λpNkq|BNk,Nk`1

2

“
Mà

k“0

Kθ
1{p´1{2
Nk,Nk`1

|λpNkq|BNk,Nk`1

2 `
8à

k“M`1

Kθ
1{p´1{2
Nk,Nk`1

|λpNkq|BNk,Nk`1

2

Ă
Mà

k“0

Kθ
1{p´1{2
Nk,Nk`1

|λpNkq|BNk,Nk`1

2 `
8à

k“M`1

K |λpNkq| θ1{p´1{2
Nk,Nk`1

pKθ1{2´1{q
Nk,Nk`1

BNk,Nk`1

q q

Ă C4

˜
Mà

k“0

θ
1{p´1{2
Nk,Nk`1

|λpNkq|BNk,Nk`1

2 `
8à

k“M`1

|λpNkq| θ1{p´1{q
Nk,Nk`1

BNk,Nk`1

q

¸
. (3.13)

Finalmente, do Teorema 1.7.1, (3.13) e (3.8) obtemos

dβpΛUp, L
qq ď C4

˜
Mÿ

k“0

|λpNkq| θ1{p´1{2
Nk,Nk`1

dmk
pBNk,Nk`1

2 , Lq X TNk,Nk`1
q

`
8ÿ

k“M`1

|λpNkq| θ1{p´1{q
Nk,Nk`1

d0pBNk,Nk`1

q , Lq X TNk,Nk`1
q
¸

ď C

Mÿ

k“0

|λpNkq| θ1{p´1{2
Nk,Nk`1

ˆ
θNk,Nk`1

mk

˙1{2
#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8.

` C

8ÿ

k“M`1

|λpNkq| θ1{p´1{q
Nk,Nk`1

“ C

ˆ Mÿ

k“0

|λpNkq| ̺mk
`

8ÿ

k“M`1

|λpNkq| θ1{p´1{q
Nk,Nk`1

˙
,

onde a última desigualdade é válida pois para todo espaço de Banach X, d0pBX , Xq ď 1,

o que conclui a demonstração.
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Observação 3.2.2. Vamos agora melhorar a estimativa obtida no teorema anterior,

especificando as sequências Nk e mk. Seja N P N, definimos N1 “ N e

Nk`1 “ mintl P N : ν |λplq| ď |λpNkq|u,

onde ν ą 1 é um número fixo. Usaremos ν “ 2 pois tal escolha será suficiente para nossas

aplicações. Como Nk`1 “ mintl P N : 2 |λplq| ď |λpNkq|u, segue que 2 |λpNk`1q| ď |λpNkq|
e portanto

|λpNk`1q| ď 2´k |λpNq| .
Para ǫ ą 0, definimos

M “
«

log2pθN1,N2
q

ǫ

ff
, mk “ r2´ǫkθN1,N2

s ` 1, k “ 1, 2, . . . ,M,

e m0 “ θN0,N1
“ θ0,N . Assim

Mÿ

k“1

mk “
Mÿ

k“1

˜
r2´ǫkθN1,N2

s ` 1

¸

“ M ` θN1,N2

Mÿ

k“1

r2´ǫks

ď M ` θN1,N2

8ÿ

k“1

p2´ǫqk

ď log2pθN1,N2
q

ǫ
` θN1,N2

1
1 ´ 2´ǫ

ď
˜

1
ǫ

` 1
1 ´ 2´ǫ

¸
θN1,N2

“ CǫθN1,N2
, (3.14)

onde Cǫ depende somente de ǫ. Seja

β “
Mÿ

k“0

mk “ m0 `
Mÿ

k“1

mk “
Nÿ

s“0

dim Hs `
Mÿ

k“1

mk

e dβ :“ dβpΛUp, L
qq. Então aplicando o Teorema 3.2.1, temos

dβ ď C

Mÿ

k“1

|λpNkq| ̺mk
` C

8ÿ

k“M`1

|λpNkq| θ1{p´1{q
Nk,Nk`1

ď 2C |λpNq|
Mÿ

k“1

2´k
θ

1{p
Nk,Nk`1

m
1{2
k

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

` 2C |λpNq|
8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

ď 2C |λpNq|
Mÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
θ

1{p
Nk,Nk`1

θ
1{2
N1,N2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

` 2C |λpNq|
8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

.
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Observação 3.2.3. Observamos que o Teorema 3.2.1 permanece válido se trocarmos

λk por λ˚
k “ λp|k|˚q e θNk,Nk`1

por θ˚
Nk,Nk`1

. Observamos também que, se trocarmos na

Observação 3.2.2

• M por M˚ “ rlog2pθ˚
N1,N2

q{ǫs, onde θ˚
Nk,Nk`1

“ řNk`1

l“Nk`1 dim H˚
l ;

• mk por m˚
k “ r2´ǫkθ˚

N1,N2
s ` 1;

• m0 por m˚
0 “ θ˚

N0,N1
“ θ˚

0,N ;

• β por β˚ “ řM˚

k“0 m
˚
k “ m˚

0 ` řM˚

k“1 m
˚
k;

• dβ por dβ˚pΛ˚ : Lp Ñ Lqq, obtemos de modo análogo

dβ˚ ď 2C |λpNq|
M˚ÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
pθ˚

Nk,Nk`1
q1{p

pθ˚
N1,N2

q1{2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 θ
˚
Nk,Nk`1

q1{2, q “ 8,

` 2C |λpNq|
8ÿ

k“M˚`1

2´kpθ˚
Nk,Nk`1

q1{p´1{q.

Definição 3.2.4. Sejam Nk, M como na observação anterior. Dizemos que Λ “ tλkukPNd
0

P
Kǫ,p, para ǫ ą 0 e 1 ď p ď 2, se |λpk ` 1q| ď |λpkq|, Nk ă Nk`1 para todo k P N e se para

todo N P N tivermos
Mÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
θ

1{p
Nk,Nk`1

θ
1{2
N1,N2

ď Cǫ,pθ
1{p´1{2
N1,N2

.

De modo análogo, dizemos que Λ˚ “ tλ˚
kukPNd

0

P K˚
ǫ,p, para ǫ ą 0 e 1 ď p ď 2, se

|λpk ` 1q| ď |λpkq|, Nk ă Nk`1 para todo k P N e se para todo N P N tivermos

M˚ÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
pθ˚

Nk,Nk`1
q1{p

pθ˚
N1,N2

q1{2
ď C˚

ǫ,ppθ˚
N1,N2

q1{p´1{2.

As constantes Cǫ,p e C˚
ǫ,p dependem somente de ǫ e p.

Uma consequência imediata de tal definição e da Observação 3.2.2 é o seguinte

corolário.

Corolário 3.2.5. Seja Λ “ tλkukPNd
0

e θNk,Nk`1
como no Teorema 3.2.1, sejam também

ǫ ą 0, Nk, M , tmkuM
k“0 e β como na Observação 3.2.2 e 1 ď p ď 2 ď q ď 8. Suponhamos

que Λ P Kǫ,p, para ǫ ą 0 fixo. Então existe uma constante Cǫ,p ą 0, dependendo somente

de ǫ e p, tal que

dβpΛUp, L
qq ď Cǫ,p |λpNq| θ1{p´1{2

N1,N2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

` Cǫ,p |λpNq|
8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

.
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Observação 3.2.6. O Corolário 3.2.5 permanece válido, se trocarmos Λ por Λ˚, λk por

λ˚
k, θNk,Nk`1

por θ˚
Nk,Nk`1

e Kǫ,p por K˚
ǫ,p.

Observação 3.2.7. As funções de Walsh sobre Sl foram introduzidas em [3]. Consideremos

a esfera unitária l-dimensional real Sl “ tx P Rl`1 : x2
1 ` ¨ ¨ ¨ `x2

l`1 “ 1u munida da medida

de Lebesgue normalizada dx. Para l “ 2, seja ξ : r0, πs ˆ r0, 2πs Ñ S2 a função definida

por ξpθ1, θ2q “ pcos θ1, senθ1 cos θ2, senθ1 senθ2q. Para k, j P N0 e 1 ď j ď 2k, sejam

I
k,2
j “ rpj ´ 1q2´k`1π, j2´k`1πq e I

k,1
j “ rak

j´1, a
k
j q, 1 ď j ď 2k ´ 1, Ik,1

2k “ rak
2k´1

, ak
2ks,

onde 0 “ ak
0 ă ak

1 ă . . . ă ak
2k “ π e

ż ak
j

ak
j´1

sent dt “
ż

I
k,1
j

sent dt “ 2´k`1, 1 ď j ď 2k.

Para k P N, denotamos

Gk “ tIk´1,1
j ˆ I

k,2
l : 1 ď j ď 2k´1, 1 ď l ď 2ku;

Ak “ tξpGq : G P Gku,A0 “ tS2u;

Ck “ t0, 1, 2, . . . , 2k´1 ´ 1u ˆ t0, 1, 2, . . . , 2k ´ 1u;

Bk “ CkzCk´1, k ě 2,B1 “ C1.

Sejam n “ pn1, n2q,m “ pm1,m2q P N2
0. Se existe k P N tal que n, m P Bk, definimos

n ă m se e só se n1 ă m1 ou n1 “ m1 e n2 ă m2. Se n P Bk e m P Bl para k ‰ l,

definimos n ă m se e só se k ă l. A relação ď definida por n ď m se e só se n “ m ou

n ă m é um orden total sobre N2
0. Para k P N0 e x P S2, sejam

R
p1q
k “

2k`1ÿ

j“1

p´1qj`1χ
ξpI

k`1,1
j

ˆr0,2πqq, R
p2q
k “

2k`1ÿ

j“1

p´1qj`1χ
ξpr0,πsˆI

k`1,2
j

q,

onde χA é a função característica do conjunto A Ă S2. Se n “ 2n1 ` 2n2 ` ¨ ¨ ¨ ` 2nk com

n1 ą n2 ą ¨ ¨ ¨ ą nk ě 0, então para i “ 1, 2, definimos

ψpiq
n pxq “ Rpiq

n1
pxqRpiq

n2
pxq ¨ ¨ ¨Rpiq

nk
pxq, ψ

piq
0 “ 1.

Para n P N, a função de Walsh ψn é definida por ψnpxq “ ψp1q
m1

pxqψp2q
m2

pxq onde pm1,m2q “
m “ i´1pnq e i : N2

0 Ñ N é a função definida por ipmq “ #tk P N2
0 : k ď mu. Para a

definição das funções de Walsh sobre Sl, l ě 3, ver [3].

Sejam X “ Sl ˆSl ˆ¨ ¨ ¨ˆSl e dµpxq a medida produto dx1 ˆ¨ ¨ ¨ˆdxn (d-vezes).

Para n “ pn1, n2, . . . , ndq P Nd
0, x “ px1, x2, . . . , xdq P X, definimos a função de Walsh ψn

sobre X por

ψnpxq “ ψn1
px1q . . . ψnd

pxdq.

Foi demonstrado em [3] que o conjunto tψnunPN é um conjunto ortonormal completo em

L2pSl, dxq. Segue pela Proposição 2.1.1 que tψnunPNd é um conjunto ortonormal completo

de L2pX,µq e portanto os resultados deste capítulo e dos seguintes valem para esse sistema.
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Observação 3.2.8. Considere Al, A˚
l , Hl, H˚

l , dl, d˚
l , TN e T ˚

N como na Observação 1.4.8,

l P N. Para cada l P N seja Bl Ă AlzAl´1 com exatamente pdl ´ 1q{2 elementos e tal que

se k P Bl, então ´k R Bl. Tomamos B “ Ť
lPNBl e temos que Zd “ B Y p´Bq Y t0u e

AlzAl´1 “ Bl Y p´Blq Y t0u. O sistema trigonométrico t
?

2senpm ¨ xqumPB Y t
?

2 cospm ¨
xqumPB Y t1u sobre o toro Td, é um sistema ortonormal completo tφmumPZd em L2pTdq
(ver [46]) que verifica

1 ď }φm}8 ď
?

2, m P Zd.

O subespaço Hl é o subespaço gerado pelas funções
?

2senpm ¨ xq e
?

2 cospm ¨ xq para

m P Bl se l ą 0, H0 “ t1u, e dim Hl “ dl. O mesmo acontece quando trocarmos Hl por

H˚
l e dl por d˚

l .

Portanto, todos os resultados obtidos nesta tese são válidos para o sistema

trigonométrico. Eles generalizam os resultados para o sistema trigonométrico sobre o toro

obtidos em [23] e [47].
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4 n-Larguras de operadores específicos

Neste capítulo, aplicamos os resultados dos capítulos precedentes na obtenção

de estimativas para n-larguras de Kolmogorov de conjuntos de funções sobre Ωd, associados

a operadores multiplicadores específicos.

Sejam Λp1q “ tλkukPNd
0

, λk “ λp|k|q e Λp1q
˚ “ tλ˚

kukPNd
0

, λ˚
k “ λp|k|˚q, onde

a função λ : r0,8q Ñ R é definida por λptq “ t´γplog2 tq´ξ, t ą 1 e λptq “ 0 para

0 ď t ď 1, com γ, ξ P R, γ ą d{2, ξ ě 0 e sejam Λp2q “ tλkukPNd
0

, λk “ λp|k|q e

Λp2q
˚ “ tλ˚

kukPNd
0

, λ˚
k “ λp|k|˚q, onde a função λ : r0,8q Ñ R é definida por λptq “ e´γtr

,

com γ ą 0, r ą 0. Estudamos estimativas superiores e inferiores para as n-larguras dos

operadores multiplicadores associados a essas sequências. Várias das estimativas obtidas

são assintoticamente exatas em termos de ordem.

No caso em que o sistema ortonormal considerado é o sistema de Walsh tψnunPNd
0

sobre Id, os conjuntos Λp1qUp, Λp1q
˚ Up são conjuntos de funções finitamente diferenciáveis e

Λp2qUp, Λp2q
˚ Up são conjuntos de funções infinitamente diferenciáveis, no sentido diádico.

Com analogia com o caso clássico, podemos dizer que se ξ “ 0, Λp1qUp e Λp1q
˚ Up são classes

de tipo Sobolev.

Estudos análogos aos realizados neste capítulo para operadores multiplicadores

de funções definidas sobre espaços homogêneos e sobre o toro foram realizados em [23, 24,

46]. Os resultados deste capítulo sobre n-larguras se encontram publicados em [8].

4.1 n-Larguras de operadores do primeiro tipo

Nesta seção obtemos estimativas inferiores e superiores para n-larguras de

Kolmogorov dos operadores multiplicadores Λp1q e Λp1q
˚ .

Proposição 4.1.1. Seja Λp1q “ tλkukPNd
0

, com λk “ λp|k|q, onde λ : r0,8q Ñ R é definida

por λptq “ t´γplog2 tq´ξ para t ą 1 e λptq “ 0 para 0 ď t ď 1, com γ, ξ P R, γ ą d{2,

ξ ą 0. Então Λp1q é um operador limitado de L1pΩdq em L2pΩdq.

Demonstração. Dada ϕ P U1, para cada n P N, seja

ϕn “ pϕp0q `
nÿ

l“1

ÿ

kPAlzAl´1

pϕpkqφk.

Temos que

Λp1qϕn “
nÿ

l“2

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφk,
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e assim como |pϕpkq| ď K2 }ϕ}1 ď K2 e dl — ld´1, então para m,n P N com n ă m, segue

pela Proposição 1.4.6 que

››Λp1qϕm ´ Λp1qϕn

››2

2
“

ż

Ωd

∣

∣

∣Λp1qϕmpxq ´ Λp1qϕnpxq
∣

∣

∣

2
dµdpxq

“
ż

Ωd

˜
mÿ

l“n`1

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφkpxq
¸2

dµdpxq

“
mÿ

l“n`1

ÿ

kPAlzAl´1

mÿ

j“n`1

ÿ

rPAjzAj´1

λkλr pϕpkqpϕprq
ż

Ωd

φkpxqφrpxqdµdpxq

“
mÿ

l“n`1

ÿ

kPAlzAl´1

λ2
k |pϕpkq|2

ď K2
2

mÿ

l“n`1

ÿ

kPAlzAl´1

λ2
k

ď K2
2

mÿ

l“n`1

|λpl ´ 1q|2
ÿ

kPAlzAl´1

1

“ K2
2

mÿ

l“n`1

|λpl ´ 1q|2 dl

ď C1

mÿ

l“n`1

pl ´ 1q´2γplog2pl ´ 1qq´2ξld´1

ď C2

mÿ

l“n`1

l´2γ`d´1plog2 lq´2ξ

ď C2

mÿ

l“n

l´2γ`d´1. (4.1)

Agora, se fpxq “ x´a, onde a ą 1, então
ż 8

1

fpxqdx “ lim
nÑ8

ż n

1

x´adx “ lim
nÑ8

1
a ´ 1

ˆ
1 ´ 1

na´1

˙
“ 1
a ´ 1

ă 8.

Desta forma, como
ş8

1
fpxqdx converge, então pelo Teste da Integral, a série numéricař8

n“1 fpnq “ ř8
n“1 n

´a também converge. Assim, tomando γ ą d{2, temos que a “
´p´2γ ` d ´ 1q ą 1 e portanto a série

ř8
l“1 l

´2γ`d´1 converge. Segue então que

lim
m,nÑ8

››Λp1qϕm ´ Λp1qϕn

››2

2
“ 0,

e assim tΛp1qϕnu8
n“1 é uma sequência de Cauchy em L2pΩdq, e portanto é convergente em

L2pΩdq. Escrevemos

Λp1qϕ “ lim
nÑ8

Λp1qϕn “
8ÿ

l“2

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφk, (4.2)
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onde a convergência ocorre na norma de L2pΩdq. Logo, temos de (4.1)

››Λp1qϕ
››2

2
“

››› lim
nÑ8

Λp1qϕn

›››
2

2
“ lim

nÑ8

››Λp1qϕn

››2

2

ď C2 lim
nÑ8

nÿ

l“1

l´2γ`d´1 “ C2

8ÿ

l“1

l´2γ`d´1 “ C.

Portanto, ››Λp1qϕ
››

2
ď C,

o que garante a limitação do operador Λp1q de L1pΩdq em L2pΩdq.

Observação 4.1.2. De modo análogo é possível demonstrar que o operador Λp1q
˚ é limitado

de L1pΩdq em L2pΩdq.

Teorema 4.1.3. Seja Λp1q o operador definido na Proposição 4.1.1. Então para γ ą
maxtd{2, d{pu, 1 ď p ď 8, 2 ď q ď 8, e todo m P N temos

dmpΛp1qUp, L
qq ! m´γ{d`p1{p´1{2q`plog2 mq´ξ

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 mq1{2, q “ 8.

Demonstração. Como γ ą d{2, segue da Proposição 4.1.1 que o operador multiplicador

Λp1q é limitado de L1pΩdq em L2pΩdq, condição necessária para aplicar o Corolário 3.2.5.

Sejam M , Nk, mk, ǫ e β como na Observação 3.2.2.

Fixemos δ ą 0 e sejam λ1, λ2 : p1,`8q Ñ R definidas por λ1ptq “ t´γ e

λ2ptq “ t´γ´δ. Sejam a ą 1 e b, b1, b2 P R tais que 2λpbq “ λpaq, 2λ1pb1q “ λ1paq e

2λ2pb2q “ λ2paq. Como λ, λ1, λ2 são decrescentes temos b, b1, b2 ą a. Segue que b1 “ 21{γa

e que b2 “ 21{pγ`δqa. Além disso,

b
´γ
1 “ λ1pb1q “ 2´1λ1paq “ 2´1a´γ

“ 2´1a´γplog2 aq´ξplog2 aqξ

“ 2´1λpaqplog2 aqξ

“ λpbqplog2 aqξ

“ b´γplog2 bq´ξplog2 aqξ

“ b´γ

˜
log2 a

log2 b

¸ξ

,

assim,

b1 “ b

˜
log2 b

log2 a

¸ξ{γ

.

Como b ą a temos que plog2 b{ log2 aq ą 1, e portanto b1 ą b. De igual maneira demons-

tramos que b ą b2. Consequentemente

21{pγ`δqa “ b2 ă b ă b1 “ 21{γa. (4.3)
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Assim tomando a “ Nk, segue de (4.3) que

21{pγ`δqNk ă b ă 21{γNk. (4.4)

Por outro lado,

Nk`1 “ mintl P N : 2 |λplq| ď |λpNkq|u,

e 2λpbq “ λpNkq. Seja l P N tal que b P pl ´ 1, ls. Como λ é decrescente, então

2λpl ´ 1q ą 2λpbq “ λpNkq,

o que implica que l ´ 1 R tl P N : 2λplq ď λpNkqu. Além disso,

2λplq ď 2λpbq “ λpNkq,

portanto l P tl P N : 2λplq ď λpNkqu. Logo pela definição de ínfimo, l “ Nk`1 e como

b P pl ´ 1, ls, segue que

Nk`1 ´ 1 ă b ď Nk`1.

Notemos que tNku8
k“1 é uma sequência crescente, pois em caso contrário Nk`1 “ Nk “

m P N. Como 2λpNk`1q ď λpNkq, então, 2λpmq ď λpmq, o que é um absurdo. Portanto

tNku8
k“1 é uma sequência crescente, o que implica que

Nk ď Nk`1 ´ 1 ă b ď Nk`1 ă b ` 1.

Assim de (4.4),

21{pγ`δqNk ă Nk`1 ă 21{γNk ` 1, k ě 1. (4.5)

Como a função fpxq “ xd´1 é crescente, temos

ż j

j´1

xd´1dx ď jd´1 ď
ż j`1

j

xd´1dx. (4.6)

Agora, lembrando que dl “ dim Hl — ld´1 e usando (4.6), obtemos

θNk,Nk`1
“

Nk`1ÿ

s“Nk`1

dim Hs —
Nk`1ÿ

s“Nk`1

sd´1 ď
Nk`1´1ÿ

s“0

sd´1 ` Nd´1
k`1

ď
Nk`1´1ÿ

s“0

ż s`1

s

xd´1dx ` Nd´1
k`1

ď
ż Nk`1

0

xd´1dx ` Nd´1
k`1

ď Nd
k`1 ` Nd´1

k`1 — Nd
k`1. (4.7)
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Novamente, usando (4.6)

θNk,Nk`1
“

Nk`1ÿ

j“Nk`1

dim Hj —
Nk`1ÿ

j“Nk`1

jd´1 ě
Nk`1ÿ

j“Nk`1

ż j

j´1

xd´1dx

“
ż Nk`1

Nk

xd´1dx ě
ż Nk`1

pNk`1`Nkq{2

xd´1dx

— Nd
k`1 ´

ˆ
Nk`1 ` Nk

2

˙d

“ Nd
k`1 ´ Nd

k`1

2d

ˆ
1 ` Nk

Nk`1

˙d

“ Nd
k`1 ´ Nd

k`1

2d

„
1 ` d

ˆ
Nk

Nk`1

˙
`dpd ´ 1q

2!

ˆ
Nk

Nk`1

˙2

` ¨ ¨ ¨ `
ˆ

Nk

Nk`1

˙d

ě Nd
k`1

„
1 ´ 2´d

ˆ
1 ` d2´1{pγ`δq ` dpd ´ 1q

2!
2´2{pγ`δq ` ¨ ¨ ¨ ` 2´d{pγ`δq

˙

“ Nd
k`1p1 ´ Cγ,δ,dq, (4.8)

onde a última desigualdade segue por (4.5). Observemos agora que

2d “ 1 ` d ` dpd ´ 1q
2!

` ¨ ¨ ¨ ` d ` 1

ą 1 ` d2´1{pγ`δq ` dpd ´ 1q
2!

2´2{pγ`δq ` ¨ ¨ ¨ ` 2´d{pγ`δq,

donde

1 ą 2´d

ˆ
1 ` d2´1{pγ`δq ` dpd ´ 1q

2!
2´2{pγ`δq ` ¨ ¨ ¨ ` 2´d{pγ`δq

˙
“ Cγ,δ,d,

e obtemos de (4.8) que

θNk,Nk`1
" Nd

k`1. (4.9)

Segue então de (4.7) e (4.9) que

θNk,Nk`1
— Nd

k`1, k ě 1. (4.10)

Fixando N1 “ N , segue do lado direito de (4.5) que

N2 ď 21{γN ` 1,

N3 ď 21{γN2 ` 1 ď 21{γp21{γN ` 1q ` 1 ď 22{γN ` 1 ` 21{γ

e, indutivamente, podemos concluir que

Nk`1 ď 2k{γN ` p1 ` 21{γ ` ¨ ¨ ¨ ` 2pk´1q{γq ď Cγ2k{γN.

Do lado esquerdo de (4.5), segue que 21{pγ`δqN ď N2, 22{pγ`δqN ď N3, e usando indução

obtemos que

2k{pγ`δqN ď Nk`1,

donde

2k{pγ`δqN ď Nk`1 ď Cγ2k{γN, k ě 1. (4.11)
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Seja M “ rǫ´1 log2 θN1,N2
s como na Observação 3.2.2. Então usando (4.10) e (4.11) temos

que θN1,N2
— Nd e como Nd — n, segue que log2 θN1,N2

— log2 n. Assim

M — ǫ´1 log2 N — ǫ´1 log2 n.

Logo, por (4.10) e (4.11)

σ “ |λpNq|
8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

! N´γplog2 Nq´ξ
8ÿ

k“M`1

2´kp2k{γNqdp1{p´1{qq

“ N´γ`dp1{p´1{qqplog2 Nq´ξ
8ÿ

k“M`1

2´kp1´pd{γqp1{p´1{qqq,

e como M — ǫ´1 log2 N , segue que existe uma constante positiva C tal que M ě
rCǫ´1 log2 N s, assim

σ ! N´γ`dp1{p´1{qqplog2 Nq´ξ
8ÿ

k“rCǫ´1 log2 Ns

2´kp1´pd{γqp1{p´1{qqq. (4.12)

Se |b| ă 1 temos que
ř8

k“M bk “ bM
ř8

k“0 b
k “ bM {p1 ´ bq. Como 1 ď p ď 2 ď q ď 8 e

γ ą d{p, temos 0 ď 1{p ´ 1{q ď 1 e 1 ´ pd{γqp1{p ´ 1{qq ą 0. Assim
8ÿ

k“rCǫ´1 log2 Ns

2´kp1´pd{γqp1{p´1{qqq — 2´p1´pd{γqp1{p´1{qqqCǫ´1 log2 N 1
1 ´ 2´p1´pd{γqp1{p´1{qqq

“ p2log2 N q´Cǫ´1p1´pd{γqp1{p´1{qqq 1
1 ´ 2´p1´pd{γqp1{p´1{qqq

! N´Cǫ´1p1´pd{γqp1{p´1{qqq

e consequentemente para γ{d ą p1{p ´ 1{qq, obtemos de (4.12)

σ ! N´γ`dp1{p´1{qq´Cǫ´1p1´pd{γqp1{p´1{qqqplog2 Nq´ξ.

Tomando

0 ă ǫ ă Cp1 ´ pd{γqp1{p ´ 1{qqq
dp1{p ´ 1{qq ,

temos

σ ! N´γplog2 Nq´ξ. (4.13)

Agora, demonstraremos que Λp1q P Kǫ,p, para algum ǫ ą 0. Segue do fato que

M — ǫ´1 log2 N , de (4.10) e de (4.11) que

Mÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
θ

1{p
Nk,Nk`1

θ
1{2
N1,N2

“
Cǫ´1 log2 Nÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
θ

1{p
Nk,Nk`1

θ
1{2
N1,N2

!
Cǫ´1 log2 Nÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q p2k{γNqd{p

p21{pγ`δqNqd{2

! Ndp1{p´1{2q

Cǫ´1 log2 Nÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2´d{γpq. (4.14)
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Como 1´d{γp ą 0, pois γ ą d{p, temos que t “ ´p1´ǫ{2´d{γpq ă 0 se 0 ă ǫ{2 ă 1´d{γp
e consequentemente

Cǫ´1 log2 Nÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2´d{γpq “
Cǫ´1 log2 Nÿ

k“1

p2tqk ď
8ÿ

k“0

p2tqk “ 1
1 ´ 2t

“ 1
1 ´ 2´p1´ǫ{2´d{γpq

.

Segue então de (4.14) que

Mÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
θ

1{p
Nk,Nk`1

θ
1{2
N1,N2

ď Cǫ,pN
dp1{p´1{2q. (4.15)

De (4.10) e (4.11) temos que existe uma constante universal C1 satisfazendo C12d{pγ`δqNd ď
θN1,N2

e como 1{p ą 1{2 já que 1 ď p ď 2, segue que

Ndp1{p´1{2q ď C
´p1{p´1{2q
1 2´dp1{p´1{2q{pγ`δqθ

1{p´1{2
N1,N2

.

Portanto de (4.15)
Mÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
θ

1{p
Nk,Nk`1

θ
1{2
N1,N2

ď C 1
ǫ,pθ

1{p´1{2
N1,N2

, (4.16)

isto é Λp1q P Kǫ,p. Segue assim do Corolário 3.2.5 que, para 1 ď p ď 2,

dβpΛp1qUp, L
qq ! |λpNq| θ1{p´1{2

N1,N2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

` |λpNq|
8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{p
Nk,Nk`1

.

De (4.13) obtemos

dβpΛp1qUp, L
qq ! |λpNq| θ1{p´1{2

N1,N2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

`N´γplog2 Nq´ξ.

Para 1 ď k ď M temos de (4.10), (4.11), da definição de M , e do fato que n — Nd

θNk,Nk`1
! p2k{γNqd ď p2M{γNqd

ď 2pdC log2 Nq{γǫNd

“ Nd`dC{γǫ “ pNdq1`C{γǫ

! n1`C{γǫ.

Logo,

log2 θNk,Nk`1
! log2 n

1`C{γǫ “
ˆ

1 ` C

γǫ

˙
log2 n ! log2 n

e segue que sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2 ! plog2 nq1{2, donde

dβpΛp1qUp, L
qq ! |λpNq| θ1{p´1{2

N1,N2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,
` N´γplog2 Nq´ξ.
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Além disso, de (4.10) e (4.11), temos que θ1{p´1{2
N1,N2

! Ndp1{p´1{2q e portanto

dβpΛp1qUp, L
qq ! N´γNdp1{p´1{2qplog2 Nq´ξ

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,
` N´γplog2 Nq´ξ.

Agora, como n — Nd, segue que N´γ — n´γ{d, Ndp1{p´1{2q — n1{p´1{2 e plog2 Nq´ξ —
plog2 N

dq´ξ — plog2 nq´ξ. Consequentemente

dβpΛp1qUp, L
qq ! n´γ{d`p1{p´1{2qplog2 nq´ξ

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.
(4.17)

Da Observação 3.2.2 vem que

β “
Nÿ

s“0

dim Hs `
Mÿ

j“1

mj — n `
Mÿ

j“1

2´ǫjθN1,N2
.

Como n — Nd e M — ǫ´1 log2 N , segue da definição de β, de (4.10) e (4.11) que

β ! Nd ` 2d{γNd

rCǫ´1 log2 Nsÿ

j“1

p2´ǫqj ! Nd,

isto é, existe uma constante C2 ą 0 tal que β ď C2N
d. Dado m P N, seja N P N tal que

C2N
d ď m ď C2pN ` 1qd. Segue das propriedade de n-larguras e de (4.17) que

dmpΛp1qUp, L
qq ď dC2NdpΛp1qUp, L

qq
ď dβpΛp1qUp, L

qq

! n´γ{d`p1{p´1{2qplog2 nq´ξ

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.

Mas, Nd — n e assim C3n ď m ď C2pN ` 1qd ď C4N
d ď C5n, donde m — n e portanto

dmpΛp1qUp, L
qq ! m´γ{d`p1{p´1{2qplog2 mq´ξ

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 mq1{2, q “ 8,

para 1 ď p ď 2. O caso 2 ď p ď 8, segue do fato Λp1qUp Ă Λp1qU2.

Teorema 4.1.4. Seja Λp1q o operador multiplicador definido na Proposição 4.1.1. Então

para todo n P N

dnpΛp1qUp, L
qq " n´γ{dplog2 nq´ξζn,

onde

ζn “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

1, 1 ď p ď 2, 1 ă q ď 2,

1, 2 ď p ă 8, 2 ď q ď 8,

1, 1 ď p ď 2 ď q ď 8,

plog2 nq´1{2, 1 ď p ď 2, q “ 1,

plog2 nq´1{2, p “ 8, 2 ď q ď 8.
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Demonstração. Sejam k,N P N, dk “ dim Hk e n “ dim TN . Sabemos que dk — kd´1 e

n — Nd. Assim
˜

Nÿ

k“1

|λk|´2
dk

¸´1{2

—
˜

Nÿ

k“1

pk´γplog2 kq´ξq´2kd´1

¸´1{2

“
˜

Nÿ

k“1

k2γ`d´1plog2 kq2ξ

¸´1{2

"
˜

Nÿ

k“1

N2γ`d´1plog2 Nq2ξ

¸´1{2

“ pN´γ´d{2qplog2 Nq´ξ

— n´γ{d´1{2plog2 nq´ξ,

e assim aplicando o Corolário 3.1.6 para ρ “ 1{2 obtemos

drpn´2q{2spΛp1qUp, L
qq ě Cn1{2

ˆ
1 ´ 1

2

˙1{2
˜

Nÿ

k“1

|λk|´2
dk

¸´1{2

ζn

" n1{2n´γ{d´1{2plog2 nq´ξζn

“ n´γ{dplog2 nq´ξζn.

Agora sejam m,n P N tal que n ě 4 e rpn´3q{2s ď m ď rpn´2q{2s. Então n ď 2m`3 ď 5m

e assim

dmpΛp1qUp, L
qq ě drpn´2q{2spΛp1qUp, L

qq
" n´γplog2 nq´ξζn

ě p5mq´γplog2 5mq´ξζn

— m´γplog2 mq´ξζm,

e portanto o corolário está demonstrado.

Observação 4.1.5. Efetuando simples adaptações nas demostrações é possível mostrar

que os Teoremas 4.1.3 e 4.1.4 permanecem válidos quando trocarmos o operador Λp1q por

Λp1q
˚ .

Observação 4.1.6. Os resultados desta seção são válidos, em particular, para o sistema

de Walsh tψnunPNd
0

sobre Id ou o sistema de Walsh sobre Sl ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sl ou se é considerado

o sistema trigonométrico sobre o toro Td.

Seja ϕ P L1pIdq e seja m P N, γ ą m ` d. Se k P AlzAl´1, então

λp|k|q ď λpl ´ 1q ď pl ´ 1q´γ ď Cl´γ

e kq ď l para todo 1 ď q ď d e assim

|λk pϕpkq| km
q “ λp|k|q |pϕpkq| km

q ď Cl´γ }ϕ}1 k
m
q ď Cl´γ`m }ϕ}1 .



Capítulo 4. n-Larguras de operadores específicos 87

Então, ÿ

kPAlzAl´1

|λk pϕpkq| km
q ď C }ϕ}1

ÿ

kPAlzAl´1

l´γ`m ď C 1l´γ`m`d´1,

e como ´γ ` m ` d ´ 1 ă ´1, temos que

8ÿ

l“2

ÿ

kPAlzAl´1

|λk pϕpkq| km
q ď C 1

8ÿ

l“2

l´γ`m`d´1 ă 8.

Logo, pelo Corolário 1.5.10 a derivada parcial diádica BmpΛp1qϕq{Bxm
q existe e

Bm

Bxm
q

pΛp1qϕq “
8ÿ

l“2

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqkm
q ψk.

Portanto, a derivada parcial diádica BmpΛp1qϕq{Bxm
q pxq existe para quase todo x P Id e

todo 1 ď q ď d, se γ ą m ` d, isto é, Λp1qϕ é uma função que possui derivadas parciais

até ordem m, no sentido diádico, para toda ϕ P L1pIdq, e a série converge na norma de

Lp, para 1 ď p ď 8. Portanto o conjunto Λp1qUp é um conjunto de funções finitamente

diferenciáveis, no sentido diádico, para qualquer r ą 0, ξ ě 0 e 1 ď p ď 8.

De modo análogo podemos mostrar que Λp1q
˚ Up também é um conjunto de funções

finitamente diferenciáveis, no sentido diádico, para qualquer r ą 0, ξ ě 0 e 1 ď p ď 8.

4.2 n-Larguras de operadores do segundo tipo

Nesta seção, obtemos estimativas inferiores e superiores para n-larguras de

Kolmogorov dos operadores Λp2q e Λp2q
˚ .

Proposição 4.2.1. Seja Λp2q “ tλkukPNd
0

, com λk “ λp|k|q, onde λ : r0,8q Ñ R é dada

por λptq “ e´γtr

, γ, r ą 0. Então Λp2q é um operador multiplicador limitado de LppΩdq em

LqpΩdq, para 1 ď p, q ď 8.

Demonstração. Demonstraremos a limitação do operador Λp2q para p “ 1 e q “ 8 e os

demais casos seguirão de imediato das desigualdades entre as normas de LppΩdq e LqpΩdq.
Dada ϕ P U1, para cada n P N, seja

ϕn “ pϕp0q `
nÿ

l“1

ÿ

kPAlzAl´1

pϕpkqφk.

Temos que

Λp2qϕn “ pϕp0q `
nÿ

l“1

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφk,
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e assim como dl — ld´1 e |pϕpkq| ď K2 }ϕ}1 ď K2, então para n,m P N, com n ă m e

x P Ωd,

∣

∣

∣Λp2qϕmpxq ´ Λp2qϕnpxq
∣

∣

∣ “
∣

∣

∣

∣

∣

∣

mÿ

l“1

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφkpxq ´
nÿ

l“1

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφkpxq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

“
∣

∣

∣

∣

∣

∣

mÿ

l“n`1

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφkpxq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ď
mÿ

l“n`1

K2

ÿ

kPAlzAl´1

λk

ď K2

mÿ

l“n`1

λpl ´ 1q
ÿ

kPAlzAl´1

1

“ K2

mÿ

l“n`1

λpl ´ 1q#pAlzAl´1q

“ K2

mÿ

l“n`1

e´γpl´1qr

dl

ď C1

mÿ

l“n

e´γlr ld´1.

Para a P N, b ą 0 e r ą 0, segue do Teorema de L’Hôpital que

lim
xÑ8

xa

ebxr “ 0.

Portanto, dado C ą 0, existe n0 P N, tal que para todo x ě n0,

xa

ebxr ď C. (4.18)

Assim, tomando a “ d ` 1 e b “ γ, obtemos para todo l ě n0 que e´γlr ď Cl´d´1.

Consequentemente, se n ě n0 e x P Ωd,

∣

∣

∣Λp2qϕmpxq ´ Λp2qϕnpxq
∣

∣

∣ ď C 1
mÿ

l“n

l´2. (4.19)

Logo,

lim
n,mÑ8

∣

∣

∣Λp2qϕmpxq ´ Λp2qϕnpxq
∣

∣

∣ “ 0,

assim tΛp2qϕnpxqu8
n“1 é uma sequência de Cauchy em R e portanto convergente em R.

Escrevemos

Λp2qϕpxq “ lim
nÑ8

Λp2qϕnpxq “
8ÿ

l“0

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφkpxq, (4.20)

para todo x P Ωd. Logo para todo x P Ωd, por (4.19) temos

∣

∣

∣Λp2qϕpxq
∣

∣

∣ “
∣

∣

∣

∣

∣

∣

pϕp0q `
8ÿ

l“1

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqφkpxq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ď 1 `
8ÿ

l“1

l´2 “ C2.
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Portanto, ››Λp2qϕ
››

8
ď sup

xPΩd

∣

∣

∣Λp2qϕpxq
∣

∣

∣ ď C2,

o que garante a limitação do operador Λp2q de L1pΩdq em L8pΩdq e consequentemente de

LppΩdq em LqpΩdq, para 1 ď p, q ď 8.

Observação 4.2.2. De modo análogo podemos demonstrar que o operador Λp2q
˚ é limitado

de LppΩdq em LqpΩdq, para 1 ď p, q ď 8.

Teorema 4.2.3. Seja Λp2q o operador multiplicador definido na Proposição 4.2.1. Consi-

deremos as sequências ϑn “ dim Tn, ωn “ ϑn ´ ϑ1´r{d
n ´ 1 e seja

ζn “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

1, 1 ď p ď 2, 1 ă q ď 2,

1, 2 ď p ă 8, 2 ď q ď 8,

1, 1 ď p ď 2 ď q ď 8,

plog2 nq´1{2, 1 ď p ď 2, q “ 1,

plog2 nq´1{2, p “ 8, 2 ď q ď 8.

Então,

drωnspΛp2qUp, L
qq " e´γpn`1qr

ζn, 0 ă r ď d, n P N, (4.21)

dϑn´2pΛp2qUp, L
qq " n´r{2`d{2e´γpn`1qζn, r ě d, n P N, (4.22)

dnpΛp2qUp, L
qq " e´Rnr{d

ζn, 0 ă r ď 1, n P N, (4.23)

onde

R “ γ

ˆ
d2d´1Γpd{2q

πd{2

˙r{d

.

Demonstração. Sejam N P N, n “ dim TN e θ, η, r P R, θ, η, r ą 0. Se η ě r´ 1 temos que

Nÿ

k“1

eθkr

kη “
Nÿ

k“1

1
θr
k1´rkηeθkr

θrkr´1 “
Nÿ

k“1

ˆ
1
θr
k1´r`η

˙
eθkr

θrkr´1

ď pθrq´1N1´r`η
Nÿ

k“1

eθkr

θrkr´1 ! N1´r`η

ż N`1

1

eθxr

θrxr´1dx

! N1´r`ηeθpN`1qr

, (4.24)

e se η ă r ´ 1 temos
Nÿ

k“1

eθkr

kη ! eθpN`1qr

. (4.25)
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Agora,

pN ` 1qr “ N rp1 ` N´1qr “ N r

ˆ
1 ` r

1
N

` rpr ´ 1q
2!

1
N2

` rpr ´ 1qpr ´ 2q
3!

1
N3

` ¨ ¨ ¨
˙

“ N r ` rN r´1

ˆ
1 ` pr ´ 1q

2!
1
N

` pr ´ 1qpr ´ 2q
3!

1
N2

` ¨ ¨ ¨
˙

“ N r ` rN r´1SN ď N r ` CrN
r´1,

onde SN é a soma de uma série que passa a ser alternada a partir de um determinado

termo e portanto converge. Assim se 0 ă r ď 1

eθpN`1qr ď eθpNr`CrNr´1q “ eθCrNr´1

eθNr ď eθCreθNr “ CeθNr

,

e segue então de (4.24) que se η ě r ´ 1,

Nÿ

k“1

eθkr

kη ! N1´r`ηeθNr

, 0 ă r ď 1. (4.26)

Da Proposição 1.4.6 temos que
ˆ

21´dπd{2

dΓpd{2q

˙
Nd ď n ď

ˆ
21´dπd{2

dΓpd{2q

˙
Nd ` C1N

d´1.

Logo

N r ď
ˆ
d2d´1Γpd{2q

πd{2

˙r{d

nr{d (4.27)

e

nr{d ď
ˆˆ

21´dπd{2

dΓpd{2q

˙
Nd ` C1N

d´1

˙r{d

“
ˆ

21´dπd{2

dΓpd{2q

˙r{d

N r

ˆ
1 ` C1

CdN

˙r{d

,

onde Cd “ 21´dπd{2{pdΓpd{2qq. Temos que

ˆ
1 ` C1

CdN

˙r{d

“ 1 ` r

d

C1

CdN
` pr{dqpr{d ´ 1q

2!

ˆ
C1

CdN

˙2

` pr{dqpr{d ´ 1qpr{d ´ 2q
3!

ˆ
C1

CdN

˙3

` ¨ ¨ ¨

“ 1 ` r

d

C1

CdN

ˆ
1 ` r{d ´ 1

2
C1

CdN
` pr{d ´ 1qpr{d ´ 2q

3!

ˆ
C1

CdN

˙2

` ¨ ¨ ¨
˙

“ 1 ` r

d

C1

CdN
SN ,

onde SN é a soma de uma série que passa a ser alternada a partir de um determinado

termo e logo é convergente. Portanto para r ą 0,

nr{d ď
ˆ

21´dπd{2

dΓpd{2q

˙r{d

N r

ˆ
1 ` r

d

C1

CdN
SN

˙
ď

ˆ
21´dπd{2

dΓpd{2q

˙r{d

N r ` C2N
r´1. (4.28)
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Assim, usando (4.27), (4.28) e o fato de que n — Nd, obtemos

´
ˆ
dΓpd{2q
21´dπd{2

˙r{d

γnr{d ď ´γN r ď ´
ˆ
dΓpd{2q
21´dπd{2

˙r{d

γnr{d ` C 1
2γn

pr´1q{d.

Denotando R “ γ
`
d2d´1Γpd{2q{πd{2

˘r{d
vem que

´Rnr{d ď ´γN r ď ´Rnr{d ` C3n
pr´1q{d, (4.29)

para todo r ą 0, onde a constante C3 depende somente de r, d e γ. As estimativas acima

são mantidas se colocarmos N ` 1 no lugar de N . Seja ρ “ 1 ´ n´r{d. Segue de (4.26) e do

fato que dl — ld´1, que se 0 ă r ď 1,

p1 ´ ρq1{2n1{2

ˆ Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

˙´1{2

— pn´r{dq1{2n1{2

ˆ Nÿ

l“1

e2γlr ld´1

˙´1{2

" n´r{2d`1{2pNd´re2γNr q´1{2

“ n´r{2d`1{2N pr´dq{2e´γNr

“ n´r{2d`1{2pNdqpr´dq{2de´γNr

" n´r{2d`1{2nr{2d´1{2e´γNr

“ e´γNr

,

segue assim do Corolário 3.1.6 e (4.29) que

drn´n1´r{d´1spΛp2qUp, L
qq “ drρn´1spΛp2qUp, L

qq

" Cp1 ´ ρq1{2n1{2

˜
Nÿ

l“1

|λplq|´2
dl

¸´1{2

ζn

" e´γNr

ζn

" e´Rnr{d

ζn. (4.30)

Como ωN “ ϑN ´ ϑ
1´r{d
N ´ 1, onde ϑN “ dim TN “ n, obtemos

drωN spΛp2qUp, L
qq " e´Rϑ

r{d

N ζϑN
,

e como ϑN “ dim TN — Nd, segue que plog2 ϑN q´1{2 — plog2 N
dq´1{2 “ pd log2 Nq´1{2 —

plog2 Nq´1{2, donde ζϑN
— ζN e assim

drωN spΛp2qUp, L
qq " e´Rϑ

r{d

N ζN , 0 ă r ď 1. (4.31)

Agora, seja 0 ă r ď d. Então

p1 ´ n´r{dqr{d “ 1 ´ r

d
n´r{d ` rpr ´ dq

2!d2
pn´r{dq2 ´ rpr ´ dqpr ´ 2dq

3!d3
pn´r{dq3 ` ¨ ¨ ¨

“ 1 ´ n´r{d r

d

ˆ
1 ´ pd ´ rq

2!d
n´r{d ` pd ´ rqp2d ´ rq

3!d2
pn´r{dq2 ` ¨ ¨ ¨

˙

“ 1 ´ n´r{dSn. (4.32)
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Observamos que

‚ d ´ r

2!d
ď 1

2
,

‚ pd ´ rqp2d ´ rq
3!d2

“ d ´ r

2d
2d ´ r

3d
ď 1

2
2
3

“ 1
3
,

‚ pd ´ rqp2d ´ rqp3d ´ rq
4!d3

“ d ´ r

2d
2d ´ r

3d
3d ´ r

4d
ď 1

2
2
3

3
4

“ 1
4
,

‚ pd ´ rqp2d ´ rqp3d ´ rq ¨ ¨ ¨ pkd ´ rq
pk ` 1q!dk

“ d ´ r

2d
2d ´ r

3d
3d ´ r

4d
¨ ¨ ¨ kd ´ r

pk ` 1qd

ď 1
2

2
3

3
4

¨ ¨ ¨ k

k ` 1
“ 1
k ` 1

.

Assim, para n ě 2

0 ď Sn ď r

d

ˆ
1 ´ 1

2
n´r{d ` 1

3
pn´r{dq2 ´ 1

4
pn´r{dq3 ` ¨ ¨ ¨

˙

ă r

d

8ÿ

k“0

pn´r{dqk “ r

d

1
1 ´ n´r{d

,

e como para n ě 2, temos 1{p1´n´r{dq ď 1{p1´2´r{dq, segue que Sn ď r{pdp1´2´r{dqq “ Cr.

Obtemos portanto de (4.32), para 0 ă r ď d e n ě 2, que

p1 ´ n´r{dqr{d ě 1 ´ Crn
´r{d.

Portanto,

pωN ` 1qr{d “ pn ´ n1´r{dqr{d “ nr{dp1 ´ n´r{dqr{d

ě nr{dp1 ´ n´r{dCrq “ ϑ
r{d
N ´ Cr,

e assim

e´RpωN `1qr{d ď e´Rpϑ
r{d

N
´Crq ! e´Rϑ

r{d

N . (4.33)

Segue então de (4.31) que para 0 ă r ď 1

drωN spΛp2qUp, L
qq " e´Rϑ

r{d

N ζN " e´RpωN `1qr{d

ζN . (4.34)

Agora, consideremos 0 ă r ď 1 e seja fpxq “ pN `xqr. Temos que f é claramente contínua

em r0, 1s, derivável em p0, 1q e assim pelo Teorema do Valor Médio existe c P p0, 1q tal que

fp1q ´ fp0q “ f 1pcq. Logo

pN ` 1qr ´ N r “ rpN ` cqr´1 ă rN r´1 ď r.

Portanto como 1 ă eγpN`1qr {eγNr ď eγr, segue que

1 ă e´γNr

e´γpN`1qr ď eγr. (4.35)
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De (4.29), (4.30), (4.31) e (4.35) temos

drωN`1spΛp2qUp, L
qq " e´γpN`1qr

ζN`1 " e´γNr

ζN " e´Rnr{d

ζN “ e´Rϑ
r{d

N ζN ,

e logo usando (4.34) obtemos

drωN`1spΛp2qUp, L
qq " e´Rϑ

r{d

N ζN " e´RpωN `1qr{d

ζN . (4.36)

Agora, se k P N e rωN s ă k ď rωN`1s, então segue das propriedades das n-larguras, de

(4.35) e de (4.36) que

dkpΛp2qUp, L
qq " drωN`1spΛp2qUp, L

qq " e´RpωN `1qr{d

ζN " e´Rkr{d

ζN " e´Rkr{d

ζk,

e assim fica demonstrado (4.23).

Se 0 ă r ď d, segue pelo Corolário 3.1.6 e por (4.24) que

drωN spΛp2qUp, L
qq — pn´r{dq1{2n1{2

ˆ Nÿ

l“1

e2γlr ld´1

˙´1{2

ζn

" n´r{2d`1{2
`
Nd´re2γpN`1qr ˘´1{2

ζn

— e´γpN`1qr

ζN .

Se r ą d, usando (4.25) obtemos

drωN spΛp2qUp, L
qq " N´r{2`d{2e´γpN`1qr

ζN .

Como ϑN ´ 2 ă ωN ă ϑN ´ 1, então rωN s “ ϑN ´ 2 e assim

dϑN ´2pΛp2qUp, L
qq " N´r{2`d{2e´γpN`1qr

ζN .

Portanto obtemos (4.21) e (4.22), concluindo a demonstração.

Teorema 4.2.4. Sejam Λp2q e ϑk como no Teorema 4.2.3. Então para γ ą 0, 0 ă r ď 1,

1 ď p ď 8, 2 ď q ď 8, e para todo n P N temos

dnpΛp2qUp, L
qq ! e´Rnr{d

np1´r{dqp1{p´1{2q`

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,
(4.37)

e para todo r ą 1 e todo n P N

dϑn
pΛp2qUp, L

qq ! e´γnr

#
npd´1qp1{p´1{qq, 1 ď p ď 2 ď q ď 8,

npd´1qp1{2´1{qq, 2 ď p, q ď 8,
(4.38)

onde

R “ γ

ˆ
d2d´1Γpd{2q

πd{2

˙r{d

.
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Demonstração. Suponhamos inicialmente 0 ă r ď 1. Nosso intuito é utilizar o Corolário

3.2.5. Para isso devemos ter Λp2q limitado de L1pΩdq em L2pΩdq, o que é garantido pela

Proposição 4.2.1. Sejam M , Nk, mk, ǫ, β como na Observação 3.2.2. Por outro lado, seja

λ : r0,8q Ñ R definida por λpxq “ e´γxr

, para γ ą 0. Fixado k P N, seja xk P R tal que

2λpxkq “ λpNkq. Então temos

xk “
ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙1{r

.

Da definição de Nk`1 temos que Nk ă xk ď Nk`1 ă xk ` 1. Portanto

ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙1{r

ď Nk`1 ă
ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙1{r

`1. (4.39)

Temos que

N r
k`1 ă

ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙«
1 `

ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙´1{r
ffr

“
ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙«
1 ` r

ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙´1{r

`rpr ´ 1q
2!

ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙´2{r

` ¨ ¨ ¨
ff

ď
ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙
`C1

ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙1´1{r

.

Como 0 ă r ď 1, temos 1 ´ 1{r ď 0, de onde
`
N r

k ` ln 2{γ
˘1´1{rď 1 e portanto

N r
k`1 ď N r

k ` C2.

Assim, para todo k P N,

N r
k ` ln 2

γ
ď N r

k`1 ď N r
k ` C2. (4.40)

Agora, usando (4.40) de forma recorrente e o fato de que N1 “ N , obtemos

N r ` k
ln 2
γ

ď N r
k`1 ď N r ` C2k. (4.41)

De (4.39), obtemos

Nk`1 —
ˆ
N r

k ` ln 2
γ

˙1{r

“ Nk

ˆ
1 ` ln 2

γ
N´r

k

˙1{r

.

Como para Nk suficientemente grande temos
∣

∣

∣

∣

∣

ln 2
γ
N´r

k

∣

∣

∣

∣

∣

ă 1,

segue que

Nk`1 — Nk

ˆ
1 ` ln 2

rγ
N´r

k ` p1 ´ rqpln 2q2

2r2γ2
N´2r

k ` p1 ´ rqp1 ´ 2rqpln 2q3

6r3γ3
N´3r

k ` ¨ ¨ ¨
˙
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e assim

Nk`1 ´ Nk — Nk

ˆ
ln 2
rγ

N´r
k ` p1 ´ rqpln 2q2

2r2γ2
N´2r

k ` p1 ´ rqp1 ´ 2rqpln 2q3

6r3γ3
N´3r

k ` ¨ ¨ ¨
˙

onde a série binomial acima passa a ser alternada a partir de um determinado termo. Logo,

Nk`1 ´ Nk — N1´r
k ,

e de modo análogo é possível mostrarmos que

Nd
k`1 ´ Nd

k — Nd´r
k e Nd´1

k`1 ´ Nd´1
k — Nd´r´1

k .

Como a função fpxq “ xd´1 é crescente, temos

ż j

j´1

xd´1dx ď jd´1 ď
ż j`1

j

xd´1dx. (4.42)

Lembrando que dl — ld´1 e usando (4.42), obtemos

θNk,Nk`1
“

Nk`1ÿ

l“Nk`1

dl —
Nk`1ÿ

l“Nk`1

ld´1 “
Nk`1´1ÿ

l“Nk

ld´1 ` pNd´1
k`1 ´ Nd´1

k q

ď
Nk`1´1ÿ

l“Nk

ż l`1

l

xd´1dx ` pNd´1
k`1 ´ Nd´1

k q

“
ż Nk`1

Nk

xd´1dx ` pNd´1
k`1 ´ Nd´1

k q

— pNd
k`1 ´ Nd

k q ` pNd´1
k`1 ´ Nd´1

k q
— Nd´r

k ` Nd´r´1
k “ Nd´r

k p1 ` N´1
k q — Nd´r

k,

e

θNk,Nk`1
“

Nk`1ÿ

l“Nk`1

dl —
Nk`1ÿ

l“Nk`1

ld´1 ě
Nk`1ÿ

l“Nk`1

ż l

l´1

xd´1dx

“
ż Nk`1

Nk

xd´1dx — Nd
k`1 ´ Nd

k — Nd´r
k ,

logo

θNk,Nk`1
— Nd´r

k . (4.43)

Obtemos de (4.41) e (4.43) que para todo ǫ ą 0 e k suficientemente grande,

˜
θNk,Nk`1

θN1,N2

¸r{pd´rq

—
ˆ
Nd´r

k

Nd´r

˙r{pd´rq

“ N´rN r
k

ď N´rpN r ` C2pk ´ 1qq
ď N´rpN r ` C2kq “ 1 ` C2kN

´r.
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Dado δ ą 0, existe kδ P N tal que 2δk ě 1 ` C2kN
´r, se k ě kδ. Assim, existe uma

constante C3 ą 0 tal que para k ě kδ

ˆ
θNk,Nk`1

θN1,N2

˙r{pd´rq

ď C32δk,

e logo tomando δ1 “ δpd ´ rq{r, obtemos que para k ě kδ

θNk,Nk`1

θN1,N2

ď C42δ1k. (4.44)

Suponhamos 1 ď p ď 2. Então

Mÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q

˜
θNk,Nk`1

θN1,N2

¸1{p

ď
kδ´1ÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q

˜
θNk,Nk`1

θN1,N2

¸1{p

` C
1{p
4

Mÿ

k“kδ

2´kp1´ǫ{2q2pδ1{pqk

ď C
1

ǫ,p,δ ` C
1{p
4

Mÿ

k“kδ

2´kp1´ǫ{2´δ1{pq

ď C5,

onde a constante C5 depende somente de ǫ, p e δ, e ǫ e δ são escolhidos de forma que

ǫ{2 ` δ1{p ă 1. Logo

Mÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q
θ

1{p
Nk,Nk`1

θ
1{2
N1,N2

“
Mÿ

k“1

2´kp1´ǫ{2q

ˆ
θNk,Nk`1

θN1,N2

˙1{p

θ
1{p´1{2
N1,N2

ď C5θ
1{p´1{2
N1,N2

,

e assim Λp2q P Kǫ,p. Portanto pelo Corolário 3.2.5 temos

dβpΛp2qUp, L
qq ď Cǫ,p |λpNq| θ1{p´1{2

N1,N2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

` Cǫ,p |λpNq|
8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

. (4.45)
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Agora, por (4.43 ) e (4.44) segue que

|λpNq|
8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

“ |λpNq| θ1{p´1{q
N1,N2

8ÿ

k“M`1

2´k

˜
θNk,Nk`1

θN1,N2

¸1{p´1{q

ď C6 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qq
8ÿ

k“M`1

2´k2δ
2

k

“ C6 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qq
8ÿ

k“M`1

p2´p1´δ
2

qqk

“ C6 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qqp2´p1´δ
2

qqM`1
8ÿ

j“0

p2´p1´δ
2

qqj

“ C6 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qqp2´p1´δ
2

qqM`1 1

1 ´ 2´p1´δ
2 q

ď C7 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qqp2´p1´δ
2

qqM`1,

onde δ
2 “ δ1p1{p ´ 1{qq, δ2 ă 1. Na Observação 3.2.2 temos que M “

“
ǫ´1 log2 θN1,N2

‰
—

ǫ´1 log2 θN1,N2
e θN1,N2

— Nd´r, portanto

|λpNq|
8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

ď C7 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qqp2´p1´δ
2

qqC8plog2 θN1,N2
q{ǫ

ď C7 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qqp2log2 θN1,N2 q´C8p1´δ
2

q{ǫ

“ C7 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qqθ
´C8p1´δ

2
q{ǫ

N1,N2

ď C9 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{qqN´pd´rqC8p1´δ
2

q{ǫ

“ C9 |λpNq|N pd´rqrp1{p´1{qq´C8p1´δ2q{ǫs

ď C9 |λpNq| ,

se p1{p´ 1{qq ´C8p1 ´ δ
2q{ǫ ă 0, ou seja 0 ă ǫ ă C8p1 ´ δ

2q{pp´1 ´ q´1q. Então de (4.43)

e (4.45) segue que

dβpΛp2qUp, L
qq ď C 1

ǫ,p |λpNq| θ1{p´1{2
N1,N2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

` C 1
ǫ,p |λpNq|

ď C 1
ǫ,pC10 |λpNq|N pd´rqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

“ C 1
ǫ,pC10e

´γNr

N pd´rqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8,

logo

dβpΛp2qUp, L
qq ! e´γNr

N pd´rqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďkďM plog2 θNk,Nk`1
q1{2, q “ 8.

(4.46)
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Usando (4.41) e (4.43), obtemos

θNk,Nk`1
— Nd´r

k “ pN r
k qpd´rq{r ď pN r ` C2pk ´ 1qqpd´rq{r,

e como M ď ǫ´1 log2 θN1,N2
, θN1,N2

— Nd´r, Nd — n, n “ ϑN “ dim TN e 1 ď k ď M ,

então

log2 θNk,Nk`1
! d ´ r

r
log2pN r ` C2pk ´ 1qq ! log2pN r ` C2Mq

! log2

ˆ
N r ` C2 log2 θN1,N2

ǫ

˙
! log2

ˆ
N r ` C2 log2 N

d´r

ǫ

˙

“ log2pN r ` C11 log2 Nq ď log2pN r ` C11Nq
! log2pN r`1q — log2 N

d — log2 n.

Assim de (4.46)

dβpΛp2qUp, L
qq ! e´γNr

N pd´rqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.
(4.47)

Segue da Observação 3.2.2, de (3.14) e de (4.43), que

β “ m0 `
Mÿ

k“1

mk “
Nÿ

s“0

dim Hs `
Mÿ

k“1

mk

ď n ` CǫθN1,N2
ď n ` C12N

d´r

e como Nd — n, obtemos que β ď n ` C13n
1´r{d. Logo por Teorema 1.7.1 e (4.47) temos

drn`C13n1´r{dspΛp2qUp, L
qq ! e´γNr

N pd´rqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.
(4.48)

Tomamos ϑN “ n “ dim TN , τN “ n ` C13n
1´r{d e por (4.29) temos

´γN r ď ´Rnr{d ` C3n
pr´1q{d.

Como 0 ă r ď 1, temos que C3n
pr´1q{d ď C3, portanto ´γN r ď ´Rnr{d ` C3. Assim,

´γN r ` Rτ r{d
N ď ´Rnr{d ` Rτ r{d

N ` C3

“ ´Rϑr{d
N ` Rτ r{d

N ` C3

“ ´Rϑr{d
N ` RpϑN ` C13ϑ

1´r{d
N qr{d ` C3

“ ´Rϑr{d
N ` Rϑr{d

N p1 ` C13ϑ
´r{d
N qr{d ` C3

“ Rϑr{d
N p´1 ` p1 ` C13ϑ

´r{d
N qr{dq ` C3.

Para N suficientemente grande temos que
∣

∣

∣C13N
´r{d

∣

∣

∣ ă 1 e assim

p1 ` C13ϑ
´r{d
N qr{d “ 1 `

8ÿ

k“1

pr{dqpr{d ´ 1q . . . pr{d ´ k ` 1q
k!

pC13ϑ
´r{d
N qk

ď 1 ` C13

r

d
ϑ

´r{d
N SN ,



Capítulo 4. n-Larguras de operadores específicos 99

onde SN é a soma de uma série binomial alternada. Portanto,

´γN r ` Rτ r{d
N ď ´Rϑr{d

N

ˆ
C13

r

d
ϑ

´r{d
N SN

˙
“ RC13r

d
SN ď C14. (4.49)

Seja agora l P N tal que rτN s ď l ď rτN`1s. Para 0 ă r ď 1, segue de (4.35) que

1 ă e´γNr

e´γpN`1qr ď eγr.

Assim, usando o Teorema 1.7.1, (4.48) e (4.49)

dlpΛp2qUp, L
qq ď drτN spΛp2qUp, L

qq

! e´γNr

N pd´rqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 ϑN q1{2, q “ 8,

! e´γpN`1qr

N pd´rqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 ϑN q1{2, q “ 8,

! e´γpN`1qr pNdqpd´rqp1{p´1{2q{d

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 ϑN q1{2, q “ 8,

! e´γpN`1qr pϑN qp1´r{dqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 ϑN q1{2, q “ 8,

! e´RpτN`1qr{dpτN qp1´r{dqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 τN q1{2, q “ 8,

! e´Rlr{d

lp1´r{dqp1{p´1{2q

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 lq1{2, q “ 8,

o que demonstra o resultado para 0 ă r ď 1 e 1 ď p ď 2 ď q ď 8. O caso 2 ď p ď 8
segue do fato que ΛUp Ă ΛU2.

Para o caso r ą 1 aplicamos o Teorema 3.2.1 ao invés do Corolário 3.2.5.

Observamos que a função fpxq “ pk ` xqr é contínua em r0, 1s, derivável em p0, 1q e assim

pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 ď c ď 1 tal que fp1q ´ fp0q “ f 1pcq, ou seja

pk ` 1qr ´ kr “ rpk ` cqr´1, e como r ą 1 obtemos pk ` 1qr ´ kr ě rkr´1. Mostrarmos

então que eλpk ` 1q ď e´γrkr´1`1λpkq. Como e´γrkr´1`1 é uma função decrescente na

variável k, existe a P N tal que e´γrkr´1 ď 1, para todo k ě a. Tomamos N ě a, N0 “ 0,

N1 “ N , Nk`1 “ N ` k, M “ 0, β “ m0 “ n “ ϑN . Então aplicando o Teorema 3.2.1

para 1 ď p ď 2 ď q ď 8, obtemos

dϑN
pΛp2qUp, L

qq !
8ÿ

k“1

λpNkqθ1{p´1{q
Nk,Nk`1

“
8ÿ

k“1

λpN ` k ´ 1qθ1{p´1{q
Nk,Nk`1

.

Temos que λpN ` 1q ď e´1λpNq e que λpN ` 2q ď e´1λpN ` 1q ď e´2λpNq. Assim, usando

indução sobre k, obtemos λpN ` kq ď e´kλpNq. Então

dϑN
pΛp2qUp, L

qq ! λpNq
8ÿ

k“1

e´pk´1qθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

! λpNq
8ÿ

k“1

e´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

.



Capítulo 4. n-Larguras de operadores específicos 100

Mas, como

θNk,Nk`1
“

Nk`1ÿ

s“Nk`1

dim Hs “
N`kÿ

s“N`k

dim Hs “ dim HN`k,

segue que

dϑN
pΛp2qUp, L

qq ! λpNq
8ÿ

k“1

e´kpdim HN`kq1{p´1{q

! λpNq
8ÿ

k“1

e´kppN ` kqd´1q1{p´1{q

! λpNq
8ÿ

k“1

e´kpNkqpd´1qp1{p´1{qq

“ λpNqN pd´1qp1{p´1{qq
8ÿ

k“1

e´kkpd´1qp1{p´1{qq.

Se ak “ e´kkpd´1qp1{p´1{qq então limkÑ8 ak`1{ak “ 1{e. Assim
ř8

k“1 e
´kkpd´1qp1{p´1{qq ă 8

e portanto, para 1 ď p ď 2 ď q ď 8

dϑN
pΛp2qUp, L

qq ! λpNqN pd´1qp1{p´1{qq “ e´γNr

N pd´1qp1{p´1{qq.

Logo para 2 ď p, q ď 8, obtemos

dϑN
pΛp2qUp, L

qq ď dϑN
pΛp2qU2, L

qq ! e´γNr

N pd´1qp1{2´1{qq

o que demonstra (4.38), completando a demonstração.

Observação 4.2.5. Efetuando simples adaptações nas demostrações podemos mostrar que

os Teoremas 4.2.3 e 4.2.4 permanecem válidos quando trocarmos o operador Λp2q por Λp2q
˚ ,

ϑk por ϑ˚
k “ dim T ˚

k , ωk por ω˚
k “ ϑ˚

k ´ pϑ˚
kq1´r{d ´ 1 e R por R˚ “ γ.

Observação 4.2.6. Todos os resultados deste capítulo e também dos capítulos anteriores

permanecem válidos para o sistema de funções múltiplas de Walsh sobre Id ou para o

sistema de Walsh sobre Sl ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sl.

Seja ϕ P L1pIdq e m P N. Se k P AlzAl´1, então λp|k|q ď λpl´ 1q “ e´γpl´1qr

e

kq ď l para todo 1 ď q ď d. Assim temos que

|λk pϕpkq| km
q “ λp|k|q |pϕpkq| km

q ď e´γpl´1qr

lm }ϕ}1 .

Seja C1 ą 0 uma constante tal que e´γpl´1qr

lm`d`1 ď C1 para todo l P N. Então temos que
8ÿ

l“0

ÿ

kPAlzAl´1

|λk pϕpkq| km
q ď }ϕ}1

8ÿ

l“0

ÿ

kPAlzAl´1

e´γpl´1qr

lm

ď C2 }ϕ}1

8ÿ

l“1

e´γpl´1qr

lmld´1

ď C1C2 }ϕ}1

8ÿ

l“1

l´2 ă 8.
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Logo, segue pelo Corolário 1.5.10 que as derivadas parciais diádicas de ordem m de Λp2qϕ

existem e

Bm

Bxm
q

pΛp2qϕq “
8ÿ

l“0

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkq Bm

Bxm
q

ψk “
8ÿ

l“0

ÿ

kPAlzAl´1

λk pϕpkqkm
q ψk.

Assim, a derivada parcial diádica BmpΛp2qϕq{Bxm
q pxq existe para quase todo x P Id, todo

m P N e todo 1 ď q ď d, isto é, Λp2qϕ têm derivada parcial diádica de qualquer ordem para

toda ϕ P L1pIdq, e a série acima converge na norma de Lp, 1 ď p ď 8. Portanto podemos

concluir que o conjunto Λp2qUp é um conjunto de funções infinitamente diferenciáveis, no

sentido diádico, para qualquer γ, r ą 0 e 1 ď p ď 8.

De modo análogo podemos mostrar que Λp2q
˚ Up é um conjunto de funções infini-

tamente diferenciáveis, no sentido diádico, para qualquer γ, r ą 0 e 1 ď p ď 8.

Observação 4.2.7. Todos os resultados desta tese permanecem válidos para o sistema

trigonométrico sobre o toro Td, mas para obtermos os resultados para o toro temos que

usar as informações contidas nas Observações 1.4.8 e 3.2.8.

Para o toro, os resultados da Seção 4.1, permanecem válidos exatamente como

estão enunciados e os da Seção 4.2 permanecem válidos trocando as constantes R e R˚ por

R “ γ

ˆ
dΓpd{2q

2πd{2

˙r{d

, R˚ “ γ2´r.
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5 Estimativas inferiores e superiores gerais

para números de entropia

Neste capítulo estudamos estimativas inferiores e superiores para números de

entropia de operadores multiplicadores gerais de séries múltiplas, associados a um sistema

ortonormal completo de L2pΩdq uniformemente limitado em L8pΩdq, e que são limitados de

LppΩdq em LqpΩdq, 1 ď p, q ď 8. Um estudo como este, para operadores multiplicadores de

funções definidas sobre espaços homogêneos e sobre o toro foram realizados em [24, 46, 47].

5.1 Estimativas inferiores para números de entropia

Nesta seção, demonstramos a limitação inferior para números de entropia de

operadores multiplicadores gerais de séries múltiplas, limitados de LppΩdq em LqpΩdq,
1 ď p, q ď 8.

Definição 5.1.1. O conjunto polar de um subconjunto compacto K de Rn é definido por

K˝ “
"
x P Rn : sup

yPK

|xx, yy| ď 1
*
,

e a norma }¨}K˝ é definida por

}x}K˝ “ supt|xx, yy| : y P Ku, x P Rn.

Teorema 5.1.2. (Desigualdade de Urysohn, [38], p. 6) Seja K um subconjunto compacto

de Rn. Temos que ˆ
VolnpKq

VolnpBn
p2qq

˙1{n

ď
ż

Sn´1

}x}K˝ dσpxq,

onde VolnpAq denota o volume de um subconjunto mensurável A de Rn.

Proposição 5.1.3. ([38], p. xi) Seja V um subconjunto convexo, centralmente simétrico,

limitado e absorvente. Então existe uma constante C ą 0 tal que para todo n P N,
ˆ

VolnpV qVolnpV ˝q
pVolnpBn

p2qqq2

˙1{n

ě C.

Teorema 5.1.4. Seja Λ “ tλkukPNd
0

um operador multiplicador, onde λk “ λp|k|q, para

alguma função λ : r0,8q Ñ R , tal que t ÞÑ |λptq| é não-crescente. Então existe uma

constante C ą 0, dependendo somente de p e q, tal que, para todos N, k P N e n “řN

l“1 dim Hl,

ekpΛUp, L
qq ě C2´k{n

ˆ Nź

l“1

|λplq|dl

˙1{n

Vn,
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onde

Vn “

$
’’’’&
’’’’%

1, p ă 8, q ą 1,

plog2 nq´1{2, p ă 8, q “ 1,

plog2 nq´1{2, p “ 8, q ą 1,

plog2 nq´1, p “ 8, q “ 1.

Em particular, se k “ n, então

enpΛUp, L
qq ě C |λpNq| Vn. (5.1)

Demonstração. Se para algum 1 ď l ď N , λplq “ 0, então a demonstração é trivial. Vamos

supor que λplq ‰ 0, para todo 1 ď l ď N . Agora, se Λn é o operador identidade, segue

pela desigualdade (3.2), que para todo x P Rn

}x}˝
pqq ď }x}pq1q,

onde 1{q ` 1{q1 “ 1. Assim se tomarmos }¨} “ }¨}pq1q, 1 ď q ď 2, pelos Teoremas 5.1.2 e

2.2.13, obtemos

ˆ
VolnpBn

pqqq
VolnpBn

p2qq

˙1{n

ď
ż

Sn´1

}x}˝
pqq dσpxq ď

ż

Sn´1

}x}pq1q dσpxq

ď
ˆż

Sn´1

}x}2

pq1q dσpxq
˙1{2

“ Mp}¨}pq1qq

ď C1

$
’’’&
’’’%

pq1q1{2n´1{2

ˆ Nÿ

l“1

dl

˙1{2

, 2 ď q1 ă 8,

plog2 nq1{2n´1{2

ˆ Nÿ

l“1

dl

˙1{2

, q1 “ 8.

Como dl “ dim Hl, então
`řN

l“1 dl

˘1{2“
`řN

l“1 dim Hl

˘1{2“ n1{2, segue que

ˆ
VolnpBn

pqqq
VolnpBn

p2qq

˙1{n

ď C1

#
pq1q1{2, 1 ă q ď 2,

plog2 nq1{2, q “ 1,
(5.2)

onde 1{q ` 1{q1 “ 1, ou seja, 2 ď q1 ď 8. Da mesma forma, para todo 2 ď p ď 8 obtemos

ˆ
VolnppBn

ppqq˝q
VolnpBn

p2qq

˙1{n

ď
ż

Sn´1

}x}ppq dσpxq ď
ˆż

Sn´1

}x}2

ppq dσpxq
˙1{2

“ Mp}¨}ppqq ď C2

#
p1{2, 2 ď p ă 8,

plog2 nq1{2, p “ 8.
(5.3)

Pela Proposição 5.1.3 existe uma constante absoluta C3 ą 0 tal que

ˆ
VolnpBn

ppqqVolnppBn
ppqq˝q

pVolnpBn
p2qqq2

˙1{n

ě C3,
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e assim por (5.3)

ˆ
VolnpBn

ppqq
VolnpBn

p2qq

˙1{n

ě C3

ˆ
Voln

`
pBn

ppqq˝
˘

VolnpBn
p2qq

˙´1{n

ě C4

#
p´1{2, 2 ď p ă 8,

plog2 nq´1{2, p “ 8.
(5.4)

Seja x1, x2, . . . , xNpǫq, uma ǫ-rede minimal para rΛnB
n
ppq em pRn, }¨}pqqq com cardinalidade

Npǫq. Então

rΛnB
n
ppq Ă

Npǫqď

k“1

`
xk ` ǫBn

pqq

˘
.

Comparando os volumes obtemos

VolnprΛnB
n
ppqq ď ǫnNpǫqVolnpBn

pqqq

e consequentemente

ˆ
VolnprΛnB

n
ppqq

VolnpBn
p2qq

˙1{n

ď ǫpNpǫqq1{n

ˆ
VolnpBn

pqqq
VolnpBn

p2qq

˙1{n

. (5.5)

Se T P LpRn,Rnq e X Ă Rn, então VolnpT pXqq “ pdetT qpVolnXq, onde detT denota o

determinante da matriz do operador T . Temos então que

`
VolnprΛnB

n
ppqq

˘1{n

`
VolnpBn

p2qq
˘1{n

“ pdet rΛnq1{n

`
VolnpBn

ppqq
˘1{n

`
VolnpBn

p2qq
˘1{n

. (5.6)

Assim por (5.4), (5.5), (5.6) e (5.2), temos que

C4pdet rΛnq1{n

#
p´1{2, 2 ď p ă 8,

plog2 nq´1{2, p “ 8.
ď pdet rΛnq1{n

ˆ
VolnpBn

ppqq
VolnpBn

p2qq

˙1{n

“
ˆ

VolnprΛnB
n
ppqq

VolnpBn
p2qq

˙1{n

ď ǫpNpǫqq1{n

ˆ
VolnpBn

pqqq
VolnpBn

p2qq

˙1{n

ď C1ǫpNpǫqq1{n

#
pq1q1{2, 1 ă q ď 2,

plog2 nq1{2, q “ 1.
(5.7)

Tomando Npǫq “ 2k´1, obtemos da definição de números de entropia

ǫ “ ekprΛnB
n
ppq, pRn, }¨}pqqqq “ ekpΛUp X TN , L

q X TN q.

Das Proposições 1.8.2 e 1.8.5 temos que

ekpΛUp, L
qq ě ekpΛUp X TN , L

qq ě 2´1ekpΛUp X TN , L
q X TN q,
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e assim para 2 ď p ă 8 e 1 ă q ď 2, temos que

ekpΛUp, L
qq ě C4C

´1
1 pdet rΛnq1{npNpǫqq´1{npq1q´1{2p´1{2

ě C5p2k´1q´1{npdet rΛnq1{n

ě C521{n2´k{npdet rΛnq1{n

ě C52´k{npdet rΛnq1{n

ě C52´k{n

ˆ Nź

l“1

|λplq|dl

˙1{n

,

onde a última desigualdade vem do fato de que para k P AlzAl´1 temos l ´ 1 ď |k| ď l e

portanto λplq ď λp|k|q ď λpl ´ 1q. Logo, para 2 ď p ă 8, 1 ă q ď 2 temos que

ekpΛUp, L
qq ě C2´k{n

ˆ Nź

l“1

|λplq|dl

˙1{n

.

Consideramos agora 1 ď p ă 2 e 1 ă q ď 2. Observe que }¨}p ď }¨}2 e assim U2 Ă Up.

Portanto

ekpΛU2, L
qq “ inf

"
ǫ ą 0 : ΛU2 Ă

2k´1ď

j“1

pxj ` ǫUqq
*

ď inf
"
ǫ ą 0 : ΛUp Ă

2k´1ď

j“1

pxj ` ǫUqq
*

“ ekpΛUp, L
qq

e portanto, pelo caso anterior, segue que

ekpΛUp, L
qq ě ekpΛU2, L

qq ě C2´k{n

ˆ Nź

l“1

|λplq|dl

˙1{n

.

Para o caso em que 1 ď p ă 8 e 2 ă q ď 8, temos que }¨}2 ď }¨}q e Uq Ă U2 e assim da

Proposição 1.8.2, segue que

ekpΛUp, L
qq ě ekpΛUp, L

2q ě C2´k{n

ˆ Nź

l“1

|λplq|dl

˙1{n

.

Concluimos portanto que para p ă 8 e q ą 1, temos

ekpΛUp, L
qq ě C2´k{n

ˆ Nź

l“1

|λplq|dl

˙1{n

.

Fazendo uma análise semelhante nos outros casos, obtemos as estimativas desejadas.

Para demonstrar (5.1), assumimos que k “ n. Como t ÞÑ |λptq| é não-crescente,

então |λp1q| ě |λp2q| ě ¨ ¨ ¨ ě |λpNq| e desta forma

Nź

k“1

|λpKq|dk ě
Nź

k“1

|λpNq|dk “ |λpNq|
řN

k“1
dk “ |λpNq|n ,
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e consequentemente

ekpΛUp, L
qq ě C |λpNq| Vn,

concluindo assim a demonstração.

Observação 5.1.5. O Teorema 5.1.4 permanece válido se trocarmos Λ por Λ˚, λk por

λ˚
k, Hl por H˚

l e dl por d˚
l .

5.2 Estimativas superiores para números de entropia

Nesta seção, demonstramos a limitação superior para números de entropia de

operadores multiplicadores arbitrários de séries múltiplas, limitados de LppΩdq em LqpΩdq.

Observação 5.2.1. Consideremos uma sequência de multiplicadores Λ “ tλp|k|qukPNd
0

.

Para k P N e 1 ď q ď 8 fixos, definimos

χ
pqq
k “ χk “ 3 sup

Ně1

ˆ
2´k`1VolnpBn

p2qq
VolnpBn

pqqq
Nź

j“1

|λpjq|dj

˙1{n

,

onde n “ dim TN . Observamos que χk depende de k, q e da função λ. Temos que se λ é

uma função limitada, então

ˆ Nź

j“1

|λpjq|dj

˙1{n

ď
ˆ Nź

j“1

ˆ
sup

1ďjďN

|λpjq|
˙dj

˙1{n

ď
ˆˆ

sup
1ďjďN

|λpjq|
˙řN

j“1
dj

˙1{n

“ sup
1ďjďN

|λpjq| , (5.8)

assim

χ
pqq
k ď 3 sup

Ně1

p2´k`1q1{n

ˆ
VolnpBn

p2qq
VolnpBn

pqqq

˙1{n

sup
1ďjďN

|λpjq| ,

para todo k P N. Por (5.4) e como Bn
pqq Ă Bn

p2q para 2 ď q ď 8, obtemos

1 ď
ˆ

VolnpBn
p2qq

VolnpBn
pqqq

˙1{n

ď C

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.
(5.9)

De modo análogo, definindo

χ˚
k,q “ χ˚

k “ 3 sup
Ně1

ˆ
2´k`1VolnpB˚

pn,2qq
VolnpB˚

pn,qqq
Nź

j“1

|λpjq|d˚
j

˙1{n

,

onde n “ dim T ˚
N , podemos mostrar que

1 ď
ˆ

VolnpB˚
pn,2qq

VolnpB˚
pn,qqq

˙1{n

ď C

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.
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Lema 5.2.2. ([33]) Seja E “ pRn, }¨}q um espaço de Banach n-dimensional e seja

M˚ “ M˚pEq “
ż

Sn´1

}x} dσpxq.

Então existe uma constante positiva C, tal que, para todo m P N temos

empBn
p2q, Eq ď C

#
pn{mq1{2M˚, m ď n,

e´m{nM˚, m ą n.

Teorema 5.2.3. Seja λ : r0,8q Ñ R tal que t ÞÑ |λptq| é uma função não-crescente e

seja Λ “ tλkukPNd
0

, λk “ λp|k|q. Suponhamos que Λ P Kǫ,2, para algum ǫ ą 0. Seja χk

como na Observação 5.2.1, sejam M,Nl, θNl,Nl`1
e ml como na Observação 3.2.2 e seja

η “ k ` řM

l“1 ml, onde k P N. Então existe uma constante absoluta C ą 0 tal que, para

2 ď p ď 8, 1 ď q ď 2, temos

eηpΛUp, L
qq ď Cχ

p2q
k ,

e para 2 ď p, q ď 8 temos

eηpΛUp, L
qq ď Cχ

pqq
k ` C |λpNq|

˜#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďjďM plog2 θNj ,Nj`1
q1{2, q “ 8,

+

`
8ÿ

j“M`1

2´jθ
1{2´1{q
Nj ,Nj`1

¸
. (5.10)

Demonstração. Como }¨}q ď }¨}2 se 1 ď q ď 2 e Up Ă U2 para 2 ď p ď 8, pela Proposição

1.8.2 é suficiente demonstrar apenas para p “ 2 e q ě 2. Para p “ 2, segue de (3.13) que

ΛU2 Ă C1

ˆ
ΛU2 X TN `

Mà
l“1

|λpNlq|BNl,Nl`1

2 `
8à

l“M`1

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

BNl,Nl`1

q

˙
,

onde TN “ ÀN

j“0 Hj. Usando as Proposições 1.8.2 e 1.8.4 obtemos

eηpΛU2, L
qq “ ek`

řM
l“1

ml
pΛU2, L

qq

ď C1e
k`

`řM
l“1

ml

˘
`1´1

ˆ
ΛU2 X TN `

Mà
l“1

|λpNlq|BNl,Nl`1

2

`
8à

l“M`1

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

BNl,Nl`1

q , Lq

˙

ď C1

ˆ
ekpΛU2 X TN , L

q X TN q `
Mÿ

l“1

|λpNlq| eml
pBNl,Nl`1

2 , Lq X TNl,Nl`1
q

` e1

ˆ
8à

l“M`1

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

BNl,Nl`1

q , Lq X TNl,Nl`1

˙˙
. (5.11)
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Usando novamente as propriedades dos números de entropia, obtemos

e1`1´1

ˆ
8à

l“M`1

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

BNl,Nl`1

q , Lq X TNl,Nl`1

˙

ď e1

ˆ
|λpNM`1q| θ1{2´1{q

NM`1,NM`2
BNM`1,NM`2

q , Lq X TNM`1,NM`2

˙

` e1´1`1

ˆ
8à

l“M`2

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

BNl,Nl`1

q , Lq X TNl,Nl`1

˙

ď e1

ˆ
|λpNM`1q| θ1{2´1{q

NM`1,NM`2
BNM`1,NM`2

q , Lq X TNM`1,NM`2

˙

` e1

ˆ
|λpNM`2q| θ1{2´1{q

NM`2,NM`3
BNM`2,NM`3

q , Lq X TNM`2,NM`3

˙

` e1´1`1

ˆ
8à

l“M`3

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

BNl,Nl`1

q , Lq X TNl,Nl`1

˙

ď ¨ ¨ ¨

ď
8ÿ

l“M`1

e1

ˆ
|λpNlq| θ1{2´1{q

Nl,Nl`1
BNl,Nl`1

q , Lq X TNl,Nl`1

˙

“
8ÿ

l“M`1

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

e1pBNl,Nl`1

q , Lq X TNl,Nl`1
q

“
8ÿ

l“M`1

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

. (5.12)

Portanto, por (5.11) e (5.12) temos que

eηpΛU2, L
qq ď C1

ˆ
ekpΛU2 X TN , L

q X TN q `
Mÿ

l“1

|λpNlq| eml
pBNl,Nl`1

2 , Lq X TNl,Nl`1
q

`
8ÿ

l“M`1

|λpNlq| θ1{2´1{q
Nl,Nl`1

˙
. (5.13)

Vamos demonstrar primeiramente que

ekpΛU2 X TN , L
q X TN q ď χk. (5.14)

Seja n “ dim TN e tomemos ϕ P U2 X TN . Então

ϕpxq “
ÿ

|k|ďN

pϕpkqφkpxq “ |λpNq|´1
ÿ

|k|ďN

λp|k|q pϕpkq
λp|k|q |λpNq|φkpxq “ |λpNq|´1 Λnψ,

onde

ψ “
ÿ

|k|ďN

pϕpkq
λp|k|q |λpNq|φk.

Mas

}ψ}2

2 “
ÿ

|k|ďN

|pϕpkq|2

|λp|k|q|2
|λpNq|2 ď

ÿ

|k|ďN

|pϕpkq|2 “ }ϕ}2

2 ď 1,
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onde a primeira desigualdade segue do fato de λ ser uma função não-crescente. Logo

ϕ “ |λpNq|´1 Λnψ, ψ P Bn
2 ,

de ondeBn
2 Ă |λpNq|´1 ΛnB

n
2 , portanto |λpNq|Bn

2 Ă ΛnB
n
2 e consequentemente |λpNq|Bn

p2q Ă
rΛnB

n
p2q. Como Uq Ă U2 para q ě 2 temos que

|λpNq|Bn
pqq Ă |λpNq|Bn

p2q Ă rΛnB
n
p2q. (5.15)

Suponhamos que Θ “ tzju1ďjďm seja um subconjunto χk-separado maximal de rΛnB
n
p2q em

pRn, }¨}pqqq, ou seja, }zi ´ zj}pqq ě χk para todo i ‰ j. Pela maximalidade, segue que Θ é

uma χk-rede de rΛnB
n
p2q em pRn, }¨}pqqq. Observe que as bolas

zj ` χk

2
Bn

pqq, 1 ď j ď m

são mutuamente disjuntas. Aplicando (5.15) temos que

rΛnB
n
p2q ` χk

2
Bn

pqq Ă rΛnB
n
p2q ` |λpNq|

2
Bn

pqq Ă rΛnB
n
p2q ` 1

2
rΛnB

n
p2q Ă 3

2
rΛnB

n
p2q,

e assim
mď

j“1

ˆ
zj ` χk

2
Bn

pqq

˙
Ă 3

2
rΛnB

n
p2q,

sendo que a união acima é disjunta. Logo comparando os volumes obtemos
ˆ
χk

2

˙n

m ¨ VolnpBn
pqqq ď Voln

ˆ
3
2

rΛnB
n
p2q

˙
ď 3n

2n

ˆ Nź

j“1

|λpjq|dj

˙
VolnpBn

p2qq,

e portanto temos

m ď
ˆ

3
χk

˙n VolnpBn
p2qq

VolnpBn
pqqq

ˆ Nź

j“1

|λpjq|dj

˙
. (5.16)

Mas pela definição de χk

χk ě 3
ˆ

2´k`1VolnpBn
p2qq

VolnpBn
pqqq

Nź

j“1

|λpjq|dj

˙1{n

e obtemos assim que
ˆ

3
χk

˙n

ď 2k´1

ˆ
VolnpBn

p2qq
VolnpBn

pqqq
Nź

j“1

|λpjq|dj

˙´1

. (5.17)

Assim, de (5.16) e (5.17) concluímos que a cardinalidade m de uma rede Θ χk-separada

para o conjunto rΛnB
n
p2q pode ser estimada por m ď 2k´1 e assim da definição de número

de entropia é obtida (5.14).

Agora encontraremos um limitante superior para

Mÿ

j“1

|λpNjq| emj
pBNj ,Nj`1 , Lq X TNj ,Nj`1

q `
8ÿ

j“M`1

|λpNjq| θ1{2´1{q
Nj ,Nj`1

. (5.18)
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Aplicando o Lema 5.2.2 ao espaço de Banach Ej “ pRθNj ,Nj`1 , }¨}pqqq e a mj, obtemos

emj
pBNj ,Nj`1

2 , Lq X TNj ,Nj`1
q “ emj

pBNj ,Nj`1

p2q , Ejq ! M˚pEjq
θ

1{2
Nj ,Nj`1

m
1{2
j

.

Como mj “ r2´ǫjθN1,N2
s ` 1 ě 2´ǫjθN1,N2

e M˚pEjq ď MpEjq segue que

emj
pBNj ,Nj`1

2 , Lq X TNj ,Nj`1
q !

θ
1{2
Nj ,Nj`1

θ
1{2
N1,N2

2ǫj{2MpEjq.

Assim, aplicando o Teorema 2.2.13, obtemos

emj
pBNj ,Nj`1

2 , Lq X TNj ,Nj`1
q !

θ
1{2
Nj ,Nj`1

θ
1{2
N1,N2

2ǫj{2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 θNj ,Nj`1
q1{2, q “ 8,

e desta forma, como λpNjq ď λpNq2´j`1 por definição e Λ P Kǫ,2, temos que

Mÿ

j“1

|λpNjq| emj
pBNj ,Nj`1

2 , Lq X TNj ,Nj`1
q

! |λpNq|
Mÿ

j“1

2´jp1´ǫ{2q
θ

1{2
Nj ,Nj`1

θ
1{2
N1,N2

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 θNj ,Nj`1
q1{2, q “ 8,

! |λpNq|
#
q1{2, 2 ď q ă 8,

sup1ďjďM plog2 θNj ,Nj`1
q1{2, q “ 8,

(5.19)

e

8ÿ

j“M`1

|λpNjq| θ1{2´1{q
Nj ,Nj`1

ď |λpNq|
8ÿ

j“M`1

2´j`1θ
1{2´1{q
Nj ,Nj`1

! |λpNq|
8ÿ

j“M`1

2´jθ
1{2´1{q
Nj ,Nj`1

. (5.20)

Finalmente, de (5.13), (5.14), (5.19) e (5.20), obtemos (5.10).

Observação 5.2.4. O Teorema 5.2.3 permanece válido quando trocamos Λ por Λ˚, λk

por λ˚
k “ λp|k|˚q, χk por χ˚

k, M por M˚, θNl,Nl`1
por θ˚

Nl,Nl`1
, Kǫ,2 por K˚

ǫ,2 e η por

η˚ “ k ` řM˚

l“1 m
˚
l , k P N.
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6 Números de entropia de operadores especí-

ficos

Neste capítulo, aplicamos os resultados do capítulo precedente na obtenção

de estimativas para números de entropia de conjuntos de funções sobre Ωd, associados a

operadores multiplicadores específicos.

Vamos considerar os mesmos operadores multiplicadores estudados no Capítulo

4, isto é, os operadores Λp1q “ tλkukPNd
0

, λk “ λp|k|q e Λp1q
˚ “ tλ˚

kukPNd
0

, λ˚
k “ λp|k|˚q, onde

λptq “ t´γplog2 tq´ξ, t ą 1 e λptq “ 0 para 0 ď t ď 1, com γ, ξ P R, γ ą d{2, ξ ě 0

e Λp2q “ tλkukPNd
0

, λk “ λp|k|q e Λp2q
˚ “ tλ˚

kukPNd
0

, λ˚
k “ λp|k|˚q, onde λptq “ e´γtr

, com

γ ą 0, r ą 0, t ě 0.

Obtemos estimativas superiores e inferiores para os números de entropia dos

conjuntos Λp1qUp, Λp1q
˚ Up, Λp2qUp e Λp2q

˚ Up em LqpΩdq, e várias dessas estimativas são

assintoticamente exatas em termos de ordem. Foi visto no Capítulo 4 que esses conjuntos,

quando o sistema considerado é o sistema de Walsh tψkukPNd
0

sobre Id, são conjuntos de

funções finitamente diferenciáveis ou infinitamente diferenciáveis, no sentido diádico.

Em [24, 46, 47] estudos como este foram realizados para operadores de funções

definidas sobre espaços homogêneos e sobre o toro.

6.1 Números de entropia de operadores do primeiro tipo

Nesta seção, obtemos estimativas inferiores e superiores para números de

entropia dos operadores multiplicadores Λp1q e Λp1q
˚ .

Lema 6.1.1. Para γ, ξ ą 0 e k P N, seja g : r2,8q Ñ R a função definida por

gpxq “ ´k

x
´ γ

d
log2 x ´ ξ log2plog2 xq.

Então existem constantes C1, C2, C ą 0 dependendo somente de γ, ξ, d tais que o máximo

da função g é assumido em um ponto xk satisfazendo

C1k ď xk ď C2k, k ě 1

e

gpxkq ď C ´ γ

d
log2 k ´ ξ log2plog2 kq.

Demonstração. Temos que

g1pxq “ k

x2
´ γ

dx ln 2
´ ξ

ln 2plog2 xq
1

x ln 2
“ 1
x

ˆ
k

x
´ γ

d ln 2
´ ξ

pln 2q2plog2 xq

˙
,
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e assim g1pxq “ 0 se e somente se

x “ kpln 2q2d
log2 x

pln 2qplog2 xqγ ` dξ
. (6.1)

Seja

fpxq “ x ´ kpln 2q2d
log2 x

pln 2qplog2 xqγ ` dξ
, x ě 2.

Então g1pxq “ 0 se e somente se fpxq “ 0. Para k suficientemente grande a função f

assume valores positivos e negativos, f 1 é crescente, e existe x0 ą 2 tal que f 1pxq ă 0 se

x ă x0 e f 1pxq ą 0 para x ą x0, fp2q ă 0 e limxÑ8 fpxq “ `8. Portanto, f possui um

único ponto crítico que é ponto de mínimo local e também global. Das considerações é

possível concluir que f se anula em um único ponto xk e consequentemente g1 se anula

somente em xk. Verificamos também que para k suficientemente grande e para x pequeno

g1pxq ą 0 e que para x grande g1pxq ă 0. Assim xk é o único ponto crítico de g que é um

ponto de máximo global e portanto gpxkq é o valor máximo absoluto de g.

Seja agora hpxq “ log2 x{ppln 2qplog2 xqγ ` dξq. Então

h1pxq “ dξ

xpln 2qppln 2qplog2 xqγ ` dξq2
ą 0, x ě 2.

Logo, h é crescente em r2,8q. Como limxÑ8 hpxq “ 1{pγ ln 2q concluímos que hp2q ď
hpxq ď 1{pγ ln 2q, isto é,

1
pln 2qγ ` dξ

ď log2 x

pln 2qplog2 xqγ ` dξ
ď 1
γpln 2q

e portanto
dpln 2q2

γpln 2q ` dξ
k ď kpln 2q2d

log2 x

pln 2qplog2 xqγ ` dξ
ď k

pln 2qd
γ

.

Assim, por (6.1), existem constantes C1, C2 que dependem somente de d, γ, ξ, satisfazendo

C1k ď xk ď C2k, k ě 1.

Seja então, C1 ď C ď C2 tal que xk “ Ck. Assim

gpxkq “ gpCkq “ ´ k

Ck
´ γ

d
log2pCkq ´ ξ log2plog2 Ckq

ď C ´ γ

d
log2 k ´ ξ log2plog2 kq,

onde C é tomada satisfazendo C ě ´1{C.

Teorema 6.1.2. Seja Λp1q “ tλkukPNd
0

, com λk “ λp|k|q, onde λptq “ t´γplog2 tq´ξ, t ą 1

e λptq “ 0 para 0 ď t ď 1, com γ, ξ P R, γ ą d{2, ξ ě 0 . Então para todo k P N,

ekpΛp1qUp, L
qq ! k´γ{dplog2 kq´ξ

#
q1{2, 1 ď p ď 8, q ă 8,

plog2 kq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8,
(6.2)

e

ekpΛp1qUp, L
qq " k´γ{dplog2 kq´ξVk (6.3)

onde Vk está definido no Teorema 5.1.4.
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Demonstração. Por (5.1) temos

enpΛp1qUp, L
qq " |λpNq| Vn

onde n “ dim TN . Como n — Nd, λpNq “ N´γplog2 Nq´ξ — n´γ{dplog2 nq´ξ e assim

enpΛp1qUp, L
qq " n´γ{dplog2 nq´ξVn.

Agora, se k P N, dim TN´1 ď k ď dim TN , obtemos das propriedades dos números de

entropia e da desigualdade acima que

ekpΛp1qUp, L
qq ě edim TN

pΛp1qUp, L
qq " n´γ{dplog2 nq´ξVn

Mas, n — Nd — pN ´ 1qd — dim TN´1 ď k ď dim TN “ n, donde k — n. Obtemos assim

(6.3) da desigualdade acima.

Por outro lado, como |λpNq| ă 1 e n — Nd, então

σn “
ˆ Nź

j“2

|λpjq|dj

˙1{n

ě
ˆ Nź

j“2

|λpNq|dj

˙1{n

“
ˆ

|λpNq|
řN

j“2
dj

˙1{n

ě |λpNq| “ N´γplog2 Nq´ξ

— n´γ{dplog2 nq´ξ. (6.4)

Além disso

log2 σn “ log2

ˆ Nź

j“2

|λpjq|dj

˙1{n

“ 1
n

Nÿ

j“2

dj log2 |λpjq|

ď ´γ

n

Nÿ

j“2

dj log2 j ´ ξ

n

Nÿ

j“2

dj log2plog2 jq ` C1 (6.5)

Da Proposição 1.4.6, temos que dj ě Ejd´1 ´ C2j
θ, onde E “ 21´dπd{2{Γpd{2q, d ´ 2 ď

θ ă d ´ 1 e C2 é uma constante positiva. Sejam

fpxq “ Exd´1 log2 x ´ C2x
θ log2 x e gpxq “ Exd´1 log2plog2 xq ´ C2x

θ log2plog2 xq.

Temos que
1
n

Nÿ

j“3

dj log2 j ě 1
n

Nÿ

j“3

fpjq ě 1
n

ż N

2

fpxqdx

e
1
n

Nÿ

j“3

dj log2plog2 jq ě 1
n

Nÿ

j“3

gpjq ě 1
n

ż N

2

gpxqdx.
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Resolvendo as integrais, obtemos
ż N

2

fpxqdx “ E

ˆ
xd

d
log2 x ´ 1

d2 ln 2
xd

˙ˇ̌
ˇ̌
N

2

´C2

ˆ
xθ`1

θ ` 1
log2 x ´ 1

pθ ` 1q2 ln 2
xθ`1

˙ˇ̌
ˇ̌
N

2

ě E
Nd

d
log2 N ´ C2

N θ`1

θ ` 1
log2 N ` C3,

e de igual maneira
ż N

2

gpxqdx ě E
Nd

d
log2plog2 Nq ´ C2

N θ`1

θ ` 1
log2plog2 Nq ` C4.

Da Proposição 1.4.6, temos que 1{n ě 1{pFNdq ´C{pF 2Nd`1q, onde F “ E{d, e portanto

1
n

Nÿ

j“3

dj log2 j ě
ˆ

1
FNd

´ C

F 2Nd`1

˙ˆ
E

d
Nd log2 N

˙

´
ˆ

1
FNd

´ C

F 2Nd`1

˙ˆ
C2

θ ` 1
N θ`1 log2 N ` C3

˙

ě log2 N ` C5, (6.6)

e

1
n

Nÿ

j“3

dj log2plog2 jq ě
ˆ

1
FNd

´ C

F 2Nd`1

˙ˆ
E

d
Nd log2plog2 Nq

˙

´
ˆ

1
FNd

´ C

F 2Nd`1

˙ˆ
C2

θ ` 1
N θ`1 log2plog2 Nq ` C4

˙

ě log2plog2 Nq ` C6. (6.7)

Desta forma, obtemos de (6.5), (6.6) e (6.7)

log2 σn ď ´γ log2 N ´ γC5 ´ ξ log2plog2 Nq ´ ξC6 ` C1

“ ´γ log2 N ´ ξ log2plog2 Nq ` C7

e portanto, como Nd — n,

σn ď 2C72´γ log2 N2´ξ log2plog2 Nq ! 2plog2 Nq´γ

2plog2plog2 Nqq´ξ

“ N´γplog2 Nq´ξ — n´γ{dplog2 nq´ξ. (6.8)

De (6.4) e (6.8), vem que

σn — n´γ{dplog2 nq´ξ. (6.9)

Seja 2 ď q ă 8. De (5.9) e (6.9), obtemos

χk “ 3 sup
Ně1

ˆ
2´k`1VolnpBn

p2qq
VolnpBn

pqqq
Nź

j“1

|λpjq|dj

˙1{n

— sup
Ně1

2´k{nσn — sup
Ně1

2´k{nn´γ{dplog2 nq´ξ, (6.10)
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onde n “ dim TN . Definimos

gpxq “ ´k

n
´ γ

d
log2 x ´ ξ log2plog2 xq.

Segue então de (6.10) e do Lema 6.1.1, que para 2 ď q ă 8

χk — sup
Ně1

2gpnq “ 2sup
Ně1

gpnq — 2gpxkq

ď 2C´pγ{dq log2 k´ξ log2plog2 kq

— k´γ{dplog2 kq´ξ. (6.11)

Por outro lado, segue de (4.16), para p “ 2, que Λp1q P Kǫ,2. Desta forma aplicando o

Teorema 5.2.3 e observando que
ř8

j“M`1 2´jθ
1{2´1{q
Nj ,Nj`1

! 1 (ver (4.13)), vem de (6.11) que

para 2 ď p ď 8, 2 ď q ă 8,

eηpΛp1qUp, L
qq ! χk ` λpNqq1{2 ! k´γ{dplog2 kq´ξ ` N´γplog2 Nq´ξq1{2. (6.12)

Seja nk P N tal que xk P rnk, nk`1q. Então 2gpnkq — 2gpxkq — χk e nk — xk — k. Aplicamos o

Teorema 5.2.3 para k e N “ rpnkq1{ds — k1{d e assim n “ dim TN — nk — k. Da Observação

(3.2.2), de (4.10), (4.11) e do fato de que n — Nd, temos

η “ k `
Mÿ

j“1

mj — k `
Mÿ

j“1

2´ǫjθN1,N2
— k ` Nd — k ` n — k,

e segue de (6.12)

ekpΛp1qUp, L
qq ! k´γ{dplog2 kq´ξq1{2, 2 ď p ď 8, 2 ď q ă 8. (6.13)

Para 2 ď p ď 8 e q “ 8, usando (5.9), obtemos com raciocínio inteiramente análogo que

ekpΛp1qUp, L
qq ! k´γ{dplog2 kq´ξplog2 kq1{2. (6.14)

De (6.13) e (6.14), finalmente obtemos (6.2) concluindo a demonstração.

Observação 6.1.3. O Teorema 6.1.2 permanece válido se trocarmos o operador Λp1q pelo

operador Λp1q
˚ , fazendo simples adaptações na demonstração.

Observação 6.1.4. Todos os resultados deste capítulo e também do capítulo anterior

permanecem válidos para o sistema de funções múltiplas de Walsh sobre Id ou para o

sistema de Walsh sobre Sl ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sl ou se é considerado o sistema trigonométrico sobre o

toro Td.

6.2 Números de entropia de operadores do segundo tipo

Nesta seção obtemos estimativas inferiores e superiores para números de entropia

dos operadores Λp2q e Λp2q
˚ .
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Observação 6.2.1. Sejam γ, r P R, γ, r ą 0. Para N, k P N e n “ dim TN , seja

AN,k “ ´ 1
n

ˆ
k ln 2 ` γ

Nÿ

l“1

lrdl

˙
.

Sabemos da Proposição 1.4.6 que dl — ld´1 e n — Nd, logo

Nÿ

l“1

lrdl —
Nÿ

l“1

lr`d´1 —
ż N

0

xd`r´1dx — Nd`r,

e assim

AN,k — ´ k

Nd
´ Nd`r

Nd
“ ´ k

Nd
´ N r “ gpNq, (6.15)

onde gpxq “ ´kx´d ´ xr.

Temos que xk “ pd{rq1{pd`rqk1{pd`rq é o único ponto crítico da função g e que

g1pxq ą 0 para x ă xk e g1pxq ă 0 para x ą xk. Portanto g assume máximo absoluto em

xk. Para todo r ą 0 e x ą 1, temos

´dkx´d´1 ď krpx ` 1q´d ´ x´ds ď 0 e 0 ď px ` 1qr ´ xr ď rxr´1,

e assim

gpx ` 1q “ ´kpx ` 1q´d ´ px ` 1qr ě ´kx´d ´ xr ´ rxr´1 “ gpxq ´ rxr´1.

Como g é decrescente em rxk,`8q, segue que

gpxq ´ rxr´1 ď gpx ` 1q ď gpx ` tq ď gpxq, x ě xk, 0 ď t ď 1.

Seja N P N tal que xk ď N ď xk ` 1. Então

gpxkq ´ rxr´1
k ď gpNq ď sup

N

gpNq ď gpxkq,

isto é,

´C1k
r{pd`rq ´ C2k

pr´1q{pd`rq ď sup
N

gpNq ď ´C1k
r{pd`rq,

com C1 “ pd` rqd´d{pd`rqr´r{pd`rq e C2 “ rpd`1q{pd`rqdpr´1q{pd`rq. Assim, obtemos de (6.15)

que

sup
N

AN,k — sup
N

gpNq — kr{pd`rq.

Teorema 6.2.2. Seja Λp2q “ tλkukPNd
0

, com λk “ λp|k|q, onde λptq “ e´γtr

, com γ ą 0 e

0 ă r ď 1 se d ě 4, 0 ă r ď 76{208 se d “ 2 e 0 ă r ď 11{16 se d “ 3. Então para todo

k P N,

ekpΛp2qUp, L
qq " e´Ckr{pd`rq

Vk (6.16)

onde

C “ γd{pd`rq

ˆpd ` rq2d´1dΓpd{2qpln 2q
rπd{2

˙r{pd`rq

e Vk está definido no Teorema 5.1.4.



Capítulo 6. Números de entropia de operadores específicos 117

Demonstração. Primeiramente temos

2´k{n

ˆ Nź

l“1

|λplq|dl

˙1{n

“ e´
`

k ln 2`γ
řN

l“1
lrdl

˘
{n “ eAN,k ,

onde AN,k é como na observação anterior, n “ dim TN . Obtemos assim do Teorema 5.1.4

que

ekpΛp2q, Lqq " eAN,kVn. (6.17)

Pela Proposição 1.4.6 temos que

dl ď 21´dπd{2

Γpd{2q l
d´1 ` C1l

θ,

onde d ´ 2 ď θ ă d ´ 1, logo

Nÿ

l“1

lrdl ď
Nÿ

l“1

ˆ
21´dπd{2

Γpd{2q l
d`r´1 ` C1l

θ`r

˙
.

Tomamos

fpxq “ 21´dπd{2

Γpd{2q x
d`r´1 ` C1x

θ`r,

e obtemos

Nÿ

l“1

lrdl ď
Nÿ

l“1

fplq ď
ż N`1

1

fpxqdx

ď 21´dπd{2

Γpd{2qpd ` rqpN ` 1qd`r ` C2pN ` 1qθ`r`1.

Da Proposição 1.4.6 temos que n ě
`
21´dπd{2{dΓpd{2q

˘
Nd e assim

γ

n

Nÿ

l“1

lrdl ď dΓpd{2qγ
21´dπd{2Nd

Nÿ

l“1

lrdl

ď dΓpd{2qγ
21´dπd{2Nd

ˆ
21´dπd{2

Γpd{2qpd ` rqpN ` 1qd`r ` C2pN ` 1qθ`r`1

˙

“ dγ

pd ` rq

ˆ
1 ` 1

N

˙d

pN ` 1qr ` C3

ˆ
1 ` 1

N

˙d

pN ` 1qθ`r`1´d.

Como p1 ` 1{Nqd “ 1 ` b1{N ` b2{N2 ` ¨ ¨ ¨ ` 1{Nd ď p1 ` C4{Nq, segue que

γ

n

Nÿ

l“1

lrdl ď dγ

pd ` rq

ˆ
1 ` C4

N

˙
pN ` 1qr ` C3

ˆ
1 ` C4

N

˙
pN ` 1qθ`r`1´d

ď dγ

pd ` rqpN ` 1qr ` C5

ˆ
1 ` 1

N

˙r

N r´1 ` C6pN ` 1qθ`r`1´d

ď dγ

pd ` rqpN ` 1qr ` C7,
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se 0 ď r ď d ´ θ ´ 1. Para d ě 4 podemos tomar θ “ d ´ 2 e assim 0 ă r ď 1. Para d “ 2

tomamos θ “ 132{208 e temos que 0 ă r ď 1 ´ 132{208 “ 76{208. Para d “ 3 tomando

θ “ 21{16 obtemos 0 ă r ď 2 ´ 21{16 “ 11{16.

Agora

pN ` 1qr “ N r

ˆ
1 ` 1

N

˙r

“ N r

„
1 ` r

N

ˆ
1 ` pr ´ 1q

2
1
N

` pr ´ 1qpr ´ 2q
3!

1
N2

` ¨ ¨ ¨
˙

“ N r ` rN r´1SN ď N r ` CrN
r´1 ď N r ` C8,

já que 0 ă r ď 1. Assim

γ

n

Nÿ

l“1

lrdl ď dγ

d ` r
pN r ` C8q ` C7 “ dγ

d ` r
N r ` C9. (6.18)

Segue também da Proposição 1.4.6 que

k

n
ď dΓpd{2qk

21´dπd{2Nd
. (6.19)

Então de (6.18) e (6.19),

AN,k ě ´dΓpd{2qpln 2qk
21´dπd{2

N´d ´ dγ

d ` r
N r ´ C9. (6.20)

Seja agora

gpxq “ ´dΓpd{2qpln 2qk
21´dπd{2

x´d ´ dγ

d ` r
xr ´ C9.

Verificamos que a função g atinge o seu máximo absoluto em

xk “
ˆpd ` rqdΓpd{2qpln 2q

21´drγπd{2

˙1{pd`rq

k1{pd`rq.

De forma análoga ao que foi feito na Observação 6.2.1, podemos constatar que existe uma

constante C10 tal que

gpxq ´ C10 ď gpx ` tq ď gpxq, x ě xk, 0 ď t ď 1

e assim

gpxkq ´ C10 ď sup
N

gpN ` 1q ď gpxkq.

Portanto, segue de (6.20) que

sup
N

AN,k ě sup
N

gpN ` 1q ě gpxkq ´ C10.
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Mas

gpxkq “ kr{pd`rq

„
´dΓpd{2qpln 2q

21´dπd{2

ˆpd ` rqdΓpd{2qpln 2q
21´drγπd{2

˙´d{pd`rq

´ kr{pd`rq

„
dγ

d ` r

ˆpd ` rqdΓpd{2qpln 2q
21´drγπd{2

˙r{pd`rq
´C9

“
ˆpd ` rqdΓpd{2qpln 2q

21´drγπd{2

˙r{pd`rq

kr{pd`rq

„
´ rγ

d ` r
´ dγ

d ` r


´C9

“ ´γd{pd`rq

ˆpd ` rq2d´1dΓpd{2qpln 2q
rπd{2

˙r{pd`rq

kr{pd`rq ´ C9

“ ´Ckr{pd`rq ´ C9,

e assim

sup
N

AN,k ě ´Ckr{pd`rq ´ C11.

Segue então de (6.17) que

ekpΛp2qUp, L
qq " e´Ckr{pd`rq

Vn.

Da Observação 6.2.1, temos N — k1{pd`rq e assim n — Nd — kd{pd`rq, de onde log2 n — log2 k

e portanto

ekpΛp2qUp, L
qq " e´Ckr{pd`rq

Vk.

Teorema 6.2.3. Seja Λp2q o operador considerado no teorema anterior e 0 ă r ď 1 se

d ě 4, 0 ă r ď 76{208 se d “ 2 e 0 ă r ď 11{16 se d “ 3. Então para todo k P N,

ekpΛp2qUp, L
qq ! e´Ckr{pd`rq

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 1 ď q ă 8,

plog2 kq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8,

onde C é a constante no enunciado do Teorema 6.2.2.

Demonstração. Como na demonstração do Teorema 6.2.2, vamos tomar θ “ 132{208 se

d “ 2, θ “ 21{16 se d “ 3 e θ “ d ´ 2 se d ě 4. Desta forma teremos 0 ă r ď d ´ θ ´ 1.

Usando (4.43) e (4.44), obtemos que θNk,Nk`1
ď C12δ1kNd´r e assim para 1 ď k ď M , da

Observação 3.2.2 e do fato de que n — Nd, segue que

log2 θNk,Nk`1
ď log2 C1 ` δ1k ` pd ´ rq log2 N

ď log2 C1 ` C2δ
1 log2 θN1,N2

` pd ´ rq log2 N

ď log2 C1 ` C3pd ´ rq log2 N ` pd ´ rq log2 N

ď C4 log2 N ď C5 log2 n.

Logo

sup
1ďkďM

plog2 θNk,Nk`1
q1{2 ď C6plog2 nq1{2. (6.21)
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Para 2 ď q ď 8, obtemos de (5.9)

χk “ 3 sup
ně1

ˆ
2´k`1VolnpBn

p2qq
VolnpBn

pqqq
Nź

j“1

|λpjq|dj

˙1{n

ď 3C sup
ně1

p2´k`1q1{n

ˆ Nź

j“1

|λpjq|dj

˙1{n
#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,

ď C7 sup
ně1

2´k{n

ˆ Nź

j“1

|λpjq|dj

˙1{n
#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,

“ C7 sup
ně1

peln 2q´k{ne´γ{n
řN

j“1
jrdj

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,

“ C7 sup
N

e´
`

k ln 2`γ
řN

j“1
jrdj

˘
{n

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8,

“ C7 sup
N

eAN,k

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.

Usando (5.9), de modo análogo, podemos mostrar que

χk ě C8 sup
N

eAN,k ,

e assim

esupN AN,k ! χk ! esupN AN,k

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 nq1{2, q “ 8.
(6.22)

Pela Proposição 1.4.6, temos dl ě p21´dπd{2{Γpd{2qqld´1 ´ Clθ. Tomando

fpxq “ 21´dπd{2

Γpd{2q x
d`r´1 ´ Cxθ`r,

obtemos

Nÿ

l“1

lrdl ě
Nÿ

l“1

ˆ
21´dπd{2

Γpd{2q l
d`r´1 ´ Clθ`r

˙
“

Nÿ

l“1

fplq

ě
ż N

0

fpxqdx “ 21´dπd{2

Γpd{2qpd ` rqN
d`r ´ C

θ ` r ` 1
N θ`r`1. (6.23)

Da Proposição 1.4.6, temos que 1{n ě 1{pFNdq´C{pF 2Nd`1q, onde F “ 21´dπd{2{pdΓpd{2qq,
e assim

k

n
ě k

FNd
´ Ck

F 2Nd`1
.

Pela Observação 6.2.1, temos que supN AN,k é atingido quando N verifica N — k1{pd`rq e

portanto existe uma constante absoluta C9 satisfazendo

k

n
ě k

FNd
´ C9k

pr´1q{pd`rq
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e como 0 ă r ď 1, vem que

k

n
ě k

FNd
´ C9 “ dΓpd{2qk

21´dπd{2
N´d ´ C9. (6.24)

Usando mais uma vez que 1{n ě 1{pFNdq ´ C{pF 2Nd`1q e (6.23), segue que

γ

n

Nÿ

l“1

lrdl ě
ˆ

γ

FNd
´ Cγ

F 2Nd`1

˙ˆ
21´dπd{2

pd ` rqΓpd{2qN
d`r ´ C

θ ` r ` 1
N θ`r`1

˙

“ 21´dπd{2γ

F pd ` rqΓpd{2qN
r ´ 21´dπd{2γC

F 2pd ` rqΓpd{2qN
r´1

´ γC

F pθ ` r ` 1qN
θ`r`1´d ` γCC

F 2pθ ` r ` 1qN
θ`r´d

ě 21´dπd{2γ

F pd ` rqΓpd{2qN
r ´ C10

“ dγ

d ` r
N r ´ C10, (6.25)

pois 0 ă r ď d ´ 1 ´ θ. Assim, de (6.24) e (6.25) segue que

AN,k “ ´k

n
ln 2 ´ γ

n

Nÿ

l“1

lrdl ď ´dΓpd{2qpln 2qk
21´dπd{2

N´d ´ dγ

d ` r
N r ` C11. (6.26)

Seja

g1pxq “ ´dΓpd{2qpln 2qk
21´dπd{2

x´d ´ dγ

d ` r
xr ` C11.

Podemos verificar facilmente que o valor máximo absoluto da função g1 é atingido em

xk “
ˆpd ` rqdΓpd{2qpln 2q

21´drγπd{2

˙1{pd`rq

k1{pd`rq

e assim

sup
N

AN,k ď sup
N

g1pNq ď g1pxkq

“
ˆpd ` rqdΓpd{2qpln 2q

21´drγπd{2

˙r{pd`rq

kr{pd`rq

„
´ γr

d ` r
´ dγ

d ` r


`C11

“ ´γd{pd`rq

ˆpd ` rq2d´1dΓpd{2qpln 2q
rπd{2

˙r{pd`rq

kr{pd`rq ` C11

“ ´Ckr{pd`rq ` C11.

Segue então de (6.22) que

χk !
#
e´Ckr{pd`rq

q1{2, 2 ď q ă 8,

esupN AN,kplog2 nq1{2, q “ 8.
(6.27)

Quando q “ 8, usando (6.26) e que n — Nd, obtemos

χk ! esupN AN,kplog2 nq1{2 “ sup
N

eAN,k`1{2 lnplog2 Nq

ď sup
N

e
´ dΓpd{2qpln 2qk

21´dπd{2
N´d´ dγ

d`r
Nr` 1

2
lnplog2 Nq`C11 .



Capítulo 6. Números de entropia de operadores específicos 122

Consideremos a função g2 dada por

g2pxq “ ´dΓpd{2qpln 2qk
21´dπd{2

x´d ´ dγ

d ` r
xr ` 1

2
lnplog2 xq ` C11.

De modo análogo ao que foi feito no Lema 6.1.1, a função g2 atinge o seu valor máximo

absoluto em um ponto xk tal que C1xk ď xk ď C2xk, de onde supN g2pNq é obtido quando

N — xk — xk — k1{pd`rq. Portanto, para q “ 8, temos

χk ! sup
n
eAN,kplog2 Nq1{2 ! sup

N

eAN,kplog2 k
1{pd`rqq1{2

! sup
N

eAN,kplog2 kq1{2 “ esupN AN,kplog2 kq1{2

ď e´Ckr{pd`rq`C11plog2 kq1{2 ! e´Ckr{pd`rqplog2 kq1{2,

e por (6.27) segue que

χk ! e´Ckr{pd`rq

#
q1{2, 2 ď q ă 8,

plog2 kq1{2, q “ 8.
(6.28)

Vimos na demonstração do Teorema 4.2.4 que Λp2q P Kǫ,2 para algum ǫ ą 0. Assim

aplicando o Teorema 5.2.3, obtemos

eηpΛp2qUp, L
qq ! χk ` |λpNq|

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 2 ď q ă 8,

sup1ďjďM plog2 θNj ,Nj`1
q1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8,

` |λpNq|
8ÿ

j“M`1

2´jθ
1{2´1{q
Nj ,Nj`1

.

Também vimos na demonstração do Teorema 4.2.4 que

8ÿ

k“M`1

2´kθ
1{p´1{q
Nk,Nk`1

! 1 (6.29)

e que log2 θNj ,Nj`1
! log2 n. Como log2 n — log2 N

d — log2 k
d{pd`rq — log2 k, então

eηpΛp2qUp, L
qq ! χk ` λpNq

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 2 ď q ă 8,

plog2 kq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8.

No Teorema 5.2.3, k e N são considerados independientes. Assim, fixado um inteiro k,

tomamos N como sendo o único inteiro tal que
ˆ

C

γ

˙1{r

k1{pd`rq ď N ă
ˆ

C

γ

˙1{r

k1{pd`rq ` 1.

Então temos que

λpNq “ e´γNr ď e´Ckr{pd`rq

,

e logo por (6.28) e pela estimativa acima, segue que

eηpΛp2qUp, L
qq ! e´Ckr{pd`rq

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 2 ď q ă 8,

plog2 kq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8.
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Considerando o resultado do Teorema 5.2.3 para 1 ď q ă 2, obtemos

eηpΛp2qUp, L
qq ! e´Ckr{pd`rq

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 1 ď q ă 8,

plog2 kq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8.
(6.30)

Da Observação 3.2.2, de (3.14), (4.43) e de N — k1{pd`rq, segue que

η “ k `
Mÿ

j“1

mj ď k `
Mÿ

j“1

2´ǫjθN1,N2
ď k ` C12θN1,N2

ď k ` C13N
d´r ď k ` C14k

pd´rq{pd`rq,

e assim, da Proposição 1.8.2 e de (6.30), obtemos

erk`C14kpd´rq{pd`rqspΛp2qUp, L
qq ! e´Ckr{pd`rq

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 1 ď q ă 8,

plog2 kq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8.
(6.31)

Seja ξk “ k ` C14k
pd´rq{pd`rq. Então

Cp´kr{pd`rq ` ξ
r{pd`rq
k q “ Cp´kr{pd`rq ` kr{pd`rqp1 ` C14k

´2r{pd`rqqr{pd`rqq
“ Ckr{pd`rqp´1 ` p1 ` C14k

´2r{pd`rqqr{pd`rqq

“ Ckr{pd`rq

ˆ
rC14

d ` r
k´2r{pd`rq ´ rdC2

14

2pd ` rq2
k´4r{pd`rq ` ¨ ¨ ¨

˙

“ C

ˆ
rC14

d ` r
k´r{pd`rq ´ rdC2

14

2pd ` rq2
k´3r{pd`rq ` ¨ ¨ ¨

˙

ď C15

portanto

´Ckr{pd`rq ď C15 ´ Cξr{pd`rq
k ,

e logo

e´Ckr{pd`rq ď eC15e´Cξ
r{pd`rq
k ! e´Cξ

r{pd`rq
k .

Segue então de (6.31)

erξkspΛp2qUp, L
qq ! e´Cξ

r{pd`rq
k

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 1 ď q ă 8,

plog2 kq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8.
(6.32)

Agora temos que

ξ
r{pd`rq
k “ kr{pd`rqp1 ` C14k

´2r{pd`rqqr{pd`rq

“ kr{pd`rq

ˆ
1 ` rC14

d ` r
k´2r{pd`rq ´ rdC2

14

2pd ` rq2
k´4r{pd`rq ` ¨ ¨ ¨

˙

e como consequência

ξ
r{pd`rq
k ě kr{pd`rq

ˆ
1 ` rC14

d ` r
k´2r{pd`rq ´ rdC2

14

2pd ` rq2
k´4r{pd`rq ` ¨ ¨ ¨

˙
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e

ξ
r{pd`rq
k`1 ď pk ` 1qr{pd`rq

ˆ
1 ` rC14

d ` r
pk ´ 1q´2r{pd`rq

˙
.

Verificamos facilmente que 0 ă pk ` 1qr{pd`rq ´ kr{pd`rq ď r{pd ` rq, assim

0 ď ξ
r{pd`rq
k`1 ´ ξ

r{pd`rq
k

ď pk ` 1qr{pd`rq ´ kr{pd`rq ` C16 ď r

d ` r
` C16 “ C17

e portanto

1 ď e´Cξ
r{pd`rq
k

e´Cξ
r{pd`rq
k`1

ď C18. (6.33)

Seja agora l um inteiro satisfazendo rξks ď l ď rξk`1s. Pela Proposição 1.8.2, (6.32) e (6.33)

temos

elpΛp2qUp, L
qq ď erξkspΛp2qUp, L

qq

! e´Cξ
r{pd`rq
k

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 1 ď q ă 8,

plog2 kq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8.

! e´Cξ
r{pd`rq
k`1

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 1 ď q ă 8,

plog2 ξkq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8.

ď e´Clr{pd`rq

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 1 ď q ă 8,

plog2pl ` 1qq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8.

ď e´Clr{pd`rq

#
q1{2, 2 ď p ď 8, 1 ď q ă 8,

plog2 lq1{2, 2 ď p ď 8, q “ 8,

concluindo a demonstração.

Observação 6.2.4. Fazendo simples adaptações nas demonstrações dos Teoremas 6.2.2

e 6.2.3, podemos mostrar que os resultados desses teoremas permanecem válidos quando

trocarmos o operador Λp2q pelo operador Λp2q
˚ e a constante C pela constante

C˚ “ γd{pd`rq

ˆpd ` rqpln 2q
r

˙r{pd`rq

.

Observação 6.2.5. Todos os resultados desta seção são válidos, em particular, para o

sistema de funções múltiplas de Walsh sobre Id ou para o sistema de Walsh sobre Slˆ¨ ¨ ¨ˆSl.

Observação 6.2.6. Os resultados da Seção 6.1, para o sistema trigonométrico sobre o toro

Td, permanecem válidos exatemente como estão enunciados. Os da Seção 6.2, permanecem

válidos trocando as constantes C e C˚ pela constantes (ver Observação 4.2.7)

C “ γd{pd`rq

ˆpd ` rqdΓpd{2qpln 2q
2rπd{2

˙r{pd`rq

, C˚ “ γd{pd`rq

ˆpd ` rqpln 2q
r2d

˙r{pd`rq

.
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7 Conclusões

Finalmente, vamos apresentar os resultados onde as estimativas são obtidas

assintoticamente exatas em termos de ordem.

Sejam Λp1q, Λp1q
˚ , Λp2q, Λp2q

˚ os operadores multiplicadores definidos nas intro-

duções dos Capítulos 4 e 6. Consideremos esses operadores definidos para um sistema

ortonormal completo abstrato tφmumPNd
0

como na Seção 2.2 do Capítulo 2. Em particular,

esse pode ser o sistema de Walsh sobre r0, 1qd estudado no Capítulo 1, o sistema de Walsh

sobre um produto Sl ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sl de d esferas l-dimensionais (ver Observação 3.2.7).

7.1 Estimativas assintoticamente exatas para operadores de pri-

meiro e segundo tipo

Os resultados abaixo são verdadeiros para todas as situações descritas acima,

para n-larguras de Kolmogorov, quando γ, ξ, r P R, γ ą 0, ξ ě 0, 0 ă r ď 1, e para

números de entropia quando γ, ξ, r P R, γ ą 0, ξ ą 0 e 0 ă r ď 1 se d ě 4, 0 ă r ď 76{208

se d “ 2 e 0 ă r ă 11{16 se d “ 3.

Corolário 7.1.1. Para p, q P R, 2 ď p, q ă 8, e todo k P N temos,

dkpΛp1qUp, L
qq — dkpΛp1q

˚ Up, L
qq — k´γ{dplog2 kq´ξ, γ ą d{2,

dkpΛp2qUp, L
qq — e´Rkr{d

e

dkpΛp2q
˚ Up, L

qq — e´R˚kr{d

,

onde

R “ γ

ˆ
d2d´1Γpd{2q

πd{2

˙r{d

e R˚ “ γ.

Corolário 7.1.2. Para p, q P R, 2 ď p, q ă 8, e todo k P N temos,

ekpΛp1qUp, L
qq — ekpΛp1q

˚ Up, L
qq — k´γ{dplog2 kq´ξ, γ ą d{2,

ekpΛp2qUp, L
qq — e´Ckr{pd`rq

e

ekpΛp2q
˚ Up, L

qq — e´C˚kr{pd`rq

,

onde

C “ γd{pd`rq

ˆpd ` rq2d´1dΓpd{2qpln 2q
rπd{2

˙r{pd`rq

e C˚ “ γd{pd`rq

ˆpd ` rqpln 2q
r

˙r{pd`rq

.
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Corolário 7.1.3. Se é considerado o sistema trigonométrico sobre o toro Td (ver Obser-

vação 3.2.8), então para p, q P R, 2 ď p, q ă 8, e todo k P N temos,

dkpΛp1qUp, L
qq — dkpΛp1q

˚ Up, L
qq — k´γ{dplog2 kq´ξ, γ ą d{2,

dkpΛp2qUp, L
qq — e´Rkr{d

e

dkpΛp2q
˚ Up, L

qq — e´R˚kr{d

,

onde

R “ γ

ˆ
dΓpd{2q

2πd{2

˙r{d

e R˚ “ γ2´r.

Corolário 7.1.4. Se é considerado o sistema trigonométrico sobre o toro Td (ver Obser-

vação 3.2.8), então para p, q P R, 2 ď p, q ă 8, e todo k P N temos,

ekpΛp1qUp, L
qq — ekpΛp1q

˚ Up, L
qq — k´γ{dplog2 kq´ξ, γ ą d{2,

ekpΛp2qUp, L
qq — e´Ckr{pd`rq

e

ekpΛp2q
˚ Up, L

qq — e´C˚kr{pd`rq

,

onde

C “ γd{pd`rq

ˆpd ` rqdΓpd{2qpln 2q
2rπd{2

˙r{pd`rq

e C˚ “ γd{pd`rq

ˆpd ` rqpln 2q
r2d

˙r{pd`rq

.
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