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Resumo

As séries de Walsh formam um sistema ortonormal completo de L?[0,1) que pode ser
aplicado em diferentes situagoes, tais como: transmissao de dados, filtracao, enriquecimento

de imagem, andlise de sinais e reconhecimento de padrao.

A teoria das n-larguras foi introduzida por Kolmogorov na década de 1930 e a teoria dos
nimeros de entropia foi introduzida e estudada por Pietsch em [36]. Desde entdo, muitos
trabalhos tém visado obter estimativas assintoticas para n-larguras e niimeros de entropia
de diferentes classes de conjuntos. Neste trabalho usamos estimativas para médias de Levy
para estudar n-larguras e ntimeros de entropia de operadores multiplicadores de séries
multiplas de Walsh limitados de L em L4, 1 < p,q < . Na primeira parte, estudamos
estimativas inferiores e superiores para n-larguras e nimeros de entropia de operadores
multiplicadores gerais. Na segunda parte, aplicamos estes resultados para operadores
multiplicadores especificos, associados a conjuntos de fungoes finitamente e infinitamente
diferencidveis no sentido diddico sobre I¢ I = [0,1). Em particular, demonstramos que as

estimativas estudadas sao exatas em termos de ordem em diversas situacoes.

Palavras-chave: Operadores multiplicadores, séries multiplas de Walsh, n-larguras, nu-

meros de entropia, teoria da aproximacao.



Abstract

The Walsh functions form a complete orthonormal system of L?[0,1) that can be applied
in different situations, such as: data transmission, filtering, image enhancement, signal

analysis and pattern recognition.

The theory of n-widths was introduced by Kolmogorov in the 1930s and the theory of
entropy numbers was introduced and studied by Pietsch in [36]. Since then, many works
aim to find estimates for n-widths and entropy numbers of different classes of sets. In this
work we study n-widths and entropy numbers of bounded multiplier operators of multiple
Walsh series from LP to L9, 1 < p,q < . In the first part, upper and lower bounds are
studied for n-widths and entropy numbers of general multiplier operators. In the second
part, we apply these results to specific multiplier operators, associated with sets of finitely
and infinitely differentiable functions, in the dyadic sense, on I¢, I = [0, 1). In particular,

we show that, the estimates have order sharp in various situations.

Keywords: Multipliers operators, multiple Walsh series, n-widths, entropy numbers,

approximation theory.
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Introducao

As fungoes de Walsh estao definidas no intervalo unitario [0,1) e elas formam
um sistema ortonormal completo em L?[0,1) (ver [34, 42]). Este sistema pode ser aplicado
em diferentes situagoes, tais como: transmissao de dados, filtracdo, enriquecimento de
imagem, analise de sinais e reconhecimento de padrao. As func¢oes de Walsh sao faceis
para implementar em computadores de alta velocidade e podem ser usadas com pouco
espago de armazenagem. Isto é devido em parte ao fato que as fungdes de Walsh assumem

somente os valores +1 e —1 (ver [1]).

O sistema de Walsh é também interessante do ponto de vista tedrico. Primeiro,
é o sistema nao trivial mais simples em andlise harmoénica, mas compartilha muitas
propriedades com o sistema trigonométrico. Segundo, tem sido usado para resolver alguns
problemas fundamentais em andlise, como por exemplo o problema da base (ver [42]).
Terceiro, esse sistema tem tido um papel importante no desenvolvimento de outras areas da
mateméatica. Por exemplo, o teorema fundamental da teoria dos martingais (desigualdades
LP para a fungdo quadratica) foi demonstrado primeiramente por Paley [34] para o sistema
de Walsh. Os espagos de Banach com a propriedade UMD, (ver [50]), foram caracterizados
através da convergéncia das séries de Walsh. Foi demonstrado em [50] que um espago de
Banach X tem a propriedade UMD se e somente se as séries de Walsh-Fourier de fungoes

[ € L%[0,1) convergem em L% para algum 1 < p < o0.

A teoria unidimensional das fung¢oes de Walsh nao tem sido suficiente, em
consequéncia a analise multidimensional de Walsh, pelo menos para o caso bidimensional,
tem sido desenvolvida. Na andlise de Fourier, varios problemas sao estudados ou métodos
sao desenvolvidos, primeiro no caso trigonométrico e depois no caso de Walsh, mas isso foi
invertido em alguns casos, ver por exemplo [31, 32], [44, 45|, [30, 49]. Vérios trabalhos que
envolvem séries multiplas de Walsh, foram primeiramente estudados para séries multiplas

trigonométricas, ver por exemplo [16, 13, 15, 12, 39, 40, 53].

A teoria de n-larguras foi introduzida na década de 1930 pelo matematico russo
Andrey Nikolaevich Kolmogorov. Até 1960, apenas dois artigos haviam sido publicados
na direcao da pesquisa abordada neste trabalho, de autoria de Rudin e Stechkin. Apéds
1960 houve um aumento significativo de interesse na area. Destacamos a seguir alguns
matematicos importantes que trabalharam ou trabalham com n-larguras: Chui, Micchelli,

Pinkus, Dyn, Tichomirov, DeVore, Triebel, Wozniakowski, Traub, Kashin, dentre outros.

Os estudos sobre estimativas assintoticas para as n-larguras de Kolmogorov
das classes de Sobolev no circulo foram realizados por varios matematicos importantes,
como Rudin, Stechkin, Gluskin, Ismagilov, Maiorov, Makovoz e Scholz em [14, 19, 26, 27,



Introducao 17

41, 43, 48], eles foram iniciados por Kolmogorov [22] em 1936 e completados por Kashin
[20, 21] em 1977. Diversas técnicas foram aplicadas nesses diferentes casos, dentre os
quais destacamos uma técnica de discretizacao devido a Maiorov e o Teorema de Borsuk.
Observando a evolugao historica do estudo de n-larguras, é possivel notar que tem sido uma
pratica comum usar diferentes técnicas em demostracoes de limites inferiores e superiores
e em estimativas para classes de fungoes finitamente e infinitamente diferenciaveis (ver,
por exemplo [37]). Um dos objetivos deste trabalho ¢ dar um tratamento unificado no
estudo de n-larguras de conjuntos de fungoes determinados por operadores multiplicadores

de séries miltiplas de Walsh.

Os ntimeros de entropia estao intimamente relacionados ao conceito de entropia
métrica desenvolvido por Kolmogorov por volta de 1930. A teoria dos niimeros de entropia
e seu estudo sistematico foi introduzido por Pietsch em [36]. O estudo dos operadores
lineares limitados entre espacgos de Banach é uma parte classica da analise funcional e de
particular interesse sao os operadores compactos. Em geral, a medida de um operador
linear limitado compacto pode ser dada por sua sequéncia de ntmeros de entropia. De
fato, é verdade que um operador entre espagos de Banach é compacto se e somente se a

sequéncia de seus nimeros de entropia convergir para 0.

Em grande parte, muito do desenvolvimento posterior da teoria de entropia
foi proporcionado pela mudanca de contexto, de espacos métricos para espagos vetoriais
normados, espagos quase-Banach e de Banach, o que deu um novo impulso a teoria, tanto
abstratamente, quanto no nivel de aplicagcoes. Em particular, os trabalhos de Pietsch
promoveram o desenvolvimento dos niimeros de entropia, ao passo que Triebel e outros

estudaram exaustivamente os nimeros de entropia de mergulhos entre espacos de Sobolev.

Os numeros de entropia tém muitas aplicacoes na teoria de espagos de fungoes
e teoria espectral [10], processamento de sinais e imagens [7, 9], teoria da probabilidade
[52], entre outros. Em [2] foram obtidas estimativas para os nimeros de entropia da classe
de Sobolev no toro. A maioria dos trabalhos recentes que envolvem ntimeros de entropia

visam obter estimativas superiores e inferiores para tais niimeros.

Iniciamos o Capitulo 1 apresentando conceitos basicos referentes a teoria da
medida, as fungdes de Walsh sobre I = [0, 1) e ao conceito de derivada de uma fungdo no
sentido diadico, juntamente com algumas de suas propriedades. Introduzimos as fungoes
de Walsh sobre I? e apresentamos a definicdo de derivada parcial diddica de uma funcéo
definida em I?. Em seguida, introduzimos os conceitos bésicos referentes as n-larguras
de Kolmogorov, Gel’fand e de Bernstein, enunciando as principais propriedades de tais
n-larguras. Finalmente, expomos o conceito de niimeros de entropia e suas principais
propriedades. A maioria das demonstragdes dos resultados abordados neste capitulo foram
omitidas por se encontrarem em [1, 4, 5, 11, 28, 29, 34, 35, 37, 42, 46, 53].

Seja (€2, A, 1) um espago de probabilidade e {¢, }men, um conjunto ortonormal
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completo de fungoes reais de L(12, A, p), tal que existem constantes ki, ko € R, 0 < k1 < ko,
verificando k1 < ||, < ko, para todo m € Ny = {0,1,2,...}. A partir do conjunto
{&m }men,, construimos, na Se¢do 2.1, um conjunto ortornomal de fungdes reais {@m mend
de L2(Q%, A% pu?). Utilizamos esta construcdo para definir as funcdes de Walsh sobre
[0,1)¢, d e N, d > 2, e sobre um produto finito de esferas I-dimensionais. Na Secao 2.2
consideramos normas especiais sobre R” introduzidas a partir de operadores multiplicadores
de séries multiplas associados a um sistema ortonormal completo abstrato, de fungoes
reais, uniformemente limitado sobre L*(Q%, A%, u?). Feito isso, demonstramos o Teorema
2.2.13, que nos fornece estimativas inferiores e superiores para médias de Levy dessas
normas. As referéncias relacionadas ou utilizadas de alguma forma neste capitulo foram
[11, 23, 24, 25, 36, 46, 51].

No Capitulo 3 usamos o Teorema 2.2.13 como principal ferramenta na demons-
tracao dos Teoremas 3.1.5 e 3.2.1, os quais nos fornecem estimativas inferiores e superiores
para n-larguras de operadores multiplicadores de séries multiplas, associados ao sistema
ortonormal completo estudado no capitulo anterior e limitados de LP(Q%) em L7(Q9),
1 < p,q < 0. As referéncias relacionadas ou utilizadas de alguma forma neste capitulo
foram [23, 24, 33, 46, 51].

No Capitulo 4, aplicando as estimativas gerais obtidas no capitulo anterior,

estudamos estimativas para n-larguras de Kolmogorov de conjuntos de funcdes sobre Q.
. 1 ,
Sejam AD = {Nchera, M = A(K]) e AL = {\heaws, A = A(Kl,), onde || é a norma
euclidiana e |-|, ¢ a norma do mdximo sobre R? e onde a fungao A : [0,0) — R ¢é definida
por A(t) =t 7(logyt) S, t>1,eAt)=0para0 <t <1, comy,EeR, v>d/2 =0,
. 2 <

e sejam A® = {Neheans, A = A(K) e AP = {Mfhene, A = A(Kl,), onde a fungo
A [0,00) — R é definida por A(t) = e, com v > 0, r > 0. Estudamos estimativas
superiores e inferiores para as n-larguras dos operadores multiplicadores associados a
essas sequéncias. Varias das estimativas obtidas sao assintoticamente exatas em termos de

ordem.

No caso em que o sistema ortonormal considerado é o sistema de Walsh sobre
14, demonstramos que os conjuntos AVU,, AS)UP sao conjuntos de fungdes finitamente
diferenciaveis e A(2)Up, Af)Up sao conjuntos de fungoes infinitamente diferenciavies, no
sentido diddico. Com analogia com o caso classico, podemos dizer que se £ = 0, A(l)Up e

AS})UP sao classes de tipo Sobolev.

Iniciamos o Capitulo 5 usando o Teorema 2.2.13 como principal ferramenta na
demonstragao dos Teoremas 5.1.4 e 5.2.3, os quais nos fornecem estimativas inferiores e
superiores para numeros de entropia de operadores multiplicadores de séries multiplas.
Referéncias importantes e utilizadas de alguma forma neste capitulo foram [24, 33, 36, 38,
46, 47].

No Capitulo 6, aplicamos os resultados do capitulo precedente na obtenc¢ao
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de estimativas para nimeros de entropia de conjuntos de funcoes sobre ¢, associados
aos operadores multiplicadores especificos A, Agkl), A® ¢ AP estudados no Capitulo 4.

Varias das estimativas obtidas sdo assintoticamente exatas em termos de ordem.

Os resultados obtidos nesta tese generalizam os estudos realizados para o
sistema trigonométrico sobre o toro realizados em [23] e [47] (ver Observagoes 1.4.8, 3.2.8,
4.2.7, 6.2.6) e permanecem validos para o sistema ortonormal completo das funcoes de
Walsh definidas sobre um produto de d-esferas S' x --- x St (ver Observacao 3.2.7).

Acreditamos que os resultados demonstrados neste trabalho, a partir do Capitulo
2, sejam novos. Os resultados obtidos neste trabalho para n-larguras de operadores

multiplicadores de séries multiplas se encontram publicados em [8].
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1 Preliminares

Neste capitulo estudamos alguns conceitos preliminares e alguns resultados
basicos sobre espagos LP, séries de Walsh, operadores multiplicadores, derivada diadica
e n-larguras. Inicialmente com ajuda de [11, 28] fazemos uma exposicao resumida dos
espacos LP e martingais. Num segundo momento, expomos o conceito de séries de Walsh e
seus principais teoremas de convergéncia. Os resultados desta se¢ao foram estudados em
[1, 29, 34, 42, 35]. Num terceiro momento, introduzimos a defini¢do de derivada de uma
funcao no sentido diadico e alguns resultados importantes, as referéncias importantes e
utilizadas de alguma forma nesta se¢ao foram [4, 5, 53]. Num quarto momento, tratamos o
conceito de n-largura, abordando os diferentes tipos existentes, suas principais propriedades,
bem como as relagoes existentes entre elas. Finalmente, expomos o conceito de niimeros de
entropia e suas principais propriedades. As referéncias relacionadas ou utilizadas de alguma
forma nestas ultimas segoes foram [37, 46]. As demonstragoes dos resultados abordados

neste capitulo serao na sua totalidade omitidas por se encontrarem nas referéncias.

1.1 Conceitos basicos

Notacao 1.1.1. Para a,b e R, denotamos
a v b=max{a,b}, a A b=min{a,b}.

Notagao 1.1.2. Sejam N = {1,2,3,...}, Ng =Nu{0},Z={...,-1,0,1,...} eI =[0,1).
Para um conjunto qualquer E, denotamos E¢ == E x E x --- x E (d-vezes); assim,
Nd=NyxNyx-xNyell=IxIx--x1=][0,1)x][0,1)x---x[0,1).

Definigao 1.1.3. Seja (X, M, ) um espago de medida, ou seja, X € um conjunto nao
vazio, M € uma o-dlgebra de subconjuntos de X e p : M — [0,00) uma medida. Se
1 < p < o, denotamos por LP(X, M, u) o espago vetorial de todas as fung¢ies mensurdveis
f: X — C tais que

171, = 1/l zo e, = ( [ s du(w))l/p< .

Seja LP(X, M, 1) o espago vetorial de todas as fungoes mensuravéis f : X — C que sdo
limitadas quase sempre, ou seja, existe C' > 0 tal que |f(x)| < C quase sempre. Para cada
feLP(X, M, pu), definimos

1£le = 1l gy = If{B=0: | f(z)] < B p-qtp. } < 0.
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Observacao 1.1.4. As sequintes propriedades sao satisfeitas para f,g € LP(X, M, ),
l<p<welelR:

(@) [fl, = 0;

(b) Hpr =0 se e s6 se f(x) =0 quase sempre;
() IAfl, = AT,

(@) If+gl, < 11, + gl

Estas propriedades mostram que a fungdo |-|, é uma seminorma em LP(X, M, pn). Para
obter uma norma, utilizamos uma relagio de equivaléncia em LP(X, M, ) da sequinte
maneira: dadas f,g € LP(X, M, 1), definimos f ~ g se f =g p-q.t.p.. E claro que esta é
uma relagao de equivaléncia em LP(X, M, ). Seja LP(X, M, 1) (ou LP(X)) o conjunto de
todas as classes de equivaléncia com respeito a essa relagao. Dadas [f],[g] € LP(X, M, )
e A€ R, definimos
L1+ 1g) =1f +9l.  ALflI=[A]].

E fécil verificar que estas operagdes estao bem definidas, e que LP(X, M, 1) com estas
operagdes, ¢ um espago vetorial. Se definimos [[f]|, = |f|, para cada [f] € LP(X, M, p),

podemos verificar facilmente que a fungdo ||, estd bem definida e é uma norma em
LP(X, M, ).

Observagao 1.1.5. Os espacos LP(X), para 1 < p < 0, sao espagos de Banach, isto
€, espagos vetoriais normados completos com norma |-|,. O espago L*(X) é um espago
de Hilbert (isto é, € um espago vetorial com produto interno e completo) onde o produto
interno de f,g € L*(X) € dado por { fgdpu.

Notacdo 1.1.6. Denotaremos por B a o-dlgebra de Borel sobre I¢, v a medida de Lebesgue
sobre B e denotaremos LP = LP(I1%) = LP(I?,B,v), 1 <p < .

Vamos admitir conhecimento prévio por parte do leitor dos teoremas bésicos
de Teoria da Medida, tais como as desigualdades de Holder e de Minkowski, dentre outras.

Iremos enunciar o teorema que caracteriza os espagos duais dos espagos LP(X, M, ).

Teorema 1.1.7. (Teorema de representagao de Riesz, [11], p. 190) Seja (X, M, ) um es-
paco de medida pi-finita, e seja 1 < p < 0. Entdo o dual de LP(X, M, i) é isometricamente
isomorfo a LY (X, M, ), onde 1 <qg<oo, 1/p+1/q=1.

1.2 Martingais

Considere (2, A, ;1) um espago de probabilidade, isto é, um espago de medida
com p(Q) = 1. Sejam f e LY(Q, A, 1) e F uma sub-o-algebra de A. Como a funcio f néo
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é necessariamente J mensuravel, podemos indagar se é possivel encontrar uma func¢ao g,

F mensuravel, que satifaz
J gduzj fdu, AeF.
A A

Tomamos v(A) = §, fdu para cada A € F. Entao v e u|r sao medidas sobre (2, F) e v
é absolutamente continua com respeito a p|z, com u|r positiva e finita. A existéncia e

unicidade de g € LY(€, F, i) em q.t.p. segue do Teorema de Radon-Nikodym.
Definicao 1.2.1. Nas condigcoes acima, definimos a funcao g como sendo a esperanca

condicional de f com respeito a F e denotamos g = E| f|F].

Agora, consideremos {F, }.eny uma sequéncia nao decrescente de sub-o-algebras
)

de A.

Definigao 1.2.2. Consideramos uma sequéncia { f,}nen de fungoes em LY(Q, A, ). Se f,

¢ F, mensurdvel, a sequéncia de fungoes é dita adaptada d sequéncia {F,}nen.

Seja { fntnen adaptada. Nessas condigoes,

se fn = E|for1|Fnl, {falnen € dita um martingal,

se frn < Elfor1|Fnl, {fnlnen € dita um submartingal,

se fn = Elfor1lFul, {falnen € dita um supermartingal,

com respeito d {Fp}nen-
Definigao 1.2.3. Definimos Fy, como a o-dlgebra gerada pelo conjunto U,s1F,.

Observagdo 1.2.4. Se f € LY(Q, A, 1), entdo {fn}nen definida por f, = E[f|F.] é um
martingal. Dado um martingal, se existe uma funcao f que satisfaz a igualdade acima

para todo n, dizemos que o martingal € fechado por f.

Teorema 1.2.5. (de Convergéncia de Martingais) Sejam p € [1,0) e f e LP(Q, A, u). O
martingal { f,}nen fechado por f, isto €, f, = E[f|F,], converge em q.t.p. e em LP(Q), A, 1)
para fo = E[f|Fy].

1.3 Séries de Walsh

Nesta secao apresentaremos os conceitos de sistema de Rademacher, sistema

de Walsh, a expansao diadica, a soma diadica e suas propriedades, e as séries de Walsh.

Defini¢ao 1.3.1. Dado n € Ny, existe uma dnica sequéncia {ny}ren,, onde ny € {0,1}

00
k=0

para k € Ny, que satisfaz
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Chamamos seus elementos de coeficientes bindrios de n. Observamos que ny, = 0 exceto

para um numero finito de indices.

Definigao 1.3.2. Dados n,m € Ny e {ny}reny, {mk}ren, 08 coeficientes bindrios de n e

m, respectivamente, definimos a soma diddica de n e m por

0
nem = Z2k\nk—mkl.
k=0

Definicao 1.3.3. Denominamos por intervalos didadicos os conjuntos da forma

1+ 1
In,z‘: [2Zn722n> ,TLENO, O<Z<2n

SeneNy exel,;, entao denotaremos I,(x) = I,;.
Definig¢ao 1.3.4. O sistema de Rademacher {rp}neny, ™ : [0,1) — R, € dado por
ro(z) = (=1)", para cada x € I, 1,4, 0<i< 2"t

O sistema de Walsh (ou Walsh-Paley) {1 }nen, € definido por

[o's)
— Nk
¢n - Hrk )
k=0

onde ny sao os coeficientes bindrios de n. Observemos que o produto é finito pois ny = 0
para k suficientemente grande. Além disso, notamos que 1y = 1 por definicio e que o
produto de funcoes de Walsh é uma funcao de Walsh. Cada fungdo de Walsh é uma fungdo

simples mensurdvel e toma apenas os valores 1 e —1.
Observagao 1.3.5. Sen,m e Ny e x € [0,1), entdo ©pgm(z) = n()hn(x).
Defini¢ao 1.3.6. A topologia diddica é a topologia em [0,1) gerada pelos intervalos
didadicos.
Vamos considerar o espago de medida ([0, 1), B, A), onde B é a o-dlgebra de

Borel sobre [0,1) e A é a medida de Lebesgue sobre B.

Definigao 1.3.7. Dado x € [0,1), podemos escrever v = >, 227", onde x), € {0,1}. A

sequéncia {xy}ren € chamada de expansdio diddica de x.

Definigao 1.3.8. A soma diddica de dois nimeros x,y € [0,1) é definida em termos de

suas expansoes diddicas por

0¢]
$®y222_k’$k_yk|-

k=1

A distincia diddica d(x,y) = x @y, com z,y € [0,1), é uma métrica e ® é uma

operagio bindria em [0,1) que satisfaz x @ x = 0. Esta métrica gera a topologia diddica.
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Proposicao 1.3.9. (/42], p. 10) Dados z,y € [0,1), n € Ny, entao

Un(z ®y) = Yn(2)n(y).

Definigao 1.3.10. Sejam f,g € L'[0,1). A convolugio entre as fungoes f e g é definida

por
UwM@—LﬂW@®WWﬂ

Teorema 1.3.11. ([42], p. 6) As funcoes de Walsh {t,}nen, formam um conjunto orto-

normal completo em L*[0,1).

Definigao 1.3.12. Os coeficientes de Walsh-Fourier de uma fungio f € L'[0,1) sdo
definidos por

%W=Lf%ﬁ

para cada n € Ny e a série de Walsh-Fourier (ou simplesmente, de Walsh) de f é definida

por
o6}
Z an(f)¥n-
n=0
As somas parciais desta série sao definidas por S, f = Zz;é ar(f)r, para n € N.

Definicao 1.3.13. Definimos o nicleo de Dirichlet de ordem n, para n € N, por
n—1
Dn = Z wk
k=0
Agora, vamos generalizar os conceitos de intervalo diadico, de funcao de Walsh,

coeficientes de Walsh, série de Walsh e niicleo de Dirichlet.

Defini¢do 1.3.14. Sejam x = (11,...,24) € I, n = (ny,...,nq) € N& Definimos o

retingulo diddico d-dimensional I,(x) por
In(x) := L, (z1) x -+ x I, (zq).

Observacao 1.3.15. Temos que a o-dlgebra gerada pelos intervalos diddicos d-dimensionais

coincide com a o-dlgebra de Borel usual de I¢.

Definigdo 1.3.16. Sejam n = (ny,ng,...,ng) € NI, x = (21, 29,...,24) € I?. Definimos

a fungdo de Walsh 1y em I¢ por

wn(x) = wn1 (1’1) SR %Z’nd(%)-

Observagao 1.3.17. Em I¢ consideramos a medida de Lebesgue dv(x) = d\(z1) . .. d\(z4).

Para x, y € R? denotamos por x -y o produto interno usual x1y; + - - + Tqyq.
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Definigado 1.3.18. Dada f € L*(I%) e m € N¢, definimos os coeficientes de Walsh-Fourier
de f por

f(m) = y f (%) (x)dv (x),

e definimos a série de Walsh-Fourier da fungdo f por

> f(m) g, (1.1)

d
meNg

Para aplicagoes posteriores usaremos apenas a convergéncia da série (1.1) em L?(1%).

 a2)?

Notagdo 1.3.19. Seja x = (z1,...,24) € R% Denotamos por x| = (3] e

x|, = max{|z;| : 1 <i<d}, as normas euclidiana e a do mdzimo do elemento x € R%.
Defini¢ao 1.3.20. Dados n, m € N¢, definimos a soma diddica de n e m por
n®m= (n;®my,ne@ma,...,ngdmy).
Definicdo 1.3.21. Dados x, y € I¢, definimos a soma diddica de x ey por
XOYy =(T1 DY, 22D Y2, .-, Ta D Ya)-

Observagio 1.3.22. Sen,m e N¢ e x, y € I¢, ento {pgm(X) = Yn(X)tm(X) € n(x @
Y) = Un(X)¢n(y)-

Definicdo 1.3.23. Sejam f : I¢ — C ey e I?. Denotaremos por f e 7Y f as fungoes de
I¢ em C definidas por f(x) = f(x) e por 7V f(x) = f(x®y). O produto de convolugdo de
duas fungoes f e g de LY(I1?), denotado por f « g, é definido por

(f*g)(x) = . fy)g(x@ y)dv(y).

Teorema 1.3.24. (Desigualdade de Young, [11], p. 241) Sejam 1 < p,q < oo, f € LI(1%)
e ge LP(I%), entdo f+ge L*(I?), onde 1/s = 1/p + 1/q — 1. Além disso, temos que

If =g

Ls(I4) < Hf”Lq([d) HgHLp([d) .

Proposicao 1.3.25. Sejam f,ge L*(I?), ke N¢, \e C ey € I¢. Entdo:

A~

a) (f +g)(m) = f(m) + §(m), m e Ny;

b) Af(m) = Af(m), m e N¢;

A

¢) ™(f)(m) = Ym(y)f(m);
d) (¥f)(m) = f(m®k), m e N¢;

e) F(0) = §,u F(x)dv(x);
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Fm)| < [ £l 10y

g) (f *g)(m) = f(m)§(m), m e N.

f) SUPpmery

Demonstragio.  a)

(4] (m) = j () () o () ()

Jd

S (X) (%) om (x)dr (%)

[
2

= | f(x)¢rem(x)dv(x)
= f(k@®m).
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f)
f(m)| =

T
< f LS g o)
- | el avt

= 1z ray

Logo,
sup |F(m)] < £ 5170

meNj

Fog)m) = [ (f «9)(x)thm(x)dv(x)

JId

_( Uldf(y)g(y@x)dv(y)}wm(x)dwx}

7d

(&

[ [ 59y ® %)ty ® () dr(x)d(y)

JId Jrd

~ | 100 3)r3) | 9y ©x)tim(y ©x)0(x)

7d

Flm) | gm0

= f(m)g(m).

(&

]

Definigao 1.3.26. Seja Re R, R > 0. Os nicleos de Dirichlet esférico Dgr e quadrado

D% em I sio definidos respectivamente por

Dpi= ) tm e Dj:i= > tm.

meNg meNg
lm|<R \m|*<R

Definigdo 1.3.27. Dada f € L'(I¢), Re R, R > 0, definimos a R-ésima soma parcial

esférica e soma parcial quadrada de Walsh-Fourier da fungdo f, respectivamente por,

Sa(f) = Y fm)m=f+Dp e Sp(f)= D) fm)gm =f+Dj.

meNg meNg
|m|<R |m[ <R

Observagao 1.3.28. Consideremos o Espaco de Hilbert complezo L*(I1%), munido do

produto interno usual
(foor = | | FoigRIm )

com f,g e L*(I1%). A familia {t)m : m € N&}, é um sistema ortonormal de L*(I¢). De fato:
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i) (Ym,Vx) =0, se k #m, pois
ety = | )
- j s (s (51) AN (1) . f U (0 g (20) N ()

) 0, sek; #m;para algum i€ {1,...,dJ,
1, sek; =m; paratodoie{l,...,d}.

it) [Ymlp2a) =1, me Ng, pois
2 2
2(rdy — d
lian = | WGl dv(a)
o R R T ER OYER RROYEN
= J d\(zq) - - f d\(zg) =1
I I

Teorema 1.3.29. Seja f € LP(I%) com 1 < p < o0, entdo a sequéncia {Si. finen € um

martigal fechado por f e portanto convergente a f em q.t.p. e em LP(I?).

Demonstragio. Segue de [35], que para cada x € I9,

)
V([n($l) X X In(xd)) In(z1) % xIn(xq)

Son f(x) = f(y)dv(y),

e que Si.f = E[f|F.] q.t.p., onde F, é a o-dlgebra gerada pelos retdngulos diddicos
L(x1) x -+ x L(zq), x € I¢, de medida 27" x --- x 27". Como a o-algebra gerada por
U Fn é a o-dlgebra de Borel sobre I¢, o resultado segue do Teorema de Convergéncia
de Martingais (Teorema 1.2.5). O

Corolario 1.3.30. As fungoes de Walsh Wk}keNg formam um conjunto ortonomal completo
em L*(1?).

Demonstracao. Ja foi visto que o conjunto é ortonormal. Para mostrar que é completo,

seja f € L2(I9) tal que ]?(k) = ( para cada k € Nd. Neste caso, para cada n € N temos que

EAGITE IV W (T SR O] v
I I kend keNd I
K|, <2" K|, <2"

Fazendo n — o0 na igualdade acima e usando o Teorema 1.3.29, obtemos

= [ 1 pdv =t [ 7550 =0,
Id 7d

e portanto f =0 q.t.p.. n
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Corolario 1.3.31. Se f,g € L*(I9) satisfazem f(m) = g(m), para todo m € N4, entdo

f =g em quase todo ponto.

Demonstragdo. Vamos considerar o caso geral em que f € L'(I9) e que f(m) = 0 para
todo m € N¢, e vamos demonstrar que f = 0 q.t.p.. De fato, como f(m) = 0 para todo

m € NZ, entdo para cada n € N, temos que

Sq(f) = D) Fk)w =0. (1.2)
keNd
<2

Do Teorema 1.3.29, temos que Si.(f) converge para f em L'(I?), entdo temos que

|f =55 (f)l; = 0, quando n — o,

mas de (1.2) seque que |f|, = 0, ou seja f = 0 q.t.p.. Assim, o resultado do corolario

segue se consideramos h = f — g e aplicamos o resultado anterior. O]

Observacgao 1.3.32. Seque como consequéncia do Coroldrio 1.3.30 e de resultados de

Andlise Funcional que se f e L*(I%) entdo

Hinz(m) = Z [CRTS Z ‘f(m)f (Identidade de Plancherel),

d d
meNj meNg

lim
n—o0

= Fm)tm,

lm|<n

L2(14)
enquanto que se f,g e L*(1?), entdo
(o= || Fe0gERIdv )
= > {9, Yy

d
meNj

= Z J?(m)ﬁ(m) (Identidade de Parseval).

d
meNj

Teorema 1.3.33. (/29, {2]) Sejam 1 < p < o, f e LP(I?) e S:(f) = 3 mergt J (),
lm|, <n
com n € N. Entao temos que

lim S*(f)(x) = f(x) qt.p.xel®.

n—oo

1.4 Operadores multiplicadores sobre I

Definicao 1.4.1. Para I, N € Ny definimos

A= {keN{: K <0}, Af={keN:[kl, <1},
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H= [V ke ANAL], H =Y ke ANAL ],

d; =dimH;, df =dimH]
N N
TN:@HM J{Tk:@Hl*v
1=0 1=0
onde A_y = & e [f; : j € '] denota o espago vetorial gerado pelas fungoes f; : I¢ — R,

com j pertencente ao conjunto de indices I'.

Definicdo 1.4.2. Um polinémio diddico em I é uma fun¢io da forma

P(X> = Z am¢m(x)a

d
meNg

onde am, m € N3, é uma sequéncia de niimeros reais finitamente suportada em NI, isto ¢,
am # 0 apenas para um nimero finito de elementos m € Nd. O grau de P é o maior valor
de |qi| + -+ + |qa| tal que aq # 0, onde q = (qu, ..., q4) € N&. Denotamos por H o espago
vetorial formado por todos os polinomios diddicos. Observamos que H € o espago vetorial

real gerado pelas fungoes {1y : k € Nd}.

Proposicao 1.4.3. O conjunto H dos polinémios diddicos é denso em LP(I?), para

1<p< oo

Demonstragio. Seja f € LP(I?) com 1 < p < oo. Para n € N, consideremos o polinomio
diddico
() = ), Flke A

keNgd
k|, <2"

Do Teorema 1.3.29, segue que Si.(f) converge a f em q.t.p. e em LP(I4), ou seja
|f =53 (ll, = 0 quando n — o0,
isto é, o espaco vetorial real H é denso em LP(I%), para 1 < p < 0. H

Observacao 1.4.4. O problema do circulo de Gauss tem mais de um século, é uma
questao simples de contagem com consequéncias muito complexas. Consiste em contar os
pontos de coordenadas inteiras contidos num circulo de raio R e de centro na origem de

R2. Este nimero pode ser escrito na forma
N(R) = nR* + E(R),

onde E(R) é um termo de erro. Gauss demonstrou de uma forma bastante elementar, que

existe uma constante C' > 0 e um niimero 0 < 0 < 1 tal que E(R) < CR? para todo R > 0.

Uma grande quantidade de conteido matemdtico tem sido construido em torno

desse problema. Os trabalhos mais recentes nesta direcdo tém se concentrado em encontrar
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valores cada vez menores para o expoente 0. Em [18] foi demonstrado que a estimativa
E(R) < CRY ¢ verdadeira para qualquer 0 > 131/208.

Para de N e R > 0 seja Br = {x € R?: |x| < R}. A quantidade de pontos de

coordenadas inteiras contida na bola Br € dada por
Nd(R) = VOI(BR) + Ed(R>,

onde Eq4(R) denota o termo do erro. Como

22
(Bg) = ——~R*
seque que
22
N = —=——— ) R+ E4(R).
Denotemos

(90{ = inf{a : Ed(R) = O(Ra)}

Para d =1 temos 61 = 0 e € conhecido que para d = 4 temos 03 = d — 2. O wvalor de 0y
continua em aberto nos casos d = 2 e d = 3. E conhecido que 1/2 < 0y < 1 e pelo que vimos
acima 0y < 131/208. Para o caso d = 3 é conhecido que 1 < 63 < 2. Foi demonstrado em
[6] que a estimativa E3(R) < CR? é vdlida para 6 = 29/22 e em [17] que € vdlida para
6 = 21/16 e desta forma 63 < 21/16 < 29/22.

Nao ¢ dificil verificar que, existe uma constante Cy, dependente somente de d,

tal que, para todo |l € N,

27N (1) < #A; < 27N(1) + d27 N1 (1) + Cal*2, (1.3)

27N (Ng(l) — Ng(I — 1)) < #A, — #A,_,
< 270 (Ng(l) — Ng(1 = 1)) +d274 (Ng_1 (1) — Ng_1 (1 — 1)) + Cgl* 2. (1.4)

Observagao 1.4.5. Vamos procurar justificar agora a sequnda desigualdade em (1.5).

Consideremos d = 2. O numero de elementos de A; é o numero de elementos
que estdo na bola By e no interior do primeiro quadrante, mais os elementos que estao na

intersegcao de By com os semi-eixos positivos 0z e Oy.

Quando multiplicamos #A; por 4, obtemos o nimero de elementos que estao
em B; e no interior dos quatro quadrantes de R?, mais duas vezes o niumero de elementos

que estao em B e nos eizos coordenados, mais uma vez a origem (0,0). Assim
4 (#A) = No(1) + 2N, (1) + 1.

Suponhamos agora d = 3. Sejam Py = plano xy, Py= plano xz, Ps= plano yz e seja P o
semi-plano positivo do plano P;. Sejam Ei= eizo 0x, Ey= eizo 0y, E3= eizo 0z, e seja

E} o semi-eiro positivo do eizo F;.
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O numero de elementos de A; € o numero de elementos que estao na bola B; e
no interior do primeiro octante, mais os elementos que estio na intersecao de B; com os

semi-planos coordenados positivos Oxy, 0xz e Oyz.

Quando multiplicamos #A; por 2% = 8, obtemos o nimero de elementos que
estdo em By e no interior dos 8 octantes de R3. Os elementos que estdo no interior de
By~ P (i = 1,2,3) sao considerados 4 vezes em N3(l) e mais 4 vezes em Ny(l). Os
elementos de By n E;1\{(0,0,0)} sdo considerados duas vezes em N3(l), duas vezes em dois
dos planos P; e duas vezes em Ny(l). A origem é considerada 1 vez em N;(l) para cada

1=1,2,3. Assim obtemos

2% (#A;) = N3(1) + 3Na(l) + 3Ny (1) + 1.

Em particular, para a norma do mdzximo |.|, temos:

S(#4) = 22(1+1°=[20+1)+1)
= 20+ 1) +302+1)*+3(2+1)+1
= N;(I)+3NS(1) + 3Ny (1) + 1.
Proposigao 1.4.6. Dado d = 2 seja 0 = 132/208 sed = 2,0 =21/16 sed =3 el =d—2
se d = 4. Entdo existem constantes positivas C' e C, tal que, para todos I, N € N,

217dﬂ.d/2 217d,n.d/2

11— ' < d, < el 1.
(/) CUsdi< Fumyt +00 (1.5)
21—d7.[_d/2 21_d7Td/2
N < di <— " N9 N1 1.
ar(d)2) mTy < g™ e (1.6)
e
1 1 C

dim T Z FNd  FRNdel (1.7)

onde F = 2'=4x2/(dI'(d/2)). Em particular d; = 197 e dim Ty = N<.

Demonstracao. Pela observacao anterior

Ny(l) = Ny(l — 1) — ( 2 ld+Ed(l)>—< 22 (l—l)d+Ed(l—1))

dr'(d/2) dr(d/2)
/2
- d]2’(d/2) (1= (1= 1D)) + (Ba(l) - Eq(l - 1)).

Temos que

dd=1) 4, dld=1)(d=2) 4
5 =+ 3 = —-

19— (1—1)4=a*! - 1,

assim
d(d — 1)

-1
dl 5

192 < 14— (1 - 1) < it
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e portanto

27Td/2 ld*l ﬂ—d/2<d — 1) ld72

I(d/2) T(d)2)

+ Eal) — Eq(l — 1) < Ny(I) — Na(1 - 1).

Por hipdtese
|Ba(l) = Ea(l = 1)| < |Ea(1)] + |Ea(l = 1) < C1

e logo
27Td/2 27rd/2
1971 — Oyl < Ny(l) — Ng(I—1) < 141 1° 1.
pois d —2 < 0 < d— 1. Assim, usando (1.8) e (1.4) obtemos
217dﬂ_d/2
1970 — Csl? < #A — #A,, = d,. 1.
(/) Cs #A —H#A =4 (1.9)

Novamente usando (1.8) e (1.4),

d = #A —#A

< 270 (Ng(l) = Ng(1 = 1)) +d274 (Ng_1(1) — Ng_1(1 — 1)) + Cgl?
21—dﬂ.d/2 d21—d7.‘.(d—1)/2
< -t yodo gt 4 = °  jd-2 I Jd—2
rap) . PO @yt A G
9l—d d/2
< 11 + s l? 1.10
rap’ O (1.10)

onde « verifica d —3 < 051 < a < d — 2. As estimativas em (1.5) seguem de (1.9) e (1.10).

Agora como E4(N) < CeN? < CN™', Ny(N) = (2r%?/(dI'(d/2))) N* +
E4(N) e dim Ty = #Ay segue por (1.3) que

(21—d7.‘.d/2

d .
dF(d/Q)) N < dim Ty

217d7rd/2

di <
Ty (dr<d/2>
21—d7.‘_d/2
(dr<d/2>

do1—d(d-1)/2
(d—1)I'((d-1)/2)

) N¢ 4279 N9 + ( ) N1 4 CgNd—2

) N+ CoN&

Temos que dim Ty < FN? + CoN¢! e assim

1 1 1 1 1 & (—Cy
dim Ty FNd 4+ CyNd-1  FNd \1— =% FNdj=0 FN

FN
2
= 1 1_&+ s — ) > 1 1_&
FNd FN = F2N? FNd FN
B 1 Cy
- FNd  F2Nd+1’

o que demonstra (1.7). Segue como consequéncia de (1.5) e (1.6) que d; = (¢ e dim Ty =
N4, [
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Observagdo 1.4.7. Seja B = {x € R? : |x|, < R} e N} a quantidade de pontos de
coordenadas inteiras contida na bola BY. Temos que Ni(l) = (21 +1)% e #AF = (I + 1)%.

Podemos entao verificar facilmente que existe uma constante C', tal que, para todos [, N € N

Al < df < dlT+ CliR

N < dim T3 < N4+ ONOL.
Observacao 1.4.8. Quando trabalhamos com o toro tomamos
A={keZ: k| <1}, Af={keZ’:|k|, <},
Hy = [e ke A\NA_], Hf =[e™* ke ANAF ],
N N
dy=dimH,;, df =dimH;, Tv=PH, Ty=DH,
1=0 1=0
para [, N € N e temos que

dp = #A — #A1 = Ng(l) = Na(l = 1), df = #A —#A7 = Nj(l) = Nj(l—1),

dimTNZNd(N), dim 7 ZN;;(N)

Portanto, usando a Proposicao 1.4.6 e a Observagao 1.4.7, seque que existe uma constante

C, dependendo somente de d tal que

2/ 2mrd/?
171 =01 < dy < 1o
1'(d/2) 'STap) T
/2 /2
= NY< di < N+ ON41
dr(d)2) Ty < rap™ T ’

2477 < df < 24+ Ol

2N < dim T3 < 29N + CON“

Definicdo 1.4.9. Seja A = {)‘k}keNg uma sequéncia de nimeros reais e sejam 1 < p,q < 0.
Se para toda o € LP(I?) existe uma funcio f = Ap € LI(I?) com expansio formal em

séries de Walsh-Fourier dada por

I~ Z Ak@(k)¢k7
keNd
tal que |A|,, = sup{|A¢|, : ¢ € Uy} < o0, dizemos que A é um operador multiplicador
limitado de LP(I%) em Li(I%), com norma |Al|
(e (%) : Jgl, < 1} do espaco L7(I%).

e onde Uy, denota a bola unitdria fechada
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Observagao 1.4.10. Seja A : [0,00) — R uma fungdo e para cada k € N¢ sejam
Me= A(KD), Az = (k).

Neste trabalho estudaremos operadores multiplicadores associados as sequéncias do tipo
A= {Micheng € A = {Miene. Para p e H = [k 1 ke Nd|, temos que

Ap = NBK)x e A= ANk

d d
keNg keNg

Recordamos que se 1 < p < 0, 1 < ¢ < o temos que H é denso em LP(I?).
Sendo assim, se sup{|Ayp||, - ¢ € H,[¢|, < 1} < 0, entdo o operador A pode ser extendido
a toda fungio o € LP(I?) e € limitado de LP(I?) em L4(I%).

1.5 Derivada diadica

Nesta secao apresentaremos a definicdo de derivada diadica de uma funcao
definida em [0, 1). Também, apresentaremos o conceito de derivada parcial diddica para
funcoes definidas em 79, algumas propriedades e faremos algumas observacoes que nos

serdo uteis no Capitulo 4 sobre aplicagoes. As referéncias para esta segao sao [4, 5, 42, 53].

Defini¢ao 1.5.1. (Derivada diddica) Sejam f uma fungao definida em [0,1) e n € Ny.

Consideremos

n—1
dof(x) = Y, 27 (f(z) = flz®277"),
j=0
para cada x € [0,1). Diremos que [ é diferencidvel no sentido diddico em x, se o limite

fH(z) := lim d, f(z)

n—0o0

existe e ¢ finito. Chamaremos f(x) de derivada diddica de f em x. Derivadas de ordem

superior sio definidas indutivamente para m = 2,3, ..., por

flml o (plm=1)0]

Observacao 1.5.2. Como cada funcao de Walsh é localmente constante, a "derivada

classica" definida por
L fa )~ f)

h—0 h ’

induz um operador diferencidvel no qual nao se pode distinguir uma funcao de Walsh de

outra.

O dominio das fungoes de Walsh pode ser estendido de [0,1) para [0,0) e
o conjunto de indices de Ny para [0,0). Além disso a soma diddica também pode ser

estendida ao intervalo [0,00). Observamos que este nao é objetivo do nosso trabalho e que
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estas extensoes podem ser encontradas em [42], Capitulo 9. Dessa forma pode-se definir

para x,t € [0,00), a transformada de Walsh de uma fungao integrdvel f : [0,00) — R como

ﬂw:fmemww,

que é andloga a transformada de Fourier cldssica

fm@:J;ﬁj@wM

Se pode demonstrar que em condicoes ideais tem-se inversao, isto €,
) = [ Fyuino,
para z € [0,0). Lembrando que a derivada cldssica e a transformada de Fourier satisfazem
F()(@) = itF(f)(1),

para t € R e f uma fungdo suave, a derivada diadica dada na Definicio 1.5.1 foi definida

de forma que se verifique uma formula andloga:
df(t) = (1),
para t € [0,0), onde df ¢ a derivada da funcio f e vale df = fI1 sobre [0,1).

Observacgao 1.5.3. A derivada diddica satisfaz algumas das propriedades usuais da
derivada cldssica, mas ndao todas. Por exemplo, a fungio xq € descontinua em todo ponto,

mas ela é diadicamente diferencidvel em todo ponto.

Teorema 1.5.4. ([42], p. 40) Se f € continua no sentido cldssico em [0, 1) e diadicamente

diferencidvel em q.t.p. de [0,1), entdao f é constante.

Observacao 1.5.5. Toda fungio de Walsh é diferencidvel no sentido diddico em [0,1), e

a derivada diddica de vy de ordem m, com k =0,1,2,... e meN, € dada por
O = k. (1.11)

Para verificar essa igualdade, sejam m =1 e k € N fizo. Seja {k;};en, a representacao em
coeficientes bindrios de k. Notemos que
1—(-1)% =2k;, jeN,.
Podemos verificar pela definicio de fungdo de Radamacher que ri(27771) = —1 sei=j e
ri(2797Y) = 1 se i # j. Assim pela definicio da funcao de Walsh 1y, temos que 1, (27771) =
(—1)%. Assim, pela Proposicio 1.5.9, obtemos que
() — (e ®27771) = () — Y(
= ¥(2) — (=1)" (@)
- (1-(-1)
= Qk]@/Jk(ZE),

[\
d
L
~—
=
el
—~
&
~
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para cada j € Ny. Logo, da defini¢cdo de derivada diddica, seque que

dpibp(z) = (Z kjw‘) Yr(z), neN. (1.12)

Como a soma do lado direito de (1.12) € igual a k para n suficientemente grande, entdo
temos que (1.11) € verdaderia para m = 1. Portanto, procedendo por indugao verificamos

que (1.11) € vdlida para m arbitrdrio.

Seja e, = (0,0,...,1,...,0) o vetor de R? com 1 na g-ésima coordenada e

zero nas demais coordenadas.

Definicdo 1.5.6. Seja f uma fungdo definida em I¢ e paran,qe N, 1 < ¢ <d, xe I,

seja
dogf(x) 1= Y V7 f(x) - f(xDe27 7).
j=0

Se o limite de d,, ,f(x), quando n tende para infinito, existe e é finito, dizemos que f tem
derivada parcial diddica de primeira ordem em X com respeito a g-ésima coordenada de x

e denotamos

0

Derivadas parciais diddicas de ordem superior sao definidas sucesivamente por

o o (o1t
8x;f(x) = 6xq<8x”—1f<x))’ reN.

q

Lema 1.5.7. Sejamr € N, k € N¢ e x € [, Entio a fungio de Walsh 1y (x) tem derivadas
parciais diddicas de ordem r no ponto X e que sao dadas por
ar
oz

(%) = (kq) r(x), (1.13)
onde k = (ky,..., kg, ... kqa), 1 < g <d.

Demonstra¢do. Vamos verificar a igualdade para r = 1 e k € N fixo. Temos que para
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1<g<d
dn,q¥x(X)
n—1
= >, 27 h(x) — (x D e,27 )]
=0
n—1
= D 27 iy (1) -y (2g) - - ry (Ta) = iy (1) Dy (2 @ 2777H) L, ()]
7=0
n—1
_ g (1) Uy (T )y s (Tgi1) - - Yk (T0) [V, (24) — Vr, (g ®27771)]
7=0
n—1

I
'M

[e=]

2 gy (1) - kg (Tg1) kg (Tgs1) - - - Vg (0) (2K, (224))

<

n—1
G (1) (o (gsn) - () (Z kng) b ()
=0

X) (g k;’Qi), (1.14)

onde {kj ° o sa0 os coeficientes binarios de k,. Como a soma em (1.14) para n suficiente-
mente grande ¢ igual a k,, entdo (1.13) é verdadeira para r = 1. Portanto, procedendo por

indugdo verificamos que (1.13) é vélida para r € N. O

O conceito de derivada parcial diddica pode ser generalizado para x € R’} e
m € Z (ver [4]). Agora, apresentamos uma férmula de derivada parcial diddica do produto

de funcoes de Walsh que é chamada de regra do produto.

Lema 1.5.8. Seja {k;}™, = N¢, m e N. Entdo para 1 < ¢ < d e x € I? temos que

2 (fw)- (B0), fle

q =0

Demonstragio. Como 1k (x)1);(x) = ¢rg;j(x), entao

0 (1T 0
(T e0)) = 5van )
4 \;=0 q

e portanto de (1.13) segue que

L (ﬁ wkxx)): <g"f_> k> [Tt )

Teorema 1.5.9. Seja f € LY(1%) tal que

D kg |f(K)| < o0

d
keNg
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onde k, é a g-ésima compoente do vetor k. Entdo, para quase todo x € 1% existe a derivada

parcial diddica de primeira ordem de f em x com respeito d q-ésima coordenada e

j%ﬂx) = 3 k) (x).

keNd

Além disso, f,0f/0x, € LP(I?), para todo 1 < p < o0 el < q<d, e a convergéncia acima

ocorre na norma de Lp(]d), 1<p<oo.

Demonstra¢io. Como ZkeNg k, ‘f(k)‘ < o0, dado € > 0, existe ng € N tal que

Z f(k)wk(x) < Z ‘f(k)‘ <,
keNd keNgd
|k|=n0 |k|=n0

para todo x € I¢. Logo a série

3 Flk)vn(x)

keNd

converge uniformemente para uma funcao g € L*(I d). Podemos entao concluir que
f(k) = g(k), para todo k € N¢, e assim

| (= oy = F =509 =0, ey

Como {7,/Jk}keNg é um conjunto ortonormal completo em L?*(1?) entdao temos que f = g

q.t.p.. Agora para cada x € I,

n—1
dngg(x) = > 27 (g(x) — g(x ®e,277 7))
=0
n—1
=22 1(@1 fun(x) = lim D7 f)ui(x@e,27 1>>
=0 T =m T T,
n—1
=227 (éﬂo f (k) (tc(x) —¢k(x@eq2jl))>
j=0 k|<m
n—1
= lim > f(l) D127 (g(x) — t(x @e,2 7))
|k|<m j=0
n—1
= 3 70 Y 27 (tlx) — dlx D e, 277
keNg J=0
= D ) dngthi(x).
keNd
Por outro lado, sejam
Su(x) = D Flk)dngtn(x),
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e
S(x) = 3 FMkytu(x)
keNd
Logo de (1.14), segue que
S(x) = Sulx) = 3 FO)k(x) = 3 fk)dntn(x)
keNd keNd
n—1
= (K)kgk(x) = ), flk) (Z k§2j> Ui (x)
keNd keNd Jj=0
n—1
= A(k> (kq - Z %2”) Yi(x),
keNg J=0

j . ~ . . ’ .
onde {k}}jen, sdo os coeficientes binarios de k,. Como

n—1 0 n—1 0
kg — Y K2 = k2= Y kI = kI
j=0 7=0 7=0 i=n
logo,
S(x) = Su(x) = Y f(k) (Z kf,QJ)wk(X)-
keNg J=n
Entao, segue que
S(x) = Su(x)| < Y [FR)| D] k2

keNd j=n
Agora, consideremos € > 0, e seja s € N tal que
> k| )| <€ (1.15)
keNd
[k|>s
Para cada kq € {1,...,s} seja Mj, € N tal que
0 . . qu
kg = D kY = > k)Y
7=0 7=0

Entao para M = max{My,, My,,..., My } e n > M, temos

o0 a0
0< Y k2 < Y kY=o (1.16)
j=n j=M+1
Consequentemente, de (1.15) e (1.16), segue que
1S(x) = Su(x)l < D) |2 k2| F0[+ D) 1Y k2| | F (k)]
keNg [j=n keNg [j=n
[k|<s |k|=s
= ) kg |f(K)| <.
keNd

k|=s
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Entao,
lim S,(x) = lim > F(K)d gt (x)
keNg
= > FR)kgth(x)
keNg
Portanto,
0 . . 2
2 90) = Jim dg00) =t 33 F0) )
keN§
= 2 J0kgun(x)
keNd

Como f = g em q.t.p., entdo temos 0f(x)/0x, = 0g(x)/dz,, para quase todo x € I? e

assim obtemos o resultado desejado. O]

Corolério 1.5.10. Sejam f e LY(I?) er e N tal que

2 (k)"

keNd

~

f(k)| < .

Entdo para quase todo x € I¢, a derivada parcial diddica de ordem r, com respeito

g-ésima coordenada, de f em X, existe e é dada por

o" .
I = X () Tl
xr ;
keNg
Além disso, f,0f /0xg,...,0" f/0x] € LP(IY), para1 < p < 0 el < q < d, e a convergéncia

acima ocorre na norma de LP(1?), 1 < p < 0.

Demonstracao. Vamos demonstrar o resultado para r = 2 e o resto de casos segue de
forma indutiva. De fato, como k, < (k,)?, entdo temos que
~ ol
D kg FI)] < D (he)? | f(K)| < o0,
keNd keNd
portanto segue pelo Teorema 1.5.9 que para quase todo x € I¢ existe a derivada parcial

diddica de primeira ordem de f em X com respeito a ¢g-ésima coordenada e

0 ~
5100 = 2 ke f()t(x).
Lq d
keN§
Agora, consideremos a fungao g dada por g(x) = 0f(x)/0z,. Vimos que g(k) = k,f (k) e
logo

2 kalgR)] = D Ky ko f ()]

d d
keNg keNj

= > (ky)? | f (k)| < 0.

d
keNg
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Assim, pelo Teorema 1.5.9, temos que para quase todo x € I¢ existe a derivada parcial
diddica de primeira ordem de g em x com respeito a ¢-ésima coordenada, isto é, para
quase todo x € I? existe a derivada parcial diddica de segunda ordem de f em x com

respeito a g-ésima coordenada e

(- 109) = (3 K0t ) = X (ki)

keNd keNd

e o resultado segue. O

1.6 n-Larguras

Nesta secao abordaremos resultados basicos sobre n-larguras. Apresentaremos
conceitos referentes as n-larguras de Kolmogorov, Gel’fand e Bernstein, exibindo algumas
de suas propriedades, bem como as relagoes entre elas. As referéncias para esta se¢ao sao
(37, 46].

Notagao 1.6.1. Seja X um espago vetorial normado com norma ||y e X, um subespago
n-dimensional de X. Para cada x € X, E(x,X,) denotard a distincia do subespaco

n-dimensional X,, ao ponto x definida por
B, X,) = inf{le — yly v e Xoh

Se existir y* € X, tal que E(x,X,,) = |z — y*||5, diremos que y* € a melhor aprozimagao

de x em X,,.

Vamos supor agora que em vez de um unico elemento z, nos ¢ dado um

subconjunto A de X. Nessas condi¢oes a seguinte pergunta se faz necessario.

Quao bem um subconjunto n-dimensional X,, de X pode aproximar o subcon-
junto A?

A resposta para essa pregunta encontra-se na definicao abaixo.

Definicao 1.6.2. Se X ¢é um espaco vetorial normado, X, um subespaco n-dimensional

de X e A um subconjunto qualquer de X, chamamos de desvio de A em X,, ao nimero

E(Aan) = sup{E(x,Xn) ‘T e A} = Sup inf HI’ - y”X :
zeA YEXn

O namero F(A, X,,) mede quanto o "pior elemento" de A pode ser aproximado
por X,,. Para o subconjunto A < X dado, ndés indagamos o quao bem podemos aproxima-lo
por um subespago n-dimensional de X e para tal objetivo consideramos a possibilidade
de permitir que os subespacgos n-dimensionais X, variem dentro de X. Essa idéia foi
apresentada primeiramente por Kolmogorov em 1936 e serd nosso principal objeto de

estudo ao longo desta secao.
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Definicao 1.6.3. Sejam X um espago vetorial normado e A < X. A n-largura de Kolmo-

gorov de A em X € dada por
d,(A) = d,(A; X) = inf{E(A4; X,,) : X,, é um subespago n-dimensional de X},

ou seja,
dn(A) = infsup inf |z —y|.
Xn zeA yeXn
Alguns autores preferem a expressao "n-didmetro'no lugar de "n-largura', nds

no entanto usaremos o ultimo termo ao longo deste trabalho.

Uma vez definida d,,(A; X), dizemos que um subespago n-dimensional X,, ¢ X
é um subespago 6timo para d,(A4; X) se tivermos d,(A4; X) = F(A4; X,,). Geralmente é
muito dificil, na verdade quase impossivel, obtermos um subespago 6timo para d,(A; X)
para todos os subconjuntos A < X, ja que muito esforco é necessario na obtencao para
escolhas especificas de A e X. Nosso objetivo nesse sentido é analisar as escolhas de A e

X de modo que d,(A, X) e X,, possam ser encontrados ou pelo menos caracterizados.

Para isso é de extrema importancia determinarmos o comportamento assintotico
de d,(A; X) quando fazemos n — 0, ja que um subespago 6timo X,, em geral pode nao
ser obtido explicitamente, ou em caso positivo, o esforco computacional envolvido em
sua determinacao pode ser demasiadamente inviavel. Em muitos casos, subespacos n-
dimensionais bastante simples podem aproximar A de forma assintdtica étima ( isto é,
fazendo n — o0). Nesse sentido, a n-largura nos diz o quao bem um subespago n-dimensional

dado pode aproximar A assintoticamente.

Definigao 1.6.4. Sejam X um espaco vetorial normado e A < X. A n-larqura de Gel’fand
de A em X ¢ definida por

d"(A) = d"(A; X) =inf sup |z[y,

TEANL™

onde o infimo € tomado sobre todos os subespacos L™ de codimensao no mazrimo n de X.

Um subespaco L™ de X é de codimensao n se existirem n funcionais lineares

linearmente independentes f1, fa, ..., fn € X’ (X’ denota o dual algébrico de X), tais que
L"={zeX: fi(x)=0,i=1,2,...,n}.

Se L™ é um subespaco de codimensdo n de X para o qual d"(A4; X) = sup{|z|y : = €

A n L™}, entdo L™ é chamado um subespaco 6timo para d"(A; X).

Definicao 1.6.5. Seja A um subconjunto de um espaco vetorial X. Dizemos que A €

convezo se para quaisquer x,y € A e a € [0, 1], tivermos

ar + (1 —a)y € A.
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Definicao 1.6.6. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X. Dizemos que A é
centralmente simétrico se A é simétrico com relagdo a origem 0, em outras palavras, se

para todo x € A tivermos —x € A.

Definicao 1.6.7. Sejam X um espago vetorial normado e A um subconjunto fechado,
convezo e centralmente simétrico de X. A n-largura de Bernstein de A em X ¢é definida
por

by(A) = b,(A; X) = sup sup{\: ABn X,,.; < A};

KXn+1
onde o supremo é tomado sobre todos os subespagos (n + 1)-dimensionais X, 1 de X e B

denota a bola unitdria fechada e centrada na origem em X.

1.7 Propriedades basicas e relacGes entre as n-larguras

Vale observarmos aqui que ao longo de toda esta se¢do os subconjuntos A
de X de nosso interesse, dos quais estaremos calculando as respectivas n-larguras, serao

considerados fechados, convexos e centralmente simétricos.

Teorema 1.7.1. Sejam X,Y, Z espacos lineares normados, A e B subconjuntos nao vazios
de X, ae R eneNy. Entado,

(@) dn(aA) = [aldn(A);
(b) d.(A) =d,(b(A)), onde b(A) = {ax : xz € A, |a| < 1}, € 0 envdlucro balanceado de A;
(c) dn(B) <dn(A) se Bc A;
(d) dn(A) = dni1(A);
(e) se X €Y, X tem a norma induzida de Y e A < X, temos
dn(A; X) = dn(AY);
() dpsn(C+D;U+V) <dp(C;U)+d,(D; V), onde U eV siao subespagos de Z, C < U,
DcVeUnV ={0}.

Teorema 1.7.2. Seja X um espago linear normado, A, B subconjuntos nao vazios de X,

a € R eneNy. Entao,
(a) d*(aA) = [a]d"(A);
(b) d"(A) = d"(b(A)), onde b(A) = {ax : x € A, |a| < 1}, € 0 envélucro balanceado de A;

(c) se Bc A, entio d"(B) < d"(A);
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(d) d"(A) = d"(A).

Proposicao 1.7.3. Assumimos que X e Y sdao espacos lineares normados, X € um

subespaco de Y com a norma induzida de Y e A < X. Entdo,
d"(A, X) =d"(A,Y), neN,.

Proposigao 1.7.4. Sejam X um espaco linear normado e A um subespago fechado, convexo

e centralmente simétrico de X . Entao, para todo n € Ny,

(a) dn(A) = b,(A);
(b) d"(A) = b,(A).

Notacgao 1.7.5. Denotaremos por L(X,Y) o espago vetorial das transformagoes lineares

continuos de X em Y, onde X eY sdo espacos vetoriais normados.

Notagao 1.7.6. Ao que seque, dado um espaco linear normado X, Bx denotard a bola
unitdria fechada e centrada na origem em tal espago, em outras palavras Bx = {z € X :
|z|ly < 1}. Quando X = LP(I%), denotaremos a bola Bx por U,, isto é, U, = {f € LP(I?) :
171, < 1}.

Definicao 1.7.7. Se T € L(X,Y) en €N, definimos

dn(T) = dn(T(Bx),Y) = inf sup inf |T(z) -yl ,

n zeBx YEYn

onde o infimo € tomado sobre todos 0s subespacos n-dimensionais Y, deY .
Definicao 1.7.8. Se T € L(X,Y) en €N, definimos
d"(T) = d"(T(Bx),Y) = inf sup [T(z)[y ,

el NBx

onde o infimo € tomado sobre todos os subespacos L™ de X de codimensiao no mdzimo n.

Observagao 1.7.9. Dado T € L(X,Y), d,(T'), d*(T') satisfazem os resultados precedentes
ja wvistos.
Notagao 1.7.10. K(X,Y) denotard o espago vetorial das transformagoes lineares com-

pactos de X em Y, isto é, das transformagoes T € L(X,Y) tais que o fecho do conjunto
T(Bx)={Tz: ||z|y <1} é compacto em Y.

Defini¢ao 1.7.11. Seja T € L(X,Y). Definimos o operador T' € L(Y', X"), chamado
adjunto de T, por

Ty, x)y =y, Ty,
para todo r € X,y €Y', onde
(2 xy =2'(x),

para x € X ex’ € X'.

Teorema 1.7.12. Se T € L(X,Y) eneN, entao d,(T) = d"(T").
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1.8 Nimeros de entropia

Nesta secao, exibiremos o conceito de entropia, abordando algumas de suas

propriedades.

Definicao 1.8.1. Sejam X um espago de Banach e A < X. O k-ésimo numero de entropia
do conjunto A € definido por

2k—1

ex(A) = inf{e >0:Ac U (x; + €Bx), T1,...,Top—1 € X}.
i=1

Proposicao 1.8.2. Sejam X e Y espacos de Banach, A, B subconjuntos nao vazios de

X, com Bc A eaceR. Entao para todo n € N,

i) en( A X) > enar(A X);
i) en(aA, X) = |a|e, (A, X);
iii) en(B, X) < en(A, X);

w) Se X <Y ey =]y, entio e (4, X) = e,(AY).

Defini¢ao 1.8.3. Sejam X e Y espacos de Banach, T € L(X,Y) e k € N, definimos o

k-ésimo niumero de entropia do operador T como sendo
er(T) = ex(T(Bx),Y).

Proposicao 1.8.4. Sejam X,Y e Z espagos de Banach, T, L € L(X,Y) e W € LY, Z).

Entao

i) |T| =e(T) = ex(T) = --- = 0;
i) exr1(WoT) <ex(W)e(T), para todo k,l € N;
iit) exr1—1(T + L) < ex(T) + (L), para todo k,l € N.

Proposicao 1.8.5. Sejam X, X1,Y,Y] espacos de Banach tais que X € isométrico a um
quociente de X1 e que Y € isométrico a um subespaco de Y. Denotamos por L : X; — X
a aplicacao quociente e por J :' Y — Y] a inclusdo isométrica. Entao para todo operador
TeL(X,Y), temos

en(T) — ex(ToL) o ;ek(T) < ex(JoT) < ex(T).
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2 Estimativas para Médias de Levy

Na primeira secao deste capitulo, a partir de um sistema ortonormal completo
de L*(2), onde (2, A, ut) é um espaco de probabilidade, construimos um sistema ortonormal
completo para L%(Q?). Na segunda secdo consideramos operadores multiplicadores de séries
multiplas sobre L?(2%), associados a um sistema ortonormal completo qualquer, limitado
uniformemente em L*(Q%), e estudamos médias de Levy de normas sobre R" definidas
através dos operadores multiplicadores. Feito isso, demonstramos um importante teorema
que nos fornece estimativas superiores e inferiores para as médias de Levy de tais normas.
Este Teorema sera usado como ferramenta principal, nos proximos capitulos, no estudo de

estimativas gerais para n-larguras e nimeros de entropia de operadores multiplicadores.

Em [51] este estudo foi feito para o sistema de Walsh classico sobre [0,1) e em
23, 24, 46| para operadores multiplicadores sobre espagos homogéneos e sobre o toro. Os

resultados de estimativas para médias de Levy estdo publicados em [8].

2.1 Sistemas ortonormais completos

Consideremos um espago de probabilidade (€2, A, i) € {&m }men, UM conjunto
ortonormal completo de fungdes reais ou complexas de L*(Q, A, ). Vamos supor que
existem constantes k1, ks € R, 0 < ki < ko, tal que ky < ||¢ ], < ko, para todo m € Ny.

Para m = (my, ma, ..., my) € N¢ definimos a funcio ¢, : 2¢ — C por

P (X) = Oy (1) -+ Oy (20), X = (21,...,74) € QL

Sejam A4 = A x - x Aepd = pux---xpu (d-vezes) respectivamente, a o-dlgebra produto
e a medida produto sobre Q. Tomamos K; = k{, Ky = k§ e temos que K; < ||¢ml|,, < Ko,

m e N¢.

Proposigao 2.1.1. Seja {¢p, }men, um subconjunto ortonormal completo em L*(Q, A, )

de funcoes reais ou complexas. Entdao {¢m}meNg ¢ um subconjunto ortonormal completo
em L*(Q%, A% u?).

Demonstracao. Consideremos o caso d = 2. E facil verificar que o conjunto {¢m}meNg é

ortonormal, vamos demonstrar que ¢ completo. Seja f € L?(Q? A2, u?), tal que

{f,bmy =0, me N3
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Vamos demonstrar que f = 0 quase sempre. Para todo m = (n,m) € N2 temos

r

0={f om) = Jo (%) (x)dpi* (x)

J(@,9)Pn(2)Pm(y)dp(z)dp(y)

2

(L f@, y)Wdu(y)>Mdu(x).

[
[ S

Q
~
Q

l
| S

Como, por hipétese, {@m }men, ¢ um subconjunto ortonormal completo de L?(, A, i), entdo

a fungdo x — (, f(z,y)ém(y)du(y) é zero quase sempre para cada m € Ny. Consideremos

o conjunto
Bn = {oe: [ fe0)5al0ldnts) # 0},
Q
Logo, cada FE,, ¢ um conjunto de medida zero, e portanto

0
EzUEm

m=0

é também um conjunto de medida zero. Entao, para x € Q\F, temos que

Lf(a:,ywm(y)du(y) -0,

para cada m € Ny. Novamente, usando a hipétese, segue que f(x,-) é zero, quase sempre,
2 4 ~ s , .
para qualquer z € Q\E. Como |f|” é uma funcao integravél, sua integral concorda com as

integrais iteradas, e assim
| 1w diey) = | | 17w duty)duto
02 QJo
- [ ] P dutwdnt <o
O\E Jo

e portanto f = 0 em L?(Q?).

Caso d > 2: O caso geral obtemos por indugao em d e usando o caso d = 2

como verdadeiro.

O

Observagao 2.1.2. Consideremos o espago de Hilbert L*(Q%), munido do produto interno

usual

o= | P00, g e 1@,

Pela Proposi¢ao 2.1.1, o conjunto {qu}meNg, ¢ um sistema ortonormal completo de L*(Q%),

isto é:

(i) {Px;Pm) =0, se k # m;
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(”) HQSmHL?(Qd) =1, me Ng;
(iti) Se f e L*(Q9) e (f, ém)> = f(m) =0, m e N, entio f = 0.
Logo se f € L*(Q%) entdo

Hinz(Qd) = Z ’]?(m)’2 (Identidade de Plancherel),

meNg
lim | f Z F(m) -0,
m|<n L2(0)
enquanto que se f, g€ L*(Q%), entdo
f (x)g(x) Z f(m)j(m) (Identidade de Parseval).

me Nd

2.2 Estimativas para médias de Levy

Nesta secao, definimos o conceito de média de Levy de uma norma arbitraria
definida sobre R™ e demonstramos um teorema que nos fornece estimativas inferiores e

superiores para a média de Levy de normas, introduzidas na se¢ao anterior.

A partir desse momento, em todo esse trabalho, {Cbm}meNg serd um sistema
ortonormal completo qualquer de funcdes reais de L?(Q% A% ud) para o qual existem
constantes K1, Ky € R, 0 < K7 < K> tal que K; < |[¢m|,, < K> para qualquer m € N
Este sistema ortonormal nao precisa ser necessariamente construido como o sistema da

Proposicao 2.1.1.

Notagao 2.2.1. Sejam A; e A}, | € Ny, como na Definicio 1.4.1. Dados N, My, M, € Ny,

com M, < M,, usaremos as sequintes notagoes
Hi = [pm :me ANA], Hf = [¢pm :me ANA] ],
d = dimH,, dF = dim 7,

Mg M2
* ES
TM1,M2 = @ Hl? TM1,M2 = C—B Hl ’

l=M1+1 l=M1+1

Observamos que as estimativas na Proposicdo 1.4.6 e na Observagao 1.4.7

permanecem validas nesse caso mais geral.

Observagao 2.2.2. Seja A = {)\k}keNd uma sequéncia de numeros reais e sejam p,q € R,
1 < p,q < 0. Definimos um operador multiplicador, que serd também denotado por A,

e definimos o que significa esse operador ser limitado de LP(Q%) em L(Q%), como na
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Definicao 1.4.9, trocando as fungoes {¢k}k€Ng pelas fungoes {¢k}keNg- Para p € H = [¢x
k e N¢J,

Ap = Z AP (k) .

keNgd
Fizada uma fungao A : [0,00) — R, consideraremos operadores multiplicadores A e A*,

associados ds sequéncias {Achiend € {Aktkend, A = A(k|), Ak = ([k[,), respectivamente.

Observagao 2.2.3. Sejam n = dim Ty, v, € ANAI-1 = {rné : 1 < j < d;} onde os

elementos m', sio escolhidos de forma que |ml| < |m!, | para 1 < j < dy— 1. Assim
{Cbmé : 1 < j < di} € uma base de H;. Vamos considerar a base ortonormal T =
TMLMQ = {gzﬁé = ¢, = M +1 <1 < MQ, < j < di} de Tag o, munida da ordem
Pt (b%;;lll, ¢Ml+2, .. ,(b%;;’i, N ,¢dM Denotamos

!
5_¢l+1’ k=t+ Z di, 1<t<dy1, M <I<DM.

j=Mi+1

Assim Y = {& 33 _q. Seja J : R™ — Tap i, 0 isomorfismo coordenado definido por
J(Oé) = J(ala s 7an) = Z aké-k
k=1

Consideremos uma fungio X : [0,00) — R satisfazendo A(t) # 0, para t = 0,

e seja A = {Achyena @ sequéncia de multiplicadores definida por Ax = A([k|). Conside-

ramos {)‘é = A - My +1 <1< My,1<j<d} munido da ordem )\%H,...,)\%ﬁl,
J
M A N A - Denotamos
A _)\l+1_)\ l+1_)\(|mt+1| =t 4+ Z dj, 1<t<di1, Mi<l<M,

j=Mi+1

e tomamos A, = {\}p_,. Consideramos agora o operador multiplicador A,, definido sobre

Ay, (Z Oéjﬁj) = 2 Nagés.
j=1 j=1

Também, definimos o operador multiplicador Kn sobre R™, por

TM17M2 por

~

Ap(a) = Ap(o, - o) = (M- Ana).
Dada ¢ € Tap m, €1 < p < 0, definimos

[#lls,p = [Angl,-

A aplicagio Ta ar, 3 ¢ — @iy, , € uma norma sobre Ty, ar,- Para o€ R", definimos

lolanm = 7@, , = A0 (@)]],
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e temos que a aplicagio R™ 3 o — HaH(An ) € uma norma sobre R". Denotamos

Bln\n,p = Blan = {(10 € TM1,M2 : HSOHAn,p < 1}7

BFAnyp) = B?Avp) = {a € Rn : HO&”(Anyp) < 1}

Se A, € o operador identidade I, escrevemos H'H],p = H‘pr H‘H([,p I H(p = B e

7

(rp) = Biy)- Observamos que ||, € a norma euclidiana sobre R™.

j < di} onde os
df —1. De modo
andlogo ao que foi feito na Observagdo 2.2.3, podemos definir fungoes gbj, &k, operadores
Ae A*

n’

Observagao 2.2.4. Sejam n = dim Ty 4, e AN\AF, = {m} : 1 <
y J<

elementos m} sio escolhidos de forma que |m}| < |m), | para 1 <

normas H'HA*,p, H'H(A*J,) e conjuntos Bix . (A% p) B, e Bl -

Notagao 2.2.5. Seja E = (R",|-|) um espago de Banach n-dimensional e By = {z €

R™: ||z|| < 1} a bola unitdaria em E. Além disso, seja

" 1/2
2
Hxﬂ(z) = (Z ] )
i=1

a norma Euclidiana do elemento v = (x1,...,x,) e R" e

k=1
o produto interno entre os elementos x,y € R™. Denotamos
={zeR": |z]y =1}
a esfera unitiria Fuclidiana em R™.

Definigao 2.2.6. A média de Levy de uma norma |-| definida em R™ é definida por

1/2
Aﬂﬁ=M®WW:<L4mﬁm0,

onde do(z) denota a medida de Lebesque normalizada sobre S™*.

Em seguida, citaremos alguns lemas e teoremas que necessitaremos para de-

monstrar as estimativas para médias de Levy da norma ||, -

Lema 2.2.7. ([46], p. 58) Seja f € C(S"™) e f a extensio de f para R™{0} dada por

ﬂwwﬂm%@m)

fado@) = = | Flayin

Entao,

Sn—1

onde dvy(z) = eI dr denota a medida Gaussiana sobre R™.
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Lema 2.2.8. (Kwapien, [25], p. 585) Seja {ri}i_, a sequéncia das fungoes de Rademacher
definida na Defini¢io 1.3.4. Para € [0,1) em =1,2,...;i=1,2,...,n, seja

6:”(6) = m71/2(70(i—1)m(9) + -+ Tim,l(ﬁ)).
Nestas condigoes, se h : R™ — R é uma funcao continua satisfazendo
h‘(xlu s 7xn)eizz:1|xkl —0

uniformemente quando Y ;_, |zi| — 0, entdo

m—0
0

f h(@)dy(a) = Jim | R((2m) A 6). . 551(6)AAO).

Lema 2.2.9. (Desigualdade de Khintchine, [36], p. 41) Sejam {ri}i_, a sequéncia de
fungoes de Rademacher e 1 < p < o0. Entdo existem constantes positivas b(p) e c¢(p) tais

que, para toda escolha de escalares {c,}"—y temos
n—1

el 1/2 L p 1/p 1 1/2
b<p>(2|cs|2) <(j > b dw)) <c<p><2|cs|2> ,

onde b(1) > 1/2 e c(p) = 2'2T'((1 + p)/2)/T'(1/2)= p"?, quando p — .

Teorema 2.2.10. (Desigualdade de Jensen, [11], p. 109) Sejam (X, M,v) um espago de
medida, com v(X) =1, g: X — (a,b), g L(X, M,v) e F uma funcio conveza definida

em (a,b). Entdo
F Jgdy ngong.
X X

Teorema 2.2.11. (Teorema de Interpolagio de Riesz-Thorin, [11], p. 200) Sejam (X, M, o)
e (Y, N,v) dois espagos com medidas semi-finitas (em particular o-finitas), 1 < po, p1, o, 1 <

o0 e para cada 0 <t <1 sejam p; e q; tais que

1 1—-t ¢t 1 1—-t ¢t
= + = +

e P M © q

Seja T um operador linear limitado de LP*(X, M, o) em L% (Y, N,v), para t = 0,1, e tal
que

ITfl, <Delfll,, feLl(X,M,0), t=0,1.

Entao,

ITfl, <D™ Dyl fl,, . feLl(X,M,o0), tel0,1].
Lema 2.2.12. Sejam t, € Tar v, = @) Cary 1 Hio 1 = dim Tog r, € K = max{K3,1}.
Entao,

[tale < K2 |tal,, 1<p<oo; (2.1)
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[tnlly < K2t 1<p<2; (2.2)

Itall, < Kn'2 0]y, 2<g< . (2.3)

Demonstracio. Seja f € Ty, a,. Entao
= 2 JWée Fk)=| fEdux)du’(x).
keAnr, \Anr, Qd
Temos que
F00] < | 16l on60ldi'x) < a1y

e assim

1< Y [fwe <k Y [fw]< K310

kEA]u2 \A]Wl kGA]wQ \A]\/[l

Desta forma, se I denota o operador identidade sobre Ty, ar,, entao

(o = 1fleo < nBZ0f 1 e 1 (F)lo = 1f o < 1o -

Podemos entao aplicar o Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin ao operador I, com

Dy = nK3,

Dy =1,

o = q1 = O,
po =1,p1 = 0,

ouseja, ¢ = 0 e 1/p, = 1 —t. Logo, Dy "Dt = nl_tKg(lft) = nl/ptKQQ/pt e fazendo p = py,
obtemos
2
1 £l = 1(F)]l, < n PRSP £],, 1<p<oo
p

o que demonstra (2.1). Agora temos que

= Y [fooal = S 700 Ia

kEAIMQ\AMl keA]MQ\A]Wl

2

< D (K|fy)? =nK3 | fI
ke A, \Anr

e logo
[fly <n'?EKs | f]; -

Desta forma

(Al = 1£l < 2K £l e 1A, = 1f], < 11,

De modo andlogo, aplicando o Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin ao par de

desigualdades acima com Dy = n'/2Ky, Dy = 1, pp = 1, p1 = 2 € g0 = ¢1 = 2, ou seja



Capitulo 2. FEstimativas para Médias de Levy 56

g =2el/p, =1—1t/2, temos DY "Dt = (nK2)(1=0/2 = pl/p=12 2771 o fazendo p, = p
obtemos
_1/2 12/p—1
[Ty = 1f1, < 0P PR g, 1<p<2,

o que demonstra (2.2). Usando (2.1), obtemos
(e < 02K | fly e 1), < 1S,
Finalmente, aplicando o Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin, obtemos
£, <m0 f,, 2<g <o,
o que demonstra (2.3). O

Teorema 2.2.13. Seja A : [0,0) — R tal que t — |A(t)| € uma fungao mondtona,
seja n = dim Ty, v, € considere o sistema ortonormal Y v, = {&k}7_1 € 0 operador
multiplicador A, sobre Tyr, i, definidos na Observagao 2.2.3. Se t — |\(t)| € nao-crescente

entao existe uma constante absoluta C' > 0, tal que:

(i) se2<p < oo, entio

My 1/2 My 1/2
n‘1/2< > IA(l)Ide> <M(||‘H<An,p>)<Cp1/2n‘1/2< > |A(l—1)|2dz> ;

j=Mi+1 I=M;+1

(ii) se 1 <p <2, entao

% My 1/2 My 1/2
21”1/2< > IA(Z)I2dz) <M(\-|<An,p))<n”< > |)\<l—1)|2dz) ;

I=M;+1 I=M;+1

(iii) se p = oo, entao

Mo 1/2 M, 2
n/( > |A<z>|2dl> <M<-(An,oop<c<log2n>1/2n—”2(Z |A<1—1>|2dl> ;
I=M;+1 Mi+1
(iv) sep =2, entdo
Mo 1/2 My 1/2
n1/2( D wwr?dl) < M| a,) <n”2( 2 M<l—1>!2dl> -

l=M;+1 I=M;+1

Se t — |\(t)
permutando \(1) por A(I —1).

¢ nao-decrescente, entao obtemos as estimativas em (i), (ii), (iii) e (iv),
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Demonstragao. Consideremos t — |A(t)| ndo-crescente. Vamos inicialmente obter as es-
. . . . _ Mi+1 M;+1 Mo ?’L
timativas em (iv). Para x = (xl,...,xn) = (27 v Ty e T ZL‘dM )e R

temos da Observagao 2.2.3

2 la, 2y = 180 (@)1
(

n

= 1D Mg

J:

2

2

Z Xl Ll g5

Mo
— Z Z’,\l‘ (a})?

I=M;+1j=1
MQ 2 dl
< sup Ajm! |>> ()’
l=;1+1(1<3<dl - J
Mo d;
2
< D AC=DPE D
I=M;+1 7=1
e assim
Mo dl
2 2
[ C R SRRV o IR 2.0)
I=M;+1 j=1J8n~!
Mas

j=1
para j = 1,...,n, donde
1
2
Lnl rido(z) = - (2.5)
para j = 1,...,n. Assim, de (2.4) e (2.5), obtemos
1 Mo dl 1 My
2
Jo ettt < 5 D) pa-nER=T S e
Sn—t n I=M;+1 j=1 "y =M+
Consequentemente,
1/2 M, 1/2
2 - 2
M) = ([ Joftmdo@) <n( X pe-vfa)
snt I=M;+1

De modo analogo, obtemos que

Mo 1/2
_ 2
M(| s, ) > 1/2( S A0 dl) |

I=Mi1+1

e portanto obtemos (iv).
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Como a propriedade (iv) é vélida e M([-|,, ,) é uma funcdo mondtona cres-
cente de p, para 1 < p < o0, pois as normas ||Hp sao monodtonas crescentes em p, entao

seguem as estimativas inferiores em (i) e (iii) e a estimativa superior em (ii).

Passamos agora a demonstracao da estimativa superior em (i) e da estimativa
inferior em (ii). Para uma funcdo arbitréria f € C(S""!), consideramos a extensdo [
para R™\{0}, como foi definida no Lema 2.2.7. Tomando f(z) = HiL‘H?Amp), reSle
h(z) = f(x), z € R"\{0}, temos que

x
2

Assim, segue do Lema 2.2.7 que

2 2m 2
| Jallny dote) = |l rta) (2.6

Notemos que se x € R”, entao

12l x,p) = 1A (@), < [ A (2

Z Aixi&i(y

= sup
yeQd

< (prOZMI

1<j<n

Portanto, temos que

h(xz)e Zi=lzel — ”x”?An,p) e Zr=1lzwl

2
< (KQ( sup |)\ |)Z |x3|) 6_22=1|xk| -0,
1<j<n =

uniformemente quando »7_, |zx| — 0. Portanto, segue do Lema 2.2.8 que

m—0o0
O

J~nh(x)dvtr)=:lhn h((27)"Y2(57(9), . .., 6™ (0))dA(0)

m m 2
= nmo H (2m)~V2(57T(0),. .., 0" ()] (4, ) ANO). (2.7)
De (2.6) e (2.7) vem que
) 27T
|ttt ot =2 [ el n@
= — lim . [(S7(0), -, 87 (0) [(x,. ) AA(O).

Como
2

(87(0), -, 0 (O (n, ) = [ART(67(0), ... (O], =

D ~ Jé]
(J . (X)>2/p7

p

J
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entao, segue que

2 IRT -1
| el dote) = Jim, f ( |

Agora, para x € Q% sejam

2/p
ZA 0)¢;(x <x>> dA(0).

Cl—m+i(X) =m V2 (X) e AGonmes = A,

para j = 1,2,...,n,7=1,2,...,mem = 1,2,.... Lembrando as defini¢des de d7"(6),

temos que

S AT ) = 3 Am V2 (0 6) 4 -+ 101 (6)

2 @(j—l)mﬂ‘(X))\(j—1)m+ﬂ“(g‘—1)m+i—1(9)

Assim, para 1 < p < ©

V) = Jim” [ (f

Seja 2 < p < 0. De (2.8), da Desigualdade de Jensen e do Teorema de Fubini,

[ (J I >pdud<x>>2/pdA<e>>l/2
<n V2 lim (L ( fo 1 Z% Vurs )pdA(9)> d,ﬂ(@)l/p.

Agora, pela Desigualdade de Khintchine,

nm ) p/2 1/p
M(-(A,,L,pp<ml/?%(fg;d@)p(Z\%(xﬁjl) dud(X)) S 29)

p

2/p
x)A;7i_1(0) d,ﬂ(x)> d\(0). (2.8)

segue que

M (|| n, ) =" lim (

m—0o0

Temos que,
Z ‘@J(X)X ‘ Z Z ‘SD (J— 1)m+z ] 1)m+i Z Z ‘gj(X)Ajm—l/Q’Q
J=1 j=li=1 o

2 &N m = Syl 0P
j=1

1
My d; M

Y N=DPYIEEP <K Y M- d

I=M+1 j=1 I=M1+1
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De forma analoga obtemos que

Mo

nm ~ 12
YlesN| =KD hOFd
j=1 I=M;+1
Logo, segue que
Mo ) nm ~ 9 Mo )
K Y DOPd <Y |e0N] <K&3 D) -1 d (2.10)
I=M;+1 j=1 I=M; +1

Assim, por (2.9) e (2.10)

Mo p/2 1/17
M<|~(An,p)><n-”2<>nggrgo(fm<f<§ 3 |>\(l*1>|2dl> M(x))

I=M;+1

Mo, 1/2
=K2n-1/2c<p>< D w—mzdl)

I=My+1

M, 1/2
< Cp1/2n1/2< 2 |>\(l . 1)|2 dl) :

l=M1+1

onde a constante universal C' da tltima desigualdade é obtida do fato que c¢(p) = p'/2.

Obtemos assim a estimativa superior de (i).

Por outro lado, consideremos 1 < p < 2. Como |-||; < |||, entdo em (2.8) com

0-J, 2

temos pela Desigualdade de Jensen,

2 =1 7
V() = 7 i, | ( |

Z% )‘le 0)
1

=n"' lim ( (0))%d\(6)

m—00

—1
g@m(f o))

Z% )‘7"]1 9)

~! lim <J J
m—00 Qd |4

Assim, pelo Teorema de Fubini,

1
M|y, 1) > 0" lim (f |

p =1 e fazendo

)‘ 3751 ) d:ud(x)7

dud(X)> dA(0)

dp’ (x )dk(9)>

nm

ZQOJ )‘le 0)

J=

d/\(H)dpd(x)> .
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Aplicando a Desigualdade de Khintchine, segue que
o 1/2 2
M2(| oy, ) = 0" lim ( f b(1) (Z \soj<x>ij\2> d/ﬂ<x)>
" " 1/2 2
=" lim (b(1))” ( j (2 |§j<x>Aj|2> dud(X))
jw; 1/2 2
> K (0(1))? ( [(X nora) dﬂ(x))

I=Mi+1

_— (f)Q (12:2;1 A2 dl) |

M 1/2
M<||-||(An,1)>>n—”2([§)< > |>\(l)|2dl> .

I=M;+1

Portanto,

Uma vez que a média de Levy é uma funcao mondtona crescente de p, para 1 < p < 2,
K My 2 1/2
M) = M) =02 (F) [ X poPa)
Z:Ml-‘rl
Obtemos assim a estimativa inferior em (ii).

Finalmente, considere p = o0 e seja ¢ = logyn. Do Lema 2.2.12 e da estimativa

superior obtida em (2.1), temos
1/2
M s, ) = ( | AnJ<x>\§odo<x>>

1/2
<K ( J 2 | A ()2 da(a:))
Snfl

— Knl/qM(H'”(Amq))

Mo 1/2
< C’lql/in/qn_m( Z AL —1)[ dl>

I=M;+1

Mo 1/2
_ 01(10g2 n)1/2(2q)1/qn_1/2< Z |)\(l . 1)|2 dl)

I=M;+1

My 1/2
= 2C (log, n)mn—m( Z AL —1) dl> :
Z:M1+1
Tomando entao C' = 2C, obtemos a estimativa superior em (iii). O]

Observagao 2.2.14. O Teorema 2.2.13 permanece valido se considerarmos n = dim Ty, o,

o operador N definido na Obsevagio 2.2.4 no lugar do operador A, e trocarmos d; por dj .
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3 Estimativas inferiores e superiores gerais

para n-larguras

Neste capitulo estudamos estimativas inferiores e superiores para n-larguras de
operadores multiplicadores gerais de séries miiltiplas, associados ao sistema ortonormal
completo de L?(2¢) estudado no capitulo anterior e limitados de LP(Q%) em L9(Q9),
1 < p,q < 0. Demonstramos estimativa inferior para as n-larguras de Kolmogorov e
Gel’fand e estimativa superior somente para a n-largura de Kolmogorov de tais operadores.
Em [51] foram estudadas estas estimativas para o sistema de Walsh cléssico sobre [0, 1)
e em [23, 24, 46] estimativas anédlogas para operadores multiplicadores sobre espagos
homogéneos e sobre o toro. Os resultados neste capitulo sobre n-larguras estao publicados
em [8].

Usamos as terminologias a, = b,, a, » b, e a, < b, para duas sequéncias
(ay) e (b,), para indicar a existéncia de constantes universais C1, Cy, C3 e Cy satisfazendo
Clb X Qp
reRea

(a); =0sea<0.

< Oqby,, a, = Csb, e a, < Cyb,, para todo n € N, respectivamente. Se a € Ny,
<z < a+ 1, escrevemos [z] = a. Para a € R denotamos (a)y = asea > 0e

3.1 Estimativas inferiores para n-larguras

Nesta se¢ao, demonstramos a limitagao inferior para n-larguras de Kolmogorov
e Gel'fand de operadores multiplicadores gerais de séries miltiplas, limitados de LP(Q%) em
L(Q%), 1 < p,q < o0. Denotamos por U, a bola unitéria fechada {f € LP(Q7) : | f], < 1}
de LP(Q9).

Defini¢ao 3.1.1. Sejam |-| uma norma em R" e E o espago de Banach (R",|-|) com
bola unitiria Bg. Se {x,y) denota o produto interno usual dos elementos x,y € R™, entdo

a norma dual de |-| é definida por

|#|" = sup{[<z, )| : y € Bg}.
O espago dual (R™,||-|°) de E serd denotado por E°
Sejam n = dim Ty, Ty = @D Hi, {&}7, a base ortonormal de Ty definida

na Observagao 2.2.3, A, = {\¢}7_1, M\ # 0 para 1 < k < n, e consideremos os operadores

multiplicadores A,, e A,;! de Ty em Ty definidos por

Ay (Z l’jﬁj) = Y A&, e AL (Z l“jéj) = DN g
j=1 j=1 j=1 j=1
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Observacao 3.1.2. Os operadores A,,, J, Kn comutan entre si, isto é, A,oJ = Jo Kn
De fato, seja x € R™. Entao

Ao J(z (Z xJ@) = Z Azi&;
j=1

Jo /N\n<l’> = J(All’l, e nxn 2 Y [L’Jgj

Portanto, A, o J = Jo Xn

Observacao 3.1.3. Os operadores J=1, A, /N\n comutan entre si, isto é, J 1o A, =
A, o J7 L De fato, para f € Ty, [ = Z;L:lxjfj temos

J VoA (f) =T (An <§n] xjgj)> (Z A :v]@) (M1, - oy Ann)

Apo JNf) = ( (Zmp)) w(@1, ) = Mz, Ay

Portanto, J"Lo A, = A, o JL.
Teorema 3.1.4. ([35]) Seja E° = (R™,|-|°). Para cada 0 < p < 1, existe um subespago
Fy de R™, com dim Fy, = k > pn, tal que

[2] ) < CM@R™, |-[°)(1 = p) 7/ |z
para todo x € Fy, onde C' > 0 é uma constante absoluta.
Teorema 3.1.5. Sejam 1 < ¢ < p < 2,0<p <1, n=dmTy, Ty = (—Bfio”;‘-ll ,
dp = dimHy, A : [0,00) — R tal que t — |\(t)| é uma fung¢do ndo-crescente e seja

A = {Michyeng a sequéncia de multiplicadores he = A(|k|) satisfazendo A # 0 para todo

k € N&. Entdo existe uma constante absoluta C > 0 tal que

min{dp,, 1)(AU,, L), d"" (AU, L)} = C(1 — p)"*kyn,

onde
( N —1/2
(1=1/a)*n” <Z P d’) et
Kgn = < N = -1/2
(n/ oz m)1 2 (2 MO dl> P
L =1
Demonstracao. Seja J : R" — Ty oisomorfismo coordenado dado por J(z) = J(xy,...,x,) =

251 73§ Sejam x,y € R" = J7Y(Ty). Usando o fato que J é um isomorfismo coordenado

CyY € B?Amq)}.

e portanto preserva produto interno, obtemos

|2 (a0 = supl{z, )| sy € By, o} = Sup{ Ld J(z)J (y)dp
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Temos
J(Bly,q) = J{z eR" [z ) < 1}) = {J(x) € Ty : [And (2) ]|, < 1},
e fazendo f = A,J(x), isto é, J(z) = A,;'f, obtemos
J(Bl, o) =N feTae|fl, <1, feTnt={A"feTy: feBl}t=ANB.
Assim,
Jelfy,. = sup{’ [ @] swe A;l(B;})}. )

Como A,(J(y)) € By, segue que A,(J(y)) = J(y), com y € By, onde By = J 1(B}).

q’ q
Obtemos assim da expressao (3.1)

12 (a0 = Sup{ Ld J(z)J(y)dp?| - J(y) € AZI(BZ})}

- sup{ J J(@) (AL T (@)du| = I (y) € B?}
Qd

) Sup{ Ld<A;1J<x)>J@>dud U Bg}’

n

donde a tltima igualdade é verdadeira, pois se J(x) = D7 z;&5 e J(¥) = X0 ) UmEm,
entao A, LT(9) = 20 A mém € AMT (x) = Z?Zl )\j_lxjéj. Logo

[T @t = 3 3 At | et

j=1m=1 Qd
- Z >‘J_1$Jgj
j=1
= 2D AN T | &§0)Em(x)du’(x)
j=1lm=1 0
- [ Az @@
0d

Assim, pela Desigualdade de Holder segue que

1530 = p{\ | s s@ae): 16 < Bz;}

< Sup{HA;l(](ZL‘)

< AN (2)

@, I € By

¢ ||95||(A;1,q/)a (3.2)

onde 1/q + 1/¢' = 1. Tomando agora 0 < p < 1, podemos garantir pelo Teorema 3.1.4, a

existéncia de um subespago Fy de R” com dim F}, = k > pn, satisfazendo

|2y < C" M Gn, ) (X = 2) " Il a4
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para todo x € Fy. De (3.2), vem que

[l 2y < C"M (|| az1,0)) (L = £) 2 2] r, )

para todo x € Fj. Assim, tomando

-1 -1
e=(C) (=) (M(azr ) (3.3)
temos que para todo x € Fj,
ellzlg < lzln,.q -

Por outro lado, se z € Bfy N Fy, entao z € Fy e |zf, , <1, logo
ezl < 2l q < T

Como [z = [[J(2)],, assim €| J(z)], = €|z], < 1, e temos que ex € Bfy) = JYBy),

o que implica x € ele&). Portanto,

BELAn,q) M Fk C EilBZLQ),

e logo
EBZZAn,q) M Fk (e B&) (34)

Além disso, estimando a média de Levy M(||,-1 ) pelo Teorema 2.2.13 (note que isto

, , . -1 . ~ , ~
é possivel pois t — |[A(¢)|” é uma funcdo mondétona nao-decrescente), obtemos

N 1/2 1/2 /
- _ (¢)"2, q < o,
ANLMJQU)g(In/V2<§\AUH 2@) { s

= (log, n) q = 0.

Agora, de (3.3) e como 1/g +1/¢' =1, com 1 < ¢ < 2, vem que

N —-1/2 —1/2
1-1 l<g<?2
e>02<1—p)1/2n1/2<ZM<l>r2dz> {( j) Tl<as<2 (3.5)
=1

(10g2 n)71/27 q=1

Como AU, c AU, ja que 1 < ¢ < p < 2, usando propriedades de n-larguras temos
min{d,, 1)(AU,, L), d"" (AU, L)} = bpn_1)(AUy, L9) = byyn_1)(AUs, L9).  (3.6)

Como dim Fy, = k > pn = (pn—1)+1 = [pn— 1]+ 1, entdo segue da defini¢do de n-largura

de Bernstein

b[pn_l](AUQ, Lq) = bk-fl(AU27 Lq)
= sup {B>0:5(U,n L) c AUy}

LcLA
dim L=k

> sup {8>0:8(U,n L) < AUy}
LkCLqﬁTN
dim Ly=k

— s {80 B(Br o L) < B,
LicLinTy
dim L=k
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onde a ultima igualdade segue do fato que
Bl nLy= Uy nTn) 0 Ly = Uy Ly

Por outro lado, lembrando que J : R" — 7Ty é um isomorfismo coordenado, e das

Observagoes 3.1.2 e 3.1.3, e de (3.4), segue que

bron—11(AUs, L) = b1 (AU, L?)
> sup {B>0:8(B; nLy)c A, By}

LkCLqﬁTN
dim L=k

sup  {8>0:JN(B(B} nLy)) < J A By}
JH(Ly)cR™
dimLk=k
= sup  {B>0:8(JYB" A J L) < A, T By}
J~(Ly)cR™
dim J~1(Ly)=k
= sup {8>0:8(Bjn Li) © /NXnB&)}
LicR™
dim L=k
= sup {B>0:A'B(B}) L) < By}
LicRm
dim L=k

E facil ver que K;l(BE‘q)) = B}, , ¢ assim,

bipn-1)(AUz, L7) = sup {B>0:A,'B(By, 0 Li) < By}
LycRn
dim Ly =k

= sup {>0: B(B?Amq) A Ek) c BE‘Q)}
LecR™
dimzk=k‘

= sup{f > 0: B(B{y, ¢ 0 Fi) © Bz}

= €.
Consequentemente por (3.6)
it {di1) (AUy, L), d (AU, L1)} > .
e de (3.5) segue o resultado desejado. O

Corolario 3.1.6. Nas condicoes do teorema anterior temos que

N —1/2
i) (AU, L9) = C'(1 = p)"n? (2 AW dl> o

=1

onde
(1, 1<p<2,1<¢g<2,
<

0

)

1
1, 2<p<o0, 2<q
1 1<p<2<qg<

logyn) ™2, 1<p<2,q=

a0

)

?

( 1
L (logQ n>71/27 p = 0, 2 < q < 0.
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Demonstracao. No Teorema anterior temos o resultado para 1 < ¢ < p < 2. Consideremos

agora 1 <p < ¢ < 2. Como |-, <[], <[], entdo Uy = U, = Uy, e portanto do Teorema

3.1.5,

dipn—1)(AU,, LY) > dj 1) (AU,, LY)
—1/2
> On'2(1 — p)1? <Z|)\ r%) (1—1/g)". (3.7)

Assim obtemos o resultado para 1 < p<2el <g<2 Sejal <p<2<q<ow. Como
[l <[], entdo de (3.7)

dipn_11(AU,,, L1 1nf sup inf
[p 1]( P ) fEAB gEXn ”f g”

> inf fsetAlp gg}{fn If — gl

= d[lm—l (AUpv LQ)

-1/2
> el =P (ZM y—2dl) .

Sejam 2 < p < 0, 2 < g < w e seja A’ 0 operador adjunto de A. Assim, como A € L(LP, L?),
entdao A € L((L9),(LP)") = L((L9),L*), onde 1/p + 1/p' = 1 e 1/q+ 1/¢ = 1. Logo

usando propriedades de n-larguras, temos
dipn-1y(AUy, L) = djpnyy (A = L7 — L) = dP" (A < (L) — L),

Se 2 < q < oo, entdo (LI) = LY e 1 < p/ < 2,1 < ¢ < 2. Portanto como A = A/, do

Teorema 3.1.5

dipn_1)(AU,, L9) = dP"" (A - LY — [F') = drn=(AU,, 1Y)

N —1/2
> C(1— p)! 2 (Z A dl) (L-1p)"",

=1

quando p’ < ¢'. O caso ¢’ < p’ obtemos como em (3.7). Agora, seja ¢ = 00, entdo 1 < p’ <2
e L' < (L*)'. Como Uy < Uy, segue pelo Teorema 3.1.5 que

/

dipn—11(AUp, L) = dppn—1j(A : LP — L*) = dlen=1 (A: (L*) — LY)

> dlr (AU, LP) = dPrY(AU, LY

N —1/2
0(1 _ p)1/2n1/2 (Z ‘)\(l)|72 dl) (1 . 1/p/)1/2‘

=1

\%

Agora, seja 2 < ¢ < o0, p = 0. Se 2 < g < o0, entao

Aipn—11(AUo, L9) = djpp 17 (A s L* — L) = dP"" (A L7 — (L*)))
d[ YAU,, (L)) = dP=Y AU, LY).
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A tltima igualdade segue da Proposigao 1.7.3 e do fato que AU, < L' < (L*)'. Portanto,
do Teorema 3.1.5,

dipn—11(AUo, L9) = dP" (AU, L")

~1/2
> O(1 - )22 (log, n) 12 (i DI dl> :
=1
Sep =¢q = o, como L' < (L*®), usando propriedades de n-larguras e do fato que
AU, < L' = (L)', obtemos
A1) (AU, L) = i 1y(A s L = L) = dP V(A B ey, (L))
> A (AT, (L)) = den (AT, )
Assim, pelo Teorema 3.1.5

dipn-11(AUs, L*) = dP""Y(AU,, LY

—1/2
> C(1 — p)Y?n'?(log, n) W(ZM |—2d,> :

=1

=

completando assim o caso p = o0, 2 < ¢ < 0. O caso 1 < , ¢ = 1 segue diretamente

do Teorema 3.1.5. Completamos assim a demonstragao do Corolarlo. O

Observacao 3.1.7. O Teorema 3.1.5 e o Corolario 3.1.6 continuam vdlidos se trocarmos

Ty por T = (—Bf\il?{f, di por di e A por A,.

3.2 Estimativas superiores para n-larguras

Nesta secao, demonstramos a limitacao superior para a n-largura de Kolmogorov
de operadores multiplicadores arbitrdrios de séries multiplas, limitados de LP(Q¢) em
La(Q9).

Teorema 3.2.1. Seja A : (0,0) — R tal que t — |\(t)| € uma fung¢do nao-crescente e
seja A = {Aichiend, Ae = A([k|). Suponhamos que 1 < p <2 < ¢ < o e que o operador A €
limitado de L*(Q4) em L*(Q%). Sejam { Ny} o e {ms}iL, sequéncias de nimeros naturais
tais que M € N, N, < Npy1, No=0ce Zk oMk < B, para um nimero 3 € N. Entdo existe

uma constante absoluta C' > 0, tal que

k= M+1
onde
1
0 _ 9]\{:,]\71“_1 q1/27 2 < q < O,
i (mk)1/2 (10g2 eNk,NkH)l/Z? q =@
e

Nit1

Onedis = », dimH,, k> 1

S=Nk+1
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N . M:

Demonstragio. Sejam My, My € N com M; < M. Denotamos To v, = Ta, = @25 Ha
M- . M-

e para My = 1, Tar, v, = D3y, Hi- Escrevemos n = dim Ta v, = 20020, 41 ks

By = Uy 0 Taruys By = J7H(By), Ao = 0, e fixamos 0 < p < 1. Entao pelo Teorema
3.1.4, existe um subespaco Fj de R", com dim Fj, = k£ > pn, tal que, para todo x € Fj,

temos
2] q) < CLM (|- ()1 = p) " 2], -

Se m =n — k, entao
n n 1

m n—k 1— k
e como k > pn, entao k/n > pn/n = p. Assim, 1—k/n < 1—p, logo, (1—k/n)~t > (1—p)~1,

o que implica que n/m > (1 — p)~'. Entao

1/2
u—m*ﬂ<(”) |
m

1/2
n o
ol < ) (2 ) Nl

Agora, pelo Teorema 2.2.13 para A,, =Id, temos

Mo 1/2 1/2
_ q’", 2<qg<w,
M([ll,)) < Can 1/2< Z dz) { 1/2 _

I=M;+1 (10g2 n) q = 0O,

portanto,

assim,
q"? 2<q<m,

)

M(]|- <C
) 2{<m&nw@ 0=

e consequentemente para x € [y,

1/2 1/2
n o ) a7 2<q<o,
el < a2 ) My, y
" oga ), q = .

Pelas propriedades de n-larguras para operadores temos d,(T") = d"(1”), e como J é um
isomorfismo coordenado, segue que

d, (Bpyy, (R™, |- = inf sup inf |z —
(Bl (B ) = 1 st i o~ g

= inf  sup inf [ J(z) = J(y)l,
)

J(Ym) J(z)e (Bf,)) J(y)eJ(Ym

inf sup inf —
pf sup i [ — g,

= dm(B;Z, Lin TMl,M2>‘
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Portanto,
dm(Bg7 L% n TM1,M2) dm(B (2) (Rn H H q)))
= dn(Id : (R", -] 2)) = (R™ [ ()
=d"(Id: (R", [ )" = R™ [ 2))")
=d™(Id: (R |]) = R[] )
= d™((Bly)" (R", [-]2))
= inf su x
Lm xe(B&))IgmLm H H(Q)
< sup [z
ace(B ))Oka
1/2 1/2 9 <
n o C] ) = q < OO7
<G () sSup Hx”(tz) 1/2
m we(Bp.))° N F (logym)2, q = o,

<C(n)1/2 q1/2> 2<q <o,
<O\n) O\ togny2 g=o

onde L,, sdo subespacos de R"™ de codimensao m, isto é, dimL,, =n—m =keld é o
operador identidade. Assim

1/2 1/2 9 < o0

n q ) ~ q < )
dp(By, LY " T < s — 3.8
(B M) 3<m> { (logy )2, ¢ = . (3:8)

Seja agora B)vM+1 = U, n Ty, n,,, € para f € AU, < L*(Q7) (pois A ¢ limitado de

LY Q) em L*(Q%)), seja Sn(f) a N-ésima soma parcial esférica de Fourier de f, isto &,

- X Mo F) = | rG0mdxd ),

keNd
k|<N
Tomemos para k > 1
19Nk7Nk+1(f) = SNk+1 (f) - SNk Z f Z f
_]eNd JENd
lil<Ni4+1 il <N,
= > f@ei— ), fles= ), Fi)ey,
JEAN; 1 JeAN, JeAN, 1\ AN
e
19N0,N1 (f) = SN1 (f)
Como,

N Ot (F) = Do (F) + Onvass s () + -+

i Mo TG = f - Sn.(f)-

k=sjeAN;, 1 \AN,
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lim
S§—00

D 0NN (F)
k=s

2
Logo, dada f € AU, = L*(Q%), temos

f = Z ﬁNmeﬂ(f)v
k=0

= lim |[f = Sn.(f)l, = 0.

onde a convergencia da série ocorre na norma de L*(Q¢). Mas f = Ay, ¢ € U, e podemos

entao reescrever a equacao acima da forma

0 0]
f = Z ﬁNk,Nk;+1 o A(SO)
k=0
Consequentemente,
o0
AUP < @(ﬁNkak+1 © A)UP
k=0

Mas, para cada ¢ € U, temos que

Ap~ T > N@G)es,

I=1jeA\A;_1

e assim

INeNen (M) = ) (Ld A¢<X)¢j(x)dﬂd<x)>¢j

JEANL 1 \ANy

- Y (LY X weaonentto

jEANkJrl\ANk =1 kEAl\Al,1

= Nkil( > Aj@(j)sbj)

l=Ni+1 jEAl\Al,1

:A<.

JEAN, 1\ AN,

Assim, Uy, n,., © A(Up) = AoV, n,,,(Up) e obtemos entdo de (3.9)

o
AUP = (‘D(A © ﬁNkak-H)Up'
k=0

26 ) = A0 0)).

(3.9)

Jo

(3.10)

Agora, dada ¢ € U, observando que A\x = A(|k|) e que t — |A(f)| ¢ uma fungdo nao-
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crescente, temos que

(Ao tnmy )], = NZ( ¥ wom)

Z=Nk+1 jeAl\Al,1

2

(NZ S G)EIEG |)m

[=Ng+1 _]EAl\Al 1

<(N2 A-DE Y \@(j)\z)m

=Ny +1 JEANAI1

vl 3oy |¢<j>|2)1/2

l:Nk"r]. jEAl\Al—l

=ANOL Y, Bl)e

JEAN, 11 \ANy

2
= )‘(Nk)| HﬁNk,NHl(%O)Hz' (3'11>
Mas
2 e
[0xmen @)= D0 18G)sil,
JeAN, 1 \AN,
D Y )| 1o
JEAN, 11 \ANy,
< D) (Kol
JeAN 1 \ANy

= l(22 HQDH? #(ANk+1\ANk)

N
= K3el] Y, dim#H,

s=Np+1
= O i K ol
assim, obtemos que
950 s ()] < O v K2 il -

Por outro lado, para p = 2 temos ¢ € Uy = L*(Q?) e assim

[N ()], = ( 2 \@<j>|2)1/2< (Z \@(j)ﬁ)l/: lell,

JeAN, 1 \AN, jeNd

Consequentemente, obtemos o seguinte sistema de desigualdades

1/2

930801 ()], < 0N o Ko
HﬁNk»NkJrl (SO)HQ < H90H2 :

Aplicando o Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin a este sistema de desigualdades,

vem que

“ﬁNkakJrl (SD) 2 s Nk,Nk+1 Nk:ka:+1 2 )
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Seja K = max{K?Z,1}. Assim, de (3.11) segue que

H (A © ﬁNkJVkH)(P
K AN 0302

)

2

de onde (Ao ¥, Ny, )9 € K [A(Ny)] G%S’Qi/leN’“N’““ ou seja
1p=1/2 pNiNit
(A0 O )Up © B INNG) 03 32, B

e obtemos assim de (3.10)

a0
- Ny,N
AU, = @ K NN 03732 Byt (3.12)
k=0
Agora, pelo Lema 2.2.12, observando que 2 < ¢ < 0 e Oy, n,,, = Zi\[jj\i 41 dim H,, temos
N, N1
para ¢ € B,

1 1/2-1
lil, < KONIN, Il < KON,
de onde ¢ € KG%I?le/leN’“N’““ e portanto By * " < K@}V/If]\i/leN’“N’f“ Logo, de (3.12)

segue que

1/p—1/2 Ny Ngy1
AU, c@KeN/:,Nkm (Ny)| Byt

k=0
M 00
1/p—1/2 Ny, N, 1/p—1/2 Ny, N,
= k@Kg}\{:Nk/H | ( k)| B! RNkt k_%_)—H Kej\{sz/H |)\(Nk)| B! & Net1

1 1/2 N, N, 1/p—1/2 1/2—1
< D KON, NN By + D K NN 0L (O3 Bt

k=M+1
- (@ AR AV B D) A |9%:,Nt/3135k’““>' (313)
k=M+1
Finalmente, do Teorema 1.7.1, (3.13) e (3.8) obtemos
1 —1/2 Ni,Ni41
dg(AU,, L7) (Z IA(V N/f’Nkaldmk(Bg PERLT A TNing,,)
e @]
1/p—1
+ Y N 03PN do(BYs N LT A TNk,Nk+l>>
k=M+1
M 1/2 1/2
0 2<g< o
1/p—1/2 [ YNg, N q, S q ’

<0y I, (e .

k=0 my (log2 eNk7Nk+1) , q = 0.

0
1/p—1

+C 3 PRI,

k=M+1

gL/p1
~C(Rp0len+ 3 NI ).
k=M+1

onde a tltima desigualdade é vélida pois para todo espaco de Banach X, do(Byx, X) < 1,

o que conclui a demonstracao. O]
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Observacao 3.2.2. Vamos agora melhorar a estimativa obtida no teorema anterior,

especificando as sequéncias N e my. Seja N € N, definimos Ny = N e

Niyr =min{l e N: v [A(])| < [N Ng)l},

onde v > 1 é um numero fizro. Usaremos v = 2 pois tal escolha serd suficiente para nossas

aplicagoes. Como Ny 1 = min{l € N : 2|\(1)| < [N(N)|}, seque que 2 |A\(Ngi1)| <

e portanto
A(Nea)| < 278 M)

Para € > 0, definimos

1 0
M:[w]’ mp = [27%0n, 3]+ 1, k=1,2,... M,
€

emg = O0n N, = 0. Assim
0 0,N1 0,

M
2,
k=1

M
Z(Q E9]\[1“]\[2 +1>

M

= M+ 0y, n, Y [27%]
k=1
0
<M+ 0y, 5, (27
k=1
10g (0]\[ N ) 1
< % QNLN2@
1 1
< |- 0
<e 1 —26> Nu Nz
= CeeNl,Nw
onde C¢ depende somente de €. Seja
M
6 Z k—mo—i-ka—Zdlm'H +ka
-0

e dg := dg(AU,, L7). Entao aplicando o Teorema 3.2.1, temos

1 -1
<C Z |)\ Nk |ka +C Z ]\?:,Nk/fl
k=M+1
1/p
20|)\ |22k’Nka+l q1/2a 2<qg<m,
1/2 log. 0 1/2 _
(OgZ Nk7Nk+1) ) 0
kpl/p—1/q
+ 20| AN 2 2 RN
k=M+1
l/p
< 20 |>\ | Z 2~ k(1—e/2) Nk Nk+1 q1/27 2 < q < 9,
h 05, | ogy 0 12 g =
N1,Na ( 089 N/kaH) , @ = 00,

+2C |M(N)] 2 27 kGNPl

[A(N)]

(3.14)
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Observacao 3.2.3. Observamos que o Teorema 3.2.1 permanece vdlido se trocarmos
k ES s
A por Ay = A(kl|,) e On, n,,, pOT 0NNy, - Observamos também que, se trocarmos na

Observacao 3.2.2

* * * N
M por M* = [log,(0%, n,)/€], onde 0N Nesr = kﬁ;+1 dim H';

my por mj = [2_67“9}“\,1’]\,2] +1;

k * _ * .
e Mg pormgy = ‘9N0,N1 = Uo,N

M* M*
B por B* = Y _gmi =mg + D mi;

dg por dg« (A, : LP — L), obtemos de modo andlogo

/p 1/2 2<q< o
dﬁ* < 2C ‘)\ ’ Z 9—k(1—¢/2) N:7Nk+13/2 qa, . o q )
(9 1,N2) (10g2 Nk,Nk_H) y g =90,
0
+20 AN Y 27 (O )
k=M#+1

Definicao 3.2.4. Sejam Ny, M como na observagdao anterior. Dizemos que A = {/\k}keNg €
K., parae>0el<p<2, se|\k+1)| <|AKk)|, Ny < Nii1 para todo k € N e se para

todo N € N tivermos

M 1/p
Z k(1—e€/2) eNhNk-H <C 91/1)—1/2
N PYN Ny -
k=1 N1,N2
De modo andlogo, dizemos que A, = {)\k}keNg € K, parae > 0 el <p <2 se

Ak + 1)| < |A(k)|, Nk < Npy1 para todo k € N e se para todo N € N tivermos

1/p
. O N ) _
Z 9—k(1— /2) k k+31/2 C'* ( Nl,N2>1/p 12

172

As constantes C,, e CF, dependem somente de € e p.

Uma consequéncia imediata de tal definicao e da Observagao 3.2.2 é o seguinte

corolario.

Nipsa como no Teorema 3.2.1, sejam também

Corolario 3.2.5. Seja A = {A}yeng € O,
>0, N, M, {my}2L, e B como na Observagio 3.2.2 ¢ 1 < p <2 < q < 0. Suponhamos
que A € K., para € > 0 fizo. Entdo existe uma constante C., > 0, dependendo somente

de € e p, tal que

2

1/2 2 <
1/p-1/2 ) 477 < g < 00,
ds(AUy, L) < Cop | A(N) 630 3 y
Sup1<k<M(log2 eNk»NkJrl) y g = 90,

kpl/p—1/q
+ Cep NIV Z 27 RNt
k M+1
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Observacao 3.2.6. O Coroldrio 3.2.5 permanece vdlido, se trocarmos A por Ay, \¢ por

* % *
Aes Ong Ny, POT eNk,Nk+1 e K., por Ke,p-

Observacgao 3.2.7. As fungoes de Walsh sobre S foram introduzidas em [3]. Consideremos
a esfera unitdria l-dimensional real S' = {x € R : 23 + -+ 2}, = 1} munida da medida
de Lebesgue normalizada dx. Para |l = 2, seja & : [0,7] x [0,27] — S? a funcdo definida
por £(01,05) = (cosBy,send; cos by, sendysenbdy). Para k,j € Ny e 1 < j < 2k, sejam
7 = [(j — 127w, j27 ) e I = [aby,ak), 1 < j < 28— 1, I = [ab_ |, dk],
onde 0 =af <af <...<aby =me

k

Qa
f " sentdt = f sentdt = 27Kt 1< j <2k
a;‘.'_l I;’l

Para k € N, denotamos

Gr={I"" x I 1<j<2" 1<l <2My,

Ar = {£(G) : G e Gi}, Ay = {S°};
Cr=1{0,1,2,...,2F1 —1} x {0,1,2,...,2" = 1};
B = Ci\Ci—1,k = 2,8, = Cy.

Sejam n = (ny,n9),m = (my,ms) € N2. Se existe k € N tal que n, m € By, definimos
n<mseesosen <mpoun, =m; eny < mg. Sene By eme B para k # [,
definimos n <m se e s6 se k <. A relacao < definida por n < m se e s6 sen =m ou

n < m é um orden total sobre Ni. Para k € Ny e x € S?, sejam

ok+1 ok+1
(1) _ j+1 2 i1
B = 2 (0 Xegsqoamy B = 20 (1 X mpereray,
Jj=1 j=1

onde x4 € a funcdo caracteristica do conjunto A = S?. Sen = 2™ + 2" 4 ... 4+ 2™ com

ny>mng >--->n, =0, entdo para i = 1,2, definimos

Paran €N, a fungio de Walsh ¢, € definida por ¢,(x) = ¢¥§) ()92 (x) onde (m1,ms) =
m =1i'n) ei: N2 — N € a funcio definida por i(m) = #{k € N2 : k < m}. Para a
definicao das fungoes de Walsh sobre S, 1 = 3, ver [3].

Sejam X =S' xSt x - xSt e du(x) a medida produto dzy x - - - x dx,, (d-vezes).
Para n = (ny,ny,...,ng) € Nd, x = (21,29, ...,24) € X, definimos a funcio de Walsh 1y
sobre X por
Yn(X) = Yny (21) - . Uy, (T4a)-

Foi demonstrado em [3] que o conjunto {{}nen € um conjunto ortonormal completo em
L3(S!, dx). Seque pela Proposicio 2.1.1 que {1y }nend € um conjunto ortonormal completo

de L*(X, i) e portanto os resultados deste capitulo e dos sequintes valem para esse sistema.
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Observacao 3.2.8. Considere A;, Af, Hi, H}, d;, dff, Ty e Tn como na Observagio 1.4.8,
l e N. Para cada l € N seja B = A\A;_1 com exatamente (d; — 1)/2 elementos e tal que
se k € By, entdo —k ¢ B;. Tomamos B = | J,.x Bi € temos que Z¢ = B u (—B) u {0} ¢
ANA_1 = Byu (—=B)) u {0}. O sistema trigonométrico {v/2sen(m -x)}mep U {1/2 cos(m -
X)}men U {1} sobre o toro T¢, é um sistema ortonormal completo {pm tmeza em L?(T?)

(ver [46]) que verifica
1< Joml, < V2, mezt

O subespaco H; € o subespaco gerado pelas fungoes v/2sen(m - x) e +/2 cos(m - x) para
me B sel >0, Hy= {1}, edimH,; = d;. O mesmo acontece quando trocarmos H; por
Hj e d; pordf.

Portanto, todos os resultados obtidos nesta tese sao vdlidos para o sistema
trigonométrico. Eles generalizam os resultados para o sistema trigonométrico sobre o toro
obtidos em [23] e [}7].
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4 n-Larguras de operadores especificos

Neste capitulo, aplicamos os resultados dos capitulos precedentes na obtencao
de estimativas para n-larguras de Kolmogorov de conjuntos de funcdes sobre ¢, associados

a operadores multiplicadores especificos.

Sejamn A = Dichergs M = MIKD) € A = (hengs M = A(Jkl,), onde
a funcao A : [0,00) — R é definida por A(t) = t7(log,t)™%, t > 1 e A(t) = 0 para
0<t< 1 comn~v€EelR v>d?2 ¢=0esejam A? = {Mchiends A = A(k]) e
AQ = {Mchients Ak = A([kl,), onde a funcao A : [0,00) — R é definida por A(¢) = e,
com v > 0, » > 0. Estudamos estimativas superiores e inferiores para as n-larguras dos
operadores multiplicadores associados a essas sequéncias. Varias das estimativas obtidas

sao assintoticamente exatas em termos de ordem.

No caso em que o sistema ortonormal considerado é o sistema de Walsh {wn}neNg
sobre I, os conjuntos A(I)Up, AS})UP sao conjuntos de fungoes finitamente diferenciaveis e
A(Q)Up, ASE)UP sao conjuntos de fungoes infinitamente diferencidveis, no sentido diadico.
Com analogia com o caso classico, podemos dizer que se £ = 0, A(l)Up e AS‘I)UP sao classes

de tipo Sobolev.

Estudos analogos aos realizados neste capitulo para operadores multiplicadores
de fungoes definidas sobre espac¢os homogéneos e sobre o toro foram realizados em [23, 24,

46]. Os resultados deste capitulo sobre n-larguras se encontram publicados em [8].

4.1 n-Larguras de operadores do primeiro tipo

Nesta secao obtemos estimativas inferiores e superiores para n-larguras de

Kolmogorov dos operadores multiplicadores A e AE.}).

Proposicgio 4.1.1. Seja AV = {Achiengs com Ak = A([k[), onde A : [0,0) — R € definida
por AN(t) = t77(logyt)™¢ parat > 1 e A(t) = 0 para 0 <t < 1, com v,£ € R, v > d/2,
¢ > 0. Entio AV € um operador limitado de L*(Q%) em L*(Q).

Demonstracao. Dada ¢ € Uy, para cada n € N, seja
Pa=00)+), > K
=1 kGAl\Al,1

Temos que

A(1)%:Zn: D MB(k) .

=2 kEAl\A[,1
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e assim como |p(k)| < Ky |l¢|, < Kz e d; = 197!, entdo para m,n € N com n < m, segue

pela Proposicao 1.4.6 que

[A®,, — AW, | = f A0, () = AV, ()| dp ()
Od

- f( > oY Aksa(kwk(x)) dn(x)

l=n+1 kEAl\Al,1

- i Z i Z MA@ (k)p(r) Ld D1 (x) ¢ (x)dp? (x)

l=n+1 kEAl\Al_l j=n+1 I'EAj\Aj,1

IR
l=n+1keA\A;_1
<K; > D> A
l=n+1 kEAl\Al,1
<K3 DY MI-DF > 1
l=n+1 kGAl\Al_l
= K3 Z AL =1 d,
l=n+1
<Cp Y (1=1)"(log, (I — 1))~
l=n+1
<Gy Y, I (logy 1)
l=n+1
< Gy )y It (4.1)

l=n

a

Agora, se f(z) = 7, onde a > 1, entao

Ff()d im [ 2ode = tim —— (1 L o

r)dr = lim | z %z = lim — = .

1 n—x J n—w q — 1 na-t a—1

Desta forma, como Sio f(z)dz converge, entdo pelo Teste da Integral, a série numérica
© f(n) = Y*  n% também converge. Assim, tomando v > d/2, temos que a =
n=1 n=1

—(=2v+d —1) > 1 e portanto a série > ;- [727+9=1 converge. Segue entdo que

Y p =1 g g q

lim HA(1)<pm — A(l)gonHZ =0,

m,n— 00

e assim {AMy,}* | é uma sequéncia de Cauchy em L?(929), e portanto é convergente em

L?(Q9). Escrevemos

o0

Moy — lim AV, — 5
AWp = lim AVp, =37 > Ap(k)dx, (42)

=2 keAl\Al,1



Capitulo 4. n-Larguras de operadores especificos 80

onde a convergéncia ocorre na norma de L*(Q%). Logo, temos de (4.1)

2 ) 2 . 2
A Vel = iy A, = Jimy [Aen]

n—o0 n—ao0

n

o0
<Oy lim Y 72l CQZ ["2rtd-1 _ o
=1

n—0o0
=1

Portanto,
[ADe], < €,
o0 que garante a limitacio do operador AM) de L'(Q%) em L*(Q%). O

Observacao 4.1.2. De modo andlogo é possivel demonstrar que o operador AY ¢ limitado

de L*(Q%) em L*(Q%).

Teorema 4.1.3. Seja AV o operador definido na Proposicio 4.1.1. Entdo para v >

max{d/2,d/p}, 1 <p <o, 2<q< 0, etodomeN temos
1/2

dm A(l)U ’Lq < m_'Y/d+(1/p_1/2)+ 10 m —£ q )
( ps L) (logy m) (long)1/2, = 0.

2 < q < oo,

Demonstragio. Como v > d/2, segue da Proposi¢ao 4.1.1 que o operador multiplicador
AW ¢ limitado de L'(99) em L?(Q%), condicio necessaria para aplicar o Corolario 3.2.5.

Sejam M, Ny, my, € e  como na Observagao 3.2.2.

Fixemos 6 > 0 e sejam Aj, A2 @ (1,+%0) — R definidas por A\;(t) = t77 e
Ao(t) = t777°. Sejam a > 1 e b,by, by € R tais que 2\(b) = A(a), 2M(b1) = Ai(a) e
2X2(by) = Aa(a). Como A, A1, Ay sdo decrescentes temos b, by, by > a. Segue que by = 27

e que by = 21049 Além disso,

byY =M(b1) =2\ (a) =270
=2"'a""(log, a)*(log, a)*
= 27" \(a)(log, )¢
= A(b)(logy a)*
= b7 (logy b) ¢ (logy a)*

1
_ log, a
logy b )’

assim,

Como b > a temos que (log, b/log,a) > 1, e portanto by > b. De igual maneira demons-

tramos que b > by. Consequentemente

QU+ — by < b < by = 2174, (4.3)
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Assim tomando a = Ny, segue de (4.3) que
MOTIN, < b < 2V N, (4.4)

Por outro lado,
Niy1 = min{l € N : 2 |\({1)| < |A(Nk)]},

e 2A(b) = A(Nk). Seja l € N tal que b e (I — 1,1]. Como A é decrescente, entéo
201 —1) > 2X(b) = M\(Ny),
o que implica que I — 1 ¢ {l € N : 2X\(I) < A\(Ng)}. Além disso,
20(1) < 2A(b) = A(Ny),

portanto [ € {l € N : 2X\(I) < A(IVy)}. Logo pela defini¢do de infimo, I = Ny,; e como
be (I —1,1], segue que
Nip1 — 1 <b < Ny

Notemos que {N,}72; é uma sequéncia crescente, pois em caso contrario Ny, = Ny =
m € N. Como 2A(Ng;1) < A(IVi), entdo, 2A(m) < A(m), o que ¢ um absurdo. Portanto

{ N}, é uma sequéncia crescente, o que implica que
ngNk+1—1<b<Nk+1<b+l.

Assim de (4.4),
21/(7+6)Nk < Nk+1 < 21/’YN]§ +1, k>1. (45>

Como a funcido f(x) = x?71 é crescente, temos
j jt1
f 29 e < j9 < f zdx. (4.6)
Jj—1 J

Agora, lembrando que d; = dim H; = [%"! e usando (4.6), obtemos

Nit1 Nit1 Nigy1—1
B : _ d—1 d—1 d—1
eNk7Nk+1 = Z dimH, = Z S < Z S + Nk+1
s=Ng+1 s=Ng+1 s=0
Niy1-1

N

s+1
d—1 d—1
Z J 2 dr + N,
5=0 s

M d—1
<J " dr + Ni
0

< N+ NiE= N, (@7)
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Novamente, usando (4.6)

N1 Ni41 Net1
: - -d—1 d—1
eleNkH = Z dlmHj - Z J > Z J =z
J=Nkt1 j=Ng+1 j=Np+17i~1
Ni+1 p Ni+1 4
= J e > f x4 e
Nk (Nk+1+Nk)/2
Ni1 + N\ N¢ N \*
= Nd (R TR nd TRl (g SR
k+1 2 k+1 2d Nk+1

N N, dd—1){ N, \? Ne \*
_ Nd k41 1 d k L
o 2 { " N1 i 2! Nkt et Nit1
= N,‘jﬂ [1 —9d (1 + d2- Y0+ Mgﬂ/m&) TS 2d/(w+5)>]
= N (1= Csa), (4.8)

onde a tltima desigualdade segue por (4.5). Observemos agora que

d(d—1)
2

> 14+ d27V0+) 4

29 =1+d+ +oo+d+1

d(d—1)

9=2/(v+0) 4 ... 4 9=d/(v+0)
2! ’

donde

. 2d(1 oY) d(dle)gz/(M) - Qd/(v+5)> e

e obtemos de (4.8) que

Ony N > N (4.9)
Segue entao de (4.7) e (4.9) que

Ong Ny = Niy, k=1 (4.10)

Fixando N; = N, segue do lado direito de (4.5) que

Ny, < 2Y7N +1,

Ny <2YIN, +1 < 272N + 1) +1 < 227N + 1+ 27
e, indutivamente, podemos concluir que
Nyt S 20N + (1427 - 4 202D < O 2F N,

Do lado esquerdo de (4.5), segue que 20N < Ny, 220+ N < Nj, e usando inducio
obtemos que
ok/(r+8) I\ < Nis1.

donde
WHOHIN < Npyy < 25N, k> 1. (4.11)
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Seja M = [e 'log, Oy, n,] como na Observagao 3.2.2. Entao usando (4.10) e (4.11) temos

que Oy, n, = N? e como N¢ = n, segue que log, Oy, n, = log, n. Assim
M = e tlogy, N = ¢ 'log, n.
Logo, por (4.10) e (4.11)

Q0
1/p—1
o= AN D 2N
k=M+1
e}
« N7 (log, N)—E Z Q—k(gk/vN)d(l/p—l/Q)
k=M+1
— N—YFai/p- 1/q (log, N)™ Z 9—k(1=(d/7)(1/p— 1/q))
k=M+1
e como M = e 'log, N, segue que existe uma constante positiva C' tal que M >
[Ce ' log, N, assim
oe}
o < N—'y+d(1/p—1/q)(10g2 N)_f Z 9—k(1=(d/)(1/p=1/q)) (4.12)

k=[Ce~'log, N|
Se |b] < 1 temos que >, 0" =M > b =bM/(1—-b). Como 1l <p<2<g<we
v>d/p,temos 0 < 1/p—1/g<lel—(d/v)(1/p—1/q) > 0. Assim

o0
ST D) g1 O tog N 1
1 — 2 (=@ (/p—1/a)

1
1 — 2—-(—=(d/(/p—1/q))

k=[Ce~1llogy N]

_ <2log2 N)706—1(17(d/v)(1/p*1/q))
« N-Ce ta=(d/m/p-1/q)

e consequentemente para v/d > (1/p — 1/q), obtemos de (4.12)
o« ]\[—Wer(l/iv—l/Q)—06’1(1—(d/v)(1/p—1/q))(log2 N)—S

Tomando
C(1—(d/v)(1/p—1/q))
R T V) B
temos
o « N7 (log, N)%. (4.13)

Agora, demonstraremos que A e K, p» bara algum e > 0. Segue do fato que
M = e tlog, N, de (4.10) e de (4.11) que

el/p Ce llogy N 91/17
Z 9—k(1—€/2) NeNer Z 9—k(1-¢/2) Nig,Ni 41
1/2 1/2
01\/{1 No k=1 9]\?1 No
Ce llog, N
« Zg2 o~ k(1-¢/2) (2K N )P
Pt (21/(’V+5)N)d/2
Ce llogy N
« N41/p=1/2) Z 9—k(1—¢/2—d/vp) (4.14)

k=1
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Como 1—d/yp > 0, pois vy > d/p, temos que t = —(1—¢/2—d/vp) < 0se0 < ¢€/2 < 1—d/yp
e consequentemente

Ce llogy N Ce llogy N

Z 2—k(1—e/2—d/7p) _ Z (Qt)k < i(Qt kE_

k=1 k=1 k=0
1
1 — 2—(1—¢/2—d/vp)"

Segue entao de (4.14) que

1/p

M 0
€ Ny, Nj _
§ FI=e/2) 9;2 B < O, NP1, (4.15)

N1,N2
De (4.10) e (4.11) temos que existe uma constante universal C; satisfazendo C;2%0+9) N <

On, N, € como 1/p > 1/2 ja que 1 < p < 2, segue que
Ne/p=1/2) < Cl—(l/p—l/Q)2—d(1/p—1/2)/(7+5)9]1\;17—1/2

1,N2 *

Portanto de (4.15)

M Q%PN
2 k(1—¢/2) 11@/12 k+1 C/,pQ%lez/27 (4.16)
k=1 0N1,N2

isto 6 AM) € K_,. Segue assim do Corolario 3.2.5 que, para 1 < p < 2,

1/2 2 <
1/p-1/2 ) 477, < g < 0,
ds(ADU,, L) <« [A(N)| 037 o
SuplgkgM(logQ eNk,NkH) y = 90,
1/p—1
+ |>‘ 2 2- ke]\?:ka/ff
k=M+1
De (4.13) obtemos
2<q <o,

1/2
ds(AVU,, L7) < [N(N)| 9373 { ¢ , +N " (log, N)~¢.

Sup; << (1085 eNk,NkH)l/ y 4= X0
Para 1 < k < M temos de (4.10), (4.11), da definicio de M, e do fato que n = N4
eNlc:Nlc+1 « (Zk/vN)d < <2M/7N)d
< 2(dC’log2 N)/'yeNd
_ Nd+dC/'ye _ (Nd)l-‘rC/we

& nl-‘rC/’ye'

Logo,
C
logy On, Ny, < logyn! e = (1 + )1og2 n « logyn
ye

e segue que sup; <<y (10g, Oy, .., )% « (logy n)¥2, donde

_ 1/2 2<g<
ds(ADU,, L9) « |A(N)|9}V/ﬁN12/2{q ’ 4 " 4+ N 7(log, N) 5.

(logyn)'/?, q =,
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Além disso, de (4.10) e (4.11), temos que H%ﬁj_vlf « N/P=1/2) ¢ portanto

q"?, 2<q <o,

ds(AVU,, L) « N-YNIP=12) (1og, N)~¢ { + N 7(log, N)7%.

(logyn)'2, ¢ = o0,
Agora, como n = N9 segue que N7 = n~ /4 NIU/P=1/2) — pl/p=1/2 ¢ (Jog, N)~¢ =

(logy N%)~¢ = (logy n)~¢. Consequentemente

q'2, 2<q<w,

(4.17)

dg(A(l)Up, L9 « n~V/d+(1/p=1/2) (logy n)*f { (log, n)1/2 q = 0.

Da Observacao 3.2.2 vem que

N M M
B= Y dimH, + > my=n+ Y 20y
s=0 j =1

J=1 J
Como n = N e M = e 'log, N, segue da definigao de 3, de (4.10) e (4.11) que

[Ce~1log, N
B« N 42UNT Y (27 « N,
j=1
isto é, existe uma constante Cy > 0 tal que 8 < CoN?. Dado m € N, seja N € N tal que
CoN? < m < Cy(N + 1) Segue das propriedade de n-larguras e de (4.17) que

A (AU, L) < deyna(AVU,, L)
< dﬁ(A(l)Upv L7)
1/2 2 < q < o,

_ - N q 7
« P (Jog, n) { (log;n)"?, ¢ = o0.

Mas, N% = n e assim Csn < m < Cy(N + 1)? < C4N? < Csn, donde m = n e portanto

q"?, 2<q< o,

dm(A(l)Up, L) « mfv/d+(1/p71/2)<10g2 m)~¢
(10g2 m)1/27 q = 0,

para 1 < p < 2. O caso 2 < p < o0, segue do fato AU, = AW, O

Teorema 4.1.4. Seja AV o operador multiplicador definido na Proposicio 4.1.1. Entdo

para todo n € N
dn(A(l)Up, L9) » n~"4(log, n) "¢y,

onde
(1, 1<p<2,1<qg<2,
<

0

)

1

1, 2<p<o0, 2<q
1 1<p<2<qg<
logyn) 2, 1<p<2,q=

o0

)

?

( 1
\ (logQ n>71/27 p = 0, 2 < q < 0.
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Demonstracio. Sejam k, N € N, d,, = dimHj, e n = dim Ty. Sabemos que d; = k%! e

n = N% Assim

N —1/2
(2 Akl dk) =
k=1

M=

—-1/2
(k77 (log, k)f)del)

el
Il
—

I
M=

=~
I
—

—-1/2
k2’y+d—l (10g2 k)Q{)

N —-1/2
> | Y N (log, N )2§> = (N7 (logy N)™*
k=1

=n" 2 (logy n) ¢,

e assim aplicando o Corolério 3.1.6 para p = 1/2 obtemos

12 / N —1/2
1 2
d(n_2)/2)(AVU,, L9) = Cn*/? (1 — 2) (Z | \g| dk> Cn

=1
» n2n V412 (log, n)4C,

= n"Y/d(log2 n)*ﬁgn.

Agora sejam m,n € Ntal quen > 4e[(n—3)/2] <m < [(n—2)/2]. Entdon < 2m+3 < 5m

e assim
din(AVUy, L) = diju—2/2 (AVUp, L7)
» n Y (logyn) ¢,
> (5m) " (logy 5m) ~*Cy
=m""(logy m)~*Cm,
e portanto o corolario estd demonstrado. O

Observacgao 4.1.5. Efetuando simples adaptacoes nas demostragoes é possivel mostrar

que os Teoremas 4.1.3 € J.1.4 permanecem vdlidos quando trocarmos o operador AV por

AW,

Observacao 4.1.6. Os resultados desta se¢io sao vdlidos, em particular, para o sistema
de Walsh {wn}neNg sobre I¢ ou o sistema de Walsh sobre S! x --- x S! ou se é considerado

o sistema trigonométrico sobre o toro T¢.

Seja o € LY(1%) e sejam e N, v >m +d. Sek e A\A,_,, entio
M) < M- <(I-1)7"<Cl™
e kg <1 para todo 1 < g < d e assim

APk kg = Alk) [8()| k" < CU7 gl kg < C™ g -
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Entao,

S B K< Clgl, S < gy
kEAL\Al,1 kEAl\Al71

e como —y+m+d—1< —1, temos que

o0 o6}
DY MG < Oy T o
=2 kEAl\Al,I =2

Logo, pelo Coroldario 1.5.10 a derivada parcial diddica 6’”(/\(1)@)/69521 existe e

(’}m

Ao =30 Y MR W

q =2 kEAl\Al,1

Portanto, a derivada parcial diddica 0™(AW¢)/0xl"(x) existe para quase todo x € I e
todo1 < q<d, sey>m+d, isto é, A\Dy é uma funcio que possui derivadas parciais
até ordem m, no sentido diddico, para toda o € L'(I%), e a série converge na norma de
LP, para 1 < p < . Portanto o conjunto AMU, é um conjunto de fungées finitamente

diferencidveis, no sentido diddico, para qualquer r >0, >0el1 < p < 0.

De modo andlogo podemos mostrar que AS})UP também é um conjunto de funcoes

finitamente diferencidveis, no sentido diddico, para qualquer r >0, >0 el < p < 0.

4.2 n-Larguras de operadores do segundo tipo

Nesta secao, obtemos estimativas inferiores e superiores para n-larguras de

Kolmogorov dos operadores A e A,

Proposicio 4.2.1. Seja A® = {Achieng, com Ax = A([k|), onde A : [0,00) — R ¢ dada
por M(t) = e v, r > 0. Entio A? ¢ um operador multiplicador limitado de LP(Q%) em
LY(Q%Y), para 1 < p,q < .

Demonstracdo. Demonstraremos a limitacdo do operador A parap =1e ¢ = o e os
demais casos seguirdo de imediato das desigualdades entre as normas de LP(Q4) e L4(Q).

Dada ¢ € Uy, para cada n € N, seja

e =30+ Y P00

=1keA\A;_

Temos que
n

Ao, =00)+37 ) B

=1 kGAl\Al,1
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e assim como d; = %! e |p(k)| < Kz |¢|, < Ka, entdao para n,m € N, com n < m e

x e Q¢

AP, (x) — APy (x)| = YOS M- Y Adknx)
= 1k€Al\Al 1 = 1k€Al\Al 1
= Z Z Ad(k) i (x)
l=n+1 kEAl\Al,1

N

iKQ D

l=n+1 kGAl\Al,1

< K, i Al-1) > 1

l=n+1 kEAl\Al_l

—KQZ)\Z—l (ANA;-1)

l=n+1
m

l=n+1
m

< 01 Z 6_’yl ld_l.
l=n

Paraae N, b> 0 e r > 0, segue do Teorema de L’Hopital que

x(l

lim = 0.

T—00 ebx’"
Portanto, dado C' > 0, existe ng € N, tal que para todo x = ny,

xa

(4.18)

<
eme =

Assim, tomando @ = d + 1 e b = 7, obtemos para todo [ > ny que e " < Cl=% 1

Consequentemente, se n = ng e x € Q4,

A, (x) = AP, (x)| < O D172 (4.19)
Logo,
lim, [A® g (x) = AP, ()| = 0,
assim {A@p,(x)}*_, é uma sequéncia de Cauchy em R e portanto convergente em R.
Escrevemos .
APp(x) = lim AP0 = Y Y] ABR)n(x), (4.20)
=0 keAl\Al_l

para todo x € Q% Logo para todo x € Q% por (4.19) temos

A0 = (B0 1Y Y APax)| <14 D07 = C

= 1kEAl\Al 1 =1
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Portanto,
[A®¢], < sup [APp(x)| < C,
xed

o que garante a limitacdo do operador A® de L'(Q9) em L*®(Q%) e consequentemente de

LP(Q4) em L(Q%), para 1 < p,q < . ]

Observacao 4.2.2. De modo andlogo podemos demonstrar que o operador AP ¢ limitado
de LP(Q%) em L1(Q9), para 1 < p,q < .

Teorema 4.2.3. Seja A® o operador multiplicador definido na Proposicio 4.2.1. Consi-

deremos as sequéncias ¥, = dim 7T, w, = ¥, — 19711_’”/‘1 —1 e seja

-

L, 1<p<2,1<q¢<2,
1, 2<p<ow, 2<qg<w,
G=19 L 1<p<2<q<om,
(log,n)~"%, 1<p<2,q=1,
\ (IOgQ 71)_1/2, p =0, 2< q< ®0
Entao,
i) (APU,, L) » e ¢ 0 <r<d, neN, (4.21)
dg, _o(APU,, L) » n2Hd2e=y4 e > d neN, (4.22)
d,(APU,, L) » e~ Rn"M n, 0<r<1, neN, 4.23
p
onde
d24-11(d/2)\ "
R\~ )

Demonstracio. Sejam N e N, n =dim Ty efd,n,reR, 0,n,r > 0. Sen =r—1 temos que

N
EE
k=1

N N+1

_ _ r _ _ r _

< (Or) NI Z e orkmt « N* T+"J " Oram " da
k=1 1

N1 . Y1 .
Z_:l %kl—rk,neﬂr QTkIT_l _ Z (k,l—r-i-n) e@k Q,r,k,r—l

k= k=1 Or

& NiTrmef(N+1" (4.24)
esen <r—1temos
N
Z Ll RS R (4.25)

k=1
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Agora,
_ 1 rr—1) 1 r@r—-1)@r-2)1
ro__ T I\r __ T _
(N+1)"=N"(1+N )_N(1+7~N+ ST N2 T i s T
ot =D = Dr=2) 1

= N" 4+ NSy < N" + C,N"" 1,

onde Sy é a soma de uma série que passa a ser alternada a partir de um determinado

termo e portanto converge. Assim se 0 <r < 1

r T r—1 r—1 T ™ T
HIINHYT o BINTHCNTTY) _ 6C,N™7Y ONT - 6Cy ONT _ 1 6N

Y

e segue entdo de (4.24) quese n =r — 1,

N
DR « NN < < 1 (4.26)
k=1

Da Proposicao 1.4.6 temos que

1-d_d/2 1—d,_d/2
(2 n )Nd<n< <M>Nd+ClNd‘1.

dr(d/2) dl'(d/2)
Logo )
d—1 r/d
N" < (W) n'/ (4.27)

9l—d d/2 r/d
r/d < Nd C Ndfl
" <(dr<d/z>) o

1—d._d/2\ 7/d r/d
I R S
dl'(d/2) CyN
onde Cy = 2179742 /(dl’(d/2)). Temos que

R e

CdN C’d]\/v
L /d)(r/d=1)(r/d-2) [ C 3+...
3! CyuN
r Oy rld—1 Cy  (r/d—1)(r/d—=2)( C; \°
1+ — 1
* d(JdN( T anN T 3) cN) T
r Cl
1+ 8CdNSN’

onde Sy é a soma de uma série que passa a ser alternada a partir de um determinado

termo e logo é convergente. Portanto para r > 0,

ol—dd/2\ 7/d r C ol—d_d/2 "/d
r/d < N(1+ -2 <|Z———-) N7 N 4.2
g <dP(d/2)) ( TaenY )< \aran) T (4.28)
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Assim, usando (4.27), (4.28) e o fato de que n = N? obtemos

dr(d/2)\"* dr(d/2)\"*
_( ( / )> ’an/d < _,YNT < _( ( / )) ,ynr/d_{_cré,yn(r—l)/d.

2l—dgd/2 21—dgd/2
Denotando R = 'y(de’lF(d/Q)/Wd/z)r/d vem que
—Rn"/* < —yN" < —Rn"/* + Cynt"= /4, (4.29)

para todo r > 0, onde a constante C3 depende somente de r,d e . As estimativas acima

sao mantidas se colocarmos N + 1 no lugar de N. Seja p = 1 —n~"/4. Segue de (4.26) e do

=11 quese 0 <r <1,

L N1/2,1)2 3 —2 _1/2v —r/d\1/2, 1/2 - 2917 7d—1 s
1= (Y DO d) = (N et

=1 =1
> nfr/2d+1/2(Ndfr62'yNT)71/2

fato que d,

_ /244 1/2 \p(r—d)/2 ,—yN”
_ n-r/2d+1/2(Nd)(r_d)/me_wr
" T/2d+1/2,1/2d=1/2 —yN"

- G—WNT,

segue assim do Coroléario 3.1.6 e (4.29) que

dpyi—ria_)(APU,, L9) = dpp_1) (AU, LY)

N —1/2
» C(1 — p)/?nt? (Z A1) 2 dl> Cn

I=1
» e V¢,
> e R (4.30)
Como wy = Uy — ﬁ}vfr/d — 1, onde ¥y = dim Ty = n, obtemos

d[wN](A(Q)Up, Lq) > C_Rﬂ%dCﬁN,

e como ¥y = dim Ty = N, segue que (log, x)~ 2 = (log, N9)~/2 = (dlog, N)~"? =
(logy, N)~Y2, donde (g, = (y e assim

Aoy )(APU,, L9) » e ¢y, 0<r< 1. (4.31)

Agora, seja 0 < r < d. Entao

(1—pr/dyrd _ g _ L r(r—d) (n-r/dy2 _ r(r —d)(r —2d) (nTdy3 4.

d 21d? 3ld3
— 1 _ —T/di - (d - T) —r/d (d * T) (2d B T) —r/d\2
l—n y (1 i T B2 (n™"%)* +

—1-n""1g,. (4.32)
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Observamos que

d—r 1
< =
2ld 2’
(d—r)(2d—r) d—r2d—r<12 1
[ J = < —=— ==,
3ld? 2d  3d 23 3
. (d—r)(Qd—r)(?)d—r)_d—r2d—r3d—r<12§_l
Ald3 - 2d  3d  4d T 234 4
(d=r)2d—7r)3d—7r)---(kd—7) d—r2d—7r3d—r kd —r
(k + 1)\d* 2d  3d  4d (k+1)d
123 k 1

< === = .
234 k+1 k+1

Assim, para n > 2

T 1 1 1
< ngf 1_777’/d S r/d\2 T —r/d\3
0<S, d< 51 +3(n ) 4(n )° +
I T 1
- —r/d\k D &
< g L0 = G

k=0

e como paran = 2, temos 1/(1—n""/?) < 1/(1-27"/%), segue que S,, < r/(d(1-27"/%)) = C,.
Obtemos portanto de (4.32), para 0 <r < den = 2, que

(1 . n—r/d)r/d >1— Crn—r/d'
Portanto,

(WN + 1)r/d _ (n . nl—r/d)r/d _ nr/d(l . n—r/d)r/d

> 1 —n ) = 9t - O,

e assim
. r/d . r/d _ r/d
e R(wn+1) <e 'R(ﬁN Cr) L e RﬁN ) (433)

Segue entao de (4.31) que para 0 <r < 1
iy (AP, L) > e’m?v/dgN > e Rln+D7 e (4.34)

Agora, consideremos 0 < r < 1 e seja f(z) = (N +2)". Temos que f é claramente continua

em [0, 1], derivavel em (0, 1) e assim pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (0,1) tal que

f(1) = f(0) = f'(¢). Logo
(N+1) =N =r(N+e) t<rNt<r

Portanto como 1 < e?W+D" /e¥N" < 77 segue que

e IN"

1< m < e, (435)
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De (4.29), (4.30), (4.31) e (4.35) temos

r/d

Qo 1] (APU, L) » e 7V ey » e 7y = e RN (y,

WN+1

e logo usando (4.34) obtemos
d[wN+1](A(2)Up7 L7) » e—Rﬂ’]‘V/dCN > e Rlon+)7 e (4.36)

Agora, se k € N e [wy] < k < [wny1], entao segue das propriedades das n-larguras, de
(4.35) e de (4.36) que

de(APU,, LY) » dpyy, J(ANDU,, L) » e RENTUT e oo RV s o R

WN+1

e assim fica demonstrado (4.23).
Se 0 < r < d, segue pelo Corolario 3.1.6 e por (4.24) que
N —1/2
d[wN] (A(2)UP7 Lq> = (n—r/d)1/2n1/2 (Z 62’erld—1> Cn

=1

> pT/2d+1/2 (Ndfr€2'y(N+1)T) —1/2<n

- 677(N+1)’“CN.

Se r > d, usando (4.25) obtemos

d[ ](A(Q)Up, Lq) > N—r/2+d/26—'y(N+l)TCN‘

WN
Como ¥y —2 < wy < Uy — 1, entdo [wy] = Iy — 2 e assim

dﬂN72(A(2)Up, Lq) N N—r/2+d/2€—'y(N+l)TCN‘
Portanto obtemos (4.21) e (4.22), concluindo a demonstracao. O

Teorema 4.2.4. Sejam A® e 9, como no Teorema 4.2.3. Entio para v > 0,0 <7 <1,

1<p<w, 2<qg<o0, epara todon e N temos

1/2
d (A(Q)U L?) « e R/ (A=r/d) (1 /p=1/2) L pRa=® (4.37)
n V2 1 1/2 _ .
(Og2n) 4 o0,
e para todo r > 1 e todon € N
@-DA/p-11) 1 <p<2<g< 0
2) q ) T ) SPSesqIs ™,
dy, (AU, L) < e { p@=D0/2-1/a) 9 <y ¢ < o0, (4.38)

onde

2

RZV(WWY@
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Demonstracao. Suponhamos inicialmente 0 < r < 1. Nosso intuito é utilizar o Corolario

3.2.5. Para isso devemos ter A limitado de L'(Q?) em L?(Q%), o que é garantido pela

Proposicao 4.2.1. Sejam M, N, myg, €, 5 como na Observagao 3.2.2. Por outro lado, seja

A :[0,0) — R definida por A\(z) = e, para v > 0. Fixado k € N, seja z; € R tal que

2\ (zy) = A(Ng). Entao temos

In 2 1/r
T = (Ng—f-n) .
8

Da definicdo de Ny, temos que Ny < xp < Np1 < xp + 1. Portanto

In 2 1/r In 2 1/r
(N,g+n) < Ny < (N,g+n) +1.

0! ot
Temos que
m2\ [ m2\ V]
NI, < (N,:+n) 1+ (N,:+n)
v /| v
m2\ [ 2\ V" 1 n2\ 2"
= (M 2 (e 22) T (e B2
v /| gl 2! gl
In2 2\~
(N,:+n )+01(N,g+n ) .
ot v

1-1/r

Como 0 < r <1, temos 1 — 1/r < 0, de onde (N} + In2/y) < 1 e portanto

NI, < NI+ C.

Assim, para todo k € N,

In2
N,:+7<N,’;+1<N,’;~I—Cg.

Agora, usando (4.40) de forma recorrente e o fato de que Ny = N, obtemos

In2
N+ k:r; < NI, < N+ Cok.
De (4.39), obtemos
In 2 1/r In 2 1/r
Nis1 = (N,: + 117) - Nk(l T I;Nk) .

Como para Nj suficientemente grande temos

In2
H—Nk’” <1,
~
segue que
m2 . (1-r)(m2)?* ., (1-r)(1-2r)(n2)* .
Nk+1xNk(1+me +T’}/2Nk + 6T3’y3 Nk; + -

(4.39)

(4.40)

(4.41)

)
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e assim

n2 (1—1“)(11&2)2 Lo (I=7r)(1=2r)(In2)* .
N’“”‘N’““N’“< Nt g N T

onde a série binomial acima passa a ser alternada a partir de um determinado termo. Logo,
— 1—r
Nk-i—l - Nk - Nk )

e de modo andlogo ¢é possivel mostrarmos que

d d _ Ard— d— d—r—1
Nii = N = N7 e NG — N k
Como a funcio f(z) = %! é crescente, temos
j j+1
J e ldr < j < f % . (4.42)
Jj—1 J

Lembrando que d; = [?~! e usando (4.42), obtemos

Ni41 Ngi1 Ngy1—1
‘9Nk7Nk+1 = Z dp = Z 1 = Z 1 (Nl?+11 Ig_l)
I=Np+1 I=Ng+1 I=Ny
Nit1—1 41
< f e dr + (N5 — N
=N, VI
Mot d—1 d—1
= J v e + (N — N
Ny,

= (NI?H — N{) + (Nk+1 N
= + N = N+ N = N

e
Ng11 Ngt1 Nk+1
_ — d-1 5 -1
Ovorn = Y di= Y I J ds
I=Ng+1 I=Ng+1 I=Np+11-1
Nt d—1 d d d
_ - —_ - —r
—J 2% dw = Niyy — N = N7,
Ng
logo

QNk:Nk+1 = lf;l_r- (4.43)

Obtemos de (4.41) e (4.43) que para todo € > 0 e k suficientemente grande,

r/(d=r) —r\ r/(d—r
O Ny :(Nﬁ )“ v
eNl,Ng Nd—r k

S N7'(N" 4 Cy(k —1))
S NT(N"+ Cok) =1+ CokNT".
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Dado § > 0, existe k; € N tal que 2°% > 1 + CLkN ", se k > k;. Assim, existe uma

constante C3 > 0 tal que para k > ks
0N N r/(d—r)
( ks k+1) < 032(%’
9N1,N2

e logo tomando ¢ = §(d — r)/r, obtemos que para k > ks

HN N,
k2 VK 'k
Yk VR41 < 042 .
Oy, N,

Suponhamos 1 < p < 2. Entao

M (6’ ks— 1/p
Z k(1—¢/2) Nk»Nk+l> Z k(1—¢/2) ( Nkak+l>

=1 9N1,N2 9N1,N2

M
S b T
k=ks

//\

1/p Z 9—k(1—¢/2-58'/p)
k=ks

6p7

< 057

(4.44)

onde a constante Cy depende somente de €, p e §, e € e § sdo escolhidos de forma que

€/2+ ¢'/p < 1. Logo

M el/p M 9 1/p
Z k(1—€/2) " Nk, Ne41 Z —k(1—€/2) [ Y Ni;Niy1 01/13—1/2
1 2
91/2 Ni,N:
k=1 N1,No k=1 N1,N2

1/p—1/2
< 059N1,N2 Y

e assim A® e K. p. Portanto pelo Coroldrio 3.2.5 temos

<q<m,

1/2 2
ds(ADU,, 1) < Coy NN 03074 U
sup; << pr (108 Oy )%, @ = 0,
1/p—1
+ Cep NN Z 2 kg

k=M+1

(4.45)
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Agora, por (4.43 ) e (4.44) segue que

o0 0 9 1/p—1/q
1/p—1 1/p—1 _ N, N,
2 9 k‘gz\;:Nk/fl ‘)\(N)| ez\ﬁNg/q Z o~k (’G’M)

k=M+1 k=M+1 0N17N2

o0
< 06 |)\(N)| N(d_r)(l/p—l/q) Z 2—k2(5”k‘

k=M+1
a0
= C [A(N)| N0t N (2-(=8")k
k=M+1
e
:C6|)\( >|Nd r)(1/p— 1/q) +1 16)
7=0
1
— (d—r)(1/p=1/q) (g—(1=6")\M+1____ *
Cs |N(N)| N (2 ) o)

< C7 | A(N)| N(d—r)(l/P—l/Q)(2—(1—5//))M+1’

onde 0" = §(1/p —1/q), 8" < 1. Na Observacio 3.2.2 temos que M = [e7!1og, Ony N, | =

e log, On, N, € On, N, = N9, portanto

0
Y2 RN < O [A(N)| N1 (9 (-0 ) Callogs O v ) e
kstVk+1
k=M+1 ’
C7 IN(N |N(d r)(1/p— 1/Q)(210g291v1 N2 )~ Cs(1-5") /e

= C7|AM(N)|N N (d=r)(1/p=1/q) 0—08 (1-5")/e

No

N(@=7)(1/p=1/a) p—(d=r)Cs(1-8") e

= Cy |\

)
)
Co |A(N)

[A(N)
< Co [A(N)

|
| N0 /p=1/0)~Cs(1=5")/c]
E

se (1/p—1/q) — Cs(1—6")/e <0, ouseja 0 <e<Cs(1—0")/(p~" —¢ ). Entdo de (4.43)
e (4.45) segue que

1/2 2<qg<
ds (AP, L1) < O, INN)| 67 T L e
SuplgkgM(logQ eNk,NkH) / y =0
!
+ Cfp AN
1/2 2<g<
C! Cio | AN)| N-DWe-12) ) 47 L, sesm
SuplsksM(logz eNk,Nk+1) , ¢ = 90,
1/2
= C! Crpe "N N /p=1/2) ¢, 2<q<m,
, SuplékgM(logQ gNk,NkH)l/z’ q = 0,
logo
, 1/2 2<qg< o
ds(APU,, L1) « =N N@Q/p=1/2 ) 470 s T (4.46)
sup; <pens (1085 On, v 1) Y2, g = 0.
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Usando (4.41) e (4.43), obtemos
OnieNps = NI = (ND)@D/T < (N7 4 Cy(k — 1))@/,

e como M < e ! logy Ony Ny s Oy N, = NI Nt =np n="Uy=dmTyel <k < M,

entao

d—
10g2 eNkak+1 L Tr 10g2(NT + Cz(k — 1)) ¢ IOgQ(NT + CQM)

Col 0 51 Na-T
« log, (N rg Z20820NLN, ) « log, (N P 208 )

€ €
= logy(N" + Cyq1logy N) < logy(N" + C11N)
« log,(N™) = log, N% = log, n.

Assim de (4.46)

q'?, 2<q <o,

1/2

(logyn)'/%, q = o0. (4.47)

dﬁ(A(Q)Up, Lq) & e N N(d=r)(1/p=1/2) {

Segue da Observagao 3.2.2, de (3.14) e de (4.43), que

M N M
5=m0+2mk = Zdim’Hs-i-ka
k=1 s=0 k=1

<n-+ C€t9N17N2 <n-+ CuNdiT

e como N? = n, obtemos que 8 < n 4+ C13n'~"/% Logo por Teorema 1.7.1 e (4.47) temos
q'?, 2<q<w,

4.48
(logy m)1, (4.48)

i cygmi—ra) (AP U, L) « e N NIEN0/p=12) {
q = 0.

1-r/d

Tomamos Yy =n = dim Ty, v = n + Ci3n e por (4.29) temos

—yN" < —Rn"/? + Cynr—/4,
Como 0 < r < 1, temos que C3n("1/4 < Cy, portanto —yN" < —Rn"/? 4+ C5. Assim,

—yN" + RT;]/d < —Rn"? 4 RT;[/d +C;
= —RIY + R7Y* + Ty
— ROV + ROy + Crsy )74 4+ Ty
= R+ ROV + Cra9y N7 + Ty
= RILY =1+ (1 + Cy395H"4) + Cs.

r/d < 1 e assim

Para N suficientemente grande temos que ’C’BN -

r/d—1)...(r/d—k+1)
k!

00]
. d .
(1 + ClgﬂN /d)r/d _ 1 + Z (T/ )( (01319]\7 /d)k‘
k=1

r

dﬁj_\[r/dSN,

<1+013



Capitulo 4. n-Larguras de operadores especificos 99

onde Sy € a soma de uma série binomial alternada. Portanto,
RclgT

—AN" + R7i* < —R9? (013 U ”dsN) - Sy < Chy. (4.49)

Seja agora [ € N tal que [7n] <1 < [7n41]. Para 0 < r < 1, segue de (4.35) que

Assim, usando o Teorema 1.7.1, (4.48) e (4.49)
dl(A(Q)Up, L) < d[TN](A(Z)Up, L)

« o=V Nt=nam-y ) 4 2sg=%,
(loga In)"?, q = oo,
« e~ YNFD” N(d=r)(1/p=1/2) ¢, 2sq<®,
(10g2 19N)1/27 q = 00,
« e TN (N q'” 2<q <,
(10g2 ﬁN)1/27 q = 0,
« e YN+ (g Y A=/ (1/p=1/2) ) 4 2 2sq<,
(log2 ﬁN)lma q = 00,
1/2
« R (a1 ) 4 2sg=%,
(10g2 TN)1/2> q = 00,
12
« e R rja)1/p-172) ) 4 / 2<q <,
(logz D2, q=oo,
o que demonstra o resultado para 0 <r<lel<p<2<g< . Ocaso2<p<®

segue do fato que AU, < AUs.

Para o caso r > 1 aplicamos o Teorema 3.2.1 ao invés do Corolario 3.2.5.
Observamos que a funcao f(x) = (k + x)" é continua em [0, 1], derivavel em (0, 1) e assim
pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < ¢ < 1 tal que f(1) — f(0) = f'(c), ou seja
(k+1)"— k" =r(k+c)"t, e como r > 1 obtemos (k + 1)" — k" > rk"~!. Mostrarmos
entdo que eh(k + 1) < e ¥ ' HI\(k). Como e ¥ '+1 & uma funcio decrescente na
variavel k, existe a € N tal que e <1, para todo k > a. Tomamos N > a, Ny = 0,
Ny =N, Nyy1=N+k, M =0, =mg=n=19y. Entdo aplicando o Teorema 3.2.1
para 1 < p < 2 < ¢ < o0, obtemos

0 0
doy (NPT, LT) <« DIANDONI . = DTN + k= D)o /2 .
k=1 -
Temos que A(N +1) < e 'A(N) e que A(N +2) < e 'A(N +1) < e 2A\(N). Assim, usando
indugao sobre k, obtemos A(N + k) < e ®*A\(N). Entao
a0 ©0]
gL/rL pL/r—L
doy (AP, LT) « A(N) Y e F=DgP i/t « AN(N) Y e kP /e
k=1 k=1
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Mas, como
Nit1 N+k
ONg Npyy = Z dimH, = Z dim H, = dim Hy s,
s=Ng+1 s=N+k
segue que

e_k(dim HN+k)1/p—1/q

18

dg (APU,, L) < A(N)

k=1
Q0
< A(N) Z e_k((N + k)d—l)l/p—l/q
k=1
o0
CAN) Y. e (k)DL
k=1
0
= )\(N)N(d—l)(l/p—l/q) Z o~k (d=1)(1/p=1/q)
k=1

Se aj, = e FEEA=DA/P=Va) entdo limy o apy1/ax = 1/e. Assim D e FEA-DA/P=1/0) < o

e portanto, para 1 < p <2< g< 0
dgN(A(Q)Up,Lq) « )\<N)N(d*1)(1/pfl/q) — ¢V N(d=1)(1/p=1/q)
Logo para 2 < p,q < o0, obtemos
dgy (A(Q)Up,Lq) < dy, (A(Q)UQ, L) « e N N(d=1)(1/2-1/q)
o que demonstra (4.38), completando a demonstragao. O

Observacao 4.2.5. Efetuando simples adaptacoes nas demostracoes podemos mostrar que
os Teoremas 4.2.3 e 4.2.4 permanecem vdlidos quando trocarmos o operador A por Af),
Yy por UF = dim T*, wy, por wi = 9% — (95)7/1—1 e R por Ry = 7.

Observacao 4.2.6. Todos os resultados deste capitulo e também dos capitulos anteriores
permanecem vdlidos para o sistema de funcoes miltiplas de Walsh sobre I¢ ou para o

sistema de Walsh sobre S! x --- x Sl
Seja p e L'(I?) em e N. Sek e A\A;_y, entio M(|[k|) < A —1) = (=D ¢
ky <1 para todo 1 < q < d. Assim temos que
A@(K)| Ky = A([k]) [§()| kg < eV gy

(I=1)" pmt+d+1

Seja C7 > 0 uma constante tal que e™? < (4 para todo 1 € N. Entdo temos que

MY pmIE < el D e

=0 kGAl\Al,1 =0 kEAl\Al,1

0
< G ey Z e =yt
(=)

0
<CCy gl D177 < o,

=1
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Logo, seque pelo Coroldrio 1.5.10 que as derivadas parciais diddicas de ordem m de AP ¢

existem e
om (2) = ~ om = . m
W(A o) = Z Z Ak@(k)ﬁwk = Z Z @ (k) Y.
Lq =0 keA\A;_, Ly =0 ke Ap\Ay_,

Assim, a derivada parcial diddica 0™ (AP )/0x(x) existe para quase todo x € I?, todo
meN e todo 1< q<d, isto é, A\®p tém derivada parcial diddica de qualquer ordem para
toda o € L*(I%), e a série acima converge na norma de LP, 1 < p < oo. Portanto podemos
concluir que o conjunto A®U, é um conjunto de fungdes infinitamente diferencidveis, no

sentido diddico, para qualquer v,r >0 e 1 < p < 0.

De modo andlogo podemos mostrar que AS?)UP é um conjunto de fungoes infini-

tamente diferencidveis, no sentido didadico, para qualquer v,r >0 e 1 < p < 0.

Observacao 4.2.7. Todos os resultados desta tese permanecem vdlidos para o sistema
trigonométrico sobre o toro T?, mas para obtermos os resultados para o toro temos que

usar as informagoes contidas nas Observacoes 1.4.8 e 3.2.8.

Para o toro, os resultados da Secao 4.1, permanecem validos exatamente como

estio enunciados e os da Secdo 4.2 permanecem vdlidos trocando as constantes R e R, por

dr(d/2)\"" -
R:”Y(W) , Re=n27"
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5 Estimativas inferiores e superiores gerais

para nimeros de entropia

Neste capitulo estudamos estimativas inferiores e superiores para niimeros de
entropia de operadores multiplicadores gerais de séries multiplas, associados a um sistema
ortonormal completo de L?(2¢) uniformemente limitado em L (Q%), e que sdo limitados de
LP(Q4) em L1(Q9), 1 < p,q < 0. Um estudo como este, para operadores multiplicadores de

fungoes definidas sobre espagos homogéneos e sobre o toro foram realizados em [24, 46, 47].

5.1 Estimativas inferiores para nimeros de entropia

Nesta se¢ao, demonstramos a limitacao inferior para nimeros de entropia de
operadores multiplicadores gerais de séries multiplas, limitados de LP(Q%) em L7(09),

1 <p,qg<0.

Definicao 5.1.1. O conjunto polar de um subconjunto compacto K de R™ é definido por
K° = {x e R" : sup [{z,y)| < 1},
yeK

e a norma |-| . € definida por

|#] e = sup{[<z, 9)l  y € K}, w e R™

Teorema 5.1.2. (Desigualdade de Urysohn, [38], p. 6) Seja K um subconjunto compacto

(it )”"< | el

onde Vol,,(A) denota o volume de um subconjunto mensurdvel A de R™.

de R™. Temos que

K° dO'(.I),

Proposicao 5.1.3. (/38], p. xi) Seja V' um subconjunto convexo, centralmente simétrico,

limitado e absorvente. Entao existe uma constante C' > 0 tal que para todo n € N,

(Voln(V)Voln(Vo) ) 1n
(Vol,(By))?

> C.

Teorema 5.1.4. Seja A = {Aihyene um operador multiplicador, onde A« = A([k|), para
alguma fungdo A : [0,00) — R, tal que t — |A(t)| € ndo-crescente. Entao existe uma
constante C' > 0, dependendo somente de p e q, tal que, para todos N,k € N en =
SV dimH,

N

1/n
(A0 1) = c o (TTA0 )

=1
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onde
1, p <o, q>1,
' (log n)” 1/2 p=2,q>1,
(logyn)™, p=ow, ¢=1
Em particular, se k = n, entao
en(AU,, L) = C |AN(N)| V. (5.1)

Demonstragio. Se para algum 1 <1 < N, A\(I) = 0, entdo a demonstragao é trivial. Vamos
supor que A(l) # 0, para todo 1 <[ < N. Agora, se A,, é o operador identidade, segue
pela desigualdade (3.2), que para todo x € R"

[zl < =l g

onde 1/q + 1/¢" = 1. Assim se tomarmos |-| = ||, 1 < ¢ < 2, pelos Teoremas 5.1.2 e
2.2.13, obtemos

VLB ;
) < < |
Vol (Bpy) .Lﬂﬂ@a@ Lﬂu@)wm
1/2
2
= <JS -1 HifH(q/) da(:v)) - M(”'”(q/))
N 1/2
¢)" Pt (Z dz) , 2 < ¢ < o,
= N 1/2
(logy n)'/2n =12 (Z dl) , ¢ = 0.

=1

<Gy

1/2_

Como d; = dim H;, entao (Zf\il dl) (Zz L dim ”Hl) = n'/2, segue que

(Voln(BZi,))>1/"< o, ()", 1<qg<2, (5.2)
Vol,,(Bfy) (log,n)'?, ¢ =1,

onde 1/g +1/¢' =1, ou seja, 2 < ¢’ < 0. Da mesma forma, para todo 2 < p < o0 obtemos

(ST )" < [ ety oty < ([ 1ol )

1/2

pe, 2<p<oo,
= M(|- < C; 5.3
( H(p)) ? { (logy )2, p = 0. (5:3)

Pela Proposicao 5.1.3 existe uma constante absoluta C'5 > 0 tal que

Vol,, (B, )Vol,((Bf,)°) 1/">
( (Vol, (B )? ) =a
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e assim por (5.3)

<V01n(BT;,))>1/n > C <V01n((B&))O) ) _1/n
n = V3 n
Vol,,(By)) Vol,(By))
p ) P < OO7
> C’4 1 (54)
(10g2 n) , P = 0.
Seja x1, T2, ..., TN(), uma e-rede minimal para /N\nB&) em (R",[-[,) com cardinalidade
N(e). Entao
. N
AnBy < | (e + €Bpy).
k=1
Comparando os volumes obtemos
Vol,, (A, B(,)) < €"N(e)Vol,(B(,)
e consequentemente
Vol,, (A, B2 )\ V" Vol (BE)\ "
Vol,(By)) Vol,,(Bfy))

Se T e LIR",R") e X < R", entao Vol,,(T(X)) = (det T')(Vol,,X), onde det T" denota o

determinante da matriz do operador 1. Temos entao que

Y n 1/n n 1/n
(Vol.(Bfy)) (Vol.(By))
Assim por (5.4), (5.5), (5.6) e (5.2), temos que
_ n 1/n
Cy(det Kn)l/” P 2Sp =, < (det Kn)l/n(VOI”(B(p))> /
(logyn)~'2, p = o0. Vol,,(Bs)
_ (YRGBT vy (Yol Bi) )
Vol, (B) h Vol,(Bly)
N1/2 1 < 9
< (N O SIS (5.7)
(10g2 n>1/27 qg=1

Tomando N(e) = 271, obtemos da defini¢do de ntimeros de entropia
e = ex(A By, (R, || ) = ex(AU, 0 T, LT 0 Tiy).
Das Proposicoes 1.8.2 e 1.8.5 temos que

ek(AUp, Lq) = 6k<AUp M TN, Lq) = 2_1€k(AUp M TN, Lin TN),
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e assim para 2 < p< el < g < 2, temos que
ex(AU,, L) = C,Cr ! (det A,) " (N (€))7 (¢) ™ 2p
05(2k71)71/n<det Kn)l/n
C52/m27 %7 (det A,) /"
Cs275" (det A,,) /"

N 1/n
> car (T )

=1

AR\

\Y

onde a tltima desigualdade vem do fato de que para k € A\A; ; temos [ —1 < k| <le
portanto A(l) < A(Jk|) < A({ —1). Logo, para 2 < p < w0, 1 < ¢ < 2 temos que

N 1/n
er(AU,, L9) = C27%m (]‘[ (D)™ > .

=1

Consideramos agora 1 < p < 2e 1 < ¢ < 2. Observe que ||, <[], e assim U < U,

Portanto
2k—1

er(AUy, LY) = inf{e >0: AU, c U (x; + qu)}
j=1

ok—1

< inf{e >0:AU, c U(l'] + qu)}

j=1

= €k<AUp, Lq)

e portanto, pelo caso anterior, segue que

N 1/n
ex(AU,, LY) = ex(AUy, L) = C279" (]_[ IA(Z)|d’) :

=1

Para o caso em que 1 <p < 0 e 2 < ¢ < o, temos que |||, < ||, e U; = Uy e assim da

Proposicao 1.8.2, segue que

N 1/n
ex(AU,, L) > ex(AU,, L?) = C27F/n (]_[ IA(l)Idl) :

=1

Concluimos portanto que para p < oo e ¢ > 1, temos

N 1/n
ern(AU,, L9) = C27%m (]_[ (D)™ > .

=1

Fazendo uma anélise semelhante nos outros casos, obtemos as estimativas desejadas.

Para demonstrar (5.1), assumimos que k = n. Como t — |A(t)| é ndo-crescente,
entdo |[A(1)] = [A(2)] = --- = |A(IV)| e desta forma

[T = TN = A= = A",

k=1
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e consequentemente

ex(AU,, L) = C'|A(N)|V
concluindo assim a demonstracao. O]

Observagao 5.1.5. O Teorema 5.1.4 permanece vilido se trocarmos A por A*, \g por
Mo, Hi por Hf e d; por df.

5.2 Estimativas superiores para nimeros de entropia

Nesta secao, demonstramos a limitagao superior para nimeros de entropia de

operadores multiplicadores arbitrarios de séries multiplas, limitados de LP(Q4) em L7(Q%).

Observagao 5.2.1. Consideremos uma sequéncia de multiplicadores A = {A(|k|) }yena-
Para ke N el < q < w0 fizos, definimos

27F+1Vol,, (Bfy)) & b
(@) _ -\ |dj
7 = = s - A )
b Vol,,(Bg,) H

N=1

onde n = dim Ty. Observamos que x depende de k,q e da funcao X. Temos que se X é

uma fungao limitada, entao

(ﬁuwdﬂ')w < (ﬁ( up |A<j>|)dj)l/n

j:1 j:1 1<]<N
Sl diN 1/n
< (s, ot ) )
1<j<N
= sup [A(j)|, (5.8)
1<j<N
assim ( ) 1
Vol,, B” n
(9) <3 2—k+1 1/n (i
<o (), O

para todo k € N. Por (5.4) e como B, = Bfy para 2 < q¢ < ©, oblemos

Vol,,(B% )\ /" 1/2 2 <
1<( ( (2))> <C{q : q < o, (5.9)

Vol,(Bf,)) (logyn)'?, ¢ = 0.

De modo andlogo, definindo

9—k+1y fOl (B ) ) N 1/n
% ES n ) | d¥
=¥ =3 | | A J
Xk,q Xk ]S\}lglii ( Vol (B* ! | (.])| ) )

nq)) J

onde n = dim Ty, podemos mostrar que

- (o <Bz';2)>)1/”< B
Vol.,(Bj, )) (logyn)'/?, ¢ = o0.
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Lema 5.2.2. ([33]) Seja E' = (R",|-||) um espago de Banach n-dimensional e seja
M* = M*(E) :J ] dor(z).
n—1

Entao existe uma constante positiva C, tal que, para todo m € N temos

1/2M* <
en(Bly, F) < C {<n/m> S m<n,

e~ MF, m > n.

Teorema 5.2.3. Seja A : [0,0) — R tal que t — |\(t)| é uma fungao nao-crescente e
seja A = {Michend, Ak = A([k[). Suponhamos que A € Ko, para algum € > 0. Seja xy
como na Observagio 5.2.1, sejam M, Ny, 0y, n,,, € my como na Observagdo 3.2.2 e seja
n==k+ Zl]\il my, onde k € N. Entdo existe uma constante absoluta C > 0 tal que, para
2<p<o,1<q<2, temos

ey(AUp, L) < CXI(cQ)a

e para 2 < p,q < 90 temos

1/2 2 <
q'?, Sq= %
en(AU, L) < Cx? + CIA(N))| ({ )2, g =0 }

SuplsjsM(10g2 eNj,NjH

[ee}
+ Y 27y ”j) (5.10)

j=M+1

Demonstragio. Como ||, < ||, se 1 < g <2eU, < U, para 2 < p < o, pela Proposigio

1.8.2 é suficiente demonstrar apenas para p = 2 e ¢ > 2. Para p = 2, segue de (3.13) que

AU, < Oy (AU2 N Ty + @ ’)\ Nl | BNz,NHl + @ ’ 9]1\?[2,N114{(11BNZ7NH1)7

=1 I=M+1

onde Ty = (—D;V:O H;. Usando as Proposigoes 1.8.2 e 1.8.4 obtemos

en(AUn, L) = e, s, (AUs, L7)

1M

M
Ni,Nita1
< C’lem (Zz]\{l ml)+171 (AU2 N Ty + 16:—? |>\(Nl)| B,
1/2—1
£ D o |0N1,NlifB;V“NZ“=L">
I=M+1
M

<C (ek(AUQ A T LT To) + LI | €y (By ™4 LT A T,

=1

o0
n ( B AN 6NN 10 TNZ,NM)). (511)
l

—M+1
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Usando novamente as propriedades dos niimeros de entropia, obtemos

0
( D AN 0L BN L TNI,NM)

I=M+1

e (|>\(NM+1)| 91/271/f1 BéV]vI+17N]\/I+2’ L9 A TNM+1,NM+2)

Nprv1,Nar42

0
+61_1+1( @D |A(Nl)|e}V/fij‘jBNz Neyt LQmTNl,NZ+1>

l=M+2

1/2-1/q Nayry1,Nvmy2 149
“ <|/\(NM+1)| 0N1\/I+17NM+2B‘1 LN TNM+17NM+2

1/2-1/q Natgo,Nasys
€1 (l)‘(NM-i-?)‘ 0 2y Bq M2, M3, Lin TNM+27NM+3

Nyrv2,Nary3

o0
+elm( D |A(Nl)|e}v/fNj+/fBNz Nity LquNZ,NM)

I=M+3

0
< ) el(|A<Nl>|9}v?N31?BNlNl+l LWM,MH)

I=M+1

I
RgE

NN O Ber (BN L8 A T sy
=M-+1

I
gl

NN 03787 (5.12)
I=M+1

Portanto, por (5.11) e (5.12) temos que

en(AUQ, Lq) < <ek(AU2 N TN, Lin TN) + |/\(Nl)| eml(BéVl’NHl, Lin TN17N1+1)

0
£ ) e}vé%:vjff). (5.13)

I=M+1

1=

Vamos demonstrar primeiramente que
ek(AUg M TN; L%~ TN) < Xk- (514)

Seja n = dim Ty e tomemos ¢ € Us n Ty. Entao

px) = D) Pk)ox(x) NI A Ikl ) | (N)] dx(x) = AN A,

[k|<N k|<N

-3 A )l

|k|<N

2 [p(k )| _ 2
Iy = Z \)\(\ka A( 2 [P(k)[" = llell; < 1,

[k|<N [k|<N

Mas
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onde a primeira desigualdade segue do fato de A\ ser uma funcao nao-crescente. Logo

= MV " Ay, ve By,

de onde By < |A(N)|™" A, B2, portanto |[A(N)| B c A, B e consequentemente |A(N)| By <
/N\nB . Como U, < U, para q > 2 temos que

IA(N)| BE) < [A(N)| By, = A, Bly,. (5.15)

Suponhamos que © = {z;}1<j<m Seja um subconjunto xx-separado maximal de XNB&) em
(R™, [ ), ou seja, |z — 2,y = xx para todo i # j. Pela maximalidade, segue que © é
uma yy-rede de /NXnB&) em (R", [-[,)). Observe que as bolas

Xk 5n .

sao mutuamente disjuntas. Aplicando (5.15) temos que

AN ~
ul )|B”) < KBy, +

A, Br, + Xk X KBy
(2) 92
e assim

U( Xan ) 37&718”2)7
2

sendo que a uniao acima ¢ disjunta. Logo comparando os volumes obtemos

Xe\" n
<2) m - Vol,(Bp,) < Voln( A B(Q)) (H IA(F) )Vol (B),
e portanto temos
n N d.
v (Lo ). (5.16)
Mas pela defini¢ao de xy

k+1v01 n N 1/n
Xk = 3( )
Vol,, (B H

q)

e obtemos assim que
3 n VOl n N -1
— ) <2 A(y 5.17
() == (i ror ) 611
Assim, de (5.16) e (5.17) concluimos que a cardinalidade m de uma rede © yj-separada
para o conjunto A By pode ser estimada por m < 28! e assim da definicdo de ntimero
de entropia é obtida (5.14).

Agora encontraremos um limitante superior para

0

ZM ) €, (BN N LU Ty )+ D0 AN 008 (5.18)

j=M+1
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Aplicando o Lema 5.2.2 ao espaco de Banach E; = (R*iNi+1, Illg)) € & my, obtemos

1/2
Nj,Njt1 1q _ NjNjt1 * Nj,Njt1
6mj(.82J J ,L ﬁTN]-’N]-+1)—€m].(B(2§ ’ ,Ej) <« M (E]) m1/2
J

Como m; = [2790n, n,| + 1 = 2790N, N, € M*(E;) < M(E;) segue que

1/2
N,,N; €
emy (By " L0 Thg vy ) < =2t 292 M(E).

Ni,N2

Assim, aplicando o Teorema 2.2.13, obtemos

1/2 12
€m; (B2 Nivt 14 TN, N ) € 79]\?’5j+126j/2 d 2<q<®,
J ]\?1,N2 (log2 eNj,Nj+1)1/27 q= 0

e desta forma, como A(N;) < A(N)277*! por definigao e A € K, 5, temos que

) 1
Z AN em] BQJ o LT TNj7Nj+1)

M 1/2 1/2
« ’)\ Z —j(1— 6/2 q s 2 < q < O,
91/2 <10g2 eNpNjH)l/Qa q = 0,

= Nl N2

2<q <o,

< AN o 1 (5.19)
SUPy1<j<m 10g2 HN Njt ) @ = %0,

€
S 1/2—1/ S i 1/2—1/ 1/2—1/
DD NS S IAN)| D 27T < AN Z 2776y . (5.20)
j=M+1 j=M+1 j=M+1
Finalmente, de (5.13), (5.14), (5.19) e (5.20), obtemos (5.10). O

Observagao 5.2.4. O Teorema 5.2.3 permanece vdlido quando trocamos A por A*, A\
por N, = Ak[,), x& por xj, M por M*, Oy, n,., por O3 Ny Kea por KZy e n por
*—k+ XM mp, keN.
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6 Numeros de entropia de operadores especi-

ficos

Neste capitulo, aplicamos os resultados do capitulo precedente na obtenc¢ao
de estimativas para niimeros de entropia de conjuntos de funcdes sobre Q¢ associados a

operadores multiplicadores especificos.

Vamos considerar os mesmos operadores multiplicadores estudados no Capitulo
4, isto é, os operadores A = {Mchiengs Ak = A(k]) e AV = { At kends Ak = A([k[,), onde
Mt) = t77(logyt) 5, t >1eAt) =0para0 <t <1,com~,EeR, v>d/2, =0
e A® = Nehiengs M = AK]) e AP = (Athes, Ab = A(kl,), onde A(t) = 77", com
vy>0,r>0,t=0.

Obtemos estimativas superiores e inferiores para os nimeros de entropia dos
conjuntos AMU,, AS})UP, APU, e AS?)UP em L9(Q9), e varias dessas estimativas sao
assintoticamente exatas em termos de ordem. Foi visto no Capitulo 4 que esses conjuntos,
quando o sistema considerado ¢ o sistema de Walsh W’k}keNg sobre 1%, sdo conjuntos de

fungoes finitamente diferenciaveis ou infinitamente diferenciaveis, no sentido diadico.

Em [24, 46, 47] estudos como este foram realizados para operadores de fungoes

definidas sobre espagos homogéneos e sobre o toro.

6.1 Ndmeros de entropia de operadores do primeiro tipo

Nesta secao, obtemos estimativas inferiores e superiores para ntmeros de

entropia dos operadores multiplicadores A e AW,

Lema 6.1.1. Para v, >0 e ke N, seja g : [2,00) — R a funcgao definida por

k
g(a) = == = 7 log, x — € logy(log, ).

Entao existem constantes Cy,Co, C > 0 dependendo somente de 7, &, d tais que o mdzimo

da funcao g € assumido em um ponto xy satisfazendo

Clk<l’k<02]{?, ]{321

g(ay) < C — glogQ k — ¢logy(logy k).

Demonstracao. Temos que

PR S SN S S 14 S BN
22 drln2 In2(logyx)zIn2 z\z dln2 (In2)%(logyz)/’
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e assim ¢'(x) = 0 se e somente se

log,
(In 2)(logy x)y + d€

r = k(In2)%d (6.1)

Seja

log,
(In2)(log, )y + dE’
Entao ¢’(x) = 0 se e somente se f(z) = 0. Para k suficientemente grande a fungao f

f(z) =2 —k(n2)%d x =2

assume valores positivos e negativos, f’ é crescente, e existe xg > 2 tal que f'(x) < 0 se
x <xzge f'(xr) >0 parax > xg, f(2) <0 elim,, f(z) = +00. Portanto, f possui um
unico ponto critico que é ponto de minimo local e também global. Das consideragoes é
possivel concluir que f se anula em um tnico ponto x; e consequentemente ¢’ se anula
somente em x. Verificamos também que para k suficientemente grande e para x pequeno
g'(z) > 0 e que para x grande ¢'(z) < 0. Assim z é o inico ponto critico de g que é um

ponto de méximo global e portanto g(zx) é o valor maximo absoluto de g.
Seja agora h(z) = log, z/((In2)(log, )y + df). Entao

dg
W (z) =
) = ) (m2)(logy )y + B
Logo, h é crescente em [2,0). Como lim, o h(x) = 1/(yIn2) concluimos que h(2) <

h(z) < 1/(yIn2), isto é,

T =2

1 - log, - 1
(In2)y +d¢ ~ (In2)(logy )y +dé ~ v(In2)

e portanto
d(In 2)? 1 In2)d
_ AT (n2)d o821 < pn2d
v(In2) + d¢ (In2)(logy z)7y + d¢ g
Assim, por (6.1), existem constantes C7, Cy que dependem somente de d, v, £, satisfazendo

Cik <z, <Cok, k=1
Seja entao, C7 < C < O tal que x, = Ck. Assim
o) = 9(CR) = — o~ Loy (CF) — Elogy (log, C)
<C - glog2 k — &log,(log, k),
onde C é tomada satisfazendo C' > —1/C. O

Teorema 6.1.2. Seja A1) = {Mchiend: com M = A([k[), onde A(t) = t77(log, = t>1
eXt)=0para0 <t <1, comy,£€R, v>d/2, £ >0 . Entio para todo k € N,

er(AVU,. L9) « k74 (logy k)64 4 Ps o a=e (6.2)
(logy k)2, 2<p< 0, ¢ = oo,
€
er(AVU,, L) » k™7 (log, k) "V (6.3)

onde Vy, esta definido no Teorema 5.1.4.
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Demonstragio. Por (5.1) temos
en(AVT,, L) » [N(N)|V
onde n = dim Ty. Como n = N% A(N) = N7 (log, N)~¢ = n~"/4(log,n)~¢ e assim
en(AVT,, LYY » n~ 4 (logy n) "<V,

Agora, se k € N, dimTy_; < k < dim Ty, obtemos das propriedades dos nimeros de

entropia e da desigualdade acima que
er(AVU,, L) = eqimry (AU, LY) » n~%(log, n) "V,

Mas, n = N4 = (N —1)¢ = dimTy_; < k < dim Ty = n, donde k = n. Obtemos assim
(6.3) da desigualdade acima.

Por outro lado, como |A(N)| <1 en = N entdo

o= ([0 )= ([peor )

=2

- (moops )

> [A(N)| = N77(log, N)~*¢
=n""(log,n) 5. (6.4)

Além disso

N 4 1/n 1 N
oo = oo [ [P )= 1 33 4 oma )

7j=2
y &
< - Z djlog,j — Z d;log,(log, j) + C4 (6.5)
j=2 =

Da Proposicio 1.4.6, temos que d; > Ej¢ 1 — Cy5% onde E = 2174742 /T(d/2), d — 2 <

0 < d—1e (5 é uma constante positiva. Sejam
f(z) = Ex®'log,x — Cyx’logyz e g(x) = Ex?'log,(log, z) — Cyz? log,(log, x).

Temos que

1Y 1N
— > d;l — — d
]2; i N1 > | s

— Z d;log,(log, j) =

i JN (x)dz.

S\H
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Resolvendo as integrais, obtemos

ff )d 1 1 d —C ﬁl _; 6+1
v= B lon s = Gyt 20+1°°%2" " (91 1)2m2”
9+1

0y log2 N + Cs,

N N

2 2

N4
EF logy N — Cy——

e de igual maneira

N Nd 0+1
J g(x)dzr = E—-log,(logy N) — Cy log,(logy N) + Cy.
9 d 6+1

Da Proposicio 1.4.6, temos que 1/n = 1/(FN¢) —C/(F?N%1) onde F = E/d, e portanto
1Y , 1 C E_,
- > d;log,j = (FNd - FQNdH) <dN log, N)

=3
1 c Gy ot
N (FNd N F2Nd+1) (0 TV lose NG

= 10g2 N + 05, (66)

1 & , 1 C E
- > d;logy(log, §) = (FNd - FQNdH) <de log,(log, N))

=3
1 c & 0+1
_ (FNd _ FszH) (9 N gy (log, N) + C
> log,(logy N) + Cs. (6.7)

Desta forma, obtemos de (6.5), (6.6) e (6.7)
log, 0, < —ylogy N — yC5 — Elogy(logy N) — £Cq + C4
= —vlog, N — £log,(log, N) + C-
e portanto, como N% = n,
o, < 2072*’710& N27§'log2(10g2 N) &« 2(10g2 N)*72(10g2(log2 N))~¢
= N7 (log, N)~¢ = n""4(log, n) . (6.8)
De (6.4) e (6.8), vem que
on =n""(log,n)"¢. (6.9)

Seja 2 < ¢ < 0. De (5.9) e (6.9), obtemos

- k+1vol n N 1/
Xk =3 sup( )
= sup Z’k/”aﬁ =sup2” k/”ﬁ 7/d(logg )¢, (6.10)

N=1 N=1
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onde 7 = dim 7T5. Definimos

kv
g(x)——ﬁ—g

Segue entao de (6.10) e do Lema 6.1.1, que para 2 < ¢ < ©

log, © — {logy(log, ).

Yk = Sup 99(M) _ osupx., 9(M) _ 9g(wk)
N=>1
< 90— (v/d) log, k—¢log, (log, k)

= k"4 (log, k) <. (6.11)
Por outro lado, segue de (4.16), para p = 2, que A € K. 5. Desta forma aplicando o

Teorema 5.2.3 e observando que 3772,/ 2_3'0]1\?],2’]_&1‘11 « 1 (ver (4.13)), vem de (6.11) que

para 2 < p< o, 2< g < 0,
en(AVT,, L) < x5, + A(N)g"? « k77 (logy k)¢ + N7 (log, N)~*¢"/2. (6.12)

Seja ny, € N tal que y € [ng, nper). Entdo 290%) = 29() =y e ny, = x5, = k. Aplicamos o
Teorema 5.2.3 para k e N = [(ng)Y9] = k¥/? e assim n = dim Ty = n; = k. Da Observacio
(3.2.2), de (4.10), (4.11) e do fato de que n = N?, temos

M M
n=k+2mjzk+22_6j9Nl7N2 =k+Ni=k+n=k,
j=1 =1
e segue de (6.12)
er(AVU,, L) « k™7 (logy k) $¢"%, 2<p< o, 2<q< . (6.13)

Para 2 < p < o0 e ¢ = o0, usando (5.9), obtemos com raciocinio inteiramente analogo que
en(AVU,, L9) « k™7 (log, k)~ (log, k) 2. (6.14)
De (6.13) e (6.14), finalmente obtemos (6.2) concluindo a demonstragao. O

Observacao 6.1.3. O Teorema 6.1.2 permanece vdlido se trocarmos o operador AV pelo

operador AS}), fazendo simples adaptagoes na demonstragao.

Observacao 6.1.4. Todos os resultados deste capitulo e também do capitulo anterior
permanecem vdlidos para o sistema de funcées miltiplas de Walsh sobre I? ou para o

sistema de Walsh sobre S' x --- x S! ou se é considerado o sistema trigonométrico sobre o
toro T<.

6.2 Ndmeros de entropia de operadores do segundo tipo

Nesta se¢ao obtemos estimativas inferiores e superiores para niimeros de entropia

dos operadores A® e AP
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Observagao 6.2.1. Sejam v,r € R, v,7 > 0. Para N,k € N e n = dim Ty, seja

1 N
Anjp=——|kIn2 Id |.
Nk n( n +72 l)

=1

Sabemos da Proposicio 1.4.6 que d; = 197! e n = N9, logo

N N N
2 lrdl — Z lrerfl - J $d+7“71dl, — NdJrr"
=1 0

=1

e assim

k Nd+r k .
Ava=—a — i =~ i~ N =9V, (6.15)

r

onde g(z) = —kz=¢ — 2",

Temos que xy = (d/r)/( YA+ ¢ o qinico ponto critico da fungdo g e que
g (z) > 0 para x <z e ¢'(x) <0 para x > xy. Portanto g assume mdzimo absoluto em

. Para todor >0 ex > 1, temos
—dkr TV <k[(z+ 1) =27 <0 e 0<(z+ 1) —2" <rz"!,
e assim
gz +1)=—k(z+1) "= (2 +1)" = —ka @ —a" —ra" ! = g(x) —ra" ",

Como g € decrescente em [z, +00), seque que

r—1

gz)—ra" 7 <gle+1)<glx+t)<glx), =z 0<t<L

Seja N € N tal que . < N < x3, + 1. Entdo

g(ar) —rai < g(N) < supg(N) < glw),

isto €,
_Clk’r/(d+r) . Czk(r—l)/(d-i-r) < Sl]bpg(N) < _Clkr/(d-i-r)’
com Cy = (d 4 r)d= ¥ d+7)p=r/d+r) ¢ Oy = pld+D/d+r) gr=1/(d+7) - Assim, obtemos de (6.15)

que
sup Ay = sup g(N) = k@),
N N

Teorema 6.2.2. Seja A® = {Achiend, com A = A([k|), onde A(t) = e comy>0e
O<r<lsed=>4,0<r<76/208sed=2e0<r<11/16 sed = 3. Entdo para todo
keN,

ex(ADU,, L9) » e K"y, (6.16)

onde

o _ e (A4 )20 (d/2) (n2) 7
! rud/2

eV estd definido no Teorema 5.1.4.
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Demonstracao. Primeiramente temos

gt (ﬁ o)

onde Ay é como na observagao anterior, n = dim 7y. Obtemos assim do Teorema 5.1.4

1/n N
— 67(]{)1112“1”72[:1 lrdl)/n — GAN’k

Y

que
en(A L) » eAvry, (6.17)

Pela Proposicao 1.4.6 temos que

21—d7.‘.d/2

d-1 0
I(d/2) 1= 4+ G107,

d; <

onded —2<60<d—1,logo

N 9l—dd/2 4 . y
"d, < jatr= 197 ).
Z ! Z( rap) O )

Tomamos
2 l_dﬂ'd/2

I(d/2)

Id-ﬁ-r—l + 01I6+T,

fx) =

e obtemos

erdl < Zf f ! f(x)dx

9l—dd/2

< OPICED) (N + 1) + Cy(N + 1)+,

Da Proposicdo 1.4.6 temos que n > (2'¢7%2/dl'(d/2)) N e assim
N N
YO dl’(d/2)~ .
ﬁZld 91— dTrd/2Nledl

dl'(d/2)y 2!~y d+r O+r+1
= Ql-dpd/2 Nd (F(d/Q)(d +7) (N + 177+ GV + 1)

d 1\° 1\°
— (1 + ) (N+1) + 03<1 + ) (N + 1)f+mi=d,

N N

Como (1 + 1/N)4 =1+ b;/N + by/N? +--- +1/N¢ < (1 + Cy/N), segue que

vilrd< dy 1-1-% (N+1)+C 1_,_2 (N + 1)f+r+i=d
n & l\(d—H") N 3 N

d
<

1 '
(N +1)" 4+ Cs (1 + N) Nt 4 Cg(N + 1)f+r+1=d

+13

(d+7)

(d+r)

QU
-2

<

(N +1)" +Cy,



Capitulo 6. Numeros de entropia de operadores especificos

118

se0<r<d-—60-1.Parad> 4 podemos tomar  =d —2 e assim 0 <r <

6 = 21/16 obtemos 0 < r < 2 — 21/16 = 11/16.

Agora

(N +1) :N’"<1+]1[)T

:NT[HT(H (-D1_ -Dr-2) 1

N 2 N 3! N2
=N +rN"'Sy < N"+ C.N"' < N" + G,

ja que 0 < r < 1. Assim

Segue também da Proposicao 1.4.6 que

3\~2

ko_ dr(d/2)k

n  2l—dgd)2Nd’
Entao de (6.18) e (6.19),

di'(d/2)(ln2)k _,  dvy

AN,k'}_ 21—d7Td/2 Nﬁ _di—H’NT_Cg.
Seja agora
~drr(d/2)(In2)k _, dy
I T )

Verificamos que a funcao g atinge o seu maximo absoluto em

d+r
b ((d + r)dF(d/Q)UDQ))l/ e
Ql—dr,yﬂ,dp

dry
CR)+Cr = ——N" 4+ Cl.
+Cs) + Cr = drr. T

1. Parad =2
tomamos 0 = 132/208 e temos que 0 < r < 1 — 132/208 = 76/208. Para d = 3 tomando

(6.18)

(6.19)

(6.20)

De forma analoga ao que foi feito na Observacao 6.2.1, podemos constatar que existe uma

constante C'g tal que
g(z) —Cio<glx+1)<g(x), xz=>m 0

e assim
g(zr) — Cip < SHPQ(N+1) g(z).

Portanto, segue de (6.20) que

81]\1[p Ang = Sup g(N +1) = g(zx) — Cho.

A
A
—_



Capitulo 6. Numeros de entropia de operadores especificos 119

Mas

sem [ dD(d/2)(In2) [ (d + r)dT(d/2)(In2)\ ~ ")
glay) = k" )l_ ;lzdi(d/z )<( +21)—dr(77{d/)2( )) ]

e [ Ay ((d+r)dD(d/2)(n2)\"
- d+r 21 —dprygrd/2 Y

_ (@ ndb @22\ A )
- Q1 —dprrd/2 d+r d+r '

d +7)2%1d0 (d/2) (In 2) \ /")
_ _,yd/(dJrr) <( + T) ( / )( n )) kr/(d+r) - Cg

rmd/2

_ _Ckr/(d-‘rr) . 097

e assim
sup An . = —CEHT) _ Oy
N

Segue entao de (6.17) que
er(APU,, L7) » e KTy

Da Observacao 6.2.1, temos N = k(@) ¢ assim n = N = k%(@+7) de onde log, n = log, k
e portanto

(d+7)

€k<A(2)Up, Lq) > €_Ckr/ Vk

]

Teorema 6.2.3. Seja A? o operador considerado no teorema anterior e 0 < r < 1 se
d=>4,0<7r<76/208 sed=2¢e0<r <11/16 se d = 3. Entao para todo k € N,

er(APU,, L1) « e ¢, 2<p<
" (logy k)'?, 2<p <

onde C é a constante no enunciado do Teorema 6.2.2.

Demonstragio. Como na demonstragao do Teorema 6.2.2, vamos tomar 6 = 132/208 se
d=2,0=21/16 sed=3¢ 6 =d—2sed=>4. Desta forma teremos 0 <r <d—6— 1.
Usando (4.43) e (4.44), obtemos que Oy, < C129F N ¢ assim para 1 < k < M, da
Observacao 3.2.2 e do fato de que n = N9, segue que

Nit1

logy On, N,y < logy Cy + 'k + (d — 1) logy, N
< log, Cy 4+ C28'logy On, N, + (d — 1) logy N
< logy Cy + C3(d — r)logy N + (d — r)logy N
< Cylogy, N < Cslog, n.

Logo

sup (logy On, n,., )" < Co(logyn) 2. (6.21)
1<k<M
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Para 2 < ¢ < o0, obtemos de (5.9)

2” k+1vol tn
(2)
=3 A(J
e ffi‘f( Vol ( H| )
1/n 1/2 2< g <0
30 Sup(2 k+1 l/n (H |)\ |d] > q ) 1/2 q 9
n>1 ok (logym)2, q = o,
I/n 1/2 2<qg<m
<C, Sup 2= k/n <H |/\ ) qa-, o q )
j=1 (10g2 TL) , 4= OO)
1/2
_ 07 Sup(ean)—k‘/ne—'y/anlldej qa, 2< q < O,
(logy n)'2, ¢ = oo,
1/2
_ 07 sup e—(k1n2+’*/2§\[:1j7'dj)/n q / ) 2 < q < O,
N (10g2 ’I’L)l/2 q = 0,
1/2 2<g<w
_ 07 sup eAN,k q ) q ’
N (10g2 n)1/27 q = 0.
Usando (5.9), de modo andlogo, podemos mostrar que
> O ANk
Xr = Cgsupe
N
e assim
1/2 2<qg< @
SN ANE ¢ v« s Ave ) T =% (6.22)
(1Og2 n)1/27 q =
Pela Proposicao 1.4.6, temos d; = (2'~47%2/T'(d/2))I1?~! — CI°. Tomando
21—dﬂ_d/2 diro1
_ = ° =1 _ ¢ 0+r
obtemos
N N 9l—dd/2 J ) ; N
I"d; = < [t — il +") = f()
; Z I'(d/2) ;
N 1—dd/2
2 d+ c 0
T NOL 6.23
f T(d/2)(d + ) 0+r+1 (6:23)

Da Proposicio 1.4.6, temos que 1/n = 1/(FN%)~C/(F?N%1), onde F = 2'=%7%2/(dl'(d/2)),

e assim B
k - k Ck
g Z FNd  F2Nd+1

Pela Observacio 6.2.1, temos que supy Ay, é atingido quando N verifica N = k(@) ¢

portanto existe uma constante absoluta Cy satisfazendo
k k

— =
FNd

k- D/(d)
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e como 0 <r <1, vem que
E - k o dr(d/Q)kN_d—Cg.

= FNd 97 9l-drd)2 (6.24)
Usando mais uma vez que 1/n > 1/(FN%) — C/(F2N®1) e (6.23), segue que
l Z l?“dl > g . 67 21_d7Td/2 Nd+r . C N9+r+1
n& T \FNT AN (d A+ )T (d/2) O+r+1
217d7.‘.d/2,7 § 217d7.[.d/2,y€ .
C F(d+1r)D(d/2)  Fd+r)(d)2)
_ L O+r+1—d + ﬂ]\[@-}-r—d
FO+r+1) F2(0+r+1)
ol—d d/2
T TN Cho
F(d+ r)['(d/2)
dy
—N" — .25
T dtr Cro, (6.25)
pois 0 <7 <d—1—0. Assim, de (6.24) e (6.25) segue que
k TN di(d/2)(In2)k ., dv .,
Ava:_ﬁIHQ_ﬁZldlg_ 21—dﬂ-d/2 N _d—|— N +011 (626)
Seja
dl'(d/2)(In2)k _,  dvy
(@) = = gl-dpdz T T 4y rw O

Podemos verificar facilmente que o valor maximo absoluto da fungao ¢g; ¢ atingido em

. ((d +1)dl'(d/2)(In 2>) M
21— dr,yﬂ.d/Z

e assim

SUp Ang < sup g1 (N) < g1(x)

_ (@ n)dN (T T e dy ]
21— dr,yﬂ-d/2 d—l—'r’ d+r 11
d + r)29-1dT(d/2) (In 2) \ /¢
) (( ) Wd/g /2)( )) gl 4 o

= —C/{?T/(dJrT) + CH.
Segue entao de (6.22) que

_ r/(d+r

o—Ck"/( >q1/2’ 2<q< o,
Xk

e

6.27
supy An i (10g2 n)1/27 qg= 0 ( )

Quando ¢ = o, usando (6.26) e que n = N9, obtemos

Xk &« GsuPNAN’k(IOg2 n)1/2 — Sup eAN’k+1/21n(log2 N)
N

dI'(d/2)(In 2)k d_ _d 1
Ssupe 2z N Tare Nz Indlog, N+ O

N
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Consideremos a funcao g, dada por

dl(d/2)(In2)k _,  dy
2(0) = = T gy

De modo anélogo ao que foi feito no Lema 6.1.1, a fungdo g, atinge o seu valor maximo

1
——z" 4 = 5 In(log, z) + Ch;.

absoluto em um ponto Ty, tal que Cizp < T < Caxy, de onde supy g2(N) é obtido quando

N =T, =z = kY(@+7) | Portanto, para ¢ = o0, temos
Xk < sup e (log, N)Y? « sup ek (log, k()12
« sup eV # (logy k)2 = ety ANk (Jog, k)12
< eNCkT/(d“)*C“(log2 k)2 « g CkT/an) (log, k)Y,

e por (6.27) segue que

1/2

r/(dtr , 2<qg< oo,
R TR I 1 (6.28)
(logy k)%, ¢ =

Vimos na demonstracio do Teorema 4.2.4 que A® e K_, para algum e > 0. Assim

aplicando o Teorema 5.2.3, obtemos

1/2 2<p< 2 <

q ) = p s O = q < 007

en(APU,, L) < x5, + |MN))| 12 ’
SuplsjsM(logQ QvaNj+1) , 2<p< w0, q= w0,
1/2—1
+ AN 2 27907\
j=M+1
Também vimos na demonstragao do Teorema 4.2.4 que
kpl/p—1/q

Z 27RO« 1 (6.29)

k=M+1
e que log, On; n,,, < logyn. Como log, n = log, N? = log, k%(4+7) = log, k, entdo
1/2 2
q’",
en(APU,, L) « xp + AN

No Teorema 5.2.3, k e N sao considerados independientes. Assim, fixado um inteiro k,

tomamos N como sendo o tnico inteiro tal que

1/r 1/r
(C) kl/(dJrr) <N < (C> kl/(dJrr) +1.
Y Y

AN) =e ™ < g~ Gk

Entao temos que

Y

e logo por (6.28) e pela estimativa acima, segue que

r/(dtr 1/2 2 <
en(/\(Q)Up, L) « e —ChT/ ¢
(log, k)2, 2 <
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Considerando o resultado do Teorema 5.2.3 para 1 < ¢ < 2, obtemos

ain | g4 2<p<oo, 1<g<w
en(ADU,, L7) « e=Ck 0 1 10 s Psoisa= (6.30)
(log, k)2, 2<p< 0, ¢g=®
Da Observagao 3.2.2, de (3.14), (4.43) e de N = k(@) segue que
M M '
n= k + Z mj < k + 2 276J¢9N1,N2 < k + 0129]\[1,]\[2
s =1
<k + CisN™ <k + Opyktd—m/d+n),
e assim, da Proposicao 1.8.2 e de (6.30), obtemos
1/2 2<p<w, l<g<wm
e i (NPT, L) « =R ) 4T SPS® S ' (6.31
[k+Crak(d—r)/(d+ >]( vy L) (log, k)l/Q, 2<p< 0, qg=00 ( )

Seja & = k + C4k@=)/4+7) Entao
C(_k,r/(d-i-r) + Sz/(dw)) _ C(_k,r/(d-i-r) + k,r/(d+r)(1 + Ol4k—2r/(d+r))r/(d+r))
= R (1 4 (1 + Cyyk2/(@+m)r/(d+n))
— CJr/td+n) (7”014 2r/(dtr) _ rdCi, pdr/(ddr) 4 )

d+r 2(d +1)?
_C TCM r/(d+r) _ ﬂkﬁ%/(apﬂ') + ...
d+r 7“ 2(d+r)?
< Cis
portanto
Ckr/ (d+r) < 015 _ Cfr/ (d+r) 7
e logo

_opr/(dtr _per/(d+T) _per/(dtr)
ckr/( >< C15 o —CE;, « e~ C& ‘

Segue entao de (6.31)
1/2

ele, ] (APU,, L) « e=c&/ 7 1 17 2 S
k (IOgQ k)1/27 2 <

(6.32)
Agora temos que

é-;/(d-‘ﬂ”) _ k,r/(d-‘rr)(l + Cl4k—2r/(d+r))r/(d+r)

2
ol (4 PO ey TG arjaen
d+r 2(d +1)?

e como consequéncia

gr/(d‘*‘r) > kr/(d+7") 1+ 7’014 k,—2r/(d+7‘) Tdclél k= 4r/(d+r) +.
g d+r 2(d + 1)
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‘ c
r/(d+r) E+1 r/(d+r) 14+ rLig E—1 —2r/(d+r)
gk‘-i-l ( ) d + r( ) .
Verificamos facilmente que 0 < (k + 1)@+ — kr/(d+7) < /(d + 1), assim
r/(d+r r/(d+r
<G - gl
r
<k+ﬂWM—HWW+C < =C
(k+1) o< .
e portanto
_cg'r/(d+r)
< W < Cis. (6.33)
k+1
Seja agora [ um inteiro satisfazendo [&] < [ < [€k41]. Pela Proposigao 1.8.2, (6.32) e (6.33)
temos
(A(Q)U L%) < [Ek](A@)Uqu)
_cgr/@+n) q1/2, 2<p<w, 1 <qg<ow,
L e ok
(logy k)'/?, 2<p< o0, g =
1/2
« el |, 2<p< 0, 1<qg<m,
(logy &)'?, 2<p< o0, g=0
o Clr/n) q'?, 2<p<w,1<g<m,
X 6
(logy(I +1))"%, 2<p< ™, ¢g=»
(logy 1)'?, 2<p < o, g =,
concluindo a demonstracao. ]

Observacao 6.2.4. Fazendo simples adaptacoes nas demonstracoes dos Teoremas 6.2.2

e 0.2.3, podemos mostrar que os resultados desses teoremas permanecem vdlidos quando

trocarmos o operador A® pelo operador AS?) e a constante C pela constante

o (d+r)(n2)\ ")
R (= L) R

Observacao 6.2.5. Todos os resultados desta secio sao validos, em particular, para o

sistema de fungdes maltiplas de Walsh sobre I ou para o sistema de Walsh sobre S' x

xSt

Observacao 6.2.6. Os resultados da Secao 6.1, para o sistema trigonométrico sobre o toro

T, permanecem vdlidos exatemente como estio enunciados. Os da Secio 6.2, permanecem

validos trocando as constantes C e Cy pela constantes (ver Observagao 4.2.7)

2rmwd/2 r2d

r/(d+r) r/(d+r)
C = ~dllde) (<d + r)dl'(d/2)(In 2)) C, = AU (W)(mz)) _
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7 Conclusoes

Finalmente, vamos apresentar os resultados onde as estimativas sao obtidas

assintoticamente exatas em termos de ordem.

Sejam A, AS}), A, AP os operadores multiplicadores definidos nas intro-
ducoes dos Capitulos 4 e 6. Consideremos esses operadores definidos para um sistema
ortonormal completo abstrato {gbm}meNg como na Secao 2.2 do Capitulo 2. Em particular,
esse pode ser o sistema de Walsh sobre [0, 1)¢ estudado no Capitulo 1, o sistema de Walsh

sobre um produto S' x -+ x S! de d esferas [-dimensionais (ver Observagao 3.2.7).

7.1 Estimativas assintoticamente exatas para operadores de pri-

meiro e segundo tipo

Os resultados abaixo sao verdadeiros para todas as situagoes descritas acima,
para n-larguras de Kolmogorov, quando v,&{,7 € R, v > 0, £ > 0,0 < r < 1, e para
numeros de entropia quando v,§,re R, v >0,{>0e0<r<lsed>4,0<r <76/208
sed=2e0<r<11/16 se d = 3.

Corolario 7.1.1. Para p,qe R, 2 < p,q < 0, e todo k € N temos,
dp (AU, L) = dp (AP U, L) = k7 (log, k)™, v > d)2,

dk@\@)b%’LQ)>:e—Rk”d
di(APU,, L7) = e k",

d24-11(d/2)\ "
R = 7((/)) e Re=nr.

/2

onde

Corolario 7.1.2. Para p,qe R, 2 < p,q < 0, e todo k € N temos,

ek(A(l)Up, L7) = ek(AS)Up,Lq) - k—w/d(log2 )€ 4> d)2,
616(/\(2)(];07 LQ) - e—ckT/(d+r)
ek(ASE)Up7 Lq) - 6_(;>kkr/(¢z+r)7
onde

d— r/(d+r) r/(d+r)
C = r¥(d+r) <(d +7)2*7dL(d/2)(In 2)) e C, =~ (W)(IHQ)) .

rd/2 r
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Corolario 7.1.3. Se é considerado o sistema trigonométrico sobre o toro T (ver Obser-

vagao 3.2.8), entao para p,qe R, 2 < p,q < ©, e todo k € N temos,
dp(AVU,, L) = dp (AU, LY) = k" (logy k)5, 7y > d/2,

dp (AP, L) = e RK"
dk(Ag)Up? Lq) - e*R*kT/d’

T 9 r/d
Rz’y(d <d/)> e R.=n72"".

27Td/2

onde

Corolario 7.1.4. Se é considerado o sistema trigonométrico sobre o toro T (ver Obser-

vagdo 3.2.8), entdo para p,qe R, 2 < p,q < o, e todo k € N temos,
er(AVU,, L) = ey (AU, L) = k7 (logy k)™, v > d)2,

€k(A(2)Up, L) = o ChT/(@T)

er (AP, L) = 76k,
onde

C — i) (d + r)dD(d/2)(In 2)\ ")
! 2rmd/2

e

C. = d/(d+r) W r/(d+7)
o r2d :
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