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ITNTRQDUGAO

Fste trabalho fol motivado pelo nosso interesse em responder a
duas quesidies c¢oplocadas em artigeos diferentes, por autores
diferentes.

A primeira guestXo aparece em [4), onde Thaine define um certo
grupe de unidades circulares de um corpo abeliano K, que neste

trabalho seri4d denotade por CTCK). Este canceito ja havia sido

utilizado por Sinnott em [6], quando este introduziu o grupoc das
unidades circulares de um corpo abelianc K e gue aqui seori denotado

por CSCK).

O objetive de Sinnott, ac definir as unidades circulares, era

E )
o de calcular o indice de CSFK) em E%: » o grupo das unidades do

anel dos inteiros de K, motivado por um recente e bem sucedido

resultade seu, wver [12], sobre este mesmo indice guando K & um

corpo ciclotémico,
Por outro ladeo, o cobjetiveo de Thaine ao definir CTCK) era o de
obter anuladores para o grupo das classes de ideais de K, a partir

de anuladores de W, onde W & o cociente das unidades de K por CT£K3

e K &€ um corpo real abeliano.

A questdFo posta por Thaine em [4] era no sentido de se

conhecer ¢ indice de CSFKD em CTCKD. pois a inclus3o CSFK) < CTCK)

era evidente.



Resolvemops esta questdo mostrandoe gue CTCK) = CSCK), para todo
corpe abeliano K (Tecrema 2.3.8). Ressaltamos que este resultado
foi obtido, simultaneamente, por Glinter Letl, wver [13]1, com

técnicas completamente distintas daquelas usadas neste trabalho.

A segunda quest3Fo aparece em [7), onde Rubin introduz o
conceito de unidade especial de um corpo abeliano K. O objetivo de
Rubin com este novo grupo, agui denctade por SCKD, era o de
estender resultados obtidos por Thaine em [4],

No Teorema 2.1 de [7], Rubin prova que guando K & o subcorpo
real maximal de um corpo ciclotdmico entBe SCK) contém um certo
grupo de unidades de K ( o grupo das unidades ciclotdmicas de K
definide por norma2, que denotaremos por CNCK). Em seguida ele
manifesta interesse em saber quando a inclusfo acima citada & uma
igualdade.

Re=spondemos esta quest3o provando que quando K & o subcorpo
real maximal de um corpo ciclotdmico, existe um outiro grupo de

unidades de K (o grupe das unidades cicloiémicas de K definido por
interscegfiod, que denotaremos  por CICK). tal que CICK) & SCKD

(Tecrema 3.1.40 & que CNCK) ¢ um subgrupo préprio de CICK) (Teorema
3.1.77.

Evidentemente que este tipo de resposta suscita um série de
outras questBSezs tais como: Seria agora S(K) igual a C&CK) ? Ou
ainda, a incltusfo acima citada n3o seria valida para qualquer corpo

abeliano 7
Na tentativa de responder estas guestfies, nos deparamos com o

problema de caracterizar as solugfes da edquaglo

L n-1 .=,
a = zn.'[_[u—z:;) =1, C %

i=d

onde { ¢ uma raiz primitiva n—ésima da unidade.

Milnor havia conjecturado que as relagBes entre os expoentes



a de uma solugdo de (%) eram obtidas a partir das identidades

. . . n-41 .
1=, = ¢ a¢H e ] (1-£> = 1~z§ . quando b divide n.
v=41
i=xCmod bd

Posteriormente H. Bass disse ter provado a veracidade desta
afirmagdo; entretanto, em [10], V. Enncla encontrou um contra
exemplo para a conjectura de Milnor e caracterizou as solug@es de
(%3,

Usando esta caracterizag3o dada por Enncla, podemos provar que
se K ¢ um corpo abeliano, cujo condutor & uma poténcia de primo,
digamos q°, e se £ € K & uma unidade ciclotémica de QC¢ ) entZo &

q
& uma unidade especial de K ¢ Teocrema 3.1.11 D,

Ha ainda uma outra definigio de unidade especial, introduzida
por Thaine em [8), com o objetive de obter express@es exatas para
as ordens de classes de ideais de corpos p-—ciclotdmicos em tLermos
destas unidades. Uma nova caracterizag3o destas unidades sera dada
no Capitule 3 ¢ Teorema 3.2.5 D.

Tendo como objetivo descrever as respostas para os problemas
acima citados, este trabalho seré dividido em trés capitulos.

No primeiro Capitulo introduzimos parte da notagdo e alguns
resultados bisicos, com énfase para os corpes ciclotémicos.

O objetivo deste Capitulo ¢ dar uma introdugio gradual aos
fatos que serZo utilizadozs no decorrer deste trabalho.

No segundo Capitulo dedicamos o primeiro parigrafo a estudar
caracteres sobre grupos abelianos finites. O segundo paragrafo
destina-se ao estudo das relagBes entre unidades ciclotdmicas, ou
seja, dameos uma descrigl3o conveniente das solugBes de (¥). No

paragrafo 3 respondemos a quest¥o posta por Thaine em [4], ou seja,

provamos gue CT(K) = CSCK).

No Capitulo 3 falamos de unidades especliais. No primeiro

paragrafo introduzimos as unidades especiais definidas por Rubin e



respondemos a questdo por ele proposta em [7]. Ainda no primeiro
paragralo provamos outros resultados; dentre os quals mostramos que
se K & um corpo abeliano de condutor poténcia de primo ent3o as
unidades ciclotdmicas de K definidas por intersecg3o s3do unidades
especiaiy. No segundo paréagrafo falamos sobres as unidades
especiais definidas por Thaine, em [8). Neste para&grafo conseguimos

ums definigdo mais simples destas unidades.
Com o propésito de fixar notac3o e de evitar ao leitor

frequenles consultas as referéncias, mosiramos, ao longo deste

trabalho, as provas de alguns resultados conhecidos.



CAPITULO 1

CORPOS CICLOTOMICOS

Este capitulo tem como objetivo a introdugio do leitor a
notagie usada neste trabalhe e uma breve revisdo de resultados
bisicos da Teoria dos NUmeros Algébricos, com énfase para os corpos
ciclotémicos.

A maioria dos resultados aqui citados podem ser encontrados na
biblicografia, especialmente [1) e [11).

Optamos por fazer algumas demonstragBes por acharmos que estas

contribuem para uma melhor compreens3io do presente texto.

1.1 NOTAGAO
Sejam a‘;....a numeros inteiros. Denotaremos por [al.....anl.
™
Cresp. Ca’.... ,a J) o menor miltiple comum ¢ resp. o maior divisor
[ a]
comum 2 de LRI Estaremos sempre supondo que [ai.....a ]
. n n
Cresp. Cal.....aHDD ¢ positivo.
E sabido que dados os nuameros inteiros LR existem
1l
nimeros r ,...,r &€ £ tais que a.r +...+a .r_ = Ca,...,a2. Em
1 n 1 1 n n i n
part.icular, se a‘.....a sBo nUmeros inteiros primos entre si entdo
n
existem nimeros inteiros Fareeosl tais que
n
a.r + ... +a .r =1. C1.1>
i 1 n n

Tal fato sera usado com alguma frequéncia sSem maiores

Justificativas.
Sejam n e m ndmeros inteiros, n # 0. Se existir um ndmero

inteiro r tal que m = n.r dizemos que n divide m e denotaremos por



. . . . . a
n]m. Sejam n , m e a numeros inteiros, n # 0, a n3o negativo. Se n

. a+l , a
divide m mas n n3o divide m, escrevemos n || m.

Consideramos a fungio:

¢ : N — 3 N

tal que ¢C1) =1 e se P1""'Pa sd0 primos distintos e a, > 0 enti3o
a a a -1 a -1
3 P = CP ~13P R CP -1>p °

A fungio acima descrita € conhecida como a fung¥o ¢ de Euler e
algumas de suas propriedades ser8o aqui listadas.

Dados n e m nimeros inteiros maiores que 1 temos:

P.i- &nd = #Z/m2>".
P.2- Se n|m ent¥Eo #(nd|¢lmd.
P.3- Se (n,m) =1 ent3o #Ln.m> = $HnI. ¢{md>.

Lema 1.1.1: Sejam n e m numeros inteiros positivos. Ent3o #0nd. ¢(m

= $CCn, . ¢In, mld.

Demonstragio: Suponhamos

az1 a b b
n =P P*® p? P> - e
S - i
C1 c d dt
m=p**.,.. P% p*t . pv
i 5 | 4

com a, b , e , d ndmeros inteiros positivos, Fk P’ e P;'
L 17 i 1% » J

nimeros primos distintos.

Se e =min<{ a, c > e f =max{ a , c > temos:
L 1 5 1 1 i 1

e -1 e -1
HKln,mdd =CcP-1d>.p' .. ¢P-1>P°" e
1 4 -] =
£ -1 £ -1 b -1
#CIn,mld) =CP - 1D P e, P ~-1>P°% (P-1>pP
1 i -] = 4 i
b -1 d,-1 d,-1
CP’- 1D.P* 7 .CP’’- 1D.P"* CP**-1>.P*°
r r 1 EY t i



logo ZCn,m20. ¢ In,ml> = ¢nd.Kmd, pois e + f‘_L =a +c eo

L *

lema est4 provado.

Sejam n e m nUmeros inteiros maiores que 1. Suponhamos que
(n,m =1, Ser e s s3o inteiros tais que (r,m> = C(s,n) = 1 ent3o
r.m+s.m nm =1, Além disso, dados r’ e ' inteiros, com
r’, m =C(s’,n) =1; ser.n+s.m=zr’.n4+s’.mC mod n.m ) entIo
r ~r’"2.n+Cs - s’ 2. m=0Cmod nm)d. Logon divide (s- s’) em
divide (r-r’?, ou seja, r =r’'(mod m) e s = s’Cmed nd). Posto isso,
seja B (resp 82 um subconjunte de 2 cujos elementos s3o primos com
m Cresp. 1) com ¢dmd (resp. ¢{ndd elementos tal que dois elementos
distintos quaisquer de R (resp. 3 nZo s3o congruentes mod m (resp.
mod n2). (Isto &, sejam R um sistema reduzido de reziduos mod m & S
um sistema reduzido de reziduos mod nd). Se P & o cdnjunto { a=r.n
+s.m: rek s e8> entio P tem ¢rnd.¢Xmd = n.md classes de
congruéncia distintas mod n.my @ todo elemento de P & primo com

n.m. Com isso temos provado o

Lema 1.1.2 : Sejam n e m nUmeros inteiros maiores que 1. Suponhamos

que Cn,m) = 1. Seja R { resp. S e TO um subconjunto de 2 , cujos
elementos s3o primos comm C resp. ne n.m 2, com ¢g{md (resp. ¢lnd
e ¢n.md) elementos tais que dois elementos quaisquer distintos de
R Cresp. S e TV n3o s3o congruentes mod m Cresp. mod n e mod n.md.

Ent8c os conjuntos Te U={r.n +s.m: r €R, s € S > s8c iguais
u

mod n.m, isto &, dado u € U existe um Gnico t € T tal qus t

(mod n.m); @ vice-versa, dado t € T existe um Unico u € U tal que

u t Cmed n.md.

1.2 CORPOS DE NUMEROS

Definig¢8o 1.2.1 : Chamamos de corpo de numeros a toda extens3o




finita K dos racionais. Se K/Q ¢ uma extens3o galoisiana e Gal(K/@
& abelianc ent3o dizemos gque K & um corpo de ndmeros abeliano ou

" simplesmente K & um corpo abesliano,

Sendo K uma extensio finita de @, todo elementc x de K & raiz
de um polindmio nAo nulco a coeficientes inteiros. Se um polindmio
n3c nulo de ZIX] que tem X como raiz for ménico entfio dizemos gque X
& integral =sobre 2. O subconjunto de K formade pelos elementos
integrais sobre 2 & um anel de Dedekind, C ver (11}, Teorema 1 pg.

593 o qual denotaremos por Sk e chamaremos de anel dos inteiros de
K.

¢ maior interesse deste trabalho concentra-se no conjunto dos
elementos inversiveis de Sk » que denctaremos por Si, e chamaremos
de grupo das unidades de K.

Dado um corpe de numeres K, sabe-se que existem n imersSes de
K em €, onde n = [K: Q) C ver [11), Tecrema 1, pg. 40 2. Destas

i mer sdes r, =50 reais, isto &, K € imerso no corpo dos ndmeros

reais, e E.rz s¥o complexas, Introduzidos estes numeros, podemos
, Lo *
enunciar o Teorema de Dirichlet sobre a estrutura de DK' Sua

démonstragﬁo pode ser enconirada em [111, pg. 72.

Teorema 1.2.2 : Sejam K um corpo de numerocs € n = [K:iQR) = r.+ 8.r2.

. . , . . *
onde 1 e r =20 os nimeros inteiros acima definidos. EntHo Ek &

o produto de um grupo ciclico finito, © grupe das raizes da unidade

contidas em K, por um Z-médulo livre de posto r = rl+ rz—l.

Sejam K ¢« L corpos de niameros e GL/K o conjunto de todas as

K-imerstes de L =sm C.

DefinicZo 1.2.3 : Com a notaglio acima, s& X € L, chamamos de norma




C resp. trago 3 de L. sobre K de x, e denotamos por NL/KCXD ¢ resp.

TL/KCx)), ac elemento lGG' T2 <(resp. EEG TCx2D.
LK T
A demonstragdo do seguinte fate pode ser encontrada em

{111, pg. 45,

Proposigdo 1.2.4 : Sejam K £ L corpeos de nimeros © X € L. Ent3o

NL/KCXD. TL/KCXD € K.

Como consequéncia da ProposigHo 1.2, 4 podemos deduzir que se

. ]
X e DL ent 3o NL/ka), TL/kCXD < Sk . Mais ainda, se x £ﬁlant50

#
NL/K (xD) e« Sk

Teorema 1.2.5 : Sejam K um corpe de nimeros e x € K. Ent3ec x < Sﬁ

= =+
se e =omente se X € Dk e NK/QCxD + 1,

Fste teorema di uma breve caracterizagio do grupo das unidades
de um corpe de nimeros K e sua demonstragfio pede ser encontrada em

{111, pg.72. Mais geralmente, sabemos que se K € L £ M s3o corpos
de numeros entio:
Cver 1111, pg. 1113. .

Coreolaric 1.2.8 : Ssjam K £ L corpes de nlimesros e x € L. Ent3o

* ™
X e DL se e somente se X < Si e NL/KCXD < Sk

Demonstragfo : Se X € 2{'entﬁo NL/kaJ = Si pela obser vag3io

anterior ao Tecrema 1.2.5. Reciprocamente, se x & SL o sSe NL/kaD =

*
= = +
QK entio NL,/Q}CXJ NK/QCNL/KCXDD 1. Com isto temos x < DL e
-
= + i :
NL/ch) +1 no que implica em X € Sh.



A seguir faremos um breve resumc dos principais resultados
envolvendo o automorfismo de Frobenius para um primo P de um corpo
de numeros K. As respectivas demonstiragiies podem ser encontradas em
[111, Capitulo B.

Sejam K um corpo de numerocs e Sk o seu anel de inteiros. Sendo

DK um dominio de Dedekind, todo ideal de Sk se fatora de modo Gnico

como um produto de ideais primos de £%<. Se L & um corpo de numeros,

K £ L e aé& umn ideal de K, enti3o QDI sera o ideal de £ﬁ ger ado

pelos elemsentos de Q. 0 ideal aiifé dito o levantamento de a em iix

Seja P um ideal primo de DK. Ent3o existem inteiros positivos
=, ©; 1 =131,...,s8 tais que
= e
_ i
PO, = ] a, c1.2d
=1
onde os qQ, s3o os ideais primos Q de Eﬁ tais que g N £&:= p. Neste
caso dizemos gue qi divide p ou gque qQ & um ideal de L que esti
19

acima de pP. Além disto temos
=
3 _ e.I O /a : D fp 1 =101L: K], 1.3
v

A equagZo (1.3) é conhecida como igualdade fundamental do
ideal primo p na extensio L/K.
Para 1 £ i £ s, o nUmero inteiro e dque aparece na equagio

1.82 & dito indice de ramificag3o de . na extensio LK. Se pelo
+

menos um destes numereos € maior que 1 dizemos que o ideal primo P

se ramifica na extens3o L./K. Além disto se & = [L: K], para algum

i, ent¥o & = 1 &, neste caso, diz-se gue o ideal primo P se
ramifica completamente em L. Por outro lade, se s = [L:KJ], ent3o
e =1, para tode i = 1,...,8 & dizemos gue © ideal prime P se
1

decomp@e completamente em L.
Se L/k & uma extensHo galoisiana e q, © qz sHo dois ideais

primes de L tais que qi M i%c = qz n i%( entd3oc exisite um

10



K-automorfismo de L gque leva qi sm q2 e conseguentemente os [ndices

de ramificacg3o de qQ, & q, s¥o iguais e DL/q‘ ~ DL/qz. Portanto,
neste caso, a igualdade fundamental para o primo P de K fica:

[ L: K] =e.f.g €1.4>
onde & & © indice de ramificagio de q ¢ f = {DL/q : DK Pl, onde q &

gualquer ideal primo de L acima de p @ g & o nimerc de ideais

primos de L acima de p.

Sejam L/I( um extens3o galoisiana , P um ideal primo de K que
nio gse ramifica em L e P’ um ideal primo de L gue estid acima de p.
Sabe-se que existe um Unico K-automorfismo p de L, gue tem a

seguinte propriedade:

13D = xF Cmod P'd ¥ x < O, C1. 5

onde p = #CDK/pD.

O K-automorfismo acima descrito é denominade de automorfismo
de Frobenius para © primo P’ na extensio L/K. Quando a extensio L./K
¢ abeliana entZc tal automorfismo sé depende do ideal primo p e,
neste caso, costumamos nos referir apenas ao automorfisme de
Frobenius do primo P, quande n8c ha ambiguidade quanto & extens3o
L/X.

Sabe-se também gque, nNO caso L./K abeliano, o automorfisme de
Frobenius para um ideal primo p de K gue n3o se ramifica em L & a
identidade de GalCL/KD se ¢ somente se o ideal primo p se decomple

completamente em L.

1.3 CORPOS CICLOTOMICOS

. -
Dado um ntmero inteiro positivo n, seja fn = &" & €. E
facil ver gus En ¢ uma raiz primitiva n—-é¢sima da unidade, isto &,

m . . . ..
& =1 se e somonte se n divide m. Além disto, se r & um nlnero

11



. . - r . L ) !

inteiro entio En ¢ uma raiz primitiva n-ésima da unidade se e
. . r r- .

somente se (r,nd) = 1. Mais geralmente, visto que En = En" onde r’'=

r/tr.n2 e n’ =n/r,n), segue-se gue EE ¢ uma raiz primitiva

n'-ésima da unidade, onde n' ¢ como acima.

Definigdc 1.3.1 : Dadeo um namere inteiro positive n, chamamos de

n-ésimo corpo ciclotdmico, e denotamos por Kn, O corpo QCEn) e K;

+
denotari o subcorpo real maximal de Kn, ou seja, Kn = Kn N k.

E um fato conhecido Cver [1]) que Kn Cresp. K;D £ um corpoc de

nimeros abeliano cujo grupo de Galeois, aqui denotado por Gn Cresp.
G;D ¢ idisomorfo ao grupo (32/1'123“l ¢ resp. CZ/hZ)*/{il} J e portanto

[K_: @) = ¢(nd Cresp. [K;:QJ = gCnd /2 >, onde ¢ é a funcio de Euler.

TJeorema 1,.3.2 :(Kronecker-Weber) Seja K um corpo de numeros. Se K &

abeliano ent3c existe um nimerc inteiro positive n tal que K < Kn
Uma demonstragio deste teorema pode—se encontrar em [113.

Definiglo 1.3.3 : Seja K um corpo abelianc, Ao menor numero inteiro

pesitive n tal que K & Kn’ daremos © nome de condutor de K.

Seja n um ndmero inteirc positivo e suponhamos gue n = 2

2 _ . ~
Cmod 4 J. Ent3o £ E .zt © n/2 & impar. Visto que a ordem de -1

& 2, a ordem de fn/& ¢ n2 e (2, n/2) = 1 segue gue a ordem de.
_fn/Z ¢ n, ou seja,
lema 1.3.4: Seja n um nimero inteiro positive., Se n = 2 (mod 4D
entdo _Enfz ¢ uma raiz primitiva n-&sima da unidade.

Yisto que QC—fn/hD = QCEn/23 = Kn/z » pelo lema acima,
concluimos que se n ¢ um numero inteiro peositivo, n =2 ¢ mod 4 3,

iz



ent3o Kn = Kn/z' Tende em vista esta igualdade, toda vez que nos
referimos a um corpo ciclotdmico K podemos supor gque n X 2
Lal

(mod 4D,

Lema 1.3.85 : Sejam n e m nimeros inteiros positivos. Entio Kn.Km =

K[n,m]'

Demonstragio : O produto Kn'Km &, por definig¢io, © menor corpo dJue

contém Kn =] Km, ou seja, © menor corpo dque contém Q, En e Em' Visto

[n,ml/n [n,m]l m
et =¢

que En - E[n,m] m {n,m) ou

segue-se gue En , Em = K[n ml’

sEja, Kn.Km < K[n m] Sejam r e s numeros inteiros tais que r.m
*

r.m s n
E =

n.m

+ . n =(n,m. E evidente gque E;, E; = Kn.Km e E;.ES =¥

m "n.m

r.ms.n _ _C(n,md

En.m. = En.m = gn.m/(n,mD = E[nmﬂ » pois dados deois numeros
inteiros n e m tem—se n.m = (n,m).In,m). Com isto temos visto que
E[n,m] e Kn'Km’ logo K[n,m] < Kn.Km e consequentemente K[n.m] =

Kn.Km e o lema esti provado.

O nosso préximoe passo & provar gue Knn Km = KCn,nD; para tanto

procisamos de um teoroma da teoria de Galois cuja demonstira¢Bic seri

cmlitida neste texto, mas pode ser encontrada em [SBl, pg. 196,

Tecrema 1.3.6 : Sejam K uma extensfio galecisiana de k¥ e F uma

extensdo de k. Suponde K e F  subcorpos de um mesmo corpo, tem—se
K.F galoisiana sobre F, com Gal(K.F/F> = Gal(K/ K n F>.

Teorema 1.3.7 ¢+ Sejam n e m niimeros inteiros pesitivos. Ent3o Kn.Km

= K[n,m]' Kn M Km = KCn,mD e Gal CK[n,m]/kmD ~ Gal CKn/KCn.mD)'

Demonstragfo: A igualdade Kn.Km = K consiste do Lema 1.23.8B. Se

{n,ml
mJ/KmD

mostrarmos gque K nNn K = K entFo o isomorfismo GaldkK
n m Cn,m f

+
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k- GalCKn/KCn.mDD é consequéncia do Teorema 1.3.6, tomando K = Kn’-

F = Km « k.= KCn.mJ'
. Visto que para todo nimero inteiro positive 5. [Kn : Q1 = $Cnd
tem-se tx(n.m] 1 K1 = ¢in,m1/md>. Do Lema 1.1.1 temos ¢CIn,mld
. P m
= ¢Cnd e portante [K : K31 =(K :K lJ. Por outro lado a
m) [n.m] m n Cn.nD
igualdade { K[n.m]: Km 1 =1 Kn:Knﬁ Km 1 decorre do Teorema 1.3.6,

C . ou seja. [Kn:l(n '] Km] = [Kn: KCn,mDE' V;gto que KCn.mJ < Kn n Km.

n/Cn, md mn/Cn, m

pois ECn.mJ = En = Em H oPtesz a igualdade desejada.

£ resultado conhecido € ver {13 O que o anel dos inteiros ﬂk
n

de Kn é Z[En]..Palo Tecrema 1.2.2, o grupo das unidades EE de Kn &
n

isoporfo ao produto de um gfupo ciclico finito per um Z2-médulo

1

* livre de posto ¢nd - 1. O grupo ciclico finito € constituido pelas
—_— _ .

raizes da unidade contidas em Kn @ pode-se provar gue tal arupoc &
; .

nt ¥ 7 O,1,...,n"1 >. Quanto a parte livre pouco se sabe.

<t

- . * I-.
Todavia se conhecem subgrupos de Sk que, a menos da parte de

torglo, sdo isomorfos a Si .ﬂEvidentemente um subgrupo E de ﬂ;
n : n

: *
satisfaz a condigl3o acima s@ © somente sé o indice [Ck :E 1 &
n

finito.
- .
Seja Vﬁ o subgrupo de Kn gerado pelos alementos (-1, En' 1—{;.
i =1,.2,...,n"1 2,

Dafini¢io 1.2.8: Sejam n um nimero inteiro pomitive o Vn <o subgrupo

14



*
de Kn acima definido. Definimos o grupe das unidades ciclotédmicas

*
de Kn' ¢ denctamos por Cn’ como sendo a intersecgio Vn ] Sk

n
Visto que {; , i=0,,...n—1. sd3c todas as raizes do polindmio
X" - 1, temos
xn_l 1 n-1 i
— n_— —
x_1-1+x+...+x -_[[cx:'n).
=1

Fazendo X =1, temos a identidade:

n-4 .
_ gt
n = ] |C1 EHJ. c1.ed
1=41
lema 1.3.9 : Se n & uma poténcia de primo, digamos n = pa, P um

nimero primo @ a um numero inteiro positive ent3o NK /mC1—E;3 =
n

pcn'lg. fe 1 ® 0O Cmod nd. Em particular 1—5; nac & uma unidade de

K

n

Demonstragdo : Se a = 1, pela identidade (1.6) temos:

r—1 . .
- _l- _ _J 'R, _
p =T Jc1 £ = Ny /®c1 £, ¥V =1t1.2....,p 1.
P

1=4

Se a » 1, ainda pela identidade (1.8> , temos:

a p- i - i p* 724 pi J a-1
= C1- 2 o= Ci-¥F al. Ci1-¥f a2 3 = N C1-Ff a2l. .
p J_ I fpa ]_ ] fp |‘_| fp K a/@ fp P
i=1 i=1 i=1 P
Ci.pd=1
Vv j = J.B....,pa'ﬂ Cj,p2 =1, e portanto, se (j,n) =1 ent3o

Se j = j’.pb, com Cj*,pd 1, 0 < b < a, ent3o

& consequentemente, pelo caso anterior,

18



b

3 )’ P Pb
N (1-¢ _ad = [ N [1— ¢ a-b ]] = p c1.7>
K a K _a-b
p/ @ P p- /@ P
A n¥o invertibilidade de 1--5; em ©, decorre do Teorema 1.2.5
n
& o lema esta provado.
a a
Ohservagdo 1.3.10: Seja n = q” ..... qsa um nimero inteiro positivo.
a a

Se 1 £1i = qii—l el = j = qzz—l Cestamos supondo s 2 22, entidoc os

numer os
2 22
[ n / q, ].i e [ n / qa, ].j s3o distintos.
Seja S5 o conjunto

{ J=4.2,..., n-1 : nfCj,nd ¢ uma poténcia de primo }.

i
Lema 1.3.11: Preservandoc a notagfio acima, 1—fn ¢ uma unidade de K
™

se e somente se j & S,
i Jj7in, jo
Demonstra;ﬁoF Visto que 1ﬂfn = 1_En/Cn,j) seguse do Lema 1.3. 9 que

J
se l—fn ¢ uma unidade entdo n/kj,n) ndoc é uma poténcia de primo, ou

seja, j & S. Pela identidade (1.6 tem-se:

a. a,
n=1 . a, 9, Cn/q_‘).t
_ _ o - 1
n __I|C1 EnD @ g = I | ﬁ,fn ].
L=1 t=1
Logo 1 = I | C1—Ej). Visto gque 1—Ej € v, ., segue—-sc Jue para os
g n n K
ies n
3 "
numercs inteiros j = 1,...,n-1, j € 5, 1—En = DK » © que completa
n

a demonstragio do lema.

Atéd aqgui Ltemos estabel ecido condigSes necessarias =

16



suficientes para que 1—5; seja uma unidade de Kn.

= a n-1 - b
Sejam n = ] | qi‘ e & = T_I61—E;> e K_.
L=1

L= 1

Queremos estabelecer condigdies necessarias e suficientes para

que £ seja uma unidade ciclotdmica de Kn

Pelo Lema 1.3.11, &£ & uma unidade de Kn se o somente se
ne1 . b1
g’ = | |C1—E;) e uma unidade de Kn . Neste caso podemos escrever
i=1
ies
[ n—1 . b,
] » y - v v
£ = & » .= - ’ .
[_l ; com sJ ]_ICl En) 1.8
j=1 i=1
LeS
J
onde
S = {.i =1,2,...,n-1 : n/i,n> & uma poténcia do primo q,:}
J k]

pois, pela Observagdc 1.3.10 S & a reunido disjunta dos
subconjuntos Sf

Visto gque NK /GCs{) € uma poténecia de g, deduzimos gque para
i ]
n

&£ ter norma, de Kn para @, igual a 1, devemos ter NKn/mCst =1 e

a.
portaﬁto NKq,/®c£}3 = 1, onde q; = qj{
J

Lema 1.2.12 : Ssjam n um nimero inteiro positivo., y & Gn e 1 um

numero inteiro nd3o maltiplo de n. EntSo & = c1—f;37_1 ¢ uma unidade
de K _.
n

Demonstragfo : Sejar € 2 tal que yCEDJ = E;, loge (r,mno

1l
[
i1}

]
(Y

portante existe wum ndmero inteiro positive ¥y tal gque y.r

17



Cmod nd). Para provar que £ ¢ uma unidade de Kn devemos mostrar que

-3 ri . _ v Cr-12i
£, € € Z[EnJ. De fato (1 fn)/C1 l,’n) =1 + En .04 {n

21f 1. Por outro lado &’ = C1-¢5DK1-£0"" = c1—fi""“)/c1—:;"‘3 e

Cy-12,r.1i

L]
n « Z[En] @ portanto £ € DK

n

portanto et =1 + C’;'i +,..+ &

= a n-1 . b,
Teorema 1.3.13: Sejam n = | | q‘_'" e £ = if::.| |C1—§;) ' um elemento
I | i=1

ciclotdmico de Kn. EntZ%o £ & uma unidade s& ¢ somente se

q’-—1

1
Cj,q’d.b . . =0 ¥i=1,...,8
% v Cn/qi).‘)

aL
onde g’ = g, .
1 1

Demonstragdo : Sejam €’ e &£’ como em (1.8), Ja sabemos que £ é& uma
_ J

unidade de Kn se e somente se e:‘j ¢ uma unidade de Kq, s J=1,..,s:;
J

ou seja, podemos supor que n ¢ uma poténcia de primo, digames n =

qa. e devemos mostrar 'que € € uma unidade de Kn se e somente se
n-1
{(j.,nd.b. = 0.

J=1 !

—~ i = CJ’qa) v =

Pela eguag3o (1.72, NK /®C1 t'nD q » logo NK /ch
n n
n—-1 a

E Cj.g ).bj
g 1= ., Pelo Tegrema 1.2.9, se & € uma unidade ent3io

-4
a
= + 1 t LOE Cj,g J.b = 0. Ago d s mostra
K /QCED e portan _ J»g i gora devemo r
n j=1
n—1
que se E Cj.qa).b_ = 0 entFo £ & uma unidade de Kn. Afirmamos
- i
i=a

N

18



, a
que m—:r{l)/u-fn)”’q ? & uma unidade de K. Se (j.nd =1, isto &,
se j ¢ primo com ¢, isto decorre do Lema 1.3.12. Agora suponhamos

que Cj,an = qb, com O < b { a. Neste caso podemos escrever j =

qb.k, onde Ck,gd = 1. Agora

q* q°
J*tfqb'k = 1—[fk]qb = ]T[i—tj Ek] = '[_T[i—:j'qrb*k] (1.9
n n =g qb' n =3 n ) )
Visto que (k,g) =1, ent3o t = j.qa_b + k & primo com g, logo
tJ J b
Cl—an/kl—fn) ¢ uma unidade de Kn, YV j = 1,...,9, pelo Lema
1.3.12. Destas consideragdes deduzimos que Cl—fgj/tl—gnjcj’nj
e Ci‘fj>bbkl"f 3(J’n3.bj s8c wunidades de K_. Logo
n n n
& = ?L?Fl—ijbvki—f ch'n).bq ¢ uma unidade de K . Mas n = qa @
n n n

=1

=4
E Cj,qa).b_= 0, portanto £ = tE;.é & uma unidade de Kn & o
]

j=1
tecrema esta provado.
Com isteo temos caracterizado quando um elemento ciclotdmico de

Kn & uma unidade ciclotdmica de Kn'

Descrever explicitamonte uma base para Cn, a menos das raizes

da unidade, sempre foi um desafio fascinante. O primeiro registro
gue temos deste problema é wuma carta de Milnor, wenviada a

Ramanathan, com data de B de fevereiro de 1.9684. Nesta carta Milnor

observa que os elementos

u = Ci—fi)/Ci—En) , 1 <s<nfe, Cs,nd =1 €1.10D

<30 unidades ciclotdmicas de Kn Cnosso Lema 1.3.122. S8 s > n/E,

entio C1- SD C1-F > = - s.u s OU seja, as unidades u de C1.100
n n n n-s J s

19



- geram, a menos de raizes da unidade, o subgrupo CA de C formado
n

pelas unidades ciclotémicas do tipo

n-1 LR
. € = J | <1 - En J . Cl1.115
, i=a -

Ci.,ﬂ)=1
Ora, em €1.10) temos C¢Cn)/2)—1 unidades ciclotdmicas, nlmero

este que coincide com o Z-posto de Cn e dai a pergunta de Milnor,
se n3o seria C; o grupo de todas as unidades ciclotémicas de Kn'

Quando n € uma poténcia de nimero primo a resposta pafa a
quest3o de Milnor é afirmativa. Entretanto a resposta para o caso
geral foi dada em 1.966, ver (9], onde Ramachandra considera o caso
em que n & um numero inteiro com dois divisores primos impares p e

g, com p=1Cmod @) e existe um homomorfisme n¥o trivial de

CZ/hZ)‘ em C* que leva -1 em 1. Para o©os niGmeros inteiros n com
estas propriedades, Ramachandra provou, em [8], que o grupo CA tera
o Z-posto monor que o Z-posto de Cn e portante a resposta para a
questio de Milnor é negativa. Ainda em [8], Ramachandra exibiu,
para todo numerce inteiro posi£i¢o n, um conjunto com C¢Cn3/23—1

unidades ciclotdmicas, gue gera um subgrupo CB’ cujo indice em Cn =]
finito. Até entZo havia duas questiBes concretas: explicitar uma

baze para Cn e calcular o indice:de Cn em Si . Esta dltima quest3o
n

foi resolvida por Sinnolt em [1% » onde este provou que [SD; :Cn] &
\ P 1 |

igual ao numero das classes de K;- Cuanto A base para Cn a2lguns

resultados parcials foram obtidos mas o problema n3o foi fesolvidc

*

por completo.

VDefinigﬁo 1.3.14 : Seja K um corpo abeliano de condutor n, O grupo

das unidades ciclotdmicas de K definidoe por interseccZo Cresp. por

normal € o conjunto Cn N K Cresp. NK /kCCnDD e sera denotado por
n _ _



CICK) {resp. CNCKDD.

Lema 1.32.18 : Sejam r @ s nimeros inteiros positives. Se r divide s

ent3do

_ , _ _ Lt
GalCKs/kr) = { ¥y € GS tais que ¢t =z 1 (mod r2, onde thESD = fs .

_ s/7, _ LUs/srD. 0 _
Demonstragao : Dado yt < Gs’ tem-se thEr) = thEs J o= ES =
t . ,
Er . Mas yt < GalCKS/Kr) se ¢ somente se yt fixa o corpo Kr’ e isto

ocorre se e somente se vy fixa fr e isto acontece == e somente se

t =1 (mod r) & isto completa a demonstrag3o.

lema 1.3.16 : Seja K um corpo abeliano de condutor n. £nt3o CNCKJ
< C

_ CICK).

Demonstragfo : E claro que CNCKD € K. Loge sé& falta provar que

< ,
CNCK) < Cn. Mas se ¥ € Gn ent3o ¥(ed) e Cn, ¥ & E.Cn, ou seja ¥y & um

automorfismo de C_, portanto N Ced e C , ¥ e e e o lema esta
n Kn/k n n

provado.
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CAPITULO 2

CARACTERES E UNIDADES CJICLOTOMICAS

O propésito deste capitulo &, inicialmente, demonstrar um
resultado nosso sobre caracteres de Dirichlet (Teorema 2.1.7). Para
tante precisamos de alguns resultados intermediirios, a maioria dos
quais encontrade=s nas referdncias.

No paragrafo seguinte desenvolvemos alguns resultados do
a.r.t.igo de V. Ennola [10] para melhor usi-los no Capitulo 3.

No dltimo parigrafo intreduzimos as unidades circulares de um
corpo abeliance K e provamos gque os conéaj;tos de unidades circulares
definidos por Sinnott e Thaine, em [6B] e [4]}, respectivamente,

L

coincidem (Teorema 2. 3. E‘:l_).

2.1 CARACTERES

DefinigXo 2.1.1: Um caracter ¢ um homomorfismo ¥ Y ¢ QN C*. onde G

¢ um grupo abeiia_.no finito.

Dado um grupo abeliano finito G. saja 6™ o conjunto de todos

o carzcteres de G am C‘. Em G~ definimos o predutgo natural, isto
‘ - ».

%, se X0 X, € G~ ent3o X, X, serda a funglo de G em € tal que

x,- x2Cg) = x1Cgl.;szg) para todo g em G.

lema 2.1.2: Seja G um grupco abeliano finito. Ent3o G X G~.

-Damonstra\;ﬁc : Injicialmente veremos Jque se G‘ ) Gz s3o dols grupos

abelianos finitos ent¥o &le G; > (6@ GO~ .De fato, se x, € G} e

»
X, € Gz entio a fungZo [x‘.le : G‘m Gz » L tal qgque




[xl,xz](a,b) = xl(a).szb) ¢ um caracter de Gle Gz' Por outro lado
seé x & um caracter de 610 Gz ent3o x, 7 x| GC—— C'. onde
. 1
t
xl(a) = a,1d para todo a € (E‘-1 © x2(b) = 2K{1,bd para todo b € Gz;

sfe  caracteres de 610 Gz. respectivamente e y = Ix’.le. Agora &

clare gue a aplicagXo G’; @ G‘; > CG1° Gz.‘)"‘ dada por
(xt.len  — [x’,xz] ¢ um isomorfismeo.

Sendo G um grupo abellanc finlto ent3c G ¢ isomorfo a uma soma
direta de grupos ciclicos finltos e, apés a observagBoc feita acima,
o lema se reduz ao caso em que G é um grupe finito ciclico. Se G é
ciclico de ordem m ¢ g & um gerador de G ent®o todoe caracter de ¢

fica completamente determinado peloc seu valor em g. Seja x um

caracter de G em C‘ tal gque Mgd = 'fm' E facll)l ver que ¥ & um
gerador de & e portanto ¢ lema estéd provado.

PropesigBe 2.1.3 ¢ Seja 6 um grupo abeliane finito. Ent3c o par

L ]
6 X 6" ———y C
Cgrd b—— K@

4 niio degenerado.

Demonstiragdico : De fatoc se 3(g> =1 para tode g € & eontElc x & o

caracter trivial. Por outro lado se x({g) = 1 para Leodo ¥ € G*
ent¥c podemos considerar os caracteres de G como sendo caracteres
de G/{g>. Assim sendo #C/Kgsd* 2 #EG*>. Pelo Lema 2.1.2 segue que

G 2 G e isto sé & possivel se #H<{g>xd =1, ou seja, g é o

gD
elemento neutroe de G e a proposi¢®oe estd demonsirada,
Lema 2.1.4 : Sejam G um grupo abeliane finito de ordem n e G* o

grupo dos caracteres de 6. EntZo

{n se g=16

0 casgo contrario.

i> E gy =

xeG™
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{n se leG"

O casco contbrarilo.

14 ;: X =
g<

Demonsetragio:

12 lemos #(G) = #G™) = n, Se g = 1G entdo x( gJ =1, Vx e€eG* e

por tanto i xC gl =n Seg#= 16 ent3oc existe x € G~ tal

x € G°
que (y> = 1 (Proposiglico 2.1.30., Assim sendo, temos z 2Xg3 =
x € G*
) i x_-x Cg> = x Cgd. ) xg>, logo (1-x (gdd. 5 x(g) = 0,

xr € 6™ x € G~

Mas x Cgd # 1; portanto % _G wgd = 0.
x € 6~

1i) S x & 1 ... ent3o existe g, € G tal que x(gR # 1. Assim teremos

GA

E ¥ Cgd = E x € g,-9 2 = x Cgib. i x Cg?. Logo

g € & gesG g € G
C1 -xfﬂﬂ).gi — 29> =0, e o Lema 2.1.4 estéd provado.

A seguir demonsiraremos um teorema que ndo encontramos na

literatura.

TJeorema 2.1.5: Sejam G um grupo abeliano finito de ordem n e G~ o

grupo dos caracteres de 6. Suponhamos G = ( d,» gz.. - ,gn > e

G~ = {xl. Xgre e .;rn>. Se M & a matriz [xi ng) ]i.=:l.---.n » ent3o
=t,....n

det M® =

Demonsirag8io :  Seja M a matriz Cx,‘ng)) = Ci(gj)), onde E.‘ é o©

caracter de G que a cada gj associa o elemento xt(gj) » © complexa

conjugade de x,‘(gj). De fato Ei. ¢ o caracter inverso de X, em G~
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Com 4isto a matriz M & obtida de M permutando-se algumas linbas

entre si e portanto det M = * det M. Por outro lado, det M = det M

=idet M, logo det M & um nlmero real ou puramente imaginario. Agora
v ot ) Vi

det M® = det (M. = #det(M.M™) e a matriz M. M terA na posigio

(i,J> o elemento E ;q.gfg). Felo Lema 2.1.4 a matriz M.ﬁt tera
g €6

entrada igual a n na diagonal principal e O nas demails posig¢gSes e

portanto o seu determinante & igual a n™, ou seja, det MZ = + P

e o teorema esta provado.

Sejam G um grupo abeliane finito, R um subgrupo de G e 5 um

subgrupc de 6~ Definimos o conjunto ortogonal de R (resp. de S5, e
i 1

denotamos por R (resp. £ 3, como sendo o conjunto

{x e xXrd =1, ¥Y¥r e R)> (res. { ge G, x g =1, ¥V ¥y € S 3>,

A seguir enunciaremos uma proposigcfo cuja demonstragio pode
ser encontrada em [1], pg. 22.

Proposigio 2.1.8 : Sejam & um grupo abeliance finite, R um subgrupo

de ¢ o 5§ um subgrupo de G*. Entfo temos:
4
i RM 206"/ R
L
ii0 & = G/ s .

Teorema 2.1.7 : Sejam G um grupo abelianc finito, H um subgrupe de

A
G e X um conjnunte de representantes de G mod H , vamos assumir

A
que 1 € X. Assim G = |'} x.H . Sejam c, ag e, ge6G, x>y =
weX

) x(gla ., ¥ € G~. Entio
geG v

i) Para que C{lx3 = c para todo y € H & necessarico e suficiente

=",
=



que A = c e A =0, para todo X € X1>, onde A = i::: 2y
gex. HL

i3 Para que C(x? = ¢ para tedo y € H, » ®= 1 , é necessario e

suficlente que A; = AH + ¢, para todeo x € X~{1>, onde AH & como ne

ftem anterior.

Demonstragdo : Iniclalmente podemos constatar que o3 elementos A

L
acima intreduzidos sé dependem das classes . H e ndo do particular

sistema de representantes X escolhido.

Visbo que a matriz M = [ 2(g> ]xEG* tem determinante nZHo
geG

nulo ¢ Tecrema 2.1.8 2, qualgquer mairiz N constituida de r linhas

distintas da matriz M terd o pesto igual a r., Por ocutrc lade a
matriz N cujas linhas s3oc Cx(g))geG » ¥x € H; além de ter poste
L
igual u #CHD, tem a seguinte propriedade: se g, g" € G e g H =
R
¥ »
g'.H , entBo as colunas (z(g))er e Cx(g ))er s#lo iguals.

Assim sendo, © sistema

E x(g).ag =g, x € H, sera substituide por:
g € G

i x{x).Ax = & ce H = H e <o
x e X
) KO A =< se H =H\ > 2
x e X

A
No sistema (12 {temos #C(XD #G/M D = #CH> incédgnitas e #CHD

equagBes. © posto da matriz N = [ 2C 20 ]xex ¢ igual a #(H) e
x<H

e portanto det N # 0, consequentemente, o sistema (123 tem uma Unica

solug8o, Evidentemente se tomarmos Aa= c e Ak =0, V¥V xelX, »x1,

teremos ai uma, e portanto a tGnica, sclug®o de (12 e isto resolve ©
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item (i) do teorema. No item (11D temos que resclver o sistema (2).
Pela argumento acima descrito, o conjunto-solugio do sistema (& &
um wsubespago afim de dimensBo 1. Mals uma vez podemos constatar que
o conjunto propostec satisfaz as condigBes requeridas e portanto

est& demonstrado o Teorema 2.1.7.

"
Quande o grupo G abeliano finito & isomorfo a (Z/n. 2) para
algum nimero inteirce positivo n dizemos que os caracteres de G s3o
caracteres de Dirichlet definidos mod n, ou simplesmente caracter

mod n.
Daqui para frente consideraremos apenas caracteres de

Dirichlet,

Sejam n um namero inteiro positivo e x um caracter mod n. Se m

é um miltiplo de n, ent¥o y induz um caracter de Cz/m. 25° em C.,

»
L4

fazendo a composigdc com o homomorfismo natural (Z/m. 2"

(?/n.Z)‘. Costumamos denotar esta composigBc também por x. Neste
CaASG podembs considerar Yy come sendo definido mod n ou mod m, pois

ambos s8¢, essenclalmente, © mesme homomorfismo.

Dadw um caracter x, definide modm m, & conveniente encontrar o

menor  inteiro positive n, divisor de m, tal que (k> = 1 para todo
k € Ker [(Z/m. 2). _ (Z’/n.Z)']. ou seja, procuramos o menor

inteiro positivon, divisor de m, tal que se (k,m> =1 e k =1

Cmod nd entBo a(kd = 1. Este menor inteiro, denotado por fx . Seré

chamado condutor do caracter x. E clarc ent&o, que fx é& © menor
inteire positivo n tal que x estd definide moed n.
Dizemos que um caracter x & par se 3(-1) =1 e {impar se

xC-1> = -1,
Dado um caracter x : (2/1':.2)*—» C‘, podemos interpretar

come sendo uma fung3o de M = {k € £; Ck,m> = 1} em C‘, onde (k> =

kD para todo k € M, onde k & a classe de k em CZ/n.Z)‘. Neste
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caso podemos estender y de M para &, fazendo x{ad = O se Ca.nd > 1.
Sejam ¥ um caracter definide med n e fI o condutorn de y. Se
f_ < n ent3c a extensBo de y acima descrita poderd ser diferente

x
quando rconsideramos yx definide med n ¢ quando consideramos Y

definido mod fx .+ Para evitar esta possivel ambiguidade, fica

estabal wclido neste texto que toda extensio de x serd feita a partir

de x definldo mod fl’

Dizemos que um caracter yx definido mod n é primitive se n = fx.
Dados dois caracteres X, ¢ x, deflnidos mod n. e mod n, »
respectivamente, podemos considerar X, e x, definidos mod n n,

e portanto fazer o produto X, X, definido mod no.n, .

Lema 2.1.8 : ( Exercicio 3.1, pg. 87 de [1) > Sejam X, e x, dols

caracteres de condutor fx e fx »respecti vamente., Se CfX" fZ') =1

! 2 4 2
ent&%o =f_ .f
Xy Xg X, X
Demonstrac¢lice : Temos que provar gue o homomorfismo
* -
a [ 2 / cr . f O, 2 ] +» C
2& xz

definide por oCax = za(a).zé(a) ¢ um caracter primitivo.

Mostraremos que ¢ impossivel reduzir ¢ médule de definig3o de 8.
Seja p um nUmero primo que divide fx .fx .Sem perda de generalidade
1 2

pademos super que p divide f‘x . Suponhamos que & & definldo med k,

1

de k = f . f . Seja a =1 Cmod £ 2 tal que Ca,f 2 =1
onde [ x, th2]/19 J xl/p q x,

e y(ad # 1. Pelo Teorema Chinés do Resto existe um numerc inteiro b

af{mod f > eb=1 (tmod £ 2, Neste caso b = 1 Cmod kD
Xy x,

tal que b =
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e (b, f_.f_ 2 =1, logo 1 = &bd = x(b),.x<(b) # 1, o© que & uma
X, x, 1 2

contradi g&a,

Observagiin : Sejam n > 1 um nimeroc inteiro e x um caracter definido

med 1, S n n3oc ¢ uma poténcia de primo, podemcs escrever n = a.b,

com Ca,b) =1 1 < a,b < n Visto que CZ/nZ)* x> (2/&2). ® C?/bZ).,

pacldanos  escrever y = Xyt Xy onde X, ¢ a restriglco de y aos
elementos da forma (x,10 e X}, ¢ a restrigfio de y aos elementos da

forma (1,y>. Pelo Lema 2.1.8, temos £ = .f . Mais ainda, tedo
x X, Xp
n'merc inteiroc prime com n se escreve na forma a.r + b.s, com

r,= = &, ¢{s,a) = Cb,r> =1 & vice-versa, se (b,r) = Ca,sd =1 entio

It

Ca.r + b.s, n2 1. Assim sendo (a.r + b.sl) = xaCb.s).bea. r.

2.2 KELAGOES ENTRE UNI DADES CICLOTOMICAS

. ot m- 1 P ai -
Sejam m um nGmero inteirce positivo e & = Em.] JCi Em) € Km,
1=
& rr:.8 € 2. Descrever os nimerces inteliros 8., acima , para os
quais & = 1 é um problema extremamente complexe e até algumas

informag@es sobre cos inteiros a, ajudariam a resoclver questBes em

abort.o na teoria dos nimerocs.
m-4

Aos elementos de K da forma & = % 8t. T jc1-¢
. i=

-
YLt oa €2
m.! t

1N
m
di-=e o nome de elementos cilclotdmicos de Km’ e se &, et e Z[:’m]

diz-se yue € ¢ uma unidade ciclotdmica de Km'

E imediate ver que o conjunto de todas unidades ciclotdmicas

de Km & um grupo © gual denotaremos por Cm; e & um resultado
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conhecido a finitude de {ndice deste grupo no grupo de todas as

unidades de Km C ver [Q], Teorema 1 J.

Lema 2.2.1 : Sejam m um numerc inteiro pesitivo, m = | ]q,i, sua
! i

fatoragic em nuimeros primos Cbi_ > 02 & £ un elemento ciclotdmico.

Ent3o £ pode ser escrito na forma:

t 1y 1o YA i
s::{m. | I[I-E :: ] 177 s c2.1>
TertT 1 e
onde i = (i, ,1 2, T = T X X T =)
1 s 1 s
b
T, = i, € 0, +q 1 Ci_. =1 ocui, =0
J J i
Demonstragfo : E claro que dado n € Z existem n,...,n_ <« 2 tais
n M4 "e b
que {’m = zq;...z,’q; onde q;= gt . 1= i,...,s.

Para demonstrar o Lema 2.2.1 & suficiente provar gque +todo

n n b
elemento ciclotdmico da forma 1-qu ...Eq? » onde q; = qit. i =
i -
C’. [
1,....8; é& um produto cujos fatores sao do tipo 1 - Zq" ..fq? ., COom
1 s
c eN, i =1,...,8 e (e ,q’) =1 ouc. = q’'; e iste pode ser visto
+ L 8 L1 LA L1

por indug¢io sobre s. Se cadani ¢ primo com o respectivo g o
b
problema est4 resolvide. Se algum n ¢ multiplo de q_“' ent3o

aplicamos a hipdtese de inducio. Agora suponhamos. som perda de

generalidade, que n, = qf.k, onde Ck.qib =1 el £ dK bi.

d q -1 ;
Visto que (1 - X 723 = I [Ci - fqd . X>, segue-se gue
i i
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iyt n i n n g
Poorgng - feleet T S
1 B 1 2 -]
q, -1 [ r  k ;d.nz :d n
] ] 1 ~§ 4% ,.0 , T, 8] =
i = o 9, 9, 49, q,
d
q: -1 k+j.qb1 q_d n q_d n
s 1 2 1 s
—_— [1 - £ £, £ ! ]
] = o 1 F4 qs
-d ,
JER N n’.n
(Quando escrevemos fq’ estamos nos referindo a Eq, » onde
L 1
4 bt b -d
n,’.q1 = 1 (mod g, 7). Visto gque (k + j.q_t -4, 2 =1, para j =
1 1 L
bi—d
O,...,ql » podemos repeltir o processo para os outros indices, se

preciso for, @ o lema esti demonstrado.

Sejam m > 1 um numerc inteiro e p um numero primo. Definimos

¥ Cmd
7pCm) como sendo o maior ndmero inteiro tal que p P divide m.

Todo caracter y aguli mencionado serad sempre um caracter

primitivo de condutor fz . A notagBo Xp, significa que fx divide b.

A seguir mostraremos alguns resultados de V. Ennola que ser3o

usados somente no primeiro paragrafo do Capitulo 3.

Sejam A = ln]i-—E:l. % =1,...,m-1; W um 2-médule livre de
posto m-1 e R‘,....R _, uma base para W.
m -1
Sejam R = E _ cx'Rx » Cx « £, um elemento gqualquer de W e x

um caracter definido mod m, com condutor fx. Se d divide m, d > 1,
e f divide d, denotamos

X a -1
TCy,d,R3} = E XCXJ'CCm/d).x (e. 23

x =%
tx%,dr= 1
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e, caso fi‘f > 1, definimos

Y(x, R = [1/¢<d>].]_|‘. [1—‘;ECq>].Tcx,d.R>. C2. 3
o m,fx d q:primo
q|d
Para os primos q que dividem m definimos:
q”’-1
=1 y =
Yq(R) E _ 1(x,q D'ct‘.’m/qr).x » onde p rimd, 2, 4>

Seja 8 : W — R <o homomorfismo que leva R &m Ax’

x-:ijlll’m_ic

Teorema 2.2.2 : Seja R um elemento de W. Entdo R estid no nucleoc de

& se e somente se:
1% Y{x,R> = 0 para todo caracter par n8c¢ trivial x.

11> YqCR) = 0 para todo prime q que divide m.

A demonstracic deste tecrema plode ser encontrada em [101,
pyg. 9.
O homomorfisme & acima cltade indica, de fate, quande um

elemeto ciclotdmico tem valor abslute igual a 1 em C.

Considerando oS el ementos cleclotdmicos COMO sondo um

suhconjunto de €, @ se ¢ € € ~ {0> entdc ¢« = 1 se o somente se |c|

1 & o angulco formado pelo vetor € e © elxo positive de X & um

militiplo inteiro de 2.r, podemos descrever scb que condigles um

m-4 -5
dado elemento ciclotémico & = z;. ]—T[i—t;l] " ¢ igual a 1.
1=1

Seja & : € N\ (0> —— R o homomorfismo que a cada numeros

complexe n&Eo nule a associe ¢ Angulo formade por o @ © eixo

positivo do X. Para simplificar a notagBo, quande escrevemos &(e) =

L estamos nos referindo a () = £ Cmod 2, 7).
t it
Lema 2.2.3 : Preservande a notagdc acima, se & = .‘:’m. | [[1—£m]
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m-1

enl¥o &(&) = 2. 1.t + 1. a, . [1- - 1—]
- L M =
m v
Demcnistragio : Visto que & ¢ um homomorfismo, a prova do lema se
resume em mostrar que &1 - Ek) = . |- - ! De fato <SCEk) =
m " {m z) m B
2. 1.k e 6(—?,‘:1) =a8nrnk - m, ver figura 1 abailxo
m
Y 4[
k
tm
O A X
_ gk k
2 B o1 -z,
fig. 1
A figura 1 se cbtém comPA = 1 e o segmento BA paralelo ac

segmentio CZ'E:1 Visto que OABC—E:;) forma um paralelogramc ent3o o

segmento OB divide o Angulo ACC —!,';) ao meic e portanto &C(1 - {':;) =

‘:1_45(—8:) =nr [k _13.
c m e

t m— 4 i aL m-—4
Dade & = Em. i'|=1| [1—8m] e Km » Seja R .= Zt“ ai.Ri' e W. Ent&o
&C(RY> = 1ln|e|. Com isto podemes definir as fungBes Y(x,_D o ch__:!
scbre os elementos clclotdmicos do seguinte modo: dado um elemento

ciclotémico ¢ € K existe um slemento R € W tal que &CR> = inje].
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Definimos Y(x,&> ( respectivamente Yq(e’c)) como sendo Y(x,R>
respecti vament.e Yq(R)). A wverificag®o de que =e pode definir as
fungSes Y(x,_ D e Yq(_ 2> scbre o8 elementos ciclotdmicos se completa

aoc constatar-se que as fungBes acima s3c homomorfismos de W em €,

Lema 2.2.4 ; Sejam X = TEGG a .t € ZIGmJ e ¢ € C . Ent&o
m
YCe T, = [§ a . 2T ].Y(s,z) 2.5
T€6
m-1 -
Demconistragdo : E evidente que podemos supor £ = ] ’[1 —E;] ; a € 2.
t=4

Visto que Y(_,x> é um homomorfismoc de Cm em €, sé resta provar gque
r.

YCeT, x> = K7).¥(e,2), onde 27D = x(rd com 7C¢ > = ¢ . De fato
. m-1 o a. m-1 b
& = | ‘I [1—“,‘:II ] S l 1| [1—6 ] br.i = a, { subindices mod m D,
v = 1=
. d-1 d-1
Agora TCe ,dy2d =) — K2 b gy, s = :t — Wideae gy ¢rt iy T
ti,dy=4 (i,dy=1
d-1
‘,E:‘xcr'i)'a(m/d).i = x€r>.T¢s,d,x>. Logo
(v ,dd=%
e, 0 = /¢(d) T"Tu—z(qn [x(rD.T(e:,d.x)] = Krd.YCs, 0
d m g primo
r ld

e o lema est& provado.

Corolarioc 2.2.8 : Sejam m um nimero inteiro positivo e € € Vm'

Suponhamos que m n&c seja uma poténcia de primo, digamos m = a.b,
com Ca,bd =1 1 < a,b < m Se xy & um caracter definide mod m cuje

condutor seja um divisor de a, entdo
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Y(Ce,x2 = Ci/@(m)).YCNK /X Ced 2 (2.6
m/ e

Demonstragdco ;' Visto que [Km : Ka] = @¢bd, pols Ca,b) =1, e

NK X (e = ] [ e¥', onde 6 = Gal(K”/ka); sé6 precisamos mostrar gque
m Ta ye

Ytsr.xﬁ = Y(e,x?, para todo y € 3. Mas y fixa Ka e portanto podemos

supor que yC& O = g; , com t =1 Cmod ad CLema 1.3.155. Pelo Lema

2.2. 4, temos Y(sy, X2 = LD, ¥(e,3). Visto gque o condutor de x é um

divisor de a e t = 1 (mod ad, deduzimos que (td = 1 e ¢ coroclaric

esb& provado.

2.3 UNIDADES CIRCULARES

Sejam K um corpe abeliane de condutor m e kn a intersecglic de

K com Kn » n € N,

ParacadamnelN, n> 2, eae< i1,2,...,n-1 3, denotaremos por

aln,a? & norma dde Kn para kn do elemento 1—{?; » © Un seréd o

subgrupo de K; gerado pelos elementos 1—:: » a =1,...,n-1,

Lema 2.3.1 : Sejam r e s dois numeros inteiros positivos., Se r

divide = enti3o NK /K CUS) < Ur'
s/ r

Demonstragfo : A prova do Lema 2.3.1 resume-se em mostirar gque

a = - —
NKS/erI*ES) e U, ¥Va=1,...,s-1. Basta supor o casc em que S

p.r, onde p ¢ um numero primo. Se p § r ent&o existem inteiros x e

alp.x+r.y) _ Ea.x Ea.y

y tais que p.x + r.y = 1. Logo fp.P =& 3, ¢ portanto
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p-1 E
N 1 - ¥ =N a -2 XY 5 = T [1 Y [ga-y]l] =
Ks/kr s Ks/kr r D _ r p

p-a. X

1-¢
1-%

U .
T
. X

A ]

Por outro lado, se p|r, digamos pb||r. entfo GalCKs/kr) tem
or dem ¢{s)/@(r) = p e, portanto, Gal(Ks/Kr) ¢ ciclico gerado por
qual quer Krhautcmorfismo diferente da identidade. E claro que o

r+1

aut.omordfismo 7T de K que leva & _ em § é diferente da
r+i = s s

identidade e fixa Kr CLema 1.3.15%>, logo um gerador de Gal(KS/Kr).

= rHe r+a - r _
Ora, Tr+1cts) 53 Ep.r Ep.r'zp.r Ep'gp.r + Lego
N S |P|r" c1-£3y =
Ks/kr s lag TH s

Ci—E:/p)p se a = 0 Cmod pd

P ,
T Tei-gt-2g2 > = .
L= P p.r p.a a

Ci—tp r) = Ci—fr) se a 72 0 (mod pd.

Conclui-se pois que N Ci-{a) € U e o lema estad provado,
. K_/X s r
s/'r
© grupe das unidades circulares de K definidoe por Sinnott em

[B) e aqui denctado por CSCK). ¢ a intersecqgiio de S& com o

subgrupo de K. gerado por -1 e os elementos en,ad, ne N, n> 2, e

& < {j,...pﬂ-1>.
Visto que Kn n Km = KCn,mJ' kn = kCn.mD ¢ Tecrema 1.3.7 2> e

e N (Us> <= U CLema 2.3.12, deduzimos que na definiglo
Kn/Kcn'm) | 1 Chpm)

de CS§K) sé precisamos considerar os numeros inteiros n gue dividem

m.

O grupt das unidades circulares de K. introduzido por Thaine e

aaqui denotado por CT(K), ¢ definide como se segue: Se m & o
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caondutor de K e §J & um nimero inteiro positive, seja

. =+ i.r . *
Cj(){) {I‘(X) b|_1| 1n|_|C}{ ?: "y :oa € £, IrCi> € KCX) e 1> € DK }
onde X ¢ uma 1ndeterminada, ent3o

CrCKD L_Jc: 1.

Em [4] Thaine afirma que C. (KD > C_(K) e externa seu interesse

T s
em saber gquio mailor do gque CSCK) & CTCK). A meta deste paragrafo é
mostrar gque CS(K) = C.'TCK) e uma demonstrag¢fo resumida deste fato

pode ser encontrada em [2].

Para cada ndmero inteiro positivo n, maltiple do condutor m de

K, e J um inteire positivo, escrevemos:

i n-4 ] a.
- _ L ,r tr. -
Cj(X.n)—{fCX)—t]_T T—r[x zn] :a, € Z,FCK € KKK e 1D & DK}.

iz2 r=1
onde X & uma indeterminada. Seja CjC:l.n) = {f(i): f{X> € CjCX.n) }

E faAcil wver que CjCI,n) ¢ um grupo, gualquer gque seja n

maltiple de me j = 1.,2,... Por outro lado C-!C1.n) = C2C1.n) =

k] n-% . a,
pois se f(X> € CC(X,n), digamos fCX> = 2] | ]—r[x‘—z;] “ bodemos
L=d r=4

jrt n-1 a  se i=y
considerar (X2 = "‘| ] | [[X =¥ ] , COm b‘r =
i=4 r=t v Ose 1 = j+1.

Com isto vemos que c:jcx.n) < CjﬂCX.n) e, consegquentemente, Cj(l y 112
£ C_ﬂ(i.n). Como consequéncla imediata desta observag8o conclulmos

)
gque U CJ_Cl,nD ¢ um grupo, © qual denotaremos por Cnd, e que C(m
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lema 2.3.2 : Com a notagZo acima tem-se:

i CCX,ym & Clcx.t.n) para algum inteiro positivo t.
J

115 C’(l.n) < Cj(i,t.n) para todo inteiro positivo t.

[» 4]

144> ¢ = U CLi,t.m> ¢ um grupo.
t=1

1vd € LKd = C.

T

Demonsbrag8o

i) Sa ¥ e CjCX.n) entioc as rafizes de (XD s3o raizes dos

pelinémios Xi'—?,'; » i=1,...,4 e r=1,...,n-1; ou seja, se & & uma

ralz de £CXD entZo 8° = . e portanto 6™ =1, 1 =1,...,3; logo

as ralzes de f{X> sZo raizes tL.n-ésimas da unidade, onde t =

tn-a , b
. = + _ L t
[1,...,J] e portanto (X2 _t[_ilc}{ Et.n) € C‘CX.t.n).
ii7 A inclusZo CiCl,n) < C1(1 +1L.nY) decorre imediatamente do
n—4 - N
. t 18
seguinte fato: Se (XD € cicx.n) ent3do (XD = t[ ][)(—En] =
t=4
tr-s : bt ai./t, se i = 0 Cmod L2
+ I ] ] [X—-Et“ n] » onde bi. =
v=d 0 caso contrario,

e portanto f(XD € C’Cx,t.n), ou seja, (1) € C’C1.t.n).

o0
111> Para mostrarmos que ¢ = U (11(1.t,.m> ¢ um grupo ¢ suliclente
. t=1

moslrar que dados dois elementos de C entZoc o produto destes esta

em . De fato, sejam i), gCld € ¢, digamos (13 € C1C1,t,1.m3 e
gll) e Ci(i,tz.m); t’:’ tz inteiros positivos. Desde que CiCi,t{mD,
CCi,t..m € CC1,t .t .md € pelo ftem (1115 3 e CC1,L .t . m & um
2 2 1 1" 72 1 1" "2

grupe £(1>.gdid € C.‘iCi,t‘.tz.m) =N
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a

iv) Sabemos que CTCK) = Clmd = Y Cll,.md. Mas Cj(1.m) S Ccd1,t.m
, ]
j=1

o ®
para algum t Cver ftem (41D, loge U Cj(i.m) c U Cli,t.m = ¢, ou
=1 t=1

seja, CT(K) € C e a demonstraglio do lema esta completa.

O préximo lema mostra comeo fatorar certos polindmios (XD

e KIXl em produtos que serZo convenlentes para o©os nossos

pr opdsitos.
mn-1 P ai'

Lema 2.3.3 : Se fCX) = ]I[x ::m] e KIX) entZo fCX> = mf‘jC)().
ondae £ (X) = ’]n;i'[x—z"]a" ek ,IX).

3 V=1 m m]

Ci,mdisj
Demonstrag®o : E claro que podemos escrever f(X> = TITijX). com
ilm

£.OX0 =cm]£i'1 [x—z" ]b"j e K__IX), pois sendo Ci,m> = j, digamos
) ) o mj m-; ’ ’ ’

Ci,Cmrgdd=t

i=J.k,m=J].(nj>, com (k,(m 7 j2d = 1, teremos

(mj0-1

Cm”id=1 i a.j X N .':zt_i K
fjcx> = kl ] 1| [x—-fm ] = lc| _ 1| [x—zm/j] e af fazemos
Ck,(m”jdd3=1 Cx,Cm”jdd=1
b. = a . , Ci,mP2> = 1. E evidente que f‘jCX) € Km/j[){]. Para

b je i
finallzar falta mostrar que f‘jCX) e KIX]1, isto e, f’;CX) = fj(}()
para todo y € G = GalCKm/K) (onde p age sobre os coeficientes dos

polindmios). De fato £YCx = £CXO pols (XD € KIXl e y fixa K.

Logo se y(tfm) = {‘;, devemos ter a = a (subindices mod m3, pois
m- % 3 m-4 g bi. .
| [[X—Zm] = !-1' [X—Em] se e somente se ai' = bi. i=l,...,m1. Com

RN |
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- : A
isto, se (4,md = j, entdo (X-£ > ' divide X, logo C1-¢ > *

também divide ijX), pois C(l.¢, m> = (i, m = j, Portanto f?CX)
divide fj(X). Come sd3c polindmios ménicos e do mesmo grau, segue
que f’;CX) = f‘jC}D e, consequentemente, f‘jCX) € KI{X]), o que completa

a demonstragaoc do Lema 2. 3.3.

lema 2.3.4 : Sejam n um nUmero inteiro positivo, L um subcorpo de

Kn e G' = GalCKn/L). Seja (91.. .« ,BB} um conjuntc de representantes

das classes de Gn/G'. Ent3o:

12 Os polindmios gtCX) = l | [X—Esi.'r] pertencem a L[X] e s3o
yeG’

irredutivelis em L, 1i=1..,.8s.

ii) g],il) = NK /L‘cl—ggi-)’ i=1,..-,5.
Hy]

iii> O grupo multiplicative

n—i -
S =L glX> = T—rcx—z;g ' a €2 e gtXd € LCX >
izi

¢ um Z2-médulo livre de poste [L: @) e gerado por {giCX). i=1,...,8d.
Demonstirag®oc :

o a.é.ei
i) Podemos ver que se o € G'° enido gi.CX) =6‘|_€";|5" [x..gn ] =

. &
T_g [x—z:n ‘] = g(X> e portanto g(X> e LIX}. Seja h(X> um fator
é e

a. 8.

1

irredutivel de giCX) em LIX) e X-—an um fator de hC(X> em

o, 8,
K [X], =ni¥fo h(X> =CX-f_ D.vCXd, VXD € K (XD. Seja p € G7; visto
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M. A 8
que h(X) € LIX) ent¥o hMCX> = heXx) = (X% 5.V e portanto

.o, 8,
CX-Zn "> divide h(X> para todo U € G’ e consequentemente giCXD =

_ M. 0.8 Hoo, 8.
T J~ [X—En ] divide h(X) pols os mondmlos X-—tn ‘, que s¥o
H e G

todos distinteos, dividem h(X>. Cra, h(X> ¢ um fator irredutivel de
g'_’CX‘} em LIX) e gtCX) divide h(Xd, entic gtCX) e h(X> diferem por
uma unidade de L e portanto giCX) ¢ irredutivel.
11D Decorre imediatemente da definigZoc de giC}D.

1115 Seja gl(¥) € S. Podemos supor, sem perda de generalldade, que
glCXd e LiX]; entdo g(¥X> pode ser escrito ma forma:

s ,U.a_ a.

gtX> = T [x—.:n ‘] H, 2.7
t=1
Hea

onde ai.,u 530 nimeros inteiros n3o negativos. Desde que gl{Xd e LIX],
segue—-se que gaC)D= g(X> para todo a € G’ e portanto o expoente de

M. o Moo 8,

X—tn v & o mesmo expoente de X—fn ' na equac%o €2.7), ou seja,

a -

e utcy.oo, ¥V a,u € 6, isto &, atp 6 depende de i e portanto

- ,u.et ai“ B a
gl x> =M|e L[| I[X-En ]] = ] |giC}D » onde a = a V u €

=1 L=

G*. Quanto ao posto de S decorre do fato de s ser o indice de G' em

G e purtanto o grau de L sobre @ ¢ o lema esta provado.

Com estes resultados, podemos responder a gquest3c proposta por

Thaine em [4], pg 1.

Teorema 2.3.8 ;: Sejam K um corpo abeliano de condutor m, C.‘SCK) e
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CT(K) as unldades circulares de K definidas por Sinnott e Thalne,

respectivamente, Ent8o (. L(KD> = CT(K).

s
Demonstragioc : Primelramente vamos mestrar que CSCK) < C1C1). Seja
n-1 n.a
S € CS(IO. Ent3o & = n] m|én, onde 6n = Ll oln,a> . Sejam fn.aC}D

' b
= g o= =. n,a =
= “|EG|.CX {2, onde G GalCKn/K). £ CX> | Ifn,a (X> e FCXO
n

-] I f (X>. E claro que f CX> e KIXY) e £ 13 = aln,ad. Logo
n nN,a |
nim S
f Cid» = é_ e F(1D = &, Sende F(XD = ] ' f ¢=:. podemos escrever
n n n|m n
m- 1 . a B
FCXO = cx—f,‘)p ', com FCXD € KCXD, € pois ca:k . _ (XD € KCX> D e
i-=’. ._.__.. - rd

F(1> e D*, ou seja, & = F(13 € C‘Ci).

Agora mostraremos que C £ CSCK). Seja & € C. Entio & € Ci(i,n)

h:l .oa,
para algum mGltiplo n de m e seja (XD = [CX—E:].‘-‘ ‘e KC¥> tal que
LEd

£C1> = &, Pelo Lema 2.3.3, £CX> = [ | £ X3, com £CX> € k LLX0.
iln J J nsj

Agora, segue do Lema 2.3.4, que para cada diviser J de n existem

b. .
- T U
pol i nédmios gtjCX) < kn/j[XJ tais que ijX) Ti!gijC}D e gi_jC1)

b .

= N [1—&i ] Entdc £€1> =T |N [1—25't ] u

KCn/j)/k(n/j) N I i KCn/j)/kCn/j) n”j

e portanto f(12 = | |ij1) & CSCK). No Lema 2.3.2 (ivd provamos que
iln

C LK) £ ¢ e pelo que acabamos de demonsirar deduzimos que CTCK) p=4

T

CSCK). Visto que CTCK) = ClCi) = CSCK) a igualdade segue e ©

tecorema estad provado.
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Corolaric 2.3.6 : 0Os grupos Cfi) definidos por Thaine em (4] si3o

todos iguais entre si, consequentemente CT(K> = C1C1).
o0

Demvnstragdo : Segue imediatamente da definig¢3o de CTCKD = ) Cfi).
j=1

uma vez que, pelo Tecrema 2.3.5, CTCK) < C.'1CK).



CAPYTUI.O 3

UNTDADES  ESPECIAIS

Sejam K um corpo de nimeros abeliano, n o seu condutor, p um

+
primo racional que se decomple completamente em K e L = K.Kp. Seja

u € i);: tal que NL/KCuI) = 1. Pelo Tecrema 90 de Hilbert, existe a ¢

1, a= 0, tal que u = ot'r'_1 , onde T ¢é um gerador de GalCL/KD =~
22> fct 1.

Seja Ccd = q’;‘i ...q:B a fatorag¥e do ideal principal o, em
. . , ) | # T
ideais primos de DI' De u = a » COmM U & DL’ segue que Cod = (oD .

Sem & um ideal primo de K que n3c se ramifica em L e m & um ideal

primo de L acima de m, que aparece na fatoragfo do ideal aDL, entdo

1 .
me, i o=1,... »Cp-13 /2; s3o todos os ideais primos de L acima de m

e todos aparecem na fatoragdo de OLDL com © mesmo expoente, digamos
we £ Visto que M nZc s¢ ramifica em L, segue que aDL = m". n, onde
n & um ideal de Dl.’ nao necessariamente principal e uﬁ;Cn) = O.
Aplicando o mesmo procedimento para o ideal n, pois 't = c1d, e
e assim por diante, concluimos Jque aDL = H.B, onde & & ©
levantamento de um ideal de K e B é um ideal de L em cuja fatoragio

¢ aparecen ideais primos de L que estdo acima de ideais primos de

K que s¢ ramificam em L. Mas os ideais primos de K que se ramificam

~ ; ] . . e +
em L est3o acima de primog ideais de @ que se ramificam em Kp. e sdé
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+
primo p se ramifica em Kp' logo, somente os ideais primos de K
acima de p se ramificam em L. Sejam A = GalCK/{D) e Q um ideal primo
de K acima de p. Visto gque p se ramifica completamente em K; entio

assim se comporta Q em L e portanto existe um dnico ideal primo de

L, digamos B, acima de Q.

Desde que podemos identificar Gal(i_./l(;) com A, ent¥o B’

{resp. Qr), y € A, £8p oS Unicos ideais primos de L C(resp. KD

acima de p. Além disto BY ¢ o Gnico ideal primo de L acima de .

Victo isso temos:

r
oD = o] Tr e ¥ r,oe2 v eA €3.1)
' reh

Aplicand.. = norma de ideais nesta egquagdc, temos:

Cp-1dr2 . r
= o T il . 3.2

N Cod D
L/K K yeh

Com ist—~, <e, por exemplo, p = 1  mod B.hK), onde hK & o

nuimerco das classes do corpo K, entio E r-y. ',v_1 ¢ um anulador para
reh

o glemento do grupo das classes de K representado por Q.
O unico ideal primo de K; acima de p & Ci-—.fp)C1-—E;1)DK+ e oste

P
=e decompBe completamente em L, ou seja

TT 8 =ci-¢ 3c1—f">£>]_. 3.3
yeh p P

r
Seja & = a/[c:t-fp)u—f;’)] Y € L. Por (3.2 e (3.3, a

valorizag®c p (Bd-4dica aplicada em & é nula e portanto podemos

escrever & = Jk/u s AN, M€ DI. tais que a wvalorizag3o y-’CBD—édica
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de A e u € nula Cver [4], pg. B).

Por ¢3.3) temos B—CEP+E;¥) e B, ¥ € &4 & portanto

Ep+t’; =2 Cmod B> ¥V y & A. €3, 4D

Seja s uma raiz primitiva mod p, tal que TCEp+E];’) = E§+E;S.

Como

= -= -1 =1
+ = + (med C1-F DC1- 2.9, 0, 3.5
£+ g g, + &) (mo RIS AN Y

temos, para todo py € A, a congruéncia

-1 -1 ¥
TCE + J o= + Cmod BYD C3.682
EP EP EP fP

@, consequentemente, TCA) = A 20 C mod y (B) 3> e v = u £ O
Cmod y_’CBDD. Logo (&) = & Cmod ;v_iCB)D e portanto temos:

& = a = 7¢& = e — # 0 Cmod e DB

r
-1 ¥ & -& ¥
(C1-_DC1-¢_ 2] [C1-E5>C1-_ ")
‘p ip ' ‘o

Mas

g 7 e | g I (e U | A Ny

-1 s-1 —{=-17
= s + ( + JCs—-12 +...4+ € + ICs—Cs-12D.
fp Ep 4 EP

Mas z; + z;‘ =2 Cmod B2 V ¥ € A, logo
T-—1

Ej_fPDC1_f;f)] =& + 2.0Cs-12 +...41 1 = &% Cmed By). YV y e A

Oy =seja,
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2r

a.s 7 _ o.u Cmod }f’CB)).
.y iy
[C1~F DCI-F D1 [(C1-F DC1-F D]
EP Ep Ep Ep
[.ogo,
o 2r _ -
.[u— = 7] = 0 Cmod » (B)D,

r
- —1 '4
[C1-F DC1-¥¢ D)
’p ‘o

e portanto

2r
u=S5 ¥ Cmod y CBY, V » e A, 3.7

pois 2 = Z 0 (mod 77’CBD).
[C1-& >71-F "3 ¥
Ep fP

* _ -
Suponhamos que £ € DK ¢ tal que £ = u Cmod Cl~fp)(1—EP’J.DL).

2r
Por (3.7 temos - = S ¢ Cmod yTICQJD, pois £, & e K, ¢ portanto

2r
s V= y(s)z C(mod Q, para todo y & A. (3.8

Estas congruéncias nos permitem obter informac@ies sobre os

coeficientes do anulador ) r ¥y ' da classe de ideais
yeh

representada por Q @, em casos importantes, estas congruéncias nos
lJevam a obter anuladores de todo o grupo das classes.

Apds estas considerag@es torna-se evidente a importéncia das
unidades & de K tais que & = u Cmod Ci—fp)(i—f;:).DL), para alguma

unidade u de L tal que NL/KCUJ = 1.
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3.1 UNIDADES ESPECIAIS, SFGUNDO RUBIN

Neste paragrado K denotarda um corpo abeliano de condutor n e se

-+

p e un primo racional, L& L’ denotarZe os corpos K.K+ e K . K ,
P p p n p

respeclivamente. Quando o primo p € fixado denotaremos Lp e L; por

L e L', respectivamente.

Temos assim, o seguinte diagrama:

L’

Kn H

K K
P

«©

: _ * _
Sejam Fp = { u e iﬁ.. NL/kCUD 3 } =)
Ep = { g € QZ; existe u < Fp tal que £ = u Cmod pj'}, onde p & o

produto de todos oz ideails primos de L acima de p.

Definigdo 3.1.1 : Sejam K um corpo abeliano © £ uma unidade de K,

Dizemos que € @ uma unidade especial de K se £ € Ep para qguase todo

primoe p qus se decompBe completamente em K. (onde "para gquase todo™

significa para todo, exceto para um numero finited.

O conjunto de todas as unidades especiais de K ¢ um grupo que

serd aqui denctado por SCKD.
+
Visto que p se ramifica completamente em Kp. se p se decompde

completamente em K ent3o o ideal P ¢ principal e gerade por
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1 —{'p)(l -EI;’D. Neste caso temos a seguinte congruéncia:

£ +f};’ = 2 Cmod PJ. C3. 8

o)

Donde:

-1
+ = 2 (mod C1-¥F _DC1- 2.9 ,0. C3.100
S ARISE S Y

Teorema 3.1.2 : Seja K um corpo abeliano. Ent3o CNCK) £ SCKD.

n-1 a
. _ .t LY
Demonstrag¢fiio : Sejam n o condutor de K e £ = fn. ,_I_,I [1 En] uma

unidade ciclotdmica de Kn. Devemos mostrar gue para guase todo

pPrimo racional p que se decompfie completamente em K existe u e ‘8p

tal que NL/KQ:) = u (mod Pp3. Sejam

n—1

: et
v = zr":t._]—[ [1—5:1.513] [1-&%.%‘]} e u = NL,/LCV).
=4

i -1 -1
Visto que 1- 1- ] [1- ][1— ] & uma unidade de L, i =
awe (1) () [e ) s
1,...,(p-1/2 , segue que P = c1-z;3c1~z;)£>L; 5= 1,...,Cp-12/2 .
Ora, da congruéncia (3.10) segue gue &% = u Cmed Ci—fp)(i—f;’)DL,),
2 _ _ T .
logo £ - u = (1 EpZ)C.‘L Ep J.x, X & DL" Para qualquer T & GalCL’AD
£ -y = C1—EPDC1—E;J.XT, pois T fixa K;. Assim sendo, .921- = u'
¢ mod c1-zp>c1-t:>o ,> & portanto
2 -1
N, (9 =N, ,Cv) |mod ¢c1-F dc1-£-0, ,|.
1’ L L* /L [ ‘e E1::. L ]
2 -1
Neste caso N, ,C& 23 - u = 1-F DC1~- J.Y, ara algum < O .
L L Ep Ep Y P d Y 3

, -3 r S
Visto que (1 Ep)Cl Ep) < 91.’ segue Yy & DL e portanto Nll,/ch >3 =

u ¢ mod ). Para finalizar falta mostrar gue u e 8p. Identificandoe

49



GalCL/KD com GaJCK;/ﬁD), temos:

NL/KCUD = NL/]([NL.’/LCV)] = NI.’/KCV) = NKn/K[NL,/Kn(v)]

Cp-1d-2
l_
]

!

n

2t.(p-1D -2 -2 ' 3 i i 13
N S P . . C1-¢ . Floc1-" ™H ‘] =
Kn/ K[En l!:ll = [ En Ep ! En Ep ]
-1 P-4 ) 1 P a
LCp-1d T [_ i _;]] _ LCp-1d -2 ]1 Pt
'3 TT-TTI-£.8 = N g T n -
l‘(nﬂ<[ﬁ v=14 i=1 nop Kn/K n vz L -

1-¢

n

1

N

T —1
[NK /KCe:)] P , onde ‘l'p ¢ o attomorfismo de Frobenius para o primo
n

p. Como p se docomp@ie completamente em K, entdec 7 & a indentidade
P
guando restrito a K. Mas NKD/KCSD ¢ K e portante NL/KCu) =1 eo

teorema estid demonstrado.

Corolario 3.1.3: (Teorema 2.1 de [7)) Se K = K; entio CNCKD & SCKD.

Teorema 3.1.4 : Seja n um nUmero inteiro positivo. S& K = K; entio

C].CKD € SCKD.

Demonstragdo : Sejam p um prime racional que s2 decompde

+ A -1 ¢ 22 ] %
= - - . = ¥ . -
completamente em Kn e p c1 efp)(i Ep )DL, Dado & _En ‘t]_,l [1 En]

+ . _ _ w2t n-2 L i1 ai. .
< Kn, s¥ja u = uled = En .i|=‘][[1—fn.fp] [1 En.fp ]] . Visto que

Va2 gt gt g9 - 2 = %
C1-£23% = C1-gl £ >.C1-f . £ "> Cmod P>, entSo & = u (mod P>. De &

e K: tem-se € = £, onde a barra significa a conjuga¢ioc complexa, o
L Dot - Y ¢ Dot -
. .\ 1 AT - _ -1 Y
isto equivale a # En. [ 1| [ 3 - E;'n ] = + fn . I J[ 1 En ] . Mas
L= L=
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c1—:">a‘ c oy e a‘.c1—:‘>a‘, logo :t'.H[ -g‘]a‘ -
n n nt o, n
n-1 n-4
A - l.a
Eht C 1)2; ' & E t H[J - £ ]Elt , Ou seja, € = & S @
n n Lo n
somente se lfa = C—j)b, onde a = 2.t + E i.a e Db = E a e,
n ey t i =1 1
n-1
portanto, 4.t + 8.}: i.ai = 0 (mod n). Para que u € L & necessirio
=4

e suficiente que U = u, pois a identidade @ a conjugagiio complexa

formam o grupe de Galois de L’ sobre L. Como no case de €, u = u
n-1

se e somente s 4.t +2.E ia =0 C mod nd, ou seja, se £ & K,

L3

=4

entdo u € L. Para finalizar devemos mostrar gque Nl/kCUD =1,

+ +
Ora, I_.r‘wl(h = Kn . Jlogo GalCL/Kn3 ~ GaldlL /Kn) -] NL/KCUD =

z.t.Cp-Dr2 73 i - 1
L,/Kncm = F T T NL/K[ [1 L _. gp]. [J—fn.zp] ] .  Mas

n -
1= 4%

TR (U B S | R B [ (RN TR |

. + ,
pois GalCL/’KnD A GalCKp/@). Visto gue
Cp-12-2
I ] 1-ft-fj][1—fi'.f-"]] = [1—59"']/[1-Et]. temos: N, Cud =
L [[ nop n°p n n L /Kn
n- T %

a
tCp-td T20(, 5t sl - 2P i
fn ) .I—!-[[j En ]/[1 En]] = g , onde Tp e o automorfismo de

1=
+
Frobenius para p. Visto gue p se decompd®e completamente em Kn.

+
entHo Tp é a identidade quando restrito a Kn e portanto NL/KCu) =1

e 0 teorema estid provado.



+ +
Ja <apemos, pelo Lema 1,.32.16, que CNCKnD < C.ICI(nZ). mas para
destacar a importancia do Teorema 3.1.4, provaremes que © indice de

C (K:;) em C CK;D & consideravelmente grande.

N T
lema 3.1.5 : Seja n um nimero inteiro positivo, Se n ¢ a poténcia
de um nimero primo, digamos n = pa Ca =z 2 se p = 22, ent3o CNCK;) =
c ke
T 'n
Demonstrag3e : Se € € C.CK'D> entio & = N + (e e G K'Y, ou
T ™n Kn/kn N "n

=seja, C k2% = ¢ CK'>. Por outro Jado se £ € C (KD ent¥o & =
T 'n N "'n N ''n

n-4 : -3 Eii & _Eiii"ax n-1 =N
FHE)E=)™ = ™ e e =

v=d 151

r.

p =2 e, para cada 1 = 1,... ,23—1; fazemos 1 = 2 ".tt, t..,2d =13,
1
n—4 n—4 r. n-1 ri. .
Co = i _ .
t.emos E : i.a E a p= .t,‘. a = E . P2 -a, Cmod 2D, Visto que
is = =

n-1 r. n—%
E 2" at = 0 C Tecocrema 1.2.13), segue-se gque E i. a = O C mod 23
=1 .

=4

T4 n-1
; a _.,'E-, C:.ai)/a ns .y
e portanto £ = €-1) ., onde BB = £, T [[ﬁ—zn]

=1

-4

+ 2 +. 2
GKh.SeE’at=0Cmod839ntﬁoﬁ'el<nes-—{? ECICKHJ.SQ
T =

n-1

= +
§ a =1 Cmod 2 entfio ¢ = —-f3°, com B = -3 e portante # & C (K D.
1
=1

4

= +
Fazendo & = 62/4.{3 € Kn’ temos & = & e portanteo & € C]CKn) e £ =&

+ ]
e c. (K7 isto &, sen = & entl@o C.LK'D = C.CK %
I iy N™-"'n T "

a

Agora supeonhamos n = p , P um primo Impar. Seja 3 =



n+i
- —_— i.a,
2 " i n-d - n-1 n-1 r
V= L 1 _ L
{n .] |E. - EnJ . Desde que E at = 2 P 'at Cmod 2
L=4 i=4 1=4
n-4 r. r,
=) E ;:‘.a = 0 C Toeorema 1.2.13 2, onde p v I[ i, Sague~-se  que

£ = ﬁﬂ. como £ > O, isto implica que 2 € CICK;), o que completa a
demonstragfo do teorema.

Observa¢doc 3.1.6: Dado um corpoc abeliano real K, a parte de torgio

de CICK) consiste das raizes da unidade contidas em K @ portanto

tal conjunteo ¢ {* 1>, Ainda por K ser um c¢orpo real, o Z-posto de

CICK) ¢ [K:R)-1, pelo Tecrema 1.2.2 e por C_ (KD ter Iindice finito

I
em D;. Visto que CICKDz ¢ livre de torgfo, pode-se concluir
facilmente que [T CKI:C cKd?1 = 2“<:®], em particular, se K = K;,

I I

antZo [C CKD:C (K] = 2P E o de ¢ ¢ a fungEo de Euler.

Tecrema 32.1.7 : Para cado numero inteirc pesitivo n 2 3 seja gind o

(ndice [CICK+J:C ¢k'>1. Entzo
n N ''n

8¢(n)/8 se n ¢ uma poténcia de primo
Koo =

2C¢(n)/2)—1 caso contrario.

-+

Jemonstragio: Pela Observaglc 3.1.6 temos [CICKHD:CICbizl

- a¢(n)/2

-+ +_ 2. _ +, . +
#, por outro lado, sabemos qgue [CICKnD.CICKnD 1 = [CICKn}.CNCKn)J.

16, € x; > € C K O%, pois CICK:)2 S QKD € CICK:). Logo
Knd) = [?¢(n)/3]/ECN(K;J:CICK;Dz]. Se n ¢ uma poténcia de primo, o

.eorema decorre do Lema 3.1.5. Para completar a demonstra¢XZo do
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tecrema falta mostrar qQue se n n3o ¢ a poténcia de um numerc primo

n-3 a
+ .2, _ : _ gt -t i +
entdo [CNCKnD.CICKn) 1= 2. Seja & = ‘!_’][[j tn]' [J fn ]] € CNCKn).
_ n+i ot
c _L_lj'av'. n-1 N
Se n & fmpar entldo [ = En | |[1-En] < Kn. Se além

v=1

n-1
. _ ' + _ .2 +_ 2
disso E a = O (mod 22 ent3o 7 & CICKn) e € = I € CICKn) . Mas
=1

1) : a =1 (mod 2 entio tomamos &£ = (1-& )Ci—f_lD.e:' ,» donde
ieg n n
n-1 . . b_ n—-1 +
v gt gt L - .
g’ = | | [:l En]. [:l En ]} , COm E bi, # O C(mod 22 ® ¢ s CNCKHD,
iz4 i=4
' CL1-F 3.C1-8 " « ¢ CK'>. A v e . cKH? tant
polis &, En . En e G K D. gora ' & C (K o portanto £ e
C1-F d2C1-£_ % ¢ cK 52
n n”o T T

n-i

Suponhamos agora que n & par. Se E i.a = 0 C mod 23 entzo
: 1
=1

a
: _ iz =2 ek i . -
B =Z . |[1 4 ] € K . Se, além disto, } a = O (mod 2>

1= 4 L =1
+ 2 +_2 n-1
ent3c f3 < C].CKn) e s =7 € CCK 3" Mas se E a, =1 C(mod 2
n-s4 + z
entio 3 = En .6, com & e CJ.CKn.‘) e & = &. Se, por outro lado,
n-1 -5
E i.a =1 Cmod 20, tomamos g = Cl-En)Cl-—En).s', e, COmo no cCaso
A"
1 =41

anterior, £ & Ci—fn>C1~§;1). CICK;)Z. Com isto temos provado em

ambogs 0sS casos, n par ou impar, Jgue:

+ + -
C.CKD € C.cK. 0% uci-F 2¢1-£.%.c ¢k >% Portanto, para concluir a
n T n 9 T n

N i)



demonstrac¢io sé precisamos mostrar que (1—2{n)C1—{:3 -4 CICK;) .

~d -t 2 _ _g-1 +.2
Desde que (1 fn)CI fn) = fn 1 fn3 , se (1 fn)Cl Zn) < CICKn)
< CK;‘)z entX¥o —8;1 < CK;)Z, ou seja, —f;‘ seria uma raiz da unidade
além se ser um nUmero real positivo, isto &, ~Er—: = 1. Logo E;z =1

e consequentemente n = 2, o que € um absurdo,

Corolirio 3.1.8: Seja n um nimero inteiro positive. Ent3o CNCK:) é

um subgrupo préprio de S(K;).

Seria interessante estender estes resultados para corpos

abelianos quaisquer.

Sejam ¥ um ¢orr-: abeliano de condutor ne g € CICK). digamos

L n-4 i]at : 2th—1)/z n—4 . ; . - bi.j
- Polw 1 = - -
e €L T [ Y osetau= 28T T T [1 En.fp].[l 5n.zp]}
v= i 1 = 1 L=1
Cp-1d2
- b
+ o Cp-1d.t D3 i) 2 i
e Kn'Kp' S u e L entL3o NL/KCu) = En .i|_1| 1 En } = 1 .
i
i fn
Cp-1D./2 Tp—l
Supenhamos E _ bi,j = a. EntZo NL/KCLD = & . onde 'rp & o

automorfismo de Frobenius para o primo p e portanto Tp € a

identidade quando restrite a K, uma vez que p se decompfe

completamente em K, ou seja, NL/kCu) = 1. Por ocutro lado é ficil

ver Jue &2 = u Cmod ) e portanto £ seria uma unidade especial.

Feitas estas consideragBes, o problema passa a ser: dado

g o - Cp-1d/2
1 S : . _

e = fn. i.|_‘| [1-En] e K, existem bi.j e 2 tais que §' — l::i.j =a e
Cp 122 n-1 e bi.j

g = ]-“]' ﬁ [1 ¢¢ ] [1—En..fp"]} el ?
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. L. T
Ora, para que u € L ¢ necessario e suficiente que U = u, para

todo T € GalCL’/L) ~ GalCKn/kD. Mas Jsto pode ser reescrito na
forma: Dado £ & u, como acima, se 7 < Gn & e’ = & onlic uT =u 7
Visto isso, podemos supor dque GalCKn/K) & ciclico no seguinte

sentido: Se queremos resolver o problema para os corpos abelianos,
devemos fazé&-lo também para os corpos com a condigHo acima. Por

outro lado tedo corpo abeliano de condutor n é a intersecglo de

subcorpos k de K , com GalCK /D ciclico.
n n
Voltando a GalCKn/KD, gue suporemos ciclico, geradeo por,
di gamos T . com TrCfnj = E; e portanto a solugio do nosso probl ema

passa a ser a soluglo do seguinte sistema:

Cp-1dr2
E b =a, i1 =1,...,n"1
;s a L) v C2.113
-
r
u =u
T -1
Seja v = u . Para gue v seja igual a 1 ¢&é necessairio e

suficiente que o angulo &(v), farmado por v e 0 eixo positive de X

seja maltiplo inteiro de 2.m e |v| =1, pois v # O,
T -
r

lema 3.1.89: Sejam £ e u comoe acima. Ent3io &8(v) = 2.6(¢ 3. Em

T
particular se & T =2 £ ontBo 8v) = O Cmed 2. 1.

Demonstiragio: Pelo Lema 2. 2.3, temos:

—_——

n-1 Cp-1d/2 P. i+n. ] 1 p-i-n.j 1
- - - - = = - . = =
o = men o+ nf2FE [ - 1 ) e - 3

n-1 Cp-1d/2
8[8nt+nZ[J__1]§ bu]=
N L=q n pard j = 1



n-1
8.[3.ﬂ.t + > a_[ i 1 ]] = 2. 8Ced,
n =1 t n 2
Tr Tl" T -1 T -1
Analogamente &C(u 3 = 2.6Ce >, e portanto &u T > = 28(e T D
T -1
Pelo Tecrema 2.2.2 e a cobservagfo que o segue, |u " | =1 se e
T -1
somente se YCu & »x) = O para todoe caracter par n3o trivial y

T -1
definido med p.n e Yq(u "5 =0 para todo primoe q qQue divide p.n.

Pele Teorema 1.3.13, YqCu 2 =0 para todo primo guse divide p.n
T -1 T -1
se e somente se U | ¢ uma unidade o pelo Lema 1.3.12, u ' sempre
T -1
& uma unidade; Jogo resolver a equagio |u d | =1 equivale a
T -1

resolver © sistema YCu ' ) = 0 para todo caracter par n3o

trivial definido mod p.n.
Ora, se y €& um caracter definido mod p.n , entdco podemcs

escrever y = xp.xn COm xp um caracter definide mod p e X definido

med n. Além disto X, @ X, tém a mesma paridade, pois x ¢ par. Visto

que T € GalCL‘/L,) entZe T fisa Ep-{-f: & portanto podemos supor

r =1 (mod p); com isto temos <r2> = xnCrD. Pelo Lema 2.2.4 o a

cbservagio acima deduzimos que
T -1

YCu 7, xp.xna = Cx (r2>-13.YCu , Xy X, 3, £3.12>

Como nosso interesse ficara restriteo a YCu , x2, podemos supor

Cp-1D/2 n-1 _ . O b,
T T -TT1 [1—2;.5;].[1{“.5;)] H, €3.13

I = 1 t=1

[
1

Mas 1—3;.5; = 1-5;‘ ;+h'j lJogo por raztes praticas,reescrevemos
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(p-12/Z n-1 _ . ; bp P
= . 1-8". M -EYLET LR C3.14>
o= T EHE ) b))

ou ainda

s¢ k = p.i*n,.j Cmod p.nd

p. N1 N Ck p.ivng
u = l_! [1—{p-h] y onde ¢, =
- O caso contrario. (3.18>
C p—:l)/z
Agora E - bp_i+“-j = a. C3.168D
J -

Feitas estas consideragles, temos:

d - 1
TCu,dyx . x> = Ek — X X Cepnsad ko

Cd,xo=1

Se p ¥ d ent3o c = 0 ,pois (p.n/dd). k Z p.i*n. j (mod p.nd.

Cp.n/dd .k

Agora tLemnos:

YCu,xd = =.5% [1/¢Cd3]. [ Je1-2€Cagdd. TCu,p.d. 2. C3.17>
d]n giprimo
f”x |p. d q|d

onde z = C1-X(pl2 /gCpd.

pd-1
Mas TCu,p.n,x) = Eﬂ_‘ka)'ch/dD.k © Cn/dl).k = p.i+n. j Cmod p.n>
Ck,p.dd=4g

se e somente se i = (ns/dd.t para algum t, 1 £ ¢ < d, e k = p.t+d. j
Cmod p.d3. Neste caso Ck,p.dd =1 se e somente se (j,pd = CL,dd =1

Logo
p-2 d- %
TCu,p.d,x) = : E«. i xp.xnCp. t+n.J).cE-cp_ L. 3 (3.1
j=s = 1 3
Ct,dd=1



nu Seja,

p-1 d - 1

TCu,p.d,x) = Z;' z= 1x§.xn(p.k+d.J3.cp_ n. k) +n. J 3.1
= d
{k,dd=1
Cp-1272 d- 1
= 2 _ 2 . [prncp-k+d-J3 + xpxn(p'krn'J)]'bp[?n/dD.k]+n.j =
] = =
Ck,d>=1
Cp-1d72 d - 1
. iD. + -j>. . .
xpCd).xnCp) % — z _ ’[xp(J) xan) xp( 12 xn(kD] bp[?n/d).k]+n.j
Ck,d=1

Agui podemos deduzir gue se Xp & um caracter impar entdo

JCu, p.d, ¥ = 0 e portanto YCu,yx> = 0. Logo, daqui para frente,

consideraremos xp e X, caractere pares, pois y o é.

Com esta condig3o temos:
Cp-12-2 4 - 1
TCu,p.d,x2 = B.XPCd).xnCpD.E

]

xpCJD°xan)'bp[?n/d).k]+n.j

Ck,.d=1

-

= 4

Se y ¢ o caracter trivial ent3o

d - 1 Cp-12-2
TCu, p.d, ¥ = &. xnCpD.; XDCk)';bp_ [Cn/d).k]+n.j =
Ci,dd=1 '
d - 1
a.xncpa.zzzz; x (kd.a. oo = 2.y Cp2.TCe,d,x D
Cx,dd=t

Partindo da equagdc (3.172, com a hipdtese de qus xp &
trivial,temos:

YCU,X) = =, [j/#d)] | | Cl—Ean)).TCs, d, an
din

gqipTimo

f ]p.d q]d



onde z' = B.anCpJ—l)/bip), ou seja, YCu,xd = z’.YCs.xh). Mas y» &
um caracter n3o trivial e Xp' por hipdtese, & um caracter trivial;
logo X ® um caracter par nadc trivial. Visto que xn(r) # 1 e € € K
segue gue YCs,xn) = 0 e portante, para xp =1, temos Y(u,yx> = 0.

O nosso objetivo restringe-se, agora, a analizar a nulidade de

= a i vi .
YCu.xpxn) com xp =3 xn caracteres pares, xnCr) 1l e Xp ndc triwvial

Neste caso xp(p) = 0 & portanto z = Z.xn(pD/tp—13.

Observag3o 3.1.10 : Dados n um numero inteiro positivo e i €
{1,...,n-1>», ¢ claro gue podemos escrever i = Cn/HtD.ki. com d., k.
unicos se (k,d> = 1. De fato, se tomarmos d = nfn,id e k =
j/tn,i) ,» podemos constatar gue dt =] kt satisfazem as condi¢Bes
dese jadas.

Teorema 3.1.11 : Seja K um corpo abeliano. Se o condutor de K é uma

poténcia de :mo entdo CICK) < SCKD.

Demonstragio : Suponhamos n = q? o copdutor de K. Se

g 23 Wi
= + -
£ -En.!_1C1 fn) e K,

seja

onde
a ge j.d, =1 Cmod p3,

i i

O caszo contrario.

onde dt ¢ como na Observagio 3.1.10.
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Com esta escelha para b _ Ja temos satisfeitlo,

Pyt
trivialmente, a primeira condigic de (3.113., Falta provar que
YCu,xn.xp3 = 0 para X, s X caracteres mod n e mod p,

respectivamente, xp nio trivial e xnCrD # 1. Ora, nestas concigBes,

Ltemos | |C1 -2Cg2) = 1, para todo d que divide n, pois n & uma

iprimeo

q|d

poténcia de primo. Logo

YCu,xn.xp) = 7z, [J/qud)]TCu,p.d,xn.xpD, onde z = 1/¢pd, por

C3.17). Mas

Cp-12.72 4
TCU.P.d,xn.XPJ = ExnCPD.) .i X Cd'Jj'xth)'pr(n/d>k3+n.j'
k

P

= 1 = i =
Sendo Ck,dd 1 ent3o 1::}::.[:(31/‘:0.k]‘m'j a, quando j.d =1 (mod pJ e

zero nos demais casos, logo

d=-1
TCu,p.d,xn_xpD = E.’.;}:l_.lC]:D.Ek:l xp(l).xanD.ak = B.xnCp).TCs,xn) e,
Ck,d=1
consequentemente,
Ycu’xn'xp) = a,z_xn(p).§d _ [:I /#d)]TCs,d,xn) = 2.z.xnCp).YC£.xn).
|d
x
Mas X ¢ um caracter par e xnCrD # 1, logo YCs.xnj = 0 © portanto

YCu,xn.xp) = 0, 2 0 Lteorema esta provado.
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1.2 UNIDADES ESPECIAIS, SEGUNDO THAINE.

+
Sejam p 2 5 um prime racional, K = Kp o CADP a p-parte do grupo
lag classes de ideais de K;.

Dado um caracter p-adico de Dirichlet x de A = Gal(K/Q), seja

e = 1 .zxc;o.y" e 2 [A) C3. 200

X

» idempotente correspondente,

Existe uma a¢¥o natural de ZPEA] am CADP e, com: consequéncia

las propriedades dos idempotentes ex » obtemos

A =& e CAY | - (3.21>
yeA™ x P e

Fixado um caracter y ndo trivial p-adico de Dirichl -4, seja n

m ntmero inteiro positive tal que p > [exCADPI.

roposicio 3.2.1 : Seja C € exCA)p. Ent3c existem infinitos ideais

rimos Q € C tais que QN & = g. £, com g = 1 Cmod pn).

lemonstrag®o : Ver [41, Proposi¢io &,

Ora, se g =1 Cmed p) entic g ze decompdae completamente em K e

r, ¥ € A, sio todos os ideals primos de K acima de . Agora

serevemos g-1 = v, p‘j, com (p,vd> =1, L = KC},‘q) » T um gerador de

allL/K> e g uma raiz primitiva mod g tal que TCEq) = 82.

efinicBo 3.2.2 : Preservando a notag3io acima, & € D; < uma unidade

special para Q se existe &’ € L, com NL/KCeS’ > =1, tal gue &'. DL.
Cr-1>2 . . v
F s para algum ideal {(fracioconario n3oc nulod F de L e & =

WY _
; Cmod (1 Zq)DL).
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Ora, se &' € L e NL/.K(cS'D = 1 entEo, pelo Teorema GO de

T-1 LV

Hilbert, existe aa € L, a =# 0, tal que &* = a . Logo a condi¢Zo &
= &Y Cmod Cl—fq)DL) equivale a & = («x Y Cmod (l—quDLJ. ou

seja, a unidade & de K & especial para Q se existem o € L, oo # 0, e

F um ideal (fracionario n3c nulod de L tais que:

2
a3 (a‘r—sj - F(‘r-;) .

B Y = Ca' Y Cmod €1z 50>,

A condi¢gZo ad & equivalente a Ca . FTHTT = <o, Compar ando

esta equagdo com o comentario feito no inicio deste capitulo ate a

equagldo (3.1) deduzimos que se B é o uUnico ideal primo de L acima

de Q ent¥o a igualdade ca . FT™HT - o1 equivale a existéncia
de um ideal # de K e nimeros inteiros r?, » ¥ € A, tais que
- T-1 ¥ r?’
a9 = 4.F l;[ B> 7. (3. 22

Por isto podemos redefinir as unidades especiais de K para Q
L ]
come segue: Seja & < D]( . Dizomos que & & uma unidade especial para

) se existem a e L, a2 0, um ideal & de K, F um ideal de L e

numeros inteiros rr, y € A, tais gue:
T4 v,
ad a.DL=.#.F‘ | [CB)
yei
B 6Y = Ca Y Cmod C1-¥ O9 . €3. 23
Viste que g se ramifica completamente em Kq e se decomple

compl etamente em K, deduzimos gue

[— = Y
c1 Zq). DL. [ l B. C3. 2840
rei
Agora, para cada p € A, seja x_ e D, tal que x_ e &~ U .
v K LS 7.1
Iy
HxY
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Seja vy, =% +C1-[ D, y e A Visto que X e o =B’
segue que
y e By\[c B">%u U B“]. ¢ 3. 25
¥ Heh
1=y

Teorema 3.2.3 : Sejam A o ane]l dos inteiros de K e D o anel dos

inteiros de L. Ent3o D = A[Eq].

Demonstragio : E claro gue A[fq] < D Sejap = 2, + al.Cl—Eq) +.o.+

aq_{(nsfq)q—z » a €K, i =1,...,9-2; um elemento qualquer de D.

Devemos mostrar que a € A, i = 1,...,g-2. Visto que Q se ramifica
L

completamente em L, temos v (ad = O (mod Cq-133. Mas vBCC1—fq3‘) =

: L g oat cq1-F 34 :
i, logo , se i Js temos uBCaVCi EqDIJ = vBCajC1 EqDD, pois
mod g-1 estes numeros s3o distintos. Neste caso temos:

chm =min { i + v.Ca>, i =0,...,g-8 > =z 0. {3. 262
1

B

Concluimos com isto que vBCa) 20, ¥i =1,....qg2.
L9

AJQora escrevemos

B = BT = by + b Bl *... ¥ bq_z.czf; 9%, i = o0,...,9-8. (3.27

E claro que ¢ (b2 2 0, i = 0,...,9-2; © o sistema (3.27 ¢
LY

B

equivalente a equagio

'GD bD
. = E. : C3. 285
lGq—:e bq—z
L. g" g
onde E & a3 matriz [ fq ]i,j=0,...,q—z . TCZq) = Eq
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Fendo E uma matriz de Vandermonde temos [E| = * T ] (K;*C$3
iSve )5=gq-1

L .
= * ¥ .Cl—{‘q)w, t,w € &, w > 0;, e, pela regra de Cramer, b‘_. =

B /IE|. Seja & um ideal prime de L que nZo osta acima de g. Entdo
T
) = ) - = > i i c
vaCf3 velh 3 obC|EI) vpCb> = 0. Com isto concluimos que a
valerizagfo Q-adica aplicada sobre os bi’ ¢ cempre maior ou igual
2]

a zero, gualquer que seja o l1deal primo q de L, ou seja, b € um

elemento integral de L e, portanto, integral de K e o tecrema esta

demonstrado.
Lema 3.2.4 : Dado z € 0, , temos gue 2z € B}’\[CB?Bz W U B'u] Se e
¥ L ¥ A
=
HEy
somente se ac escrevermos
Zz = b + b.C1-FD> +. ..+ b .c1-f39% temes: be P UID e
Y o 1 4 g-2 g ©
reh
- HEY
b = o
1
Demonstragfio: Peio Teorema 3.2.3, dado 2.  ©,, sexistem b _,...,b
¥ L o g-=2

tai = + b .C1-E D3 +...+ b_ _.C1-¢ > F  y;
€ Sk ais que ZY bo b1 1 tq g2 Eq Visto gque

1—Eq e BPBH® , v Y € A, entdo zy e B' se o somente se bo c .

Logo bo e <% e portanto zy e (B">?% se e somente se b1 e & e a
demconstragfo do lema esta completa.
Agora TCy 3 = % + Ci-£9> = x o+ C1-F D.C1+F +...+£97%, visto
¥ ¥ q ¥ g g S|

: T
¢ mod Br), v e A, segue—-se ue =x + g.(1-F D
Eq g g q Yy " g Eq

que 1
Cmod CB 2%, Mas %, < ¢8">%, logo y; = 9O+ (1= 3D (mod ¢,

ou Sseja, yT = Jg.y  Cmod cB"3% . Com isto, v CyTD v (y2J =1 e,
¥ ¥ BT Y B? '



consequentemente, y;_’ = g ( mod B 3. Mais geralmente, se z € DK N

zZ & Qr ent3o, reescrevendo yy = x}( + z.Cl-EqD deduzimos, ainda, que

T-4

y;-‘ = g (mod BY>. Também & claro que se u # ¥ entio y?/ = 1 (mod
B>,

" c
Tecrema 3.2.8 : Preservando a notag3o acima, seja & e DK , 6 =gt
Cmod QY). Ent8c & & uma unidade especial para Q se e somente se

existem ideai=z nio nulos A4 e F, de K e L, respectivamente, e

numeros inteiros rr » ¥y € A, tais que rr = cy C mod pJZ). ¥y e A, e

r
#.FT_1.| ICBrD ¥ & um ideal principal.
reh

Demonstragfio : Suponhamos gque & seja uma unidade especial para Q, &

c
=g ¥ Cmed @D, ¥y € A. Por C3.23 ad, existema el, o # O, & um

ideal n3o nule de K, F um ideal n3c nulo de L e ntmeros inteiros

r
ry, y € A, tais que o DL. = o F * | [CB?’) ¥  Mostraremos agora dgque

yei

r = c_ (mod p“). Pelas consideragSes antericres aoc enunciade deste

Y
r

r
teorema, se y = 1 | y?,y entio y ' = g? C mod BD, y e A e
ye€i

(cx/y)T“" =1 Cmod B, ¥ y € A, pois w 2,C.':at/yJ = 0 e portanto, para

B
cada € A, existemz , w € R tais ue o =z Jw e v (C(z D =
¥ g 4 L 9 %4 7/7 gY ¥

v Cw) =0 Cver [4), pg. B). Como z' ' = w'. ' =1 Cmod BYD, temos
g¥ r v
Cf:.it/y)‘r"1 =1 Cmod B'D, ¥ » € A. Distoe deduzimos que o * = vy * =

Ir
g ¥ Cmod B, y € A. Elevando ambos o©s lados ac expoente v, temos

r
ca' HY = Cg 5V Cmed B e, pela condigZo b) de C3.23) temos &Y =

L

B6



r c r
Cg 73Y Cmod ByD, ou seja, (g Y = Cg ¥5Y Cmod q) e portanto v. C?’

= v.r_ (mod g-13, isto &, ¢ =r_ (mod pb.
' ¥ e

=
Reciprocamente, seja & € D; , & =g ¥ Cmod ) e suponhamos
que existem ideais n3Io nulos & e F, de K e L, respectivamente, e

numeros inteiros r?/ » ¥ € A, tais qgue rr = c;v (mod p»D e

r
4. FT | ICB?’) ¥ seja principal, digamos, gerado por o € L, o # O.
reh

2
Seja &'= a’™*. B claro que NL/KCcS’D =1 e cS’.DL = FCT_O . Pelo que
T-4 r
vimos no inficio desta demonstragfo, o = g Y Cmod ByD, Yy € A, e
T-1.V PR, c
portante Ca D = (g 3V Cmod BYS>. Mas 6 = g ¥ Cmod B o cr = ry
. v v.C v.T v
Cmod p’), logo v. cy = v.ry Cmod g-1) e & =g L g = (&'

(mod B¥Y e portante & é uma unidade especial para o primo Q e o

teorema esta demonstrado.
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