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Abstract

In this work it is proposed a new class of Multidimensional Item Response Theory (MIRT)
models for dichotomic or dichotomized answers considering a multiple group structure. For the
latent traits distribution of each group, it is proposed a new parametrization of the centered
multivariate skew normal distribution, which combines the proposed by Lachos (2004) and the one
proposed by Arellano-Valle et.al (2008), which not only ensures de identifiability of our proposed
models, but also it makes simpler the interpretation and estimation of their parameters. Hence,
our model stands as an important alternative, in order to solve the identifiability problems found
for the one group multidimensional skewed models proposed by Matos (2010) and Nojosa (2008).
Simulation studies, taking into account some situations of practical interest, were conducted in
order to evaluate the potential of the triad: modeling, estimation methods and diagnostic tools.
The results indicate that the models considering a skew component on the latent traits, in general,
produced more accurate results than those ones obtained with the symmetric models. For model
selection, it was used the deviance information criterion (DIC), the expected values of both the
AkaikeSs information criterion (EAIC) and bayesian information criteron (EBIC). Concerning
assessment of model fit quality, it was explored posterior predictive checking methods, which allows
for evaluating the quality of the measure instrument as well as the quality fit of the model from
a global point of view and related to specific assumptions, as the test dimensionality. Concerning
the estimation methods, it was adopted and implemented several MCMC algorithms proposed
in the literature for other models, including the convergence accelerating propose algorithm by
Gonzalez (2004), which were compared concerning some convergence quality aspects through the
Sahu (2002) effective sample size. The analysis of a real data set, from the 2013 first stage of the
UNICAMP admission exam was done as well.

Keywords: Multidimensional Item Response Theory, identifiability, multivariate skew normal,
centered parametrization, bayesian estimation, MCMC algorithm, augmented data procedures.

Resumo

No presente trabalho propde-se novos modelos da Teoria de Resposta ao Item Multidimensional
(TRIM) para respostas dicotémicas ou dicotomizadas considerando uma estrutura de grupos multi-
plos. Para as distribuicoes dos tracos latentes de cada grupo, propoe-se uma nova parametrizacao
da distribuicao normal assimétrica multivariada centrada, que combina as propostas de Lachos
(2004) e de Arellano-Valle et.al (2008), a qual ndo sé garante a identificabilidade dos modelos aqui
introduzidos, mas também facilita a interpretacao e estimacao dos seus parametros. Portanto,
nosso modelo representa uma alternativa interessante, para solucionar os problemas de falta de
identificabilidade encontrados por Matos (2010) e Nojosa (2008), nos modelos multidimensionais
assimétricos de um unico grupo por eles desenvolvidos. Estudos de simulagao, considerando varios
cenarios de interesse pratico, foram conduzidos a fim de avaliar o potencial da triade: modelagem,
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métodos de estimacao e ferramentas de diagnésticos. Os resultados indicam que os modelos con-
siderando a assimetria nos tragos latentes, em geral, forneceram estimativas mais acuradas que
os modelos tradicionais. Para a selecado de modelos, utilizou-se o critério de informacao deviance
(DIC), os valores esperados do critério de informagiao de Akaike (EAIC) e o critério de informagao
bayesiano (EBIC). Em relagao a verificagdo da qualidade do ajuste de modelos, explorou-se alguns
métodos de checagem preditiva a posteriori, os quais fornecem meios para avaliar a qualidade
tanto do instrumento de medida, quanto o ajuste do modelo de um ponto de vista global e em
relacdo a suposicoes especificas, entre elas a dimensao do teste. Com relagao aos métodos de esti-
macao, adaptou-se e implementou-se varios algoritmos MCMC propostos na literatura para outros
modelos, inclusive a proposta de aceleragao de convergéncia de Gonzélez (2004), os quais foram
comparados em relagao aos aspectos de qualidade de convergéncia através do critério de tamanho
efetivo da amostra de Sahu (2002). A andlise de um conjunto de dados reais, referente a primeira
fase do vestibular da UNICAMP de 2013 também foi realizada.

Palavras-chave: Teoria de Resposta ao Item Multidimensional, inferéncia bayesiana, iden-
tificabilidade, distribuicdo normal assimétrica multivariada, parametrizacao centrada, algoritmos
MCMC, dados aumentados.
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Take the time to make some sense

Of what you want to say

And cast your words away upon the waves
Bring them back with Acquiesce

On a ship of hope today

And as they fall upon the shore

Tell them not to fear no more

Say it loud and sing it proud

And they...

Will dance if they want to dance

Please brother take a chance

You know they’re gonna go

Which way they wanna go

All we know is that we don’t know
What is gonna be

Please brother let it be

Life on the other hand won’t let you understand
Why we’re all part of the masterplan
I’'m not saying right is wrong

It’s up to us to make

The best of all things that come our way
And all the things that came have past
The answer’s in the looking glass
There’s four and twenty million doors
Down life’s endless corridor

Say it loud and sing it proud

And they...

Noel Galagher

The Masterplan
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos gerais

1.1.1 Modelos da Teoria de Resposta ao Item

Em muitas areas do conhecimento é bastante comum encontrar conjuntos de dados que estao
relacionados a varidveis nao observaveis diretamente, denominadas variaveis latentes. Um exemplo
onde tais variaveis sdo de interesse, esta relacionado a estudantes, sobre os quais se tem interesse
em analisar caracteristicas de aprendizagem, tais como: facilidades de aprendizagem de habilidades
novas, facilidade de obtencao de boas notas e de relacionar diferentes fontes de informagao. Cada
uma destas habilidades podem ser chamadas de tracos latentes. Outros exemplos podem ser
encontrados em Hambleton, Swaminathan e Rogers (1991). A medicao (obtencao dos valores)
dos tracos latentes pode ser muito complexa. Isto vem do fato de que “habilidades”, como as
descritas anteriormente, nao podem ser medidas diretamente como outras caracteristicas, tais
como a altura ou o peso. Em casos onde ¢ requerido medir alguma caracteristica, ¢ indispensavel
ter a mao alguma ferramenta para poder nao s6 atribuir um nimero aquilo que se estd medindo,
mas também poder realizar comparacoes de interesse. Isto é, precisa-se de uma escala de medigao
ou em outras palavras, uma régua com uma métrica bem definida. Em Baker (2001) é mencionado
como em casos de pesquisa psicoldgica ou educacional, muitas vezes os pesquisadores s6 tem a mao
os resultados de uma pesquisa ou de um teste, e tentam de alguma forma, liga-los com aquele traco
latente que é de interesse. A modelagem estatistica é entdao usada para representar esta relacao.

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) (Hambleton e Swaminathan (1985)), é um conjunto de
modelos, que representam o relacionamento entre caracteristicas nao observaveis de individuos
(ou alguma outra unidade amostral de interesse), também chamadas de tragos latentes, algumas
caracteristicas dos instrumentos de medida (teste, questiondrios, etc) e as respostas dadas a esses
testes. Estes modelos foram desenvolvidos como resposta a problemas inerentes a metodologia
predecessora, a denominada Teoria Cléssica do Item (TCI).

A TCI foi durante décadas a ferramenta dominante nas pesquisas de avaliacao nas areas edu-
cacionais e da psicologia, ver Gulliksen (1950). A TRI, assim como a TCI, é uma tentativa de
explicar o erro de medigao. Na TCI, a modelagem do erro de medicao é baseada no coeficiente
de correlagao. Desenvolvido por Charles Spearman, o coeficiente de correlagao, tenta explicar o



erro mediante duas componentes: a verdadeira correlagdo e uma correlacao observada (vide Croc-
ker e Algina (1986), Traub (1997) e Courville (2004)). Porém, A TCI sofre de varias limitagoes
amplamente referenciadas na literatura (por exemplo Embretson e Reise (2000) e Hambleton e
Swaminathan (1985)). Em Courville (2004) se resume o problema com os estimadores da TCI no
sentido que eles envolvem dependéncia circular, isto é, as estatisticas da TCI dependem da amos-
tra no sentido de as estimativas pode mudar significativamente para diferentes amostras, além de
que podem ser fortemente influenciadas pelo teste. Portanto, os estimadores da TCI nao podem
ser generalizados entre diferentes populagdes ou grupos. A TRI é, para muitos pesquisadores, a
resposta a este tipo de limitagoes da TCI.

1.1.2 Motivacgao e revisao da literatura

Os modelos da TRI estao baseados no pressuposto de que os relacionamentos entre os individuos
e os itens podem ser representados por um ou varios modelos. Os modelos da TRI tem sua origem
no final da década dos 30. Particularmente em Richardson (1936) derivou-se o relacionamento
entre os parametros do modelo da TRI e os parametros dos itens do modelo da TCI, o que
forneceu um caminho inicial para a obtencao das estimativas dos pardametros dos modelos na TRI.
Em Muthen (1978) abordou-se o problema da estimagao dos parametros dos modelos dando uma
solugao baseada em minimos quadrados generalizados, enquanto que em Darrell Bock e Lieberman
(1970) foi introduzido a estimagao via Maxima Verossimilhanga Marginal (MVM). Posteriormente
Bock e Aitkin (1981) desenvolveram o algoritmo Esperanga-Maximizagao (EM) para a estimagao
via MVM. O forte incremento do poder de processamento dos computadores nos tltimos anos,
tornou mais factivel a implementacao de métodos computacionalmente intensivos, o que por sua
vez significou um ponto de inflexdo no avango da inferéncia estatistica bayesiana em diversas areas.

A inferéncia bayesiana de modelos complexos tem-se tornado atraente e muito foi desenvolvido
para modelos referentes a Teoria da Resposta ao Item (vide Patz e Junker (1999a), Patz e Junker
(1999b), Beguin e Glas (2001), Sahu (2002)). A abordagem via dados aumentados (Tanner e
Wong (1987); Albert (1992)) também trouxe facilidades outras para a implementagao de métodos
computacionalmente intensivos, em modelos da Teoria da Resposta ao Item, através da inferéncia
bayesiana com o uso de métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov.

Varios trabalhos tém desenvolvido algoritmos MCMC para estimagdo de MRI’s. O primeiro
deles é devido a Albert (1992), que desenvolve o amostrador de Gibbs, veja Gelfand e Smith
(1990), sob a metodologia de dados aumentados Tanner e Wong (1987), para o modelo probito
de 2 pardmetros considerando um tunico grupo de respondentes. Em Beguin e Glas (2001) foi
desenvolvido um algoritmo baseado no amostrador de Gibbs com a estrutura de dados aumentados
para o modelo probito de 3 parametros, para os caso uni e multidimensional. Outros trabalhos que
utilizam MCMC na TRI sao os de Bazan, Branco e Bolfarine (2006), Azevedo, Bolfarine e Andrade
(2011), Azevedo, Bolfarine e Andrade (2012), Santos (2012) e Santos, Azevedo e Bolfarine (2013),
dentre outros.

Continuando com os modelos da TRI, em Andrade, Tavares e Valle (2000), identificou-se como
os modelos propostos na literatura da TRI dependem fundamentalmente de trés fatores:

e da natureza do item - dicotomicos ou nao dicotomicos;



e do nuimero de populagoes envolvidas - apenas uma ou mais de uma;
e ¢ da quantidade de tracos latentes que esta sendo medida - apenas um ou mais de um.

No decorrer do presente trabalho consider-se-ao somente modelos onde a natureza do item é
dicotémica (ou dicotomizavel). Modelos que consideram outros tipos de itens; tanto de de escolha
livre quanto de multipla escolha, que sao avaliados de forma graduada, podem ser encontrados em
Darrell Bock (1972), F. Samejima (1969), Andrich (1978), Masters (1982), dentre outros.

Com respeito ao numero de grupos ou de populacgoes de respondents envolvidas nos estudos,
Andrade, Tavares e Valle (2000) comenta como estes dois conceitos estao diretamente ligados entre
se e o termo grupo, por sua vez, esta diretamente ligado ao processo de amostragem. Portanto
quando falarmos em um tnico grupo de respondents, nds estamos nos referindo a uma amostra
de individuos retirada de uma mesma populacdo. Assim, dois ou mais grupos de respondentes
correspondem a dois ou mais conjuntos de individuos que foram amostrados de duas ou mais
populacoes. Pode ser comum encontrar diferencas nas populacoes de interesse por caracteristicas
préprias dos tragos latentes dos individuos que as compoem, como a média, variancia ou assimetria,
e dependendo dos objetivos do estudo pode ou nao ser relevante levar em consideracao estas
diferengas. Por exemplo; o grau de escolaridade, sexo, periodo (didrio ou noturno), ano, tipo de
escola. Nestes casos, levar em consideracao as possiveis diferencas existentes entre os grupos é
mais apropriado para a obtencao de resultados mais confiaveis. Nesse tipo de estudo, o primeiro
passo para que os resultados relativos aos varios grupos possam ser comparaveis, através da TRI,
¢ a exigéncia de itens comuns nos testes aplicados a estes grupos, criando uma estrutura de ligacao
entre os mesmos. Um procedimento usual neste tipo de situagao, é fazer a estimagao em cada um
dos grupos em separado e, apos isso, utilizar uma técnica de equalizagao, veja Kolen e Brennan
(2004) por exemplo.

Uma abordagem alternativa é o modelo para grupos miltiplos introduzido por Bock e Zimowski
(1987). Este modelo supoe que as diferengas entre os grupos podem ser traduzidas por diferentes
distribuicoes de probabilidade. Tais distribui¢oes estao associadas ao processo de amostragem dos
individuos, mas também, podem ser vistas como distribuigoes a priori para os tragos latentes (no
contexto bayesiano).

O terceiro fator, que segundo Andrade, Tavares e Valle (2000) caracteriza os modelos da TRI,
esta relacionado ao niimero de tracos latentes que o teste esta medindo. No caso, em que se estiver
medindo mais de um trago latente, temos os modelos da Teoria de Resposta ao [tem Multidimensi-
onal (TRIM). Nos modelos da TRIM, para cada individuo em particular é assumido um valor para
cada uma das variaveis latentes de interesse. Na literatura existem varios exemplos onde a supo-
sicao de unidimensionalidade nao se verifica e para os quais sua utilizagao simplifica, por demais,
a natureza dos instrumentos de medida, ver por exemplo: Ackerman (1994), Reckase, Ackerman
e Carlson (1988) e mais recentemente M. Reckase (2009) e Montenegro (“Multidimensional item
response models”). Isto ocorre pelo fato, da propria estrutura dos itens, a qual permite medir mais
de um traco latente. Por exemplo, em testes de Matematica, em geral, os itens exigem uma certa
capacidade de compreensao e interpretagao de textos (e possivelmente outras competéncias), além
do préprio conhecimento em Matematica. Outro exemplo pode ser a prova de vestibular da Uni-
versidade Estadual de Campinas (UNICAMP), exame que objetiva a selecao de estudantes para o
ingresso nessa universidade, e que portanto avalia conhecimentos gerais do ensino médio nas areas



de Matematica, Portugués, Biologia, Fisica, Quimica, Historia e Geografia. Tais aspectos motivam
o estudo dos modelos da TRIM.

Desde seus inicios a TRI tem estado fortemente relacionada com a psicometria, area, cujo
principal objetivo, como é citado em Fumiko Samejima, 1997, pode ser postulado como “o mo-
delamento matematico do comportamento humano”. A modelagem do comportamento humano,
pode implicar que muitas das técnicas e ferramentas estatisticas usualmente aplicadas em outras
areas apresentem dificuldades na sua implementagao na TRI. Como Bazan (2005) expde, suposi-
¢oOes estatisticas na modelagem de variaveis associadas com a conduta humana estao baseadas na
normalidade, tanto dos tragos latentes quanto da fungdo de ligacao dos modelos. Na estatistica o
uso da distribui¢ao normal tem sido fundamental no modelamento e analises de dados. Contudo,ja
foi verificado a necessidade de questionar a validade de alguns destes modelos no ambito da TRI
e portanto, verificou-se a necessidade do desenvolvimento de modelos de resposta ao item que fos-
sem mais flexiveis com respeito aos pressupostos de normalidade. Outras alternativas paramétricas
para a distribuicao dos tracos latentes estao sustentadas nos problemas descritos na literatura, por
exemplo, Micceri (1989), o qual enumera vérias situagoes onde as distribuigoes dos tragos latentes
parecem violar o pressuposto de normalidade, Outros exemplos podem ser encontrados em Bazan,
Branco e Bolfarine, 2006. Outra suposi¢ao que pode ser questionada nos modelos da TRIM, diz
respeito a fungao de ligacao, que deve ser entendida como a func¢ao que explicita a relagdao entre
os tragos latentes e os parametros dos itens, com as respostas obtidas no teste. Nos modelos mais
freqiientes da TRIM, é comum o uso das ligagdes probito ou logito. Outras alternativas podem ser
encontradas na literatura, por exemplo Bazan, Branco e Bolfarine (2006) uma familia de modelos
onde a funcao de enlace é a fun¢ao de distribuicdo cumulada da normal assimétrica univariada.

Muitos trabalhos tém proposto distribui¢oes alternativas para os tracos latentes. Por exemplo,
Mislevy (1986) considera uma estimagao de méaxima verossimilhanga nao-paramétrica da distri-
buicao dos tragos latentes baseada em métodos de integracao por quadratura gaussiana; veja
Baker e Kim (2004). Tais métodos foram desenvolvidos sob MVM e estimacao bayesiana mar-
ginal, para estimacao dos pardmetros dos items. Bazan, Branco e Bolfarine (2006) propuseram
um MRI com distribuicdo normal assimétrica para os tracos latentes baseada na parametrizagao
direta (PD). Recentemente Santos (2012) e Santos, Azevedo e Bolfarine (2013) propuseram um
modelo unidimensional para estrutura de grupos multiplos, modelando os tracos latentes segundo
uma distribuigdo normal assimétrica na parametrizacao centrada, veja Azzalini (1985).

1.2 Objetivos e Organizacao da Dissertacao

O objetivo principal desta dissertacao é o de propor e discutir com detalhes um novo modelo
da Teoria de Resposta ao Item Multidimensional para o esquema de um grupo e de grupos mul-
tiplos. Ele pode ser entendido como uma extensao multidimensional dos modelos apresentados
em Santos (2012) e Santos, Azevedo e Bolfarine (2013) dentre outros. Os modelos propostos sao
obtidos pelo uso da distribui¢cdo normal assimétrica multivariada centrada para modelar os tracos
latentes dos individuos. A metodologia de estimagao bayesiana é desenvolvida para os modelos
desenvolvidos. Além disto ilustra-se o uso deste modelo com uma aplicagdo em um banco de dados
reais proveniente de um estudo de avaliacdo educacional.
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No Capitulo 2, é feita uma revisdo da distribui¢cao normal multivariada assimétrica, e define-se
a parametrizacao que sera usada para o posterior desenvolvimento dos modelos. Também sao
discutidos alguns aspectos relacionados a estimacao.

No Capitulo 3, é feita uma revisao dos modelos da TRIM, para um tnico grupo e grupos
multiplos. Se introduzem os modelos probito multidimensionais de 3 parametros para grupos
multiplos com distribui¢gdes normais multivariadas assimétricas centradas para modelar os tragos
latentes dos diferentes grupos. Também é feita uma discussao sobre o problema de identificabilidade
dos modelos.

No Capitulo 4, se apresentam varios algoritmos de dados aumentados para o caso dos modelos
da TRIM, incluindo a aplicacao da proposta de aceleragdo de convergéncia dada por Gonzalez
(2004). Um estudo de simulagdo é realizado para comparar estes algoritmos segundo o critério
de comparagao introduzido por Sahu (2002). Apresenta-se, também, o algoritmo MCMC para o
modelo multidimensional normal assimétrico centrado proposto no Capitulo 3.

No Capitulo 5, se apresentam os resultados de um estudo de simulagao, visando avaliar o de-
sempenho dos modelos introduzidos no capitulo 4 com relacao a certas caracteristicas de interesse,
como: vicio, varidncia e erro quadratico médio, seguindo Azevedo, Bolfarine e Andrade (2011) e
Azevedo, Bolfarine e Andrade (2012). As simulagoes foram estruturadas considerando-se diversas
situagoes de interesse pratico, formadas pela escolha de diferentes distribuicoes dos tragos laten-
tes, numero de itens, dimensionalidade do teste e nimero de itens em comum no caso de grupos
multiplos.

No Capitulo 6, se faz a analise de um conjunto de dados reais, referente a primeira fase do
vestibular da UNICAMP do ano 2013.

No Capitulo 7, sdo apresentadas diversas conclusoes obtidas deste trabalho de pesquisa e su-
gestOes para pesquisas futuras.

Todo o trabalho computacional feito nesta dissertacgao, foi desenvolvido sobre o programa livre
R, R Core Team (2012a).






Capitulo 2

Distribuicao Normal Multivariada
Assimétrica Centrada

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos uma revisao sobre a distribuicao normal assimétrica multivariada
e definimos uma nova parametrizacao da distribuicdo normal multivariada assimétrica centrada
(NMAC). As vantagens da parametrizagdo aqui proposta no campo da TRI referem-se a identi-
ficabilidade dos modelos e interpretacao dos parametros, quando esta distribuicao é usada para
modelar os tragos latentes dos individuos. Propriedades importantes acerca referida parametriza-
¢ao sao apresentadas.

2.2 Distribuicao normal univariada assimétrica centrada

Nas ultimas décadas tem aumentado o interesse nas chamadas distribuigdes assimétricas elip-
ticas cujas principais caracteristicas estdo resumidas em Genton (2004). Um dos membros mais
importantes e utilizados dessa familia, é a distribuicdo normal assimétrica. Embora a idéia de
modelar assimetria mediante o desenvolvimento de familias que contivessem a distribui¢cao normal
jé& tivesse sido proposta por outros autores, foi Azzalini, no seu pioneiro artigo de 1985, quem
forneceu a definicao formal da distribui¢ao normal assimétrica para o caso univariado. No referido
artigo, é definido que uma variavel aleatéria Z possui uma distribuigdo Normal Assimétrica (NA)
com parametro de assimetria A, empregando a notagao Z ~ NA(0,1, ) , se sua densidade é dada
por

f(z]A) =20(2)®(N2), zeR, XeR, (2.2.1)

onde como ¢ usual, ¢(-) e ®(-) denotam respectivamente a fungdo de densidade de probabilidade
(fdp) e a funcao de distribui¢ao cumulativa (fdc) da normal padrao univariada simétrica. Azzalini
(1985) e Henze (1986) também estudaram algumas das propriedades desta classe de distribuigoes,
obtendo assim uma representacao estocastica baseada em variaveis aleatorias independentes, dada
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por

A 1
| X |+
V142 V1+ A2
onde o simbolo 4 deve ser lido como “distribui-se como”. As varidveis X e Y sao varidveis

aleatorias independentes e identicamente distribuidas N(0,1) . Usando uma reparametrizacao, a
forma vista em (2.2.3) pode ser reescrita como

74

Y, (2.2.2)

«

A
(1+X2)z

Algumas propriedades desta varidvel aleatéria, se resumem no seguinte resultado.

Z L §|X|+(1 - 6%)2Y, onde § = (2.2.3)

Proposicao 2.2.1. Seja Z ~ NA(0,1,)\). Entao,

« 2%~ i

« Var(Z)=1-26%

Para as demonstragoes destas e de outras propriedades da NA univariada, sugerimos a leitura
de Azzalini (1985) e Arellano-Valle e Genton (2005). Gragas ao uso da propriedade da linearidade,
a qual se apresenta na Proposi¢ao (2.2.2), é possivel considerar parametros de localizagao e escala

a NA.

Proposigao 2.2.2. Se Z ~ NA(0,1,)) e sejam € € R e w € RT, entdao a densidade da varidvel
aleatéria Y definida mediante a transformagao linear

Y =¢+wZ, (2.2.4)

val ser

Fr(ys €02, 0) = 2w‘1gb<y;€)<1>{)\(y;£)}, (2.2.5)

acrescentando, desta forma, na distribuigao (2.2.5), pardmetros de localizac¢ao £, com dominio nos
reais, e um parametro de escala w com dominio nos reais positivos.

A distribuicao apresentada em (2.2.5), embora com algumas propriedades desejaveis, possui
certas caracteristicas que dificultam seu uso em termos inferenciais, interpretagdo dos parametros
do modelo e estimacao de pardmetros. Mais especificamente, como mencionado em Azzalini e
Capitanio (1999), esta parametrizagdo possui um ponto de singularidade na matriz de informagao
em A\ = 0, fato que faz com que o modelo viole os pressupostos basicos da normalidade assintética
dos estimadores via maxima verossimilhanca EMV.

A Figura 2.1a exibe uma forma nao quadratica da log-verossimilhanca gerada pela existéncia
de um ponto de inflexdo em A\ = 0. J4 na Figura 2.1b vemos uma forma bastante peculiar dos
contornos. Isso indica que pode existir um ponto de sela na superficie de log-verossimilhanca de
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(a) Duas vezes a LVPR de A (b) Contornos de duas vezes a
LVPR de (9, \)

Figura 2.1: Contorno Normal Assimétrica diferentes valores de «

(w; A). Dado que os parametros da equagao (2.2.5) sdo identificaveis, os problemas inferenciais
no uso desta densidade sao devidos a parametrizacao e particularmente, ao fato de esta nao ser
adequada para problemas de estimagao, o que motivou a proposta de uma parametrizacao alterna,
ver Azzalini (1985).

Azzalini (1985) introduziu a parametrizagdo centrada definida a partir da seguinte identidade

Ye=¢+wZ =7 = p+ o2, (2.2.6)
onde Z ~ NA(0,1,)), Zy =0, (Z — p.) e

w, = E(Z) = bo, o2 =Var(Z) =1- b,

em que b = \/g; com p e o definidas de forma tal que se satisfaga (2.2.6). A parametrizacao

alternativa, ou parametrizagdo centrada (PC), é entdo formada por (u,02,7) ji4 que estes sdo
construidos via a varidvel centrada Zj, e por sua vez, os parametros (£, w?, \) sdo conhecidos como
“pardmetros diretos” (PD). A relagdo entre estas duas parametrizagoes é explicitada na equagao
(2.2.7),

p=EY:)=¢{+wp.,
0 = Var(¥,) = w*(1 - 42)
(Y- B(D)] 47
T VarpE T T 2 (1

(2.2.7)

em que 7y € o coeficiente de assimetria de Pearson. Também é verdade, ver Arellano-Valle e Azzalini
(2008), que

1/3
ondec:< 27 ) . (2.2.8)

&
,uz— /—1+C27 4—7'('
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A parametrizacao centrada apresenta varios beneficios. Como mencionado em Azzalini e Capi-
tanio (1999), a PC apresenta as seguintes caracteristicas: remocao da singularidade da matriz de
informacao em A = 0, as estimativas dos parametros na PC sao menos correlacionadas que as da
PD e a forma da verossimilhanga é mais apropriada em teremos inferenciaos. Em Azzalini (1985),
Azzalini e Capitanio (1999), Arellano-Valle e Azzalini (2008), Santos, Azevedo e Bolfarine (2013),
Azevedo, Bolfarine e Andrade (2011), se podem encontrar exemplos do porque a parametrizagao
centrada representa uma alternativa mas conveniente para escrever a funcao de densidade.

Na Figura 2.2 apresentam-se algumas densidades para a PC, considernado diferentes valores de
A. Se pode notar que a transformacao que conduz a PC preserva o comportamento da densidade
NA. O pardmetro v tem uma interpretacao imediata, no sentido de que quanto mais préximo for
a —1 ou 1, maior serd a assimetria (positiva ou negativa) da variavel. Seguindo a mesma linha, é
considerado geralmente, que se v € (—0,13;0, 13) a assimetria nao é significante.

0.10

— =085 2=-498
,,,,,,,,,,,,, 71=-0,50; 2.=-2,17
......... y=-0,30; 7.=-1,50
__________ 7=0,30; »=150
| \ ———— 42050 =217
| I BN TE— 1=0,85, =498

0.08
~N

0.04 0.06
|
R

002
'

0.00
'

Figura 2.2: Densidades da NA para diferentes valores de A

2.3 Distribuicao Normal Multivariada Assimétrica

Nesta secao primeiramente fornecemos as ferramentas necessarias para a introducgao da distri-
buicao NMAC, para posteriormente fazer sua apresentagao formal. Comentam-se as diferencas
entre a NMAC proposta neste trabalho com aquela proposta em Arellano-Valle e Azzalini (2008).
Também, apresentam-se vantagens do uso da distribuicado NMAC no ambito da TRIM.

2.3.1 Parametrizacao direta

A importancia da densidade (2.2.1) pode ser explicada por dois fatores a saber: primeiro,
ela possui certas propriedades semelhantes aquelas presentes na distribuicdo normal simétrica,
acrescentado um parametro para modelar a assimetria dos dados e desta forma permitem justifi-
car seu nome de normal-assimétrica; segundo, de um ponto de vista pratico, permitem modelar
apropriadamente dados com caracteristicas de unimodalidade e de assimetria, situacao que como
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hill1982robustness comenta sdo bastantes comuns na pratica. Assim a extensao da densidade
(2.2.1) ao caso multivariado é importante para analisar dados multivariados que apresentem estas
caracteristicas.

Versoes multivariadas da densidade (2.2.1) foram brevemente discutidas em Azzalini (1985),
e posteriormente formalizadas em Azzalini e Valle (1996) e Azzalini e Capitanio (1999). Assim
uma das varias formas da distribuicao normal multivariada assimétrica é a seguinte: uma variavel
aleatéria d-dimensional tem uma distribuicdo normal assimétrica multivariada se sua seguinte
funcao de densidade é dada por

204(z; Q)P(A'2), 2z € R (2.3.1)

onde ¢4(z; Q) denota a fungdo de densidade de uma varidvel aleatéria normal d-dimensional com
vetor de medias 0 e matriz de correlagoes Q. Usar-se-4 a notacao Z ~ NA,1(0, 2, X) para indicar
que o vetor aleatério Z distribui-se conforme uma normal d-variada assimétrica com funcao de
densidade dada por (2.3.1).

De forma andloga ao caso simétrico, quando A = 0, a densidade (2.3.1) se reduz a normal
simétrica d-variada de parametros (0,€2). Azzalini e Capitanio (1999) se referem ao vetor A
como “parametro de forma”, embora o verdadeiro parametro de forma tenha uma estrutura mais
complexa. Esta distribuicao permite a introducao de parametros de localizacao e escala, escrevendo

Y =¢+wZ, (2.3.2)

onde € = (&,...,&)" é um vetor de pardmetros de localizagdo e w = diag(wy,...,wy) ¢ uma
matriz diagonal de parametros de escala com suas componentes necessariamente positivas. Assim,
se obtém o seguinte resultado,

Proposicao 2.3.1. Seja Z ~ NA4(0,92;A) entdao a fungao de densidade do vetor aleatério Y
definido segundo a transformacao linear

Y =¢(+ w2z,

é dada por

200(Y — & Q,)8{Aw (Y — £)) (2.3.3)

onde 2, = wQw ¢é uma matriz de varidncias e covariancias, e w é uma matriz diagonal formada
pelos elementos diagonais da matriz €2 elevados a % Para indicar que o vetor aleatorio possui a
densidade (2.3.3) é usada a notacdo Y ~ NA;1(&,€,, A). A prova da proposicao acima é obtida

pela aplicacdo do método do Jacobiano sobre a densidade do vetor aleatorio Z.

Na literatura se podem achar outras propostas para expressar a densidade de um vetor aleatorio
com distribuicio NA k-variada considerando parametros de localizagdo e escala. Por exemplo,
Lachos (2004) propoe uma densidade alternativa aquela da expressao (2.3.1). Na referida definigao,
um vetor aleatorio d-dimensional Y segue uma distribuicao normal assimétrica com vetor de
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localizacao p, matriz de dispersao 3 (uma matriz definida positiva de dimensdo d x d ) e vetor de
assimetria A € R"; se sua fdp é dada por

Fr(y) =206 (Y — p; D)OASV2(Y — p)), Y e R™ (2.3.4)

Para diferenciar um vetor aleatério com funcao de densidade dada em (2.3.4) com aquela da
expressao (2.3.3), se implementard a notagao, ¥ ~ NA;o(p, 3, X) para indicar que Y possui a
densidade (2.3.4). Continuando, Lachos (2004) faz uma observagao de como podem ser considera-
das outras reparametrizacoes para representar o parametro de assimetria A como, por exemplo

A2
A= —— = (2.3.5)

J1—6A1s

para algum 6 € R" e matriz definida positiva A de dimensdo n x n tal que V& 'A™'d < 1,
Lachos (2004) também faz o comentério de que quando A = 3, (matriz de correlagoes) se obtém
a parametrizagdo usada em Azzalini e Valle (1996), i.e., aquela da expressao (2.3.5). A diferenca
entre a distribui¢do normal em (2.3.4) e aquela introduzida por Azzalini e Valle (1996) e Azzalini
e Capitanio (1999), é que estes autores consideram w = /€2 no lugar de ¥ na parte assimétrica
da densidade. A notacao /€2, é usada para representar uma matriz diagonal, cujos elementos sao
a raiz quadrada dos elementos da diagonal principal de 2.

Comparando as formas das densidades (2.3.4) e (2.3.3) vemos que no caso de p = & = 0 e
2 = ¥ = I, as duas coincidem. Porem é importante notar que para a definicdo introduzida
por Lachos (2004) se cumpre uma propriedade que ndo necessariamente é valida para aquela
introduzida por Azzalini e Valle (1996), a qual corresponde a versao multivariada da representacao
estocastica (2.2.2) que se formaliza no seguinte resultado

Proposigao 2.3.2. Seja Z ~ NA;2(0,I4A\). Entao,

d A
Z = 6|X0|+(Id — (56t>1/2X17 (5 = m, (236)

Xo ~ N(0,1), X1 ~ Ny(0,I,) e sao independentes.

Algumas das propriedades da distribui¢do normal assimétrica d-variada (N Aga(p, 3, X)) se re-
sumem no seguinte resultado, que pode ser considerado como o analogo multivariado da proposicao
(2.2.1). Para as demonstragoes correspondentes, sugerimos a leitura de Azzalini e Valle (1996) e
Azzalini e Capitanio (1999).

Proposigao 2.3.3. Seja Y ~ NA,(u, X, X\). Entao,
Lop,=EY)=p+ \/EE%(S, com 8, onde § é tal que A = \7‘1_1(;%,
2. Cou(Y) =X — 2%1/258'51/2 .
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A importéncia dos resultados (2.3.2) e (2.3.6), radica que em que eles ajudarao no posterior
desenvolvimento e implementagao dos algoritmos de estimacao nos modelos propostos da TRIM.

Outra propriedade de interesse, diz respeito a distribuigdo de uma transformacao linear de um
vetor aleatério normal assimétrico, que como Lachos (2004) enfatiza é fechada usando uma matriz
de posto completo.

Proposigao 2.3.4. Seja Y ~ NA;2(p, 3, A) e C uma matriz d x ¢ de posto completo. Entao,

C'Y ~ NA,»(C'u, C'SC, XY,

onde \* = 8,/(1 — 8,'8,)"/2, com 8, = (C'TC)"/2C'EY2§. Para a demonstracio deste
resultado recomenda-se ver Lachos (2004).

Uma caracteristica de interesse da distribuicao (2.3.3), esté relacionada com suas distribui-
¢Oes marginais, como descrito por Azzalini e Valle (1996) e Azzalini e Capitanio (1999), se
Z ~ NA;1(0,9Q,X), entdo a distribuicdo de um subconjunto de componentes de Z ainda é normal
assimétrica. A proposicdo que se encontra continuacao pode-se encontrar em Azzalini e Capitanio
(1999) proposicao (2) junto com sua demonstragao.

Proposigio 2.3.5. Suponha que Z ~ NA;1(0,Q, ) e Z é particionado como Z' = (Z4, Z}) de
dimensoes h e k — h respectivamente; denotando

Qi1 Qo A1
Q - ) A = 9
(Qm Qoo Ao
as correspondentes parti¢oes de £ e A. Entao a distribui¢do marginal de Z; é N A, 1(0, Q11, 5\1),
onde

T At Q7 Qo Ay
P (1 A h) 2

QggAl = QQQ — 92191_11912. (237)

2.3.2 Parametrizacao centrada multivariada de Arellano-Valle e Azza-
lini (2008)

Devido a crescente utilizacao das distribui¢goes normais multivariadas com assimetria, e a di-
ficuldade na manipulacao das suas densidades, também surgiram novas reparametrizagdes. Por
exemplo, Arellano-Valle e Azzalini (2008) desenvolveram a versao multivariada da parametrizagao
centrada, para definir a formulagio segue-se o esquema de Azzalini e Capitanio (1999),

O=wlQuw™, 5= (14NN 20X

e a varidvel

Z=w Y —§&) ~ NAz1(0;Q,N), tal que

2 _ _ 2
E(Z) = \ﬁé =p, Cow(Z)=Q—ppu.=0Q- ;&St =3, (2.3.8)
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com sua versdo padronizada Z, = o, (Z — p.), onde o, = diag(c.y,...,0,4) ¢ uma matriz
diagonal, cujos termos nao nulos sao os desvios padrao da matriz ¥, de forma tal que o j-ésimo
elemento é 0.; = (1 —b%02;)"/, em analogia ao caso escalar, esta parametrizagio é obtida mediante

o uso da variavel centrada Z e dai o seu nome de parametrizacao centrada, cujos parametros sao
(I‘l’pca Z)pca 7)7 onde

M, =EY)=§+wpn,, ,,=Cou(Y)=Q —wp,p' w. (2.3.9)

Se devem ressaltar dois aspectos importantes da parametrizacdo centrada de Azzalini e Ca-
pitanio (1999) ou de Arellano-Valle e Azzalini (2008): (1) Esta é feita sobre a densidade da NA
d-variada da expressao (2.3.3), e (2) ela, em algumas situagoes, incorpora os pardmetros de loca-
lizacao e escala.

2.3.3 Introducgao da distribuicao NAC)

Procedemos agora, com a introducao da parametrizacao da NMA que serd utilizada para a
modelagem dos tragos latentes (8). Seja Z ~ NA;2(0, 14 A), da propriedade(2.3.2) sabemos que
Cov(Z) = I,— 266" e E(Z) = /278, chamemos estas quantidades de W, e yi. respectivamente.
Agora consideremos a variavel aleatéria

0 = (chol(®)) " (Z — ), (2.3.10)

¢ facil ver que esta variavel terd como parametros de localizacdo o vetor 0, e de escala a matriz
identidade de dimensiones apropriadas. Dizemos que o vetor aleatério @ tem distribui¢dao nor-
mal assimétrica d-variada centrada ja que esta definida mediante vetores aleatérios centralizados.
Utilizar-se-4 a notacao 8 ~ NAC;(0,I,4,A). Deve-se destacar que a diferenga entre a parame-
trizagdo centrada multivariada aqui apresentada, com aquela de Azzalini e Capitanio (1999), se
encontra na densidade considerada para suas construgoes.

O vector aleatorio d-dimensional 0 é obtido mediante uma transformacao linear do tipo AZ+ B

onde A = VU;/2 e B = —\/g\Il;l/Qé, portanto usando proposi¢ao (2.3.1) se obtém que a distri-

buigdao de 6 na parametrizagao introduzida por Lachos (2004) vai ser N Ad72<—\/gqu_l/ 25; 01N,
este fato é importante ja que fornece uma relacao entre a parametrizagao direta e a parametrizagao
centrada aqui usada.

Os primeiros momentos do vetor aleatorio d-dimensional 8 sdo resumidos no seguinte resultado

Proposicao 2.3.6. Suponha que 8 ~ NACy(0, 14, ). Entao
« E0)=0
e Cov(0) =1,

Demonstragio: Como o vetor aleatério 8 pode ser visto como resultado da transformacao linear
0 =AZ +Bonde Z ~ NA42(0,15,X), e A = Cov(Z) Y2 e B=—Cov(Z)Y?E(Z). Entio
E(Zy) = AE(Z)+ B=-B+B=0¢ Cov(0) = ACov(Z)A' =1,

m
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Outro resultado de interesse obtido com ajuda da representacao estocastica vista na expressao
(2.3.2) é o seguinte

Proposicao 2.3.7. Suponha-se que 8 ~ NACy(0,1I4 A), entdo condicionando o vetor 6 é uma
varidvel aleatéria Half-Normal Xy (Xo ~ HN(0,1)) se vai ter que a distribuicao de 6|X, vai ser
normal simétrica d-variada, em particular

0] X0 ~ Ny (ASXo, AT, — 55" A") (2.3.11)
onde A e B sao definidos como antes, isto é, A = \Ilz_l/2 e B= —\/2\11_1/26.

Um resultado de grande importancia, é o (2.3.8), onde se acrescentam pardmetros de locali-
zacdo e escala para a NMAC aqui introduzida. Estes pardmetros sdo de nosso interesse, porque
incorporados em modelos da TRIM, permitem estimas o vetor de médias e a matriz de covariancias
dos tracos latentes dos individuos.

Proposicao 2.3.8. Seja @ ~ NACy(0,1,4, ), e considere-se a transformagao

6, = py+ V26, (2.3.12)

entao

* E<91) = My,
o Cov(0,) = ¥y,

1t 1 1t
« o pardmetro de assimetria de 81 serd Ag = 8 /(1—85'09)"/%, com 8p = (B2 W WZ) /24 W2 Wl/25,

e ‘I’Z = (Id — %561:)71

O resultado (2.3.7), serd importante para o desenvolvimentos dos métodos MCMC para a
estimacao conjunta dos parametros dos items e dos tracos latentes 6, no caso em que 6 ~
NAC4(0,I4X). Deve-se notar que para o caso da NMAC aqui introduzida os vetores de lo-
calizagao e escala corresponderao ao vetor de medias e matriz de covariancia.

Na Figura 2.3 se apresenta os graficos de contorno para a distribuigao NAC bivariada N AC5(0, I, A)
para diferentes valores do pardmetro de assimetria. Pode-se ver como no caso em que A = (0,0)’

o grafico de contorno corresponde ao de uma distribuicao simétrica bivarada.
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(a) Contorno NACX = (0,0) (b) Contorno NACA = (—4,4) (¢) Contorno NACA = (5,0)

(d) Contorno NACA = (5,5) (e) Contorno NACA = (—5,-5)  (f) Contorno NACA = (1, —1.3)

Figura 2.3: Contornos Normal Assimétrica Centrada Multivarada proposta, para diferentes valores
de A

2.4 Meétodos de estimacao

Nesta se¢ao apresentam-se dois métodos de estimacao para a normal multivariada assimétrica,
com o intuito de mostrar as vantagens que formas de estimacao Bayesiana via MCMC tem em
relacao a formas de estimacao frequentista.

Um dos motivos para a popularidade da distribuicdo normal assimétrica é o fato dela poder
modelar apropriadamente dados reais oriundos de mecanismos especiais de coleta de dados, ver
Liseo e Parisi (2013). Porém, uma pesquisa da literatura do tema revela que a maioria dos méto-
dos de inferéncia para a parametrizacao usual podem ser problematicos, ainda para o caso escalar
como ¢é explicado em Azzalini (1985), Liseo (1990) e Azzalini e Capitanio (1999). Estes proble-
mas sao devidos basicamente as anomalias na verossimilhanca: por exemplo, no modelo normal
assimétrico univariado padrao, existe uma probabilidade positiva de que o estimador de maxima
verossimilhancga produzira valores infinitos; mais especificamente, este fendomeno acontece quando
todos os dados compartilham o mesmo sinal. Estas dificuldades tendem a ser ainda maiores no caso
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(d) Densidade NACX = (5,5) (e) Densidade NACX = (-5, —5) (f) Densidade NACA = (1, —1.3)

Figura 2.4: Densidades Normal Assimétrica Centrada diferentes valores de A

multivariado onde estas situagoes “probleméaticas” nao sao tao faceis assim de serem detectadas e
muito menos de serem solucionadas.

2.4.1 Estimadores MV

Um resumo sobre metodologias de inferéncia do ponto de vista frequentista é apresentada aqui,
comegando inicialmente com o caso univariado da distribuicdo normal assimétrica. Azzalini e
Capitanio (1999) estudaram a estimagao classica via maxima verossimilhanga (EMV) nas segoes
5 e 6 do seu artigo, e eles notaram que existem varios problemas estatisticos com o procedimento
EMYV, mesmo para o caso univariado, concluindo que métodos de estimacao alternativos deveriam
ser explorados.

A parametrizagdo introduzida em Arellano-Valle e Azzalini (2008) evita o problema de sin-
gularidade da matriz de informagao no ponto a@ = 0, e assim, para os parametros centralizados
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CP = (u,0,7) a log-verossimilhanga correspondente, no caso univariado é

I(CP) = nlog(o. /o) — ;ztz + 3 Golaz) (2.4.1)

onde

2 = Uy + azafl(yi - szﬁ) = U, + 0,7

No caso multivariado,

l= —;nlog|Q|—;ntr(Q—1v) + ZCO{Oétw_l(yi —) (2.4.2)

onde

V=n Z(yi — &)y — &)

A manipulacao destas verossimilhancas nao é trivial, e ndo existem formas fechadas para os
EMV. Além disto os EMV podem ser infinitos em algumas situagées. Um exemplo é dado em
Liseo e Parisi (2013) onde consideram uma amostra de tamanho 10 de duas dimensoes (caso de
uma distribui¢do normal assimétrica bivariada), e todos os pardmetros menos o A conhecidos. A
amostra considerada por Liseo e Parisi (2013), é a seguinte

—0.272 0.340 0.498 1.,511 —-0.134 0.170 —-0.169 0.484 —1.042 0.945
1.421 0.668 1.610 —0.610 0.577 —0.168 2.222 —0.606 1.789 0.361

as estimativas fornecidas pela funcio msn.mle da livraria sn do R sdo (A, Ay) = (1726754, 1387691).

Enquanto no caso escalar o conjunto de amostras que produzem estimativas MV infinitas de
A (ou |[0]= 1) podem ser caracterizadas, vide Liseo e Loperfido (2006), no caso multivariado a
deteccao destes casos nao é tao facil assim. Uma justificativa tedrica para o comportamento
nao satisfatorio dos EMV, Liseo e Parisi, 2013, é que a distancia de Kullback-Leibler entre duas
densidades N A, com valores proximos de A tende a ser muito pequena. Este fato pode produzir
uma verossimilhanca perfilada para a que é bastante plana ao longo de um grande porcao do
espaco paramétrico dele.

2.4.2 Bayesiana

Como ¢ afirmado em Liseo e Parisi, 2013, embora a crescente popularidade de varaveis alea-
torias que tomem em conta parametros de assimetria, ainda nao existe nenhuma solucao “satisfa-
toria” para problemas de estimacao e de julgamento de hipdteses. A abordagem bayesina destes
problemas foi estudada por Liseo e Loperfido (2006) para o caso escalar. No caso multivariado,

importantes avancos em formas de estimacao bayesiana, podem ser encontrados em Fung e Seneta
(2010).
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Nesta sub-se¢do um mecanismo de estimado baseado no algoritmo Metropolis-Hastings é apre-
sentado para estimar todos os pardmetros para um vetor aleatério com distribuicao NAC,(0, Wy, Ag)
com o intuito de mostrar a eficiéncia dos métodos MCMC na estimacao dos parametros, ja que
com distribuicoes deste estilo nos capitulos seguintes, se modelara os tragos latentes dos itens.

A continuagao exibimos um exemplo de dados simulados considerando a matriz ¥y como uma
matriz de correlagoes 2 x 2 com elemento fora da diagonal igual a 0,6 e vetor de parametros
de assimetria igual a (—0,7;0,7)". As a prioris consideradas sdo, para a matriz ¥y uma a priori
Wishart inversa nao informativa, e para o vetor é foram usadas distribui¢ées uniformes no intervalo
(—0.99527;0.99527). Nas Figuras (2.5) se apresentam os traceplot resultantes da implementagao
do algoritmo para estimar os pardmetros de uma simulagao de 1000 dados. Nas Figuras (2.5)
podemos conferir ndo s6 a convergéncia das cadeias para todos os parametros, mas também a
acuracia das estimativas.
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(a) Traceplot para A1 quando o valor(b) Traceplot para A; quando o valor(c) Traceplot para ¥; o quando o valor
verdadeiro é 0.7 verdadeiro é -0.7 verdadeiro é 0.6

Figura 2.5: Traceplot dos parametros da N ACs
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Capitulo 3

Modelos da TRI Multidimensionais
Assimétricos para varios grupos e o
Problema da Identificabilidade

3.1 Introducao

Neste capitulo, o principal objetivo é apresentar uma nova classe de modelos multidimensionais
da TRI para varios grupos com distribui¢goes normais multivariadas centradas assimétricas para
modelar os tracos latentes. Uma base tedrica para o desenvolvimento destes modelos é apresentada.
Com este intuito se apresentam as expressoes, suposicoes e demais aspectos necessarios para uma
analise de dados por meio da Teoria de Resposta ao Item Multidimensional. Se faz uma discussao
do problema de identificabilidade dos modelos trabalhados nesta dissertacao, apresentando um
resultado o qual garante a identificabilidade deles sob certas restri¢goes. Primeiro apresentar-se-ao
os resultados no caso de um tnico grupo para posteriormente apresentar os resultados de grupos
multiplos.

3.2 Introducao a Teoria de Resposta ao Item Multidimen-
sional TRIM

A Teoria de Resposta ao Item Multidimensional (TRIM) consiste em um conjunto de modelos
estatisticos que representam a probabilidade de individuos obterem certo escore em cada um dos
itens que compdem o instrumento de medida (prova, questiondrio, etc), aos quais os individuos
sao submetidos considerando-se mais de um traco latente, além, os pardmetros dos itens inerentes
a estrutura multidimensional, ver M. Reckase (2009). Nos modelos da TRIM para cada individuo
em particular considera-se valor para cada uma das variaveis latentes de interesse, e o conjunto
destas varidveis latente forma o espaco latente, veja Jiang (2005). No caso do modelos da TRI
unidimendional, o espacgo latente completo consta de uma unica variavel. Para os modelos da
TRIM, é feita a suposicao de que dois ou mais tragos latentes sao necessarios para caracterizar o
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desempenho de cada individuo no instrumento de medida.

Na literatura existem varios exemplos onde a suposicao de unidimensionalidade nao se verifica e
que sua utilizacao simplifica, por demais, a natureza dos instrumentos de medida, ver por exemplo:
Ackerman (1994), Reckase, Ackerman e Carlson (1988) e mais recentemente M. Reckase (2009)
e Montenegro(2010). Isto ocorre pelo fato, da propria estrutura dos itens, a qual permite medir
(ou exige) mais de um trago latente. Por exemplo, em testes de Matematica, em geral, os itens
exigem uma certa capacidade de compreensao e interpretagdo de textos (e possivelmente outras
competéncias), além do proprio conhecimento em Matematica. Tais aspectos motivam o estudos
dos modelos da TRIM.

3.3 Modelos da TRIM para itens dicotémicos

Para descrever os modelos da TRIM, é necessario antes a introducao do conceito de espacgo
latente completo. Em Lord, Novick e Birnbaum (1968) ele é definido como a colegdo de todas as
variaveis latentes 6; com d = 1,2,..., D que discriminam os grupos de examinados, onde D serd
a quantidade de dimensoes de proficiéncia. Denotaremos assim, com o vetor @ o espaco latente
completo, onde

0= (01,0,...,0p)". (3.3.1)

Para os modelos da TRIM é feita a suposicao que, mediante fungoes continuas de probabilidade,
se podem relacionar os tragos latentes de cada individuo @ com sua probabilidade de obter um
certo escore em um item. O modelo dicotomico da TRIM, seguindo a notacao de M. Reckase
(2009), pode ser representado na seguinte forma

p(Yy = 110) = F(0,¢;), (3.3.2)

para o individuo ¢ no item j e para F' uma funcao de ligacao, probito ou logito por exemplo.

Na expressdo (3.3.2) nota-se que esta probabilidade depende tanto do vetor de pardmetros
incidentais 6 quanto dos parametros estruturais do item j, contidos em (;. Estes parametros
estruturais dependerao dos diferentes modelos considerados.

A grande maioria dos modelos dicotémicos da TRIM fazem o pressuposto de que a probabili-
dade de se obter uma resposta correta a um item aumenta conforme algum elemento do vetor de
habilidades @ também aumente. Este pressuposto é usualmente conhecido como monotonicidade.
Além, se faz a suposicao de que, condicionando aos vetores @ e {, o grupo de respondentes vao
responder a cada item de forma independente, i.e., a resposta de qualquer individuo a qualquer
item nao tem nenhum impacto na resposta de outro individuo a um item. Também, e novamente
condicionando a @ e ¢, a resposta de um individuo a um item nao altera as tendéncias de resposta
desse mesmo individuo, em nenhuma forma particular, a outros itens. A resposta de todo indivi-
duo a qualquer item do teste vai depender s6 do vetor de habilidades associado a este individuo e
ao vetor de parametros proprios de item. Estes pressupostos fazem sentido, ja que implicam que o
processo de construcao de testes precisa ser controlado de forma que os individuos, para os quais
estao dirigidos, nao compartilhem informacao durante o teste, e que os testes devem ser construidos
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de forma tal que a informagdo em um item nao incremente nem diminua as probabilidades de res-
ponder corretamente a outro item. Em conjunto, a suposicao de respostas independentes a todos
os itens de um teste por todos os individuos que o responderam é conhecido como o pressuposto
de independéncia local ou independéncia condicional, ver M. Reckase (2009).

Suponhamos que temos N individuos e que para cada um deles sdo apresentados [ itens (per-
guntas) com o objetivo de avaliar o traco latente destes individuos em D dreas. A resposta y;; do
i-ésimo estudante para o j-ésimo item é medida como 1 para uma resposta correta e 0 para uma
resposta incorreta. Os dados a serem tratados estarao representados por uma matriz Y de zeros
e uns com entradas y;;.

A independéncia local ou condicional, embora fora citada como suposi¢do, em outros trabalhos
como F.M. Lord (1980), Nojosa (2001), se considera que ela é mais que uma suposi¢do e pode
ser vista como uma conseqiiéncia da correta determinacao da dimensionalidade do instrumento de
medida. Segundo M. Reckase (2009), a dimensionalidade é uma propriedade dos tragos latentes
dos individuos que compoem a amostra e que se submeteram ao teste, e nao uma propriedade
do teste em si mesmo. Uma definicio do conceito de dimensionalidade, na psicometria, pode
ser a encontrada em Montenegro (2010), “(dimensionalidade) é a dimensdo minima no espago
de habilidades requerida para se obter independéncia condicional”. A correta especificacdo da
dimensao do teste implica o fato de se poder tratar de forma condicionalmente independente as
respostas aos diferentes item do teste, de um mesmo individuo, i.e., a correta especificagdo da
dimensao do teste, implica a independéncia local.

Na TRIM, podem ser identificados dois topos de modelos, vide M. Reckase (2009). Estes tipos
sao definidos pela forma em que a informacao proveniente do vetor de tracos latentes é combinado
com as caracteristicas de cada item. Um dos tipos de modelos é baseado na combinacao linear dos
tragos latentes, esta combinacao linear é usada com uma func¢ao de ligacao, usualmente probito ou
logito, para especificar a probabilidade de resposta. Outros exemplos de fungoes de ligagdo podem
ser encontrados em Bazan, Branco e Bolfarine (2006). Para diferentes valores do vetor de tragos
latentes, a combinacao linear pode ser a mesma. Assim, se algum dos tracgos latentes for baixo, a
soma vai ser a mesma se outra das coordenadas for o suficientemente alta. Esta caracteristica nos
modelos tem sido rotulada de compensacao, e os modelos com esta propriedade sao comumente
chamados de modelos compensatoérios.

O segundo tipo de modelos separa as partes cognitivas de um teste em partes e usa um modelo
unidimensional para cada um deles, tais modelos sdo conhecidos como nao-compensatorios. Os
modelos considerados nesta dissertagao, pertencem a classe dos compensatorios.

Antigamente, os modelos dicotomicos mais usuais na TRI unidimensional, propostos em Rasch
(1960), eram tais que a probabilidade de resposta correta ao item j do individuo i (p;;), € modelada
como

pi=F0;—8), j=1,...,J, i=1,...,N, (3.3.3)

onde F' é alguma funcao de ligacdo, usualmente logito ou probito. Os parametros #; representam
o trago latente do i-ésimo estudante e o parametro [3; representa o nivel de dificuldade do i-ésimo
item.

Os modelos de dois parametros na TRI se obtém ao se introduzir um parametro de inclinacao
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a;(> 0) para cada item. Ou seja,

pij:F(gin—ﬁj)7 Oéj>0, j:]_,...,J, 1=1,..., N, (334)
pij = F(ni),
a restricao a; > 0, j = 1,...,k assegura que o estudante com maior traco latente ¢; obtenha uma
maior probabilidade de responder corretamente o item j.
Os modelos de trés pardmetros consideram uma assintota c; para p;;, neste caso
pij=c¢j+ (1 —c¢)F0a; —p;), 0<¢; <1, a;>0, j=1,...,J, i=1,...,N, (3.3.5)

pij = ¢ + (L —¢;)F(nij),

Estes sao os trés modelos fundamentais na TRI unidimensional para itens dicotomicos e as
diferencas ente eles sdo claras. A probabilidade de uma resposta correta sob o modelo de trés
parametros é explicada por um fator adicional, a probabilidade aproximada de individuos com
baixo nivel de trago latente responderem corretamente ao item.

A extensao multidimensional destes modelos se obtém quando o preditor linear 7;; nas expres-
soes (3.3.4)-(3.3.5) é definido como

mi; = a;0; — B,

D (3.3.6)
= Z eidajd - 5]'
d=1
em que
. 0; = (01,6024, ...,0p;) é o vetor de habilidades do i-ésimo individuo, i = 1,2,..., N, e onde

D ¢é a dimensao do item;
» ¢, = (bj,a})" é o vetor de pardmetros do item j;
o = (aj1,2,...,a;p) é o vetor relacionado & discriminagao do item j;
« [3; é o parametro relacionado a dificuldade do item j;

« P(Yj; = 1]6;,¢;) = pi; € a probabilidade do individuo i com vetor proficiéncia 8; responder
corretamente o item j, com vetor de parametros ¢;.

Em (3.3.5), se ¢; = 0 temos a versao multidimensional do modelo de dois parametros. Camilli
(1994) resumiu os trabalhos de comparacao das fungoes logito e probito. Ele incluiu a prova
matematica de que a funcao probito e a func¢ao logito diferem em menos de 0,01 na probabilidade
quando a constate 1,702 ¢ incluida no exponente da funcao logito.

Os modelos de ogiva normal sdo amplamente utilizados e encontram-se implementados em
diversos programas existentes, como o NOHARM (Fraser e McDonald (1988)), que estima os
pardmetros a e B por uma adaptagdo do método dos minimos quadrados e o TESTFACT (Wilson
et al. (1991)) que estima os pardmetros dos items segundo o método da maxima verossimilhanga
marginal e os parametros dos individuos por métodos bayesianos de esperanga ou moda a posteriori
a serem expostos no Capitulo 3.
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3.3.1 Parametros usuais nos modelos usuais da TRIM

Um interpretacao intuitiva dos parametros dos modelos pode ser determinada a partir de uma
inspecao cuidadosa da Figura 3.2. Os parametros a indicam a dire¢ao dos contornos equiprovaveis.
A seguir apresentamos as defini¢des de pardmetros unidimensionais que resumem as informagoes
sobre discriminacao e dificuldade. Para mais discussdes recomenda-se a leitura do trabalho de
Nojosa (2001).

Parametro de dificuldade

A definigdo para a medida de dificuldade de itens multidimensionais (DIFICM) é baseada no
intuito de determinar o ponto no espaco latente em que a superficie de resposta ao item apresente
inclinacdo maxima, ressaltando que a inclinacado em um ponto qualquer da superficie é diferente
dependendo da direcdo na qual a inclinagdo é obtida. O procedimento usado para encontrar o
ponto de maior inclinagao a partir da origem envolve dois passos. Primeiro, o ponto de méxima
inclinagdo em uma particular direcao é determinado. Segundo, as inclinagoes em cada direcao sao
analisadas para determinar a direcao que fornece o maximo absoluto da superficie de resposta.

Em Nojosa (2001) é provado, usando por conveniéncia o modelo logito multidimensional de 3
parametros, que a distancia ao ponto de maior inclinagao na superficie de resposta ao item é

Bi

D 2
\V 2d=1 g

Este parametro pode ser interpretado da mesma forma que o parametro de dificuldade nos
modelos unidimensionais.

DIFICM; = (3.3.7)

Parametro de discriminacao

O vetor de parametros a; indicam a diregao dos contornos equiprovaveis, ver Figuras 3.2, e a
taxa com a que a probabilidade de resposta correta muda de um ponto a outro no espaco latente.
Isto pode ser visto tomando a primeira derivada parcial na expressao seguinte

pij:cj—l—(l—cj)F(aij—ﬂj), 0§Cj<1, Oéj>0, jzl,...,J, Z-:l,...,]\[7 (338)

com respeito alguma dimensao especifica d. J& que os parametros a estao relacionados com a
inclinacao da superficie e a taxa de mudanca da probabilidade com respeito aos eixos, o parametro
a ¢ usualmente chamado pardmetro de discriminagao, vide Reckase e McKinley (1983). Para uma
deducao formal do parametro de discriminagao multidimensional se recomenda ao leitor ver Nojosa
(2001). O poder de discriminagao, de modo geral, de um item indica quao rapido é a mudanca da
probabilidade de resposta correta a um item. Itens com valores das discriminagoes muito grandes
vao dividir de forma clara a regiao espacial em duas partes no caso bidimensional, ver Nojosa
(2001).

No caso multidimensional, o pardmetro de discriminagdo de um item (DISCM), fornece o
mesmo tipo de informacao que é fornecida pelo parametro de discriminagdo. No caso da TRI
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unidimensional, o pardmetro de discriminagao esté relacionado a inclinagdo da curva caracteristica
do item no ponto onde a inclina¢ao é maxima, ou seja o ponto de inflexao.
Em Nojosa (2001) é provado que o pardmetro de discriminagao para itens multidimensioais é

(3.3.9)

Probabilidade de resposta correta de individuos com baixo nivel do traco latente
(Acerto casual)

Este pardmetro é usualmente denotado pela letra ¢ e fornece uma (possivel) assintota infe-
rior nao nula para a curva caracteristica do item. Ele representa a probabilidade dos individuos
com baixo trago latente em todas as dimensoes de responderem ao item de forma correta. Este
parametro ¢é incluido dentro do modelo para tomar em conta o desempenho de individuos com
tracos latentes pertencentes as regioes inferiores das escalas, escolher ao acaso a resposta correta
ou eliminar distratores “improvaveis” sao fatores que devem ser tomado em conta.

Nas Figuras 3.2 e 3.4 apresentam-se exemplos de superficies e contornos de resposta ao item
para varios itens com diferentes parametros. As duas representagoes mostram que a probabilidade
de resposta correta aumenta monotonicamente com um aumento do valor de e um ou mais tragos
latentes. Além disto, é claro que os contornos de probabilidades iguais formam linhas retas. Estas
linhas mostram a natureza compensatéria do modelo. Vemos também o efeito que tem a inclusao
do parametro c;, como uma assintota da superficie.
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Figura 3.2: Contornos para probabilidades de respostas corretas para itens com com diferentes
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(a) a1 = 1.5;a2 = 1.5;b = 0.7;¢ =(b) a1 = 1.5;a3 = 1.5;b = 5;¢=0.25(c) a; = 1.5;a9 = 1.5;b = —5;¢ =
0.25 0.25

Figura 3.3: Superficies de resposta ao item para itens com diferentes parametros

£ oo £ oo £ oo
i I T T T I _ I T T T I i I T T T I
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
dimt dimt dimt
a) a; = 1.55a3 = 1.5;b = 0.7;¢ =(b) a; = 1.5;a2 = 1.5;b =5;¢=0.25(c) a1 = 1.5;a2 = 1.5;b = —5;¢ =
0.25 0.25

Figura 3.4: Contornos para probabilidades de respostas corretas para itens com com diferentes
parametros (continuagao)
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3.4 Identificabilidade dos Modelos

No decorrer deste capitulo se apresentou de forma bastante geral alguns dos modelos multi-
dimensionais da TRI. Agora discutiremos alguns problemas referentes a identificabilidade destes
modelos. O problema da identificabilidade dos modelos da TRI é inerente a estimacao conjunta
dos parametros dos itens, e dos tracos latentes. No caso em que nem os parametros incidentais
nem estruturais sao conhecidos, se faz necessario o estabelecimento de uma métrica (escala) para
que todos os parametros possam ser estimados. No caso multidimensional, isto deve ser feito para
cada dimensao. O problema conhecido por falta de identificabilidade do modelo, vide Matos
(2008), induz a necessidade de estabelecimento desta métrica para os pardmetros, com excegao
do parametro ¢, a qual inicialmente era arbitraria. A falta de identificabilidade ocorre porque
mais de um conjunto de pardmetros pode produzir o mesmo valor da verossimilhanca. A seguir,
apresentamos uma série de definicoes que poderao ser de ajuda na compreensao do texto e que
podem ser vistas, por exemplo, em, Rivers (2003) e Matos (2008).

Definigao 3.4.1. (Pardmetros Observacionalmente Equivalentes.) Dois pontos do espaco
paramétrico Y7 e Ty € © sao ditos observacionalmente equivalentes se py, = pv,.

A igualdade py, = py, equivale a dizer que dois modelos probabilisticos sdo ponto a ponto iguais,
ou seja py, (y) = pr,(y) para todo valor amostral y.

Os modelos probabilisticos referidos na Definicao 3.4.1, podem ser, por exemplo, a Funcao de
Resposta ao Item (FRI) multidimensional

Definigao 3.4.2. (Parametro e Modelo Globalmente Identificaveis.) Um ponto do espaco
paramétrico Yo € © ¢é dito identificavel ou globalmente identificavel se nao existe nenhum outro
ponto do espaco paramétrico observacionalmente equivalente a Y. Neste caso, dizemos que o
modelo probabilistico py é globalmente identificavel.

Definicao 3.4.3. (Pardmetro e Modelo Localmente Identificivel.) Um ponto do espago
paramétrico Yo € © é dito ser localmente identificavel se existe uma vizinhanca V' de Y tal que
nao exista nenhum outro ponto do espago paramétrico Yg € @NV observacionalmente equivalente
a Y. Neste caso, dizemos que o modelos probabilistico py é localmente identificavel na vizinhancga
de Y.

Continuando com o problema da nao-identificabilidade, e seguindo o desenvolvimento de An-
drade, Tavares e Valle (2000) vamos ver o caso dos modelos probito unidimensionais, tomando a
e b constantes, se 0] = ab; + b, 57 = af; +0b, af = aj/ae ¢j = ¢; entao

p(Yi; =107, 05,8, ¢5) =¢

y Y g My g

+ ( )

+ ( )
=c;+ (1 —¢j)F(a;6;, — B))
=cj+ (1 — Cj)F(nij)



com F' alguma funcao de ligacao, logito ou probito, por exemplo.

Para diferentes valores dos parametros do trago latente, discriminacao, dificuldade e de acerto
casual, pode-se gerar a mesma probabilidade de acerto ao item j. No caso multidimensional,
podem-se distinguir pelo menos dois casos onde diferentes valores dos pardmetros produzem a
mesma probabilidade de acerto. Estes dois tipos de nao-identificabilidade sao devidos a invariancia
a transformacoes lineares e rotagoes ortogonais. Um exemplo do primeiro tipo para o caso de
somente uma dimensao é o discutido acima. No caso em que mais dimensoes sdo consideradas,
basta considerar uma matriz nao-singular A e um vetor de reais b, tais que 8; = A6, + b, e entao
seguindo o esquema de Matos (2008), ou seja:

®(ajf; — ;) = P(aATH(0; — b) — ;)
(a,A7'6; — (ol A7 + ) (3.4.2)

((e)'07 — 7).

)
o

em que 37 = [; + ag-A_lb ea; = (A_l)taj, e isto é verdade para quaisquer valor de i e j, fato
que implica P(Yj; = 1;0;", &}, 37, ¢;) = P(Yy; = 1;0;, aj, B5,¢) 0 que por sua vez implicara que
L(0,a,Bly) = L(6", a", B"|y).

Este problema de invariancia a transformagoes lineares é mais conhecido como indeterminacao
da escala de medida, ver Andrade, Tavares e Valle (2000), Matos (2008), Nojosa (2001), j& que é
um problema de indeterminacao da métrica dos tracos latentes dos individuos.

A segunda causa de nao-identificabilidade dos modelos, por invaridncia rotacional deve-se a
possibilidade de rotacdo dos tragos latentes em torno da origem. Formalmente, se M ¢é uma
matriz ortogonal qualquer, tal que MM = MM" = I e 7 = M6;,
entao

Dol — 3) = D M'6; — ;) = ()] ~ ) (3.4.3)

com @5 = BM;.

Na tentativa de garantir a identificabilidade dos modelos da TRIM, na literatura podem-se
encontrar varias propostas. Uma delas é a de Fraser e McDonald (1988) que emprega p, = 0,
Sp=Ieaj,=0,paraj=1,....k—1leqg=j+1,...,k Holman et al. (2004) utilizam p, = 0,
aj, =0, para j #qeaj, =1, paraj=¢q, j=1,...,keq=1,...,k aj, =0, paraj # qe
aj;=1,paraj=g¢q,j=1,...,keq=1,..., k. Podem-se encontrar outros estudos sobre a falta
de identificabilidade nos modelos da TRIM, como por exemplo Rivers (2003) o qual estabelece
condigOes necessarias e suficientes para se obter identificabilidade local, vide Definicdo 3.4.3, de
um modelo D-dimensional de 2 pardmetros. Mais recentemente, em Matos (2008) aborda-se o
problema sob pontos de vista da inferéncia frequentista e bayesiana.

Uma suposicao bastante questionada ma TRIM, ¢é o fato das matrizes de covariancia dos tracos
latentes serem fixadas como a matriz identidade. Como ja foi comentado, a definicdo de uma
métrica esta intrinsecamente relacionada com a identificabilidade dos modelos. No caso em que se
deseje estimar as “relagoes” entre os tracos latentes seria necessario, por exemplo, a estimagao da
matriz >y de covariancias dos tracos latentes.
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Apresentamos agora um resultado que ajuda a garantir a identificar os modelos da TRIM,
perante transformes lineares e rotacionais.

Proposicao 3.4.4. Suponha uma matriz ortogonal R, diferente da matriz identidade, ou uma
matriz permutacoes, e seja I' uma matriz de correlacoes. Entdo o produto I'* = RI'R! é tal que
todos os elementos da diagonal principal nao sao todos iguais a 1. Isto é, a matriz I'*, ndo vai ter
a estrutura de uma matriz de correlacgoes.

Demonstragdo. Queremos provar, que para toda matriz ortogonal R, diferente da identidade e a
uma matriz de permutacoes, e toda matriz de correlacdes, I', a matriz RI' R’ ndo serd uma matriz
de correlaces. Apresentamos a prova para 2 e 3 dimensoes. Para provar que RI'R' nao preserva
as propriedades de uma matriz de correlacdes, basta provar com que seus elementos da diagonal
principal nao sao todos iguais a um.

e Caso de matrizes 2x2:

RIR! — 1 Ti2 1 g 1 T

T21 To22 g 1 T2 Ta2

11 T12 10 + 0 g i1 To1

21 T22 01 g 0 T12 Ta2

10 I 29 7119 T T2
1 Toag T21g) \Tr12 T22

— O

0 4 (T129 g (T T2
1 T22g T219) \T12 722

1 O) < 21117129 7“127’219+7”117“229>

)

01 7127219 + 7117229 2riiriag

Assim, queremos provar que nao existem elementos, reais, ri;, 12 € g para os quais seja

verdade que

2gri19r11 = 0;
griaTi (3.4.4)

2gT917m92 = 0,

sob as restricoes de:

2 2 _ 4.
171 = 15
2 9 4.
1T = 1

T11721 + T12722 = 0,
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as anteriores restrigoes sobre os elementos da matriz R sao verdade, pelo fato da matriz R
ser ortogonal. Fazendo a prova por absurdo, vamos supor que existem valores 711, 712 € ¢
para os quais seja verdade (3.4.4). Mas isto s6 é possivel se b = 0 em cujo caso a matriz T’
seria a matriz identidade, fato que violaria uma das hipoteses do teorema, ou se algum par
de elementos da matriz R sao nulos, em cujo caso teriamos que a matriz R é ou a matriz
identidade ou uma matriz de permutagoes, fato que viola outra das hipdteses do teorema.
Por reducao ao absurdo, temos, que nao existem valores de 711, 712 € g para os quais seja
verdade (3.4.4), o qual implica que a matriz RT'R' ndo é uma matriz de correlagoes.

Caso de matrizes 3x3:

Para as matrizes

11 T2 T13 1 g1 g3
R=|ry 100 13|, I'=]g2 1 g3],
r31 T3z 7133 93 g2 1

os elementos da diagonal principal da matriz, RT R’ vio ser:

L+ riar11g1 + rarisgs + r12r139s;
L+ 7ra1722g1 + ro172392 + T2372293; (3.4.5)

1 + 73173291 + 13173392 + T'327'3393,

queremos provar que sob as restricoes necessarias para que a matriz R seja uma matriz
ortogonal, e tais que g; # 0, Vi = 1,2, 3, nao existem valores de r;j, Vi,7 = 1,2,3 nem g,
Vi = 1,2, 3, para os quais seja verdade que

T2 + rurisge + riz2risgs = 0
2172201 + T21T23G2 + 72372293 = 0; (3.4.6)

T31732g1 + 13173392 + 3273393 = 0.

Mas por um raciocinio andlogo ao caso de matrizes 2 x 2, ter-se-ia que as Unicas matrizes
ortogonais R que satisfazem (3.4.6), sdo matrizes de permutagoes ou a matriz identidade, o
qual implicaria uma contradi¢do. Assim provamos este resultado.

]

Proposicao 3.4.5. Seja 0, o vetor (D x 1) de tragos latentes associado ao individuo j, tal que
E(0;) =0e Cov(0;) = Xy, Vj,j =1,...,N. Suponha, que a matriz 3y tem a estrutura de uma
matriz de correlagoes, com nenhum dos seus elementos, fora da diagonal principal igual a 0. Entao
o modelo (3.3.8) vai ser identificavel.
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Demonstragio: Para que o modelo (3.3.8) seja identificivel, deve-se garantir a invaridncia ante
transformacoes lineares e rotacionais:

o Invariancia ante transformacoes lineares:

Para este tipo de invariancia, basta provar que para uma matriz nao-singular A e um vetor
de reais b, nao é possivel fazer a transformagao 6; = A@; + b. Isto é verdade, porque para
esta transformagao ser possivel, deve-se ter que Cov(AI") seja uma matriz de correlagdes,
e isto s6 vai ser verdade no caso em que a matriz A seja ortogonal (ver caso a seguir de
invaridncia rotacional) ou se a matriz A nao é de posto completo, mas isto nao é possivel
porque A deve ser nao singular, isto é, deve ser de posto completo.

¢ Invariancia rotacional:

A prova para este caso, se obtém de forma direta apés a aplicagdo da Proposigao (3.4.4),
ja que ela diz, que nao existe matriz ortogonal R, diferente da matriz identidade ou uma
matriz de permutag¢des, nem uma matriz de correlagbes I' com nenhum elemento igual a 0,
para a qual a matriz RT' R’ seja uma matriz de correlacdes, isto é, a covaridncia da matriz
RTI' deve nao vai ter a estrutura de uma matriz de correlagoes.

]

A importancia da proposi¢ao (3.4.5), se evidencia no fato em que impoe restrigoes aos tragos
latentes, definindo uma métrica para eles do tipo (0,3,), com ¥y uma matriz de correlagoes,
garantindo a identificabilidade dos modelos.

Um fato que merece ser comentado a respeito da matriz de covariancias dos tragos latentes,
3, é que ela nao pode ter nenhum elemento igual a 0. Se de fato acontecer que o elemento da
linha h e coluna [ da matriz ¥y é igual a 0, entao o modelo nao vai ser mais identificavel, ja que
nao sera invariante ante rotagdes. Um exemplo é o seguinte, suponha que

0 1 0 1 0,5 0
=5 0 —5|eR=[05 1 03],
1 1
5 0 = 0 0,3 1
agora, se 07 = RO;, entao
O(00; — Bj) = P(o RO — ;) = ()0 — ;) (3.4.7)
a covariancia de 0] vai ser
1 0,14 0,56
0,14 1 0 |,
0,56 0 1

a qual de fato tem uma estrutura de matriz de correlagao. Portanto para esta matriz 3y o modelo
probito multidimensional nao seria identificavel.
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A restrigdo imposta pela proposicao (3.4.5), de que as correlagoes entre os tracos latentes sejam
nao nulas, pode parecer bastante forte no sentido de impor a condicdo dos tragos latentes sempre
tiverem algum tipo de “dependéncia”. Porem, se os elementos nulos da matriz de covariancias do
exemplo anterior forem substituidos, por exemplo pelo valor 0,01, a diagonal da matriz de covari-
ancias de 6 vai ser (1,0,91,01), nao preservando, entao, a estrutura de uma matriz de correlagoes.
As correlagoes embora nao possam ser exatamente iguais a zero, podem ser proximas ao zero, e
assim, a restri¢gdo da proposigao (3.4.5) é mais razodvel, o que nos leva a conseguir identificar
correlacgoes nulas, através das proprias estimativas e dos respectivos intervalos de credibilidade.

3.5 Modelos da TRIM com distribuicoes NMAC nos tra-
cos latentes

Na pressente se¢ao desenvolvemos o modelo probito de 3 parametros, com distribuicao dos
tragos latentes normal multivariada centrada apresentada no capitulo 2. Inicialmente para um
uinico grupo e posteriormente para grupos multiplos. Fornecemos uma base tedrica para o de-
senvolvimento dos algoritmos MCMC para estimacao dos parametros, que sera feito no Capitulo
4. Esta se¢ao introduz um novo modelo assimétrico para a TRIM, denominado modelo probito
normal multivariado assimétrico centrado. Este modelo estende ao caso multidimensional os mo-
delo probito normal assimétrico introduzido por Bazan (2005) Capitulo 3, o modelo assimétrico
introduzido por Matos (2008), e os modelos considerando parametrizagoes centradas da normal
assimétrica univariada propostos em Azevedo, Bolfarine e Andrade (2011), Azevedo, Bolfarine e
Andrade (2012), Santos (2012) e Santos, Azevedo e Bolfarine (2013).

Considerando, inicialmente, o caso de um tnico grupo, vamos definir o o modelo probito D-
dimensional de 3 pardmetros assimétrico (D-MP3AC) da seguinte forma

Modelo de resposta ao item (parte funcional)

Y;;10;. 7Cj7 ¢; ~ Bernoulli(P;;),

(3.5.1)
Pij :P(Y |017C ) =¢j+ (1_0])(D(nz])7
Distribui¢do Latente (parte estrutural)
0,10 ~ NACpH(0,Xy, dp), (3.5.2)

em que

¢ = (), 5;)", ©=(0,%9 Ng,)en;= Z%dé’dz B;,

ou seja, seguindo a notacao do capitulo 2, o vetor 6;. segue uma distribuicao normal multivariada
assimétrica centrada, na parametrizacao ali introduzida. Sob esta parametrizacao, teremos que
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E0,]10;) =0e Cov(0,|0;) = 3, com a estrutura de 3y a de uma de matriz de correlagoes. Isto,
e com ajuda da proposigao (3.4.5), garante que o modelo (3.5.2) esta identificado.
E importante destacar, que o parametro de assimetria de nosso interesse, ndo é A, mas sim

A
(1+)\t)\)1/ 2
componentes ter uma interpretacao semelhante ao coeficiente de assimetria de Pearson,

é 6 definido como no Capitulo 2, isto é, . A escolha deste parametro, é feita por suas

3.5.1 Caso de grupos maultiplos

Para a definicdo do modelo no caso de grupos multiplos, deve-se considerar a situagdo em que
se tem K grupos compostos de n; individuos cada, para um total de N = $K  n,. Estes sio
submetidos a diferentes testes com Jj itens cada. Os testes devem possuir certa quantidade de
itens em comum e sao escolhidos de um total de J itens, com Zle Jr < J. Estando no caso
multidimensional, é necessario impor outra condicao aos itens, esta é que para o conjunto de J
itens, eles devem medir o mesmo vetor, de dimensao D x 1, de proficiéncias para cada individuo,
isto €, se assume que os testes aos quais os diferentes grupos sao submetidos medem as mesmas
D dimensoes. Esta restricao é feita, para garantir a determinacao da dimensao de cada teste
e subseqiientemente garantir a independéncia local, vide Secao 3.3. Define-se, agora, a seguinte
notagao: Oy ¢ o d-ésimo, (d = 1,..., D) trago latente do individuo (i = 1,...,n;) pertencente
ao grupo k,(k = 1,...,K). 05 = (O1jk,...0pix)" ¢ o vetor de tragos latentes do individuo ¢
do grupo k. 6., = (0.4y,...0.,,)" é a matriz de tragos latentes dos individuos do grupo k.
6 = (0.1,...,0.x)" é a matriz de todos os tracos latentes: Yijr € a resposta do individuo 7 do
grupo k no item j(j = 1,...,J). Y,;; = (Yig, ..., Yir)" serd o vetor de respostas em todos os
itens do individuo j do grupo k. ¢; é o vetor de parametros do item j. ¢ = (¢t ..., ¢")t é o vetor
com todos os parametros de todos os itens. ®; é o vetor de parametros populacionais do grupo k
e ® = (O ..., 0L) éo vetor com os pardmetros populacionais de todos os grupos.

Desta forma baseados na notagao de Santos (2012), definimos o modelo probito D-dimensional
de 3 pardmetros assimétrico para grupos multiplos (D-MP3ACGM) da seguinte forma

Modelo de resposta ao item (parte funcional)

Yijk|0 5k, ¢, ¢; ~ Bernoulli(Pyz),

(3.5.3)
Pijk = P(YijrlOir, C;) = ¢j + (1 — ¢;)®(my;5),
Distribui¢ao Latente (parte estrutural)
Gj.k|®k ~ NACD(Mgk,EQk,(SQk), (354)

em que ¢; = (a;, 5;) , O = (g, oy, 06,) € My = Liey Aighai — 5.

Deve-se notar que para os tracos latentes esta-se considerando distribuicobes NMAC com vetor
de médias diferente ao vetor nulo, contrario a como era feito no caso de um tinico grupo. Este fato se
deve a identificabilidade do modelo no caso de grupos miltiplos. Como ja foi visto na Secao 3.4 do

35



presente capitulo, a identificabilidade dos modelos no ambito da TRI esta fortemente relacionada
com o estabelecimento da métrica. No caso de grupos multiplos, ¢ de real interesse poder comparar
as estimativas dos diferentes grupos e isto sé serd possivel, se estabelecermos uma métrica de modo
que as estimativas, estejam na mesma métrica, para cada dimensao. Como ¢é explicado em Santos
(2012), no modelo de grupos miltiplos se procede da seguinte forma: primeiro se faz com que os
testes aplicados aos diferentes grupos possuam itens em comum, sendo estes itens sdo necessarios
para criar uma ligacao entre os grupos. Segundo, é escolhido um grupo de referéncia, para o qual
o vetor de médias e a matriz de covaridncias dos tracos latentes, sejam fixados, com isto fixamos
também a escala dos outros grupos, veja Bock e Zimowski (1987).

No caso de modelos unidimensionais, Santos (2012) apresenta uma discussao a respeito a iden-
tificabilidade dos modelos de K grupos. Consideremos, sem perda de generalidade, que o grupo
de referéncia seja o primeiro. Assim deve-se considerar as seguintes restrigoes:

0.]-1 ~ NACd<0; 2917 )‘91)7

3.9.5
H.jkNNACd(uak,Egk,)\gk), /{:2,,K ( )

Diferente ao caso unidimensional, para a situacao onde se tem D dimensdes, dois cenarios serao
considerados:

e Se fixarmos a matriz de covariancia do grupo de referencia como a matriz identidade. Neste
caso, a matriz de covariancia dos outros grupos devem ser iguais a matrizes diagonais,

e Se fixarmos a matriz de covaridncia do grupo de referencia como uma matriz de correlacoes,
como foi feito no caso de um tnico grupo. Neste caso, as matrizes dos outros grupos devem
ser matrizes de covariancia.

Analogamente ao modelo de um grupo, note que nao é possivel considerar transformacoes do
tipo (3.4.3) nos parametros do grupo de referéncia e, conseqiientemente, também nao serd possivel
fazé-lo nos parametros dos demais grupos, uma vez que, a escala desses estard ligada através dos
itens comuns. Isso garante que o modelo (3.5.3) esta identificado.

Neste capitulo foi feito um breve resumo de alguns dos modelos classicos da TRIM, junto com
as defini¢oes dos seus parametros. Também foi feita uma discussao sobre a identificabilidade deles
, além de permitir a modelagem da matriz de covariancias dos tracos latentes. O modelo probito
D-dimensional de 3 pardmetros assimétrico para grupos multiplos (D-MP3ACGM) foi definido, e
apresentou-se as condi¢oes para garantir a sua identificabilidade.
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Capitulo 4

Estimacao via MCMC para Modelos da
TRIM Assimétricos de Grupos Multiplos

4.1 Introducao

Nas ultimas décadas observou-se um crescimento no uso de métodos bayesianos baseados em
Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) na area da TRI. No entanto os modelos da TRI
também foram crescendo em complexidade, o que fez com que muitos dos mecanismos de estimacao,
usualmente empregados, se tornassem proibitivos. Assim os métodos MCMC constituem uma
alternativa bastante ttil para estes casos. Albert, no seu artigo pioneiro de 1992, marcou o inicio
da implementacao dos métodos MCMC na TRI. Albert (1992) empregou o esquema de dados
aumentados para a etapa de estimacao do vetor de parametros do modelo, em conjunto com
o amostrador de Gibbs , ver Geman e Geman (1984); Gelfand e Smith (1990). Na literatura,
podem-se identificar varios tipos de dados aumentados (Beguin e Glas (2001) e Sahu (2002)).
Assim, uma motivacao deste capitulo é comparar estes esquemas de dados aumentados no caso
de modelos da TRIM. Também queremos avaliar se nossos algoritmos estdo convergindo e obter
os parametros MCMC: burn-in, espacamento e tamanho total das cadeias, para se ter amostras
validas de tamanho desejado. E considerada uma aplicacdo da proposta de Gonzalez (2004) para
melhorar a convergéncia das cadeias, o que representa mais uma contribuicao desta dissertacao.

Para uma simulagao de um teste multidimensional, os algoritmos apresentados sdo comparados.
Aquele que segundo alguns critérios de comparagao, forne¢ca uma melhor alternativa, sera escolhido
para implementar os modelos mais complexos introduzidos no capitulo 3.

4.2 Dados aumentados

O esquema de dados aumentados (Tanner e Wong (1987)) foi uma importante contribuicao
para a utilizacao dos algoritmos Monte Carlo via Cadeias de Markov MCMC. Quando combinada
com as ferramentas introduzidas nos trabalhos de Metropolis, Rosenbluth e Rosenbluth (1972) e
Hastings (1970) torna possivel a analise bayesiana de modelos mais complexos. O esquema de dados
aumentados consiste em tomar dados latentes ou faltantes como parametros a serem estimados.
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Embora isto introduza mais parametros para se estimar, as densidades condicionais ficam, em
geral, mais simples de serem simuladas. ¢ importante destacar que a extensao dos esquemas para
o caso de grupos multiplos ¢ imediata.

Na TRI, para os modelos dicotomicos de 3 parametros, se destacam dois esquemas de dados
aumentados, o introduzido em Beguin e Glas (2001) e o introduzido em Sahu (2002). Primeiro se
apresentara o algoritmo desenvolvido segundo o esquema de Beguin e Glas (2001).

4.2.1 Beguin e Glass

O procedimento introduzido em Beguin e Glas (2001), é um procedimento bayesiano para esti-
mar o modelo multidimensional probito de trés parametros. O procedimento é uma generalizacao
daquele proposto por Albert(1992). Como foi visto no capitulo 3, no modelo multidimensional de
3 parametros con enlace probito a probabilidade de uma resposta correta é dada por

p(Yy =116, ¢;,¢5) = ¢+ (1 = ¢;)®(my5), (4.2.1)

A expressao (4.2.1) pode ser interpretada como uma combinagao linear entre a probabilidade

®(n;;) de que o individuo de fato sabe a resposta correta e responder corretamente com proba-

bilidade um, e a probabilidade (1 — ®(7;;)) de que o individuo nao saiba a resposta correta mas

responda corretamente ao acaso com probabilidade ¢;. Assim a probabilidade de uma resposta cor-

reta é a soma de um termo ®(7;;), com um termo c;(1—®(;;)). De acordo com esta interpretagao,
Beguin e Glas (2001) introduzem o vetor de variaveis binarias W;; tal que

1, se o individuo ¢ conhece a resposta correta ao item j
Wy = { P J (4.2.2)

0, se o individuo ¢ nao conhece a resposta correta ao item j.

De tal forma que se W;; = 0, o individuo ¢ vai “chutar” a resposta ao item j; e se W;; =1, o
individuo ¢ sabe a resposta correta e portanto respondera o item corretamente. Conseqiientemente,
a probabilidade condicional de W;; = w;; dado Y;; é dada por

p(Wij = 1|Yi; = 1,nij,¢;) o< ®(n)i
p(Wi; = O‘Y;j = 1,mij,¢;) o< ¢j(1 — @(n)i;)) (4.2.3)
p(Wi; = 1]Y;; = 0,m35,¢;) = 0
p(Wi; = 0]Yi; = 0,m5,¢;) = 1.
Para a implementacao do amostrador de Gibbs, aos dados y utiliza-se também os dados latentes
w = (w1, ..., wn)'. Os dados também sdo aumentados com outro conjunto de dados latentes
z = (211, -, Zu)", onde as varidveis Z;; sao independentes e normalmente distribuidas com média

n;; € desvio padrao 1. Os conjuntos de varidveis aumentados se relacionam no sentido em que
zij>0sewijzlezij§Oewij:0. Isto é

P(2zijlwij, mij) o< d(zij;mij, 1) (255 > 0) I (wy; = 1) + I(2;; < 0)I (wy; = 0)], (4.2.4)
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onde I(-) é a funcao indicadora usual que assume o valor um se o seu argumento for verdadeiro e
o valor zero caso contrario.

Para os aj, e os 3; se consideram distribui¢oes a priori normais multivariadas simétricas .
Para o parametro de acerto casual se considera a priori conjugada Beta(k,, ka.). A distribuigao
a posteriori conjunta de ¢, ¢, 8, z e w é dada por

(4.2.5)

onde se define a p(z;;|w;;;mi;) como em (4.2.4) e p(w;j|yij; mij, ¢;) como em (4.2.5).

Denotando por () o conjunto de todos os outros pardmetros, temos que o algoritmo proposto
em Beguin e Glas (2001) para t = 1,2,...,B,..., M, onde B é o burn in e M é o tamanho de
amostra gerada: simula iterativamente todas as quantidades desconhecidas na seguinte ordem:

e Inicializar o algoritmo escolhendo valores iniciais convenientes;

 Simule as varidveis aumentadas W;; e Z;; de W;;|(-) e Z;;|(-) respectivamente. i =1,..., N
eg=1,...,J;

 Simule os tragos latentes 6; de 6;|(-). i =1,...,N;
o Simule ¢; de {,|(-). j=1,...,J;
o Simule ¢; de ¢;|(+). j=1,...,J,

para maior profundidade no algoritmo se recomenda ao leitor o trabalho Beguin e Glas (2001).

4.2.2 Sahu

Outro esquema de dados aumentados bastante referenciado na literatura para ajustar o modelo
de ogiva normal é aquele introduzido em Sahu (2002), porem o algoritmo referenciado foi imple-
mentado para o caso unidimensional. Uma extensao para o caso multidimensional com ligagao
logito pode ser encontrada em exemplo Fu, Tao e Shi (2009). Neste trabalho é feita uma extensao
multidimensional que difere daquela apresentada em Fu, Tao e Shi (2009). O algoritmo proposto
por Sahu (2002) introduz dois tipos de varidveis aleatdrias correspondentes a cada observagao y;;.
A primeira é uma variavel aleatéria (aumentada) Bernoulli, que é denotada por U;; com probabi-
lidade de sucesso ¢;. A segunda variavel aumentada é Z;; como definida em Beguin e Glas (2001),
isto é, uma variavel aleatéria com distribuicdo normal com média 7;; e varidncia 1. A relagao
destas varidveis aumentadas com os dados Y é

Novamente, para os ajq e os 3;se consideram distribuicoes a priori normais multivariadas
simétricas, com matriz de covariancias uma matriz diagonal. Para o parametro e acerto casual se
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considera uma a priori Beta(a,b). A distribuigdo a posteriori conjunta de ¢, ¢, 8, z e u é dada
por

p(¢; ¢, 0, z,uly) = p(z,uly; ¢, ¢, 0)p(0)p(¢)p(clu) (4.2.7)
n k
- 1:[1 Hlp(zij wiz; 15 )0 (wis |Yiss mig» ¢5)p(0:)p(€)p(C) (4.2.8)

O procedimento consiste na simulacao passo a passo das condicionais a posteriori das compo-
nentes ¢, c, 0, z e w.

O algoritmo MCMC usando o esquema de dados aumentados de Sahu (2002), é bastante similar
ao de Beguin e Glas (2001). Novamente denotando por (-) o conjunto de todos os outros pardmetros,
temos que o algoritmo proposto em Sahu para t = 1,2,...,B,...,M, onde B é o burn in e M
é o tamanho de amostra gerado: simula iterativamente todas as quantidades desconhecidas na
seguinte ordem:

e Inicializar o algoritmo escolhendo valores iniciais convenientes;

 Simule as varidveis aumentadas U;; e Z;; de U;;|(+) e Z;;|(-) respectivamente. i =1,..., N e
7=1,...,J;

 Simule os tragos latentes 6; de 0;|(-). i =1,..., N;
e Simule ¢; de {,|(-). j=1,...,J;
o Simule ¢; de ¢;|(+). 7=1,....,J,

para maior profundidade no algoritmo se recomenda ao leitor a referencia Sahu(2001).

4.3 Metropolis Hasting MCMC

Em Patz e Junker (1999b) é descrito um método MCMC baseado no algoritmo de Metropolis-
Hasting, para alguns modelos da TRI. Em Patz e Junker (1999a) os mecanismos de estimacao
foram estendidos a casos de nao resposta e modelos politomicos, entre outros.

Sob a suposicao de independéncia local, a verossimilhanca total das respostas para os N indi-
viduos e os J itens pode ser escrita como
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estas equagoes nos dizem respeito a verossimilhanca da matriz de resposta de dimensao N x J,
e ela pode ser expressa como o produto das verossimilhangas entre os respondentes ou como o
produto das verossimilhancas entre os items.

Denotamos a distribuicdo a priori conjunta de todos os parametros e tragos latentes por
(0., .., B,c). Entao a distribuigao a priori pode ser escrita como

(0., ., B,¢c) =my(0.)mo(c.)m5(8)mc(cC)

N 7 (4.3.2)
— (TT70(6:)) T 7oty malB)me(c),
i=1 j=1
assim a distribuicao a posteriori conjunta para o modelo pode-se expressar como
p0.,.,B,cly) x L(y|O.,..,B,c)n(0.., ., B, c). (4.3.3)

Nao é possivel obter amostras simuladas diretamente desta distribuicdo a posteriori conjunta,
ver Jiang (2005). Assim, com o objetivo de obter valores amostrais para os parametros do modelo
a partir da distribuicao conjunta, deve-se implentar o algoritmo de Metropolis Hastings dentro do
amostrador de Gibbs (MHGS) !

No algoritmo de Metropolis-Hastings, diferentemente do amostrador de Gibbs, escolhe-se um
estado via um esquema de passeio aleatorio e este estado candidato nem sempre é aceito, diferen-
temente do amostrados de Gibbs. Mais precisamente, seja r uma densidade, tal que a funcao de
transigao seja definida como R(y, B) = [gr(z—y)dz. Entao, define-se a probabilidade de aceitagao
Q como

(gl —2)
aly,z) = {g(y)r(z —) 1}, (4.3.4)

onde g(-) é a distribuigdo objetivo. Por exemplo, as distribuigoes a posteriori para cada trago
latente dos individuos, ou a distribuicdo condicional completa para cada parametro do item. Se o
denominador em (4.3.4) for igual a 0, simplesmente se fixa a probabilidade de aceitacao o = 1.

A seguir apresentam-se as densidades propostas correspondentes aos tragos latentes e aos pa-
rametros dos itens. Elas sao escolhidas tanto por conveniéncia como por eficiéncia.

« Densidade proposta para 8™ é Np(8', Ip).
« Densidade proposta para "' é N(5',03).

« Densidade proposta para ¢*! é U(ct — ., ¢t + 6.);

!Sigla do inglés: Metropolis-Hastings within Gibbs sampling.
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onde 03, d. sdo constantes. Aqui iguais a 1 e ;.

O algoritmo entao é:

o Simule 6} de uma Np(@.,I), ¥i = 1,2,...,N. Aceite 8" = 6} com probabilidade
a(6;.,6;),

o Simule 8} de uma Np(@.,I), ¥i = 1,2,...,N. Aceite 857" = 6} com probabilidade
(6., 6;),

« Simule 8 de uma N(6!,03),Vj = 1,2,...,J. Aceite 8" = 7 com probabilidade a (6, 3;),

e Simule ¢} de uma U(c} — o, ¢} +6.), Vj = 1,2,...,J. Aceite c§.+1 = ¢} com probabilidade

a(ch, c5).

Maiores detalhes podem ser encontrados no Apéndice.

4.4 Proposta de aceleracao de convergéncia

Como vimos nas se¢oes anteriores, os dados aumentados podem facilitar a forma dos algoritmos
MCMC porém, a convergéncia destes algoritmos pode ser lenta devido as altas correlagoes entre
os parametros do modelo e os dados latentes. Correlagdes muito grandes implicam que as cadeias
se movem lentamente ao longo do espago paramétrico fazendo necessario uma grande quantidade
de iteracoes para se obter uma amostra valida, no sentido dos algoritmos MCMC, da densidade a
posteriori. Além disso, um nimero grande de iteragoes serd necessario para determinar a conver-
géncia da cadeia. Isto motiva o desenvolvimento de ferramentas para reduzir as autocorrelagoes
da cadeia e, conseqlientemente, melhorar a convergéncia do algoritmo MCMC.

Uma proposta de redugdo das autocorrelagoes das cadeias é dada em Gonzalez(2004). Tal
artigo ¢é orientado a reducao das autocorrelagoes para modelos probito e probito multivariado. O
algoritmo que foi proposto é um resultado de acrescentar um passo ao algoritmo de amostrador de
Gibbs convencional. A continuacao se apresentara o algoritmo para o caso de um modelo probito,
assim como introduzido em Gonzalez (2004).

Primeiro se supoe a variavel y; que pode ser zeros ou um e que a sua vez ¢ determinada por
uma variavel latente continua y; tal que

yr =Xa+e, i=1,...,N

a variavel e; se distribui segundo uma lei normal com média zero e variancia igual a 1. A varidvel
binaria y; € igual a um se e s6 se y© > 0, e sera igual a zero no caso contrario. X; é um vetor 1 x [
de regressoras e a ¢ um vetor de parametros, isto €, se supoe que se tem [ variaveis exploratérias na

equagao, com parametros a = (ay,...,a;)". Conisedere-se a seguinte reparametrizagao do modelo,
— az as ap _ _
T = (al,,,...,) = (ay,ag,...,a@) (4.4.1)
ay a ax
y: = X;m + Xpaza1 + X,»gchal + -+ Xyajaq (442)
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A distribui¢ao a posteriori de 7, que serd denotada ay,(-) é derivada da densidade a posteriori
de a (ay) desta forma:

GM(al,dg, . ,m) = aM(al,dgal, .. ,dl)|a1]l*1,

onde |a;|'" é o Jacobiano da transformacao.

Aplicando esta proposta aos modelos da TRIM, especialmente ao esquema de dados aumen-
tados de Beguin e Glass (2001) para o modelo probito de 3 pardmetros multidimensional vamos
ter que o vetor de parametros a; serd agora (o1, o, ..., a;p, 3)". Assim o algoritmo de Beguin e
Glass incluindo este passo de aceleracao de convergéncia sera:

parat = 1,2,...,B,...,M, onde B é o burn in e M ¢é o tamanho de amostra gerado: simula
iterativamente todas as quantidades desconhecidas na seguinte ordem:

e Inicializar o algoritmo escolhendo valores iniciais convenientes;

 Simule as varidveis aumentadas W;; e Z;; de W;;|(-) e Z;;|(-) respectivamente. i =1,..., N
ej=1,...,J;

 Simule os tragos latentes 6; de 0;|(-). i =1,..., N;
o Simule ¢; de (;|(-). j=1,...,J;

o Simule aj; de aj1|(@ja,...,@p,B). j=1,...,J;

o Simule ¢; de ¢;|(+). 7=1,...,J,

Note que este algoritmo é o mesmo que aquele apresentado por Beguin e Glass (2001), comum
passo extra. Portanto, a diferenca consiste em que todos os pardmetros (ajg,...,a;p, )" sdo
multiplicados por um fator aleatério. Este passo extra acelera o algoritmo porque ele propoe uma
mudanca nos parametros a qual nao depende dos dados latentes. A aplicacdo desta proposta para
o esquema de dados aumentados de Sahu(2001) se construiram de forma andloga. Uma descri¢ao
mais detalhada deste algoritmo pode ser vista no apéndice.

4.5 Estudo de simulacao

Nesta secao avaliaremos os cinco algoritmos MCMC discutidos, em termos da qualidade de
convergéncia, avaliando a magnitude das autocorrelagoes. As analises serao feitas com base em
um tunico conjunto de respostas que foram simuladas considerando-se a seguinte situacao: 2000
individuos, 30 itens, 2 dimensoes, e tais que 6,4 ~ No(0; I5), Vi, Vd. Assim poderemos comparar
os algoritmos sob uma circunstancia bastante simples no sentido de que nao assumimos assimetria
para os tracos latentes, ndo temos dados faltantes, e fixamos a métrica dos tragos latentes como
(0,I5). Os parametros dos itens foram fixados nos seguintes intervalos: «jq € [0;1,4],V) =
1,2,...30,Vd =1,2. 5; € [-3;3] e ¢; € [0,20;0,25].
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4.5.1 Comparacao dos algoritmos de estimacao

Foram gerados 50000 valores utilizando os algoritmos de Beguin e Glas (2001), Sahu (2002),
Metropolis Hastings, Beguin e Glass com o passo de acelera¢ao de convergéncia de Gonzalez (2004)
e Sahu com o passo de aceleracao de convergéncia de Gonzalez (2004). Consideramos um periodo
de aquecimento (burn in) de 10020 iteragdes, j4 que a convergéncia de todas as cadeias parecia
ocorrer apés este numero. Para todas as cadeias pegamos valores de 40 em 40, para assim reduzir
a autocorrelagdo e em todos os casos obter um tamanho da amostra de 1000. Simulamos 3 cadeias
com diferentes valores iniciais, para cada algoritmo, com o intuito de verificar a mistura entre elas.
No apéndice apresentamos as simula¢oes para as trés cadeias, o grafico do critério para monitorar
a convergéncia de simulagoes iterativas proposto por Brooks e Gelman (1998) e os correlogramas
sem espacamento para os parametros dos itens 10, 20 e 30.

Nas Figuras 4.1 apresentamos os graficos de valores simulados dos parametros do item 16 que
foi escolhido aleatériamente. Os graficos mostram os valores apds o periodo de aquecimento consi-
derando os trés conjuntos de valores iniciais com o espagamento, isto para facilitar a visualizacao.
Podemos ver que as cadeias se misturam bem, indicando que os diferentes valores iniciais nao al-
teram, de forma significativa, os resultados. Nas figuras 4.2 a 4.5 mostram os correlogramas, com
e sem espacamento, das amostras geradas para os parametros do item 16, para um dos conjuntos
de valores iniciais.

Item 16, parametro a1 Item 16, parametro a2

20

velores simulades
valores simulados

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Keragao Keragao
Item 16, parametro b Item 16, parametro ¢

valores simulades
valores slmulades
01 0.2 03 04 05

0 200 400 600 800 1000

Reragao

Figura 4.1: Valores simulados para o parametros do item 16. Legenda: + Sahu-Gonzalez, x
Beguin e Glass-Gonzalez, o Sahu, A Beguin e Glas, & Metropolis Hasting
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Figura 4.2:
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Correlogramas sem espacamento das amostras geradas para os parametros do item

16. Ordem de esquerda a direita: Sahu-Gonzalez, Beguin Glass-Gonzalez, Sahu, Beguin Glass,
Metropolis Hasting
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Figura 4.3: Correlogramas sem espacamento das amostras geradas para os parametros do item
16 (continuagao). Ordem de esquerda a direita: Sahu-Gonzalez, Beguin Glass-Gonzalez, Sahu,
Beguin Glass, Metropolis Hasting
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Figura 4.4: Correlogramas com espagamento das amostras geradas para os parametros do item
16. Ordem de esquerda a direita: Sahu-Gonzalez, Beguin Glass-Gonzalez, Sahu, Beguin Glass,
Metropolis Hasting
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Figura 4.5: Correlogramas com espacamento das amostras geradas para os parametros do item
16 (continuagdo). Ordem de esquerda a direita: Sahu-Gonzalez, Beguin Glass-Gonzalez, Sahu,
Beguin Glass, Metropolis Hasting
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Os resultados anteriores confirmam a convergéncia de todos os cinco algoritmos ap6s um certo
niumero de iteragbes. Porém, como discutido em Santos, Azevedo e Bolfarine (2013), os longos
periodos de computacao que sao demandados pelos métodos MCMC, fazem necessaria realizar a
comparacgao dos algoritmos de forma que o tempo para atingir a convergéncia seja tomado em
conta. O tamanho efetivo de amostra (ESS) ? representa um critério de comparacio bastante
conveniente para este objetivo. Particularmente neste trabalho utilizamos o ESS como feito em
Sahu (2002). O ESS se define para cada parametro como o tamanho das amostras MCMC dividido
pela autocorrelagao, v = 1 + 2372, pg, onde p; é a autocorrelacao com defasagem k. Portanto,
quanto maior for o valor do critério ESS, mais proxima de uma amostra aleatéria da distribuicao a
posteriori conjunta esta a amostra gerada e mais representativa esta sera, ver Gammerman e Lopes
(2006). Em Sahu (2002), foi proposto como estimativa da autocorrelagao o valor (14 p*)/(1 — p*),
onde p* = |p1].

Com as amostras obtidas para os cinco algoritmos MCMC calculamos os ESS. A Tabela 4.1
mostra as médias do ESS para cada um dos algoritmos. Em termos do ESS, o esquema de dados
aumentados de Sahu (2002), com a proposta de aceleragdo de convergéncia de Gonzalez (2004)
teve a melhor performance. No decorrer do pressente trabalho, para implementacao dos algoritmos
MCMC trabalho se usard o esquema de dados aumentados de Sahu (2002) com a proposta de
aceleracao de convergéncia de Gonzalez (2004).

Tabela 4.1: Comparacao dos diferentes algoritmos MCMC para os dados simulados, segundo o
critério do ESS

Algoritmo de estimagao | Sahu-Gonzalez BG-Gonzalez Sahu BG MH
ESS 3265.666 845.6012 3210.733  949.8026 1058.033

4.6 Algoritmo MCMC para o modelo D-MP3NAC

Nesta secdo, apresentamos uma versio bdsica do algoritmo ADMHGSSR 3, ver Azevedo, Bol-
farine e Andrade (2012) eSantos (2012), o qual permite obter amostras marginais dos parametros
do modelo D-MP3AC introduzido no Capitulo 3. Diz-se versao bésica pelo fato do algoritmo nao
considerar a introdugao de qualquer restrigao sob os parametros do item, necessaria, por exemplo,
para contornar possiveis problemas de nao identificabilidade.

Estamos assumindo como distribuigdo a priori para os tragos latentes uma NACH(0, Xy, Ag)
como vista no Capitulo 2. Podemos descrever a distribuicao dos tragos latentes de forma hierér-
quica da seguinte forma.

0..|(H:, Q) ~ Np (AéHi +B,A(Ip - aaf)At>, (4.6.1)
Hyp ~ HN(0, 1), (4.6.2)

2Sigla do inglés: effective sample size
3Sigla do inglés: Augmented data Metropolis-Hastings within Gibbs sampling stochastic representation
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em que,

A=U?

2 —1/2
B = —\[T‘I’z %8, (4.6.3)

B A
T AN

Deve-se notar que estamos modelando a matriz de covariancias para os tracos latentes e o vetor
de parametros de assimetria, para eles serdao preciso passos Metropolis. Consideramos agora as
densidades propostas para os parametros populacionais: para a matriz de covariancias se considera
uma Wishart inversa como sugerido por Gelman et al. (2013). Para cada componente do pardmetro
de assimetria § consideram-se a prioris uniformes. Assim,

(67, 64) = U ((85™)), 12055 ~1)), (4.6.4)

em que

(08 = maz{-0,99527: 65" — A}, As >0,
(687 = min{—0,99527; 61 7) + As},

para a matriz de covariancia,

g8V 5y = IW(m + D, (D — 1)5;'"), (4.6.5)

com m e Ay constantes previamente definidas. Assim, estamos assumindo a seguinte forma geral
para a priori conjunta dos parametros.

§(6..h.C. c. O 5 5,) ={ﬁ 0,0) }{ﬁp }{f[p@ﬂac)}

j=1

{f{ (&80 eI}

O algoritmo ADMHGSRS para t =1,2,...,B,..., M, onde B é o burn in e M é o tamanho
de amostra gerado: simula iterativamente todas as quantidades desconhecidas na seguinte ordem:

(4.6.6)

« Inicializar o algoritmo escolhendo valores iniciais convenientes;

 Simule as varidveis aumentadas U;; e Z;; de U;;|(-) e Z;;|(-) respectivamente. i =1,..., N e
j=1,...,J;

o Simule h; de H|(-).i=1,...,N;
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 Simule os tragos latentes 6; de 6;|(-). i =1,...,N;
o Simule §; de 6;|(-).j =1,...,J;

o Simule X4, de Xg,|(-).i =1,..., N;

o Simule ¢; de (;|(-). j=1,...,J;

o Simule aj; de aji|(@jo,...,@p,B). j=1,...,J;

o Simule ¢; de ¢;|(+). 7=1,....,J,

4.7 Comentarios finais do capitulo

Neste capitulo descrevemos varios algoritmo MCMC para estimacao de parametros de item e
tragos latentes, concluindo que o esquema de dados aumentados de Sahu (2002) com a proposta
de aceleragdo de convergéncia de Gonzalez (2004) era o melhor em termos do ESS. Neste capitulo
também apresentamos o algoritmo MCMC para o modelo D-MP3NAC.
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Capitulo 5

Estudo de Simulacao

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os resultados de estudos de simulagao realizados com intuito de
avaliar a acurdcia das estimativas e, também, o impacto de importantes fatores na recuperacao
dos verdadeiros valores dos parametros. Realizamos este estudo utilizando o esquema de dados au-
mentados de Sahu (2002) com o passo de acelerado de convergéncia de Gonzalez (2004), algoritmo
ADGS. Esta escolha foi baseada nos resultados obtidos na no Capitulo anterior, que apontaram
este algoritmo como sendo o de melhor performance, em termos de convergéncia.

A estimacao bayesiana utilizando métodos de Monte Carlo baseados na simulacao de cadeias de
Markov (MCMC; Gelfand e Smith (1990), Geman e Geman (1984)), representam uma excelente
alternativa aos métodos cldssicos via Maxima Verossimilhanga Marginal (MVM; Darrell Bock
e Lieberman (1970), Bock e Aitkin (1981)) no contexto da TRI, particularmente em modelos
complexos. Nesta secao consideramos diversas situagoes de interesse pratico, formadas pela escolha
das distribuigoes dos tragos latentes, numero de itens (tamanho do teste), dimensionalidade do
teste, nimeros de individuos em cada grupo, os quais compartilham diferentes percentuais de itens
comuns.

De modo a comparar as diferentes situagdes, devem-se usar estatisticas convenientes. Seja
9, € (045, agi, b;), onde [ é um indice conveniente (i,j ou k) e 9, sua respectiva estimativa obtida

na réplica r, r = 1,..., R. Defina também 0; = %Zf;l Uy A raiz quadrada do erro quadratico
médio (REQM) e o viés relativo absoluto (VRA) sdo definidos da seguinte forma:

1 &
REQM = J — Z(ﬁlr — ;)2 e
Rr:l
[0 — 0y

VRA = .
[

As respostas aos itens geradas sob as diferentes condigoes serdao analisadas sob o modelo si-
métrico e o modelo assimétrico proposto no capitulo 4. Em vista disso, espera-se detectar as
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vantagens e/ou desvantagens ao se adotar tais modelos no processo de estimagao, quando a verda-
deira distribuicao dos tracos latentes possui diferentes comportamentos, além de medir a influéncia
dos fatores na acuracia associada as estimativas. Conduzir-4 o estudo para um conjunto de R = 10
replicas, considerando os seguintes fatores (e seus niveis):

« Unico grupo:

Numero de respondentes (NR): 500 e 2000,
Ntmero de itens (NI): 20 e 40;
Ntimero de dimensoes (ND): 2 e 3;

Distribuigao verdadeira dos tragos latentes: Np(0,I), Np(0,R), NACp(0,I,\) e
NACH(0, R, \);

— Modelos: simétrico e assimétrico.

o Grupos multiplos (trés grupos):

Numero de respondentes por grupo (NR): 500 e 1000,
Ntmero de itens por grupo (NI): 20 e 40;

— Numero de dimensdes (ND): 2 e 3;

— Percentual de itens comuns entre os testes (NIC): 25% e 50%;

— Distribuigao verdadeira dos tragos latentes: Np(py, Xx), Np(0, R), NACp(0,I, ;) e
NACD(O, Rk, Ak),

— Modelos: simétrico e assimétrico.

De forma, totaliza-se 32 situagoes simuladas para o caso de tnico grupo e 64 para o caso de
grupos multiplos. Os parametros populacionais considerados, para o caso de um unico grupo,
foram os seguintes:

0.7
5:(‘&7)«35: 0
' 0.7
10,9 0,9
R:<019 0’19> eR={09 1 07
! 0,9 07 1

lembrando que § = A, é 0 nosso parametro de assimetria de interes. Os parametros popu-
T Vi b b bop

lacionais considerados, para o caso de grupos multiplos, foram os seguintes:
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0,7 (1,8 0,95
0 = <—0,5>’ Rs = (0,95 1,8)
o grupo de referéncia considerado foi o segundo.

5.2 Anadlises das estimativas de tinico grupo

Os resultados desse estudo foram resumidos através dos graficos das estatisticas REQM (Figuras
5.1 a 5.9), calculados para cada conjunto de pardmetros. Pelos resultados, de uma forma geral,
nota-se que o algoritmo de DAMHGS gerou estimativas proximas dos valores originais de cada
parametro.

O modelo assimétrico obteve vantagem sobre o simétrico na maioria das situacoes, especi-
almente, nas quais a distribuicdo dos tracos latentes apresentava certa assimetria. Além disso,
verifica-se que com o aumento do nimero dos individuos, a imprecisdo associada as estimativas
dos parametros dos itens diminui. O contrario ocorre quando se aumenta o numero de itens ou
categorias, neste caso, para um mesmo conjunto de tragos latentes, suas estimativas tornam-se
menos acuradas. J4 com relagao aos tragos latentes, o aumento nos itens contribui positivamente
na sua precisao
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Figura 5.1: REQM das estimativas dos parametros a;. Ordem de esquerda a direita: Ny(0,I),
Ny(0,R), NAC5(0,I,X),NAC5(0, R, \)
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Figura 5.2: REQM das estimativas dos pardmetros as. Ordem de esquerda a direita: No(0,I),
Ny(0,R), NAC5(0,I,X),NAC5(0,R,\)
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Figura 5.3: REQM das estimativas dos pardmetros . Ordem de esquerda a direita: Ny(0,I),
Ny(0,R), NAC5(0,I,X),NAC5(0, R, \)
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Figura 5.4: REQM das estimativas dos pardmetros ¢. Ordem de esquerda a direita: Ny(0,I),
Ny(0,R), NAC5(0,I,X),NAC5(0, R, \)
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Figura 5.5: REQM das estimativas dos parametros a;. Ordem de esquerda a direita: N3(0,I),
N;3(0,R), NAC5(0,I,X),NAC3(0, R, \)
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Figura 5.6: REQM das estimativas dos pardmetros as. Ordem de esquerda a direita: N3(0,I),
N;3(0,R), NAC5(0,I,X),NAC;3(0, R, \)
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Figura 5.7 REQM das estimativas dos pardmetros a3. Ordem de esquerda a direita: N3(0,I),
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Figura 5.8: REQM das estimativas dos pardmetros . Ordem de esquerda a direita: N3(0,I),
N;3(0,R), NAC5(0,I,X),NAC3(0, R, \)

Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico Simétrico Assimétrico
©o | © | © | © |
o o o o
< < < <
S ] — | 57 — sl #==* S
1] *== | = e ——— ] e} i bﬁ =
P — +
o | o | (S |
o o o o
24 < | < <
© T T T T o T T T T o T T T T o T T T T
500 2000 500 2000 500 2000 500 2000 500 2000 500 2000 500 2000 500 2000

Figura 5.9: REQM das estimativas dos pardmetros c¢. Ordem de esquerda a direita: N3(0,I),
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Nas Tabelas 5.1 a 5.5 sao apresentados as medias do parametro de assimetria, em geral, nota-se
uma razoavel recuperacao dos valores originais.

Tabela 5.1: Média das estimativas do pardmetro de assimetria ;. Modelos de 2 dimensoes (o valor
verdadeiro serd 0 para as distribuicoes simétricas e para as distribuigoes assimétricas, o verdadeiro

valor é —0,7)

N(0,I) N(0,I) N(O,R) N(0O,R) | NAC(0,]) NAC(0,I) | NAC(0,R) NAC(0,R)

20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
500 -0,043 -0,065 0,003 0,01 -0,65 -0,73 -0,76 -0,63
2000 -0,08 0,051 0,018 0,008 -0,61 -0,76 -0,73 -0,78

Tabela 5.2: Média das estimativas do pardmetro de assimetria do. Modelos de 2 dimensdes (o valor
verdadeiro serd 0 para as distribuicoes simétricas e para as distribuigoes assimétricas, o verdadeiro

valor é 0,7)

N(0,I) N(0,1) N(O,R) N(0,R) | NAC(0,]) NAC(0,I) | NAC(0,R) NAC(0,R)

20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
500 0,062 0,03 -0,021 0,07 0,63 0,65 0,62 0,66
2000 0,01 -0,041 -0,003 0,058 0,67 0,69 0,73 0,63

Tabela 5.3: Média das estimativas do pardmetro de assimetria ;. Modelos de 3 dimensoes (o valor
verdadeiro sera 0 para as distribuigoes simétricas e para as distribuicoes assimétricas, o verdadeiro

valor é —0,7)

N(0,I) N(0,I) N(O,R) N(0,R) | NAC(0,]) NAC(0,I) | NAC(0,R) NAC(0,R)

20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Itens
500 0,03 -0,092 0,019 -0,03 -0,79 -0,77 -0,74 -0,75
2000 | 0,012 -0,101 -0,025 0,002 -0,81 -0,79 -0,77 -0,76

Tabela 5.4: Média das estimativas do parametro de assimetria do. Modelos de 3 dimensdes (o valor
verdadeiro sera 0 para as distribuigoes simétricas e para as distribuicoes assimétricas, o verdadeiro

valor ¢ 0)
N(0,I) N(0,I) N(O,R) N(0,R) | NAC(0,]) NAC(0,I) | NAC(0,R) NAC(0,R)
20 Ttens 40 Ttens | 20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens 20 Itens 40 Ttens
500 0,096 0,073 0,054 0,013 -0,109 -0,12 -0,127 -0,11
2000 0,047 0,046 0,015 0,023 -0,12 -0,102 -0,125 -0,10
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Tabela 5.5: Média das estimativas do parametro de assimetria 3. Modelos de 3 dimensdes (o valor
verdadeiro serd 0 para as distribuig¢oes simétricas e para as distribuigoes assimétricas, o verdadeiro

valor é 0,7)

N(0,I) N(0,I) N(O,R) N(0O,R) | NAC(0,]) NAC(0,I) | NAC(0,R) NAC(0,R)

20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens | 20 Itens 40 Itens 20 ITtens 40 Itens
500 0,093 0,042 0,050 0,042 0,688 0,742 0,726 0,683
2000 | 0,021 0,005 0,089 0,033 0,672 0,626 0,663 0,766

5.3 Grupos maultiplos

Novamente, através da analise das Figuras 5.10 a 5.13 nota-se que a raiz do erro quadratico
médio das estimativas dos parametros dos itens diminui com o aumento do teste, ao contrario
das estimativas dos tragos latentes, que apresentam um ligeiro aumento. Nas Figuras 5.14 a 5.18
apresenta-se a situagao onde se tem 3 dimensodes e uma estrutura do 25% de itens em comum.
Os resultados para o 50% de itens em comum mantiveram o mesmo comportamento descrito,

apresentando uma reducao geral do erro quadratico médio.
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Figura 5.18: REQM das estimativas dos parametros ¢, com 25% de itens comuns. Ordem de
esquerda a direita: N3(0,I), N3(0, R), NAC5(0,I,A),NAC5(0, R, \)

5.4 Comentarios e conclusoes

Apoés ter concluido a etapa de simulagao podemos concluir que o modelo assimétrico se ajusta
razoavelmente bem a todas as situagoes consideradas mostrando a versatilidade do modelo. Para o
coeficiente de assimetria notamos que foi bem recuperado independentemente de se for nulo ou nao.
A grande dificuldade apresentada no processo de simulacao, foi os grandes tempos de computagao,
sendo necessarias varias semanas para a conclusao dos algoritmos. Porem este fato é uma das
grandes dificuldades dos algoritmos MCMC em geral, abrindo a possibilidade a considerar outras
técnicas de estimacao com custos computacionais menores.
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Capitulo 6

Analise dos dados do vestibular da
Unicamp

6.1 Introducao

Neste Capitulo utilizaremos os modelos de grupos multiplos assimétrico e simétrico conside-
rando: uma, duas e trés dimensoes, tendo ao todo 6 modelos, em uma analise de dados reais.
A implementagao é feita considerando uma amostra referente a primeira fase do vestibular da
Universidade estadual de Campinas (UNICAMP) do ano 2013. O presente capitulo esté dividido
da seguinte forma: comecamos fazendo uma breve descricdo dos dados reais, assim como das ca-
racteristicas do teste. Na secao 6.2 analisamos os dados, comparando os resultados obtidos apos
alicagao dos seis modelos considerados e dedicamos uma subsecao para apresentar algumas medidas
de diagnostico. Avaliamos a qualidade de ajuste do modelo escolhido, utilizando mecanismos de
diagnoéstico baseados na distribuicao preditiva de medidas de discrepancia adequadas. Por tltimo,
na secao 6.5 apresentamos conclusoes e comentarios.

6.2 Vestibular UNICAMP 2013

O Vestibular nacional da UNICAMP, aplicado pela Comissao Permanente para os Vestibulares
(COMVEST), classifica e seleciona candidatos para a matricula inicial na UNICAMP e nos cursos
de Medicina e Enfermagem da Faculdade de Medicina de Sao José do Rio Preto (Famerp), toda
a informagao aqui apresentada é extraida do site da COMVEST (www.comuvest.unicamp.br), se
pode entrar mais detalhes.

O vestibular da UNICAMP esta constituido por duas fases. A primeira fase, a qual é obrigatéria
para todos os candidatos, é constituida de uma tinica prova composta de duas partes:

e Redacao,
o Conhecimentos gerais.
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Na parte de conhecimentos gerais, sdo apresentadas 48 questoes de multipla escolha relacionadas
a diferentes areas do conhecimento desenvolvidas no ensino médio. Cada questao da parte de
conhecimentos gerais vale um ponto e os resultados dessa prova serao analisados.

No ano 2013, os candidatos podiam escolher entre 20 locais para se submeterem a prova da
primeira fase. Foram inscritos 67.408 pessoas, que concorreram a 3.320 vagas na UNCIAMP,
divididas em 68 opc¢oes de curso, e 144 vagas na FAMERP, divididas em duas op¢oes de curso. Dos
67.408 inscritos s6 60.806 se apresentaram ao local da prova e responderam todas as 48 perguntas.
Para realizar uma analise descritiva dos dados e posteriormente ajustar os modelos desenvolvidos
no Capitulo 4, agrupamos os individuos inscritos segundo o cédigo da diretoria académica da
UNICAMP (DAC) do curso da primeira opgao. . Tal agrupamento foi realizado pois espera-se
que os individuos apresentem uma maior variabilidade entre esses grupos do que internamente.
Os grupos sao, a saber: artes, ciéncias biolégicas e da satde, ciéncias exatas e da terra, ciéncias
humanas, medicina e tecnoldgicas. Espera-se, por exemplo, espera-se que a média das habilidades
dos inscritos no curso de medicina seja maior que para os inscritos e, outros cursos, e também se
espera que para os inscritos a medicina, as habilidades apresentem algum tipo de assimetria, ja
que pode acontecer o fato que para este curso se inscrevam individuos com niveis de tragos latentes
altos em geral.

Na Tabela 6.1 apresentamos algumas medidas de resumo, relativas aos escores observados, para
os seis grupos. Podemos ver como o escore dos inscritos aos cursos relacionados com a area de
medicina sao maiores com respeito aos outros grupos. No entanto, as médias dos escores dos
grupos estao muito proximas.

Tabela 6.1: Estatisticas descritivas escores observados dados COMVEST 2013

Area DAC Minimo Quartil 1 Mediana Média Quartil 3 Maximo Individuos
Artes 6 20 25 24,85 29 44 2555
Biolégicas e saude 4 20 24 24,26 28 46 6013
Exatas e da terra 5 23 28 28,5 34 48 31648
Humanas 5 21 25 25,79 30 46 6838
Medicina 7 25 32 30,92 38 48 12779
Tecnolégicas 9 19 23 23,38 27 44 973

Complementamos a informacgao da Tabela 6.1, com as distribui¢des dos escores para cada grupo,
apresentadas na Figura 6.1. Nesta figura, é possivel ver como, para alguns grupos, o pressuposto
de assimetria parece nao ser valido, em particular para os grupos referentes a “Medicina” e “Hu-
manas”, fato que motiva a implementagao de modelos que tomem em conta a assimetria nos tragos
latentes.

Para a implementacao dos modelos, tomamos uma amostra em cada grupo, a fim de obter um
tamanho total de tamanho 2000 individuos. A amostragem, aleatéria simples sem reposigao, foi
feita de tal forma que a proporg¢do dos inscritos em cada grupo com relagdo ao total de inscritos
fosse conservada. Na Figura 6.7 apresentam-se as distribui¢des de escores. Para cada grupo da
amostra, podemos ver como o comportamento assimétrico dos individuos presentes na populacao
¢ mantido na amostra.
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Figura 6.1: Escores observados por grupo

Na Tabela 6.2 apresentamos os tamanhos da amostra em relagdo aos grupos considerados.

Tabela 6.2: Tamanho de cada grupo na amostra de 2000 individuos

Grupo Porcentagem da amostra Tamanho do grupo
Grupo 1 (Artes) 4,20% 84

Grupo 2 (Bioldgicas e saide) 9,89% 198

Grupo 3 (Exatas e da terra) 52,04% 1041

Grupo 4 (Humanas) 11,24% 225

Grupo 5 (Medicina) 21,01% 420

Grupo 6 (Tecnolégicas) 1,6% 32

Nas Figuras 6.3 a 6.6 encontram-se os graficos de colunas relativos aos percentuais de alunos
que escolheram cada categoria, por item, no qual o gabarito ¢ a coluna em destaque. Procedendo-
se uma andalise previa, detectou-se que no item 43 a resposta correta teve menor proporcao de
respostas que qualquer outra das opgoes. Este fato pode significar varias coisas, por exemplo, que
o item nao é adequado, ou que ele foi respondido de forma displicente pelos candidatos. Por este
motivo o item 43 foi desconsiderado nos ajustes dos modelos.
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Figura 6.2: Escores observados por grupo, dados da amostra
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Figura 6.3: Histograma dos itens.
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Figura 6.5: Histograma dos itens.

6.3 Comparacao dos modelos

Implementamos seis modelos, considerando diferentes dimensoes, bem como diferentes distri-
buigoes, ambas relativas aos tracgos latentes. Os modelos considerados se resumem na Tabela
6.3

Deve-se notar que estamos considerando um caso particular, em termos de grupos multiplos
onde temos 6 grupos nao balanceados, no qual as provas respondidas pelos diferentes grupos
sao compostas pelos mesmos 47 itens. E importante lembrar, que o pardmetro de assimetria
que estamos modelando, na notagdo do capitulo 2, é o pardmetro 4, isto é, o parametro cujas
componentes oscilam entre —1 e 1, e que no caso univariado esta intrinsecamente relacionado ao
coeficiente de assimetria de Pearson.

De um ponto de vista estatistico, para selecionar o modelo mais adequado, utilizamos esta-
tisticas de ajuste consideradas por Bazan et al. (2006) e Azevedo et al. (2011). As quais foram
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Figura 6.6: Histograma dos itens.

Tabela 6.3: Modelos considerados dados COMVEST 2013

Nome do modelo | Dimensao  Distribuicao tragos latentes
1-MP3PNS 1 Normal simétrica
1-MP3PNAC 1 Normal assimétrica centrada
2-MP3PNS 2 Normal simétrica
2-MP3PNAC 2 Normal assimétrica centrada
3-MP3PNS 3 Normal simétrica
3-MP3PNAC 3 Normal assimétrica centrada

estudadas em detalhe por Spiegelhalter et al. (2002) e estao baseadas na nogao do “Desvio Baye-
siano”, veja Dempster (1997).
O desvio bayesinao D(1) é definido como —2log-verossimilhanga. No nosso caso temos que

D(9) = =2In(L(6...,{.,c,Q)) = —2In(L(B..,{.,c)p(0..]2)). (6.3.1)
E importante a introducio da estatistica pp, a qual é definida como:
pp = D(0) — D(¥9), (6.3.2)
na pratica, podemos utilizar amostras MCMC para estimar pp. Por exemplo
— 1 T
D) = =Y D(®Y) (6.3.3)
Ti=

em que o indice t representa a t-ésima realizacao de um total de T  realizacoes simuladas, em termos

da amostra valida MCMC. Para estimar D(9) utilizamos as médias a posteriori dos parametros.
Isto leva ao critério DIC, o qual penaliza o esperado do desvio bayesiano pela complexidade do
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modelo, ou nimero de pardmetros efetivos (pp),

DIC = D) + 2. (6.3.4)

Outro critério de informagao considerado o Esperado do Critério de Informacao de Akaike
(EAIC), ver Akaike (1973), definido por

EAIC = D(9) + 2p, (6.3.5)

e ao Esperado do Critério de Informagao (Schwarz) Bayesiano (EBIC) definido por

EBIC = D(9) + plog(Np), (6.3.6)

em que p é o numero de parametros e Np é o nimero de observagoes, que no nosso caso, corresponde
ao numero total de respostas, ou seja, Np = N x J. Os resultados podem ser vistos na Tabela 6.4.
Estes indicam que em geral os modelos assimétricos se ajustaram melhor os dados que suas versoes
simétricas, segundo todos os critérios de comparacao. Os critérios DIC e EAIC selecionam como
melhor modelo o 2-MP3NAC, porem o critério EBIC escolhe o 1-MP3NAC.

Tabela 6.4: Critérios para comparacao de modelos

Modelo DIC FAIC EBIC
1-MP3NS 119547,9 123787,6 134868,8
1-MP3NAC | 116663,8 119351,4 1313989
2-MP3NS 123232,1 123778,5 124982.7
2-MP3NAC | 118750,8 119169,1 120862,1
3-MP3NS 126993,3 154453,6 169604,9
3-MP3NAC | 122597,5 150457,5 155709,6

Com o intuito de ter evidéncias, de um ponto de vista mais préoximo da definicio de dimen-
sionalidade, realizamos uma checagem preditiva a posteriori do modelo 1-MP3NAC (Figura 6.7).
Nela podemos identificar uma dimensao dominante para quase todos os grupos, porem o suposto
de duas dimensdes parece ser mais razoavel em dois grupos. Este fato, junto com o obtido em

base aos critérios de informacao nos leva a conclusao que o modelo que melhor ajusta aos dados ¢
o 2-MP3NAC.

6.4 Avaliacao da qualidade do ajuste
Uma vez escolhido o modelo procedemos a avaliar a avaliagao do ajuste do mesmo. Particular-

mente o ajuste do modelo por item, para o qual serd necessario a introducao de algumas medidas
de discrepancia.
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Figura 6.7: Autovalores matriz correlagoes tetracorica. Legenda: linha sélida, o dados modelo
1-MP3NAC com seus intervalos de credibilidade

6.4.1 Medidas de diagnoésticos

Uma forma de verificar a qualidade do ajuste, do ponto de vista de modelos bayesianos, é
comparar a distribui¢do preditiva com a distribuicdo dos dados observados, veja Gelman et al.
(2013). Azevedo, Bolfarine e Andrade (2012) adaptaram alguns diagndsticos para o caso de grupos
multiplos e uma dimensao, e posteriormente foram estendidos para modelos assimétricos de grupos
multiplos em Santos, Azevedo e Bolfarine (2013) e Santos (2012). Tais diagndsticos sdo baseados
em medidas de discrepancia escolhidas de modo que se possa avaliar alguma suposicao ou o ajuste
geral do modelo. Algumas notagoes importantes sao agora definidas para o desenvolvimento da
secao.
obs

Seja y°”° a matriz de respostas observadas, e y"? a matriz de dados replicados gerados a partir
da sua distribuicao preditiva. A distribuigcao preditiva das respostas do grupo k é representada por

T6p|y0bs /p Tep|,l9k "9Ig|'y0bs)d'l9k, (641)

onde ¥ denota o conjunto de parametros do modelo correspondentes ao grupo k. Uma opcao é o
valor-p bayesiano, que para uma medida de discrepancia adotada, define-se como a probabilidade
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de observarmos dados replicados maiores do que, ou iguais aos dados observados. Ou seja

po(yi P |y®) = p<D(yZ€p, 9y,) > D(yP*, 9y) \yst), (6.4.2)

teremos dois conjuntos de valores simulados e calculamos a proporcao de vezes que as medidas
calculadas usando-se os dois conjuntos replicados é maior do que quando calculada com um dos
conjuntos replicados mais o observado. Onde a probabilidade é tomada sob a posteriori conjunta de
(y, ", 9y). Na pratica, a distribuigao preditiva é calculada mediante dados simulados. Se tivermos
uma amostra valida de tamanho T" de 9%, nds calculamos y,” da distribuigdo preditiva para cada
Y, simulado. Vamos ter, entdao, uma amostra de tamanho 7" da distribuicao a posteriori conjunta
de (Y7, 9¢|y®®). A estimativa do valor-p é dada pela proporcio de valores nas T simulagoes tais

que, D((wi") 0,0 ) = D((yg) 0. 9") t =1.2.....T.
A medida de discrepancia usada, para um item j apresentado ao grupo k é definida como

(njx — E(njr))?
E(ng) 7

Dp(yy) = Z

JEQ

(6.4.3)

em que, n;; ¢ o numero de individuos que responderam corretamente ao item j no grupo k. A
esperanca e variancia de nj; sao estimados da seguinte forma: para cada um dos pardmetros simu-
lados (tragos latentes e pardmetros dos itens) um novo conjunto de respostas é também simulado
e, a partir destes, sao calculados os valores de nj,. Tomamos a média sob todos nﬁk para toda
simulacao t = 1,...,T. Grupo k, em que L é o escore maximo observado.

A Figura 6.8 mostra os valores-p bayesianos para cada item para o modelo ajustado, isto é,
para o modelo 2-MP3NAC. Antes de interpretar os resultados da Figura 6.8, é importante ter em
conta que segundo Sahu (2002), um bom ajuste corresponde a valores-p bayesianos entre 0,1 e 0,9.
Sobre esta oOptica, vemos que, de modo geral os itens estdao devidamente ajustados com excecao
dos itens 10, 11, 29, 30, 44 e 45. Para os outros itens este possivel problema de ajuste pode-se
dever a uma ma formulacao do item ou da funcao de resposta, entre outras possibilidades.

Na Figura 6.9 é apresentada a distribuicao dos escores preditos e observados para cada grupo.
Podemos ver, que para quase todos os grupos os escores preditos estao bem proximos dos observados
encontrontrando-se, na maior parte dos casos, dentro da regido de credibilidade. E interessante
Ver como 0s grupos com maiores problemas no ajuste sdo o 1 e 6 (o qual precisamente é o grupo
referencia). No entanto o baixo resultado do ajuste para estes dois grupos pode ser devido ao fato
ao baixo numero de individuos neles. Em particular, o grupo 6 s6 aporta o 1.6% ao tamanho da
amostra.

Outro gréfico de avaliagdo do ajuste do item foi o proposto por Sinharay (2006). O autor propoe
um grafico dos escores observados e preditos para cada item versus a correspondente proporc¢ao de
respostas corretas. Os intervalos azuis representam os percentiles 5 e 95 da distribuicao preditiva
a posteriori, enquanto a linha vermelha representa o valor observado. Aqui apresentamos o grafico
para 6 itens, a saber: Item (1), Item (2), Item (3), Item (4), Item (29), Item (30). Esta eleigao foi
feita em base aos resultados do valor-p bayesiano que identificava um possivel problema de ajuste
para os itens (29) e (39). Os resultados se podem encontrar na Figura 6.10. Nesta figura podemos

70



1.2

1.0

0.8

0.6
]

valor-p bayesiano
0.4

0.2
|
u

-0.2 0.0

ltem

Figura 6.8: Valores-p bayesianos por item.

ver como os escores dos itens parecem ser bem preditos, ainda para eles, ainda que segundo o
valor-p bayesiano detetou que algum problema de ajuste pareca ter ocorrido problemas de ajuste.

Depois de avaliar a capacidade preditiva a posteriori do modelo, podemos concluir que o modelo
ajustado fornece um bom ajuste dos dados. Procedemos agora a apresentar os resultados da
estimacgao para os parametros dos items e dos individuos.

Na Figura 6.11 apresentamos as estimativas dos parametros populacionais. Nesta podemos
ver como o pressuposto de assimetria para os grupos é confirmado. Em particular para o grupo 5
(“Medicina”). Podemos ver também como as médias populacionais para todos os grupos resultaram
bastante proximas, fato que concorda com as estatisticas descritivas da Tabela 6.1. Novamente o
grupo que apresenta maior destaque é o 5 (“Medicina”), jA que as estimativas a posteriori para o
vetor de medias populacionais associado a ele é maior comparado com os outros grupos.

Nas Figuras 6.12 a 6.15 apresentamos os resultados da estimagao para os parametros «, 3 e
c. Para os parametros associados a discriminacao multidimensional podemos ver como resultaram
ser todos positivos o qual garante que individuos com vetores de tracos latentes altos vao ter maior
probabilidade de responder corretamente os itens. Este fato concorda com o objetivo da prova.
Em relagdo com os pardmetros de acerto casual, vemos como as estimativas para todos os 47 itens
estao ao redor do 0,20, o qual era de esperar, ja que para este tipo de provas, de quatro opgoes
sendo trés erradas e uma correta, a probabilidade a priori de “chutar” a resposta é de 0.25. E
interessante ver como para os itens 40, 41, 42, 44, 45 46, e 47 (lembrando que o item 43 foi
desconsiderado das andlises), as estimativas do pardmetro  sdo maiores com respeito aos outros
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Figura 6.9: Distribuicao dos escores. Legenda: linha cheia dados preditos. o dados observados.
linha tracejada intervalos de credibilidade de predicao

itens. Dada a relagao do parametro [ com a dificuldade do item, isto concorda com o observado
nas analises descritivas dos escores dos itens da Figura (6.6). Isto pode significar que de fato este
grupo de itens teve maior dificuldade ou por serem os tltimos estes foram contestados de forma
displicente.
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Figura 6.10: Proporcoes observadas e replicadas de respostas corretas por grupo de escore.

Na Figura 6.16, apresentamos as estimativas para os parametros de discriminagao multidimen-
sional. Podemos ver como para os primeiros itens, a discriminacao multidimensional ¢ menor com
respeito & dos tltimos itens. Na Figura 6.17, apresentamos as estimativas para os parametros de
dificuldade multidimensional. Podemos ver como as dificuldades nao seguir nenhum padrao em

particular.

Proporgéo

(b) Perguntas 4, 29, 30
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Figura 6.11: Estimativas dos parametros populacionais.
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Figura 6.12: Estimativas dos parametros a;.

Nas seguintes figuras apresentamos as distribuigoes dos tracos latentes estimados para cada
grupo. Primeiro para o modelo assimétrico de duas dimensoes e posteriormente para o modelo
simétrico de duas dimensoes. Com as suas respectivas curvas tedricas. Podemos ver que o modelo
assimétrico caracteriza melhor a distribuicao dos tragos latentes.
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Figura 6.14: Estimativas dos parametros f3.

Na Tabela 6.5, apresentamos para cada item, a habilidade principal que ele tenta medir, junto
com as estimativas dos parametros a; e as. Podemos ver como os valores mais altos de oy parecem
estar relacionados as perguntas de “Matematica”, “Fisica” e “Quimica”. Rotacionado os fatores,
obtemos a Tabela 6.6, nela podemos obtemos uma interpretacao semelhante aquela da Tabela 6.5.
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Figura 6.16: Estimativas dos parametros de discrimina¢ao multidimensional.

6.5 Conclusoes e comentarios

Na analise dos dados do COMVEST do ano 2013 agrupando os cursos aos quais os participantes
se inscreveram como primeira opgao e segundo o critério da DAC, o ajuste do modelo de grupos
multiplos assimétrico foi melhor do que o ajuste do modelo de grupos multiplos usual, também se
detetaram duas dimensoes principais no teste. O modelo de grupos multiplos assimétrico multi-
dimensional, detectou assimetria em todos os seis grupos estudados. A metodologia de checagem
preditiva a posteriori foi utilizada para verificar o ajuste dos pardmetros dos itens e tracos latentes.
O valor-p bayesiano mostrou ser uma boa ferramenta de diagnéstico para verificacao de ajuste dos
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Figura 6.18: Distribuicoes dos tracos latentes com curvas tedricas segundo o modelo assimétrico,
Grupo 1-Artes. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva teérica).
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Figura 6.19: Distribuicoes dos tracos latentes com curvas teodricas segundo o modelo assimétrico,
Grupo 2-Biolégicas e satde. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva tedrica).
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Figura 6.20: Distribui¢oes dos tracos latentes com curvas tedricas segundo o modelo assimétrico,
Grupo 3-Exatas e da terra. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva tedrica).
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Figura 6.21: Distribui¢oes dos tracos latentes com curvas tedricas segundo o modelo assimétrico,
Grupo 4-Humanas. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva teérica).
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Figura 6.22: Distribui¢oes dos tracos latentes com curvas tedricas segundo o modelo assimétrico,
Grupo 5-Medicina. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva teérica).

itens.
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Figura 6.23: Distribuicoes dos tracos latentes com curvas tedricas segundo o modelo assimétrico,
Grupo 6-Tecnoldgicas. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva tedrica).
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Figura 6.24: Distribuicoes dos tragos latentes com curvas teéricas segundo o modelo simétrico,
Grupo 1-Artes. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva teérica).
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Figura 6.25: Distribuicoes dos tragos latentes com curvas teéricas segundo o modelo simétrico,
Grupo 2-Biolégicas e satide. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva teérica).
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Figura 6.26: Distribuicoes dos tragos latentes com curvas teéricas segundo o modelo simétrico,
Grupo 3-Exatas e da terra. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva tedrica).
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Figura 6.27: Distribuicoes dos tracos latentes com curvas tedricas segundo o modelo simétrico,
Grupo 4-Humanas. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva teérica).
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Figura 6.28: Distribuicoes dos tragos latentes com curvas teéricas segundo o modelo simétrico,
Grupo 5-Medicina. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva teérica).
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Figura 6.29: Distribui¢oes dos tracos latentes com curvas tedricas segundo o modelo simétrico,
Grupo 6-Tecnoldgicas. Legenda: (linha sélida curva estimada, linha tracejada curva tedrica).

Tabela 6.5: Habilidades das questoes do teste
\ Item Habilidade o Qo \ Item Habilidade a1 Qo \
Q1 Int. De textos 0,226 0,327 | Q25 Quimica 0,827 0,461
Q2  Int. De textos 0,261 0,294 | Q26 Quimica 0,788 0,550
Q3  Int. De textos 0,380 0,394 | Q27 Quimica 0,880 0,745
Q4  Int. De textos 0,526 0,520 | Q28 Quimica 0,837 0,651

Q5  Historia 0,519 0,518 | Q29 Quimica 1,240 0,722
Q6 Historia 0,626 0,468 | Q30 Quimica 1,112 0,990
Q7  Int. De textos 0,609 0,611 | Q31 Fisica 1,016 0,597
Q8  Int. De textos 0,621 0,722 | Q32 Fisica 1,085 0,515
Q9  Int. De textos 0,489 0,547 | Q33 Fisica 1,078 0,657
Q10  Geografia 0,590 0,496 | Q34 Fisica 0,680 0,396
Q11 Int. De textos 0,054 0,012 | Q35 Fisica 0,872 0,555
Q12 Economia 0,311 0,285 | Q36 Fisica 1,335 0,722
Q13  Geologia 0,277 0,221 | Q37 Matematica 0,682 0,231
Q14  Geologia 0,501 0,366 | Q38 Matematica 1,045 0,506
Q15 Geologia 0,366 0,349 | Q39 Matematica 0,664 0,325

Q16  Demografia 0,506 0,580 | Q40 Matematica 1,133 0,658
Q17 Int. De textos 0,195 0,429 | Q41 Matemaéatica 1,265 0,680
Q18 Matematica 1,060 0,649 | Q42 Matematica 1,519 0,772

Q19 Biologia 0,857 0,936 | Q44 Matematica 1,100 0,506
Q20 Biologia 0,518 0,509 | Q45 Matematica 1,291 0,505
Q21 Biologia 0,523 0,427 | Q46 Matematica 0,727 0,340
Q22 Biologia 0,952 0,607 | Q47 Matematica 0,780 0,431
Q23 Biologia 0,388 0,403 | Q48 Matematica 0,662 0,298
Q24 Biologia 0,044 0,107
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Tabela 6.6: Fatores rotacionados das questoes do teste

’ Item Habilidade aj A%y ‘ Item Habilidade o Qs
Q1 Int. De textos 0,231 0,331 | Q25 Quimica 0,881 0,44
Q2  Int. De textos 0,236 0,311 | Q26 Quimica 0,857 0,539
Q3 Int. De textos 0,382 0,417 | Q27 Quimica 0,886 0,78
Q4  Int. De textos 0,527 0,524 | Q28 Quimica 0,878 0,74
Q5  Historia 0,568 0,506 | Q29 Quimica 0,866 0,789
Q6  Historia 0,509 0,483 | Q30 Quimica 1,177 1,003
Q7  Int. De textos 0,603 0,627 | Q31 Fisica 1,164 0,602
Q8 Int. De textos 0,588 0,727 | Q32 Fisica 0,978 0,524
Q9  Int. De textos 0,567 0,526 | Q33 Fisica 1,022 0,646
Q10  Geografia 0,589 0,497 | Q34 Fisica 0,632 0,428
Q11 Int. De textos 0 0 Q35 Fisica 0,677 0,531
Q12  Economia 0,435 0,34 | Q36 Fisica 1,201 0,684
Q13  Geologia 0,406 0,318 | Q37 Matematica 0,591 0,226
Q14  Geologia 0,524 0,374 | Q38 Matematica 0,952 0,423
Q15 Geologia 0,463 0,391 | Q39 Matematica 0,585 0,346
Q16 Demografia 0,52 0,584 | Q40 Matematica 1,172 0,653
Q17 Int. De textos 0,404 0 Q41 Matematica 1,251 0,676
Q18 Matematica 1,093 0,629 | Q42 Matematica 1,438 0,755
Q19 Biologia 0,908 0,971 | Q44 Matematica 1,137 0,541
Q20 Biologia 0,52 0,454 | Q45 Matematica 1,278 0,517
Q21 Biologia 0,501 0,433 | Q46 Matematica 0,589 0,266
Q22 Biologia 0,754 0,604 | Q47 Matematica 0,636 0,329
Q23 Biologia 0,442 0,42 | Q48 Matematica 0,621 0,228
Q24 Biologia 0,101 0
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Capitulo 7

Comentarios e Perspectivas para Novas
Pesquisas

7.1 Introducao

Foi muito o que no tempo estabelecido para o desenvolvimento deste projeto se conseguiu
concretar, porém longe de considerar-lo como finalizado, os autores querem enfatizar que ainda se
tem muitas extensoes as quais serao consideradas em posteriores etapas. No entanto, espera-se
que a presente dissertacao possa ser de ajuda para o leitor interessado no tema. Descrevem-se em
seguida alguns comentarios do que foi desenvolvido e sugestoes para futuras pesquisas relacionadas
aos desenvolvimentos aqui descritos.

7.2 Comentarios

No presente trabalho, foram estudados e implementados uma classe de modelos multidimensi-
onais da TRI para grupos multiplos, considerando normais multivariadas assimétricas centradas
na modelagem das distribui¢oes dos tragos latentes. Como foi possivel observar, os modelos aqui
desenvolvidos podem ser aplicados em um grande ntimero de situacoes reais, uma vez que, é comum
observar, em estudos com grupos multiplos, comportamentos de assimetria entre as distribuicoes
dos tracos latentes. Embora, a distribuicao normal multivariada assimétrica tenha sido ampla-
mente estudada nos ultimos anos, seu uso em modelos da TRIM, é muito pouco, em grande parte
aos problemas de identificabilidade que algumas parametrizacoes desta distribuicao trazem con-
sigo. Sendo uma das contribuigoes desta dissertacao o desenvolvimento de uma parametrizacao
que sob certas circunstancias, tem provado garante a identificabilidade dos modelos. O conjunto
de dados analisado no Capitulo 6 é um caso onde em principio se poderia considerar como um
exemplo de um tunico grupo, porém analises descritivas identificaram como as distribui¢oes dos
tragos latentes entre os grupos variam, também conseguiu-se identificar presenca de assimetria nos
tracos latentes de alguns dos grupos. As técnicas de diagnostico permitiram avaliar a qualidade
do ajuste do modelo de um modo global.

Alguns aspectos que nao foram explorados neste trabalho, bem como possiveis extensoes, sao
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discutidos a seguir.

7.3 Sugestoes para futuros trabalhos

Na grande maioria de modelos da TRIM se trabalha com funcoes de enlace probito ou logito,
assim que com relacao a fungao de ligagao note-se que, por si s0, ela poderia constituir uma exten-
sao, uma vez que, mesmo para modelos mais simples, como unidimensionais de um tunico grupo,
tal fungao de ligacdo nunca foi utilizada. O trabalho de Bazan (2005), utiliza a parametrizacao
usual. De acordo com trabalhos como Azevedo, Bolfarine e Andrade, 2012, Santos, Azevedo e
Bolfarine (2013) e Azzalini e Capitanio, 1999, particularmente na TRI, a utilizacdo da parametri-
zacdo centrada é preferivel a parametrizagao usual, por conta da primeira ser melhor em termos
de: identificabilidade, estimacao e interpretacao de parametros.

Em relacao a distribuicdo para os tracos latentes, a semelhanca do que foi realizado nesta
dissertacao, pode-se definir uma nova versao da distribui¢do t multivariada assimétrica centrada.

Na parte de estimacao e validacao de modelos consideraremos o paradigma bayesiano através de
algoritmos do tipo MCMC com dados aumentados, utilizada com sucesso tanto nesta dissertagao
como em outros trabalhos, por exemplo: Albert (1992), Azevedo, Bolfarine e Andrade (2011),
Azevedo, Bolfarine e Andrade (2012), Santos, 2012 e Santos, Azevedo e Bolfarine, 2013. Uma
extensao pode ser no uso dos resultados de comparacao de algoritmos MCMC aqui conduzidos,
em especial, no uso do passo de aceleracao de convergéncia.

Apesar dos algoritmos MCMC constituirem uma ferramenta poderosa na utilizagdo da infe-
réncia bayesiana e na validacao de modelos, seus longos periodos de computacao fazem com que
métodos de estimacao alternativos sejam buscados. Uma alternativa interessante seria o uso do
algoritmo EM condicional de dados aumentados proposto por Azevedo e Andrade (2013). Este mé-
todo é uma variacao do algoritmo EM e permite ajustar modelos complexos com razoavel facilidade
e com baixo custo de processamento computacional. Uma outra possibilidade seria a estimacao
por maxima verossimilhanca marginal. Como ja foi mencionado, um dos grandes inconvenientes
no desenvolvimento desta dissertacao, foi o alto tempo demandado pelos algoritmos MCMC, pelo
qual encorajamos a integracao entre R e C++ através do pacote Repp, veja R Core Team, 2012b.

Para finalizar ressaltamos varios aspectos da importancia do realizado neste projeto:

o Utilizagdo dos modelos multivariados, haja vista que os mesmos se constituem em um caso
particular dos modelos multidimensionais.

o Para os testes unidimensionais na presenca de grupos multiplos, uma vez que os modelos
unidimensionais de grupos miultiplos sao casos particulares daquels estudados no presente
trabalho.

o Deixamos uma base tedrica solida, para a utilizagao do algoritmo CADEM Azevedo e An-
drade (2013), uma vez que o mesmo utiliza a estrutura das distribuigdes condicionais com-
pletas consideradas no algoritmo MCMC proposto.
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o Desenvolvemos modelos, que podem chegar ser implementados em futuros estudos envolvendo
MRI que apresentem alguma estrutura de dependéncia entre os tracgos latentes, como os
modelos longitudinais, por exemplo.
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Apéndice A
Detalhes dos algoritmos MCMC

A seguir é descrito o desenvolvimento do algoritmo MCMC para o modelo proposto no presente
trabalho; usando a distribui¢ao normal simétrica multivariada e a distribuicado normal assimétrica
multivariada centrada proposta no Capitulo 2 para a modelagem dos tragos latentes.

A.1 Esquema de dados aumentados de Sahu (2002) com a
proposta de aceleragao de Gonzalez (2004): distribui-
cao normal multivariada simétrica

« Passo 1: Simular E(et) de Xy|@ considerando

9|0 ~ Wishart — Inversa(S™*, N — 1),

onde S é uma matriz com entradas S,, = S, (0, — 0,,) (0, — 0,) € 0, e 0, sdo as medias dos
tracos latentes nas dimensoes p e g respectivamente.

« Passo 2: Simular UY e Z® de U, Z|(y,¢, ¢, 0) considerando

1. Simular ug)!(yij,ngl),cg-tfl)), assim: se y;; = 0, fixar u;; (t=1)

(t)

—Oseyw—lez <

0 entao fixarmos ug) =1l,sey; =1le zz(; Vs= entao simulamos u ) de uma
Bernoulli(cg-t)).
2. Simular zi(;)|(yw, g),cgt 1)), assim: se uz(;) = 0 entao ZS) ~ HN(n;j,1). Se u(t) 1
~ t
entao zi(j) ~ N(n;,1).
« Passo 3: Simular 89 de 6y|(z®,¢"V, 2) considerando 87 = (6%, ...,6%)", e a 5p"/% a
decomposicao de Cholesky de g t) Deﬁna ) = >V 2(0( )) e seja agora

) = a.5(6) - 8.
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os tragos latentes 0? tem densidade a posteriori dada por

J
p(0i¢, z,y,u) x ¢(6;0,1) H (zij;mijs 1

Isto motiva que z§t) +B=DB6)+¢, onde B = a..Eé/Z e os §; sao termos de erro indepen-
dentes, os quais distribufam-se N(0, 1). Segue-se, entao que

6] ~ Np((I+=7)7'S7'60 (I +271)7),

com 5? ¢ o estimador de minimos quadrados ordinarios e 3 = (E;/ ol o El/ 2) 01@ pode

ser obtido com a transformacao Eé/ 20? = 01@.

Passo 4: Simular ¢, para isto, combinamos as a priori de ajq ~ N(tod, Oad) € B ~
N(up,0p). Seja e = (Hat, - - -, HaD; pp)t e Xeo = diag(car, - .., 0ap,0p). Considere agora X
a matriz de dimensdao N x (D+1) formada pelas linhas (61, ...,6;4,...,0;p, —1). Finalmente
simule

<189, 2, y) ~ Np(pe,, (S0) ™" + X' X)),
onde e, = (Beo) ' + X' X) T (B pe, + X'z)).

Passo 5’ (Proposta de aceleragao de convergéncia de Gonzalez (2004)): Fixar

. (t) t t t t t
(@, @, B) = (a5 fafi, ... alp /ol 87 fafd).

Simule um valor v de uma f(v) que nés tomamos como uma U|0, 5; 1,5]. Fixe agora

t t t t) (1t

com probabilidade

o (y|1/oz]1,...,Vﬁ(t))ﬂr(yozﬂ,.. B¢ ) f(1/v)
pr = min ) GG G vl 1y,
(y‘ajla"-aﬁj )W<&j17"-7ﬁj )f(v)
e fixe
o) — o, o) — e, lf) ol

com probabilidade (1 — pr), onde L(y|a 6]@) é a verossimilhanca dos dados.

jl""?
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o Passo 6: Simule c§~t a partir de uma distribuicao

N N
Beta(ky + Y uii kg + N =Y uyg),

i=1 i=1

com k= 1e ry = 3.

A.2 Algoritmo para o modelo D-MP3AC

A diferenca entre o modelo que se apresenta a continuagdo com o anterior, radica em que agora
se supoe que a distribui¢do a priori dos tragos latentes é uma NACpH(0; 3y, A), para isto,

o Passo 1: Simular H; a partir de

HN(A§(ACC'A") (60— B)'[AS(ACC'A") 1 (A8)' +1] 7' [AS(ACCTAY) 1 (A8) +1]71)
« Passo 2: Simular ¥} de 3|0 considerando

9|0 ~ Wishart — Inversa(S™" + 2((;71), N —1),

onde S é uma matriz com entradas Sy, = S0, (0, — 0,) (0, — 0,) € 0, e 0, sio as medias dos
tragos latentes nas dimensoes p e g respectivamente.

Aceite $p® = 2p*, com probabilidade

7= (26", 2¢*) = min{Ry,, 1} em que,

r L LOY Vs 85 )

7

P LO Y=Y 8y Y

Ry, =

0

Caso contrario faga E(Bt) = Eét_l).

« Passo 3: Simular &} de d,|(0, 8" ") considerando que
546(6,057 D) ~ U[6% — 0,02;6% " +0,02], vd=1,2,...,D.
Aceite 5&2 = d}y, com probabilidade
7 = (89", 89%) = min{Rs,, 1} em que,
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L0V, 55
v LeY sy i

. t t—1
Caso contrario faca (5((9) = 6é ),
« Passo 4: Simular u® e 2® de u, 2|(y, ¢, ¢, 8) considerando

1. Simular u§;)|(yi]~,zg_l),c(-t_l)), assim: se y;; = 0, fixar u,;

J
- O (t=1)
0 entdo fixarmos u;; = 1, se y;; = 1 e 2z

Bernoulli(cgt)) :

(t) (t-1)

—Oseyw—lez <

=0 entao simulamos u de uma

2. Simular zl-(;)](yij,ug),c;tfl)), assim: se u!? = 0 entdo zi(;) ~ HN(n;j,1). Se ug) =1

v

entao zz(;) ~ N (n;j,1).

« Passo 5: Simular 8% de 6,|(z®, ¢V, =),
Vamos considerar as seguintes constantes
Biconst = S0P ASH, + 3)°B e Qy = 5,/? ACC' A"),

e seja L a decomposicio de Cholesky de €4 . Defina 6 = L_l(Oz(t) — Wiconst), € SEja agora

n' = a.LL7Y(6,) - B,

os tragos latentes 0? tem densidade a posteriori dada por

J
p(0i|C7z7y7 ) 00 O I H lea77237

Isto motiva que z '+ B - oy = BOY + €, onde B = a..E;/Q e os §; sao termos de
erro mdependentes, os quais distribuiam-se N(0,1). Segue-se, entdo que

6° ~ Np((I +=7H)71's710% (1 + 3271,

com é? ¢ o estimador de minimos quadrados ordindrios e 3 = (El/ 2ta?_a?L)_1. 0?) pode
ser obtido com a transformacao LH? + Wiconst = 05.“.

« Passo 6: Simular ¢, para isto, combinamos as a priori de ajq ~ N(fag, Tad) € 55 ~
N(pp,08). Seja pe = (ftat, - - - 5 Hab, pp)t e Xeo = diag(car, - .-, 0ap,05). Considere agora X
a matriz de dimensao N x (D+1) formada pelas linhas (61, ...,6;4,...,0;p,—1). Finalmente
simule
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¢1(095) ~ N (e, (o) ™+ X'X) 7,
onde p, = (Beo) ' + X' X) T (B me, + X'z)).
Passo 6’ (Proposta de aceleragdo de convergéncia de Gonzalez (2004)): Fixar
_ ) 7® t t ¢
(@",.... a0, 5;") = (af fafl,....af} /) 5 falf)

. Simule um valor v de uma f(v) que nés tomamos como uma U|0, 5; 1, 5]. Fixe agora

t t t t
o = vall, o = vaQal, . o) = vallal),

com probabilidade

L(y\l/agtl),...,y[)’(t))]w(yaﬂ,.. ,vBW); (1/1/)|V| 1}

pr = min Liyla,.... 80wl 57)f()

e fixe

®) ® ® () ~(t) ® _ &)

Q1 = Qi Ay = Qg Qg ..o, A = O (G,

com probabilidade (1 — pr), onde L(y\Ozj1 e ,BJ(-t)) ¢ a verossimilhanca dos dados.

(®)

Passo 7: Simule ¢;” a partir de uma distribuicao

N N
Beta(/ﬁzl + ZUU; Ko + N — Zuij)’

=1 i=1

com k1 =1e ky = 3.
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Apéndice B

Graficos

B.1 Estudo de simulacao capitulo 4

No presente apéndice apresentamos as figuras referentes ao estudo de simulagao feito no Capi-
tulo 4. S6 lembrando, dito estudo era baseado em uma simulagdo de um teste de 2000 individuos
30 itens, e 2 dimensoes. Nos supomos que os tragos latentes distribuiam-se segundo uma normal
bivariada simétrica. Apresenta-se as figuras, com o objetivo de complementar os resultados do
Capitulo 4, especialmente no referente a convergéncia dos algoritmos.
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