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Abstract

We have developed a new computer program in Fortran 90, in order to obtain numeri-
cal solutions of a system of partial differential equations of Relativistic Magnetohydrody-
namics with predetermined gravitation (GRMHD), capable of simulate the formation of
relativistic jets from the accretion disk of matter up to his ejection. Initially we carried out
a study on numerical methods of Unidimensional Finite Volume, namely Lax-Friedrichs,
Lax-Wendroff, Nessyahu-Tadmor method and Godunov methods dependent on Riemann
problems, applied to equations Euler in order to verify their main features and make com-
parisons among those methods. It was then implemented the methods of Finite Volume
Centered Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor, which are numerical schemes that have
a formulation free and without dimensional separation Riemann problem solvers, even in
two or more spatial dimensions, at this point, already applied in equations GRMHD. A
Lax-Wendrof Runge-Kutta method of order 3, with the property of Total Value Descend-
ing (TVD) in time and size separation, was also applied to the same problem. Finally, with
Nessyahu - Tadmor method was possible to obtain solutions stable numerical - without
spurious oscillations or excessive dissipation - from the process of magnetized accretion
disk, in rotation with respect to a central black hole (BH) Schwarzschild and immersed in
a magnetosphere, to the ejection of matter in the form of jet over a distance of fourteen

times the radius of the BH, a record in terms of astrophysical simulation.

Resumo

Neste trabalho foi desenvolvido um novo programa computacional em Fortran 90, com
o objetivo de obter solucoes numéricas de um sistema de equacgoes diferenciais parciais de
Magnetohidrodinamica Relativistica, com gravitagdo pré-determinada (GRMHD), capaz
de simular a formagcao de jatos relativisticos desde a acrecao de disco de matéria até sua
ejecao. De inicio fez-se um estudo sobre métodos numéricos de Volumes Finitos Unidi-
mensionais, a saber método Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, Nessyahu-Tadmor e métodos

de Godunov dependentes de problemas de Riemann, aplicados nas equagoes de Euler com
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o intuito de verificar as suas principais caracteristicas e de efetuar comparacoes entre
aqueles métodos. Em seguida implementou-se os métodos de Volumes Finitos Centrados
Lax-Friedrichs e Nessyahu-Tadmor, que sao esquemas numéricos que possuem uma for-
mulagao sem separacao dimensional e livres de resolvedores de problemas de Riemann,
mesmo em duas ou mais dimensoes espaciais; neste ponto, ja aplicados nas equacoes de
GRMHD. Um método Lax-Wendroff com Runge-Kutta de ordem 3, com a propriedade de
ser Valor Total Decrescente (TVD) no tempo e com separagdo dimensional, também foi
aplicado no mesmo problema. Por fim, com o método Nessyahu-Tadmor foi possivel obter
solucoes numéricas estaveis - sem oscilagoes espturias nem dissipacao excessiva - desde o
processo de acrecao do disco magnetizado, em rotagao com relagao a um buraco negro
central (BH) de Schwarzschild e imerso a uma magnetosfera, até a eje¢do de matéria em
forma de jato ao longo de uma distancia de quatorze vezes o raio do BH, um recorde em

termos de simulagao astrofisica.
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Introducao

Nas ultimas décadas, as aplicacoes de métodos numéricos e técnicas computacionais em
simulagoes de sistemas astroffsicos vém sendo cada vez mais intensificadas, gracas aos
avancos obtidos em pesquisas de analise numérica, computacgao cientifica, estudos analiti-
cos, técnicas observacionais e experimentais. Contudo, novos cenérios, fenoémenos, pro-
priedades e caracteristicas sao descobertos e detalhados colaborando para o entendimento
de escoamento de fluidos em processos astrofisicos.

Cenarios cujo objeto compacto central atrai a matéria ao redor e resultam em formacao
de jatos relativisticos ganham destaque por serem grandes emissores de energia, que influ-
enciam muitos processos galacticos [18]. Tais fenomenos associados sdo modelados pelas
equagoes de Magnetohidrodinamica ! e Relatividade Geral (GRMHD) [87].

Diante da complexidade do sistema de equagoes diferenciais oriundas de GRMHD, a
dificuldade de tratamento computacional imposto pelo carater nao linear das equagoes
e por envolver fendmenos que atuam em diferentes ordens de grandezas, os processos
de acrecao e ejecao de plasma pelo objeto compacto central foram inicialmente tratados
separadamente |9, 8, 23, 79|.

Simulacoes que consideram o processo de acrecao, a formacgao do jato e sua ejecao
em uma mesma evolugdo temporal vém sendo recentemente pesquisados por Koide [40],
Nishikawa [69], McKinney [61], Shibata [38], entre outros. Entretanto, as implementagoes
computacionais desses fendomenos por meio de métodos numéricos ainda representam de-
safios por requerer muita atengao em questoes que envolvem ordem de precisao, descon-

tinuidades na solucao do sistema de equacoes, estabilidade dos métodos numeéricos, tempo

I Neste texto, optou-se pela grafia desta palavra como geralmente aparece nos textos de Fisica, mesmo
sabendo que a grafia oficial é Magnetoidrodinamica



de processamento e memoéria utilizada.

Um outro ponto de dificuldade é o momento de transicao entre o disco de acrecao
e o inicio da formacao de jatos colimados, pois nesta situacao as grandezas envolvidas
possuem variacoes bruscas caracteristicas do fenomeno e um tratamento numericamente
inadequado pode acrescentar oscilagoes espiricas ou dissipagao numérica excessiva que
prejudicam o andamento da simulacao. Tais dificuldades podem ser percebidas através
de dois fatos: desde o trabalho pioneiro de Koide, Shibata e Kudoh de 1999 [38] até os
dias atuais, tais pesquisadores ainda utilizam o método Lax-Wendroff com propriedade
de ser Valor Total Decrescente (TVD) do tempo, acréscimo de Viscosidade Artificial, com
separagao dimensional (Splitting dimensional) e limitadores de inclinacoes para se evitar
oscilagoes; e o outro fato é que os atuais codigos em GRMHD disponiveis nao possuem a
modelagem de problemas de formacao de jatos relativisticos desde a acrecao de disco até
a ejecao de matéria.

Com o levantamento realizado nesta tese sobre os principais codigos utilizados para
as equacoes de GRMHD, percebeu-se uma énfase nos métodos de Godunov dependentes
de resolucionadores de problemas de Riemann analiticos ou aproximados, com separa¢ao
dimensional e limitadores de inclinagoes, mesmo sabendo que o sistema de equacoes de
GRMHD possuem degenerescéncia de autovalores associados a matriz Jacobiana do sis-
tema [24]. Tal fato limita a aplicabilidade de métodos desse tipo. Uma outra questao
restritiva associada a esses métodos ¢ a utilizacao de separacao dimensional, que nao sao
recomendados em problemas cujos autovalores assumem grandes diferencas nas ordens de
magnitudes. Essas diferencas acontecem exatamente na transicao que define a formacgao
de jatos.

Neste contexto, o objetivo principal deste trabalho foi desenvolver um novo cédigo de
GRMHD aplicado na formagcao de jatos relativisticos, capaz de descrevé-lo desde a acrecao
de matéria em forma de disco até sua ejecao colimada, caracterizando um jato através
da aplicacao de métodos de Volumes Finitos Centrados sem separacao dimensional, com
o intuito de melhor representar a evolucao temporal desse sistema astrofisico, com uma
extensdo maior do que a encontrada na literatural40, 38|.

Os objetivos especificos tracados a fim de se alcancar o objetivo principal foram:



e Investigar as propriedades e caracteristicas de métodos de volumes finitos depen-

dentes ou nao de problemas de Riemann;

e Comparar as solugoes de métodos de volumes finitos entre si e entre a solugao de

referéncia, em problemas que envolvem evolucao temporal de descontinuidades;

e Modelar o problema de formacao de jatos relativisticos através das equagoes de
Magnetohidrodinamica Relativistica (GRMHD), tomando como base a formula¢ao

de Shibata [40];

e Programar um novo codigo em Fortran 90 para obter solu¢des numéricas do sis-
tema de equacgoes diferencias que compoem a Magnetohidrodinamica Relativistica

(GRMHD);

e Implementar os métodos de Volumes Finitos Centrados - Lax-Friedrichs e Nessyahu-

Tadmor - sem separagao dimensional no problema de formacao de jatos relativisticos.

A seguir, apresenta-se a forma como a tese foi conduzida para se chegar aos objetivos
listados.

No capitulo 1 foi feito um levantamento do desenvolvimento dos fenémenos associados
a astrofisica moderna com o foco em jatos de discos relativisticos e apresentou-se o atual
cenario de pesquisa na area.

As equagoes diferencias parciais (EDPs), juntamente com as equagoes que compoem a
modelagem do cenério astrofisico que possibilitam a formacao de jatos relativisticos estao
expostas no capitulo 2.

O capitulo 3 foi destinado as questoes relacionadas aos métodos de Volumes Fini-
tos aplicados em Leis de Balanco e Leis de Conservacao. Os métodos de Lax-Friedrichs,
Lax-Wendroft’s, Godunov com resolvedor de problemas Riemann e o método de Nessyahu-
Tadmor sao detalhados e aplicados as equacoes de Euler unidimesionais com o intuito de
explorar e comparar os métodos numeéricos desenvolvidos. Neste momento, desenvolveu-se
codigos em Octave para as equacoes de Euler unidimensionais, que descrevem o escoa-
mento de fluidos ideais em situacoes que sao encontradas em sistemas mais complexos

como no caso das equagoes de GRMHD.



Um levantamento sobre os principais codigos utilizados em GRMHD foi feito no capi-
tulo 4, juntamente com apontamentos que destacam as diferencas entre o cdédigo desen-
volvido em Fortran 90 nesta tese e os demais codigos.

No capitulo 5 exp0s-se as equagoes implementadas e as estruturas de Fortran 90 uti-
lizadas na programacao, tais como alocacao dinamica de memoria, estruturas de blocos
Modular, entre outros.

As simulacoes de formacao de jatos relativisticos estao no capitulo 6. De inicio
implementou-se o método Lax-Friedrichs bidimensional sem separacao dimensional, com
o intuito de testar e avaliar tendéncias na evolucao das simulacoes. Depois, utilizou-se o
método Lax-Wendroff com Runge-Kutta TVD de trés estagios com Splitting dimensional
e sem limitador de inclinacoes e verificou-se que a propriedade TVD nao foi suficiente
para estabilizar o método.

Partiu-se entao para a implentacao e aplicacao do método Nessyahu-Tadmor bidimen-
sional, sem separacao de dimensoes espaciais e método de Euler com quatro estagios para
o acréscimo do termo fonte. Com este método, foi possivel descrever a evolucao temporal
do sistema astrofisico inicialmente composto de disco de acrecao em rotacao em torno
de um buraco negro (BH) central de Schwarzschild, imersos em uma magnetosfera em
queda com relacao ao BH. Mostramos que tal sistema passou pela transicao de disco de
acrecao e ejecao de matéria em forma de jato com estabilidade numérica, cuja extensao
atingiu 14 vezes o raio do BH. Além disso, o método Nessyahu-Tadmor foi capaz de revelar
subestruturas formadas tanto no jato quanto do disco.

Por fim no capitulo 7 traz um retrospecto dos estudos realizados nos capitulos prece-
dentes e as consideracoes finais realizadas. Sao apresentados ainda, sugestoes de trabalhos

futuros que possam contribuir para a continuidade ou a melhoria do que foi proposto.



Capitulo 1

Jatos Relativisticos - Aspectos do

Fen6meno

1.1 Aspectos historicos

A Astronomia é uma ciéncia que surgiu das observagoes de corpos celestes durante cente-
nas de anos. O acumulo de diversas observacoes possibilitou o desenvolvimento de teorias
que auxiliam na compreensao de fenémenos naturais. Em 1917, Haber Curtis notou uma
estrutura que descreveu como um curioso rato em linha reta conectado a um nicleo. Tal
objeto atualmente é conhecido como o jato M87 e é uma das ejecOoes mais estudadas

associada a um Nicleo Ativo de Galaxia - AGN. Ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Imagem obtida pelo telescépio Hubble do jato M87 - fonte: NASA Hubble
Space Telescope Images [99].



De acordo com uma concepcao moderna, objetos massivos centrais estao presentes na
maioria das Galédxias e permanecem ativos se, e somente se, uma quantidade suficiente
de matéria cair neles. Além do objeto compacto central, Nucleos Ativos de Galéaxias
necessitam de fluxo de matéria em queda na direcao do centro de massa do sistema. Este
mecanismo ¢ chamando de acrecao de matéria e esti associado ao campo gravitacional
gerado pelo objeto central.

No inicio da década de 1950, com o desenvolvimento da Radioastronomia iniciaram-se
estudos sobre as emissoes de radiacao térmica e nao térmica e, também sobre a luminosi-
dade de objetos estelares. No entanto, observacoes nas faixas de raio-X e raio gamma
possibilitaram indmeras descobertas de fontes nao térmicas do Universo, com destaque
para as emissoes difusas de radio em torno de galéxias ativas.

Apos essas descobertas, rapidamente tais emissoes foram associadas a ejecoes de plas-
mas colimados que escoam para fora do nticleo galactico [8]. A matéria expelida por esses
jatos tem uma energia muito elevada e em muitos casos, a propagacao da ejecao estende-
se por grandes distancias - em comparacao ao raio do objeto central - com velocidades
relativisticas até antes de atingir um perceptivel freamento devido & interacao com o meio
intergalactico |8, 45, 50|.

No final da década de 1960, evidéncias da existéncia de objetos em que processos
eletrodinamicos sao decisivos na liberacao de energia impulsionaram os primeiros estudos
de modelos eletromagnéticos para fontes compactas 30, 37].

Em 1976, Blandford e Znaijek apresentam um mecanismo que estrutura o cenario
bésico de extragdo de energia de um Buraco Negro (BH) em rota¢do. Tal mecanismo é
conhecido como processo de Blandford-Znaijek, que expoem sobre a necessidade de um
disco de acregao com um campo magnético suficientemente forte em torno do eixo de
rotacdo do BH [10]. A ideia chave que estd na base tedrica de tal processo é o fato
de considerar o objeto compacto - imerso em um campo magnético externo - como um
indutor unipolar.

Inicialmente no desenvolvimento da teoria analitica, discos de acrecao e jatos foram
tratados separadamente. Tais teorias podem ser encontradas em [14] para disco de acregao

e para jatos na referéncia [9)].



Um tratamento levando em consideracao as equacoes de Maxwell e as leis de conser-
vacao relativisticas de massa, momento e energia - chamando de Magnetohidrodindmica
Relativistica - GRMHD - foi proposto por Thorne, Price e MacDonald (1986) [87].

Avancos em recursos computacionais, em técnicas de computacao e desenvolvimento
de Métodos Numéricos proporcionaram implementar simulagoes que abrangem cenérios
astrofisicos que envolvem a formacao de jatos desde o processo de acrecao do disco até a
propagacao do plasma ejetado.

Koide, Shibata e Kudoh (1999) [38] utilizaram as equagbes de GRMHD ideal, sem
termo resistivo, para mostrar em simulacoes o processo de formacao do jato a partir do
disco de acrecao em volta de um buraco negro central, imerso em uma magnetosfera em
queda. Em uma de suas configuragoes implementadas, o jato foi formado na superficie do
disco mostrando a possibilidade da existéncia tanto de jatos que se formam nos polos do
BH quanto jatos ejetados por discos.

O desenvolvimento de teoria analitica e de simulacoes que envolvem o disco de acrecao
e condicoes iniciais que resultam em um jato inicialmente formado, buscam explorar as
propriedades e caracteristicas evidenciadas pela propagacao da ejecao. Nesses estudos
tanto as técnicas analiticas via solucoes auto-similares das equacoes de Grad-Shafranov
[12] quanto as simulagoes via GRMHD [61] mostram que a existéncia de um campo
magnético forte é essencial para a colimagao do jato.

Avancos na area observacional vém adicionando e evidenciando caracteristicas do disco
de acrecao, formacao e ejecao de jatos. Atualmente, as modelagens matematicas de jatos
que envolvem a dinamica de plasmas altamente energéticos, através de teorias analiticas
e simulacoes de GRMHD, destacam-se por estarem em consonancia com as observagoes
|18, 58].

Erupcoes em forma de jatos representam uma das aparéncias visiveis da atividade de
objetos astrofisicos. Certamente, este é um mecanismo universal de liberagao de energia
[8] que influencia em diversos processos astrofisicos [18].

Contudo, apesar dos cenarios favoraveis referentes aos avangos nos estudos das teorias
analiticas, das simulacoes computacionais, das observacoes e de experiéncias laboratoriais

de plasmas, ainda o assunto apresenta grandes dificuldades e desafios por conter muitas



questoes em aberto.

Apods quase cem anos da descoberta de Heber Curtis, a principal caracteristica de
muitos jatos estaveis - a propagacao da ejecao do plasma colimado por longas distancias
em comparacio ao raio do objeto compacto central - permanece inexplicada. E fato
que o campo magnético forte oriundo do disco de acrecao tem suas linhas alteradas ao
ponto de colimar o jato, de direcionar a propagacao do plasma e perserva-lo durante a
evolucdo temporal, porém pesquisas sobre estabilidades de jatos (ambos relativisticos e
nao relativisticos) possuem um grande nimero de modos de instabilidade [61].

Ao longo das ultimas décadas, pesquisadores apresentaram critérios de instabilidade
e técnicas analiticas com o intuito de estabilizar a propagacao de jatos, porém até agora
nenhuma andlise de estabilidade foi suficiente para explicar a extensao de diversos jatos
observaveis [8].

Um outro ponto intrigante sao as subestruturas formadas durante a propagacao de
jatos. Estudos apontam que as formas possiveis de jatos e de suas subestruturas sao in-
fluenciadas pelas propriedades do disco de acre¢ao, do campo magnético e do meio em que
o sistema estd imerso (magnetosfera) [61]. Entretanto, os ajustes de valores que entrarao
nas condicoes iniciais para as andlises analiticas e para as simulacoes computacionais
ainda sao desafiadores por permanecer dificil a comparacao da teoria com observacoes
(Worral, 2009) [95] e com experimentos laboratoriais de plasmas (Ciardi, 2009) [15].

Diante deste cenario, simulagoes em GRMHD seguem-se em destaque no estudo de
modelos de jatos mais realistas, porém deve-se ressaltar a importancia da experiéncia
acumulada com os estudos analiticos e observacoes para ajustar os parametros envolvidos
nas condi¢oes iniciais [8].

A complexidade do sistema de equacgoes diferenciais oriundas de GRMHD, a dificul-
dade de tratamento computacional imposto pelo carater nao linear das equagoes, que
envolvem fenomenos que atuam em diferentes ordens de grandezas, fizeram com que os
processos de acrecao e de ejecao de plasma pelo objeto compacto central fossem inicial-
mente tratados separadamente, (9], [8], |23], [79], entre outros.

Simulacoes que consideram o processo de acrecao, a formacgao do jato e sua ejecao

em uma mesma evolugdo temporal vém sendo recentemente pesquisadas por Koide [40],



Nishikawa [69], McKinney [61], Shibata [38|, entre outros. Entretanto, a implementacao
computacional desses fendmenos por meio de métodos numéricos ainda representa de-
safios por requerer muita atencao em questoes que envolvem ordem de precisao, descon-
tinuidades na solucao do sistema de equacoes, estabilidade dos métodos numéricos, tempo
de processamento e memoria utilizada.

Na secao seguinte apresentam-se os elementos fundamentais que resultam em formacao

de jatos astrofisicos, também expoem-se suas propriedades e caracteristicas.

1.2 A formacao de jatos

Nas ultimas décadas, diversos sistemas astrofisicos vém sendo descobertos com a pro-
priedade de gerar escoamento colimado de plasma, com velocidades que podem aproximar
da velocidade da luz.

Um jato é uma linha de corrente fortemente colimado de fluido, gas ou plasma. Tipica-
mente, possue energia cinética, energia interna, momento linear e, dependendo do sistema
envolvido, também podera possuir momento angular. Embora existam diferentes métodos
propostos para producao de jatos colimados, as ideias principais estao embasadas em mag-
netohidrodinamica (para jatos nao relativisticos) e em magnetohidrodinamica relativistica
(GRMHD) - para jatos relativisticos [8].

As equacoes de GRMHD sao utilizadas para descrever a formacao e propagacao de
jatos colimados em aceleracao até atingir velocidades relativisticas, enquanto ocorre co-
lapso gravitacional de um disco em rotacao imerso em uma magnetosfera. A matéria em
acrecao escoa em direcao a um objeto compacto central que, por sua vez, impoe uma
curvatura para a estrutura espaco-tempo. Em seguida, descreve-se os elementos funda-
mentais que estao envolvidos na formacao de jatos astrofisicos estudados.

Um objeto compacto central com rotagao atrai matéria imersa em um meio de baixa
densidade e com um campo magnético forte - chamado de magnetosfera. A componente
poloidal do campo magnético enfilera a matéria imersa deixando-a em forma de disco -
chamado de disco de acrecao.

Com uma variedade de velocidades de rotacao no disco de acrecao, a matéria é escoada



em direcao ao objeto compacto levando consigo as linhas de campo magnético. A matéria
depositada na vizinhanca do objeto compacto é espremida pelas linhas de campo e pela
matéria que continua em colapso. As diferentes velocidades de rotacao do disco produz
um campo magnético helicoidal sobre o eixo de rotacao que, além de apertar a matéria
na vizinhanca do objeto compacto, direcionara a matéria conforme as linhas do campo
magnético.

Dependendo da importancia relativa do campo magnético, da densidade do disco de
acrecao em comparacao com a densidade do meio, do angulo de abertura do disco e da
velocidade de rotacao do disco, uma variedade de resultados sao possiveis, tais como: um
amplo vento nao colimado; dois escoamentos nao relativisticos saindo em cada um dos
polos do objeto compacto; um jato relativistico altamente colimado ou até mesmo um
jato formado no proprio disco de acregao. Ver Figura 1.2.

Sendo assim, o campo magnético gerado pelo disco de acrecao é a ligacao natural entre
o objeto compacto central e o jato, interligando também a rotagao do disco com a rotagao
do objeto central. Como o escoamento de saida do plasma é direcionado pelas linhas do
campo magnético, o fluxo de liberacao de energia pelo jato também ocorre ao longo das
linhas de campo. A propagacao do jato define uma corrente elétrica longitudinal gerando
assim um campo magnético induzido toroidal capaz de exercer uma pressao magnética
que contribui para a colimagao do jato.

No entanto, deve-se notar que neste sistema astrofisico, a corrente total que flui a
partir do objeto central deveria desaparecer, pois a forca de Ampére descolimaria o jato
uma vez que as correntes anti-paralelas repelem-se. Portanto, um meio externo se faz
necessario para colimar e ajudar a manter a colimacao do jato formado.

Além disso, uma questao intrigante e nao trivial é “ se é possivel considerar um BH
imerso em um campo magnético externo como um indutor unipolar 7. Blandford e Znaijek
[10] desenvolveram as bases teoricas para o entendimento de tal questdo e atualmente
pode-se considerar que o disco magnetizado em rotagcao serve como uma bateria que
determina a energia liberada a partir do objeto central de alta condutividade [8].

Embora tenhamos o cenario favoravel descrito acima para a formacao, colimacao e

ejecao do jato, deve-se destacar que sua manutencao por longas distancias nao ¢ nada
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- — Acrecéo

,Qum/

Jato

— ——— Acrecao

Figura 1.2: Na primeira linha & esquerda encontram-se os elementos fundamentais en-
volvidos no processo de formacao de jatos astrofisicos e a direita a esquematizacao da
formacao de um vento nao colimado. Na segunda linha & esquerda tém-se a formacao de
jato em um dos polos do objeto compacto central e a direita o jato formado a partir do
disco de acrecao.
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trivial pois nas ultimas décadas pesquisas apontam para um grande nimero de modos de
instabilidade que podem resultar em uma total ruptura da colimacao.

Exemplos de modos de instabilidade em jatos incluem: modo de reflexao ressonante,
instabilidade de Kelvin-Helmhotz, modo de corrente conduzida e modo de torc¢ao [8].

Diante disso, Kruskal e Shafranov observam uma relacao conhecida como critério de

instabilidade de Kruskal-Shafranov - KS.

Critério de instabilidade - KS: Jatos magnetizados formados por sistemas que
envolvem disco de acrecao magnetizado, objeto compacto central em rotacao e
magnetosfera, serao instaveis se,

By
By

2T R
>
r

em que By e By sao respectivamente as componentes toroidal e poloidal do campo

magnético, R = rsenf € o raio do toro e r é a extensao poloidal (direcao radial).

O critério KS implica que jatos serao instaveis antes de atingir v = 3 em regioes depois
de r = 100.M, em que r é aproximadamente cinquenta vezes maior que o tamanho do
raio do objeto central no sistema (G = ¢ = 1) [61]. Alguns jatos observéveis satisfazem
tal critério, porém um contra-exemplo é o jato M87.

Instabilidades nao foram observadas apenas em jatos, estudos sobre acrecao de discos
também apontam para instabilidades no processo de acrecao de matéria magnetizada via
simulagoes de MHD. Turbuléncias geradas por instabilidades magnetorotacional (MRI)
sao capazes de desestruturar o disco e espalhar matéria nao colimada para fora do disco,
como mostrado em simulagoes [26]. Por outro lado, acredita-se que a instabilidade mag-
netorotacional seja o principal mecanismo que direciona a acrecao de discos astrofisicos
[5].

Jatos relativisticos sao obtidos em sistemas com as seguintes caracteristicas: o disco
de acrecao possui velocidades relativisticas e o objeto compacto central ¢ um buraco negro

ou uma estrela de néutrons. Estes sao encontrados em nicleos ativos de galaxias.
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1.2.1 Jatos em AGN

As principais propriedades do objeto compacto central em um AGN, que sdo aceitas pela
maioria dos astrofisicos atuais, podem ser resumidas conforme expoem-se a seguir.

No centro da galaxia existe um buraco negro supermassivo no qual ao seu redor ocorre
acrecao de matéria |79, 23]. Somente com este cenario é possivel explicar a eficiéncia muito
elevada da liberacao de energia e a compacidade do objeto central, o que fornece para
o universo uma grande fonte de energia. A atividade do niicleo galactico é relacionado

tanto com a energia de rotacao do BH via

S o M Qurs)’
) =10 (109]\/[@)( . ) erg , (1.1)

quanto a energia de matéria acrecida. Na equacao (1.1),

_2GM

2

rs
c

é o raio de Schwarzschild do BH, J,. é o momento de inércia, {2y é a velocidade angular
do BH, M é a massa do BH, ¢ a velocidade da luz, G a constante universal da gravi-
tacdo, My = 2.10%3g a massa do Sol e para que o buraco negro seja classificado como
supermassivo sua massa ¢ aproximadamente de 10° a 10° vezes a massa do Sol.

A existéncia de objetos supermassivos é justificada pelo fato de que a luminosidade de

Eddington é dada por,

M
Lpaa = 10" (1O9M@) erg/s, (1.2)

isto é, a forca gravitacional que age na matéria acrecida é equilibrada pela forca de pressao
da radiacdo determinada pela luminosidade [97]. Os AGN’s possuem uma luminosidade
caracteristica proxima de Lggq € a duracao da fase ativa é estimada usando-se as equacoes

(1.1) e (1.2), isto &,

. Erot

Lgaq

que é da ordem de 107 anos.
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A acrecao de matéria pelo BH possui uma forma de disco e esta de acordo com obser-
vacoes expostas por Lynden-Bell [57]. Assim, a dire¢ao preferencial - o eixo de rotacao -
surge naturalmente no espaco no qual a formacgao de jatos é possivel. Como um buraco
negro nao possui campo magnético proprio - Teorema sem cabelos - No Hair Theorem, a
geragao de campos magnéticos fortes se devem ao disco de acregao [23].

Os nucleos ativos de galaxias produzem os maiores (em extensao) e os mais energéticos
jatos encontrados no Universo, embora eles nao fornecam os mais rapidos e mais potentes
(poténcia instantanea). As velocidades medidas em jatos de galaxias de radio assumem
fatores de Lorentz que variam de v = 1,005 até v = 50 [55], por exemplo, na galaxia
M87, seu jato formado nas proximidades do ntcleo possui na maior parte do escoamento
velocidades de v = 6 [36] e estende-se por longas distancias, quando comparado ao raio
do objeto compacto central [62].

Em muitos casos, a matéria expelida pelo jato continua movendo-se com velocidades
relativisticas por grandes distancias, em comparacao ao raio do BH, até atingir um per-
ceptivel travamento devido a interagao com o meio intergalactico. No caso da galéxia
Cygnus A, as extensoes dos dois jatos superam 10 ordens de magnitude com relagdo ao

tamanho do BH central, conforme Figura 1.3.

Figura 1.3: Imagens do teslecopio Hubble da galaxia Cygnus A [99].

No caso da galaxia M87, a parte mais luminosa concentra-se ao redor do nicleo e,
em partes, ao longo do jato, enquanto que a parte menos luminosa aparece como uma

galaxia aproximadamente eliptica. Na galaxia Cygnus A, o BH central e as subestruturas
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formadas nas pontas dos jatos possuem maior luminosidade. Apesar dos jatos das duas
galaxias serem colimados, as espessuras angulares dos jatos da Cygnus A sdo bem mais
finos que a espessura do jato da M87. Uma outra diferenca entre os jatos dessas galéxias
é que a galaxia M87 possui um jato enquanto que a Cygnus A possui dois jatos. Ver

Figuras 1.1 e 1.3.

1.2.2 Jatos em Microquasares

Embora os quasares supermassivos residentes no centro de galaxias sejam alimentados por
estrelas, gases ou plasmas coletados de sua vizinhanga, existem versdoes menos massivas
desses sistemas que podem ser alimentados por uma tunica faixa de atmosfera de uma
estrela companheira. Uma parcela desses sistemas binarios chamados de microquasares

produzem jatos, conforme Figuras 1.4 e 1.5.

Lébulo

galdxia Hospedeira

@

Lébulo

Figura 1.4: Representagao grafica da formacao de jatos em um quasar cuja matéria
acrescida advém da galaxia que hospeda tal sistema. Figura fora de escala.

Existem dois tipos de microquasares diferenciados pelos objetos centrais: em um deles
o objeto compacto ¢ um BH cuja massa ¢ aproximadamente 100/, e o outro é caracterizado
por residir em uma estrela de néutrons de massa aproximadamente igual a 1,4M. O
segundo caso produz um jato moderadamente relativistico pois em média as velocidades
assumem valores proximos de 0,26¢ (v = 1,036), enquanto que no primeiro caso tem-se

0,92¢ (v = 2,5).
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Lébulo

Estrela Companheira

Acrecao

LébuloO

Figura 1.5: Representagao grafica da formagao de jatos em um microquasar cuja matéria
acrescida advém de uma estrela companheira. Figura fora de escala.

Um exemplo de jatos em microquasares sao os jatos gémeos da fonte SS 433 que
possuem uma velocidade média de 0,26¢ (v = 1,036). Até agora nao foi observado um
microquasar cuja velocidade se aproxima do fator de Lorentz de v = 10. Uma possivel
causa para isto se deve ao fato de que os microquasares evoluem por varias fases de sua
vida em poucos anos ou décadas [62].

Nesses sistemas a taxa de fluxo de matéria emergida é maior do que a quantidade
de matéria que o objeto compacto possa engolir. Uma consequéncia que pode surgir é
a formacao de jatos devido ao aumento do momento angular da matéria em acrecao e o
aumento de pressao pelo acimulo de matéria.

Observagoes de microquasares mostram que jatos estao relacionados com a espessura
do disco de acrecao, sendo que nao sao observados jatos em sistemas com discos relati-
vamente finos. A razao pela qual isso ocorre ainda nao é clara: talvez um disco fino seja
insuficiente para colimar o fluxo emergente ou o campo magnético gerado pelo disco fino
nao é suficientemente forte [8].

Historicamente, o primeiro objeto revelado desta classe foi o SS 433 possuindo uma
taxa de liberagao de energia total de 103® erg/s e o gas ejetado com velocidades moderadas.

Tais velocidades podem ser explicadas pela pressao de radiacao altamente aquecida pelas

regioes mais internas do disco. Com relacao a jatos relativisticos, a primeira fonte foi
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observada em 1994 [64].

Um fato importante de se destacar em jatos formados por microquasares é que, na
maioria dos casos, bolhas sao formadas a grandes distancias do objeto central. Acredita-se
que tal subestrutura chamada de Ldébulo seja formada pelos diversos ciclos de rotacao do
objeto compacto central. Ver Figura 1.5.

Estudos observacionais de microquasares sao de fundamental importancia. Sabendo
que a escala de tempo para eventos que ocorrem perto da acrecao de objetos compactos
é diretamente proporcional a massa do objeto, os microquasares possibilitam evolucoes
de fenémenos na escala de anos ou décadas ao passo que em quasares os fendmenos estao

associados a escala de milhares de anos [62].

1.2.3 Jatos em Supernovas

Existem evidéncias de que certos tipos de supernovas, que nao estejam envolvidas por um
gigante envelope vermelho, explodem de forma asférica.

Estudos teodricos e observacionais apontam para a possibilidade de que tal assimetria
seria causada pela ejecao de jatos gémeos que parte do nicleo central de uma supernova,
enquanto colapsa para formar uma estrela de néutrons.

A acrecao de gas na estrela de néutrons central pode criar um disco que impulsiona
jatos altamente colimados, impulsionando a matéria para fora da estrela em velocidades
relativisticas entre 0,25¢ e 0,6c. Mesmo que apenas uma pequena fracao de seu nticleo
seja ejetado - aproximadamente 1%, a energia cinética assume valores suficientes para
alterar substancialmente a estrutura de expansao da supernova e, em alguns casos, pode
desempenhar um papel crucial nas proximas fases da evolucao de supernovas . De fato,
como observado, a poténcia explosiva ¢ da ordem de 10°% ergs em poucos segundos [39] e
isto pode limitar a quantidade de matéria que sera acrescida pelo objeto central.

Observacoes da colisao entre o jato colimado e a matéria que compoe a supernova
mostrou que uma das possiveis subestruturas formadas é o objeto Herbig-Haro [32], como
ilustrado na Figura 1.6.

Uma das grandes dificuldades atuais para os modelos mateméticos propostos, junta-

mente com as simulagoes computacionais oriundas de codigos em GRMHD, é conseguir
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unir fendmenos de acrecao e ejecao de jatos com a formacao de subestruturas a longas

distancias do objeto central.

Herbig-Haro

N/

Matéria
Jato

Acrecao

Herbig-Haro

Figura 1.6: A esquerda tem-se a representacio grafica da formacdo de jatos em uma
supernova cuja matéria ejetada forma objetos chamados de Herbig-Haro e & direita tem-
se o objeto Herbig-Haro 47 captado pelo telescopio Hubble. [99]

1.2.4 Jatos em Explosoes de Raios gamma

Explosoes de raios gammas - GRB’s - fornecem atualmente o exemplo mais extremo
de escoamento relativistico de jatos. Esses jatos podem assumir velocidades associadas
a fatores de Lorentz de aproximadamente v = 100 ou até mesmo v = 300, com uma
liberagdo de energia na ordem de 10%3ergs por segundo [8].

Os altos valores de energia e de fator de Lorentz sao consistentes com a formacao
de um BH estelar de massa aproximadamente igual a 100, com 1% de matéria saindo
pelo jato extremamente relativistico. Este é um caso extremo e raro de supernovas que
evoluem para o estagio de formacao de BH ao invés de parar no estégio de estrela de
néutrons. Uma outra situacao que pode desencadear um evento similar esta associada a

fusdo de duas estrelas de néutrons [62].
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Nestes casos, o BH central possui uma rotacao bem elevada e o processo de formacgao
de jatos ¢ bem semelhante ao caso de AGN’s, com a diferenca de que o campo mag-
nético assume intensidades elevadissimas, da ordem de 10 Gauss. Somente com essa
intensidade de campo magnético explica-se a quantidade de energia liberada pelo BH e
acredita-se que tamanha intensidade é obtida ap6s o colapso do niicleo da supernova ou

apos a fusdo de estrelas de néutrons [48].

1.3 Simulacoes

Nas tltimas duas décadas, o desenvolvimento da computagao, da tecnologia de hardwares
e de técnicas computacionais possibilitou um grande avanco em simulacoes numéricas de
cendrios astrofisicos que ajudam no entendimento da dinamica de fenomenos observaveis.
No entanto, as pequisas atuais ainda encontram cenérios desafiadores que iniciam-se na
modelagem matematica dos fenémenos fisicos em questao, passam pela escolha adequada
dos métodos numéricos, chegando na interpretacao dos resultados obtidos e na comparacgao
com observacoes e resultados encontrados na literatura.

Devido a uma grande quantidade de fené6menos que os sistemas astrofisicos envolvem,
tais como: dinamica de fluidos relativisticos magnetizados, descrita por equacoes difer-
enciais parciais acopladas dependentes do tempo - equagoes de mecanica de fluidos e
equagoes de Maxwell relativisticas, campo gravitacional descrito pelas equagoes de Ein-
stein, dinamica para campos gravitacionais, processos adiataticos - termodinamica, vis-
cosidade, resistividade, equagao de estado - EOS, fisica de particulas, radiacao, entre
outros; os processos de acrecao de matéria e os de ejecao de jatos foram tratados sepa-

radamente.

1.3.1 Disco de Acrecao

Modelos teoricos de acrecao basicamente descrevem propriedades estacionérias de disco
de acrecao com véarias possibilidades de aberturas e propriedades fisicas embutidas. Tais
modelos analiticos investigaram varios processos fisicos em discos de acrecao destacando-se

as grandezas fisicas envolvidas para a descri¢ao fenomenologica, entretanto os resultados
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obtidos nesses estudos aplicados em representagoes da dinamica ficam contraditorios [14].

Um exemplo contraditorio ¢ o caso em que estudos analiticos apontavam para a nao ex-
isténcia de descontinuidades em modelos de disco enquanto que estudos numéricos em de-
scricoes dependentes do tempo mostram o surgimento de descontinuidades e, até mesmo,
modos de instabilidades [5].

Apesar do avanco de técnicas observacionais indicarem que os modelos dindmicos simu-
lados via magnetohidrodinamica relativistica estao mais coerentes com os dados coletados,
os modelos analiticos servem para testar as simulacoes, principalmente no que diz respeito
a resultados assintoticos.

Dois modelos em destaque por possuirem resultados analiticos, numéricos e observa-
cionais em consonancia sao os modelos de acrecao inviscosa de Wilson e o modelo de
acregao de discos viscosos de Chakrabarti [14].

No primeiro modelo, Wilson investigou numericamente o acréscimo de matéria in-
viscida em um buraco negro em rotacgao, utilizando as equagoes da hidrodinamica de-
pendentes do tempo [91]. Com um codigo em coordenadas cilindricas, para estudar a
formacao de ondas de choque e de emissao de ratos-X nas proximidades do BH, Wilson
foi capaz de acompanhar a formacao de espessuras de discos durante as simulacoes.

O segundo modelo mostrou que a formacao de ondas de choque em discos de acrecao
depende fortemente da viscosidade e que duas regioes ficam bem distintas: uma anterior
a onda de choque e a outra posterior. Apods a dissipacao da onda de choque, o disco
torna-se do tipo Kepleriano como previsto por estudos analiticos.

A formulacao de Wilson e suas variagoes foram extensivamente utilizadas em simu-
lagoes que envolvem a acrecao de discos espessos. O surgimento de modos de instabilidades
fez com que os pesquisadores entedessem mais sobre o assunto, porém logo percebeu-se a
necessidade de incorporar campos magnéticos e auto-gravitagao [24, 25|.

Em 1977, Wilson propds um sistema numérico para GRMHD para estudar a evolugao
de plasma com simetria axial perto de um buraco negro de Kerr, porém apenas nos tltimos
15 anos as simulacoes que envolvem GRMHD foram possiveis de serem implementadas,
na tentativa de obter esclarecimentos sobre a dinamica de discos magnetizados em regioes

de campos gravitacionais intensos |5, 16, 26, 33, 65].
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Neste contexto foram identificados Instablidades Magnetorotacionais - MRI - em si-
mulacoes que utilizam tanto a métrica de Schwarzschild quanto a de Kerr, independente
do uso de um codigo com simetria axial ou de um tridimensional no espaco [5, 33].

As simulagoes realizadas com GRMHD ideal aplicado em discos espessos de acrecao
(inicialmente na forma de um Toro magnetizado) possibilitaram descrever o seguinte pro-
cesso basico de acrecao: primeiro, a componente toroidal do campo magnético cresce
rapidamente impulsionada pelo cisalhamento; em seguida a instabilidade magnetorota-
cional desenvolve-se até atingir uma saturacao e por fim a acrecao entra em um regime
quase estacionario em que o disco é mantido pela turbuléncia que redistribui a densidade e
o momento angular do disco, no préprio disco, ver Figura 1.7. O crescimento exponencial
da MRI acontece dentro do primeiro periodo orbital do Toro inicial, logo ap6s o cresci-
mento do campo magnético que foi suficiente para distorcer o Toro e iniciar o processo de
acregao de matéria no BH [25].

As ejecoes de matéria pelos polos do BH podem ser intensificadas pela rotacao do BH,
pela intensidade do campo magnético incial, pelas linhas de campo magnético, pela quan-
tidade de matéria do disco, pela espessura do disco e pela diferenca entre as densidades
do disco e da magnetosfera que permeiam o sistema. Sendo assim, com condigoes iniciais
adequadas para a formacao de jatos, a evolucao temporal do disco descrito no sistema
acima - representada pela Figura 1.7 - pode alimentar os jatos que propagam-se na regiao

interior do cone e que sao colimados pelo campo magnético forte.

1.3.2 Jatos

Estudos de simulagoes que impoe condigoes iniciais favoraveis para a propagacao de jatos
vém sendo realizados na tentativa de se obter propriedades e caracteristicas que con-
tribuem para a colimagao, extensao, velocidades e formacao de subestruturas relacionadas
com o jato.

Pudritz (2000) [72] realizou simulagdes de jatos alimentados por discos magnetizados
de acrecao, na direcao de um objeto compacto e comparou a grande eficiéncia de liberacao
de energia desse sistema com dados observacionais.

O desenvolvimento das pesquisas caminharam para explorar as variacoes dos para-
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Eixo|de Rotacao

Eixo[de Rotacdo

Acrecdo

Acregao

Magnetosfera

Figura 1.7: A esquerda tem-se uma representacdo do campo magnético achatando o
envelope que envolve um toro e a direta tem-se a acre¢gao desenvolvendo-se e delimitando
duas regioes separadas por um cone: uma regiao de instabilidade que é evoluida no
proprio disco e suas adjacéncias e uma outra regiao dentro do cone que expele uma baixa
quantidade de matéria nao colimada pelos polos do BH - tal ejecao é chamada de vento.
Simulagoes desta natureza encontram-se em [14, 24].
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metros envolvidos destacando-se pela diferenciacao entre discos finos e discos espessos.
Com a modelagem inicial que desenvolveu para jatos dominados pelo vetor de Poyting,
alimentados inicialmente por discos Toroidais e colimados por campos magnéticos fortes -
com componentes poloidal e toroidal nao nulos, McKinney (2006) [60] conseguiu simular
jatos relativisticos de longa extensao e, também, a formacao de subestruturas chamadas
de Lobulo.

Uma andlise mais detalhada de subestruturas de jatos foi realizada por Mizuta et al
(2004) [59], porém as equacoes utilizadas nao envolvem o campo magnético. Na mesma
linha, estruturas internas de jatos relativisticos em regioes de intensidade gravitacional e
sem campo magnético foram simuladas em [85].

As estabilidades de jatos alimentados por discos finos em rotagoes relativisticas estao
sendo recentemente investigadas em simulagoes de GRMHD por Komissarov et al (2009)
[44] e McKinney e Blandford (2009) [61] que sao aplicadas tanto em AGN’s quanto em
explosoes de raios gamma. Tais estudos simularam a propagacao de jatos gémeos e tam-
bém de jatos unipolares. Entretanto, como alerta Worral, a fenomenologia associada a
jatos relativisticos esta longe de ser totalmente compreendida e atualmente a pesquisa na
area necessita cada vez mais do desenvolvimento de teorias analiticas, juntamente com
desenvolvimento de simulagGes mais realistas e globais (que envolvam mais fenémenos as-

sociados ao problema), dados observacionais e experimentos de plasmas em laboratorios.

1.3.3 Jatos e Discos

Na linha de se obter simulac¢oes mais realistas, Koide, Shibata e Kudoh (1999) [38| foram
0s pioneiros em simulacoes envolvem a evolucao de sistemas astrofisicos desde o inicio da
acrecao de discos geometricamente finos magnetizados até a ejecao de plasma colimado
através de jatos.

A formulacao de Koide, Shibata e Kudoh descrita em [38] possibilitou iniciar a in-
vestigacao do processo de formagao de jatos partindo-se inicialmente de um disco fino
magnetizado em acregao em torno de um buraco negro em rotagao, ambos envolvidos por
uma magnetosfera. Tal formulacao destaca-se pelo fato de que o jato nao é imposto pelas

condicoes iniciais do sistema astrofisico.
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Mesmo com um sistema mais completo que os anteriores, as simulagoes deste tipo
ainda foram pouco exploradas. As simulacoes das equacoes de GRMHD ideal - sem
termo resistivo, sem conducao de calor e com condutividade ideal - com termo fonte que
acrescenta a gravitacao pré-determinada pelo buraco negro, sao descritas semelhantemente
as Leis de Balango [38], porém o sistema de equagoes diferenciais parciais dependente do
tempo nao necessariamente forma um sistema estritamente hiperbolico. Isso dificulta a
aplicabilidade de Métodos Numéricos que dependem do conjunto de autovalores para saber
as velocidades de propagacao de ondas, isto é, Métodos do tipo Godunov que dependem
de Resolvedores de Problemas de Riemann - chamados de Riemann Solvers [24].

Desse modo recomenda-se o uso de esquemas que nao dependam de Resolvedores de
Problemas de Riemann, isto é, métodos numéricos livres de Riemann Solvers, sendo assim,
neste trabalho implementamos e desenvolvemos um novo co6digo para GRMHD aplicavel
em simulacoes de jatos - desde o processo de acrecao até a ejecao - utilizando métodos
livres de Riemann Solvers.

Diferentemente do método Lax-Wendroff com propriedade de ser Valor Total Decres-
cente (TVD), com Viscosidade Artificial e Splitting dimensional utilizados pelo Koide,
Shibata e Kudoh (1999) [38], o cddigo desenvolvido nesta tese aplica os métodos Lax-
Friedrichs e Nessyahu-Tadmor, ambos sem separacao dimensional.

A modelagem de sistemas mais complexos segue em discussao, com o intuito de re-
solver questoes que envolvem o acréscimo de um termo resistivo nas equagoes de GRMHD

reescritas pela formulacao de Shibata [40].
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Capitulo 2

Modelagem de Jatos Relativisticos

Neste capitulo estao expostas as equacoes que modelam fenémenos relacionados com
escoamento de fluidos eletricamente carregados (plasmas), em regides magnetizadas na
presenca de campos gravitacionais.

Na modelagem, desconsiderou-se a viscosidade do fluido e que o fluido ¢ um condutor
perfeito. Estas aproximacoes sao exatamente as hipoteses das equacoes de Magneto-
hidrodinamica Relativistica ideal com gravitagdo (GRMHD ideal) e sdo estas equagoes
consideradas nesta tese para descrever a formacao de jatos relativisticos desde a acrecao

de matéria (plasma) em forma de disco até sua ejecao.

2.1 As equacoes de GRMHD ideal

As equacoes que fornecem base para a modelagem matemética de jatos relativisticos
advem da Magnetohidrodinamica Relativistica (GRMHD), que consiste de leis de balanco

! relativistica de massa, momento e energia, acopladas com as equagoes de Maxwell [87],

1Leis de Balanco sdo Leis de conservacao hiperbélicas com termos fonte stiff.
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VT =0,
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6,UFV/\ + (’LFAM + 8>\F,w =0,
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V. =0,

o
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em que U" estao associados as componentes do quadrivetor velocidade. Os escalares p, p

e € sao a densidade propria, pressao propria e a densidade de energia total propria

2 p
= + T—1°
€ pc 1

respectivamente. A constante I' estd relacionada ao calor especifico, V, é a derivada

covariante. O tensor momento-energia é definido por

1
Ty = pg™ + (e+pUU" + FJF” — 2" F"Fy

em que g" e FY" sao as componentes da métrica do espaco-tempo e do tensor forca do
campo magnético, respectivamente. No caso da métrica satisfazer g,, = 0 para u # v,
tem-se ho = \/~goo, M1 = /911, ha = /G2 € h3 = \/Gs3.

As equacoes da modelagem sido reescritas para possuir uma formulacao semelhante
a uma lei de conservacao, porém com um termo fonte adicional conforme a seguinte

expressao:

U=(D P P, P ¢ Bl By By )T

em que D representa a densidade; Py, P, e P3 sao as componentes do momento; € energia

3 s30 coordenadas

interna; B;, By e Bz sao componentes do campo magnético; z!, 22 e x
espaciais e ho f o termo fonte devido ao campo gravitacional. O interesse em formular tais
equacgoes no formato de leis de conservacao advém do uso de métodos de volumes finitos
para a obtencao de solucoes numéricas. Tal formulacao foi inicialmente desenvolvida por

Koide, Shibata e Kudoh |38 na forma conservativa e outras formula¢oes encontram-se em
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[24].
Observa-se que as componentes dos vetores v de velocidade, B de campo magnético e

E de campo elétrico, em coordenadas fiduciais sao, respectivamente,

C

V; = —hlUZ s 2.5
S (2.5)
Bi = Eijk—Fj s (26)
J
1 )
E, = —F" 2.7
em que os indices i, j,k = 1,2,3, v é o fator de Lorentz e J = hihohs é o Jacobiano.
As quantidades conservativas em coordenadas fiduciais sao dadas por,
D=np, (2.8)
2 2 1 . B
e=(e+py"—p— Dc +3 B+§ , (2.9)
1
P:EKHWW%+EXM, (2.10)
e 0 tensor momento-energia,
1 9 1 1 , FE?
T:pI+g(e+p)vvv—BB—c—2EE+§<B +? I, (2.11)

com as componentes sendo,

TV = hihTY 0,5 =1,2,3.

Os vetores campo magnético e campo elétrico sao normalizados pela permeabilidade

magnética p, isto é,

RV NI
em que as quantidades com subindice asterisco estao em unidades padrao do sistema

internacional (SI). Assim, as equagoes (2.1)-(2.4) s@o reescritas na seguinte forma
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ou 0 0
E = —(@qo° % (hgbl (0] wl) + @ (hobg (0] U)Q) + @ (hobg (0] w3) + hof , (212)
em que a operacao o é definida por
aq bl a1b1
aob= : o : =
Qn b, anbn,

As variaveis apresentadas pela equacao (2.12) sao definidas pelas seguintes expressoes

matriciais
D 1/ hohs hshi huhs
P, 1/ hohs hshi huhs
P, 1/ hohs hshi huhs
Py 1/J hohs hshy hihs
L 17 | (hrlba )= A

Bi ho )T 0 hs  ho
By ha/J hs 0 hy
Bs hs/J ho hq 0

D, D, Dus

T T2 T

2! 22 T

731 7732 733

(wy | ws [ws) =
(P — Dvy) (P, — Duvy) (P — Dug)

0 Es —Ey

—F5 0 Ey

Ey — I 0

O termo fonte da equagao (2.12) ¢ dado por
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0
(€ + Dc?)Gop + G1oT? + G13T3 — Gy T* — G5, T3
(€ + DA Gog + GozT3 + Gy T1? — G3T3% — G, TH
(€ + D)Goz + G TP + G3oT? — Gi3TH — Go3T*

(G Py + Goa Py + Go3 Ps)

0

0

0

Nas equacoes de GRMHD, a gravitacao é adicionada através do termo fonte e as
componentes da métrica - h,, p=0,1,2,3 - estao representadas pelas componentes G,

definidas por

1 (0h,
GMV — _h,uhl/ <8gjl’) 9 (213)

onde u,v =0,1,2,3.
O fluido é considerado livre de forgas eletromagnéticas e esta restricao é conhecida

como condicao frozen-in dada pela seguinte relacao,

E=-vxB. (2.14)

Nota-se que as derivadas espaciais e temporal estao separadas, o que define o for-
malismo (3 + 1) das equac¢oes de GRMHD. Como a intencao é utilizar tais equagoes na
modelagem de formacao de jatos, inicialmente o modelo deve partir de um disco de acregao
com rotacao e em queda com relacdo a um objeto compacto central, que no caso foi con-

siderado um Buraco Negro de Schwarzschild representado pela métrica de Schwarzschild.

2.2 Meétrica de Schwarzschild

O problema de jatos relativisticos modelado é o de escoamento de fluido no espago-tempo

de Schwarzschild cuja métrica é estatica. Isso significa que o buraco negro central é
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responsavel por toda gravitacao envolvida no problema. Logo, no modelo o fluido nao
possui auto-gravitacao e entao, a gravitacao é totalmente pré-determinada pela seguinte

métrica de Schwarzschild

1
ds® = —a?dt* + —dr® 4+ r*df® + r* sin® 0d¢” (2.15)
o
donde
Ty 1
a=,4/1——, com c=G=1, M:§rs(massaBH),

r

1 .
ho=a, hi=—, hy=r, hy=rsinf,

a

em que « ¢ a funcao lapso e r, é o raio de Schwarzschild usado como unidade de referéncia.
As constantes ¢ e G sao respectivamentes a velocidade da luz e a constante universal da
gravitacao.

As coordenadas (t,7, 0, ¢) sao respectivamente o tempo, a coordenada radial, a coor-
denada polar e a azimutal.

Dentro desta geometria tem-se inicialmente um disco de acrecao em rotacao que nao
estd em queda na diregdo do buraco negro, isto é, sem velocidade radial (direcao r) descrito

a seguir.

2.3 Disco de Acrecao

Para que se tenha formacao de jatos relativisticos é fundamental que se tenha um disco
de acrecao cuja caracteristica de sua espessura seja geometriamente fino. Discos espessos
sao capazes de gerar modos de instabilidade que podem eliminar qualquer possibilidade
de ejegao de matéria em forma de jato (ver Figura 1.7 - se¢ao 1.3.1).

A velocidade de rotacao do disco esta na direcao azimutal e tal componente da veloci-

dade coincide com a velocidade Kepleriana [9], isto é,

30



2 (1 = 1)
TS

O fluido do disco de acrecao esta inicialmente localizado em
ot <6 e r>rp=dyrs (2.17)

em que d;, > 1 é a posigao da borda interna do disco cuja velocidade de rotagao é

c
Vg = —— .

2(diy — 1)

Na referéncia [38], um valor estudado para a abertura do disco é 6 = 0,125, isto é,
se 0 ¢ o angulo com relacao ao equador - abertura do disco - pertencente ao intervalo
10, 7/2] radianos, entdo § = 0,125 implica que o disco ocupa um setor de um oitavo do
setor correspondente ao intervalo |0, 7/2] .

A matéria que envolve o sistema composto do disco de acrecao e do buraco negro é
menos densa do que o fluido que compode o disco. Esta matéria é conhecida como mag-
netosfera e estd em queda em direcao ao buraco negro contendo apenas a componente
radial da velocidade diferente de zero. Assim, as condicoes iniciais referentes a densidade

e a velocidade da matéria ao redor do buraco negro sao dadas por

Densidade:

P = Pmag + Pdisco (218)
onde ppq, ¢ a densidade do fluido na regiao da magnetosfera e pgisco ¢ a densidade do

fluido na regiao do disco. Para a delimitagao do disco tem-se

KpPmags SET >Tp € |cotf| <o

Pdisco = , (219)
0, ser <rp ou |cotf| > 4o

em que k, ¢ a razao entre a densidade do disco e a densidade da magnetosfera.

Velocidade:
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0,0,vg), ser>rp e |cotf| <6
(vr, v, vg) = (0.0, ) p e [cotf] , (2.20)
(—VUrmag,0,0), ser <rp ou |cotf| >§

donde vg € a velocidade Kepleriana de rotagao do disco, vy, ¢ a velocidade de queda do
fluido localizado na magnetosfera, rp é a borda interna do disco e ¢ esta relacionado com
o angulo de abertura do disco.

Inicialmente o disco possui campo magnético gerado pelo disco e para isto utiliza-se
a solugdo de Wald para adicionar tal propriedade fisica [89], isto é, as componentes do

campo magnético sao dadas por

Campo Magnético:

B, = Bycos#
By = —aBysinf (2.21)
B¢ == O

em que By = kgy/ppc? e pp é a densidade na borda interna do disco.
Uma maneira de determinar vy,,, ¢ através da seguinte equagao [38],
HHy?2+I -2
o " +0=2) (2.22)
(I'=1)y

onde H é a constante relacionada com a entalpia do fluido, I" é a constante relacionada

com o calor especifico, a ¢ a funcdo lapso e 7 é o fator de Lorentz. A equagao (2.22)
garante que existe um ponto soénico entre os valores de v que satisfazem a igualdade. Tal
ponto separa regides em que o fluido possui velocidades transonicas e subsonicas e esta
propriedade torna a acre¢ao de disco mais realista [9].

Na regiao da magnetosfera tem-se apenas a componente radial da velocidade v, =
—Umag- Sendo assim, resolvendo a equagdo (2.22) pelo método de Newton-Raphson en-
contramos os valores de v para cada « e entao determina-se v,,q, através da expressao do
fator de Lorentz, neste caso, v = 1/\/1—762 em que = Upqaq/c-

Com a hipétese de que o gas (plasma) é politropico, isto é, p = p' e que a razao entre

a densidade e pressao é dada por |9, 38|,
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r—1(H
azgz—(——1>02, (2.23)
p I \ay

resulta que as expressoes da densidade p, e da pressao sao respectivamente,
/T=1)

Pmag = a' p= a' TV (2'24)

Essas informacoes sao suficientes para compor o cendrio inicial do disco de acrecao
magnetizado em rotacao, envolvido por uma magnetosfera, ambos influenciados pelo bu-
raco negro de Schwarzschild. No entanto, para determinar as expressoes encontradas, as
equacoes diferenciais de GRMHD que modelam a evolucao temporal do fenémeno, ne-
cessitam de uma expressao que relaciona densidade, pressao, campo magnético e energia,

isto é, serd necessaria uma Fquacao de Fstado.

2.4 Equacao de Estado

O sistema de equacoes algébricas, que relacionam as grandezas das equacoes de GRMHD

utilizadas em problemas de formagao de jatos relativisticos, esta representado pelas seguintes

equagoes
z(x+ 1) [Taz? + (2Ta — b)x + Ta — b + d%yz]Q =
= (T2? + 20z + 1) [72(x 4+ 1)2 + 20y + 202y + %7
(2.25)
[T(a — 2)a® + (2Ta — 2UB2 — b)z +Ta — b+ d — B2 + Syl y
=o(r+1)(T2? + 2Tz +1)
em que

r=v-1,y=vv-B),a=D+e,b=(-1)D,d=(1-0,5I'B?,

T=P,p=Bec=B-P.
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No sistema de equagoes (2.25) as incognitas sao z e y e o modo escolhido para resolvé-
lo foi através do Método de Newton-Raphson [71, 75]. Como a cada passo temporal das
equacoes de GRMHD ¢é necessério resolver tal sistema, a aproximacao inicial exigida pelo
método de Newton-Raphson é escolhida como sendo as solucoes x e y encontradas no
passo temporal anterior. Detalhes sobre a equagao de estado encontram-se em [63] e seus

estudos iniciais em [77].
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Capitulo 3

Métodos de Volumes Finitos

Este capitulo trata de métodos numeéricos que foram utilizados na resolucao de sistemas
de equacoes diferenciais parciais hiperbolicas dependentes do tempo, que auxiliaram na
escolha de métodos capazes de obter solucoes aproximadas das equagoes de GRMHD,
aplicadas no estudo de formacao de jatos relativisticos.

De inicio apresenta-se a formulagao geral dos métodos de volumes finitos. Depois,
os métodos Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, Nessyahu-Tadmor e Godunov sao expostos e
comparados em exemplos de escoamento de fluidos descrito pelas equacgoes de Euler. Por

fim, o método Nessyahu-Tadmor bidimensional, sem splitting dimensional é apresentado.

3.1 Formulacao Geral de Leis de Conservacao

Leis de conservacao sao observadas em varios ramos das ciéncias e sao uteis para obter
equacoes fundamentais de fenémenos que possuem grandezas ou quantidades que sao
balanceadas ao longo de um processo, dentro de uma regiao definida. Tais leis sao repre-
sentadas por equagoes diferenciais ou por equacoes integrais que sao consideradas como
equacoes governantes ou equacoes de movimento do processo em questao. Estas equacoes
descrevem (ditam) como os processos se desenvolvem a medida que h& uma evolugao
temporal.

A seguir encontram-se as formulagoes integral e diferencial de Leis de Conservagao em

espacos unidimensionais e espacos de dimensao maior. O texto escrito nesta secao tem
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como referéncias [22, 56, 78, 83].

3.1.1 Leis de Conservagao unidimensionais

Seja u = u(x,t) uma quantidade que depende de uma variavel espacial x € R e do tempo
t € R,t > 0, sendo assim, por definicao u varia somente na direcao x de tal modo que
sua quantidade é igualmente distribuida ao longo de uma se¢ao tranversal de area fixa A.
Se I = [a,b] &€ um intervalo onde u esta definido, entdo a quantidade total de u dentro do

intervao I no tempo t é dada por

b
Utotal :/ u(z,t)Adx .

Assumindo que existe apenas movimento na dire¢do x, o fluxo ¢(z,t) de u na posi¢ao = e
no tempo ¢ ¢ a quantidade de u que escoa através de A por unidade de Area, por unidade
de tempo. Assim, em um tempo ¢ a taxa liquida de u no intervalo I é a taxa com que u
atravessa para dentro de I em z = a menos a taxa com que u escoa para fora de I em

x = b, isto &,

taza liguida = A¢(a,t) — Ap(b,t) .

Dentro do intervalo I a grandeza u pode ser acrescida ou perdida por uma fonte que
é representada por uma funcao fonte ou também chamado de termo fonte. Tal termo é
uma fungao local que atua em cada ponto = € (a,b) podendo depender de x,t, u e das
derivadas de u e sera representado por s = s(z,t,u), sendo assim, f é a taxa com que
u é acrescentada ou diminuida na posicao x e no tempo ¢ por unidade de volume. Se s
¢é positivo tem-se uma fonte e se s é negativo tem-se um sumidouro. Contudo, pode-se

calcular a taxa com que a quantidade total de u é acrescentada (ou retirada) de T,

b
taza que u € produzida = / s(z,t,u)Adx .
a

A Lei de Balan¢o fundamental formulada para a quantidade u em qualquer intervalo

I é dado por: a taxa de variacao de w1 com relacdo ao tempo é igual a taxa liquida
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de u escoada em [ mais a taxa com que u é produzida no interior de I. Logo, a Lei de

Balanco em notacgao integral é representado por,

b

b
pr u(z,t) = ¢(a,t) — ¢(b,t) +/ s(x,t,u)dx . (3.1)

A equagao (3.1) define a formulacdo integral de uma lei de balango unidimensional.
Se as funcoes u, ¢ e s sao continuamente diferenciaveis em R? entdao pode-se definir uma
formulagao diferencial para a lei de balango representada pela equagao (3.1).

Sejam u, ¢ e s continuamente diferenciéveis em R2. Recorrendo ao a) teorema funda-

mental do célculo e b) ao teorema de Leibniz,

a) \
/ b, 1) = (b, 1) — S(at)

d b b
pr u(z, t)dz :/ w(z, t)de

a lei de balango pode ser reescrita por

/ g2, 8) + dul(2,1) — s, £, 0)] dz = 0 |

em que (), = 2( ). Como o integrando é uma fungdo continua de z e o resultado de

sua integral definida sobre o intervalo I = [a,b] é igual a zero, entao

u(x,t) + ¢ (x,t) = s(z,t,u) . (3.2)

A equagao (3.2) é a formulacao diferencial da Lei de Balango, isto é, uma equagio
diferencia parcial que representa a lei de balango. Se o intervalo I = [a, b] for um intervalo
qualquer dos Reais, entao a lei de balango tanto na sua forma integral - equagao (3.1) -
quanto na sua forma diferencial - equacao (3.2) - vale para todo = € R e para todo ¢ > 0.

As leis de balanco também podem ser obtidas dentro de um intervalo tao pequeno
quanto se queira, isto é, um intervalo I = [z, z + Az] com Az — 0. Assumindo suavidade

das funcoes u, ¢ e s temos a lei de balanco no intervalo I dado por
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%(u(f, t)AAz) = Ap(x,t) — Ap(x + Az, t) + s(n, t,u(n, t)) AAx |

em que { e 1 sdo pontos de (x,x + Ax), garantido pelo teorema do valor médio. Agora

dividindo a expressao por AAx obtém-se

— A
Ot ) = XD O RN )

e para Axr — 0, tem-se

2u(gc,zf) + agqb =s(z,t,u) ou U+ dp=5.
T

Este procedimento obtem-se uma formulacao forte para as Leis de Conservacao, validas
para t € (0,77).

Se nas leis de balango definidas pelas equagoes (3.1) e (3.2) as funcoes ¢ e s forem
definidas por ¢ = f(u) e s = 0 (sem termo fonte dentro do intervalo I), entdo tais leis

definem as formulacoes diferencial e integral para as Leis de Conservagao.

Definicao 3.1.1 Seja u = u(x,t) uma quantidade dependente de uma varidvel espacial

re€l CR edotempot e R,t>0. Sea quantidade u satisfaz a equacao
b

g ). @t = fula,) = f(ud,) (3-3)

entdo a quantidade u € conservada. A equacio (3.3) define uma formulag¢do integral

para Leis de Conservacao para quantidades que se conserva no sentido da expressao

Na definicao , a funcao u é integravel no sentido de Lebesgue.

Defini¢ao 3.1.2 Seja u = u(x,t) uma quantidade dependente de uma varidvel espacial
rel CRedotempot e Rt >0. Seue f= f(u) sio funcdes continuas e deridveis

em I, entao a partir da definicao 3.1.1 pode-se obter uma formulacao diferencial para
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Leis de Conservacao, dada pela sequinte expressao:

0 0
au(w,t) + a—xf(u(:c,t)) =0 ou u+ f(u),=0. (3.4)

Se quantidade u satisfaz a equagao (3.4), entdo u € conservada no sentido da expressao

(3.4).

Assim, um conjunto de equagoes diferencias parciais, em que cada EDP satifaz a

definicao 3.1.2, define um sistema de Leis de conservagao.

Definigao 3.1.3 (Leis de Conservacao) Um sistema de m equagoes diferenciais parci-
ais dependentes do tempo sao chamadas de Leis de Conservag¢ao unidimensional se puder

ser reescrito da sequinte forma,

onde

Uy f1

U, fm

com

U=U(x,t) : Qx[0,T] - U,
F=FU : U,—R™
em que 0s simbolos ) C R representa o dominio espacial de interesse e U,, C R™ ¢ o

conjunto de estados fisicos admissiveis (espaco de fase).

Na defini¢do 3.1.3, U é chamado de wvetor de varidveis conservadas, F = F(U) é
chamado de vetor de fluxo e f; para i =1,--- ,m sao chamadas de funcoes fluxo.

Uma particularidade associada aos sistemas de Leis de Conservacao esta relacionada
ao conjunto de autovalores e autovetores, que definem sua hiperbolicidade. Alguns méto-
dos de volumes finitos foram criados de modo a utilizar tal conjunto, para obter mais

informagoes sobre o problema modelado e, consequentemente, tornarem-se métodos mais
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eficazes em algum sentido. Para um sistema de Leis de Conservacao ser hiperboélico deve-se

satisfazer a seguinte condicao:

Definigao 3.1.4 (Matriz Jacobiana de fluxo) A matriz jacobiana do vetor fluro F

da definicao 3.1.3 ¢é representada por

oh ... Oh
Ou Oum
OF
Ay =X _oF =
(O =55 =%
Ofm .. Ofm
Ou Oum

Definigao 3.1.5 (Sistema Hiperbolico) Um sistema de m equagoes diferenciais na
forma de leis de conservacdao é dito hiperbdlico no ponto (x,t) € Q x [0,T], se a ma-
triz jacobiana A da defini¢ao 3.1.4 tiver m autovalores Reais, \1,--- , A\, €, também se
o conjunto de autovetores correspondentes a direita, KV ... K™ formar um conjunto

linearmente independente.

Se os autovalores da defini¢ao 3.1.5 forem todos distintos, entao o sistema hiperbolico é
chamado de Sistema estritamente hiperbolico. Nota-se que hiperbolicidade estrita implica
em hiperbolicidade, pois autovalores reais e distintos garantem a existéncia de um conjunto
linearmente independente de autovetores associados aos autovalores do sistema hiperbélico
[22, 83].

Uma classe de métodos numéricos que utilizam as informacoes de autovalores e au-
tovetores em seu desenvolvimento sao os métodos de Godunov. Tais métodos necessitam
da resolucao de problemas de Riemann que faz uso dos autovalores obtidos da matriz
Jacobiana, para definir as velocidades de propagacao de ondas do tipo: ondas de choque,
de rarefacao e de contato. Métodos que nao necessitam de resolver problemas de Rie-
mann muitas vezes sao chamados de Métodos livres de resolucionadores de problemas de
Riemann.

Um sistema hiperbolico conforme as defini¢oes 3.1.3 e 3.1.5 possui infinitas solucoes se
nenhuma condicao for acrescentada na funcao U, sendo assim, com o intuito de investi-

gar existéncia e unicidade de solugoes de problemas hiperbdlicos, adicionam-se condigoes
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adequadas ao sistema para torna-lo bem posto. Discussoes sobre existéncia e unici-
dade de solucoes de Equacoes Diferencias Parciais e, também, em particular para Leis de

Conservagao encontram-se nas referéncias [22, 35, 56, 83].

Definig¢ao 3.1.6 (Problema de Cauchy) O Problema de Valor Inicial para a definicdo
3.1.3, representado por

OU+> 0, Fi(U) =0, VzeR", t e (0,T),
i=1 (3.5)
U(z,0) = Uy(x), Ve e R”

em que Uy(z) € C°(R™,U,,), F; € CY(U,,,R™) e £ € R" ¢ chamado de problema de
Cauchy. Se U € CY(R" x [0,T],U,,) satisfaz o problema de Cauchy, entao U é uma

solucao cldssica do problema de Cauchy.

Sistemas hiperbolicos nao lineares tém a caracteristica de desenvolver descontinuidades
ao longo da evolugao temporal, mesmo que a condicao inicial do problema de Cauchy seja
suficientemente suave. Dessa maneira, espera-se a existéncia de solugoes classicas para
o problema de Cauchy apenas em um tempo finito. Portanto, no sentido de se obter
solugbes globais (para qualquer tempo t > 0), necessita-se da generalizagao do conceito
de solugao para o problema de Cauchy.

A seguir, exemplifica-se tal situagdo em um problema de Cauchy em uma equagao

hiperbdlica unidimensional.

Exemplo 3.1.1 (Equagao de Burger sem viscosidade) Considere o seguinte prob-

lema de Cauchy,
ou + ud,u = 0

u(z,0) = wup(x)

em que
1 sex <0

ug(r) = l—2 se0 << 1
0 sex >1

41



A solugao classica para o exemplo 3.1.1 definida no intervalo 0 <t < 1 é dada por

1 sex<t<l1
1 —

u(z,t) = 1—_f set<x<l1
0 set< 1<z

Note que no exemplo 3.1.1, a condigao inicial é continua e a solucao é continua apenas
para t € [0,1). Para t = 1 a solugao é descontinua em x = 1, o que exemplifica que
condicoes iniciais continuas podem gerar solucoes descontinuas. Para detalhes do exemplo
3.1.1 ver [35].

A partir do tempo ¢t > 1 o exemplo 3.1.1 nao possui solucao classica, tornando-se
necessario generalizar o conceito de solucao. Tal generalizacao é chamada de solucgao
fraca |52].

Uma outra caracteristica associada aos sistemas hiperbolicos é que condigoes iniciais
descontinuas podem evoluir para solucoes continuas, porém neste caso, a condicao inicial
nao é de classe C' e portanto nao satisfaz as hipoteses da definicdo do problema de
Cauchy. Entretanto, sistemas com condi¢oes iniciais descontinuas enquadram-se em uma

outra classe de problemas.

Definigao 3.1.7 (Problema de Riemann) Um Problema de Valor Inicial para a defini¢ao

3.1.3, representado por

OU+> 0, Fi(U) =0, VZeR", t>0
i=1 (3.6)
U(z,0) = Uy(x), Ve e R”

em que

Oo(2) U,(z), se <0
o\) =
Ur(x), se x>0

¢ chamado de problema de Riemann.

Com a definicao de Problema de Riemann ¢é possivel exemplificar um problema no
qual a condicao inicial é descontinua e, conforme acontece a evolucao temporal, a solucao

passa a ser continua.

42



Exemplo 3.1.2 (Equagao de Burger sem viscosidade) Considere o segquinte prob-
lema de Riemann,
ou + ud,u = 0
u(x,0) = wuo(x)
em que
0 sex <0

up(r) =
1 sex >0

No exemplo 3.1.2, a solucao definida para t > 0 é dada por

sex<0,t>0

u(z,t) =

0
T
n se0<zx<t, t#0
1

sex>t>0

A solucao do exemplo 3.1.2 é continua para t > 0, mesmo que se tenha uma condicao
inicial descontinua. Portanto, ao se fazer uma evolugao temporal da solugao, percebe-se
que a descontinuidade inicial nao foi propagada e que apenas tem-se descontinuidades nas

derivadas. Este comportamento é caracteristico de fenémenos puramente nao lineares,

mais detalhes e exemplos de tal comportamento encontram-se em [22], [56] e [35].

3.1.2 Leis de Conservacao

Em um Espago Euclidiano n dimensional - R™ - pode-se formular leis de conservagao
baseadas nas expressoes unidimensionais.

Sejam = = (z1,...,%,) € R" e u = u(z,t) uma fungao escalar definida em um dominio
D C R". Neste dominio seja V' uma regiao arbitraria com uma fronteira suficientemente

suave denotada por V. A quantidade total de u em V é dada pela seguinte integral

volumétrica,

Utotal :/u(x,t)dV )
1%

onde dV é um elemento de volume de V. Se s = s(x,t,u) denota o termo fonte contido
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em V, entao a taxa com que u é produzida ou consumida em V' é dada por

taza de producao de u = / s(z,t,u)dV .
1%

Se n(x) ¢ um vetor unitario na direcdo normal de um elemento de area da superficie
JV, entdo a taxa liquida com que o vetor fluxo ¢(z,t) atravessa a fronteira 9V é fornecida

pela seguinte integral de superficie

taza liquida = / o(z,t) -n(x)dS .

ov
Logo, a formulacao integral da lei de balango para a quantidade u na regiao V' é dada

por

d

S wav =— ng-ndS+/st. (3.7)
dtV ov 1%

Se u e ¢ sao suficientemente suaves, pode-se utilizar o Teorema do Divergente,

/divgde: ¢-ndS,
Vv oV

em que div é o operador divergente, para reescrever a equacao (3.7)

/uth:—/udV—i-/st
v 1% 1%

e obter a formulacao diferencial da lei de balanco,

u + div ¢ = s(x,t,u) Ve e D, t > 0. (3.8)

Se nas leis de balanco definidas pelas equagoes (3.7) e (3.8) as funcoes ¢ e s forem
definidas por ¢ = (fi(u),..., fu(u)) e s = 0 (sem termo fonte dentro de V), entao tais leis

definem as formulacoes diferencial e integral para as Leis de Conservagao.

Defini¢ao 3.1.8 Seja u = u(x,t) uma quantidade dependente de uma varidvel espacial
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xr €D CR"edotempot e R, t>0. Sea quantidade u satisfaz a equagao

d [P
i u(z,t) = — » o(x,t) - n(x)dS (3.9)

entdo a quantidade u € conservada. A equagao (3.9) define uma formulag¢do integral

para Leis de Conservacao para quantidade que se conserva no sentido da expressao
(3.9).

Definigao 3.1.9 Sejo u = u(x,t) uma quantidade dependente de x € D C R™ e do tempo
teR,t>0. Seueas fi = fi(u), comi=1,...,n, sio fungdes continuas e deridveis em
D, entao a partir da definicao 3.1.8 pode-se obter uma formulacao diferencial para

Leis de Conservacao dada pela sequinte expressao:

0 _ .

au(m,t) +div (f(u(z,t) =0 ou w + div(f(u)) =0. (3.10)
Se quantidade u satisfaz a equacdo (3.10), entdo u é conservada no sentido da expressao

(3.10).

Um conjunto de equacoes diferenciais parciais dependentes do tempo pode constituir

um sistema de Leis de Conservagao se satisfizer a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.1.10 (Leis de Conservacao) Um sistema de m equagoes diferenciais par-
ctais dependentes do tempo sao chamadas de Leis de Conservacao se puder ser reescrito

da seguinte forma

U+ div(F) = 0, (3.11)
donde
U=| : |, F=[F(U)--|F.(U)] , Fi(U)= : ,
Unn Jiym
Q, C R"™ representa o dominio espacial de interesse e U,, € R™ € o conjunto de estados
fisicos admissiveis (espaco de fase) com
uj =u;(x,t) € Uy, z=a(x1, - ,2,) € R", t€[0,T]CR e F; € R
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parat=1,--- n.

Na defini¢ao 3.1.10, U : Q, x [0,7] — U,, é chamado de vetor de variaveis con-
servadas e F;(U) : U,, — R™ sdo chamados de vetores de fluxos ou fungoes fluxos.
Em particular, destacam-se as leis de conservagao de sistemas hiperbolicos dependentes

do tempo.

Definicao 3.1.11 (Sistema Hiperbdlico) Um sistema de leis de conservagao é dito

hiperbolico em G, se o Jacobiano de cada funcao flurzo da definicao 3.1.10,
A(U) == > DFi(U)e;
i=1

¢ diagonalizdvel em R™ com seus autovalores Reais, para todo U € G, e para todo
ec S ti={(e1, - ,en) € R DT e} . Cada matriz DF; € o jacobiano correspondente

do fluxo F; .

3.2 Formulacao Geral de Métodos de Volumes Finitos
Unidimensionais

Esta secao trata da formulagao geral de métodos de volumes finitos aplicados em leis de
conservacao dependentes do tempo e unidimensionais no espaco.

As ideias basicas para a obtencao de tais métodos sao obtidos pela subdivisdo do
dominio espacial em intervalos chamados de volumes finitos ou células da malha.

Sendo assim, considere uma particao regular do dominio espacial
Qx1$1<"'<l‘i<"'<$1\7+1 ,

com N subintervalos em que
Ag =T "%
N

para qualquer valor de 7 existente. A i-ésima célula média ou o i-ésimo volume finito é

Ti+1 + T4

definido por, €; = (;_1/2, Tit1/2) onde 10 = 5 ' nota-se que cada célula média
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tem o tamanho do espacamento Ax, pois Tit1)2 — Ti—1/2 = Ax .
Sejam u = u(x,t) uma fungao que representa uma grandeza fisica definida do dominio
espacial €2 e 2, uma particao regular de €2. Se u é conservada em (), entao pela definicao

3.3 a lei de conservacao é satisfeita em cada célula média ou volume finito €2;, isto é,

pr u(x, t)de = f(u(wi—1/2,t)) = fu(@ig1/2,1)) - (3.12)
Q;

Ao definir uma particao regular para a variavel independente t em que At = t,,,1 —t,,
um algoritmo explicito de evolucao temporal de um tnico passo é obtido integrando (3.12)

no tempo entre os valores t, e t,.1 da seguinte maneira,

tn+1 t'n+1
/ (@, by o)z — / w(, ) do = / (i o0 £))dt — / (g o )t
Q; Q; tn tn

rearranjando os termos e dividindo a expressao por Az, tem-se

1 1

_Aix {/t . fu(zizaye,t))dt — /f,lnﬂ fluioryz t»dt}

(3.13)

A equacao (3.13) fornece um procedimento para encontrar os valores de u no tempo

tni1, DOs pontos x;. Nota-se que tal equagdo integral é exata (ndo possui aproximagoes)
e é valida para todo subintervalo de 2.

Com o intuito de se obter uma aproximacao de diferencas finitas para a formulacao

diferencial da Lei de Conservacao - defini¢ao 3.1.1 - as integrais

1

1
s Qiu(a:,tnﬂ)da: e — [ u(z, t,)dx,

AZ’ Q;

sao vistas como o valor médio da grandeza u respectivamente nos tempos ¢,, e t,1, sobre

o ponto z; da célula €;.
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As tdltimas integrais do lado direito da equagao (3.13) também podem ser vistas como
valor médio do fluxo f(u) nos pontos x;11/2 € T;_1/2, porém em geral nao se pode calcular
tais integrais porque os valores de u nos extremos das células médias nao sao conhecidos.

Basicamente existem duas maneiras de aproximar f(u(;, ,),t) para resolver as inte-
grais entre os intervalos t,, e t,,1. Uma delas é aproximar a integral por um método de
integracao numérica e depois utilizar a série de Taylor para aproximar os valores da funcao
nos extremos da célula média e obter um valor do fluxo médio no ponto médio do volume
finito. Isto define os Métodos de Volumes Finitos que podem ser vistos como métodos
de diferencas finitas cujos valores médios estdo centrados nos x}s e que sao chamados de
M¢étodos de Volumes Finitos do tipo Centrado. Na secao 3.5 sao apresentados e detalhados
métodos com essas caracteristicas.

O outro caso é construir uma funcao polinomial definida em todo x € €2; passando
no ponto (x;, u(x;,t)). Ao extrapolar tal funcdo polinomial nos pontos z; 1/ € ;12
obtém-se os valores aproximados de u(%;41/2,t) e u(x;_1/2,t). Entretando, nota-se que em
cada interface definida pelos extremos das células médias ha dois valores para u, logo para
encontrar uma aproximacao para f(u) é necessario resolver um Problema de Riemann em
cada interface x4 /5. Tais caracteristicas definem o que chamamos de Métodos de Volumes
Finitos do tipo Godunov e no caso da funcao polinomial constante em cada volume de
controle §2;, tem-se puramente um Método de Godunov. Na secao 3.6 sao mostrados
métodos com essas propriedades.

Independente das aproximagoes escolhidas, em ambas as classes de métodos de volumes

finitos tém-se

1 Tit+1/2 1
U = Az - u(z, t,)dr = Az o u(zx,t,)dx (3.14)
e
1 tn+1
R Kt/ J(w(@ig1y2,t))dt . (3.15)
t77]

Os valores U" e F/' | /2 sao respectivamente o valor médio aproximado da quantidade
u sobre o volume finito (2; no tempo ¢,, e o valor médio do fluxo que atravessa x;_;/, entre

0s tempos &, e Tpy1.
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No contexto das aproximagoes (3.14) e (3.15) pode-se reescrever a expressao (3.12) e
obter uma aproximacao de diferencas para a Lei de Conservacao na forma diferencial, ou
seja,

At

urtt =ur — A~ [Fiys— Flhyp) (3.16)

em que Fﬁrl/z = F(U™) é uma fungao que depende de valores de U obtidos no tempo t,,.
Se de fato é possivel aproximar tal fluxo médio através dos valores de U", entao a equacao
(3.16) representa um método discreto de volumes finitos [53]. Dessa forma, pode-se

definir uma expressao para os métodos de volumes finitos conservativos.

Definigao 3.2.1 Se F ¢ uma fun¢ao de (p+ q+ 1) argumentos de tal modo que
Z'7JLr1/2 = f<UiTip7 Uipt1," - ,Uﬁq) ;

entao a forma de um método de volumes finitos conservativo ¢ dada por

n n At n n n n
Ui = Uz - E [‘F(Ui—pv Ui—p+17 SRR Ui+q) - ‘F( i—p—1> Ui—pa SRR i+q71)] ) (317)

em que F € chamada de funcdao fluxo numérico, Ax = x;,1 — x; € o espagamento de uma
parti¢ao regular do dominio espacial e At =t, 1 —t, € o espacamento entre dois tempos

consecutivos. Ver Figura 3.1.

Nota-se que a equacao (3.17) da definigdo 3.2.1 é a forma discreta da lei de conser-
vacao descrita pela definicao 3.1.2. Na Figura 3.1, em cada célula €); tem-se uma lei de
conservagao discreta representada pela equagdo (3.17) e o que diferencia os métodos de
volumes finitos é a forma com que F é obtida ou aproximada.

O método representado pela equacao (3.17) define uma classe de métodos de volumes
finitos explicitos de um passo, isto é, que os valores de U™ sdo obtidos explicitamente
dos valores de U'. Dessa maneira, tais métodos podem ser representados da seguinte

forma

Un+l — QUTL ’
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Fi—1/2 Fi+1/2

| I
| I
| |

" ° ° o) ! o } o ° o—
n+1 | |
| I
| I

Q;

tn ° o o—d—o—d o o o—

| I
T; 3 T 9 i1 | T [ Tit1 Tit2 Tit3
Ti—1/2 Lit1/2

Figura 3.1: A ilustragao mostra uma representacao geral dos métodos de volumes finitos.
Os pontos x;’s - localizados nos pontos médio de cada volume finito €2;’s - constituem o
dominio espacial computacional onde no tempo ¢,, a solugao numérica é conhecida e no
tempo ¢,,1 a solugdo é obtida através dos valores U/"’s e dos valores F}' | /Q’S definidos pela
funcao fluxo numeérico.

onde ) é um operador atuando no espago das solu¢des numeéricas da equagao (3.17).
No caso do problema em estudo envolver termo fonte, isto é, ser representado por uma

lei de balango conforme a equagao (3.1), a defini¢do 3.2.1 é reescrita como segue

Definicao 3.2.2 Se F ¢ uma func¢ao de (p + q + 1) argumentos de tal modo que
ir-Ll—l/Q = ‘F(Uin—pv Uimpt1, -+ ,Uﬂq) )

entao a forma de um método de volumes finitos para leis de balanco é dada por

At
Urtt = UF = o [Funje = Fioapa] + AtS (a6, U) (3.18)

em que F € chamada de func¢ao fluxo numérico, Ax = x;41 — x; € 0 espacamento de uma
particao reqular do dominio espacial, At = t,.1 —t, € o espacamento entre dois tempos

consecutivos e S = S(x,t,U) € o valor médio do termo fonte s = s(x,t,u).

Em geral, os métodos de volumes finitos explicitos podem ser representados pela

seguinte expressao,
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Ul = QU™ + AtG™ (3.19)

em que G" é o termo fonte no tempo t,,.

As equagoes (3.17) e (3.18) podem ser obtidas tanto através do conceito de volumes
finitos quanto da aproximacao de diferencas finitas que advém de séries de Taylor, sendo
assim, as anélises e resultados de métodos numéricos de volumes finitos e de métodos de
diferencas finitas sao equivalentes.

A ideia é encontrar solugbes a partir da equagao (3.17) e U aproximadamente igual a
u em algum sentido e assim, U constitui uma solugdo aproximada para a equacdo (3.4)
que representa a lei de conservagao na forma diferencial.

A seguir apresentam-se definicoes e resultados que fornecem condicoes para avaliar as
propriedades e caracteristicas de solucoes aproximadas obtidas pelos métodos de volumes
finitos. Tais resultados estao relacionados com os conceitos de Convergéncia, Consisténcia

e Bstabilidade.

3.3 Convergéncia, Consisténcia e Estabilidade

Nesta secao conceitos e resultados referentes aos métodos numéricos e solu¢oes numéri-
cas sao explorados com o intuito de investigar as propriedades e caracteristicas de tais
solucoes, quando utilizadas como aproximacoes de solucoes analiticas de Leis de Conser-
vacao ou de Leis de Balanco.

O principal objetivo é fazer algumas consideracoes tedricas de métodos numéricos para
verificar sob quais condicoes e em que sentido a solu¢cao numérica converge para a solucao
analitica da equacao diferencial. Tal convergéncia é analisada através dos conceitos de
consisténcia e estabilidade, que é embasada pelo Teorema de Lax-Richtmyer ou simples-
mente Teorema de Lax, cuja aplicabilidade depende da linearidade do método numérico.

O desenvolvimento desta secao segue a notagao: a equacgao diferencial parcial (EDP)
é representada pela equacdo Lu = I e um esquema de diferengas (métodos de diferencgas

finitas ou métodos de volumes finitos) associado a EDP & L!U* = G, em que L é um

77

operador diferencial que envolve termos espaciais e termo temporal, L} é a discretizacao
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do operador £, u é a solugao analitica da EDP, U é uma solu¢ao aproximada obtida
pelo método numérico, F' é o termo fonte da EDP e G} é o termo fonte discretizado. O

seguinte texto basea-se nas referéncias [34, 52, 53, 82, 86, 88|.

3.3.1 Convergéncia

Ao estudar métodos numeéricos para resolver equacoes diferenciais é natural questionar se
a solucao obtida por tal método é adequada para representar a solucao analitica. Esses
questionamentos remetem-se ao conceito de convergéncia de métodos numéricos, isto é, se
as solucoes produzidas pelo método numérico estao suficientemente proximas da solucao
analftica.

De inicio, os conceitos de convergéncia de solugoes aproximadas obtidas de métodos
numeéricos sao definidos para problemas de Cauchy. Assim, para as definicoes a seguir
considera-se uma equacao diferencial parcial dependente do tempo e unidimensional no

espaco, com uma condicao inicial,

Lu=F, VreR, te (0, 7) CR
u(z,0) = f(z), VzeR

Definicao 3.3.1 (Convergéncia Pontual) Um esquema numérico € pontualmente con-

vergente se para todo (x,t) com (iAx, (n+ 1)At) — (x,t) verifica-se que
UM — u(z,t) , quando At —0 e Az —0

em que {U™'} é um conjunto de solugdes aprorimadas de u - que satisfaz Lu = F -

obtida pontualmente pelo esquema numérico LU = G

Nota-se que a definicao 3.3.1 nao depende do fato de que todas as solucoes U™ sejam
solucoes aproximadas de u; tal defini¢do s6 garante que no limite tem-se U™ suficiente-
mente proxima de u. Também, podemos ter situagdes em que U™ esteja suficientemente
proximo de u para alguns valores de ¢ e para outros nao. Contudo, uma outra definicao

de convergéncia é escrita para fornecer a ideia de convergéncia uniforme.
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Definigao 3.3.2 (Convergéncia Uniforme) Um esquema numérico LPU" = GI' que
produz solucoes aproximadas para Lu = F € uniformemente convergente no tempo t se

para todo t com (n+ 1)At — ¢, tem-se
| U — ™| =0, quando At =0 e Az —0 |

na norma do sup do espago normado (I°°/]|.]]), em que I € o espago das sequéncias

limitadas, U" = {U}'}, v = {u(iAz,nAt)} € [*.

Com a definicao de convergéncia, pode-se questionar sobre a velocidade de convergén-

cia dos métodos numéricos e para isso temos a seguinte definicao.

Definicao 3.3.3 (Ordem de Convergéncia) Um esquema numérico LTU" = G que
produz solugoes aprozimadas para Lu = F € um esquema convergente de ordem (p,q), se

para qualquer t, com (n+ 1)At — t, tem-se
| U — ™| = O(AxP) + O(AL?) | quando At —0 e Az —0 .

Assim, dizemos que o esquema € de ordem p no espaco e de ordem ¢ no tempo.

As definigoes 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3 descritas até agora referem-se ao conceito de con-
vergéncia para Problemas de Valor Inicial (PVI), nos quais a solugdo esta definida em
toda reta Real. Entretanto em diversos problemas e, também, em dominios computa-
cionais tém-se restricoes que limitam o tamanho do dominio. Tal situacao exige que se
acrescentem condicoes na fronteira do dominio transformando o problema em um prob-
lema de valor inicial com condigoes de cortorno (PVIC), sendo necessaria uma definigdo

para problemas desse tipo. Considere o seguinte PVIC,

Lu=F, reQCR,te(0,7)CR
u(z,0) = f(z), €QCR

ulog = h
em que u|py ¢ uma restricdo a fun¢ado u na fronteira de 2 conhecida. Tais condic¢des

podem ser do tipo: condicoes de Dirichlet, de Neumann ou de Robin.
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Seja {la,; uma parti¢ao regular descrita pelo espagamento Az; do dominio (2. Para
cada particao regular aplicada para discretizar o dominio de solucao tem-se uma solu¢ao
aproximada obtida por um esquema numérica de Lu = F' dado.

Assim, seja X; um espago normado de dimensao finita contendo as solugoes associadas
ao incremento Az; cuja norma seja representada por || ||;. Se {Az;}]" é uma sequéncia
qualquer de particoes tal que Az; = 0 quando j — oo, entao define-se convergéncia de

PVIC da seguinte maneira.

Definigao 3.3.4 (Convergéncia em PVIC) Um esquema numérico é dito convergente

no tempo t se para qualquer sequéncia de particoes {Ax;} com (n+ 1)At = t, tem-se
|U" —u"||; =0, quando j — oo e At =0,

em que U e u sao respectivamente a solucao numérica e a solugao analitica do PVIC, no

dominio discretizado.

Em geral, provar a convergéncia de um método numérico diretamente da definicao
é trabalhoso, entretanto existem dois conceitos relacionados que podem auxiliar nesta

tarefa: a consisténcia e a estabilidade.

3.3.2 Consisténcia

Definigao 3.3.5 (Consisténcia Pontual) Um esquema de diferencas LIU = GP é
pontualmente consistente com a equacdo diferencial Lu = F em um ponto (x,t) qualquer,

se para qualquer funcao suficientemente ¢ = ¢(x,t) tem-se
(Lo — F)i = [Lio(iAz,nAt) — GI] — 0,

quando Az, At — 0 e (iAx, (n+ 1)At) — (z,t).

Se o0 esquema numérico da forma LIU! = G} for de um tnico passo, isto é, para

determinar a solugao no tempo t"™! = (n + 1)At é necessario apenas conhecer a solugao
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do tempo t", entao pode-se reescrevé-lo da seguinte maneira
Ut = QU™ + AtG™ (3.20)

onde () é um operador que atua no espaco das solucoes aproximadas de um método
especifico.

Ao substituir a solu¢ao analitica no método numérico representado pela equagao (3.20)
a igualdade nao é satisfeita, pois o método numérico é uma aproximagao da EDP. Logo,
tem-se um erro intrinseco ao método numérico. Ao adicionar tal erro em (3.20), a equacao
é satisfeita quando aplica-se a variavel u e assim podemos definir um conceito de consistén-

cia mais exigente.

Definic¢do 3.3.6 (Consisténcia Uniforme) Um esquema numérico da forma U™ =
QU™+ AtG™ ¢ uniformemente consistente com a equacao diferencial associada na norma

II.1|, se a solugdo u da equagao diferencial satisfaz,

u"tt = Qut + AtG" + At (3.21)

7" =0,
quando Ax, At — 0. O termo 7 ou ||7"| € chamado de erro de truncamento local.

Uma variacdo da defini¢do de consisténcia uniforme utiliza a ordem (p,q) de precisao

com que o erro de truncamento local tende a zero. A seguir, apresenta-se tal definicao.

Definicdo 3.3.7 (Consisténcia Uniforme) Um esquema numérico da forma U =

QU™ + AtG" possui uma ordem (p,q) de precisio a uma dada equacao diferencial se
|7 = O(AxP) + OA(t),

em que T" ou ||T"|| € o erro de truncamento local da defini¢do.
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Dizer que um método numérico é consistente com a equacao diferencial associada,
significa que a solucao suficientemente suave da equacgao diferencial ¢ uma solucao apro-
ximada para o esquema numérico.

A consisténcia é necessaria para a convergéncia de solugoes aproximadas para a solugao
analitica, porém nao é uma condicao suficiente. Exemplos de métodos consistentes que
nao sao convergentes encontram-se nas referéncias [82, 86]. Contudo, além do esquema

ser consistente é necessario que o método também seja estavel.

3.3.3 Estabilidade

De certo modo, introduzir o conceito de estabilidade de métodos numéricos remete-se a
definicao de convergéncia. Se solugoes aproximadas U* convergem para soluc¢ao analitica
u, entao certamente U é limitada. Portanto, analisar estabilidade de esquemas numéri-
cos significa investigar se o0 método numérico dado produz solugoes limitadas em algum
sentido.
Seja
Urtt = Qun (3.22)

um esquema de diferencas associado a um problema de valor inicial cuja EDP seja linear
e homogénea. Define-se a estabilidade de um método numérico do tipo (3.22), da seguinte

maneira

Definig¢ao 3.3.8 (Estabilidade) Um esquema numérico conforme a equacao (3.22), as-
sociado a um PVI cuja EDP € linear e homogénea é chamado estdvel se existem con-

stantes positivas Axg e Aty, e constantes nao negativas K e (B tais que,
lUmH) < Ke? |07 (3.23)

para 0 <t = (n+1)At, 0 < Az < Azxg e 0 < At < Aty.

Na literatura existem outras formas de definir a estabilidade, porém todas as definicoes
mantém a esséncia do conceito de estabilidade. Uma outra definicao comum ¢ substituir

a inequagao (3.23) pela
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[T < K [[U°] (3.24)

com ou sem a restricao de que (n 4+ 1)At < T.
A definicao de estabilidade de métodos numéricos é similar & definicdo de problema

bem posto para PVI. De fato, veja a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.3.9 (Bem Posto) O problema de valor inicial cuja a equagao diferencial
parcial de primeira ordem € dada por Lu = 0, é chamado de bem posto se para qualquer

tempo T > 0, existe uma constante Kr tal que qualquer solugdo u = u(x,t) satisfaz

+00 +oo
/ lu(z, t)]Pdr < KT/ lu(z,0)|*dr , para 0<t<T.

—00 —00

Uma consequéncia importante da definicdo de estabilidade é que a equagao (3.23)
permite que o erro cometido pelo método numérico possa crescer com a evolugao tempo-
ral, entretanto seu crescimento nao excede a taxa de crescimento exponencial dada pela
definicao 3.3.8. Logo, uma caracterizacao de estabilidade com relacao a este fato ¢ muito

comum e esta representada pela seguinte proposigao.

Proposicao 3.3.1 Um esquema numérico representado pela equagao (3.22) é estdvel com
relagdo norma ||. || se, e somente se, existem constantes positivas Axy, Aty e constantes
nao negativas, K e (3 tal que

lQ™H < Ke™

Demonstragao:

A demostracao desta proposicao segue diretamente da definicdo de norma de opera-
dores, isto é,
[T
|| = sup ——+

w20 [zl
do fato de que a equagao (3.22) pode ser reescrita por U™ = Q"'U° e da definigao
3.3.8. Para mais detalhes sobre a demostragao veja a referéncia [86] e para detalhes sobre

espacos de operadores veja [46].
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No caso em que a EDP é linear, a verificacao da estabilidade de um método consistente
com a EDP consiste em um trabalho mais simples de se fazer, do que analisar diretamente
a convergéncia. Entretanto, no caso de EDP’s nao lineares e, também sistemas de EDP’s,
a analise de estabilidade torna-se dificil de se realizar. Porém, em ambas as situacoes o
conceito de estabilidade tem mais recursos e resultados, quando comparado com o conceito
de convergéncia, como veremos mais adiante.

Um importante teorema que relaciona as definicoes de convergéncia, consisténcia e

estabilidade é enunciado a seguir.

3.3.4 Teorema de Lax-Richtmyer

Teorema 3.3.1 (Teorema de equivaléncia de Lax-Richtmyer) Um esquema numérico
consistente associado a uma equacao diferencial parcial de um PVI bem posto € conver-

gente se, e somenle se, for estdvel. [82]
Para demostrar tal teorema, apresentaremos uma versao mais forte.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Lax-Richtmyer) Seja U™ = QU™ + AtG™ um es-
quema de ordem (p,q) na norma ||. || de um problema de valor inicial linear e bem posto.

Se o esquema € estdvel na norma ||.||, entdo o método numérico é convergente.
Demonstragao:

Seja u = u(x,t) a solugdo exata do PVI. Como o esquema ¢é consistente entao
u"tt = Qut + AtG" + Atr"
com ||7"|| = O(AzP) + O(At9). Seja v* = uF — U*, entao v* satisfaz
" = QU+ At = Q"0 + At i QT
=0

Como v = u? — U® = 0, entdo
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n
o < A QT -
=0

Por hipotese o esquema é estavel, logo satisfaz a proposi¢ao 3.3.1. Assim,

n
an+1H < AtKeB(n+1)AtZ “Tnsz )
1=0

Como o esquema é consistente, tem-se que

I7"7 ]l = O(Aa?) + O(At?)

isto é [|[7"7Y|| — 0, quando At — 0 e Az — 0.
Portanto, ||u"*t — U™ — 0, quando At — 0 ¢ Az — 0, ou seja, o esquema &

convergente.

No caso de problemas de valor inicial com condi¢oes de contorno, apresentamos um

teorema similar.

Teorema 3.3.3 (Teorema de Lax-Richtmyer) Seja U™ = QU™ + AtG™ um es-
quema de ordem (p,q) em uma sequéncia de normas ||.||; de um problema de valor inicial
linear e bem posto, com condicoes de contorno. Se o esquema € estdavel com relagao a

sequéncia de normas, entao o méltodo numérico € convergente.

Um outro recurso para verificar a estabilidade de métodos numéricos envolve a apli-
cacao da andlise de Fourier, em estudo de condigoes necessarias e suficientes que resultam
em esquemas estaveis. Tal uso é chamado de andlise de von Neumann e sua aplicacao

requer que tanto o método numérico quanto a equacao diferencial sejam lineares.

3.3.5 A andlise de von Neumann

Para encontrar uma regiao que determina relacoes entre os espacamentos Az e At que
mantém o método numérico analisado estavel, aplica-se a andlise de estabilidade linear
ou analise de von Neumann, cuja aplicabilidade depende da linearidade da equacao difer-

encial. A ideia principal é representar a solu¢ao numérica por séries de Fourier discretas,
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substitui-la no esquema numérico e avaliar os valores de Az e At, que mantém os modos
de Fourier limitados.
Neste caso a semidiscretizacao da solucao numérica é representada pela série de Fourier

discreta no espaco [82, 86|, isto &,

wi(m,t) = Y iy (t) €I (3.25)

m=—N/2
Pelo principio de superposicao [82, 86|, podemos trabalhar apenas com um termo da

série, entao considera-se

wj(z,t) = Gy (t) €97 (3.26)

em que 0, = w,,Ar e m=—N/2,...,N/2.
Se o operador espacial discreto L de um esquema numérico dado é escrito na forma

de lei de conservacao discreta, equagao (3.17), entao

L(wj_y, ... ujys) = 2(6) - (3.27)

Considerando uma semidiscretizacao temporal obtida de um esquema explicito, a

solugado no tempo t, 1 = (n + 1)At é representada por

n+l __ 3 n s —
ui™t = g(Zn)uf , G = —02(0p), m=—-N/2,...,N/2, n>1, (3.28)

em que g é o fator de amplificacao que depende de 6,, e

&
Az

o

Assim, um método de discretizacao espacial acoplado em um método de discretizacao

do tempo sera estavel se o fator de amplificagao satisfizer a seguinte condicao,

lg(—02(0))] <1, VO € [0,2nr]. (3.29)

Esta condicao de estabilidade impoe um limite superior para ¢ que mantém o método
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linearmente estavel. Assim, se o dominio da variavel espacial foi discretizado por um
espacamento regular Az, a condicao de estabilidade permite encontrar um valor para o
espacamento temporal At, que mantém o método estavel.

O seguinte teorema garante o uso dos procedimentos descritos para investigar a es-
tabilidade mostrando as condigoes necessarias e suficientes para se ter estabilidade de

métodos numeéricos.

Teorema 3.3.4 (Estabilidade Linear) Um esquema de passo tnico com coeficientes
constantes ¢ estdvel se, e somente se, existe uma constante K (independente de 0, At e

Ax) e, também constantes positivas Axg e Aty tal que

9(0, Az, At)| <1+ KAt

para todo 0, 0 < At < Aty e 0 < Az < Axg. Se o fator de amplificacao g € independente
de Ax, entdo

lg(0)] < 1.

A aplicagao da andlise de von Neumann é feita em equacoes diferenciais parciais
lineares. Mais detalhes do estudo de estabilidade através da analise de von Neumann
encontram-se em [82, 86|. Nessas referéncias também encontram-se detalhes para a analise
de Fourier.

No caso em que a equacao diferencial parcial ou o sistema de EDP’s é hiperbolico,
tem-se alguns resultados importantes que auxiliam na investigacao da estabilidade de
métodos numéricos. Uma propriedade que surge neste contexto é a condicao de Courant-
Friedrichs-Lewy, conhecida como CFL. A CFL de um método numérico é o valor maximo

de o que satisfaz o Teorema 3.3.4.

3.3.6 Estabilidade nao linear

Em problemas em que a equacao diferencial ou o sistema de equacgoes sao nao lineares,

dois caminhos sao comumente realizados para fazer a anélise de estabilidade: um realiza a
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linearizacao das equacoes diferenciais e aplica a analise de von Neumann e o outro utiliza o
conceito de Valor Total. Esta subsecao destina-se ao conceito de Valor Total Decrescente

(TVD).

Definigao 3.3.10 (Valor Total) Sejo ¢ : R — R, ¢ = q(x) uma funcio qualquer. O
Valor Total de q € dado por

TV(q) = sup Z lq(w:) — q(2i-1)] (3.30)

em que o supremo € tomado sobre todas as subdivisoes da reta Real. Qutra possivel

definicao é

o0

(o) =t {* [ lato) - ot~ ol ae}. (331)

— 00

Se q ¢ diferencidvel, entao

TV(q) = / q (3:)‘ dz . (3.32)
Se a funcao q estiver definida dentro de um intervalo particionado porxg < x1 < ... < xn,
entao
N
TV(Q) = Z Qi — Qi (3.33)
i=1

em que Q; = q(z;).

Definicao 3.3.11 (Valor Total Decrescente) Um esquema € dito ser Valor Total De-
crescente (TVD) se, os valores computados em quaisquer passos consecutivos t, e t,.q

satifizerem

TV(Q"™) < TV (Q™) . (3.34)

3.4 Dispersao e Dissipacao

Independente da formulacao classica ou deslocada do método de Lax-Friedrichs, ambos
0s casos tém excessiva dissipagao numérica para evolugoes temporais que exigem muitas

iteracoes. A dissipagdo numérica tem a propriedade de suavizar a solucdo numeérica, o
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que pode fazer com que a solucao aproximada deixe de ter detalhes importantes para o
entendimento do fenémeno em questao.

Um método que possui uma dissipacao numérica menor do que o Lax-Friedrichs é o
método Lax-Wendroff - se¢ao 3.5.3. Com o objetivo de se obter uma maior ordem de pre-
cisao na variavel temporal, o esquema de fato consegue reduzir a dissipacao numeérica, por
outro lado, acrescenta dipersao numérica que pode causar oscilagoes na solu¢cao numérica.
Consequentemente, o método deixa de ser estavel e a convergéncia fica comprometida.

Quando deseja-se obter novos métodos numéricos, é necessirio ter em mente que,
mesmo satisfazendo o teorema de Lax que garante a convergéncia numérica, nao é possivel
evitar totalmente a dissipacao e dispersao numéricas devido as aproximagcoes realizadas.

Exemplos com essas caracteristicas estao na secao 3.7 e detalhes sobre dissipacao e

dispersao em métodos numéricos sao obtidos nas referéncias [53, 86].

3.5 Meétodos de Volumes Finitos Centrados

Na secao 3.2 foi descrita a formulacao geral de métodos de volumes finitos unidimensionais.

Na ocasiao, obteve-se a seguinte equagao exata

1 1
Ar Qiu(x,tnﬂ)dx = Az Qiu(%tn)d$+

1 tn+1 tn+1
_A_ |:/ f(u(l'H_l/Q,t))dt — / f(U(LCZ_l/Q,t>>dt:|
T tn tn
(3.35)
Se as integrais espaciais forem interpretadas como médias, a equacao pode ser reescrita

COINo

Tz tosr) = Tz, £) — é [ /1t " Pl t))dt /t " f<u(xi_1/2,t))dt]. (3.36)

Com a intengao de determinar valores para u nos pontos z;;/2’s, podemos aproxima-
los por polinémios. Seja w uma aproximacao polinomial por partes no tempo t, da

seguinte maneira
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w(w, ty) =Y w;i(@)p;(w) (3.37)

em que o polindémio p; = p;(z) esta definido na célula ; = (x;_1/2,j41/2) e centrado no
ponto médio z; de ;. Deseja-se que w seja uma solucao aproximada de u.

Substituindo a func¢ao polinomial por partes na equagao (3.36), obtém-se

Bz, trsr) = B, 1) —ﬁ [ /t " pwa t))dt — /t " Pl )| (3.38)

n

Nota-se que os pontos z;;1/2’s contém descontinuidades, pois w é uma funcao polino-
mial por partes e cada polinomio p; estd definido no volume finito €2;.

Métodos de Volumes Finitos Centrados baseam-se no fato de que tais descon-
tinuidades posicionam-se nos ponto médios de interlavos, para isto considera-se as células
meédias deslocadas de metade do tamanho do intervalo, isto é, para parti¢oes regulares as

células médias estarao deslocadas de metade do espacamento Axz. Contudo, os intervalos

Ii = (‘riv x$i+1)

sao as células médias deslocadas e cada uma delas tem definida a lei de conservacao

Woienyetoss) = Wlomt) = 3= | [ St = [ st )ar]

(3.39)

A equagao (3.39) ¢ uma lei de conservagao em cada subintervalo I; C 2. As células

médias deslocadas permitem obter diretamente os fluxos nas interfaces, pois agora os

extremos das células médias sdo os pontos x;’s. Entretanto, surge uma questao referente
ao valor médio W(x;11/2,t,): como obté-lo para determinar W(w;y1/2,tni1) ?

A resposta vem ao reescrever a equagao (3.39) em termo dos valores W} e para fazer

isso, temos dois procedimentos:

e Primeiro, utiliza-se os valores w}" para obter w(zx,t,) para todo x € Q através da
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funcao polinomial por partes definida por

w(x,t,) = Zwl(m’)pl(m) , com P;(x;) =w; ew; = 1. (3.40)

Assim, o valor médio de w(x,t,) definido na célula média deslocada I; = (z;, z;11)

Tit1/2 Tit+1
/ pi(ac)d:c—i—/ piv1(x)dx| . (3.41)

Tit1/2

é dado por

—n 1
Wit1/2 = A

Substituindo a equagao (3.41) na equacao (3.39) obtém-se

. 1 Tit1/2 Tit1
Wiy = N / pi(x)dx+/ piv1(z)dx

Tiy1/2

+

) (3.42)

- e [T s

e Segundo, realiza-se a evolucao temporal de w;, do tempo ¢, até t,.; através da

equacao diferencial que governa o fenémeno, no caso

wy + f(w), =0, com w(z,t,) =pi(z)exel;.

Esses procedimentos fazem parte de um algoritmo chamado de RFEA - Reconstruct-
evolve-average que consiste dos passos de Reconstrucao, Evolugao e Atualizagao da célula
Média. Essas ideias foram propostas por Godunov independentemente de contextualizar a
evolucdo através de malha deslocada (Volumes Finitos Centrados) ou através da evolugao
de descontinuidades (Volumes Finitos dependente de Problema de Riemann).

Em alguns textos, métodos de volumes finitos que utilizam o algoritmo REA sdo
chamados de métodos do tipo Godunov e diferenciam-se dos métodos de volumes centrados
pelo fato de dependerem de resolvedores de Problemas de Riemann (chamados de Riemann
Solvers), cuja evolugao temporal toma como base a discretiza¢ao Upwind.

Os métodos de volumes finitos centrado independem de Riemann Solvers (chamados

de métodos centrados ou métodos livres de problemas de Riemann) cuja evolugdo base-a
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em discretizacdo Centrada [4, 68].
Ja em outros textos, sao chamados de métodos do tipo Godunov, apenas os métodos

que utilizam resolvedores de Problemas de Riemann [52, 53, 88|.

F; Fiq
: i . Pit1
Ti1 X : Tiyl Xi+2
Li—1/2 Lit1/2 Li+3/2

Figura 3.2: Representacao grafica de Métodos de Volumes Finitos Centrados. Cada
polindémio p; estd definido em sua respectiva célula média e cada descontinuidade esta
localizada no ponto médio do intervalo I;, isto é, no ponto x;. Nota-se que os fluxos F;
sao diretamente encontrados, pois a solu¢ao numeérica é conhecida em todos os pontos x;’s
e esses fluxos estao representados por pontos x.

Observacoes:

1) Condigao CFL: As descontinuidades em métodos de volumes finitos centrados
estao concentradas nos pontos z;;;/2’s conforme representado na Figura 3.2. Tais
descontinuidades possuem velocidades de propagacao representadas pela letra S,
que podem ser obtidas através dos autovalores da matriz Jacobiana. Ao realizar um
passo temporal At de modo que a propagacao das descontinuidades nao atinjam os
extremos de I; = (x;,x;41), os valores das grandezas definidas nos pontos z;’s nao
serao afetados pelas descontinuidades que propagam-se no interior dos I;’s. Assim,
a evolucao temporal das grandezas definidas nos pontos x;’s permanecem livres de

descontinuidades se o espacamento temporal satisfizer
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que, nada mais é que uma condi¢ao do tipo CFL, ver Figura 3.3. Note que esta é
uma condicao necessaria para estabilidade do método numérico, porém nao é uma
condicao suficiente. Métodos livres deste tipo sao chamandos de métodos livres de

resolucionadores de problemas de Riemann;

—n+1
i i+3 i
Fi | ! . Fip
| X |
Piy1

Xi-1

Xj—1/2 Xit+1/2 Xit+3/2

Figura 3.3: Representacao de métodos de volumes finitos centrados em que a condigao
CFL é satisfeita, para que as evolugoes de descontinuidades dentro de I; nao atinjam
os extremos. As retas que saem da descontinuidade em z;,,/ representam a evolucao
temporal das descontinuidades de t,, até ¢, ;. No caso, a solu¢cao numérica no tempo ¢,
é obtida em uma malha deslocada pela equagdo (3.42) através dos polinémios p; € p;i1
definidos no tempo t,,.

2) Interpolagao: Devido ao uso de interpolagdo polinomial por parte, tem-se
pi(wi) = U";
3) Fluxos: Com a condicdo anterior satisfeita, o lado direito da equacao (3.42) so6

envolve integrandos suaves;

4) Hiperbolicidade: No caso da equacao diferencial ser hiperbolica, as velocidades

das descontinuidades estao associadas aos autovalores da Matriz Jacobiana - definicao
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3.1.4, desse modo
S; = max |\ (Us)]

em que A\, (U;) sdao os autovalores da Matriz Jacobiana;

5) Diferentes Métodos: Basicamente, as diferengas entre os métodos de volumes
finitos centrados estao nas escolhas dos polinémios p;’s. Nota-se que nao necessari-

amente precisamos ter sempre w; = 1 [80)].

Naturalmente, pode-se imaginar um método cujos polindmios p;’s sao constantes, isto
é, com a funcao w constante por partes. Essa escolha recai ao conhecido método de

Lax-Friedrichs, que esta detalhado na préxima segao.

3.5.1 O método de Lax-Friedrichs

O Método Lax-Friedrichs no contexto de métodos de volumes finitos consiste em conside-

rar w como uma funcao constante por partes - ver Figura 3.4, isto é,

F R
Li—1/2 33;‘+1/2 Li+3/2

Figura 3.4: Representacao grafica do método de Lax-Friedrichs em que os polinémios p;’s
sao constantes dentro da células médias €2;’s.

pi(z) =U]", v € (Ti_12, Tig1)2) ,
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em que p;(z) = U = u(z,0) com x € (;_1/2, Tit1/2), coincide com a condigdo inicial.

Desse modo, a partir da equacao (3.42) tem-se

——n+1 1 e n o n

Tit1/2

+

i

_ ZE;Af”ﬂwwwthr—Af”ﬂwumwu@.

Como os integrandos sao suaves, podemos utilizar um método de integracao para deter-
minar tais integrais, assim aplicando a integracao retangular que envolve pontos médios
[47, 96] tem-se
b1 +1/2 2
n
[t = ang (UI52) + o(ae)
tn

/ T (e )t = At f (Ur) + oar),

esta integracao também ¢é conhecida como regra retangular do ponto médio ou simples-

mente regra do ponto médio [96]. Consequentemente obtém-se,

U=y [ )= S () - ()] e

de ordem (2,1).

A equagao (3.43) possui termos que dependem do tempo intermediario t,i1/0 =
t, + %At e para se obter a solucao numérica em um tempo intermediario utiliza-se um
método do tipo preditor-corretor ou pode-se expandir a solucao em séries de Taylor para
determinar uma aproximagao no tempo intermediario. Contudo, definimos o método

Lax-Friedrichs em malha deslocada.

Lax-Friedrichs deslocado:

1 At
Uritle = 5 (U8 + U] = 5 [F (UF) = £ (U)] - (3-44)

Se o objetivo é trabalhar apenas com os pontos da discretizacao da malha definida
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pelos pontos da parti¢cdo regular, um deslocamento da equacdo (3.44) pode ser realizado
via séries de Taylor. O método Lax-Friedrichs sem malha deslocada pode ser obtido
diretamente das séries de Taylor, através do Método de Diferengas Finitas [52, 53, 86, 82.
Este método é chamado de Laz-Friedrichs Cldssico e quando aplicado em uma Lei de

Conservacao possui a seguinte expressao na forma conservativa.

Lax-Friedrichs Classico:

n 1 n n — —t Iz —
Uz’ +1 5 (Ui_l + i+1) 9AL [ i+1/2 Pi—1/2}
Az 1 U U
Fio = F(UM U = AL (U]’-1 — D;:,l) + 5 (J( Jn) f( Jnﬂ)) . (3.45)

Uma extensao natural do método de Lax-Friedrichs é considerar w linear por partes,
isto é, os polinémios p;’s sendo retas definidas em seus respectivos intervalos I;. Na

proxima secao destacamos tal método conhecido como método de Nessyahu-Tadmor.

3.5.2 O Meétodo de Nessyahu-Tadmor

No esquema de Nessyahu-Tadmor tem-se w como uma fungdo linear por partes [68].
Cada polinémio p; é uma funcao linear definida em €; que passa pelo ponto (z;, W}') cuja

inclinagao é m;, ver Figura 3.5. Desse modo, p; possui a seguinte expressao

pi(z) =] +my (v — x;) . (3.46)

A inclinacdo da reta (3.46) é obtida numericamente pela série de Taylor ou pela inter-

polacao linear,

assim,
L p (3.47)
m; = —LDw; , .
Az

em que Dw; é uma variacdo conveniente da grandeza w relacionada com (w?,; — wl").
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Li4+2

Li—1/2 Lit1/2 Li+3/2

Figura 3.5: Representagao grafica do método de Nessyahu-Tadmor cujos polinémios p;’s
sdo retas dentro das células médias §2; que passam pelo ponto (z;, W}').

Substituindo a equagdo (3.47) em (3.46) tem-se a definicdo do polindémio p; para ser

substituido na equacao (3.42). Fazendo este procedimento,

1 Tit1/2 Dw; Tit1 _Dwi
Ciy» :E{/ [A:p (x—fUi)er?] diUJF/ Wﬂ(f—%H)er?ﬂ] d$}+

Tit1/2

1 tnt1 tn+1
N Utn fw(@i, t))dt — /t f(w(:vi,t))dt_
(3.48)
Resolvendo as integrais espaciais da equacao (3.48), obtém-se
—n+1 1 —n —n 1
Wivi2 =35 (W +7) + 3 (Dw; — Dwgy 1)
(3.49)

=] / P, 1)~ / Fatsy]

[gualmente no método de Lax-Friedrichs, podemos resolver as integrais temporais
utilizando o método retangular de integragao numeérica com relacao ao ponto médio - veja

secao 3.5.1. Assim, a equagao (3.49) reduz-se a
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wn+1

i+1/2

(@), + ) + é (Dw; — Dwiy1) — % () = ()] @0

N | —

Novamente, a equagdo (3.50) depende do valor da solu¢do numérica em um passo

intermediario no tempo. Utilizando a série de Taylor e a lei de conservacao, segue que

At
W(5, ty1/2) = w(xs, tn) + 7“% + O(AtQ) ) (3.51)

em que wy = — f(w),.

Contudo, obtém-se o seguinte método do tipo preditor-corretor,

1 1 At n n
Uty =5 (U +U7) + 5 (DU = DUia) = [f (Uzﬂm) —f (Ui H/Qﬂ
com U=y - %Df ur).

(3.52)

Para se chegar no método de Nessyahu e Tadmor [68], uma discussao sobre a variagao

Dw; é necessaria pois a simples definicao Dw; = (w;;l — w?) pode ser desastrosa no
sentido de produzir métodos extremamente oscilatorios.

A variacado Dw; esté diretamente relacionada com a inclinacao da reta

e para se obter um método de segunda ordem nao oscilatorio, a inclinagao %—“;j deve ser
uma aproximacgao para a derivada espacial de w, ou seja, a seguinte condicao deve ser
satisfeita:

1

0
EDwZ- = 5.Y (i, t,) + O(Ax) . (3.53)

A equacao (3.53) fornece restri¢oes as retas p;’s, as inclinagoes das retas p;’s devem ser

uma aproximacao para a derivada espacial de w, inclusive com mesmo sinal de inclinacao.
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Para garantir tais restricoes e ainda manter o método nao oscilatorio [68], a derivada

numérica deve satisfazer

0 < Dw;.sinal (Awq/2) < ‘MM {AwiH/Q, Awi_1/2)}| ) (3.54)

Assim, basta tomar

Dw,‘ = MM{AU)Z‘_H/Q, Awi_l/g} y (355)

em que a operacdo M M{.,.} é a usual fun¢do minmod definida por

MMA{z,y} = minmod{x,y} = % [sinal(z) + sinal(y)] min {|z|, |y|} (3.56)

€ sz‘+1/2 = Wi41 — W;.

A escolha pela equagao (3.55) nao é tnica, note que a equagao tem uma constante «.
Para cada valor de a € (0,2) tem-se uma fungdo limitadora de inclinagdo que resulta em
um método nao oscilatorio [53, 68, 88|.

Portanto, chega-se na seguinte expressao para o método Nessyahu-Tadmor em malha

deslocada.

Nessyahu-Tadmor deslocado:

U¢+J31/2 - 3 (U, +UM) + 3 (DU; — DU;1q) — ~ [f (Uiﬂl/?) _f <Ui +1/2)]
n At
com U, 2 —pgr EDf (U) , DU = MM{AU}. 5, AU 5},

Df(U?) = MM{ASF (UL j3), Af (UL 9)} 5 AUL = UlLy = U,

€ Af <Uz‘11/2> = f(U) = fF(U])
(3.57)

Caso seja mais conveniente trabalhar com a malha sem deslocamento, o método

Nessyahu-Tadmor pode ser reescrito da seguinte maneira [68]:
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Nessyahu-Tadmor sem deslocamento:

n 1 n n 1 At n "
U +1 _ 5 (Uz‘ L+ Uz’—l) + T (DU;_y — DU;4,) — AT [f <Uz' +11/2> F (Uijll/QH
m UMY? = U"——tD U*) , DU" = MM{AU" AU
co i i N ), i { i+1/2 i71/2}7

Df(U}) = MM{Af(U[fH/2), Af(Uﬁ1/2)} , AU = Ul = U

+1/2 10

¢ AF(Ulp) = 1 (U7) - £ O
(3.58)

Observacoes:

1) Note que, se no método Nessyahu-Tadmor os polindémios nao tiverem inclinagao,
isto é, se a inclinagdo for nula, entdo DU; = 0 e Df(U;) = 0. Logo, ao substituir

nas equacoes (3.57) e (3.58), os métodos de Lax-Friedrichs sao resgatados;

2) A condigao CFL descrita no Lax-Friedrichs permanece a mesma da secao 3.5,
1

Entretanto, a referéncia [68| desenvolve um procedimento para encontrar S; sem

calcular os autovalores da matriz Jacobiana;

3) O método Nessyahu-Tadmor pode utilizar uma fungdo minmod mais geral, que
envolve a € (0,2), do que a fungdo minmod exposta na equagao (3.55). A partir da

equagao (3.54), obtém-se a seguinte fun¢ao limitadora de inclinagao,

Dw; = MM {a (W, —w}), % (W}, —wl ), o (W) - w?l)} , (3.59)
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em que

min{z;}, sex; >0,V1<i<n,
(2

MMA{xy, 2o, ..., 20} = § max{z;}, sex; <0,V1<i<n,
(2

0, caso contrario.

4) A equacio (3.59) faz uma escolha entre uma aproximagio avangada, uma centrada
e uma atrasada. Em qualquer uma das escolhas pela fun¢do minmod, a seguinte

condicao ¢ satisfeita

N = gw(xi,tn) + O(Ax)

conforme a equagao (3.53).

5) A funcao limitadora de inclina¢do minmod garante que o método Nessyahu-Tadmor

é TVD se a seguinte condicao CFL for satisfeita,

A |F(UE) = 1 (0r)
Ar Un+1/2 — Un+1/2

i+1 i

<p

em que 3 < % (\/4 +4a —a? — 2) |68]. Assim para a igualdade satisfeita, tem-se
o grafico da Figura 3.6;

6) A ordem do erro de truncamento local do método Nessyahu-Tadmor é dado por
I7"[l = O(Az®) + O(AE?)

ver referéncia [68| para detalhes.

3.5.3 O método de Lax-Wendroff

Na literatura, um método que vem subsequente ao método Lax-Friedrichs, com o intuito
de aumentar a ordem de precisao da discretizacao temporal é o método Lax-Wendroff

|86]. Tal método acrescenta condi¢oes no método de diferencas finitas centrado no espaco

75



1.44

1.2

0.8

0.64
0.5 (
0.44

0.21 ]

T T T T T T T T T T T
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2

-0.24

Figura 3.6: Grafico de # em func¢ao de a cujos valores estao relacionados com a condigao
CFL e a funcao minmod.

e avancado no tempo na tentativa de estabiliza-lo. Uma formulagao do método Lax-
Wendroff do tipo preditor-corretor conhecido como Lax-Wendroff-Richtmyer para leis de

conservagao encontra-se na referéncia [53] e, a seguir, temos a definicdo do método.

Lax-Wendroff-Richtmyer:

n+1/2 1 n n At n n
Ui+1/2 - 5 (Uz + z’+1) - E [f( i—l—l) - f(Uz )}
n n Al n+1/2 n+1/2
Ui = Uit — Az (f(Uz++1//2 ) — f(Uz‘—Jrl//2 )) :

O método Lax-Wendroff é dispersivo [53, 86], isto é, acrescenta oscila¢oes na solugao
numérica que, conforme ocorre evolugao temporal que podem crescer a ponto de tornar o
método instavel. Assim, na tentativa de controlar tais oscilagoes realiza-se uma semidis-
cretizagao espacial e depois, a integracao temporal ¢ efetuada por um método Runge-

Kutta com a propriedade de ser TVD.
Lax-Wendroff-Richtmyer com Runge-Kutta 3 - TVD
Semi-discretizacao:

d 1
7T AL [F(U)ix172 = F(U)iz12] = L(U) |
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em que L(U) é a discretizacao do operador espacial.

Operador espacial (discretizado):
L) = = (P = ror) -
Runge-Kutta de ordem 3 (TVD):

u? — %u” + i“(l) + }lAtL(u(l))
oy — %un + gu(z) + %AtL(u(Q))

A propriedade TVD do método Runge-Kutta definido com o Lax-Wendroff pode ser

verificada na referéncia [67].

3.6 Meétodos de Volumes Finitos do tipo Godunov

Nesta secao estao expostos algums métodos de volumes finitos que trabalham diretamente
com a célula média ; = (xi_l/g, .%'H_l/g) sem desloca-la. Consequentemente, um ingredi-
ente a mais é acrescentado ao método de volumes finitos, os chamados resolvedores de
Problemas de Riemann nas interfaces x;,1/2’s. Em cada ponto x;1,/» tem-se um conjunto
de descontinuidades definidas e necessarias de serem resolvidas analiticamente ou numeri-
camente, com o intuito de encontrar o fluxo numérico F; /o e s6 assim conseguir obter a
solucao numeérica da lei de conservacao em um passo consecutivo.

Para obter métodos numéricos com tais caracteristicas voltemos na secao 3.2 onde foi
descrita a formulagao geral de métodos de volumes finitos unidimensionais. Na ocasido,

obteve-se a seguinte equagao exata
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1
w(z, typr)de = -— [ u(x,t,)dr +

- { / " (i a )t / ™ oo t>>dt]
" " (3.60)

Interpretando as integrais espaciais como médias, a equagao pode ser reescrita como

- é [/ttm fu(@igay2,t))dt — /ttm f(U(:vi_m,t))dt] . (3.61)

n n

ﬂ(l’, tn+1) = ﬂ(.ﬁl], tn)

Com a intencao de determinar valores para u nos pontos ;1 /2’s, podemos aproximé-lo
por polinémios. Seja w uma aproximacao polinomial por partes no tempo t, da seguinte

maneira

w(z,tn) =Y w;i(x)p;(z) (3.62)

em que o polindémio p; = p;(z) esta definido na célula ; = (x;_1/2,241/2) e centrado no
ponto médio z; de ;. Deseja-se que w seja uma solugao aproximada de u.

Substituindo a fung¢ao polinomial por partes na equagao (3.61), obtém-se

W, i) :w(x,tn)—Aim [ /t (i o, )t — /t (i t)dt] . (3.63)

Nota-se que nos pontos x;;1/2’s ha descontinuidades, pois w ¢ uma fungdo polinomial
por partes e cada polinémio p; estd definido no volume finito €2;.

Métodos de Volumes Finitos do tipo Godunov basea-se no fato de que as descon-
tinuidades estao posicionadas nos extremos do volume de controle, isto ¢, no caso unidi-
mensional as descontinuidades estdo nos extremos das células médias ; = (x;_4 /2, Tig1 /2),
onde aplicam-se as leis de conservacao em questao. Assim, sabendo o comportamento dos
fluxos f(w(x,t)) nos pontos x;,1/9’s, a variagdo da grandeza em estudo com relagao a va-

riavel temporal é obtida diretamente pela lei de conservacao e, entao, a evolucao temporal

78



pode ser realizada.
Neste contexto, uma pergunta que norteia métodos de volumes finitos do tipo Godunov
é a seguinte: Como obter f(w(x,t)) nos pontos x;,1/2’s se apenas conhecemos w(x,t) nos

pontos z; 7 A resposta vem do método original proposto por Godunov [29].

3.6.1 Meétodo de Godunov de primeira ordem

O método de Godunov de primeira ordem considera o polindémio w sendo constante por

partes, 1sto é,

pi(x) =U", v € (Ti—1/2, Tiz1/2) 5

conforme a Figura 3.7.

Fi_1)9

Pit1

°
©------
°

Tiv1 Tit2

Figura 3.7: Representacao grafica do método Godunov de primeira ordem cujos
polinémios p;’s sao constantes dentro da células médias §2;’s. Em cada intervalo I; =
(@i, x;+1) tem-se um problema de Riemann local.

Ao considerar w constante por partes tem-se w; = U" e, em cada intervalo /; definimos

um problema de Riemann local dado por

we+ fw), =0, =z € (r;,xi1) (3.64)

w(z,t,) = wy(x)
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em que

pi(z) = U7, S€T < Tit1/2

wy(z) = : (3.65)
pi1(x) = Ulyq, sex > Tipiy

Em coordenadas locais, muitas vezes o problema de Riemann em cada [; é representado

por:
wy + f(w)e =0, &€ (—Ax,Ax) (3.66)
w(&,0) =wo(§)
em que
wo(€) = Vi el (3.67)
Ugr, se& >0

Representando a solu¢ao do problema de Riemann por w, a equagao (3.63) torna-se

—é Ut - f(ﬂ?(ﬂﬂ/g,t))dt—/tnﬂf(&?(xi_l/g,t))dt . (3.68)

w(x,tyy) = w(x,ty,)

A equagao (3.68) pode ser reescrita na forma conservativa conforme a defini¢ao 3.2.2,
entao tomando x = x;
At

urtt =up - s [Fiv12 — Fioape) (3.69)

em que

1 [t
U = w1, / W t)de o Fiyp™ - / f (i, 1) dt
o, At ),

Independente da utilizacao de resolucionadores de problemas de Riemann analiticos
ou numéricos, em ambos 0s casos sao necessarios conhecer ou estimar as velocidades de
propagacao das descontinuidades definidas pelos problemas de Riemann. Em sistemas de
equacoes diferenciais em forma de Leis de Conservagao - definicao 3.1.3, as velocidades de
propagacao das descontinuidades estao associadas aos autovalores da matriz Jacobiana -

definicao 3.1.4 do seguinte problema quase linear:

80



U, + AU).U, =0,

em que A é a matriz Jacobiana.

Assim, métodos do tipo Godunov ou métodos Upwind do tipo Godunov necessitam
de uma ferramenta a mais para se obter solucoes numéricas de Leis de Conservacao.
Como esses métodos sao dependentes de Resolucionadores de Problemas de Riemann,
eles depedendem da obtencao do conjunto de autovalores da matriz Jacobiana.

Estudos analiticos relacionados as velocidades de propagacao de descontinuidades e
sobre sistema de autovalores encontram-se nas seguintes referéncias: equacao de Burgers
[22, 35, 53, 56, 83, 88|, equacoes de Euler - Hidrodinamica Ideal [52, 53, 88|, Magneto-
hidrodin&mica [11, 90] e em fluidos relativisticos |2, 25].

Nesses estudos tais velocidades estao associadas a um conjunto de ondas chamadas de
ondas elementares. No caso do sistema de leis de conservagao ser estritamente hiperbolico,
todos os autovalores sao distintos e, entao, todas as ondas elementares sao distinguiveis.
No caso de algum autovalor possuir degenerecéncia, a resolugao de problemas de Riemann
torna-se mais trabalhosa. Para problemas que envolvem Relatividade Especial ou Rela-
tividade Geral, existem autovalores associados a ondas nao fisicas o que acentua ainda
mais a dificuldade, pois estas ondas precisam ser removidas para se resolver os problemas
de Riemann [41, 43]. Estudos sobre problemas de Riemann em Magnetohidrodinamica
Relativistica encontram-se na referéncia [74] e ainda continuam em desenvolvimento.

Até mesmo os resolucionadores numéricos de problemas de Riemann, também chama-
dos de problemas de Riemann aproximados, possuem dificuldades quando os autovalores
nao sao todos distintos e/ou quando trata-se de GRMHD [25].

Uma das finalidades de resolver os problemas de Riemann é construir o fluxo numérico
Fii1/2 da equagao (3.69) através dos autovalores de A. Assim além de se resolver os
problemas de Riemann, o fluxo numérico Fj;/, deve ser uma boa aproximagao do fluxo
f(u(xit1/2,t)) da lei de conservacao u; + f(u), = 0.

Diferentes fluxos numéricos caracterizam um método numérico dentro da classe de
métodos do tipo Godunov. Log, diferentes Riemann Solvers estao associados a diferentes

fluxos numéricos. Exemplos mais comuns de resolucionadores de problemas de Riemann
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sao: de Roe 73], de Osher [21], de Harten-Lax-Leer (HLL) [31]|, HLL com Contato (HLLC)
de Toro [88] e de Rusanov [76].

Observacoes:

1)

2)

3)

4)

Condicao CFL: As descontinuidades em métodos de volumes finitos do tipo Go-
dunov estao concentradas nos pontos x;;1/2’s conforme representado na Figura 3.8.
Tais descontinuidades possuem velocidades de propagacao representadas pela letra
Sk, que podem ser obtidas através dos autovalores da matriz Jacobiana. Ao realizar
um passo temporal At de modo que a propagacao das descontinuidades nao atinja
os pontos médios x;’s, definidos por cada célula métida §2;, os valores das grandezas
definidas nos pontos x;’s nao serao afetados pelas descontinuidades que propagam-se
no interior dos €2;’s. Assim, a evolugao temporal das grandezas definidas nos pontos
x;’s nao sao afetadas pelos fluxos definidos nas extremidades de €); se satisfazem a
seguinte condigao de CFL
At.S; < %Am ,

ver Figura 3.8;

Interpolacao: Devido ao uso de interpolacao polinomial por partes, a consisténcia
e consequentemente o erro de truncamento local sao obtidos diretamente do erro de

interpolagao polinomial;

Fluxos: Em cada interface z;;1/2 ¢ necessario resolver um problema de Riemann
para depois obter o fluxo Fj;1/2. Note que a evolucao de cada solugdo numérica
U depende dos fluxos Fiji/2 e Fj_1/2, portanto dois problemas de Riemann sao

necessarios para fazer a evolugao temporal de U até UZ-”H;

Hiperbolicidade estrita: No caso do sistema de m leis de conservacao ser estri-
tamente hiperbolico, a matriz A é diagonalizavel. Logo, o sistema nao linear pode

ser substituido por um sistema quase linear:
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Figura 3.8: Representagao de métodos de volumes finitos do tipo Godunov de primeira
ordem, cuja funcdo w é constante por partes e esta representada pelos p;’s. As evolucoes
das descontinuidades estao representadas nas interfaces x;,1/2’s e para se obter os fluxos
Fii1/2’s sao necessarios resolver problemas de Riemann. O ponto representado por x

representa onde temos a solugao numérica w;t = U/
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em que A = KAK!, K = [KW|---|[K™] AK®D = N KO A = diag();) matriz
diagonal e U = K'W;

5) Captura de Choques: Devido ao uso dos autovalores, os métodos do tipo Go-
dunov conseguem ter um melhor acompanhamento das descontinuidades quando
comparados aos métodos livres de problemas de Riemann. Entretanto, conhecer
os autovalores aumenta o custo computacional do método e restringe a aplicabi-
lidade dos métodos tornando-os menos robustos quando comparados aos métodos

centrados.

6) Ondas Elementares: Ao se utilizar um método de Godunov que necessita de re-
solvedores de problemas de Riemann, as estruturas fisicas das ondas que se propagam
no fluido sao conhecidas, devido aos autovalores e autovetores e essas informagoes
podem ser utilizadas para uma melhor descricao e entendimento fisico dos fendémenos

em estudo.

3.7 Comparacoes

Nesta secao sao feitas comparagoes entre os métodos de volumes finitos expostos neste
capitulo. O problema escolhido foi o escoamento de um fluido, dado pelas equacoes de

Euler Unidimensional,

0 0 . o
ETl + . (pv) =0 (equagao da continuidade) (3.70)
0 d , 4 B - .
P + £ (,OU + p) =0 (equacdo do movimento) (3.71)
0 0 - :
EE + Ey (v(E+p) =0 (equagdo da energia) (3.72)

em que
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p=p(z,t) (densidade do fluido em escoamento)
v=uv(z,t) (velocidade do fluido)

p=p(x,t) (distribuigao de pressao no fluido)

E = E(z,t) (energia total do fluido)

e = €(x,t) (energia interna do fluido)

Y (calor especifico do fluido)

com

_p
(v—=1p

Note que as equacoes de Euler estao escritas na forma diferencial de Leis de Conser-

E:%(pvg+e) e €=

vacao, definicao 3.1.3. Dessa maneira, ao realizar a discretizacao de tais equagdes por
algum método descrito nas Sec¢oes 3.5 e 3.6, o método ntimerico pode ser escrito na forma

conservativa, isto é, conforme a definicao 3.2.1.

3.7.1 Recursos Computacionais

As simulagoes computacionais foram realizadas via terminal no console do Octave versao
3.6.4 em um Linux/GNU 64bits de kernel 3.8.0 — 30 com processador intel i7 de 2,9GH z
com 4 nucleos de processamentos, 6 GbRAM DDR 3 e bogomips 5786, 81 (informagao
extraida do cpuinfo).

Implementamos codigos dos métodos Lax-Friedrichs, Lax-Wendroft’s, Nessyahu-Tadmor
e Godunov-HLL neste ambiente para obter simulagoes computacionais dos exemplos a
seguir, que envolvem as equacoes de Euler que modelam escoamento de fluidos.

O método Lax-Friedrichs implementado foi o esquema que nao tem a malha deslocada,
o método Lax-Friedrichs Cléssico, equacao (3.45). Também, implementamos os méto-
dos Lax-Wendroff-Richtmyer e o Lax-Wendroff-Richtmyer para discretizacao espacial e
o esquema Runge-Kutta de terceira ordem TVD na discretizagao temporal. O método
Nessyahu-Tadmor implementado foi o esquema com malha deslocada, equagao (3.57) e,

por fim, um representante dos esquema dependentes de resolucionadores de problemas de
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Riemann - o método Godunov-HLL, se¢ao 3.7 [88|.
No método Nessyahu-Tadmor com malha deslocada utilizamos a funcao minmod dada

pela equagao (3.56).

3.7.2 Exemplo 1 - problema de Sod

Considere um exemplo de escoamento de fluido unidimensional conhecido como problema
teste de Sod [81]. Neste exemplo tem-se a formagao das trés classes de ondas elementares:
ondas de choque, ondas de rarefacao e ondas de contato. Consequentemente, o problema
incorpora as dificuldades computacionais encontradas quando buscamos realizar imple-
mentagoes de métodos numeéricos, com o intuito de se obter solucoes em situacoes em que
a solucao analitica possui descontinuidades.

O problema de Sod consiste das seguintes condigoes iniciais:

1,0 se x <0 0,0 se z<0
p(%, O) = ) U(%, O) = )
0,125 se x>0 0,0 se >0

1,0 se 2 <0
p(x,0) = : (3.73)
0,1 se >0

Neste exemplo, consideramos v = 1,4 e para as simulacoes representadas nas Figuras
3.11 - 3.22 utilizamos os dados da Tabela 3.1. As condigoes iniciais foram plotadas nas
Figuras 3.9 e 3.10. Em todos os graficos de solu¢des numéricas apresentamos a solugao

analitica de referéncia em cor preta.

Tabela 3.1: Dados computacionais para a obtencao das solucdes do problema de Sod
] Dominio \ Subintervalos \ Ax \ CFL \ At \ passos de tempo \ ts ‘

| [2,2] ] 400 0,00 | 0,1 |0,001 | 800 [ 0,8 ]

Na tabela 3.2 encontram-se informacoes sobre tempo de execucao de cada método
numeérico.

Utilizando os dados da Tabela 3.1 obtivemos solu¢oes numéricas dos métodos Lax-
Friedrichs, Nessyahu-Tadmor, Lax-Wendroff-Richtmyer, LWR com Runge-Kutta de ter-
ceira ordem TVD e Godunov com HLL.
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Tabela 3.2: Informacgoes sobre a performance computacional de cada método numérico

‘ Esquema ‘ tempo CPU (s) ‘ operagoes Mflop/s ‘
Lax-Friedrichs 31,908 113,4
Lax-Wendroff 54,083 183,6
Godunov-HLL 81,219 -

Nessyahu-Tadmor-ST 120,790 -
LWR-RK3TVD 171,841 -

Figura 3.9: Condicoes iniciais: a esquerda tem-se a densidade inicial e a direita a veloci-
dade inicial.

4
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0,25 . : : : B
0 ! ! 1.5 ! :
2 1.5 1 0.5 0.9 1 1.0 2 1.5 1 0.5 0.9 1 1.0 2
® ®

Figura 3.10: Condicoes iniciais: & esquerda tem-se a pressao inicial e a direita a energia
interna inicial.
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Figura 3.11: Evolucao da densidade: a esquerda encontra-se a solucao exata de re-
feréncia e a direita a solucao obtida pelo Método de Godunov, com o resolucionador de
problemas de Riemann HLL.

Os graficos a esquerda das Figuras 3.12 e 3.13 representam bem o carater dissipativo
do método Lax-Friedrichs e oscilatorio do Lax-Wendroff-Richtmyer.

Nessas mesmas figuras, os graficos a direita mostram a diminuicao da dissipagao
numérica devido as melhorias que o método Nessyahu-Tadmor faz a partir do método
Lax-Friedrichs e, também, tem-se a propriedade TVD, juntamente com método Runge-
Kutta, controlando as oscilagoes do método Lax-Wendroff-Richtmyer.

Entretando esses beneficios resultam em custo computacional, pela Tabela 3.2 percebe-
se que o método Nessyahu-Tadmor demora quase 4 vezes mais para executar um passo
temporal ao se comparar com o método Lax-Friedrichs e o método LWR com RK3TVD
gasta quase 3 vezes mais para realizar uma iteracao do que o Lax-Wendroff.

O grafico a direita da Figura 3.11 mostra a solu¢ao numérica do método de Godunov-
HLL, que possui uma boa aproximacao perto das descontinuidades, com um tempo com-
putacional de CPU aproximadamente 2,5 vezes maior do que o tempo gasto pelo Lax-
Friedrichs. Porém deve-se ressaltar que o método de Godunov precisa de mais informacoes
sobre as equagoes diferenciais (sobre o sistema de autovalores e autovetores). As equagoes
de Euler unidimensionais possuem todos os autovalores distintos, o que torna possivel
aplicar métodos do tipo Godunov sem acréscimos de técnicas [88].

As demais Figuras 3.14 - 3.22 apresentam as solugoes obtidas por cada método numérico
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e expoem os comportamentos ja citados anteriormente.

1 1
S 06 5 0.6
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Figura 3.12: Evolucao da densidade: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.13: Evolucao da densidade: a esquerda expoem-se a solucao obtida pelo
método Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e a direita pelo método LWR com RK3-TVD.

3.7.3 Exemplo 2 - problema de Sod

O exemplo 2 tem as mesmas condicoes inciais consideradas no exemplo 1. Entretanto, a
condi¢ao CFL nao é fixada igualmente para todos os métodos numéricos e cada esquema

trabalhara préoximo do valor maximo de cada método.
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Figura 3.14: Evolugcao da velocidade: a esquerda encontra-se a solucao exata de refer-
éncia e a direita a solucao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de
problemas de Riemann HLL.

L2p L2p g
s s J

g g
2 ot 2 ot g

Figura 3.15: Evolugao da velocidade: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.16: Evolugao da velocidade: a esquerda expoe-se a solucao obtida pelo método
Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e & direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.17: Evolugao da pressao: a esquerda encontra-se a solugao exata de referéncia
e a direita a solugao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de problemas
de Riemann HLL.
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Figura 3.18: Evolucao da pressao: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.19: Evolucao da pressao: a esquerda expoe-se a solugao obtida pelo método
Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e a direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.20: Evolugao da energia interna: a esquerda encontra-se a solucao exata de
referéncia e a direita a solucao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de

problemas de Riemann HLL.
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Figura 3.21: Evolugao da energia
método Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.22: Evolugcao da energia interna: a esquerda expode-se a solugao obtida pelo
método Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e & direita pelo método LWR com RK3-TVD.

Neste exemplo mantem-se o problema de Sod no dominio [—2, 2], com 400 subdivisoes,
isto ¢ Az = 0,01 e com o objetivo de obter a solucao numérica proximo do tempo final
de 0, 8.

Apoés as simulagoes obtivemos os dados da Tabela 3.3, com as informagoes da CFL
préoximo do maximo mantendo a estabilidade de cada método; quantidade de iteracoes
para se chegar perto do tempo final de 0,8 e o tempo de CPU gasto por cada método.
Esta comparacao mostra que o método Lax-Wendroff com RK3TVD precisou de menos
passos para atingir o tempo final, enquanto que o método Nessyahu-Tadmor levou mais

passos para realizar uma evolucao temporal semelhante.

Tabela 3.3: Informacoes sobre a performance computacional de cada método numérico

‘ Esquema ‘ CFL ‘ passos de tempo ‘ tempo final ‘ tempo CPU (s) ‘
Lax-Friedrichs 0,35 229 0,8015 8,9852
Lax-Wendroff 0,35 229 0,8015 14,415
Godunov-HLL 0,35 229 0,8015 22,675
LWR-RK3TVD 0,40 200 0,80 41,675

Nessyahu-Tadmor-ST | 0,15 532 0,7980 78,311

Na Figura 3.23 foram plotados os graficos da solucao exata de referéncia e da solucao
numérica obtida pelo método Godunov-HLL.

Comparando as figuras que contém as solu¢oes numéricas dos métodos Lax-Friedrichs
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e Nessyahu-Tadmor, Figuras 3.24, 3.27, 3.30 e 3.33, percebe-se que o método Nessyahu-
Tadmor continua menos dissipativo do que o método Lax-Friedrichs, mesmo precisando
de mais iteragoes para se chegar no mesmo tempo final. Entretanto, a diferenca entre o
tempo gasto de CPU aumenta tornando o método de Lax-Friedrichs quase 9 vezes mais
rapido.

Observando as Figuras 3.25, 3.28, 3.31 e 3.34, que constituem as simulacoes feitas pelos
métodos Lax-Wendroff-Richtmyer e LWR com RK3TVD, induz-se que a propriedade TVD
suaviza a solucao numérica diminuindo a oscilacao do método Lax-Wendroff. Por outro
lado observa-se que tal propriedade acrescenta dissipacao numérica na solucao aproxi-

mada.

08t : : : : : : 08t

Figura 3.23: Evolugao da densidade: a esquerda encontra-se a solucao exata de re-
feréncia e a direita a solucao obtida pelo método de Godunov com o resolucionador de
problemas de Riemann HLL.

3.7.4 Exemplo 3 - problema de Woodward & Colella

Este exemplo descreve o escoamento de fluido unidimensional conhecido como problema
teste de Woodward & Colella [94]. O destaque é a grande diferenca de ordem de grandeza
na pressao inicial, o que traz um ambiente encontrado em problemas de formacao de jatos
relativisticos. Um outro interesse em realizar este exemplo é o fato de que o fluido se

desenvolvera a direita, isto ¢, no sentido contrario do problema de Sod - exemplos 1 e
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Figura 3.24: Evolucao da densidade: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.25: Evolucao da densidade: a esquerda expoem-se a solucao obtida pelo
método Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e & direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.26: Evolucao da velocidade: a esquerda encontra-se a solucao exata de refer-
éncia e a direita a solucao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de
problemas de Riemann HLL.
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Figura 3.27: Evolugao da velocidade: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.28: Evolugao da velocidade: a esquerda expoe-se a solucao obtida pelo método
Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e & direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.29: Evolucao da pressao: a esquerda encontra-se a solugao exata de referéncia
e a direita a solugao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de problemas
de Riemann HLL.
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Figura 3.30: Evolucao da pressao: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.31: Evolucao da pressao: a esquerda expoe-se a solugao obtida pelo método
Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e a direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.32: Evolucao da energia interna: a esquerda encontra-se a solucao exata de
referéncia e a direita a solucao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de

problemas de Riemann HLL.
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Figura 3.33: Evolucao da energia interna: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo
método Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.34: Evolugcao da energia interna: a esquerda expde-se a solucao obtida pelo
método Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e & direita pelo método LWR com RK3-TVD.

2, assim os dois problemas testam os codigos dos métodos em varias situagoes possiveis
tornando-os mais confiaveis.

O problema de Woodward & Colella a direita consiste das seguintes condic¢oes iniciais:

1,0 se x <2 0,0 se z<2
p(l'70) = ) U(ZL‘,O): y
1,0 se x> 2 0,0 se z>2
e
0,01 se T <2
p(z,0) = . (3.74)

1.000,00 se x > 2

Consideramos v = 1,4 e para as simulagoes representadas pelas Figuras 3.37 - 3.48
utilizamos os dados da Tabela 3.4. As condig¢bes iniciais estao plotadas nas Figuras 3.35
e 3.36. Em todos os graficos de solugoes numéricas mostramos a solugao analitica de
referéncia em cor preta. Na Tabela 3.5 encontram-se informacoes sobre o desempenho

computacional de cada método, quando aplicados ao problema em questao.

Tabela 3.4: Dados computacionais para a obtencao das solugoes do problema de Wood-
ward & Colella

‘Dominio ‘ Subintervalos‘ Az ‘ ty ‘
| [04] | 800 | 0,005 [ 0,04 |

Utilizando os dados da Tabela 3.4 encontramos solugoes numéricas dos métodos Lax-
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Tabela 3.5: Informacgoes sobre a performance computacional de cada método numérico

‘ Esquema ‘ CFL ‘ passos de tempo ‘ tempo final ‘ tempo CPU (s) ‘
Lax-Friedrichs 0,02 400 0,04 32,089
Godunov-HLL 0,02 400 0,04 80,471

LWR-RK3TVD (%) 0,02 400 0,04 166,76
Nessyahu-Tadmor-ST 0,008 1.000 0,04 754,99
Lax-Wendroff (xx) | 0,0001-0,04 - - -

() método estavel para os valores 0,01 e 0,02, e instavel para 0,005 e 0, 04.
(*x) método ndo estabilizado entre 0,0001 e 0,04.

sl i
o
5l
s
4|
i 73,—10—
s 2
2F : : :
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Figura 3.35: Condigoes iniciais: a esquerda tem-se a densidade inicial e a direita a veloci-
dade inicial.
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Figura 3.36: CondicOes iniciais: & esquerda tem-se a pressao inicial e a direita a energia
interna inicial.
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Friedrichs, Nessyahu-Tadmor, Lax-Wendroff-Richtmyer, LWR com Runge-Kutta de ter-
ceira ordem TVD e Godunov com HLL.

Os graficos a esquerda das Figuras 3.38, 3.41, 3.44 e 3.47 mostram as solucoes encon-
tradas pelo Método Lax-Friedrichs. Apesar do carater dissipativo, as solugoes numéricas
sao boas aproximagoes e tal carater neste exemplo nao ficou tao evidenciado quando com-
parado ao problema de Sod - Exemplo 1. A dissipacao numérica foi mais evidenciada no
grafico da densidade - Figura 3.38.

Nas mesmas figuras, os graficos & direita mostram as solugoes obtidas pelo método
Nessyahu-Tadmor e tal método permaneceu menos dissipativo mesmo precisando de mais
iteracoes quando comparado ao Lax-Friedrichs - veja Tabela 3.5. Confrontando os méto-
dos Nessyahu-Tadmor e Godunov-HLL - figuras 3.37, 3.40, 3.43 e 3.46 - as solucoes gra-
ficas possuem comportamentos semelhantes. O método Nessyahu-Tadmor precisou de
um tempo de execucao maior que o do método Godunov-HLL - ver Tabela 3.5, porém
ressalta-se que o método Godunov-HLL necessita dos autovalores da matriz Jacobiana
e em sistemas que nao sao estritamente hiperbolicos, as dificuldades de aplicacao au-
mentam. Embora as solugoes apresentem grandes semelhancas, destacam-se as solucoes
obtidas pelo método Nessyahu-Tadmor, pois foi possivel perceber uma melhor represen-
tacao do pico que aparece no grafico da densidade, mesmo sem precisar de informacoes a
mais como no caso do método Godunov-HLL.

As solucoes obtidas pelos métodos Lax-Wendroff’s encontram-se nas Figuras 3.39, 3.42,
3.45 e 3.48. Nos gréficos & esquerda tém-se as solugoes obtidas pelo método Lax-Wendroft-
Richtmyer, cuja evolucao temporal nao atingiu o tempo final devido as grandes oscilagoes.
Na tentativa de estabiliza-lo variou a CFL entre os valores de 0,0001 até 0, 04, entretanto
nao foi possivel obter uma solucao estavel. As Figuras 3.39, 3.42, 3.45 e 3.48 possuem
solugoes, com oscilagoes utilizando o método LWR com os valores C'F'L = 0,0001, 1200
iteracoes e tempo final de 6.107%, com um pouco mais de iteracoes a solucao é ilimitada
obtendo-se um overflow.

Nota-se que, mesmo o método Lax-Wendroff-Richtmyer sendo consistente e condi-
cionalmente estavel - secao 3.5.3, nao foi possivel obter uma solucao estavel devido a

propagacao de grandes oscilacoes nas proximidades da descontinuidade inicial da pressao.

103



A modificao realizada no método Lax-Wendroff utilizando o Runge-Kutta 3 TVD para
a discretizacao, foi capaz de controlar a grande oscilacao inicial e estabilizar a solucao
numérica, veja as Figuras 3.39, 3.42, 3.45 e 3.48, graficos a direta. Modificando a CFL
para 0, 01 realizamos a simulacao com o método LWR-KK3TVD até o tempo final de 0, 04
com 800 iteragoes, neste caso a oscilacao inicial continuou controlada, porém com uma
amplitude maior do que a solucao obtida com a CFL de 0,02 - ver Figuras 3.49 e 3.50. De
fato as solugoes foram controladas, simulacoes com tempo final maior foram realizadas e
tal oscilacao nao aumentou de tamanho.

O custo computacional desses métodos encontram-se na Tabela 3.5. O método Nessyahu-
Tadmor demorou 20 vezes mais para executar a mesma evolucao temporal realizada pelo
método Lax-Friedrichs e o0 método LWR com RK3-TVD gastou quase 4 vezes mais para
realizar a evolugao que o Lax-Friedrichs fez. Por outro lado, o método Nessyahu-Tadmor
foi o que melhor representou a evolucao da descontinuidade inicial da pressao e as de-
mais descontinuidades subsequentes as condigoes iniciais. O grande aumento no tempo
de execucao do método Nessyahu-Tadmor esta vinculado & funcao minmod, pois sua im-
plementacao computacional depende de tomadas de decisoes - comandos IF’s.

O gréafico a direita da Figura 3.37 mostra a solu¢ao numérica do método de Godunov-
HLL. As demais Figuras 3.40 - 3.48 apresentam as solugoes obtidas por cada método

numeérico e expoem os comportamentos ja citados anteriormente.
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Figura 3.37: Evolucao da densidade: a esquerda encontra-se a solucao exata de re-
feréncia e a direita a solucao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de
problemas de Riemann HLL.
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Figura 3.38: Evolucao da densidade: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.39: Evolugao da densidade: a esquerda expoem-se a solucao obtida pelo
método Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e & direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.40: Evolucao da velocidade: a esquerda encontra-se a solucao exata de refer-
éncia e a direita a solucao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de
problemas de Riemann HLL.
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Figura 3.41: Evolugao da velocidade: a esquerda tem-se a solu¢ao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.42: Evolucao da velocidade: a esquerda expdem-se a solucao obtida pelo
método Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e & direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.43: Evolugao da pressao: a esquerda encontra-se a solugao exata de referéncia
e a direita a solugao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de problemas
de Riemann HLL.
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Figura 3.44: Evolugao da pressao: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Friedrichs e a direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.45: Evolugao da pressao: a esquerda expoem-se a solucao obtida pelo método
Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e a direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.46: Evolucao da energia interna: a esquerda encontra-se a solucao exata de
referéncia e a direita a solucao obtida pelo Método de Godunov com o resolucionador de
problemas de Riemann HLL.
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Figura 3.47: Evolucao da energia interna: a esquerda tem-se a solucao obtida pelo
método Lax-Friedrichs e & direita pelo Método Nessyahu-Tadmor.
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Figura 3.48: Evolucao da energia interna: a esquerda expdem-se a solucao obtida pelo
método Lax-Wendroff-Richtmeyer(LWR) e & direita pelo método LWR com RK3-TVD.
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Figura 3.49: Evolucao da densidade: a esquerda tem-se a solucao da densidade e &
direita da velocidade, ambas obtida pelo método LWR com RK3-TVD. Consideramos a
CFL de 0,01, que apresentou uma oscilacao inicial maior do que a oscilagao para CFL =
0,02.
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Figura 3.50: Evolugdo da densidade: A esquerda tem-se a solucio da pressdo e a direita
da energia interna, ambas obtida pelo método LWR com RK3-TVD. Consideramos a CFL
de 0,01, que apresentou uma oscilacao inicial maior do que a oscilacao para C'F L = 0,02.
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3.8 Meétodos Numéricos com termo fonte

Leis de balanco sao equacoes diferenciais que se assemelham com Leis de Conservacao, a
menos de um termo fonte. Um procedimento para obter solucoes numéricas deste tipo
de problema utilizando métodos de volumes finitos é separar & EDP com termo fonte em
uma EDP homogénea e uma EDO relacionada com o termo fonte.

Apos a separagao, resolvemos numericamente a EDP homogénea entre t,, e t,,1; uti-
lizamos a solucao obtida como condicao inicial da EDO e entao, dentro do mesmo espaca-
mento temporal, resolve-se a EDO numericamente por um dos métodos Runge-Kutta, que
atualiza a solucao da EDP homogénea, resultando na solu¢ao da EDP com termo fonte
[34]. A seguir descrevemos o procedimento.

Considere o problema unidimensional

w + f(u)e = s(u) .

O processo de separar uma EDP com termo fonte em uma EDP homogénea e uma

EDO, consiste em definir os seguintes problemas:

Ou~+ 0 f(u) =0

= uy"t! (3.75)
u(z,t,) = u”
[§]
& — s
dt = u" . (3.76)

u(z, t,) =u"

Primeiro, para realizar a evolucdo temporal da EDP com termo fonte, de um tempo
tn, até t,,1, obtém-se a solugdo numérica da EDP homogénea (3.75) representada por
w1 - neste passo aplica-se por exemplo, algum método descrito e analisado nas secoes
anteriores. Depois, atualiza-se a solu¢ao numérica resolvendo a EDO dentro do mesmo

+1 como condicdo inicial. Por fim, obtém-se

intervalo temporal e utilizando a solucao u"
a solucao numeérica da EDP nao homogénea no tempo t,,1. Detalhes e caracteristicas do

procedimento encontram-se nas referéncias (34, 52, 53, 88|.
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3.9 Métodos Numeéricos Bidimensionais

3.9.1 Meétodos com separacao dimensional

Uma maneira de resolver numericamente equacoes diferenciais parciais cuja variavel espa-
cial possui duas ou mais dimensoes ¢ substituir a EDP original por um conjunto de EDP’s
unidimensionais no espaco. Sendo assim, para se realizar um passo temporal é necessario
resolver o conjunto de EDP’s unidimensionais. Este procedimento é descrito a seguir.

Considere o seguinte problema bidimensional

8,U + 8, F(U) + 8,,F»(U) = 0
U(x,t,) = Up(x) = U"

(3.77)

O procedimento de separar as dimensoes espaciais consiste em obter o seguinte con-

junto de EDP’s unidimensionais no espaco:

OU +0,,F,(U) =0
' 1(U) = U (3.78)
U(X7tn) = U()(X) =Uu"

8,U + 0,,Fo(U) = 0
U<X7 tn) = UU(X) =U"

= U"tt. (3.79)

Assim, encontra-se a solugdo numérica U* da EDP (3.78), por algum método unidi-
mensional no espaco realizando-se a evolucao temporal de t,, até ¢, ;. Apos este estagio,
utiliza-se a solugao U* como condigao inicial da EDP (3.79) para obter a solu¢ao numérica
no tempo t,11, usando-se novamente um método unidimensional. Portanto, para cada
passo temporal sao necessarios resolver dois problemas unidimensionais com um At que
mantém o método numérico estavel nas duas direcoes espaciais.

Na forma conservativa de métodos de volumes finitos - definicao 3.2.2, o Splitting
dimensional é representado da seguinte maneira.

At

n+1/2 1 n n
Uig = Uiy~ Ax [F(l);i+1/2,j - F(l);i—l/Q,j} (3.80)
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il nr1j2 AT _agi/2 n+1/2
Ui,j+ - Um‘ o A_y F(Z);i,j+1/2 - F(Q);i,j—l/Q (3~81)

Observacoes:

e As duas EDP’s unidimensionais sao evoluidas entre o espacamento At;

e U, € uma aproximagao da solugao da EDP bidimensional U, no ponto (xi,y;) do
tempo t,, de um dominio 2 particionado regularmente I, x I, com espacamentos

Az e Ay, nas respectivas diregoes x e y, isto &, Uj"; = U(xi, yj, tn);

e Uma maneira de escolher At é tomar como referéncia o dominio de dependéncia e
a analise de estabilidade linear (analise de von Neumann), assim
Ax A
At = 0 X min —,—y ,
wi | Sal Syl
em que, o é a relacao entre At e Az obtida pela anéalise de estabilidade linear, Sz
esta relacionado com a velocidade de propagacao das ondas elementares na direcao x,

isto é, com os autovalores da matriz jacobiana da EDP unidimensional, que envolve

a variavel x e Sy velocidades das ondas elementares na dire¢ao y [88];

e [ista separacao de dimensao pode ocasionar oscilagoes na solucao numérica e, por
mais que o método unidimensional seja de alta ordem de precisao, a separacao di-
mensional (Splitting dimensional) feita pelas equagoes (3.80) e (3.81) resulta em um
método de primeira ordem. Para mais detalhes e Splitting dimensional de segunda

ordem, ver [34, 53, 88].

e Comumente, opta-se pelo Splitting dimensional quando aplica-se métodos depen-
dentes de Riemann Solvers, isto é, quando se tem dificuldades de aplicar a discretiza-
¢ao bidimensional sem separar os fluxos. Por outro lado, métodos sem separacao de

dimensao sao apropriados para Leis de Balanco.
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3.9.2 Meétodos sem separacao dimensional

Métodos sem separacao de dimensao, também chamados de Métodos Unsplit, fazem as
discretizacoes dos fluxos em uma tnica expressao e sua evolucao de t,, até ¢, é feita de
tal modo que todas as contribuicoes de cada fluxo sao realizada ao mesmo tempo, isto é,
em um 1nico passo.

Assim, a discretizagdo da EDP (3.77) na forma de métodos de volumes finitos conser-

vativos é dada por

At At
n+1 n n n n n
UL = Ul =~ [Fyiyzg = Fliyie1/24] = Ay [Flyagnre = Flojigorpe] - (382)

Na forma deslocada, como no caso dos métodos Lax-Friedrichs deslocado e Nessyahu-

Tadmor deslocado, tem-se

At At
n+1 _ n n m n m
Ui+—"i/27j+1/2 - Ui+1/2,j+1/2 - Azr [F(l);i-‘rl,j - F(l);i,j] - A_y [F(g)ﬂ',j_t,_l - F(Q)ﬂ'J} . (383)

3.9.3 O Meétodo Nessyahu-Tadmor Bidimensional

Nesta secao apresenta-se o método de Nessyahu e Tadmor em um dominio bidimensional
no espago, tomando como base o que foi desenvolvido na secao 3.5 e, em especial, na
subsecao do método Nessyahu-Tadmor.

Considere uma parti¢ao regular do dominio espacial 2 = €, x {2, em que
Qxi%zﬁﬁ<"-<91I¢<~--<9CN+1:36b e Qy:ya:y1<"'<yj<"‘<3/M+1:yb7

com N subintervalos na direcao x e M na direcao y em que

Ty — Xg Y — Ya
Ax = e Ay = ,
N Y=

para quaisquer valores de 7 e j existentes. A i,j-ésima célula média ou o i,j-ésimo volume
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Tiv1 +x; o

finito é definido por, Qi,j = (931'71/2,93#1/2) X (yj71/279j+1/2) em que Ti41/2 = 5

Y1 T Y
Yiv1/2 = 5
Seja u = u(z,y,t) uma func¢do que representa uma grandeza fisica definida do dominio

espacial 2. Se u é conservada em (), entao a lei de conservacao é satisfeita em cada célula

média ou volume finito €2, ;, isto ¢,
d
E ’LL(Q’), Y, t)dl' = f(u(xi—i-l/% Yjs t)) - f(u(mi—l/% Yjs t))+
Q5 (384)

+g(u(wi, yjra/2,t)) — g(w(ws, yj1/2,1)) -
Ao definir uma particao regular para a variavel independente t em que At = t,,,1 —t,,
um algoritmo explicito de evolugao temporal de um tinico passo é obtido integrando (3.84),

no tempo entre os valores ¢,, e t,,.1 da seguinte maneira,

1 1
128 dx = Yy tn d
AmAy /K;Lj U(I,yy +1) x A:L’Ay /QZ.J U(ﬂf Yy ) T+

1 tntl  LYjt1/2
sy /tn /y [f(u(@iy2,y,1) = fu(@izaje, v, t)] dydt + . (3.85)

j—1/2

1 tnt1  [Tit1y2
+AxAy /t /xi_l/2 lg(u(z, yj-172,1)) — g(u(@, Yj11/0,t))] dadt

A equacao (3.85) fornece um procedimento para encontrar os valores de u no tempo
tn+1, DOS pontos (z;,y;). Nota-se que tal equacao integral é exata (nao possui aproxi-
magoes) e é vélida para todo subintervalo de €.

Como o intuito ¢ obter um Método de Volumes Finitos Centrado livre de Rie-
mann Solvers, considera-se a lei de conservagao (3.85) nas células médias deslocadas, isto
¢,

Lij = (24, 70,,,) X (Y5, Yjr1)

assim a equagao (3.85) é reescrita da seguinte forma
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1 1
ty dr = ) 7tn d
Al’Ay /Im- U(Qf,y, +1) €L Al’Ay /Im- U(ZIZ' Y ) T+

lny1 yj+1
aany ) [ VOG0 Sy (@

n+1 $1+1
AmAy / / u(z,y5,t)) — g(u(z, yj1,t))] dedt

Agora, considera-se w = w(z,y,t) uma funcdo polinomial bilinear por partes em que

w(z,y,ty, Zw” z,y)pij(x,y), com ﬁi,j(xi,yj) =w;;ew;j=1. (3.87)

Assim, o valor médio de w(z,y,t,) definido na célula média deslocada I; ; ¢ dado por

N 1 i+1/2 Yj+1/2 Ti+1 Yj+1/2
w?+1/2,j+1/2 = AxAy / / Pz] z,y dyd$+/ / pz-i-l] z,y)dydz | +

’L+1/2

1 / i+1/2 /yj+1 d p Tit1  LYj+L )d p
Dij+1(z,y) yw+/ / Dit1,j+1(z, y)dydx
Aa:Ay Yj+1/2 Yj+1/2

z+1/2
(3.88)
Considerando w como uma aproximacao para u e substituindo a equagao (3.88) em

(3.86), obtém-se

—n+1
W s ji1ja = Wigajaj41/2T

1 lntl Y41
+A$Ay /tn /yj [f(w(zi,y, 1) = f(w(@ipr, y, )] dydt + (3.89)

tnt1 i+1
AfﬂAy/ / w(z,y;,t)) — g(w(z, yj41,t))] drdt .
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Como w é uma funcao polinomial bilinear por partes, entao

—n wai,j Dywi,j
pi,j(x) =W; + A—l’ ($ — 1’1) + A—y (y — yj) , (390)

em que

— n n n _ n n

e
Dyw;; = MM {Ayw2j+1/2 , Ayw;‘jflﬂ} , com Aywzﬁlm = ijH — wffj )
Substituindo p; ; na equagao (3.88), obtém-se uma expressao para Wi+1/2,j+1/2' Assim,
—n 1 —n —n —n N
Wit1/2.54+1/2 = 1 (wi,j T Wit T W54+ wz+1,j+1) +
1
+E [(Dywij — Dywiyj) + (Dewijpn — Dawigy jy1)] + (3.91)

1
16 [(Dyw; ; — Dyw; j11) + (Dywiy1,; — Dywiy1ji1)]

Agora falta encontrar expressoes para as integrais dos fluxos da equacao (3.91) para
determinar o método Nessyahu-Tadmor bidimensional. Para isso, utilza-se a regra do

ponto médio para a integracao temporal e a regra do trapézio para a intregacao espacial.

Logo,
lnt1 LYj+1 AuAt " "
[ fwteymaude= S0 [r (ui?) + ()] G2
tn Yj
e
tn+1 Tit1 AxAt " "
/ / g(w(z,y;,t))dzdt = x2 [g (wijl/z) +g <w2:11§2)] , (3.93)
tn Ty
em que
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At

——Dygi; . 3.94
2Ay yg 5] ( )

n+1/2 At
Wi =W — Eszi,j -

com D, f;; e Dyg;; definidos pela fungdo minmod semelhante ao caso da equagao (3.90)
e do método Nessyahu-Tadmor unidimensional no espaco.

Portanto, voltando na equacao (3.89) chega-se na expressao procurada

—n 1 —n —n —n —n 1
T yogense = 1 (@7 + Ty + W jr + Wiy ja) + 16 [(Dewij — Dawir)] +
1
16 [(Dpwijp1 — Dawigi jy1) + (Dywij — Dywija) + (Dywigr; — Dywiga )] +

gz [ (i) 1 (ui )] - o [r (i) - o (w0 +

At n+1/2 n+1/2 At n41/2 nt1/2
2Ay [g (wi’j+1 ) —9 (wi’j )} - 2Ay [g (wi+1,j+1> -9 (wi-i-l,j )] '
(3.95)

As equagoes (3.95) e (3.91) com a definigdo da fungdo minmod - ver equagao (3.90),
definem o método Nessyahu-Tadmor bidimensional em malha deslocada. Para mais
detalhes e aplica¢oes em Magnetohidrodinamica Classica consulte a referéncia [6].

Nota-se que, se a funcao w for constante por partes tem-se D,w = Dyw = D,f =
D,g = 0 e entao, a equacao (3.95) se reduz ao método Lax-Friedrichs bidimensional
em malha deslocada. A extensao do método Nessyahu-Tadmor para problemas hiperboli-

cos associados as Leis de Balango encontra-se na referéncia [70].
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Capitulo 4

Métodos Numeéricos aplicados em

problemas de GRMHD

Este capitulo expoé as razoes pelas quais optamos pela implementacao computacional dos
métodos Lax-Friedrichs e Nessyahu-Tadmor, para realizar simulacoes de jatos relativisti-
cos, desde a acrecao de disco na direcao de um objeto compacto central até a ejecao de

matéria.

4.1 Autovalores e Autovetores

Pesquisas sobre os autovalores e autovetores de sistemas de equacoes de magnetohidrodi-
namica, em ambiente de relatividade geral, mantém-se em desenvolvimento tanto com o
objetivo de conhecer as estruturas de ondas que se propagam no escoamento de fluidos
relativisticos magnetizados, quanto para possibilitar a aplicabilidade dos métodos que
necessitam de Riemann Solvers exatos.

O conhecimento de todas as ondas elementares podem fornecer informacoes sobre,
por exemplo, qual tipo de onda mais influencia na grande liberacao de energia via jatos,
entre outras. Como a velocidade de cada onda elementar estd associada com os autoval-
ores e suas propriedades com os autovetores, o processo de obtencao dos autopares sao
fundamentais para esses estudos.

Além disso, tais informagoes sao importantes para a implementacao de métodos numeéri-
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cos do tipo Godunov e, também, para a construcao de solucoes exatas de referéncia de
problemas unidimensionais no espaco, que servem para testar os comportamentos dos
métodos numéricos desenvolvidos e mostrar a confiabilidade de novos codigos implemen-
tados.

Um artigo que estuda os autovalores, os autovetores a direita e os autovetores a es-
querda baseado nas equagoes (2.1)-(2.4) de GRMHD e na equacao de entropia foi publi-
cado por Anile e Pennisi [1]. Este artigo apresentou um espago de dez dimensoes cujas
variaveis sao as quatro componentes do quadrivetor velocidade, as quatro componentes
do quadrivetor eletromagnético, a pressao e a entropia. Tais autopares sao inicialmente
estudados no espaco-tempo de Minkowski 1-+1, isto é, com uma dimensao espacial e uma
dimensao temporal.

Um estrutura local de caracteristicas aplicada em métodos de Godunov dependentes
de resolvedores de problemas de Riemann foi proposto por[7]. Em seu trabalho, a dificul-
dade maior consistiu em aplicd-los em espagos com mais dimensoes devido a existéncia de
autovalores degenerados. Uma alternativa nem sempre aplicavel é utilizar o Splitting di-
mensional e, assim, para cada dimensao espacial tem-se um sistema de EDP’s dependendo
de apenas de uma dimensao espacial.

No caso das equagoes de GRMHD em espacos curvos, além dos autovalores possuirem
degenerescéncia, existem autovalores ligados a fenomenos nao fisicos [41, 42|. Tais referén-
cias removem as ondas nao fisicas e desenvolvem um método de Godunov para GRMHD
baseado na estrutura local de caracteristicas da relatividade especial, isto é, usa-se o fato
de que espagos curvos da Relatividade Geral sao localmente planos [7].

Giacomazzo e Rezzolla [27| desenvolveram procedimentos gerais para resolver ana-
liticamente problemas de Riemann em MHD com relatividade especial, para quaisquer
condicoes iniciais em problemas unidimensionais no espaco.

Apesar dos avancos das pesquisas sobre as estruturas de ondas elementares em GRMHD,
a aplicabilidade de métodos de Godunov dependentes de problemas de Riemann exatos
ou aproximados em problemas de formacao de jatos desde, a acrecao de disco até a sua
ejecao permanecem como um grande desafio.

Problemas desse tipo sao bidimensionais ou tridimensionais no espaco e ao aplicar
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métodos do tipo Godunov com Riemann Solvers, dependem do Splitting dimensional,
isto traz restricoes a aplicabilidade desses métodos, pois nesses casos, as magnitudes dos
autovalores nao podem ter grandes ordens de diferenca.

Entretanto, no processo de transicao entre acrecao de matéria via disco e sua ejecao
h& uma variacao brusca de pressao nas proximidades do objeto compacto central e neste
momento os sistemas de EDP’s separados, para cada dimensao espacial, possuem au-
tovalores de diferentes ordens de magnitudes, com grandes diferencas. Tal situacao é
exatamente o caso em que métodos que utilizam separagoes dimensionais podem falhar,
consequentemente, métodos Unsplitting sao altamente recomendados e esses métodos po-
dem ser formulados em esquemas de volumes finitos centrados.

Além disso, uma dificuldade adicional é que o modelo em questdo nao é uma lei de
conservacao hiperbolica, mas sim uma lei de balanco.

Trés fatos interessantes de se notar sao:

e Desde o primeiro artigo de Koide, Shibata e Kudoh em 1999 |38| até suas pesquisas
recentes sobre a formagao de jatos relativisticos [40] - 2011, o método utilizado é o
Lax-Wendroff adicionado de viscosidade artificial com uma discretizacao temporal
TVD, com Splitting dimensional e limitadores de inclinagao para evitar as oscilagoes

geradas pela separagao de dimensoes espaciais;

e Os recentes codigos em GRMHD mais utilizados nao incluem problemas de formagao

de jatos desde a acrecao até a ejecao;

e Os métodos numéricos aplicados em GRMHD investigados nos principais codigos e

artigos utilizam o recurso de separar as dimensoes espaciais (Splitting dimensional).

Um dos objetivos dessa tese é exatamente desenvolver um codigo totalmente novo e
voltado para o problema de formacao de jatos relativisticos implementando outros méto-
dos de volumes finitos centrados, além do esquema Lax-Wendroff TVD utilizado por Koide
et al [38, 40].

Na secao seguinte, apresentamos alguns coédigos mais utilizados recentementes para a

modelagem de problemas em hidrodinamica e magnetohidrodinamica relativistica.
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4.2 (Cobdigos em Magnetohidrodinamica Relativistica

Alguns dos codigos mais recentementes aplicados na modelagem de problemas em hidrod-

inamica e magnetohidrodinamica relativistica sao expostos nessa secao.

4.2.1 HARM

Um dos primeiros codigos disponiveis que envolvem SRMHD e GRMHD foi o HARM -
High Accuracy Relativistic Magnetohydrodynamics (Magnetohidrodinamica Relativitistica
de Alta Precisao) [26].

O coédigo HARM disponibiliza os métodos de Godunov-HLL com diferentes possibili-
dades de fluxos numeéricos e limitadores de inclinacao para extrapolagoes lineares para o
centro das células médias, também tem-se opcoes de fluxos que preservam a divergéncia
nula do campo magnético. Problemas bidimensionais utilizam-se do splitting dimensional
e no codigo original ndo hé discretizacao tridimensional espacial. A escrita é feita em
linguagem C' com a possibilidade de paralelismo via MPI - Message Passing Interface
(interface de troca de informagoes entre processadores).

Os exemplos e aplicagoes que o codigo HARM disponibiliza sao |26, 24|:

a) Ondas Elementares: captura e propagacao de ondas nao lineares unidimensionais no

espago de fluidos magnetizados com velocidades relativisticas (relatividade especial);

b) Transporte: este exemplo modela um disco que modifica sua densidade conforme

sua rotacao relativistica;

c) wvdrtice de Orszag-Tang: uma versao relativistica (relatividade especial) do classico

problema de MHD;

d) Escoamento de Bondi: este problema modela acre¢io de matéria com simetria es-
férica na métrica de Schwarzschild, tanto para fluidos neutros quanto para fluidos

magnetizados;

e) Acrecao em métrica de Kerr: a modelagem deste problema considera o estado esta-

cionario de uma acrecao de fluido magnetizado dentro de uma 6rbita marginalmente
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estével, em particular, este problema mostra a interacao entre o fluido magnetizado

em Orbita equatorial e a rotacao do buraco negro de Kerr;

£) Toros de plasma em equilibrio: este exemplo simula oOrbitas estaveis de toros de

plasma que rodeiam um buraco negro central.

4.2.2 cosmos—+-+

O programa cosmos++ foi desenvolvido com base no método numérico conhecido como
esquema de Viscosidade Artificial [3]. Como o proprio nome diz, o método acrescenta
uma viscosidade artificial com o intuito de diminuir a dissipagao numeérica.

As equacoes implementadas pelo codigo sao as equacoes de GRMHD multidimensional
com possibilidade de refinamento e adaptacao dos pontos da malha, conhecido como AMR
- Adaptive Mesh Refinement (malha adaptativa com refinamento).

O codigo é feito em linguagem C'+ + e utiliza os principios de objetos orientados para
criar classes de abstragoes matematicas para vetores e tensores (ambos em trés ou quatro
dimensdes), métricas, condigoes de contorno, operadores e malhas nao estruturadas. O
programa ¢é paralelizado via MPI.

Uma outra op¢ao de método numeérico é o esquema Kurganov-Tadmor [49], que é
um método de volumes finitos centrado que utiliza informacgoes sobre as velocidades de
propagacao das descontinuidades, a saber, o método utiliza o maior autovalor em moédulo
da matriz Jacobiana. Apo6s a semi-discretizacdo espacial, a integracao temporal de ¢,, até
tni1 € feita através de uma sequéncia de N métodos de Euler (Runge-Kutta de primeira
ordem) - conforme a escolha do usuéario [3|. Nesta opgao o codigo faz Splitting dimensional.

Os termos fontes das equacoes de GRMHD sao acrescentados através de um Splitting
resolvendo primeiro as esquacoes de GRMHD sem termo fonte e depois atualiza as solucoes
resolvendo uma equagao diferencial através da sequéncia de métodos de Euler.

Os exemplos que acompanham o codigo original sao:
Hidrodinamica Relatisvistica

a) Tubo de Choque;
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b) Colisdo de ondas de Choque;

¢) Ondas de Explosao.
Magnetohidrodinadmica Relatisvistica

d) Propagacao de ondas de Alfvén;
e) Tubo de Choque Magnetosonico;
f) Escoamento de Bondj;

g) Toro Magnetizado orbitando um Buraco Negro.

4.2.3 whyskyMHD

A grande vantagem do codigo whyskyMHD é o fato de implementar o conjunto com-
pleto de equacoes de GRMHD, isto é, o modelo inclui a dinamica do espaco-tempo. As
discretizacoes das equagoes tém como base o método Godunov-HLL, com estrutura de
refinamento de malha AMR e ferramentas computacionais que possibilitam paralelismo
[28].

Numa versao anterior, o codigo whysky, a evolugcao temporal das equacoes é feita pelo
método de linhas que reduz equagoes diferenciais parciais em conjuntos de equacgoes dife-
renciais ordinarias - EDO’s. Tais EDO’s podem ser resolvidas pelos métodos de Runge-
Kutta ou esquemas de Cranck-Nicholson iterativos [51, 84].

Além dos exemplos listados, o codigo disponibiliza estudos em [28]:

a) Binarios de estrelas de Néutrons Magnetizados ou nao, evolugdo de Estrelas de

Néutrons;
b) Radiagao Gravitacional;
¢) Escoamento de Bondi;
d) Colapso de ntcleo estelar, relativistico e magneto-rotacional;

e) Extensdo para hidrodinamica com simetria axial;
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f) Formagao de Buracos Negros e problemas de binarios de Buracos Negros;
g) Cenarios com campo magnéticos forte, acregao em Buracos Negros;

h) Cosmologia Relativistica.

4.2.4 ECHO

O codigo Eulerian Conservative High Order - ECHO (Euleriano Conservativo de Alta
Ordem) inclui o método essencialmente ndo oscilatorio - ENO de terceira ordem e o
método essencialmente nao oscilatorio ponderado - WENO de quinta ordem com inte-
gracao temporal realizada por métodos de Runge-Kutta de miltiplos estagios. Os méto-
dos de Godunov-HLL e o Godunov-Roe (com resolvedor de problema de Riemann desen-
volvido por Roe) sao implementados e existe a possibilidade de utililizar varios limitadores
de suavidade [17]. Também tem-se & disposi¢ao métodos de diferencas finitas.

O programa ECHO também tem implementado o MHD classico e em ambos os codi-
gos tém-se Splitting dimensional. A escrita do codigo é feita em Fortran 90 com MPI,
utilizando-se a estrutura modular disponivel em tal linguagem.

Existe um moédulo de programacao que possibilita o acréscimo de termos resistivos e,
também, um outro médulo que modela instabilidades em MHD.

Um exemplo que se destaca é o modelo em MHD com relatividade especial que descreve
a Nebulosa do Caranguejo - Crab Nebula, mostrando a estrutura de jatos formados em

Toros.

4.2.5 WHARM

Este codigo ¢ um melhoramento do cédigo HARM que acrescenta esquemas essencial-
mentes nao oscilatorios ponderados (WENO) e também, os resolvedores de problemas de
Riemann Generalizados [88], em que a extrapolacdo dentro da célula média é feita por
interpolagao polinomial e nao somente mais por fun¢ao constante.

O programa implementa o conjunto completo das equacoes de GRMHD e além dos
problemas ja listados, 0o WHAM modela a evolucao de jatos relativisticos em geometria

cilindrica possibilitando investigar a formacao de algumas subestruturas [85].
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A discretizacao do dominio é feita por particao regular com possibilidade de escolher
regioes onde pretende-se apenas refinar a malha. O esquema WENO implementado é o
de quinta ordem para regioes suaves com Splitting dimensional e Runge-Kutta de terceira
ordem TVD para a integracao temporal. Em regioes proximas de descontinuidade, o
algoritmo é capaz de modificar o tamanho do esténcil para evitar ao maximo propagacoes
de oscilagoes na solugao numeérica.

Um outro método adicionado ao cédigo é o método Parabolico por partes - PPM de
Woodward & Colella [93] que é uma extensdo do método de Godunov dependente de

Riemann Solvers.

4.2.6 CoCoA/CoCoNuT

Este codigo é destinado a exemplos de colapso de niicleo estelar em GRMHD com dinamica
do espago-tempo (equagoes de Einstein) [24, 98|.

A diferenca deste cédigo é que além dos métodos do tipo Godunov dependentes de
Riemann Solvers, o programa possui métodos espectrais implementados.

Nele sao apresentados varios exemplos de colapso de niicleo e esta caracteristica fornece
o nome para o codigo: Colapso de Nicleos com novas tecnologias - CoCoNuT (Core
Collapse with Nu (=new) Technology) e Colapso de Nucleos com simetria axial - CoCoA

(Core Collapse in Axisymmetry).

4.2.7 GRHydro

Apesar desse codigo ser totalmente independente do whyskyMHD, o GRHydro pode ser
acoplado ao codigo whyskyMHD [66]. Esse algoritmo possui diversos pacotes de ferra-
mentas que complementam o co6digo tais como: einstein toolkit - um conjunto de cédigos
de Relatividade Geral que possibilita diversas métricas, AMR, MPI com estrutura para
bons escalonamentos na casa dos milhares de nicleos de processamentos, entre outros
|66].

Além dos exemplos citados, o cddigo apresenta a modelagem de estrela de néutrons

esférica magnetizada obtida via equagdo de TOV - Tolman-Oppenheimer-Volkhoff [13] e o
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colapso estelar de um ntcleo estelar magnetizado com espago-tempo dinamico. Também,

tem-se o problema de um rotor relativistico.

4.2.8 Outros Coédigos

Codigos em Magnetohidrodinamica Relatisvistica continuam em pleno desenvolvimento
também em outros grupos além dos que implementaram os cédigos mencionados. A
referéncia [24| possui outros codigos comentados, porém todos utilizam métodos Splitting
dimensional.

Uma implementacao em Magnetohidrodinamica com Relatividade Especial baseada
em métodos de Galerkin foi realizada por Dumbser e Zanotti [19]. Os exemplos estudados

foram: tubos de choque; Rotor; explosao cilindrica e vortice de Orszag-Tang.

4.2.9 Observacoes

Nos codigos expostos neste capitulo verifica-se uma énfase 4 métodos do tipo Godunov
dependentes de resolvedores de problemas de Riemann, que aplicam Splitting dimensional
para estender a aplicabilidade de métodos unidimensionais no espago para problemas em
dimensoes maiores.

Implementacoes que efetuam Splitting dimensional podem gerar oscilacoes na solugao
numérica e uma tentativa de controla-las ¢ aplicar limitadores de inclinacao.

Também percebe-se a énfase em métodos que estende os métodos de Godunov, os
métodos do tipo MUSCL - Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws,
dependentes de Riemann Solvers. Além disso, outros métodos que podem ter uma for-
mulacao de volumes finitos centrados sao implementados na versao do tipo Godunov

dependentes de Riemann Solvers, tais como: ENO’s e WENO'’s.

4.3 Métodos Implementados

Um dos objetivos desta tese foi a implementacao de métodos numéricos de volumes fini-

tos centrados, isto é, livres de Riemann Solvers, com o intuito de nao realizar Splitting
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dimensional. Métodos que nao separam as dimensoes espaciais sao chamados de métodos
Unsplitting.

Os métodos implementados foram o Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff com Runge-Kutta
de terceira ordem TVD e o Nessyahu-Tadmor em um problema de formacao de jatos
relativisticos, desde a acrecao de disco até a extensao da ejecao de matéria, através das
equacoes de GRMHD. A descricdo da implementacao computacional é feita no capitulo
seguinte, a linguagem de programacao utilizada foi o Fortran 90 e o codigo foi totalmente

desenvolvido durante o doutorado, sem o uso de pacotes prontos.
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Capitulo 5

Implementacoes Computacionais

Este capitulo apresenta as equacoes implementadas e a estrutura do codigo desenvolvido
em Fotran 90. As equagoes que modelam o problema de formagao de jatos relativisticos
foram especificadas no capitulo 2 e na secao 5.1, tais equagoes sao reescritas com o intuito
de suas implementacoes.

As secoes seguintes tratam das equacoes complementares do modelo em estudo, im-
poem as condicoes iniciais e de contorno necessarias para o método numérico e, também,
para a modelagem do problema.

Por fim, a tltima secao é destinada aos arquivos e aos algoritmos criados para a
obtencao de um programa capaz de realizar simulacoes de cendrios astrofisicos de formagao

de jatos relativisticos.

5.1 As equacoes Implementadas

As equagoes que foram implementadas no codigo desenvolvido nesta tese estdo expostas
nesta secao. A partir das equacoes do capitulo 2, juntamente com algumas hipoteses
chegou-se nas equacoes de interesse, que estao nos algoritmos escritos.

Além das hipoteses e equacoes apresentadas no capitulo 2, consideramos o problema
em estudo com simetria axial, isto é, o problema nao possui variacdo com relacao a
variavel azimutal ¢. Isto faz com que o problema seja bidimensional no espaco, ou seja,

as varidveis espaciais independentes sao a radial r e a polar . Assim, com x1 =7, x5 = 0
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e a hipotese de simetria axial, as equacoes de GRMHD se reduzem a
Equacao da Massa:

8_D__1{ 0

0
Ol (hohgthUl) + a— (h0h3h1D’02)}

Equagoes do Movimento:

OP, 1(0 0
=7 g (o) 5 (a7} 5
OP. 1( 0 0
ot = {a (hohahsT™) + 575 (h°h3h1T22)} o
OP. 1(0 0
B =7 g T 55 i1 5

5= 3, [hohzhs (P — Du)l +

1{ 0 [hohshy (Py — DUQ)]+}+S5

Equacgoes do Campo Magnético:

0B _h 0
a_tl g 1 {a 5 (h0h3E3)}

0B h 0
B =7 o o

0B; 0

_h 0
W = 3 {8 1 (hthEg) - @ (hOhlEl)}

Equacoes - Termo Fonte:
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SQ = hg {(6 + D) G01 + G12T21 + G13T31 — G21T22 — G31T33} (59)

Sy = ho {(e + D) Gog + G23T? + G T"? — G3.T% — G1oT } (5.10)
84 = ho {(E + D) Gog + G31T13 + G32T23 - G13T11 - G23T22} (511)
S5 = h() {G(npl + G02P2 + G[)ng} (512)

Apesar das reducoes nas equacoes de GRMHD devido a simetria axial, no programa
foram implementados todos os fluxos, com o intuito de facilitar futuras alteracoes que in-
cluem a terceira variavel espacial. Entretanto, o armazenamento das variaveis dependentes
foram feitos por array’s bidimensionais. O codigo é discutido na secao 5.3, juntamente

com a apresentacao de sua estrutura.

5.2 Equacoes Complementares

Para a realizacao de simulagoes, as equacoes da secao 5.1 nao sao suficientes, pois estas
dependem da métrica que representa o objeto compacto central, que no caso é um bu-
raco negro de Schwarzschild. Uma outra necessidade é obter o campo de velocidade, o
campo de pressao, o campo elétrico para conseguir construir as componentes do tensor
momento-energia e os fluxos das equacoes diferenciais. Também, para as equacoes difer-
enciais sao necessarios as condigoes iniciais e de contorno adequadas, que complementam
a modelagem do problema em estudo. A seguir, indicaremos quais expressoes que foram
utilizadas para tal objetivo.

A gravitacao pré-determinada estd representada pela métrica de Schwarzschild, que
foi exposta na secao 2.2. Com ela tém-se os coeficientes da métrica que sao necesséarios
para obter os coeficientes G, que aparece no termo fonte e acrescenta a gravitagao nas

equacoes diferenciais, e para fazer as correcoes nos fluxos das EDP’s devido a curvatura
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imposta pelo buraco negro de Schwarzschild. Tal métrica possui o conjunto de coorde-
nadas (c.t,r, 6, ¢) conhecido como coordenadas de Boyer-Lindquist.
Além da métrica de Schwarzschild, uma transformacao foi aplicada na coordenada

radial transformando-a na coordenada radial tortoise (coordenada tartaruga) definida

len(i—l) .
Ts

Ao aplica-la, uma malha uniforme neste novo sistema de coordenadas, a largura da malha

por

radial é proporcional a (r — rg) no sistema de coordenadas de Boyler-Lindquist. Assim,
a largura da malha torna-se cada vez menor. Logo, uma particao regular na coordenada
tartaruga implica em uma malha nao uniforme em coordenadas Boyler-Lindquist. Este
recurso deixa a malha mais fina proxima do buraco negro, que é justamente a regiao
critica onde ocorre a transi¢ao entre disco e jato, e torna a malha mais larga no extremo
oposto.

Essa transformacao é muito importante, caso contrario seriam necessirios muitos pon-
tos na malha em coordenadas Boyler-Lindquist para estabilizar o método numérico ou
ainda recorrer a técnicas de refinamento e adaptacao de pontos da malha, os chamados
Adaptive Mesh Refinement - AMR. Logo, consegue-se uma alternativa para estabilizar os
métodos em malhas com menos pontos e sem usar recursos AMR, que tornam os métodos
mais caros e extensos.

Portanto, no codigo desenvolvido tem-se implementado:

Gravitagao pré-determinada: métrica de Schwarzschild

1
ds® = —a2dt® + —er2 + r2dh* + r? sin? 0dp?
(8]

em que

s 1
a=4/1——, com c=G=1, M:§Ts(massaBH)
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1 .
ho=a, hi=—, hy=r hy=rsinb,
a
rs - raio de Schwarzschild - unidade de referéncia;

Expressoes que envolvem as componentes da métrica:

1 0

Coordenada Tartaruga:

Nota-se que, a motivacao para realizar a transformacao para a coordenada tartaruga
é puramente numérica.
Outras duas relagoes importantes foram implementadas, a equagao de estado composta

por um sistema algébrico de duas equagoes com duas incognitas [20, 63| - Secao 2.4,

z(z+ 1) [Taz? + (2la — b)z + Fa — b + dgyﬂ2 =
= (T2 42Tz + 1)’ [F2(z + 1)% + 20y + 202y + 23] |

[T(a— B*a® + (2Fa —2I'B2 —b)z + Ta—b+d — 8>+ Sy] y
=o(rx+1)(Tz? + 2Tz + 1)

em que

r=v—-1,y=vv-B),a=D+e¢,b=(T—-1)D,d=(1-0,5I')B?,

T=P,3=Bec=B-P,

com as aproximagcoes iniciais do método Newton-Raphson sendo as solucoes = e y obtidas

no passo temporal anterior.
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A condigao frozen-in que fornece uma expressao para o campo elétrico impondo que

a matéria em estudo é livre de forcas eletromagnéticas, isto é,

Campo Elétrico:

E=-vxB

Por fim, o tensor momento-energia é dado por

1
T:pI+(e+p)72vv—BB—EE+§(BQ+E2)I .

Contudo, faltam as condi¢oes iniciais e de contorno para completar a discretizacao das

equacgoes implementadas no codigo.
Condicoes Iniciais:

As condicbes iniciais devem modelar o disco de acre¢do descrito na secao 2.3, junta-
mente com a magnetosfera e o buraco negro central. Assim, implementamos uma estrutura
modular em Fortran 90 especialmente para lidar com tal etapa, que é a construcao das
equacoes da secao 2.3.

O buraco negro de Schwarzschild esta implementado na estrutura modular, dentro da
subrotina chamada de métrica.

No caso das condigoes de contorno, nos raios interno e externo, a matéria deve contin-
uar com sua dinamica além do dominio. Isso faz com que nessas regioes, as condicoes de
contorno seja do tipo radiagao. Agora, nos contornos f = 0 e 6 = 7 tém-se uma simetria

do tipo espelho, isto é, condi¢oes de contorno do tipo reflexao.

Condigoes de Contorno (Diregao Radial): Raios interno (r = 1, 1ry) e externo

(r = 20r,) - radiagao.
Condigoes de Contorno (Diregao Angular): 0 =0e 6 = 7 - reflexdo.

A condicao de contorno r = 20rg delimitada pela abertura do disco, também possi-
bilitou uma subrotina que implementa a alimentacao do disco de acrecao, ou seja, uma

condicao de contorno do tipo Dirichlet.
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5.3 O cédigo

O programa desenvolvido foi todo escrito em Fortran 90 utilizando o compilador gfortran
versao 4.7.3 em um Linux/GNU. Na estrita do codigo utilizou-se a estrutura de progra-
macao modular que o Fortran 90 disponibiliza para a formacgao de conjuntos de subrotinas,
que podem ser chamadas totalmente ou parcialmente conforme as necessidades especificas.

Neste contexto, um recurso interessante para o controle das variaveis declaradas nas
subrotinas dos médulos de programacao ¢ o comando INTENT, que determina se a var-
iavel declarada é de entrada (IN), de saida (OUT) ou de entrada e saida (INOUT). Em
uma subrotina, uma varidvel declarada com a intencdo apenas de entrada (variavel de
entrada) ndo pode ser alterada ao longo da estrita da subrotina. Caso isso ocorra, o
compilador alegard um erro facilitando um controle das variaveis.

Um outro controle causado pelo comando INTENT é que, as alocacoes de memoria
das variaveis de entrada e das variaveis INOUT estao fora da subrotina em questao, no
caso das variaveis de saida, sua alocacao é feita na propria subrotina e suas caracteristicas
sao exportadas para fora da subrotina, onde foi definida.

A estrutura de bloco principal chamada de PROGRAM esté escrita no arquivo pro-
grama__ principal.f90. Assim, o coédigo disponibiliza os seguintes moédulos de programacgao

- escritos sem acentuagao - conforme o nome do arquivo com extensao *.f90 :
armazenamentos

Este moédulo possui uma subrotina chamada de arquivos saida que salva as variaveis
relacionadas com a solugao numérica em arquivos abertos nas unidades especificadas pelo

programa. Os arquivos de saida apds uma evolucao temporal sao:

campo.dat - armazena a intensidade do campo magnético;

densidade.dat - armazena a densidade;

energia.dat - armazena a energia tota;

malha_x1.dat - armazena as coordenadas r dos pontos da malha;
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e malha_z2.dat - armazena as coordenadas ¢ dos pontos da malha;

e pressao.dat - armazena a intensidade da pressao;

e velocidade.dat - armazena a intensidade da velocidade;
atualizacoes

Neste modulo esta a subrotina grandezas_atualizadas que atualiza as varidveis campo
elétrico, campo de velocidades e o tensor momento-energia através da equacao de estado
e da condicao frozen-in. Nessa subrotina utiliza-se o médulo responsavel por resolver a
equacao de estado através do método Newton-Raphson, que depende das variaveis densi-
dade, momento, energia total e campo magnético para retornar o campo de velocidade e

o fator de Lorentz em cada ponto da malha.
condicoes fronteiras

O conjunto de subrotinas desse modulo disponibiliza as condicoes de contorno uti-
lizadas. Existem 4 subrotinas de condicoes de contorno sendo que todas possuem condicoes
de reflexdo nos extremos do intervalo em que 6 esta definida, sendo assim, o que difere
de uma subrotina para a outra sao as condicoes nos extremos do intervalo em que r esta

definido. Assim, as subrotinas sao:
e condicoes_contorno - raios interno e externo condicoes de radiacao;
e condicoes_contorno2 - raios interno e externo extrapolagao da solugao numérica;
e condicoes_contornod - raio interno radiacao e raio externo extrapolacao;

e condicoes_ contorno/ - fronteiras radiais da magnetosfera radiacao e fronteira radial

do disco extrapolacao (disco alimentado);
condicoes iniciais

Este modulo possuem duas subrotinas que definem as condigoes iniciais do problema
em estudo. As subrotinas utilizam os valores de entrada definidos no modulo valores

iniciais. As duas subrotinas sao:
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e cond_iniciais - condicdes iniciais definidas sem coordenada tartaruga;

e cond_iniciais? - condicoes iniciais definidas em coordenadas tartaruga;
discretizacoes

As duas subrotinas desse modulo definem a malha computacional, os coeficientes da
métrica, algumas combinagoes dos coeficientes da métrica e o tensor G. Os nomes das

subrotinas sao: malha e meirica.
EOS

Este modulo possui a subrotina que resolve o sistema de equacoes que forma a equagao

de estado EOS através do método de Newton-Raphson |71, 75|, cujo nome é newton_metEOS.
ferramentas

No modulo ferramentas possuem as subrotinas necessarias para realizar produtos veto-
riais, produtos escalares, normas, interpolagoes (extrapolacoes) pelo método de Lagrange

|71, 75] e equagoes algébricas pelo método de Newton-Raphson.
fluxos

Neste modulo estao definidos os fluxos das equacgoes diferenciais implementadas na

subrotina chamada de fluros FEDPs.
metodos  EDPs

As trés subrotinas deste modulo sao destinadas aos métodos numéricos disponiveis

neste codigo:

e nes tad método Nessyahu-Tadmor sem separacao dimensional;
e laz_fried método Lax-Friedrichs sem separacao dimensional;

e [ax_ wend método Lax-Wendroff com RK3-TVD Splitting;
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programa_ principal

Este bloco consiste do programa principal que faz as chamadas dos blocos de progra-
macao em ordem adequada para realizar a evolucao temporal da solucao numérica. Apos
o tempo final atingido, o programa chama a subrotina arquivos_saida para armazenar
a solucao final. Note que no inicio do programa tem-se o comando USE que chama os
modulos utilizados no programa principal.

Cada subrotina que necessite de algum modulo ou parte de moédulo de programacgao,
também possui o comando USE no inicio da escrita, antes das declaracoes das variaveis.

Na Figura 5.1, no retangulo com duplo traco na vertical estao os nomes dos modulos
de programacao utilizados pelo programa principal. Tais modulos definem as subrotinas
prédeterminada que podem ser utilizadas chamando-as pelo comando CALL.

Em seguida, o programa chama as subrotinas que preparam o cendrio inicial do feno-
meno em estudo deixando-o pronto para efetuar o laco de repeticao principal.

Dentro deste lago, os fluxos das equacoes diferenciais (5.1)-(5.8) sdo calculados para
que a subrotina metodos_numericos ¢ chamada para obter solucdes aproximadas. As
solucoes obtidas sao das equagoes sem termo fonte, assim o proximo passo do programa é
atualizar as solugoes resolvendo as equagoes diferenciais ordinarias (Segao 3.8) definidas
pelos termos (5.9)-(5.12).

Nas proximas duas subrotinas, o programa prepara as condicoes de contorno e atualiza
as varidveis necessarias para iniciar um proximo passo temporal. A ultima subrotina

armazena tais variaveis mantendo o ultimo cenario da evolugao temporal salvo.
solucao numerica

Neste modulo esta a subrotina metodos numericos que é destinada a chamar os méto-

dos numeéricos para resolver cada equacao diferencial.
termos _adicionais

O termo fonte é acrescentado através da subrotina fonte, onde estd implementado o

método de Euler com N passos.

140



Inicio

unidades_arquivos , valores_iniciais , discretizacoes
condicoes_iniciais , fluxos , solucao_numerica
condicoes_fronteiras , termos_adicionais
atualizacoes , armazenamentos

v

CALL unidades , CALL valores_definicoes
CALL malha , CALL metrica , CALL cond iniciais

!

tp =

)

CALL fluxos_EDPs
CALL metodos_numericos
CALL fonte
CALL condicoes_contorno4
CALL grandezas_atualizadas
CALL arquivos _saida

tp=tp+1 l

CFim)

Figura 5.1: Fluxograma do programa principal.
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unidades arquivos

Este modulo possui a subrotina unidades responsavel por abrir ou criar os arquivos

de entrada e saida de dados.
valores iniciais

Na subrotina wvalores definicoes deste médulo estao definidos os limites do dominio
computacional, o nimero o que relaciona At, com Ar e Af, quantidade de subintervalos
em cada intervalo computacional, a definicao do nimero 7 e a quantidade de interacoes

que o laco principal realizard para chegar no tempo final desejado.
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Capitulo 6
Simulacoes

Este capitulo foi destinado a exposicao dos graficos das simulacoes de jatos relativisticos
provenientes da execucao do cédigo desenvolvido em Fortran 90. Primeiro, um exemplo
¢ executado utilizando o Método Lax-Friedrichs Bidimensional e sem separagao dimen-
sional e depois um segundo exemplo é simulado com o uso do Método Nessyahu-Tadmor

Bidimensional sem separacao dimensional.

6.1 Exemplo 1

O primeiro exemplo realiza a evolugao temporal de um disco fino de acre¢ao magnetizado,
em rotacao com relagao ao eixo vertical e em queda na direcao do buraco negro central
de Schwarzschild, imersos em uma magnetosfera de baixa densidade com relacao ao disco.
Para isto, utilizou-se o método Lax-Friedrichs bidimensional sem separacao de dimensoes
espaciais com intuito de testar o codigo, verificar tendéncias das solucoes numéricas e
expor algumas caracteristicas do método numeérico e do fenémeno em estudo.

A seguir, estao expostos valores utilizados nas simulacoes:

e Dominio Espacial: [1,1 20] x [0,7/2], isto é r € [1,1 20] e 6 € [0,7/2] em

radianos;
e Subintervalos: 630 x 630, assim Ar = 18,9/210 e Af = 7/420;

e Espacamento Temporal: At =0, 1Ar;
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Constantes - Matéria: Constante relacionada com calor especifico - I' = 5/3 e

entalpia - H =1, 3;

Abertura do Disco: 6 = 0,125, isto é, o disco ocupa um oitavo da abertura do

dominio;

Densidade do Disco: 401 vezes maior que a densidade da magnetosfera;

Borda interna do disco: rp = 3rg, trés vezes o raio do BH;

Na se¢ao 2.3 foi descrito o disco de acrecao, uma propriedade inicial é que o disco estéa
em rotacao com o perfil da velocidade Kepleriana. Sendo assim, a velocidade da borda
interna é dado por

c

Vg = ——— = vg =0,5¢,
2(3—1)

isto &, a velocidade angular da borda interna é de 50% da velocidade da luz. Logo, o
tempo necessario para a borda interna completar uma volta é de aproximadamente 12,6
unidades de tempo.

A borda externa do disco esta localizado em 20rg e sua velocidade Kepleriana é de
aproximadamente de 16% da velocidade da luz. Assim, seu periodo é de 775 unidades de

tempo.
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Figura 6.1: Densidade: a esquerda tem-se a evolugao da densidade no tempo final de
11,8 e a direta no tempo final em 19,6.
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Figura 6.2: Densidade: a esquerda tem-se a evolucao da densidade no tempo final de
39,3 e a direta no tempo final em 58,9.
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Figura 6.3: Intensidade do Campo Magnético: a esquerda tem-se a evolugao da
intensidade do campo magnético no tempo final de 11,8 e a direta no tempo final em 19,6.
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Figura 6.4: Intensidade do Campo Magnético: a esquerda tem-se a evolugao da
intensidade do campo magnético no tempo final de 39,3 e a direta no tempo final em 58.9.
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6.2 Exemplo 2

Neste exemplo aplicamos o método Nessyahu-Tadmor bidimensional sem separacao de
dimensoes espaciais, exposto na secao 3.9.3, com método de Euler de quatro estagios para

o acréscimo do termo fonte. Os valores utilizados foram:

e Dominio Espacial: [1,1 20] x [0,7/2], isto é r € [1,1 20] ¢ § € [0,7/2] em

radianos;
e Subintervalos: 630 x 630, assim Ar = 18,9/630 e A = 7/1260;
e Espacamento Temporal: At = 401.0,005.min{Ar, AG};

e Constantes - Matéria: Constante relacionada com calor especifico - I' = 5/3 ¢

entalpia - H = 1, 3;

e Abertura do Disco: § = 0,125, isto é, o disco ocupa um oitavo da abertura do

dominio;
e Densidade do Disco: 401 vezes maior que a densidade da magnetosfera;

¢ Borda interna do disco: rp = 3rg, trés vezes o raio do BH;

Neste caso, resolveu-se normalizar os valores iniciais com relagao ao valor 401 com o
intuito de fazer com que inicialmente o método numérico trabalhe com valores menores.
Esta normalizacao é chamada de fator escala e pode-se encontra em métodos numéricos
aplicados em dinamicas de fluidos [88]. Para uma melhor visualizagao dos graficos usamos
o logaritmo de base 10 no eixo vertical dos valores da densidade, pressao e energia total.

A seguir tém-se os graficos das condicoes iniciais.

As Figuras 6.8 - 6.11 acompanham a evolugao temporal da densidade. De inicio tem-
se apenas o disco de acrecao em rotacao com relacao ao eixo vertical e a magnetosfera
em queda em direcao ao buraco negro. Depois, a simulagao passa pela transicao entre
acrecao e ejecao e a partir desse momento percebe-se a ejecao de matéria em forma de jato
colimado ao longo do eixo vertical. Por fim, o jato estende-se até proximo da distancia de

15 vezes o raio do buraco negro central. Nesses exemplos a unidade de referéncia é o raio
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Figura 6.5: A esquerda encontra-se o grafico da condicdo inicial da densidade e & direita
da intensidade da velocidade.
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Figura 6.6: A esquerda tem-se o grafico da condicio inicial da energia total e & direita da
intensidade da pressao.
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Figura 6.7: Condicao inicial da intensidade do campo magnético.
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do BH e nos graficos cada unidade nos eixos verticais e horizontais corresponde a unidade
de referéncia. O BH posiciona-se centrado na origem dos graficos e seu raio é exatamente
a unidade.

No jato colimado ejetado destaca-se a formacao de subestruturas e um jato bem

definido quando comparado ao jato formado no Exemplo 1.

Densidade

Figura 6.8: Densidade: solugao numérica no tempo de 11,8.

Densidade

Figura 6.9: Densidade: solu¢ao numérica no tempo de 19,6.

As Figuras 6.12 - 6.15 mostram a evolucao temporal da intensidade da velocidade.

Apenas na Figura 6.15 nota-se modificagoes na velocidade que acompanham as subestru-
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Densidade

Figura 6.10: Densidade: solucao numérica no tempo de 39,3.

Densidade

Figura 6.11: Densidade: solucao numérica no tempo de 58,9.
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turas que se destacam no jato colimado.

Velocidade

0 2 4 [ a 10 12 14 16 18 20

Figura 6.12: Intensidade da Velocidade: solugao numérica no tempo de 11,8.

Velocidade

0 2 4 [ a 10 12 14 16 18 20

Figura 6.13: Intensidade da Velocidade: solugao numérica no tempo de 19,6.

As Figuras 6.16 - 6.19 apresentam a evolucao temporal da intesidade da pressao. Ao
observar tais figuras percebeu-se uma estrutura sendo formada no disco de acregao no eixo
horizontal entre os valores de 2 e 3. Esta ¢ uma subestrutura que nao fica permanente
e na Figura 6.19 nota-se seu desaparecimento. Nas Figuras relacionadas com as solugoes

numéricas da energia total também percebe-se tal subestrutura.
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Velocidade
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Figura 6.14: Intensidade da Velocidade: solugao numeérica no tempo de 39,3.
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Figura 6.15: Intensidade da Velocidade: solugao numeérica no tempo de 58,9.
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Figura 6.16: Intensidade da Pressao: solucao numérica no tempo de 11,8 .

Figura 6.17: Intensidade da Pressao: solucao numérica no tempo de 19,6 .
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Figura 6.18: Intensidade da Pressao: solucao numérica no tempo de 39,2 .

Preszac

Figura 6.19: Intensidade da Pressao: solucao numérica no tempo de 58,9 .
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As Figuras 6.20 - 6.23 ilustram a evolucao temporal da energial total e nesses graficos
destaca-se a formacao do jato relativistico e algumas subestruturas formadas. Também,

reforca-se uma subestrutura formada no disco de acrecao.

Energia

Figura 6.20: Energia Total: solucao numérica no tempo de 11,8.

Energia

Figura 6.21: Energia Total: solucao numérica no tempo de 19,6.

Com relacao ao tempo de CPU gasto por cada método implementado, o método Lax-
Friedrichs gastou aproximadamente quatro horas para obter a solucao no tempo final de
58,9 enquanto que o método Nessyahu-Tadmor demorou quase 20 horas para executar

tal simulacao. Isto reflete a importancia de se desenvolver primeiro o cédigo em Lax-
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Figura 6.22: Energia Total: solucao numérica no tempo de 39,2.
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Figura 6.23: Energia Total: solucao numérica no tempo de 58.9.
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Friedrichs. Assim, depois de ganhar confiabilidade no cédigo desenvolvido em Fortran 90,
com pequenas alteracoes acrescentou-se o método Nessyahu-Tadmor.
Neste exemplo nao foram acrescentado os graficos da evolucao temporal do campo

magnético por serem muito semelhantes aos graficos do exemplo anterior.

6.3 Exemplo 3

O exemplo 3 refere-se a0 mesmo exemplo 2, porém o método aplicado é o Lax-Wendroff
com Runge-Kutta de terceira ordem TVD, também, com Splitting dimensional e sem
limitadores de inclinagoes. Neste caso, nao foi possivel obter uma solucao estavel e com
isso verificou-se que nem sempre a propriedade TVD ¢ capaz de estabilizar o método
numérico. O modulo que contém os métodos numéricos estao em anexo e o método

encontra-se disponivel como opcao, pois pode ser ttil em algum outro exemplo.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais e Trabalhos

Futuros

7.1 Consideracoes Finais

Neste trabalho pesquisou-se métodos de Volumes Finitos Centrados, a saber: Lax-Friedrichs,
Lax-Wendroff’s e Nessyahu-Tadmor aplicados em problemas de formacao de jatos rela-
tivisticos desde a queda de um disco de acre¢ao, em rotacao para um buraco negro (BH)
central dado pela métrica de Schwarzschild, até a ejecao de fluido pelos polos do BH.

De inicio problematizamos o fenomeno em estudo destacando a importancia na As-
trofisica Moderna, a complexidade das equacoes envolvidas e as dificuldades em modelar,
implementar e simular computacionalmente a formacao de jatos relativisticos. Utilizou-
se a formulacao das equacoes de Magnetohidrodinamica Relativistica com Gravitagao
(GRMHD) proposta por Koide, Shibata e Kudoh [38], juntamente com aspectos fenomenologi-
cos descritos em [8, 9, 38, 24, 87].

Depois, passou-se ao estudo de métodos de Volumes Finitos Centrados livres de re-
solvedores de problemas de Riemann. Apds a exposicao de propriedades e caracteristicas
associadas a convergéncia, consisténcia, estabilidade, dissipacao e dispersao numéricas dos
métodos de Volumes Finitos Centrados Unidimensionais, independentes de problemas de
Riemann, um método dependentes de Riemann Solvers - o método Godunov desenvolvido

por Harten, Lax e Leer (HLL) [31] - foi apresentado com o intuito de realizar comparagoes.
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Implementamos computacionalmente os métodos Lax-Friedrichs classico, Lax-Wendroff
classico, Lax-Wendroff com Runge-Kutta de trés estigios e a propriedade de ser Valor
Total Decrescente (TVD) no tempo, Nessyahu-Tadmor em malha deslocada e o método
Godunov-HLL (extraido de [88] e adaptado em Octave) para simular escoamento de flu-
ido ideal modelado pelas equacoes de Euler unidimesionais. Embora seja um problema
unidimensional, o sistema de equacgoes de Euler possui toda complexidade e desafios de
se aplicar métodos numéricos para obter solugoes aproximadas em escoamento de fluidos.

Nos exemplos expostos destacaram-se: o carater dissipativo do método Lax-Friedrichs
e seu baixo custo computacional; o carater dispersivo do método Lax-Wendroff acrescen-
tando oscilacoes na solucao numérica que, por sua vez, de certo modo pode ser contro-
lada se a discretizagao temporal for feita por um método TVD, com a ressalva de que
sua regiao de estabilidade ¢ mais restritiva; a boa representacao de descontinuidades do
método Nessyahu-Tadmor, sem precisar de informagoes extras, porém com um aumento
no custo computacional e na restricao na relacao entre At e Az, e 0 bom comportamento
do método Godunov-HLL e seu bom desempenho computacional, todavia, sua aplicabi-
lidade é dificultada pela dependéncia de Riemann Solvers, autovalores e autovetores da
matriz jacobiana e da decomposi¢ao dimensional (Splitting dimensional) em problemas
de duas ou mais dimensoes espaciais.

No capitulo 4 apresentamos e os principais codigos em GRMHD e alguns dos problemas
que estao disponiveis em seus pacotes. Mesmo sabendo que os autovalores das equacoes
de GRMHD possuem degenerescéncia [24], tais codigos tém uma tendéncia em utilizar
métodos do tipo Godunov dependentes de Riemann Solvers com separacao dimensional.
Isto é, mesmo a degenerescéncia sendo um limitador e o Splitting dimensional sendo
um colaborador com o acréscimo de oscilagoes na solugao numérica, os codigos citados
mantém tal tendéncia.

Outro fato de destaque é que tais codigos nao possuem em seus pacotes exemplos
de formacao de jatos relativisticos desde a acrecao até a ejecao. Também, enfatizamos
que desde o artigo pioneiro em simulagdo de formacdo de jatos, até os dias atuais |38,
40], Koide, Shibata e Kudoh utilizam em suas pesquisas o método Lax-Wendroff TVD

simplificado com viscosidade artificial, decomposicao dimensional (Splitting dimensional)
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e limitadores de oscilagoes para eviti-las devido tal separacao.

Contudo, esta tese propos a aplicacdo de métodos sem separagao dimensional (méto-
dos Unsplitting) e livres de problemas de Riemann, para obter solu¢bes numéricas que
representam a simulacao computacional de formacao de jatos relativisticos, com o intu-
ito de conseguir estabilizar a transicao entre acrecao e ejecao, que ¢ uma das maiores
dificuldades desse problema, por envolver fenémenos em grandes diferencas de escala.
Os métodos implementados foram o Lax-Friedrichs bidimensional e o método Nessyahu-
Tadmor bidimensional em malha deslocada.

Um outro objetivo foi escrever um codigo totalmente novo em Fortran 90, com os
recursos de alocacao dinamica de memoria, com a estrutura de programacao modular e
declaracao da intencao do uso das varidveis. Tais recursos facilitam o acoplamento de
futuros codigos e sua alteracao, pois a intencao declarada para cada variavel pode evitar
alteracoes indevidas.

No capitulo 6 foram expostas as simulagoes realizadas com o método Lax-Friedrichs e o
método Nessyahu-Tadmor. Ambos os métodos simularam a formagao de jatos relativisti-
cos, porém as solucoes numéricas apresentadas pelo método Lax-Friedrichs apresentaram
muita dissipagao numérica comprometendo detalhes da estrutura do jato e do disco. Por
outro lado, a simulacao teve baixo custo computacional e, em um primeiro estudo, tal
implementacgao forneceu uma ideia da dinamica do fluido e ajudou na estruturacao do
programa, principalmente pelo fato de que as execucoes testes do programa consumiram
pouco tempo.

Implementamos ainda, o método Lax-Wendroff com Runge-Kutta de terceira ordem
TVD (Valor Total Decrescente), na modelagem de jatos relativisticos e verificamos que
nem sempre a propriedade TVD é suficiente para estabilizar as oscilagoes geradas pelo
método Lax-Wendroff.

Com a aplicagao do método Nessyahu-Tadmor atingimos o objetivo principal desta
tese, pois conseguimos uma simulagao que passa pela transicao entre acrecao e ejecao sem
perder a estabilidade numérica, obtendo assim uma simulacao mais detalhada.

Uma consequéncia foi a obtencao de um novo cédigo em Fortran 90 capaz de simular

a formacao de jatos relativisticos, através das equagoes de GRMHD em duas dimensoes
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espaciais na métrica de Schwarzschild cuja extensao do jato atingiu 14 vezes o raio de
Schwarzschild, com a possibilidade de observar subestruturas do jato quando utilizamos
o método Nessyahu-Tadmor bidimensional sem separagdo dimensional (Unsplitting di-
mensional), com o método de Euler de quatro estagios para o termo fonte. Além disso,

observou-se uma subestrutura no disco de acrecao.

7.2 'Trabalhos Futuros

A continuidade desta pesquisa pode caminhar para alguns dos temas seguintes:
Modelagem:

e Adaptar o codigo para que o modelo tenha a opcao de utilizar a métrica de Kerr,

cujo buraco negro central também possui rotacao;

e Pesquisar o significado e a importancia do acréscimo de termo resistivo nas equacgoes

de GRMHD;

e Modelar e implementar a dinAmica da geometria do espago-tempo, isto é, considerar
um fluido com auto-gravitacao. Para isso, é necessario acrescentar as equacoes de

Einstein para atuar na métrica conforme o fluido se movimenta;
Implementagcao Computacional:

e Acrescentar uma opc¢ao para o codigo ser executado em trés dimensoes espaciais;

e Tornar o codigo paralelizado via MPI (Message Passing Interface);
Métodos Numéricos:

e Investigar a viabilidade e aplicabilidade de métodos numéricos ao acrescentar nas

equacoes de GRMHD o termo resistivo;

e Pesquisar a viabilidade do uso de Métodos do tipo Godunov nas equacoes de GRMHD

com e sem termo resistivo, aplicados em problemas de formacao de jatos;
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e Fazer estudos relacionados a convergéncia, consisténcia e estabilidade de métodos

numeéricos para as equacoes de GRMHD.;
Simulacgoes:

e Analisar as subestruturas formadas durante a evolucao de simulagoes que envolvem

discos e jatos relativisticos;
e Simular cenérios que o jato formado alcance longas distancias;

e Utilizar c6digo em outros cenérios de relevancia astrofisica.
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Apéndice A
Codigo

Moédulo: armazenamentos.f90

MODULE armazenamentos
IMPLICIT NONE
CONTAINS
SUBROUTINE arquivos_saida(m,n,tp,D,P,Et,E,B,V,GD,x1,x2)

IMPLICIT NONE

INTEGER :: i,j
INTEGER, INTENT(IN) :: m,n,tp

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x1,x2

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: GD,D,Et
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: V,P,B,E

REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: nV,nP,nB
ALLOCATE (nV(m,n) ,nP(m,n) ,nB(m,n))
D0 i=1,m,1
DO j=1,n,1
nv(i,j) = V(1,1,7)*V(1,1,3) + V(2,1,1)*V(2,i,j) +
V(3,1,j)*V(3,1,3)
nB(i,j) = B(1,i,j)*B(1,1,j) + B(2,1,])*B(2,1,j) +

Modulo: atualizacoes.f90

MODULE atualizacoes
IMPLICIT NONE
CONTAINS
SUBROUTINE grandezas_atualizadas(m,n,x1,x2,Gamma,GD,D,P,B,Et,V,

USE EO0S

USE ferramentas

B(3,i,j)*B(3,1,j)
nP(i,j) = P(1,i,j)*P(1,i,j) + P(2,i,j)*P(2,i,j) +
P(3,1,3)*P(3,1,3)
END DO
END DO

D0 i=4,m-3,1
WRITE(11,%)
WRITE(12,%)
WRITE(13,%)
WRITE(14,%)

(0(i,j), j=4,n-3,1)

(aV(i,j), j=4,n-3,1)
(nP(i,j), j=4,n-3,1)
(Et(i,j), j=4,n-3,1)
WRITE(15,*) (nB(i,j), j=4,n-3,1)

END DO

DO i=4,m-3,1
WRITE(21,%) x1(i)

END DO

D0 j=4,n-3,1
WRITE(22,%) x2(j)

END DO

END SUBROUTINE arquivos_saida

END MODULE armazenamentos

T,E)
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IMPLICIT NONE

INTEGER :: i,j

INTEGER, INTENT(IN) :: m,n

REAL, INTENT(IN) :: Gamma

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x1,x2
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: Et,D
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: P,B
REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: E



REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:,:) :: T
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: GD
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: V
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: nP,nB,nE,press,energ

ALLOCATE(T(3,3,m,n),E(3,m,n))
ALLOCATE (nP(m,n) ,nB(m,n) ,nE(m,n) ,press(m,n) ,energ(m,n))

CALL newton_metEOS(m,n,Gamma,D,P,Et,B,GD,V)

H campo eletrico
CALL prod_vec(m,n,V,B,E)
E=-E

CALL norma(m,n,P,nP)
CALL norma(m,n,B,nB)
CALL norma(m,n,E,nE)

! press e energ

DO i=1,m,1
DO j=1,n,1
press(i,j) = (Et(i,j) - (D(i,3j)/6D(i,j)))*(Gamma-1)
energ(i,j) = (D(i,j)/GD(i,j)) + (press(i,j)/(Gamma-1))
END DO
END DO

! distribuicao de Energ. total Et

Moédulo: condicoes fronteiras.f90

MODULE condicoes_fronteiras
IMPLICIT NONE
CONTAINS
SUBROUTINE condicoes_contorno(m,n,D,P,Et,B,Dold,Pold,Etold,Bold)

IMPLICIT NONE

INTEGER :: i,j,k

INTEGER, INTENT(IN) :: m,n

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: Dold,Etold
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: Pold,Bold
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: D,Et
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: P,B

DO j=4,n-3,1

distribuicao de Stress Temsor - T

D0 i=1,m,1
DO j=1,n,1
T(1,1,i,j) = press(i,j) + 0.5%((nB(i,j)**2)+(nE(i,j)**2))
T(2,2,1,j) = T(1,1,1,3)
T(3,3,1,j) = T(1,1,1,3)

T(1,1,1,j)=T(1,1,1,j)+(energ(i,j)+press(i,j))*((GD(i,j)**2)*(V(1,1,j)**2))

T(2,2,1,j)=T(2,2,i,j)+(energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*x(V(2,1i,j)**2)

T(3,3,1,j)=T(3,3,1,j)+(energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(3,1i,])**2)

T(1,2,i,j) = (energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(1,i,3)*V(2,i,5))
T(1,3,i,j) = (energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(1,i,j)*V(3,i,j))
T(2,3,1,j) = (energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(2,1,3)*V(3,i,3))
T(1,1,i,j) = T(1,1,i,j) - B(1,i,j)*B(1,i,j) - E(1,i,j)*E(1,i,j)
T(2,2,i,j) = T(2,2,i,j) - B(2,i,j)*B(2,i,j) - E(2,i,j)*E(2,i,])
T(3,3,i,j) = T(3,3,i,j) - B(3,i,j)*B(3,i,j) - E(3,i,j)*E(3,i,])
T(1,2,i,j) = T(1,2,i,j) - B(1,i,j)*B(2,i,j) - E(1,i,j)*E(2,i,])
T(1,3,i,j) = T(1,3,i,j) - B(1,i,j)*B(3,i,j) - E(1,i,j)*E(3,i,j)
T(2,3,i,j) = T(2,3,i,j) - B(2,i,j)*B(3,i,j) - E(2,i,j)*E(3,i,])
T(2,1,i,j) = T(1,2,i,j)
T(3,1,i,j) = T(1,3,i,j)
T(3,2,i,j) = T(2,3,i,j)
END DO
END DO
DEALLOCATE(nP,nB,nE,press,energ)
END SUBROUTINE grandezas_atualizadas
END MODULE atualizacoes
D(3,j) = Dold(3,j) + D(4,j) - Dold(4,j)
D(2,j) = Dold(2,j) + D(3,j) - Dold(3,j)
D(1,j) = Dold(1,j) + D(2,j) - Dold(2,j)
Et(3,j) = Etold(3,j) + Et(4,j) - Etold(4,j)
Et(2,j) = Etold(2,j) + Et(3,j) - Etold(3,j)
Et(1,j) = Etold(1,j) + Et(2,j) - Etold(2,j)
DO k=1,3,1
P(k,3,j) = Pold(k,3,j) + P(k,4,j) - Pold(k,4,j)
P(k,2,j) = Pold(k,2,j) + P(k,3,j) - Pold(k,3,j)
P(k,1,j) = Pold(k,1,j) + P(k,2,j) - Pold(k,2,j)
B(k,3,j) = Bold(k,3,j) + B(k,4,j) - Bold(k,4,j)
B(k,2,j) = Bold(k,2,j) + B(k,3,j) - Bold(k,3,j)
B(k,1,j) = Bold(k,1,j) + B(k,2,j) - Bold(k,2,j)
END DO
END DO
!
b
! Radiacao 2
b
DO j=4,n-3,1
D(m-2,j) = Dold(m-2,j) + D(m-3,j) - Dold(m-3,j)
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D(m-1,j) = Dold(m-1,j) + D(m-2,j) - Dold(m-2,j)
D(m,j) = Dold(m,j) + D(m-1,j) - Dold(m-1,j)
Et(m-2,j) = Etold(m-2,j) + Et(m-3,j) - Etold(m-3,j)
Et(m-1,j) = Etold(m-1,j) + Et(m-2,j) - Etold(m-2,j)
Et(m,j) = Etold(m,j) + Et(m-1,j) - Etold(m-1,j)

D0 k=1,3,1

P(k,m-2,j) = Pold(k,m-2,j) + P(k,m-3,j) - Pold(k,m-3,j)
P(k,m-1,j) = Pold(k,m-1,j) + P(k,m-2,j) - Pold(k,m-2,j)

P(k,m,j) = Pold(k,m,j) + P(k,m-1,j) - Pold(k,m-1,3)

B(k,m-2,j) = Bold(k,m-2,j) + B(k,m-3,j) - Bold(k,m-3,j)

IMPLICIT NONE

REAL,
REAL,
REAL,
REAL,

INTEGER :: i,j,k,grau
INTEGER, INTENT(IN)

B(k,m-1,j) = Bold(k,m-1,j) + B(k,m-2,j) - Bold(k,m-2,j)! Grau - interpolacao Lagrange

B(k,m,j) = Bold(k,m,j) + B(k,m-1,j) - Bold(k,m-1,j)
END DO
END DO

DO i=4,m-3,1
D(i,1) = D(i,7)
D(i,2) = D(i,6)
D(i,3) = D(i,5)
Et(i,1) = Et(i,7)
Et(i,2) = Et(i,6)
Et(i,3) = Et(i,5)
D0 k=1,3,1
P(k,i,1) = P(k,i,7)
P(k,i,1) = P(k,i,7)
P(k,i,2) = P(k,i,6)
B(k,i,2) = B(k,i,6)
B(k,i,3) = B(k,i,5)
B(k,i,3) = B(k,i,5)
END DO
END DO

D0 i=4,m-3,1
D(i,m) = D(i,m-6)
D(i,m-1) = D(i,m-5)
D(i,m-2) = D(i,m-4)
Et(i,m) = Et(i,m-6)
Et(i,m-1) = Et(i,m-5)
Et(i,m-2) = Et(i,m-4)
D0 k=1,3,1
P(k,i,m) = P(k,i,m-6)
P(k,i,m) = P(k,i,m-6)
P(k,i,m-1) = P(k,i,m-5)
B(k,i,m-1) = B(k,i,m-5)
B(k,i,m-2) = B(k,i,m-4)
B(k,i,m-2) = B(k,i,m-4)
END DO
END DO

END SUBROUTINE condicoes_contorno

SUBROUTINE condicoes_contorno2(m,n,D,P,Et,B,x1,x2)

USE ferramentas !, ONLY: intLagrange

grau = 3

ALLOCATE(x(grau+1) ,y(grau+1))

DO j=4,n-3,1
x(:) = x1(4:7)
y(:) = D(4:7,j)

CALL intLagrange(x1(3),D(3,j),x,y,grau)

x(:) = x1(3:6)
y(:) = D(3:6,j)

CALL intLagrange(x1(2),D(2,j),x,y,grau)

x(:) = x1(2:5)
y(:) = D(2:5,j)

CALL intLagrange(x1(1),D(1,j),x,y,grau)

x(:) = x1(4:7)
y(:) = Et(4:7,3)

CALL intLagrange(x1(3),Et(3,j),x,y,grau)

x(:) = x1(3:6)
y(:) = Et(3:6,j)

CALL intLagrange(x1(2),Et(2,j),x,y,grau)

x(:) = x1(2:5)
y(:) = Et(2:5,3)

CALL intLagrange(x1(1),Et(1,j),x,y,grau)

DO k=1,3,1
x(:) = x1(4:7)
y(:) = P(k,4:7,3)

:: m,n

ALLOCATABLE, DIMENSION(:)

INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)
INTENT(INQUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:

X,y

:ox1,x2
»t)

INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:)

CALL intLagrange(x1(3),P(k,3,j),x,y,grau)

x(:) = x1(3:6)
y(:) = P(k,3:6,j)

CALL intLagrange(x1(2),P(k,2,j),x,y,grau)

x(:) = x1(2:5)
y(:) = P(k,2:5,j)

CALL intLagrange(x1(1),P(k,1,j),x,y,grau)

x(:) = x1(4:7)
y(:) = B(k,4:7,j)

CALL intLagrange(x1(3),B(k,3,j),x,y,grau)

x(:) = x1(3:6)
y(:) = B(k,3:6,j)

CALL intLagrange(x1(2),B(k,2,j),x,y,grau)

x(:) = x1(2:5)
y(:) = B(k,2:5,j)

CALL intLagrange(x1(1),B(k,1,j),x,y,grau)

END DO
END DO

: D,Et



DO j=4,n-3,1

x(:
y(:
CAL:
x(:
y(:
CAL
x(:
y(:
CAL
x(:
y(:
CAL:
x(:
y(:
CAL:
x(:
y(:
CAL
DO

END
END DO

) = x1((m-6): (m-3))

) = D((m-6): (m-3),3j)

L intLagrange(x1(m-2),D(m-2,j),x,y,grau)

) = x1((m-5): (m-2))

) = D((m-5):(m-2),j)

L intLagrange(x1(m-1),D(m-1,j),x,y,grau)

) = x1((m-4): (m-1))

) = D((m-4): (m-1),3)

L intLagrange(x1(m),D(m,j),x,y,grau)

) = x1((m-6): (m-3))

) = Et((m-6):(m-3),j)

L intLagrange(x1(m-2),Et(m-2,j),x,y,grau)

) = x1((m-5): (m-2))

) = Et((m-5):(m-2),j)

L intLagrange(x1(m-1),Et(m-1,j),x,y,grau)

) = x1((m-4):(m-1))

) = Et((m-4):(m-1),j)

L intLagrange(xi(m),Et(m,j),x,y,grau)

k=1,3,1

x(:) = x1((m-6): (m-3))

y(:) = P(k,(m-6):(m-3),j)

CALL intLagrange (x1(m-2),P(k,m-2,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-5): (m-2))

y(:) = P(kx,(m-5):(m-2),j)

CALL intLagrange(x1(m-1),P(k,m-1,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-4): (m-1))

y(:) = P(k,(m-4):(m-1),j)

CALL intLagrange (x1(m),P(k,m,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-6): (m-3))

y(:) = B(k,(m-6):(m-3),j)

CALL intLagrange (x1(m-2),B(k,m-2,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-5): (m-2))

y(:) = B(k,(m-5):(m-2),j)

CALL intLagrange(x1(m-1),B(k,m-1,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-4): (m-1))

y(:) = B(k,(m-4):(m-1),3)

CALL intLagrange(x1(m),B(k,m,j),x,y,grau)

Do

D0 i=4,m-3,1

D(i
D(i
D(i

,1) = D(i,7)
,2) = D(4,6)
,3) = D(4,5)

Et(i,1) = Et(i,7)

Et(i,2) = Et(i,6)

Et(i,3) = Et(i,5)

D0 k=1,3,1
P(k,i,1) = P(k,i,7)
P(k,i,1) = P(k,i,7)
P(k,i,2) = P(k,i,6)
B(k,i,2) = B(k,i,6)
B(k,i,3) = B(k,i,5)
B(k,i,3) = B(k,i,5)

END DO

END DO
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Reflexao 2

DO i=4,m-3,1
D(i,m) = D(i,m-6)
D(i,m-1) = D(i,m-5)
D(i,m-2) = D(i,m-4)
Et(i,m) = Et(i,m-6)
Et(i,m-1) = Et(i,m-5)
Et(i,m-2) = Et(i,m-4)
DO k=1,3,1
P(k,i,m) = P(k,i,m-6)
P(k,i,m) = P(k,i,m-6)
P(k,i,m-1) = P(k,i,m-5)
B(k,i,m-1) = B(k,i,m-5)
B(k,i,m-2) = B(k,i,m-4)
B(k,i,m-2) = B(k,i,m-4)
END DO
END DO

END SUBROUTINE condicoes_contorno2

SUBROUTINE condicoes_contorno3(m,n,D,P,Et,B,x1,x2)

USE ferramentas !, ONLY: intLagrange

IMPLICIT NONE

INTEGER :: i,j,k,grau

INTEGER, INTENT(IN) :: m,n

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) ::

x1,x2

REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) ::

REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) ::
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:) ::

DO j=4,n-3,1
D(3,j) = D(5,3)
D(2,j) = D(6,3)
D(1,j) = D(7,3)
Et(3,j) = Et(5,j)
Et(2,j) = Et(6,j)
Et(1,j) = Et(7,j)
DO k=1,3,1
P(k,3,j) = P(k,5,3)
P(k,2,j) = P(k,6,j)
P(k,1,j) = P(k,7,j)
B(k,3,j) = B(k,5,j)
B(k,2,j) = B(k,6,j)
B(k,1,j) = B(k,7,3)
END DO
END DO

D0 j=4,n-3,1
D(m-2,j) = D(m-3,3)
D(m-1,j)= D(m-3,3j)
D(m,j)= D(m-3,j)

X,y

D,Et
P,B



Et(m-2,j)= Et(m-3,j)

Et(m-1,j)= Et(m-3,j)

Et(m,j)= Et(m-3

DO k=1,3,1
P(k,m-2,j) =
P(k,m-1,j) =
P(k,m,j) = P
B(k,m-2,j) =
B(k,m-1,j) =
B(k,m,j) = B

END DO

END DO

DO j=4,n-3,1
D(3,j) = D(5,j
D(2,j) = D(6,]
D(1,j) = D(7,]
Et(3,j) = Et(5
Et(2,j) = Et(6
Et(1,j) = Et(7
DO k=1,3,1

P(k,3,j) =
P(k,2,j) =
P(k,1,j) =
B(k,3,j) =
B(k,2,j) =
B(k,1,j) =
END DO
END DO

DO j=4,n-3,1

,3)

P(k,m-3,j)
P(k,m-3,3)
(k,m-3,3)
B(k,m-3,j)
B(k,m-3,j)
(k,m-3,3)

)
)
)
»3)
»3)
»3)

P(k,5,3)
P(k,6,j)
P(k,7,3)
B(k,5,j)
B(k,6,3)
B(k,7,j)

D(m-2,3) = D(m-4,j)

D(m-1,j)= D(m-

5,3)

D(m,j)= D(m-6,j)
Et(m-2,j)= Et(m-4,j)
Et(m-1,3j)= Et(m-5,j)
Et(m,j)= Et(m-6,j)

DO k=1,3,1
P(k,m-2,j)
P(k,m-1,j)
P(k,m,j) =
B(k,m-2,j)
B(k,m-1,j)
B(k,m,j) =

END DO

END DO

DO j=4,n-3,1
x(:) = x1((m-6
y(:) = D((m-6)

CALL intLagrange(x1(m-2),D(m-2,j),x,y,grau)

x(:) = x1((m-5
y(:) = D((m-5)

CALL intLagrange(x1(m-1),D(m-1,j),x,y,grau)

x(:) = x1((m-4
y(:) = D((m-4)

CALL intLagrange(x1(m),D(m,j),x,y,grau)

= P(k,m-4,j)
= P(k,m-5,j)
P(k,m-6,3)
= B(k,m-4,j)
= B(k,m-5,j)
B(k,m-6,3)

):(m-3))
:(m-3),3)

):(m-2))
:(m-2),3)

):(m-1))
:(m-1),3)

! Reflexao 1
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x(:) = x1((m-6):(m-3))
y(:) = Et((m-6):(m-3),j)
CALL intLagrange(x1(m-2),Et(m-2,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-5):(m-2))
y(:) = Et((m-5): (m-2),j)
CALL intLagrange(x1(m-1),Et(m-1,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-4):(m-1))
y(:) = Et((m-4): (m-1),3)
CALL intLagrange(x1(m),Et(m,j),x,y,grau)
DO k=1,3,1
x(:) = x1((m-6): (m-3))
y(:) = P(k, (m-6):(m-3),j)
CALL intLagrange (x1(m-2),P(k,m-2,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-5): (m-2))
y(:) = P(k,(m-5):(m-2),j)
CALL intLagrange(x1(m-1),P(k,m-1,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-4):(m-1))
y(:) = P(k,(m-4):(m-1),j)
CALL intLagrange (x1(m),P(k,m,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-6): (m-3))
y(:) = B(k,(m-6):(m-3),j)
CALL intLagrange (x1(m-2),B(k,m-2,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-5): (m-2))
y(:) = B(k, (m-5):(m-2),j)
CALL intLagrange(x1(m-1),B(k,m-1,j),x,y,grau)
x(:) = x1((m-4): (m-1))
y(:) = B(k,(m-4):(m-1),j)
CALL intLagrange(x1(m),B(k,m,j),x,y,grau)
END DO
END DO

D0 i=4,m-3,1
D(i,1) = D(i,7)
D(i,2) = D(i,6)
D(i,3) = D(i,5)

Et(i,1) = Et(i,7)

Et(i,2) = Et(i,6)
Et(i,3) = Et(i,5)
DO k=1,3,1

P(k,i,1) = P(k,i,7)
P(k,i,1) = P(k,i,7)
P(k,i,2) = P(k,i,6)
B(k,i,2) = B(k,i,6)
B(k,i,3) = B(k,i,5)
B(k,i,3) = B(k,i,5)
END DO
END DO

DO i=4,m-3,1
D(i,m) = D(i,m-6)
D(i,m-1) = D(i,m-5)
D(i,m-2) = D(i,m-4)
Et(i,m) = Et(i,m-6)
Et(i,m-1) = Et(i,m-5)



Et(i,m-2) = Et(i,m-4) DO k=1,3,1

DO k=1,3,1 P(k,m-2,j) = Pin(k,m-2,j)
P(k,i,m) = P(k,i,m-6) P(k,m-1,j) = Pin(k,m-1,j)
P(k,i,m) = P(k,i,m-6) P(k,m,j) = Pin(k,m,j)
P(k,i,m-1) = P(k,i,m-5) B(k,m-2,j) = Bin(k,m-2,j)
B(k,i,m-1) = B(k,i,m-5) B(k,m-1,j) = Bin(k,m-1,j)
B(k,i,m-2) = B(k,i,m-4) B(k,m,j) = Bin(k,m,j)
B(k,i,m-2) = B(k,i,m-4) END DO
END DO END DO
END DO !
! e
END SUBROUTINE condicoes_contorno3 ! Reflexao 1
¥ e
SUBROUTINE D0 i=4,m-3,1
condicoes_contorno4(m,n,D,P,Et,B,Dold,Pold,Etold,Bold,Din,Etin,Pin,Bin) D(i,1) = D(i,7)

D(i,2) = D(i,6)
IMPLICIT NONE D(i,3) = D(4i,5)
Et(i,1) = Et(i,7)

INTEGER :: i,j,k Et(i,2) = Et(i,6)
INTEGER, INTENT(IN) :: m,n Et(i,3) = Et(4,5)
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: Dold,Etold,Din,Etin DO k=1,3,1

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: Pold,Bold,Pin,Bin P(k,i,1) = P(k,i,7)
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: D,Et P(k,i,1) = P(k,i,7)
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: P,B P(k,i,2) = P(k,i,6)

' B(k,i,2) = B(k,i,6)
¥ e L B(k,i,3) = B(k,i,5)
! Radiacao 1 B(k,i,3) = B(k,i,5)
_____________________________ END DO
DO j=4,n-3,1 END DO

D(3,j) = Dold(3,j) + D(4,j) - Dold(4,j) !

D(2,j) = Dold(2,j) + D(3,j) - Dold(3,j) oo

D(1,j) = Dold(1,j) + D(2,j) - Dold(2,j) ! Reflexao 2

Et(3,j) = Etold(3,j) + Et(4,j) - Etold(4,j) Y o

Et(2,j) = Etold(2,j) + Et(3,j) - Etold(3,j)

Et(1,j) = Etold(1,j) + Et(2,j) - Etold(2,j) D0 i=4,m-3,1

D0 k=1,3,1 D(i,m) = D(i,m-6)
P(k,3,j) = Pold(k,3,j) + P(k,4,j) - Pold(k,4,j) D(i,m-1) = D(i,m-5)
P(k,2,j) = Pold(k,2,j) + P(k,3,j) - Pold(k,3,j) D(i,m-2) = D(i,m-4)
P(k,1,j) = Pold(k,1,j) + P(k,2,j) - Pold(k,2,j) Et(i,m) = Et(i,m-6)
B(k,3,j) = Bold(k,3,j) + B(k,4,j) - Bold(k,4,j) Et(i,m-1) = Et(i,m-5)
B(k,2,j) = Bold(k,2,j) + B(k,3,j) - Bold(k,3,j) Et(i,m-2) = Et(i,m-4)
B(k,1,j) = Bold(k,1,j) + B(k,2,j) - Bold(k,2,j) DO k=1,3,1

END DO P(k,i,m) = P(k,i,m-6)

END DO P(k,i,m) = P(k,i,m-6)

' P(k,i,m-1) = P(k,i,m-5)
[ e L L PP B(k,i,m-1) = B(k,i,m-5)
! Radiacao 2 B(k,i,m-2) = B(k,i,m-4)

' B(k,i,m-2) = B(k,i,m-4)

DO j=4,n-3,1 END DO
D(n-2,j) = Din(m-2,j) END DO
D(m-1,j) = Din(m-1,j)
D(m,j) = Din(m,j) END SUBROUTINE condicoes_contorno4
Et(m-2,j) = Etin(m-2,j)
Et(m-1,j) = Etin(m-1,j) END MODULE condicoes_fronteiras
Et(m,j) = Etin(m,j)

Moédulo: condicoes iniciais.f90
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MODULE c

IMP.

CoN

INTEG
REAL,
REAL,
REAL,
REAL,
REAL,

REAL ::

REAL,
REAL,
REAL,

ondicoes_iniciais

LICIT NONE

TAINS

SUBROUTINE cond_iniciais(x1,x2,alpha,Gamma,GD,D,V,P,Et,B,E,T)

USE ferramentas

IMPLICIT NQONE

ER :: m,n,i,j
INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x1,x2,alpha
INTENT (OUT) :: Gamma
INTENT (OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: GD,D,Et
INTENT (OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: V,P,B,E
INTENT (OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:,:) :: T

H,delta,rD,EQOS, cot,alphaD, gammaD,rhoD,E0SD,BD,nV2
ALLOCATABLE, DIMENSION(:)

ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)
ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:)

: gammal,veloc,VK,pressEOS,rhoE0S
: press,rho,energ,nE,nB,nV,nP

:: EB

SIZE(x1)
SIZE(x2)

El
1

ALLOCATE(V(3,m,n),E(3,m,n),T(3,3,m,n),GD(m,n))

Variav

Gamma

del
D
rD
rD

fator
funcao
veloci

EOS -

eis internas

ALLOCATE (gammalL (m) ,veloc(m),VK(m) ,press(m,n),rho(m,n))
ALLOCATE (rhoEQS (m) , pressEDS (m) ,energ(m,n))
ALLOCATE(EB(3,m,n),nE(m,n),nB(m,n),nV(m,n),nP(m,n))

=5.0/3.0

! razao do calor especifico - gas politropico

! entalpia

ta = 0.125 ! abertura do disco

= 3.0 ! posicao de inicio do disco
= 1.0 + exp(rD) ! posicao de inicio

= exp(rD) + 1.0 ! do disco em coord. tortoise

de Lorentz - gammal
velocidade - radial - veloc
dade Kepleriana - VK

relacao entre dens e press

DO i=1,m,1
CALL raphson_newton(alpha(i),Gamma,H,gammaL(i))
veloc(i)=SQRT(1.0-(1.0/(gammaL (i)*gammaL(i))))
VK(1)=1/(SQRT ((2*(x1(i)-1))))
E0S = ((Gamma-1.0)/Gamma)* ((H/(alpha(i)*gammaL(i)))-1.0)

rhoE0S(i) = EO0S**(1.0/(Gamma-1.0)) ! rhoffc
pressE0S(i) = E0S*rhoE0S(i) ! pressffc
END DO
print*,’VK = ?
print*,VK
print*,’veloc =
print*,veloc
print*,’ alpha =’
print*, alpha
rhoE0S = rhoE0S/401.0
pressE0S = pressE0S/401.0
1
[
! distribuicao de velocidade no dominio - V
! EOS - distribuicao de densidade - rho
! EQOS - distribuicao de pressao - press
! distribuicao de energia total - energ
! considerando o disco de acrecao
[
D0 j=1,3,1
cot = COS(x2(j))/SIN(x2(j))
DO i=1,m,1
IF ((x1(i)>rD).AND.(-0.125<cot).AND. (cot<0.125)) THEN
v(1,i,j) = 0.0
v(2,i,j) = 0.0
V(3,i,j) = VK(i)
! rho(i,j) = 101.0*rhoE0S(i)
rho(i,j) = 401.0%rhoE0S(i)
ELSE
V(1,i,j) = -veloc(i)
v(2,i,j) = 0.0
v(3,i,j) = 0.0
! rho(i,j) = rhoE0S(i)
rho(i,j) = 1.0*rhoE0S(i)
END IF

press(i,j) = pressE0S(i)

energ(i,j) = rho(i,j) + (press(i,j)/(Gamma-1.0))

END DO
END DO
j=4
DO i=1,m,1
IF ((x1(i) > rD).AND.(-0.125 < 1).AND.(1 < 0.125) ) THEN
v(1,i,j) = 0.0
v(2,i,j) = 0.0
V(3,i,j) = VK(i)
! rho(i,j) = 101.0*rhoE0S(i)
rho(i,j) = 401.0*rhoEDS(i)
ELSE
V(1,i,j) = -veloc(i)
V(2,i,j) = 0.0
v(3,i,j) = 0.0
! rho(i,j) = rhoEDS(i)
rho(i,j) = 1.0%rhoE0S(i)
END IF
press(i,j) = pressE0S(i)
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energ(i,j) = rho(i,j) + (press(i,j)/(Gamma-1.0))

END DO

D0 j=5,n,1

cot = CO0S(x2(3))/SIN(x2(j))

DO i=1,m,1

IF ((x1(i)>rD).AND. (-0.125<cot) .AND.(cot<0.125)) THEN

ELSE

V(1,i,j) = 0.0

v(2,i,j) = 0.0

v(3,i,j) = VK(i)

rho(i,j) = 101.0%rhoE0S(i)
rho(i,j) = 401.0*rhoE0S(i)

V(1,i,j) = -veloc(i)

v(2,i,j) = 0.0
V(3,i,j) = 0.0

END IF

rho(i,j) = rhoEDS(i)
rho(i,j) = 1.0%rhoE0S(i)

press(i,j) = pressE0S(i)

energ(i,j) = rho(i,j) + (press(i,j)/(Gamma-1.0))

END DO
END DO

! distribuicao do Campo Magnetico

alphaD = SQRT(1.0-(1.0/rD))

CALL
EOSD
rhoD
BD =
! BD =

DO i=

raphson_newton(alphaD,Gamma,H,gammaD)

= ((Gamma-1.0)/Gamma)*( (H/ (alphaD*gammaD))-1.0)
= (E0SD**(1.0/(Gamma-1.0)))
0.3*SQRT(rhoD)

1.0%BD

i,m,1

! rhoffc

DO j=1,n,1

B(1,i,j) = BD*C0S(x2(j))
B(2,i,j) = -alpha(i)*BD*C0S(x2(j))
B(1,i,j) = BD*COS(x2(j))

P(2,i,j)=((energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(2,i,j))+EB(2,i,j))
P(3,i,j)=((energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(3,i,j))+EB(3,i,j))

END DO
END DO

PRINT *, ’ESTOU AI’

CALL norma(m,n,P,nP)

CALL norma(m,n,B,nB)

CALL norma(m,n,E,nE)

distribuicao de Energ. total Et

distribuicao de Stress Temsor - T

DO i=1,m,1
DO j=1,n,1

Et(i,j) = (energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)

Et(i,j) = Et(i,j) - press(i,j) - D(i,j)
Et(i,j) = Et(i,j) + 0.5%((nB(i,j)**2)+(nE(i,j)**2))

T(1,1,i,j) = press(i,j) + 0.5%((nB(i,j)**2)+(nE(i,j)**2))
T(2,2,i,j) = T(1,1,i,j)

T(8,3,1,j) = T(1,1,1,j)

T(1,1,i,j) = T(1,1,i,j)+(energ(i,j)+press(i,j))* &

T(2,2,1,3)

T(3,3,1,3)

T(1,2,1,3)

T(1,3,1,3)
T(2,3,1,3)

& ((GD(i,j)**2)*(V(1,i,3)*V(1,1,3)))

= T(2,2,i,j)+(energ(i,j)+press(i,j))* &

& (GD(1,j)**2)*(V(2,1,j)*V(2,1,3))

= T(3,3,i,j)+(energ(i,j)+press(i,j))* &

& (GD(1,j)**2)*(V(3,1,j)*V(3,1,3))

(energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(1,i,3)*V(2,1,3))
(energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(1,i,3)*V(3,i,j))
(energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)=(V(2,i,3)*V(3,i,j))

B(2,i,
B(3,1i,
END DO
END DO

CALL prod_v
E=-E
CALL prod_v

! distribuicao - fator

! distribuicao de Densi

! distribuicao de Press
PRINT *, ’E
DO i=1,m,1

j) = -alpha(i)*BD*SIN(x2(j))
j) = 0.0

ec(m,n,V,B,E)

ec(m,n,E,B,EB)

de Lorentz - GD

dade - D

ao - P

STOU AI’

DO j=1,n,1
V(1,i,3)%V(1,1,5) + V(2,1,3)*V(2,1,)) + V(3,i,j)*V(3,i,j)

nV2 =

T(1,1,1,3)
T(2,2,1,j) = T(2,2,1i,j)
T(8,3,i,j) = T(3,3,i,j)

T(1,2,i,j) = T(1,2,i,j)
T(1,3,i,j) = T(1,3,i,j)
T(2,3,1,j) = T(2,3,1,j)

T(2,1,i,j) = T(1,2,i,3)
T(3,1,1,3) = T(1,3,1,3)
T(3,2,1,3) = T(2,3,1,3)
END DO
END DO

DEALLDCATE(EB,press,rho,energ,nE,nB,nV,nP,gammaL,veloc,VK,pressEDS,rhoEUS)

END SUBROUTINE cond_iniciais

= T(1,1,i,j) - B(1,i,j)*B(1,i,j) - E(1,i,j)*E(1,1,])

- B(2,1,j)*B(2,1,j) - E(2,1,j)*E(2,1,])
- B(3,i,j)*B(3,i,j) - E(3,i,j)*E(3,i,])
- B(1,i,j)*B(2,1,j) - E(1,1,j)*E(2,1,])
- B(1,1,j)*B(3,i,j) - E(1,1i,j)*E(3,i,))
- B(2,1,j)*B(3,1,j) - E(2,1,j)+*E(3,1,])

GD(i,j) = 1.0/SQRT(1.0-nV2)
D(i,j)=6D(i,j)*rho(i,])

P(1,i,j)=((energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(1,i,j))+EB(1,i,j))



! fator de Lorentz - gammal

! funcao velocidade - radial - veloc

! velocidade Kepleriana - VK

! EDS - relacao entre dens e press

SUBROUTINE cond_iniciais2(x1,x2,alpha,Gamma,GD,D,V,P,Et,B,E,T) DO i=1,m,1

CALL raphson_newton(alpha(i),Gamma,H,gammaL(i))
veloc(i)=SQRT(1.0-(1.0/(gammaL (i)*gammaL(i))))

USE ferramentas VK(i)=1/(SQRT((2*(x1(i)-1))))
EOS = ((Gamma-1.0)/Gamma)*((H/(alpha(i)*gammaL(i)))-1.0)
IMPLICIT NONE rhoE0S (i) = E0S**(1.0/(Gamma-1.0)) ! rhoffc
pressE0S(i) = E0S*rhoE0S(i) ! pressffc
INTEGER :: m,n,i,j END DO
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x1,x2,alpha print*,?VK = ?
REAL, INTENT(OUT) :: Gamma print*,VK
REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: GD,D,Et print*,’veloc = ?
REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: V,P,B,E print*,veloc

REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:, b)) 1t T print*,’ alpha =

REAL :: H,delta,rD,E0S,cot,alphaD,gammaD,rhoD,E0SD,BD,nV2 print*, alpha
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: gammal,veloc,VK,pressE0S,rhoE0S !
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: press,rho,energ,nE,nB,nV,nP  !-------
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: EB ! distribuicao de velocidade no dominio - V
! EOS - distribuicao de densidade - rho
m = SIZE(x1) ! EDS - distribuicao de pressao - press
n = SIZE(x2) ! distribuicao de energia total - energ
! ! considerando o disco de acrecao

! Variaveis Primitivas DO j=1,3,1
Ve cot = COS(x2(j))/SIN(x2(j))
ALLOCATE(D(m,n) ,P(3,m,n) ,Et (m,n),B(3,m,n)) DO i=1,m,1

' IF ((x1(i)>rD).AND. (-0.125<cot) .AND. (cot<0.125)) THEN
| S Vv(1,i,j) = 0.0

! Qutras Variaveis de saida v(2,i,j) = 0.0

Ve V(3,i,j) = VK(i)
ALLOCATE(V(3,m,n),E(3,m,n),T(3,3,m,n),GD(m,n)) rho(i,j) = 101.0*rhoE0S(i)

! ELSE

L V(1,i,j) = -veloc(i)

! Variaveis internas v(2,i,j) = 0.0

T V(3,i,j) = 0.0
ALLOCATE (gammaL (m) ,veloc (m) ,VK(m) ,press(m,n),rho(m,n)) rho(i,j) = rhoE0S(i)
ALLOCATE (rhoE0S (m) ,pressEDS (m) ,energ(m,n)) END IF
ALLOCATE(EB(3,m,n),nE(m,n),nB(m,n),nV(m,n),nP(m,n)) press(i,j) = pressE0S(i)

! energ(i,j) = rho(i,j) + (press(i,j)/(Gamma-1.0))

[ END DO
! Constantes Fisicas END DO
[ j=4
Gamma = 5.0/3.0 ! razao do calor especifico - gas politropico DO i=1,m,1
H=1.3 ! entalpia IF ((x1(i) > rD).AND.(-0.125 < 1).AND.(1 < 0.125) ) THEN

: V(1,i,j) = 0.0

Ve v(2,i,j) = 0.0

! Constantes do disco de acrecao V(3,i,j) = VK(i)

[T— rho(i,j) = 101.0%rhoE0S (i)
! ELSE

L V(1,i,j) = -veloc(i)

! Constantes do disco de acrecao Vv(2,i,j) = 0.0

[P V(3,i,j) = 0.0

delta = 0.125 ! abertura do disco rho(i,j) = rhoE0S(i)
D = 3.0 ! posicao de inicio do disco END IF
rD = 1.0 + exp(rD) ! posicao de inicio do disco press(i,j) = pressE0S(i)
! em coord. tortoise energ(i,j) = rho(i,j) + (press(i,j)/(Gamma-1.0))
! END DO
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D0 j=5,n,1
cot = CO0S(x2(j))/SIN(x2(j))
D0 i=1,m,1
IF ((x1(i)>rD).AND.(-0.125<cot).AND. (cot<0.125)) THEN
v(1,i,j) = 0.0

P(1,i,j)=((energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(1,i,j))+EB(1,i,j))
P(2,i,j)=((energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(2,i,j))+EB(2,i,j))
P(3,i,j)=((energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(3,i,j))+EB(3,i,j))
END DO
END DO
PRINT =, 2ESTOU AI’

v(2,i,j) = 0.0
v(3,i,j) = VK(i)
rho(i,j) = 101.0%rhoE0S(i)
ELSE
V(1,i,j) = -veloc(i)
v(2,i,j) = 0.0
V(3,i,j) = 0.0
rho(i,j) = rhoEO0S(i)
END IF
press(i,j) = pressE0S(i)
energ(i,j) = rho(i,j) + (press(i,j)/(Gamma-1.0))
END DO

CALL norma(m,n,P,nP)
CALL norma(m,n,B,nB)
CALL norma(m,n,E,nE)

! distribuicao de Energ. total Et
! distribuicao de Stress Temsor - T

END DO

alphaD = SQRT(1.0-(1.0/rD))
CALL raphson_newton(alphaD,Gamma,H,gammaD)
EOSD = ((Gamma-1.0)/Gamma)*((H/(alphaD*gammaD))-1.0)

rhoD = (E0SD**(1.0/(Gamma-1.0))) ! rhoffc
BD = 0.3%SQRT(rhoD)
H BD = 10%SQRT (rhoD)
DO i=1,m,1
D0 j=1,n,1
H B(1,i,j) = BD*COS(x2(j))
' B(2,i,j) = -alpha(i)*BD*C0S(x2(j))

B(1,i,j) = BD*COS(x2(j))
B(2,i,j) = -alpha(i)*BD*SIN(x2(j))
B(3,i,j) = 0.0
END DO
END DO

D0 i=1,m,1
DO j=1,n,1
Et(i,j) = (energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)
Et(i,j) = Et(i,j) - press(i,j) - D(i,j)
Et(i,j) = Et(i,j) + 0.5%x((nB(i,j)**2)+(nE(i,])**2))

T(1,1,i,j) = press(i,j) + 0.5x((nB(i,j)**2)+(nE(i,j)*x*2))
T(2,2,i,j) = T(1,1,i,j)
T(3,3,i,j) = T(1,1,i,j)

T(1,1,i,j) = T(1,1,i,j)+(energ(i,j)+press(i,j))* &
& ((GD(i,j)**x2)x(V(1,1i,j)*V(1,1,5)))

T(2,2,i,j) = T(2,2,i,j)+(energ(i,j)+press(i,j))* &
& (GD(4,3)**2)*(V(2,1i,5)*V(2,i,)))

T(3,3,i,j) = T(3,3,i,j)+(energ(i,j)+press(i,j))* &
& (GD(4,3)**2)*(V(3,1i,j)*V(3,1,]))

T(1,2,i,j) = (energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(1,i,j)*V(2,i,7))
T(1,3,i,j) = (energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(1,i,j)*V(3,i,j))
T(2,3,i,j) = (energ(i,j)+press(i,j))*(GD(i,j)**2)*(V(2,1i,j)*V(3,i,j))

CALL prod_vec(m,n,V,B,E)
E = -E

CALL prod_vec(m,n,E,B,EB)

T(1,1,i,j) = T(1,1,i,j) - B(1,1,3)*B(1,1,]) - E(1,i,j)*E(1,1,3)
T(2,2,i,j) = T(2,2,i,j) - B(2,1,j)*B(2,1,)) - E(2,i,j)*E(2,1,])
T(8,3,1i,j) = T(3,3,i,j) - B(3,1,j)*B(3,1,)) - E(3,1,j)*E(8,1,])
T(1,2,i,3) = T(1,2,i,j) - B(1,1,3)*B(2,1,)) - E(1,i,3)*E(2,1,])

T(1,8,1,j) = T(1,3,1i,j)
T(2,3,1,j) = T(2,3,1i,))

B(1,i,3)*B(3,1,j)
B(2,1,3)*B(3,1,3)

E(1,1,3)*E(3,1,])
E(2,1,3)*E(3,1,])

! distribuicao - fator de Lorentz - GD
! distribuicao de Densidade - D
! distribuicao de Pressao - P
PRINT *, ’ESTOU AI’
DO i=1,m,1
DO j=1,n,1
nv2 = V(1,i,j)*V(1,i,j) + v(2,i,j)*V(2,i,j) + V(3,i,j)*V(3,i,j)
GD(i,j) = 1.0/SQRT(1.0-nV2)
D(i,3)=6D(i,j)*rho(i, )

Modulo: discretizacoes.f90
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T(2,1,i,j) = T(1,2,i,j)
T(3,1,i,j) = T(1,3,i,j)
T(3,2,i,j) = T(2,3,i,j)
END DO
END DO
DEALLDCATE(EB,press,rho,energ,nE,nB,nV,nP,gammaL,veloc,VK,pressEDS,rhoEUS)
END SUBROUTINE cond_iniciais2

END MODULE condicoes_iniciais



MODULE discretizacoes
IMPLICIT NONE e
CONTAINS [

SUBROUTINE malha(Nt,N1,N2,CFL,al,bl,a2,b2,pi,x1,x2,D1,D2,Dt,m,n)

IMPLICIT NONE !

INTEGER :: i \
INTEGER, INTENT(IN) :: Nt,Ni,N2 [P
INTEGER, INTENT(OUT) :: m,n

REAL, INTENT(IN) :: CFL,al,bl,a2,b2,pi
REAL, INTENT(OUT) ::D1,D2,Dt
REAL, INTENT(QUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x1,x2

N1+7

N2+7

ALLOCATE(x1(m) ,x2(n))

D1 (b1 - al)/REAL(N1)

D2 = (b2 - a2)/REAL(N2)

print *, a1,b1,D1,D2

Dt = CFL*min(D1,D2)

DO i=1,m,1
x1(i) = 0.0
x1(i) = al + (i-4)*D1
! x1(i) = log(x1(i)-1) ! coord. radial tortoise !
! x1(i) = exp(x1(i)) + 1.0 P e
END DO
[P
DO i=1,n,1
x2(i) = 0.0
x2(i) = a2 + (i-4)xD2

END DO

END SUBROUTINE malha

SUBROUTINE metrica(m,n,pi,x1,x2,alpha,hs,Jacs,Gs)

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN)
REAL, INTENT(IN) :: pi
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x1,x2
REAL, INTENT(QUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)
REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:
INTEGER ::
REAL ::

: m,n

: alpha
,:) :: hs,Jacs,Gs
i,j

Jacobiano, Jac_1

Moédulo: EOS.f90
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ALLOCATE (alpha(m) ,hs(4,m,n),Jacs(5,m,n),Gs(4,m,n))

DO i=1,m,1

alpha(i) = sqrt(1.0-(1.0/x1(i)))

END DO

DO i=1,m,1
DO j=1,nm,1

hs(1,i,j) = alpha(i) ! coeficiente hO
hs(2,i,j) = 1.0/alpha(i) ! coeficiente hil
hs(3,i,j) = x1(i) ! coeficiente h2
hs(4,i,j) = x1(i)*sin(x2(j)) ! coeficiente h3
Jacobiano = hs(2,i,j)*hs(3,1i,j)*hs(4,i,]j) ! Jacobiano
IF (j==4) THEN

Jac_1 =1 ! rever este valor
ELSE

Jac_1 = 1/Jacobiano
END IF

Jacs(1,i,j) = Jacobiano

Jacs(2,1,j) hs(2,i,j)*Jac_1

Jacs(3,i,j) = hs(3,i,j)*Jac_1

Jacs(4,1,j) hs(4,i,j)*Jac_1

Jacs(5,1,j) Jac_1

END DO
END DO

'hs = abs(hs); ! talvez voltar

tJacs = abs(Jacs);

DO i=1,m,1
DO j=1,n,1
Gs(1,i,j) = 0.5%(1.0/(x1(1)**2))*(1.0/(sqrt(1.0-(1/x1(i)))))
Gs(2,i,j) = alpha(i)/x1(i)
6s(3,i,j) = Gs(2,i,j)
IF (j==4) THEN
Gs(4,i,j) =0
ELSE
Gs(4,i,j) = (1/x1(i))*(cos(x2(j))/sin(x2(3)))
END IF
END DO
END DO

END SUBROUTINE metrica

END MODULE discretizacoes



quant = 0

MODULE EOS
DO i=1,m,1
IMPLICIT NONE DO j=1,n,1
!
CONTAINS P,

SUBROUTINE newton_metEOS(m,n,Gamma,cD,P,Et,cB,GD,V) P,
x(1) = 6D(%,j)
IMPLICIT NONE x(2) = s(i,j)

INTEGER, INTENT(IN) :: m,n [,
REAL, INTENT(IN) :: Gamma ! Sistema Linear
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: Et,cD [
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: GD P,
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: V

: P,cB ! Escolha inicial

INTEGER :: i,j,quant,t I e e
REAL :: precisao,ptl,pt2,pt3,pt4,pt5,W,Wl,W2,tt1,tt2,tt ! F1 e derivadas
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x,delta_x,FF P,
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: ptl = 0
nB,nP,a,b,d,s,Jac,Xdef,Ydef,gdef,Vmod pti=(Gamma*a(i,j)*x(1)*x(1))+((2*Gamma*a(i,j)-b(i,j))*x(1))
pti=pti+(Gamma*a(i,j)-b(i,j)+d(i,j))+(0.5*Gamma*x(2)*x(2))
! ALLOCATE(cB(3,m,n) ,cD(m,n))

ALLOCATE (nB(m,n) ,nP (m,n) ,a(m,n) ,b(m,n) ,d(m,n),s(m,n)) pt2 = 0

ALLOCATE (Jac(2,2),x(2),FF(2) ,delta_x(2)) pt2=(nP(i,j)*nP (i, j)* ((x(1)+1)*x2))+(2xs(i,j)*x(2)*(1+x(1)))
ALLOCATE(Xdef (m,n) ,Ydef(m,n) ,gdef(m,n),Vmod(m,n)) pt2=pt2+(nB(i,j)*nB(i,j)*x(2)*x(2))

PRINT*, ’Passei no EO0S’ pt3 = 0

' pt3=(Gamma*x (1)*x(1))+(2*Gamma*x (1)) + 1

! Normas ptd = 0
[, pt4 = (2*Gammaxa(i,j)*(x(1)+1)) - b(i,j)
DO i=1,m,1
D0 j=1i,n,1 pts = 0
nB(i,j) = SQRT((cB(1,i,j)**2) + (cB(2,i,j)**2) + (cB(3,i,j)**2)) pt5 = (2*nP(i,3)*nP(i,j)*(x(1)+1)) + (2xs(i,j)*x(2))
nP(i,j) = SQRT((P(1,i,j)**2) + (P(2,i,j)**2) + (P(3,i,j)**2))

END DO FF(1) = 0
END DO FF(1) = (x(1)*(x(1)+2))%(ptixx2) - ((pt3+%2)*pt2)
!
0l Jac(1,1) = 0
! Valores conhecidos Jac(1,1) = 2x(x(1)+2)*pti*ptl
[P Jac(1,1) = Jac(1,1) + (2*x(1)*(x(1)+2)*pt1)*(pt4d)
DO i=1,m,1 Jac(1,1) = Jac(1,1) - (2%pt3*(2*Gammax(x(1)+1))*pt2)
D0 j=1i,n,1 Jac(1,1) = Jac(1,1) - ((pt3**2)*(pt5))
a(i,j) = cD(i,j) + Et(i,j)
b(i,j) = (Gamma-1)*cD(i,j) Jac(1,2) = 0
d(i,j) = (1 - (0.5*Gamma))*nB(i,j)*nB(i,j) Jac(1,2) = 2*x(1)*(x(1)+2)*(pti*xGamma*x(2))
s(i,j) = (eB(1,i,j)*P(1,i,j)) + (cB(2,i,j)*P(2,i,j)) + Jac(1,2)=Jac(1,2)-(pt3*pt3)* ((2*s(i,j)*(x(1)+1))+(2*nB(i,j)*nB(i,j)*x(2)))
(eB(3,i,j)*P(3,i,3)) !
END DO .
END DO ! F2 e derivadas
¥ emmmie o
Jac =0 pti =0
PRINT*, ’ Jac = ’, Jac ptl = Gamma*(a(i,j) - (nB(i,j)*nB(i,j)))
R ——— pt2 = 0
! Metodo de Newton pt2 = (2%pt1) - b(i,j)
! para cada (i,j)
R —— ptd = 0
precisao = le-3 pt4=Gammax*a(i,j)-b(i,j)+d(i,j)-(nB(i,j)*nB(i,j))+0.5%Gamma*x(2)*x(2)
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pts =0
pt5 = (3*Gamma*s(i,j)*x(1)*(x(1)+2)) + (s(i,j)*(2*Gamma + 1))

FF(2) = 0
FF(2) = ((ptixx(1)*x(1)) + pt2*x(1) + pt4d )*x(2)
FF(2) = FF(2) - (s(i,j)*(x(1)+1)*pt3)

Jac(2,1) = 0
Jac(2,1) = ((2*pt1*x(x(1)+1)) - b(i,j))*x(2) - pt5;

Jac(2,2) = 0 ptl =
Jac(2,2) = ((pti*x(1)*x(1)) + pt2*x(1) + pt4 ) + (Gamma*x(2)*x(2)) ptl =
ptl =
11Jac(1,1) = 2*x(1)
11Jac(1,2) = 2%x(2) pt2 =
11Jac(2,1) =1 pt2 =
11Jac(2,2) = -1 pt2 =
HIFF(1) = x(1)*x(1) + x(2)*x(2) - 1
VFF(2) = x(1) - x(2) pt3 =
1 pt3 =
S
! Resolvendo o sistema linear ptd =
! Jac.delta_x = -FF ptéd =
S
! pts =
L e e e et pts =
! Escolha inicial
L L LT FF(1)

W = Jac(1,1)*Jac(2,2) - Jac(1,2)*Jac(2,1)

Wi = (-1)*(FF(1)*Jac(2,2) - FF(2)*Jac(1,2))

W2 = (-1)*(FF(2)*Jac(1,1) - FF(1)*Jac(2,1))

delta_x(1) = Wi/W
delta_x(2) = W2/W

tt1 = Jac(1,1)*delta_x(1) + Jac(1,2)*delta_x(2) - FF(1)
tt2 = Jac(2,1)*delta_x(1) + Jac(2,2)*delta_x(2) - FF(2)

DO WHILE (abs(tt) > precisao)
t=t+1
IF ( t > 5000) THEN
PRINT*, ’0 metodo de Newton nao atingiu a precisao’
! disp(’0 metodo de newton nao atingiu a precisao’)
! i
' j
[ max (abs(tt))
! quant = quant + 1
EXIT
END IF

x(1) = x(1) + delta_x(1)
x(2) = x(2) + delta_x(2)
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(Gammaxa(i,j)*x(1)*x(1)) + ((2*Gammax*a(i,j) - b(i,j))*x(1))

ptl + (Gamma*a(i,j) - b(i,j) + d(i,j)) + (0.5%Gammaxx(2)*x(2))

0

(nP(i,j)*nP(i,j)*((x(1)+1)*x2)) + (2*s(i,j)*x(2)*(1 + x(1)))
pt2 + (nB(i,j)*nB(i,j)*x(2)*x(2))

0

(Gammax*x (1)*x (1)) + (2*Gamma*x(1)) + 1

0

(2xGamma*a (i, j)* (x(1)+1)) - b(4i,])

0

(2*nP(i,j)*nP(i,j)*(x(1)+1)) + (2*s(i,j)*x(2))

0

FF(1) = (x(1)*(x(1)42))*(pt1*%2) - ((pt3%*2)*pt2)

Jac(1,1)
Jac(1,1)
Jac(1,1)
Jac(1,1)
Jac(1,1)

Jac(1,2)
Jac(1,2)
Jac(1,2)

=0

= 2x(x(1)+2)*pti*ptl

= Jac(1,1) + (2*x(1)*(x(1)+2)*pt1)*(pt4)

= Jac(1,1) - (2*pt3x(2*Gamma* (x(1)+1))*pt2)
= Jac(1,1) - ((pt3**2)*(pt5))

=0
= 2xx (1) *(x(1)+2) * (pt1*Gammax*x (2))
= Jac(1,2) - (pt3*pt3)*((2%s(i,j)*(x(1)+1)) + (2*nB(i,j)*nB(i,j)*x(2)))

ptl =0

ptl = Gamma*(a(i,j) - (nB(i,j)*nB(i,j)))

pt2 = 0

pt2 = (2xpt1) - b(i,j)

ptd = 0

pt4 = Gammaxa(i,j) - b(i,j) + d(i,j) - (nB(i,j)*nB(i,j)) + 0.5*Gamma*x(2)*x(2)
pts =0

pt5 = (3*Gamma*s(i,j)*x(1)*(x(1)+2)) + (s(i,j)*(2*Gamma + 1))
FF(2) = 0

FF(2) = ((pti*x(1)*x(1)) + pt2*x(1) + pté )*x(2)

FF(2) = FF(2) - (s(i,j)*(x(1)+1)*pt3)

Jac(2,1) =0



Jac(2,1) = ((2%ptix(x(1)+1)) - b(i,j))*x(2) - pt5

Jac(2,2) = 0

! Escolhendo a

! direcao: x1, x2 ou x3

Jac(2,2) = ((pti*x(1)*x(1)) + pt2*x(1) + pt4 ) + (Gammaxx(2)*x(2))

11Jac(1,1) = 2*x(1)

11Jac(1,2) = 2xx(2)

11Jac(2,1) = 1

11Jac(2,2) = -1

PIFF(1) = x(1)*x(1) + x(2)*x(2) - 1
HIFF(2) = x(1) - x(2)

W = Jac(1,1)*Jac(2,2) - Jac(1,2)*Jac(2,1)
Wi = (-1)*(FF(1)*Jac(2,2) - FF(2)*Jac(1,2))
W2 = (-1)*(FF(2)*Jac(1,1) - FF(1)*Jac(2,1))

delta_x(1) = Wi/w
delta_x(2) = W2/W

tt1 = Jac(1,1)*delta_x(1) + Jac(1,2)*delta_x(2) - FF(1)
tt2 = Jac(2,1)*delta_x(1) + Jac(2,2)*delta_x(2) - FF(2)
tt = max(abs(ttl),abs(tt2))

END DO ! finaliza D0 WHILE

! Definindo x e y

! ref. Shibata
Xdef(i,j) = x(1)
Ydef(i,j) = x(2)

! gamma(i,j) = 1 + Xdef(di,j);
gdef(i,j) = 1 + ABS(Xdef(i,j))

'texto = sprintf(’i = Y%.5g e j = %.0f. gamma 0K’,i,j);
'disp(texto)
Vmod(i,j) = 1 - (1/(gdef(i,j)*gdef(i,j)))

1 Vmod(i,j) = Ydef(i,j);

Moédulo: ferramentas.f90

'if (direcao < 2)

'Vmod(i,j) = Ydef(i,j)/(gamma(i,j)*Bmod(i,j));
11V1(i,j) = Ydef(i,j)/(gamma(i,j)*nB(i,j));

'elseif (direcao == 2)

'Vmod(i,j) = Ydef(i,j)/(gamma(i,j)*nB(i,j));

telse

'Vmod(i,j) = Ydef(i,j)/(gamma(i,j)*nB(i,j));

'Vmod(i,j) = 1 - (1/(gamma(i,j)*gamma(i,j)));

tend

END DO
END DO
GD = gdef
V(2,:,:)=(Ydef(:,:)/GD(:,:)) ! ok

! V(2,:,:)=(Ydef(:,:)/GD(:,:))*nB(:,:) ! ok
! V(2,:,:)=(Ydef(:,:)/(GD(:,:)*aB(:,:))) ! problema no jato
! V(2,:,:)= (Vmod(:,:)/(GD(:,:)*nB(:,:))) ! problema no jato
! V(2,:,:)=(((Ydef(:,:)/GD(:,:))*nB(:,:)) - (V(3,:,:)%%2)) + (V(1,:,:)%*2)
! V(2,:,:)=(Ydef(:,:)/GD(:,:)) - ((V(3,:,:)%*x2) + (V(1,:,:)%%x2)) ! ok
! V(2,:,:) = Ydef(:,:) - (V(3,:,:)%%2) - (V(1,:,:)%*2)

'W(2,:,:)=((Ydef (:,:)/GD(:,:))-(V(1,:,:)*eB(1,:,:)+V(3,:,:)*cB(3,:,:)))/(cB(2,:,:))
'W(2,:,:)=(Ydef (:,:)/GD(:,:))-(V(1,:,:)+V(3,:,:))

! V(2,:,:) = Vmod(:,:) - (V(3,:,:)**x2) - (V(1,:,:)%x2)
! V(2,:,:) = Vmod(:,:)

V(2,:,:) = SQRT(ABS(V(2,:,:)))

! V(2,:,:) = Vmod(:,:) - (V(3,:,:)**x2) + (V(1,:,:)*x2)
! V(2,:,:) = SQRT(ABS(V(2,:,:)))/SQRT(V(1,:,:)**2 + V(2,:,:)%*%2 + V(3,:,:)%*2)
! V(2,:,:) = (ABS(V(2,:,:)))/(V(1,:,:)%*x2 + V(2,:,:)%x2 + V(3,:,:)**2)

1Vmod (Nr+1,2) = 0.5%(Vmod(Nr+1,1)+Vmod (Nr+1,3)); % artificial

END SUBROUTINE newton_metEDS

END MODULE EOS
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MODULE ferramentas
SUBROUTINE norma(m,n,A,nA)

IMPLICIT NONE
IMPLICIT NONE

CONTAINS
INTEGER m,n,i,]j

SUBROUTINE raphson_newton(alpha_in,Gamma,H,x_out) REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: A
REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: nA

IMPLICIT NONE

ALLOCATE (nA (m,n))
REAL, INTENT(IN) :: alpha_in,Gamma,H
REAL, INTENT(OUT) :: x_out DO i=1,m,1
REAL :: x_new,x_old,poly_x,Dpoly_x DO j=1,n,1

nA(i,j) = SQRT(A(L,1,j)**2 + A(2,1,j)**2 + A(3,1,])**2)
x_new = 1.5 END DO
END DO

poly_x = alpha_in*(Gamma-1)*(x_new**3.0) +

(2.0-Gamma) * (x_new**2) - H END SUBROUTINE norma
DO WHILE (abs(poly_x) >= le-6) SUBROUTINE intLagrange(xi,yi,x,y,n)
x_old = x_new IMPLICIT NONE
poly_x = alpha_in*(Gamma-1.0)*(x_old**3.0) + INTEGER :: j,k
(2.0-Gamma) *(x_old**2.0) - H INTEGER :: n

REAL :: prodil,prod2

Dpoly_x = 3.0xalpha_inx*(Gamma-1.0)*(x_old**2.0) + REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: L
2.0%(2.0-Gamma) *x_old REAL, INTENT(IN) :: xi
REAL, INTENT(OUT) :: yi
x_new = x_old - (poly_x/Dpoly_x) REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x,y
poly_x = alpha_in*(Gamma-1.0)*(x_new**3.0) + ALLOCATE(L(n+1))

(2.0-Gamma) *(x_new**2.0) - H
yi=0.0
END DO
DO k=1,n+1,1

x_out = x_new

prodl = 0.0

prod2 = 0.0
END SUBROUTINE raphson_newton prodl = 1.0

prod2 = 1.0
SUBROUTINE prod_vec(m,n,A,B,C) DO j=1,n+1,1

IF(j /= k) THEN
IMPLICIT NONE prodl = prodi*(xi - x(j))
prod2 = prod2x*(x(k) - x(j))
INTEGER m,n,i,j END IF
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: A,B END DO
REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: C
L(k) = prodl/prod2

ALLOCATE(C(3,m,n)) yi = L(k)*y(k) + yi
DO i=1,m,1 END DO
D0 j=1,n,1
c(1,i,j) = A(2,i,j)*B(3,1,j) - A(3,i,j)*B(2,i,j) DEALLOCATE(L)
€(2,i,j) = A(3,i,j)*B(1,i,j) - A(1,i,j)*B(3,i,j)
€(3,i,j) = A(1,i,j)*B(2,i,j) - A(2,i,j)*B(1,i,j) END SUBROUTINE intLagrange
END DO
END DO

END MODULE ferramentas

END SUBROUTINE prod_vec
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Moédulo: luxos.f90

MODULE fluxos FP(1,1,i,j) = hs(1,i,j)*hs(3,i,j)*hs(4,i,3)*T(1,1,i,j)
FP(1,2,i,j) = hs(1,i,j)*hs(4,i,j)*hs(2,1,3)*T(1,2,i,j)
IMPLICIT NONE FP(1,3,i,j) = hs(1,i,j)*hs(2,i,j)*hs(3,i,j)*T(1,3,1,j)
CONTAINS FP(2,1,i,j) = hs(1,i,j)*hs(3,1i,j)*hs(4,1,j)*T(2,1,1,j)
FP(2,2,i,j) = hs(1,i,j)*hs(4,i,j)*hs(2,i,3)*T(2,2,i,j)
SUBROUTINE fluxos_EDPs(m,n,hs,D,V,T,P,E,FD,FP,FEt,FB) FP(2,3,i,j) = hs(1,i,j)*hs(2,i,j)*hs(3,1,j)*T(2,3,1,j)
IMPLICIT NONE FP(3,1,i,j) = hs(1,i,j)*hs(3,i,j)*hs(4,i,3)*T(3,1,i,j)
FP(3,2,i,j) = hs(1,i,j)*hs(4,i,j)*hs(2,i,j)*T(3,2,1,j)
INTEGER :: i,j FP(3,3,i,j) = hs(1,i,j)*hs(2,i,j)*hs(3,1i,3)*T(3,3,i,j)
INTEGER, INTENT(IN) :: m,n
' REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: D FEt(1,i,j)=hs(1,i,j)*hs(3,i,j)*hs(4,1,j)*(P(1,i,j)-D(i,j)*V(L,1,j))
! REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: V,P,E,hs FEt(2,i,j)=hs(1,i,j)*hs(4,i,j)*hs(2,i,j)*(P(2,1,3j)-D(i,j)*Vv(2,i,3))
H REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:,:) :: T FEt(3,1i,j)=hs(1,i,j)*hs(2,1,j)*hs(3,1,3)*(P(3,1,j)-D(i,j)*V(3,1,j))
REAL, INTENT(IN), DIMENSION(:,:) :: D
REAL, INTENT(IN), DIMENSION(:,:,:) :: V,P,E,hs FB(1,2,i,j) = hs(1,i,j)*hs(4,i,3)*E(3,1i,j)
REAL, INTENT(IN), DIMENSION(:,:,:,:) :: T FB(1,3,i,j) = (-1)*hs(1,i,j)*hs(3,i,j)*E(2,i,])
REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: FD,FEt
REAL, INTENT(OUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:,:) :: FB,FP FB(2,1,i,j) = (-1)*hs(1,i,j)*hs(4,i,j)*E(3,1,j)
FB(2,3,i,j) = hs(1,i,j)*hs(2,i,j)*E(1,1,])
H ALLOCATE (hs(4,m,n),D(m,n),V(3,m,n),P(3,m,n),E(3,m,n),T(3,3,m,n))
FB(3,1,i,j) = hs(1,i,j)*hs(3,i,j)*E(2,1,])
ALLOCATE(FD(3,m,n) ,FEt(3,m,n) ,FB(3,3,m,n) ,FP(3,3,m,n)) FB(3,2,i,j) = (-1)*hs(1,i,j)*hs(2,i,j)*E(1,1i,j)
END DO
END DO
DO i=1,m,1
D0 j=1i,n,1 END SUBROUTINE fluxos_EDPs
FD(1,i,j) = hs(1,i,j)*hs(3,i,j)*hs(4,i,j)*D(i,])*V(1,i,j)
FD(2,i,j) = hs(1,i,j)*hs(4,i,j)*hs(2,1i,j)*D(i,j)*V(2,1i,]) END MODULE fluxos

FD(3,1,j) = hs(1,1,j)*hs(2,1,j)*ns(3,1,3)*D(1,j)*V(3,1,7)

Moédulo: metodos EDPs.f90

FRx1 = FU(i+1,j-1)
MODULE metodos_EDPs FLx1 = FU(i-1,j-1)
FRx2 = FU(i+1,j+1)

IMPLICIT NONE FLx2 = FU(i-1,j+1)
GRy1l = GU(i-1,j+1)
CONTAINS GLyl = GU(i-1,j-1)
GRy2 = GU(i+1,j+1)
SUBROUTINE nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W) GLy2 = GU(i+1,j-1)
IMPLICIT NONE conta = 0.25%(U(i+1,j)+U(i-1,j)+U(i,j+1)+U(i,j-1))
!
INTEGER :: i,j W(i,j) = conta - (Jacob(i,j))*((Dt/(4%D1))*((FRx1-FLx1) + (FRx2-FLx2)))
INTEGER, INTENT(IN) :: m,n W(i,j) = W(i,j) - (Jacob(i,j))*((Dt/(4*D2))*((GRy1-GLy1) + (GRy2-GLy2)))
REAL :: Umedio,conta, FRx1,FLx1,FRx2,FLx2,GRyl,GRy2,GLy1,GLy2
REAL, INTENT(IN) :: D1,D2,Dt END DO
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: FU,GU,HU,Jacob END DO

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: U
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: W
END SUBROUTINE nes_tad
H ALLOCATE (FU(m,n) ,GU(m,n) ,HU(m,n) ,Jacob(m,n),U(m,n) ,W(m,n))

DO i=4,m-3,1 SUBROUTINE laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
DO j=4,n-3,1
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IMPLICIT NONE IMPLICIT NONE

INTEGER :: i,j INTEGER :: i,j
INTEGER, INTENT(IN) :: m,n INTEGER, INTENT(IN) :: m,n
REAL :: Umedio,conta, FRx,FLx,FRy,FLy REAL :: Umedio, FX,FY
REAL, INTENT(IN) :: D1,D2,Dt REAL, INTENT(IN) :: D1,D2,Dt
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: FU,GU,HU,Jacob REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: FU,GU,HU,Jacob
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: U REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: U
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: W REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: W
H ALLOCATE (FU(m,n),GU(m,n) ,HU(m,n) ,Jacob(m,n),U(m,n) ,W(m,n)) ! ALLOCATE (FU(m,n) ,GU(m,n) ,HU(m,n) ,Jacob(m,n),U(m,n) ,W(m,n))
D0 i=4,m-3,1 DO i=4,m-3,1
D0 j=4,n-3,1 DO j=4,n-3,1

FRx = (D1/(4*Dt))*(U(i,j) - U(i+1,3j)) + 0.5%(FU(i,j) + FU(i+1,j))
FLx = (D1/(4*Dt))*(U(i-1,j) - U(i,j)) + 0.5%(FU(i-1,j) + FU(i,j))
FRy = (D2/(4xDt))*(U(i,j) - U(i,j+1)) + 0.5%(GU(i,j) + GU(i,j+1)) FX = U(i-2,j) - 8xU(i-1,j) + 8%U(i+1,j) - U(i+2,j)
FLy = (D2/(4%Dt))*(U(i,j-1) - U(i,j)) + 0.5%(GU(i,j-1) + GU(i,j)) FY = U(i,j-2) - 8%U(i,j-1) + 8%U(i,j+1) - U(i,j+2)
! Umedio = 0.25%(U(i+1,j) + U(i-1,3) + U(i,j+1) + U(4,j-1))
W(i,j) = Umedio - (Jacob(i,j))*((Dt/(12%D1))*FX + (Dt/(12%*D2))*FY)
W(i,j) = U(i,j) - (Jacob(i,j))*(((Dt/D1)*(FRx-FLx)) + ((Dt/D2)*(FRy-FLy))) W(i,j) = U(i,j) - ((Dt/D1)*(FRx-FLx)) - ((Dt/D2)*(FRy-FLy))

! W(i,j) = U(i,j) - ((Dt/D1)*(FRx-FLx))
END DO
END DO END DO

END DO

END SUBROUTINE FDFC4
END SUBROUTINE laxfri_conservativo

SUBROUTINE FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W) END MODULE metodos_EDPs

Programa Principal: programa principal.f90

REAL :: Gamma

PROGRAM programa_principal REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: GD,D,Et

! REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: V,P,B,E

fobjetivo: programa principal GRMHD - jatos REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:, ;i) 2 T

! REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: FD,FEt
USE unidades_arquivos REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:,:) :: FB,FP

USE valores_iniciais

USE discretizacoes REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: Dold,Etold,Din,Etin
USE condicoes_iniciais REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: Pold,Bold,Pin,Bin
USE fluxos

USE solucao_numerica CALL unidades

USE condicoes_fronteiras

USE termos_adicionais ALLOCATE(x1(m),x2(n),alpha(m),hs(4,m,n),Jacs(5,m,n),Gs(4,m,n))

USE atualizacoes

USE armazenamentos ALLOCATE(GD (m,n) ,D(m,n) ,Et (m,n),V(3,m,n),P(3,m,n),B(3,m,n) ,E(3,m,n))
ALLOCATE(T(3,3,m,n))

IMPLICIT NONE
ALLOCATE(FD(3,m,n),FEt(3,m,n),FB(3,3,m,n),FP(3,3,m,n))

INTEGER :: Nt,N1,N2

REAL :: CFL,al,bl,a2,b2,pi ALLOCATE(Dold(m,n),Etold(m,n),Pold(3,m,n),Bold(3,m,n))
INTEGER :: m,n,tp,i,j

REAL :: D1,D2,Dt,Dti,tempo ALLOCATE(Din(m,n) ,Etin(m,n),Pin(3,m,n),Bin(3,m,n))
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: x1,x2

REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: alpha CALL valores_definicoes(Nt,N1,N2,CFL,al,b1,a2,b2,pi)

REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: hs,Jacs,Gs
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CALL malha(Nt,N1,N2,CFL,al,bl,a2,b2,pi,x1,x2,D1,D2,Dt,m,n)
CALL fonte(m,n,Dt,Gs,D,T,P,Et)
CALL metrica(m,n,pi,x1,x2,alpha,hs,Jacs,Gs)
WRITE(*,*) ’fonte 0K’
CALL cond_iniciais(x1,x2,alpha,Gamma,GD,D,V,P,Et,B,E,T) CALL condicoes_contorno(m,n,D,P,Et,B,Dold,Pold,Etold,Bold)
! jato nao alimentado
! CALL arquivos_saida(m,n,tp,D,P,Et,E,B,V,GD,x1,x2) ! CALL condicoes_contorno2(m,n,D,P,Et,B,x1,x2)

! CALL condicoes_contorno3(m,n,D,P,Et,B,x1,x2)

Din = D ! CALL condicoes_contorno4(m,n,D,P,Et,B,Dold,Pold,Etold,Bold,Din,Etin,Pin,Bin)
Etin = Et ! jato alimentado
Pin= P
Bin = B WRITE(*,*) ’contorno 0K’
Dti = Dt CALL grandezas_atualizadas(m,n,x1,x2,Gamma,GD,D,P,B,Et,V,T,E)
DO tp=1,Nt,1 WRITE(*,*) ’atualizacoes OK’
! IF(tp < 1000) THEN ! CALL arquivos_saida(m,n,tp,D,P,Et,E,B,V,GD,x1,x2)
! Dt = Dti
! ELSE WRITE(*,*) ’armazenamentos 0K’

! Dt = Dti/2.0

! END IF CALL CPU_TIME(tempo)

WRITE(*,*) ’iteracao ’,tp WRITE(*,*) ’iteracao ’,tp,’ de ’,Nt,’, tempo em execucao ’, &

& tempo, ’ segundos’

Dold = D
Etold = Et ! DEALLOCATE (FD,FEt ,FB,FP)
Pold = P
Bold = B if ((tp == 2000)) then
Dt = Dt/8.0;

CALL fluxos_EDPs(m,n,hs,D,V,T,P,E,FD,FP,FEt,FB) endif
WRITE(*,%) ’fluxos_EDPs 0K’

END DO

H CALL arquivos_saida(m,n,tp,D,P,Et,E,B,V,GD,x1,x2)
CALL arquivos_saida(m,n,tp,D,P,Et,E,B,V,GD,x1,x2)
CALL metodos_numericos(m,n,D1,D2,Dt,Jacs,FD,FP,FEt,FB,D,P,Et,B)
END PROGRAM programa_principal

WRITE(*,*) ’metodos_numericos 0K’

Moédulo: solucao numerica.f90

MODULE solucao_numerica REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: D,Et
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:, :: P,B
IMPLICIT NONE REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: W
REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: FU,GU,HU,Jacob
CONTAINS REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: U,Zerar
SUBROUTINE metodos_numericos(m,n,D1,D2,Dt,Jacs,FD,FP,FEt,FB,D,P,Et,B)
ALLOCATE (NOSSA (n))
USE metodos_EDPs PRINT*, ’SOLUCAQ NUMERICA®
IMPLICIT NONE ALLOCATE(FU(m,n) ,GU(m,n) ,HU(m,n),Jacob(m,n) ,U(m,n),W(m,n) ,Zerar (m,n))

PRINT*, ’SOLUCAO NUMERICA - 2?
INTEGER :: i,j

REAL, ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: NOSSA DO i=1,m,1

INTEGER, INTENT(IN) :: m,n D0 j=1,n,1

REAL, INTENT(IN) :: D1,D2,Dt Zerar(i,j) = 0.0
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: FD,FEt,Jacs END DO

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:,:) :: FB,FP END DO
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PRINT*, 2>SOLUCAQ0 NUMERICA’

Jacob(:,:) = Jacs(5,:,:) !
FU(:,:) = FD(1,:,:)
GU(:,:) = FD(2,:,:)
HU(:,:) = FD(3,:,:)
U(:,:) = D(:,:)
CALL nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
! CALL laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
! CALL FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
D(:,:) = W(:,:)

H Jacob(:,:) = Jacs(5,:,:)

FU(:,:) = FP(1,1,:,:)

GU(:,:) = FP(1,2,:,:)

HU(:,:) = FP(1,3,:,:)

U(:,:) =P(1,:,:)

CALL nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
! CALL laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
! CALL FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)

P(1,:,:) = W(:,:)

! Jacob(:,:) = Jacs(5,:,:)
FU(:,:) = FP(2,1,:,:)
GU(:,:) = FP(2,2,:,:) !
HU(:,:) = FP(2,3,:,:)
U(:,:) =P(2,:,:)
CALL nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
H CALL laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
! CALL FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
P(2,:,:) = W(:,:)
! Jacob(:,:) = Jacs(5,:,:)
FU(:,:) = FP(3,1,:,:) !
GU(:,:) = FP(3,2,:,:)
HU(:,:) = FP(3,3,:,:)
U(:,:) = P(3,:,:)
CALL nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
! CALL laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
) CALL FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
P(3,:,:) = W(:,:)
! Jacob(:,:) = Jacs(5,:,:)
FU(:,:) = FEt(1,:,:)
GU(:,:) = FEt(2,:,:)

Moédulo: termos adicionais.f90

MODULE termos_adicionais
IMPLICIT NONE
CONTAINS
SUBROUTINE fonte(m,n,Dt,Gs,D,T,P,Et)
IMPLICIT NONE

INTEGER :: i,j,k
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HU(:,:) = FEt(3,:,:)

U(:,:) = Et(:,:)

CALL nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
CALL laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
CALL FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)

Et(:,:) = W(:,:)

Jacob(:,:) = Jacs(2,:,:)
FU(:,:) = Zerar(:,:)
GU(:,:) = FB(1,2,:,:)
HU(:,:) = FB(1,3,:,:)
U(:,:) = B(1,:,:)

CALL nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
CALL laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
CALL FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)

B(1,:,:) = W(:,:)

Jacob(:,:) = Jacs(3,:,:)

FU(:,:) = FB(2,1,:,:)

GU(:,:) = Zerar(:,:)

HU(:,:) = FB(2,3,:,:)

U(:,:) = B(2,:,:)

CALL nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
CALL laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
CALL FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)

B(2,:,:) = W(:,:)

Jacob(:,:) = Jacs(4,:,:)

FU(:,:) = FB(3,1,:,:)

GU(:,:) = FB(3,2,:,:)

HU(:,:) = Zerar(:,:)

U(:,:) = B(3,:,:)

CALL nes_tad(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
CALL laxfri_conservativo(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)
CALL FDFC4(m,n,D1,D2,Dt,Jacob,U,FU,GU,HU,W)

B(3,:,:) = W(:,:)

DEALLOCATE(Zerar,FU,GU,HU,U,W,Jacob)

END SUBROUTINE metodos_numericos

END MODULE solucao_numerica

INTEGER, INTENT(IN) :: m,n

REAL :: fonte2,fonte3,fonte4,fonteb

REAL, INTENT(IN) :: Dt

REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: D
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: Gs
REAL, INTENT(IN), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:,:) :: T
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: Et
REAL, INTENT(INOUT), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:,:) :: P

DO k=1,4,1



D0 i=4,m-3,1 ! fonte3(i,j) = (621(i-1,j-1)*T12(i,j)) - (G32(i-1,j-1)*T33(i,j));

DO j=4,n-3,1 ! fonte4(i,j) = (631(i-1,j-1)*T13(i,j)) + (G32(i-1,j-1)*T23(i,j));
! fonte5(i,j) = GO1(i-1,j-1)*P1(i,j);
fonte2 = (Et(i,j) + D(i,3j))*(Gs(1,1i,3)) END DO
fonte2 = fonte2 - ((Gs(2,i,j))*(T(2,2,i,3j))) - (Gs(3,i,j)*T(3,3,i,j)) END DO

fonte3 = (6s(2,i,j)*T(1,2,i,j)) - (6s(4,i,j)*T(3,3,i,j))
fonted = (Gs(3,i,§)*T(1,3,1,j)) + (6s(4,i,§)*T(2,3,1,j)) END DO
fonte5 = Gs(1,i,j)*P(1,i,3)

P(1,i,j) = P(1,i,j) + (0.25%Dt*fonte2) END SUBROUTINE fonte
P(2,i,j) = P(2,i,j) + (0.25%Dt*fonte3)

P(3,i,j) = P(3,i,j) + (0.25%Dt*fonte4) END MODULE termos_adicionais
Et(i,j) = Et(i,j) + (0.25%Dt*fonte5)

! fonte2(i,j) = (Et(i,j) + D(i,j))*(GO1(i-1,j-1)) -

((621(i-1,3-1))*(T22(i,3))) - (631(i-1,j-1)*T33(i,3));

Moédulo: unidades arquivos.f90

MODULE unidades_arquivos OPEN(UNIT=12,FILE=’velocidade.dat’,STATUS=2UNKNOWN’)

OPEN(UNIT=13,FILE=’pressao.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)

IMPLICIT NONE OPEN(UNIT=14,FILE=’energia.dat’,STATUS=’UNKNOWN?)

CONTAINS

OPEN(UNIT=15,FILE=’campo.dat’,STATUS=’>UNKNOWN’)
OPEN(UNIT=21,FILE=’malha_x1.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)
OPEN(UNIT=22,FILE=’malha_x2.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)

SUBROUTINE unidades

END SUBROUTINE unidades

IMPLICIT NONE

END MODULE unidades_arquivos

OPEN(UNIT=11,FILE=’densidade.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)

Moédulo: atualizacoes.f90

CONTAINS

! N2 = 1200

Nt=0

SUBROUTINE valores_definicoes(Nt,N1,N2,CFL,al,bl,a2,b2,pi)

CFL = 0.005 ! CFL/S

IMPLICIT NONE

al = 1.1
INTEGER, INTENT(OUT) :: Nt,Ni,N2 bl = 20
REAL, INTENT(OUT) :: CFL,al,bl,a2,b2,pi N1 = 630
pi = 3.141592654 a2 = 0.0
b2 = pi/2
' Nt = 1000 N2 = 630
' CFL = 0.005
END SUBROUTINE valores_definicoes
' al = 1.1
' bl = 20
H N1 = 1200
END MODULE valores_iniciais
' a2 = 0.0
' b2 = pi/2
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