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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre identidades polinomiais de represen-
tagoes de algebras de Lie, as quais sdo um caso particular das identidades fracas. Essas
identidades estao relacionadas a pares da forma (A, L), onde A é uma dlgebra associativa
envolvente para a algebra de Lie L. Primeiramente, obtemos uma caracterizacao dos
ideais de identidades fracas com crescimento polinomial das codimensoes em termos
da sua sequéncia de cocaracteres, sobre um corpo de caracteristica zero. Além disso,
provamos que os pares (UTQ,UTQ(_)), (E,EX)) e (Ms,sly) geram variedades de pares
com crescimento quase polinomial. Aqui E denota a algebra de Grassmann de dimensao
infinita com unidade, UT» a subélgebra associativa de M, (matrizes 2 X 2 sobre um corpo
K) formada pelas matrizes triangulares superiores e sly a subédlgebra de Lie de Méf)
composta pelas matrizes de trago zero. Em um segundo momento da tese, mostramos
que toda variedade de pares de tipo associativo é gerada pelo envelope de Grassmann
de um superpar finitamente gerado. Como consequéncia obtemos que toda variedade de
pares especial, que nao contém pares da forma (R, sly), é formada por pares com algebra
de Lie solavel. Por fim, estabelecemos um exemplo de par que contradiz uma conjectura
devida a Amitsur, a qual é valida no caso associativo, em alguns casos para algebras de

Lie e de Jordan, e em identidades de representacoes de algebras de Lie de dimensao finita.



Abstract

In this thesis we study polynomial identities of representations of Lie algebras,
which are a particular case of weak identities. These identities are related to pairs of
the form (A, L) where A is an associative enveloping algebra for the Lie algebra L.
First we obtain a characterization of ideals of weak identities with polynomial growth
of codimensions in terms of their cocharacter sequence, over a field of characteristic
zero. Moreover we prove that the pairs (UTZ,UTQP)), (E,E)) and (Ms,, sly) generate
varieties of pairs with almost polynomial growth. Here E denotes the infinite dimensional
Grassmann algebra with 1. Also UT; is the associative subalgebra of M (the 2x2 matrices
over the field K) consisting of the upper triangular matrices and sl is the Lie subalgebra
of M2(7) consisting of the traceless matrices. Second we show that any variety of pairs of
associative type is generated by the Grassmann envelope of a finitely generated superpair.
As a corollary we obtain that any special variety of pairs which does not contain pairs of
type (R, sls), consists of pairs with a solvable Lie algebra. Finally we give an example of
a pair that contradicts a conjecture due to Amitsur. The Amitsur’s conjecture is valid in
the associative case, and also in some classes of Lie and Jordan algebras, and in identities

of finite dimensional representations of Lie algebras.



Conteudo

1

3

Introducao

Conceitos Preliminares

1.1 Algebras associativas e de Lie . . . . . . .. ... ...

1.2 Pareslivres . . . . . . .

1.3 Identidades polinomiais . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.3.1 Polinémios multi-homogéneos e multilineares . . . . . . . . . . . ..
1.3.2 Identidades associativas ede Lie . . . . . . . . ... ... ... ...

1.4 Representagoes de grupos . . . . . . . ..o
1.4.1 Representacoes de S, . . . . . . ..o
1.4.2  S,-agbdes nos polindmios multilineares . . . . . . . . ... ... ...
1.4.3 Pares especiais e de tipo associativo . . . . . . . ... ...

1.44 A acdo do grupo geral linear . . . . . . . ... ... ... .. ...

Crescimento Polinomial das Codimensoes

2.1 Crescimento lento das codimensoées . . . . . . . . .. ... ... ... ..

2.2 Uma caracterizagao por diagramas de Young . . . . . . . . .. . . ... ..

2.3 Crescimento quase polinomial . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
23.1 Ovpar (U UTST) .o .
232 Owpar (E,EC)) ..
2.3.3 Owpar (Ma,sly) .. . o o oo
2.3.4 Outros exemplos . . . . . . . ...

Pares Graduados e a Conjectura de Amitsur
3.1 Pares G-graduados e identidades fracas graduadas . . . . . . . . .. .. ..

3.1.1 Superpares e supervariedades . . . . . ... ... ...

10

16
16
24
27
30
32
33
35
40
46
47

51
o2
27
64
64
72
73
79



3.2 Superpares finitamente gerados . . . . . .. ... ... 91

3.3 Um exemplo de nao integralidade do expoente . . . . . . . .. . ... ... 98
3.3.1 Limitagao superior . . . . . . . .. ... 104
3.3.2 Limitagao inferior . . . . . . .. ... oo 106

Bibliografia 112



10

Introducao

A teoria de é&lgebras com identidades polinomiais (ou Pl-teoria) é uma parte
importante da teoria de anéis e algebras. Seus objetos de estudo sao as chamadas
PI-algebras, ou algebras com identidades polinomiais. As algebras de matrizes, as de
dimensao finita e as comutativas fazem parte dessa classe e seu estudo é significativo,
tendo em vista as diversas aplicagoes dessas estruturas. Sao trés as principais linhas
de pesquisa sobre PI-dlgebras. A primeira (e a mais classica) estuda as propriedades
de uma &lgebra (ou um anel) sabendo-se que ela satisfaz alguma identidade polinomial.
Em outras palavras, se A é uma algebra que satisfaz alguma identidade polinomial, o
que podemos dizer sobre a estrutura de A? A segunda linha representa-se por pesquisas
sobre as classes de dlgebras que satisfazem um dado sistema de identidades polinomiais;
tais classes sdo chamadas de variedades de algebras. A terceira estuda as identidades
polinomiais satisfeitas por uma &algebra interessante. Gostariamos de deixar claro que tal
divisdo nao é definitiva nem exata e que os problemas na Pl-teoria, na maioria das vezes,
estao interligados, bem como usam métodos e técnicas provenientes de diversas partes da
Algebra, da Combinatéria e outras dreas da Matemética.

Os primeiros estudos sobre Pl-dlgebras, ainda de forma implicita, apareceram em
trabalhos de Sylvester no século XIX, e posteriormente com Dehn [11] e Wagner [54] nas
décadas de 20 e 30. Mas foi a partir de 1948, com o artigo de Kaplansky [29], que se teve
um interesse de forma mais intensa na area. Dois anos apoés o trabalho de Kaplansky;,
Amitsur e Levitzki [1] mostraram usando métodos combinatérios que o polindmio standard
de grau 2n ¢é uma identidade de grau minimal para a algebra das matrizes de ordem n.
Esse resultado contribuiu para um novo caminho dentro da Pl-teoria, que seria descrever
as identidades polinomiais satisfeitas por uma dada algebra. O trabalho de Amitsur e
Levitzki foi de extrema importancia nao apenas pelo seu resultado principal mas também

por introduzir de maneira essencial métodos da combinatéria no estudo de algebras com
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identidades polinomiais. Tais métodos foram aperfeicoados mais adiante. Atualmente eles
incluem a teoria das representagoes do grupo simétrico e geral linear (muito utilizados
neste trabalho também), a teoria dos invariantes dos grupos cldssicos, etc., e representam
uma das fundamentais ferramentas na teoria.

Denote por K(X) a algebra associativa livre unitaria em um conjunto enumeravel de
variaveis X. As identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra associativa formam
um ideal em K(X), chamado de T-ideal. E de facil verificacdo que os T-ideais sdo
invariantes por endomorfismos de K (X). Mais ainda, todo ideal de K(X), invariante por
endomorfismos, é o T-ideal de alguma algebra. A correspondéncia entre T-ideais e algebras
nao é biunivoca, pois dlgebras nao isomorfas podem ter o mesmo ideal de identidades (o
exemplo mais trivial sendo K e K & K'), mas existe uma correspondéncia biunivoca entre
T-ideais e variedades. Uma variedade de algebras é uma classe de algebras que satisfazem
um dado conjunto de identidades. Esse conceito foi introduzido por Birkhoff [7] ¢ Malcev
[38], e se tornou uma linguagem natural na teoria de identidades. Vale ressaltar que a
correspondéncia entre T-ideais e variedades é do tipo da conhecida correspondéncia de
Galois, isto é, inverte as inclusoes.

Um dos principais e mais dificeis problemas na Pl-teoria é descrever um T-ideal em
funcdo de um conjunto gerador (também chamado de base). Uma base de identidades
concretas para a algebra das matrizes M, (K) de ordem n sobre o corpo K é conhecida
somente quando n < 2, ver [45] para charK = 0, e [35, 9] para charK = p > 2. Specht
[51], em 1950, conjecturou que sobre um corpo de caracteristica zero todo T-ideal préprio
em K(X) é finitamente gerado, como T-ideal. FEssa conjectura ficou conhecida como
Problema de Specht, e motivou um grande desenvolvimento na teoria de identidades
polinomiais, onde inicialmente se consideravam algebras sobre corpos de caracteristica
Zero.

O Problema de Specht foi resolvido apenas em 1987 por Kemer, como pode ser
visto em [30]. Sua prova ¢ baseada em uma teoria sofisticada sobre T-ideais, e envolve
os conceitos de superidentidades e produtos tensoriais graduados com a &algebra de
Grassmann, chamados de envelopes de Grassmann. Nesse trabalho, além da solucao do
problema de Specht, Kemer também mostrou que toda variedade nao trivial de algebras
associativas é gerada pelo envelope de Grassmann de uma superalgebra de dimensao finita.

Um resultado semelhante é valido para amplas classes de dlgebras nao associativas. Mais
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precisamente, Mishchenko e Zaicev [60] mostraram que toda variedade de algebras de Lie
de tipo associativo é gerada pelo envelope de Grassmann de uma superélgebra finitamente
gerada.

Apesar de sua grande importancia, o trabalho de Kemer nos garante apenas finitude
da base dos T-ideais. Além disso, em caracteristica positiva, o problema de Specht
tem resposta negativa, como pode ser visto nos trabalhos de Belov [3, 4], Grishin [21]
e Shchigolev [49], no caso de dlgebras associativas. Para dlgebras de Lie, o primeiro
contra-exemplo foi dado por Vaughan-Lee em [58].

Trabalhar com identidades ordindrias, como regra, quase sempre ¢ complicado.
Portanto estudam-se outros tipos de identidades polinomiais nos ambientes associativo e
nao associativo, tais como identidades polinomiais com traco, com involucao e identidades
polinomiais graduadas. Vamos destacar um tipo de identidade envolvendo &algebras
associativas e nao associativas que sao as identidades fracas. Um polinémio f em K(X) é
dito uma identidade polinomial fraca de um par (A, L), onde A é uma algebra associativa
envolvente da algebra de Lie L, quando ele se anula em A para qualquer substituicao por
elementos de L. Nesse caso, o ideal de identidades fracas é chamado de ideal fraco e é
invariante por endomorfismos do par livre (K(X), £(X)), onde £(X) ¢ a élgebra de Lie
livre. Essas identidades foram introduzidas em 1973 por Razmyslov [44] e foram cruciais
na descri¢gao das identidades da &lgebra matricial My(K'), bem como da algebra de Lie
simples sly(K'). No mesmo trabalho Razmyslov determinou base finita de identidades para
a algebra de Lie sly(K') das matrizes de ordem 2 de trago zero, bem como das identidades
fracas do par (My(K),sly(K)) (tudo isso em caracteristica zero). Generalizagoes de
identidades fracas mostraram-se bastante importantes em varios estudos de algebras nao
associativas: de Lie, de Jordan. Destacamos também a importancia das identidades fracas
nos estudos realizados por Razmyslov no seu livro [45] e, mais tarde, em varios trabalhos
de Iltyakov [25] e Vasilovsky [57, 56].

O método de investigacao das identidades (ordinarias ou fracas) depende da caracte-
ristica do corpo. Se o corpo base é de caracteristica zero, entdo todas identidades seguem
das multilineares. Nessa situacdo, podemos fazer uso de uma importante ferramenta que
é a teoria de representagoes do grupo simétrico S,, ou numa linguagem alternativa, as
representacoes polinomiais do grupo geral linear. Muitas vezes, é possivel obter uma

base das identidades usando a descricdo das representagoes irredutiveis de S,. Em
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outras palavras, associa-se ao T-ideal, ou ideal de identidades fracas, uma sequéncia de
caracteres de S,,, n =0, 1, 2 ..., chamada de sequéncia de cocaracteres. Essa sequéncia,
juntamente com a chamada sequéncia de codimensoes, é usada para medir o crescimento
das identidades de uma algebra ou do par em questao. Denotamos por P, o espago vetorial
dos polindmios multilineares de grau n em z1, ..., x, em K(X), este espaco tem como
base 0s MONOMIOS Ty(1) - * - Ty(n), 0 € Sy, onde S, denota o grupo simétrico. Este espaco
¢ modulo (a esquerda) sobre S,,, e ainda P, = K S,,, onde K S,, denota o médulo regular
a esquerda. Se A é uma élgebra com T-ideal Id(A) entao Id(A) N P, é um submédulo de
P, e P,(A) = P,/(P,N1d(A)) herda a estrutura de S,-médulo. O cocaracter de A é o
caracter de P,(A), e a n-ésima codimensao de A é ¢,(A) = dim P,(A).

Uma PI-algebra é uma algebra que satisfaz uma identidade polinomial nao trivial.
No caso associativo, o estudo do crescimento de T-ideais teve inicio com o importante
teorema de Regev [46] que estabelece que a sequéncia de codimensoes de uma PI-algebra
associativa é limitada exponencialmente. Mais precisamente Regev demonstrou que se A
satisfaz uma identidade de grau d entdo c,(A) < (d — 1)*", para todo n. Ressaltamos
que este resultado foi essencial para a obtencao de outro teorema importante (no mesmo
trabalho de Regev): o produto tensorial de duas algebras PI de novo é PI. O teorema de
Regev mostra que o estudo do cocaracter e das codimensoes de uma Pl-dlgebra A pode
ser mais viavel do que trabalhar com P, N Id(A): temos dim P, = n! e por consequéncia
as identidades multilineares tornam se “quase” todo P, quando n — oo, pois (d — 1)2"
tem crescimento muito mais lento que n!

Por outro lado, para algebras de Lie existem exemplos de crescimento mais que
exponencial ([53, 43]). Giambruno e Zaicev, em 1999, resolveram em afirmativo
a conjectura de Amitsur que o expoente da taxa de crescimento de qualquer T-
ideal associativo préprio é um inteiro, chamado de expoente da Pl-algebra ([16, 19]).
Formalmente, exp(A) = lim,,_,o(c,(A4)"/™), quando esse tltimo limite existe. Anélogos
desse resultado foram obtidos por Zaicev [59] para dlgebras de Lie de dimensao finita e por
Gordienko [20] para identidades de representagoes de dlgebras de Lie de dimenséo finita,
o qual é um caso particular de identidades fracas. Além disso, existem contraexemplos
da nao validade da conjectura de Amitsur no ambiente de dlgebras de Lie ([61, 17]). Sao
conhecidos exemplos de algebras onde o expoente existe e nao ¢ inteiro, ou nem existe.

Neste trabalho estudamos o comportamento assintético das codimensoes fracas, com
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énfase no caso de representacoes de algebras de Lie, e a validade da conjectura de Amitsur
para ideais fracos, quando o corpo é de caracteristica zero. A tese estd estruturada assim.

O primeiro capitulo contém uma parte dos resultados basicos necessarios nos capitulos
seguintes. Iniciamos com o conceito de &lgebra enfatizando duas grandes classes:
associativas e de Lie. Assim, estabelecemos a nocao de par associativo-Lie, o qual é o
principal objeto de estudo deste trabalho. Obtemos varios exemplos que serdao importantes
ao longo do texto. Definimos também os conceitos de par relativamente livre, identidades
de pares, variedades de pares e discutimos esses conceitos nos ambientes associativo e de
Lie. Em seguida, fazemos um breve resumo da teoria de representacoes de grupos, tanto
para um grupo qualquer quanto para o grupo simétrico 5, e estabelecemos os conceitos
de codimensoes e PI expoente. Definimos os pares especiais e de tipo associativo. Por
fim, discutimos sobre a teoria de representagoes do grupo geral linear.

No segundo capitulo obtemos propriedades com relacao ao crescimento polinomial
das codimensoes de identidades fracas, onde consideramos um corpo de caracteristica
zero. Mais precisamente, vemos que alguns resultados nao se mantém quando deixamos
o ambiente de Lie e estamos trabalhando no ambiente associativo-Lie. Além disso,
estabelecemos uma caracterizacao para o crescimento polinomial das codimensoes por
meio das representagoes irredutiveis de S,,. Uma caracterizagao analoga foi obtida por
Kemer [31] para algebras associativas e por Benediktovich e Zalesskii [5] para dlgebras de
Lie. Obtemos as codimensdes, cocaracteres e o expoente para os pares (UTy, U TQ(_)),
(E,EX)) e (Msy,sly), os quais estdo relacionados com algumas representacbes das
correspondentes dlgebras de Lie. Em seguida, mostramos que esses pares geram variedades
com crescimento quase polinomial das codimensoes. Ressaltamos que as algebras de Lie
U Tz(_) e E) ndo possuem crescimento quase polinomial das codimensdes. Mostramos
também a existéncia de pares que nao possuem crescimento quase polinomial das
codimensodes fracas, mas as algebras de Lie desses pares, quando vistas como algebras
de Lie, possuem crescimento quase polinomial das codimensoes de Lie.

No terceiro e tultimo capitulo estabelecemos uma teoria analoga a de algebras
graduadas para o caso de pares. Assim, definimos identidades fracas graduadas para os
chamados pares graduados. Considerando pares Zs-graduados, chamados de superpares,
e com base na teoria desenvolvida por Kemer [30], obtemos que toda variedade de pares

de tipo associativo é gerada pelo envelope de Grassmann de um superpar finitamente
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gerado. Consequentemente, obtemos que toda variedade de pares especial, que nao contém
pares da forma (R, sls), é formada por pares com uma &dlgebra de Lie solivel. Por fim,
estabelecemos um exemplo de par associativo-Lie em que o expoente, caso exista, nao
pode ser um nimero inteiro.

Uma boa parte dos resultados contidos nos capitulos 2 e 3 é nova. Destacamos aqui
a caracterizagao para crescimento polinomial das codimensoes de um par associativo-Lie,
bem como o calculo das codimensoes e dos cocaracteres dos pares mencionados acima, e 0s
fatos acerca do crescimento (Capitulo 2). Os resultados do Capitulo 3 mencionados acima
também sao novos. Os resultados dos dois capitulos estao em fase final de elaboracao e

serao submetidos em breve para publicacao.
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar os conceitos e resultados béasicos necessarios para o
desenvolvimento deste trabalho. Em todo o capitulo K denotard um corpo e todos os
espagos vetoriais e algebras serao sobre K. Parte dos conceitos, resultados e propriedades
que introduziremos aqui nao exige restricbes sobre o corpo. Por outro lado, nossos
principais resultados exigem algebras sobre corpos de caracteristica zero. Portanto,
fixaremos o corpo K de caracteristica zero, a menos que se mencione o contrario.

Para mais detalhes sobre os conceitos abordados nesse capitulo indicamos [19], [13] e

[45].

1.1 Algebras associativas e de Lie

Defini¢ao 1.1.1 Uma K-dlgebra (dlgebra sobre K ou simplesmente dlgebra) consiste de

um par (A, %), onde A é um K-espago vetorial e x: A x A — A é uma operagio bilinear.

A operagao * é chamada multiplica¢ao (ou produto) da algebra A, a qual denotaremos
por justaposigao ab, a,b € A. Definimos ajasasz como sendo (ajas)as e, indutivamente,
o produto ajas---a, 1a, como sendo (aias...a, 1)a,, para quaisquer a; € A. Um
subconjunto § de A é uma base da dlgebra se é uma base do espaco vetorial A e definimos
a dimensao de A, denotada usualmente dim A (ou dimg A, quando ha necessidade de

destacar qual o corpo), como sendo a dimensao de A vista como espago vetorial.

Definicao 1.1.2 Dizemos que uma dlgebra A é:

i) Associativa se (ab)c = a(be), para quaisquer a, b, ¢ € A. Nesse caso, também temos

uma estrutura de anel para A;
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it) Comutativa se ab = ba, para quaisquer a, b € A;

itt) Unitdria (ou com unidade) se o produto possui um elemento neutro, ou seja, se
existe 14 € A tal que aly = 14a = a para todo a € A. O elemento 1, € chamado

de unidade da dlgebra A, e usualmente o denotaremos simplesmente por 1;

iv) Nilpotente se existe n € N tal que o produto de quaisquer n elementos com qualquer
disposi¢ao de parénteses é nulo (se A € associativa isto equivale a ajaz---a, = 0
para quaisquer ay, ..., a, € A e escrevemos A" = 0). O menor valor de n que

satisfaz esta condigio é dito o indice (ou classe) de nilpoténcia de A.
Vejamos alguns exemplos que serao importantes ao longo do texto.

Exemplo 1.1.3 O espaco vetorial M,,(K) (ou simplesmente M,,) das matrizes de ordem
n sobre o corpo K com a multiplicacio usual de matrizes é uma dlgebra associativa e
unitdria, cuja unidade € a matriz identidade I,. Nessa dlgebra € importante destacar
as matrizes elementares Eyj, 1 < 1,57 < n, em que E;; € a matriz com entrada 1 na
coordenada (i,7) e as demais entradas sao nulas. Essas matrizes formam uma base para
M,(K), e E;;E,, = 6;,E:,, 0 que determina o produto em M,. Aqui d;, é o simbolo de
Kronecker, 6j, =0 se j #p e d;; = 1.

Exemplo 1.1.4 Seja V' um espago vetorial com base {ey,es,e3,...}. A dlgebra de
Grassmann, denotada por E, é definida como a dlgebra associativa e unitaria com base
{1 eien6i €, | i1 < dg < iz < -+ < il > 1} cujo produto é dado por €2 = 0
e eje; = —eje;, 1, j € N. Nao é dificil ver que este produto é bem definido. Podemos
escrever E = Ey® Eq, onde FEy e Ey sdo os subespagos gerados pelos monomios de tamanho
par (juntamente com 1) e impar, respectivamente. Temos que ax = xa, para a € Ey e
r € E, eyz = —zy, para z, y € Ei. No caso em que charK = 2, FE é uma dlgebra

comutativa.

Exemplo 1.1.5 Seja V' um espago vetorial. O espago vetorial Endx (V') (ou simples-
mente End(V')) de todos os operadores lineares de V- munido da composicao de operadores

dada por
(pov)(v) = p(¥(v)),

o, ¥ € Endg(V) ev € V, € uma dlgebra associativa e com unidade. Se dimV = n

~Y

sabemos que Endg (V) = M,(K). Mais ainda, o conhecido teorema de Skolem e Noether



18

[23, Teorema 4.3.1, p. 99] garante que os isomorfismos entre essas duas dlgebras sdo

dados apenas por escolha da base em V.

Exemplo 1.1.6 Seja G um grupo. O espaco KG de todas as combinagoes lineares
Jormais 3 cq A9, Ag € K, € uma dlgebra com base formada pelos elementos de G e
produto induzido pela multiplicacao entre os elementos do grupo. Esta dalgebra é chamada

de dlgebra de grupo.

Exemplo 1.1.7 Sejam A e B dlgebras sobre K. O produto

(r1 @ Y1) - (T2 @ Yo) = T1T2 @ Y1Ya,

1,29 € A e y1,y2 € B, torna o espaco tensorial A® B uma dlgebra chamada de produto
tensorial entre A e B. Se A e B sdo dlgebras com bases y = {v; | i € I} e By = {w |
j € J}, respectivamente, entdo o conjunto f = {v; @ w; | i € I,j € J} € uma base de
A® B. Além disso, se A e B possuirem unidade, entdo 14 ® 1g € a unidade do produto

tensorial.

Definicao 1.1.8 Seja A uma dlgebra. Dizemos que um subespaco B de A é uma
subdlgebra se € fechado com respeito a multiplicagdo, ou seja, BB C B. Um subespago I
de A é um ideal (bilateral) de A se IAC I e AI C 1. No caso em que I satisfaz apenas

Al C T ou IA C I, dizemos que I € ideal a esquerda ou ideal da direita, respectivamente.

Exemplo 1.1.9 O espago UT,(K) (ou simplesmente UT,) das matrizes triangulares

superiores de ordem n com entradas em K € uma subdlgebra associativa de M, (K).

Exemplo 1.1.10 Dada uma dlgebra associativa A o conjunto

Z(A) ={a € Al ax = za, para todo xz € A}

¢ uma subdlgebra de A chamada de centro de A. Nao é dificil ver que para todo n € N
vale Z(M,(K)) = {\l, | A € K} (matrizes escalares). Quanto a dlgebra de Grassmann,
temos que Z(FE) = Ey, quando charK # 2, e Z(E) = E se charK = 2, pois neste caso E

¢ comutativa.
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Exemplo 1.1.11 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. O espago vetorial quociente
A/I munido do produto (a + I)(b+ I) = ab+ I, para quaisquer a,b € A, é uma dlgebra

chamada de dlgebra quociente de A por I.

Exemplo 1.1.12 Seja A uma dlgebra associativa e S C A (nao vazio). Definimos a
subdlgebra gerada por S, denotada por (S), como sendo a intersecao de todas as subdlgebras

de A que contém S. Verifica-se que (S) € gerado, como espago vetorial, pelo conjunto

{s182---s1 | k€N, s; € S}.

Definicao 1.1.13 Dada uma dlgebra associativa e unitiria A, definimos o radical de
Jacobson de A, denotado por J(A), como sendo a intersecio de todos os ideais maximais

d direita (ou a esquerda) de A. Se J(A) =0, dizemos que A é semissimples.

Aqui comentamos que a defini¢cdo anterior pode ser modificada para o caso de algebras
associativas nao necessariamente unitdrias. De modo geral, J(A) é a intersecao de todos
anuladores de A-moédulos a direita (ou a esquerda) irredutiveis, ou ainda a interse¢ao dos

ideais primitivos de A (veja [23], Cap. 1). (Considerando A como anel apenas nao altera

J(A).)

Exemplo 1.1.14 O radical de Jacobson da dlgebra UT,, n > 1, consiste das matrizes
estritamente triangulares superiores, isto €, das matrizes triangulares superiores com zeros

na diagonal principal.

Dentre as classes de algebras estudadas nesse trabalho, vamos destacar as associativas

e mais um tipo especial de algebra ainda nao mencionado anteriormente.

Definicao 1.1.15 Seja L uma dlgebra. Dizemos que L é uma dlgebra de Lie, e denotamos

sua operagdo por (x,y) — [x,y] (colchete ou comutador), se satisfaz
i) [a,a] =0, para todo a € L;
i) la,[b,c]] + [b, [c, a]] + [¢, [a,b]] = 0, para quaisquer a, b, ¢ € L.

A relagao (ii) é chamada de identidade de Jacobi. Note que, se charK # 2, (i)
¢ equivalente a [a,b] = —[b,a] e chamamos essa relagdo de anticomutatividade (ou

antissimetria).
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Uma algebra de Lie L ndo é necessariamente associativa, ja que [[a,a],b] = 0 mas
[a, [a, b]] nem sempre é nulo. Pela identidade de Jacobi, L é associativa se, e somente se, o
colchete de trés elementos de L é nulo. Além disso, segue de (i) que se L # 0 e charK # 2,
L nao possui unidade (e que nao faz sentido falar sobre unidade em algebras de Lie).

Dizemos que uma algebra de Lie L é abeliana se [a,b] = 0 para quaisquer a, b € L.
Quando L nao possui ideais proprios e dim L > 1 é dita simples.

De acordo com a defini¢ao feita no inicio dessa se¢ao para o produto de n elementos,
temos no caso de algebras de Lie os comutadores normados a esquerda. Em outras palavras
dada uma algebra de Lie L um comutador de Lie de tamanho n é definido indutivamente
por

la1,as] = ajas — asay, |ay,...,an-1,0,] = [[a1,. .., an-1],an], n > 2,

para quaisquer aq, ..., a, € L.

Exemplo 1.1.16 Seja A uma dlgebra associativa. Denote por A) o espaco vetorial A
munido do produto [a,b] = ab— ba. Verifica-se facilmente que A é uma dlgebra de Lie.
Em particular, dado V um espago vetorial, temos que End(V)\™) é uma dlgebra de Lie

que denotaremos por gl(V).
Exemplo 1.1.17 O espaco UT,S_) ¢ uma subdlgebra de Lie de MT(L_).

Exemplo 1.1.18 O espago vetorial sl,,(K) (ou simplesmente sl,,) das matrizes de ordem
n com tragco 0 munido do produto [a,b] = ab — ba é uma subdlgebra de Lie de M,(K)).
Observe que sl,,(K) com o produto usual de matrizes ndo é uma subdlgebra de M, (K),
pois o produto (usual) de matrizes de trago zero ndo é necessariamente uma matriz de

traco zero.

Tome L uma algebra de Lie e S, T subconjuntos de L. Denotamos por [S,T] o
subespago de L gerado por {[s,t] | s € S,;t € T}. Definimos indutivamente a sequéncia

de ideais de L
LO = W=r=[LL], L®=[L,L] ..., LW =[L¢Y L*E] LeN,

chamada de série derivada. A algebra L' é chamada de dlgebra derivada de L e dizemos

que L é solivel se L™ = 0 para algum n € N. Também definimos a série central
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descendente por
=L L'=L=|[L L), I*=[L,L],..., L*=[L*"' L], ke N.

Observe que L é nilpotente se, e somente se, L™ = 0 para algum n € N.

Exemplo 1.1.19 As dlgebras de Lie abelianas e a dlgebra UT ™) sdo soliveis. Por outro

lado, a dlgebra de Lie sl,(K) nao € solivel.

Exemplo 1.1.20 Dada uma dlgebra de Lie L o conjunto
Z(L)={x € L]|z,2] =0, para todo z € L}

¢ um ideal de L chamado de centro de L. Se L é abeliana entio Z(L) = L. Por outro

lado, se L é simples entio Z(L) = 0.

De modo natural definimos a nocao de homomorfismo de dlgebras como sendo uma
transformagao linear ¢: A — B que preserva o produto, ou seja, p(ab) = ¢(a)p(b),
para quaisquer a, b € A. Quando ¢ ¢é injetor, sobrejetor ou bijetor, dizemos que é um
monomorfismo, epimorfismo ou isomorfismo, respectivamente. Se A = B, chamamos ¢
de endomorfismo. Se existir um isomorfismo ¢: A — B entre as algebras A e B, dizemos
que as duas algebras sao isomorfas e denotamos A ~ B.

Se ¢: A — B é um homomorfismo de &dlgebras, entdo o nicleo Ker(y) = {a €
A | p(a) = 0} de ¢ é um ideal de A, e a imagem Im(p) = {p(a) | a € A} de ¢ é
uma subalgebra de B. Além disso, o conhecido teorema sobre o isomorfismo afirma que
A/Ker(p) ~ Im(p).

Ao longo do texto trabalharemos com homomorfismos de dlgebras associativas e de Lie.
Entao, por simplicidade, chamaremos apenas de homomorfismos, ficando subentendida a

estrutura considerada de acordo com a situacao.

Definig¢ao 1.1.21 Dada uma colegao de dlgebras {A, | v € I'}, dizemos que uma dlgebra
A € um produto subdireto das dlgebras A, v € I', se A pode ser imersa no produto direto
[I,er Ay de modo que m,(A) = A, para todo v € T', onde m,: A — A, ¢ a projecao em
A

e
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Defini¢ao 1.1.22 Seja L uma dlgebra de Lie. Um homomorfismo (de dlgebras de Lie)
p: L — gl(V) é chamado de representagio da dlgebra de Lie L em V. A dimensdo de V

¢ dita a dimensao da representacdo.

Exemplo 1.1.23 Dado um elemento x em uma dlgebra de Lie L, considere a transforma-
¢ao linear ad x: L — L dada por yad x = [y, z|. A aplicagio ad : x € L — ad x € gl(L)

define uma representacao de L em L chamada de representacao adjunta.

Observacao 1.1 Observe que usamos a representacao adjunta a direita de L, ou seja, no
caso da adjunta consideramos uma a¢ao a direita, diferentemente do que fazemos no caso
de aplicagoes em geral em que consideramos a acao a esquerda. FEscolhemos esta notacao

para fins de compatibilidade: os comutadores estdo normados a esquerda.

Dada p: L — gl(V) uma representacao de L, o espaco V' possui naturalmente uma
estrutura de L-modulo, o qual é chamado de mdédulo da representacao. Vamos dizer que
p ¢é irredutivel se V é um L-moédulo irredutivel. Quando V' é soma direta de submédulos
irredutiveis p ¢é dita completamente redutivel.

Vejamos dois resultados classicos da teoria de &lgebras de Lie que podem ser

encontrados em [24, p. 12, p. 28|.

Teorema 1.1.24 (Engel) Seja L uma dlgebra de Lie de dimensdo finita e suponha que,

para todo x € L, o operador linear ad x é nilpotente. Entdo L € nilpotente.

Teorema 1.1.25 (Weyl) Seja p: L — gl(V') uma representagio de dimensao finita de

uma dlgebra de Lie L semissimples. Entao p é completamente redutivel.

Definigao 1.1.26 Seja A uma dlgebra associativa. Se uma dlgebra de Lie L é isomorfa
a uma subdlgebra de A dizemos que A é uma dlgebra envolvente de L. Uma dlgebra
associativa unitiria U = U(L) € uma dlgebra universal envolvente de uma dlgebra de
Lie L, se L é uma subdlgebra de U™ e U satisfaz a sequinte propriedade universal:
para qualquer dlgebra associativa unitdria B e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie
¢: L — B, existe um dnico homomorfismo de dlgebras associativas : U — B que

estende o, ou seja, V|, = ¢.

O préximo teorema garante uma base para a algebra universal envolvente a partir de

uma base da algebra de Lie L.
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Teorema 1.1.27 (Poincaré-Birkhoft-Witt) Toda dlgebra de Lie L possui, a menos de
isomorfismo, uma unica dlgebra universal envolvente U(L). Se {v; | i € I} é uma base de

L ordenada (por wma ordem no conjunto de indices I), entdo temos que {v;, ---v;, | i1 <

<y, iy €1, p=0,1,2...} € uma base de U(L).

Demonstracao: Veja [13], Teorema 1.3.2, p. 11. |

Vejamos entao a nogao de par associativo-Lie.

Definicao 1.1.28 Um par formado por uma dlgebra de Lie L e uma dlgebra associativa
A em que L é uma subdlgebra de A" e L gera A como dlgebra associativa (se A é
unitaria e 14 ¢ (L) exigimos que L U {14} seja o conjunto gerador de A) é dito um par

associativo-Lie (ou simplesmente par) e denotado por (A, L).

Vamos dizer que um par (Asg, Ly) é um subpar associativo-Lie de um par (Ay, Ly) se Ly é
uma subalgebra de Lie de L; e Ay é uma subélgebra associativa de A;. Um homomorfismo
de um par (Ay, L) em um par (As, Ls) é um homomorfismo de &dlgebras associativas
P A) — As tal que ¢(Ly) C Ly. Dizemos que 1 é injetor se for um homomorfismo
associativo injetor e é sobrejetor se ¥(A;) = As e ¥(L1) = Ly. Naturalmente definimos
um isomorfismo de pares como sendo um homomorfismo de pares que é biunivoco.

Sejam {(A;, L;) | ¢ € I} um conjunto de pares e [[;c; A;, [Ticr Li produtos diretos de
algebras associativas e de Lie, respectivamente. Claramente L = [];c; L; é uma subalgebra
de Lie de ([T;c; A4;)). Seja A a subdlgebra associativa de [];c; A; gerada por L. O par
(A, L) é chamado de produto direto dos pares (A;, L;), i € I.

Exemplo 1.1.29 Dada uma dlgebra de Lie L, pelo Teorema 1.1.27, temos que (U(L), L)
¢ um par associativo-Lie, ou seja, sempre € possivel obter um par associativo-Lie a partir

de qualquer dlgebra de Lie.

Vamos destacar um caso particular de pares associativo-Lie, o qual é obtido a partir
de uma representacao de uma éalgebra de Lie da seguinte forma. Dada p: L — gl(V') uma
representacao de uma algebra de Lie L, podemos considerar o par (A, p(L)), onde A é a

subalgebra associativa de End(V') gerada por p(L).

Exemplo 1.1.30 Dada A uma dlgebra associativa, entio (A, A7) é um par associativo-

Lie. Vamos destacar os pares (UTx, UTQ(_)) e (E,E)). Esses pares estio relacionados
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a representagoes. De fato, para (UTs, UT2(_)) basta considerar a identidade Id: UTQ(_) —
gl(V), onde dimV = 2.

No caso de (E,E7)), tome p: EC) — gl(E), onde p(x)y = xy para quaisquer .,
y € E. FEssa aplicagdo estd bem definida e € um homomorfismo injetor de dlgebras de Lie.
Essa mesma aplicacao define um homomorfismo injetor de dlgebras associativas entre E
e End(E). Assim, a subdlgebra associativa gerada pela imagem de p € a prépria imagem

p(E)) ~ E, donde seque que (E, E(_)) estd relacionado a essa representacao.

Exemplo 1.1.31 Dada p: sly — gl(V') uma representac¢io da dlgebra de Lie sly, temos
que p(sly) ~ sls, pois sly € simples. Assim, identificando sly com sua imagem, podemos
associar a essa representac¢do o par (A, sly), onde A é a subdlgebra associativa de End(V)
gerada por sly. No caso em que dimV = 2, temos o par (M, sly) e a representagio

associtada € irredutivel.

1.2 Pares livres

Agora vejamos o conceito de par livre, o qual é de fundamental importancia para
o conceito de identidades polinomiais fracas, um dos principais objetos de estudo deste
trabalho. O par livre desempenha o papel da algebra associativa livre, isto é, ele sera o
ambiente onde trabalharemos.

Dado um par associativo-Lie (A, L) em que L é gerada como algebra de Lie por um
conjunto Y, temos que A é gerada como algebra associativa pelo mesmo conjunto Y (ou
por Y U{l,} se A é unitaria e 14 ¢ (L)). De fato, como (A, L) é um par associativo-Lie,
temos que A possui um conjunto gerador composto por elementos da forma ajas - - - ay,,
a; € L (ou ajay---ay,, a; € LU{l4}, se A é unitéria e 14 ¢ (L)). Mas cada um desses
a;s é combinagao de comutadores de elementos de Y e dai, expandindo esse comutadores,
obtemos que A é gerada por Y como algebra associativa. Nesse caso dizemos que o par

(A, L) € gerado por Y.

Definigao 1.2.1 Sejam B uma classe de pares associativo-Lie e (A, L) € B um par
gerado por um conjunto Y. Dizemos que o par (A, L) € livre na classe B, livremente
gerado pelo conjunto Y, se satisfaz a propriedade universal dos pares livres: para todo

par (B,M) € 9B, qualquer aplicagio h: Y — M pode ser estendida a um (dnico)
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homomorfismo de pares p: (A, L) — (B, M). A cardinalidade do conjuntoY é chamada
de posto de (A, L).

Definicao 1.2.2 Sejam B uma classe de dlgebras e A € B uma dlgebra gerada por um
conjunto X . Dizemos que a dlgebra A € livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto
X, se para toda dlgebra B € B, qualquer aplicacao h: X — B pode ser estendida a um
(tinico) homomorfismo de dlgebras p: A — B. A cardinalidade do conjunto X é chamada

de posto de A.

Vejamos entao duas algebras livres que serao importantes ao longo do trabalho: a
algebra associativa livre e a algebra de Lie livre.

Considere X = {zy,x9,...} um conjunto infinito e enumeravel de varidveis. Seja
K(X) o K-espago vetorial tendo como base 1 e o conjunto de todas palavras em X.

Considere o produto em K(X) definido sobre as palavras por
(@i Tig * T, (@ Ty *+ Tj) = Tiy T+ + Tiy Tjy Ty~ ** T

e depois estendido por linearidade a K(X). Temos que K(X) é uma algebra associativa
unitaria, a qual é livre na classe das algebras associativas unitarias. FEssa &algebra é
chamada de dlgebra associativa livre unitdria (ou simplesmente dlgebra associativa livre),
seus elementos de polinomios associativos e toda palavra de variaveis em X um mondmio

associativo.

Proposigdo 1.2.3 (Teorema de Witt) Seja L£(X) a subdlgebra de Lie de K(X))
gerada pelo conjunto X. A dlgebra L(X) € livre na classe das dlgebras de Lie. Além

disso, U(L(X)) = K(X).
Demonstracao: Veja [19], Teorema 12.2.2, p. 310; e [13], Teorema 1.3.5, p. 14. [ |

A algebra L(X) é chamada de dlgebra de Lie livre e seus elementos de polinémios de
Lie. Todo comutador [z;,,...,z; ], n € N, de varidveis em X com qualquer distribui¢ao
de colchetes é dito um mondmio de Lie. Observe que todo polindomio de Lie pode ser
considerado como associativo (pois £(X) C K(X)), mas nem todo polinémio associativo

é de Lie.
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Exemplo 1.2.4 O polinomio [xy,[xe,x3)] é de Lie. Por outro lado, [xix9,x3) € um

polinomio associativo, mas nao € de Lie.

Aqui recordamos que uma base da algebra associativa livre K (X) consiste das palavras
(isto é, dos mondmios associativos). Tal fato ndo tem andlogo no caso de L£(X), pois

mondmios de Lie podem ser linearmente dependentes. Por exemplo,

bexQ]a [x37$4H = [mlax%x&xll] - [x1,$2,334,$3].

A construgao de uma base do espago vetorial £(X) foi explicitada apenas por volta de
1950, por Marshall Hall [22], e de maneira independente, por Anatoly Shirshov [50]. No
proximo resultado a distribuigao de colchetes em elementos de uma base de £(X) nao é
muito relevante. Assim, utilizaremos uma notacao simplificada para os comutadores de

tamanho n > 2.

Proposigao 1.2.5 Escolha uma base da dlgebra de Lie livre L(X)

L1y, T2y, [mi17‘ri2]7 [.’,Uj17xj2], ceey [xklaxkg’xk;g]a ey

formada pelas varidveis x1, xa, ... e alguns comutadores, os quais possuem algumas
restrigcoes sobre os indices nas varidveis e distribuicao de colchetes que estamos omitindo.
Ordenamos essa base de forma que v < w9 < ---, as varidveis precedem os comutadores
de tamanho 2, os quais precedem os comutadores de tamanho 3, e assim por diante. Dentre
0os comutadores de mesmo tamanho, ordenamos de acordo com a ordem das varidveis.

Entdo o espago vetorial K(X) possui uma base

x(ll1 o ‘I%mm [xiu xiz]b e [‘Ill’ s 7$lp]c
onde ai, ..., Gm, b, ..., ¢ >0 e[z, 2] <--- <[z1,,...,3,] na ordenagio da base de
L(X).
Demonstragao: Veja [13], Proposicao 4.4.3, p. 42. |

Considere a dlgebra associativa livre K(X) e a dlgebra de Lie livre £(X). Temos que

toda aplicacao de X em uma algebra de Lie L se estende a um homomorfismo ¢: £(X) —
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L. Pela Proposigao 1.2.3, temos que U(L(X)) = K(X) e entao para todo par associativo-
Lie (A,L) em que A é unitdria obtemos uma extensao de ¢ a um homomorfismo de
algebras associativas ¢: K(X) — A. Como ¢(L(X)) C L, segue que toda aplicacdo do
conjunto gerador X do par (K(X),L£(X)) tem uma extensao a um homomorfismo de
pares ¢: (K(X),L(X)) — (A, L). Assim, o par (K(X), £(X)) é livre na classe de todos
os pares associativo-Lie formados por dlgebras associativas unitarias. Esse par é chamado

de par livre gerado por X.

1.3 Identidades polinomiais

Nesta secao definimos as identidades polinomiais para um par associativo-Lie e
estabelecemos alguns conceitos e resultados importantes para os préximos capitulos. De
modo semelhante, definem-se identidades para algebras associativas e de Lie. Para esses
casos, fazemos um breve resumo. Uma abordagem mais detalhada pode ser encontrada

em [13, Caps. 1 e 2] e [19, Cap. 1].

Defini¢ao 1.3.1 Um polinomio f = f(xy,29,...,2,) € K(X) é uma identidade (fraca)
do par (A, L) se f(ay,as,...,a,) = 0 na dlgebra A para quaisquer ay, as, ..., a, € L.

Nesse caso, dizemos que (A, L) satisfaz f ou que f =0 em (A, L).

No caso em que o par associativo-Lie é obtido a partir de uma representacao p, dizemos

que f é uma identidade da representacao p.

Exemplo 1.3.2 O polinomio [xoy,z] =0, onde x oy = xy + yx, é uma identidade fraca
do par (Ms, sly). Em outras palavras, podemos dizer que [x oy, z] = 0 € identidade de

uma representacao de sly de dimensdo 2.

Para justificar o enunciado do exemplo acima, observamos que se a, b € sl entao
a e b sao de traco 0. Pode ser visto por calculo direto que a o b é uma matriz escalar.
Mas matrizes escalares comutam com quaisquer matrizes. (Assim obtivemos que [z oy, 2|
é uma identidade fraca para o nosso par, e ainda devemos substituir elementos de sl
apenas para x e y; para z podemos substituir qualquer elemento de M,. Mais adiante

nao precisaremos considerar tais situagoes.)
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Dado um par (A, L), um dos principais pontos de estudo é estabelecer o conjunto
de todas as identidades fracas desse par e tentar encontrar um conjunto gerador dessas

identidades. Nesse sentido vejamos algumas defini¢oes e resultados.

Defini¢ao 1.3.3 Um ideal I da dlgebra associativa K(X) é chamado ideal de identidades
fracas (ou ideal fraco) se f(g1,...,9n) € I para quaisquer f(xy,...,x,) € I e quaisquer
g1, -, gn € L(X). Em outras palavras, I é um ideal bilateral de K(X) invariante por
todos endomorfismos do par livre (K(X), L(X)).

Dado um par (A, L), considere o conjunto
Id(A, L) = {f € K(X) | f=0em (4, L)}

de todas as identidades de (A, L). Temos que se f(xy,...,z,) = 0 é identidade do par
(A, L), entdao af(gy,...,g,)b = 0 é também identidade do par (A, L), quaisquer que
sejam g1, ..., gn € L(X) e a, b € K(X). Entao Id(A, L) é um ideal de identidades
fracas. Reciprocamente, dado um ideal fraco I de K(X), podemos encontrar um par

correspondente a esse ideal. De fato, basta observar que
Td(K(X)/I,L(X)/L(X)NI)=1.

E facil ver que a intersecao de uma familia de ideais de identidades fracas ¢ um ideal fraco.
Assim, dado S C K(X) ndo vazio, definimos o ideal de identidades fracas gerado por S,
denotado por (S)¥, como sendo a intersegao de todos os ideais de identidades fracas de
K{X) que contém S. Assim, (S)!" é o menor ideal fraco de K{X) que contém S. Dado
f e (S)F, dizemos que f é consequéncia dos polinémios de S.

O ideal de identidades fracas gerado por S C K(X) é o subespago de K(X) gerado
pelo conjunto {hyf(g1,...,9n)ha | f € S, h1,he € K(X),01,...,9, € L(X)}.

Exemplo 1.3.4 Considere o par (My(K),sly(K)), com charK = 0, ou K um corpo
infinito de caracteristica p # 2. A identidade

[0y, 2] =0

gera todas as identidades fracas desse par, ou seja, Id(My(K), slo(K)) = ([x oy, 2])".
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FEste resultado foi demonstrado por Razmyslov em caracteristica 0 [44], veja também

[45], e em [34] 0o mesmo foi obtido para corpos infinitos de caracteristica diferente de 2.

Um par associativo-Lie determina um ideal fraco em K (X). Reciprocamente, muitos
pares podem corresponder ao mesmo ideal fraco de K(X). Isso motiva a defini¢do de

variedade de pares associativo-Lie.

Definicao 1.3.5 Dado um conjunto ndo vazio S C K(X), a classe de todos os pares
(A, L) tais que f = 0 em (A, L), para todo f € S, é chamada de variedade de pares

associativo-Lie determinada por S, a qual denotamos por V = V(9).

Uma variedade W ¢ dita uma subvariedade de V se YW C V.

Se V ¢é uma classe de pares, seja Id(V) a interse¢do de todos os ideias fracos Id(A, L)
com (A, L) € V. A variedade de pares definida por Id(V) é chamada de variedade gerada
por V e denotada por varV. Se V = {(A, L)}, entdo denotamos var) simplesmente por
var(A, L). Observe que a variedade definida por S é igual a variedade definida por (S)*".

Os dois Teoremas a seguir trazem uma caracterizagdo das variedades e sua relacao

com os ideais fracos.

Teorema 1.3.6 (Birkhoff) Uma classe nao vazia de pares associativo-Lie forma uma

variedade se, e somente se, satisfaz:

i) Se (A,L) €V ey: (B,M) — (A, L) é um monomorfismo, entio (B,M) € V, ou

seja, todo subpar de um par em V pertence a V;
ii) Se (A,L) eV e: (A, L) — (B, M) é um epimorfismo, entao (B, M) € V;

iii) Se {(Ay, Ly)}yer € uma familia de pares associativo-Lie e (A, L,) € V para todo

v €I, entao o produto direto desses pares pertence a V.

Demonstragao: Andloga a feita em [13], Teorema 2.3.2, p. 24. |

Definicao 1.3.7 Um par Fy (V) na variedade V é chamado de par relativamente livre de

V gerado pelo conjunto Y se Fy (V) é um par livre na classe V.

Os pares relativamente livres sao descritos em termos dos pares livres.
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Teorema 1.3.8 Sejam X um conjunto nao vazio, (K(X),L(X)) o par livre gerado por
X eV uma variedade de pares com ideal correspondente I = Id(V) C K(X). Entao

Fx(V) = (K(X)/1, LX)/ L(X) N ])

é um par relativamente livre de V' gerado por X = {z+1|ze X}. Além disso, quaisquer
dois pares relativamente livres em V gerados por conjuntos de mesma cardinalidade sao

isomorfos.

Demonstracao: A demonstracdo é semelhante a feita em [19], Teorema 1.2.4, p. 4, e

em [13], Proposicao 2.2.5, p. 23. |

Teorema 1.3.9 Euxiste uma correspondéncia biunivoca entre os ideais fracos em K(X) e
as variedades de pares associativo-Lie. Nesta correspondéncia a variedade V corresponde

ao ideal fraco Id(V) e um ideal fraco I corresponde a variedade V(I).

Demonstragao: Andloga a feita em [19], Teorema 1.2.5, p. 5. |

1.3.1 Polinémios multi-homogéneos e multilineares

Dado um polinémio f(x1,...,x,) € K(X), definimos o seu grau, denotado por deg f,
como sendo o maior dos graus dos monémios de f, onde o grau de um monémio (palavra)

é o comprimento do monomio.

Defini¢ao 1.3.10 Um polinomio f(xy,...,x,) € K(X) é homogéneo de grau b em x;,

se € uma combinacdo linear de monomios tais que em cada monomio de f, a varidvel x;

aparece b vezes. Denotamos deg, [ =b. Se f(x1,...,x,) € homogéneo de grau b; em x;,
para todoi =1, ..., n, dizemos que f(xy,...,x,) é multi-homogéneo de grau (by, ..., b,).
Um polinémio multi-homogéneo de grau (1,...,1) é chamado de multilinear de grau n.

Um exemplo importante de polinémio multilinear é

St,, = Stm(.l'l, - ,$m) = Z (—1)01’0(1) “ Zg(m),
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o qual é chamado de polinomio standard de grau m. Aqui S,, é o grupo simétrico que
permuta {1,2,...,m} e (—1)? é o sinal da permutagao o. Observe que St,, é um polinémio

que alterna nas suas m variaveis.

Observagao 1.2 Se eziste m tal que St,, € identidade para um par (A, L), entdo St

também ¢é identidade para o par (A, L), para todo 1 > 1.

Observagao 1.3 Dado um polinémio f(x1,...,Tm Y1, .., Yn) € K(X) multilinear em x4,

..., Ty, definimos o operador alternador Ay, .. .. nas variqveis xi, ..., x, como sendo

T

Ax1,...,zrf = Z (_1)Uf($a(1)7 e To(r)s Y1y - - - 73/11)

O'EST
Quando f =[xy, 2]+ [Top_1, Tox] verifica-se facilmente que
Aprome (01, 02) -+ [op—1, Tag] = 25 Stop (21, . .., 2op).

Observacao 1.4 Tome (A, L) um par com L gerada por um conjunto B como espaco

vetorial e f(x1,2,...,x,) um polinémio multilinear. Nao é dificil ver que f = 0 em
(A, L) se, e somente se, f(by,bs,...,b,) =0 para quaisquer by, by, ..., b, € B.
Seja f(x1,x2,...,7,) € K(X) um polindmio multi-homogéneo. Suponha que f nao

é multilinear, ou seja, existe alguma variavel em f com grau maior que 1, vamos supor

deg,, f > 1. Considere o polindomio

h(yr, Y2, T2y .oy xn) = f(y1 + Y2, oy ooy x0) — [y, @y .oy xn) — f(y2, @, .o, 2y).

Temos que se f é uma identidade para o par (A, L), entdo h = 0 em (A, L). Usando
que deg, f > 1, mostra-se que h é um polindmio nao nulo e, além disso, deg, h é menor
que deg, f. Indutivamente podemos repetir esse processo até que a primeira variavel
tenha grau 1. Fazendo isto para todas as varidaveis obtemos um polindmio multilinear
que é consequéncia de f, e continua sendo uma identidade para o par (A,L). Esse
processo é chamado de linearizacao. O leitor provavelmente lembra que na dlgebra linear
este foi o método de obter uma forma bilinear a parir da respectiva forma quadratica,
o procedimento aqui ¢, essencialmente, o mesmo. Portanto na literatura esse processo

é chamado também de polarizacdao, enquanto o procedimento oposto (a “obtencgao” de



32

uma forma quadrética a partir de uma forma bilinear) é chamado de restitui¢ao, ou

simetrizacao.
Teorema 1.3.11 Seja I um ideal de identidades fracas em K(X).

i) Se K € um corpo infinito e f € I, entdao toda componente multi-homogénea de f
também pertence a I. Assim, todo ideal fraco de K(X) € gerado por seus polinémios

multi-homogéneos.

i) Se K € um corpo de caracteristica zero, entdo I €é gerado por seus polinémios

multilineares.

Demonstragao: Andloga a feita em [19], Teoremas 1.3.2 e 1.3.8, pp. 6 e 8. [

1.3.2 Identidades associativas e de Lie

Agora vamos considerar um breve apanhado da teoria de identidades polinomiais para
os ambientes associativo e de Lie.

De modo analogo ao ambiente associativo-Lie, iniciando com a algebra livre associativa
K(X) ou de Lie L(X), podemos definir as no¢oes de identidades polinomiais e variedades
para algebras associativas e de Lie. Quando a algebra satisfazer uma identidade nao
trivial serd chamada de Pl-dlgebra. Nesses casos, o ideal de identidades é chamado de
T-ideal e tem a propriedade de ser invariante pelos respectivos endomorfismos de K (X)
ou L(X). O T-ideal associativo gerado por um subconjunto S de K(X) serd denotado
por {(S)T. No caso de Lie denotaremos o T-ideal de Lie gerado por um subconjunto S de
L(X) por (S)F.

Denotaremos os T-ideais de identidades por Id(B), onde B é uma &lgebra associativa
ou de Lie, ficando subentendidas as estruturas consideradas, ou seja, Id(B) C K(X) se
B é associativa, e Id(B) C L(X) se B é uma &lgebra de Lie. No caso de variedades
(associativas ou de Lie) geradas por alguma &lgebra usaremos notagoes semelhantes as

usadas no caso associativo-Lie.

Exemplo 1.3.12 A dlgebra de Grassmann E satisfaz a identidade [, x5, x3] = 0.
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Relembramos que o comutador acima é normado a esquerda. Isto é, [z1,xq,23] =
[[x1,x2],23]. Sempre que escrevemos comutadores de comprimento > 3, a omissao de

colchetes significa que o comutador é normado a esquerda.

Exemplo 1.3.13 A dlgebra associativa UTy satisfaz a identidade [xy, xs][x3, 4] = 0. Por

outro lado, UT2(_) como dlgebra de Lie satisfaz [[x1, x3], [x3,24]] = 0.

Todas as propriedades obtidas nas segoes anteriores, o Teorema de Birkhoff e os
Teoremas 1.3.9 e 1.3.11, sao enunciados, e seguem de forma semelhante para os ambientes

associativo e de Lie. Além disso, temos o seguinte resultado no caso associativo.

Teorema 1.3.14 Seja A uma Pl-dlgebra associativa finitamente gerada sobre um corpo

qualquer. Entao J(A) € nilpotente.

Demonstragao: Veja [19], Teorema 1.11.14, p. 35. [ |

1.4 Representacoes de grupos

Nesta secao fazemos um breve resumo da teoria de representacoes do grupo simétrico
e do grupo geral linear na teoria de identidades polinomiais nos ambientes associativo, de
Lie e associativo-Lie. Mais detalhes sobre a teoria de representacoes e identidades para

os ambientes associativo e de Lie podem ser encontrados em [19, Caps. 2, 4, 6 e 12].

Definicao 1.4.1 Sejam G um grupo e V um espaco vetorial. Uma representagdo de
G em V é um homomorfismo de grupos p: G — GL(V'), onde GL(V) é o grupo das
transformagoes lineares invertiveis do espago vetorial V.. A dimensdo (ou grau) de p é a

dimensao do espacgo vetorial V.

Abaixo consideraremos apenas o caso de dimensao finita, isto é, assumiremos que
dim V' < oo. Tal restri¢do é condizente com os nossos objetivos.

Uma representacdo de um grupo determina unicamente um KG-médulo (ou G-
modulo) de dimensao finita. De fato, se p: G — GL(V) é uma representagdo de G, V
torna-se um G-mdédulo definindo gv = p(g)v, paratodov € V| g € G. Reciprocamente, se
M é um KG-moédulo de dimensao finita entao p: G — GL(M) dada por p(g)(m) = gm,

para g € G, m € M, é uma representacao de G em M.
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Assim, dada uma representagao ¢: G — GL(V) de G em V', dizemos que V' é o mddulo

da representacao.

Defini¢ao 1.4.2 Uma representacio p: G — GL(V') € irredutivel se V' é um G-mddulo
irredutivel (ou simples). Dizemos que p € completamente redutivel se V é soma direta de

submaodulos irredutivets.

Teorema 1.4.3 (Maschke) Seja G um grupo finito cuja ordem ndo é divisivel pela
caracteristica de K. Se p: G — GL(V') é uma representagao de dimensdo finita, entdo p

¢ completamente redutivel.

Demonstracao: Veja [10], Teorema 10.8, p. 41. [

Exemplo 1.4.4 Considere a representacao

o: G — GL(KG)
g — ag ’
onde 0,: KG — KG ¢ definida por o4(a) = ga. Chamamos essa representagio de

representacao reqular a esquerda de G.

Observacao 1.5 Dado um grupo G finito com charK ndo dividindo a ordem de G, a
quantidade de representacoes irredutiveis e nao isomorfas de G € finita e é menor ou
igual a quantidade de classes de conjugag¢io (érbitas por conjugac¢io) do grupo G (veja

[26], Cap. 5, Secao 3).

Uma ferramenta importante na teoria de representacoes é fornecida pela teoria de

caracteres.

Defini¢ao 1.4.5 Tome p: G — GL(V) uma representagio de dimensdo finita. Entdo o
caracter de p € a fungao x,: G — K dada por x,(g) = tr(p(g)), para g € G, onde tr(p(g))

¢ o trago da transformagdo linear p(g).

Teorema 1.4.6 Nas condi¢oes do Teorema de Maschke (Teorema 1.4.3), todo caracter

de um grupo G é soma de caracteres irredutiveis.
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Demonstracao: Veja [48], p. 227. [ |

Suponha GG um grupo finito com caracteristica de K nao dividindo a ordem de G.
Entao o nimero de G-caracteres irredutiveis também ¢ finito. Sejam xi, X2, ..., X4 esses

caracteres irredutiveis. Dado xy um caracter de GG, pelo resultado anterior, existem inteiros

nao negativos ni, ng, ..., n, tals que
X = niX1 +NaX2 + -+ NgXg, (1.1)
onde nj, ..., m, sao as respectivas multiplicidades. No caso particular em que x

corresponde a representacao regular de G, n; é exatamente igual ao grau de cada
representacao irredutivel correspondente a x;, i =1, ..., q.

Dados dois caracteres
X =mX1+ X2+ F+NgXa € X =mixi+maxa+ -+ Mg X,

dizemos que x estd contido em Y’, e escrevemos xy C Y/, se ¢1 < ¢2 e n; < m; para todo

izl,...,ql.

1.4.1 Representacoes de 5,

Agora vamos desenvolver alguns resultados da teoria das representacdes do grupo
simétrico, a qual serd importante para se obter os S,-mddulos irredutiveis, ou seja, as
representacoes irredutiveis do grupo simétrico S,,. A partir de agora K denotard um

corpo de caracteristica zero.

Definicao 1.4.7 Dado n um inteiro ndo negativo, definimos uma particao de n como
sendo uma r-upla de inteiros nao negativos X = (A, Aay ..., Ay) tal que \y > Ao > -+ > A,

eY.i_1Ai =n. Denotamos A\ = n.

E bem conhecido que o nimero de parti¢oes de n, denotado por p(n), coincide com o
numero de classes de conjugagoes do grupo S,,.

Vamos associar a uma partigdo A = (n1,nsg,...,n,) = n um diagrama D), chamado
de diagrama de Young, o qual corresponde ao conjunto Dy = {(i,j) € N x N |

1 <i<r1<j<n;}. Temosentao que D, possui exatamente n quadrados, dispostos em
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r filas horizontais, chamadas de linhas, em que a i-ésima linha possui n; quadrados. Assim
teremos também filas verticais que chamaremos de colunas. Como exemplo, considerando

n=10e A =(5,2,2,1) F n, temos o diagrama

Dy =

Definimos o diagrama conjugado de um diagrama D, como sendo o diagrama D)
obtido trocando-se as linhas de D), por suas colunas e as suas colunas por suas linhas. A
particao conjugada de \ serd a particao A’ do diagrama D).

Tome A uma particado de n. Uma tabela de Young T do diagrama D), consiste em
preencher os quadrados com os nimeros 1, 2, ..., n sem repeticao. Uma tabela T) ¢é dita
standard se os valores crescem da esquerda para direita, em cada linha, e de cima para

baixo, em cada coluna.

Definicao 1.4.8 Dada uma tabela de Young T definimos o estabilizador de linhas Ry,
como sendo o subgrupo de S,, formado por todas as permutagoes que fixam, como conjunto,
as entradas de cada uma linha de Ty. Analogamente, o estabilizador de colunas Crp, € o

subgrupo de S, que fixa as colunas.

Exemplo 1.4.9 Se A= (2,2) 4 e

—_
w

T\ =

temos Ry, = ((13)) x ((24)) e Cp, = ((12)) x ((34)).

Vamos considerar uma ordem parcial no conjunto de particoes. Tomamos A =
(A, Ap) Fnep = (u1,...,1uy) Fm, entdo A > u se, e somente se, p > q e N > i,
para todo 7 = 1, ..., ¢. Na linguagem dos diagramas, A > p significa que D, é um
subdiagrama de D).

Dada uma tabela T), definimos os elementos da algebra de grupo K.S,:

RHh= 3% o CP= Y (-1)n,

o€RT, m€Cr,

er,=RPCH = > Y (=1)Tor e ej =CPR»= > > (=1)"no,

UGRT/\ WECTA 7I'GC'TA (J’GRTA
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onde (—1)™ denota o sinal da permutagao .
O préximo teorema descreve, a menos de isomorfismo, as representacoes irredutiveis

do grupo simétrico S,,.

Teorema 1.4.10 Dados n € N, A = n e T\ considere o KS,-mddulo My = KSyer,.

Temos que
i) My é um KS,-mddulo irredutivel;
it) Se pn, entao My e M, sio isomorfos se, e somente se, X = p.

Demonstracao: Veja [26], Capitulo 5, Segao 4. |

O elemento er, (e7,) é miltiplo escalar de um idempotente em K., e é chamado de

idempotente essencial de KS,,.

Se A1, Az, ..., Apm) sao todas as particoes de n € N e Ty, T,, ..., T,\W) sa0
algumas tabelas de Young standard correspondentes aos diagramas Dy, Dy,, ..., Dy .,
respectivamente, entao, pelo resultado anterior, temos que M,, My,, ..., M, = sdo Sh-

moédulos irredutiveis dois a dois nao isomorfos. Além disso, como o nimero de partigoes
de n é igual ao numero de classes de conjugacao do grupo S,, pela Observacao 1.5,
segue que existem no maximo p(n) S,-médulos irredutiveis, dois a dois nao isomorfos.
Assim, My,, My,, ..., M, Ap(my 58O exatamente todos os 5,-mddulos irredutiveis, a menos
de isomorfismo.

Dada A uma particao de n, temos entao um S,,-modulo irredutivel M), e consequente-
mente um caracter irredutivel y,. Pela equacao 1.1, seque que se x é o caracter de uma

representacao de S, entao

X =D MaXa (1.2)
An

onde os m’s sao as respectivas multiplicidades.

Lema 1.4.11 Seja T\ uma tabela de Young associada a uma particao A = n. Tome M um
S,-modulo tal que M = M@ - -B My, onde My, ..., My sao S, -modulos irredutiveis com
caracter xx. Entao k € igual ao nimero mazximo de elementos linearmente independentes

g € M tais que 0g = g, para todo 0 € R, .

Demonstracao: Veja [19], Teorema 2.4.2, p. 52. [
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Em outras palavras, o lema anterior nos garante uma forma de determinar as
multiplicidades m,, A = n, na decomposicao 1.2. Basta encontrar o nimero maximo
de elementos linearmente independentes invariantes por Ry, associados a particao .

Dados n € N e A F n, seja d) o nimero de tabelas standard do diagrama D). Se M, é
um S,,-médulo irredutivel associado a particdo A, temos que a dimensao de M) é d ([8],
Teorema 4.6), a qual também é denotada por deg x,. Nesse sentido, vamos descrever uma,

formula para se calcular o valor dy para uma particao A de n.

Defini¢ao 1.4.12 Sejam A\ = (ny,ng, ..., n,) Fn e (io, jo) € Dx. Definimos o gancho de

(10, Jo) em Dy como sendo o conjunto

{(i0,7) | Jo <7 < mig} UL(i, o) [0 <7 < ¢jo}s
onde c;j, € o numero de células da coluna jo.

Assim, o gancho de (ig, jo) em D, sdo as células que estao a direita e na mesma linha
de (g, jo), juntamente com as células que estao abaixo e na mesma coluna de (i, jo), € a
prépria célula (ig, jo). Nao é dificil ver que o niimero de células do gancho de (ig, jo) em
D, é
higjo = Mjo + Cjo — i0 — Jo + 1.

Teorema 1.4.13 (Férmula do Gancho) Dado n € N, seja A = (ny,ng,...,n,) Fn. O

nimero ST (X) de tabelas Standard do diagrama Dy é dado por

ST()) n
B H(i,j)EDA hl] .
Demonstragao: Veja [27], Teorema 20.1, p. 77. [ |

Dados inteiros d, [ > 0, definimos o gancho infinito como sendo

H(d, 1) = = Ay ) | A < 1)

n>1

Entao H(d, 1) pode ser visto como o conjunto de todos os diagramas contidos no diagrama
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dado pela seguinte forma

Dizemos que uma partigdo A pertence ao gancho H(d,[), e denotamos por A € H(d, 1),
se o correspondente diagrama de Young D, estd contido em H(d,[l). Analogamente, se
M é um S,-médulo com caracter x(M) = Y\, maX», entao escrevemos x(M) C H(d,1)
se A € H(d,l) para toda partigdo A F n tal que my # 0.

Com base na férmula do gancho, podemos obter relacoes entre os graus de diagramas

contidos uns nos outros ou em algum gancho infinito.
Lema 1.4.14 Tome AFn e pkn' tais que p < X. Sen—n' <c, entio d, < dy < nd,.

Demonstragao: Veja [19], Lema 6.2.4, p. 148. |

Lema 1.4.15 Ezistem constantes C,r > 0 tais que

S dy < COn(d+ 1)

AEn
AEH(d,l)

Em particular, se A € H(k,0), para algum k € N, entdo dy < Cn"k".

Demonstracao: Veja [19], Lema 6.2.5, p. 148. [ |

Aqui cabe um comentario importante. Quando se trabalha com representacoes de
grupos finitos, muitas vezes exigimos que o corpo base seja algebricamente fechado e de
caracteristica 0. Por exemplo, se considerarmos o grupo ciclico de ordem 4, ele possui
apenas duas representacoes irredutiveis sobre os reais (de grau 1) mas quatro sobre os

complexos.
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No caso do grupo simétrico, é bem conhecido que é suficiente trabalhar sobre os
racionais. Isto é, “todas” representagoes irredutiveis sobre um corpo de caracteristica
zero aparecem sobre o corpo dos racionais.

Pelo teorema de Maschke (Teorema 1.4.3) a édlgebra de grupo QS, é semissimples,
e portanto, soma direta de algebras simples. De dimensao finita, e do teorema de
Wedderburn segue que ela é soma direta de 4lgebras matriciais sobre anéis de divisao,
de dimensao finita sobre Q. O que nés queremos dizer é que tais anéis de divisdo, no caso

de QS,,, necessariamente coincidem com Q. Veja Observacao 1.6.

1.4.2 S,-acoes nos polinédmios multilineares

Seja P, o espaco dos polindomios multilineares em x1, ..., z, na algebra associativa
livre K(X). Tome (A, L) um par associativo-Lie. Dados f(xy,...,2,) € P, e 0 € S,
definindo

o-f(xh cee al‘n) = f(xa(l)v s 7x0(n))7

segue que o espago vetorial P, tem uma estrutura de S,-médulo a esquerda e ainda
P, ~ KS, como S,-médulos. Uma vez que Id(A, L) é invariante por permutacao de

variaveis, P, N Id(A, L) é um S,-submddulo de P,. Assim, o S,-mddulo quociente
P,(AL)=PF,/(P,NId(A,L))

possui uma estrutura de S,,-modulo a esquerda. A dimensao desse médulo é dita n-ésima
codimensao fraca do par (A, L) e serda denotada por ¢, (A, L).

O estudo do comportamento assintético da sequéncia de codimensoes fracas
{cn(A, L) }nen serd um dos principais topicos abordados nesse trabalho. Com base no
seu crescimento, podemos dizer que a sequéncia ¢é limitada polinomialmente, exponenci-

almente, de crescimento intermediario ou mais que exponencial.

Definigao 1.4.16 Dado n > 1, o caracter de P,(A, L) € dito o n-ésimo cocaracter fraco

de (A, L) e serd denotado por x,(A, L).

Temos uma decomposicao da forma

X'n(Av L) = Zm)\<A7L>X>\7 (13)

A-n
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onde my (A, L) é a multiplicidade associada ao caracter irredutivel y,. Se V é variedade
de pares tal que V = var(A, L), entdao definimos ¢, (V) = ¢,(A, L) e xn(V) = xn(A, L).

O préximo teorema auxilia no calculo do n-ésimo cocaracter.

Teorema 1.4.17 Seja (A, L) um par com n-ésimo cocaracter x,(A, L) dado como em
1.3. Para uma particio X\ = n, a multiplicidade my(A, L) é igual a zero se, e somente se,
para toda tabela Ty de Dy e para todo polinomio f = f(x1,...,x,) € Py, e f =0 (ou

equivalentemente ef, f = 0) é uma identidade do par (A, L).

Demonstracao: Andloga a feita em [19], Teorema 2.4.5, p. 55. |
Segue imediatamente do teorema anterior que se existem f = f(z1,...,x,) € P,, uma
tabela Ty de D) e ay, ..., a, € L tais que eq, f(aq,...,a,) # 0, entdo my(A, L) > 0.

Se dim L = k < oo, entdao my(A, L) = 0 quando A é uma partigdo com mais de k linhas.
De fato, basta observar que nesse caso er, f(x1,...,z,) ¢ um polindmio multilinear que
alterna em um conjunto de pelo menos k + 1 variaveis e dai deve se anular na base de L.

Vejamos mais dois resultados importantes para os préximos capitulos.

Teorema 1.4.18 Se f € P,, existem um conjunto finito de polinomios ¢, ..., g, € P,
e partigoes A(1), ..., \(r) de n tais que KS,f = KSyer,,,g1 + -+ + KSuer, ,, gr.
Demonstracao: Veja [19], Teorema 2.4.7, p. 57. |

Lema 1.4.19 Sejam A+ n, T\ uma tabela de Young de X e f = er, g, onde g(z1,...x,)
¢ algum polinémio multilinear em xy, ..., x,. Se A\ € H(d,l), entdo existem uma

decomposicao de X, = {x1,...x,} em uma uniao disjunta
X, =XjU---UuXyUYTU---UYy,
em que d <d, ' <1, e um polindmio multilinear f' = f'(z1,...x,) tal que
- f' € simétrico nas varidveis de cada conjunto X;, 1 <1 < d';

- f' alterna nas varidveis de cada conjunto Y;, 1 < j <U;

- KS,f =KS,.f;
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- os inteiros d', U, | X4, ..., | Xal, |Yal, -- ., |Y¥| sGo unicamente determinados por A

e nao dependem da escolha da tabela T);
- a decomposicio de X,, € unicamente definida por T\ e nao depende de g.

Demonstracao: Veja [19], Lema 2.4.6, p. 60. |

Faremos um breve resumo sobre as codimensées no ambiente associativo e de Lie.
Sejam V,, o espaco dos polinémios de Lie multilineares em x, ..., z, na algebra de
Lie livre £(X), A uma &lgebra associativa e L uma &lgebra de Lie. De modo andlogo ao

caso associativo-Lie, definimos os S,,-mddulos
P,(A)=P,/(P,NId(A)) e V,(L)=V,/(V,NId(L));
suas codimensoes ¢, (A) e ¢,(L); e seus cocaracteres

Xn(A) =Y ma(A)xa € xa(L) =D ma(L)x,

AFn AFn

onde my(A) e my(L) s@o as respectivas multiplicidades associativa e de Lie associadas
aos caracteres irredutiveis xy. Se V; = var(A) e Vo = var(L) definimos ¢, (V1) = ¢,(A),

Xn(Vl) = Xn(A>a CH(VZ) = CH(L) S Xn(Vz) = Xn(L)'

Observacao 1.6 As S, -representacoes, em caracteristica 0, sdo absolutamente irredu-
tiveis, ou seja, permanecem irredutiveis sob uma extensdo do corpo K. Assim, as
codimensoes (fraca, associativa ou de Lie) nao mudam sob uma extensio do corpo base

(veja [19], Teorema 4.1.9, p. 93, bem como os comentdrios no final da subsecao anterior).
Os trés tipos de codimensoes e as multiplicidades podem ser relacionadas.

Observacgao 1.7 Seja (A, L) um par associativo-Lie. Dada \ - n, temos que
ma(L) <ma(A, L) <my(A).
Consequentemente,

cn(L) < (A, L) < cn(A) e xalL) S xn(A, L) © xn(A). (1.4)
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De fato, seja k = my(L). Pelo Lema 1.4.11, existem fi, ..., fx polinémios de Lie que

sao linearmente independentes modulo Id(L). Tome oy, ..., a € K tais que

f= iaifi =0 (mod Id(A, L)),
i=1

ou seja, f € L(X)NId(A, L) = Id(L). Pela independéncia linear, seque que oy = -+ =
ar = 0. Portanto, fi, ..., fx sdo linearmente independentes mddulo Id(A, L). Novamente

pelo Lema 1.4.11, seque que my(A, L) > k = my(L). Com o mesmo arqumento, usando

que Id(A) C Id(A, L), obtemos a outra desigualdade.

Considere um par (A, L) com sequéncia de codimensoes exponencialmente limitada.
Entao a sequéncia de raizes {/c,(A,L), n =1, 2, ..., é limitada e podemos considerar os
limites

exp(A, L) = lim inf {f cn(A L) e exp(A, L) =limsup {/c, (A, L),

n—oo

chamados de expoente inferior e superior de (A, L), respectivamente. Se eles coincidem,

temos o limite

lim /cn(A, L) = exp(A, L) =exp(A, L),

n—oo

chamado de expoente fraco do par (A, L) e denotado por exp(A, L). Nesse caso, se V =
var(A, L), definimos exp(V) = exp(A, L).

Se (A, L) é um par em que A é uma Pl-algebra, temos que {c,(A)},en é exponenci-
almente limitada pelo teorema de Regev (veja [19], Teorema 4.2.4, p. 95). Assim, pela
desigualdade 1.4, também podemos definir o expoente inferior e superior de (A, L) nesse
caso. Em particular, quando o par é da forma (A, p(L)), em que p é uma representagao
de dimensao finita, obtemos os expoentes inferior e superior de p denotados por exp(p)
e exp(p), respectivamente. Caso eles coincidam, temos o ezpoente da representagdo p
denotado por exp(p).

Analogamente, se A e L sado algebras associativas e de Lie, respectivamente, com
sequéncias de codimensoes exponencialmente limitadas, podemos considerar os expoentes
inferior e superior de A

exp(A) = liminf {/¢,(A) e exp(A) = limsup /c,(A),

- n—00 n—o00
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chamados de expoente inferior e superior (associativo) de A, respectivamente; e os
expoentes inferior e superior de L

exp(L) = liminf {/c,(L) e exp(L) = limsup {/c,(L),

n—o0

chamados de expoente inferior e superior (de Lie) de L, , respectivamente. Se exp(A) =
exp(A) obtemos o expoente (associativo) de A dado pelo limite exp(A) = lim,, o {/cn(A).
Se exp(L) = exp(L) obtemos o expoente (de Lie) de L dado pelo limite exp(L) =
lim,, o0 /¢n(L).

Denotando V; = wvar(A) e Vo = var(L), definimos exp(V;) = exp(4) e exp(V2) =

exp(L), se os expoentes existem. Dado um par (A, L), pela desigualdade 1.4, temos
exp(L) < exp(A, L) < exp(A),

quando esses expoentes existem.
Dada uma variedade V' (associativa, Lie, pares), definimos o crescimento de ¥V como

sendo o crescimento da sequéncia {c, (V) Inen de codimensoes.

Defini¢ao 1.4.20 Seja V uma variedade (associativa, Lie, pares). Dizemos que V tem

crescimento polinomial se existem constantes C' e r tais que c,(V) < Cn” para todon € N.

Se V = var(A, L) é uma variedade de pares com crescimento polinomial, segue que

exp(A, L) < 1.

Definicao 1.4.21 Dizemos que uma variedade de pares V tem crescimento quase
polinomial se nao possui crescimento polinomial, mas toda subvariedade propria possui

crescimento polinomial.
Vejamos alguns resultados sobre a existéncia do expoente.

Teorema 1.4.22 ([16]) Seja A um Pl-dlgebra associativa sobre um corpo de caracteris-

tica zero. Entao exp(A) existe e é um inteiro nao negativo.

Teorema 1.4.23 ([59]) Seja L uma dlgebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo

de caracteristica zero. Entdo exp(L) existe e é um inteiro nao negativo.
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Teorema 1.4.24 ([20]) Seja p: L — gl(V') uma representacio de uma dlgebra de Lie
em um espaco de dimensdo finita sobre um corpo K de caracteristica zero. Entao exp(p)

existe e € um inteiro nao negativo.

Agora considere os seguintes exemplos que serdo importantes para os proximos

capitulos.

Exemplo 1.4.25 (Veja [36, 42].) Seja E a dlgebra de Grassmann de dimensdo infinita

sobre um corpo de caracteristica zero. Temos que
i) O T-ideal de identidades associativas de E € gerado pela identidade [z, xo, 23] = 0;
i) c,(E) =2""1 e entdo exp(E) = 2;
i1) Xn(E) = Xacr(,1) Xx-

Exemplo 1.4.26 (Veja [37].) Considere a dlgebra UTy(K) sobre um corpo de caracte-

ristica zero. Temos que

i) O T-ideal de identidades associativas de UTy(K) € gerado pela identidade

[x1, 2o|[x3, 4] = 0;
i) c,(UTy(K)) =2""Y(n—2)+2 e entio exp(UTy(K)) = 2;

iii) Xn(UT2(K)) = Y aen ma(UTo)xx, onde my(UTz) = q+1 se
A={p+q¢p), p>1, ¢>0 ou A=(p+gqpl), p>1 ¢>0.

Nos outros casos my(UT(K)) = 0, exceto no caso mu)(UT>(K)) = 1.

Exemplo 1.4.27 (Veja [12].) Considere a dlgebra de Lie sly(K) sobre um corpo de

caracteristica zero. Temos que

Xn(sla(K)) = X,

onde a soma percorre todas partigoes A = (A1, Ao, A3) F n tais que Ay # 0, paran > 1, e

pelo menos um dos inteiros Ay — Ay e Ao — A3 € impar.
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Observacao 1.8 Dada A uma dlgebra associativa, considere o par (A, A7), Nesse caso,
temos que Id(A, A7) = Id(A), mas Id(A, A7) ser finitamente gerado como ideal fraco
nao implica Id(A) finitamente gerado como T-ideal associativo, e vice-versa. Por outro
lado, as codimensdes e cocaracteres associativo e fraco sio iguais, ou seja, c,(A, A7) =
cn(A) e xn(A) = Xn(A, AT)) para todon € N. Observe que se Id(A, A7) # {0} (Id(A) #
{0}) entao ambos expoentes associativo e fraco existem (pelo Teorema 1.4.22). Nesse caso,

temos que exp(A, AT)) = exp(A).

1.4.3 Pares especiais e de tipo associativo

Na classe de todos os pares associativo-Lie vamos destacar dois tipos importantes de

pares, os pares especiais e de tipo associativo.

Defini¢ao 1.4.28 Dizemos que um par associativo-Lie (A, L) é especial se a dlgebra
associativa A € uma Pl-dlgebra. Uma variedade de pares € dita especial se € gerada

por um par especial.
Exemplo 1.4.29 Todo par da forma (A, A7) com Id(A, A)) # {0} é um par especial.

Exemplo 1.4.30 Todo par (A, L) em que A tem dimensao finita é um par especial. Em
particular, qualquer par da forma (A, p(L)) em que p € uma representac¢io de dimensdao

finita € especial.

Defini¢ao 1.4.31 Dizemos que um par associativo-Lie (A, L) é de tipo associativo se
existem inteiros d, | > 0 tais que xn(A, L) C H(d,l), para todo n > 1. Uma variedade de

pares € dita de tipo associativo se € gerada por um par de tipo associativo.

Observe que todo par especial é de tipo associativo. De fato, tome (A, L) um par
especial. Como A é uma Pl-dlgebra, existem inteiros d, [ > 0 tais que x,(A4) C H(d,1),
para todo n € N (veja [19], Teorema 4.5.1, p. 105). Além disso, por 1.4, temos que
Xn(A, L) C xn(A), para todo n > 1, e a afirmagao segue.

Lema 1.4.32 Sejam (A, L) um par especial e

Xn(A, L) = ZmA(A, L)xx (1.5)

AFn
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seu cocaracter. Suponha que existe uma constante C' e um inteiro k > 1 tal que
mx(A, L) #0 em 1.5 se, e somente se, n— A\ — -+ — X\ < C. Entao existe um polinémio
f = f(x) tal que

cn(A, L) < f(n)k",

para todon =1, 2, ....

Demonstragao: Como A é uma Pl-algebra, se

Xn(A) =Y ma(A)xa

AFn

é seu cocaracter, entao existem constantes C' e k tais que

> my(4) < Cnf

AFn
para todo n > 1 (veja [19], Teorema 4.9.3, p. 117). Assim, como my(A, L) < my(A),
segue que a soma Yy, m(A, L) é polinomialmente limitada. Portanto, basta encontrar
uma limitagdo superior da forma f(n)k™ para o grau dy = deg x com my(A, L) # 0 em

1.5, mas isso segue do Lema 1.4.14 e da férmula do gancho. |

1.4.4 A acao do grupo geral linear

Esta subsegao tem como base [13, Cap. 12, Se¢ao 4]. As demonstragoes dos resultados
apresentados podem ser encontradas em [27, Cap. 8].

Dado um espago vetorial W, o grupo geral linear, denotado por GL(W), é o grupo
das transformacoes lineares invertiveis de W. Quando dim(W) = m < oo, escrevemos
GL,, = GLy(K) = GL(W) e identificamos G L,, com o grupo das matrizes invertiveis de

ordem m com entradas no corpo K, fixada uma base.

Definicao 1.4.33 Seja ¢ uma representagcio de dimensao finita do grupo geral linear
GL,,, digamos
v: GL,, - GLj,

para algum s. A representagio ¢ € dita polinomial se as entradas (¢(g))y, da matriz

©(g) de ordem s sdo polindmios nas entradas ay de g para g € GLy,, k, 1 =1, ...,
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mep, q =1 ..., s. Uma representagcdo polinomial @ €é homogénea de grau d se
os polinomios (¢(g))p, sao homogéneos de grau d. Um GL,,-mddulo W € polinomial,
se a representacdo correspondente € polinomial. De modo andlogo, definimos maodulos

polinomiais homogéneos.

Fixemos o espaco vetorial U,, com base {zi,...,z,} e com a agao canodnica de
GL,,. Assumimos que K(U,,) = K(x1,...,x,) é a dlgebra associativa livre gerada por
{z1,...,2n}. O espago K(U,) é um GL,,-mddulo & esquerda quando munido da agao

gf(x1, ... xm) = flg(z1),. .., 9(xw)), g€ GLy, f(x1,...,25) € K{Uy).

Proposigdo 1.4.34 i) K(U,,) ¢ soma direta dos G Li,-submédulos (K (U,,))™, onde

n=0,1,2,...e (K(U,))™ éa componente homogénea de graun em K(U,,);

i) Para todo ideal fraco I de K(X), os espagos vetoriais I N K (Up) e I N0 (K (Up))™
sao submddulos de K{Up,);

it1) Todo submddulo W de K(U,,) é a soma direta de suas componentes homogéneas

W N (K (U ))™.

Teorema 1.4.35 i) Toda representagdo polinomial de GL,, é soma direta de subre-

presentacoes polinomiais homogéneas irredutiveis;

it) Todo G Ly,-mddulo polinomial homogéneo irredutivel de graun > 0 é isomorfo a um

submédulo de (K (U,,))™.

De forma similar as representagoes de S,, irredutiveis, as representacoes polinomiais
homogéneas irredutiveis de grau n de GL,, sao descritas pelas particoes de n em nao mais

que m partes e pelos diagramas de Young.

Teorema 1.4.36 i) As GL,-representagoes irredutiveis de graun > 0 nao isomorfas,
estao em correspondéncia biunivoca com as particoes X = (A,...,A\p) de n.

Denotamos por Wy,(X) 0 GLy,-mddulo irredutivel correspondente a \;

it) Seja A= (A1, ..., A\m) uma particio de n. O GLy,-médulo W,,,(X) € isomorfo a um
submédulo de (K(U,,))™. Mais ainda, (K{U,,))™ pode ser escrito na forma

(K(Un))™ = >~ dsWi(N);
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em que dy ¢ a dimensdo do S,-moddulo irredutivel My e a soma percorre todas as

particoes A de n em nao mais que m partes.

Uma representacao de GLy,, X -+ X GL,,, é polinomial, se o é em cada GL,,,, para
cadai € {1,...,s}. Como consequéncia, obtemos a descrigdo completa das representagdes

irredutiveis de GL,,, X - -+ X GL,,,.

Teorema 1.4.37 Fizados inteiros ny, ..., ng > 0, as representacoes polinomiais
irredutiveis de G Ly, X -+ X GLy,,, duas a duas nao isomorfas, sio da forma Wy, (A1) ®

@ Wi (As) com A; particao de n; em nao mais que m; partes, para todo i € {1,...,s}.

Existe uma estreita relagdo entre as representagoes polinomiais irredutiveis de GL,,, X
-+ X GLy,, e as representacoes irredutiveis de S,,, x --- x .S,,,. Para entender essa relagao,
podemos supor, sem perda de generalidade, s = 1.

Agora definimos a acdo & direita de S, em (K (U,,))™ por

Ty om0 = ST Ty - x, € (KU)W, o €8,

n o(1) ’ o(n)?

Observe que a ac¢ao a esquerda de S, em P, é uma ac¢do que permuta as variaveis enquanto

a acao a direita troca as posi¢oes das mesmas.
Observacao 1.9 Munido da a¢io acima, (K{U,,))™ é um S,-mddulo a direita.

Sejam A = (Aq,...,\,) uma particdo de n em nao mais que m partes e qi, ..., gk

as alturas das colunas do diagrama D), ou seja, k = A e ¢; = X;. Denotamos por

G

sy = sx(z1,...,24), ¢ = q1, 0 polindémio de K(U,,) definido por

k
sa(z1,...,z) =[] Sq; (21, .., 1),
j=1
onde s,(x1,...,x,) é o polindmio standard.
Teorema 1.4.38 Sejam A\ = (Ay,..., A\p) uma particio de n em ndo mais que m partes

e (K(U,))™ a componente homogénea de grau n em K(U,,).

i) O elemento sy(xy,...,x,) definido anteriormente gera um GL,,-submddulo irredu-

tivel de (K{U,,))™ isomorfo a W,,(\);
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ii) Todo W,,(\) C (K(U,))™ € gerado por um elemento ndio nulo

wx(T1, ..., 2q) = Sx(T1, ..., 2q) Z .0, oy € K.
O'ESTL
O elemento wy(x1,...,2,) € chamado de wvetor de peso mdzimo de Wy, (X), €

unico a menos de multiplicacdo por constante e estd contido no espaco vetorial

unidimensional dos elementos homogéneos de multigrau (A1, ..., A\p) em Wy, (N);

iii) Se 08 GLy,-submddulos W' e W de (K(Un,))™ sdo isomorfos a W,,()\) e possuem
vetores de peso mdzimo w' e w”, respectivamente, entdo a fungio ¢n: w' — aw”,
0 # a € K, pode ser estendida unicamente a um isomorfismo de G L,,-maodulos.

Todo isomorfismo W' ~ W" ¢é obtido dessa forma.

Proposigao 1.4.39 Sejamm >n, A\+-n e W,,(\) C K(Uy,). O conjunto M = W,,(\)N
P, de todos os elementos multilineares de W,,,(\) é um S,-submddulo de P, isomorfo a

M. Todo submodulo My de P, pode ser obtido dessa forma.

Uma consequéncia da proposicao anterior é que a linearizagao completa do vetor de

peso maximo wy gera o S,-modulo W,,(\) N P, ~ M,.
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Capitulo 2

Crescimento Polinomial das

Codimensoes

O estudo do crescimento das codimensées (associativas, de Lie, fracas) é uma
importante tarefa na obtencdo de propriedades das identidades polinomiais. Por
exemplo, quando o crescimento é polinomial, podemos concluir que a dimensao das
“nao identidades” é pequena, ou seja, a grosso modo, podemos dizer que a estrutura
em questao possui “muitas identidades” e assim, torna-se relativamente facil o estudo das
componentes multilineares do objeto relativamente livre. Em caracteristica zero, Kemer
[31] obteve uma caracterizagao das algebras associativas com crescimento polinomial das
codimensodes em termos da sua sequéncia de cocaracteres. Um resultado analogo foi obtido
por Benediktovich e Zalesskii [5] para édlgebras de Lie, e Mishchenko [41] obteve outra
equivaléncia relacionada a variedades de algebras de Lie que possuem algebra derivada
nilpotente. Como consequéncia dos resultados de Gordienko [20], em identidades de
representacoes de dimensao finita essa caracterizacao também pode ser obtida. Para
pares associativo-Lie em geral pouco se sabe a respeito.

Uma outra caracteristica importante é o crescimento quase polinomial. Como
consequéncia dos resultados de Kemer [32], as tnicas &lgebras associativas gerando
variedades com crescimento quase polinomial sao F e UT,. Para o caso de Lie, Drensky
[12] obteve que sy gera uma variedade de crescimento quase polinomial, a qual é a tnica
algebra de Lie conhecida nao soltvel com tal propriedade.

Na primeira e segunda secao deste capitulo estaremos interessados em estudar o

comportamento das codimensoes fracas quando o seu crescimento ¢ polinomial. Veremos
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que algumas propriedades do ambiente de Lie nao se mantém quando trabalhamos
com identidades fracas. Além disso, vamos obter uma caracterizagdo analoga a obtida
por Kemer, Benediktovich e Zalesskii. Com base nessa caracterizacao, na terceira
secao sera possivel obter exemplos importantes de variedades de pares com crescimento
quase polinomial. Por fim, na ultima secdo obteremos pares que no ambiente de Lie
tém crescimento quase polinomial, mas no ambiente associativo-Lie nao possuem tal
propriedade.

Em todo capitulo K denotard um corpo de caracteristica zero.

2.1 Crescimento lento das codimensoes

Sejam A e N; as variedades de dlgebras de Lie formadas pelas algebras abelianas
e nilpotentes (com classe de nilpoténcia ¢ + 1), respectivamente. Denotamos por M A a
variedade de algebras de Lie formada por todas dlgebras que possuem subalgebra derivada
nilpotente, com classe de nilpoténcia ¢t + 1. Essa variedade pode ser vista como o produto
das variedades A e N; [2, Cap. 4]. Como veremos abaixo, as variedades desse tipo estao
relacionadas com o crescimento polinomial das codimensoes de Lie.

O teorema a seguir foi obtido por S. Mishchenko.

Teorema 2.1.1 ([39], Teorema 2.2, p. 33) Seja V uma variedade de dlgebras de Lie.

As sequintes condigoes sao equivalentes:

i) V tem crescimento polinomial;
ii) Para algum s € N, N\oA ZV C N, A;

it1) Erxiste uma constante q tal que

Xn(v) = Z m/\(V)X)\a
A<

para todo n > 1.

Tome t € N. Analogamente ao caso de dlgebras de Lie, definimos W, como sendo a

variedade de pares associativo-Lie determinada pela identidade

(71,22, ..+ [T2041, Targa]] = 0.
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Em outras palavras W, é a variedade formada pelos pares (A, L) onde L possui a algebra
derivada L’ nilpotente de classe t + 1 (L € Ny A). Veremos que as condigoes (i) e (ii) do
Teorema 2.1.1 nao sao equivalentes para variedades de pares associativo-Lie.

Dados f = f(x1,...,x,) € K(X) e L uma &lgebra de Lie, seja

Ly={z€L|zf(ad y1,...,ad y,) =0, para quaisquer yi,...,y, € L},

onde yad = = [y, z| é a acdo correspondente a representacao adjunta a direita de L (ver

Exemplo 1.1.23 e Observagao 1.1).

Lema 2.1.2 Tome f = f(x1,...,2,) € K(X) um polinomio multi-homogéneo com

deg,, f<2,i=1, ..., n. Entao Ly ¢ um ideal de L.

Demonstracao: Claramente L; é um subespaco de L. Tome b € Ly e ¢ € L quaisquer.
Vamos mostrar que [b,c| € Ly. Como charK = 0, podemos supor f multilinear. Pela

identidade de Jacobi, temos que

[Hbv C]7y1]’ s ;ym] - [Hbv yl]v st ’ym]7c] - Hb, [yl,c]]’ s ;ym] - H[b7 y1]7y2]7 ce [ym,CH

para quaisquer yi, ..., Y € L e dai

b, clf(ad y1,...,ad y,) = [bf (ad y1,...,ad y,),c]—

—bf(ad [y1,cl,ad yo,...,ad y,) — - — bf(ad y1,...,ad [y, ]).

Como b € Ly, a expressao anterior é nula. Logo, [b,c|] € Ly. [ |

Observacao 2.1 Seja I um ideal de uma dlgebra de Lie L de dimensdo finita. Suponha
que L/I € nilpotente e ad x|; € nilpotente, para todo x € L. Entao L € nilpotente.

De fato, como L/I € nilpotente, dado x € L, seque que existe n € N tal que y(ad x)"™ €
I, para todo y € L. Sendo ad z|; nilpotente, existe m € N tal que y(ad x)"(ad )™ = 0,

n+m

ou seja, y(ad x) =0, para todo y € L. A afirmacdo seque do Teorema de Engel.

Lema 2.1.3 Seja L uma dlgebra de Lie de dimensdo finita e suponha que L satisfaz a

identidade [xq, ..., 2,,y,y] =0, para algum n € N. Entdo L € nilpotente.
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Demonstragao: Por hipotese, temos que L™ satisfaz z(ad y)? = 0, ou seja, ad y|p» ¢
nilpotente, para todo y € L. Além disso, L/L™ é nilpotente. Logo, pela Observagao 2.1,

obtemos que L é nilpotente. [ |

Proposigao 2.1.4 ([40]) O lema anterior também é valido sem a hipotese de dimensdo

finita.

Teorema 2.1.5 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie. Suponha que exista
inteiro n € N tal que c,(V) < 21"z, onde [a] denota a parte inteira do nimero real

a, isto é, [a] é o maior nimero inteiro k tal que k < a. Entao
YV CW,, para algum c € N. (2.1)

Demonstragao: Sejam k, r € N, r < k, e considere as transposigdes §; = (2i — 1,2i) €
Sop,i=1,...,7. Seja HF = (§;,...,5,) o subgrupo de Sy gerado por dy, ..., d,. Observe
que H* é um grupo abeliano, pois as transposicoes §; sao disjuntas e comutam.

Fixe n € N tal que ¢,(V) < 2"2'] e tome k = [251]. Podemos ver H}f como subgrupo

de S,—1. Considere entao os elementos de £(X)
[xna To(n—1)y- -+ 7*1'(7(1)]7 o€ [—I]i;C

Temos |HF| = 2%, Assim, como ¢, (V) < 2F, existem \, € K, 0 € HF, nio todos nulos,
tais que

0

Z AU[xny LTo(n—1)y--- axg(l)]

ocEH}
moédulo Id(V). Se n é impar, temos 2k = n — 1 e substituimos x,, = [z,t]. Se n é par,
temos 2k + 1 =n —1e o(2k + 1) = 2k + 1 para todo o € Hf. Nesse caso, substituimos

Ty =T € Ty(n—1) = t. Em ambos os casos, obtemos

=Y Nlz.t,2o@r), . To@] =0 (2.2)

k
oc€H]

moédulo Td(V).

Consideramos duas possibilidades:
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Caso 1: Suponha \, = —\,;, para todo o € H ,’j Entao, usando a identidade

[Zla 22,23, Z4] - [Zl; 29, 24, 23] = [[21, 22], [2’3’ 24”’
obtemos de f que
Z Ao, t], [2an, wan—1]], xa(2k72)], .. ,xo(l)] =0
occHk

k—1

modulo Id(V), para alguns A € K. Observe que nesse caso agrupamos os termos de modo
a eliminar as permutagoes de Hf que aparecem a permutacio ;. Assim, na verdade temos
N = )\, para todo o € HF |, onde usamos uma nova notagio para diferenciar que agora
estamos com escalares correspondentes ao grupo HY ;.

Caso 2: Suponha A\, # —\,5 para algum 0 € Hf. Como duas permutagdes d; e d;
nao permutam os mesmos valores para ¢ # j, tomando Ty = Te2r—1) = ¥1 em cada

permutacdo o € HF do somatério 2.2, obtemos que

0

Z )\;[[[(L’, t]<ad y1)27 xU(Qk—Q)]? cee 7xa(1)]

k
oc€Hp |

moédulo 1d(V), para alguns A, € K, os quais nao sao todos nulos, pois temos A\, = A\, +Ass,
para pelo menos um o € Hf_,.

Repetindo o argumento com d;_1, ..., 01, obtemos que V satisfaz uma identidade da
forma [z, t]g, onde g é um mondémio associativo g em ad [z;41, x;] ou ad y; com grau menor
ou igual a 2 em suas variaveis.

Agora vamos aplicar indugdo no niimero de varidveis com grau 2 em g. Se nao existir

variavel de grau 2, entao
[.T,t]g == Hmat]a [3:2]673:2]4:—1]7 ey ['TQa xl]] =0

e obtemos 2.1.

Suponha que existe pelo menos uma variavel de grau 2, entdo podemos escrever g =
fife, com f1 = hz?, onde z é varidvel de grau 2 e h nao possui varidveis de grau 2. Denote
por fi e fa as correspondentes avaliacdes de fi e fo por ad [z,41, 2;] e/ou (ad y;), ou seja,

g=fl
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Tome (A,L) € V um par qualquer. Cada varidvel em f; correspondente a uma
substituigdo por ad [z;11,2;] = [ad x;41,ad z;] troque por um comutador da forma
[2i11,2;]. Obtemos assim a partir de f, um polinémio associativo p nas varidveis z;’s.
Seja p as avaliagoes de p da forma z; — ad x;. Temos entdo que p = fo. Assim, temos que
[z,t] f1p = [z, t]fifs = 0 em L, e dai segue que L = L/L, satisfaz a identidade [z, ] =0,
ou seja, satisfaz

[z, t]ad [zog, Top_1] - - - ad [z, 2, 1](ad 11)* =0

para algum p € N. Logo L' satisfaz as hip6teses do Lema 2.1.3. Assim, pela Observacio
2.1.4, segue que L possui algebra derivada nilpotente. Desse modo, existe r € N tal que
L satisfaz

[z, t]lad [21, 2] - - - ad [29,_1, 20,]p = 0,

ou seja,

[I, t]ad [21, 22] ---ad [221"—17 Zgr]f_g = O,

o qual possui uma variavel a menos de grau 2. Aplicando indugao o resultado segue. W

Corolario 2.1.6 Se V é uma wvariedade de pares associativo-Lie com crescimento

polinomial das codimensoes, entdo
Wo ZV CW,, para algum c € N. (2.3)

Demonstracdo: Para a inclusio V C W,, basta observar que se {c,(V)}nen €
polinomialmente limitada, entao V satisfaz as hipoteses do Teorema 2.1.5.

Observe que [[z1, x2], [x3, 24], [x5, 26]] é identidade fraca para o par (UTs, UTQ(_)) e dai
(UTQ,UTQ(_)) € Wy. Por outro lado, pela Observacao 1.8, temos que 2 = exp(UT3) =
exp(UTy, UTQ(_)) e dai se (UTs, UT2(_)) €V, entao

2 = eap(UTy, UTy ) < exp(V) < 1,

uma contradi¢ao. Logo, (UTs, U Tz(_)) ¢ V e o resultado segue. [ |

Com base no Corolario 2.1.6 e Teorema 2.1.1, é natural se pensar que a condigao 2.3

é equivalente ao crescimento polinomial das codimensoes fracas. Porém isso nao é valido.
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Exemplo 2.1.7 Considere V = var(E,E)). Temos que [[x1, 23], [23, 24], [x5, 26]] €
I1d(V), donde IdW,) C Id(V), ou seja, V C W,. Além disso, se Wy C V, entdo
(UTQ,UTQ(_)) €V e dai (UTs, UTQ(_)) satisfaz a identidade [x1,x9, 23] = 0, 0 que é uma
contradicio. Assim, V satisfaz 2.3 com ¢ = 2. Por outro lado, exp(V) = exp(E, E7)) =

exp(E) =2, ou seja, V nao tem crescimento polinomial.

2.2 Uma caracterizacao por diagramas de Young

Considere I = Id(E,E)) e J = ([z,y, 2], [vy,y,2])¥. O par (E, E7)) satisfaz as
identidades [z,y, z] =0 e [zy,y, 2] =0, donde J C I. Vamos mostrar que I = J. De fato,
pela igualdade [zy, y] = [z, y]y, temos

0= [[zy, yl, 2] = [z, y]y, 2] = [z, ylyz — 2]z, yly = [z, y]yz — [2,9]2y,

modulo J, e dai

[z,y][z,y] =0 (mod J).

Linearizando essa identidade, obtemos

[xayl][z7y2] = _[Ihy?][zvyl] (IIlOd J)

Assim, combinando essa identidade com [x,y,z] = 0, segue que todo polindmio em

P,/(P,NJ) é combinagao linear de polindémios da forma
‘Til"'xik[leﬁxj2]"'[xj2m—17xj2m]7 i1<"'<’ik, j1<j2<"'<j2m, 2m+k::n

Daf a igualdade I = J = ([z,v, 2|, [zy,y, z])¥" segue como no ambiente associativo ([19],
Teorema 4.1.8, p. 90). Repare que no caso de &lgebras associativas basta considerar
apenas o primeiro dos dois polindmios; no caso de identidades fracas, o segundo nao é
consequéncia do primeiro.

Se A= (1,1,...,1) é uma particio de k € N, denotamos \ = (1*) e
—_—————

6(1k) = e, = Z (—1>TT.

TESK
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Lema 2.2.1 Sejar+1+1=Fk e{iy,...,ir,J1,---,Ji,t} ={1,...,k}. Entdo
6(1k)[[$i1 ST, Ty, Ty ], ] =0

em K(X).

Demonstracao: Veja [19], Lema 7.1.1, p. 164. [ |

Lema 2.2.2 Uma variedade V' de pares associativo-Lie satisfaz uma identidade standard

se, e somente se, (E,E7)) ¢ V.

Demonstrac¢ao: Supondo St,, € Id(V) para algum m € N, consideramos os geradores
€1, ..., em € E. Temos que St,(e1,...,e,) =mle; - e, #0. Logo (E,E)) ¢ V.
Agora suponha (E, E(7)) ¢ V. Entao tome f = f(zy,...,7,) € P, tal que f € Id(V)
mas f ¢ Id(E, E)). Como Id(E, E)) = Id(E), temos que f ¢ Id(E).
O ideal Id(E) é gerado, como T-ideal, pelo polinémio [z1, x2, 23]. Entao todo elemento

de Id(FE) é uma combinagdo linear de polinémios do tipo

ul[p, q], rlv, (2.4)

onde u, v, p, ¢, 7 sdo mondémios associativos nas variaveis de X.
Para quaisquer monomios associativos p, ¢, a, b, pela identidade de Jacobi e

anticomutatividade, temos

[[p, 4], ab] = [[p, q], a]b + a[[p, q], b].

Desse modo, em todo polinémio do tipo 2.4 podemos tomar r» como um monémio de grau
um. Em outras palavras, todo elemento de Id(E) = Id(E, E™)) pode ser escrito como

combinagao linear de produtos do tipo
a[[xh T Ly Lyt mjz]? xr]b’ (2'5)

onde a e b sao mondmios associativos de grau > 0 em X. Além disso, P, é gerado, médulo
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P,NId(E,E®)) = P,NId(E), por elementos do tipo

Ly =0 Ty, [xjnxjé] o [xj2m—l7$j2m]7 (2'6)

onde

i <<y, J1 < <Jom, 2m+k=n. (2.7)

Assim, como f € P, e f ¢ Id(E), escrevemos f como combinacao de polindmios do tipo
2.5 e 2.6 e um dos polinémios do tipo 2.6 deve ter coeficiente nao nulo. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que esse polinémio é da forma

U xk[$k+1, $1~c+2] T [%—1, fEn]
e aparece com coeficiente 1 em f. Substituindo x; por [x;,y;], 7 =1, ..., k, obtemos uma
nova identidade g = g(z1,...,Zn,y1,...,yx) de V. Dessa forma, todos os elementos do
tipo 2.6 satisfazendo 2.7 pertencem a [d(F) a menos que i1 = 1, ..., i =k, j1 = k + 1,

..y Jom = m, pois Id(FE) é gerado por [[x1, x5, z3]. Assim

g= [xla yl] s [xk)yk][xk-i-b Ik-‘rQ] T [xn_hl'n] + h7

onde h é multilinear em 1, ..., Zn, Y1, ..., yr € pertencente a Id(E) = Id(E, E7)).

Renomeando as variaveis escrevemos
g =[r1,29] - - [$2q—1,I2q] + h,

onde h € P, ¢ combinacao linear de polinémios do tipo 2.5. Observamos aqui que se

{i1, ik, g1y 0,7 C{1,...,2q} e

e= Z (—=1)%0,

Ues{il,...,ik,jl,.“,jl,r}

entdo e(2¢) = ce, para algum c € K Sy,.

Assim, se w = allz;, - - 24, 2, - xj,), 2,)b é um polindmio multilinear do tipo 2.5

aparecendo em h, pelo Lema 2.2.1, temos que ezqyw = cew = 0. Além disso, pela
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Observacao 1.3,

e(120)[T1, Ta] - - - [Tag—1, Tag] = 27S1y,.
Portanto, concluimos que
1 1
22629 = oeqzn (21, D] -+ 2241, T2g] = Stag
¢ uma identidade de V. |
Dados um K S,,-médulo irredutivel M e A = (Aq,..., ;) F n uma partigao associada a

esse moédulo, definimos H(A\) = H(M) =n— X, h(A\) =h(M)=se H (\)=H (M) =
n—h(\), ou seja, no diagrama Dy, H(\) é o nimero de quadrados fora da primeira linha,
h(\) é o tamanho da primeira coluna e H~(\) o nimero de quadrados fora da primeira
coluna.

Tome V uma variedade de pares associativo-Lie. Fixado n € N, temos uma quantidade
finita de submddulos irredutiveis na decomposi¢ao do K S,,-médulo P, /(P,NI1d(V)), pois
a dimensao desse modulo é finita. Assim, podemos obter um subconjunto Ny C N tal que
'y ={M, | n € Ng} é o conjunto de todos os médulos irredutiveis (# 0) dois a dois nao
isomorfos em cada decomposicdo para cada n € N. Observe que se Ny é finito, ou seja,
I’y é finito, temos ¢, (V) = 0, para n suficientemente grande.

Nesse sentido, a partir de agora consideramos apenas variedades V tais que Ny ¢é

infinito.

Lema 2.2.3 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie € xn(V) = D apn MaXa S€U
cocaracter. Suponha que St,, € Id(V) para algum m € N. Dados n > m e A F n, temos
quemy=0se H (\) =n—h(A\) <> -1

Demonstracgao: Seja M)y um S,-mddulo irredutivel nao nulo associado a alguma particao
A = (A,...,A\) na decomposigao de x,(V). Entdo M, é gerado por um polinémio
multilinear g que alterna em A; conjuntos de variaveis, dentre esses vamos considerar
C' o conjunto composto por h(A) = s varidveis. Os elementos de C' sdo as varidveis
correspondentes a primeira coluna de A, as quais alternam em g.

Vamos mostrar que todo monémio de g contém pelo menos um submondémio formado

por m variaveis em C, dai g pertence ao ideal fraco gerado por St,, e o lema segue.
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Suponha por absurdo o contrario. Entao g possui pelo menos um monoémio da forma

miw1MawWaMs - - * We—1MEWEMk4+1

em que cada w; ¢ um mondémio nas variaveis de C' com comprimento no maximo m — 1,

i=1,..., k, e os m;’s sao mondmios nas varidveis fora de C. Além disso, para qualquer
j €{2,...,k}, mj ndo pode ser a palavra vazia. Obtemos entdo que
n—s>k—1 e s < k(m—1). (2.8)

Por hipotese, temos as desigualdades

—1 -1
n>m(n—s+1) e s>u+1>(m Jn (2.9)
m m
Combinando 2.8 e 2.9, obtemos
-1
n>m(k—1+1)=mk e u<k’(m—1)
m
e dai mk > n > mk, uma contradicao. [

O lema anterior diz que se uma variedade satisfaz uma identidade standard, entdo na
decomposicao do seu cocaracter o nimero de quadrados fora da primeira coluna nao é
limitado. Por outro lado, sob certas hipoteses, vejamos que o mesmo nao acontece com o

numero de quadrados fora da primeira linha.

Lema 2.2.4 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie e considere o conjunto I'y, =
{M,, | n € Ny}, onde Ny C N € um subconjunto infinito dos naturais. Se n—h(M,) — oo,
M, € T'y, e eziste k € N tal que dim M,, < n*, para todo M,, € Ty, entdo o conjunto
H ={H(M,) | M, € 'y} € finito.

Demonstracao: Dadosn € Nge A = (Aq,..., A\s) F numa particao associada a M,, € I'y,
sejam a, = A; e b, = h(\) = s.

Suponha por contradi¢do que H ¢ infinito, entdao H(M,) — oo, M, € I'y,. Vamos
separar o raciocinio em dois casos:
1° caso: Suponha que min{a,, b,} ndo é limitado, ou seja, a primeira linha e a primeira

coluna das tabelas associadas aos modulos M,, € I'y, crescem indefinidamente, n € Nj.
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Para cada n € Ny e A F n, considere a particio p = (a,, 1" D Fp=a,+b, —1e
M, o S,-médulo irredutivel associado a . Pela féormula do gancho para a dimensao das

representacoes irredutiveis, segue que dim M, = d,, < dy = dim M,, e

—_ 1)\ _ 9\ .
dim M, = d,, = (an + by — 1)! (an + bn — 2)! (an+bn 2>‘

(an +bp— Dan — Dby — DI (@ — Dby — 1!\ ap—1

Além disso, pela desigualdade das médias geométrica e aritmética, temos
(an + b, —2)* = ((a, — 1) + (b, — 1))* > 2(a, — 1)(b, — 1) > n,

onde a ultima desigualdade segue para valores de a,, e b, suficientemente grandes, o que
podemos supor ja que min{a,,b,} nao é limitado. Para esses valores de a, e b,, seja

¢=a,—1ouc=b, — 1 conforme min{a,, b,} igual a a, ou b,, respectivamente. Entao

|
dim M,, > dim M, = d,, > [\/m,
(ch)?

o que contradiz dim M,, < n*.

2° caso: Suponha que existe t € N tal que min{a,,b,} < t para todo n € Ny. Em
particular, vamos considerar N, C Ny tal que b, < t, n € Nj. Dadosn € Ny e A n
particao associada ao médulo M, € 'y, seja ¢, = Ag e tome = (a,,c,) F q = a, + ¢,
com moédulo associado M,. Observe que podemos supor ¢, # 0, pois H ¢ infinito. Como
no caso anterior, temos que dim M, = d, < dy = dimM,, e ¢ < n. Além disso, pela

formula do gancho,

! | _ 1 ' 1
dim M, = d,, = (an +cn)!  (an+cn)l(an —cn +1) N (an + cn) _ <an+cn>

(;lnjg)!jr{! (an + 1)ay!c,! na,'cy,!

Assim, se ¢ > n/2 para algum n € Nj), entdo
. . e —1 1 1 \/571
dim M,, = dy > d, = dim M, > 27— > —2V 2
no-n

e temos uma contradicao.
Suponha entao ¢ < n/2 para todo n € Nj. Como b, < ¢, ou seja, o ntimero de linhas
das tabelas associadas aos M, n € N, é limitado por t, segue que n — h(M,) — oo,

n € Nj. Dai, como H é infinito, devemos ter que ¢, — oco. Tomamos entdo n € N
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suficientemente grande tal que ¢, > b,. Temos que a, + ¢ > a, + b,c, > n e dai

9 n n
an+cn>an>n—cn>n—§:§.

Considere n € Nj suficientemente grande tal que ¢, > k + 2, entdo

: an +cn\ 1 5] \1
dim M, > — > 2 = >af
H q_< Cn )n <k+2>n>n’
uma contradigao.

Em ambos os casos obtemos contradigoes, logo H é finito. [ |

Com base nos resultados anteriores obtemos a seguinte caracterizacao de variedades

de pares com crescimento polinomial.

Teorema 2.2.5 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie. Sao equivalentes:
i) V tem crescimento polinomial;

it) Ezxiste uma constante q tal que

V)= Y. ma(V)xn,

AFn
[Al=X1<q

para todo n > 1.

Demonstragao: Suponha que ¢, (V) < n* para todo n > 1 e algum k € N, e considere
o conjunto I'y. Entdo exp(V) < 1 e dai (E,EC)) ¢ V, pois exp(E, E)) = exp(E) = 2.
Pelo Lema 2.2.2; segue que V satisfaz uma identidade standard.

Assim, pelo Lema 2.2.3, se

Xn(V) =D ma(V)xa (2.10)

AFn

é o cocaracter de V, entdo n — h(M,) — oo, M, € I'y, ou seja, o nimero de quadrados
fora da primeira coluna nao é limitado na decomposicao 2.10. Além disso, para cada
M, € Ty, temos que dim M,, < ¢,(V) < n*.

Pelo Lema 2.2.4, temos que H = {H(M,) | M, € I'y} é finito, ou seja, o nimero de

quadrados fora da primeira linha é limitado, e entao basta tomar ¢ = max H.
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Reciprocamente, suponha (ii). Como |A| — A\ < g, temos que A\; > n — q e, pela
formula do gancho, obtemos

|
n:
dy < — <n%

(n—q)! —
Além disso, temos que P, ~ K, e a multiplicidade de x, no caracter da representagao

regular de S, é igual ao seu grau dy = deg x,. Assim, my(V) < dy < n?em x\(V) e

(V) = Zm,\(V)d,\ < annq < ¢*n?,

AFn AFn

pois ¢% é uma limitacdo superior para o ntimero de particdes A = n com n — \; < ¢. Dai

segue (i). |

2.3 Crescimento quase polinomial

Agora vamos estudar o comportamento das codimensoes em pares relacionados as
algebras F, UTs e sly sobre o corpo K, o qual podemos supor algebricamente fechado, pela
Observacao 1.6. Mais precisamente, vamos considerar os pares (E, EC)), (UTy, UT. 2(_))
e (Ms, sly) que, como vimos nos Exemplos 1.1.30 e 1.1.31, sdo pares associados a uma
representacao da respectiva algebra de Lie. Mostraremos nas subsegoes a seguir que esses
trés pares geram variedades com crescimento quase polinomial das codimensoes. Assim o

principal resultado desta se¢do é o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1 Os pares associativo-Lie (E,E)), (UTQ,UTQ(_)) e (My,sly) geram

variedades de pares com crescimento quase polinomial das codimensoes.

2.3.1 O par (U, UTS"))
Considere o par (UTy, U TQ(_)). Pela Observacao 1.8 e Exemplo 1.4.26, temos que

exp(UTs, UTQ(_)) =exp(UTy) =2e

Xn(UTo, UTS ) =S my(UTo, UTS ),
An
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onde mA(UTQ,UTQ(_)) =q+1se
A=({p+q¢p), p>1, ¢>0 ou A=(p+gq,pl), p>1, ¢>0.

Nos outros casos my(UTz, UTQ(_)) = 0, exceto no caso my)(UTs, UT2(_)) = 1.
Sejam [ = Id(UTQ,UTQ(_)) e J = ([x1,m)[xs, 24])F. O par (UTQ,UTQ(_)) satisfaz a
identidade [z, z5][x3,24] = 0 e dai J C I. Vejamos que I = J. Para isso, considere os

polinémios em P, na forma
Tiy o T [Tk Ty s oy T (2.11)
onde {i1, ..., lm, Kk, J15- -y Jn-m-1} =41,...,n} e
< <l N<-<Jnma, k>75, m#n-—1

Vejamos que P, /(P, N J) é gerado por esses polinomios. Observe que podemos ordenar

variaveis seguidas de um comutador, ou seja,
To(1) Loz, w] =1+ myfz,w]  (mod J),

para quaisquer xq, ..., o3, 2, w € X. Assim, modulo J, todo polinémio multilinear pode

ser escrito como combinacao linear de polinémios do tipo
Tiy o Xy [Ty, ] i < oes <dy, o mA4t=n.
Além disso, temos a identidade
0 = |1, o] [x3, 4] — [23, T4][T1, 2] = [[71, X2), [23, T4]] = [21, T2, 3, 4] — [T1, T2, X4, T3]

e, usando a identidade de Jacobi e anticomutatividade, podemos ordenar os indices em
cada comutador como desejado.

Agora vejamos que os polinémios em 2.11 sdo linearmente independentes médulo
e assim obtemos [ = J. Tome entdao P = {i1,....in}, Q@ = {j1, - Jn-m-1}, Xpor =

Tiy - T [Thy Tgys - -, T4, | € suponha que existe combinacao linear nula de elementos
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do tipo 2.11 médulo I, ou seja, existem apg € K tais que

f = f(.iljl, .. ,{L’n) = Z Oépr,kXprJg el.
P,Q.k

Substitua x;,, ..., x;, pela matriz elementar Eyq, x;, por Fs e as variaveis x;,, ..., @, .,
por Ey. Entdo Xpgr = Eiz e todos os outros Xpr g sao nulos para (P, Q' k") #
({i1, .-, J1,- -+, Jn_m—1,k}), donde obtemos a independéncia linear.

Fixado n € N, considere o médulo P, (UT,, UT: 2(_)). Com base na decomposicao de
Xn(UTo, UT. 2(_)) vamos determinar os geradores dos moédulos irredutiveis associados as
particoes com multiplicidades nao nulas.

Se A = (n), o correspondente vetor de peso maximo fr, = z™ nao ¢ identidade para
(UTs, UTQ(_)), pois fr,(E11) = E11 # 0. Entao 2" é o gerador correspondente a A = (n).

Dados p > 1 e ¢ > 0, considere agora A = (p+q,p) e T3, 1 =0, ..., q, a tabela

i+1 [ i+2 [litp—1litp+1| L[ ]ili+2p+1]-|n
i+p+2(i+p+3|--| 1+ 2p i+ p

Associamos a T3 o polindmio

al’) (y1,42) = 9 Gr - Gufyes vl o - o yi (2.12)
p—1 p—1
em que “—" e “~” significam alternancia nas varidveis correspondentes.

Observe que o polinémio agzl é obtido do idempotente essencial correspondente a T}
identificando todos os elementos em cada linha de .

Vamos mostrar que os ¢ + 1 polinomios a:f)le(yl,yg), 1 =0, ..., q, sao linearmente
independentes moédulo /. Suponha o contrario, entao existem oy, ..., oy € K, nao todos

nulos, tais que
q
Z(:) al) =0 (mod I).

Tome t = max{i | a; # 0}, entdo

ata;t) +> o a(z) =0 (mod I).

1<t
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Substituindo y; por y; + ys,

—_—

ar(yr +y3) (1 Fus) (v +vs)ye, yi +us| o+ - Galyn +y3)® '+
—
p—1 p—1
+> ai(yr +ys) (v Fys) - (v +ys) [y, 1 +us) o Ty +y3)T " =0 (mod I).
i<t e 7:1_/

Como K é um corpo infinito, segue que todas componentes homogéneas ainda sao
identidades para (UTy, U T2(7)). Vamos considerar entdo g a componente de grau ¢t +p em

Yy e grau ¢ — t em y3. Fazendo a substituicao
1= FEn, y2=Ei+ Ex e ys=FExp

temos que

1y = E11Fyw =0,  [y2,11] = —E12.

Assim, o tnico termo com substituicao nao nula em g é

t ~ = ~ q—t
iyt Uiy, Yalla - - Tyl

donde obtemos

0= aFE11(—FE12)(FEie + Fa)Eey = —a B,

uma contradi¢ao. Logo os polinémios a%, 1 =0, ..., q, sao linearmente independentes
modulo 1.

Agora observe que, para todo i € {0,...,q}, er; corresponde a linearizagao completa
eTi(xl, co,xy) de agé(yl,w), n = 2p + ¢q. Entao os polindémios eTi(xl, ceyTy), 1 =0,

.., ¢, sao linearmente independentes médulo 1. Como myp4q,) (U732, UT2(_)) =q+1,
segue que os polindmios da forma 2.12 geram todas as copias distintas do mesmo modulo
irredutivel associado a A = (p + ¢, p) na decomposigao de P, (UTy, U T2(7)).

Dados p > 1 e ¢ > 0, considere agora A = (p+¢,p,1),p>1,¢>0e T}, i=0, ...,

q, a tabela

i+p | i+l |Jitp—1[1]-[ili+2p+2]-|n]
i+p+1lli+p+3|--ji+2p+1
1+p+2
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Associamos a T} o polinémio

b5 (1, Y2, y3) = Y G- G s Do - oy (2.13)
p—1 p—1
em que “A”, “—" e “~7 significam alternancia nas variaveis correspondentes.

Usaremos argumentos analogos ao caso anterior. Vejamos que os ¢ + 1 polinémios

b}(?le(yl,yg,yg), ¢ = 0, ..., q, sdo linearmente independentes mdédulo I. Suponha o
contrario, entao existem vy, ..., oy € K, nao todos nulos, tais que
q .
aibz(,g =0 (mod I).
i=0

Tome t = max{i | a; # 0}, entdo
oztbgg +> ozibg’zl =0 (mod I).
i<t
Substituindo y; por y; + ya,

e~

oy +ya)' (Y1 +ya) - (v + ya) (1 + Ya)0ePs Ga - - - Go(yr + ya) T '+
1
p—1 p—

—_—

3 iy +ya) W+ ya) - (U ya) (@ T ) Gadis Ga - Go(yr +ya)T =0 (mod I).
—_—

1<t

p—1 p—1
Vamos considerar entao g a componente de grau ¢t +p em y; e grau ¢ —t em y,. Fazendo

a substituicao

1 = En, ya= L, y3=FEi+ Eyp e Ys = B

temos que

Yiys = B Fgy = 0.

Assim, o tnico termo com substituicdo nao nula em g é

~ - — — A
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Como 11y = F11FE9 = 0, segue que
0 = a1 (B + Eg)Ex = oy F,

uma contradicdo. Como M (pyqp1)(UTh, UT2(7)) = g + 1, segue que os polinémios da
forma 2.13 geram todas as cépias distintas do mesmo modulo irredutivel associado a

A= (p+q,p,1) na decomposi¢iao de P,(UTy, UTQ(_)).

Teorema 2.3.2 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie comV C var(UTy, UTQ(_)).
Entao existe uma constante N tal que para todo n € N e A = n temos my(V) < N. Além
disso, V tem crescimento polinomial. Portanto o par (UT,, UTQ(_)) gera uma variedade

de crescimento quase polinomial.

Demonstracao: Seja I = Id(UT5, UT2(7)). Como V C var(UTs, UT2(7)), existe particao
A ntal que ma(V) < ma(UTy, UTS). Sejam a®) e b0) i =0, ..., ¢, os polindmios

p,q p,q’

construidos anteriormente. Entao

q
Zozia% =0 (mod I), e «a; # 0 para algum i; (2.14)
i=0

ou

- (4) .
gﬁibp,q =0 (mod I), e B; # 0 para algum i. (2.15)
Relembre que
a1, y2) = Y1 g1 Gafya, ] Go - Go gl (2.16)
p—1 p—1
e
b;fzz(yl, Yo, Y3) = Vi 1 U1 Grbials Go - Gyl (2.17)
1 1
p— p—

Pela identidade [z, z5][x3, z4] e substituindo ys3 por [ya, y1] em 2.15, obtemos de 2.15
a relagao 2.14.

Suponha entao que

q ) i
Sy Gulye, yalia - Goyi T =0 (mod ).
=0
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Seja J = 1d(UT5) o T-ideal associativo de UT,. Como J = I, temos que

Zazylyl ily2, )2 -Gyt =0 (mod J).

No que segue vamos usar algumas vezes consequéncias associativas, as quais serao
admissiveis quando consideramos identidades médulo o T-ideal J.
Tome t = max{i | a; # 0}. Substituindo ys por ys + v, obtemos

—_—

iy G ys + Yas vi] (Us + ya) - (ys + ya)yl '+

+Y i lys vl (s +oa) - (s + o)yl =0 (mod J).
i<t
Considere a componente homogénea g de grau 1 em y4. Substitua yz por y? e y4 por y»

em g. Obtemos

f=Ff,ye) =t o - dilys, vl i iyl '+
e S
p— p—

+> i g Gy ]yl yiyT =0 (mod J).
p—1 p—1
Seja N=degf=p—1+2(p—1)+q+2=3p+q— 1. Expandindo os alternadores

na expressao anterior, segue que

o Mt = 3 alpilueanly ™ (mod ),
i<t+2(p—1)
para alguns coeficientes o, € K. Identificando yo = [z,91] e ainda usando a igualdade

[z, 1], y1] = 2yt — 2y12y1 + Y7z, segue que

2 N—t—2 7 —1
OétyiJr Pay = Z %%Z?J{V (mod J),
1<t+2p

para alguns coeficientes v; € K. Seja M =t 4+ 2p. Lembre que a; # 0, entdo podemos

reescrever a equivaléncia anterior na forma

yzyt ™M = > dyteyy Tt (mod J), 4 € K. (2.18)

<M
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Vamos mostrar que my(V) < N para toda particdo A. Pela decomposi¢ao do cocaracter
de (UTy, UT2(7)), basta considerar os dois casos A = (p+¢,p) e A = (p+¢,p, 1). Considere
A= (p+q,p,1). O caso ¢ < N estd resolvido, pois my(UTx, UTQ(_)) = q + 1. Suponha

g > N. Entao podemos substituir z por

U1 U1 Y192y3 Yo -+ Yo
1 1
p— p—

e aplicar a relacao 2.18 para todo polinémio b](g";)q(yl, Y2, y3) tal que i > M. Obtemos que

i) = 3 §;04)  (mod J)
J<M
e, lembrando que J = I, segue que
i) = 3" §;64)  (mod 1)
J<M

Portanto, my(V) < M —1 < N. O caso A = (p+ q,p) é feito de maneira andloga.

Por fim, vejamos que V tem crescimento polinomial. Linearizando 2.18, obtemos

Z Y1) Yo(M)2Y1o(M+1) * " Ylo(N) =
oESN

(2.19)
= Z Z 0iY1o(1) " Yio(i)ZY10(i+1) *  Yiov) (mod J).

<M oc€SN

Identifique z = [y3, y4], multiplique 2.19 pela direita por ya; - - - yaps € alterne yy; com yo;,
parai =1, ..., M. As varidveis a direita (e a esquerda) do comutador [ys, y4] podem ser
ordenadas. Desse modo, aparece um novo comutador além de [ys, y4] nos termos do lado

direito de 2.19. Assim, pela identidade [z1, xo][x3, z4], segue que

U012 - Yim|Ys, Ya)Y21Go2 - - YomrYim+1 - - yin =0 (mod J).

Multiplicando pela esquerda por yaas41 - - - Yon € alternando y;; com yy;, para j = M + 1,

..., N, segue que

Y11z - - 'glN[y?n y4]3]21Q22 oy =0 (mod J)-
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Usando que J = I, obtemos

Y1tz Uin[Ys, YalUorP2e - - - Gon =0 (mod I).

Isso mostra que se A = ((N + 1)%), entao m,(V) = 0.

De modo andalogo, identificando z = y3y4y5 em 2.19 e usando a identidade

YsiaYs (21, z2] = 0,

obtemos a identidade
J11812 - Y1NY3Yals¥nfoz -+ Jonv =0 (mod ).

Assim, se A = ((N + 1)2, 1), entdo my (V) = 0.
Portanto, se A é particdo de n tal que Ay > N + 1 entdo my(V) = 0. Assim, o

cocaracter de V tem a forma

(V)= > maVxa

AFn
A=A <N

Pelo Teorema 2.2.5, segue que V tem crescimento polinomial. [

2.3.2 O par (E,E))

Considere o par (E,E(7)). Como visto no inicio da secdo anterior, temos que
Id(E,E9)) = {[z,y,2],[zy,y,2])F e, pela Observacio 1.8 e Exemplo 1.4.25, temos
também exp(FE, E)) = exp(E) =2 e x,(E, EC)) = SoaeH(1,1) XA-

Agora vejamos geradores dos modulos irredutiveis na decomposicao do cocaracter do
par (E, E7)). Dado k € N, tome A = (k, 1"7) particdo de n tal que my(E, E)) =1 #0

na decomposicio de x,(E, E)). Considere o vetor de peso méximo

fe = felzr, 20, o Tpga1) = x]f_lStn_kH(:vl, Toy .oy Ty grl)-
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Fazendo a substituicao
jl = 1 + €1, '5:2 = €9, £3 = €3, ..., fn—k—i—l == 6n—k+17

temos que 7{ ' = (1 +e)* ' =1+ (k—1)e; e

Stp—i+1(T1, - Tneir) = (n =k + 1)letes - enppa-

Dai

fe(@1, .o Zppg1) = (n—k+ 1)leres - eppy1 # 0.

Portanto, f, nao ¢ identidade fraca do par (E, E(7)) e entdo gera o médulo irredutivel

associado a A = (k, 1"7*), para todo k € N.

Teorema 2.3.3 Seja V variedade de pares associativo-Lie com V C var(E, E)). Entdo
V tem crescimento polinomial. Portanto o par (E,E)) gera wma variedade com

crescimento quase polinomzial.

Demonstragio: Como V é uma subvariedade prépria, temos que (E, E)) ¢ V. Pelo
Lema 2.2.2, existe m € N tal que St,, = 0 é identidade em V. Assim, pela Observacao
1.2, temos que St,,,4; € Id(V), para todo [ > 1.

Pela forma dos geradores na decomposicio do cocaracter de (E,E(7)), obtemos
mx(V) = 0 para toda partigao A = (1?), com p > m. Além disso, multiplicando cada
vetor de peso maximo associado a essas particoes por uma poténcia da variavel x;, segue
que my(V) = 0 quando A = (k,1"%), k > 1 e n — k > m. Portanto, o ntimero de
quadrados fora da primeira linha na decomposi¢ao do cocaracter de V é limitado por m.

Pelo Teorema 2.2.5, o resultado segue. ]

2.3.3 O par (M-, sly)

Nesta subse¢ao usaremos resultados obtidos por Drensky [14] e Razmyslov [44]. Uma
boa parte desses resultados pode ser encontrada, com descricdo bem detalhada, no livro
[2, Caps. 5 e 6.

Como foi visto no Exemplo 1.3.4, a identidade [z oy, z] = 0 gera todas as identidades

fracas de (Ms, sly). Além disso, como pode ser encontrado em [14], my(Ma,sls) = 1 e
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Ay = 0 para toda partigdo A de n na decomposicao do cocaracter de (Ms, sla), ou seja,

Xn(Ma, sly) = > XA (2.20)

A=(A1,A2,A3)Fn

Agora vejamos propriedades na decomposi¢do do cocaracter e sequéncia de codimen-
soes do par (Ms, sly).

Considere
0 1 00 1 0

00] 10/ 0 —1

a base canonica de sly. Temos as seguintes relagoes
he=e, eh=—e, hf=—f fh=f ef=Fn, fe=Fs,

[€7f]:hv [6,h]=—26, [fah]ZQf,

e dai
Sts(e, f,h) = efh—ehf— feh—hfe+ fhe+ hef

= ef+ef+ fe+ fe+ fe+ef =3Is.

(2.21)

Assim, dado qualquer polinémio associativo multilinear f € K(X), temos a identidade

[Sts(x,y,2), f] para o par (My, slz).

Lema 2.3.4 Seja A uma Pl-dlgebra associativa semissimples sobre um corpo algebrica-
mente fechado K com identidade polinomial de grau d. Entao A é um produto subdireto

de dlgebras matriciais sobre o corpo K com ordem limitada por d/2.

Demonstracao: Veja [19], Segoes 1.11 e 1.12. [

Lema 2.3.5 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo algebricamente fechado K.
Suponha que existe um L-modulo V' fiel e irredutivel. Entdo L € abeliana ou contém

alguma subdlgebra isomorfa a sls.

Demonstragao: Veja [2], Se¢do 6.4.2, p. 188. [

Lema 2.3.6 Para a sequéncia das codimensoes do par (Ma, sls), temos a desigualdade

Cni1(Msy, sly) > cn(Ms, sly), para todo n > 1.
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Demonstracao: Tome I = [d(M,, sly). Basta mostrar que dados polindmios fi, ..., fx
em Iy, ..., T, que sao linearmente independentes médulo I, entao os polinémios fiz,1,
.+, JxTpy1 sdo linearmente independentes médulo I. De fato, tome ay, ..., ai € K tais

que

k
g=9(T1,. .., Tn, Tny1) = Z%‘fﬂnﬂ =0 (mod ),
i=0

ai, ..., a, elementos arbitrarios em sls e a, 11 = h = Ej; — Fay € sly. Entao

k
0= 9(611, ey ap, an+1) = (Z Oéz‘fz‘(ah . 7an)> A1 = bapy1,
i=0

onde b = Zfzo a;filay, ..., a,) € My, e como a matriz a,; é invertivel, segue b = 0. Os
elementos ay, ..., a, sdo arbitrarios, logo Zf:o a; f; é uma identidade para (M, sls), ou
seja,

k
> aifi=0 (mod I).
=0

Como f1, ..., fr sao linearmente independentes médulo I, segue que a; = -+ = o = 0

e o lema esta provado. [

Proposicao 2.3.7 O expoente de (Ms, sly) eziste e é igual a 3.

Demonstragao: Observe que o par (Ms, sly) é especial e x,(Ma, sls) € H(3,0), n > 1.
Assim, pelo Lema 1.4.32; segue que

cn(Ma, sls) < f(n)3", n>1, (2.22)

para algum polindémio f(x).

Por outro lado, por 2.21, o polinémio
9k = St3(xi> ‘T%’ :Lé) T St3(xlf’ {L’S, xlg)

de grau 3k nao é identidade fraca para (M, sly), para todo k > 1. Considerando a agao
de S3; em Py, obtemos que g gera um Ssi-mddulo irredutivel com caracter x,, onde

A = (k,k, k). Temos que dy > % (veja [19], Lema 5.10.1, p. 139) e dai

car(Ma, sly) > dy >

(3k)*
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Pelo Lema 2.3.6, obtemos que ¢, (M, sly) > i—’;, para todo n > 1.

Combinando essa desigualdade com 2.22; o resultado segue. |

Tome A\ = (p+q+7r,p+q,p) - n=3p+ 2q + r particio qualquer na decomposicao
2.20. O polinémio

I (@1, 20, x3) = Sta(x1, T2, 23)P Sto(1, 22) 2] = T1T2%5 - - - T1T2T3 (1, T2 - - - [21, 2] 2]

p q

(2.23)
gera o mddulo irredutivel associado a particao A\ [14].
Como as codimensoes nao mudam sob extensoes do corpo K, a partir de agora vamos

supor K algebricamente fechado.

Exemplo 2.3.8 (Veja [52].) Seja p: sly — gl(V) uma representagio da dlgebra de Lie

sly. Suponha que p € fiel, irredutivel e de dimensao finita n. Entdo o polinomio

dx4Sts(ad xq, ad xo, ad x3) — x4St3(x1, 22, 23) =0 (2.24)

n?-1

¢ uma identidade para p, onde 6 = "3

Em particular, para o par (Ms,sly) que

corresponde a uma representacdo irredutivel de sly de grau 2, temos a identidade

23:45153(&(1 x1, ad X9, ad x3) — x4St3(xq, 22, 23) = 0. (2.25)

Lema 2.3.9 Seja p: sly — gl(V') uma representacio de dimensao finita da dlgebra de Lie
sly. Considere o par (A, sly) correspondente a essa representagio e V=V & ---dV, a
decomposic¢ao de V' em soma de irredutiveis. Se Id(Ms, sly) C Id(A, sly), entdo cada V;,

i=1, ..., 1, corresponde a uma representagio de dimensao 2 e Id(A, sly) = Id(Ms, sls).

Demonstracgao: Seja p; a representacao irredutivel correspondente a V;, i = 1, ... [.
Como sly é simples, p; é fiel, i = 1, ..., [. Pelas identidades 2.24 e 2.25, segue que
representacgoes fiéis e irredutiveis de sls com dimensao maior que 2 nao podem satisfazer
todas as identidades de (Ms, slo). Além disso, [d(A,sly) C Id(p;), i =1, ..., [. Assim,

se dim V; > 3, para algum ¢ € {1,...,[}, obtemos uma contradigdo, pois nesse caso

[d(MQ, Slg) Q [d(A, Slg) Q Id(pz)
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Portanto, V' é soma de representacoes irredutiveis de dimensao 2. Consequentemente,

1d(My, sly) = Td(A, sly). n

Teorema 2.3.10 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie com V C var(Ma, sls).

Entao
Sta(x,y, 2)M = zyz--- 252 =0
N—————’
M triplas
e
—_—

2M comutadores

sao identidades em V, para algum M € N.

Demonstragao: Seja I = Id(V) o ideal de identidades fracas da variedade V e considere

(A, L) = (K(X)/I,L(X)/L(X)NI) o par relativamente livre da variedade V. Temos que

]d(MQ) Q ]d(MQ,SlQ) g I.

Como M, é uma PI-algebra associativa, existe f = f(xy,...,2,) € K(X) nao nulo tal

que f(g1,-.-.,9n) € 1d(Ms), para quaisquer gy, ..., g, € K(X) e dai

fg1,-..,g0) €I, para quaisquer gy, ..., g, € K{X).

Portanto, A = K(X)/I é uma PIl-algebra associativa.

Como na decomposicao do cocaracter de (My, sls) temos no maximo trés linhas em
cada tabela de Young, vamos considerar o subpar (A, Ly) de (A, L) gerado por trés
elementos x, y, z. Em outras palavras, (A, L1) é o par relativamente livre de V com
posto igual a 3. Como A; é uma Pl-algebra associativa finitamente gerada, segue que
o seu radical J = J(A;) é um ideal nilpotente. Além disso, Ay = A;/J ¢é semissimples
e, pelo Lema 2.3.4, ¢ um produto subdireto de algebras de matrizes M, (K), v € T,
sobre K cujas ordens sao limitadas. Para cada v € I', seja V, o espaco vetorial tal
que Endg(V,) ~ M, (K). Observe que M, (K) age em V, de forma irredutivel e fiel.
Considere o quociente Ly = L1/(L; N J). Assim, dado v € T', a imagem de Ly (por meio
da projecao m, do produto subdireto) em cada M, age em V, de forma irredutivel e fiel,

pois Ay é gerada por Ls. Pelo Lema 2.3.5, essa imagem ¢é abeliana ou possui subalgebra



78

isomorfa a sly. No segundo caso, obtemos um subpar (R, sly) de (Aj, Ly) correspondente

a uma representacao de sly de dimensao finita, donde
Id(Ms, sly) C I1d(V) = 1d(Ay, L) C 1d(R, sls)

Pelo Lema 2.3.9, devemos ter igualdade nas inclusdes anteriores, uma contradi¢do, pois
V é uma subvariedade prépria de var(Ms, sly). Portanto, toda imagem de L, em cada
componente M, ¢ abeliana, v € T, donde segue que a édlgebra derivada L} de L, estd
contida em J.

Agora basta observar que Tyz pertence ao ideal associativo de A; gerado por L} e dai

(zyz)™ =0, onde M € N é tal que JM = 0. Portanto,

Sta(z,y,2)M = zyz--- 352 =0 (2.26)
—_———
M triplas

¢ identidade para o par relativamente livre (A, L) e, consequentemente, identidade na
variedade V.

Para a segunda identidade observe que [2?,y] = 0 é identidade para o par (My, sly) e

dai
wlz,yl + [z, ylr = 2*y — zyx + ayz —ya® =0 (2.27)

ylz,yl + 2,9y = yry — y’x + 2y* —yry =0 (2.28)

sao identidades para (M, sly). Usando 2.27 e 2.28, obtemos

zyle,y] = zyle,y) — 2lv,yly + [z, yl7y =

= [z, yllz, y] — z[z,yly + ylz, ylo + [z, y][2, Y]
= [z, yl[z, y] + [z, yley — [z, ylyz + [z, ][z, y] =3[z, y][z, 4] (2.29)
moédulo Id(Ma, sly) C Id(V). Tomando z = [z,y] e usando 2.26 e 2.29, obtemos

0= zjle,y] - &g,y = 3 [2,9)[x, 4] - [z, ][, y].

M triplas 2M comutadores

moédulo 1d(V) e o resultado segue. |
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Corolario 2.3.11 Seja V wariedade de pares associativo-Lie e suponha que V é uma
subvariedade propria de var(Ma, sly). Entdo V tem crescimento polinomial. Portanto o

par (Ma, sls) gera uma variedade com crescimento quase polinomial.

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.3.10, existe M € N tal que

Sts(z,y, )M = zyz-- 7§z =0
—_———

M triplas

St2(l’,y)2M = [xvy] e [ZL’,y] =0

2M comutadores
sao identidades em V. Pela forma dos geradores em 2.23, essas identidades implicam que
se A = (A1, A2, A3) € partigdo tal que Ay — A3 > 2M ou A3 > M, entdo my(V) = 0 na
decomposicao do cocaracter de V. Assim, as multiplicidades my (V) # 0 correspondem as

particoes tais que A3 < M e Ay — \3 < 2M. Portanto,
XnV)= > maV)xa
R

onde C'=4M. O resultado segue do Teorema 2.2.5. |

2.3.4 Outros exemplos

Vejamos agora dois exemplos de pares em que a algebra de Lie em questao tem
crescimento quase polinomial das codimensoes, mas o par nao possui essa propriedade.
Seja L = spang{h,e} a algebra de Lie solivel ndo abeliana de dimensao 2 com
multiplicagdo dada por [h, e] = e. Considere a acao a esquerda de L no anel de polinémios
K|t] definida por
hf)=tf, e(f)=tf, (2.30)

onde f’ é a derivada usual em ¢. Entao o espaco vetorial

B =L+ K[t] = spang{h,e,1,t,t* ...}
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é uma algebra de Lie de dimensao infinita se definirmos a seguinte multiplicagao

[Ah A+ pe + f,ah + Be + g] = (AB — pa)e + Ah(g) + pe(g) — ah(f) — Be(f).

Em particular, K[t] é um ideal abeliano de B de codimensao 2 e B®) =0, ou seja, B é

solivel. Observe também que B’ = spank{e}+ K|t] ¢ uma algebra de Lie nao nilpotente.
Teorema 2.3.12 Considere a dlgebra de Lie B dada anteriormente.

i) O expoente de Lie de B existe e temos exp(B) = 2. Além disso, B gera uma

variedade de dlgebras de Lie com crescimento quase polinomial.

it) Seja (A, B) um par associativo-Lie formado pela dlgebra de Lie B. Entdo a
variedade de pares associativo-Lie V = var(A, B) possui subvariedade propria W

com crescimento nao polinomial.

Demonstracao: Para (i) veja [19], Teorema 12.4.4, p. 324; e [39], Teorema 5.4.
Agora vejamos (ii). Temos que exp(B) = 2 e dai, pela desigualdade ¢,(A, B) >
cn(B), segue que (A, B) nao possui crescimento polinomial das codimensoes. Considere a

subalgebra de Lie de B dada por
M = spang{h,1,t,t* ...},

e seja C' a subdlgebra associativa de A gerada por M. Entao (C, M) é um subpar de
(A, B). Tome W = var(C, M). Vamos mostrar que WW é uma subvariedade prépria de V
com crescimento nao polinomial.

Dados quaisquer p, ¢ € N, considere a particio A = (p + ¢,p). Um vetor de peso

méaximo associado é f(xq,x2) = Sta(xy, x2)Px] e
f(t,h) = [t, h]Pt? = (—=t)Pt? # 0.

Entao m (W) # 0. Como p é arbitrario, pelo Teorema 2.2.5, segue que W nao possui
crescimento polinomial. Agora observe que g = g(x1,z2,x3,24) = [[x1,22], [23, 24]] é

identidade fraca para (C, M), mas

g(h, €, h7 t) = [[hv 6]7 [h7tH - [e’t] = t2 7é 07
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ou seja, g € Id(W)\1d(V), donde W é subvariedade prépria.
[

Seja H = spang{z,y, 2} a chamada dlgebra de Heisenberg, ou seja, H é a algebra de
Lie de dimensao 3 com base z, y, z, e multiplicagdo dada por [z,y| = z e todos os outros
comutadores da base sao iguais a zero. Considere a agdo a esquerda de H no anel de
polindémios K [t]

(f) =1, yf)=tf, Af)=1

e defina a multiplicacao em
C = H + K[t] = spang{z,y,z,1,t,t*,...}
como segue

lax + By +vz+ f, o+ puy +vz+g] =
(ap = BNz + ax(g) + By(g) + 2(9) — A (f) — py(f) — 2(f) =
(o — BNz +ag — Nf' + Btg — utf + f —g.

Entdo C' é uma algebra de Lie de dimensdo infinita com C® = 0. Além disso, ¢/ =

spank{z} + K|[t] é uma algebra de Lie nao nilpotente.
Teorema 2.3.13 Considere a dlgebra de Lie C' dada anteriormente.

i) O expoente de Lie C eziste e temos exp(C) = 3. Além disso, C' gera uma variedade

de dlgebras de Lie com crescimento quase polinomial.

it) Seja (A,C) um par associativo-Lie formado pela dlgebra de Lie C. Entdo a
variedade de pares associativo-Lie V = var(A,C) possui subvariedade propria W

com crescimento nao polinomial.

Demonstragao: Para (i) veja [19], Teorema 12.4.4, p. 324; e [39], Teorema 5.4.

Agora vejamos (ii). Temos que exp(C) = 3 e dai, pela desigualdade ¢,(A4,C) >
cn(C), segue que (A, B) ndo possui crescimento polinomial das codimensoes. Considere a
subélgebra C” de C e seja D a subélgebra associativa de A gerada por C’. Entao (D,C") é
um subpar de (A, C'). Tome W = var(D, C"). Vamos mostrar que W é uma subvariedade

propria de V com crescimento nao polinomial.
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Agora vejamos (ii). Dados quaisquer p,q € N, considere a parti¢do A = (p+¢,p) e o

vetor de peso maximo associado f(x1,z2) = Sta(r1, x2)Px]. Temos que

ft,2) = [t, 2]Pt7 = tP£9 £ 0.

Entdao my(W) # 0. Como p é arbitrario, pelo Teorema 2.2.5, segue que W nao possui
crescimento polinomial. Agora observe que g = g(xy1,z2,x3,24) = [[1,22], [T3, 24]] é

identidade fraca para (D, C"), mas

9(@,y,2,t) = [[z,9], [z, 1] = [z, 1] = =t # 0,

ou seja, g € Id(W)\I1d(V), donde W é subvariedade propria.
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Capitulo 3

Pares Graduados e a Conjectura de

Amitsur

Em geral, nao é um trabalho facil calcular a sequéncia de codimensoes associativa, de
Lie ou fraca. Para contornar essa dificuldade, se a sequéncia é exponencialmente limitada,
podemos definir o expoente da estrutura considerada, o qual nos fornece uma estimativa
para o crescimento das identidades. Em caracteristica zero, Giambruno e Zaicev (veja por
exemplo [19]) mostraram que o expoente associativo sempre existe e é um inteiro. Zaicev
[59] obteve o mesmo resultado para &lgebras de Lie de dimensao finita. Para algebras
de Lie em geral existem contraexemplos da nao integralidade do expoente [61, 17]. No
ambiente associativo-Lie, Gordienko [20] também obteve que o expoente existe e é um
inteiro no caso de identidades para representacoes de algebras de Lie de dimensao finita.
Porém, no caso geral nao se sabe nada a respeito.

Dentre os contraexemplos da nao integralidade do expoente para algebras de Lie,
vamos destacar o obtido por Giambruno e Zaicev em [18], o qual envolve superalgebras
de Lie e envelope de Grassmann. Tais conceitos tém sua importancia pois, no ambiente
associativo, Kemer [33] obteve que toda variedade é gerada pelo envelope de Grassmann
de uma superalgebra finitamente gerada. O mesmo resultado é valido para variedades de
Lie de tipo associativo, o qual foi obtido por Zaicev e Mishchenko em [60].

Nesse sentido, vamos estabelecer na primeira se¢ao os conceitos de pares graduados,
superpares e envelope de Grassmann para um superpar, os quais servirdao de base
para as proximas secoes. Optamos por incluir esses conceitos aqui, e nao no capitulo

preliminar, pois eles serao usados apenas neste capitulo. Na segunda sec¢ao, vamos obter
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que toda variedade de pares de tipo associativo é gerada pelo envelope de Grassmann
de um superpar finitamente gerado. Com base nesse resultado, estabeleceremos uma
caracterizacao das variedades de pares especiais que nao contém pares associados a
representacoes da algebra de Lie sis.

A dltima secdo do capitulo sera dedicada a obter um exemplo de par associativo-Lie
tal que o expoente, se existir, ndo é inteiro. Obtemos assim um contraexemplo para a
conjectura de Amitsur no ambiente de pares associativo-Lie. Para isso, utilizaremos ideias
de [18, 15].

Ao longo do capitulo K denotard um corpo de caracteristica zero.

3.1 Pares G-graduados e identidades fracas gradua-
das

No inicio da se¢ao faremos um breve resumo sobre algebras graduadas por um grupo.
Para mais detalhes indicamos [19, Cap. 3]. De modo semelhante, serd possivel definir par
graduado e, consequentemente, definiremos as identidades fracas graduadas.

Vamos denotar por G um grupo abeliano, com notacao aditiva.

Definicao 3.1.1 Sejam A uma dlgebra sobre K e G um grupo. Dizemos que A é
G-graduada (ou simplesmente graduada) se A pode ser escrita como soma direta de

subespacos A = EBge(;A(g), onde AW AN C AR para quaisquer g, h € G.

Pela definicao, um elemento a € A é escrito de forma tnica como soma finita a =
> gec Gg, onde a, € A Os subespacos AW sao chamados de componentes homogéneas
de A. Um elemento a € A é homogéneo (ou homogéneo de grau g) se a € A9 e denotamos
por |alg = g (ou simplesmente por |a| = g). Se A possui unidade, nao ¢ dificil ver que
14 € A9 onde 0 é o elemento neutro de G.

Se G = Z, temos apenas duas componentes Ay e A, as quais sao chamadas de
componente par e impar, respectivamente. Naturalmente, os elementos de Ay sado

chamados de pares e os elementos de A; de impares.

Definicao 3.1.2 Dada uma dlgebra A = ®gegA(9) G-graduada, um subespaco B C A €
dito homogéneo ou graduado se B = @ eq(B N AY).
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De modo semelhante define-se subalgebra, ideal e quociente graduado. Quando B é
uma subalgebra homogénea de A, vemos facilmente que (BNAW)(BNA®M) C (BNAWH),
para quaisquer g, h € GG, e dai temos uma G-graduacao para B a partir da G-graduacao
de A, e dizemos que B herda a G-graduacgao de A.

No que segue, com abuso de notacao, usaremos (A, L) para denotar também um
par formado por duas estruturas algébricas A e L que nao necessariamente é um par

associativo-Lie.

Definigao 3.1.3 Um par (A, L) (nao necessariamente associativo-Lie) é dito G-graduado
(ou simplesmente graduado) se A = 6396(;A(9) ¢ uma dlgebra associativa G-graduada e L
¢ um subespago homogéneo gerador de A como dlgebra associativa (se A € unitdria e

14 ¢ (L) exigimos que LU {14} seja o conjunto gerador de A).

Na definigdo anterior, se (A, L) é um par associativo-Lie, entdo L é uma subdalgebra
de Lie homogénea de A7), Nesse caso, dizemos que (A, L) é um par associativo-Lie
graduado.

Um par G-graduado (B, M) é dito subpar G-graduado ou homogéneo de um par
G-graduado (A, L) se M e B sdo subespacos homogéneos de L e A, respectivamente.
Definimos homomorfismo graduado entre pares graduados como sendo um homomorfismo

entre as algebras associativas em questao que preserva cada componente homogénea.

Exemplo 3.1.4 Seja A = @ge(;A(g) uma dlgebra associativa graduada. Entao o par

(A, AD)) € naturalmente um par associativo-Lie graduado.

Observacao 3.1 Definimos par livre graduado em uma classe de pares graduados de
modo andlogo ao caso ordindrio para pares associativo-Lie trocando apenas homomorfismo

por homomorfismo graduado.

Sejam K (X) a algebra associativa livre, £(X) a dlgebra de Lie livre e G um grupo
abeliano finito. Escrevemos X = UgeaX ©) onde X sdo conjuntos dois a dois disjuntos.
Se uma variavel = pertence a X9 dizemos que z é homogénea de grau g, e escrevemos
|z| = ¢ ou denotamos x por z9.

Se m = xy,--x;, € K(X) (oum = [z, %iy,...,2;,] € L(X)) é um mondmio,

definimos o G-grau homogéneo de m como sendo |m| = |z;, |+|x;, |+ - -+]|z;,|. Dado g € G,

denote por K (X)) o subespaco de K (X) gerado por todos os monémios associativos que
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tém G-grau homogéneo g e por £(X)¥ o subespaco de £(X) gerado pelos mondmios de
Lie que tém G-grau homogéneo g.
Portanto

K(X)=@PKX)9 e L£X)=@ LX)

geG geqG
sao G-graduagobes para K(X) e L(X), respectivamente. Além disso, £(X) é uma
subalgebra de Lie homogénea de K (X) (mais precisamente de K (X)(7)). Temos entdo
um par associativo-Lie graduado (K(X), £(X)) chamado de par livre G-graduado.

Definicdo 3.1.5 Seja (A, L) = (®,ecAY, @yeq L) um par associativo-Lie graduado.
Um polinomio f = f(x1,xa,...,2,) € K(X) é chamado de identidade fraca graduada (ou
identidade graduada) do par (A, L) se

flai,as,...,a,) =0, para quaisquer ai,as,...,a, € | J L9,
geG

onde ay € LD s=1,2 ... n.

Analogamente define-se identidade graduada para uma algebra associativa (de Lie)

graduada, onde os polindmios pertencem a algebra associativa (de Lie) livre graduada.

Exemplo 3.1.6 Dada uma dlgebra associativa graduada A = ©,eqAY, se f € K(X)

¢ identidade graduada para A, entdo € identidade fraca graduada do par associativo-Lie

(A, A,

Como no caso de identidades polinomiais fracas, também temos nesse contexto a ideia

de ideal fraco graduado.

Definicao 3.1.7 Seja (K(X),L(X)) o par livre G-graduado. Um ideal I de K(X) é dito
um ideal fraco graduado se € invariante por endomorfismos graduados de (K(X), L(X)).
Dado S C K(X) ndo vazio definimos o ideal fraco graduado gerado por S como sendo a

intersecao de todos os ideais fracos graduados de K(X) que contém o conjunto S.

O conjunto Idg(A, L) de todas as identidades graduadas de um par associativo-Lie
G-graduado (A, L) é um ideal fraco graduado de K (X). Nao é dificil ver que um ideal [
¢ um ideal fraco graduado de K (X) se, e somente se, f(g1,92,--.,9,) € I, para quaisquer

flzy,m9,...,0y) €leg e LX)=D =1 ... n
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Observacao 3.2 Em caracteristica zero, todo ideal fraco graduado é gerado por seus

polinomios multilineares.

3.1.1 Superpares e supervariedades

A partir de agora consideramos apenas G = Z,. Nesse caso, representamos X da forma
X =Y UZ,onde Y e Z sao conjuntos disjuntos correspondentes as variaveis de grau 0 e
1 em Z,, respectivamente. Assim, obtemos uma Zs-graduacao do par livre (K(X), £(X))
em que

K(X)ZICo@]Cl € £<X):£0@£1,

onde Ky e Ky sao os subespagos de K(X) gerados pelos monémios que tém Zo-grau
homogéneo 0 e 1, respectivamente, Lo = Ko N L(X) e £, = K1 N L(X). Denotaremos
K(X)=K({Y,Z)e L(X) = L(Y,Z). O conjunto das identidades graduadas de um par
associativo-Lie graduado (A, L) serd denotado por Idy(A, L).

Se A = Ay & A; é uma algebra associativa Zs-graduada, dizemos que A é uma
superdlgebra e denotamos seu ideal de identidades graduadas por Idy(A). Para o caso de

Lie, temos a seguinte definicao.

Definicao 3.1.8 Uma dlgebra L é dita uma superdlgebra de Lie se é Zs-graduada, ou
seja, L = Lo @ L1 com
[Li, Lj] © Livj, 4, J € Lo,

e seu colchete satisfaz as sequintes identidades

i) [a,b] = —(=1)19Yb, a] (super antissimetria);
i) (1) a, [b,c]] + (=D)1W[b, [e,a]] + (=1)"I¥[e, [a,] = 0 (superidentidade de
Jacobi)

para quaisquer a, b, ¢ € Lo U Ly (isto €, a, b, ¢ sao elementos homogéneos).

Note que a componente Ly é uma algebra de Lie e L; tem uma estrutura natural
de Lp-médulo. As definigoes de subdlgebra, ideal e algebra quociente homogénea para
superalgebras de Lie sdo andlogas aos casos da se¢ao anterior. Em um primeiro momento
chamaremos as subdlgebras de subsuperalgebras. Além disso, definimos superalgebra

solivel e nilpotente do mesmo modo que para algebras de Lie.
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Toda superalgebra associativa é uma algebra associativa. Porém, uma superdlgebra
de Lie ndo necessariamente é uma algebra de Lie. Apesar disso, serd comum chamar uma

superalgebra de Lie de uma &lgebra de Lie Zs-graduada.

Definigao 3.1.9 Seja A = Ay ® Ay uma superdlgebra associativa.  Definindo o
supercolchete

[a,b] = ab — (=1)!Wlba,  a,b e Ay U Ay,
temos que A = Ay ® Ay é uma superdlgebra de Lie, a qual denotamos por A™).

Defini¢ao 3.1.10 Um par Zs-graduado (A, L) € dito um superpar se L é uma subsupe-
rdlgebra de Lie de A"™) (ver Definicio 3.1.9).

Com abuso de linguagem, usaremos apenas subalgebra de Lie para nos referimos a

uma subsuperélgebra de Lie.

Exemplo 3.1.11 Com abuso de notagdo, seja L(X) a subdlgebra de Lie de K(X)®™)

gerada por X. Entio (K(X),L(X)) € um superpar chamado de superpar livre.

Observe que nem sempre um superpar € um par associativo-Lie. Mesmo assim, um
superpar envolve superalgebras associativa e de Lie que sao Zs-graduadas. Além disso,
no caso associativo as defini¢oes de Zy-graduacao e superdlgebra coincidem, em particular
para a algebra associativa livre K (X).

Definimos entdao, de modo analogo ao caso de pares associativo-Lie Zs-graduados,
identidades polinomiais e o conjunto Idy(A, L) de todas identidades para um superpar
(A,L). Também chamaremos essas identidades de graduadas, ficando subentendida a
estrutura considerada: pares graduados ou superpares. Note que usamos a mesma notac¢ao
para o ideal de identidades de um superpar, pois o mesmo se comporta da mesma forma
que um ideal fraco graduado, com a ressalva de que consideramos endomorfismos do

superpar livre.

Exemplo 3.1.12 O par (Ms,sly) é um par associativo-Lie Zo-graduado com as Zs-
graduagoes naturais de My e sly. Por outro lado, com as mesmas graduacoes, esse par
ndo € um superpar. De fato, considerando a base natural {e, f,h} de sly e My com

supercolchete, temos que

e, fl=ef + fe =12 ¢ slo.
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Definicao 3.1.13 Dado um conjunto ndo vazio S = SqgU .Sy, Sy C Ko, S1 C K4, a classe
de todos os superpares (A, L) = (Ag @ A1, Lo ® L1), tais que f =0 em (A, L), para todo

f €S, échamada de supervariedade de superpares determinada por S.

Dada uma supervariedade V, o conjunto I = Idy(V) de todas identidades graduadas

é um ideal fraco graduado. Além disso, o superpar

Frz(V) = (BY, 2) /1, LY, Z) ] L(Y, Z) N 1)

é livre em V e é dito o superpar relativamente livre de }V com geradores pares livres Y e
geradores impares livres Z. Observe que nesse caso estamos considerando £(Y, Z) como

subélgebra de K (Y, Z)(™) com supercolchete.

Observagao 3.3 Nas definicoes anteriores podemos iniciar com um par graduado por um
grupo G qualquer, definir variedade de pares associativo-Lie graduada de modo andlogo e

entdo obter o par relativamente livre graduado.

Dadas duas superalgebras A = Aqg @ Ay e L = Lo @ L, associativa e de Lie,
respectivamente, e £ = Fy @ E; a algebra de Grassmann, obtemos duas novas algebras

associativa e de Lie

GA) =(ARE)d(A®E) e GL)=(Li®E)® (L, E)

chamadas de envelopes de Grassmann de A e L, respectivamente. Observe que se A é
unitaria, entao G(A) é unitaria com 1ga) = 14 ® 1. Suponha que (A, L) é um superpar
e considere G4(L) a subdlgebra associativa de A ® E gerada por G(L) (se A ¢ unitéria
e 14 ¢ (L) exigimos que G(L) U {14 ® 1} seja o conjunto gerador de G4(L)). Entao

G 4(L) é gerada por produtos de elementos da forma

(ll®$1)(lk®xk):l1lk®xll’k,

em que x; € EgUE, [; € LoULy (oulj € LoULyU{ls}) e |lj| = |zi], =1, ..., k,
donde |ly - li| = |1+ xg|. Assim, podemos dividir o conjunto gerador de G 4(L) em

dois conjuntos G4(L)y C Ay ® Ey e Ga(L); C A; ® E;. Temos entao que

GA(L) = GA(L)O D GA(L)1
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é uma subdlgebra associativa homogénea de G(A) e G(L) é um subespaco homogéneo de
G A(L). Vejamos que G(L) é subalgebra de Lie de G 4(L)™). Dados a®x e b®@y em G(L)

elementos homogéneos, pela definicdo do colchete em G 4(L)™), temos que

a@r,bRy = (@22)boy) - (bey)(a® )
= ab® xy —ba R yx.

Se l[a® x| =0, entdo x € Ey C Z(E) e a € Ly, donde [a,b] = ab — ba em A™) e entdo
[a®@z,b®@y|=ab®@zry —ba®zy = [a,b] @ zy € G(L).

De modo andlogo, temos o mesmo se |b® y| = 0. Por fim, se |[a ® z| = |b® y| = 1, entdo

zy = —yz e [a,b] = ab+ ba em A, donde

l[a®2,0@y]=ab® xy +ba ® xy = [a,b] ® xy € G(L).

Dizemos que o par associativo-Lie Zs-graduado (G4(L),G(L)) é o envelope de
Grassmann do superpar (A, L) e o denotaremos por G(A, L).

Recordamos aqui uma maneira direta de definir superalgebra em qualquer contexto.
Seja V uma variedade de algebras, nao necessariamente associativas, e seja A = Ag @& A
uma algebra Zs-graduada. Nao exigimos que A seja associativa, nem A € V. A &lgebra
A é chamada de uma V-superalgebra se G(A) = (Ay ® Ey) ® (A ® Ey) é uma dlgebra
pertencente a variedade V. Se trocarmos variedade de dlgebras por variedade de pares
associativo-Lie, A por um par Zs-graduado (A, L) e G(A) por G(A, L) obtemos uma forma
geral de definir superpares.

Assim fica (mais uma vez) claro que no caso associativo, superédlgebras sao simples-

mente algebras Z,-graduadas.

Observacao 3.4 Sejam (A, L) um par associativo-Lie e E = Ey & Ey a dlgebra de

Grassmann. Considere os espagos vetoriais
B=(A®E)®(A®E) e M= (L®FE)® (L E).

Vejamos que (B, M) é um superpar. De fato, como A é gerada por L (LU {14}), todo

elemento de B é combinacdo de elementos do tipo s1---sp @ x € B em que s; € L
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(s;i € LU{14}) ex € EgU Ey. Temos que
$10 5,00 =(510x)(5201)- (s, ® 1),

e dai todo elemento de B é combinacio de produtos de elementos de M, ou seja, B é
subdlgebra de A ® E gerada por M como dlgebra associativa. Ndo € dificil ver também
que M é subespaco homogéneo de B. Resta mostrar que M é subdlgebra de Lie de B™).
Para isso, tome a ® x e b ® y elementos homogéneos em M. Pela definicao do colchete

em B™) | temos que

bz by = (a®@2)(b®y) - (-1 y) (e )
= ab® ay — (—1)l®b2vlpg @ 4o

Se la® x| =0, entio x € Ey C Z(E) e dai
[aRr,bRyl=abRry—ba@yr=ab® ry —ba® xy = [a,b] ® xy € M.

De modo andglogo, temos o mesmo se |[b®@y| = 0. Por fim, se la®z| = |[b®y| =1, entdo

xy = —yx e dat
[a®@z, bRyl =ab® zy+ba @ yr = ab® zy — ba ® xy = [a,b] ® xy € M.

Portanto, (B, M) é um superpar.

3.2 Superpares finitamente gerados

Denote por Py, o espaco dos polindmios multilineares em K (Y, Z) nas variaveis y,
LY €Y, 21, ..., 2z € Z. Definimos um isomorfismo linear ~: Py ,, — Py, da seguinte

forma. Dado f € Py, escrevemos f na forma

f= > o, W W0 Zo (YW1 * * * Win—1 Zo(m) Win
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onde wy, wy, ..., Wy, sdo mondmios (alguns possivelmente vazios) em yy, ..., Yx € Qo €
K. Entao
~ o
f = Z (_1) A WWoZe(1)W1 * * * Wm—1Z¢(m)Wm
O’GSm

W=(wo,w1,...,wn)
Recordamos que Kemer considerou uma construcao analoga no caso de algebras associa-
tivas Zgy-graduadas, veja [30], ou ainda [19, p. 81]. Nés seguimos a exposigao de [19, pp.
81-82, 110-112], adaptada para o nosso caso.

Lema 3.2.1 Seja (A, L) = (Ao ® A1, Lo ® L1) um superpar e tome f € Py,,. Entao

i) f € identidade graduada de G(A,L) se, e somente se, f € identidade graduada de
(A, L);

i) f=f.

Demonstragao: A segunda condic¢ao segue diretamente da definigdo. Para mostrar (i),
tome ¥y, ..., Yx € Lo, 2z1, ..., Zm € Ly elementos homogéneos arbitrarios de L e gy, ...,

gr € Ey, hi, ..., h,, € E; elementos arbitrarios de F. Fixe um monomio

w = a()(yla SR >yk)za(1)a1(yl7 s 7yk)za(2) e Zo(m)am(ylv s ayk’)

e calcule o seu valor w em 41 @ g1, ..., Yp ® g, 21 @ h1, ..., Zym ® hyp. Como g1, ..., gk

pertencem ao centro de £ e hq, ..., h,, anticomutam, obtemos

w = aO(y_la ce ay_k)za(l) to Z<7(m)am(gl> s agk’) gy gkho(l) e ho(m)

= (_1)00/0(@1’ e 7gk)20(1) o Eg(m)am<g17 e 7@1{)) ® [ 'Qkhl e hm

Dessa igualdade e da definicao de ™, segue que
f(gl@gl,---,gk@gk,zl®h1,-..,»€m®hm>

:f(?jlw‘-ugk,gh...,,%m)®gl--.gkh1...hm'

Assim, f é identidade para G(A, L) se, e somente se, f =0 é identidade para (A,L). &

Dada V uma variedade de pares associativo-Lie, seja V* a classe de todos superpares

(A, L) tais que G(A, L) € V.
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Lema 3.2.2 Para toda variedade de pares associativo-Lie V a classe V* € uma superva-

riedade.

Demonstragao: Seja S = Id(V) o ideal fraco de todas identidades de V, ou seja,
(B,M) € V se, e somente se, g = 0 em (B, M), para todo g € S. Como charK = 0,
podemos considerar apenas os polinomios multilineares em S.

Tome (A, L) um superpar e C' = G(A, L) seu envelope de Grassmann. Como visto
anteriormente, C' é Zoy-graduado. Assim, C' satisfaz uma identidade multilinear g = 0 de
grau n se, e somente se, C satisfaz a familia de 2" identidades graduadas f = 0 em que
todo f é obtido de g substituindo algumas k (0 < k < n) varidveis por indeterminadas
pares e as demais n — k variaveis por indeterminadas impares.

Pelo Lema 3.2.1, C = G(A, L) satisfaz uma identidade graduada multilinear f = 0
se, e somente se, (A, L) satisfaz uma identidade graduada multilinear f = 0. Podemos
entao iniciar com as identidades multilineares S da variedade V e construir um conjunto

de identidades graduadas W tal que
(A, L) € V" se e somente se G(A,L) € V

o que é equivalente a h = 0 em (A, L) para todo h € W. Em outras palavras V* é uma

supervariedade determinada pelo conjunto W. [

Outra forma de obter que V* é uma supervariedade é pelo Teorema de Birkhoff, o qual
também é valido nesse ambiente. Pelo teorema anterior, podemos considerar o superpar

relativamente livre de V*.

Lema 3.2.3 Seja

_ 1 P1 1 Pr 1 qn 1 q
= e U Uy e YR 20y ey 20 2, 20
um polindmio multilinear nas varidveis yi, ..., yv*, zi, ..., 24 tal que f é simétrico em
cada conjunto {y} v’ | 1 <i <k} e alterna em cada conjunto {z} 1< <
e Y <i< TRy <7<

m}. Dada uma variedade de pares associativo-Lie V, denote por F = Fy z(V*) o superpar
relativamente livre da supervariedade V* em que Y = {uy,...,ux} e Z = {wy,...,wp}.

Considerando todos ¥ como varidveis pares e todos z? como varidaveis impares obtemos o



94

polinémio multilinear f. Se

Flug, oo Uy, oo Upy oy Upy Wy ooy Wy e oy Wiy ey W) = 0 (3.1)
—_—————

p1 Pk q1 qm

em F, entao f =0 é uma identidade fraca de V.

Demonstracgao: Da definicdo da transformacao ~, segue que o polindomio

£l D1 1 PE 1 q1 1 q

F ULy e U e Ul e e YR Zh s e ey 21 ey 2y ey 20
é simétrico em cada conjunto de varidveis {y},..., 37"}, 1 <1 <k, e {zjl, .. .,z?j}, 1<
j < m. Como os elementos uy, ..., ug, wy, ..., W, sao geradores livres de F, a igualdade

3.1 diz que

FULy oo Uty oo Uk oo s Uk 21y e e s 21y e e vy Zmy e vy 2m) = 0

¢ uma identidade graduada de V*.
Agora denote por S = (S4,SL) o par relativamente livre da variedade V no conjunto
enumerdvel de geradores {y/,% | i,j = 1,2,...}. Pela Observacio 3.4, podemos

considerar o superpar (B, M) = (By ® By, My @ M), onde
My = St ® Ey, M, = S ® Fu, By =S4 ® Ey, By =51 ® Ey.

Considere G(B, M) = (Ga(M),G(M)) o envelope de Grassmann do superpar (B, M).

Entao

GM) = (My® Ey)® (M; ® Ey) C S, ®R,

Ga(M) C G(B)=(By®E) ®(Bi®E) CSA®R,

onde R = (Ey ® Ey) @ (Ey ® Ey) é uma élgebra associativa comutativa. Assim, se um
polinémio multilinear g se anula em qualquer substituicao de S;, em S4, entao se anula
em toda substitui¢do de S, ® R em S4® R e dai g é identidade fraca do par G(B, M). Em
outras palavras, G(B, M) satisfaz todas identidades fracas de S, ou seja, G(B, M) € V.
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Entao (B, M) € V*. Em particular,

f(Cl,...,Cl,...,Ck,...,Ck,dl,...,dl,...,dm,...,dm):O, (32)

p1 Pk q1 qm

para quaisquer cy, ..., ¢ € My, dy, ..., d,, € M;. Tome

G = y®a+--+yred, i=1,..k
d = Z@b 4+ @bV, j=1,...,m,

em M tais que a}, ..., d*, ... ap, ..., a0 o b1 o B L I s30 monOmios

da 4lgebra de Grassmann FE escritos em geradores distintos, af € FEy, b;l- € E; (assim

aj---af*bi---bm #£ 0). Calculamos o lado esquerdo da expressdo 3.2. Como (af)? =

(b1)* = 0, usando a simetria de f nos conjuntos {y},..., 4"} e {z},....2}, obtemos que

f(clv7dm):p1|pk'ql|Qm'f(giv7:&1191775:117a2gnm)®a%a11)1b’}nbgr:n
Pelo Lema 3.2.1, f: f. Assim, f(yi,...,2z%) =0 em F. Relembre que os elementos gjg,

23 sao geradores livres de S, e S é o par relativamente livre de V. Segue entao que f =0

em V. [ |

Teorema 3.2.4 Para toda variedade ndo trivial de pares associativo-Lie V de tipo

associativo existe um superpar (A, L) = (Ao ® Ay, Lo ® L1) tal que V = var(G(A, L)).

Demonstracgao: Pela hipotese de V ser de tipo associativo, existem inteiros k, m tais
que o n-ésimo cocaracter x,(V) de V pertence ao gancho H(k,m), para todo n = 1, 2,

. Como no Lema 3.2.3, considere a supervariedade V* e seu superpar relativamente
livite F = Fy z(V*) em k geradores pares livres uy, ..., ux e m geradores impares livres
Wi, ..., Wy. Vamos mostrar que V é gerada por G(F).

Claramente G(F) € V pela definigdo de V*. Vejamos entao que V satisfaz todas as
identidades de G(F).

Seja f = 0 uma identidade multilinear de G(F) de grau n. Pelo Teorema 1.4.18, f é

equivalente a um sistema de identidades da forma

er,g =0, (3.3)
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onde g = g(x1,...,x,) é um polinémio multilinear em z1, ..., x,, A é uma parti¢do de n e
T é alguma tabela de Young correspondente a A\. Assim, é suficiente mostrar a afirmagao
para o caso em que f é da forma 3.3.

Se A & H(k,m), entao f é identidade para V, pois x,, (V) pertence ao gancho H(k, m).
Suponha A € H(k,m). Pelo Lema 1.4.19, podemos assumir que f é polinémio em k' < k
conjuntos de varidveis simétricas {y},..., v/}, 1 < i < k', e em m’ < m conjuntos de
variaveis alternantes {2]1, .. .,z?j}, 1 < j < m'. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que k = k' e m = m/. Entao o polinémio

F=fn, e 2t 2B gt
satisfaz as hipéteses do Lema 3.2.3. De fato, se consideramos todos y? como varidveis
pares e todos qu como variaveis impares, entao f = 0 pode ser visto como uma identidade
graduada de G(F). Dali, pelo Lema 3.2.1, o superpar F satisfaz a identidade graduada f )

Em particular

Aplicando o Lema 3.2.3 obtemos que f = 0 é identidade de V e temos o teorema. [ |

Como uma consequéncia do resultado anterior, obteremos que variedades de pares
especiais que nao possuem pares envolvendo representagoes da algebra de Lie sly sao

soltiveis. Nesse sentido vejamos alguns resultados.

Lema 3.2.5 Seja V = var(B, M) uma variedade de pares associativo-Lie tal que (B, M)
¢ um par especial. Entao todo par emV € especial. Em particular, comoV = var(G(A, L))

para algum superpar (A, L) = (Ao @ A1, Lo ® Ly), seque que Ga(L) é uma Pl-dlgebra.

Demonstracao: De fato, tome 0 # f = f(z1,...,z,) polindmio multilinear em /d(B) e
(C,N) e V. Seja g = {blbk | b; € N,k € N} (5: {1c,b1"'bk | b; € N,k € N} se C
¢ unitaria e 1o ¢ (INV)) um conjunto gerador de C' como espago vetorial. Como Id(B) é

T-ideal, segue que

flg1,--.,9n) € Id(B) C Id(B, M) C Id(C, N),
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para quaisquer ¢i, ..., g, € K(X). Em particular, para g; = x;, - - Ty, t=1,...,n,
obtemos que f(ay,...,a,) = 0, para quaisquer aq, ..., a, € 5. Portanto f = 0 é uma
identidade polinomial para C'. |

Seja B = By @ B; uma superalgebra associativa e suponha que B é uma Pl-algebra.
Entao, como E é PI, temos que B ® FE é uma Pl-algebra pelo teorema de Regev [46].
Considere o envelope de Grassmann G(B), J = Id(G(B)) e I = Id(B ® E). Temos que
0#£1CJ.

Lema 3.2.6 Tome (A,L) = (Ao @ A1, Lo ® L1) um superpar tal que G(A, L) é um par

especial. Entdo A é uma Pl-dlgebra.

Demonstragao: Considere B = G 4(L) como anteriormente. Entao

G(B) = (Ga(L)y ® Ey) ® (Ga(L); ® Ey)

¢ uma algebra associativa tal que seu ideal de identidades J = Id(G(B)) contém o T-ideal
I =1d(B® E) # 0. Relembre que G4(L)y C Ay ® Ep e G4(L); C A ® Ey.

Considere a = Iy -+l € A, onde l; € LoU Ly (I; € LoU Ly U {14} se A é unitéria e
14 ¢ (L)), um elemento qualquer do conjunto gerador (como espago vetorial) de A. Se
|l;| = 0 tome e; e, € Ey e considere o elemento [; ® eje;, € Ly ® Ey. Se |l;| = 1 tome
ej, € Ey e considere o elemento [; ® ej, € L; ® E;. Fazendo isso para cada j =1, ..., k

e escolhendo os elementos ¢;’s distintos, obtemos um elemento

(L®C:l1-"lk®21'-'zkGGA<L)0UGA(L)1,

onde z; = eje;,, se |l;| =0, e z; = e, se |[;| = 1.

Agora tome 0 # f = f(z1,...,x,) multilinear em I C J e ay, ..., a, elementos
quaisquer do conjunto gerador de A como espago vetorial. Como anteriormente, podemos
construir elementos a; @ ¢y, ..., a, @ ¢, em G4(L)g U Ga(L); de modo que ¢; - - - ¢, # 0.
Os elementos a; ® ¢; @c¢;, i =1, ..., n, pertencem a Ay ® Fy® Ey ou Ay ® By ® Ey. Além
disso, os elementos ¢; ® ¢; pertencem a dlgebra comutativa (Ey ® Fy) @ (B ® E1), i =1,

..., n. Assim, como [ é identidade para G(B), segue que

O=flam®c1®c1,...,a4, R, @¢p) = flag,...,a,) (1 @¢1) (¢ ®cy)
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e dai f(a1,...,a,) = 0. Como os elementos ay, ..., a, sdo arbitrarios, segue que f é

identidade para A e entao A é uma Pl-algebra. |

Teorema 3.2.7 Seja V uma variedade especial de pares associativo-Lie e suponha que
K é um corpo algebricamente fechado. Se (R, sly) ¢ V para todo par (R, sls) associado a

uma representacao de sls, entao V' € variedade de pares soluvel.

Demonstracgao: Temos que V é de tipo associativo. Logo, pelo Teorema 3.2.4, segue que
V =wvar(G(A, L)), onde (A, L) = (Ao ® Ay, Ly ® Ly) é um superpar relativamente livre de
posto finito. Em particular, A é uma superalgebra associativa finitamente gerada. Pelo
Lema 3.2.5, temos que G4(L) é uma PI-algebra associativa e dai, pelo Lema 3.2.6, A é
uma PI-dlgebra. Assim, o radical de Jacobson J = J(A) é um ideal nilpotente.

Considere a algebra A = A/J que é semissimples (semiprimitiva) e PI e, pelo Lema
2.3.4, ¢ um produto subdireto de algebras de matrizes M, (K), v € I', sobre K. Pelo
teorema de Amitsur e Levitzki, M, (K) nao satisfaz identidades de grau menor que 2n,
logo as ordens n., sdo limitadas. Entdo o quociente L = L/(LN.J) pode ser imerso em um
produto direto de superalgebras (contidas nas algebras matriciais M, (K)) de dimensao
finita. Os pares associativo-Lie formados pelas componentes pares dessas superalgebras
pertencem a variedade V e sdo compostos por algebras de dimensao limitada. Além
disso, essas componentes pares nao podem conter sly, pois caso contrario teriamos um
par (R, sly) € V associado a uma representacao de sly com espago V, tal que Endg (V) ~
M, (K). Logo cada uma dessas componentes pares é soltivel.

Uma superélgebra de Lie B = By @ By é soluvel se, e somente se, By é soltuvel (veja
28], Proposicdo 1.3.3, p. 25). Assim, cada parcela na imersio de L é soliivel com grau
de solubilidade limitado, donde L é soltivel . Como J é nilpotente, segue que L é soliivel

e dai G(L) é soluvel. O corolario esta provado. |

3.3 Um exemplo de nao integralidade do expoente

Nesta se¢ao apresentaremos um exemplo da nao integralidade do expoente para um
determinado par associativo-Lie. Para isso, faremos uso fortemente da transformagao ~

definida na se¢do anterior.
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Inicialmente faremos um breve resumo de algumas notagoes, defini¢oes e resultados
necessarios, os quais sdo obtidos de modo anélogo a se¢ao 10.4 em [19] considerando o
grupo G = Zs.

Dados n, k € N com k < n, considere Py, ,_j 0 espaco dos polindmios multilineares nas
varidveis pares yi, ..., Yy € impares 21, ..., z,—, em K(Y, Z). Entao a interse¢ao Py, ;N
Idy(A, L) consiste de todas identidades multilineares graduadas de um par associativo-Lie
Zs-graduado (ou superpar) (A, L) com grau k nas variaveis pares e grau n—k nas variaveis

impares. Temos uma estrutura de Sy x 5,_p-modulo para o quociente

Pk: n—=k
P, n— A, L) = : ;
k-t (4, L) Prni N 1dy(A, L)

o seu (k,n — k)-cocaracter fraco graduado xjn—k(A, L) e a decomposi¢do em irredutiveis

Xeok(A, L) = > my X @ X (3.4)

Ak
puFn—=k

onde x» ® X, ¢ o caracter irredutivel associado a um par de particoes (A, p). Este
caracter irredutivel é obtido a partir do produto tensorial de representacoes de Sy e
Sn—k. Temos deg(x\ ® x,) = drd,. Com relacdo as codimensoes, sendo ¢ ,—x(A, L) =
dim(Pyn—k(A, L)) a (k,n — k)-codimensdo fraca do médulo Py, (A, L), entdo a

codimensao fraca graduada é dada por
Zo =~ (n
Cn (A> L) = Z Ck:,n—k:(A7L)'
i \k

Quando (A, L) é um par associativo-Lie Zy-graduado, também temos a seguinte desigual-
dade
Cn(A7 L) S CEQ(Aa L)a (35)

para todo n > 1 (veja [19], Lema 10.1.2, p. 256).

Observagao 3.5 Se B € uma dlgebra (associativa ou de Lie) Zs-graduada, obtemos de

modo andlogo as codimensoes e cocaracteres (associativos ou de Lie) graduados para B.
Nesse caso graduado temos um analogo ao Teorema 1.4.17.

Teorema 3.3.1 Seja (A, L) um par associativo-Lie Zo-graduado (ou superpar) com

cocaracter Xpn—i(A, L) dado em 3.4. Para duas particoes A=k e ptn—=k, my, =0
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se, e somente se, para quaisquer tabelas de Young Ty e T, e para todo polinomio
f = flyi,o U215 2n-k) € Pin—i, 0 par (A, L) satisfaz a identidade graduada

eTAeTHf = 0.

Demonstragao: Veja [19], Cap. 10, Segoes 10.4 e 10.5. |

O restante desta secao utiliza ideias dos artigos de Giambruno e Zaicev [15, 18], onde
foram construidos um exemplo de uma algebra de Lie especial L e de uma superalgebra
de Lie tais que liminf(c,(L)"") e limsup(c,(L)Y/™) existem e ambos estdo no intervalo
aberto (6,7) (e no caso da superédlgebra coincidem). Como consequéncia, eles nao sao
inteiros.

Agora introduzimos o objeto de estudo dessa se¢ao. Seja A = My(K) a élgebra das

matrizes 4 x 4 com Zs-graduacao dada pelas componentes

P 0 0 S
AO = e Al = y (36)
0 @ T 0
onde P, (), S e T sdo matrizes 2 x 2. Podemos entao considerar a superalgebra de Lie

A™) e sua subélgebra de Lie homogénea L = Ly @ L; em que

X 0
L(): |X€M2(K>, trX =0 5
0 —X'
0 Y t t t
L = Y, Z € My(K), Y'=Y,2'=-2"}, (3.7)
Z 0

onde t é a transposta e tr é a funcao trago. Observe que dim(L) = 7, dim(Ly) = 3 e

Sejam R a subdlgebra associativa de A gerada por L. Observe que R é unitaria, pois

o elemento
1 0 0 0
0 -1 0 0
h - € LQ
0 0 —-10
0 0 0 1

satisfaz h? = I, = 1y e nesse caso 1z € (L). Além disso, R é o espago vetorial gerado por
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f=AHar---ay|a; € LoU Ly, k € N}. Podemos decompor = 5y U 3; onde fy e 51 sdo
formados pelos elementos com grau par e impar em A, respectivamente. Assim, tomando
Ry e Ry os subespacos gerados por 3y e 1, respectivamente, obtemos uma Zsy-graduagao
R = Ry @ Ry em que L é uma subdalgebra homogénea de R™). Vamos considerar entio o

superpar (R, L) e denotar seu envelope de Grassmann por
(B, M) =G(R,L) = (Ga(L),G(L)) = (Bo ® By, My & M),

onde MO = LO X Eo, M1 = Ll X Ela BO g RO X EO [§ Bl g Rl X El- Dados inteiros

n >k > 0, fixe as decomposigoes dos (k,n — k)-ésimos cocaracteres graduados

Xk (B, M) = Z M XA Q@ Xy (3.8)

Ak
puFn—k

Xen—k(R. L) = D X @ Xy (3.9)
Ak
puFn—~k

Observacao 3.6 Seja A = Ay ® Ay uma superdlgebra associativa. Como (A, A7) é um
par associativo-Lie Zs-graduado e Idy(A, A(_)) = Idy(A), dados inteirosn > k > 0, temos
que my (A, A) = my ,(A) nas decomposigées dos (k,n—k)-cocaracteres graduados fraco

e associativo, respectivamente.

Observagao 3.7 Sendo A uma K-dlgebra associativa, temos que M,(K) @ A ~ M, (A)

como dlgebras.

Dada uma tabela T\, A I n, relembre que e7, denota um elemento de K.S,, definido

na subsecao 1.4.1.

Lema 3.3.2 Consideramos os polinomios Zo-graduados f = f(Y1,.--,Yi, 215+ 2m) €
h="hY1,. Y, 21,y 2m) €M QUE Y1, .., Y €21, - .., Zm SGO vaTidVELs TMpares e pares,
respectivamente. Se f = er,h para alguma tabela T, de pt=m, onde e, € KS,, e Sy, age

nas variqueis zi, ..., zm, entdo f = xek h, onde (' Fm é a particao conjugada de .
W

Demonstracao: Veja [19], Lema 4.8.6, p. 113. |
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Lema 3.3.3 Sejam (A, L1) um par associativo-Lie Zsy-graduado e (Ag, Lo) um subpar

associativo-Lie Zo-graduado. Entao
mau(Az, L) < miyu(Ar, Ly)

para quaisquer A=k, utn —k, nas decomposicoes de cada cocaracter graduado.

Demonstragao: Temos que Idy(Ay, L) C Idy(Az, Ly). Além disso, temos de modo
semelhante o resultado do Lema 1.4.11 para representacoes de Sy X S,,_i. Assim, basta

usar o mesmo argumento da Observagao 1.7. |

Lema 3.3.4 Na decomposicio 3.8, temos que

Z my, < Cn',

Ak
puFEn—k

para algumas constantes C' e r ndo dependentes de n.

Demonstragao: Pela Observagdo 3.7, o par (B, M) pode ser visto como um subpar

associativo-Lie de (My(E), Myo(E)(7)), onde

XY
M272(E) = | X, U € MQ(E0)7Y7 Z € MQ(El)
Z U
¢ uma Pl-dlgebra associativa pelo teorema de Regev: Mso(E) C My(E) = My(K)® E e
My(K) e E sdo ambas PI [46]. Além disso, essa algebra possui uma Zy-graduagiao natural

com Componentes

X 0

MQ’Q(E)O = | X, U E MQ(E()) y
0 U
0 Y

My5(E) = 7 0 |\ Y, Z € My(Ey) ¢,

e dai, pela Observacao 3.6, temos uma Zo-graduacio para (Mys(E), Myo(E))). Com

essa graduagdo, (B, M) é um subpar associativo-Lie Zs-graduado. Novamente pela
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Observacao 3.6, temos que

Xk (Ma2(E), My (E)7)) = Xpo—i(Ma(E)). (3.10)
para todo k € {1,...,n}. Por [6], as multiplicidades no Z,-cocaracter associativo
Xk,nfk(MZZ(E)) = Z m)\,uX)\ ® Xu (311)
Ak
puFn—~k

sao polinomialmente limitadas e

- r
Z m>\7/’£ S Cn )
A=k
pFn—=k

para algumas constantes C' e r. Finalmente, pelo Lema 3.3.3 e igualdade 3.10, temos que
My < My

para quaisquer A -k, = n — k e o lema segue. [ |

Agora temos as seguintes relacoes entre as multiplicidades em 3.8 e 3.9.
Lema 3.3.5 m, , # 0 se, e somente se, my,s # 0, para quaisquer A=k, pt=n —k.

Demonstracao: Suponha my, # 0 e tome g = g(y1,..., Yk, 21, -+ Zn—k) € Prn_r tal
que g ¢ Idy(R,L) e K(Sk X Sp—k)g ¢ um Sy x S,,_g-mbdulo irredutivel de Py,_; com

caracter x» ® x,. Entao existem tabelas Ty e 7T, tais que

F=f, - uk 21, 2n—k) = en,€1,9 = er,eng.

nao é identidade para (R,L). (Repare que er, e er, comutam pois eles permutam

conjuntos disjuntos de variaveis.) Tome

h="hY1, Yk, 21, ooy Znek) = enG(Y1y o« oy Yky 215+ -y Zn—k),

entao f = er,h. Pela Observacao 3.3.2 e como ~ nao altera yi, ..., yx, obtemos que

* *
f = :l:eTM/eTAg = eTAeTH,g(yla N 2 T Zn—k)-
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O polinémio f gera um Sy X S,,_-submoédulo irredutivel de Py, com caracter x) ® x,.
Além disso, pelo Lema 3.2.1, f nao ¢ identidade graduada de (B, M). Portanto, m, , # 0.
Analogamente, m) , # 0 implica my, # 0, pois ¢’ = p, o que completa a

demonstracao. [ ]

3.3.1 Limitacao superior

Agora vamos definir a nogao de peso para uma partigdo. Dada p = (u1, pa, ..., fit)

uma particao de um inteiro m, seguindo [15, p. 626] definimos o peso de p como sendo

wt(p) = —pu + pio + -+ p

Vejamos entao algumas propriedades dos cocaracteres na decomposicao de xgn—k(R, L).

Lema 3.3.6 Dadas particoes \ e p tais que my,, 7# 0, temos que
i) Ma=0 e us =0;

it) wt(p) <1, ou seja,

pr+ 12> po + pg + g

Demonstracao: O item (i) segue diretamente de dim(Ly) = 3 e dim(L;) = 4.

Para mostrar (ii), observe que L; = LY @& LM onde LY e LY sdo os espacos
formados pelas matrizes triangulares inferiores e superiores em L;, respectivamente.
Temos que dim(LY) = 1 e dim(LM) = 3. Denote por  uma base de L; que seja
unidao de bases de L1 e LM,

Tome f = f(y1,---,Yk, 21, - -, Zn—k) um polindbmio multilinear que nao se anula em
(R, L) e suponha que f gera um S, x S,,_,-submodulo irredutivel H de Py ,,_j com caracter
Xau A ke ptn—k Podemos assumir f = er,er,g, para algumas tabelas T) e T}, das
particoes A e y, respectivamente. Como er, = RT«CTx ¢ um idempotente essencial, segue
que

h="hy,. Yk 215y Zn—k) = CT“f

ainda gera o submédulo H € Ids(R, L). O polinémio h alterna em cada subconjunto de

{#1,..., 2yp_} consistindo das varidveis correspondentes a alguma coluna de 7},.
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Seja ¢ uma substituigdo no par (R, L) tal que p(h) # 0. Para que h assuma um valor
nao nulo, devemos avaliar variaveis distintas em cada coluna de 7, por elementos distintos
de B, ou seja, cada coluna é avaliada em no maximo um elemento de L(~" e nio mais
que trés elementos de L. Ademais, o produto entre dois elementos de L1 (ou L) é
nulo, pelas regras do produto matricial.

Suponha que wt(p) > 2 e seja k o nimero de quadrados fora da primeira linha em p.
Entao

E—pm=wt(p) >2=m+2<k=pu —pu+2<k—p.

Assim, a partir da terceira linha temos pelo menos dois quadrados a mais que o valor
(1 — p2. A menos de uma reordenagao por uma permutagao em alguma coluna, podemos
assumir que esses dois quadrados a mais sdo correspondentes a dois elementos em L.
Entdo devemos ter pelo menos dois elementos consecutivos de L") em cada mondmio de

©(h), ou seja, p(h) = 0, uma contradigao. [

Lema 3.3.7 Se A\, u sdo particoes tais que my, 7# 0 em 3.9, entdo existem constantes

a1, (o, qq1, g2 nao dependentes de k e n — k tais que

dy < ayn® 3k (3.12)

d, < agn®(2V/3)" k. (3.13)

Demonstracgao: Basta usar o Lema 3.3.6 e aplicar argumentos analogos ao Lema 6 em

[15]. n

Lema 3.3.8 FEuzistem constantes ag e q3 nao dependentes de n tais que
(B, M) < asn®(3 + 2v/3)",

para todo n > 1.

Demonstracgao: Usando os Lemas 3.3.5, 3.3.7 e 3.3.4, o resultado segue de modo analogo

ao Lema 7 em [15]. [ |
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Como consequéncia imediata do Lema 3.3.8 obtemos uma limitagdo superior para

exp(B, M).
Lema 3.3.9 &xp(B, M) < (3 +2v/3).

Demonstracao: Pela desigualdade 3.5, temos que
cn(B, M) < (B, M),

para todo n > 1. Assim, pelo Lema 3.3.8, segue que

exp(B, M) = limsup {/c,(B, M) < 3+ 2V/3,

n—oo

e a demonstracao estd completa. [ |

3.3.2 Limitacao inferior

Relembre que estamos considerando o superpar (R, L) em que

X 0 0 Y
L=Ly® L, = [ trX =0p @ Y=Y, 20 =—7'},
0 —X Z 0

onde X, Y e Z sdo matrizes 2 x 2, e seu envelope de Grassmann (B, M) = G(R,L).

Considere
01 0 O 000 O 1 0 0 0
00 0 O 1 00 O 0O -1 0 O
€= ) f - ) h =
00 0 O 00 0 -1 0O 0 -1 0
00 -1 0 000 O 0 0 0 1

uma base da componente Lj. Novamente consideramos L) e L(~1) os blocos triangulares

superior e inferior da componente L;, respectivamente. Temos as seguintes relagoes

he =e, eh=—e, hf=—f, fh=/F,

ef = By + By, fe= Ey + Ess,
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e dai
Sts(e, f,h) = efh—ehf— feh—hfe+ fhe+ hef (3.14)
= ef+ef+ fe+ fe+ fet+ef =31,
em Ry. Assim, temos que
éfh---éfhv=3% (3.15)

3q triplas
para qualquer v € R (em particular, para v € Ry) e ¢ > 1.

Sejam a, b, c € LW elementos linearmente independentes e

a=| " ey
D 0

um elemento nao nulo. Entdao D € My(K), D' = —D e, como

(ER Ao R

segue que os elementos u; = [a,d], us = [b,d], us = [c,d] sdo linearmente independentes
e portanto formam uma base de Ly. Assim, escrevendo cada u;, ¢ = 1, 2, 3, na base

{e, f, g}, nao é dificil ver que
Sta(ur, ug, u3z) = tytigtiy = aly

para algum 0 # « € K e dai St3(uy, us, uz)v = u1ustizv = awv, para todo v € R. Além

disso, multiplicando d por um escalar adequado, podemos supor o = 1. Desse modo,
St(uy, Uy, us)v = Uy iatisv = [a, d][b, d|[¢, d]v = v
e, aplicando St3(uy,us, u3)?™! em v, obtemos

(@, d\[b, d)[e, d) - - - [, d|[b, d) [, d] v = v, (3.16)

3q9+3

para todo ¢ > 1. Observe também que, como [d, d] = 0,

@, d][b, d][¢,d] - - - [a,d]|[b, d][¢, dv = [a,d][b, d][¢,d] - - - [a,d][b, d][¢, d]v,
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ou seja, o polinomio do lado esquerdo em 3.16 pode ser visto como um polinémio
alternando nos conjuntos {a, b, c} e {a,b,c,d}.

Repetindo o argumento anterior e usando 3.16, para todo ¢ > 1 podemos construir
uma expressao em a, b, ¢, d,v contendo ¢ conjuntos alternantes {a,b,c,d}, um conjunto
alternante {a, b, c}, 2¢ + 3 entradas d e um v.

Assim, obtemos um polindémio multilinear em varidveis impares de grau 6q + 7 (=

4g+3+2¢+3+1)
1,1 4,1 1 1 1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
fq:fq(t17t27t3a217227z37'"7t({ 7tg 7tg 7Zg 723 azg ,2)

que alterna em cada conjunto {t!,#5, ¢, 2™}, 1 <i < ¢, e no conjunto AR AR RS

Além disso, para toda substituicdo ¢ tal que

e(t) =a, oty =b, ety =c 1<i<q+]1,

p(z)=v, @z =d, 1<i<q+1, 1<j<3,

onde v é um elemento arbitrario de Ly, temos que ¢(f,) # 0. Seja g, a simetrizacao do

polinomio f, em cada um dos quatro conjuntos de varidveis

{t1, 62, 1Yy, st ... 13}, {t3.t3,...,t3},

1 .1 .2 .2 .2 q 9 .9 q+1
{Z2>Z3=Z1722723w--721722723721 },

(3.17)

cujas cardinalidades sao ¢, q, q e 3¢, respectivamente. Entao a substituicao ¢ nos diz que
g, também nao ¢ identidade do par (B, L).

Com abuso de notagao, seja Fy g4+7 0 espaco dos polindomios multilineares nas variaveis
aparecendo no polinémio g,, ou f,. Tome m = 6q e seja S,, o grupo simétrico agindo nas
varidveis dos quatro conjuntos em 3.17. Entao, considerando P g,+7 como um S,,-moédulo,
gq gera um S,,-submodulo irredutivel de Py g,47 com caracter x,, onde v = (3¢, ¢*).

Agora observe que ¢(g,) € Ry, pois o grau de g, ¢ impar e L ¢ um subespaco homogéneo

de M. Dai, tomando v = ¢(g,) em 3.15, obtemos que o polinémio
hg = 10205 - Y1Y39394

nao é identidade graduada do superpar (R, L), onde os yj’s sao variaveis pares. De fato,
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Y(hy) # 0, onde v é a substituicao
U(ty) = o(ty), ¥(z) = e(z),  ¥(2) = o(2),

Yy = =0 =e Y)=--=vu) =1 vy =-=vi) =h

Como anteriormente, considerando a simetrizacao s, de hy nos trés conjuntos de
varidveis {yi | 1 < i < q}, {v5]1<i<gq}, {vi]|1<i < q}, obtemos que s, gera
um Ss,-submédulo irredutivel de P, 6,47 com caracter xy em que A = (¢°).

Com base no polindémio s, construido anteriormente, obtemos o seguinte lema.

Lema 3.3.10 Para todo q¢ > 1, existe um polinomio multilinear p, de grau 3q nas
varidveis pares e grau 6q + 7 nas varidveis impares, o qual gera um Ssq X Seq+7-Submodulo

irredutivel de Psgpq+7 com caracter Xy ® X, tal que
i) pq nao € identidade graduada do superpar (R, L), ou seja, my, # 0 em 3.8;
ii) A = (¢*) é um diagrama retangular;
iii) u > v, onde v = (3q,¢%) - 6q.

Demonstracao: O polinomio s, construido anteriormente gera um Sz, X Sg-submoédulo
de Ps464+7 com caracter xn ® x, como nas condigoes do lema. Entao basta considerar a
representacao induzida de Ss, X Sg; em S3q X Sggq7 € tomar uma componente irredutivel

cujo caracter € x\ ® Xp- [ |

Lema 3.3.11 Para todo g > 1 en = 9q + 7, existem constantes ay > 0 e q4 tais que
(B, M) > ayn®(35)".

Demonstragao: Pelo Lema 3.3.10, temos que 1m, , # 0 em 3.9, onde A = (¢*) e u = 6g+7
é tal que p > v = (3¢,¢*). Pelo Lema 3.3.5, m,,» # 0 em 3.8, onde p/ é a parti¢do
conjugada de p. Assim, p' > v/ = (49,1%7) e P3, 6417 contém um Sz, X Sgqr7 moédulo N
com caracter x) ® x,s. Seja f polindomio com grau 3¢ nas varidveis pares e grau 6g + 7 nas
varidveis impares que nao é identidade graduada de (B, M) e gera o médulo N. Entao f

também nao é identidade de (B, M) no sentido nao graduado.



110

Agora basta seguir de modo andlogo ao Lema 10 em [15]. |

Lema 3.3.12 Entre as sequéncias de codimensoes do par (B, M) temos a desigualdade

Cni1(B, M) > ¢, (B, M), para todo n > 1.

Demonstracgao: Basta mostrar que dados fi, ..., fi polindomios linearmente independen-
tes médulo Id(B, M) nas varidveis xq, ..., T,, entao fiZ,i1, ..., feZns1 20 linearmente

independentes médulo Id(B, M). De fato, tome ay, ..., oy € K tais que
k
g = g(ajlv s axn7xn+l) = Zaifixn-i-l =0 (mOd Id(B7 M))
i=0
Dados aq, ..., a, € M, tome a,1 = Ey3 — Eys — F33+ Eyy € M. Entao

k
0= g(a'17 s 7anyan+l) = (Z a’ifi(alv s 7a’n)> Qpy1 = ban—i—la
1=0

onde b = ¥ ja;fi(as,...,a,) € B. A matriz a,,, é invertivel, logo b = 0. Como os
elementos ay, ..., a, sdo arbitrarios, segue que Y% a;f; é identidade para (B, M), ou
seja,

k

Y aifi=0 (mod Id(B, M)).

i=0
Pela independéncia linear, temos que a; = - -+ = a = 0 e o resultado segue. [

Lema 3.3.13 exp(B, M) > 3°/3.

Demonstragao: Combinando os Lemas 3.3.11 e 3.3.12, obtemos constantes a5 > 0 e g5
tais que

cn(B, M) > azn®(3°/3)"

para todo n > 1. Assim,

exp(B, M) = liminf {/c, (B, M) > 3%/3

e o resultado segue. [ |

Combinando os Lemas 3.3.9 e 3.3.13, obtemos a nao integralidade do expoente do par

associativo-Lie (B, M).
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Teorema 3.3.14 Seja (R, L) o superpar tal que R e L sao superdlgebras como em 3.6
e 3.7. O envelope de Grassmann (B, M) = G(R, L) é um par associativo-Lie tal que o
expoente, se existir, nao € inteiro. De fato, temos que

6,24 ~ 3% < exp(B, M) < exp(B, M) < 3+ 2/3 ~ 6, 46.

Observagao 3.8 Ndio sabemos se exp(B,M) < exp(B,M) (isto é, o expoente ndo

existe), ou temos a igualdade (entdo o expoente existe mas ndao € inteiro).
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