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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre identidades polinomiais de represen-

tações de álgebras de Lie, as quais são um caso particular das identidades fracas. Essas

identidades estão relacionadas a pares da forma (A,L), onde A é uma álgebra associativa

envolvente para a álgebra de Lie L. Primeiramente, obtemos uma caracterização dos

ideais de identidades fracas com crescimento polinomial das codimensões em termos

da sua sequência de cocaracteres, sobre um corpo de característica zero. Além disso,

provamos que os pares (UT2, UT
(−)
2 ), (E,E(−)) e (M2, sl2) geram variedades de pares

com crescimento quase polinomial. Aqui E denota a álgebra de Grassmann de dimensão

infinita com unidade, UT2 a subálgebra associativa de M2 (matrizes 2 × 2 sobre um corpo

K) formada pelas matrizes triangulares superiores e sl2 a subálgebra de Lie de M
(−)
2

composta pelas matrizes de traço zero. Em um segundo momento da tese, mostramos

que toda variedade de pares de tipo associativo é gerada pelo envelope de Grassmann

de um superpar finitamente gerado. Como consequência obtemos que toda variedade de

pares especial, que não contém pares da forma (R, sl2), é formada por pares com álgebra

de Lie solúvel. Por fim, estabelecemos um exemplo de par que contradiz uma conjectura

devida a Amitsur, a qual é válida no caso associativo, em alguns casos para álgebras de

Lie e de Jordan, e em identidades de representações de álgebras de Lie de dimensão finita.



Abstract

In this thesis we study polynomial identities of representations of Lie algebras,

which are a particular case of weak identities. These identities are related to pairs of

the form (A,L) where A is an associative enveloping algebra for the Lie algebra L.

First we obtain a characterization of ideals of weak identities with polynomial growth

of codimensions in terms of their cocharacter sequence, over a field of characteristic

zero. Moreover we prove that the pairs (UT2, UT
(−)
2 ), (E,E(−)) and (M2, sl2) generate

varieties of pairs with almost polynomial growth. Here E denotes the infinite dimensional

Grassmann algebra with 1. Also UT2 is the associative subalgebra ofM2 (the 2×2 matrices

over the field K) consisting of the upper triangular matrices and sl2 is the Lie subalgebra

of M (−)
2 consisting of the traceless matrices. Second we show that any variety of pairs of

associative type is generated by the Grassmann envelope of a finitely generated superpair.

As a corollary we obtain that any special variety of pairs which does not contain pairs of

type (R, sl2), consists of pairs with a solvable Lie algebra. Finally we give an example of

a pair that contradicts a conjecture due to Amitsur. The Amitsur’s conjecture is valid in

the associative case, and also in some classes of Lie and Jordan algebras, and in identities

of finite dimensional representations of Lie algebras.
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Introdução

A teoria de álgebras com identidades polinomiais (ou PI-teoria) é uma parte

importante da teoria de anéis e álgebras. Seus objetos de estudo são as chamadas

PI-álgebras, ou álgebras com identidades polinomiais. As álgebras de matrizes, as de

dimensão finita e as comutativas fazem parte dessa classe e seu estudo é significativo,

tendo em vista as diversas aplicações dessas estruturas. São três as principais linhas

de pesquisa sobre PI-álgebras. A primeira (e a mais clássica) estuda as propriedades

de uma álgebra (ou um anel) sabendo-se que ela satisfaz alguma identidade polinomial.

Em outras palavras, se A é uma álgebra que satisfaz alguma identidade polinomial, o

que podemos dizer sobre a estrutura de A? A segunda linha representa-se por pesquisas

sobre as classes de álgebras que satisfazem um dado sistema de identidades polinomiais;

tais classes são chamadas de variedades de álgebras. A terceira estuda as identidades

polinomiais satisfeitas por uma álgebra interessante. Gostaríamos de deixar claro que tal

divisão não é definitiva nem exata e que os problemas na PI-teoria, na maioria das vezes,

estão interligados, bem como usam métodos e técnicas provenientes de diversas partes da

Álgebra, da Combinatória e outras áreas da Matemática.

Os primeiros estudos sobre PI-álgebras, ainda de forma implícita, apareceram em

trabalhos de Sylvester no século XIX, e posteriormente com Dehn [11] e Wagner [54] nas

décadas de 20 e 30. Mas foi a partir de 1948, com o artigo de Kaplansky [29], que se teve

um interesse de forma mais intensa na área. Dois anos após o trabalho de Kaplansky,

Amitsur e Levitzki [1] mostraram usando métodos combinatórios que o polinômio standard

de grau 2n é uma identidade de grau minimal para a álgebra das matrizes de ordem n.

Esse resultado contribuiu para um novo caminho dentro da PI-teoria, que seria descrever

as identidades polinomiais satisfeitas por uma dada álgebra. O trabalho de Amitsur e

Levitzki foi de extrema importância não apenas pelo seu resultado principal mas também

por introduzir de maneira essencial métodos da combinatória no estudo de álgebras com
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identidades polinomiais. Tais métodos foram aperfeiçoados mais adiante. Atualmente eles

incluem a teoria das representações do grupo simétrico e geral linear (muito utilizados

neste trabalho também), a teoria dos invariantes dos grupos clássicos, etc., e representam

uma das fundamentais ferramentas na teoria.

Denote por K〈X〉 a álgebra associativa livre unitária em um conjunto enumerável de

variáveis X. As identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra associativa formam

um ideal em K〈X〉, chamado de T-ideal. É de fácil verificação que os T-ideais são

invariantes por endomorfismos de K〈X〉. Mais ainda, todo ideal de K〈X〉, invariante por

endomorfismos, é o T-ideal de alguma álgebra. A correspondência entre T-ideais e álgebras

não é biunívoca, pois álgebras não isomorfas podem ter o mesmo ideal de identidades (o

exemplo mais trivial sendo K e K⊕K), mas existe uma correspondência biunívoca entre

T-ideais e variedades. Uma variedade de álgebras é uma classe de álgebras que satisfazem

um dado conjunto de identidades. Esse conceito foi introduzido por Birkhoff [7] e Malcev

[38], e se tornou uma linguagem natural na teoria de identidades. Vale ressaltar que a

correspondência entre T-ideais e variedades é do tipo da conhecida correspondência de

Galois, isto é, inverte as inclusões.

Um dos principais e mais difíceis problemas na PI-teoria é descrever um T-ideal em

função de um conjunto gerador (também chamado de base). Uma base de identidades

concretas para a álgebra das matrizes Mn(K) de ordem n sobre o corpo K é conhecida

somente quando n ≤ 2, ver [45] para charK = 0, e [35, 9] para charK = p > 2. Specht

[51], em 1950, conjecturou que sobre um corpo de característica zero todo T-ideal próprio

em K〈X〉 é finitamente gerado, como T-ideal. Essa conjectura ficou conhecida como

Problema de Specht, e motivou um grande desenvolvimento na teoria de identidades

polinomiais, onde inicialmente se consideravam álgebras sobre corpos de característica

zero.

O Problema de Specht foi resolvido apenas em 1987 por Kemer, como pode ser

visto em [30]. Sua prova é baseada em uma teoria sofisticada sobre T-ideais, e envolve

os conceitos de superidentidades e produtos tensoriais graduados com a álgebra de

Grassmann, chamados de envelopes de Grassmann. Nesse trabalho, além da solução do

problema de Specht, Kemer também mostrou que toda variedade não trivial de álgebras

associativas é gerada pelo envelope de Grassmann de uma superálgebra de dimensão finita.

Um resultado semelhante é válido para amplas classes de álgebras não associativas. Mais
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precisamente, Mishchenko e Zaicev [60] mostraram que toda variedade de álgebras de Lie

de tipo associativo é gerada pelo envelope de Grassmann de uma superálgebra finitamente

gerada.

Apesar de sua grande importância, o trabalho de Kemer nos garante apenas finitude

da base dos T-ideais. Além disso, em característica positiva, o problema de Specht

tem resposta negativa, como pode ser visto nos trabalhos de Belov [3, 4], Grishin [21]

e Shchigolev [49], no caso de álgebras associativas. Para álgebras de Lie, o primeiro

contra-exemplo foi dado por Vaughan-Lee em [58].

Trabalhar com identidades ordinárias, como regra, quase sempre é complicado.

Portanto estudam-se outros tipos de identidades polinomiais nos ambientes associativo e

não associativo, tais como identidades polinomiais com traço, com involução e identidades

polinomiais graduadas. Vamos destacar um tipo de identidade envolvendo álgebras

associativas e não associativas que são as identidades fracas. Um polinômio f em K〈X〉 é

dito uma identidade polinomial fraca de um par (A,L), onde A é uma álgebra associativa

envolvente da álgebra de Lie L, quando ele se anula em A para qualquer substituição por

elementos de L. Nesse caso, o ideal de identidades fracas é chamado de ideal fraco e é

invariante por endomorfismos do par livre (K〈X〉,L(X)), onde L(X) é a álgebra de Lie

livre. Essas identidades foram introduzidas em 1973 por Razmyslov [44] e foram cruciais

na descrição das identidades da álgebra matricial M2(K), bem como da álgebra de Lie

simples sl2(K). No mesmo trabalho Razmyslov determinou base finita de identidades para

a álgebra de Lie sl2(K) das matrizes de ordem 2 de traço zero, bem como das identidades

fracas do par (M2(K), sl2(K)) (tudo isso em característica zero). Generalizações de

identidades fracas mostraram-se bastante importantes em vários estudos de álgebras não

associativas: de Lie, de Jordan. Destacamos também a importância das identidades fracas

nos estudos realizados por Razmyslov no seu livro [45] e, mais tarde, em vários trabalhos

de Iltyakov [25] e Vasilovsky [57, 56].

O método de investigação das identidades (ordinárias ou fracas) depende da caracte-

rística do corpo. Se o corpo base é de característica zero, então todas identidades seguem

das multilineares. Nessa situação, podemos fazer uso de uma importante ferramenta que

é a teoria de representações do grupo simétrico Sn, ou numa linguagem alternativa, as

representações polinomiais do grupo geral linear. Muitas vezes, é possível obter uma

base das identidades usando a descrição das representações irredutíveis de Sn. Em
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outras palavras, associa-se ao T-ideal, ou ideal de identidades fracas, uma sequência de

caracteres de Sn, n = 0, 1, 2 . . . , chamada de sequência de cocaracteres. Essa sequência,

juntamente com a chamada sequência de codimensões, é usada para medir o crescimento

das identidades de uma álgebra ou do par em questão. Denotamos por Pn o espaço vetorial

dos polinômios multilineares de grau n em x1, . . . , xn em K〈X〉, este espaço tem como

base os monômios xσ(1) · · ·xσ(n), σ ∈ Sn, onde Sn denota o grupo simétrico. Este espaço

é módulo (à esquerda) sobre Sn, e ainda Pn
∼= KSn, onde KSn denota o módulo regular

à esquerda. Se A é uma álgebra com T-ideal Id(A) então Id(A) ∩Pn é um submódulo de

Pn e Pn(A) = Pn/(Pn ∩ Id(A)) herda a estrutura de Sn-módulo. O cocaracter de A é o

caracter de Pn(A), e a n-ésima codimensão de A é cn(A) = dimPn(A).

Uma PI-álgebra é uma álgebra que satisfaz uma identidade polinomial não trivial.

No caso associativo, o estudo do crescimento de T-ideais teve início com o importante

teorema de Regev [46] que estabelece que a sequência de codimensões de uma PI-álgebra

associativa é limitada exponencialmente. Mais precisamente Regev demonstrou que se A

satisfaz uma identidade de grau d então cn(A) ≤ (d − 1)2n, para todo n. Ressaltamos

que este resultado foi essencial para a obtenção de outro teorema importante (no mesmo

trabalho de Regev): o produto tensorial de duas álgebras PI de novo é PI. O teorema de

Regev mostra que o estudo do cocaracter e das codimensões de uma PI-álgebra A pode

ser mais viável do que trabalhar com Pn ∩ Id(A): temos dimPn = n! e por consequência

as identidades multilineares tornam se “quase” todo Pn quando n → ∞, pois (d − 1)2n

tem crescimento muito mais lento que n!

Por outro lado, para álgebras de Lie existem exemplos de crescimento mais que

exponencial ([53, 43]). Giambruno e Zaicev, em 1999, resolveram em afirmativo

a conjectura de Amitsur que o expoente da taxa de crescimento de qualquer T-

ideal associativo próprio é um inteiro, chamado de expoente da PI-álgebra ([16, 19]).

Formalmente, exp(A) = limn→∞(cn(A)1/n), quando esse último limite existe. Análogos

desse resultado foram obtidos por Zaicev [59] para álgebras de Lie de dimensão finita e por

Gordienko [20] para identidades de representações de álgebras de Lie de dimensão finita,

o qual é um caso particular de identidades fracas. Além disso, existem contraexemplos

da não validade da conjectura de Amitsur no ambiente de álgebras de Lie ([61, 17]). São

conhecidos exemplos de álgebras onde o expoente existe e não é inteiro, ou nem existe.

Neste trabalho estudamos o comportamento assintótico das codimensões fracas, com
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ênfase no caso de representações de álgebras de Lie, e a validade da conjectura de Amitsur

para ideais fracos, quando o corpo é de característica zero. A tese está estruturada assim.

O primeiro capítulo contém uma parte dos resultados básicos necessários nos capítulos

seguintes. Iniciamos com o conceito de álgebra enfatizando duas grandes classes:

associativas e de Lie. Assim, estabelecemos a noção de par associativo-Lie, o qual é o

principal objeto de estudo deste trabalho. Obtemos vários exemplos que serão importantes

ao longo do texto. Definimos também os conceitos de par relativamente livre, identidades

de pares, variedades de pares e discutimos esses conceitos nos ambientes associativo e de

Lie. Em seguida, fazemos um breve resumo da teoria de representações de grupos, tanto

para um grupo qualquer quanto para o grupo simétrico Sn, e estabelecemos os conceitos

de codimensões e PI expoente. Definimos os pares especiais e de tipo associativo. Por

fim, discutimos sobre a teoria de representações do grupo geral linear.

No segundo capítulo obtemos propriedades com relação ao crescimento polinomial

das codimensões de identidades fracas, onde consideramos um corpo de característica

zero. Mais precisamente, vemos que alguns resultados não se mantêm quando deixamos

o ambiente de Lie e estamos trabalhando no ambiente associativo-Lie. Além disso,

estabelecemos uma caracterização para o crescimento polinomial das codimensões por

meio das representações irredutíveis de Sn. Uma caracterização análoga foi obtida por

Kemer [31] para álgebras associativas e por Benediktovich e Zalesskii [5] para álgebras de

Lie. Obtemos as codimensões, cocaracteres e o expoente para os pares (UT2, UT
(−)
2 ),

(E,E(−)) e (M2, sl2), os quais estão relacionados com algumas representações das

correspondentes álgebras de Lie. Em seguida, mostramos que esses pares geram variedades

com crescimento quase polinomial das codimensões. Ressaltamos que as álgebras de Lie

UT
(−)
2 e E(−) não possuem crescimento quase polinomial das codimensões. Mostramos

também a existência de pares que não possuem crescimento quase polinomial das

codimensões fracas, mas as álgebras de Lie desses pares, quando vistas como álgebras

de Lie, possuem crescimento quase polinomial das codimensões de Lie.

No terceiro e último capítulo estabelecemos uma teoria análoga à de álgebras

graduadas para o caso de pares. Assim, definimos identidades fracas graduadas para os

chamados pares graduados. Considerando pares Z2-graduados, chamados de superpares,

e com base na teoria desenvolvida por Kemer [30], obtemos que toda variedade de pares

de tipo associativo é gerada pelo envelope de Grassmann de um superpar finitamente
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gerado. Consequentemente, obtemos que toda variedade de pares especial, que não contém

pares da forma (R, sl2), é formada por pares com uma álgebra de Lie solúvel. Por fim,

estabelecemos um exemplo de par associativo-Lie em que o expoente, caso exista, não

pode ser um número inteiro.

Uma boa parte dos resultados contidos nos capítulos 2 e 3 é nova. Destacamos aqui

a caracterização para crescimento polinomial das codimensões de um par associativo-Lie,

bem como o cálculo das codimensões e dos cocaracteres dos pares mencionados acima, e os

fatos acerca do crescimento (Capítulo 2). Os resultados do Capítulo 3 mencionados acima

também são novos. Os resultados dos dois capítulos estão em fase final de elaboração e

serão submetidos em breve para publicação.
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Capítulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capítulo vamos apresentar os conceitos e resultados básicos necessários para o

desenvolvimento deste trabalho. Em todo o capítulo K denotará um corpo e todos os

espaços vetoriais e álgebras serão sobre K. Parte dos conceitos, resultados e propriedades

que introduziremos aqui não exige restrições sobre o corpo. Por outro lado, nossos

principais resultados exigem álgebras sobre corpos de característica zero. Portanto,

fixaremos o corpo K de característica zero, a menos que se mencione o contrário.

Para mais detalhes sobre os conceitos abordados nesse capítulo indicamos [19], [13] e

[45].

1.1 Álgebras associativas e de Lie

Definição 1.1.1 Uma K-álgebra (álgebra sobre K ou simplesmente álgebra) consiste de

um par (A, ∗), onde A é um K-espaço vetorial e ∗ : A×A → A é uma operação bilinear.

A operação ∗ é chamada multiplicação (ou produto) da álgebra A, a qual denotaremos

por justaposição ab, a, b ∈ A. Definimos a1a2a3 como sendo (a1a2)a3 e, indutivamente,

o produto a1a2 · · · an−1an como sendo (a1a2 . . . an−1)an, para quaisquer ai ∈ A. Um

subconjunto β de A é uma base da álgebra se é uma base do espaço vetorial A e definimos

a dimensão de A, denotada usualmente dimA (ou dimK A, quando há necessidade de

destacar qual o corpo), como sendo a dimensão de A vista como espaço vetorial.

Definição 1.1.2 Dizemos que uma álgebra A é:

i) Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A. Nesse caso, também temos

uma estrutura de anel para A;
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ii) Comutativa se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;

iii) Unitária (ou com unidade) se o produto possui um elemento neutro, ou seja, se

existe 1A ∈ A tal que a1A = 1Aa = a para todo a ∈ A. O elemento 1A é chamado

de unidade da álgebra A, e usualmente o denotaremos simplesmente por 1;

iv) Nilpotente se existe n ∈ N tal que o produto de quaisquer n elementos com qualquer

disposição de parênteses é nulo (se A é associativa isto equivale a a1a2 · · · an = 0

para quaisquer a1, . . . , an ∈ A e escrevemos An = 0). O menor valor de n que

satisfaz esta condição é dito o índice (ou classe) de nilpotência de A.

Vejamos alguns exemplos que serão importantes ao longo do texto.

Exemplo 1.1.3 O espaço vetorial Mn(K) (ou simplesmente Mn) das matrizes de ordem

n sobre o corpo K com a multiplicação usual de matrizes é uma álgebra associativa e

unitária, cuja unidade é a matriz identidade In. Nessa álgebra é importante destacar

as matrizes elementares Eij, 1 ≤ i, j ≤ n, em que Eij é a matriz com entrada 1 na

coordenada (i, j) e as demais entradas são nulas. Essas matrizes formam uma base para

Mn(K), e EijEpq = δjpEiq, o que determina o produto em Mn. Aqui δjp é o símbolo de

Kronecker, δjp = 0 se j 6= p e δjj = 1.

Exemplo 1.1.4 Seja V um espaço vetorial com base {e1, e2, e3, . . . }. A álgebra de

Grassmann, denotada por E, é definida como a álgebra associativa e unitária com base

{1, ei1ei2ei3 · · · eil
| i1 < i2 < i3 < · · · < il, l ≥ 1} cujo produto é dado por e2

i = 0

e eiej = −ejei, i, j ∈ N. Não é difícil ver que este produto é bem definido. Podemos

escrever E = E0⊕E1, onde E0 e E1 são os subespaços gerados pelos monômios de tamanho

par (juntamente com 1) e ímpar, respectivamente. Temos que ax = xa, para a ∈ E0 e

x ∈ E, e yz = −zy, para z, y ∈ E1. No caso em que charK = 2, E é uma álgebra

comutativa.

Exemplo 1.1.5 Seja V um espaço vetorial. O espaço vetorial EndK(V ) (ou simples-

mente End(V )) de todos os operadores lineares de V munido da composição de operadores

dada por

(ϕ ◦ ψ)(v) = ϕ(ψ(v)),

ϕ, ψ ∈ EndK(V ) e v ∈ V , é uma álgebra associativa e com unidade. Se dim V = n

sabemos que EndK(V ) ∼= Mn(K). Mais ainda, o conhecido teorema de Skolem e Noether



18

[23, Teorema 4.3.1, p. 99] garante que os isomorfismos entre essas duas álgebras são

dados apenas por escolha da base em V .

Exemplo 1.1.6 Seja G um grupo. O espaço KG de todas as combinações lineares

formais
∑

g∈G λgg, λg ∈ K, é uma álgebra com base formada pelos elementos de G e

produto induzido pela multiplicação entre os elementos do grupo. Esta álgebra é chamada

de álgebra de grupo.

Exemplo 1.1.7 Sejam A e B álgebras sobre K. O produto

(x1 ⊗ y1) · (x2 ⊗ y2) = x1x2 ⊗ y1y2,

x1, x2 ∈ A e y1, y2 ∈ B, torna o espaço tensorial A⊗B uma álgebra chamada de produto

tensorial entre A e B. Se A e B são álgebras com bases β1 = {vi | i ∈ I} e β2 = {wj |
j ∈ J}, respectivamente, então o conjunto β = {vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J} é uma base de

A⊗ B. Além disso, se A e B possuírem unidade, então 1A ⊗ 1B é a unidade do produto

tensorial.

Definição 1.1.8 Seja A uma álgebra. Dizemos que um subespaço B de A é uma

subálgebra se é fechado com respeito à multiplicação, ou seja, BB ⊆ B. Um subespaço I

de A é um ideal (bilateral) de A se IA ⊆ I e AI ⊆ I. No caso em que I satisfaz apenas

AI ⊆ I ou IA ⊆ I, dizemos que I é ideal à esquerda ou ideal à direita, respectivamente.

Exemplo 1.1.9 O espaço UTn(K) (ou simplesmente UTn) das matrizes triangulares

superiores de ordem n com entradas em K é uma subálgebra associativa de Mn(K).

Exemplo 1.1.10 Dada uma álgebra associativa A o conjunto

Z(A) = {a ∈ A | ax = xa, para todo x ∈ A}

é uma subálgebra de A chamada de centro de A. Não é difícil ver que para todo n ∈ N

vale Z(Mn(K)) = {λIn | λ ∈ K} (matrizes escalares). Quanto à álgebra de Grassmann,

temos que Z(E) = E0, quando charK 6= 2, e Z(E) = E se charK = 2, pois neste caso E

é comutativa.
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Exemplo 1.1.11 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. O espaço vetorial quociente

A/I munido do produto (a + I)(b + I) = ab + I, para quaisquer a, b ∈ A, é uma álgebra

chamada de álgebra quociente de A por I.

Exemplo 1.1.12 Seja A uma álgebra associativa e S ⊆ A (não vazio). Definimos a

subálgebra gerada por S, denotada por 〈S〉, como sendo a interseção de todas as subálgebras

de A que contêm S. Verifica-se que 〈S〉 é gerado, como espaço vetorial, pelo conjunto

{s1s2 · · · sk | k ∈ N, si ∈ S}.

Definição 1.1.13 Dada uma álgebra associativa e unitária A, definimos o radical de

Jacobson de A, denotado por J(A), como sendo a interseção de todos os ideais maximais

à direita (ou à esquerda) de A. Se J(A) = 0, dizemos que A é semissimples.

Aqui comentamos que a definição anterior pode ser modificada para o caso de álgebras

associativas não necessariamente unitárias. De modo geral, J(A) é a interseção de todos

anuladores de A-módulos à direita (ou à esquerda) irredutíveis, ou ainda a interseção dos

ideais primitivos de A (veja [23], Cap. 1). (Considerando A como anel apenas não altera

J(A).)

Exemplo 1.1.14 O radical de Jacobson da álgebra UTn, n > 1, consiste das matrizes

estritamente triangulares superiores, isto é, das matrizes triangulares superiores com zeros

na diagonal principal.

Dentre as classes de álgebras estudadas nesse trabalho, vamos destacar as associativas

e mais um tipo especial de álgebra ainda não mencionado anteriormente.

Definição 1.1.15 Seja L uma álgebra. Dizemos que L é uma álgebra de Lie, e denotamos

sua operação por (x, y) 7→ [x, y] (colchete ou comutador), se satisfaz

i) [a, a] = 0, para todo a ∈ L;

ii) [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0, para quaisquer a, b, c ∈ L.

A relação (ii) é chamada de identidade de Jacobi. Note que, se charK 6= 2, (i)

é equivalente a [a, b] = −[b, a] e chamamos essa relação de anticomutatividade (ou

antissimetria).
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Uma álgebra de Lie L não é necessariamente associativa, já que [[a, a], b] = 0 mas

[a, [a, b]] nem sempre é nulo. Pela identidade de Jacobi, L é associativa se, e somente se, o

colchete de três elementos de L é nulo. Além disso, segue de (i) que se L 6= 0 e charK 6= 2,

L não possui unidade (e que não faz sentido falar sobre unidade em álgebras de Lie).

Dizemos que uma álgebra de Lie L é abeliana se [a, b] = 0 para quaisquer a, b ∈ L.

Quando L não possui ideais próprios e dimL > 1 é dita simples.

De acordo com a definição feita no início dessa seção para o produto de n elementos,

temos no caso de álgebras de Lie os comutadores normados à esquerda. Em outras palavras

dada uma álgebra de Lie L um comutador de Lie de tamanho n é definido indutivamente

por

[a1, a2] = a1a2 − a2a1, [a1, . . . , an−1, an] = [[a1, . . . , an−1], an], n > 2,

para quaisquer a1, . . . , an ∈ L.

Exemplo 1.1.16 Seja A uma álgebra associativa. Denote por A(−) o espaço vetorial A

munido do produto [a, b] = ab− ba. Verifica-se facilmente que A(−) é uma álgebra de Lie.

Em particular, dado V um espaço vetorial, temos que End(V )(−) é uma álgebra de Lie

que denotaremos por gl(V ).

Exemplo 1.1.17 O espaço UT (−)
n é uma subálgebra de Lie de M (−)

n .

Exemplo 1.1.18 O espaço vetorial sln(K) (ou simplesmente sln) das matrizes de ordem

n com traço 0 munido do produto [a, b] = ab− ba é uma subálgebra de Lie de Mn(K)(−).

Observe que sln(K) com o produto usual de matrizes não é uma subálgebra de Mn(K),

pois o produto (usual) de matrizes de traço zero não é necessariamente uma matriz de

traço zero.

Tome L uma álgebra de Lie e S, T subconjuntos de L. Denotamos por [S, T ] o

subespaço de L gerado por {[s, t] | s ∈ S, t ∈ T}. Definimos indutivamente a sequência

de ideais de L

L(0) = L, L(1) = L′ = [L,L], L(2) = [L′, L′], . . . , L(k) = [L(k−1), L(k−1)], k ∈ N,

chamada de série derivada. A álgebra L′ é chamada de álgebra derivada de L e dizemos

que L é solúvel se L(n) = 0 para algum n ∈ N. Também definimos a série central
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descendente por

L0 = L, L1 = L′ = [L,L], L2 = [L′, L], . . . , Lk = [Lk−1, L], k ∈ N.

Observe que L é nilpotente se, e somente se, Ln = 0 para algum n ∈ N.

Exemplo 1.1.19 As álgebras de Lie abelianas e a álgebra UT (−)
n são solúveis. Por outro

lado, a álgebra de Lie sln(K) não é solúvel.

Exemplo 1.1.20 Dada uma álgebra de Lie L o conjunto

Z(L) = {x ∈ L | [x, z] = 0, para todo z ∈ L}

é um ideal de L chamado de centro de L. Se L é abeliana então Z(L) = L. Por outro

lado, se L é simples então Z(L) = 0.

De modo natural definimos a noção de homomorfismo de álgebras como sendo uma

transformação linear ϕ : A → B que preserva o produto, ou seja, ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),

para quaisquer a, b ∈ A. Quando ϕ é injetor, sobrejetor ou bijetor, dizemos que é um

monomorfismo, epimorfismo ou isomorfismo, respectivamente. Se A = B, chamamos ϕ

de endomorfismo. Se existir um isomorfismo ϕ : A → B entre as álgebras A e B, dizemos

que as duas álgebras são isomorfas e denotamos A ≃ B.

Se ϕ : A → B é um homomorfismo de álgebras, então o núcleo Ker(ϕ) = {a ∈
A | ϕ(a) = 0} de ϕ é um ideal de A, e a imagem Im(ϕ) = {ϕ(a) | a ∈ A} de ϕ é

uma subálgebra de B. Além disso, o conhecido teorema sobre o isomorfismo afirma que

A/Ker(ϕ) ≃ Im(ϕ).

Ao longo do texto trabalharemos com homomorfismos de álgebras associativas e de Lie.

Então, por simplicidade, chamaremos apenas de homomorfismos, ficando subentendida a

estrutura considerada de acordo com a situação.

Definição 1.1.21 Dada uma coleção de álgebras {Aγ | γ ∈ Γ}, dizemos que uma álgebra

A é um produto subdireto das álgebras Aγ, γ ∈ Γ, se A pode ser imersa no produto direto
∏

γ∈Γ Aγ de modo que πγ(A) = Aγ para todo γ ∈ Γ, onde πγ : A → Aγ é a projeção em

Aγ.
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Definição 1.1.22 Seja L uma álgebra de Lie. Um homomorfismo (de álgebras de Lie)

ρ : L → gl(V ) é chamado de representação da álgebra de Lie L em V . A dimensão de V

é dita a dimensão da representação.

Exemplo 1.1.23 Dado um elemento x em uma álgebra de Lie L, considere a transforma-

ção linear ad x : L → L dada por yad x = [y, x]. A aplicação ad : x ∈ L → ad x ∈ gl(L)

define uma representação de L em L chamada de representação adjunta.

Observação 1.1 Observe que usamos a representação adjunta à direita de L, ou seja, no

caso da adjunta consideramos uma ação à direita, diferentemente do que fazemos no caso

de aplicações em geral em que consideramos a ação à esquerda. Escolhemos esta notação

para fins de compatibilidade: os comutadores estão normados à esquerda.

Dada ρ : L → gl(V ) uma representação de L, o espaço V possui naturalmente uma

estrutura de L-módulo, o qual é chamado de módulo da representação. Vamos dizer que

ρ é irredutível se V é um L-módulo irredutível. Quando V é soma direta de submódulos

irredutíveis ρ é dita completamente redutível.

Vejamos dois resultados clássicos da teoria de álgebras de Lie que podem ser

encontrados em [24, p. 12, p. 28].

Teorema 1.1.24 (Engel) Seja L uma álgebra de Lie de dimensão finita e suponha que,

para todo x ∈ L, o operador linear ad x é nilpotente. Então L é nilpotente.

Teorema 1.1.25 (Weyl) Seja ρ : L → gl(V ) uma representação de dimensão finita de

uma álgebra de Lie L semissimples. Então ρ é completamente redutível.

Definição 1.1.26 Seja A uma álgebra associativa. Se uma álgebra de Lie L é isomorfa

a uma subálgebra de A(−) dizemos que A é uma álgebra envolvente de L. Uma álgebra

associativa unitária U = U(L) é uma álgebra universal envolvente de uma álgebra de

Lie L, se L é uma subálgebra de U (−) e U satisfaz a seguinte propriedade universal:

para qualquer álgebra associativa unitária B e qualquer homomorfismo de álgebras de Lie

ϕ : L → B(−), existe um único homomorfismo de álgebras associativas ψ : U → B que

estende ϕ, ou seja, ψ|L = ϕ.

O próximo teorema garante uma base para a álgebra universal envolvente a partir de

uma base da álgebra de Lie L.
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Teorema 1.1.27 (Poincaré-Birkhoff-Witt) Toda álgebra de Lie L possui, a menos de

isomorfismo, uma única álgebra universal envolvente U(L). Se {vi | i ∈ I} é uma base de

L ordenada (por uma ordem no conjunto de índices I), então temos que {vi1 · · · vip
| i1 ≤

· · · ≤ ip, ik ∈ I, p = 0, 1, 2 . . . } é uma base de U(L).

Demonstração: Veja [13], Teorema 1.3.2, p. 11. �

Vejamos então a noção de par associativo-Lie.

Definição 1.1.28 Um par formado por uma álgebra de Lie L e uma álgebra associativa

A em que L é uma subálgebra de A(−) e L gera A como álgebra associativa (se A é

unitária e 1A /∈ 〈L〉 exigimos que L ∪ {1A} seja o conjunto gerador de A) é dito um par

associativo-Lie (ou simplesmente par) e denotado por (A,L).

Vamos dizer que um par (A2, L2) é um subpar associativo-Lie de um par (A1, L1) se L2 é

uma subálgebra de Lie de L1 e A2 é uma subálgebra associativa de A1. Um homomorfismo

de um par (A1, L1) em um par (A2, L2) é um homomorfismo de álgebras associativas

ψ : A1 → A2 tal que ψ(L1) ⊆ L2. Dizemos que ψ é injetor se for um homomorfismo

associativo injetor e é sobrejetor se ψ(A1) = A2 e ψ(L1) = L2. Naturalmente definimos

um isomorfismo de pares como sendo um homomorfismo de pares que é biunívoco.

Sejam {(Ai, Li) | i ∈ I} um conjunto de pares e
∏

i∈I Ai,
∏

i∈I Li produtos diretos de

álgebras associativas e de Lie, respectivamente. Claramente L =
∏

i∈I Li é uma subálgebra

de Lie de (
∏

i∈I Ai)(−). Seja A a subálgebra associativa de
∏

i∈I Ai gerada por L. O par

(A,L) é chamado de produto direto dos pares (Ai, Li), i ∈ I.

Exemplo 1.1.29 Dada uma álgebra de Lie L, pelo Teorema 1.1.27, temos que (U(L), L)

é um par associativo-Lie, ou seja, sempre é possível obter um par associativo-Lie a partir

de qualquer álgebra de Lie.

Vamos destacar um caso particular de pares associativo-Lie, o qual é obtido a partir

de uma representação de uma álgebra de Lie da seguinte forma. Dada ρ : L → gl(V ) uma

representação de uma álgebra de Lie L, podemos considerar o par (A, ρ(L)), onde A é a

subálgebra associativa de End(V ) gerada por ρ(L).

Exemplo 1.1.30 Dada A uma álgebra associativa, então (A,A(−)) é um par associativo-

Lie. Vamos destacar os pares (UT2, UT
(−)
2 ) e (E,E(−)). Esses pares estão relacionados
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a representações. De fato, para (UT2, UT
(−)
2 ) basta considerar a identidade Id : UT (−)

2 →
gl(V ), onde dim V = 2.

No caso de (E,E(−)), tome ρ : E(−) → gl(E), onde ρ(x)y = xy para quaisquer x,

y ∈ E. Essa aplicação está bem definida e é um homomorfismo injetor de álgebras de Lie.

Essa mesma aplicação define um homomorfismo injetor de álgebras associativas entre E

e End(E). Assim, a subálgebra associativa gerada pela imagem de ρ é a própria imagem

ρ(E(−)) ≃ E, donde segue que (E,E(−)) está relacionado a essa representação.

Exemplo 1.1.31 Dada ρ : sl2 → gl(V ) uma representação da álgebra de Lie sl2, temos

que ρ(sl2) ≃ sl2, pois sl2 é simples. Assim, identificando sl2 com sua imagem, podemos

associar a essa representação o par (A, sl2), onde A é a subálgebra associativa de End(V )

gerada por sl2. No caso em que dim V = 2, temos o par (M2, sl2) e a representação

associada é irredutível.

1.2 Pares livres

Agora vejamos o conceito de par livre, o qual é de fundamental importância para

o conceito de identidades polinomiais fracas, um dos principais objetos de estudo deste

trabalho. O par livre desempenha o papel da álgebra associativa livre, isto é, ele será o

ambiente onde trabalharemos.

Dado um par associativo-Lie (A,L) em que L é gerada como álgebra de Lie por um

conjunto Y , temos que A é gerada como álgebra associativa pelo mesmo conjunto Y (ou

por Y ∪ {1A} se A é unitária e 1A /∈ 〈L〉). De fato, como (A,L) é um par associativo-Lie,

temos que A possui um conjunto gerador composto por elementos da forma a1a2 · · · an,

ai ∈ L (ou a1a2 · · · an, ai ∈ L ∪ {1A}, se A é unitária e 1A /∈ 〈L〉). Mas cada um desses

a′
is é combinação de comutadores de elementos de Y e daí, expandindo esse comutadores,

obtemos que A é gerada por Y como álgebra associativa. Nesse caso dizemos que o par

(A,L) é gerado por Y .

Definição 1.2.1 Sejam B uma classe de pares associativo-Lie e (A,L) ∈ B um par

gerado por um conjunto Y . Dizemos que o par (A,L) é livre na classe B, livremente

gerado pelo conjunto Y , se satisfaz a propriedade universal dos pares livres: para todo

par (B,M) ∈ B, qualquer aplicação h : Y → M pode ser estendida a um (único)
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homomorfismo de pares ϕ : (A,L) → (B,M). A cardinalidade do conjunto Y é chamada

de posto de (A,L).

Definição 1.2.2 Sejam B uma classe de álgebras e A ∈ B uma álgebra gerada por um

conjunto X. Dizemos que a álgebra A é livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto

X, se para toda álgebra B ∈ B, qualquer aplicação h : X → B pode ser estendida a um

(único) homomorfismo de álgebras ϕ : A → B. A cardinalidade do conjunto X é chamada

de posto de A.

Vejamos então duas álgebras livres que serão importantes ao longo do trabalho: a

álgebra associativa livre e a álgebra de Lie livre.

Considere X = {x1, x2, . . . } um conjunto infinito e enumerável de variáveis. Seja

K〈X〉 o K-espaço vetorial tendo como base 1 e o conjunto de todas palavras em X.

Considere o produto em K〈X〉 definido sobre as palavras por

(xi1xi2 · · ·xin
)(xj1xj2 · · ·xjm

) = xi1xi2 · · ·xin
xj1xj2 · · ·xjm

,

e depois estendido por linearidade a K〈X〉. Temos que K〈X〉 é uma álgebra associativa

unitária, a qual é livre na classe das álgebras associativas unitárias. Essa álgebra é

chamada de álgebra associativa livre unitária (ou simplesmente álgebra associativa livre),

seus elementos de polinômios associativos e toda palavra de variáveis em X um monômio

associativo.

Proposição 1.2.3 (Teorema de Witt) Seja L(X) a subálgebra de Lie de K〈X〉(−)

gerada pelo conjunto X. A álgebra L(X) é livre na classe das álgebras de Lie. Além

disso, U(L(X)) = K〈X〉.

Demonstração: Veja [19], Teorema 12.2.2, p. 310; e [13], Teorema 1.3.5, p. 14. �

A álgebra L(X) é chamada de álgebra de Lie livre e seus elementos de polinômios de

Lie. Todo comutador [xi1 , . . . , xin
], n ∈ N, de variáveis em X com qualquer distribuição

de colchetes é dito um monômio de Lie. Observe que todo polinômio de Lie pode ser

considerado como associativo (pois L(X) ⊆ K〈X〉), mas nem todo polinômio associativo

é de Lie.
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Exemplo 1.2.4 O polinômio [x1, [x2, x3]] é de Lie. Por outro lado, [x1x2, x3] é um

polinômio associativo, mas não é de Lie.

Aqui recordamos que uma base da álgebra associativa livre K〈X〉 consiste das palavras

(isto é, dos monômios associativos). Tal fato não tem análogo no caso de L(X), pois

monômios de Lie podem ser linearmente dependentes. Por exemplo,

[[x1, x2], [x3, x4]] = [x1, x2, x3, x4] − [x1, x2, x4, x3].

A construção de uma base do espaço vetorial L(X) foi explicitada apenas por volta de

1950, por Marshall Hall [22], e de maneira independente, por Anatoly Shirshov [50]. No

próximo resultado a distribuição de colchetes em elementos de uma base de L(X) não é

muito relevante. Assim, utilizaremos uma notação simplificada para os comutadores de

tamanho n ≥ 2.

Proposição 1.2.5 Escolha uma base da álgebra de Lie livre L(X)

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], [xj1 , xj2 ], . . . , [xk1 , xk2 , xk3 ], . . . ,

formada pelas variáveis x1, x2, . . . e alguns comutadores, os quais possuem algumas

restrições sobre os índices nas variáveis e distribuição de colchetes que estamos omitindo.

Ordenamos essa base de forma que x1 < x2 < · · · , as variáveis precedem os comutadores

de tamanho 2, os quais precedem os comutadores de tamanho 3, e assim por diante. Dentre

os comutadores de mesmo tamanho, ordenamos de acordo com a ordem das variáveis.

Então o espaço vetorial K〈X〉 possui uma base

xa1
1 · · ·xam

m [xi1 , xi2 ]b · · · [xl1 , . . . , xlp ]c

onde a1, . . . , am, b, . . . , c ≥ 0 e [xi1 , xi2 ] < · · · < [xl1 , . . . , xlp ] na ordenação da base de

L(X).

Demonstração: Veja [13], Proposição 4.4.3, p. 42. �

Considere a álgebra associativa livre K〈X〉 e a álgebra de Lie livre L(X). Temos que

toda aplicação de X em uma álgebra de Lie L se estende a um homomorfismo ϕ : L(X) →
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L. Pela Proposição 1.2.3, temos que U(L(X)) = K〈X〉 e então para todo par associativo-

Lie (A,L) em que A é unitária obtemos uma extensão de ϕ a um homomorfismo de

álgebras associativas ϕ̄ : K〈X〉 → A. Como ϕ̄(L(X)) ⊆ L, segue que toda aplicação do

conjunto gerador X do par (K〈X〉,L(X)) tem uma extensão a um homomorfismo de

pares ϕ̄ : (K〈X〉,L(X)) → (A,L). Assim, o par (K〈X〉,L(X)) é livre na classe de todos

os pares associativo-Lie formados por álgebras associativas unitárias. Esse par é chamado

de par livre gerado por X.

1.3 Identidades polinomiais

Nesta seção definimos as identidades polinomiais para um par associativo-Lie e

estabelecemos alguns conceitos e resultados importantes para os próximos capítulos. De

modo semelhante, definem-se identidades para álgebras associativas e de Lie. Para esses

casos, fazemos um breve resumo. Uma abordagem mais detalhada pode ser encontrada

em [13, Caps. 1 e 2] e [19, Cap. 1].

Definição 1.3.1 Um polinômio f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é uma identidade (fraca)

do par (A,L) se f(a1, a2, . . . , an) = 0 na álgebra A para quaisquer a1, a2, . . . , an ∈ L.

Nesse caso, dizemos que (A,L) satisfaz f ou que f ≡ 0 em (A,L).

No caso em que o par associativo-Lie é obtido a partir de uma representação ρ, dizemos

que f é uma identidade da representação ρ.

Exemplo 1.3.2 O polinômio [x ◦ y, z] ≡ 0, onde x ◦ y = xy+ yx, é uma identidade fraca

do par (M2, sl2). Em outras palavras, podemos dizer que [x ◦ y, z] ≡ 0 é identidade de

uma representação de sl2 de dimensão 2.

Para justificar o enunciado do exemplo acima, observamos que se a, b ∈ sl2 então

a e b são de traço 0. Pode ser visto por cálculo direto que a ◦ b é uma matriz escalar.

Mas matrizes escalares comutam com quaisquer matrizes. (Assim obtivemos que [x ◦ y, z]
é uma identidade fraca para o nosso par, e ainda devemos substituir elementos de sl2

apenas para x e y; para z podemos substituir qualquer elemento de M2. Mais adiante

não precisaremos considerar tais situações.)
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Dado um par (A,L), um dos principais pontos de estudo é estabelecer o conjunto

de todas as identidades fracas desse par e tentar encontrar um conjunto gerador dessas

identidades. Nesse sentido vejamos algumas definições e resultados.

Definição 1.3.3 Um ideal I da álgebra associativa K〈X〉 é chamado ideal de identidades

fracas (ou ideal fraco) se f(g1, . . . , gn) ∈ I para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ I e quaisquer

g1, . . . , gn ∈ L(X). Em outras palavras, I é um ideal bilateral de K〈X〉 invariante por

todos endomorfismos do par livre (K〈X〉,L(X)).

Dado um par (A,L), considere o conjunto

Id(A,L) = {f ∈ K〈X〉 | f ≡ 0 em (A,L)}

de todas as identidades de (A,L). Temos que se f(x1, . . . , xn) ≡ 0 é identidade do par

(A,L), então af(g1, . . . , gn)b ≡ 0 é também identidade do par (A,L), quaisquer que

sejam g1, . . . , gn ∈ L(X) e a, b ∈ K〈X〉. Então Id(A,L) é um ideal de identidades

fracas. Reciprocamente, dado um ideal fraco I de K〈X〉, podemos encontrar um par

correspondente a esse ideal. De fato, basta observar que

Id(K〈X〉/I,L(X)/L(X) ∩ I) = I.

É fácil ver que a interseção de uma família de ideais de identidades fracas é um ideal fraco.

Assim, dado S ⊆ K〈X〉 não vazio, definimos o ideal de identidades fracas gerado por S,

denotado por 〈S〉F , como sendo a interseção de todos os ideais de identidades fracas de

K〈X〉 que contêm S. Assim, 〈S〉F é o menor ideal fraco de K〈X〉 que contém S. Dado

f ∈ 〈S〉F , dizemos que f é consequência dos polinômios de S.

O ideal de identidades fracas gerado por S ⊆ K〈X〉 é o subespaço de K〈X〉 gerado

pelo conjunto {h1f(g1, . . . , gn)h2 | f ∈ S, h1, h2 ∈ K〈X〉, g1, . . . , gn ∈ L(X)}.

Exemplo 1.3.4 Considere o par (M2(K), sl2(K)), com charK = 0, ou K um corpo

infinito de característica p 6= 2. A identidade

[x ◦ y, z] ≡ 0

gera todas as identidades fracas desse par, ou seja, Id(M2(K), sl2(K)) = 〈[x ◦ y, z]〉F .
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Este resultado foi demonstrado por Razmyslov em característica 0 [44], veja também

[45], e em [34] o mesmo foi obtido para corpos infinitos de característica diferente de 2.

Um par associativo-Lie determina um ideal fraco em K〈X〉. Reciprocamente, muitos

pares podem corresponder ao mesmo ideal fraco de K〈X〉. Isso motiva a definição de

variedade de pares associativo-Lie.

Definição 1.3.5 Dado um conjunto não vazio S ⊆ K〈X〉, a classe de todos os pares

(A,L) tais que f ≡ 0 em (A,L), para todo f ∈ S, é chamada de variedade de pares

associativo-Lie determinada por S, a qual denotamos por V = V(S).

Uma variedade W é dita uma subvariedade de V se W ⊆ V.

Se V é uma classe de pares, seja Id(V) a interseção de todos os ideias fracos Id(A,L)

com (A,L) ∈ V. A variedade de pares definida por Id(V) é chamada de variedade gerada

por V e denotada por varV . Se V = {(A,L)}, então denotamos varV simplesmente por

var(A,L). Observe que a variedade definida por S é igual a variedade definida por 〈S〉F .

Os dois Teoremas a seguir trazem uma caracterização das variedades e sua relação

com os ideais fracos.

Teorema 1.3.6 (Birkhoff) Uma classe não vazia de pares associativo-Lie forma uma

variedade se, e somente se, satisfaz:

i) Se (A,L) ∈ V e ϕ : (B,M) → (A,L) é um monomorfismo, então (B,M) ∈ V, ou

seja, todo subpar de um par em V pertence a V;

ii) Se (A,L) ∈ V e ϕ : (A,L) → (B,M) é um epimorfismo, então (B,M) ∈ V;

iii) Se {(Aγ, Lγ)}γ∈Γ é uma família de pares associativo-Lie e (Aγ, Lγ) ∈ V para todo

γ ∈ Γ, então o produto direto desses pares pertence a V.

Demonstração: Análoga à feita em [13], Teorema 2.3.2, p. 24. �

Definição 1.3.7 Um par FY (V) na variedade V é chamado de par relativamente livre de

V gerado pelo conjunto Y se FY (V) é um par livre na classe V.

Os pares relativamente livres são descritos em termos dos pares livres.
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Teorema 1.3.8 Sejam X um conjunto não vazio, (K〈X〉,L(X)) o par livre gerado por

X e V uma variedade de pares com ideal correspondente I = Id(V) ⊆ K〈X〉. Então

FX(V) = (K〈X〉/I,L(X)/L(X) ∩ I)

é um par relativamente livre de V gerado por X̄ = {x+I | x ∈ X}. Além disso, quaisquer

dois pares relativamente livres em V gerados por conjuntos de mesma cardinalidade são

isomorfos.

Demonstração: A demonstração é semelhante à feita em [19], Teorema 1.2.4, p. 4, e

em [13], Proposição 2.2.5, p. 23. �

Teorema 1.3.9 Existe uma correspondência biunívoca entre os ideais fracos em K〈X〉 e

as variedades de pares associativo-Lie. Nesta correspondência a variedade V corresponde

ao ideal fraco Id(V) e um ideal fraco I corresponde a variedade V(I).

Demonstração: Análoga à feita em [19], Teorema 1.2.5, p. 5. �

1.3.1 Polinômios multi-homogêneos e multilineares

Dado um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉, definimos o seu grau, denotado por deg f ,

como sendo o maior dos graus dos monômios de f , onde o grau de um monômio (palavra)

é o comprimento do monômio.

Definição 1.3.10 Um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é homogêneo de grau b em xi,

se é uma combinação linear de monômios tais que em cada monômio de f , a variável xi

aparece b vezes. Denotamos degxi
f = b. Se f(x1, . . . , xn) é homogêneo de grau bi em xi,

para todo i = 1, . . . , n, dizemos que f(x1, . . . , xn) é multi-homogêneo de grau (b1, . . . , bn).

Um polinômio multi-homogêneo de grau (1, . . . , 1) é chamado de multilinear de grau n.

Um exemplo importante de polinômio multilinear é

Stm = Stm(x1, . . . , xm) =
∑

σ∈Sm

(−1)σxσ(1) · · ·xσ(m),
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o qual é chamado de polinômio standard de grau m. Aqui Sm é o grupo simétrico que

permuta {1, 2, . . . ,m} e (−1)σ é o sinal da permutação σ. Observe que Stm é um polinômio

que alterna nas suas m variáveis.

Observação 1.2 Se existe m tal que Stm é identidade para um par (A,L), então Stm+l

também é identidade para o par (A,L), para todo l ≥ 1.

Observação 1.3 Dado um polinômio f(x1, . . . , xr, y1, . . . , yn) ∈ K〈X〉 multilinear em x1,

. . . , xr, definimos o operador alternador Ax1,...,xr
nas variáveis x1, . . . , xr como sendo

Ax1,...,xr
f =

∑

σ∈Sr

(−1)σf(xσ(1), . . . , xσ(r), y1, . . . , yn).

Quando f = [x1, x2] · · · [x2k−1, x2k] verifica-se facilmente que

Ax1,...,x2k
[x1, x2] · · · [x2k−1, x2k] = 2kSt2k(x1, . . . , x2k).

Observação 1.4 Tome (A,L) um par com L gerada por um conjunto B como espaço

vetorial e f(x1, x2, . . . , xn) um polinômio multilinear. Não é difícil ver que f ≡ 0 em

(A,L) se, e somente se, f(b1, b2, . . . , bn) = 0 para quaisquer b1, b2, . . . , bn ∈ B.

Seja f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉 um polinômio multi-homogêneo. Suponha que f não

é multilinear, ou seja, existe alguma variável em f com grau maior que 1, vamos supor

degx1
f > 1. Considere o polinômio

h(y1, y2, x2, . . . , xn) = f(y1 + y2, x2, . . . , xn) − f(y1, x2, . . . , xn) − f(y2, x2, . . . , xn).

Temos que se f é uma identidade para o par (A,L), então h ≡ 0 em (A,L). Usando

que degx1
f > 1, mostra-se que h é um polinômio não nulo e, além disso, degy1

h é menor

que degx1
f . Indutivamente podemos repetir esse processo até que a primeira variável

tenha grau 1. Fazendo isto para todas as variáveis obtemos um polinômio multilinear

que é consequência de f , e continua sendo uma identidade para o par (A,L). Esse

processo é chamado de linearização. O leitor provavelmente lembra que na álgebra linear

este foi o método de obter uma forma bilinear a parir da respectiva forma quadrática,

o procedimento aqui é, essencialmente, o mesmo. Portanto na literatura esse processo

é chamado também de polarização, enquanto o procedimento oposto (a “obtenção” de
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uma forma quadrática a partir de uma forma bilinear) é chamado de restituição, ou

simetrização.

Teorema 1.3.11 Seja I um ideal de identidades fracas em K〈X〉.

i) Se K é um corpo infinito e f ∈ I, então toda componente multi-homogênea de f

também pertence a I. Assim, todo ideal fraco de K〈X〉 é gerado por seus polinômios

multi-homogêneos.

ii) Se K é um corpo de característica zero, então I é gerado por seus polinômios

multilineares.

Demonstração: Análoga à feita em [19], Teoremas 1.3.2 e 1.3.8, pp. 6 e 8. �

1.3.2 Identidades associativas e de Lie

Agora vamos considerar um breve apanhado da teoria de identidades polinomiais para

os ambientes associativo e de Lie.

De modo análogo ao ambiente associativo-Lie, iniciando com a álgebra livre associativa

K〈X〉 ou de Lie L(X), podemos definir as noções de identidades polinomiais e variedades

para álgebras associativas e de Lie. Quando a álgebra satisfazer uma identidade não

trivial será chamada de PI-álgebra. Nesses casos, o ideal de identidades é chamado de

T -ideal e tem a propriedade de ser invariante pelos respectivos endomorfismos de K〈X〉
ou L(X). O T-ideal associativo gerado por um subconjunto S de K〈X〉 será denotado

por 〈S〉T . No caso de Lie denotaremos o T-ideal de Lie gerado por um subconjunto S de

L(X) por 〈S〉T
L.

Denotaremos os T-ideais de identidades por Id(B), onde B é uma álgebra associativa

ou de Lie, ficando subentendidas as estruturas consideradas, ou seja, Id(B) ⊆ K〈X〉 se

B é associativa, e Id(B) ⊆ L(X) se B é uma álgebra de Lie. No caso de variedades

(associativas ou de Lie) geradas por alguma álgebra usaremos notações semelhantes às

usadas no caso associativo-Lie.

Exemplo 1.3.12 A álgebra de Grassmann E satisfaz a identidade [x1, x2, x3] ≡ 0.
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Relembramos que o comutador acima é normado à esquerda. Isto é, [x1, x2, x3] =

[[x1, x2], x3]. Sempre que escrevemos comutadores de comprimento ≥ 3, a omissão de

colchetes significa que o comutador é normado à esquerda.

Exemplo 1.3.13 A álgebra associativa UT2 satisfaz a identidade [x1, x2][x3, x4] ≡ 0. Por

outro lado, UT (−)
2 como álgebra de Lie satisfaz [[x1, x2], [x3, x4]] ≡ 0.

Todas as propriedades obtidas nas seções anteriores, o Teorema de Birkhoff e os

Teoremas 1.3.9 e 1.3.11, são enunciados, e seguem de forma semelhante para os ambientes

associativo e de Lie. Além disso, temos o seguinte resultado no caso associativo.

Teorema 1.3.14 Seja A uma PI-álgebra associativa finitamente gerada sobre um corpo

qualquer. Então J(A) é nilpotente.

Demonstração: Veja [19], Teorema 1.11.14, p. 35. �

1.4 Representações de grupos

Nesta seção fazemos um breve resumo da teoria de representações do grupo simétrico

e do grupo geral linear na teoria de identidades polinomiais nos ambientes associativo, de

Lie e associativo-Lie. Mais detalhes sobre a teoria de representações e identidades para

os ambientes associativo e de Lie podem ser encontrados em [19, Caps. 2, 4, 6 e 12].

Definição 1.4.1 Sejam G um grupo e V um espaço vetorial. Uma representação de

G em V é um homomorfismo de grupos ρ : G → GL(V ), onde GL(V) é o grupo das

transformações lineares invertíveis do espaço vetorial V . A dimensão (ou grau) de ρ é a

dimensão do espaço vetorial V .

Abaixo consideraremos apenas o caso de dimensão finita, isto é, assumiremos que

dim V < ∞. Tal restrição é condizente com os nossos objetivos.

Uma representação de um grupo determina unicamente um KG-módulo (ou G-

módulo) de dimensão finita. De fato, se ρ : G → GL(V ) é uma representação de G, V

torna-se um G-módulo definindo gv = ρ(g)v, para todo v ∈ V , g ∈ G. Reciprocamente, se

M é um KG-módulo de dimensão finita então ρ : G → GL(M) dada por ρ(g)(m) = gm,

para g ∈ G, m ∈ M , é uma representação de G em M .
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Assim, dada uma representação ϕ : G → GL(V ) de G em V , dizemos que V é o módulo

da representação.

Definição 1.4.2 Uma representação ρ : G → GL(V ) é irredutível se V é um G-módulo

irredutível (ou simples). Dizemos que ρ é completamente redutível se V é soma direta de

submódulos irredutíveis.

Teorema 1.4.3 (Maschke) Seja G um grupo finito cuja ordem não é divisível pela

característica de K. Se ρ : G → GL(V ) é uma representação de dimensão finita, então ρ

é completamente redutível.

Demonstração: Veja [10], Teorema 10.8, p. 41. �

Exemplo 1.4.4 Considere a representação

σ : G −→ GL(KG)

g 7−→ σg

,

onde σg : KG → KG é definida por σg(α) = gα. Chamamos essa representação de

representação regular à esquerda de G.

Observação 1.5 Dado um grupo G finito com charK não dividindo a ordem de G, a

quantidade de representações irredutíveis e não isomorfas de G é finita e é menor ou

igual à quantidade de classes de conjugação (órbitas por conjugação) do grupo G (veja

[26], Cap. 5, Seção 3).

Uma ferramenta importante na teoria de representações é fornecida pela teoria de

caracteres.

Definição 1.4.5 Tome ρ : G → GL(V ) uma representação de dimensão finita. Então o

caracter de ρ é a função χρ : G → K dada por χρ(g) = tr(ρ(g)), para g ∈ G, onde tr(ρ(g))

é o traço da transformação linear ρ(g).

Teorema 1.4.6 Nas condições do Teorema de Maschke (Teorema 1.4.3), todo caracter

de um grupo G é soma de caracteres irredutíveis.
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Demonstração: Veja [48], p. 227. �

Suponha G um grupo finito com característica de K não dividindo a ordem de G.

Então o número de G-caracteres irredutíveis também é finito. Sejam χ1, χ2, . . . , χq esses

caracteres irredutíveis. Dado χ um caracter de G, pelo resultado anterior, existem inteiros

não negativos n1, n2, . . . , nq tais que

χ = n1χ1 + n2χ2 + · · · + nqχq, (1.1)

onde n1, . . . , nq são as respectivas multiplicidades. No caso particular em que χ

corresponde a representação regular de G, ni é exatamente igual ao grau de cada

representação irredutível correspondente a χi, i = 1, . . . , q.

Dados dois caracteres

χ = n1χ1 + n2χ2 + · · · + nq1χq1 e χ′ = m1χ1 +m2χ2 + · · · +mq2χq2 ,

dizemos que χ está contido em χ′, e escrevemos χ ⊆ χ′, se q1 ≤ q2 e ni ≤ mi para todo

i = 1,. . . , q1.

1.4.1 Representações de Sn

Agora vamos desenvolver alguns resultados da teoria das representações do grupo

simétrico, a qual será importante para se obter os Sn-módulos irredutíveis, ou seja, as

representações irredutíveis do grupo simétrico Sn. A partir de agora K denotará um

corpo de característica zero.

Definição 1.4.7 Dado n um inteiro não negativo, definimos uma partição de n como

sendo uma r-upla de inteiros não negativos λ = (λ1, λ2, . . . , λr) tal que λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr

e
∑r

i=1 λi = n. Denotamos λ ⊢ n.

É bem conhecido que o número de partições de n, denotado por p(n), coincide com o

número de classes de conjugações do grupo Sn.

Vamos associar a uma partição λ = (n1, n2, . . . , nr) ⊢ n um diagrama Dλ, chamado

de diagrama de Young, o qual corresponde ao conjunto Dλ = {(i, j) ∈ N × N |
1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni}. Temos então que Dλ possui exatamente n quadrados, dispostos em
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r filas horizontais, chamadas de linhas, em que a i-ésima linha possui ni quadrados. Assim

teremos também filas verticais que chamaremos de colunas. Como exemplo, considerando

n = 10 e λ = (5, 2, 2, 1) ⊢ n, temos o diagrama

Dλ = .

Definimos o diagrama conjugado de um diagrama Dλ como sendo o diagrama Dλ′

obtido trocando-se as linhas de Dλ por suas colunas e as suas colunas por suas linhas. A

partição conjugada de λ será a partição λ′ do diagrama Dλ′ .

Tome λ uma partição de n. Uma tabela de Young Tλ do diagrama Dλ consiste em

preencher os quadrados com os números 1, 2, . . . , n sem repetição. Uma tabela Tλ é dita

standard se os valores crescem da esquerda para direita, em cada linha, e de cima para

baixo, em cada coluna.

Definição 1.4.8 Dada uma tabela de Young Tλ definimos o estabilizador de linhas RTλ

como sendo o subgrupo de Sn formado por todas as permutações que fixam, como conjunto,

as entradas de cada uma linha de Tλ. Analogamente, o estabilizador de colunas CTλ
é o

subgrupo de Sn que fixa as colunas.

Exemplo 1.4.9 Se λ = (2, 2) ⊢ 4 e

Tλ = 1 3
2 4

,

temos RTλ
= 〈(13)〉 × 〈(24)〉 e CTλ

= 〈(12)〉 × 〈(34)〉.

Vamos considerar uma ordem parcial no conjunto de partições. Tomamos λ =

(λ1, . . . , λp) ⊢ n e µ = (µ1, . . . , µq) ⊢ m, então λ ≥ µ se, e somente se, p ≥ q e λi ≥ µi,

para todo i = 1, . . . , q. Na linguagem dos diagramas, λ ≥ µ significa que Dµ é um

subdiagrama de Dλ.

Dada uma tabela Tλ, definimos os elementos da álgebra de grupo KSn:

RTλ =
∑

σ∈RTλ

σ, CTλ =
∑

π∈CTλ

(−1)ππ,

eTλ
= RTλCTλ =

∑

σ∈RTλ

∑

π∈CTλ

(−1)πσπ e e∗
Tλ

= CTλRTλ =
∑

π∈CTλ

∑

σ∈RTλ

(−1)ππσ,
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onde (−1)π denota o sinal da permutação π.

O próximo teorema descreve, a menos de isomorfismo, as representações irredutíveis

do grupo simétrico Sn.

Teorema 1.4.10 Dados n ∈ N, λ ⊢ n e Tλ considere o KSn-módulo Mλ = KSneTλ
.

Temos que

i) Mλ é um KSn-módulo irredutível;

ii) Se µ ⊢ n, então Mλ e Mµ são isomorfos se, e somente se, λ = µ.

Demonstração: Veja [26], Capítulo 5, Seção 4. �

O elemento eTλ
(e∗

Tλ
) é múltiplo escalar de um idempotente em KSn e é chamado de

idempotente essencial de KSn.

Se λ1, λ2, . . . , λp(n) são todas as partições de n ∈ N e Tλ1 , Tλ2 , . . . , Tλp(n)
são

algumas tabelas de Young standard correspondentes aos diagramas Dλ1 , Dλ2 , . . . , Dλp(n)
,

respectivamente, então, pelo resultado anterior, temos que Mλ1 , Mλ2 , . . . , Mλp(n)
são Sn-

módulos irredutíveis dois a dois não isomorfos. Além disso, como o número de partições

de n é igual ao número de classes de conjugação do grupo Sn, pela Observação 1.5,

segue que existem no máximo p(n) Sn-módulos irredutíveis, dois a dois não isomorfos.

Assim, Mλ1 , Mλ2 , . . . , Mλp(n)
são exatamente todos os Sn-módulos irredutíveis, a menos

de isomorfismo.

Dada λ uma partição de n, temos então um Sn-módulo irredutível Mλ e consequente-

mente um caracter irredutível χλ. Pela equação 1.1, seque que se χ é o caracter de uma

representação de Sn, então

χ =
∑

λ⊢n

mλχλ. (1.2)

onde os mλ’s são as respectivas multiplicidades.

Lema 1.4.11 Seja Tλ uma tabela de Young associada a uma partição λ ⊢ n. Tome M um

Sn-módulo tal que M = M1 ⊕· · ·⊕Mk, onde M1, . . . , Mk são Sn-módulos irredutíveis com

caracter χλ. Então k é igual ao número máximo de elementos linearmente independentes

g ∈ M tais que σg = g, para todo σ ∈ RTλ
.

Demonstração: Veja [19], Teorema 2.4.2, p. 52. �
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Em outras palavras, o lema anterior nos garante uma forma de determinar as

multiplicidades mλ, λ ⊢ n, na decomposição 1.2. Basta encontrar o número máximo

de elementos linearmente independentes invariantes por RTλ
associados a partição λ.

Dados n ∈ N e λ ⊢ n, seja dλ o número de tabelas standard do diagrama Dλ. Se Mλ é

um Sn-módulo irredutível associado a partição λ, temos que a dimensão de Mλ é dλ ([8],

Teorema 4.6), a qual também é denotada por degχλ. Nesse sentido, vamos descrever uma

fórmula para se calcular o valor dλ para uma partição λ de n.

Definição 1.4.12 Sejam λ = (n1, n2, . . . , nr) ⊢ n e (i0, j0) ∈ Dλ. Definimos o gancho de

(i0, j0) em Dλ como sendo o conjunto

{(i0, j) | j0 ≤ j ≤ ni0} ∪ {(i, j0) | i0 ≤ i ≤ cj0},

onde cj0 é o número de células da coluna j0.

Assim, o gancho de (i0, j0) em Dλ são as células que estão à direita e na mesma linha

de (i0, j0), juntamente com as células que estão abaixo e na mesma coluna de (i0, j0), e a

própria célula (i0, j0). Não é difícil ver que o número de células do gancho de (i0, j0) em

Dλ é

hi0j0 = nj0 + cj0 − i0 − j0 + 1.

Teorema 1.4.13 (Fórmula do Gancho) Dado n ∈ N, seja λ = (n1, n2, . . . , nr) ⊢ n. O

número ST (λ) de tabelas Standard do diagrama Dλ é dado por

ST (λ) =
n!

∏
(i,j)∈Dλ

hij

.

Demonstração: Veja [27], Teorema 20.1, p. 77. �

Dados inteiros d, l ≥ 0, definimos o gancho infinito como sendo

H(d, l) =
⋃

n≥1

{λ = (λ1, λ2, . . . ) ⊢ n | λd+1 ≤ l}.

Então H(d, l) pode ser visto como o conjunto de todos os diagramas contidos no diagrama
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dado pela seguinte forma

d

l

Dizemos que uma partição λ pertence ao gancho H(d, l), e denotamos por λ ∈ H(d, l),

se o correspondente diagrama de Young Dλ está contido em H(d, l). Analogamente, se

M é um Sn-módulo com caracter χ(M) =
∑

λ⊢n mλχλ, então escrevemos χ(M) ⊆ H(d, l)

se λ ∈ H(d, l) para toda partição λ ⊢ n tal que mλ 6= 0.

Com base na fórmula do gancho, podemos obter relações entre os graus de diagramas

contidos uns nos outros ou em algum gancho infinito.

Lema 1.4.14 Tome λ ⊢ n e µ ⊢ n′ tais que µ ≤ λ. Se n−n′ ≤ c, então dµ ≤ dλ ≤ ncdµ.

Demonstração: Veja [19], Lema 6.2.4, p. 148. �

Lema 1.4.15 Existem constantes C, r > 0 tais que

∑

λ⊢n
λ∈H(d,l)

dλ ≤ Cnr(d+ l)n.

Em particular, se λ ∈ H(k, 0), para algum k ∈ N, então dλ ≤ Cnrkn.

Demonstração: Veja [19], Lema 6.2.5, p. 148. �

Aqui cabe um comentário importante. Quando se trabalha com representações de

grupos finitos, muitas vezes exigimos que o corpo base seja algebricamente fechado e de

característica 0. Por exemplo, se considerarmos o grupo cíclico de ordem 4, ele possui

apenas duas representações irredutíveis sobre os reais (de grau 1) mas quatro sobre os

complexos.
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No caso do grupo simétrico, é bem conhecido que é suficiente trabalhar sobre os

racionais. Isto é, “todas” representações irredutíveis sobre um corpo de característica

zero aparecem sobre o corpo dos racionais.

Pelo teorema de Maschke (Teorema 1.4.3) a álgebra de grupo QSn é semissimples,

e portanto, soma direta de álgebras simples. De dimensão finita, e do teorema de

Wedderburn segue que ela é soma direta de álgebras matriciais sobre anéis de divisão,

de dimensão finita sobre Q. O que nós queremos dizer é que tais anéis de divisão, no caso

de QSn, necessariamente coincidem com Q. Veja Observação 1.6.

1.4.2 Sn-ações nos polinômios multilineares

Seja Pn o espaço dos polinômios multilineares em x1, . . . , xn na álgebra associativa

livre K〈X〉. Tome (A,L) um par associativo-Lie. Dados f(x1, . . . , xn) ∈ Pn e σ ∈ Sn,

definindo

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)),

segue que o espaço vetorial Pn tem uma estrutura de Sn-módulo à esquerda e ainda

Pn ≃ KSn como Sn-módulos. Uma vez que Id(A,L) é invariante por permutação de

variáveis, Pn ∩ Id(A,L) é um Sn-submódulo de Pn. Assim, o Sn-módulo quociente

Pn(A,L) = Pn/(Pn ∩ Id(A,L))

possui uma estrutura de Sn-módulo à esquerda. A dimensão desse módulo é dita n-ésima

codimensão fraca do par (A,L) e será denotada por cn(A,L).

O estudo do comportamento assintótico da sequência de codimensões fracas

{cn(A,L)}n∈N será um dos principais tópicos abordados nesse trabalho. Com base no

seu crescimento, podemos dizer que a sequência é limitada polinomialmente, exponenci-

almente, de crescimento intermediário ou mais que exponencial.

Definição 1.4.16 Dado n ≥ 1, o caracter de Pn(A,L) é dito o n-ésimo cocaracter fraco

de (A,L) e será denotado por χn(A,L).

Temos uma decomposição da forma

χn(A,L) =
∑

λ⊢n

mλ(A,L)χλ, (1.3)
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onde mλ(A,L) é a multiplicidade associada ao caracter irredutível χλ. Se V é variedade

de pares tal que V = var(A,L), então definimos cn(V) = cn(A,L) e χn(V) = χn(A,L).

O próximo teorema auxilia no cálculo do n-ésimo cocaracter.

Teorema 1.4.17 Seja (A,L) um par com n-ésimo cocaracter χn(A,L) dado como em

1.3. Para uma partição λ ⊢ n, a multiplicidade mλ(A,L) é igual a zero se, e somente se,

para toda tabela Tλ de Dλ e para todo polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, eTλ
f ≡ 0 (ou

equivalentemente e∗
Tλ
f ≡ 0) é uma identidade do par (A,L).

Demonstração: Análoga à feita em [19], Teorema 2.4.5, p. 55. �

Segue imediatamente do teorema anterior que se existem f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, uma

tabela Tλ de Dλ e a1, . . . , an ∈ L tais que eTλ
f(a1, . . . , an) 6= 0, então mλ(A,L) > 0.

Se dimL = k < ∞, então mλ(A,L) = 0 quando λ é uma partição com mais de k linhas.

De fato, basta observar que nesse caso eTλ
f(x1, . . . , xn) é um polinômio multilinear que

alterna em um conjunto de pelo menos k + 1 variáveis e daí deve se anular na base de L.

Vejamos mais dois resultados importantes para os próximos capítulos.

Teorema 1.4.18 Se f ∈ Pn, existem um conjunto finito de polinômios g1, . . . , gr ∈ Pn

e partições λ(1), . . . , λ(r) de n tais que KSnf = KSneTλ(1)
g1 + · · · +KSneTλ(r)

gr.

Demonstração: Veja [19], Teorema 2.4.7, p. 57. �

Lema 1.4.19 Sejam λ ⊢ n, Tλ uma tabela de Young de λ e f = eTλ
g, onde g(x1, . . . xn)

é algum polinômio multilinear em x1, . . . , xn. Se λ ∈ H(d, l), então existem uma

decomposição de Xn = {x1, . . . xn} em uma união disjunta

Xn = X1 ∪ · · · ∪Xd′ ∪ Y1 ∪ · · · ∪ Yl′ ,

em que d′ ≤ d, l′ ≤ l, e um polinômio multilinear f ′ = f ′(x1, . . . xn) tal que

- f ′ é simétrico nas variáveis de cada conjunto Xi, 1 ≤ i ≤ d′;

- f ′ alterna nas variáveis de cada conjunto Yj, 1 ≤ j ≤ l′;

- KSnf = KSnf
′;
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- os inteiros d′, l′, |X1|, . . . , |Xd′|, |Y1|, . . . , |Yl′| são unicamente determinados por λ

e não dependem da escolha da tabela Tλ;

- a decomposição de Xn é unicamente definida por Tλ e não depende de g.

Demonstração: Veja [19], Lema 2.4.6, p. 60. �

Faremos um breve resumo sobre as codimensões no ambiente associativo e de Lie.

Sejam Vn o espaço dos polinômios de Lie multilineares em x1, . . . , xn na álgebra de

Lie livre L(X), A uma álgebra associativa e L uma álgebra de Lie. De modo análogo ao

caso associativo-Lie, definimos os Sn-módulos

Pn(A) = Pn/(Pn ∩ Id(A)) e Vn(L) = Vn/(Vn ∩ Id(L));

suas codimensões cn(A) e cn(L); e seus cocaracteres

χn(A) =
∑

λ⊢n

mλ(A)χλ e χn(L) =
∑

λ⊢n

mλ(L)χλ,

onde mλ(A) e mλ(L) são as respectivas multiplicidades associativa e de Lie associadas

aos caracteres irredutíveis χλ. Se V1 = var(A) e V2 = var(L) definimos cn(V1) = cn(A),

χn(V1) = χn(A), cn(V2) = cn(L) e χn(V2) = χn(L).

Observação 1.6 As Sn-representações, em característica 0, são absolutamente irredu-

tíveis, ou seja, permanecem irredutíveis sob uma extensão do corpo K. Assim, as

codimensões (fraca, associativa ou de Lie) não mudam sob uma extensão do corpo base

(veja [19], Teorema 4.1.9, p. 93, bem como os comentários no final da subseção anterior).

Os três tipos de codimensões e as multiplicidades podem ser relacionadas.

Observação 1.7 Seja (A,L) um par associativo-Lie. Dada λ ⊢ n, temos que

mλ(L) ≤ mλ(A,L) ≤ mλ(A).

Consequentemente,

cn(L) ≤ cn(A,L) ≤ cn(A) e χn(L) ⊆ χn(A,L) ⊆ χn(A). (1.4)
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De fato, seja k = mλ(L). Pelo Lema 1.4.11, existem f1, . . . , fk polinômios de Lie que

são linearmente independentes módulo Id(L). Tome α1, . . . , αk ∈ K tais que

f =
k∑

i=1

αifi ≡ 0 (mod Id(A,L)),

ou seja, f ∈ L(X) ∩ Id(A,L) = Id(L). Pela independência linear, segue que α1 = · · · =

αk = 0. Portanto, f1, . . . , fk são linearmente independentes módulo Id(A,L). Novamente

pelo Lema 1.4.11, segue que mλ(A,L) ≥ k = mλ(L). Com o mesmo argumento, usando

que Id(A) ⊆ Id(A,L), obtemos a outra desigualdade.

Considere um par (A,L) com sequência de codimensões exponencialmente limitada.

Então a sequência de raízes n

√
cn(A,L), n = 1, 2, . . . , é limitada e podemos considerar os

limites

exp(A,L) = lim inf
n→∞

n

√
cn(A,L) e exp(A,L) = lim sup

n→∞

n

√
cn(A,L),

chamados de expoente inferior e superior de (A,L), respectivamente. Se eles coincidem,

temos o limite

lim
n→∞

n

√
cn(A,L) = exp(A,L) = exp(A,L),

chamado de expoente fraco do par (A,L) e denotado por exp(A,L). Nesse caso, se V =

var(A,L), definimos exp(V) = exp(A,L).

Se (A,L) é um par em que A é uma PI-álgebra, temos que {cn(A)}n∈N é exponenci-

almente limitada pelo teorema de Regev (veja [19], Teorema 4.2.4, p. 95). Assim, pela

desigualdade 1.4, também podemos definir o expoente inferior e superior de (A,L) nesse

caso. Em particular, quando o par é da forma (A, ρ(L)), em que ρ é uma representação

de dimensão finita, obtemos os expoentes inferior e superior de ρ denotados por exp(ρ)

e exp(ρ), respectivamente. Caso eles coincidam, temos o expoente da representação ρ

denotado por exp(ρ).

Analogamente, se A e L são álgebras associativas e de Lie, respectivamente, com

sequências de codimensões exponencialmente limitadas, podemos considerar os expoentes

inferior e superior de A

exp(A) = lim inf
n→∞

n

√
cn(A) e exp(A) = lim sup

n→∞

n

√
cn(A),
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chamados de expoente inferior e superior (associativo) de A, respectivamente; e os

expoentes inferior e superior de L

exp(L) = lim inf
n→∞

n

√
cn(L) e exp(L) = lim sup

n→∞

n

√
cn(L),

chamados de expoente inferior e superior (de Lie) de L, , respectivamente. Se exp(A) =

exp(A) obtemos o expoente (associativo) de A dado pelo limite exp(A) = limn→∞
n

√
cn(A).

Se exp(L) = exp(L) obtemos o expoente (de Lie) de L dado pelo limite exp(L) =

limn→∞
n

√
cn(L).

Denotando V1 = var(A) e V2 = var(L), definimos exp(V1) = exp(A) e exp(V2) =

exp(L), se os expoentes existem. Dado um par (A,L), pela desigualdade 1.4, temos

exp(L) ≤ exp(A,L) ≤ exp(A),

quando esses expoentes existem.

Dada uma variedade V (associativa, Lie, pares), definimos o crescimento de V como

sendo o crescimento da sequência {cn(V)}n∈N de codimensões.

Definição 1.4.20 Seja V uma variedade (associativa, Lie, pares). Dizemos que V tem

crescimento polinomial se existem constantes C e r tais que cn(V) ≤ Cnr para todo n ∈ N.

Se V = var(A,L) é uma variedade de pares com crescimento polinomial, segue que

exp(A,L) ≤ 1.

Definição 1.4.21 Dizemos que uma variedade de pares V tem crescimento quase

polinomial se não possui crescimento polinomial, mas toda subvariedade própria possui

crescimento polinomial.

Vejamos alguns resultados sobre a existência do expoente.

Teorema 1.4.22 ([16]) Seja A um PI-álgebra associativa sobre um corpo de caracterís-

tica zero. Então exp(A) existe e é um inteiro não negativo.

Teorema 1.4.23 ([59]) Seja L uma álgebra de Lie de dimensão finita sobre um corpo

de característica zero. Então exp(L) existe e é um inteiro não negativo.
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Teorema 1.4.24 ([20]) Seja ρ : L → gl(V ) uma representação de uma álgebra de Lie

em um espaço de dimensão finita sobre um corpo K de característica zero. Então exp(ρ)

existe e é um inteiro não negativo.

Agora considere os seguintes exemplos que serão importantes para os próximos

capítulos.

Exemplo 1.4.25 (Veja [36, 42].) Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão infinita

sobre um corpo de característica zero. Temos que

i) O T-ideal de identidades associativas de E é gerado pela identidade [x1, x2, x3] ≡ 0;

ii) cn(E) = 2n−1 e então exp(E) = 2;

iii) χn(E) =
∑

λ∈H(1,1) χλ.

Exemplo 1.4.26 (Veja [37].) Considere a álgebra UT2(K) sobre um corpo de caracte-

rística zero. Temos que

i) O T-ideal de identidades associativas de UT2(K) é gerado pela identidade

[x1, x2][x3, x4] ≡ 0;

ii) cn(UT2(K)) = 2n−1(n− 2) + 2 e então exp(UT2(K)) = 2;

iii) χn(UT2(K)) =
∑

λ⊢n mλ(UT2)χλ, onde mλ(UT2) = q + 1 se

λ = (p+ q, p), p ≥ 1, q ≥ 0 ou λ = (p+ q, p, 1), p ≥ 1, q ≥ 0.

Nos outros casos mλ(UT2(K)) = 0, exceto no caso m(n)(UT2(K)) = 1.

Exemplo 1.4.27 (Veja [12].) Considere a álgebra de Lie sl2(K) sobre um corpo de

característica zero. Temos que

χn(sl2(K)) =
∑

χλ,

onde a soma percorre todas partições λ = (λ1, λ2, λ3) ⊢ n tais que λ2 6= 0, para n > 1, e

pelo menos um dos inteiros λ1 − λ2 e λ2 − λ3 é impar.
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Observação 1.8 Dada A uma álgebra associativa, considere o par (A,A(−)). Nesse caso,

temos que Id(A,A(−)) = Id(A), mas Id(A,A(−)) ser finitamente gerado como ideal fraco

não implica Id(A) finitamente gerado como T-ideal associativo, e vice-versa. Por outro

lado, as codimensões e cocaracteres associativo e fraco são iguais, ou seja, cn(A,A(−)) =

cn(A) e χn(A) = χn(A,A(−)) para todo n ∈ N. Observe que se Id(A,A(−)) 6= {0} (Id(A) 6=
{0}) então ambos expoentes associativo e fraco existem (pelo Teorema 1.4.22). Nesse caso,

temos que exp(A,A(−)) = exp(A).

1.4.3 Pares especiais e de tipo associativo

Na classe de todos os pares associativo-Lie vamos destacar dois tipos importantes de

pares, os pares especiais e de tipo associativo.

Definição 1.4.28 Dizemos que um par associativo-Lie (A,L) é especial se a álgebra

associativa A é uma PI-álgebra. Uma variedade de pares é dita especial se é gerada

por um par especial.

Exemplo 1.4.29 Todo par da forma (A,A(−)) com Id(A,A(−)) 6= {0} é um par especial.

Exemplo 1.4.30 Todo par (A,L) em que A tem dimensão finita é um par especial. Em

particular, qualquer par da forma (A, ρ(L)) em que ρ é uma representação de dimensão

finita é especial.

Definição 1.4.31 Dizemos que um par associativo-Lie (A,L) é de tipo associativo se

existem inteiros d, l ≥ 0 tais que χn(A,L) ⊆ H(d, l), para todo n ≥ 1. Uma variedade de

pares é dita de tipo associativo se é gerada por um par de tipo associativo.

Observe que todo par especial é de tipo associativo. De fato, tome (A,L) um par

especial. Como A é uma PI-álgebra, existem inteiros d, l ≥ 0 tais que χn(A) ⊆ H(d, l),

para todo n ∈ N (veja [19], Teorema 4.5.1, p. 105). Além disso, por 1.4, temos que

χn(A,L) ⊆ χn(A), para todo n ≥ 1, e a afirmação segue.

Lema 1.4.32 Sejam (A,L) um par especial e

χn(A,L) =
∑

λ⊢n

mλ(A,L)χλ (1.5)
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seu cocaracter. Suponha que existe uma constante C e um inteiro k ≥ 1 tal que

mλ(A,L) 6= 0 em 1.5 se, e somente se, n−λ1 − · · · −λk ≤ C. Então existe um polinômio

f = f(x) tal que

cn(A,L) ≤ f(n)kn,

para todo n = 1, 2, . . . .

Demonstração: Como A é uma PI-álgebra, se

χn(A) =
∑

λ⊢n

mλ(A)χλ

é seu cocaracter, então existem constantes C e k tais que

∑

λ⊢n

mλ(A) ≤ Cnk

para todo n ≥ 1 (veja [19], Teorema 4.9.3, p. 117). Assim, como mλ(A,L) ≤ mλ(A),

segue que a soma
∑

λ⊢n mλ(A,L) é polinomialmente limitada. Portanto, basta encontrar

uma limitação superior da forma f(n)kn para o grau dλ = degχλ com mλ(A,L) 6= 0 em

1.5, mas isso segue do Lema 1.4.14 e da fórmula do gancho. �

1.4.4 A ação do grupo geral linear

Esta subseção tem como base [13, Cap. 12, Seção 4]. As demonstrações dos resultados

apresentados podem ser encontradas em [27, Cap. 8].

Dado um espaço vetorial W , o grupo geral linear, denotado por GL(W), é o grupo

das transformações lineares invertíveis de W . Quando dim(W ) = m < ∞, escrevemos

GLm = GLm(K) = GL(W ) e identificamos GLm com o grupo das matrizes invertíveis de

ordem m com entradas no corpo K, fixada uma base.

Definição 1.4.33 Seja ϕ uma representação de dimensão finita do grupo geral linear

GLm, digamos

ϕ : GLm → GLs,

para algum s. A representação ϕ é dita polinomial se as entradas (ϕ(g))pq da matriz

ϕ(g) de ordem s são polinômios nas entradas akl de g para g ∈ GLm, k, l = 1, . . . ,
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m e p, q = 1, . . . , s. Uma representação polinomial ϕ é homogênea de grau d se

os polinômios (ϕ(g))pq são homogêneos de grau d. Um GLm-módulo W é polinomial,

se a representação correspondente é polinomial. De modo análogo, definimos módulos

polinomiais homogêneos.

Fixemos o espaço vetorial Um com base {x1, . . . , xm} e com a ação canônica de

GLm. Assumimos que K〈Um〉 = K〈x1, . . . , xm〉 é a álgebra associativa livre gerada por

{x1, . . . , xm}. O espaço K〈Um〉 é um GLm-módulo à esquerda quando munido da ação

gf(x1, . . . , xm) = f(g(x1), . . . , g(xm)), g ∈ GLm, f(x1, . . . , xm) ∈ K〈Um〉.

Proposição 1.4.34 i) K〈Um〉 é soma direta dos GLm-submódulos (K〈Um〉)(n), onde

n = 0, 1, 2, . . . e (K〈Um〉)(n) é a componente homogênea de grau n em K〈Um〉;

ii) Para todo ideal fraco I de K〈X〉, os espaços vetoriais I ∩K〈Um〉 e I ∩ (K〈Um〉)(n)

são submódulos de K〈Um〉;

iii) Todo submódulo W de K〈Um〉 é a soma direta de suas componentes homogêneas

W ∩ (K〈Um〉)(n).

Teorema 1.4.35 i) Toda representação polinomial de GLm é soma direta de subre-

presentações polinomiais homogêneas irredutíveis;

ii) Todo GLm-módulo polinomial homogêneo irredutível de grau n ≥ 0 é isomorfo a um

submódulo de (K〈Um〉)(n).

De forma similar às representações de Sn irredutíveis, as representações polinomiais

homogêneas irredutíveis de grau n de GLm são descritas pelas partições de n em não mais

que m partes e pelos diagramas de Young.

Teorema 1.4.36 i) As GLm-representações irredutíveis de grau n ≥ 0 não isomorfas,

estão em correspondência biunívoca com as partições λ = (λ1, . . . , λm) de n.

Denotamos por Wm(λ) o GLm-módulo irredutível correspondente a λ;

ii) Seja λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n. O GLm-módulo Wm(λ) é isomorfo a um

submódulo de (K〈Um〉)(n). Mais ainda, (K〈Um〉)(n) pode ser escrito na forma

(K〈Um〉)(n) ≃
∑

dλWm(λ);
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em que dλ é a dimensão do Sn-módulo irredutível Mλ e a soma percorre todas as

partições λ de n em não mais que m partes.

Uma representação de GLm1 × · · · × GLms
é polinomial, se o é em cada GLmi

, para

cada i ∈ {1, . . . , s}. Como consequência, obtemos a descrição completa das representações

irredutíveis de GLm1 × · · · ×GLms
.

Teorema 1.4.37 Fixados inteiros n1, . . . , ns > 0, as representações polinomiais

irredutíveis de GLm1 × · · · ×GLms
, duas a duas não isomorfas, são da forma Wm1(λ1) ⊗

· · · ⊗Wms
(λs) com λi partição de ni em não mais que mi partes, para todo i ∈ {1, . . . , s}.

Existe uma estreita relação entre as representações polinomiais irredutíveis de GLm1 ×
· · · ×GLms

e as representações irredutíveis de Sn1 × · · · ×Sns
. Para entender essa relação,

podemos supor, sem perda de generalidade, s = 1.

Agora definimos a ação à direita de Sn em (K〈Um〉)(n) por

xi1 · · ·xin
σ−1 = xiσ(1)

· · ·xiσ(n)
, xi1 · · ·xin

∈ (K〈Um〉)(n), σ ∈ Sn.

Observe que a ação à esquerda de Sn em Pn é uma ação que permuta as variáveis enquanto

a ação à direita troca as posições das mesmas.

Observação 1.9 Munido da ação acima, (K〈Um〉)(n) é um Sn-módulo à direita.

Sejam λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n em não mais que m partes e q1, . . . , qk

as alturas das colunas do diagrama Dλ, ou seja, k = λ1 e qj = λ′
j. Denotamos por

sλ = sλ(x1, . . . , xq), q = q1, o polinômio de K〈Um〉 definido por

sλ(x1, . . . , xq) =
k∏

j=1

sqj
(x1, . . . , xqj

),

onde sp(x1, . . . , xp) é o polinômio standard.

Teorema 1.4.38 Sejam λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n em não mais que m partes

e (K〈Um〉)(n) a componente homogênea de grau n em K〈Um〉.

i) O elemento sλ(x1, . . . , xq) definido anteriormente gera um GLm-submódulo irredu-

tível de (K〈Um〉)(n) isomorfo a Wm(λ);
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ii) Todo Wm(λ) ⊆ (K〈Um〉)(n) é gerado por um elemento não nulo

wλ(x1, . . . , xq) = sλ(x1, . . . , xq)
∑

σ∈Sn

ασσ, ασ ∈ K.

O elemento wλ(x1, . . . , xq) é chamado de vetor de peso máximo de Wm(λ), é

único a menos de multiplicação por constante e está contido no espaço vetorial

unidimensional dos elementos homogêneos de multigrau (λ1, . . . , λm) em Wm(λ);

iii) Se os GLm-submódulos W ′ e W ′′ de (K〈Um〉)(n) são isomorfos a Wm(λ) e possuem

vetores de peso máximo w′ e w′′, respectivamente, então a função φα : w′ → αw′′,

0 6= α ∈ K, pode ser estendida unicamente a um isomorfismo de GLm-módulos.

Todo isomorfismo W ′ ≃ W ′′ é obtido dessa forma.

Proposição 1.4.39 Sejam m ≥ n, λ ⊢ n e Wm(λ) ⊆ K〈Um〉. O conjunto M = Wm(λ)∩
Pn de todos os elementos multilineares de Wm(λ) é um Sn-submódulo de Pn isomorfo a

Mλ. Todo submódulo Mλ de Pn pode ser obtido dessa forma.

Uma consequência da proposição anterior é que a linearização completa do vetor de

peso máximo wλ gera o Sn-módulo Wm(λ) ∩ Pn ≃ Mλ.
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Capítulo 2

Crescimento Polinomial das

Codimensões

O estudo do crescimento das codimensões (associativas, de Lie, fracas) é uma

importante tarefa na obtenção de propriedades das identidades polinomiais. Por

exemplo, quando o crescimento é polinomial, podemos concluir que a dimensão das

“não identidades” é pequena, ou seja, a grosso modo, podemos dizer que a estrutura

em questão possui “muitas identidades” e assim, torna-se relativamente fácil o estudo das

componentes multilineares do objeto relativamente livre. Em característica zero, Kemer

[31] obteve uma caracterização das álgebras associativas com crescimento polinomial das

codimensões em termos da sua sequência de cocaracteres. Um resultado análogo foi obtido

por Benediktovich e Zalesskii [5] para álgebras de Lie, e Mishchenko [41] obteve outra

equivalência relacionada a variedades de álgebras de Lie que possuem álgebra derivada

nilpotente. Como consequência dos resultados de Gordienko [20], em identidades de

representações de dimensão finita essa caracterização também pode ser obtida. Para

pares associativo-Lie em geral pouco se sabe a respeito.

Uma outra característica importante é o crescimento quase polinomial. Como

consequência dos resultados de Kemer [32], as únicas álgebras associativas gerando

variedades com crescimento quase polinomial são E e UT2. Para o caso de Lie, Drensky

[12] obteve que sl2 gera uma variedade de crescimento quase polinomial, a qual é a única

álgebra de Lie conhecida não solúvel com tal propriedade.

Na primeira e segunda seção deste capítulo estaremos interessados em estudar o

comportamento das codimensões fracas quando o seu crescimento é polinomial. Veremos
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que algumas propriedades do ambiente de Lie não se mantêm quando trabalhamos

com identidades fracas. Além disso, vamos obter uma caracterização análoga à obtida

por Kemer, Benediktovich e Zalesskii. Com base nessa caracterização, na terceira

seção será possível obter exemplos importantes de variedades de pares com crescimento

quase polinomial. Por fim, na última seção obteremos pares que no ambiente de Lie

têm crescimento quase polinomial, mas no ambiente associativo-Lie não possuem tal

propriedade.

Em todo capítulo K denotará um corpo de característica zero.

2.1 Crescimento lento das codimensões

Sejam A e Nt as variedades de álgebras de Lie formadas pelas álgebras abelianas

e nilpotentes (com classe de nilpotência t + 1), respectivamente. Denotamos por NtA a

variedade de álgebras de Lie formada por todas álgebras que possuem subálgebra derivada

nilpotente, com classe de nilpotência t+ 1. Essa variedade pode ser vista como o produto

das variedades A e Nt [2, Cap. 4]. Como veremos abaixo, as variedades desse tipo estão

relacionadas com o crescimento polinomial das codimensões de Lie.

O teorema a seguir foi obtido por S. Mishchenko.

Teorema 2.1.1 ([39], Teorema 2.2, p. 33) Seja V uma variedade de álgebras de Lie.

As seguintes condições são equivalentes:

i) V tem crescimento polinomial;

ii) Para algum s ∈ N, N2A 6⊆ V ⊆ NsA;

iii) Existe uma constante q tal que

χn(V) =
∑

λ⊢n
|λ|−λ1≤q

mλ(V)χλ,

para todo n ≥ 1.

Tome t ∈ N. Analogamente ao caso de álgebras de Lie, definimos Wt como sendo a

variedade de pares associativo-Lie determinada pela identidade

[[x1, x2], . . . , [x2t+1, x2t+2]] ≡ 0.
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Em outras palavras Wt é a variedade formada pelos pares (A,L) onde L possui a álgebra

derivada L′ nilpotente de classe t + 1 (L ∈ NtA). Veremos que as condições (i) e (ii) do

Teorema 2.1.1 não são equivalentes para variedades de pares associativo-Lie.

Dados f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 e L uma álgebra de Lie, seja

Lf = {z ∈ L | zf(ad y1, . . . , ad yn) = 0, para quaisquer y1, . . . , yn ∈ L},

onde yad x = [y, x] é a ação correspondente a representação adjunta à direita de L (ver

Exemplo 1.1.23 e Observação 1.1).

Lema 2.1.2 Tome f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 um polinômio multi-homogêneo com

degxi
f ≤ 2, i = 1, . . . , n. Então Lf é um ideal de L.

Demonstração: Claramente Lf é um subespaço de L. Tome b ∈ Lf e c ∈ L quaisquer.

Vamos mostrar que [b, c] ∈ Lf . Como charK = 0, podemos supor f multilinear. Pela

identidade de Jacobi, temos que

[[[b, c], y1], . . . , ym] = [[[b, y1], . . . , ym], c] − [[b, [y1, c]], . . . , ym] − · · · − [[[b, y1], y2], . . . , [ym, c]]

para quaisquer y1, . . . , ym ∈ L e daí

[b, c]f(ad y1, . . . , ad yn) = [bf(ad y1, . . . , ad yn), c]−

−bf(ad [y1, c], ad y2, . . . , ad yn) − · · · − bf(ad y1, . . . , ad [yn, c]).

Como b ∈ Lf , a expressão anterior é nula. Logo, [b, c] ∈ Lf . �

Observação 2.1 Seja I um ideal de uma álgebra de Lie L de dimensão finita. Suponha

que L/I é nilpotente e ad x|I é nilpotente, para todo x ∈ L. Então L é nilpotente.

De fato, como L/I é nilpotente, dado x ∈ L, segue que existe n ∈ N tal que y(ad x)n ∈
I, para todo y ∈ L. Sendo ad x|I nilpotente, existe m ∈ N tal que y(ad x)n(ad x)m = 0,

ou seja, y(ad x)n+m = 0, para todo y ∈ L. A afirmação segue do Teorema de Engel.

Lema 2.1.3 Seja L uma álgebra de Lie de dimensão finita e suponha que L satisfaz a

identidade [x1, . . . , xn, y, y] ≡ 0, para algum n ∈ N. Então L é nilpotente.
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Demonstração: Por hipótese, temos que Ln satisfaz x(ad y)2 ≡ 0, ou seja, ad y|Ln é

nilpotente, para todo y ∈ L. Além disso, L/Ln é nilpotente. Logo, pela Observação 2.1,

obtemos que L é nilpotente. �

Proposição 2.1.4 ([40]) O lema anterior também é válido sem a hipótese de dimensão

finita.

Teorema 2.1.5 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie. Suponha que exista

inteiro n ∈ N tal que cn(V) < 2[ n−1
2

], onde [a] denota a parte inteira do número real

a, isto é, [a] é o maior número inteiro k tal que k ≤ a. Então

V ⊆ Wc, para algum c ∈ N. (2.1)

Demonstração: Sejam k, r ∈ N, r ≤ k, e considere as transposições δi = (2i − 1, 2i) ∈
S2k, i = 1, . . . , r. Seja Hk

r = 〈δ1, . . . , δr〉 o subgrupo de S2k gerado por δ1, . . . , δr. Observe

que Hk
r é um grupo abeliano, pois as transposições δi são disjuntas e comutam.

Fixe n ∈ N tal que cn(V) < 2[ n−1
2

] e tome k = [n−1
2

]. Podemos ver Hk
k como subgrupo

de Sn−1. Considere então os elementos de L(X)

[xn, xσ(n−1), . . . , xσ(1)], σ ∈ Hk
k .

Temos |Hk
k | = 2k. Assim, como cn(V) < 2k, existem λσ ∈ K, σ ∈ Hk

k , não todos nulos,

tais que
∑

σ∈Hk
k

λσ[xn, xσ(n−1), . . . , xσ(1)] ≡ 0

módulo Id(V). Se n é ímpar, temos 2k = n − 1 e substituímos xn = [x, t]. Se n é par,

temos 2k + 1 = n − 1 e σ(2k + 1) = 2k + 1 para todo σ ∈ Hk
k . Nesse caso, substituímos

xn = x e xσ(n−1) = t. Em ambos os casos, obtemos

f =
∑

σ∈Hk
k

λσ[x, t, xσ(2k), . . . , xσ(1)] ≡ 0 (2.2)

módulo Id(V).

Consideramos duas possibilidades:
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Caso 1: Suponha λσ = −λσδk
para todo σ ∈ Hk

k . Então, usando a identidade

[z1, z2, z3, z4] − [z1, z2, z4, z3] = [[z1, z2], [z3, z4]],

obtemos de f que

∑

σ∈Hk
k−1

λ′
σ[[[[x, t], [x2k, x2k−1]], xσ(2k−2)], . . . , xσ(1)] ≡ 0

módulo Id(V), para alguns λ′
σ ∈ K. Observe que nesse caso agrupamos os termos de modo

a eliminar as permutações de Hk
k que aparecem a permutação δk. Assim, na verdade temos

λ′
σ = λσ para todo σ ∈ Hk

k−1, onde usamos uma nova notação para diferenciar que agora

estamos com escalares correspondentes ao grupo Hk
k−1.

Caso 2: Suponha λσ 6= −λσδk
para algum σ ∈ Hk

k . Como duas permutações δi e δj

não permutam os mesmos valores para i 6= j, tomando xσ(2k) = xσ(2k−1) = y1 em cada

permutação σ ∈ Hk
k do somatório 2.2, obtemos que

∑

σ∈Hk
k−1

λ′
σ[[[x, t](ad y1)2, xσ(2k−2)], . . . , xσ(1)] ≡ 0

módulo Id(V), para alguns λ′
σ ∈ K, os quais não são todos nulos, pois temos λ′

σ = λσ+λσδk

para pelo menos um σ ∈ Hk
k−1.

Repetindo o argumento com δk−1, . . . , δ1, obtemos que V satisfaz uma identidade da

forma [x, t]ḡ, onde ḡ é um monômio associativo g em ad [xi+1, xi] ou ad yi com grau menor

ou igual a 2 em suas variáveis.

Agora vamos aplicar indução no número de variáveis com grau 2 em g. Se não existir

variável de grau 2, então

[x, t]ḡ = [[x, t], [x2k, x2k−1], . . . , [x2, x1]] ≡ 0

e obtemos 2.1.

Suponha que existe pelo menos uma variável de grau 2, então podemos escrever g =

f1f2, com f1 = hz2, onde z é variável de grau 2 e h não possui variáveis de grau 2. Denote

por f̄1 e f̄2 as correspondentes avaliações de f1 e f2 por ad [xi+1, xi] e/ou (ad yi), ou seja,

ḡ = f̄1f̄2.
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Tome (A,L) ∈ V um par qualquer. Cada variável em f2 correspondente a uma

substituição por ad [xi+1, xi] = [ad xi+1, ad xi] troque por um comutador da forma

[zi+1, zi]. Obtemos assim a partir de f2 um polinômio associativo p nas variáveis zi’s.

Seja p̄ as avaliações de p da forma zi → ad xi. Temos então que p̄ = f̄2. Assim, temos que

[x, t]f̄1p̄ = [x, t]f̄1f̄2 ≡ 0 em L, e daí segue que L̄ = L/Lp satisfaz a identidade [x, t]f̄1 ≡ 0,

ou seja, satisfaz

[x, t]ad [x2k, x2k−1] · · · ad [xp, xp−1](ad y1)2 ≡ 0

para algum p ∈ N. Logo L̄′ satisfaz as hipóteses do Lema 2.1.3. Assim, pela Observação

2.1.4, segue que L̄ possui álgebra derivada nilpotente. Desse modo, existe r ∈ N tal que

L satisfaz

[x, t]ad [z1, z2] · · · ad [z2r−1, z2r]p̄ ≡ 0,

ou seja,

[x, t]ad [z1, z2] · · · ad [z2r−1, z2r]f̄2 ≡ 0,

o qual possui uma variável a menos de grau 2. Aplicando indução o resultado segue. �

Corolário 2.1.6 Se V é uma variedade de pares associativo-Lie com crescimento

polinomial das codimensões, então

W2 6⊆ V ⊆ Wc, para algum c ∈ N. (2.3)

Demonstração: Para a inclusão V ⊆ Wc, basta observar que se {cn(V)}n∈N é

polinomialmente limitada, então V satisfaz as hipóteses do Teorema 2.1.5.

Observe que [[x1, x2], [x3, x4], [x5, x6]] é identidade fraca para o par (UT2, UT
(−)
2 ) e daí

(UT2, UT
(−)
2 ) ∈ W2. Por outro lado, pela Observação 1.8, temos que 2 = exp(UT2) =

exp(UT2, UT
(−)
2 ) e daí se (UT2, UT

(−)
2 ) ∈ V, então

2 = exp(UT2, UT
(−)
2 ) ≤ exp(V) ≤ 1,

uma contradição. Logo, (UT2, UT
(−)
2 ) /∈ V e o resultado segue. �

Com base no Corolário 2.1.6 e Teorema 2.1.1, é natural se pensar que a condição 2.3

é equivalente ao crescimento polinomial das codimensões fracas. Porém isso não é válido.
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Exemplo 2.1.7 Considere V = var(E,E(−)). Temos que [[x1, x2], [x3, x4], [x5, x6]] ∈
Id(V), donde Id(W2) ⊆ Id(V), ou seja, V ⊆ W2. Além disso, se W2 ⊆ V, então

(UT2, UT
(−)
2 ) ∈ V e daí (UT2, UT

(−)
2 ) satisfaz a identidade [x1, x2, x3] ≡ 0, o que é uma

contradição. Assim, V satisfaz 2.3 com c = 2. Por outro lado, exp(V) = exp(E,E(−)) =

exp(E) = 2, ou seja, V não tem crescimento polinomial.

2.2 Uma caracterização por diagramas de Young

Considere I = Id(E,E(−)) e J = 〈[x, y, z], [xy, y, z]〉F . O par (E,E(−)) satisfaz as

identidades [x, y, z] ≡ 0 e [xy, y, z] ≡ 0, donde J ⊆ I. Vamos mostrar que I = J . De fato,

pela igualdade [xy, y] = [x, y]y, temos

0 ≡ [[xy, y], z] = [[x, y]y, z] = [x, y]yz − z[x, y]y ≡ [x, y]yz − [x, y]zy,

módulo J , e daí

[x, y][z, y] ≡ 0 (mod J).

Linearizando essa identidade, obtemos

[x, y1][z, y2] ≡ −[x, y2][z, y1] (mod J).

Assim, combinando essa identidade com [x, y, z] ≡ 0, segue que todo polinômio em

Pn/(Pn ∩ J) é combinação linear de polinômios da forma

xi1 · · ·xik
[xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m

], i1 < · · · < ik, j1 < j2 < · · · < j2m, 2m+ k = n.

Daí a igualdade I = J = 〈[x, y, z], [xy, y, z]〉F segue como no ambiente associativo ([19],

Teorema 4.1.8, p. 90). Repare que no caso de álgebras associativas basta considerar

apenas o primeiro dos dois polinômios; no caso de identidades fracas, o segundo não é

consequência do primeiro.

Se λ = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

) é uma partição de k ∈ N, denotamos λ = (1k) e

e(1k) = eTλ
=
∑

τ∈Sk

(−1)ττ.
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Lema 2.2.1 Seja r + l + 1 = k e {i1, . . . , ir, j1, . . . , jl, t} = {1, . . . , k}. Então

e(1k)[[xi1 · · ·xir
, xj1 · · · , xjl

], xt] = 0

em K〈X〉.

Demonstração: Veja [19], Lema 7.1.1, p. 164. �

Lema 2.2.2 Uma variedade V de pares associativo-Lie satisfaz uma identidade standard

se, e somente se, (E,E(−)) /∈ V.

Demonstração: Supondo Stm ∈ Id(V) para algum m ∈ N, consideramos os geradores

e1, . . . , em ∈ E. Temos que Stm(e1, . . . , em) = m!e1 · · · em 6= 0. Logo (E,E(−)) /∈ V.

Agora suponha (E,E(−)) /∈ V. Então tome f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn tal que f ∈ Id(V)

mas f /∈ Id(E,E(−)). Como Id(E,E(−)) = Id(E), temos que f /∈ Id(E).

O ideal Id(E) é gerado, como T-ideal, pelo polinômio [x1, x2, x3]. Então todo elemento

de Id(E) é uma combinação linear de polinômios do tipo

u[[p, q], r]v, (2.4)

onde u, v, p, q, r são monômios associativos nas variáveis de X.

Para quaisquer monômios associativos p, q, a, b, pela identidade de Jacobi e

anticomutatividade, temos

[[p, q], ab] = [[p, q], a]b+ a[[p, q], b].

Desse modo, em todo polinômio do tipo 2.4 podemos tomar r como um monômio de grau

um. Em outras palavras, todo elemento de Id(E) = Id(E,E(−)) pode ser escrito como

combinação linear de produtos do tipo

a[[xi1 · · ·xik
, xj1 · · ·xjl

], xr]b, (2.5)

onde a e b são monômios associativos de grau ≥ 0 em X. Além disso, Pn é gerado, módulo
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Pn ∩ Id(E,E(−)) = Pn ∩ Id(E), por elementos do tipo

xi1 · · ·xik
[xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m

], (2.6)

onde

i1 < · · · < ik, j1 < · · · < j2m, 2m+ k = n. (2.7)

Assim, como f ∈ Pn e f /∈ Id(E), escrevemos f como combinação de polinômios do tipo

2.5 e 2.6 e um dos polinômios do tipo 2.6 deve ter coeficiente não nulo. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que esse polinômio é da forma

x1 · · ·xk[xk+1, xk+2] · · · [xn−1, xn]

e aparece com coeficiente 1 em f . Substituindo xi por [xi, yi], i = 1, . . . , k, obtemos uma

nova identidade g = g(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) de V . Dessa forma, todos os elementos do

tipo 2.6 satisfazendo 2.7 pertencem a Id(E) a menos que i1 = 1, . . . , ik = k, j1 = k + 1,

. . . , j2m = n, pois Id(E) é gerado por [[x1, x2], x3]. Assim

g = [x1, y1] · · · [xk, yk][xk+1, xk+2] · · · [xn−1, xn] + h,

onde h é multilinear em x1, . . . , xn, y1, . . . , yk e pertencente a Id(E) = Id(E,E(−)).

Renomeando as variáveis escrevemos

g = [x1, x2] · · · [x2q−1, x2q] + h,

onde h ∈ P2q é combinação linear de polinômios do tipo 2.5. Observamos aqui que se

{i1, . . . , ik, j1, . . . , jl, r} ⊆ {1, . . . , 2q} e

e =
∑

σ∈S{i1,...,ik,j1,...,jl,r}

(−1)σσ,

então e(12q) = ce, para algum c ∈ KS2q.

Assim, se w = a[[xi1 · · ·xik
, xj1 · · ·xjl

], xr]b é um polinômio multilinear do tipo 2.5

aparecendo em h, pelo Lema 2.2.1, temos que e(12q)w = cew = 0. Além disso, pela
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Observação 1.3,

e(12q)[x1, x2] · · · [x2q−1, x2q] = 2qSt2q.

Portanto, concluímos que

1
2q
e(12q)g =

1
2q
e(12q)[x1, x2] · · · [x2q−1, x2q] = St2q

é uma identidade de V . �

Dados um KSn-módulo irredutível M e λ = (λ1, . . . , λs) ⊢ n uma partição associada a

esse módulo, definimos H(λ) = H(M) = n− λ1, h(λ) = h(M) = s e H−(λ) = H−(M) =

n−h(λ), ou seja, no diagrama Dλ, H(λ) é o número de quadrados fora da primeira linha,

h(λ) é o tamanho da primeira coluna e H−(λ) o número de quadrados fora da primeira

coluna.

Tome V uma variedade de pares associativo-Lie. Fixado n ∈ N, temos uma quantidade

finita de submódulos irredutíveis na decomposição do KSn-módulo Pn/(Pn ∩ Id(V)), pois

a dimensão desse módulo é finita. Assim, podemos obter um subconjunto N0 ⊆ N tal que

ΓV = {Mn | n ∈ N0} é o conjunto de todos os módulos irredutíveis (6= 0) dois a dois não

isomorfos em cada decomposição para cada n ∈ N. Observe que se N0 é finito, ou seja,

ΓV é finito, temos cn(V) = 0, para n suficientemente grande.

Nesse sentido, a partir de agora consideramos apenas variedades V tais que N0 é

infinito.

Lema 2.2.3 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie e χn(V) =
∑

λ⊢n mλχλ seu

cocaracter. Suponha que Stm ∈ Id(V) para algum m ∈ N. Dados n > m e λ ⊢ n, temos

que mλ = 0 se H−(λ) = n− h(λ) < n
m

− 1.

Demonstração: Seja Mλ um Sn-módulo irredutível não nulo associado a alguma partição

λ = (λ1, . . . , λr) na decomposição de χn(V). Então Mλ é gerado por um polinômio

multilinear g que alterna em λ1 conjuntos de variáveis, dentre esses vamos considerar

C o conjunto composto por h(λ) = s variáveis. Os elementos de C são as variáveis

correspondentes a primeira coluna de λ, as quais alternam em g.

Vamos mostrar que todo monômio de g contém pelo menos um submonômio formado

por m variáveis em C, daí g pertence ao ideal fraco gerado por Stm e o lema segue.
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Suponha por absurdo o contrário. Então g possui pelo menos um monômio da forma

m1w1m2w2m3 · · ·wk−1mkwkmk+1

em que cada wi é um monômio nas variáveis de C com comprimento no máximo m − 1,

i = 1, . . . , k, e os mj’s são monômios nas variáveis fora de C. Além disso, para qualquer

j ∈ {2, . . . , k}, mj não pode ser a palavra vazia. Obtemos então que

n− s ≥ k − 1 e s ≤ k(m− 1). (2.8)

Por hipótese, temos as desigualdades

n > m(n− s+ 1) e s >
(m− 1)n

m
+ 1 >

(m− 1)n
m

. (2.9)

Combinando 2.8 e 2.9, obtemos

n > m(k − 1 + 1) = mk e
(m− 1)n

m
< k(m− 1)

e daí mk > n > mk, uma contradição. �

O lema anterior diz que se uma variedade satisfaz uma identidade standard, então na

decomposição do seu cocaracter o número de quadrados fora da primeira coluna não é

limitado. Por outro lado, sob certas hipóteses, vejamos que o mesmo não acontece com o

número de quadrados fora da primeira linha.

Lema 2.2.4 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie e considere o conjunto ΓV =

{Mn | n ∈ N0}, onde N0 ⊆ N é um subconjunto infinito dos naturais. Se n−h(Mn) → ∞,

Mn ∈ ΓV , e existe k ∈ N tal que dimMn < nk, para todo Mn ∈ ΓV , então o conjunto

H = {H(Mn) | Mn ∈ ΓV} é finito.

Demonstração: Dados n ∈ N0 e λ = (λ1, . . . , λs) ⊢ n uma partição associada aMn ∈ ΓV ,

sejam an = λ1 e bn = h(λ) = s.

Suponha por contradição que H é infinito, então H(Mn) → ∞, Mn ∈ ΓV . Vamos

separar o raciocínio em dois casos:

1◦ caso: Suponha que min{an, bn} não é limitado, ou seja, a primeira linha e a primeira

coluna das tabelas associadas aos módulos Mn ∈ ΓV crescem indefinidamente, n ∈ N0.
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Para cada n ∈ N0 e λ ⊢ n, considere a partição µ = (an, 1bn−1) ⊢ p = an + bn − 1 e

Mp o Sp-módulo irredutível associado a µ. Pela fórmula do gancho para a dimensão das

representações irredutíveis, segue que dimMp = dµ ≤ dλ = dimMn e

dimMp = dµ =
(an + bn − 1)!

(an + bn − 1)(an − 1)!(bn − 1)!
=

(an + bn − 2)!
(an − 1)!(bn − 1)!

=

(
an + bn − 2
an − 1

)
.

Além disso, pela desigualdade das médias geométrica e aritmética, temos

(an + bn − 2)2 = ((an − 1) + (bn − 1))2 ≥ 2(an − 1)(bn − 1) > n,

onde a última desigualdade segue para valores de an e bn suficientemente grandes, o que

podemos supor já que min{an, bn} não é limitado. Para esses valores de an e bn, seja

c = an − 1 ou c = bn − 1 conforme min{an, bn} igual a an ou bn, respectivamente. Então

dimMn ≥ dimMp = dµ ≥ [
√
n]!

(c!)2
,

o que contradiz dimMn < nk.

2◦ caso: Suponha que existe t ∈ N tal que min{an, bn} < t para todo n ∈ N0. Em

particular, vamos considerar N′
0 ⊆ N0 tal que bn < t, n ∈ N′

0. Dados n ∈ N′
0 e λ ⊢ n

partição associada ao módulo Mn ∈ ΓV , seja cn = λ2 e tome µ = (an, cn) ⊢ q = an + cn

com módulo associado Mq. Observe que podemos supor cn 6= 0, pois H é infinito. Como

no caso anterior, temos que dimMq = dµ ≤ dλ = dimMn e q ≤ n. Além disso, pela

fórmula do gancho,

dimMq = dµ =
(an + cn)!
(an+1)!cn!
an−cn+1

=
(an + cn)!(an − cn + 1)

(an + 1)an!cn!
≥ (an + cn)!

nan!cn!
=

(
an + cn

cn

)
1
n

Assim, se c2
n ≥ n/2 para algum n ∈ N′

0, então

dimMn = dλ ≥ dµ = dimMq > 2cn−1 1
n

≥ 1
n

2
√

n
2

−1

e temos uma contradição.

Suponha então c2
n < n/2 para todo n ∈ N′

0. Como bn < t, ou seja, o número de linhas

das tabelas associadas aos Mn, n ∈ N′
0, é limitado por t, segue que n − h(Mn) → ∞,

n ∈ N′
0. Daí, como H é infinito, devemos ter que cn → ∞. Tomamos então n ∈ N′

0
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suficientemente grande tal que cn > bn. Temos que an + c2
n > an + bncn > n e daí

an + cn > an > n− c2
n > n− n

2
=
n

2
.

Considere n ∈ N′
0 suficientemente grande tal que cn > k + 2, então

dimMq ≥
(
an + cn

cn

)
1
n
>

(
[n

2
]

k + 2

)
1
n
> nk,

uma contradição.

Em ambos os casos obtemos contradições, logo H é finito. �

Com base nos resultados anteriores obtemos a seguinte caracterização de variedades

de pares com crescimento polinomial.

Teorema 2.2.5 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie. São equivalentes:

i) V tem crescimento polinomial;

ii) Existe uma constante q tal que

χn(V) =
∑

λ⊢n
|λ|−λ1≤q

mλ(V)χλ,

para todo n ≥ 1.

Demonstração: Suponha que cn(V) < nk para todo n ≥ 1 e algum k ∈ N, e considere

o conjunto ΓV . Então exp(V) ≤ 1 e daí (E,E(−)) /∈ V , pois exp(E,E(−)) = exp(E) = 2.

Pelo Lema 2.2.2, segue que V satisfaz uma identidade standard.

Assim, pelo Lema 2.2.3, se

χn(V) =
∑

λ⊢n

mλ(V)χλ (2.10)

é o cocaracter de V , então n − h(Mn) → ∞, Mn ∈ ΓV , ou seja, o número de quadrados

fora da primeira coluna não é limitado na decomposição 2.10. Além disso, para cada

Mn ∈ ΓV , temos que dimMn ≤ cn(V) < nk.

Pelo Lema 2.2.4, temos que H = {H(Mn) | Mn ∈ ΓV} é finito, ou seja, o número de

quadrados fora da primeira linha é limitado, e então basta tomar q = maxH.
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Reciprocamente, suponha (ii). Como |λ| − λ1 ≤ q, temos que λ1 ≥ n − q e, pela

fórmula do gancho, obtemos

dλ ≤ n!
(n− q)!

≤ nq.

Além disso, temos que Pn ≃ KSn e a multiplicidade de χλ no caracter da representação

regular de Sn é igual ao seu grau dλ = degχλ. Assim, mλ(V) ≤ dλ ≤ nq em χλ(V) e

cn(V) =
∑

λ⊢n

mλ(V)dλ ≤
∑

λ⊢n

nqnq ≤ q2n2q,

pois q2 é uma limitação superior para o número de partições λ ⊢ n com n− λ1 ≤ q. Daí

segue (i). �

2.3 Crescimento quase polinomial

Agora vamos estudar o comportamento das codimensões em pares relacionados às

álgebras E, UT2 e sl2 sobre o corpo K, o qual podemos supor algebricamente fechado, pela

Observação 1.6. Mais precisamente, vamos considerar os pares (E,E(−)), (UT2, UT
(−)
2 )

e (M2, sl2) que, como vimos nos Exemplos 1.1.30 e 1.1.31, são pares associados a uma

representação da respectiva álgebra de Lie. Mostraremos nas subseções a seguir que esses

três pares geram variedades com crescimento quase polinomial das codimensões. Assim o

principal resultado desta seção é o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1 Os pares associativo-Lie (E,E(−)), (UT2, UT
(−)
2 ) e (M2, sl2) geram

variedades de pares com crescimento quase polinomial das codimensões.

2.3.1 O par (UT2, UT
(−)
2 )

Considere o par (UT2, UT
(−)
2 ). Pela Observação 1.8 e Exemplo 1.4.26, temos que

exp(UT2, UT
(−)
2 ) = exp(UT2) = 2 e

χn(UT2, UT
(−)
2 ) =

∑

λ⊢n

mλ(UT2, UT
(−)
2 )χλ,
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onde mλ(UT2, UT
(−)
2 ) = q + 1 se

λ = (p+ q, p), p ≥ 1, q ≥ 0 ou λ = (p+ q, p, 1), p ≥ 1, q ≥ 0.

Nos outros casos mλ(UT2, UT
(−)
2 ) = 0, exceto no caso m(n)(UT2, UT

(−)
2 ) = 1.

Sejam I = Id(UT2, UT
(−)
2 ) e J = 〈[x1, x2][x3, x4]〉F . O par (UT2, UT

(−)
2 ) satisfaz a

identidade [x1, x2][x3, x4] ≡ 0 e daí J ⊆ I. Vejamos que I = J . Para isso, considere os

polinômios em Pn na forma

xi1 · · ·xim
[xk, xj1 , . . . , xjn−m−1 ] (2.11)

onde {i1, . . . , im, k, j1, . . . , jn−m−1} = {1, . . . , n} e

i1 < · · · < im, j1 < · · · < jn−m−1, k > j1, m 6= n− 1.

Vejamos que Pn/(Pn ∩ J) é gerado por esses polinômios. Observe que podemos ordenar

variáveis seguidas de um comutador, ou seja,

xσ(1) · · ·xσ(t)[z, w] ≡ x1 · · ·xt[z, w] (mod J),

para quaisquer x1, . . . , xt, z, w ∈ X. Assim, módulo J , todo polinômio multilinear pode

ser escrito como combinação linear de polinômios do tipo

xi1 · · ·xit
[xj1 , . . . , xjm

], i1 < · · · < it, m+ t = n.

Além disso, temos a identidade

0 ≡ [x1, x2][x3, x4] − [x3, x4][x1, x2] = [[x1, x2], [x3, x4]] = [x1, x2, x3, x4] − [x1, x2, x4, x3]

e, usando a identidade de Jacobi e anticomutatividade, podemos ordenar os índices em

cada comutador como desejado.

Agora vejamos que os polinômios em 2.11 são linearmente independentes módulo I

e assim obtemos I = J . Tome então P = {i1, . . . , im}, Q = {j1, . . . , jn−m−1}, XP,Q,k =

xi1 · · ·xim
[xk, xj1 , . . . , xjn−m−1 ] e suponha que existe combinação linear nula de elementos
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do tipo 2.11 módulo I, ou seja, existem αP,Q,k ∈ K tais que

f = f(x1, . . . , xn) =
∑

P,Q,k

αP,Q,kXP,Q,k ∈ I.

Substitua xi1 , . . . , xim
pela matriz elementar E11, xk por E12 e as variáveis xj1 , . . . , xjn−m−1

por E22. Então XP,Q,k = E12 e todos os outros XP ′,Q′,k′ são nulos para (P ′, Q′, k′) 6=
({i1, . . . , j1, . . . , jn−m−1, k}), donde obtemos a independência linear.

Fixado n ∈ N, considere o módulo Pn(UT2, UT
(−)
2 ). Com base na decomposição de

χn(UT2, UT
(−)
2 ) vamos determinar os geradores dos módulos irredutíveis associados às

partições com multiplicidades não nulas.

Se λ = (n), o correspondente vetor de peso máximo fTλ
= xn não é identidade para

(UT2, UT
(−)
2 ), pois fTλ

(E11) = E11 6= 0. Então xn é o gerador correspondente a λ = (n).

Dados p ≥ 1 e q ≥ 0, considere agora λ = (p+ q, p) e T i
λ, i = 0, . . . , q, a tabela

i+ 1
i+ p+ 2

i+ 2
i+ p+ 3

· · · · · ·
· · ·

· · ·i+ p− 1
i+ 2p

i+ p+ 1
i+ p

1 i i+ 2p+ 1 n

Associamos a T i
λ o polinômio

a(i)
p,q(y1, y2) = yi

1 ȳ1 · · · ỹ1︸ ︷︷ ︸
p−1

[y2, y1] ȳ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

yq−i
1 (2.12)

em que “−” e “∼” significam alternância nas variáveis correspondentes.

Observe que o polinômio a(i)
p,q é obtido do idempotente essencial correspondente a T i

λ

identificando todos os elementos em cada linha de λ.

Vamos mostrar que os q + 1 polinômios a(i)
p,q(y1, y2), i = 0, . . . , q, são linearmente

independentes módulo I. Suponha o contrário, então existem α0, . . . , αq ∈ K, não todos

nulos, tais que
q∑

i=0

αia
(i)
p,q ≡ 0 (mod I).

Tome t = max{i | αi 6= 0}, então

αta
(t)
p,q +

∑

i<t

αia
(i)
p,q ≡ 0 (mod I).
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Substituindo y1 por y1 + y3,

αt(y1 + y3)t (y1 + y3) · · · (ỹ1 + y3)︸ ︷︷ ︸
p−1

[y2, y1 + y3] ȳ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

(y1 + y3)q−t+

+
∑

i<t

αi(y1 + y3)i (y1 + y3) · · · (ỹ1 + y3)︸ ︷︷ ︸
p−1

[y2, y1 + y3] ȳ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

(y1 + y3)q−i ≡ 0 (mod I).

Como K é um corpo infinito, segue que todas componentes homogêneas ainda são

identidades para (UT2, UT
(−)
2 ). Vamos considerar então g a componente de grau t+ p em

y1 e grau q − t em y3. Fazendo a substituição

y1 = E11, y2 = E12 + E22 e y3 = E22

temos que

y1y3 = E11E22 = 0, [y2, y1] = −E12.

Assim, o único termo com substituição não nula em g é

αty
t
1ȳ1 · · · ỹ1[y2, y1]ȳ2 · · · ỹ2y

q−t
3 ,

donde obtemos

0 = αtE11(−E12)(E12 + E22)E22 = −αtE12,

uma contradição. Logo os polinômios a(i)
p,q, i = 0, . . . , q, são linearmente independentes

módulo I.

Agora observe que, para todo i ∈ {0, . . . , q}, eT i
λ

corresponde a linearização completa

eT i
λ
(x1, . . . , xn) de a(i)

p,q(y1, y2), n = 2p + q. Então os polinômios eT i
λ
(x1, . . . , xn), i = 0,

. . . , q, são linearmente independentes módulo I. Como m(p+q,p)(UT2, UT
(−)
2 ) = q + 1,

segue que os polinômios da forma 2.12 geram todas as cópias distintas do mesmo módulo

irredutível associado a λ = (p+ q, p) na decomposição de Pn(UT2, UT
(−)
2 ).

Dados p ≥ 1 e q ≥ 0, considere agora λ = (p + q, p, 1), p ≥ 1, q ≥ 0 e T i
λ, i = 0, . . . ,

q, a tabela

i+ p

i+ p+ 1
i+ p+ 2

· · · · · ·
· · ·

· · ·i+ 1
i+ p+ 3

i+ p− 1
i+ 2p+ 1

1 i i+ 2p+ 2 n
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Associamos a T i
λ o polinômio

b(i)
p,q(y1, y2, y3) = yi

1 ŷ1 · · · ỹ1︸ ︷︷ ︸
p−1

ȳ1ȳ2ȳ3 ŷ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

yq−i
1 (2.13)

em que “∧”, “−” e “∼” significam alternância nas variáveis correspondentes.

Usaremos argumentos análogos ao caso anterior. Vejamos que os q + 1 polinômios

b(i)
p,q(y1, y2, y3), i = 0, . . . , q, são linearmente independentes módulo I. Suponha o

contrário, então existem α0, . . . , αq ∈ K, não todos nulos, tais que

q∑

i=0

αib
(i)
p,q ≡ 0 (mod I).

Tome t = max{i | αi 6= 0}, então

αtb
(t)
p,q +

∑

i<t

αib
(i)
p,q ≡ 0 (mod I).

Substituindo y1 por y1 + y4,

αt(y1 + y4)t (ŷ1 + y4) · · · (ỹ1 + y4)︸ ︷︷ ︸
p−1

(y1 + y4)ȳ2ȳ3 ŷ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

(y1 + y4)q−t+

+
∑

i<t

αi(y1 + y4)i (ŷ1 + y4) · · · (ỹ1 + y4)︸ ︷︷ ︸
p−1

(y1 + y4)ȳ2ȳ3 ŷ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

(y1 + y4)q−i ≡ 0 (mod I).

Vamos considerar então g a componente de grau t+ p em y1 e grau q− t em y4. Fazendo

a substituição

y1 = E11, y2 = E22, y3 = E12 + E22 e y4 = E22

temos que

y1y4 = E11E22 = 0.

Assim, o único termo com substituição não nula em g é

αty
t
1ŷ1 · · · ỹ1ȳ1ȳ2ȳ3ŷ2 · · · ỹ2y

q−t
4 .
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Como y1y2 = E11E22 = 0, segue que

0 = αtE11(E12 + E22)E22 = αtE12,

uma contradição. Como m(p+q,p,1)(UT2, UT
(−)
2 ) = q + 1, segue que os polinômios da

forma 2.13 geram todas as cópias distintas do mesmo módulo irredutível associado a

λ = (p+ q, p, 1) na decomposição de Pn(UT2, UT
(−)
2 ).

Teorema 2.3.2 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie com V ( var(UT2, UT
(−)
2 ).

Então existe uma constante N tal que para todo n ∈ N e λ ⊢ n temos mλ(V) ≤ N . Além

disso, V tem crescimento polinomial. Portanto o par (UT2, UT
(−)
2 ) gera uma variedade

de crescimento quase polinomial.

Demonstração: Seja I = Id(UT2, UT
(−)
2 ). Como V ( var(UT2, UT

(−)
2 ), existe partição

λ ⊢ n tal que mλ(V) < mλ(UT2, UT
(−)
2 ). Sejam a(i)

p,q e b(i)
p,q, i = 0, . . . , q, os polinômios

construídos anteriormente. Então

q∑

i=0

αia
(i)
p,q ≡ 0 (mod I), e αi 6= 0 para algum i; (2.14)

ou
q∑

i=0

βib
(i)
p,q ≡ 0 (mod I), e βi 6= 0 para algum i. (2.15)

Relembre que

a(i)
p,q(y1, y2) = yi

1 ȳ1 · · · ỹ1︸ ︷︷ ︸
p−1

[y2, y1] ȳ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

yq−i
1 (2.16)

e

b(i)
p,q(y1, y2, y3) = yi

1 ŷ1 · · · ỹ1︸ ︷︷ ︸
p−1

ȳ1ȳ2ȳ3 ŷ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

yq−i
1 . (2.17)

Pela identidade [x1, x2][x3, x4] e substituindo y3 por [y2, y1] em 2.15, obtemos de 2.15

a relação 2.14.

Suponha então que

q∑

i=0

αiy
i
1ȳ1 · · · ỹ1[y2, y1]ȳ2 · · · ỹ2y

q−i
1 ≡ 0 (mod I).
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Seja J = Id(UT2) o T-ideal associativo de UT2. Como J = I, temos que

q∑

i=0

αiy
i
1ȳ1 · · · ỹ1[y2, y1]ȳ2 · · · ỹ2y

q−i
1 ≡ 0 (mod J).

No que segue vamos usar algumas vezes consequências associativas, as quais serão

admissíveis quando consideramos identidades módulo o T-ideal J .

Tome t = max{i | αi 6= 0}. Substituindo y2 por y3 + y4, obtemos

αty
t
1ȳ1 · · · ỹ1[y3 + y4, y1](y3 + y4) · · · ˜(y3 + y4)y

q−t
1 +

+
∑

i<t

αiy
i
1ȳ1 · · · ỹ1[y3 + y4, y1](y3 + y4) · · · ˜(y3 + y4)y

q−i
1 ≡ 0 (mod J).

Considere a componente homogênea g de grau 1 em y4. Substitua y3 por y2
1 e y4 por y2

em g. Obtemos

f = f(y1, y2) = αty
t
1 ȳ1 · · · ỹ1︸ ︷︷ ︸

p−1

[y2, y1] y2
1 · · · ỹ2

1︸ ︷︷ ︸
p−1

yq−t
1 +

+
∑

i<t

αiy
i
1 ȳ1 · · · ỹ1︸ ︷︷ ︸

p−1

[y2, y1] y2
1 · · · ỹ2

1︸ ︷︷ ︸
p−1

yq−i
1 ≡ 0 (mod J).

Seja N = deg f = p− 1 + 2(p− 1) + q + 2 = 3p+ q − 1. Expandindo os alternadores

na expressão anterior, segue que

αty
t+2(p−1)
1 [y2, y1]y

p−1+q−t
1 ≡

∑

i<t+2(p−1)

α′
iy

i
1[y2, y1]yN−i−2

1 (mod J),

para alguns coeficientes α′
i ∈ K. Identificando y2 = [z, y1] e ainda usando a igualdade

[[z, y1], y1] = zy2
1 − 2y1zy1 + y2

1z, segue que

αty
t+2p
1 zyN−t−2p

1 ≡
∑

i<t+2p

γiy
i
1zy

N−i
1 (mod J),

para alguns coeficientes γi ∈ K. Seja M = t + 2p. Lembre que αt 6= 0, então podemos

reescrever a equivalência anterior na forma

yM
1 zy

N−M
1 ≡

∑

i<M

δiy
i
1zy

N−i
1 (mod J), δi ∈ K. (2.18)
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Vamos mostrar que mλ(V) ≤ N para toda partição λ. Pela decomposição do cocaracter

de (UT2, UT
(−)
2 ), basta considerar os dois casos λ = (p+q, p) e λ = (p+q, p, 1). Considere

λ = (p + q, p, 1). O caso q < N está resolvido, pois mλ(UT2, UT
(−)
2 ) = q + 1. Suponha

q ≥ N . Então podemos substituir z por

ŷ1 · · · ỹ1︸ ︷︷ ︸
p−1

ȳ1ȳ2ȳ3 ŷ2 · · · ỹ2︸ ︷︷ ︸
p−1

e aplicar a relação 2.18 para todo polinômio b(i)
p,q(y1, y2, y3) tal que i ≥ M . Obtemos que

b(i)
p,q ≡

∑

j<M

δjb
(j)
p,q (mod J)

e, lembrando que J = I, segue que

b(i)
p,q ≡

∑

j<M

δjb
(j)
p,q (mod I)

Portanto, mλ(V) ≤ M − 1 ≤ N . O caso λ = (p+ q, p) é feito de maneira análoga.

Por fim, vejamos que V tem crescimento polinomial. Linearizando 2.18, obtemos

∑

σ∈SN

y1σ(1) · · · y1σ(M)zy1σ(M+1) · · · y1σ(N) ≡

≡
∑

i<M

∑

σ∈SN

δiy1σ(1) · · ·y1σ(i)zy1σ(i+1) · · · y1σ(N) (mod J).
(2.19)

Identifique z = [y3, y4], multiplique 2.19 pela direita por y21 · · · y2M e alterne y1i com y2i,

para i = 1, . . . , M . As variáveis à direita (e à esquerda) do comutador [y3, y4] podem ser

ordenadas. Desse modo, aparece um novo comutador além de [y3, y4] nos termos do lado

direito de 2.19. Assim, pela identidade [x1, x2][x3, x4], segue que

ȳ11ŷ12 · · · ỹ1M [y3, y4]ȳ21ŷ22 · · · ỹ2My1M+1 · · · y1N ≡ 0 (mod J).

Multiplicando pela esquerda por y2M+1 · · · y2N e alternando y1j com y2j, para j = M + 1,

. . . , N , segue que

ȳ11ŷ12 · · · ỹ1N [y3, y4]ȳ21ŷ22 · · · ỹ2N ≡ 0 (mod J).
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Usando que J = I, obtemos

ȳ11ŷ12 · · · ỹ1N [y3, y4]ȳ21ŷ22 · · · ỹ2N ≡ 0 (mod I).

Isso mostra que se λ = ((N + 1)2), então mλ(V) = 0.

De modo análogo, identificando z = ȳ3ȳ4ȳ5 em 2.19 e usando a identidade

ȳ3ȳ4ȳ5[z1, z2] ≡ 0,

obtemos a identidade

y̌11ŷ12 · · · ỹ1N ȳ3ȳ4ȳ5y̌21ŷ22 · · · ỹ2N ≡ 0 (mod I).

Assim, se λ = ((N + 1)2, 1), então mλ(V) = 0.

Portanto, se λ é partição de n tal que λ2 ≥ N + 1 então mλ(V) = 0. Assim, o

cocaracter de V tem a forma

χn(V) =
∑

λ⊢n
|λ|−λ1≤N

mλ(V)χλ.

Pelo Teorema 2.2.5, segue que V tem crescimento polinomial. �

2.3.2 O par (E,E(−))

Considere o par (E,E(−)). Como visto no início da seção anterior, temos que

Id(E,E(−)) = 〈[x, y, z], [xy, y, z]〉F e, pela Observação 1.8 e Exemplo 1.4.25, temos

também exp(E,E(−)) = exp(E) = 2 e χn(E,E(−)) =
∑

λ∈H(1,1) χλ.

Agora vejamos geradores dos módulos irredutíveis na decomposição do cocaracter do

par (E,E(−)). Dado k ∈ N, tome λ = (k, 1n−k) partição de n tal que mλ(E,E(−)) = 1 6= 0

na decomposição de χn(E,E(−)). Considere o vetor de peso máximo

fk = fk(x1, x2, . . . , xn−k+1) = xk−1
1 Stn−k+1(x1, x2, . . . , xn−k+1).
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Fazendo a substituição

x̄1 = 1 + e1, x̄2 = e2, x̄3 = e3, . . . , x̄n−k+1 = en−k+1,

temos que x̄k−1
1 = (1 + e1)k−1 = 1 + (k − 1)e1 e

Stn−k+1(x̄1, . . . , x̄n−k+1) = (n− k + 1)!e1e2 · · · en−k+1.

Daí

fk(x̄1, . . . , x̄n−k+1) = (n− k + 1)!e1e2 · · · en−k+1 6= 0.

Portanto, fk não é identidade fraca do par (E,E(−)) e então gera o módulo irredutível

associado a λ = (k, 1n−k), para todo k ∈ N.

Teorema 2.3.3 Seja V variedade de pares associativo-Lie com V ( var(E,E(−)). Então

V tem crescimento polinomial. Portanto o par (E,E(−)) gera uma variedade com

crescimento quase polinomial.

Demonstração: Como V é uma subvariedade própria, temos que (E,E(−)) /∈ V. Pelo

Lema 2.2.2, existe m ∈ N tal que Stm ≡ 0 é identidade em V . Assim, pela Observação

1.2, temos que Stm+l ∈ Id(V), para todo l ≥ 1.

Pela forma dos geradores na decomposição do cocaracter de (E,E(−)), obtemos

mλ(V) = 0 para toda partição λ = (1p), com p ≥ m. Além disso, multiplicando cada

vetor de peso máximo associado a essas partições por uma potência da variável x1, segue

que mλ(V) = 0 quando λ = (k, 1n−k), k ≥ 1 e n − k ≥ m. Portanto, o número de

quadrados fora da primeira linha na decomposição do cocaracter de V é limitado por m.

Pelo Teorema 2.2.5, o resultado segue. �

2.3.3 O par (M2, sl2)

Nesta subseção usaremos resultados obtidos por Drensky [14] e Razmyslov [44]. Uma

boa parte desses resultados pode ser encontrada, com descrição bem detalhada, no livro

[2, Caps. 5 e 6].

Como foi visto no Exemplo 1.3.4, a identidade [x ◦ y, z] ≡ 0 gera todas as identidades

fracas de (M2, sl2). Além disso, como pode ser encontrado em [14], mλ(M2, sl2) = 1 e
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λ4 = 0 para toda partição λ de n na decomposição do cocaracter de (M2, sl2), ou seja,

χn(M2, sl2) =
∑

λ=(λ1,λ2,λ3)⊢n

χλ. (2.20)

Agora vejamos propriedades na decomposição do cocaracter e sequência de codimen-

sões do par (M2, sl2).

Considere

e =




0 1

0 0


 , f =




0 0

1 0


 , h =




1 0

0 −1




a base canônica de sl2. Temos as seguintes relações

he = e, eh = −e, hf = −f, fh = f, ef = E11, fe = E22,

[e, f ] = h, [e, h] = −2e, [f, h] = 2f,

e daí
St3(e, f, h) = efh− ehf − feh− hfe+ fhe+ hef

= ef + ef + fe+ fe+ fe+ ef = 3I2.
(2.21)

Assim, dado qualquer polinômio associativo multilinear f ∈ K〈X〉, temos a identidade

[St3(x, y, z), f ] para o par (M2, sl2).

Lema 2.3.4 Seja A uma PI-álgebra associativa semissimples sobre um corpo algebrica-

mente fechado K com identidade polinomial de grau d. Então A é um produto subdireto

de álgebras matriciais sobre o corpo K com ordem limitada por d/2.

Demonstração: Veja [19], Seções 1.11 e 1.12. �

Lema 2.3.5 Seja L uma álgebra de Lie sobre um corpo algebricamente fechado K.

Suponha que existe um L-módulo V fiel e irredutível. Então L é abeliana ou contém

alguma subálgebra isomorfa a sl2.

Demonstração: Veja [2], Seção 6.4.2, p. 188. �

Lema 2.3.6 Para a sequência das codimensões do par (M2, sl2), temos a desigualdade

cn+1(M2, sl2) ≥ cn(M2, sl2), para todo n ≥ 1.
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Demonstração: Tome I = Id(M2, sl2). Basta mostrar que dados polinômios f1, . . . , fk

em x1, . . . , xn que são linearmente independentes módulo I, então os polinômios f1xn+1,

. . . , fkxn+1 são linearmente independentes módulo I. De fato, tome α1, . . . , αk ∈ K tais

que

g = g(x1, . . . , xn, xn+1) =
k∑

i=0

αifixn+1 ≡ 0 (mod I),

a1, . . . , an elementos arbitrários em sl2 e an+1 = h = E11 − E22 ∈ sl2. Então

0 = g(a1, . . . , an, an+1) =

(
k∑

i=0

αifi(a1, . . . , an)

)
an+1 = ban+1,

onde b =
∑k

i=0 αifi(a1, . . . , an) ∈ M2, e como a matriz an+1 é invertível, segue b = 0. Os

elementos a1, . . . , an são arbitrários, logo
∑k

i=0 αifi é uma identidade para (M2, sl2), ou

seja,
k∑

i=0

αifi ≡ 0 (mod I).

Como f1, . . . , fk são linearmente independentes módulo I, segue que α1 = · · · = αk = 0

e o lema está provado. �

Proposição 2.3.7 O expoente de (M2, sl2) existe e é igual a 3.

Demonstração: Observe que o par (M2, sl2) é especial e χn(M2, sl2) ⊆ H(3, 0), n ≥ 1.

Assim, pelo Lema 1.4.32, segue que

cn(M2, sl2) ≤ f(n)3n, n ≥ 1, (2.22)

para algum polinômio f(x).

Por outro lado, por 2.21, o polinômio

gk = St3(x1
1, x

1
2, x

1
3) · · ·St3(xk

1, x
k
2, x

k
3)

de grau 3k não é identidade fraca para (M2, sl2), para todo k ≥ 1. Considerando a ação

de S3k em P3k, obtemos que gk gera um S3k-módulo irredutível com caracter χλ, onde

λ = (k, k, k). Temos que dλ ≥ 33k

(3k)3 (veja [19], Lema 5.10.1, p. 139) e daí

c3k(M2, sl2) ≥ dλ ≥ 33k

(3k)3
.
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Pelo Lema 2.3.6, obtemos que cn(M2, sl2) ≥ 3n

n3 , para todo n ≥ 1.

Combinando essa desigualdade com 2.22, o resultado segue. �

Tome λ = (p + q + r, p + q, p) ⊢ n = 3p + 2q + r partição qualquer na decomposição

2.20. O polinômio

fTλ
(x1, x2, x3) = St3(x1, x2, x3)pSt2(x1, x2)qxr

1 = x̄1x̄2x̄3 · · · x̃1x̃2x̃3︸ ︷︷ ︸
p

[x1, x2] · · · [x1, x2]︸ ︷︷ ︸
q

xr
1

(2.23)

gera o módulo irredutível associado a partição λ [14].

Como as codimensões não mudam sob extensões do corpo K, a partir de agora vamos

supor K algebricamente fechado.

Exemplo 2.3.8 (Veja [52].) Seja ρ : sl2 → gl(V ) uma representação da álgebra de Lie

sl2. Suponha que ρ é fiel, irredutível e de dimensão finita n. Então o polinômio

δx4St3(ad x1, ad x2, ad x3) − x4St3(x1, x2, x3) ≡ 0 (2.24)

é uma identidade para ρ, onde δ = n2−1
8

. Em particular, para o par (M2, sl2) que

corresponde a uma representação irredutível de sl2 de grau 2, temos a identidade

3
8
x4St3(ad x1, ad x2, ad x3) − x4St3(x1, x2, x3) ≡ 0. (2.25)

Lema 2.3.9 Seja ρ : sl2 → gl(V ) uma representação de dimensão finita da álgebra de Lie

sl2. Considere o par (A, sl2) correspondente a essa representação e V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vl a

decomposição de V em soma de irredutíveis. Se Id(M2, sl2) ⊆ Id(A, sl2), então cada Vi,

i = 1, . . . , l, corresponde a uma representação de dimensão 2 e Id(A, sl2) = Id(M2, sl2).

Demonstração: Seja ρi a representação irredutível correspondente a Vi, i = 1, . . . , l.

Como sl2 é simples, ρi é fiel, i = 1, . . . , l. Pelas identidades 2.24 e 2.25, segue que

representações fiéis e irredutíveis de sl2 com dimensão maior que 2 não podem satisfazer

todas as identidades de (M2, sl2). Além disso, Id(A, sl2) ⊆ Id(ρi), i = 1, . . . , l. Assim,

se dim Vi ≥ 3, para algum i ∈ {1, . . . , l}, obtemos uma contradição, pois nesse caso

Id(M2, sl2) ⊆ Id(A, sl2) ⊆ Id(ρi).
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Portanto, V é soma de representações irredutíveis de dimensão 2. Consequentemente,

Id(M2, sl2) = Id(A, sl2). �

Teorema 2.3.10 Seja V uma variedade de pares associativo-Lie com V ( var(M2, sl2).

Então

St3(x, y, z)M = x̄ȳz̄ · · · x̃ỹz̃︸ ︷︷ ︸
M triplas

≡ 0

e

[x, y] · · · [x, y]︸ ︷︷ ︸
2M comutadores

≡ 0

são identidades em V, para algum M ∈ N.

Demonstração: Seja I = Id(V) o ideal de identidades fracas da variedade V e considere

(A,L) = (K〈X〉/I,L(X)/L(X) ∩ I) o par relativamente livre da variedade V . Temos que

Id(M2) ⊆ Id(M2, sl2) ( I.

Como M2 é uma PI-álgebra associativa, existe f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 não nulo tal

que f(g1, . . . , gn) ∈ Id(M2), para quaisquer g1, . . . , gn ∈ K〈X〉 e daí

f(g1, . . . , gn) ∈ I, para quaisquer g1, . . . , gn ∈ K〈X〉.

Portanto, A = K〈X〉/I é uma PI-álgebra associativa.

Como na decomposição do cocaracter de (M2, sl2) temos no máximo três linhas em

cada tabela de Young, vamos considerar o subpar (A1, L1) de (A,L) gerado por três

elementos x, y, z. Em outras palavras, (A1, L1) é o par relativamente livre de V com

posto igual a 3. Como A1 é uma PI-álgebra associativa finitamente gerada, segue que

o seu radical J = J(A1) é um ideal nilpotente. Além disso, A2 = A1/J é semissimples

e, pelo Lema 2.3.4, é um produto subdireto de álgebras de matrizes Mnγ
(K), γ ∈ Γ,

sobre K cujas ordens são limitadas. Para cada γ ∈ Γ, seja Vγ o espaço vetorial tal

que EndK(Vγ) ≃ Mnγ
(K). Observe que Mnγ

(K) age em Vγ de forma irredutível e fiel.

Considere o quociente L2 = L1/(L1 ∩ J). Assim, dado γ ∈ Γ, a imagem de L2 (por meio

da projeção πγ do produto subdireto) em cada Mnγ
age em Vγ de forma irredutível e fiel,

pois A2 é gerada por L2. Pelo Lema 2.3.5, essa imagem é abeliana ou possui subálgebra
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isomorfa a sl2. No segundo caso, obtemos um subpar (R, sl2) de (A1, L1) correspondente

a uma representação de sl2 de dimensão finita, donde

Id(M2, sl2) ⊆ Id(V) = Id(A1, L1) ⊆ Id(R, sl2)

Pelo Lema 2.3.9, devemos ter igualdade nas inclusões anteriores, uma contradição, pois

V é uma subvariedade própria de var(M2, sl2). Portanto, toda imagem de L2 em cada

componente Mnγ
é abeliana, γ ∈ Γ, donde segue que a álgebra derivada L′

1 de L1 está

contida em J .

Agora basta observar que x̄ȳz̄ pertence ao ideal associativo de A1 gerado por L′
1 e daí

(x̄ȳz̄)M = 0, onde M ∈ N é tal que JM = 0. Portanto,

St3(x, y, z)M = x̄ȳz̄ · · · x̃ỹz̃︸ ︷︷ ︸
M triplas

≡ 0 (2.26)

é identidade para o par relativamente livre (A,L) e, consequentemente, identidade na

variedade V .

Para a segunda identidade observe que [x2, y] ≡ 0 é identidade para o par (M2, sl2) e

daí

x[x, y] + [x, y]x = x2y − xyx+ xyx− yx2 ≡ 0 (2.27)

y[x, y] + [x, y]y = yxy − y2x+ xy2 − yxy ≡ 0 (2.28)

são identidades para (M2, sl2). Usando 2.27 e 2.28, obtemos

x̄ȳ[x, y] = x̄ȳ[x, y] − x̄[x, y]ȳ + [x, y]x̄ȳ =

= [x, y][x, y] − x[x, y]y + y[x, y]x+ [x, y][x, y]

≡ [x, y][x, y] + [x, y]xy − [x, y]yx+ [x, y][x, y] = 3[x, y][x, y] (2.29)

módulo Id(M2, sl2) ⊆ Id(V). Tomando z = [x, y] e usando 2.26 e 2.29, obtemos

0 ≡ x̄ȳ[x, y] · · · x̃ỹ[̃x, y]︸ ︷︷ ︸
M triplas

≡ 3M [x, y][x, y] · · · [x, y][x, y]︸ ︷︷ ︸
2M comutadores

.

módulo Id(V) e o resultado segue. �
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Corolário 2.3.11 Seja V variedade de pares associativo-Lie e suponha que V é uma

subvariedade própria de var(M2, sl2). Então V tem crescimento polinomial. Portanto o

par (M2, sl2) gera uma variedade com crescimento quase polinomial.

Demonstração: Pelo Teorema 2.3.10, existe M ∈ N tal que

St3(x, y, z)M = x̄ȳz̄ · · · x̃ỹz̃︸ ︷︷ ︸
M triplas

≡ 0

e

St2(x, y)2M = [x, y] · · · [x, y]︸ ︷︷ ︸
2M comutadores

≡ 0

são identidades em V . Pela forma dos geradores em 2.23, essas identidades implicam que

se λ = (λ1, λ2, λ3) é partição tal que λ2 − λ3 ≥ 2M ou λ3 ≥ M , então mλ(V) = 0 na

decomposição do cocaracter de V . Assim, as multiplicidades mλ(V) 6= 0 correspondem as

partições tais que λ3 < M e λ2 − λ3 < 2M . Portanto,

χn(V) =
∑

λ⊢n
|λ|−λ1≤C

mλ(V)χλ

onde C = 4M . O resultado segue do Teorema 2.2.5. �

2.3.4 Outros exemplos

Vejamos agora dois exemplos de pares em que a álgebra de Lie em questão tem

crescimento quase polinomial das codimensões, mas o par não possui essa propriedade.

Seja L = spanK{h, e} a álgebra de Lie solúvel não abeliana de dimensão 2 com

multiplicação dada por [h, e] = e. Considere a ação à esquerda de L no anel de polinômios

K[t] definida por

h(f) = tf ′, e(f) = tf, (2.30)

onde f ′ é a derivada usual em t. Então o espaço vetorial

B = L+K[t] = spanK{h, e, 1, t, t2, . . . }
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é uma álgebra de Lie de dimensão infinita se definirmos a seguinte multiplicação

[λh+ µe+ f, αh+ βe+ g] = (λβ − µα)e+ λh(g) + µe(g) − αh(f) − βe(f).

Em particular, K[t] é um ideal abeliano de B de codimensão 2 e B(3) = 0, ou seja, B é

solúvel. Observe também que B′ = spanK{e}+K[t] é uma álgebra de Lie não nilpotente.

Teorema 2.3.12 Considere a álgebra de Lie B dada anteriormente.

i) O expoente de Lie de B existe e temos exp(B) = 2. Além disso, B gera uma

variedade de álgebras de Lie com crescimento quase polinomial.

ii) Seja (A,B) um par associativo-Lie formado pela álgebra de Lie B. Então a

variedade de pares associativo-Lie V = var(A,B) possui subvariedade própria W
com crescimento não polinomial.

Demonstração: Para (i) veja [19], Teorema 12.4.4, p. 324; e [39], Teorema 5.4.

Agora vejamos (ii). Temos que exp(B) = 2 e daí, pela desigualdade cn(A,B) ≥
cn(B), segue que (A,B) não possui crescimento polinomial das codimensões. Considere a

subálgebra de Lie de B dada por

M = spanK{h, 1, t, t2, . . . },

e seja C a subálgebra associativa de A gerada por M . Então (C,M) é um subpar de

(A,B). Tome W = var(C,M). Vamos mostrar que W é uma subvariedade própria de V
com crescimento não polinomial.

Dados quaisquer p, q ∈ N, considere a partição λ = (p + q, p). Um vetor de peso

máximo associado é f(x1, x2) = St2(x1, x2)pxq
1 e

f(t, h) = [t, h]ptq = (−t)ptq 6= 0.

Então mλ(W) 6= 0. Como p é arbitrário, pelo Teorema 2.2.5, segue que W não possui

crescimento polinomial. Agora observe que g = g(x1, x2, x3, x4) = [[x1, x2], [x3, x4]] é

identidade fraca para (C,M), mas

g(h, e, h, t) = [[h, e], [h, t]] = [e, t] = t2 6= 0,
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ou seja, g ∈ Id(W)\Id(V), donde W é subvariedade própria.

�

Seja H = spanK{x, y, z} a chamada álgebra de Heisenberg, ou seja, H é a álgebra de

Lie de dimensão 3 com base x, y, z, e multiplicação dada por [x, y] = z e todos os outros

comutadores da base são iguais a zero. Considere a ação à esquerda de H no anel de

polinômios K[t]

x(f) = f ′, y(f) = tf, z(f) = f

e defina a multiplicação em

C = H +K[t] = spanK{x, y, z, 1, t, t2, . . . }

como segue

[αx+ βy + γz + f, λx+ µy + νz + g] =

(αµ− βλ)z + αx(g) + βy(g) + z(g) − λx(f) − µy(f) − z(f) =

(αµ− βλ)z + αg′ − λf ′ + βtg − µtf + f − g.

Então C é uma álgebra de Lie de dimensão infinita com C(3) = 0. Além disso, C ′ =

spanK{z} +K[t] é uma álgebra de Lie não nilpotente.

Teorema 2.3.13 Considere a álgebra de Lie C dada anteriormente.

i) O expoente de Lie C existe e temos exp(C) = 3. Além disso, C gera uma variedade

de álgebras de Lie com crescimento quase polinomial.

ii) Seja (A,C) um par associativo-Lie formado pela álgebra de Lie C. Então a

variedade de pares associativo-Lie V = var(A,C) possui subvariedade própria W
com crescimento não polinomial.

Demonstração: Para (i) veja [19], Teorema 12.4.4, p. 324; e [39], Teorema 5.4.

Agora vejamos (ii). Temos que exp(C) = 3 e daí, pela desigualdade cn(A,C) ≥
cn(C), segue que (A,B) não possui crescimento polinomial das codimensões. Considere a

subálgebra C ′ de C e seja D a subálgebra associativa de A gerada por C ′. Então (D,C ′) é

um subpar de (A,C). Tome W = var(D,C ′). Vamos mostrar que W é uma subvariedade

própria de V com crescimento não polinomial.
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Agora vejamos (ii). Dados quaisquer p, q ∈ N, considere a partição λ = (p + q, p) e o

vetor de peso máximo associado f(x1, x2) = St2(x1, x2)pxq
1. Temos que

f(t, z) = [t, z]ptq = tptq 6= 0.

Então mλ(W) 6= 0. Como p é arbitrário, pelo Teorema 2.2.5, segue que W não possui

crescimento polinomial. Agora observe que g = g(x1, x2, x3, x4) = [[x1, x2], [x3, x4]] é

identidade fraca para (D,C ′), mas

g(x, y, z, t) = [[x, y], [z, t]] = [z, t] = −t 6= 0,

ou seja, g ∈ Id(W)\Id(V), donde W é subvariedade própria.

�
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Capítulo 3

Pares Graduados e a Conjectura de

Amitsur

Em geral, não é um trabalho fácil calcular a sequência de codimensões associativa, de

Lie ou fraca. Para contornar essa dificuldade, se a sequência é exponencialmente limitada,

podemos definir o expoente da estrutura considerada, o qual nos fornece uma estimativa

para o crescimento das identidades. Em característica zero, Giambruno e Zaicev (veja por

exemplo [19]) mostraram que o expoente associativo sempre existe e é um inteiro. Zaicev

[59] obteve o mesmo resultado para álgebras de Lie de dimensão finita. Para álgebras

de Lie em geral existem contraexemplos da não integralidade do expoente [61, 17]. No

ambiente associativo-Lie, Gordienko [20] também obteve que o expoente existe e é um

inteiro no caso de identidades para representações de álgebras de Lie de dimensão finita.

Porém, no caso geral não se sabe nada a respeito.

Dentre os contraexemplos da não integralidade do expoente para álgebras de Lie,

vamos destacar o obtido por Giambruno e Zaicev em [18], o qual envolve superálgebras

de Lie e envelope de Grassmann. Tais conceitos têm sua importância pois, no ambiente

associativo, Kemer [33] obteve que toda variedade é gerada pelo envelope de Grassmann

de uma superálgebra finitamente gerada. O mesmo resultado é válido para variedades de

Lie de tipo associativo, o qual foi obtido por Zaicev e Mishchenko em [60].

Nesse sentido, vamos estabelecer na primeira seção os conceitos de pares graduados,

superpares e envelope de Grassmann para um superpar, os quais servirão de base

para as próximas seções. Optamos por incluir esses conceitos aqui, e não no capítulo

preliminar, pois eles serão usados apenas neste capítulo. Na segunda seção, vamos obter
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que toda variedade de pares de tipo associativo é gerada pelo envelope de Grassmann

de um superpar finitamente gerado. Com base nesse resultado, estabeleceremos uma

caracterização das variedades de pares especiais que não contêm pares associados a

representações da álgebra de Lie sl2.

A última seção do capítulo será dedicada a obter um exemplo de par associativo-Lie

tal que o expoente, se existir, não é inteiro. Obtemos assim um contraexemplo para a

conjectura de Amitsur no ambiente de pares associativo-Lie. Para isso, utilizaremos ideias

de [18, 15].

Ao longo do capítulo K denotará um corpo de característica zero.

3.1 Pares G-graduados e identidades fracas gradua-

das

No início da seção faremos um breve resumo sobre álgebras graduadas por um grupo.

Para mais detalhes indicamos [19, Cap. 3]. De modo semelhante, será possível definir par

graduado e, consequentemente, definiremos as identidades fracas graduadas.

Vamos denotar por G um grupo abeliano, com notação aditiva.

Definição 3.1.1 Sejam A uma álgebra sobre K e G um grupo. Dizemos que A é

G-graduada (ou simplesmente graduada) se A pode ser escrita como soma direta de

subespaços A = ⊕g∈GA
(g), onde A(g)A(h) ⊆ A(g+h), para quaisquer g, h ∈ G.

Pela definição, um elemento a ∈ A é escrito de forma única como soma finita a =
∑

g∈G ag, onde ag ∈ A(g). Os subespaços A(g) são chamados de componentes homogêneas

de A. Um elemento a ∈ A é homogêneo (ou homogêneo de grau g) se a ∈ A(g), e denotamos

por |a|G = g (ou simplesmente por |a| = g). Se A possui unidade, não é difícil ver que

1A ∈ A(0), onde 0 é o elemento neutro de G.

Se G = Z2 temos apenas duas componentes A0 e A1, as quais são chamadas de

componente par e ímpar, respectivamente. Naturalmente, os elementos de A0 são

chamados de pares e os elementos de A1 de ímpares.

Definição 3.1.2 Dada uma álgebra A = ⊕g∈GA
(g) G-graduada, um subespaço B ⊆ A é

dito homogêneo ou graduado se B = ⊕g∈G(B ∩ A(g)).
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De modo semelhante define-se subálgebra, ideal e quociente graduado. Quando B é

uma subálgebra homogênea de A, vemos facilmente que (B∩A(g))(B∩A(h)) ⊆ (B∩A(g+h)),

para quaisquer g, h ∈ G, e daí temos uma G-graduação para B a partir da G-graduação

de A, e dizemos que B herda a G-graduação de A.

No que segue, com abuso de notação, usaremos (A,L) para denotar também um

par formado por duas estruturas algébricas A e L que não necessariamente é um par

associativo-Lie.

Definição 3.1.3 Um par (A,L) (não necessariamente associativo-Lie) é dito G-graduado

(ou simplesmente graduado) se A = ⊕g∈GA
(g) é uma álgebra associativa G-graduada e L

é um subespaço homogêneo gerador de A como álgebra associativa (se A é unitária e

1A /∈ 〈L〉 exigimos que L ∪ {1A} seja o conjunto gerador de A).

Na definição anterior, se (A,L) é um par associativo-Lie, então L é uma subálgebra

de Lie homogênea de A(−). Nesse caso, dizemos que (A,L) é um par associativo-Lie

graduado.

Um par G-graduado (B,M) é dito subpar G-graduado ou homogêneo de um par

G-graduado (A,L) se M e B são subespaços homogêneos de L e A, respectivamente.

Definimos homomorfismo graduado entre pares graduados como sendo um homomorfismo

entre as álgebras associativas em questão que preserva cada componente homogênea.

Exemplo 3.1.4 Seja A = ⊕g∈GA
(g) uma álgebra associativa graduada. Então o par

(A,A(−)) é naturalmente um par associativo-Lie graduado.

Observação 3.1 Definimos par livre graduado em uma classe de pares graduados de

modo análogo ao caso ordinário para pares associativo-Lie trocando apenas homomorfismo

por homomorfismo graduado.

Sejam K〈X〉 a álgebra associativa livre, L(X) a álgebra de Lie livre e G um grupo

abeliano finito. Escrevemos X = ∪g∈GX
(g), onde X(g) são conjuntos dois a dois disjuntos.

Se uma variável x pertence a X(g), dizemos que x é homogênea de grau g, e escrevemos

|x| = g ou denotamos x por xg.

Se m = xi1xi2 · · ·xin
∈ K〈X〉 (ou m = [xi1 , xi2 , . . . , xin

] ∈ L(X)) é um monômio,

definimos oG-grau homogêneo dem como sendo |m| = |xi1 |+|xi2 |+· · ·+|xin
|. Dado g ∈ G,

denote por K〈X〉(g) o subespaço de K〈X〉 gerado por todos os monômios associativos que
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têm G-grau homogêneo g e por L(X)(g) o subespaço de L(X) gerado pelos monômios de

Lie que têm G-grau homogêneo g.

Portanto

K〈X〉 =
⊕

g∈G

K〈X〉(g) e L(X) =
⊕

g∈G

L(X)(g)

são G-graduações para K〈X〉 e L(X), respectivamente. Além disso, L(X) é uma

subálgebra de Lie homogênea de K〈X〉 (mais precisamente de K〈X〉(−)). Temos então

um par associativo-Lie graduado (K〈X〉,L(X)) chamado de par livre G-graduado.

Definição 3.1.5 Seja (A,L) = (⊕g∈GA
(g),⊕g∈GL

(g)) um par associativo-Lie graduado.

Um polinômio f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é chamado de identidade fraca graduada (ou

identidade graduada) do par (A,L) se

f(a1, a2, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, a2, . . . , an ∈
⋃

g∈G

L(g),

onde as ∈ L(|xs|), s = 1, 2, . . . , n.

Analogamente define-se identidade graduada para uma álgebra associativa (de Lie)

graduada, onde os polinômios pertencem à álgebra associativa (de Lie) livre graduada.

Exemplo 3.1.6 Dada uma álgebra associativa graduada A = ⊕g∈GA
(g), se f ∈ K〈X〉

é identidade graduada para A, então é identidade fraca graduada do par associativo-Lie

(A,A(−)).

Como no caso de identidades polinomiais fracas, também temos nesse contexto a ideia

de ideal fraco graduado.

Definição 3.1.7 Seja (K〈X〉,L(X)) o par livre G-graduado. Um ideal I de K〈X〉 é dito

um ideal fraco graduado se é invariante por endomorfismos graduados de (K〈X〉,L(X)).

Dado S ⊆ K〈X〉 não vazio definimos o ideal fraco graduado gerado por S como sendo a

interseção de todos os ideais fracos graduados de K〈X〉 que contêm o conjunto S.

O conjunto IdG(A,L) de todas as identidades graduadas de um par associativo-Lie

G-graduado (A,L) é um ideal fraco graduado de K〈X〉. Não é difícil ver que um ideal I

é um ideal fraco graduado de K〈X〉 se, e somente se, f(g1, g2, . . . , gn) ∈ I, para quaisquer

f(x1, x2, . . . , xn) ∈ I e gi ∈ L(X)(|xi|), i = 1, . . . , n.
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Observação 3.2 Em característica zero, todo ideal fraco graduado é gerado por seus

polinômios multilineares.

3.1.1 Superpares e supervariedades

A partir de agora consideramos apenas G = Z2. Nesse caso, representamos X da forma

X = Y ∪ Z, onde Y e Z são conjuntos disjuntos correspondentes às variáveis de grau 0 e

1 em Z2, respectivamente. Assim, obtemos uma Z2-graduação do par livre (K〈X〉,L(X))

em que

K〈X〉 = K0 ⊕ K1 e L(X) = L0 ⊕ L1,

onde K0 e K1 são os subespaços de K〈X〉 gerados pelos monômios que têm Z2-grau

homogêneo 0 e 1, respectivamente, L0 = K0 ∩ L(X) e L1 = K1 ∩ L(X). Denotaremos

K〈X〉 = K〈Y, Z〉 e L(X) = L(Y, Z). O conjunto das identidades graduadas de um par

associativo-Lie graduado (A,L) será denotado por Id2(A,L).

Se A = A0 ⊕ A1 é uma álgebra associativa Z2-graduada, dizemos que A é uma

superálgebra e denotamos seu ideal de identidades graduadas por Id2(A). Para o caso de

Lie, temos a seguinte definição.

Definição 3.1.8 Uma álgebra L é dita uma superálgebra de Lie se é Z2-graduada, ou

seja, L = L0 ⊕ L1 com

[Li, Lj] ⊆ Li+j, i, j ∈ Z2,

e seu colchete satisfaz as seguintes identidades

i) [a, b] = −(−1)|a||b|[b, a] (super antissimetria);

ii) (−1)|a||c|[a, [b, c]] + (−1)|a||b|[b, [c, a]] + (−1)|b||c|[c, [a, b]] = 0 (superidentidade de

Jacobi)

para quaisquer a, b, c ∈ L0 ∪ L1 (isto é, a, b, c são elementos homogêneos).

Note que a componente L0 é uma álgebra de Lie e L1 tem uma estrutura natural

de L0-módulo. As definições de subálgebra, ideal e álgebra quociente homogênea para

superálgebras de Lie são análogas aos casos da seção anterior. Em um primeiro momento

chamaremos as subálgebras de subsuperálgebras. Além disso, definimos superálgebra

solúvel e nilpotente do mesmo modo que para álgebras de Lie.
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Toda superálgebra associativa é uma álgebra associativa. Porém, uma superálgebra

de Lie não necessariamente é uma álgebra de Lie. Apesar disso, será comum chamar uma

superálgebra de Lie de uma álgebra de Lie Z2-graduada.

Definição 3.1.9 Seja A = A0 ⊕ A1 uma superálgebra associativa. Definindo o

supercolchete

[a, b] = ab− (−1)|a||b|ba, a, b ∈ A0 ∪ A1,

temos que A = A0 ⊕ A1 é uma superálgebra de Lie, a qual denotamos por A(∼).

Definição 3.1.10 Um par Z2-graduado (A,L) é dito um superpar se L é uma subsupe-

rálgebra de Lie de A(∼) (ver Definição 3.1.9).

Com abuso de linguagem, usaremos apenas subálgebra de Lie para nos referimos a

uma subsuperálgebra de Lie.

Exemplo 3.1.11 Com abuso de notação, seja L(X) a subálgebra de Lie de K〈X〉(∼)

gerada por X. Então (K〈X〉,L(X)) é um superpar chamado de superpar livre.

Observe que nem sempre um superpar é um par associativo-Lie. Mesmo assim, um

superpar envolve superálgebras associativa e de Lie que são Z2-graduadas. Além disso,

no caso associativo as definições de Z2-graduação e superálgebra coincidem, em particular

para a álgebra associativa livre K〈X〉.
Definimos então, de modo análogo ao caso de pares associativo-Lie Z2-graduados,

identidades polinomiais e o conjunto Id2(A,L) de todas identidades para um superpar

(A,L). Também chamaremos essas identidades de graduadas, ficando subentendida a

estrutura considerada: pares graduados ou superpares. Note que usamos a mesma notação

para o ideal de identidades de um superpar, pois o mesmo se comporta da mesma forma

que um ideal fraco graduado, com a ressalva de que consideramos endomorfismos do

superpar livre.

Exemplo 3.1.12 O par (M2, sl2) é um par associativo-Lie Z2-graduado com as Z2-

graduações naturais de M2 e sl2. Por outro lado, com as mesmas graduações, esse par

não é um superpar. De fato, considerando a base natural {e, f, h} de sl2 e M2 com

supercolchete, temos que

[e, f ] = ef + fe = I2 /∈ sl2.
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Definição 3.1.13 Dado um conjunto não vazio S = S0 ∪S1, S0 ⊆ K0, S1 ⊆ K1, a classe

de todos os superpares (A,L) = (A0 ⊕ A1, L0 ⊕ L1), tais que f ≡ 0 em (A,L), para todo

f ∈ S, é chamada de supervariedade de superpares determinada por S.

Dada uma supervariedade V , o conjunto I = Id2(V) de todas identidades graduadas

é um ideal fraco graduado. Além disso, o superpar

FY,Z(V) = (K〈Y, Z〉/I,L(Y, Z)/L(Y, Z) ∩ I)

é livre em V e é dito o superpar relativamente livre de V com geradores pares livres Y e

geradores ímpares livres Z. Observe que nesse caso estamos considerando L(Y, Z) como

subálgebra de K〈Y, Z〉(∼) com supercolchete.

Observação 3.3 Nas definições anteriores podemos iniciar com um par graduado por um

grupo G qualquer, definir variedade de pares associativo-Lie graduada de modo análogo e

então obter o par relativamente livre graduado.

Dadas duas superálgebras A = A0 ⊕ A1 e L = L0 ⊕ L1 associativa e de Lie,

respectivamente, e E = E0 ⊕ E1 a álgebra de Grassmann, obtemos duas novas álgebras

associativa e de Lie

G(A) = (A0 ⊗ E0) ⊕ (A1 ⊗ E1) e G(L) = (L0 ⊗ E0) ⊕ (L1 ⊗ E1)

chamadas de envelopes de Grassmann de A e L, respectivamente. Observe que se A é

unitária, então G(A) é unitária com 1G(A) = 1A ⊗ 1E. Suponha que (A,L) é um superpar

e considere GA(L) a subálgebra associativa de A ⊗ E gerada por G(L) (se A é unitária

e 1A /∈ 〈L〉 exigimos que G(L) ∪ {1A ⊗ 1E} seja o conjunto gerador de GA(L)). Então

GA(L) é gerada por produtos de elementos da forma

(l1 ⊗ x1) · · · (lk ⊗ xk) = l1 · · · lk ⊗ x1 · · ·xk,

em que xj ∈ E0 ∪ E1, lj ∈ L0 ∪ L1 (ou lj ∈ L0 ∪ L1 ∪ {1A}) e |lj| = |xj|, j = 1, . . . , k,

donde |l1 · · · lk| = |x1 · · ·xk|. Assim, podemos dividir o conjunto gerador de GA(L) em

dois conjuntos GA(L)0 ⊆ A0 ⊗ E0 e GA(L)1 ⊆ A1 ⊗ E1. Temos então que

GA(L) = GA(L)0 ⊕GA(L)1
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é uma subálgebra associativa homogênea de G(A) e G(L) é um subespaço homogêneo de

GA(L). Vejamos que G(L) é subálgebra de Lie de GA(L)(−). Dados a⊗x e b⊗y em G(L)

elementos homogêneos, pela definição do colchete em GA(L)(−), temos que

[a⊗ x, b⊗ y] = (a⊗ x)(b⊗ y) − (b⊗ y)(a⊗ x)

= ab⊗ xy − ba⊗ yx.

Se |a⊗ x| = 0, então x ∈ E0 ⊆ Z(E) e a ∈ L0, donde [a, b] = ab− ba em A(∼) e então

[a⊗ x, b⊗ y] = ab⊗ xy − ba⊗ xy = [a, b] ⊗ xy ∈ G(L).

De modo análogo, temos o mesmo se |b⊗ y| = 0. Por fim, se |a⊗ x| = |b⊗ y| = 1, então

xy = −yx e [a, b] = ab+ ba em A(∼), donde

[a⊗ x, b⊗ y] = ab⊗ xy + ba⊗ xy = [a, b] ⊗ xy ∈ G(L).

Dizemos que o par associativo-Lie Z2-graduado (GA(L), G(L)) é o envelope de

Grassmann do superpar (A,L) e o denotaremos por G(A,L).

Recordamos aqui uma maneira direta de definir superálgebra em qualquer contexto.

Seja V uma variedade de álgebras, não necessariamente associativas, e seja A = A0 ⊕ A1

uma álgebra Z2-graduada. Não exigimos que A seja associativa, nem A ∈ V . A álgebra

A é chamada de uma V-superálgebra se G(A) = (A0 ⊗ E0) ⊕ (A1 ⊗ E1) é uma álgebra

pertencente à variedade V . Se trocarmos variedade de álgebras por variedade de pares

associativo-Lie, A por um par Z2-graduado (A,L) e G(A) por G(A,L) obtemos uma forma

geral de definir superpares.

Assim fica (mais uma vez) claro que no caso associativo, superálgebras são simples-

mente álgebras Z2-graduadas.

Observação 3.4 Sejam (A,L) um par associativo-Lie e E = E0 ⊕ E1 a álgebra de

Grassmann. Considere os espaços vetoriais

B = (A⊗ E0) ⊕ (A⊗ E1) e M = (L⊗ E0) ⊕ (L⊗ E1).

Vejamos que (B,M) é um superpar. De fato, como A é gerada por L (L ∪ {1A}), todo

elemento de B é combinação de elementos do tipo s1 · · · sk ⊗ x ∈ B em que si ∈ L
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(si ∈ L ∪ {1A}) e x ∈ E0 ∪ E1. Temos que

s1 · · · sk ⊗ x = (s1 ⊗ x)(s2 ⊗ 1) · · · (sk ⊗ 1),

e daí todo elemento de B é combinação de produtos de elementos de M , ou seja, B é

subálgebra de A ⊗ E gerada por M como álgebra associativa. Não é difícil ver também

que M é subespaço homogêneo de B. Resta mostrar que M é subálgebra de Lie de B(∼).

Para isso, tome a ⊗ x e b ⊗ y elementos homogêneos em M . Pela definição do colchete

em B(∼), temos que

[a⊗ x, b⊗ y] = (a⊗ x)(b⊗ y) − (−1)|a⊗x||b⊗y|(b⊗ y)(a⊗ x)

= ab⊗ xy − (−1)|a⊗x||b⊗y|ba⊗ yx

Se |a⊗ x| = 0, então x ∈ E0 ⊆ Z(E) e daí

[a⊗ x, b⊗ y] = ab⊗ xy − ba⊗ yx = ab⊗ xy − ba⊗ xy = [a, b] ⊗ xy ∈ M.

De modo análogo, temos o mesmo se |b⊗ y| = 0. Por fim, se |a⊗ x| = |b⊗ y| = 1, então

xy = −yx e daí

[a⊗ x, b⊗ y] = ab⊗ xy + ba⊗ yx = ab⊗ xy − ba⊗ xy = [a, b] ⊗ xy ∈ M.

Portanto, (B,M) é um superpar.

3.2 Superpares finitamente gerados

Denote por Pk,m o espaço dos polinômios multilineares em K〈Y, Z〉 nas variáveis y1,

. . . , yk ∈ Y , z1, . . . , zm ∈ Z. Definimos um isomorfismo linear ∼ : Pk,m → Pk,m da seguinte

forma. Dado f ∈ Pk,m, escrevemos f na forma

f =
∑

σ∈Sm

W =(w0,w1,...,wn)

ασ,Ww0zσ(1)w1 · · ·wm−1zσ(m)wm
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onde w0, w1, . . . , wm são monômios (alguns possivelmente vazios) em y1, . . . , yk e ασ,W ∈
K. Então

f̃ =
∑

σ∈Sm

W =(w0,w1,...,wn)

(−1)σασ,Ww0zσ(1)w1 · · ·wm−1zσ(m)wm

Recordamos que Kemer considerou uma construção análoga no caso de álgebras associa-

tivas Z2-graduadas, veja [30], ou ainda [19, p. 81]. Nós seguimos a exposição de [19, pp.

81–82, 110–112], adaptada para o nosso caso.

Lema 3.2.1 Seja (A,L) = (A0 ⊕ A1, L0 ⊕ L1) um superpar e tome f ∈ Pk,m. Então

i) f é identidade graduada de G(A,L) se, e somente se, f̃ é identidade graduada de

(A,L);

ii) ˜̃f = f .

Demonstração: A segunda condição segue diretamente da definição. Para mostrar (i),

tome ȳ1, . . . , ȳk ∈ L0, z̄1, . . . , z̄m ∈ L1 elementos homogêneos arbitrários de L e g1, . . . ,

gk ∈ E0, h1, . . . , hm ∈ E1 elementos arbitrários de E. Fixe um monômio

w = a0(y1, . . . , yk)zσ(1)a1(y1, . . . , yk)zσ(2) · · · zσ(m)am(y1, . . . , yk)

e calcule o seu valor w̄ em ȳ1 ⊗ g1, . . . , ȳk ⊗ gk, z̄1 ⊗ h1, . . . , z̄m ⊗ hm. Como g1, . . . , gk

pertencem ao centro de E e h1, . . . , hm anticomutam, obtemos

w̄ = a0(ȳ1, . . . , ȳk)z̄σ(1) · · · z̄σ(m)am(ȳ1, . . . , ȳk) ⊗ g1 · · · gkhσ(1) · · ·hσ(m)

= (−1)σa0(ȳ1, . . . , ȳk)z̄σ(1) · · · z̄σ(m)am(ȳ1, . . . , ȳk) ⊗ g1 · · · gkh1 · · ·hm.

Dessa igualdade e da definição de ∼, segue que

f(ȳ1 ⊗ g1, . . . , ȳk ⊗ gk, z̄1 ⊗ h1, . . . , z̄m ⊗ hm)

= f̃(ȳ1, . . . , ȳk, z̄1, . . . , z̄m) ⊗ g1 · · · gkh1 · · ·hm.

Assim, f é identidade para G(A,L) se, e somente se, f̃ ≡ 0 é identidade para (A,L). �

Dada V uma variedade de pares associativo-Lie, seja V∗ a classe de todos superpares

(A,L) tais que G(A,L) ∈ V.
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Lema 3.2.2 Para toda variedade de pares associativo-Lie V a classe V∗ é uma superva-

riedade.

Demonstração: Seja S = Id(V) o ideal fraco de todas identidades de V , ou seja,

(B,M) ∈ V se, e somente se, g ≡ 0 em (B,M), para todo g ∈ S. Como charK = 0,

podemos considerar apenas os polinômios multilineares em S.

Tome (A,L) um superpar e C = G(A,L) seu envelope de Grassmann. Como visto

anteriormente, C é Z2-graduado. Assim, C satisfaz uma identidade multilinear g ≡ 0 de

grau n se, e somente se, C satisfaz a família de 2n identidades graduadas f ≡ 0 em que

todo f é obtido de g substituindo algumas k (0 ≤ k ≤ n) variáveis por indeterminadas

pares e as demais n− k variáveis por indeterminadas ímpares.

Pelo Lema 3.2.1, C = G(A,L) satisfaz uma identidade graduada multilinear f ≡ 0

se, e somente se, (A,L) satisfaz uma identidade graduada multilinear f̃ ≡ 0. Podemos

então iniciar com as identidades multilineares S da variedade V e construir um conjunto

de identidades graduadas W tal que

(A,L) ∈ V∗ se e somente se G(A,L) ∈ V

o que é equivalente a h ≡ 0 em (A,L) para todo h ∈ W . Em outras palavras V∗ é uma

supervariedade determinada pelo conjunto W . �

Outra forma de obter que V∗ é uma supervariedade é pelo Teorema de Birkhoff, o qual

também é válido nesse ambiente. Pelo teorema anterior, podemos considerar o superpar

relativamente livre de V∗.

Lema 3.2.3 Seja

f = f(y1
1, . . . , y

p1
1 , . . . , y

1
k, . . . , y

pk

k , z
1
1 , . . . , z

q1
1 , . . . , z

1
m, . . . , z

qm

m )

um polinômio multilinear nas variáveis y1
1, . . . , ypk

k , z1
1, . . . , zqm

m tal que f é simétrico em

cada conjunto {y1
i , . . . , y

pi

i | 1 ≤ i ≤ k} e alterna em cada conjunto {z1
j , . . . , z

qj

j | 1 ≤ j ≤
m}. Dada uma variedade de pares associativo-Lie V, denote por F = FY,Z(V∗) o superpar

relativamente livre da supervariedade V∗ em que Y = {u1, . . . , uk} e Z = {w1, . . . , wm}.

Considerando todos yp
i como variáveis pares e todos zq

j como variáveis ímpares obtemos o
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polinômio multilinear f̃ . Se

f̃(u1, . . . , u1︸ ︷︷ ︸
p1

, . . . , uk, . . . , uk︸ ︷︷ ︸
pk

, w1, . . . , w1︸ ︷︷ ︸
q1

, . . . , wm, . . . , wm︸ ︷︷ ︸
qm

) = 0 (3.1)

em F , então f ≡ 0 é uma identidade fraca de V.

Demonstração: Da definição da transformação ∼, segue que o polinômio

f̃(y1
1, . . . , y

p1
1 , . . . , y

1
k, . . . , y

pk

k , z
1
1 , . . . , z

q1
1 , . . . , z

1
m, . . . , z

qm

m )

é simétrico em cada conjunto de variáveis {y1
i , . . . , y

pi

i }, 1 ≤ i ≤ k, e {z1
j , . . . , z

qj

j }, 1 ≤
j ≤ m. Como os elementos u1, . . . , uk, w1, . . . , wm são geradores livres de F , a igualdade

3.1 diz que

f̃(y1, . . . , y1, . . . , yk, . . . , yk, z1, . . . , z1, . . . , zm, . . . , zm) ≡ 0

é uma identidade graduada de V∗.

Agora denote por S = (SA, SL) o par relativamente livre da variedade V no conjunto

enumerável de geradores {ȳj
i , z̄

j
i | i, j = 1, 2, . . . }. Pela Observação 3.4, podemos

considerar o superpar (B,M) = (B0 ⊕B1,M0 ⊕M1), onde

M0 = SL ⊗ E0, M1 = SL ⊗ E1, B0 = SA ⊗ E0, B1 = SA ⊗ E1.

Considere G(B,M) = (GA(M), G(M)) o envelope de Grassmann do superpar (B,M).

Então

G(M) = (M0 ⊗ E0) ⊕ (M1 ⊗ E1) ⊆ SL ⊗R,

GA(M) ⊆ G(B) = (B0 ⊗ E0) ⊕ (B1 ⊗ E1) ⊆ SA ⊗R,

onde R = (E0 ⊗ E0) ⊕ (E1 ⊗ E1) é uma álgebra associativa comutativa. Assim, se um

polinômio multilinear g se anula em qualquer substituição de SL em SA, então se anula

em toda substituição de SL ⊗R em SA ⊗R e daí g é identidade fraca do par G(B,M). Em

outras palavras, G(B,M) satisfaz todas identidades fracas de S, ou seja, G(B,M) ∈ V.
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Então (B,M) ∈ V∗. Em particular,

f̃(c1, . . . , c1︸ ︷︷ ︸
p1

, . . . , ck, . . . , ck︸ ︷︷ ︸
pk

, d1, . . . , d1︸ ︷︷ ︸
q1

, . . . , dm, . . . , dm︸ ︷︷ ︸
qm

) = 0, (3.2)

para quaisquer c1, . . . , ck ∈ M0, d1, . . . , dm ∈ M1. Tome

ci = ȳ1
i ⊗ a1

i + · · · + ȳpi

i ⊗ api

i , i = 1, . . . , k,

dj = z̄1
j ⊗ b1

j + · · · + z̄
qj

j ⊗ b
qj

j , j = 1, . . . ,m,

em M tais que a1
1, . . . , ap1

1 , . . . , a1
k, . . . , apk

k , b1
1, . . . , bq1

1 , . . . , b1
m, . . . , bqm

m são monômios

da álgebra de Grassmann E escritos em geradores distintos, ap
i ∈ E0, b

q
j ∈ E1 (assim

a1
1 · · · apk

k b
1
1 · · · bqm

m 6= 0). Calculamos o lado esquerdo da expressão 3.2. Como (ap
i )2 =

(bq
j)

2 = 0, usando a simetria de f̃ nos conjuntos {y1
i , . . . , y

pi

i } e {z1
j , . . . , z

qj

j }, obtemos que

f̃(c1, . . . , dm) = p1! · · · pk!q1! · · · qm! ˜̃f(ȳ1
1, . . . , ȳ

p1
1 , . . . , z̄

1
1 , . . . , z̄

qm

m ) ⊗ a1
1 · · · ap1

1 · · · b1
m · · · bqm

m .

Pelo Lema 3.2.1, ˜̃f = f . Assim, f(ȳ1
1, . . . , z̄

qm
m ) = 0 em F . Relembre que os elementos ȳj

i ,

z̄j
i são geradores livres de S, e S é o par relativamente livre de V . Segue então que f ≡ 0

em V . �

Teorema 3.2.4 Para toda variedade não trivial de pares associativo-Lie V de tipo

associativo existe um superpar (A,L) = (A0 ⊕ A1, L0 ⊕ L1) tal que V = var(G(A,L)).

Demonstração: Pela hipótese de V ser de tipo associativo, existem inteiros k, m tais

que o n-ésimo cocaracter χn(V) de V pertence ao gancho H(k,m), para todo n = 1, 2,

. . . . Como no Lema 3.2.3, considere a supervariedade V∗ e seu superpar relativamente

livre F = FY,Z(V∗) em k geradores pares livres u1, . . . , uk e m geradores ímpares livres

w1, . . . , wm. Vamos mostrar que V é gerada por G(F).

Claramente G(F) ∈ V pela definição de V∗. Vejamos então que V satisfaz todas as

identidades de G(F).

Seja f ≡ 0 uma identidade multilinear de G(F) de grau n. Pelo Teorema 1.4.18, f é

equivalente a um sistema de identidades da forma

eTλ
g ≡ 0, (3.3)
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onde g = g(x1, . . . , xn) é um polinômio multilinear em x1, . . . , xn, λ é uma partição de n e

Tλ é alguma tabela de Young correspondente a λ. Assim, é suficiente mostrar a afirmação

para o caso em que f é da forma 3.3.

Se λ 6∈ H(k,m), então f é identidade para V , pois χn(V) pertence ao gancho H(k,m).

Suponha λ ∈ H(k,m). Pelo Lema 1.4.19, podemos assumir que f é polinômio em k′ ≤ k

conjuntos de variáveis simétricas {y1
i , . . . , y

pi

i }, 1 ≤ i ≤ k′, e em m′ ≤ m conjuntos de

variáveis alternantes {z1
j , . . . , z

qj

j }, 1 ≤ j ≤ m′. Sem perda de generalidade, podemos

assumir que k = k′ e m = m′. Então o polinômio

f = f(y1
1, . . . , y

p1
1 , . . . , y

1
k, . . . , y

pk

k , z
1
1 , . . . , z

q1
1 , . . . , z

1
m, . . . , z

qm

m )

satisfaz as hipóteses do Lema 3.2.3. De fato, se consideramos todos yp
i como variáveis

pares e todos zq
j como variáveis ímpares, então f ≡ 0 pode ser visto como uma identidade

graduada de G(F). Daí, pelo Lema 3.2.1, o superpar F satisfaz a identidade graduada f̃ .

Em particular

f̃(u1, . . . , u1︸ ︷︷ ︸
p1

, . . . , uk, . . . , uk︸ ︷︷ ︸
pk

, w1, . . . , w1︸ ︷︷ ︸
q1

, . . . , wm, . . . , wm︸ ︷︷ ︸
qm

) = 0.

Aplicando o Lema 3.2.3 obtemos que f ≡ 0 é identidade de V e temos o teorema. �

Como uma consequência do resultado anterior, obteremos que variedades de pares

especiais que não possuem pares envolvendo representações da álgebra de Lie sl2 são

solúveis. Nesse sentido vejamos alguns resultados.

Lema 3.2.5 Seja V = var(B,M) uma variedade de pares associativo-Lie tal que (B,M)

é um par especial. Então todo par em V é especial. Em particular, como V = var(G(A,L))

para algum superpar (A,L) = (A0 ⊕ A1, L0 ⊕ L1), segue que GA(L) é uma PI-álgebra.

Demonstração: De fato, tome 0 6= f = f(x1, . . . , xn) polinômio multilinear em Id(B) e

(C,N) ∈ V . Seja β = {b1 · · · bk | bi ∈ N, k ∈ N} (β = {1C , b1 · · · bk | bi ∈ N, k ∈ N} se C

é unitária e 1C /∈ 〈N〉) um conjunto gerador de C como espaço vetorial. Como Id(B) é

T-ideal, segue que

f(g1, . . . , gn) ∈ Id(B) ⊆ Id(B,M) ⊆ Id(C,N),
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para quaisquer g1, . . . , gn ∈ K〈X〉. Em particular, para gi = xi1 · · ·xiki
, i = 1, . . . , n,

obtemos que f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ β. Portanto f ≡ 0 é uma

identidade polinomial para C. �

Seja B = B0 ⊕ B1 uma superálgebra associativa e suponha que B é uma PI-álgebra.

Então, como E é PI, temos que B ⊗ E é uma PI-álgebra pelo teorema de Regev [46].

Considere o envelope de Grassmann G(B), J = Id(G(B)) e I = Id(B ⊗ E). Temos que

0 6= I ⊆ J .

Lema 3.2.6 Tome (A,L) = (A0 ⊕ A1, L0 ⊕ L1) um superpar tal que G(A,L) é um par

especial. Então A é uma PI-álgebra.

Demonstração: Considere B = GA(L) como anteriormente. Então

G(B) = (GA(L)0 ⊗ E0) ⊕ (GA(L)1 ⊗ E1)

é uma álgebra associativa tal que seu ideal de identidades J = Id(G(B)) contém o T-ideal

I = Id(B ⊗ E) 6= 0. Relembre que GA(L)0 ⊆ A0 ⊗ E0 e GA(L)1 ⊆ A1 ⊗ E1.

Considere a = l1 · · · lk ∈ A, onde li ∈ L0 ∪ L1 (li ∈ L0 ∪ L1 ∪ {1A} se A é unitária e

1A /∈ 〈L〉), um elemento qualquer do conjunto gerador (como espaço vetorial) de A. Se

|lj| = 0 tome ej1ej2 ∈ E0 e considere o elemento lj ⊗ ej1ej2 ∈ L0 ⊗ E0. Se |lj| = 1 tome

ej1 ∈ E1 e considere o elemento lj ⊗ ej1 ∈ L1 ⊗ E1. Fazendo isso para cada j = 1, . . . , k

e escolhendo os elementos ei’s distintos, obtemos um elemento

a⊗ c = l1 · · · lk ⊗ z1 · · · zk ∈ GA(L)0 ∪GA(L)1,

onde zj = ej1ej2 , se |lj| = 0, e zj = ej1 , se |lj| = 1.

Agora tome 0 6= f = f(x1, . . . , xn) multilinear em I ⊆ J e a1, . . . , an elementos

quaisquer do conjunto gerador de A como espaço vetorial. Como anteriormente, podemos

construir elementos a1 ⊗ c1, . . . , an ⊗ cn em GA(L)0 ∪GA(L)1 de modo que c1 · · · cn 6= 0.

Os elementos ai ⊗ ci ⊗ ci, i = 1, . . . , n, pertencem a A0 ⊗E0 ⊗E0 ou A1 ⊗E1 ⊗E1. Além

disso, os elementos ci ⊗ ci pertencem à álgebra comutativa (E0 ⊗E0) ⊕ (E1 ⊗E1), i = 1,

. . . , n. Assim, como f é identidade para G(B), segue que

0 = f(a1 ⊗ c1 ⊗ c1, . . . , an ⊗ cn ⊗ cn) = f(a1, . . . , an) ⊗ (c1 ⊗ c1) · · · (cn ⊗ cn)
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e daí f(a1, . . . , an) = 0. Como os elementos a1, . . . , an são arbitrários, segue que f é

identidade para A e então A é uma PI-álgebra. �

Teorema 3.2.7 Seja V uma variedade especial de pares associativo-Lie e suponha que

K é um corpo algebricamente fechado. Se (R, sl2) /∈ V para todo par (R, sl2) associado a

uma representação de sl2, então V é variedade de pares solúvel.

Demonstração: Temos que V é de tipo associativo. Logo, pelo Teorema 3.2.4, segue que

V = var(G(A,L)), onde (A,L) = (A0 ⊕A1, L0 ⊕L1) é um superpar relativamente livre de

posto finito. Em particular, A é uma superálgebra associativa finitamente gerada. Pelo

Lema 3.2.5, temos que GA(L) é uma PI-álgebra associativa e daí, pelo Lema 3.2.6, A é

uma PI-álgebra. Assim, o radical de Jacobson J = J(A) é um ideal nilpotente.

Considere a álgebra Ā = A/J que é semissimples (semiprimitiva) e PI e, pelo Lema

2.3.4, é um produto subdireto de álgebras de matrizes Mnγ
(K), γ ∈ Γ, sobre K. Pelo

teorema de Amitsur e Levitzki, Mn(K) não satisfaz identidades de grau menor que 2n,

logo as ordens nγ são limitadas. Então o quociente L̄ = L/(L∩J) pode ser imerso em um

produto direto de superálgebras (contidas nas álgebras matriciais Mnγ
(K)) de dimensão

finita. Os pares associativo-Lie formados pelas componentes pares dessas superálgebras

pertencem à variedade V e são compostos por álgebras de dimensão limitada. Além

disso, essas componentes pares não podem conter sl2, pois caso contrário teríamos um

par (R, sl2) ∈ V associado a uma representação de sl2 com espaço Vγ tal que EndK(Vγ) ≃
Mnγ

(K). Logo cada uma dessas componentes pares é solúvel.

Uma superálgebra de Lie B = B0 ⊕ B1 é solúvel se, e somente se, B0 é solúvel (veja

[28], Proposição 1.3.3, p. 25). Assim, cada parcela na imersão de L̄ é solúvel com grau

de solubilidade limitado, donde L̄ é solúvel . Como J é nilpotente, segue que L é solúvel

e daí G(L) é solúvel. O corolário está provado. �

3.3 Um exemplo de não integralidade do expoente

Nesta seção apresentaremos um exemplo da não integralidade do expoente para um

determinado par associativo-Lie. Para isso, faremos uso fortemente da transformação ˜

definida na seção anterior.
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Inicialmente faremos um breve resumo de algumas notações, definições e resultados

necessários, os quais são obtidos de modo análogo a seção 10.4 em [19] considerando o

grupo G = Z2.

Dados n, k ∈ N com k ≤ n, considere Pk,n−k o espaço dos polinômios multilineares nas

variáveis pares y1, . . . , yk e ímpares z1, . . . , zn−k em K〈Y, Z〉. Então a interseção Pk,n−k ∩
Id2(A,L) consiste de todas identidades multilineares graduadas de um par associativo-Lie

Z2-graduado (ou superpar) (A,L) com grau k nas variáveis pares e grau n−k nas variáveis

ímpares. Temos uma estrutura de Sk × Sn−k-módulo para o quociente

Pk,n−k(A,L) =
Pk,n−k

Pk,n−k ∩ Id2(A,L)
,

o seu (k, n− k)-cocaracter fraco graduado χk,n−k(A,L) e a decomposição em irredutíveis

χk,n−k(A,L) =
∑

λ⊢k
µ⊢n−k

mλ,µχλ ⊗ χµ, (3.4)

onde χλ ⊗ χµ é o caracter irredutível associado a um par de partições (λ, µ). Este

caracter irredutível é obtido a partir do produto tensorial de representações de Sk e

Sn−k. Temos deg(χλ ⊗ χµ) = dλdµ. Com relação às codimensões, sendo ck,n−k(A,L) =

dim(Pk,n−k(A,L)) a (k, n − k)-codimensão fraca do módulo Pk,n−k(A,L), então a

codimensão fraca graduada é dada por

cZ2
n (A,L) =

n∑

k=0

(
n

k

)
ck,n−k(A,L).

Quando (A,L) é um par associativo-Lie Z2-graduado, também temos a seguinte desigual-

dade

cn(A,L) ≤ cZ2
n (A,L), (3.5)

para todo n ≥ 1 (veja [19], Lema 10.1.2, p. 256).

Observação 3.5 Se B é uma álgebra (associativa ou de Lie) Z2-graduada, obtemos de

modo análogo as codimensões e cocaracteres (associativos ou de Lie) graduados para B.

Nesse caso graduado temos um análogo ao Teorema 1.4.17.

Teorema 3.3.1 Seja (A,L) um par associativo-Lie Z2-graduado (ou superpar) com

cocaracter χk,n−k(A,L) dado em 3.4. Para duas partições λ ⊢ k e µ ⊢ n − k, mλ,µ = 0
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se, e somente se, para quaisquer tabelas de Young Tλ e Tµ e para todo polinômio

f = f(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k) ∈ Pk,n−k, o par (A,L) satisfaz a identidade graduada

eTλ
eTµ

f ≡ 0.

Demonstração: Veja [19], Cap. 10, Seções 10.4 e 10.5. �

O restante desta seção utiliza ideias dos artigos de Giambruno e Zaicev [15, 18], onde

foram construídos um exemplo de uma álgebra de Lie especial L e de uma superálgebra

de Lie tais que lim inf(cn(L)1/n) e lim sup(cn(L)1/n) existem e ambos estão no intervalo

aberto (6, 7) (e no caso da superálgebra coincidem). Como consequência, eles não são

inteiros.

Agora introduzimos o objeto de estudo dessa seção. Seja A = M4(K) a álgebra das

matrizes 4 × 4 com Z2-graduação dada pelas componentes

A0 =



P 0

0 Q


 e A1 =




0 S

T 0


 , (3.6)

onde P , Q, S e T são matrizes 2 × 2. Podemos então considerar a superálgebra de Lie

A(∼) e sua subálgebra de Lie homogênea L = L0 ⊕ L1 em que

L0 =







X 0

0 −X t


 | X ∈ M2(K), trX = 0




,

L1 =








0 Y

Z 0


 | Y, Z ∈ M2(K), Y t = Y, Zt = −Zt




, (3.7)

onde t é a transposta e tr é a função traço. Observe que dim(L) = 7, dim(L0) = 3 e

dim(L1) = 4.

Sejam R a subálgebra associativa de A gerada por L. Observe que R é unitária, pois

o elemento

h =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1




∈ L0

satisfaz h2 = I4 = 1R e nesse caso 1R ∈ 〈L〉. Além disso, R é o espaço vetorial gerado por
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β = {a1 · · · ak | ai ∈ L0 ∪ L1, k ∈ N}. Podemos decompor β = β0 ∪ β1 onde β0 e β1 são

formados pelos elementos com grau par e ímpar em A, respectivamente. Assim, tomando

R0 e R1 os subespaços gerados por β0 e β1, respectivamente, obtemos uma Z2-graduação

R = R0 ⊕R1 em que L é uma subálgebra homogênea de R(∼). Vamos considerar então o

superpar (R,L) e denotar seu envelope de Grassmann por

(B,M) = G(R,L) = (GA(L), G(L)) = (B0 ⊕B1,M0 ⊕M1),

onde M0 = L0 ⊗ E0, M1 = L1 ⊗ E1, B0 ⊆ R0 ⊗ E0 e B1 ⊆ R1 ⊗ E1. Dados inteiros

n ≥ k ≥ 0, fixe as decomposições dos (k, n− k)-ésimos cocaracteres graduados

χk,n−k(B,M) =
∑

λ⊢k
µ⊢n−k

mλ,µχλ ⊗ χµ (3.8)

e

χk,n−k(R,L) =
∑

λ⊢k
µ⊢n−k

m̃λ,µχλ ⊗ χµ. (3.9)

Observação 3.6 Seja A = A0 ⊕A1 uma superálgebra associativa. Como (A,A(−)) é um

par associativo-Lie Z2-graduado e Id2(A,A(−)) = Id2(A), dados inteiros n ≥ k ≥ 0, temos

que mλ,µ(A,A(−)) = mλ,µ(A) nas decomposições dos (k, n−k)-cocaracteres graduados fraco

e associativo, respectivamente.

Observação 3.7 Sendo A uma K-álgebra associativa, temos que Mn(K) ⊗ A ≃ Mn(A)

como álgebras.

Dada uma tabela Tλ, λ ⊢ n, relembre que e∗
Tλ

denota um elemento de KSn definido

na subseção 1.4.1.

Lema 3.3.2 Consideramos os polinômios Z2-graduados f = f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zm) e

h = h(y1, . . . , yl, z1, . . . , zm) em que y1, . . . , yl e z1, . . . , zm são variáveis ímpares e pares,

respectivamente. Se f = eTµ
h para alguma tabela Tµ de µ ⊢ m, onde eTµ

∈ KSm e Sm age

nas variáveis z1, . . . , zm, então f̃ = ±e∗
Tµ′
h, onde µ′ ⊢ m é a partição conjugada de µ.

Demonstração: Veja [19], Lema 4.8.6, p. 113. �
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Lema 3.3.3 Sejam (A1, L1) um par associativo-Lie Z2-graduado e (A2, L2) um subpar

associativo-Lie Z2-graduado. Então

mλ,µ(A2, L2) ≤ mλ,µ(A1, L1)

para quaisquer λ ⊢ k, µ ⊢ n− k, nas decomposições de cada cocaracter graduado.

Demonstração: Temos que Id2(A1, L1) ⊆ Id2(A2, L2). Além disso, temos de modo

semelhante o resultado do Lema 1.4.11 para representações de Sk × Sn−k. Assim, basta

usar o mesmo argumento da Observação 1.7. �

Lema 3.3.4 Na decomposição 3.8, temos que

∑

λ⊢k
µ⊢n−k

mλ,µ ≤ Cnr,

para algumas constantes C e r não dependentes de n.

Demonstração: Pela Observação 3.7, o par (B,M) pode ser visto como um subpar

associativo-Lie de (M2,2(E),M2,2(E)(−)), onde

M2,2(E) =







X Y

Z U


 | X,U ∈ M2(E0), Y, Z ∈ M2(E1)




.

é uma PI-álgebra associativa pelo teorema de Regev: M2,2(E) ⊆ M4(E) ∼= M4(K) ⊗ E e

M4(K) e E são ambas PI [46]. Além disso, essa álgebra possui uma Z2-graduação natural

com componentes

M2,2(E)0 =







X 0

0 U


 | X,U ∈ M2(E0)




,

M2,2(E)1 =








0 Y

Z 0


 | Y, Z ∈ M2(E1)




,

e daí, pela Observação 3.6, temos uma Z2-graduação para (M2,2(E),M2,2(E)(−)). Com

essa graduação, (B,M) é um subpar associativo-Lie Z2-graduado. Novamente pela
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Observação 3.6, temos que

χk,n−k(M2,2(E),M2,2(E)(−)) = χk,n−k(M2,2(E)). (3.10)

para todo k ∈ {1, . . . , n}. Por [6], as multiplicidades no Z2-cocaracter associativo

χk,n−k(M2,2(E)) =
∑

λ⊢k
µ⊢n−k

m̄λ,µχλ ⊗ χµ (3.11)

são polinomialmente limitadas e

∑

λ⊢k
µ⊢n−k

m̄λ,µ ≤ Cnr,

para algumas constantes C e r. Finalmente, pelo Lema 3.3.3 e igualdade 3.10, temos que

mλ,µ ≤ m̄λ,µ

para quaisquer λ ⊢ k, µ ⊢ n− k e o lema segue. �

Agora temos as seguintes relações entre as multiplicidades em 3.8 e 3.9.

Lema 3.3.5 m̃λ,µ 6= 0 se, e somente se, mλ,µ′ 6= 0, para quaisquer λ ⊢ k, µ ⊢ n− k.

Demonstração: Suponha m̃λ,µ 6= 0 e tome g = g(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k) ∈ Pk,n−k tal

que g /∈ Id2(R,L) e K(Sk × Sn−k)g é um Sk × Sn−k-módulo irredutível de Pk,n−k com

caracter χλ ⊗ χµ. Então existem tabelas Tλ e Tµ tais que

f = f(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k) = eTλ
eTµ

g = eTµ
eTλ

g.

não é identidade para (R,L). (Repare que eTλ
e eT µ comutam pois eles permutam

conjuntos disjuntos de variáveis.) Tome

h = h(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k) = eTλ
g(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k),

então f = eTµ
h. Pela Observação 3.3.2 e como ˜ não altera y1, . . . , yk, obtemos que

f̃ = ±e∗
Tµ′
eTλ

g = eTλ
e∗

Tµ′
g(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k).
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O polinômio f̃ gera um Sk ×Sn−k-submódulo irredutível de Pk,n−k com caracter χλ ⊗χµ′ .

Além disso, pelo Lema 3.2.1, f̃ não é identidade graduada de (B,M). Portanto, mλ,µ′ 6= 0.

Analogamente, mλ,µ′ 6= 0 implica mλ,µ 6= 0, pois µ′′ = µ, o que completa a

demonstração. �

3.3.1 Limitação superior

Agora vamos definir a noção de peso para uma partição. Dada µ = (µ1, µ2, . . . , µt)

uma partição de um inteiro m, seguindo [15, p. 626] definimos o peso de µ como sendo

wt(µ) = −µ1 + µ2 + · · · + µt.

Vejamos então algumas propriedades dos cocaracteres na decomposição de χk,n−k(R,L).

Lema 3.3.6 Dadas partições λ e µ tais que m̃λ,µ 6= 0, temos que

i) λ4 = 0 e µ5 = 0;

ii) wt(µ) ≤ 1, ou seja,

µ1 + 1 ≥ µ2 + µ3 + µ4.

Demonstração: O item (i) segue diretamente de dim(L0) = 3 e dim(L1) = 4.

Para mostrar (ii), observe que L1 = L(−1) ⊕ L(1), onde L(−1) e L(1) são os espaços

formados pelas matrizes triangulares inferiores e superiores em L1, respectivamente.

Temos que dim(L(−1)) = 1 e dim(L(1)) = 3. Denote por β uma base de L1 que seja

união de bases de L(−1) e L(1).

Tome f = f(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k) um polinômio multilinear que não se anula em

(R,L) e suponha que f gera um Sk×Sn−k-submódulo irredutível H de Pk,n−k com caracter

χλ,µ, λ ⊢ k e µ ⊢ n− k. Podemos assumir f = eTλ
eTµ

g, para algumas tabelas Tλ e Tµ das

partições λ e µ, respectivamente. Como eTµ
= RTµCTµ é um idempotente essencial, segue

que

h = h(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k) = CTµf

ainda gera o submódulo H 6⊆ Id2(R,L). O polinômio h alterna em cada subconjunto de

{z1, . . . , zn−k} consistindo das variáveis correspondentes a alguma coluna de Tµ.
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Seja ϕ uma substituição no par (R,L) tal que ϕ(h) 6= 0. Para que h assuma um valor

não nulo, devemos avaliar variáveis distintas em cada coluna de Tµ por elementos distintos

de β, ou seja, cada coluna é avaliada em no máximo um elemento de L(−1) e não mais

que três elementos de L(1). Ademais, o produto entre dois elementos de L(−1) (ou L(1)) é

nulo, pelas regras do produto matricial.

Suponha que wt(µ) ≥ 2 e seja k o número de quadrados fora da primeira linha em µ.

Então

k − µ1 = wt(µ) ≥ 2 ⇒ µ1 + 2 ≤ k ⇒ µ1 − µ2 + 2 ≤ k − µ2.

Assim, a partir da terceira linha temos pelo menos dois quadrados a mais que o valor

µ1 −µ2. A menos de uma reordenação por uma permutação em alguma coluna, podemos

assumir que esses dois quadrados a mais são correspondentes a dois elementos em L(1).

Então devemos ter pelo menos dois elementos consecutivos de L(1) em cada monômio de

ϕ(h), ou seja, ϕ(h) = 0, uma contradição. �

Lema 3.3.7 Se λ, µ são partições tais que m̃λ,µ 6= 0 em 3.9, então existem constantes

α1, α2, q1, q2 não dependentes de k e n− k tais que

dλ ≤ α1n
q13k (3.12)

e

dµ ≤ α2n
q2(2

√
3)n−k. (3.13)

Demonstração: Basta usar o Lema 3.3.6 e aplicar argumentos análogos ao Lema 6 em

[15]. �

Lema 3.3.8 Existem constantes α3 e q3 não dependentes de n tais que

cZ2
n (B,M) ≤ α3n

q3(3 + 2
√

3)n,

para todo n ≥ 1.

Demonstração: Usando os Lemas 3.3.5, 3.3.7 e 3.3.4, o resultado segue de modo análogo

ao Lema 7 em [15]. �
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Como consequência imediata do Lema 3.3.8 obtemos uma limitação superior para

exp(B,M).

Lema 3.3.9 exp(B,M) ≤ (3 + 2
√

3).

Demonstração: Pela desigualdade 3.5, temos que

cn(B,M) ≤ cZ2
n (B,M),

para todo n ≥ 1. Assim, pelo Lema 3.3.8, segue que

exp(B,M) = lim sup
n→∞

n

√
cn(B,M) ≤ 3 + 2

√
3,

e a demonstração está completa. �

3.3.2 Limitação inferior

Relembre que estamos considerando o superpar (R,L) em que

L = L0 ⊕ L1 =







X 0

0 −X t


 | trX = 0





⊕








0 Y

Z 0


 | Y t = Y, Zt = −Zt




,

onde X, Y e Z são matrizes 2 × 2, e seu envelope de Grassmann (B,M) = G(R,L).

Considere

e =




0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0




, f =




0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0




, h =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1




uma base da componente L0. Novamente consideramos L(1) e L(−1) os blocos triangulares

superior e inferior da componente L1, respectivamente. Temos as seguintes relações

he = e, eh = −e, hf = −f, fh = f,

ef = E11 + E44, fe = E22 + E33,
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e daí
St3(e, f, h) = efh− ehf − feh− hfe+ fhe+ hef

= ef + ef + fe+ fe+ fe+ ef = 3I4

(3.14)

em R0. Assim, temos que

ēf̄ h̄ · · · ẽf̃ h̃︸ ︷︷ ︸
3q triplas

v = 3qv (3.15)

para qualquer v ∈ R (em particular, para v ∈ R1) e q ≥ 1.

Sejam a, b, c ∈ L(1) elementos linearmente independentes e

d =




0 0

D 0


 ∈ L(−1)

um elemento não nulo. Então D ∈ M2(K), Dt = −D e, como







0 X

0 0


 ,




0 0

D 0





 =



XD 0

0 DX


 ,

segue que os elementos u1 = [a, d], u2 = [b, d], u3 = [c, d] são linearmente independentes

e portanto formam uma base de L0. Assim, escrevendo cada ui, i = 1, 2, 3, na base

{e, f, g}, não é difícil ver que

St3(u1, u2, u3) = ū1ū2ū3 = αI4

para algum 0 6= α ∈ K e daí St3(u1, u2, u3)v = ū1ū2ū3v = αv, para todo v ∈ R. Além

disso, multiplicando d por um escalar adequado, podemos supor α = 1. Desse modo,

St3(u1, u2, u3)v = ū1ū2ū3v = [ā, d][b̄, d][c̄, d]v = v

e, aplicando St3(u1, u2, u3)q+1 em v, obtemos

[ā, d][b̄, d][c̄, d] · · · [ã, d][b̃, d][c̃, d]︸ ︷︷ ︸
3q+3

v = v, (3.16)

para todo q ≥ 1. Observe também que, como [d, d] = 0,

[ā, d̃][b̄, d][c̄, d] · · · [ã, d][b̃, d][c̃, d]v = [ā, d][b̄, d][c̄, d] · · · [ã, d][b̃, d][c̃, d]v,
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ou seja, o polinômio do lado esquerdo em 3.16 pode ser visto como um polinômio

alternando nos conjuntos {a, b, c} e {a, b, c, d}.

Repetindo o argumento anterior e usando 3.16, para todo q ≥ 1 podemos construir

uma expressão em a, b, c, d, v contendo q conjuntos alternantes {a, b, c, d}, um conjunto

alternante {a, b, c}, 2q + 3 entradas d e um v.

Assim, obtemos um polinômio multilinear em variáveis ímpares de grau 6q + 7 (=

4q + 3 + 2q + 3 + 1)

fq = fq(t11, t
1
2, t

1
3, z

1
1 , z

1
2 , z

1
3 , . . . , t

q+1
1 , tq+1

2 , tq+1
3 , zq+1

1 , zq+1
2 , zq+1

3 , z)

que alterna em cada conjunto {ti1, ti2, ti3, zi+1
1 }, 1 ≤ i ≤ q, e no conjunto {tq+1

1 , tq+1
2 , tq+1

3 }.

Além disso, para toda substituição ϕ tal que

ϕ(ti1) = a, ϕ(ti2) = b, ϕ(ti3) = c, 1 ≤ i ≤ q + 1,

ϕ(z) = v, ϕ(zi
j) = d, 1 ≤ i ≤ q + 1, 1 ≤ j ≤ 3,

onde v é um elemento arbitrário de L1, temos que ϕ(fq) 6= 0. Seja gq a simetrização do

polinômio fq em cada um dos quatro conjuntos de variáveis

{t11, t21, . . . , tq1}, {t12, t22, . . . , tq2}, {t13, t23, . . . , tq3},

{z1
2 , z

1
3 , z

2
1 , z

2
2 , z

2
3 , . . . , z

q
1, z

q
2, z

q
3, z

q+1
1 },

(3.17)

cujas cardinalidades são q, q, q e 3q, respectivamente. Então a substituição ϕ nos diz que

gq também não é identidade do par (B,L).

Com abuso de notação, seja P0,6q+7 o espaço dos polinômios multilineares nas variáveis

aparecendo no polinômio gq, ou fq. Tome m = 6q e seja Sm o grupo simétrico agindo nas

variáveis dos quatro conjuntos em 3.17. Então, considerando P0,6q+7 como um Sm-módulo,

gq gera um Sm-submódulo irredutível de P0,6q+7 com caracter χν , onde ν = (3q, q3).

Agora observe que ϕ(gq) ∈ R1, pois o grau de gq é ímpar e L é um subespaço homogêneo

de M . Daí, tomando v = ϕ(gq) em 3.15, obtemos que o polinômio

hq = ȳ1
1 ȳ

1
2 ȳ

1
3 · · · ȳq

1ȳ
q
2ȳ

q
3gq

não é identidade graduada do superpar (R,L), onde os yi
j’s são variáveis pares. De fato,
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ψ(hq) 6= 0, onde ψ é a substituição

ψ(tij) = ϕ(tij), ψ(zi
j) = ϕ(zi

j), ψ(z) = ϕ(z),

ψ(y1
1) = · · · = ψ(yq

1) = e, ψ(y1
2) = · · · = ψ(yq

2) = f, ψ(y1
3) = · · · = ψ(yq

3) = h.

Como anteriormente, considerando a simetrização sq de hq nos três conjuntos de

variáveis {yi
1 | 1 ≤ i ≤ q}, {yi

2 | 1 ≤ i ≤ q}, {yi
3 | 1 ≤ i ≤ q}, obtemos que sq gera

um S3q-submódulo irredutível de P3q,6q+7 com caracter χλ em que λ = (q3).

Com base no polinômio sq construído anteriormente, obtemos o seguinte lema.

Lema 3.3.10 Para todo q ≥ 1, existe um polinômio multilinear pq de grau 3q nas

variáveis pares e grau 6q+7 nas variáveis ímpares, o qual gera um S3q ×S6q+7-submódulo

irredutível de P3q,6q+7 com caracter χλ ⊗ χµ tal que

i) pq não é identidade graduada do superpar (R,L), ou seja, m̃λ,µ 6= 0 em 3.8;

ii) λ = (q3) é um diagrama retangular;

iii) µ ≥ ν, onde ν = (3q, q3) ⊢ 6q.

Demonstração: O polinômio sq construído anteriormente gera um S3q ×S6q-submódulo

de P3q,6q+7 com caracter χλ ⊗ χµ como nas condições do lema. Então basta considerar a

representação induzida de S3q × S6q em S3q × S6q+7 e tomar uma componente irredutível

cujo caracter é χλ ⊗ χµ. �

Lema 3.3.11 Para todo q ≥ 1 e n = 9q + 7, existem constantes α4 > 0 e q4 tais que

cn(B,M) ≥ α4n
q4(3

5
3 )n.

Demonstração: Pelo Lema 3.3.10, temos que m̃λ,µ 6= 0 em 3.9, onde λ = (q3) e µ ⊢ 6q+7

é tal que µ ≥ ν = (3q, q3). Pelo Lema 3.3.5, mλ,µ′ 6= 0 em 3.8, onde µ′ é a partição

conjugada de µ. Assim, µ′ ≥ ν ′ = (4q, 12q) e P3q,6q+7 contém um S3q × S6q+7 módulo N

com caracter χλ ⊗χµ′ . Seja f polinômio com grau 3q nas variáveis pares e grau 6q+7 nas

variáveis ímpares que não é identidade graduada de (B,M) e gera o módulo N . Então f

também não é identidade de (B,M) no sentido não graduado.
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Agora basta seguir de modo análogo ao Lema 10 em [15]. �

Lema 3.3.12 Entre as sequências de codimensões do par (B,M) temos a desigualdade

cn+1(B,M) ≥ cn(B,M), para todo n ≥ 1.

Demonstração: Basta mostrar que dados f1, . . . , fk polinômios linearmente independen-

tes módulo Id(B,M) nas variáveis x1, . . . , xn, então f1xn+1, . . . , fkxn+1 são linearmente

independentes módulo Id(B,M). De fato, tome α1, . . . , αk ∈ K tais que

g = g(x1, . . . , xn, xn+1) =
k∑

i=0

αifixn+1 ≡ 0 (mod Id(B,M))

Dados a1, . . . , an ∈ M , tome an+1 = E11 − E22 − E33 + E44 ∈ M . Então

0 = g(a1, . . . , an, an+1) =

(
k∑

i=0

αifi(a1, . . . , an)

)
an+1 = ban+1,

onde b =
∑k

i=0 αifi(a1, . . . , an) ∈ B. A matriz an+1 é invertível, logo b = 0. Como os

elementos a1, . . . , an são arbitrários, segue que
∑k

i=0 αifi é identidade para (B,M), ou

seja,
k∑

i=0

αifi ≡ 0 (mod Id(B,M)).

Pela independência linear, temos que α1 = · · · = αk = 0 e o resultado segue. �

Lema 3.3.13 exp(B,M) > 35/3.

Demonstração: Combinando os Lemas 3.3.11 e 3.3.12, obtemos constantes α5 > 0 e q5

tais que

cn(B,M) > α5n
q5(35/3)n

para todo n ≥ 1. Assim,

exp(B,M) = lim inf
n→∞

n

√
cn(B,M) > 35/3

e o resultado segue. �

Combinando os Lemas 3.3.9 e 3.3.13, obtemos a não integralidade do expoente do par

associativo-Lie (B,M).
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Teorema 3.3.14 Seja (R,L) o superpar tal que R e L são superálgebras como em 3.6

e 3.7. O envelope de Grassmann (B,M) = G(R,L) é um par associativo-Lie tal que o

expoente, se existir, não é inteiro. De fato, temos que

6, 24 ≃ 3
5
3 ≤ exp(B,M) ≤ exp(B,M) ≤ 3 + 2

√
3 ≃ 6, 46.

Observação 3.8 Não sabemos se exp(B,M) < exp(B,M) (isto é, o expoente não

existe), ou temos a igualdade (então o expoente existe mas não é inteiro).
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