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Este trabalho é dedicado as criancas adultas que,

quando pequenas, sonharam em se tornar cientistas.



“...] pois, se entre as ocupagoes dos homens,
puramente homens, hd alguma que seja so-
lidamente boa e importante ouso crer que €

a que escolhi. Todavia pode ocorrer que eu
me engane, e talvez ndo passe de um pouco
de cobre e de vidro o que tomo por ouro e

diamantes. (Descates, Discurso do método)



Resumo

Nesta dissertacao estudaremos um elegante método de obter fungoes geradoras. Em especial
para o numero de parti¢des de um inteiro nao negativo cujas partes estao submetidas a
inequagoes diofantinas. Este método foi originalmente desenvolvido por Percy Macmahon
cuja trajetoria académica relatamos em nosso primeiro capitulo. No segundo capitulo
apresentamos os conceitos matematicos basicos para o desenvolvimento da teoria, partigoes
e fungoes geradoras. Sobre partigoes apresentamos algumas propriedades que serao demons-
tradas por meio de provas bijetivas, pelo grafico de Ferrers ou por fungoes geradoras. No
terceiro capitulo apresentamos e desenvolvemos o operador omega que é o objeto central

neste trabalho, finalizamos este capitulo apresentando algumas aplicagoes.

Palavras-chave: Partition Analisys, funcoes geradoras, particao.



Abstract

In this dissertation we’ll study the smart method to obtain generating function. In special to
the number of partition of integer non-negative where the parts are subject to Diophantine
inequalities. This method was developed by Percy Macmahon whose academic trajectory
we relate in the first chapter. The second chapter shows the background to the theory
development, partition and generating function. About partitions, the feature we prove
using bijective proof, Ferrers’ graphic and generation function. The third chapter introduce
the omega operation who is the core of this work, in the end o chapter some aplications

will shown.

Keywords: Partition Analisys, generating function, partition.
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Introducao

Neste trabalho nos dedicaremos a estudar algumas aplica¢oes do operador S>)
introduzido por Percy MacMahon. Este operador age sobre variaveis auxiliares A obtendo
fungoes geradoras para o numero de particoes de n quando as partes desta particao estao

sujeitas a inequacoes diofantinas.

Para tanto, apresentaremos no capitulo 1 o recorte biografico de MacMahon
onde iniciamos contando parte de sua infancia, mencionamos sua passagem pelo exército
e encerramos em sua morte na Inglaterra. No capitulo 2 nos dedicamos a consolidar a
matematica que faremos uso na demonstracao de alguns resultados, aqui apresentamos
o conceito de partigoes e fungoes geradoras. E no capitulo 3 formalizamos o operador
£>2. Sao enunciado e demonstrados diversas proposicoes e encerramos o capitulo usando
este operador para apresentar uma férmula fechada para o ntimero de triangulos nao

congruentes de perimetro n dentre outras aplicagoes.
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1 Recorte Historico

Dedicamos o primeiro capitulo ao recorte histérico da vida e obra do matematico

Percy Macmahon.

Percy Alexander Macmahon nasceu em Sliema, Malta em 26 de setembro de
1854 e (GARCIA, 2006) nos diz que nao ha registros oficiais e nada é conhecido de sua

primeira infancia.

Aos 16 anos foi admitido na Real Academia Militar em Woolwich (distrito de
Greenwich, na Regidao de Londres), apenas um ano depois de James Joseph Sylvester ser

forgado a aposentar-se do cargo de professor por idade.

Até entao sua educacao tinha sido muito boa, falava francés e alemao, tinha

bom conhecimento de latim e grego e uma base de matematica pura e aplicada.

Filho de pai militar, que faleceu poucos meses antes dele ter ingressado em
Woolwich e segundo (OCONNOR; ROBERTSON;, 2003) sempre foi destinado a carreira

militar.
Em marco de 1873, Macmahon foi enviado para Madras, na India como tenente.

A sua participacao no exercito contempla passagens por Lucknow, Dinapore
(atualmente Bangladesh), Multan (atualmente Paquistao) e Meerut entre outras cidades
da India. Em dezembro de 1877 iniciou um tratamento médico que durou 18 meses, a

natureza da enfermidade é desconhecida.

No inicio de 1878 Macmahon retornou para Inglaterra e deu-se inicio a uma

sequéncia de eventos que o tornam mais matematico do que soldado.

Apés passar pelo curso avancado para oficiais de artilharia em Woolwich, na
qual tinha ingressado em 1880, foi promovido a patente de capitao e em 1881 integrou o

posto de instrutor na Academia Militar Real, onde conheceu Alfred George Greenhill.

Macmahon e Greenhill passam a trabalhar em conjunto e publicam diversos
artigos. Para exemplificar citamos o artigo (INSTITUTION, 1879) onde Macmahon teria

resolvido uma equagao cubica simétrica descrevendo a trajetoria balistica de um projétil.

Em 1883, Macmahon se torna membro da Academia Britanica para o Avanco da
Ciéncia (British Association for the Advancement of Science) e da Sociedade Matematica
de Londres (London Mathematical Society) e em 1896 membro da Real Sociedade de
Astronomia (Royal Astronomical Society). Esta tltima causa certa estranheza, uma vez
que seu envolvimento com a astronomia é limitado ao testemunho de um eclipse total

quando era um soldado na India. De qualquer modo, MacMahon é eleito presidente da
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Real Sociedade de Astronomia por dois anos, de 1917 a 1919.

O primeiro titulo honorifico concedido a MacMahon foi em 1897. Nesta ocasiao
Trinity College lhe outorgou o titulo de Doutor Honris Causa. Em 1900 recebeu a Medalha
Real pelo niimero e variedade de suas contribui¢oes para a matematica. Recebeu em 1923
a medalha De Morgan que é a mais alta condecoragao da Sociedade de Matematica de

Londres.

Em 1904 a reunidao da Academia Britanica para o Avango da Ciéncia ocorreu
em Cambridge; a universidade tinha o habito de conferir a distintos membros titulos
honorificos. Nesta ocasiao Joseph Larmor indicou MacMahon para receber este titulo e
em 17 de agosto o conselho de Cambridge laurecou Percy Alexander MacMahon com grau

de doutor em ciéncias, honoris causa.

Percy Macmahon durante sua vida publicou em areas como fungoes simétricas,
aspectos combinatérios de probabilidade, teoria dos invariantes e teoria das permutacoes.
Nesta tltima se tornou o mais ativo autor no periodo de 1886 a 1918, e este fato chama a
atencao, pois quando Macmahon deu inicio aos estudos de parti¢oes, por volta de 1880, este
tema ja estava bem consolidado, Euler ja tinha publicado o livro Introductio in analysin
infinitorum (EULER, 1748) que discutia e estabelecia métodos de como obter p(n) para

qualquer n € IN.

Textos introdutoérios (podemos citar (SANTOS, 2014), (SANTOS; MELLO;
MURARI, 2007), (ANDREWS, 1976)) definem uma partigao de um inteiro n como foi dada

por Euler, sendo uma sequéncia finita nao crescente de inteiros positivos Ai, Ag, - -+ , A, tal
'

que Z Ai = n, 0 que em outras palavras serian = A+ Xo+---+ A onde Ay = Ao = --- = A\,
1

Masl,:para além disso MacMahon definiu a particdo de n = Ay + A + - - - + \,. considerando
AL # Ao # -+ x )\, onde cada simbolo = pode ser substituido por qualquer um dos elementos
dos conjunto {=, >, <, <, =}. E o desenvolvimento dessa teoria pode ser encontrada
em (MACMAHON, 1896), (MACMAHON, 1899) e na compilagao destes e outros artigos
do autor (MACMAHON, 2001).

Combinatory Analysis é uma cole¢ao, em dois volumes, de todas as publicagoes
em funcgoes simétricas e teoria das particoes de Macmahon sendo publicados em 1915 e
em 1916. Estes livros se tornaram os mais importantes e influentes trabalhos do autor,
mesmo nao se tratando de produto destinado ao ensino como de costume. No decorrer do
texto existem raros exemplos e nenhum exercicio. A importancia deste livro é devida as

generalizagoes e ideias que ali estao contidas.

Para exemplificar a grandeza desta obra, em 1963 o matematico Thomas H.
Southard revisou um encadernado dos dois volumes que a partir de 1960 passou a ser
publicado por AMS Chesea Publishing e disse que “este trabalho se provara como um

adendo a literatura moderna”.
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Mesmo sendo um cléssico, a linguagem adotada na escrita nao foi bem recebida,
criticos diziam que “a algebra das func¢oes simétricas dificultava ou problematizava a
leitura”, palavras do préprio autor. Isto o forgou a escrever outro livro em 1920 intitulado
Introduction to Combinatory Analysis que tinha o propésito, como o titulo ja dizia, ser

uma introdugao para o livro que o precedia.

No prefacio de (MACMAHON, 1920) o autor diz que o objetivo do livro ja
estaria atingido se trouxesse clareza a leitura do livio (MACMAHON, 2001) e, de fato o
proposito foi cumprido, pois em uma revisao deste livro na revista Nature pode-se ler que
ha uma grande vantagem nesta introdugao por seu gradual desenvolvimento da teoria por
meio de estiagios simples o qual agugaria o apetite do leitor para o volume (referindo-se ao
livrto Combinatory Analysis) que o espera (WRINCH, 1921).

Percy Alexander MacMahon faleceu no Natal de 1929 aos 75 anos em Springfield,

Essex, deixando uma filha do primeiro casamento e uma segunda esposa viiva.
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?2 Conceitos |niciais

Estudaremos neste capitulo, um importante conceito da teoria aditiva dos
numeros: as particoes de inteiros positivos. Por estarmos interessados principalmente em
aspectos combinatorios, especial énfase serda dada as suas representagoes graficas e no uso

de fungoes geradoras.

2.1 Particoes

Suponha a situacao de distribuirmos trés objetos iguais em trés potes diferentes.
Entao teremos as seguintes distribuigoes: 3+0+0,0+3+0,04+0+3,2+140,2+0+1,
14240,14042,04+2+1,0+1+2, el +1+1.

Mas se considerarmos os potes idénticos, podemos observar que as distribui¢oes
3+0+0,0+34+0e0+ 0+ 3 na verdade se resumem a uma tunica, que é a de um pote

conter os trés objetos e os demais nenhuma.

O mesmo podemos dizer para as distribui¢oes 24+ 1+0,2+0+1,1+2+0,
140+2,0+2+1e0+ 1+ 2 que podem ser resumidas em um pote com dois objetos,

um pote com um objeto e um pote vazio.

E por fim 1 + 1+ 1 é a distribuicdo de um objeto em cada pote. Concluimos

assim que existem 3 maneira de distribuirmos trés objetos iguais em trés potes idénticos.

Advertimos o leitor que o exposto acima é apenas uma breve motivacao para a

definicao que segue.

Definicao 1. Uma particio de um inteiro positivo n é uma colegao de inteiros positivos
cuja soma € n. Denotaremos por p(n) o nimero de particoes de n, isto €, o nimero de
maneiras de se representar n. como soma de inteiros positivos, chamados partes da partigao,

onde a ordem destas partes nao importa.

Por esta definicao podemos representar uma particao A de n por A = A;+-- -+ A\,
convenciona-se que a Unica parti¢ao de 0 é o conjunto vazio ¢, e entao p(0) = 1. A fim
de dirimir ambiguidades esclarecemos que zero nao ¢ considerada como parte de uma

particao.

Vemos que a solugdo do problema motivacional se resume em encontrar p(3)
que é dado pela Tabela 1. Se tivermos que distribuir 5 objetos idénticos em 5 potes iguais,

esta poderd ser feita de 7 formas diferentes, uma vez que p(5) = 7.
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Tabela 1 — Valores de p(n) para alguns inteiros n.

p2)=2  p@B3)=3 p(4) =5 p(5) =1
2 3 4 5
1+1 2+1 3+1 4+1
1+1+4+1 242 342
24+1+1 3+1+1
1+14+1+1 24+2+1
24+1+1+1

1+14+14+1+1

Fonte: Produzida pelos autores.

Mas se dispormos de uma quantidade menor de potes? Suponha que tenhamos
apenas 3 potes, de quantas formas podemos distribuir os 5 objetos sem que nao haja
potes vazios? Se olharmos para as particoes apresentadas na Tabela 1 veremos que existem
apenas 2 particoes constituida por 3 partes. Concluimos que esta distribuicao pode ser

feita de 2 formas diferentes.

Suponha que desejamos distribuir 5 objetos de modo que um pote tenha 3
unidades e os demais potes tenham menos que 3 unidades, de quantas formas poderemos
fazé-lo? Basta contarmos, nas particoes de 5, aquelas que tenham 3 como maior parte.
Vemos que sao 2 partigoes, e isto nos indica que podemos fazer a distribui¢ao desejada de

duas formas.

Podemos ver que os dois problemas acima tiveram a mesma resposta. Na
realidade isto nao foi uma coincidéncia, pois o numero de particoes de n em k < n partes
é igual ao niimero de parti¢oes de n onde k é a maior parte. Esta afirmacao trata-se de

uma proposicao cuja demonstracao ¢ tao simples quanto bela.

Definicao 2. Sejam n um nimero inteiro nao negativo e k < n inteiro positivo, denota-
remos por qi(n) o nimero de particoes de n em exatamente k partes e pi(n) o nimero de

particoes de n onde k € a maior parte.

Se observarmos a Tabela 1 obtemos pi(5) = 1 = ¢1(5), p2(5) = 2 = ¢2(5),
p3(5) =2 =g3(5), pa(5) = 1 = qu(5) e p5(5) = 1 = ¢5(5)

O matematico britanico Norman Macleod Ferrers trouxe a luz uma representa-

¢ao grafica para uma particdo que apresentaremos abaixo.

Uma particao A\; + A + - - - + Ay de um inteiro positivo n pode ser representada
graficamente por meio de um arranjo de n pontos no plano constituido de s linhas em
ordem nao crescente. Em cada linha deste arranjo colocamos um ntimero de pontos igual

a cada uma de suas partes.

A titulo de exemplo na Figura 1 temos o grafico de Ferrers da particdo 8 + 5 +
3+1+1.
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Figura 1 — Uma particao de 18

Fonte: Produzida pelos autores.

Muitas vezes, dependendo do uso que se esta fazendo, é conveniente representar
graficamente uma particao utilizando quadrados no lugar dos pontos acima. A representacao
assim obtida ¢ chamada de diagrama de Young (em referéncia ao matemético inglés Alfred
Young, que as estudou por volta de 1900) a qual desempenha papel de grande importéncia

em outras areas da matematica.

Figura 2 — Diagrama de Young para 444424141

Fonte: Produzida pelos autores.

Na Figura 2 destacamos o maior quadrado que podemos colocar “dentro” deste
grafico de modo que seu canto superior esquerdo coincida com o canto superior esquerdo
do diagrama de Young. Este maior quadrado possivel é chamado de quadrado de Durfee
da particdo. Dizemos assim que a particio 4 +4 + 2 + 1 + 1 tem quadrado de Durfee de
lado 2.

Se no grafico de Ferrers de uma particao A de n trocarmos as linhas pelas
colunas, obtemos a representacao grafica de uma outra particio A’ de n, chamada de

particao conjugada da particao A.

Se fizermos uma rotagao no grafico da Figura 1 de modo que as linhas se tornem

colunas obtemos a particao conjugada representada na Figura 3.

Podemos ver que, se o grafico de Ferrers denota uma particao que tem como
maior parte j e exatamente ¢ partes, a conjugada desta particao ¢ outra particao que

contém ¢ como a maior parte e j partes.

Proposicao 1. Seja n um inteiro nao negativo e k < n um inteiro positivo, entao

pr(n) = qr(n).
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Figura 3 — A particdo conjugada

Fonte: Produzida pelos autores.

Demonstragdo. Seja A o conjunto das particoes de n que possuem exatamente k partes e
B o conjunto das parti¢does de n onde k é a maior parte. Note que f : A — B definida
por f(A) = p, onde € B é a partigao obtida a partir de A € A pela operagao conjugagao
é uma bijecdo cuja inversa satisfaz, devido também a operacdo conjugacdo, f~(u) = \.

Podemos entao afirmar que #A = #B ou seja pr(n) = qx(n). O

Afirmacoes da forma “ O ntimero de partigoes de n do tipo A ¢é igual ao niimero
de particoes de n do tipo B” sao chamadas de identidades em parti¢oes. Faremos a partir

de agora a demonstragao de varias identidades em particoes.

Quando demonstramos um identidade em parti¢cdes obtendo uma bijecao entre
o conjunto de parti¢cdes do tipo A e o conjunto de parti¢cdes do tipo B, chamamos essa

demonstragao de prova bijetiva.

Sempre que pudermos denotaremos por p(n|+) o nimero de particoes de n

satisfazendo a condicao =.

Proposicao 2. Seja n um inteiro positivo. O nimero de particoes de n. com partes menores

do que ou iguais a k € igual ao niumero de particoes de n com no mazrimo k partes.

Demonstracao. Consideraremos o conjunto A formado pelas particoes de n com partes
menores do que ou iguais a k, B o conjunto das parti¢oes de n com no maximo k partes e

aplicamos a mesma bijecao da Proposicao 1. O

Proposicao 3. Seja n um inteiro positivo. Entao, o numero de particoes de n em que
cada parte aparece pelo menos duas vezes € igual ao niumero de particoes de n em partes

maiores do que 1 e inteiros consecutivos nao aparecem como partes.

Demonstracao. Consideraremos o conjunto A formado pelas particoes de n em que cada
parte aparece pelo menos duas vezes, B o conjunto das particoes de n em partes maiores
do que 1 e inteiros consecutivos nao aparecem como partes e aplicamos a mesma bijecao

da Proposicao 1. O
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Proposicao 4. Para qualquer inteiro positivo n,

p(n|partes sao impares) = p(n|partes sao distintas)

Demonstracao. Faremos uma demonstracao bijetiva, para tanto apresentaremos as opera-

¢oes envolvidas.

Operacgao 1 - De partes impares para partes distintas: dada uma particao A
de n em partes impares, se esta ndo possuir partes repetidas, ndo ha nada a fazer; caso
contrario, isto é, se em A ha partes repetidas, somamos duas a duas as partes iguais e
repetimos este procedimento até obter apenas partes distintas. Como o niimero de partes

decresce a cada operacao, repetiremos o procedimento no maximo até restar uma parte.

Operacao 2 - De partes distintas para partes impares: dada uma particao de
n em partes distintas, se esta possuir apenas partes impares nao hé nada a fazer; caso
contrario, cada parte par ¢ dividida por 2, originando duas novas partes iguais. Repetimos
esta operacao até restarem apenas partes impares, o que é sempre possivel porque, a cada

operacao de dividir uma parte par em duas, o tamanho das partes pares estd diminuindo.

Denotando agora por A e B os conjuntos formados pelas particoes de n em
partes impares e em partes distintas, respectivamente. Podemos ver que f : A — B
definida por f(A\) = u, onde u é a partigdo obtida a partir de A pela operacao 1 é uma

bijecdo, cuja inversa é f~'(u) = A devido a operacio 2.

O
Proposicao 5. Para qualquer inteiro positivo n,

p(n|partes € {1}) = p(n|partes sao poténcias distintas de 2)

Demonstragio. Operagao 1 - Das partigoes formadas por 1’s para as parti¢oes formadas
por poténcias distintas de 2: Somemos as partes iguais aos pares transformando pares de
uns em 2’s, depois transformando pares de 2’s em 4’s em seguida transformando pares de
4’s em 8’s e assim por diante. Como sequéncia, o conjunto de parti¢coes obtidas tem partes

distintas e estas partes estao no conjunto formado pelas poténcias de 2 {1,2,4,---}.

Operagao 2 - Das particoes formadas por poténcias de 2 para parti¢coes formadas
por partes em {1}: cada poténcia de 2, digamos 2F ¢ dividida em um par de poténcias de
2, 281 4 9%=1 Como a tnica poténcia de 2 fmpar é 2° = 1, o processo serd executado até

restarem apenas partes iguais a 1.

Estas duas operacoes viabilizam a prova bijetiva da proposicao. O

Dizemos que uma particao ¢ autoconjugada se ela for igual a sua particao
conjugada. Por exemplo, 3+2+1e5+ 3+ 3+ 1+ 1 sdao autoconjugadas, o que pode ser

facilmente verificado através de seus respectivos graficos de Ferrers da Figura 4.
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Figura 4 — A particdo conjugada

L[] L] L[] L] ° L] L] L]
o ° ° L[] o
L] L] L] L]

Fonte: Produzida pelos autores.

Proposicao 6. Seja n um inteiro positivo. Entao, o nimero de particoes autoconjugadas

de n € igual ao niumero de particoes de n em partes impares distintas.

Demonstracao. Para ilustrar esta transformacao, vamos considerar na Figura 5 o grafico

de Ferrers da particao autoconjugada 7+5+5+4+ 3+ 1+ 1 de 26:

Figura 5 — Particao autoconjugada de 26

B

Fonte: Produzida pelos autores.

E claro que o nimero de pontos em cada uma das “linhas” em formato " ¢
impar e estes nimeros sao necessariamente distintos. Neste caso, lendo o nimero de pontos
sobre cada “linha”, temos a particao 13+ 7+ 5+ 1 de 26. Reciprocamente, dados nimeros
impares distintos, podemos colocé-los numa disposicao semelhante a que temos acima,

obtendo, desta forma, o grafico de Ferrers de uma particao autoconjugada.

O

Antes de enunciar a Proposicao 7 e fazermos a prova bijetiva, daremos um

exemplo de como a operacao serd. Considere os seguintes ntimeros a = 10, b =5 e ¢ = 4.

Construiremos dois conjuntos de parti¢oes: O conjunto A ¢é formado pelas
particoes de a — ¢ = 10 — 4 = 6 em exatamente b — 1 = 5 — 1 = 4 partes as quais
sao menores do que ou iguais a ¢ = 4. E o conjunto B ¢é formado pelas particoes de
a—b=10—-5 =5 em exatamente c — 1 = 4 — 1 = 3 partes que nao sao maiores do que
b = 5. Consultando a Tabela 2
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Tabela 2 — Particoes de 5 e de 6.

) 6

4+1 5+1
3+2 4+2
3+1+1 4+1+1
24241 343

24+1+1+1 3+24+1

1+1+14+1+1  3+1+14+1
24+2+2
24+2+1+1
241414141
1+1+1+1+14+1

Fonte: Produzida pelos autores.

Podemos ver que as parti¢coes do conjunto Asdo3+1+1+1e2+2+1+1e
odoBsao3+1+4+1e2+2+ 1. Afirmamos que independente dos valores de a, b e ¢ esses

conjuntos sempre tém o mesmo nimero de elementos.

Para provar fagamos: 1° constroéi-se o grafico de Ferrers de uma particao do
primeiro grupo; 22 adiciona-se sobre a particdo uma linha com exatamente 4 pontos; 3°

remove-se a primeira coluna de pontos e 4° obtem-se a conjugada da particao dada.

Figura 6 — Relacionando a 1° particao.

2" passo 3° passo 4° passo
* ‘ 24+2+1
3+1+1+1

Fonte: Produzida pelos autores.

Podemos ver que na particdo original tem 10 — 4 = 6 pontos, na passagem
pelo segundo passo teremos 10 — 4 + 4 pontos, na passagem pelo terceiro passo temos
10 — 5 pontos e como no quarto passo tomamos apenas o conjugado continuamos com uma

particao de 5.

Agora fazendo o mesmo processo para a particdo 2 + 2 + 1 + 1 obtemos a

Figura 7.
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Figura 7 — Relacionando a 2° particao.

2” passo 3° passo 4° passo
3+1+1

2424141

Fonte: Produzida pelos autores.

Usaremos este procedimento para provar a seguinte proposicao:

Proposicao 7. Cosiderando interios positivos a, b e ¢ de modo que a > b = c. O nimero
de particoes de a — ¢ em exatamente b — 1 partes menores do que ou iguais a ¢ € igual ao

numero de particoes de a — b em, ¢ — 1 partes menores do que ou iguais a b.

Demonstragdo. Construimos o grafico de Ferrers de uma particao que pertenca ao primeiro
grupo de particoes descrito na proposicao. Em seguida acrescentamos uma linha acima do
grafico com exatamente ¢ pontos, temos dai uma particao de a em exatamente b partes.
Apés feito isso removemos a primeira coluna do grafico, nos restando uma particao de
a — b cuja maior parte é igual a ¢ — 1 e em no maximo b partes. Para finalizarmos tomamos
a particao conjugada. Assim obtendo uma particao de a — b em ¢ — 1 partes menores do

que ou iguais a b. O

Nossos esforgos agora serao concentrados em obter uma férmula para p(n)
qualquer que seja n inteiro nao negativo. Para darmos o primeiro passo nessa jornada

apresentaremos os nimeros pentagonais.

Construiremos a sequéncia do nimero de pontos sobre as arestas dos pentagonos

nos inspirando na visao geométrica apresentada na Figura 8 que justifica a nomenclatura.

Podemos ver que a sequéncia desejada é
(1, 5, 12, 22, ---),
e afirmamos que o n-ésimo termo é dado pela recorréncia

Upy1 = Qp + 30+ 1. (2.1)
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Figura 8 — Numeros pentagonais.

Fonte: Produzida pelos autores.

Apenas para comparacao podemos notar que a5 = a4 + 16 =22+ 13 =350

que corresponde com a representacao geométrica na Figura 9.

Figura 9 — Quinto ntimero pentagonal.

Fonte: Produzida pelos autores.

Para resolvermos a recorréncia 2.1 vamos usar a técnica da soma telescopica
que pode ser encontrado em (LIMA et al., 1997),

a, = a;+4

az = as+7

ay = az+ 10

as = a4+ 13

an, = Gp_1+ (3n—2)

Somando todas as igualdades e cancelando os termos comuns em ambos os

lados da igualdade temos
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n—1

an=a1+Z(3i+1)

i=1
Onde o somatorio da direita ¢ a soma de n — 1 termos da progressao aritmética

a, = 3n + 1. Efetuando devidamente os calculos obtemos a solugao

anzg(?)n—l)

Apés a demonstracao do termo geral para os niimeros pentagonais apresen-
taremos o teorema que o relaciona com parti¢oes, nosso ponto de partida é a defini¢ao

abaixo.

Definicao 3. Seja n um nimero inteiro ndo negativo. Denotaremos por q,(n) o nimero
de parti¢oes de n em wm nimero par de partes distintas e por q;(n) o nimero de parti¢oes

de n em um numero impar de partes distintas.

Como exemplo vejamos as partigoes de 12 cujas partes sao distintas,

0(12) =7  ¢(12) =8

11+1 12

10 + 2 9+2+1
9+3 8+3+1
8+4 T+4+1
7T+5 T+3+2

6+3+2+1 6+5+1
D+4+2+1 6+4+2
D+4+3

particoes de 10 em partes distintas

q,(10) =5 ¢;(10) =5

9+1 10

8+ 2 7T+2+1
7+3 6+3+1
6+4 d+4+1

44+3+2+1 5+3+2

e as particoes de 7 em partes distintas.

a@p(7) =3 @(7) =2
6+1 7

542 44+2+1
443
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Com os trés exemplos acima podemos ver que ¢,(10) = ¢;(10) = 5 ou seja
¢,(10) — ¢;(10) = 0 mas quando n = 12 e n = 7 a diferenca tem maédulo 1. Motivado por
este exemplo faremos uma relacao 1-1 para verificarmos a relacgao que apresentaremos na

préxima proposicao.

Vejamos a transformacao realizada no grafico de 6 + 4 na Figura 10.

Figura 10 — Transformacgao na particao 6 + 4.

5+4+1

Fonte: Produzida pelos autores.

Este procedimento transformou a particao 6 + 4 com um ntmero par de partes
distintas em 5+4+ 1 que ¢ uma parti¢ao formada por um niimero impar de partes distintas.
Mas nem sempre ¢é possivel fazer esta transformagcao. Vejamos, por exemplo, 4 + 3 + 2 + 1.

Neste caso faremos a transformagao contraria ilustrada na Figura 11

Figura 11 — Transformacgao na particao 4 + 3 + 2 + 1.

[ ] [ ] [ ] :> [ ] [ ] [ ] : [ ] [ ] [ ]
* * 54342
4434241

Fonte: Produzida pelos autores.

Ao observarmos as figuras acima temos a sensacao de que ja estabelecemos
a desejada relacao. Quando aplicamos esta transformacao nas partigoes quando n = 10

chegamos a correspondéncia apresentada na Tabela 3.
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Tabela 3 — Correspondéncia entre as particoes com niimero de partes pares e impares para

n =10
9+1 — 10
8+ 2 — T4+2+1
7T+3 — 6+3+1
6+ 4 — H+4+1

443+2+1 — 54+3+2

Fonte: Produzida pelos autores.

Note que nem todas as particoes estao sujeitas a esta transformacao. Vejamos
na Figura 12 que, quando a reta que passa pelos ultimos pontos das primeiras particoes

também passa pelo tultimo ponto da ultima parte, ndo é possivel aplicar a transformacao.

Figura 12 — Transformagao na particao 5 + 4 + 3.

Ultima
parte

Fonte: Produzida pelos autores.

Este fato ocorre quando a ultima parte p tem o mesmo ntimero de pontos da
reta r, como na Figura 12 ou quando a tultima particdo tem um ponto a mais que r como
em Figura 13. Note que nestes casos r denota o ntimero de partes da particao, entao
podemos obter os valores de n onde estas particoes ocorrem. Por defini¢do, n é a soma

das partes logo

2p+r—1)-r
2

n=p+pP+)+pP+2)+---+(p+(r—1)) = (2.2)

Caso r seja par teremos ¢,(n) — ¢;(n) = 1 pois as particoes em partes pares
superarao o numero de partes impares em uma unidade, mas se r for impar entao
¢p(n) — qi(n) = —1, uma vez que o nimero de partes Impares superard o nimero de partes

pares um uma unidade.
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Teremos o valor n onde esses casos ocorrem se aplicarmos p =rep =1+ 1.

Assim
r(3r+1)

2

n =

Figura 13 — Transformacao na particao 4 + 3.

Reta r
Ultima
parte

Fonte: Produzida pelos autores.

Acabamos de demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 8. Seja n um nimero natural nao nulo. Entao

(—1) sen— "D

qp(n) — qi(n) = 2
0 caso contrario

Esta proposi¢ao é conhecida como o teorema dos nimeros pentagonais de Euler.

Exemplo 1. Calculemos o valor de q,(n) — ¢;(n) para 0 < r < 5.

n=280E0 o0 - al0) = (-1 =1
p=XBLED o) - () = @) - a(@) = (- = -1
n=20220 5o 0,6) - ) = 4 - al?) = (-1 =1
n=2C2 20 190152 4,02) - 12) = g15) — a15) = (1) = 1
A(3-4+1)

n=———0——"=22¢26 = ¢(22) - :(22) = ,(26) — ¢:(26) = (~1)" = 1
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5(3-5+1
n=—£—5ljcz%c40$qﬁ%)%@®=qu)%M®=%*D5=1
E evidentemente ¢,(n) — ¢;(n) = 0 se n € {3,4,6,8,9,10,11,13,14, 16, 17, 18,

19,20,21,23, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 36, 37, 38, 39}

Na préxima segao apresentaremos a féormula de recorréncia usada pelo general
Macmahon para calcular o valor de p(n) com 0 < n < 200. Este feito memoravel foi
retratado em uma sena do filme The man how knew infinity em uma disputa com

Srinivasa Ramanujan. Apenas a titulo de curiosidade a equacao criada por Ramanujan foi
a Equagao 2.3 para obter p(200) = 3,972,999, 029, 387.975

(2.3)

r=n

onde

A/ﬂ = Z Wh,ke k
0<h<k-—1

(h,k)=1

e wp € uma determinada raiz 24° da unidade.

Trabalhar com esta equagao nao esta dentro dos objetivos desta dissertacao,
mas fa¢o minha as palavra do autor donde a retiramos (WILF, 2000) “Feel free to verify

this on your own”.

A préxima proposicao nos dard uma ideia do quao rapido é o crescimento de
p(n).

Iniciamos verificando que p(n) é uma fungao crescente, ou seja, p(n) > p(n—1),
Vn = 2. Note que, de cada particao de n — 1, obtemos uma particao de n ao adicionarmos
uma nova linha ao grafico de Ferrers consistindo de um tnico ponto. Inversamente, cada
particao de n possuindo em seu diagrama uma linha formada por um tnico ponto resulta
numa particao de n — 1 se removermos esta tltima linha. Acabamos de provar a seguinte

relagao.

p(n) = p(n — 1) + p(n|ndo hé parte igual a 1) (2.4)

Para n > 2 a particao n é uma particao de n que nao possui partes iguais a 1,

ou seja p(n|ndo ha parte igual a 1) > 0 mostrando que p(n) > p(n — 1).

Note que p(n — 2) = p(n|existe a0 menos uma parte 2), pois a0 removermos
uma parte 2 das partigdes enumeradas por p(n|existe ao menos uma parte 2) obtemos
particoes de n — 2 e, inversamente, acrescentando uma parte 2 em qualquer particao de

n — 2, obtemos particoes de n com ao menos uma parte 2.
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Note também que podemos transformar cada particdo com partes maiores do
que 1 em uma tnica particao com pelo menos uma parte 2, bastando dividir a menor

parte As (que é maior do que 1) em uma parte 2 e s — 2 partes iguais a 1, provando que

p(n —2) = p(n|ndo hé parte igual a 1)
+ p(n — 2|menor parte > 1 é < 2 + nimero de partes 1).

Vemos assim que
p(n — 2) = p(n|nao ha parte igual a 1) (2.5)

uma vez que p(n — 2|menor parte > 1 é < 2 4 ntmero de partes 1) = 0.

Combinando a Equag¢ao 2.4 com a Equacao 2.5 chegamos a

p(n) <pn—1)+p(n—2) (2.6)

Para demonstrar a proxima proposi¢ao usaremos a segunda forma do principio

da inducao matematica.

Proposigao 9. Para todo inteiro n = 0, temos p(n) < F,+1 onde Fp,41 € o (n+ 1)-ésimo

numero de Fibonacci.

Demonstragio. B facil ver que p(0) = Fy = p(1) = Fy. Supondo que p(n) < Fn41 é valido

paran =1, 2. 3,--- ,n entao

p(n+1) < pn)+pn-—1) (devidoa Equacao 2.6)
< F,41 + F, (devido a hipdtese de indugao)
= Fui2

2.2 Funcoes Geradoras

Em nosso ensino basico aprendemos rudimentos da teoria de polinémios. Apren-

demos, por exemplo que
pr=1+2"+2* +2° +2* +2° +2°

po =142 +2* +2°

ps=1+2"+2°%+2°
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sao polindémios cujo produto é feito distribuindo cada parcela de um polinémio sobre as

parcelas do outro, da seguinte forma.

P1-p2-p3 = (1+331+332+a:3+9:4+375+3:6)-(1+x2+$4+x6)-(1+x3+x6+x9)
= 1-1-1+2"1- 142> 1-1+1- 2> 1+1-1-22+2a" - 2® 1425 1-1--.
= 1+ 12! +22% 4+ 32 + 42* + 52° + 725 -

Se observarmos a Tabela 1 vemos que o polindmio resultante acima é da forma

p(0) + p(1)z + p(2)2® + p(3)2® + 4a* + 52° + 72° - - (2.7)

Suponha agora que queremos multiplicar os mesmo polinéomios py, ps, p3

anteriores com o polindmio ps = 1 + z* + 2® + 2'2, terfamos

P1-p2-P3-pPs = pl-pg-pg-(1+x4+x8+x12)
= 14 1zt +22% 4 323 + 52* + 62° + 928 - -

E mais uma vez comparando com a Tabela 1 concluimos que
p1-p2-p3-pa = p0) + p(D)z + p(2)2? + p(3)2® + p(4)z* + 62° + 925 - - (2.8)

Desejamos agora multiplicar o polinémio p; - ps - ps - ps pelo polindmio ps = 1+ 2° + 2% +

2% + 2%°. Obtemos o resultado

P1-P2-P3-Pa-Ps = p1-pz-pg-p4(1+$5+1’10+$15+$20)
= 1+ 12" +22° + 32° + 52" + 72° + 102° - -

E repetindo os passos anteriores chegamos em
p1-p2-ps-pa-ps =p0) +p(l)x + p(2):r:2 + p(3)3:3 - p(4)1’4 +p(5)z° + 1025 - - (2.9)

Evidentemente os produtos obtidos em 2.7, 2.8 e 2.9 nao sao coincidéncia. Este

processo de obter um polindémio onde o monémio de grau n tem como coeficientes p(n)

m

¢ devido a Euler. Ele associou a propriedade da poténcia 2™ - 2™ = 2" ao modo de

escrever os expoentes dos polinémios:

1 1+1 1+1+1 1+14+1+1
pr =1+ + 2!t 4t g g

2 242 24242 2424242
po =1+ + 27t 4 7 g et

3+3 3+3+3 3+3+3+3

ps=1+a23+233 42 +

4+4 4+4+4 4+4+4+4

pp=1+at+a*t o +x
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Entdo, para constituirmos o coeficiente da parcela z* em py - ps - ps - pa - ps é
preciso somar os seguintes monomios

$4’ ZEJ . l’l _ .’,CS+1, $2+27 1'2 . xl-i—l _ l’2+1+1 e .’171+1+1+1

Como cada parcela tem como expoente uma particao de 4 e coeficiente 1 segue

que ao somarmos todas, o coeficiente serd o niimero de particoes, ou seja,

gt b gl g g2 g gLy gl pd gy

Afim de generalizar este processo daremos uma série de defini¢oes e a partir

daqui a teoria se tornara mais densa.

Definicao 4. Seja a uma sequéncia infinita de niumeros reais.
a = [ag, a1, az, ...

Por P, denotaremos a classe de todas as sequéncias o e estas serao chamadas de série

formal.

Se tomarmos 3 € P, onde 3 = [bg, by, bs, .. .] definimos a adi¢ao de séries formais

como sendo a série formal
a+ 3 =lap+bg,a; +by,as +ba, ... a, + by, ...

a multiplicagao por
Qﬁ = [aobo, CL()bl + albo, a062 + CL1b1 + CLQbo, e 2 Cijn,j7 .. ]
7=0

e dado um nimero real k, o produto por escalar é definido por
k-a=l[k-apk-ay, k- ask-as,...]
Exemplo 2. Considerando o = [1,1,1,...], f =1[1,2,3,...] e k = 3. Enlao

a+B=[1+1,1+21+3,..],a8=[1-1,1-241-1,1-3+1-2+1-1,.. ] e
ka=1[3-1,3-1,3-1,3-1,...] = [3,3,3,3,.. ]

Exemplo 3. Considerando a = [1,—1,0,0,0,...] e 8 =[1,1,1,1,...] entao

a-f = [1,-1,0,0,0,...]-[1,1,1,1,.. ]
— [1-1,1-1+1-(=1),1-1+1-(=1)+0-1,1-1+1-(=1)+0-140-1,...]
~ [1,0,0,0,0...]
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Defini¢ao 5. Dada uma série formal o = [ag, a1, a9, as, ...], a fungio geradora para esta
série formal é

e}

j_ 1 2 3 4

a;r’ = ag + a1x” + asx” + agr” + agr + - -

j=0

Observe que as operacoes definidas para as séries formais sdo preservadas
[ee}

quando escritas na forma de funcao geradora. Se § = Z bjxj entao

=0
0 0 0
a+f= Z a;z’ + Z bz = Z(aj + b;)a?,
iz j=0 =0
0 0 0 J
a-f= Zajxj-ijxj = Z ( aibj_i> 2’ e
j=0 j=0 =0 \iz0
0 o}
k-azk-Zajxj =Z(k;-aj):1:j.
J=0 J=0

Refaremos o Exemplo 2 usando a notacao de funcoes geradoras.

Exemplo 4. Considerando o = 1+ lx + 12+ ..., f = 14+ 2z + 32>+ ... e k = 3. Entdo

a+pf = (I+le+12®+.. )+ (1+2z+32>+..))
= (1+1)+(1+2)z+(1+3)2”...

a-f = I+le+1la?+--) (1+22+32>+..))
= 1-D)+1-1+2-Dz+(1-3+1-2+1-1)2*...

k-a = 3-(1+1x+1x2+...)
= 3+4+3z+32%... .

J4 o Exemplo 3 na notacio de fungdo geradora nos diz (1 — ) - (1 + 2 + 2 +

2+ a2 +..) =1 ou seja

1
: =l+z+2*+2>+2+-- | (2.10)
—
Proposicao 10. Seja f(z) a fun¢ao geradora para a série formal o = [ag, ay, as,as, ..., ap, -
entdo a fungdo geradora para a série formal 8 = [Oag, lay, 2as, 3as, . .., ra,,...] é zf'(x)

onde f'(x) é a derivada da fun¢io geradora f(x) em relagio a x.

Demonstracao. Por hipétese

f(x) = ap + a17 + agx® + azz® + agz* + . ..
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note que a derivada é
f'(x) = a; + 2a9w + 3azx® + daga® + . ..
se multiplicarmos por z,

of (x) = ayx + 2a92% + 3asx® + dagxt + ...

= Oag + layz! + 2a92% + 3asx® + dasz + ... .

Mostrando que xf'(x) é a fun¢ao geradora para (3.

O

Quando estudamos séries formais, questoes de convergéncia e o valor de x nao
sao levadas em consideracao, pois temos interesse combinatério apenas. A construgao da

teoria de séries formais aqui vista superficialmente é apresentada no artigo (NIVEN, 1969).
A sequéncia de exemplos que segue foi inspirada em (SANTOS; MELLO;
MURARI, 2007).

Exemplo 5. Determinar a fungio geradora para = [0,1,2,3,4,...].

A Equacao 2.10 nos diz que

1 .
f(:c):ﬁ=1+x+x2+x‘3+x4+...

para aplicarmos a Proposicao 10 precisamos derivar em ambos os lados chegando a

0-(1—a)—1-(-1)

f(x) = (1—x)2 =142z +32% +4a* + ...,
logo
wf’(ﬂf):(1337)2:0+1a:+2a:2+3x3+4933+---
-
Portanto a funcao geradora para 5 = [0,1,2,3,4,---] é g(z) = (13:7)2
-

Exemplo 6. Encontrar a fungio geradora para o = [0%,1%,22,3%, .. ]

Observemos com cuidado a funcao geradora

g(:r)=ﬁ=0+1x+2x2+3x3+4x4+...

qual o coeficiente de cada mondémio se a derivassemos?

1(1—a2)?—z-2(1—2) (-1
g (z) = (1-a2)—z-2l-2) ):12+22:1;+32x2+42m3+...
(1 —a)t
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Simplificando

1
g'(x)z( R LI N

1 —x)3
para finalizar multiplicamos por x
T + 2
rg (z) = ———= = 0% + %2 + 222 + 3%2° + 4% + . ..
(1—2)°

Exemplo 7. Encontremos a func¢io geradora da o = [1,0,1,0,1,...]

Tomemos novamente a Equacao 2.10 e troquemos z por 2

o =1+22+ (%) + () + ()" + - -

donde segue

=140 +22+02 +2* + 0% + 28+ 02" + 2% + ...

1—22

Veja que este exemplo nos fornece uma informacao muito importante, se

generalizarmos para um expoente m € N concluimos que

1
1—am

=1+ 2" + 2?4 2% 2¥ (2.11)

Estamos interessados em usar fungoes geradoras para obter uma expressao para
p(n), mas antes vejamos o apéndice A e fagamos uma tabela com o nimero de partigoes

de n constituidas apenas de partes pares distintas.

Tabela 4 — Partigoes de n em partes pares distintas.

n N de partigoes
1 0
2 1
3 0
4 1
5 0
6 2
7 0
8 2
9 0
10 3

Fonte: Produzida pelos autores.

E facamos o produto
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ﬁ(l +2°%) = (1421 + 2N (1 + 2% + 2 (1 + 210)

= 1422+ 2% +22% + 228 + 3210 + 3212

Observe que este produto parece ser a funcao geradora para as particoes de n em
partes pares distintas. E de fato é. Investigando a parcela 3z'° vemos que as possibilidades
de obté-la sao as seguintes: ', 2% - 22 = 2% e 2% . 2 = 27 onde os expoentes sao
as particoes de 10 em partes pares distintas. Mas quando vamos investigar a parcela

322 vemos que as possibilidades neste produto sao: 210 - 22 = 2102 28 . 2% = 8+
) )

282t 2? = 2712 porém esta faltando a particdo 12 que é uma particio de 12 em partes
pares distintas. Essa patologia ocorreu devido a auséncia do fator (1 + z'?) no produto.

Afim de corrigir este problema estendemos o produto para todos os niimeros naturais.

Concluimos pelo exposto acima que

0

(1+ 2 (2.12)
k=1

é a funcao geradora para particoes de n € N em partes pares distintas.

Raciocinando analogamente obtemos que

0
[+ (2.13)
é a funcao geradora para as particoes de n € N em partes impares distintas,

0

1+ 2 (2.14)
k=1

¢ a funcao geradora para as particoes de n € N em partes que sao quadrados perfeitos

distintss e

0

[]a+2") (2.15)

k=1

¢ a funcao geradora para as particoes de n € N em partes que sao cubos distintos.

Vejamos agora a Tabela 5 das particoes de n em partes pares nao necessaria-
5
1
mente distintas e em seguida calculemos o produto H P
1 — a2k
k=1
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Tabela 5 — Particoes de n em partes pares.

n  N° de parti¢oes
1 0
2 1
3 0
4 2
5 0
6 3
7 0
8 5
9 0
10 7

Fonte: Produzida pelos autores.

M-l - ! 1 1 1 1
1—a2k  1—-22 1—2% 1—26 1—28 1—gl0

= (1+x2+x4+x6+x8+~-)~(1+x4+x8+x12+x16+~--)
-(1+x6+x12+x18+x24+-~-)-(1+3:8+:U16+x24+x32+~-)
(1420420 420 42 )

= 1+2%+ 22" +32° + 52° + 72 + 102" + 132 - -

5
E como podemos ver 1_[
k=1

[pp=T é a funcao geradora para as parti¢oes de
-

0 < n < 10 em partes pares. Como queremos obter uma funcao geradora valida para todos

os naturais, estendemos indefinidamente o produto, obtendo

= 1
kn_ll—x%

De modo analogo,

o0
[T (216)
i} X

¢ a funcao geradora para as particoes de n € N em partes impares,

& 1
; (2.17)
’H 1 — xk
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¢ a funcao geradora para as particoes de n € N em partes que sao quadrados perfeitos,

11 - _1xp (2.18)

p primo

¢ a funcao geradora para as particoes de n € N onde as partes sao niimeros primos.

Uniremos os raciocinios usados em 2.7, 2.8 e 2.9 com a fung¢ao geradora 2.10.

Reescreveremos as funcoes geradoras

1

: =l+ao+2?+2°+2*+ - =1+t + 28 p P L (2.19)
—x
1

ﬁ:1+x2+x4+x6+x8+--~:1+x2+x2+2+x2+2+2+1‘2+2+2+2+..., (2.20)
—x
1

ﬁ:1+ZE3+ZE6+(L’9+$12+"':1+ZU3+:173+3+£E3+3+3+£U3+3+3+3+... . (2.21)
—x

Se multiplicarmos 2.19, 2.20 e 2.21 obtemos

ﬁ 11 1 1
ok 1—1 1—-22 1-—
pal-w l—z 1—22 1—2a3

= (1+x1+x2+x3+x4+---)-
I+ +at a2+ )
(142 a2+ 2+
= (14t gt gL g gL Y
(1 2% 4 2% g g R ),
R R A N
= 1+az'+ 22 +32° + 42* + 52° + 72 + -
= p(0) + p(1)x + p(2)2® + p(3)x® + 4z* + 52° + T2l + - -

1
1 —zk

vez que 2.19 controla a presenca de 1's na particao de n, 2.20 controla a presenca de 2's

3
Podemos ver que 1_[ ¢ a funcao geradora para p(n) com 0 < n < 3 uma
k=1

na parti¢ao de n e como esperado 2.21 controla o nimero de 3's em p(n).

Como desejamos uma fungao geradora para p(n) para todo n natural devemos

expandir o produto, assim

0 1 0

H T Z p(n)x"” (2.22)

k=1 n=0
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Funcoes geradoras nos auxiliam em provar proposicoes que relacionam subcon-

juntos de partigoes, vejamos:

Proposicao 11. O numero de particoes de n em partes distintas € igual ao nimero de

particoes de n em partes impares.

0
Demonstracao. A funcgao geradora das particoes de n em partes distintas é H(l + xk)
=1 )
Enquanto que a funcao geradora das particoes de n em partes impares é 1_[ [pEpeT=
— x -
k=1

Para provarmos esta proposicao devemos mostrar

H(1+$>:H1_x2k—1

k=1 k=1

e de fato é, veja

0 00 k k
oo (I +2")(1 —=x%)
IQ(H:[:) = L[l o
B ﬁl—m%
- k
k:11~x
ﬁ 1_1.216
o i (1 _ x%)(l _ $2k—1)
= 1
- 2%k—1
k=11~$

A passagem da segunda para a terceira igualdade é devido a equivaléncia entre

os produtos abaixo:

(1—2)1—2H(1-2>)1—2h(1 -2 - (1 —2F)... =
(1—2)(1—2h)(1—2% -1 —2%)- (1 —2)(1 —2*)(1 —2°) - (1 2% ...
U

Proposicao 12. O nimero de particoes de n em partes distintas, nenhuma sendo multipla

de 3, ¢ igual ao nimero de particoes de n em partes da forma (6k — 1) ou (6k — 5).

Demonstragcio. Sabemos que a funcao geradora de particoes em partes distintas nao
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[ee}
divisiveis por 3 é 1_[(1 + 2% (1 4 2*7?) segue dai que
k=1
= (1+ 3k 1 (1+ mzk—z) ﬁ (1+ 3 1)(1 + a3 2)( 23 1)(1 - $3k_2)
11 L1 (1 — 23 1)(1 — 232
a © (1 — 285-2)(1 — 20k—4)
- 11:[1 (1 — 23%1)(1 — 252
0 (1 _ J/,6/’4 2)( 6k 4)
- ]!_[1 (1 — 2Sk—1)(1 — 26k—4)(1 — 26k—2)(1 — 26+5)
0
- 11 1
Ll (1 — 2Sk=1)(1 — 26k5)
Note que

o0 [ee}
1_[ 3k 1 R 2 H 3(2k) 1 $3(2k—1)—1)(1 . x3(2k:)—2)(1 . x3(2k—1)—2)
k=1 k=1

0

k
Exemplo 8. Vamos expandir o produto H(l —axYparak =1, k=3 k=5 k="Te

n=1

k =

ﬁl—x (1—2)

[Ja-2" = (Q-2)(1-2")(1-2°
= 1= =2 +[(=2%) - (=2) + (=2%)] -
_ 1—.T1—372+[( 2+1) ( x3)]
= 1+ (=Da' + (=1)2® + 02

ot

[Ja-2") = (1—2)(1—2”)(1—-2*)(1 -2 (12"
= 1—a'—2® + [(=2?) - (=2) + (=) + [(—2) - (=2%) + (2]
+ [(=2) - (=a') + (=2%) - (=) + (=2°)] -
= 11—zt =2 + [+ ()] + [2* + (—2%)]
+ [l‘4+1 + (E3+2 + (—565)] L

1+ (=Dt + (=1)2® + 02* + 02* + 12° - - -
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[Ja-2" = (1—2)(1—2)(1—2*)1—2")(1-2")(1-2%(1-2")

= 1—a' —2® +[(=2%) - (—2) + (=2°)] + [(~2) - (=)

+ [(—2) - (=at) + (=2) - (=2%) + (=2°)] + [(=2%) + (=2°) - (—2)+

+ (=2t (=2?) + (=2®) - (=2®) - (—2)] + [(=2T) + (—o

+ (=) () + () () + (<) () - (o)

= 1—a' =2 + [ + (2] + [2*T + (—2h)] + [-2° + 2+ 2P

_l’_

[—SL‘G + $5+l + SE4+2 _ $3+2+l] + [—SU7 + $6+1 + 565+2 + $4+3 _ SC4+2+1] .

L+ (—=Da' + (=1)2% + 02 + 02* + 12° + 025 + 127 - - -

Podemos ver pelos exemplos que o coeficiente de x é formado pelo niimero de

particoes de n em um nimero par de partes distintas, subtraido do ntimero de particoes

de n em um nimero impar de partes distintas. E ja vemos no Exemplo 1 que este valor é

dado pela Proposicao 8.

Fazendo a expansao para n = o0 teremos,

0

n(l—x") =l—az—-2*+2°+2" -2 -2 ..
n=1

Segue dai a proposicao.

Proposicao 13.

= - G- J3+1)
H(l—m”)=2(—1)](x N )
n=1 j=0

Encerramos este capitulo apresentando a férmula de recorréncia dada por Euler

para o valor exato de p(n).

Teorema 1. Para todo inteiro positivo n temos

pln) = Y3 (=1 1p (n - @)

jeN

Demonstracao. Pela Equacao 2.22 temos que

e pelo Proposigao 13

H(l —a") = Z(—l)j (:UJ(SJ{I) + 3:](3]2+1)) 7
n=1

7=0

multiplicando esta duas equagoes
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Z p(n)a:” — Z p(n)x"-i‘l _ Z p(n)x"” + Z p(n)x"+5 + Z p(n)x”” =1,

fazendo n = n — 1 na segunda parcela, n = n — 2 na terceira parcela, n = n — 5 na quarta

parcela, e assim por diante teremos

Zp(n)x” — Zp(n— 1)z™ — Zp(n—?)x” + Zp(n—E)):c" + Zp(n_ a™--- =1,

como o coeficiente de ™ no lado direito é zero segue que

p(n) —p(n—1)=pn—=2)+p(n—=>5)+pn—7)--- =0

donde obtemos o resultado

pn) =pn—1)+p(n—2) —p(n—>5) —pn—"7)--

Exemplo 9. Usando os valores da Tabela 1 e da Tabela 2 calculemos p(7).

Usando o Teorema 1 vemos que

p(7) = p(T—=1)+p(7T=2)—p(7T—=5)—p(7T=T7) +p(7T—12) + p(7 = 15) + -
= p(6) +p(5) — p(2) — p(0) + p(=5) + p(=8) + - --
- 11 47-2-1404+0---
— 15.
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3 Partition Analysis

Apresentamos agora o chamado operador S>2 introduzido por MacMahon em
(MACMAHON, 2001). Este operador age sobre varidveis auxiliares A obtendo fungoes
geradoras para o nimero de partigoes de n quando as partes desta particao estao sujeitas

a inequacoes diofantinas.

Como motivacao evocamos a Definicao 1, que nos fornece a definicao de particao
n=a +a+- -+ a;_1 + o; mas desta vez sujeitamos as partes as seguintes inequacoes

diofantinas:

2

AR\
[N}

Q
[\
e o
w

(3.1)
Qi1 2 O

artoag+-Fai—1ta;

E desejamos obter a funcao geradora Z x que respeite as ine-

quacoes 3.1. Para este fim vamos considerar a funcao algébrica em z com ¢ variaveis

A1, Ao, - -+, A\; auxiliares.

1
(1 — M) (1 - i—f:ﬂ) <1 - :\\—Sx> (1 - )\j‘_ilx>

Calcularemos a fungao geradora como fizemos no Exemplo 7, substituindo, na

(3.2)

7

z de cada um dos fatores.

Equacao 2.10, x por
i1

1
m = 1+)\1.T+)\?[E2+"‘+)\?1$a1+“',

— A1

1 Ao 2\, Ao\ 2
—— = 1+t (=) T+ =) T
1—%$ )\1 ()\1) )\1

1 A3 A3\, As) %
— = 14+ x4+ (= 44 == a3+...7
1—§—zl’ )\Qx ()\2) v )\2 v
A (X 2 2 () ey

— €T T e x"

1-— ,\f‘_ill‘ Aic1 Aic1 Aic1

Donde segue que
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1
(1—\x) (1 — i—j?:) (1 - i—g:v) (1 — A’\_lx)

1 1 1 1

10 (1-2e) (1-30)  (1-30)

= (T+ Mz + A%+ AT 4 )
A2 2\, A2\ "
14 2= - - a2 4oL
X —I—)\lx—l—<)\l) T+ + " re + X
A3 A\, Az
1+ =2 " " a3 4oL
X +>\2x+</\2) TT + + e T+

x| 1+ A T+ i 2$2+ + A ai:zcai+
i1 i1 Aic1 ‘

Se efetuamos a multiplicacdo acima como proposto na Definicao 5 obtemos a

oron (227 s (M) R
S (2)" o () e ()

Z AQITaz)\027as L ZH1T % @ o Fagtagtbaioitai (3.3)

funcao geradora:

ou ainda

Note que a relagao 3.1 estara completamente satisfeita na funcao geradora
3.3 se nos livrarmos das parcelas onde pelo menos uma das variaveis auxiliares possuir

expoente negativo e subsequentemente colocar
)\1:>\2:"':)‘i—1:)‘i:1

obtendo a fungao geradora desejada.

Z xa1+a2+as+"'+ai_1 +a

Definicao 6. A acdo descrita acima serd denotada pelo prefixo §>2 e chamado de operador

omega.

1
(1—A1x)(1—§—§x) (1_1_3;1;)...(1_9_;36

Apresentamos agora algumas propriedades do operador omega.

v

_ Z poitaztagtotai_1ta;



Capitulo 3. Partition Analysis 47

Proposicao 14. Seja Q o operador descrito acima aplicado na variavel auziliar A entao

1 1
Q —
= (1 — )\Alﬂjpl) (1 — %:Epz) (1 — All‘pl) (1 — A1A2xp1+p2)

Demonstracao. Neste inicio vamos partir da Equacao 2.11 fazendo as devidas substituicoes.
1 1

1-— )\All‘pl 1— &IZQ - 1-— )\All’pl ' 1-— Ag)\_l.flj‘p2
)
= (1 4+ MAaP + N2A22%P0 + N3 AP+ N\ AleP 4.

(1 4+ A Aga?? + AT2ASER  NTIAB R AT A )

Esta passagem precisa receber uma atencao especial. Aqui efetuaremos a
multiplicagdo entre os dois fatores que estao entre parentese e em seguida eliminaremos as

parcelas que possuirem A\ com expoente negativo que é a primeira parte onde S>2 opera.

1
(1= AAjapr) (1 — d2qp2)

+ATAZZAPITP) 4 NS AP 4 N2AT Apa Pt 4 NA AP o A ARSI tee) 4

=14 AP + Ay Apa? P2 + NP AT + NATApr® P

Q
>

+)\4A4%:L_4p1_’_)\3A%A2x4p1+p2+)\2A%A§x4p1+2p2 +/\A‘{:A§x4p1+3p3 +A41:A‘21x4(p1+p2) .

Aqui faremos A = 1 que é a segunda acao do operador Q A partir deste ponto o operador
foi aplicado em sua totalidade. Segue entdo que as préximas passagens serao apenas

simplificagoes dos resultados obtidos abaixo.
1

Q A

>(1— AAyzrr) (1 — 52am)

+A1xp1 +A%A2x2p1+p2 +A1I»A%I3p1+2p2 +A411A§x4p1+3p3+

= 1+ A; AgaP P2 4 AT A2 P1P2) 4 A3 AS3(P1p2) . AT AS AP p2) 4

+ A2 4 A3 ApaPPitPe o AT ASg Pty
+ A3 AT AP P 4
+Af P 4

Colocando convenientemente alguns termos em evidéncia chegamos
1

9 1 —MNA zP1) (1 A2 1po

) (1 %)

+ AP (1 + A AgaPr P 4 A%Agﬁ(mﬂiz) + A§A§$3(m+pz) + .. ) +

= 1-(1 + Ay A2 P2  ATAZ?Prip2) p A3 A Pie) )

FATZP . (1 + Ay Aga™ P2 4 ATASRPPiPe) o A3 AR StR) )
+ATZP (1 + A Aga? P2 + A2AZ20r4p2) | A3 A3 3rtp) )+
—I—A‘f:ﬁml ) (1 + A1A2$.p1+]?2 + AngxQ(pﬁm) + A§A3x3(p1+p2) 4. ) 4.

Evidenciando as parcelas comuns
1

Q A

> (1— MAgar) (1 — Sz2ar)

(14 AjAgaPr Pz AZAZ2P1Er2) 4 AB ASSrtre) )

= (1 + AgaPt + A2 ASgSP o At ) .
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E finalizamos
1 1

Q
= (1 — AAjar) (1 — %xl’?) (1 — Ayaprr) (1 — Ay Agapitr2)

O

Proposicao 15. Seja f>2 o operador descrito acima aplicado na variavel auziliar A entao
=

§>2 —

(1= A Ajxr) (1 - )‘f\—f?xm) (1 - f\‘—;’xl’s)

1
(1 — Alxpl) (1 — A1A2xp1+p2) (1 — A1A2A3;ppl+p2+]?3)

Demonstracao. Faremos algo semelhante a proposi¢ao anterior.

1
(1 — )\1141.%'171) (1 — Ai—?xm) (1 — f—jxm)
1 1 1

(1 — )\1A1$p1) (1 — )\1_1)\2A2.%’p2) (1 — )\2_1A3Ip3) B
= (1 + MA@ + ATAT? + N AT + ATAT ™ + ).

.(1 + )\1—1)\2A2xp2 + )\1—2)\§A§x2p2 + )\1_3)\3A§$3p2 + )\1—4/\42lA421x4p2 T+ )

Efetuando a multiplicacao e eliminando as parcelas cujo o expoente na varidavel auxiliar

seja negativo.

Q ! =
Z(1— M\ Aam) (1 - Ai—f%”) (1 - f\‘—;’xm)

1+ /\1A1.Ip1 + >\2A1A2xp1+p2 +A1A2A3xpl+p2+p3 + /\%A%J}QPQ + )\1A2A%A2$2p1+p2+
F AL AT A AP P2EPs o A2 A2 AZ 2014202 o ) AT AS Agp®PrAPetes g
+A%A3A§x2p1+2p2+2p3 + )\?Aifx&n + )\?}\214?1423731)1—’_1)2 + A%A?A2A3$3p1+3p2+p3+
+)\1)\§A§’A§x3pl+2p2 + )\1/\2A?A%A3x3p1+2p2+p3 4 AlAiA%Angpl-‘erg-‘ers_i_
_,_)\gAil’)Agx:&pHsz + A%A?A3A3x3pl+3p2+p3 + A2A?A3A§x3p1+3p2+2p3+
+A?A§A§x3p1+3p2+3p3 + XllAzlllem + )\?/\2A411A2$4p1+p2 + A?A?A2A3x4pl+p2+p3+
+)\%)\§A%A§x4pl+2p2 + )\%AzAéliAgleleererps + )\%AéllAgA%mzlszpﬁng_l_
+)\1)\3A411A3x4p1+3p2 + )\1/\3A%A§A3$4m+3p2+p3 + /\1)\2A411A§A§x4p1+3p2+2p3+
+/\1A411A3A§x4p1+3p2+3p3 + /\%A?Aéfkpﬁllm + )\gA?A%A3x4p1+4p2+p3+
+)\3A%A421A§$4p1+4p2+2p3 + )\2A411A421A§$4p1+4p2+3p3 + A%A%A%x4pl+4p2+4p3 I

Faremos A\ = Ay = 1 e colocaremos em evidéncia alguns termos
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1
(1= Adgan) (1 220m ) (1 - dagm)

1- (14 APt + AjAgaPrtP2 o A2g%P1 4 A2 Apq?P1P2 A2 2929122

Vi)

LAY 4 AB AP o ASAZyPiee A3 A3y PSRy
_|_A411x4p1 + A?A2x4p1+p2 4 A?A%lem-i-?)pz + A‘llA;lx4p1+4p2 4o )+
A1A2A3$p1+p2+p3 . (1 + Alxpl + AIAprl-HDQ + A%zﬁpl 4 A%A2x2p1+p2+
+A%A3x2pl+2p2 +A§>w3p1 +A?A2x3p1+p2 +A11$A§x3p1+2p2 +A?Agx3pl+3p2+
_|_A411x4p1 + A?A2x4p1+p2 4 A?A%lem-i-?)pz + A‘llA;lx4p1+4p2 4o )+
A%A%A§$2p1+2p2+2p3 . (1 + AjxPt + AlAme-i-pz + A%lﬂpl + A%A2x2p1+p2+
+A%A3x2p1+2pz —i—A?x?’pl +A?A2x3p1+p2 +A?A§x3p1+2p2 +A?Agx3pl+3p2+
_|_A411x4p1 + A?A2x4p1+p2 4 A%A%xﬁlpl-i-?)pg + A?A%x4p1+4p2 ... )+
AngAga:3pl+3p2+3p3 . (1 + APt + AlAmeerz + A%prl + A%A2x2p1+p2+
+A%Ag$2p1+2p2 +Ai’x3p1 +A?A2x3p1+p2 +A?A§x3p1+2p2 +A:13Agx3pl+3p2+
_|_A411x4p1 + A%A2x4p1+p2 4 AﬁllAgx4p1+3p2 + A%A%x4p1+4p2 4o )+
A%A3A§$4p1+4p2+4p3 . (1 + Alxpl + AlAprl'f‘pQ + A%lﬂpl + A%A2x2p1+p2+
+A%A§$2p1+2pz +A§)x3pl +A?A2x3p1+p2 +A?A§x3pl+2p2 +A:{,A§x3pl+3p2+
_|_A411x4p1 + A%A2x4p1+p2 + A%Agx4p1+3p2 + A‘llA;l‘,L_4p1+4p2 T )+

Que pode ser simplificado por

1
Q fr—
> (1 o )\1A1$p1) (1 _ /\3\_1;1233172) ( _ fi_sxps)

(14 ApaPt + Ay AP P2 - A32%P A2 A x®P1FP2 | A2 A2p%P142P2 g
FA3TP A3 Aga®PrtPe o A AZPPITI2 4 A3 ASpSPrtpe g

+A‘11:L"4p1 + A?A2x4p1+pz + A?A%x4p1+3p2 + A?A%x‘lpl%m 4. )

(1 + A1A2A3xp1+p2+p3 + A%A§A§x2p1+2pz+2p3 + A?A§A§$3p1+3p2+3p3+

A%A§A§x4p1 +4pa+4ps . )

Ou seja,

Q ! =
> (1 — )\1A1$p1) (1 — )\i—‘lAz.’EPQ) (1 — %213;]03)

(14 AP + AjApaPHP2  A22P1 A2 Apg?P1¥P2 | AT A2x2P1H2P2 4

FATTP g AT Apae AT AT A4S AST e g Al y
1
1 — A Ay Agaprtp2tps

4 4p1+ 4 A3 ,.4p1+3 4 24 .4p1+4
+A1A2$ P1TP2 + A1A2(E P1 P2 + A1A2$ P1 P2 + c ')
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Simplificando mais uma vez

Q ! -
(1 - MAm) (1 - Ag—j%m) (1 - g‘—;xm)

1-(1+ Apa” + Ay 4+ A?xg’pl + A‘llx‘lpl co )+

Ay AP P2 (1 4 ApaP + Ajr® + AP 4+ Afx'P )+

A%A%a:Qlem . (1 + AyaPt + A1x2p1 + Ai’a:g’pl + Aﬁllx‘lpl 4. )_|_

AB AP (1 4 APt 4 Apa®P 4 ASePP 4 Al )y
1

4 A4, 4pi+dps p1 2p1 4L LY.
AIAQLU (1 + A1[E + All' + ) 1_ A1A2A3{L‘p1+p2+p3

Donde segue

1
Q -

Z (1 — M\ Ajap) (1 — /\2/\_1;12xp2) (1 — ‘:—Sxp?’)

(1 + AyzPt + Ay 4 A:fx?’pl + A?m‘lpl cee )
1
‘ 1 — A Ay Agap1tp2tps

(14 Ay AP P2 - ASAS3P 392 o AT AP tare .. L)

Provando
Q ! =
Z (1 — A\ Ajapm) (1 — ’\2/\—‘?2xp2) ( — ‘j\‘—;’xPS)
1 1 1

1— Ajap 1 — A Agaprtpz 1 — A Ay Aggprtpatos
]

Vemos facilmente que as demonstragoes acima, apesar de simples, sao
demasiadamente longas. O objetivo delas é fazer uma passo a passo de como elas funcionam
e quais sao as ideias ali aplicadas. Essas demonstragoes serao substituidas por suas versoes

mais intuitivas, o leitor percebera que uma demonstragao ¢ copia fiel da outra.
Re-demonstraremos a Proposicao 14.
Demonstracao.

0 1
> (1 — AAgzr)(1 — %ﬂ’?)

_ i—J At AJ .ip1+1Dp2
= Q) XA AL
" 0,50
_ i AJ .ip1+iDp2
= ) AlA
2§20
ok i )
— Z A{Jr AJQw(]+k)P1+JP2
7,k=0
k J
— Z (Arz?) (AIAprﬁpz)

§,k=0

1
(1 — Al.Tpl) (1 — A1A2$p1+p2‘)




Capitulo 3. Partition Analysis 51

Agora re-demonstraremos a Proposi¢ao 15.
1

(1— M\ Azm) (1 - Ag—j%m) (1 - g‘—;xm) -

_ 9 Z )\ll_J)\]—kA’llA%Algxlp1+]p2+kp3
i,,k=0
_ 2 AzlA%Algx%meﬁkps
i=j

j=k
k>0

v

_ Z A11€+m+nA12f+nAl§x(k+m+n)p1+(k+n)p2+kp3

k,m,n=0
— Z (AyzP)™ (AlAprﬁpz)” (AlAQAgxp1+p2+p3)k

k,m,n=0

1

(1 — Ajarr) (1 — Ay Agaprtp2) (1 — Ay Ay AzaPr+p2+ps)

Agora podemos fazer uma generalizacao deste resultado como sugerido por
(MACMAHON, 2001).

Proposigao 16. Seja f>2 o operador descrito acima, entao:
1 —
(1 — AlAlxpl) ( — i_?A2xp2> . (1 _ Anajpn) (1 _ %x?n#—l)

An—l
1
(1 - Alxpl) (1 — A1A2xp1+p2) RN (1 — A1A2 . An+1$p1+p2+"'+pn+l)

v

Demonstracao. Observe que

1
9 =
Z(1 = MA P A2 A, P2 Ao A p Ant1 ppiy
(1 =X Aprr) (1 — 2 APz ) - (1 — 5 B B R e
1 n—1 n
_ _ — k
Q Z )\/161 kQAlflxklpl . )\/262 ksAgzxkzpz . )\fln-i—l knAanknpn .Anr:rllxknﬂpnﬂ _
k;=0
Z A]flxklpl ,Agzzkzpz Akn g knpn ‘Ak"‘*ilxkn+1pn+1
RS n n+
ki=kit1
1<i<n

Considerando k; = k; 11 + mijp1 e myy1 =0
2 (Apat)™ (AlApr”p?)mS e (A1A2 .. .An+1xp1+p2+“'+p"+1)m"“ —
m; =0
1
(1 - Alfpl) (1 - A1A2£E11)1+p2) s (1 — A1A2 .. .An+1:)§P1+P2+"'+Pn+1)

0

O operador Q como visto até o momento nos fornece uma funcao geradora
para particoes cujas partes cumprem as restricoes propostas na Equacao 3.1. Veremos

na proxima proposicao que ao passo que aumentamos o nimero de variaveis auxiliares
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também aumentamos o numero de condigoes as quais submetemos as partes da particao

desejada.

Proposicao 17. Tomemos A e u varidveis auziliares sujeitas ao operador S>2 entao

5 ! ; 1
221 = Agnr) (10— 202 (1 - 2dem) (] Zdmed w ) (1—a) (1—a?)- - (1—a)
1M1 AT A3 u2 ATy Hi—

Demonstragao. Para eliminarmos a varidvel auxiliar ¢ usamos a Proposicao 16 assumindo

oy Aok

pr=1lepy,=0para2 <k <i, Aj =\, Ay = para 3 < k <1

A -
Donde segue que
A p 1
QQ A PYDN AiloA
= = 1—2N\% i
(=) (138 ) (1= 2g) - (1 )

1
(1—)\1x)<1—’;—fx) (1—%x>(1—%x>

Para encerrar a demonstragao basta tomar A, = 1 = p, para todo k, chegando em
1
S (l—a2) (1 —a2?) (1 —a3) (1 —ai)

VO >

O

Veja que a demonstragao esta completa, mas ela omitiu um detalhe importante,
as restrigoes diofantinas que as partes se sujeitam. Para encontré-las examinemos o termo

geral na expansao
a [ A2 M2>a2 (/\1)\3 M3)a3 ()\z‘—w\z‘ i )ai
AMppz) | —5— — e 3.4
(apur) <>\% i A3 e Ny g —1 (34)

1
=) (138) (1=3) - (1)

Ao simplificarmos Equacao 3.4 chegamos em

da expressao

)\?1 —2an+asz )\96132*204171+ai)\%‘711~2ai )\Qiﬂ?lfcMQ . 'MQiEI*aiu(‘Iixal
11— 11— 11— 1

A 1
E por meio da agao de §>2 e de £>2 as parcelas que restam estao sujeitas as restri¢oes
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.
ap +ag = 2as

Qs + ay = 203 ,

Qg+ oy = 205,

Qi = 204 ,

a1 = Qg =Qg = = Q.
\

Outra informacao implicita é que se fixarmos a7, o nimero de maneira de
escolher inteiros que cumpram as restri¢oes, ¢ igual ao niimero de parti¢oes de a; em até ¢

partes.

Exemplo 10. Se tomarmos 0 < ay <4 e i =4 obtemos a sequinte tabela;

Tabela 6 — Solugoes para o exemplo.

a1 as a3z a4 Particdo de oy correspondente
o o0 0 0 0

1 0 0 O 1

2 0 0 0 2

2 1 0 O 1+1

3 0 0 O 3

3 1 0 O 2+1

3 2 1 0 1+1+1
4 0 0 O 4

4 1 0 0 3+1

4 2 0 0 242

4 2 1 0 2+1+1
4 3 2 1 1+1+1+1

Fonte: Produzida pelos autores.

Para estabelecer uma relagao 1-1 entre os valores de «a; e as parti¢coes de ay
basta observar os expoentes de y;, ou seja, as partes sao dadas por oy — g, ap — iz a3 — ay

€ (Qy.

Antes de generalizarmos este processo vamos apresentar mais alguns casos

particulares.

Proposicao 18. Seja A uma varidvel sujeita a acao de Q, entao

1 1

(1 —\x) (1_;\_%2)..‘(1_#332) B (1—2)(1—a3)-- (1 — g%

Ai—1

\e)



Capitulo 3. Partition Analysis 54

Demonstracio. Basta tomar Ay, = 1, py = 1 e pp = 2 para todo k = 2,3,4--- na

Proposicao 16.

Neste caso vemos que o termo geral de

1
(1—X\x) (1 — i_fﬁ) . (1 _ /\A__lap)

4 01 F200 4+ 420 cujas

v

éx partes a estao sujeitas as condigoes

p=0g =20

A tabela abaixo nos fornece as solucoes quando i = 3 e a; + 2as + 2a3 =

paral <7 <6

Tabela 7 — Solugoes para o exemplo.

o
=
Q
o
)
)
<

oln|lw|lvw|la|lw|lrRrke|lvM]|lw]l~R|[o] —
oOlRr|IlN|lRr|lO|lRr|IRr|lOo|l~Rr|lol~r|lol| o
olo|lo|lr|lolrRr|lrRr|lo|lolololo| o
DO OSSOt OO xR W WD

Fonte: Produzida pelos autores.

Podemos extrair desta tabela uma importante informacao, o nimero de parti¢oes
de j em partes impares menores que 2i — 1. Exemplificando, suponha j = 5 entao possui 3

partigoes em partes impares menores que ou iguais a 5, de fato 5, 3+1+1el+1+1+1+1.

Vemos intuitivamente que podemos resolver sistema de inequagoes diofantinas

usando parti¢oes. De fato, se desejamos obter uma funcao geradora para a soma

Zx0101+92a2+93a3+---9iai (35)



Capitulo 3. Partition Analysis 55

onde 0; € Z sujeito a relacao diofantina

o101 + 099 + o33 + -+ -0y = 0 (36)

para todo o; inteiro entao inserimos uma variavel auxiliar A\; e usamos o
operador omega da seguinte forma:

0 1
> (1 — AT'af) (1 — AP2af%) - (1 — ATPa%)

(3.7)

Mas se desejarmos obter a soma da Equacao 3.5 e além da restricao 3.6 tenhamos

outra da forma
Tioq + Tots + T3z + - - Ty = 0 (3.8)
para todo 7; inteiros, inserimos outra variavel auxiliar Ay em 3.7

1
(1 _ )\<171A72'1x91) (1 _ /\‘172/\521’92) .. (1 _ )\tlfi/\72'i$9i>

g (3.9)

E assim por diante, inserimos uma nova variavel auxiliar a cada nova inequagao

restritiva.

Exemplo 11. Criar uma fungao geradora que tenha como termo gemlz gorToaztoast - +5a;

€ que cumpra a Testricao o = g = Q3 = - = Q.

Observando o problema obtemos os valores #; = 1 e ; = 5 para + > 2. Agora
reescreveremos a desigualdade a; = as > a3 = - -+ = «; de modo a ficar evidente os valores

de o.

a1 = <— l-ag—1-a4+0-a34+--+0-aj_1+0-a; =0
« >0

VoWV

Q9 3 — 0'0[1+1'042—1'053+"'+0'Oéi_1+0'a7;

a1 =2 0'041—0-0z2+0-043+~~+1-04i_1—1-0@20

Vé-se que teremos ¢ — 1 variaveis auxiliares A que serao dispostas de modo que
A1 controla a primeira inequacgao, Ay controla a segunda inequacao e assim por diante.
Montado a fungao geradora
0 1
> (1= MAAG A 2h) (1= ATIAIAS - AL ja®) - (1= AQAING - - A aP)




Capitulo 3. Partition Analysis 56

Cuja solucao é

1
(1= (1— 2% (1 — i) (1 — 254

Podemos entao concluir que o conjunto de solugoes deste exemplo, para j =
ay + bas + bag + - - - + Hay, possui a mesma cardinalidade do conjunto de partigoes de j

em partes da forma 5i — 4.

Exemplo 12. Ezaminemos o conjunto de solugoes inteiras {ay, ag, - - - a;} da soma 2 gortian
submetida as inequagoes diofantinas abaizo.

.
a1 +as = 2042

9 + oy = 203

Qo+ o = 2044

o1 = 20(1'

a1>a2>a3>--->ai
\

Temos do exemplo que ¢, = 1, 6, = 4 e demais iguais a zero. Reescrevendo as

condig¢oes obtemos:

p
ap—200+a3=20=1-a01—2-as+1-a3+0-as4---0-, =0

g —203+a, =20=0- 1 +1-ao—2-a35+1-as4---0-, =0
g — 2014+ 0; 20=0-07+--+1-aj9—2-0;_1+1-;=0
<Oéi_l—ZOéiZ0:>0‘a1+"'+O'Oé7;_2+1'04i_1—2'04i20
ap—as=20=1-a00—1-av0+0-a3+---+0-;_1+0 -y =

0
042—043>O:>O-041+1-a2—1-0z3+---+0-04i_1+0-ai20

kOéZ;l—CYi20:>0'051—0'042—1—0'043+"'+1'041;1—1'052'20

E montando a fungao geradora

1
(1= Mpdat) (1= A0 pget) (1= XA s pa®) -+ (1 = Ao 2

V>
VO=

Resolvendo-a,
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1

(1—\2) (1 — i—fxf’) (1 — i—zﬁ) . (1 _ ﬁﬁ)

cuja solucao ja é conhecida por nos.

VO >

1
(1= (1—a%) (1 —2l) - (1 —204)

Apos chegarmos a este resultado vemos que o nimero de solugoes do exemplo
acima ¢ o numero de particoes de o + 4as em partes da forma 5m + 1 que sdo menores

do que ou iguais a 5i — 4.

Nos dedicaremos agora em resolver algumas aplicagoes da teoria apresentada.

Proposicao 19. Seja p(m,n) é o nimero de particoes de n em no mdzrimo m partes.

Entao
0
n=0p 7 (1—2)(1—2?)(1—a3)--- (1 —am)
0
Demonstracio. Desejamos encontrar a forma fechada para a funcao geradora Z p(m,n)z".
n=0

Afim de fazermos uso da teoria aqui apresentada reescreveremos a funcao geradora.

oe)

Z p(m n)mn _ Z xa1+a2+---+am
)

n=0

arzagzZam =0

Em outras palavras desejamos encontrar a funcao geradora para Z glhortlhazttlam opde

as partes estao sujeitas as seguintes inequagoes diaofantinas.

a1 = Qo — l-ag—1-ag+0-as+--4+0-ay,-1+0-q,
Qo

=0
3 — O0-ag+1-a9—1-a3+---+0-p_1+0-, =0

VoWV

D)

U1 = Qy <— 0-a00—0-a0+0-a3+---+1-ap1—1-a,=0
Basta agora resolver
0
(m,n)z" = !
P T N N ) (= A T A e (DAL
=
= 1
Z p(m,n)x" = Q ;
—0 2(1—/\95)(1—ﬁ917)~-(1— - )
n 1 A1 Am—1
aplicando a Proposicao 16 chegamos a
3 (m,n)z" = !
S T i) e



Capitulo 3. Partition Analysis 58

Lema 1. Se a ¢ um inteiro nao negativo entdo:

O A _ A®
>(1-AN(1-2) (1-A4)(1-A4B)
Demonstracao.
Q N =0 Y AN BAY
= (1 - A)\) (1 - 7) = m>=0,n>0

_ Q Z Am B \mne

m=0,n=0

_ Z Aa+n+k B

n,k=0

= ), A"AMAB)"

n,k=0

. 1
(1 —A‘{)(l — AB)

(1-—A)(1-AB)
Da segunda para a terceira passagem usamos o fato de
m—-n—az=0=m=2n+a=m=n+a+k, k=0
0

Proposicao 20. Seja n um nimero inteiro n e A(n) o nimero de triangulos nao congru-

entes de perimetro n e lados inteiros. Entdo

3

280 = A

Demonstrag¢io. Dado um inteiro positivo n, considere A(n) o niimero de triangulos nao
congruentes de perimetro n e lados inteiros, vamos usar o operador Q para obter a funcao
geradora e as inequacoes diofantinas que usaremos sao as da condlgao de existéncia de

triangulos.
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0
n a1+taz+asz
A(n)z Z x
n=0 a1=a2=>a3>1
astaz<ai
9 Z ! +a2+a3)\1111—a2 )\gz—ag )\gz+a3—a1—1
- a,az,a3=0
Q A
> (1 i;:c)(l :\%—’1\%)(1 ifa:)
Q 3
> (1= £a)(1 = Aa?)(1 — §2a)
0 A
>(1— /\i:c)(l 22)(1 — A323)
Id
(1 —a*)(1 —22)(1 — 23)
[

Proposicao 21. Seja Q,,(n) é o nimero de particoes de n em exatamente m partes

distintas. Entao

Z Qum(

n)ax" =

m(m+1)
T 2

1—2)(1—22)---(1—am)

Demonstracio. Note que, se a; + ag + - - + a,,, € uma particao de n em exatamente m

partes distintas, entao estas partes estao sujeitas as seguintes inequagoes diofantinas:

ar=zas+1 = 1-ag—1-ag---0-a,,

as=za3+1 = 0-a1+1-as---0-aq,

m=1 = 0-a1+0-ay---0-

Note que na passagem da segunda igualdade para a terceira a baixo usamos

o Lema 1 para a variavel \;, na passagem da terceira para a quarta igualdade usamos o

Lema 1 para a variavel Ay e assim por diante. Logo,
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Z Qm(n)x" =

0 Z /\?rarl)\g&fasfl o \em—lpaitastetan
> m
ay

)t 7O¢m20

0 Ay
2(1—)\137) (1_%3:) <1—ﬂx)
0 1?)\2_1"')\;3

(1—x)(1—)\2x2)---(1—%x>

(RO PR

Vo)

(1— ) (1 — 22) (1 — Aga®) - -- (1 - ’\—"’:E>

Am—1

(1—x)(1—22)---(1—am)

m(m+1)
X 2

(1—2)(1—22)--- (1L —am)
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4 Consideracoes Finais

Esta dissertacao almejou apresentar aspectos basilares da Partition Analysis,
obra prima produzida por Percy Macmahon, para tanto buscamos referéncias bibliogréafica
solidas para embasar o estudo histérico da carreira deste proeminente matematico. Durante
a elaboracao noés percebemos que as pesquisas de Macmahon nao se restringiam apenas a
particoes, seus resultado em Teoria dos Invariantes lhe rendeu elogios de Arthur Cayley e

de James Joseph Sylvester.

Durante a jornada de escrita desenvolvemos teorias preliminares como particoes
e fungoes geradoras, neste momento nos deparamos com a encruzilhada de “ escrever um
texto conciso e profundamente tedrico” ou “abdicar de aspectos mateméaticos de escrita e
focar em um publico mais abrangente”, pois existem referéncias bibliograficas sobre estes
temas ja consolidadas por sua elegancia. Diante deste impasse decidiu-se pela prodigalidade

de ambas op¢oes, afim de tornar a leitura um deleite assim como foi sua escrita.

As aplicagoes do operador £>2 encontradas e apresentadas, nos levam a concordar

com (WRINCH, 1921) quando diz que/“ aguca o apetite do leitor para o préoximo volume”.

Para pesquisas futuras, nos focaremos em teorias que nao foram apresentadas
aqui como fungoes geradoras em varias variaveis, identidades do tipo série-produto e os

polindmios gaussianos.

Finalizo dizendo que cheguei a Itaca (Konstantinos Kavéfis) e todos meu votos

foram atendidos.
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