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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo de métricas lorentzianas e da teoria de conexoes line-
ares em variedades diferenciaveis, focando em variedades de Weyl com métricas lorentzianas
e conexoes de Weyl. Também analisamos algumas teorias fisicas baseadas nessa geometria,
estendendo a essas teorias o modelo de Kuzmin para um disco fino de matéria. A partir
desse estudo e do limite newtoniano das teorias, investigamos se esses resultados suprem a
necessidade da presenca de matéria escura em galaxias espirais para explicar as curvas de

rotacao observadas.
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Abstract

In this work we study Lorentzian metrics and the theory of linear connections on smooth
manifolds, focusing onWeyl manifolds with lorentzian metrics and Weyl connections. We
also analyze some physical theories based on this geometry, extending to these theories the
Kuzmin model for a thin disk of matter. From this study and from the newtonian limit of
the theories, we examine if these results supply the necessity of the presence of dark matter

in spiral galaxies to explain the observed rotation curves.
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1

Introducao

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo da teoria de conexdes lineares sobre varie-
dades diferencidveis e das propriedades fundamentais das variedades de Weyl com métrica
lorentziana. A conexao de Weyl é uma das extensdes mais simples da conexao riemanniana,
envolvendo apenas um termo de nao-metricidade que depende de uma 1-forma diferencial
definida sobre a variedade. No entanto, essa pequena mudanca introduz conceitos novos
com os quais nao estamos habituados a trabalhar em geometria riemanniana, como por
exemplo a noc¢ao de variedade conforme. Na segunda parte do trabalho, estudamos algu-
mas teorias fisicas da gravitacao baseadas na geometria de Weyl, e suas consequéncias em
escalas galacticas. Em particular, analisamos a possibilidade de essas teorias serem capazes
de explicar a anomalia entre as curvas de rotacao de galaxias observadas e as preditas pela
gravitacao newtoniana.

Na secao 1.1 fazemos uma pequena introducao ao problema das curvas de rotacao de
galdxias espirais e as hipoteses levantadas para explicé-lo.

No capitulo 2 fazemos uma introducao a métricas semi-riemannianas sobre variedades
diferenciaveis, com énfase nas métricas lorentzianas. Apresentamos também um tratamento
introdutério das questoes de causalidade e orientabilidade temporal em variedades lorentzia-
nas. As caracteristicas bésicas da teoria de conexoes lineares em variedades diferenciaveis sao
apresentadas, sendo feito em seguida um estudo da geometria de Weyl, tema deste trabalho.

No capitulo 3 é feita uma pequena introducao a gravitacao newtoniana, com o objetivo
de apresentar o modelo de Kuzmin para um disco de matéria.

No capitulo 4 ¢é apresentado o modelo de Kuzmin relativistico, o qual pretendemos esten-
der para as teorias baseadas na geometria de Weyl. Também ¢é feta uma comparagao entre
os modelos de Kuzmin relativistico e newtoniano.

No capitulo 5 sao apresentadas teorias baseadas na geometria de Weyl, e através da

construcao de modelos de Kuzmin nessas teorias analisamos a possibilidade de que seja



2 Capitulo 1. Introducao

possivel explicar por estas as curvas de rotacao de galdxias espirais sem a necessidade de
matéria escura.

No capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes finais do trabalho.

1.1 Curvas de rotacao e matéria escura

O texto a seguir nao tem a intengao de fazer uma revisao completa sobre as observacoes de
curvas de rotagao de galaxias espirais e as hipéteses levantadas para explica-las, nem do ponto
de vista historico nem do astrofisico, mas apenas de citar brevemente alguns pontos julgados
pelo autor convenientes para uma introducao simples do assunto. Nao necessariamente os
trabalhos citados abaixo sao representantes de toda a atividade de pesquisa realizada na éarea.
Estes foram escolhidos no intuito de fornecer evidéncias de que a gravitagdo newtoniana é
incapaz de explicar o comportamento das curvas de rotacao da maioria das galaxias espirais
e de introduzir as idéias que levaram a hipotese de halos de matéria escura englobando tais
galéxias.

Os primeiros modelos para a massa de galdxias espirais eram baseados em métodos
dinamicos. Mais precisamente, eram derivados das curvas de rotagao observadas. John
C. Brandt, em 1959, considerou um modelo para a massa de galaxias espirais supondo
que toda a matéria se concentrasse no disco galactico [7]. A massa contida na regido do
disco determinada por um certo valor r da distancia ao centro era dada por uma integral
até r que envolvia a velocidade circular. Com esse modelo, Brandt estimou a massa da
galdxia M31 a partir dos dados observacionais existentes na época. Em 1970, Vera Rubin
e Kent Ford publicaram as observagoes mais precisas da curva de rotagao da galaxia M31
para a época [36]. Utilizando o modelo de Brandt, determinaram a distribuigado de massa
da galdxia supondo que toda a matéria se encontrasse no disco. Segundo essa hipotese,
e valendo-se dos dados fotométricos existentes para a distribuicao de luminosidade dessa
galdxia, os autores chegaram a conclusao de que a razao entre a massa e a luminosidade da
galaxia (medidas em termos da massa ¢ da luminosidade solares) integradas até um certo
raio r crescia abruptamente com r até atingir um valor praticamente constante. Além disso,
segundo o modelo, a contribuicao do gés para a massa total da galaxia era menor do que
5%.

Ken Freeman, com base nas observagoes fotométricas que indicavam que o prefil de
luminosidade da parte estelar da maioria das galaxias observadas era praticamente dado por
uma exponencial decrescente, deduziu que a densidade superficial do disco também deveria

seguir o mesmo perfil. Assim, a razdo massa/luminosidade do disco seria constante [18]. A
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partir dessas consideracoes e de dados observacionais sobre a distribui¢ao do gas no plano do
disco, chegou a conclusao de que para parte das galaxias analisadas haveria gande quantidade
de matéria nao observada no plano do disco. Segundo Bosma [6], o trabalho de Freeman
apresentou pela primeira vez, “de uma maneira elegante”, uma discrepancia na massa de
uma galaxia, através de um método utilizado até hoje. De fato, tanto o modelo de disco
exponencial quanto a hipdtese da razao entre a massa e a luminosidade (M /L) ser constante
ao longo do disco estelar ainda sao utilizados hoje em dia (ver, por exemplo, [39]).

Com os dados sobre fotometria e curvas de rotacao na época disponiveis, em 1987 Kent
[27] publicou um trabalho onde analisava, a partir dos dados de fotometria (utilizando as
hipé6teses de Freeman) e da distribuigdo do hidrogénio no disco galactico, a necessidade de
halos de matéria escura para explicar as curvas de rotacao de algumas galdxias espirais,
inclusive da galaxia M31. No mesmo ano, Athanassoula et al. [3], através de uma anélise se-
melhante para um grupo diferente de galaxias espirais, chegaram a conclusao da necessidade
da existéncia de um halo de matéria escura para explicar as curvas de rotagao observadas,
sugerindo que todas as galaxias espirais precisassem de um halo de matéria escura para
ajustar a curva de rotagao predita a observada.

Teorias alternativas também foram propostas na tentativa de, através de modificagoes
da gravitacao newtoniana em escalas galacticas, tentar explicar as curvas de rotacao sem a
necessidade da introdugao da matéria escura. Entre as mais conhecidas estao a “Modified
Newtonian Dynamics”(MOND), teoria proposta por Milgrom [32, 38|, que propde que a
lei da gravitagao deva mudar para baixas aceleracoes, e a teoria proposta por Brownstein e
Moffat [8], que parte de uma lagrangiana dependendo de um tensor covariante antissimétrico
de ordem 3.

Revisoes mais completas sobre os resultados observacionais e os métodos de observacao
de curvas de rotacao de galdxias espirais e sobre o problema da matéria escura em galaxias
sao dadas em [41, 2]. Uma revisao sobre as tentativas atuais de detecgao de particulas que

representem a matéria escura é encontrada em [1].
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Geometria riemanniana e

semi-riemanniana

2.1 Meétricas lorentzianas em espacgos vetoriais

Nesta secao faremos uma breve introducao a métricas em espacos vetoriais, focando o
estudo nas propriedades das meétricas lorentzianas, com o objetivo de apresentar alguns
resultados que serao tteis mais adiante e estabelecer a notacao utilizada ao longo do texto.

Comegamos com algumas definigoes e teoremas sobre formas bilineares, seguindo [23].

Definicao 2.1.1 Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear
sobre V' € uma aplicacao f :'V xV — R linear em cada uma de suas componentes, isto €,
tal que

(i) flav 4+ u,w) = af(v,w) + f(u,w) VYa €R, Yu,v,w e V;

(i) f(u,av +w) = af(u,v) + f(u,w) VYaeR, Yu,v,weV

Daqui para frente, V' denotarda um espacgo vetorial real de dimensao finita, salvo especi-

ficagao em contrario.

Defini¢ao 2.1.2 Seja fuma forma bilinear sobre V. Dada uma base ordenada B = {vy, ...,v,}

deV, amatriz de f com respeito alBB € anxn matriz A com elementos A;; = f(v;,v;).

Sex =3, aju;, y=>_; B, entdo f(z,y) =, aiAif;.

Sejam B = {vq,...,v,} e B' = {uy,...,u,} duas bases ordenadas de V' e f uma forma
bilinear sobre V' com matrizes A em relacao a B e A’ com relagao a B’. Se P for a matriz de
mudanca de base de B para B’ , u; = Zj P;jv;, entao as matrizes de f com relagao a cada

base estao relacionadas por
A= P'AP,
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onde P! é a transposta de P. Segue que o posto da matriz de f é o mesmo em relacio a

qualquer base ordenada de V.

Definigao 2.1.3 O posto de uma forma bilinear f, denotado por posto(f), € igual ao

posto da matriz da forma bilinear em relagao a qualquer base ordenada.

Proposicao 2.1.4 Se f for uma forma bilinear sobre V', as sequintes afirmacgoes sao equi-
valentes:

(i) posto(f) = dimV .

(ii) Dado v nao nulo em V', existe w em V tal que f(v,w) # 0.

(iii) Dado w ndo nulo em V', existe v.em V tal que f(v,w) # 0.
Demonstragao: Ver [23], p. 312. O

Definicao 2.1.5 Uma forma bilinear sobre um espago vetorial V' é dita nGo-degenerada

se tiver posto igual a dimensao de V.

Faremos agora uma breve exposicao sobre formas bilineares simétricas, dando especial
atencao as formas bilineares ditas lorentzianas e a estrutura que elas geram em um espaco

vetorial.

Definigao 2.1.6 Uma forma bilinear f é dita simétrica se f(u,v) = f(v,u) para todos os

vetores u, v de V.
Ha uma forte ligagao entre formas bilineares e formas quadraticas, apresentada a seguir.

Definigao 2.1.7 Uma forma quadrdtica sobre V é uma funcao q:V — R tal que
(i) g(av) = a*q(v)Va € R,Yv € V;

(ii) h(u,v) = tg(u+v) — q(u — v)] € uma forma bilinear simétrica em V.

Dada uma forma bilinear simétrica f sobre V, a forma quadrdtica associada a f é a

forma quadrética ¢ dada por ¢(v) = f(v,v). E facil ver que

() = Jla(u+ ) — glu—v)] (2.1)

Reciprocamente, dada uma forma quadrética ¢ sobre V', a funcao definida acima é uma
forma bilinear sobre V. Desse modo, temos que uma forma bilinear simétrica é completa-

mente determinada por a forma quadratica a ela associada.
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Teorema 2.1.8 Seja V' um espago vetorial real n-dimensional e f uma forma bilinear simétrica
sobre V' que tenha posto r. Entdo existe uma base ordenada {vy,...,v,} de V tal que a matriz

de f nessa base ¢ diagonal e

+1, para 1=1,...,r;
floiv;) = { .
0, para 1> 7.

Além disso, o nimero de vetores vj para os quais f(v;,v;) = 1 € independente da escolha da

base. A matriz de f nessa base é chamada de forma canénica de f.
Demonstragao: Ver [23], p. 318. O

Definicao 2.1.9 O indice de uma forma bilinear simétrica f, ind(f), é a dimensdo do
subespago gerado pelos vetores v; de uma base ordenada tal que a matriz de f nessa base

assuma a forma dada no teorema (2.1.8), com f(vj,v;) = 1.

Segue do teorema (2.1.8) que o indice de uma forma bilinear simétrica estd bem-definido,

sendo independente da base escolhida para diagonalizar f.

Definicao 2.1.10 Uma forma bilinear simétrica f sobre V' é dita postitiva (negativa)
definida se f(v,v) >0 (< 0)Yv € V. caso contrdrio, f é dita indefinida.

Se f for positiva ou negativa definida, dizemos que f é defintda.

2.1.1 Espacgos vetoriais com métrica

Definicao 2.1.11 Uma métrica g em um espaco vetorial real V de dimensao finita € uma
forma bilinear simétrica nao-degenerada sobre V. Se g for positiva definida, g é denominada

um produto interno.
Note que, se f for negativa definida, (— f) serd positiva definida e vice-versa.

Teorema 2.1.12 Seja g uma métrica em V. Entao a aplicacao linear V* — V' que associa
a cada vetor v € V' o funcional linear v* € V* tal que v* - w = g(w,v) para todo w € V €

um isomorfismo.

Demonstracao: A demonstracao desse resultado é idéntica ao caso em que g é um produto
interno [31]. Da bilinearidade de g segue que a aplicacao é linear. Como a métrica é nao-
degenerada, segue do corolério (2.1.4) que a aplicagao é injetiva. Como V' e V* tém a mesma
dimensao, segue do teorema do nucleo-imagem que a aplicagao ¢ sobrejetva, e portanto um

isomorfismo. O
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Logo, dado ¢ € V*, existe um tnico vetor ¢ € V tal que ¢ -v = g(p,v) para todo v € V.
Dizemos que dois vetores v,w € V sao ortogonais com respeito a g, € escrevemos
v L w, se g(v,w) = 0. Dois subespagos W e Y de V sao ditos ortogonais se g(w,y) = 0 Vw €
W, Yy € Y. Dado um subespaco W de V, definimos W+ := {v € V;v L w}. Dizemos que
W é ndo-degenerado se gly for nao-degenerada. Além disso, dizemos que um vetor v é

unitdrio se g(v,v) = £1.

Definicao 2.1.13 Uma base ordenada de V € dita ortonormal se todos os seus vetores

forem unitdrios e ortogonais.

Segue do teorema (2.1.8) que todo espago vetorial com métrica possui uma base ortonor-
mal.

Claramente W+ ¢é um subespaco vetorial de V. Contudo, diferentemente do caso onde V'
é um espaco com produto interno, ndo temos mais necessariamente que V =W @ W+. Por
exemplo, seja g a métrica em R? dada, na base coordenada usual {e, ez}, por g(er,e1) = 1,
glea,e0) = —1, g(er,eo) = 0. Entdo, se W = span(e; + e2), dado v € V é facil ver,
escrevendo v na base {e1, e}, que g(v,e; + e2) = 0 sse v = a(e; + e2). Desse modo, nesse
exemplo, temos que W+ = W.

Temos contudo, as seguintes propriedades:

Lema 2.1.14 Seja W um subespaco de um espacgo vetorial V de dimensao finita com métrica
g. Entao

(i) dimW + dimW+ = dimV,

(i) (WHE =w.

Demonstragao: (i) - Tome uma base ordenada {uy,...,u,} tal que {uy,...,u;} seja base de
W. Temos que v € W+ sse g(v,u;) = 0 para j = 1,....,k. Se A for a matriz de g na base

acima e v = Y _, v;uj, entdo essa condigao é equivalente a E;LZI Ajjvi=0paraj=1,.. k.

j=1
Como A é nao-degenerada, temos que dim(W+L) =n — k, e o resultado segue.
(ii) - Pela definigdo de W+, v € W sse v L W isto é, sse v € (W)*. O

O lema a seguir da condicoes necessarias e suficientes para que tenhamos V =W @ W+
33].

Lema 2.1.15 Um subespaco W C V € nao-degenerado se, e somente se, V =W @ W+.

Demonstragao: Como dim(W + W) = dimW + dim(W+) — dim(W N W) e dimW +
dim(W+) = dimV, temos que V.=W @ W sse WN W+ = {0}. Mas WnNnWt = {v e

W;v L W} é o subespago nulo se, e somente se, W for ndo-degenerado. O
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E imediato do lema acima que W é nao-degenerado se, e somente se, W+ o for. Definimos
agora o objeto principal desta secao, uma métrica lorentziana sobre um espaco vetorial,
e apresentamos os principais resultados provenientes dessa estrutura. Seguiremos abaixo

principalmente a referéncia [33].

Definicao 2.1.16 Uma métrica lorentziana sobre V é uma métrica sobre V de indice
1. Um espacgo vetorial V' com dimV > 2 munido de uma métrica lorentziana é chamado de

espacgo vetorial lorentziano.

Uma métrica lorentziana divide um espago vetorial em trés regioes disjuntas: g(v,v) < 0,

g(v,v) =0e g(v,v) > 0.

Definicao 2.1.17 Um vetor v em um espacgo vetorial V com métrica lorentziana g € dito
(i) tipo-tempo se g(v,v) >0,
(i) nulo ou tipo-luz se g(v,v) =0 com v # 0,
(ili) tipo-espago se g(v,v) <0 ou v =0.
O congunto A de todos os vetores tipo-luz de V é denominado o cone de luz de V com

respeito a g. O tipo do vetor é denominado seu cardter causal.

A definicao acima é estendida para subespacos de V' da seguinte maneira: Um subespaco
W de V é dito tipo-espacgo se g|lw for negativa definida, tipo-tempo se g|w for nao-
degenerada de indice 1, e tipo-luz se g|y for degenerada. Assim como no caso de vetores,

o tipo de subespaco a que W pertence é denominado seu cardter causal.

Lema 2.1.18 Se z for um vetor tipo-tempo em um espaco vetorial lorentziano V, entdo o

subespaco span(z)* € tipo-espago e V = span(z) ® span(z)*

Demonstragdo: Pelo lema (2.1.15), V = span(z) @ span(z)*. Além disso, pelo teorema
(2.1.8), temos que g|span(-)2 € negativa definida (basta tomar uma base ortonormal de

span(z)t), e portanto span(z)t é tipo-espaco. O

Segue do lema que um subespaco W C V é tipo-tempo se, e somente se, W+ for tipo-

espaco, e que W é tipo-luz se, e somente se, W+ for tipo-luz.

Lema 2.1.19 Seja V um espaco vetorial lorentziano. Entao

(i) Vetores tipo-luz ortogonais sao colineares;

(ii) Dois vetores ortogonais que nao sao tipo-espago devem ser tipo-luz, e portanto coli-
neares;

(iii) Nao existe subespago bidimensional de V onde a métrica seja identicamente nula.
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Demonstracao: (i) - Sejam u, v vetores tipo-luz ortogonais. Pelo teorema (2.1.8), existem
um vetor unitario tipo-tempo w, vetores tipo-espaco u, v e constantes nao nulas a,b € R tais
que ©v = aw + u, v = bw 4+ v. Como u e ¥ sao tipo-espaco, a desigualdade de Schwarz nos
da |g(a,v)|* < |g(@,u)].]g(v,0)|, com igualdade se e somente se os vetores forem colineares.
De g(u,u) = 0 temos que g(u, @) = —a?, de g(v,v) = 0 temos g(v,?) = —b* e de g(u,v) =0
temos que ¢(u,v) = —ab. Logo hé a igualdade, e portanto existe o € R tal que @ = ad. De
g(t,0) = —ab segue que o = a/b, e portanto u e v sdo colineares.

(ii) - Pelo lema (2.1.18) néo existem dois vetores tipo-tempo ortogonais. Logo, dois vetores
ortogonais que nao sejam tipo-espago devem ser tipo-luz, e portanto colineares pelo item (i).
(iii) - Pelo argumento usado na demonstragao do item (i), ndo pode existir um subespagco

com dimensao maior do que 1 onde a métrica seja identicamente nula. 0

E facil verificar se um subespago de V' é tipo-espago. Veremos agora critérios para que

um subespacgo de V' seja tipo-tempo ou tipo-luz, respectivamente.

Lema 2.1.20 Seja W um subespaco de dimensao > 2 de um espacgo vetoral lorentziano V.
As afirmacoes abaizo sio equivalentes:

(i) W é tipo-tempoy,

(il) W contém dois vetores tipo-luz linearmente independentes;

(iii) W contém um vetor tipo-tempo.

Demonstracao: (iii)= (i) é imediato. (i)= (ii): Seja {vy,...,v,} uma base ortonormal de V/,
com vy tipo-tempo e vy tipo-espago vetores de W. Entao vy + vy e v1 — vy sao vetores tipo-luz
linearmente independentes. (ii)= (iii): Pelo lema anterior, se u e v forem vetores tipo-luz

linearmente independentes, entdao g(u,v) # 0. Logo, ou u + v ou u — v serd tipo-tempo. [

Lema 2.1.21 Seja W um subespaco de um espaco vetoral lorentziano V. Sao equivalentes:
(i) W é tipo-luz
(ii) W contém um vetor tipo-luz mas nao contém nenhum vetor tipo-tempo;
(iii) W N A = L\{0}, onde L é um subespago unidimensional de V.

Demonstragao: (i)= (ii): Como W é degenerado, contém um vetor tipo-luz. Pelo lema
anterior, nao pode conter um vetor tipo-tempo.(ii)= (iii): Segue do lema (2.1.19). (iii)=
(i): W nao pode ser tipo-espago, pois contém um vetor tipo-luz. Pelo lema anterior, também

nao pode ser tipo-tempo. ([l

Dado um vetor v € V' tipo-tempo, seja

C(u) = {v € V tipo-tempo ;g(v,u) > 0} (2.2)
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o cone temporal de V contendo u. Claramente, C'(—u) é um cone temporal disjunto de
C(u). Além disso, como span(u)* é tipo-espaco, temos que o conjunto dos vetores tipo-
tempo de V' é dado por C(u) U C(—u). Além disso, das propriedades da métrica segue que

0s cones temporais sao conjuntos convexos.

Lema 2.1.22 Vetores tipo-tempo u e v estao no mesmo cone temporal se, e somente se,
g(u,v) > 0.

Demonstragao: Tome v € C(u) e w tipo-tempo. Sem perda de generalidade, podemos
tomar u unitdrio. O argumento é semelhante ao usado na demonstragao do lema (2.1.19).
Escrevamos v = au+0, w = bu+w, com a > 0 (pois g(u,v) > 0) e b # 0 constantes ndo-nulas
e ¥, L u. Como v e w sdo tipo-tempo, temos que a? > —g(v,0) e b*> > —g(w,w). Além
disso, g(v,w) = ab + g(v,w), e pela desigualdade de Schwarz |g(v,w)|* < |g(v,D)|.|g(w, w)|.
Logo, g(v,w) tem o mesmo sinal de ab. Como a é positivo, g(v,w) tem o mesmo sinal de
b= g(u,w). d

Para vetores tipo-tempo vale um analogo da desigualdade de Schwarz, porém com o sinal
da desigualdade invertido. Isso permite definir unicamente um angulo hiperbélico entre tais

vetores, em analogia com o caso em que a métrica é definida.

Definicao 2.1.23 Definimos a norma de um vetor em um espaco vetorial lorentziano por

g(v,v), se v for tipo-tempo;
lv| = —g(v,v), sew for tipo-espago;
0, se v for tipo-luz.

Proposigao 2.1.24 Sejam u e v dois vetores tipo-tempo. Entdo

(i) |g(u,v)| > |u|.|v|, sendo a igualdade vilida somente se u e v forem colineares.

(ii) Se w e v estiverem no mesmo cone temporal, entao existe um unico nimero ¢ € [0, 00)
tal que g(u,v) = |u|.|v| coshy. FEsse numero é chamado de dngulo hiperbslico entre os
vetores u e v.

(iii) Se u e v estiverem no mesmo cone temporal, entio |u| + |[v| < |u + v|, sendo a

igualdade valida somente se u e v forem colineares.

Demonstragdo: (i) - Escreva v = au + 0, com a > 0 e v L v. Entao g(v,v) = a*g(u,u) +
g(v,0) > 0. Logo,

2

g(uvv) = a29<u7 u)2 = (g(vv U) - 9(677}))g<u7u) > g(U, U)g(u’ u)>
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com a igualdade vélida se e somente se g(,0) = 0, isto é, se e somente se 0 = 0.

(ii) - Segue de (i), com g(u,v) > 0.

(i) - (lul +[v])? = g(u,w) + g(v,v) +2[ul.Jv] < g(u,u) + g(v,v) +2g(u,v) = g(u+v,u+v).
O

Definicao 2.1.25 Dado um vetor tipo-tempo u em V, o conjunto
Clu) = {v eV 19(v,0) = 0, glv,u) > 0} (2.3)

¢ chamado de cone causal de V contendo u.

Note que 0 & C‘(u) e C(u) C C‘(u) para todo vetor tipo-tempo u, sendo essa inclusio
prépria. De fato, C'(u) engloba também os vetores v do cone de luz tais que g(v,u) > 0,

como mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 2.1.26 Seja V um espaco vetorial lorentziano. Entao

(i) Sew,v € V nao forem tipo-espacgo, entdo estardo no mesmo cone causal se, e somente
se g(u,v) > 0 ou forem vetores tipo-luz colineares, v = au, com « > 0;

(i) Se u for tipo-tempo, entio C(u) = C(u) U At(u) = C(u)\{0}, onde At(u) ¢ o
subconjunto de A formado pelos vetores w € A tais que g(u,w) > 0 e C(u) € o fecho de

C(u), onde A € o cone de luz de g (ver def. (2.1.17));

(iii) Cada cone causal é um conjunto convezo;

(iv) Os cones causais sao as componentes conexas do conjunto de todos os vetores que

nao sao tipo-espaco em V.

Demonstragio: (i) - (=) Seja w € V tipo-tempo tal que u,v € C(w). Entdo g(u,w) >
0, g(v,w) > 0. Temos que g(u,v) > 0, por um argumento semelhante ao utilizado na
demonstracao do lema (2.1.22). Se g(u,v) = 0, entao segue do lema (2.1.19) u e v devem
ser tipo-luz, com u = awv, e de u,v € C(w) que a > 0.

(<) Se g(u,v) > 0, temos dois casos:

(a) u é tipo-tempo. Nesse caso, segue da definigdo do cone causal que v € C (u).

(b) u e v sdo tipo-luz. Seja w € V um vetor unitério tipo-tempo tal que u € C(w).
Entao g(u,w) > 0. Escrevendo v = aw + @, v = bw + v com a > 0, b # 0 u,0 L w,
temos da desigualdade de Schwarz que |g(u, 0)|* < |g(u, u)|.|g(v,v)| = a®.b?, de forma que
g(u,v) = ab+ g(u,?) tem o emsmo sinal de b = g(u, w).

(i) De (i), C(u) = C(u) U {v € A ;g(u,v) > 0} = C(u) UA*(u). Como g é continua,
C(u) = {v eV g(v,v) > 0,9(u,v) >0} ={v eV ;g(v,v) >0,g(u,v) > 0}, e portanto
O(u) = Clu)\{o}.
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(iii) - Se v,w € C(u) e y = tv + (1 — t)w, com t € [0,1],
9(y,y) = g(v,v) + (1 = t)g(w, w) + 2¢(1 — t)g(v,w) > 0

e g(y,u) = tg(v,u) + (1 — t)g(w,u) > 0. Logo, C(u) é convexo.
(iv) - Do item anterior, cada cone causal é conexo. Seja V o conjunto de todos os vetores

de V que nao sao tipo-espago. Da demonstragao do item (ii), dado um vetor u tipo-tempo,

Cu)NY = C(u), C(—u)NVY = C(—u). Logo, V = C(u) UC(—u) é uma cisdo nao-trivial de

V), e portanto os cones causais sao as componentes conexas de V. O

A préxima proposicao nos diz que uma métrica lorentziana é determinada, a menos de
um fator multiplicativo, por seu cone de luz. Esse resultado sera tutil quando formos estudar

variedades de Weyl com métrica lorentziana.

Proposicao 2.1.27 Sejam g e g duas métricas lorentzianas em um espago vetorial V. g e g
definem o mesmo cone de luz se, e somente se, existir uma constante X € R tal que g = Ag.

Se dimV > 2, entdo seque que g e g terao os mesmos cones causais e A > 0.

Demonstracdao: Seja v um vetor tipo-tempo unitario com respeito a g, e tome v unitario
com respeito a g com g(u,v) = 0. Entao, os vetores u £ v satisfazem g(u +v,u £ v) =0, e

portanto também sao tipo-luz com respeito a g. Logo,
0=g(utv,utv)=guu)+gv,v)£2g(u,v),

e portanto g(u,v) = 0, g(u,u) = —g(v,v). Assim, a forma quadrética associada a § é um
miultiplo da forma quadratica associada a ¢, de modo que § = Ag para alguma constante

A # 0. Se dimV > 2, entao g e g definem a mesma estrutura causal, logo A\ > 0. U

Trataremos agora brevemente do conceito de isometria entre métricas, particularizando
depois para métricas lorentzianas, a fim de posteriormente estender o conceito para varieda-

des lorentzianas.

Definicao 2.1.28 Uma transformacao linear T : V. — V em um espaco vetorial com

métrica € uma tsometria se T preservar a métrica g, isto é, se
g(Tu, Tv) = g(u,v)Vu,v € V.

Mais geralmente, se (V,g) e (\7,57) forem dois espagos vetoriais de mesma dimensdo com

métricas g e g, respectivamente, definimos uma isometria de V em V como sendo uma
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aplicagio linear T : V. — V tal que §(Tu, Tv) = g(u,v)Vu,v € V. Nesse caso, dizemos que
(V,g9) e (V.§) sio isométricos.

Como no caso de operadores unitarios [23], T': V' — V é uma isometria se, e somente se,

T preservar as formas quadraticas associadas a g e g.
Lema 2.1.29 Se T : (V,g) — (V,§) for uma isometria, entio T ¢ isomorfismo.

Demonstragao: Basta provar que T' é injetiva. Como T é isometria, Tv =0 = §(Tv,Tu) =

OVueV = gv,u)=0Vu €V =v=0, jd que g e g sdo nao-degeneradas. O

Teorema 2.1.30 O conjunto das isometrias de um espaco vetorial V com métrica g € um

subgrupo de Lie mergulhado de GL(n,R).

Demonstracao: Claramente, a composta de isometrias é uma isometria. Além disso, como
toda isometria é um isomorfismo, segue que a inversa de uma isometria é uma isometria.
Logo, o conjunto das isometrias de (V, ¢g) é um subgrupo de GL(n,R). Esse conjunto é dado
por

{T € L(V) :q(Tu) = q(u) Yu € V},

onde L(V') é o espago vetorial dos operadores lineares em V e ¢ é a forma quadrética associada

a g. Como q: V — R é continua, segue que esse subgrupo é fechado, e portanto é um

subgrupo de Lie mergulhado de GL(n,R) ([29], p. 526). O

2.2 Geometria riemanniana e semi-riemanniana

Primeiramente fixemos a notacao utilizada ao longo do texto. Seja M uma variedade
diferenciavel. Para cada p € M, T, M ¢ o espago tangente de M em p, e Ty M o respectivo
espaco cotangente. T'M e T* M sao os fibrados tangente e cotangente de M, respectiva-
mente. 77 M denota o fibrado tensorial dos tensores r-covariantes e s-contravariantes (ou
do tipo (r,s)), de modo que TYM = TM e Ty M = T* M. Utilizaremos, seguindo [29, 30,
T (M) para o conjunto das se¢oes suaves de 77 M. Particularmente, para campos vetoriais,
serd usado X(M) = Z°(M). Um fibrado vetorial E com base M e projegao 7 serd também
denotado por 7 : E — M. O conjunto das segoes suaves de E serd denotado por I'(E). Um
referencial local de E serd um conjunto de segoes locais (074, ...,0,) de E definidas em um
aberto U C M que sdo base de E, = 7 (p) para cada p € U.

No que segue, seguiremos principalmente [30, 33].
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Definicao 2.2.1 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica semi-riemanniana
em M, ou simplesmente uma métrica em M, é um campo tensorial g € TE(M) simétrico

e nao-degenerado, de indice constante sobre M.

Desse modo uma métrica g em M associa, de modo suave, uma métrica em cada espaco
tangente 1, M. Embora tenhamos dado o mesmo nome para os dois objetos, a referéncia
a um ou a outro fica geralmente clara pelo contexto. Quando houver ambigiiidade, nos
referiremos especificamente a métrica de M ou a métrica do espaco tangente. Note que
é necessario requerer que o indice de g seja constante sobre toda a variedade. Se M for
conexa, entao necessariamente o indice de g é constante sobre M, porém nada garante que
o indice de g seja o mesmo em diferentes componentes conexas de M.

Se g for positiva definida sobre M, de modo que determine um produto interno em cada
espaco tangente de M, entao g é dita riemanniana. Se g tiver indice 1 sobre M, g é
dita lorentziana. Uma métrica indefinida de indice qualquer recebe o nome de métrica
semi-riemanniana, e engloba os dois casos anteriores. Da mesma forma, a variedade sub-
jacente serd chamada de riemanniana, lorentziana ou semi-riemanniana, conforme o caso.
Focaremos nosso estudo em variedades semi-riemannianas e, mais especificamente, varie-
dades lorentzianas. FEsse é o caso do formalismo matematico utilizado na relatividade
geral e na maior parte das teorias alternativas da gravitacao propostas nos tltimos anos
[46, 13, 14, 11, 25|, algumas das quais serao analisadas na segunda parte deste trabalho.

Notemos que toda variedade admite uma métrica riemanniana, obtida através da “cola-
gem” de métricas construidas em abertos coordenados por meio de uma particao da unidade
(ver [12], p. 47). Contudo, esse mesmo processo nao pode ser aplicado para a construgao de
uma métrica semi-riemanniana sobre a variedade, pois nao é garantido que o campo tensorial
resultante seja nao-degenerado. Veremos neste capitulo condigoes suficientes para que uma
variedade possua uma métrica lorentziana. Uma caracterizacao das variedades que admitem
métrica lorentziana pode ser encontrada em [33].

Vejamos inicialmente como ¢ estendido o conceito de isometria entre espagos vetoriais

para variedades.

Definigao 2.2.2 Sejam (M, g), (N, h) variedades semi-riemannianas com métricas g e h,
respectivamente. Dizemos que uma aplicagio F : M — N € uma isometria se F for um
difeomorfismo que preserve as métricas de M e N, isto €, tal que F*h = g. Se existir uma

isometria entre duas variedades (M, g), (N, h), estas serao chamadas de isométricas.

A condicao F*h = g se traduz como: dadop € M e X,Y € T,M,

9p(X,Y) = hpp) (F.X, F.Y),
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onde F, é a diferencial de F.

Veremos adiante que a existéncia de uma conexao natural em uma variedade semi-
riemanniana (a conexao de Levi-Civita) dd4 um papel fundamental para isometrias entre
duas variedades semi-riemannnianas. Os objetos geométricos definidos a partir dessa co-
nexao serao preservados por isometrias, de modo que duas variedades isométricas serao tidas
como indistingiiiveis do ponto de vista da geometria semi-riemanniana. Essa afirmagao nao é
verdade, contudo, para conexoes mais gerais, tema do presente estudo. Para prosseguirmos,
definimos a seguir uma conexao em M, e apresentamos com certo detalhe os fundamentos
da teoria de conexoes lineares sobre uma variedade diferencidavel M. Seguiremos de perto o

desenvolvimento feito em [30], com pequenas modificagoes.

2.2.1 Conexoes lineares

Definicao 2.2.3 Uma conexdo em um fibrado vetorial m : E — M é uma aplicag¢do
V:X(M)xT(E)— X(M), (2.4)

denotada por (X,Y) — VxY, satisfazendo as trés condi¢oes abaizo:
(i) VxY € linear em X sobre C*°(M):

Vixitx,Y = fVx,Y + VY VX, Xy € X(M), VY €T(E), Vf e C®(M)
(ii) VxY € linear em Y sobre R :
Vx(aY: +Y;) =aVxY1 +VxYy, VX eX(M), V1, e [(E), Vae R
(iii) V satisfaz a regra do produto
Vx(fY)=fVxY +(Xf)Y VXeXM), YY eI'(E), VfeC®M)
VxY é chamada de derivada covariante de Y na direcgdo de X.

Segundo a definicao acima, V atua em sec¢oes globais de TM e de E. Contudo, temos

que a conexao tem um carater local, como é explicitado nos lemas seguintes:

Lema 2.2.4 Seja V uma conexio em E, X € X(M),Y € I'(E) e p € M. Entao VxY]|,
depende somente dos valores de X e Y em uma vizinhanca arbitrariamente pequena de p,

1sto €, se X = XeY =Y emuma vizinhanga de p, entio VxY|, = VXY/\I,.
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Demonstragao: Ver [30], p. 50. O
Lema 2.2.5 Nas notagoes do lema acima, VxY |, depende somente do valor de X em p.
Demonstragao: Ver [30], p. 50. O

Dessa forma, VxY pode de fato ser interpretada como uma derivada direcional. Veremos
agora o caso de maior interesse: quando E = T M. Uma conexao em T'M ¢é chamada de
conezdo linear. Freqliientemente o adjetivo “linear”serd omitido quando nao houver perigo
de confusao, chamando a conexao em 7'M apenas de “conexao”, ou “conexao em M”. Esse
sera o caso daqui para a frente, a menos que esteja explicito o contrario.

Se {E;}}, for um referencial local para TM em um aberto U € M, definimos os

coeficientes da comezxdo em relagao a esse referencial por
_ Tk
Vi E; =1 Ey. (2.5)

Na férmula acima, assim como no restante do texto, é usada a convencao de Einstein,
segundo a qual indices repetidos devem ser somados de 1 a n (onde n é a dimensao da
variedade), a menos que se diga o contrario.

A conexao é completamente determinada por seus coeficientes. De fato, se X = X'E; e
Y =YJFE; em U, entdo

VxY = (X(Y*) + XYIT})E; (2.6)

em U. Para um referencial coordenado {0;},

VY = XY(V,Y)9,
= X'(O,Y* +Y'TL)on, (2.7)

onde
ViY7 =9, Y* + Y'TL. (2.8)

Uma conexao determina, dessa forma, a derivada covariante de campos vetoriais. Existe
uma generalizacao natural dessa definicao para campos tensoriais arbtrarios, dada pelo lema

seguinte [30]:

Lema 2.2.6 Seja V uma conexao linear em M . Entao V define uma unica conexdao em
cada fibrado tensorial T (M), também denotada por V, tal que:

(i) Em TM, ¥V coincide com a conexdo original.
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(il) Em C*®(M), V coincide com a derivagdo:
Vxf=X(f) VX eX(M), VfeC®M).
(iii) V satisfaz a regra do produto com respeito ao produto tensorial:
Vx(FRG)=(VxF)® G+ F ® VxG.
(iv) V comuta com contragoes:
Vx(trF) =tr(VxF),

onde tr denota a contragao com respeito a algum par de indices.
Essa conexao também satisfaz:
(v) Para Y € X(M) e w uma I-forma,

Vx(w . Y) == (VXw) . Y—i—u) . (VXY)
(vi) Para F € (M), campos vetoriais Y; e 1-formas w’,
(VxF)(w', ..., 0" Y1,...Y,) = X(F(w', .. o"Y], ... Y,)) —
=) P! Vxw W YY) -
j=1

=Y P!, W',V xY LY. (2.9)
=1

Demonstracao: Primeiramente, notemos que as propriedades (i)-(iv) implicam (v) e (vi).

Para uma 1-forma w e um campo vetorial Y, w(Y) = tr(w ® Y'). Logo, por (iv) e (iii),
Vx(w@))=tr(Vx(w®Y))=tr(Vxw) @ (Y) +w® (VxY)), (2.10)

e portanto a afirmamagao (v) segue das anteriores. Para campos tensoriais irredutiveis, (iii)
e (v) implicam (vi). Como (vi) define uma conexao em 7 (M), (vi) vale para campos

tensoriais arbitrarios. Dessa forma, (vi) é a tinica conexao que satistaz (i) - (iv). O

Em coordenadas, temos para uma 1-forma w = w;dz" e para um campo vetorial X = X79;
em um aberto U C M,
Vxw = X (Juwp — w;TY,)dat. (2.11)
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Para um campo tensorial F' € 7 (U),
ViF = X <0qF“'“’S g £ S Do
-2 ngnFil"'isjl.A.p...jr)31'1 ®..®0 ®d" ®..®de". (2.12)

Temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.7 Seja V uma conexdo linear em M e F € ] (U). Entdo a aplicacao
VF: (W' 0" Y1, Y, X) = (VxF) (W, .., w", Y, ., YY) (2.13)
definida em (2.2.6) é um campo tensorial suave (r+1)-covariante e s-contravariante.

Demonstragao: Ver [30], p. 54. d

Em coordenadas, escrevemos para um tensor do tipo (r,s)
VxF =XV, Frb 0, ®.. 00, @d @ ... @ de’,

onde

Jie-Jr B

Vo FUty e = 0 Y T Er
- Z ngnF“mZSjl.‘.p...jr' (2.14)

é a derivada covariante parcial de I com respeito a coordenada ¢ nesse sistema de

coordenadas.

2.2.2 Aceleracao e geodésicas

Uma conexao V em M permite definir de maneira invariante a derivada direcional de
um campo vetorial ao longo de uma curva, e assim calcular a aceleragao de uma curva com
respeito a essa conexao. O lema abaixo formaliza esse conceito. Aqui, X(7) representa o
conjunto dos campos vetoriais suaves sobre a imagem de v em M . Além disso, a menos

que dito o contrario, I e J serao intervalos da reta.
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Lema 2.2.8 Seja V uma conexao em M e I C R um intervalo da reta. Para cada curva

v: 1l — M,V determina um unico operador
Dy X(y) — X(7)

satisfazendo:
(i) Dy € linear sobre R;

(ii) Dy satisfaz a regra do produto
D(fV) = fDV + fV WV € X(y), Vf € C(I),

onde f ¢ a derivada de f;

(iii) Se V for induzido por um campo vetorial V em X(M), entdo
DV = (Vs)V);
(iv) Em coordenadas locais, se V(t) = VI()9;, entdo
(DV)(t) = V() + VI ()5 (05 (4(2))]0-
Demonstragao: Ver [30], p. 57. O

Definicao 2.2.9 Seja v : 1 — M uma curva. Entao a aceleragdo de v com respeito a V

¢ dada pelo campo vetorial Dy ao longo de .

Definigao 2.2.10 Seja V uma conexao em M. Uma geodésica com respeito a V é uma

curva cuja aceleragao com respeito a V é nula.

Em coordenadas locais (U, (z')), escrevendo z' o y(t) = z'(t), uma geodésica satisfaz a
equacao
B (t) + T (y(1)d (8)a’ (t) = 0. (2.15)

Definindo a velocidade da curva por u = 7, de forma que v = @', podemos reescrever
a equacao acima como
W (t) + T (v (8)u' () (t) = 0. (2.16)

Na definicao acima, estd implicito que por uma geodésica se entende uma geodésica

parametrizada. Existe uma familia de parametrizagoes preferenciais para uma geodésica, as
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quais permitem que D;y = 0 ao longo de 7. De fato, se s = ¢(t) for uma reparametrizacao

de v, Y(s) = v(t), entao

- ¢ -
DA = 5 (2.17)
como ¢ visto em coordenadas:
A2k A7t di z dz*
T ppdidy ¢ do (2.18)
ds? T ds ds (¢)? ds
Também ¢ facilmente visto que, se existir uma funcao diferenciavel a tal que
d*z” p dt dxd dz®
e 2 — B 2.19
ds? Ty ds ds a(s) ds’ (2.19)

entdo, a menos de uma constante aditiva, a (tnica) aplicagdo ¢(t) dada pela solugao da

% = —a(t) (%)2 (2.20)

¢ uma reparametrizagao local (enquanto for inversivel) de uma geodésica.

equagao diferencial

Desse modo, somos levados & seguinte defini¢ao [33]:

Definigao 2.2.11 Seja v : [ — M uma curva. Entao v € uma pré-geodésica se existir

uma reparametrizacao ¢ : I — J tal que ¥ =~yo ¢~ J — M seja uma geodésica.

Pela observagao acima, v é uma pré-geodésica se, e somente se, satisfizer a relagao (2.19)

para alguma funcao a.

Definicao 2.2.12 Seja v : I — M uma pré-geodésica em M. Um parametro afim dey é

uma reparametrizagao de vy que a transforme em uma geodésica.

Segue da definicao acima e de (2.18) que, se s for um parametro afim de v, entao z
também serd um parametro afim se, e somente se, z = as + b, com a # 0. Além disso, se
v =4 o ¢, entao (t) = é(t)%(t). Dessa forma, a escolha da parametrizacao de uma curva é
equivalente a escolha (em uma métrica riemanniana, por exemplo) da norma da velocidade
ao longo da curva. E de se esperar que se v for uma geodésica, isto é, se sua aceleracao
for nula, sua parametrizacao afim seja tal que a norma de sua velocidade seja constante.
Contudo, como a aceleracao de uma curva depende da conexao tomada em M, a norma
do vetor velocidade de uma geodésica também dependera. Veremos que para a conexao de
Levi-Civita as geodésicas tém velocidade constante, enquanto que para conexoes mais gerais

(em particular para a conexao de Weyl) isso deixa de ser verdade.
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Uma conexao em M permite nao sé definir a aceleracao de curvas, mas também permite
comparar vetores em espagos tangentes diferentes. Em R, dois vetores em pontos diferentes
sao ditos paralelos se, quando transladados para a mesma origem, forem proporcionais. Em
uma variedade diferenciavel, sem nenhuma estrutura adicional, nao existe uma maneira
“natural”’de transladar vetores de um espaco tangente a outro, e portanto nao é possivel
comparar vetores em espacos tangentes diferentes. Veremos abaixo que, dotando a variedade

de uma conexao, é possivel fazer essa comparacao.

Definigao 2.2.13 Seja V uma conexao em M e~y : 1 — M uma curva. Dizemos que um

campo vetorial V € X(v) é paralelo ao longo de v sequndo V se D;X = 0 ao longo de
.

Seja v : I — M uma curva com ty,t € I.Dada uma conexao V em M, definimos o

operador de transporte paralelo
Ptot . T’y(to)M — T’\/(t)/\/l (221)

como sendo o operador linear que associa a um vetor V € T ,)M o vetor V(t) em T’ M
obtido propagando V' paralelamente - segundo a conexao V - ao longo de 7 (pelo teorema de
existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordindrias e pelo fato de localmente V(¢) ser
a solugdo de um sistema linear de equagoes diferenciais ordindrias, temos que V' (t) existe e é
unico para cada t - ver [21], p. 79). Além disso, como vetores linearmente independentes sao
levados por P;,; em vetores linearmente independentes ([21], p. 82), P, ¢ um isomorfismo.
O lema seguinte nos da uma relagao entre a derivada covariante de um vetor ao longo de

uma curva e o respectivo operador de transporte paralelo [30]:

Lema 2.2.14 Seja V uma conexdo em M e~ : I — M uma curva, com 'V € X(v). Entao,

nas notacoes acima,
PlV(t)—-V(t
D,V (to) = lim e V(2) = V(bo) (2.22)
t—to t— 1o

Demonstragao: Seja (Ey(t), ..., E,(t)) um referencial paralelo ao longo de vy, com Ej(ty) = E;.
Escrevendo V(to) = V{ E;,V (t) = VI(t)E;(t) temos que D,V (t) = VI(t)E;(t), e PtV (t) =

Vi(t)E;. Logo,
1

t—to

1
t—to

€ a expressao segue. 0

(Pt V(1) = V(t)) =

ot

(VI(t) = Vi) E;,
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Pelo teorema de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordindrias [42], temos
que dado um vetor V,, € T, M existe uma tnica geodésica com posi¢ao inicial p e velocidade
inicial V,,. Também, dada uma curvay : I — M eV, € T, M com ~(ty) = p, existe um tnico
campo vetorial V' € X(v) paralelo ao longo de v tal que V(ty) = V,. Nesse caso, dizemos
que o campo vetorial V' é obtido propagando paralelamente V, ao longo de 7. Note que
todos esses conceitos dependem da conexao tomada em M, de modo que um campo vetorial
paralelo ao longo de uma curva em relagao a uma dada conexao nao serd nacessariamente
paralelo em relagao a outra conexao.

Dessa forma, uma geodésica pode ser indexada pelo vetor no fibrado tangente que a gera
(onde implicitamente fica informado o ponto da variedade onde a curva comega). Dado
V e T, M, denotamos por vy a geodésica maximal com v (0) = p e 4y (0) = V daqui por
diante. Fazendo t — at, segue das observagoes acima que t +— 7y (at) também serd uma

geodésica, com velocidade inicial afy (0) = aV. Logo, temos que

v (at) = vav () (2.23)

para at no dominio de definicao de ~y .
Seja £ C T'’M o conjunto de todos os vetores V' € T'M para os quais a geodésica 7y esteja
definida ao menos em [0,1], e defina £, = £ N T, M. Definimos a aplicag¢do exponencial

como sendo a aplicagao

exp: & — M, (2.24)
V o= w()

onde 7y é a geodésica com velocidade inicial V. Em coordenadas locais, com u/ = 47, a

exponencial é dada pelo fluxo de

W = —Th(z)u',

it = (2.25)

para k = 1,...,n, avaliado em t = 1. Da diferenciabilidade do fluxo de uma equagao di-
ferencial com respeito aos parametros ([42], p. 38), segue que £ é aberto em T'M e que
exp : & — M é suave. Além disso, £, é um aberto de T, M para cada p € M. Também,
de (2.23) segue que exp(tV) = vy (1) = v (t). Também é imediato que, dado V € &,
tV € £Vt € [0,1]. Logo, temos provado seguinte teorema [30]:
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Teorema 2.2.15 Seja V uma conexdao em M e exp : € — M a aplicagao exponencial
definida por essa conexao. Entao:
(i) € € aberto em TM e &, é um aberto estrelado com relagcio a 0 para cada p € M.

(ii) Para cada V€ TM,
exp(tV) = v (1) = w(t)

para todo t € R para o qual a expressao fizer sentido.

(iii) a aplica¢ao exponencial é suave.

Para cada p € M, defina a aplicagao exp, : £, — M dada por exp,(V) = exp(V) YV €
&, restricao da aplicagao exponencial a &,. Como 4y/(0) =V, segue que d(exp,)(0) = Id :
T,M — T, M, e portanto pelo teorema da aplicagao inversa a aplicacao exponencial é um
difeomorfismo local.

Notemos que a aplicacao exponencial nao é necessariamente um difeomorfismo global.
Isso nao ocorre, por exemplo, se duas geodésicas se cruzarem em dois pontos distintos (a
exponencial deixa de ser injetora). Seja S? a esfera unitdria bidimensional com a métrica
induzida de R®. Entao, com a conexao riemanniana associada, as geodésicas de S? sao os
“grandes circulos” que cortam a esfera, e portanto se cruzam em mais de um ponto (ver [29],

p. 82).

Definicao 2.2.16 Uma vizinhancald de p que seja a imagem de um aberto de T, M estrelado

com relagao a 0 pelo difeomorfismo exp, € chamada de vizinhanga normal de p.

Seja g uma métrica semi-riemanniana em M. Entdo, dada uma base ortonormal { F, ..., E,, }
de T,M, F(z',...,2") — 2'E; é um isomorfismo de R" em 7, M. Dada uma vizinhanga nor-
mal U de p, a aplicacao ¢ = F~lo (expp)_1 é entao um sistema de coordenadas em M
com dominio U, denominado stistema de coordenadas normatis centrado em p. Cada
base ortonormal de 7T}, M determina um sistema de coordenadas normais diferente. Temos o

seguinte resultado:

Proposigao 2.2.17 Seja (U, (z')) um sistema de coordenadas normais centrado em p € M.
Entao
(i) Para V. =V'9; € T,M com relagio ao sistema de coordenadas normais, a geodésica
vy € dada, em U, por
poyy(t) =tV .. tV™);

(i) ¢(p) = (0,...,0);
(iii) Em p, as componentes da métrica sio dadas por g;; = €;0;;, onde £; = £1, de acordo

com o indice da métrica.
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Demonstragdo: (i), (i) e (iii) seguem do fato de (U, (z*)) serem coordenadas normais cen-

tradas em p. Il

Dada uma conexao V em M, definimos o tensor de torgdo de V como a aplicagao

T:X(M) X X(M) = X(M),
F(X,Y) = VyY — Vy X — [X,Y]. (2.26)

E facil ver que 7 é um (2,1)-campo tensorial em M. Dizemos que a conexao V é simétrica

se sua torcao for identicamente nula.

Lema 2.2.18 Uma conexao V € simétrica se, e somente se, seus coeficientes em todo sis-

tema de coordenadas satisfizerem Ffj = Ffz

Demonstragao: Em um sistema de coordenadas, [0;,0;] = 0 Vi,j. Escrevendo 7(0;,0;) =
Tl»’}@k, temos que

k _ pk k
Tij = Fij - Fjia

(2.27)

e o resultado segue. U

Lema 2.2.19 Nas condigoes da proposicao (2.2.17), os coeficientes de uma conexdo simétrica

em um sistema de coordenadas normais centrado em p se anulam em p.

Demonstragio: Como #% = 0 em U para vy com V € T, M suficientemente pequeno, temos
que I}, (p)V?V7 = 0 para V suficientemente pequeno. Como ((V?), (W7)) — T (p) VW7 é

bilinear e simétrica, segue que Ffj (p) =0. O

Definimos também, dada uma conexao V em M, a aplicagao

R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M),
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy 2. (2.28)

A aplicagdo acima é um campo tensorial do tipo (3,1) [30], e é denominada o tensor de

curvatura (ou tensor de Riemann) de V. Em coordenadas, escrevendo R(0;,0;)0, =

)

R0, segue das propriedades da conexao (def. (2.2.3)) que

Ry =0T — 0T, + T, — To.I. (2.29)

(2
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Seja F' um campo tensorial em M. Entao, dada uma conexao V em M, a derivada cova-
riante de F' ¢é definida pela expressdo (2.13). Definimos a derivada covariante segunda

do campo tensorial F' por

VVF := V(VF)

Lema 2.2.20 Seja Z € X(M). Entao
VVZ(X,Y) = VVZ(Y,X) = —R(X,Y)Z + V.(xy)Z.
Demonstragdo: Notemos que, se w for uma 1-forma,

VVZ(X,)Y) w = [Vy(V2)](X) w
— Yy (VZ(X)-w) = VZ(VyX) -w — VZ(X) - Vyw
= Vy(VZ(X) w)—Vy,xZ w—VxZ- -Vyw
= [(VyVxZ) w+VxZ -Vyw|—Vy,xZ w—VxZ -Vyw
— (VyVxZ = Vo x7) - w,

de maneira que

VVZ(X,Y)=VyVxZ —Vy,xZ.
Assim,
VVZ(X,Y)-VVZ(Y,X) = (VyVx —VxVy)Z — (Vv,x — Vyv)Z

= (Vva —VxVy + V[X,y])Z - (VVyX - VVXY + V[X,y])Z
= —R(X, Y)Z + VT(X,Y)Z-

O
Notemos que R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z. Temos o seguinte lema:
Lema 2.2.21 Seja V uma conexdo em M, e R seu tensor de curvatura. Entao,
() R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z;
(ii) Se V for simétrica, entao
R(X,)Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =0; (2.30)

essa relagao € conhecida como primeira identidade de Bianchi, ou tdentidade de

Biancht algébrica.
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(iii) Se M for dotada de uma métrica tal que Vg = 0, entao
9(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z); (2.31)
(iv) Se a conexdo satisfizer as condigoes dos itens (ii) e (iil), entao
g(R(X,Y)Z W) =g(R(Z,W)X,Y). (2.32)
Demonstragao: Ver [30], p. 121. O

Em um referencial local, as condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) se traduzem, respectivamente,

em:

Rijkl = _Rjikl (2.33)

Ry + Ry + Ry =0 (2.34)
glmszkl = _glkRijml (2.35)
glmRz’jkl = _glijmil (2.36)

Se V for uma conexao simétrica, entao temos uma igualdade diferencial para seu ten-
sor de curvatura, conhecida como segunda tdentidade de Bianchi ou identidade de

Bianchi diferencial. E dada pela seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.22 Seja V uma conexao simétrica em M. Entdao
(VZzR)(X,)Y)+ (VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X) = 0. (2.37)

Demonstracao: Ver [33], p. 76. Note que basta que a conexao seja simétrica para que seus

coeficientes se anulem em p para um sistema de coordenadas normais centrado nesse ponto

(lema (2.2.19)). O

Em coordenadas locais, a equagao (2.37) é escrita como

VR + ViR, + ViR = 0. (2.38)
Definicao 2.2.23 O tensor de Ricct “Rc”é o (2,0)-campo tensorial obtido tomando o
traco do tensor de curvatura em rela¢ao a sua primeira componente. FEm um referencial
local, temos

(Re)jx = Rl.jki (2.39)
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E comum utilizarmos a notacao (Rc);r = R, quando nao houver perigo de confusao. O
tensor de Ricci tem papel fundamental na teoria da relatividade geral e em outras teorias
relativisticas da gravitacao, como sera visto adiante.

Dada uma métrica semi-riemanniana g em M, definimos o escalar de curvatura (ou

escalar de Ricci) Rs como sendo o trago de Re em relagao a g. Em coordenadas,
Rs = g"(Rc);. (2.40)

Novamente, quando nao houver perigo de confusao, denotaremos o escalar de curvatura

simplesmente por R.

Definigao 2.2.24 Seja M uma variedade dotada de uma conexao V. Dizemos que V €
plana se seu tensor de curvatura for identicamente nulo. Se a conexdo em M ja estiver

subentendida, diremos simplesmente que M € plana.

2.2.3 Conexao riemanniana

As construgoes acima sao validas para uma conexao arbitraria. Duas conexoes distintas
em M, no entanto, determinam aplicacoes exponenciais diferentes e tensores de curvatura
(e tor¢ao) diferentes, a principio. Vejamos agora uma conexao fundamental em geometria

riemanniana e semi-riemanniana, a conexao de Levi-Civita.

Definicao 2.2.25 Seja g uma métrica semi-riemanniana em M. Uma conexdao V € com-
pativel com a métrica g se, dados X,Y,7Z € X(M),

X(9(Y,2)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ). (2.41)
Temos o seguinte resultado [30]:

Teorema 2.2.26 Seja V uma conexao em (M,g). Sao equivalentes:
(i) V é compativel com g;
(i) Vg =0;

(iii) Se Y e Z forem campos vetoriais ao longo de uma curva vy, entdo

“9(Y, 2)) = g(DLY. 2) + (¥, D.2); (242)

(iv) Se Y e Z forem campos vetoriais paralelos ao longo de uma curva v, entao g(Y,Z)

é constante ao longo de 7.
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Demonstragao: Pelo item (vi) do lema (2.2.6),
Vx(9(Y;2)) = (Vxg)(V, Z2) + 9(VxY, Z) + g(Y, Vx Z). (2.43)

Logo, (i) e (i) sdo equivalentes. E imediato que (i)=(iii)=(iv). Para provar que (iv)=(ii),
sejam p € M, v uma curva com y(0) = p e Y, Z campos vetoriais paralelos ao longo de 7.
Entao, pela equacao (2.43), (D:9),(Y,Z) = 0. Como D;g = V49 e Y e Z sao arbitrérios,
segue que (Vg), = 0. O

Temos o seguinte teorema, que nos fornece uma conexao “natural”’em uma variedade com

métrica semi-riemanniana:

Teorema 2.2.27 Seja M uma variedade diferencidvel com métrica semi-riemanniana g.

Ezxiste uma unica conexao V em M simétrica e compativel com g.

Demonstracdo: Apresentaremos abaixo uma idéia da demonstracao. A demonstracao com-
pleta do teorema encontra-se em [29], p. 68.

Pode-se mostrar que uma conexao satisfazendo as hipdéteses do teorema satisfaz

oVxY.Z) = S{X(oY 2)) + Y (92, X)) - Z(g(X.Y)) +
+9<Y7 [Z7X])+Q(Za [X,Y])—g(X, [KZ])} (244)

o que a determina unicamente (ja que g é nao-degenerada).
Dada uma vizinhanca coordenada U, podemos construir nessa vizinhanga uma conexao

a partir da equacado (2.44), cujos coeficientes nesse sistema de coordenadas sao

(et = 9" (091 + Oegji — Dugjn), (2.45)

onde (g") é a inversa de gj. Essa conexao (definida em U) é simétrica e compativel com a
métrica (restrita a U), e portanto é a inica conexao em U com essas propriedades. Definindo
em cada sistema de coordenadas os coeficientes da conex@o por (2.45), construimos uma

conexao em M que satisfaz as condigoes do teorema (pela unicidade, essa conexao esta bem

definida). d

Definicao 2.2.28 A conexdo dada no teorema (2.2.27) é denominada conexzdo riemannia-
na ou conexdo de Levi-Civita associada a métrica g. Os coeficientes dessa conerao
em um dado sistema de coordenadas sao denominados os sitmbolos de Christoffel em

relacdo a esse sistema de coordenadas.
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A conexao de Levi-Civita é completamente determinada pela métrica, como é visto pela
eq. (2.45). Além disso, possui certas propriedades que podem ser consideradas “naturais”ou
“intuitivas”, como é descrito a seguir.

Primeiramente, notamos que as geodésicas dessa conexao (isto é, as curvas de aceleragao
nula) possuem velocidade constante. Isto é, dado um vetor V' € T, M tal que g(V,V) = a #
0, temos que o vetor tangente V() a geodésica gerada por V serd tal que g(V (t),V (t)) = a
para todo t no dominio da geodésica. Isso, na verdade, é valido para toda conexao compativel
com a métrica e segue do item (iv) do teorema (2.2.26), pois o vetor tangente a uma geodésica
¢é paralelo ao longo da geodésica.

Temos também o seguinte lema, que de certa forma torna a conexao de Levi-Civita

“natural”:

Lema 2.2.29 Sejam ¢ : (M, g) — (M*,g*) uma isometria, e V e V* as conexdes rie-
mannianas de M e M*, respectivamente. Entao

(i) g*V* = V;

(i) Se ~y for uma curva em M, o, D,V = D¥*(p,V);

(iii) ¢ leva geodésicas em geodésicas: ¢ o yy = 'Y;*V

Demonstracio: (i) - E imediato ver que (¢*V*)xY = o' (V*),. x(¢.Y) é uma conexdo

em M (isto é, que satisfaz as condigdes da defini¢ao (2.2.3)). Como

Y]

@V*)xY — (@ V¥ X = o7 [(VR)ox(0.Y) = (V) (0. X)]
= 0 ([ X, 0.Y]) = o e[ X, Y] = [X,Y],

ja que ¢ é difeomorfismo, temos que gp*ﬁ"‘ é simétrica. Para mostrarmos a compatibilidade

com a métrica, notemos que o fato de ¢ ser uma isometria implica

GV, Z) = g* (V4 ((0.Y),0.2).

Como V* ¢ a conexao riemanniana associada a g*®, temos que

gp((go*ﬁ"’)XY, Z) + gp(Y> (90*ﬁ*)XZ) = (SO*X)w(p)g*(SO*Ya SO*Z)
= X, (g*(p.Y, 0.2) 0 p) = X, (9(Y, Z)).

Logo, go*?"‘ = V.
(ii) - Segue imediatamente do lema (2.2.8), com cartas (U, (z)) e (o(U), (z° o p)), respecti-

vamente.
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(iii) - Segue de (ii). O

A conexao riemanniana define em M a aplicacao exponencial relativa a ela, dada pela
eq. (2.24), a qual satisfaz as condigdes do teorema (2.2.15) e da proposi¢ao (2.2.17). Além
disso, da eq. (2.45) temos:

Lema 2.2.30 Nas condigoes da proposicao (2.2.17), temos que os simbolos de Christoffel e

as derivadas parciais primeiras da métrica também se anulam em p.

Demonstracao: A primeira afirmagao segue do lema (2.2.19). A segunda segue da identidade

Bigir = {; g + Lt aus-
Ul

Em coordenadas locais, no intuito de especificarmos quando estamos utilizando a conexao

de Levi-Civita, escrevemos a derivada covariante de um tensor (em analogia com (2.14)) como

Vo, F = Fis 0, ®..00, @dr" ® ... ® da", (2.46)

jl---j'r;q
onde
1105 _ 11...05 im 11...D...0s o
F Ji-griq 8‘1F J1e--Jgr +§ :{qp}F J1ee-gr
m

=) T i (2.47)

A conexao de Levi-Civita, por ser simétrica e compativel com a métrica, é tal que seu
tensor de curvatura satisfaz todas as propriedades do lema (2.2.21). Além disso, satisfaz
também a identidade de Bianchi diferencial (2.37). Temos também uma importante relacao,

que envolve contragoes da segunda identidade de Bianchi:

Definicao 2.2.31 O tensor de Einstein riemanniano é definido como

G = Rc — %g. (2.48)
Em coordenadas locais,
R
Gij = Rij - 592’;', (2-49)

onde Rc e Rs sao dados por (2.39) e (2.40), respectivamente.
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Lema 2.2.32 Em coordenadas locais,
G, . =0, (2.50)

onde Gij = ¢"Gy.

Demonstragao: Contraindo as identidades de Bianchi (2.38) em [ e ¢ e depois contraindo a

expressao resultante com a métrica em k e i e usando (2.35), obtemos a expressao desejada.
O

Das propriedades de simetria do tensor de Riemann, segue que o tensor de Ricci é
simétrico. Logo, o tensor de Einstein riemanniano é simétrico. Em relatividade geral, o
tensor de Finstein riemanniano é de extrema importancia devido a equacao de Einstein
G = 81T, [46], que nos d4 um conjunto de equagoes diferenciais parciais para as compo-
nentes da métrica em um dado sistema de coordenadas. T}, ¢ o tensor de energia-momento,
que descreve o conteudo de matéria e energia do espago-tempo. O lema (2.2.32) fornece,
dessa forma, leis de conservacao locais para o tensor de energia-momento.

Por fim, vale notar que temos uma caracterizacao importante das conexoes riemannianas

planas [30]:

Teorema 2.2.33 Seja (M, g) uma variedade semi-riemanniana com a conexdo de Levi-
Civita V associada a g. Entao V e plana se, e somente se, for localmente isométrica ao

espago semi-euclideano, com o mesmo indice de (M,q).

Demonstragao: Ver [30], p. 119. O

2.2.4 Variedades lorentzianas

Definicao 2.2.34 Seja M uma variedade diferencidavel e g uma métrica lorentziana em M.

O par (M,g) é chamado de variedade lorentziana.

Uma métrica lorentziana em M determina em cada espaco tangente 7, M uma métrica
lorentziana (de espago vetorial), e portanto uma estrutura causal. Dessa forma, podemos

estender os conceitos da se¢ao (2.1) para variedades.
Definicao 2.2.35 Uma curva v : I — M € dita
tipo-tempo se g(¥(t),5(t)) > 0Vt € [;

tipo-espaco se g(§(t),¥(t)) <0Vt e I
tipo-luz se g(y(t),4(t)) =0Vt € 1.
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O tipo da curva definido acima é denominado seu cardter causal.

Uma definicao andloga pode ser dada para campos vetoriais. Um campo vetorial X €
X(M) é dito tipo-tempo se g(X,, X,) > 0Vp € M. Campos vetoriais tipo-espago e tipo-luz
sao definidos da mesma forma.

Note que uma curva arbitraria nao necessariamente tem um carater causal definido, isto
é, nao necessariamente se encaixa em algum dos casos da definicao acima. Contudo, se
(M, g) for uma variedade lorentziana com a conexao de Levi-Civita associada a g, entao
a compatibilidade da conexao com a métrica garante que o vetor velocidade V() de uma
geodésica tenha g(V'(t),V(t)) constante. Dessa forma, geodésicas da conexao riemanniana
(ou “geodésicas riemannianas”) tém carater causal bem-definido. Uma geodésica cujo vetor
tangente seja tipo-tempo é denominada geodésica tipo-tempo, com definicoes andlogas
para geodésicas tipo-espago e tipo-luz (estas ultimas também conhecidas como geodésicas
nulas). Esse resultado ndo é uma caracteristica somente da conexao de Levi-Civita (ou
de conexdes compativeis com a métrica): Veremos adiante que conexdes de Weyl em uma
variedade lorentziana também determinam geodésicas com carater causal bem-definido.

E interessante saber se ¢ possivel definir nocoes de passado e futuro a partir de uma
meétrica lorentziana em M. Cada espago tangente 7, M possui dois cones temporais, que pela
proposigao (2.1.26) sao componentes conexas distintas do conjunto dos vetores tipo-tempo de
T, M. Em cada espaco tangente, portanto, é possivel definir uma nogao de passado e futuro.
A questao é: Sera que essa nocgao pode ser estendida a toda a variedade de uma maneira

consistente? Para respondermos a essa pergunta, langamos mao da seguinte proposigao [37]:

Proposicao 2.2.36 Seja (M,g) uma variedade lorentziana conexa. O conjunto T de todos
os vetores tipo-tempo em T M é uma subvariedade aberta. Além disso, T possui ou uma ou

duas componentes conexas.
Demonstragao: Ver [37], p. 24. O

Definicao 2.2.37 Uma variedade lorentziana conera € orientdvel temporalmente se ¥

possuir duas componentes conexas.

Nesse caso, é possivel definir uma orientagd@o temporal para M escolhendo uma das
componentes conexas de T, denotada por T, como sendo o futuro. A outra componente
conexa, ¥, serd o passado. Dizemos entao que M estd orientada temporalmente.

Sejam ‘Z;t = TENT,M, e sejam AT = TENA, as componentes do cone de luz A, € T,M,

denominadas respectivamente cone de luz futuro e cone de luz passado. Um vetor
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V € T,M aponta para o futuro (passado) seV € T'UAT (V € T UA). Un campo
vetorial X € X(M) aponta para o futuro (passado) se, para cada p € M, X, apontar para
o futuro (passado). Analogamente, uma curva causal (isto é, cujo vetor tangente nao é tipo-
espago em nenhum ponto) aponta para o futuro (passado) se seu vetor tangente apontar
para o futuro (passado) em todo ponto.

Veremos na proposicao a seguir uma condi¢ao necesséria e suficiente para que uma varie-
dade lorentziana (conexa) seja orientavel temporalmente. Antes, contudo, veremos algumas
conseqiiencias da orientabilidade temporal.

Se M for orientavel temporalmente, um campo vetorial de cardter causal Y em
M (isto é, que em cada ponto define um vetor que nao é tipo-espago) ou aponta para o
futuro ou aponta para o passado. Analogamente, uma curva causal ou aponta para o futuro
ou para o passado. Isso segue pois “passado”e “futuro”sao componentes conexas distintas
de . Notemos que, mudando o sinal do campo vetorial (Y — —Y’), seu sentido (passado
ou futuro) muda. O mesmo ocorre se percorrermos a curva em sentido contrario.

Temos uma caracterizacao das variedades orientaveis temporalmente:

Proposicao 2.2.38 Seja (M,g) uma variedade conexa com métrica lorentziana. Entao M

¢ orientdvel temporalmente se, e somente se, existir um campo vetorial causal X € X(M).

Demonstracao: (=)Tome uma cobetura {(U,, @)} de M por abertos coordenados. Em
cada U,, tome X, € TTNU,, e seja { f,} uma particao da unidade subordinada a {(Uy, ¥a)}-
Entdao X =3 foXa € T C T, pois pelo lema (2.1.22) cada cone temporal é convexo.
(<) [37] Seja X € X(M) um campo vetorial de cardter causal e defina a aplicagao
% — (—00,0) U (0,00) dada por 1(p, V) = ¢g(V, X). Do lema (2.1.19) temos que ¢ estd

bem-definida. Além disso, ¥ é C* e sobrejetora. Logo, ¥ nao é conexo. U

Na demonstracao da proposicao acima poderiamos trocar “campo vetorial causal”por
“campo vetorial tipo-tempo”, com alteracoes minimas na demonstragao. Segue entao o

corolario:

Corolario 2.2.39 Seja (M,g) uma variedade conexa com métrica lorentziana. Entdo M é

orientdvel temporalmente se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo X € X(M).

Comentamos no inicio da sec¢ao que toda variedade diferenciavel admite métrica rieman-
niana, mas o mesmo nao ocorre para métricas lorentzianas. Abaixo provamos uma condig¢ao
suficiente para que exista uma métrica lorentziana em uma variedade M: a existéncia de um

campo vetorial que ndo se anule em nenhum ponto de M. Segundo [33], prop. (5.37), essa
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condicao é também suficiente. Intuitivamente, esse campo vetorial determina uma “direcao
temporal”em cada espaco tangente de M. No entanto, como veremos no lema a seguir, os
cones de luz nao dependem s6 desse campo vetorial, mas também de uma métrica rieman-
niana previamente definida em M. Desse modo, diferentes métricas riemannianas em M
determinariam, a principio, diferentes métricas lorentzianas para um mesmo campo vetorial,

com estruturas causais diferentes.

Lema 2.2.40 Seja M wuma variedade diferencidvel com métrica riemanniana g e V. um
campo vetorial que ndao se anule em nenhum ponto de M, unitdrio sequndo g. FEntao a
métrica § = g — 2p Q@ @ € uma métrica lorentziana em M, onde ¢ € a 1-forma dual a V

sequndo g. (M,g) € orientdvel temporalmente.

Demonstracao: Primeiramente, um comentario. Dado um vetor X que nao se anule em
nenhum ponto de M, com dimM = n, o campo vetorial X/|X| é unitario segundo g. Dito
isso, vamos a demonstracao do lema.

Seja p € M. Entao existem vetores unitarios FEs, ..., F, tais que V, E, ..., E, seja uma
base ortonormal de T, M segundo g¢,. Assim, §(E;, E;) = d;; Vi,j, §(V,E;) = 0 Vj mas
g(V,V) = —1. Pelo teorema (2.1.8), g é lorentziana. Pela proposi¢ao (2.2.38), (M,g) é

orientavel temporalmente. Il

2.3 Geometria de Weyl

A geometria de Weyl foi introduzida por Hermann Weyl [47, 34], no intuito de construir
uma teoria fisica que unificasse a gravitacao e o eletromagnetismo. Para isso, introduziu
uma 1-forma A,dz* (na notagdo da geometria diferencial cléssica) responsavel pela nao-
metricidade da conexao, como veremos a seguir. Weyl baseou-se na idéia de que “uma
verdadeira geometria infintesimal deveria reconhecer somente um principio para transferir
a magnitude de um vetor para um ponto infinitesimalmente préximo”, e nao para pon-
tos arbitrarios (no caso, que podem ser ligados por uma curva suave), como na geometria
riemanniana. A 1-forma A,dx* representa, na teoria original de Weyl, o quadripotencial ele-
tromagnético, e sua derivada exterior o campo eletromagnético. Na época em que foi escrito
o artigo nao existiam as ferramentas da geometria diferencial moderna, sendo a geometria
de Weyl escrita primeiramente nessa linguagem em 1970 por Folland [17].

Trataremos aqui apenas de métricas lorentzianas, embora os resultados possam ser adap-
tados a outros tipos de métricas. Seguiremos principalmente [17].

Seja M uma variedade diferenciavel que admite métrica lorentziana. Definimos uma

relacao de equivaléncia no conjunto das métricas lorentzianas em M da seguinte maneira:
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duas métricas lorentzianas g e g sao ditas conformemente equivalentes se estiverem re-
lacionadas por uma transformagao conforme, isto é, se existir uma fun¢ao A € C*°(M) tal
que

g =e*yg. (2.51)

E facil ver que a relagao binaria acima é uma relacao de equivaléncia. A notacao com
exponencial é uma forma de expressar o fato de que a transformacao conforme é positiva e

simplifica os cédlculos, como serd visto adiante.

Definicao 2.3.1 Uma estrutura conforme em M € uma classe de equivaléncia G de
métricas lorentzianas sequndo (2.51). Uma variedade dotada de uma estrutura conforme é

dita uma variedade conforme.

Pela proposicao (2.1.27), se dim(M) > 3, temos que duas métricas lorentzianas perten-
cem a mesma estrutura conforme se, e somente se, possuirem a mesma estrutura causal.
Isto é: duas métricas estao relacionadas por uma transformacao conforme se, e somente se,
definirem em cada espago tangente os mesmos cones causais. No caso de métricas rieman-
nianas (positivas definidas), uma estrutura conforme preserva os angulos entre vetores e a
razao entre suas normas. Por outro lado, seus comprimentos (absolutos) nao estao definidos.
Para métricas lorentzianas ocorre o mesmo: se dois vetores tipo-tempo estiverem no mesmo
cone temporal, o angulo hiperbdlico entre eles e a relagao entre suas normas sao preservadas

por transformagoes conformes, mas nao suas normas.

Definicao 2.3.2 Uma Estrutura de Weyl em uma variedade conforme (M, G) é uma
aplicagio F : G — FH (M) satisfazendo F(e**g) = F(g) + 2d\. Uma variedade dotada de
uma estrutura de Weyl € chamada de vartedade de Weyl. Uma métrica g e uma 1-forma

w determinam uma unica estrutura de Weyl, definida a partir de F(g) = 2w.

Dada uma conexao na variedade, um método de compararmos comprimentos de vetores
em diferentes pontos é a partir do transporte paralelo segundo essa conexao. No entanto,
apesar de cada métrica da estrutura conforme G de M definir a conexao de Levi-Civita
associada, essas conexoes sao diferentes para diferentes métricas de G. Desse modo, ainda
nao temos uma conexao linear na variedade que, de certo modo, reproduza as caracteristicas
de sua estrutura de Weyl. Para obtermos essa conexao, é interessante verificar se existe
alguma maneira dependente somente da estrutura de Weyl da variedade que permita, de
alguma forma, comparar comprimentos e angulos entre vetores em pontos diferentes. Achada
essa estrutura, procuramos entao relaciona-la as propriedades desejaveis para uma conexao

em uma variedade de Weyl. Isso é feito a seguir.
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Seguindo Folland [17], com algumas alterag¢oes de notacao, temos uma forma consistente
de transladar uma métrica (de algum espago tangente 7, M) ao longo de uma curva. Sem
perda de generalidade, seja v : [0,1] — M uma curva com v(0) = p e y(1) = ¢, e tome uma
métrica < , >, em T, M vinda da estrutura conforme G, isto é, tal que <, >,= h, para
alguma métrica h € G. Seja g € G uma extensao de <, >, a M (g, =<, >,). Definimos

a translagdo de < , >, para g ao longo de 7y COMO

<, >,=exp {— [yF(g)]gq. (2.52)

Notemos que tal defini¢ao é consistente, isto ¢, independe da extensao tomada em G. De
fato, seja A € C(M) tal que A(p) = 0. Entdo (e**g) também estende < , >,, e

/7 F(eg) = [IF(9) + 20 = [1F(9)] + 2

Y Y

Assim, temos que a translacao de <, >, para ¢ ao longo de v é

<> = e / F)a = e - / Flg) - 2(0) |,
= exp {— /7 F (e”g)] (€*g)q-

Essa construcao permite comparar comprimento de vetores em pontos distintos de M.
No entanto, a comparagao é independente da curva somente se F'(g) for exata ([29], p. 143).

Tendo definido uma estrutura de Weyl em M e, a partir dela, a translacao de uma
métrica de T, M para T, M ao longo de uma curva, buscamos a relagao dessa estrutura com
estruturas definidas a partir de conexoes lineares em M. Como no caso de uma variedade
com métrica semi-riemanniana, na qual existe uma tinica conexao simétrica e compativel com
a métrica, buscamos uma conexao simétrica em M que seja, de alguma forma, compativel

com sua estrutura de Weyl de M.

Definicao 2.3.3 Uma conexao linear em uma variedade de Weyl M é compativel com a
estrutura de Weyl de M se o transporte paralelo (ao longo de uma curva arbitrdria)
de métricas definidas em espacgos tangentes definido a partir dessa conexao coincidir com a

translacao definida acima.

Mais precisamente, a definicao acima significa o seguinte: Sejam p,q € M e v uma curva

em M com ponto inicial p e final ¢. Seja V uma conexao em M e P, : (T3),M — (T3), M
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o operador de transporte paralelo de (2,0) tensores ao longo de «y definido a partir de V (ver
lema (2.2.6)), que associa a cada tensor B de (T3),M o (tinico) tensor B(t) em (T3), )M
obtido propagando paralelamente B ao longo de . A compatibilidade de V com a estrutura

de Weyl F' de M se traduz em
t
Pi(gp) = exp {— / v (F (9))]97@)
0
para toda métrica g € G, ou
t
B (gyw) = exp [/0 7*(F(9))]9p'

Seja agora y a curva integral passando por p de um campo vetorial X € X(M). Por uma

expressao analoga a (2.22) para (2,0)-tensores,

1, 1 v
(Vxg)p = lim—(P, 1gw<t>—gp):11r%¥(exl°[/ VF(Q)} _1)%
- 0

t—0 t

= (% exp [/Ot ’Y*F(Q)]

Logo, se a conexao V for compativel com a estrutura de Weyl F' de M, devemos ter

)gp — [F(g) - 4(0)lgp = [F(9) - X, gy

t=0

Vg = g ® F(g) para toda métrica g pertencente a estrutura conforme G de M. Temos o

seguinte lema, que também afirma a proposic¢ao reciproca [17]:

Lema 2.3.4 Seja V uma conexao em uma variedade de Weyl (M, G, F). ¥V é compativel
com a estrutura de Weyl F' se, e somente se, Vg =g ® F(g) Vg € G, onde G € a estrutura
conforme de M.

Demonstragao: A implicagdo (=) ja foi demonstrada acima. Para demonstrar (<), seja
Vg = g ® F(g) para alguma métrica g € G. Pela forma da estrutura de Weyl essa relacao
vale para toda métrica de G, como é facilmente verificado.

Seja 7 : [0, 1] — M uma curva em M com pontos inicial e final p e g, respectivamente, e
tome um referencial (E, ..., E,,) paralelo ao longo de v (com respeito a V). Seja (f!, ..., f™)

dual a (Ey, ..., E,). Escrevendo g = g;;f* ® f7 ao longo de 7, temos que
0=Dy(f" - Ej) = (Duf') - Ej + ' (DE),

pelo lema (2.2.6). Como E; é paralelo ao longo de v, D,E; = 0. Logo, D, f* = 0 para todo .
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Temos que Dyg = (%)fi@)fj, pelo lema (2.2.8). Desse modo, como Dyg = (F'(g)-%(t))g,

Wi — (P(g) 51

Logo, a solucao da equacao diferencial acima é dada por

9ij(t) = exp { /O F (g)-v(t’)dt’} = exp { /0 t v EF (g)} 9i(0)

onde g;;(t) sao os coeficientes de g« com relagao a esse referencial.

Transportando paralelamente g, ao longo de v, temos que (Pg);; = ¢;;(0), e portanto

(P.g) = exp { — /0 t vF (9)1 ()

g

Assim como para uma variedade com métrica (semi-)riemanniana existe uma tnica co-
nexao simétrica e compativel com essa métrica, para uma variedade de Weyl existe uma

tnica conexao simétrica compativel com sua estrutura de Weyl [17]:

Teorema 2.3.5 Uma variedade de Weyl M admite uma unica conexdo simétrica e com-
pativel com sua estrututa de Weyl. Essa conexao é chamada de conexdo de Weyl associada
a estrutura de Weyl de M.

Demonstracao: Provemos primeiro a unicidade. Tome g uma métrica na estrutura conforme
G de M e sejam F(g) = 2w e V uma conexao satisfazendo as hipdteses do teorema. Do
lema (2.2.6),

X(gY,2)) = (Vxg)(Y,Z2) +9(VxY, Z) +g(Y,VxZ)
= 2w(X)g(Y.Z) +9(VxY, Z) + g(Y,VxZ).

Como V é simétrica, temos que [X,Y] = VxY — Vy X. Logo,
9(VxY,Z) = X(g(Y,2)) = 20(X)g(Y, Z) + g(Y, [Z, X]) — g(Y, V2X).
Permutando ciclicamente X, Y e Z, temos também

g(szaX) = Y(g(Z7X))_QW(Y)Q(Z7X)+9(Z7[X’Y])_g(ZavXY);
9(VzX,Y) = Z(g(X,Y)) = 2w(Z)g(X,Y) + g(X, [V, Z]) — g(X, Vy 2).
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Somando as duas primeiras expressoes e subtraindo a ultima, obtemos

o(VxY,2) = J{X((Y.2)) +Y(g(Z,X)) - Z(g(X.¥)) +
gV, (2, X))+ 9(Z, [X,Y]) = g(X, [V, Z))} - (2.53)
_{W(X)9<Y> Z) + w<Y)g(Z’ X) - W<Z)9(Xa Y)}

Como g é nao-degenerada, temos que VxY estd definido pela equacao acima, e portanto a
unicidade esta provada.
Se w = 0, obtemos por (2.53) a conexao de Levi-Civita V para g. Assim, podemos

escrever a conexao acima como
VY = VxV — {w(X)Y +w(Y)X — g(X,Y)w}, (2.54)

onde w* é o (tinico) campo vetorial tal que g(w, Z) = w(Z), VZ € X(M).
Para provarmos a existéncia, notemos que a expressao (2.54) define uma conexao simétrica

em M | com
9(VxY,2) = g(VxY, Z) = w(X)g(Y, Z) = w(Y)g(X, Z) + w(Z)g(X,Y).
Dessa forma,

9(VxY,2)+g(Y,VxZ) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)—2w(X)g(Y, Z)
= X(9(Y,2)) = 2w(X)g(Y, Z). (2.55)

Logo pelo item (vi) do lema (2.2.6), temos que (2.55) é equivalente a (Vxg)(Y,Z) =
2w(X)g(Y, Z), isto é, a Vg = 2g ®w. Vale notar que, por (2.53), é possivel mostrar que essa

construcao ¢ independente da escolha da métrica g € G. O
Segue do teorema acima o seguinte corolario [17]:

Corolario 2.3.6 Uma conexdo simétrica V em M para a qual existem uma métrica g e uma
1-forma diferencial w tais que Vg = 29 @ w € a conexdao de Weyl induzida pela estrutura de

Weyl determinada por F(g) = 2w.

A conexao de Weyl é entao a conexao procurada, que reproduz as caracteristicas da
estrutura de Weyl de M. E a conexao utilizada, entao, para comparar comprimentos e

angulos de vetores em diferentes pontos.
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Os resultados apresentados acima permitem enunciar o teorema seguinte, o analogo do
teorema (2.2.26) que trata de uma conexao compativel com a métrica. O teorema a seguir

nao foi encontrado na literatura.

Teorema 2.3.7 Seja V uma conexdo em (M,g) e w uma 1-forma em M. Sao equivalentes:
(i)
X(g(Y,2)) = g(VxY. Z) + g(Y.VxZ) + 20(X)g(Y, Z); (2.56)
(i) Vg =29 ® w;

(iii) Se Y e Z forem campos vetoriais ao longo de uma curva vy, entdao

d

0¥ (0), 2(t) = (DY, Z) + g(Y, DeZ) + 2(3(t))9 (Y, 2); (2.57)

(iv) Se Y e Z forem campos vetoriais paralelos ao longo de uma curva v : [0,a] — M,

entao

020 (Y, Z) = exp [ / 2w(ﬁ(t’))dt’] 00, (Y Z) Vit € [0, (2.58)

(v) O operador de transporte paralelo (2.21) definido por V satisfaz, para cada t,
t
91(t)(PiotV, PiotV') = exp { / 2w(7(t'))dt'} 1) (V. V), (2.59)
to
onde V € T,y M.
Demonstragio: (i) < (i) segue do item (vi) do lema (2.2.6). E imediato que (i) = (iii)
= (iv), pois (iv) é a forma integral da equagao diferencial (iii) no caso de Y e Z paralelos

ao longo de . Além disso, (iv) e (v) s@o equivalentes devido as identidades de polarizagao

(2.1). Mostremos que (iv) = (ii). Como pelo item (vi) do lema (2.2.6) temos que
Vx(9(Y,2)) = (Vxg)(V, Z2) + 9(VxY, Z) + g(Y, Vx Z),

para Y e Z paralelos ao longo de v a equacgao acima nos da

d

Zo(Y (1), 2(1)) = (Dg) (Y (1), Z(1) (2.60)

ao longo de 7. Do item (iv), temos que Lg. (Y (t), Z(t)) = 2w(¥(t))g+(0) (Yo, Zo), € como
Dig = V)9, segue que

(Vs @) (Y (1), Z(t)) = 2w(¥(t))g4(0) (Yo, Zo), (2.61)
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e portanto para t =0

(Va0 9)40) (Yo, Zo) = 2w(7(0))g+(0) (Yo, Zo). (2.62)

Como 7 ¢ arbitréria, temos que (Vxg),(Y, Z) = 2w,(X)g,(Y, Z) para todo p € M e para
X,Y,Z € T,M, e portanto (iv) = (ii), demonstrando o teorema. O

A conexa@o riemanniana é preservada por isometrias (ver lema (2.2.29). Pretendemos
investigar o conceito analogo na geometria de Weyl, isto é, verificar quando uma aplicacao
entre duas variedades de Weyl preserva a conexao de Weyl. Isso é feito no teorema seguinte,

que também nao foi encontrado na literatura.

Teorema 2.3.8 Sejam (M,G), (M, G) variedades conformes com estruturas de Weyl F e
F, respectivamente. Seja p: M — M um difeomorfismo tal que existam g € G, § € G,
com F(g) = 2w e F(§) = 20, satisfazendo

= 9

= Ww.

Entio, se V e NV forem as conexoes de Weyl de M e M, respectivamente, temos:
(i)
¢V =V,

onde
(" V)xY = (07" Vo x (p.Y); (2.63)

(i) Se v for uma curva em M e 5 = p oy, temos para um campo vetorial V € X()
po(DV) = Di(.V),

onde Dy e Dy sio os operadores dados no lema (2.2.8) referentes as curvas v e 7 (e deter-
minados pelas conexoes de Weyl das variedades);

(iii) ¢ leva geodésicas em geodésicas: ¢ o vy = Yy, v .

Demonstragdo: (i) - Primeiramente, notemos que ¢*(e?'j) = e?**?g e *(@ + d\) = w +
d(X o ¢). Dessa forma, vemos que para toda métrica h € G, com F(h) = 2€, existird uma
métrica h € G, com F(h) = 2¢, tal que ¢*h = h e p*& = ¢.

A idéia da demonstracao é utilizar o resultado do teorema (2.3.5), que garante a uni-

cidade da conexao de Weyl (simétrica e compativel com a estrutura de Weyl). Como no
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caso da conexao riemanniana (lema (2.2.29)), é imediato que ¢*V é uma conexao em M.

Pretendemos entao mostrar que go*@ é simétrica e compativel com a estrutura de Weyl de

M.

Provemos primeiramente que ¢*V é simétrica. Para isso, utilizamos a simetria de V,

como no caso da conexao riemanniana. Temos que

(@ V)xY = (¢"VyX = (¢ )dVox(0Y) = Voy(p.X)}
= (@_1)*[90*)(7 QO*Y]} = (90_1)*90*[)(7 Y] = [X’ Y]v

onde na segunda igualdade foi usada a simetria de V e na terceira igualdade o fato de ¢ ser
difeomorfismo. Assim, temos que cp*@ é simétrica. Vejamos agora a compatibilidade com a
estrutura de Weyl de M.

Para as métricas ¢ € G, § € G do enunciado, com F(g) = 2w e F(§) = 2&, temos

0*g=ge p*w=w. Dado p € M,
9" V)xY, Z) = g,((9-1):Ve.x (¢.Y), Z).
Como g(V, W) = g(p.V, p. W),
B($" V)XY, Z) = Goi) (Vi x(9.Y ), 0. 2).

Desse modo,

gp((w*@)XYa Z) + gp(Y, (‘P*ﬁ)XZ) = gs@(p)(@w*X(@*Y)v ‘P*Z> + gap(p)((@*y)v @w*X(‘P*Z))-

Como V é compativel com a estrutura de Weyl de M,

9 (" V)XY, Z) + g,(Y, (¢*V)xZ) = (sO*X)@( 1(0(0.Y, 0. 2)) = 2050) (94 X) o) (94 Y 02 Z)
( (SO*Y ARNRS 2wp<X)9p(Ya Z)
Xp(9(Y, Z)) — 2w, (X)gp(Y, Z).

Assim, X(g(Y,2)) = 2w(X)g(Y,Z) + g((¢*V)xY, Z) + g(Y, (¢*V)xZ), e portanto pelo
teorema (2.3.7) temos (¢*V)g = 29 ® w. Segue do fato de (¢*V) ser uma conexao que essa

ultima expressao vale para toda métrica da estrutura conforme de M.

Assim, pelo teorema (2.3.5), provamos entéo que ¢*V = V.



44 Capitulo 2. Geometria riemanniana e semi-riemanniana

(ii) - De (2.63), temos pelo item (i) que para campos vetoriais X e Y

VxY = (@_1)*@@*)((90*}/)7

e portanto
QO*V_)(Y = @SD*X(QO*Y)

Assim, como 4 = ¢,%, a expressao desejada segue do lema (2.2.8).

(iii) - Segue do item (ii), com V = 4. O

Como a estrutura de Weyl é definida a partir de uma estrutura conforme G em M,
se essa estrutura conforme vier de uma métrica lorentziana em M (dim(M) > 3), temos
que G define uma tnica estrutura causal em M, isto é: define, em cada espaco tangente,
um cone de luz (e portanto os dois cones temporais associados), como sendo o cone de luz
comum a todas as métricas de G nesse ponto. Diremos que um vetor (ou curva, ou campo
vetorial) é tipo-tempo (resp. tipo-espaco, tipo luz) se para alguma métrica g € G for
tipo-tempo (resp. tipo-espago, tipo-luz). Pelo que foi dito acima, essa definigdo independe
da escolha particular da métrica g € G. Assim, como o carater causal de vetores esta bem
definido, também esta bem-definido o fato de M ser (ou nao) orientével temporalmente. Uma
variedade lorentziana de Weyl M serd dita ortentdvel temporalmente se, para alguma
métrica de sua estrutura conforme, M for orientavel temporalmente (ver prop. (2.2.36) e def.
(2.2.37)). Novamente, essa defini¢ao independe da escolha particular da métrica na estrutura
conforme de M. Além disso, para a conexao de Weyl, ou mais geralmente para conexoes
compativeis com a estrutura de Weyl de uma variedade lorentziana M, geodésicas também
tém carater causal bem-definido. De fato, tomando uma geodésica com vetor inicial V' tipo-
tempo (resp. tipo-espago, tipo-luz), o fato de a conexao ser compativel com a estrutura de
Weyl de M garante, pelo item (iv) do teorema (2.3.7), que o vetor velocidade da geodésica
permanecerd tipo-tempo (resp. tipo-espago, tipo-luz).

Em coordenadas locais, podemos escrever os coeficientes da conexao de Weyl como
i i i i i

onde {%,} sdo os simbolos de Christoffel da conexao de Levi-Civita de g;; e w’ = g"w;. Esses
coeficientes sao invariantes pelo par de transformagoes

gy = 2Py
W = Wi+ O\, (265)
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o que pode ser visto por computagao direta e é evidente de (2.53). Tais transformagoes
receberam o nome de transformagées de gauge [16], pela analogia feita por Weyl entre
a 1-forma w e o quadripotencial eletromagnético [34].

Seja g € G, F(g) = 2w. Definimos a curvatura do comprimento como sendo a 2-
forma W = —dw. Da definigao (2.3.2), W é independente da métrica escolhida em g, sendo

portanto uma caracteristica da estrutura de Weyl da variedade. Em coordenadas,
Wi' = 8jwi — aiwj. (266)

Note que, por (2.52), se F'(g) nao for exata entao a translagdo da métrica de 7, M para
T,M depende da curva escolhida para unir p e ¢. Em outras palavras, se v : [a,b] — M for
uma curva fechada em M , com y(a) = p, e g, for uma métrica em 7, M com extensao g tal

que F'(g) = 2w, entao fazendo a translacao de g, ao longo de ~y temos que

Pab(gp) =<, >p= eXp { - 2740‘)} ps
il

onde f’y w nao é necessariamente zero. Se 7y for o bordo de uma subvariedade bidimensional
N de M, entéao pelo teorema de Stokes [29] temos

foe

P.(gp) =<,>,=exp [Z/NW} Gp-

e portanto

Além disso, para um vetor V' em T, M propagado paralelamente ao longo de v, temos

pelo teorema (2.3.7) que

BV 0.V 0) = exp / of mew | =2 [ W]avv) (2.67)

para toda métrica ¢ € G. Desse modo, W é uma medida da diferenca entre a norma
de um vetor e do vetor obtido propagando-o paralelamente através de uma curva fechada,
justificando assim o nome “curvatura do comprimento”.

Se w for fechada (isto é, se W = 0), entao w é localmente exata, e portanto para uma curva
fechada suficientemente pequena temos que a integral acima é zero. Nesse caso, as restrigoes
para que w nao seja globalmente exata sao puramente topoldgicas [29]. Notemos que, se w

for exata, entdo a translagao (2.52) é independente da curva. Além disso, nessas condigdes
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existe g € G tal que F(g) = 0, e portanto Vg = 0. Logo, nesse caso, a conexao de Weyl é a
conexao de Levi-Civita de g. A reciproca também é verdadeira: se, para alguma métrica g

da estrutura conforme, V for a conexao de Levi-Civita associada a g, entdo F(g) = 0.

Definicao 2.3.9 Uma variedade de Weyl é dita integrdvel se, para alguma métrica g € G

(e portanto para toda), F(g) for uma forma exata.

Vejamos agora a relagao entre o tensor de curvatura da geometria de Weyl com o tensor

de curvatura da geometria (semi-)riemanniana, quando escolhemos uma métrica g € G com

l
ijk

e o escalar de Ricci R da geometria de Weyl sao dados, em termos dos respectivos tensores

K., Kij, K da estrutura riemanniana de uma métrica g € G (com F(g) = 2w), por :

F(g) = 2w. Em coordenadas, temos que o tensor de curvatura R o tensor de Ricci Iy;

I ! ! l ! l 1 l
Rijk = Kijkz + (grjw g Opwijsi — 5jwk;i) — (griw G Opwizj — Ojwyj) +

(051 — 09y ) Wi + (grgwi — griwy)w' + (Gjw; — Sjwi)wr],  (2.68)

n n
Ry = {Kjk T Gk T (5 - 1) (Wi + wiy) + (0 — 2)[wjwi — gjkwlwl]} + 5 Wik, (2.69)

onde a expressao entre chaves ¢ simétrica e Wy, é anti-simétrico, e

R=K+2(n-1)u'y — (n—2)(n— 1)w'w. (2.70)

Aqui, n é a dimensao da variedade e o ponto-e-virgula denota derivacao covariante com

respeito a conexao de Levi-Civita de g. Temos portanto o seguinte lema:

Lema 2.3.10 5
W = —Antissim(Rc), (2.71)
n

onde Antissim(Rc) € a parte anti-simétrica do tensor de Ricci.

Definic¢ao 2.3.11 Seja [T] uma familia de campos tensoriais de mesmo tipo, indexada pe-
las métricas g € G. Se T, e T; estiverem relacionados por T; = €™ T, se g = e*g,
entdo [T € dita covariante de gauge. Definimos o expoente de Weyl dessa familia por
II([T]) = m. Quando ndo houver perigo de confusao, chamaremos uma familia de campos
tensoriais covariante de gauge [T] simplesmente de um campo tensorial covariante de
gauge T' (quando necessdrio indexado pela métrica correspondente), tomando um de seus

representantes, onde fica subentendido que estamos nos referindo a familia [T]. Nesse caso,
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denotaremos seu expoente de Weyl por II(T). Uma familia [T] covariante de gauge com

II([T]) = 0 € dita invariante de gauge.

Temos como exemplo de familias de campos tensoriais covariantes de gauge a propria
estrutura conforme G = [g] de M, com II([g]) = 2. O tensor de curvatura da geometria de
Weyl, definido por (2.28), é um invariante de gauge, assim como o tensor de Ricci (2.39), ja
que dependem somente da conexao. O escalar de Ricci (2.40) (mais precisamente, a familia
definida pela féormula (2.40)) é um campo tensorial covariante de gauge com II(Rs) = —2,

pois envolve a contracao do tensor de Ricci com a métrica.

Definicao 2.3.12 Seja g € G. O tensor de Einstein da geometria de Weyl é defi-

nido como R
Q = Rc — 789, (2.72)

onde Rc € o tensor de Ricci da geometria de Weyl e Rs o respectivo escalar de curvatura.

Note que, como II(Rs) = —2 e II(g) = 2, o produto Rs- g é invariante de gauge, de modo
que a definigao acima é consistente. Concluimos que () é invariante de gauge.
Antes de determinarmos a partir das identidades de Bianchi (2.38) condigoes andlogas a

(2.50) para @, consideremos a familia de campos tensoriais covariantes de gauge dada por
Rz’jkm = gizRijkl. (273)
Temos o seguinte lema:

Lema 2.3.13 Em coordenadas locais,
Demonstracao: De (2.68),

l
Rz’jkm = Kijk + (ijwm;i — OmkWji — gmjwk;i) - (gkiwm;j — ImkWi;; — gmiwk;j) +

+[(gjmgki - gmz‘gkj)wqwq + (gkjwz' - gkiwj)wm + (gmiwj - gmjwi)wk],
de modo que

2Rij(km) = Rijem + Rijmim = —29mrwjsi + 29mrwiy;i = 29maWij.
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Como a conexao de Weyl é simétrica, seu tensor de curvatura satisfaz a identidade de
Bianchi diferencial (2.37) e a relagao de simetria (2.30). No entanto, as relagoes (2.35, 2.36)
nao sao geralmente satisfeitas, e portanto nao vale o andlogo do lema (2.2.32) para o tensor

de Einstein da geometria de Weyl. Temos, ao invés disso, a seguinte relagao:

Lema 2.3.14 Na geometria de Weyl temos as sequintes relagoes para o tensor de Einstein,
que sao equivalentes:
(Vi +2w)Q," = —¢" (Vi + 2wi) Wi, (2.75)

9"ViQjk = —g"'ViWs, (2.76)
para um referencial local.

Demonstragao: As identidades de Bianchi (2.38), contraidas nos indices [ e ¢, dao
VR + ViR, — VjRy = 0. (2.77)
A equagao Vg, = 2w; g ¢ equivalente a
V.g* = —2w,; ¢’ (2.78)
Assim, contraindo (2.77) com g% e utilizando a relagao (2.78),
(Vg + 2we) (9" Rji) + (Vi + 2w) (9" R, i) — (V; + 2w;)R = 0. (2.79)
Utilizando (2.74), podemos escrever o segundo termo como
ququkl = glijm + 291mWim,
de forma que (2.79) se simplifica para
2(Vy + 2w) (9™ Rj) — (V4 2w R + 29"™ (V) + 2w )W, = 0.

Juntando termos,

1
9" (Vg + 2w) (Rj — igij) = —¢" (V) + 2w) W),

provando (2.75). Como

qu(vq +2we)Qjr = (Vg + 2Wq)(quij) = Vq(quij) + 2WqQQijk = ququjk’
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qu(vq + 2wy ) Wiy, = ququij

por (2.78), provamos (2.76). O

Se a geometria for integravel (def. (2.3.9)), temos que W = 0, e portanto as identidades

do lema acima se reduzem a

ViQ'; = —2wiQ', (2.80)

9" ViQr; = 0. (2.81)



3

Gravitacao newtoniana e modelo de

Kuzmin

Uma revisao de gravitagdo newtoniana pode ser encontrada em [4]. Enunciamos abaixo
os resultados mais importantes para o presente trabalho, de modo a garantir uma seqiiéncia
l6gica para o texto. Também apresentamos o modelo de Kuzmin de um disco fino de matéria,
uma primeira aproximagcao para a modelagem de uma galaxia espiral [4].

Na mecanica newtoniana, a equagao de movimento para uma particula de teste em um

referencial inercial é dada pela segunda lei de Newton:

mz = F, (3.1)
onde ¥ é o vetor posicao da particula, Féa forca total que age na particula e o ponto denota
a derivada com respeito ao tempo. Discutimos brevemente a seguir o caso em que F se deve
somente a interagao gravitacional, apresentando os conceitos essenciais para a continuidade
do trabalho. Seguimos [4] nessa apresentagao.

Para um sistema composto por duas particulas pontuais de massas m e mo, separadas

por uma distancia r, temos que a forca que msy exerce em m; é dada por

Gm1m2 “

F = —Trlz, (32)

onde G = 6,6742(10).10 " 'm3kg~'s2 [4] é a constante de gravitagao universal e 715 é 0
vetor unitario que aponta de m; para ms .

Na mecéanica newtoniana é véalido o principio de superposicdo das forgas: A
forca resultante em uma particula pontual gerada por uma distribuicao de massa € obtida

somando as forcas geradas por particulas pontuais. Ou seja, para uma distribuicao de massa

ol
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com densidade p, a forga em uma particula de prova de massa m sera dada por
F = mg(&), (3.3)

onde

g(@) = G/Wd%’ (3.4)

7 =
é o campo gravitacional gerado por essa distribuicdo de matéria. Aqui, estamos im-
plicitamente supondo que a integral em (3.4) existe para todo Z. Definindo o potencial

gravitactonal como sendo uma fungao potencial para g, isto é, tal que
g = _Véa
entao a menos de uma constante aditiva temos que

)

@@%:—G/ﬁg_ﬂﬁf, (3.5)

onde também supomos que a integral existe.

Pode-se mostrar [4] que os resultados acima implicam
V2® = 4nGp, (3.6)

onde V? é o operador laplaciano. Dessa forma, para uma particula sujeita apenas a forcas

gravitacionais, a equacao (3.1) é reescrita como

I=-Vo. (3.7)

Desse modo, para interagoes gravitacionais o problema esta completamente determinado

dada a densidade de matéria ou, equivalentemente, o potencial gravitacional de um sistema.

Uma caracteristica importante de galaxias espirais é a curva de rotagdo, que é o grafico
da velocidade tangencial de uma particula de teste percorrendo uma érbita circular no disco
galactico em fungao da distancia ao centro da galaxia. Se o disco galactico estiver no plano
z =0, onde (R, z, p) sdo coordenadas cilindricas, a velocidade de rotacao (v.) é dada por [4]

dd

(v.)? = Rﬁ R (3.8)
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(a) (b) (©

Figura 3.1: Modelo de Kuzmin

3.1 Modelo de Kuzmin

O modelo de Kuzmin [4] é um modelo simples de um disco fino de matéria com simetria
axial. E obtido do potencial gravitacional para uma particula pontual a partir de um processo

semelhante ao método das imagens da eletrodinamica [19, 26], da seguinte forma:

O potencial gravitacional gerado por uma massa pontual de massa m é dado por

O(r) = _G_m’ (3.9)

r
onde ¢ depende somente da distancia r & massa m. As linhas de campo desse potencial estao
ilustradas na figura (3.1a). Fagamos agora um “corte’na figura pela linha pontilhada, que
representa o plano z = a (onde z é a coordenada vertical), e eliminemos a regiao z < a (figura
3.1b). Agora, refletindo as linhas de campo do potencial em relagdo a esse plano, obtemos
um disco fino de matéria no plano, cujas linhas de campo do potencial estao representadas

na figura (3.1c).

Formalmente, o processo descrito acima é dado pela substituigdao z — |z| + a, se escre-
vermos o potencial (3.9) em coordenadas cilindricas. Dessa forma, o potencial de Kuzmin

¢ dado por ((R, z, ) sdo coordenadas cilindricas)

B Gm
VRE+ (2] +a)?

(R, 2) = (3.10)

com a > 0.

Pela equacao (3.6), obtemos a partir do potencial de Kuzmin o perfil de densidade

p(R,z) =0(R).6(z), (3.11)
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onde 0(z) é a delta de Dirac [10] e

o(R) = 5 RQ’T‘&Z)S - (3.12)

As curvas de rotagdo no modelo de Kuzmin sao dadas por (ver (3.8))

VGm

Ve = R(R2 + a?)3/e

(3.13)
apresentando comportamento kepleriano, isto é: Para R — oo, v, o< R~Y2. Os perfis de

densidade (3.12) e as curvas de rotacao (3.13) estao exemplificados na figura (3.2).

Vejamos agora o que acontece se fizermos uma pequena perturbagao radial na trajetéria
circular de uma particula. Modelando o disco por um fluido cujas particulas de teste seguem
trajetorias circulares, queremos ver sob que condi¢oes uma pequena perturbacao em uma
trajetoria “afasta”a particula de sua trajetéria original. O argumento, que reproduzimos

aqui, é dado em [28], p. 99.

O momento angular especifico de uma particula de teste em relagao ao centro do disco é
dado por h(r) = r?p. Estando o fluido em equilibrio, em cada ponto a forga centrifuga agindo
na particula é balanceada pelo gradiente da pressao no fluido, no referencial da particula.
Suponhamos que uma particula de massa m percorrendo uma Orbita circular de raio rq so-
fra um deslocamento radial para » > rg pequeno o suficiente para que a alteracao em seu
momento angular especifico, inicialmente hg, seja desprezivel para todos os efeitos. A forca

m(ho)?

centrifuga agindo nessa particula terd modulo r3) . Uma condigao necessaria para que a

particula permanega “proxima’”de sua trajetéria original é que essa forga centrifuga seja me-
nor em médulo do que a forca gerada pelo gradiente de pressao nesse ponto (correspondente

N ~ R mh(r)? 2 2 ;
a situagao de equilibrio de forgas), “—~. Logo, devemos ter h(r)® — hg > 0, e expandindo

h(r) em primeira ordem em (r — ro),

dh
h.— > 0. 3.14
dr - ( )

A equagao (3.14) é conhecida como critério de estabilidade de Rayleigh.

Para o modelo de Kuzmin, temos que

RQ
h= Rv.=v Gmm > 0, (315)
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Figura 3.2: (a) - Curvas de rotagao do modelo de Kuzmin, para m = 2,5.101M,. A linha
cinza pontilhada corresponde a a = 6kpc, a preta continua a a = 8kpc e a cinza com tracos
e pontos a a = 10kpc. (b) - Respectivos perfis de densidade.

e portanto

dh  —— 2R 3 R
dR Gm(R2 + a?)3/4 ( 4 R? + a2> =0 (3.16)

Logo, as érbitas circulares do disco de Kuzmin newtoniano satisfazem o critério de estabili-

dade de Rayleigh (3.14).



4

Relatividade geral e modelo de

Kuzmin relativistico

Uma introducao a relatividade geral pode ser encontrada em [24]. Para uma formulagao
mais rigorosa e mais avangada, ver [46, 22, 37]. No presente trabalho apresentamos apenas

os resultados fundamentais para a continuidade do texto.

A relatividade geral é uma teoria da gravitacao construida em uma variedade lorentziana
quadridimensional (com a conexao riemanniana associada) conexa e (comumente adotado)
orientada temporalmente. A essa variedade da-se o nome de espaco-tempo. As equagoes
de campo, que determinam um conjunto de equacoes diferenciais acopladas para a métrica,

sao dadas por (ver apéndice A para a formulagao lagrangiana)
G = K1, (4.1)

onde G, é o tensor de Einstein riemanniano (2.2.31), 7},, é 0 tensor de energia-momento,
que descreve o conteido de matéria e energia do espaco-tempo, x é uma constante de acopla-

mento entre a geometria do espaco-tempo e seu contetido de matéria/energia, obtida através

8nG

5, onde G é a constante

do limite newtoniano da relatividade geral [24] como sendo k =
da gravitacao universal, e ¢ é a velocidade da luz. A menos que explicito o contrario, ado-
taremos no que segue as “unidades geométricas”, onde G = ¢ = 1 (ver [46], apéndice F). Os

indices gregos pu, v, etc. variam de 0 a 3, por convencao, sendo “0”a coordenada temporal.

Das equagoes (4.1) e da identidade de Bianchi (2.2.32) seguem as leis de conserva¢ao
para o tensor de energia-momento
T = . (4.2)

v

A equacao de movimento para uma particula de teste (cuja massa é pequena o suficiente
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para nao interferir significantemente na geometria dada pela eq. (4.1)) é dada pela equacao

das geodésicas

2,4 o g

ddg; + gy}djf djg ~ 0. (4.3)
Mais precisamente, particulas de teste (massivas) percorrem geodésicas tipo-tempo e a luz
percorre geodésicas tipo-luz [46, 24]. Para particulas massivas, é usual parametrizarmos as
curvas pelo comprimento de arco, de modo que g(z,#) = 1, o qual nesse caso é parametro

afim das geodésicas.

4.1 Modelo de Kuzmin relativistico

Nesta secao apresentamos o modelo de Kuzmin relativistico correspondente ao modelo
newtoniano do capitulo anterior, proposto por Vogt e Letelier [44]. Na apresentagao, segui-
remos principalmente esse trabalho. Partimos da métrica de Schwarzschild em coordenadas

isotrépicas [24]

1— 1\ .
ds* = <—Ji> dt* — (14 £)*[dr* + r*(d6* + sin? 0dy?)], (4.4)
1+ f
onde f = 5+ O processo de construgao do disco de Kuzmin é andlogo ao do caso newtoniano:

devemos fazer a substitui¢do z — |z| +a em f. Assim, escrevendo

m

PN/ R

(4.5)

com m < 2a (para que a métrica nao seja degenerada em nenhum ponto), a nova métrica

toma a forma

2
ds? — (%) 4t — (14 YR + d=? + R2dg?), (4.6)

onde foi feita a transformacgao de coordenadas esféricas para coordenadas cilindricas na
parte espacial. Supomos que o sistema de coordenadas cartesiano associado a esse sistema

de coordenadas cilindricas cubra todo o espago-tempo.

Para uma métrica do tipo (4.6), com f = f(R, z), as componentes do tensor de energia-
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momento sao dadas por [45]

T, = —ﬁ(f@mﬁzﬁ%m)

T = s paaet ! (et ) 2 - ()

T = e e t) (47)
T = ot (e ) 2000 (00

T - U rr ) — (P + (F2)D)

dr(1 = )1+ f)

Se as componentes da métrica tiverem termos em |z|, a estrutura das equagoes acima
permite escrever

T =H'5(z)+D,/, (4.8)

o

onde §(z) é a distribuigdo delta de Dirac [10], de forma que o tensor de energia-momento
é dado em termos de distribuigoes [43, 20]. Essa expressao corresponde a um disco fino de

matéria (na regiao z = 0) com um halo (regido z # 0) descrito por D,”.

O tensor de energia-momento “fisico”Y,” do disco, que determina a densidade superficial
e a pressao (linear) da matéria (se V,” for diagonalizavel em uma base com um vetor tipo-
tempo e os outros tipo-espaco, com respectivos autovalores \;, \;, i = 1,2, 3, a densidade o

e as pressoes P; sao definidos como o = A\, P, = —);), é obtido através da integragao [20)]

Y, = / H,rds, (4.9)

ao longo do eixo z das coordenadas, onde ds = y/—g¢,.dz é o comprimento de arco corres-

pondente. Assim, temos que
Yu” = \/—gzzH,f (4.10)

na hipersuperficie z = 0.

No caso da métrica para o disco de Kuzmin (4.6), temos que D,” = 0. Isso é uma
conseqiiéncia do modelo pois, por exemplo, na regidao z > 0, temos que a métrica (4.6) é
igual a métrica de Schwarzschild para uma massa pontual m situada em z = —a, R = 0. O
tensor de energia-momento do disco é diagonal nesse sistema de coordenadas , de modo que

o=Y,", P,=-Y,"i=rz2¢ (sem soma). Além disso, a pressao no disco é isotrdpica.
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Temos [44]

dma (4.11)
o = : :
w(m + 2V R? + a?)3
2 2
P = - ma . (4.12)
m(m 4+ 2V R? + a?)3(m — 2V R? + a?)

Vejamos agora qual a velocidade circular de uma particula de teste no disco medida por

um observador parado em relagdo ao sistema de coordenadas (¢, R, z, ). Intuitivamente,
um observador “trafega”pelo espaco-tempo em uma curva tipo-tempo, e é capaz de medir
fenomenos “infinitesimalmente préximos”do ponto onde esta. Daremos agora uma defini¢ao

precisa, seguindo [37].

Definicao 4.1.1 Um observador ¢ uma curva tipo-tempo v : I — M apontando para
o futuro tal que g(%,%) = 1 em I. A imagem ~v(I) € chamada de linha de mundo do
observador e o parametro T € I é chamado de tempo préprio do observador; € o tempo
que esse observador mede. 7y € a 4-velocidade do observador e D.7 é sua 4-aceleragdo.

Dizemos que um observador estd em queda livre se sua 4-aceleragao for nula.

Analogamente, definimos um observador instantdneo em um ponto p € M como
sendo um vetor tipo-tempo Z € T, M unitario que aponta para o futuro. Suponha que uma
particula percorra uma curva causal apontando para o futuro « : J — M, que passe por
pem t = 0. Entao, se X = &(0), pelo lema (2.1.18) temos que X = aZ + S, onde S é
tipo-espago e Z e S sdo ortogonais. Pelo lema (2.1.22), a > 0. Definimos a velocidade
newtoniana (ou velocidade espacial) de a medida por Z como V = S/a.

Dessa forma, dado um sistema de coordenadas ortogonal (¢, R, z, ¢) cuja parte espacial
seja dada por coordenadas cilindricas , a velocidade circular v. de uma particula que
percorre uma curva tipo-tempo (apontando para o futuro e parametrizada pelo comprimento
de arco) restrita a z = 0, R = constante é, por defini¢ao, a norma de sua velocidade newtonia-

na medida em cada ponto por um observador instantaneo dado por

1 0
NG

(que pode ser interpretado como estando em repouso com respeito a parte espacial do sistema

de coordenadas acima).

Escrevendo
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temos que a = di(y) = L(toy), b = dp(y) = L(p o). Pela definiio acima, como
|0/0p| = \/—guyp, a velocidade circular da curva é dada por

1 0 - op dp()
Ve = ‘b| — | = — |-
a\/gu | Op Gu | dt(7)
Em notacao simplificada,
- B
g |t
Yoy |dy
_ _dee |2 4.13
E (113)

Para o disco de Kuzmin relativistico, a velocidade circular é dada por [44]

2 _ mR?
(ve)” = (1— 2\/1;7127%)“32 + a2)3/2 4 m (g2 — R (4.14)

Para escalas galdcticas (ver figura 3.2), temos que a é da ordem de kpc e m da ordem de
107% kpc, de modo que m/a é da ordem de 107%. Logo, para escalas galdcticas, os termos
ﬁ e 2(a* — R?) no denominador de (4.14) podem ser desprezados, recuperando assim a
expressao newtoniana (3.13). O mesmo raciocinio pode ser utilizado para comparar o perfil
de densidade nos dois modelos, e a conclusao é que para valores da ordem dos citados acima

os perfis newtoniano e relativistico sao indistingiiiveis.

Em um espago-tempo estatico descrito por um sistema de coordenadas axial (¢, R, z, ¢)
(supomos que exista um sistema de coordenadas global para a variedade, de modo que nesse
caso um espago-tempo “estatico”’signifique um no qual a métrica nao dependa da coordenada
temporal nesse sistema de coordenadas), o momento angular especifico (momento angular
por unidade de massa) de uma particula de teste em relagao a esse sistema de coordenadas
é definido como a quantidade conservada com respeito a coordenada ¢ da acao I = f ds,

obtido através da solucao das equacoes de Euler-Lagrange

oL d OL
-/ _ = 4.15
Ozt ds Oxr’ (4.15)
onde L = guydg—:df—:. Mais especificamente, definimos
L
P (4.16)

_8_@
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Dessa forma, obtemos

dyp
h = _9@@% (4.17)

e, para o caso de uma métrica descrita por
ds® = e"BA g2 — AEA(GR? + d2? + r2de?),

o momento angular especifico de uma particula de teste (que segue geodésicas) percorrendo

uma trajetdria circular com z fixo em torno eixo z é dado por [44]

h— _R2 (e")r ‘ 41
e \/eu(RQB)\)VR — R2Me¥) g (4.18)

Segundo [44], as 6rbitas circulares no modelo de Kuzmin satisfazem o critério de Rayleigh
(3.14) para escalas galdcticas (a/m = 103).

A curva de rotagao para o disco de Kuzmin relativistico (4.14) tem caréter kepleriano, e
portanto esse modelo nao é capaz de explicar a anomalia nas curvas de rotacao de galaxias
espirais citada na sec¢ao (1.1). Além disso, para valores adequados a escalas galacticas (a/m 2
109), as corregoes relativisticas sdo despreziveis, de forma que a relatividade geral e a teoria

newtoniana dao o mesmo resultado nesse caso.
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Teoria integravel de Weyl-Dirac

Como dito anteriormente, a modificacao introduzida por Weyl na relatividade geral foi
no intuito de elaborar uma teoria unificada da gravitacao e do eletromagnetismo. Para
isso, introduziu uma conexao nao-métrica (Vg # 0) dependendo de uma 1-forma w [34].
Os detalhes sobre a geometria de Weyl estao apresentados na segao (2.3) e nas referéncias
14 citadas, e pretendemos neste capitulo apresentar algumas teorias fisicas baseadas nessa
geometria, suas conseqiiéncias e algumas de suas caracteristicas, assim como as criticas feitas
a essas teorias. Posteriormente, estudaremos com mais detalhe a teoria proposta em [25],
uma modificacao de [14] para o caso em que a geometria é integravel (ver se¢@o 2.3). Notamos
que [11] é um caso particular de [25], no caso em que a constante de acoplamento da teoria é
nula (caso estudado por Dirac para a geometria nao-integravel). Nessa teoria, construiremos
discos de Kuzmin para alguns casos especiais, comparando com o caso relativistico as curvas
de rotacao e os perfis de densidade. Com isso, veremos quais sao as condicoes para que essa
teoria possa servir como candidata a explicar a incompatibilidade entre as curvas de rotacao
observadas e as calculadas pela teoria newtoniana (e, por consequéncia, pela relatividade

geral).

5.1 Gravitacao e eletromagnetismo - Hermann Weyl

Hermann Weyl propos, em 1918, uma teoria que unificasse a gravitacao e o eletromag-
netismo. Em seu artigo de 1918, introduziu para isso uma nova geometria, generalizacao da
geometria riemanniana. A 1-forma w,dz" (segdo 2.3) representaria o quadripotencial ele-

tromagnético e sua diferencial exterior, a curvatura do comprimento, representaria o campo

63
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eletromagnético. A acao proposta por Weyl para o vacuo foi
S = /RijklRijkl\/ —gd4l',

onde Rijkl ¢ o tensor de curvatura da geometria de Weyl e g = det(g,,) (ver apéndice A
para a formulagao lagrangiana de teorias relativisticas). Tal agdo é invariante de gauge, e
foi considerada por Weyl como a mais simples e mais natural [34]. Essa teoria traz certas
dificuldades de ordem pratica (as equagdes de campo sdo de quarta ordem, enquanto que as
equagoes da relatividade geral - e da mecéanica newtoniana - sao de segunda ordem), o que
tem a ver com a forma escolhida para a lagrangiana. Para uma apresentacao mais detalhada
da teoria de Weyl, ver [34, 47, 16].

Einstein levantou criticas a teoria de Weyl, mais especificamente ao fato de a geometria
nao ser integravel (ver def. (2.3.9)). Segundo ele, isso faria com que as linhas espectrais dos
elementos quimicos dependessem da localizacao e da histéria de cada particula, o que nao é
observado [34, 40]. Contudo, Weyl replica essa afirmagao dizendo que para poder ser feito esse
tipo de estudo em sua teoria seria necessario obter as equagoes de movimento de particulas
de teste, o que nao havia sido feito em seu artigo. Apds o advento da teoria quantica para o
elétron Weyl abandonou sua teoria original, aplicando suas idéias na mecanica quantica. As
transformagoes de gauge (2.65) foram substituidas por transformagcoes de fase dependentes
das coordenadas e do tempo na fungao de onda, o que culminou em um formalismo para

introduzir fenémenos eletromagnéticos na mecanica quantica [34].

5.2 Teoria de Weyl-Dirac

Em 1938, Paul Dirac propos sua “hipétese dos grandes nimeros”, que dizia basicamente
que os niimeros grandes (da ordem de 10%?) adimensionais existentes na natureza como razoes
entre quantidades fisicas deveriam ser fungoes do tempo cosmolégico [15]. Dai, deduziu que
a “constante gravitacional”G deveria ser proporcional a t~!. Dirac argumentou que sua
hipétese, desse modo, era incompativel com a relatividade geral (na qual G é constante).
No entanto, nesse primeiro artigo nao formulou uma teoria completa da gravitagao: sé deu

argumentos qualitativos baseados em sua hipotese.
A formulacao de uma teoria fisica baseada em sua hipdtese veio somente em 1973, baseada

na geometria de Weyl [14]. Para evitar termos quadraticos na lagrangiana, que resultam em

EDPs de quarta ordem, Dirac introduziu um campo escalar 3, com II(5) = —1 (ver def.
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(2.3.11)). A agao da teoria no vécuo é dada por [14]

1
Spir = [ [FWu IV + R+ K" + ) By +,) + 2058V =gd's, (5.1
onde R é o escalar de curvatura da geometria de Weyl (II(R) = —2) e k é uma constante.

W, também foi interpretado como o campo eletromagnético. Trabalhando com & = 6 por
simplicidade, obteve equagoes de campo e equagoes de movimento para particulas de teste
com massa m e carga e.

Para eliminar as objecoes levantadas sobre a nao-integrabilidade do comprimento de
vetores propagados paralelamente na teoria, Dirac propos a existéncia de duas métricas
(representadas aqui por intervalos): dsg, as quais as equagdes de Einstein se referem, e ds ,
a métrica medida por aparatos experimentais baseados em propriedades atomicas da matéria
[14]. Essas métricas estariam relacionadas por uma “transformagao de gauge”(eq. (2.65)),
hipétese também utilizada por por [11].

Em 1977, Canuto et al. propuseram uma modificagao na teoria de Dirac, a partir da idéia
de que fenomenos em diferentes escalas deveriam ser medidos em diferentes “gauges”[11].
Partindo das equagoes de Einstein no vacuo e aplicando a métrica uma transformacao con-
forme, obtiveram as equagoes de campo de sua teoria para um gauge arbitrario. Notaram
também que essas equacoes podiam ser deduzidas da acao de Dirac no caso integravel, com

k =6 (ver apéndice A). A agado no vacuo pode entao ser escrita como
—2w 4
/ e *“Ry/—gd .

Veremos na secao seguinte que as equacgoes de Canuto et al. podem ser obtidas da
modificagdo proposta por Israelit [25] como um caso particular, pelo menos no vacuo. A
diferenca se da somente no modo como o tensor de energia-momento da matéria se acopla

a0 campo w.

5.3 Teoria integravel de Weyl-Dirac

Nesta segao tratataremos da modificacao da teoria de Dirac proposta por Israelit [25].
Baseado na geometria de Weyl integravel, partiu da mesma agao proposta por Dirac (eq.

(5.1)), porém com k arbitrario, introduzindo também um termo de matéria :

Sy = / B2R + k(8" + Bu™) (B + w,) + 2AB" + 87 L] v/=gd"z. (5.2)
Q
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onde o indice subscrito dos campos escalares denota a derivada parcial.
Defina

a=Fk—6. (5.3)

As equagoes de campo da teoria sao (ver [25] e apéndice A)

T v 1 o o o
caW::SWK; —IMZ@ZV—»ﬁﬁwZ'Zg)—éxgmb;a—lmw)——ﬂmby—lhybbg%—Aﬁﬂhy,(54)
2a(3°2"),, = 1678, (5.5)
8
Aﬁ+k@ﬂ,+5%g::—a@ﬂwa—uﬂk)—4Aﬁ?+7;B, (5.6)

onde b:=In(f), Z:=w+be

o1 (Lay=g) -

py \/__g Sgnv ’

16 L
S . _§W’ (5.8)
_ 10Ly
Bi= =355 (5.9)

Essas equagoes estao sujeitas as leis de conservacao

T, — Sw, — BB, =0, (5.10)

T+S—3B=0, (5.11)

onde T = T *, que vém da invariancia da agao por difeomorfismos e transformagoes de
gauge, respectivamente. Vale notar que as leis de conservacao fazem com que a eq. (5.6)

seja satisfeita automaticamente, e portanto o campo 3 nao tem dinamica (ver [25] e apéndice

A).

5.3.1 Equacgoes de movimento

Vejamos agora quais sao as equacoes de movimento da teoria para particulas de teste.
Suponha que a matéria seja descrita por um fluido composto por particulas de mesma massa
m nao interagentes. Assim, se u” representar uma familia de observadores locais (unitérios

com ralacdo ao gauge determinado por w,) em relacdo aos quais as particulas se encontrem
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em repouso, podemos escrever T = putu”, onde p é a densidade do fluido medida por
esses observadores. Definindo uma quantidade py como sendo a densidade de ntimero de
particulas medida por um observador (unitdrio com ralacao ao gauge determinado por w,,)
em repouso com relagdo ao fluido, temos que p = mpy. Supomos que S (eq. 5.8) seja dado
por S = qspn, onde g5 mede a interacao da matéria com Z*. Analogamente, supde-se que

B = bspN-

Da lei de conservagao (5.11), temos que m, g, e b, satisfazem
m + qs — Bbs = 0. (5.12)

Fisicamente, o nimero de particulas se conserva. Segundo Israelit e referéncias em seu

artigo, essa propriedade é expressa matematicamente como

(pNU'V);V = 07

onde a derivacao covariante é dada com respeito a conexao de Levi-Civita associada a métrica
determinada pelo gauge no qual estamos trabalhando. Queremos que essa expressao seja
invariante de gauge, de modo que a expressao “conservacao do nimero de particulas”esteja

bem-definida. Notamos que a expressao acima pode ser reescrita como

(pN\/__guV),u = 0.

Desse modo, mudando o gauge, v/—g = e**/—g, e ©” deve ser renormalizado de modo que
@¥ seja unitdrio nesse gauge. Logo, @¥ = e~ *u”. Dessa forma, devemos ter py = e >*py, ou
(pn) = =3.

Das equagoes de campo (5.4), II(T*) = —6. Logo, II(p) = —4 e, portanto II(m) = —1.
De (5.12), II(¢gs) = —1. As leis de conservacao (5.10, 5.11) implicam (ver apéndice A)

TS, —Tb,= 52, (5.13)
0 que, para o caso da “nuvem”de particulas, nos da
(pu"up)w — pby = 4spN Zp- (5.14)

Como p = mpy e estamos supondo (pyu”),, = 0, temos que

(pu”) = pnu’my,. (5.15)
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Note que, como II(m) = —1, para um gauge arbitrdrio temos que m., nao é necessariamente

zero. Segue que

w(ptin ) + pu” (U ) — pby = 4spN 2y
Utilizando (5.15) e o fato de que g,,., = 0, podemos “subir”o indice x, obtendo
utu’my, + mu” (v, —mb = q, 2",

ou seja,
q m,
u’(ut ) = =Z" + b — utu” —=. (5.16)
’ m m
Para obtermos a forma final das equagoes de movimento é necessario eliminar m.,, da
equacgao acima. Contraindo a expressdo acima com u, e notando que u,(u*,) = 0 (pois

u,u” =1 ao longo das trajetérias) temos

1 s
—u’m,, = q—u”Zl, +u”b,. (5.17)
m m

Substituindo em (5.16), obtemos a equagdo de movimento para particulas de teste proposta

por Israelit [25]
d?z* dz? dx¥

7R il
ds? +{o} ds ds

dz* dx¥

ds ds

= (b, + %Z,,)(gw _ ). (5.18)

Notamos que essas equacoes podem ser obtidas a partir do principio variacional

5/5exp {%Z] ds = 0, (5.19)

onde s é o comprimento de arco no gauge associado a 3. Como f(ds, & e Z sao invariantes

m
de gauge, a expressao acima é invariante de gauge, e portanto o principio variacional (assim
como as equagoes de movimento (5.18)) estd bem-definido.

Vejamos adiante o que acontece em alguns casos especiais.

1) Suponha que a = 0. Isso é, para todos os efeitos, equivalente a tomar Z = 0 (ou

w = —b), e portanto w, = —b,. Nesse caso S = 0. As equagdes de movimento se reduzem a
d%aH dx® dz¥ dat dz¥

mol— gt — — =0, 5.20

ds? s ds ds * (g ds ds ) (5:20)

que, sao pré-geodésicas da geometria de Weyl (ver definigdo 2.2.11), reparametrizadas de

modo que seu vetor tangente tenha norma 1 no gauge especificado. Essas equagoes podem



5.3. Teoria integrdvel de Weyl-Dirac 69

ser obtidas a partir de (ver eq. 5.19)

6/6_“’ds = 0. (5.21)

A reparametrizacao
£(s) = / e ds (5.22)

nos dd, como é imediato ver, a equagao das geodésicas de Weyl (2.15), onde os coeficientes
da conexao sdo dados por (2.64). Dessa forma, o parametro £, dado pela equagao (5.22), é
um parametro afim das geodésicas de Weyl. Reciprocamente, dada uma geodésica de Weyl

parametrizada por um parametro afim £ e fixo um gauge (g,,,w), a reparametrizacao

3
s(€) = A/ e“dg’ (5.23)

(com A constante) é tal que o vetor tangente a curva parametrizada por s tem norma
constante com relacao a g, o que segue diretamente da compatibilidade da conexao com a
estrutura de Weyl (ver def. 2.3.3). Asssim, escolhendo A de modo que o vetor tangente a
curva tenha norma 1 com respeito a g, obtemos para a pré-geodésica parametrizada por s a

equagao (5.20).

2) No gauge em que 3 = 1, temos que as equagoes de movimento (5.18) se reduzem a

d?at dx? da¥ ¢ dx* da”
bot— - 2w, | g™ — —=— =0, 5.24
ds? e ds ds ( ds ds> (5:24)
e se supusermos que a lagrangiana das particulas nao depende de (3, teremos by = 0, e
portanto (pela eq. 5.12) gs = —m. As equagoes se reduzem, entao, a
d*at dx? dz¥ dat dz¥
" g — — =0, 5.25
ds? o} ds ds e (g ds ds) (5.25)

as mesmas do caso o = 0.

Notemos que para que a equagdo de movimento tome a forma (5.20) a tnica restrigao
necessaria é que a lagrangiana das particulas nao dependa de (3, pois nesse caso temos by = 0,

de forma que a equagao (5.12) nos dé g; = —m. Substituindo em (5.18), obtemos (5.20).
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Observadores na geometria de Weyl

Notemos que as equagoes de movimento (5.18) se referem a curvas parametrizadas (no
caso, pelo comprimento de arco de uma métrica especifica da estrutura conforme). Segundo
[14] e [11], o processo de medida estd associado a um “gauge”ou, em outras palavras, a escolha
do par (gu,w,). Seguindo essa hipétese, diferentes gauges - ou, como na versao proposta
por Canuto et al., diferentes “padroes de escala” (unidades de medida que variam de ponto
a ponto) [11] - nos dariam diferentes medidas. Baseando-nos no fato de que as equagoes
de movimento sao escritas, para um gauge fixo, de modo que a norma da 4-velocidade da
particula seja igual a 1 nesse gauge, tomamos como um observador uma curva tipo-tempo
apontando para o futuro (assim como na relatividade geral). A parametrizacao dessa curva
nos determina a unidade de tempo medida por esse observador. Supomos que para que esse
observador realize medidas de velocidade seja necessario determinar como o tempo passa
para ele, ou seja, determinar o gauge. Isso é feito da seguinte forma: Fixado um gauge
(G, wy), a parametrizagao da curva é escolhida de forma que o vetor tangente a curva tenha
norma 1 com relagao a g. Desse modo, nesse gauge é possivel definir a velocidade newtoniana
de uma particula (cuja curva que a representa também é parametrizada de modo que seu
vetor tangente tenha norma 1 nesse gauge) da mesma forma que na relatividade geral.
Assim, a cada observador esta associado um gauge, e o observador realiza medidas nesse
gauge. Mudando o gauge, mudamos a parametrizacao das curvas. Segundo a interpretacao
dada por Dirac [14] e Canuto et al. [11], a mudanga de gauge corresponde a uma mudanga
nas unidades de medida dos observadores, de modo que duas parametrizacoes diferentes
para uma dada curva dao duas formas diferentes com que o tempo passa para o observador
associado a essa curva. Assim, a principio, a medida da velocidade newtoniana dependeria
do gauge, propriedade que queremos analisar no que segue. Com essa analise pretendemos

também tornar mais clara a nogao de “observador”dada neste paragrafo.

Supondo que a interpretacao dada acima a respeito do que é um observador na geometria
de Weyl (esse conceito pode ser estendido para o caso em que a geometria nao é integravel)
e de como este realiza medidas esteja correta, e que as equacoes de movimento para as
particulas sejam consistentes (isto é, que a imagem da curva que é solucdo das equagoes
de movimento seja independente do gauge), vejamos como se relacionam as velocidades
newtonianas de uma particula (representada por uma curva 7 que aponta para o futuro cuja
parametrizacao depende do gauge, como explicado acima) medidas por um observador em
diferentes gauges. Utilizaremos abaixo, somente nesta se¢do, a notacao da sec¢ao (2.3), por
acharmos mais conveniente para a apresentacao do que segue. A transicao entre as notacoes

nao deve causar problemas.
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Também, como na relatividade geral, definimos um observador instantdneo em um
ponto p € M como sendo um vetor tipo-tempo Y € T, M que aponta para o futuro. Esse
observador instantaneo realiza medidas nos gauges em que Y tem norma 1. Mudando o
gauge, estd associado a Y o observador instantaneo Y, que corresponde ao mesmo observador

fisico inicial, porém medindo diferentemente a forma como passa o tempo.

Seja p € M de modo que 7y passe por p, e tome um gauge determinado por (g,w),
onde g € G é uma métrica pertencente a estrutura conforme G da variedade de Weyl e w
¢ a l1-forma (ndo necessariamente exata) associada, com F(g) = 2w (ver se¢ao 2.3). Nesse
gauge, suponha que um observador (instantaneo) em p seja descrito por um vetor tipo-
tempo Y € T, M, de norma 1 com relacao a g. Nesse gauge, a curva 7y que representa a
trajetéria de uma particula é parametrizada de modo que sua 4-velocidade tenha norma 1.
A wvelocidade newtoniana da particula medida por esse observador nesse gauge é definida
entao como na relatividade geral (ver se¢ao 4.1): Se X = 4, € T, M, pelo lema (2.1.18) temos
que X =aY + .5, com a > 0, onde S é tipo-espaco e Y e S sao ortogonais. A velocidade
newtoniana medida por esse observador nesse gauge é, entao, dada por V := S/a. A norma

da velocidade newtoniana ¢ entao dada por

_9(57 S)

a?

V=

Suponha agora que esse mesmo observador mega a velocidade newtoniana da particula
em outro gauge dado por (§,©), que estd relacionado com (g,w) por § = e**g, © = w + dA.
Entao, no novo gauge, o observador é representado por um vetor Y, com norma 1 com

respeito a g. Temos, portanto,

com Y = bY para b > 0. Logo, devemos ter
Y = 0y,
No novo gauge, a curva que representa a trajetoria da particula é reparametrizada de
modo que §(¥,7) = 1. Logo, se X = 4, € T, M, devemos ter

X =X,
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Dessa forma, escrevendo X = aY + S, com S tipo-espaco e proporcional a S, segue que

S =g

que ¢ diferente da velocidade newtoniana no gauge original. Contudo, a norma da velocidade

newtoniana medida no novo gauge é dada por

A L N T ) (5.26)

Assim, a norma da velocidade newtoniana nao depende do gauge no qual a medida é

realizada. Como a teoria de Israelit, assim como a de Canuto et al., admitem a interpretacao
acima para os observadores (de fato as equagoes de movimento sao escritas de modo que essa
hipétese fica implicita), nessas teorias temos que a equagao (5.26) se aplica, e portanto a
norma da velocidade newtoniana medida nessa teoria é independente do gauge no qual se
encontra o observador. Esse fato tem conseqiiéncias, por exemplo, nas predi¢oes de modelos
relativisticos de discos galéacticos, como sera visto adiante. Em particular, a velocidade
circular das curvas de rotagao para o modelo de Kuzmin construido para o caso particular
em que a constante de acoplamento « da teoria de Israelit é igual a zero (ver equacoes (5.2),
(5.3)) - que é formalmente equivalente a teoria de Canuto et al. na maioria dos aspectos
- é independente do gauge. Como essa teoria é tal que existe um gauge no qual vale a
relatividade geral (determinado pela condicdo w = 0), a velocidade circular do modelo de
Kuzmin nessa teoria construido a partir do modelo relativistico [44] e a do préprio modelo
relativistico sao iguais. Mais geralmente, para todo modelo nessa teoria obtido a partir de

um modelo relativistico, a velocidade circular sera a mesma em ambos.

5.4 Modelos de Kuzmin em Weyl-Dirac integravel

Nesta segao construimos modelos de Kuzmin na teoria integravel de Weyl-Dirac [25] e

na teoria proposta por Canuto et al., ambas modificagdes para o caso integravel de [14].
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Tratamos de alguns casos particulares de [25], e discutimos a validade dos resultados obtidos
para casos mais gerais. A analise das predicoes dessas teorias ocorre através da comparagao
dos perfis de densidade e das curvas de rotacao obtidas com as respectivas quantidades
relativisticas. O termo cosmolégico A3* é desprezado no restante do trabalho, pois é suposto
que nao tenha influéncia em escalas galacticas. Também analisamos o limite newtoniano de
um dos casos estudados.
Nos casos especiais analisados abaixo, a métrica possui simetria axial e é escrita na forma
isotrépica
ds? = "2 — AR (GR? 1 d2% 4 r2dp?) (5.27)

e nos restringimos aos casos nos quais w = w(R, z), onde fica implicito que o sistema de
coordenadas cartesiano associado ao sistema de coordenadas cilindricas (¢, R, z,p) cobre
todo o espacgo-tempo. Além disso, as equacgoes de movimento para particulas de teste sao
dadas por (5.20):

2,1 o v Iz v
P da” da’ (gw_didﬂf ):0‘ (5.28)

+ 12

ds? o} ds ds ds ds
Faremos, antes de construir os modelos de Kuzmin para os casos particulares, consi-

deragoes gerais sobre quantidades fisicas associadas as trajetorias das particulas descritas por

(5.20). A velocidade circular medida por um observador instantaneo (unitario em relagao ao

gauge escolhido, de acordo com a convengao adotada acima) em repouso junto a particula é

dada por (4.13). Notamos, primeiramente, que as equagoes (5.28) podem ser reescritas como

R dz? dz¥ dz¥ dx*

w p _ —
iz ( v} Gouts ) ds ds "ds ds 0

Considerando o espago-tempo descrito, em coordenadas cilindricas (¢, R, z, ), pela métrica

ds® = gttdtQ + grrdrz + gzzdz2 + g¢¢d§02

para algum gauge, com g, = ¢, (R,z), v = t,R,z,¢ e com respectivo campo w (nao
importa de quais coordenadas depende), a equagao de movimento para a coordenada R nos
da

dx? dx¥ dx" .

v = U 2
ds ds +w dsR 0 (5.29)

R+ <{fy} + gawa)

A fim de calcularmos a velocidade newtoniana de particulas fazendo um movimento

circular em torno do centro na hipersuperficie z = 0, fazemos R = cte. ¢ z =0 em (5.29):

(€20 + 00 @0+ (18 + 90" ) 0 =0
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pois {/%} = 0. Assim, temos

()2 {&} + guw”

02~ (B} + o (5.30)

Para as geodésicas parametrizadas pelo parametro afim & (ver eq. 5.22), temos que as

equacoes das geodésicas de Weyl podem ser reescritas como

d?at TR .\ da” da¥ 5 dx? dx*
YW — 2w =
ds? ovs T 9o ds ds “ds ds
O termo QwV%% na equagao para xr* = R ¢é nulo para a velocidade circular, de modo

que a velocidade circular nessa nova parametrizagao ¢ igual a velocidade circular na para-

metrizagao pelo comprimento de arco da métrica g, .
Facamos uma mudanga de gauge do tipo (2.65), a qual preserva a conexao. Temos que

—_—

bt = {E} — g A + 0N, + 08, (5.31)

Assim, nesse novo gauge, temos que

@2 _ B +5@" () Gug™on
(i)2 {5;0} + gw‘:)R {fiio} + gsosogRR@R

Como, por (5.31)
{fi = {i} — gu",
temos que

{EY + gug"™or = {{{} + guw"

por (2.65). Analogamente,

{ﬁp} + gwapgRR@R = (Ip%(p} + gnpapra

e portanto

@ 07

Assim, a velocidade circular, definida por (v.)* = —g%((f—));, ¢é dada por

_ Gu {fi} + guw™

2
)2 = 2t s T I 5.32
(ve) Joo {15, } + gppw® (5.32)
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Pelos céalculos acima, essa expressao ¢é invariante de gauge, como de fato deveria ser pelos

argumentos geométricos dados no final da segao (5.3.1).

Para a métrica (5.27), temos que

(e”).r

e

=3

1
Ry = 5R(z + RAR),

de maneira que
i) gue” __ (e").r—2¢"wr
B Y+ goowf  (R?*)R — 2R2e wp

A velocidade circular entao é dada por

_ R*er (¢") g —2€¢"wp
e’ (R%eM) g — 2R?*c?wp’

(5.33)

Como na relatividade geral, definimos o momento angular especifico da particula
com respeito ao sistema de coordenadas (t, R, z,p) como a quantidade conservada relaci-
onada & coordenada ¢ da acdo [e “ds (ver eq. 4.16), obtido através das equagoes de

Euler-Lagrange (4.15). Obtemos entao
hi= =g, (5.34)

onde ¢ = %f ¢ a componente ¢ do vetor tangente a curva que representa a trajetoria da
particula, parametrizada de forma que este tenha norma 1 com respeito a g. A expressao
acima ¢é invariante de gauge, se tomarmos no novo gauge descrito pela métrica g a parame-

trizagao pelo comprimento de arco de g.

O fato de que o vetor tangente a curva tem norma 1 significa, para a métrica (5.27), que

dt\” o [ dy 2
viZZ) — ) =1. _
e ( 5) Re ( S) (5 35)

Juntamente com a equacao (5.30) e com dgf = %f%, obtemos para uma particula de teste

em uma trajetéria circular (R constante) em uma hipersuperficie dada por z constante:

V)R — 2e’w
L o2 (e).r R .
h ‘ ‘ \/e”[(RQeA)R — 2R?e wpg| — R?e*(e¥) g — 2€Ywg)|

(5.36)
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Vemos, como no caso da velocidade circular, que a expressao é de fato invariante de

gauge.

Nos casos que seguem, supomos que no limite de campos fracos e baixas velocidades
valham a primeira e a segunda leis de Newton, sendo a modificacao que a teoria introduz com
relacao a relatividade geral de origem gravitacional. Dessa forma, nesse limite, o critério de
estabilidade de Rayleigh é dado pela equagao (3.14). Supomos, como em [44], que a extensao

desse critério ao caso geral seja dada pela mesma equagao, isto é:

hh.p > 0. (5.37)

Abaixo, construimos modelos de Kuzmin para casos particulares da teoria de Israelit.
Primeiramente, analisamos o gauge = 1 (chamado por Dirac de gauge de Finstein [14]),
caso no qual as equacoes de campo no vacuo sao equivalentes as equacoes de campo da
relatividade geral com tensor de energia-momento dado por um campo escalar sem massa.
A partir de uma familia de solugoes para essa equacao no caso esfericamente simétrico [9],
obtemos uma familia de discos de Kuzmin dependentes do parametro « da teoria. Estudamos
o comportamento das curvas de rotacao e dos perfis de densidade desse modelo em funcao

de a.. Vale notar que, se a = 0, recuperamos nesse caso a relatividade geral.

Em seguida, estudamos o caso a = 0. Nesse caso, a teoria de Israelit [25] é praticamente
idéntica a modificagdo proposta por Canuto et al. para a teoria de Dirac [11], a diferenga
aparecendo na forma como o campo w se acopla a matéria. Como ressaltado acima, se w = 0
obtemos a relatividade geral. Tendo isso em mente, examinamos as predigoes feitas por
observadores em diferentes gauges (perfis de densidade e curvas de rotagao - estas tltimas,
como ja dito, sdo independentes do gauge) segundo a teoria. Vale aqui ressaltar que essa
comparagao tem carater apenas qualitativo, e nos déd apenas uma primeira aproximagao
para os processos fisicos que ocorrem nas galaxias espirais. Também investigamos o que
ocorre no limite newtoniano, isto é, no limite de campos fracos e velocidades baixas. Sob
certas hipdteses, é possivel obter uma modificacao nas equacoes de movimento devida a w,
assim como uma equagao para esse campo similar a equacao de Poisson (3.6). Resolvemos
essa equagao para alguns casos, obtendo assim as curvas de rotagao associadas a algumas
distribuicoes esfericamente simétricas de matéria. Tais resultados sao 1teis pois nos dao uma
idéia do que pode ocorrer para distribuicoes de matéria mais realistas, caso muito mais dificil

de ser abordado.
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5.4.1 Gauge de Einstein

Com (8 =1, as equacgoes de campo da teoria se reduzem a

Gy = 8m(Ty +Ou) (5.38)
e
20", = 1675, (5.39)
onde .
8O = a(ég‘“’w’\w,\ — whw”). (5.40)

No vacuo, T),, =0 e S = 0. As equagoes de campo se reduzem, entao, a

1
G = a(ég“”wAwA — whw"), (5.41)
W, = 0. (5.42)

Essas equacoes sao as mesmas equacoes que as para um tensor de energia-momento descrito
por um campo escalar sem massa na relatividade geral [46]. Para o caso esfericamente
simétrico, uma familia de solugdes foi encontrada por Buchdahl [9], que em coordenadas

cilindricas isotrépicas é dada por

2y
ds® = (%) d? — (1= [ 21+ ) 2I(AR + d2? + Rdg?),  (543)

_ 1-f
w= 2)\111(1 +f)’ (5.44)

onde
m

f= 2V R? 4 22 (545)

e v e A sao constantes satisfazendo

72 =142’ (5.46)

Para uma métrica do tipo (5.43) e uma fungdo w dada por (5.44) em coordenadas

cilindricas isotrépicas (¢, R, z,¢), com f = f(R,z), é possivel demonstrar que o tensor de
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energia-momento (5.38) é escrito como

TP = —QW(l_ﬂz;{Hf)gm (f,RR+f,ZZ+}%f,R),

T = s peeaa el (el ) 2R - U

v = —Wl_f)g217(1+f)3+27(ff,Rz—3f,Rf,z), (5.47)
Iy = eyt (1 (X T R C U

T - e U fae) = (for)? + ().

Ar(1 = [ (1+ f)

Aplicamos o método de Kuzmin a familia de solugdes (5.43, 5.44), escrevendo a métrica

em coordenadas cilindricas isotrépicas e fazendo a transformacao z +— |z| 4+ a na funcao f:

. m
2/ R+ (2] + a)*

f

Para que nao haja singularidades nem na métrica nem em w, devemos ter 5> < 1.

Como na relatividade geral, escrevendo

T)=H"(z)+D), (5.48)

I

o tensor de energia-momento “fisico”do disco sera dado por
Y, =v-g..H,S (5.49)
na hipersuperficie z = 0.

Além disso, para z # 0, temos que D .. = 0, 0 que pode ser visto através de um argumento
andlogo ao utilizado no caso relativistico. Como em [45], o tensor de energia-momento
¢ diagonal nesse sistema de ccordenadas, com pressao isotrépica. Utilizando o programa
MAPLE, calculamos os perfis de densidade e de pressao no disco, 0 = Y%, P, = -V, * i =

7, 2, p. Definindo
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essas quantidades sao escritas como

r = L P+ L |
a/m
P = . 5.51
8m(1 — %)2—7(1 + %)2“3:4 (5:51)

As expressoes para o modelo feito na relatividade geral [44] sdo obtidas fazendo v = 1
(isto é, =0 em (5.46)).
Para que a densidade seja positiva em todo ponto, é necesario que v > i = o

Como em [44], é possivel calcular a massa total do disco integrando em r e ¢ a densidade:

1 (2a +m)rtt
MGAL = /J\/grrgwdrdtp = —a+ EW (552)

Novamente, para v = 1, recaimos na férmula da relatividade geral obtida em [44].

Segundo a expressao (5.33), a velocidade circular no disco é

) — 2\
- (v =2 .
2 (ﬁ — (v + 2)\)) (2 +a%)%? (1 - —4(R21+a2))

Para valores tipicos de escalas galacticas (= ~ 1077, ver secao 4.1), fixando o parametro

(5.53)

a, ¢ possivel encontrar para uma dada escolha de v, A e m um valor para o parametro m do
modelo relativistico de modo que as curvas de rotagao dos dois modelos sejam praticamente
idénticas. Isso ocorre porque, a menos de um fator multiplicativo, a expressao (5.53) difere
da expressao relativistica ([44], obtida com v = 1, A = 0) apenas por um fator aditivo no
denominador. A diferenga entre as duas configuragoes (relatividade geral e teoria integravel
de Weyl-Dirac no gauge de Einstein) ocorre, nesse caso, no perfil de densidade visto pelo
observador parado em relacao ao fluido. Dessa forma, é de se esperar que o comportamento
qualitativo das curvas de rotacao no gauge de Einstein seja parecido com o comportamento
das curvas relativisticas, fato ilustrado na figura (5.1). Isso nos indica que, se a teoria pro-
posta em [25] puder explicar a anomalia nas curvas de rotagdo de galdxias espirais [2, 41]
sem a necessidade de matéria escura, ou esse gauge nao deve ser o indicado para medir
fenomenos nessa escala ou devemos ter by # 0 em (5.12) - o que da % # —1 em (5.24).
Supondo que a interpretacao sobre os observadores na geometria de Weyl dada em (5.3.1)
seja valida para a teoria de Israelit, como fica implicito pela apresentacao dada em [25], a

velocidade circular do modelo de Kuzmin seria independente do gauge. Dessa forma, a con-
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clusao a que chegamos ¢é que para b, = 0 o modelo de Kuzmin nao é capaz de produzir curvas
de rotagao que concordem com os dados observacionais (ver [2, 41]). Contudo, este modelo
apresenta algumas caracteristicas interessantes, como o fato de podermos ter diferentes perfis
de densidade para uma mesma curva de rotagao. Além disso, a presenca do fator (v — %) no
numerador da expressao para a densidade nos indica que, para valores de v proximos de 7%,
o valor da densidade na regiao préoxima ao centro da galdxia é muito pequeno com relacao
ao seu valor maximo, formando uma estrutura que se aproxima de um anel de matéria. Eo
que ocorre para os valores relativos a linha verde tracejada da figura (5.1). Como visto nas
figuras (5.1a) e (5.1b), isso pode ser feito sem alterar a curva de rotagao. Notamos também
que o critério de estabilidade de Rayleigh (5.37) para o momento angular especifico (dado

pela eq. (5.36)) ¢é satisfeito por todas as curvas tragadas (ver fig. (5.2)).

Vemos que, para certas galdxias como por exemplo a UGC11819 [5], 0 modelo de Kuzmin
relativistico (assim como os respectivos casos para 3 = 1) produz curvas de rotagao que se
adequam aos dados observacionais, ao menos no que se refere a curva de rotacao. No entanto,
a velocidade circular nesse modelo tem comportamento kepleriano, isto é: longe do centro
da galdxia, temos v, oc 7~/2. Desse modo, curvas de rotacido planas ou que nao decrescem

com R nao podem ser explicadas por esse modelo, como dito acima.

As equagoes desta se¢ao estao escritas em unidades geométricas (G = ¢ = 1), de modo
que massas tém dimensoes de comprimento e velocidades sao adimensionais. Para passarmos
para outros sistemas de unidades (onde G e ¢ tém dimensodes), é feita a andlise dimensional
das quantidades fisicas e sao utilizados os fatores de conversao convenientes. Na pratica,
basta substituir 7 por 7G/c?, m por €3£ (onde M ¢ a massa dada em unidades convencionais)

e v por v/c. Para mais detalhes, ver [46], apéndice F.

[lustramos esse procedimento com as grandezas fisicas introduzidas nesta secao. A den-
sidade superficial do disco (5.50) e sua pressao (linear) (5.51) em unidades nao-geométricas

estao relacionadas com os valores em unidades geométricas por

C2

Onaogeom = ao-geomy (554)

C4

Pnaogeom - Epgeom-
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Tabela 5.1: Valores utilizados na figura 5.1

Curva a m v A «
(kpc) (pc)
preta (RG) 6,9+ 02 (47+02).10° 1 0 0
(solida)

azul 6.9 3.0.10°3 0,5 0,5 -9.375.10°2

(tracejada)
vermelha, 6,9 2,2.1073 0.1 -1 -0,495
(trago-e-ponto)

preta 6,9 4,68.103 12 0,132 383107
(pontilhada)

verde 7.9 0.1 7.0.10°° -0,0255 -3.25.10~*
(tracejada)

Assim, escrevendo M = %m, temos
GM/c?
y Ma (v — 2m>
2 \o_ c2
27 (1= gy (L g (B2 o)
P GM?a 1
o c? _ c?
5T (- gy P (U g (B o)

A velocidade circular (5.53) é, desse modo, dada por

R (v —2))

Ve = C— ’
m m m
ﬁ—i (m — (v + 2)\)) +-15(R? + a?)3/? (1 - 4(R2-|2-a2)>

que pode também ser escrita como

(v —2X))

m r24q2)3/2 m2 ’
<2m —(v+ 2)‘)>+%( +r2) <1 - 4(T2+a2)>

Ve =2C
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Figura 5.1: Curvas de rotacao do modelo de Kuzmin no gauge de Einstein: (a) - curvas de
rotagao com dados observacionais da galaxia UGC11819 [5]. (b) - curvas de rotagao previstas
pelo modelo até 35 kpe. (c) e (d) - perfis de densidade. (e) e (f) - pressdo isotrépica. As
diferentes cores correspondem aos valores citados na tabela 5.1. A curva para o modelo
relativistico (preta) foi ajustada, enquanto que as outras foram construidas segundo um
critério visual.
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Tabela 5.2: Massas totais dos discos da figura 5.1

Curva Massa total
do disco (M)
preta (RG) 9,8.10%
(solida)
azul 3,13.10%°
(tracejada)
vermelha 4,6.10°
(trago-e-ponto)
preta 1,174.101
(pontilhada)
verde 7,38.106
(tracejada)

l4x10-' F
12x1077 |
Lxlom" |

8. %108 F

I o )

6.3 1078 |
4.x10 8 F

2 w1078 F

E (kpo)

Figura 5.2: Momento angular especifico das curvas de rotacao da figura 5.1 em funcao da
distancia ao centro do disco. Os valores para as diferentes curvas estao especificados na
tabela 5.1. Todas as curvas satisfazem o critério de estabilidade de Rayleigh (5.37).
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5.4.2 Caso em que a =0

Se o = 0, o que é formalmente equivalente a tomarmos Z = 0 (e portanto § = e™¥), as

equagoes de campo (5.4) se reduzem a
Gy = 2(guw’y — Wyw) + 20wy + G’ W, = 8w T, . (5.55)

A equagdo de movimento para as particulas de teste é dada por (5.20), que sao geodésicas
da geometria de Weyl reparametrizadas de modo que, em cada gauge, a norma de seu vetor

tangente seja constante e igual a 1.

No caso da geometria de Weyl integrdvel (em dimensao 4), as equagoes (2.69) e (2.70)
nos dao que o tensor de Einstein da geometria de Weyl @, (ver definigao (2.72)) é escrito,

em funcao do tensor de Einstein riemanniano G, e da 1-forma w,, em cada gauge, como

Quv = G + 2(Wpp — gu,,) + 2(wpwy, + %g,ww”wa). (5.56)

Como salientado nos comentarios apds a definigdo (2.72), a expressao acima é indepen-
dente do gauge. Na versao proposta por Canuto et al. [11], a forma do acoplamento entre
o tensor de energia-momento da matéria e o campo w nao fica definida, sendo definido um
tensor de energia-momento 7, invariante de gauge, que para w = 0 coincide com o tensor
de energia-momento da relatividade geral. Na teoria de Israelit [25], como visto na equagao
acima, o tensor de energia-momento é tal que que II(7),,) = —2. Dada a interpretacao fisica
da densidade e da pressao no fluido como sendo basicamente dadas pelos autovalores de 7",
tal teoria nos diz que essas quantidades fisicas nao sao invariantes de gauge. Como na teoria
[11] essas quantidades s@o covariantes de gauge mas também nao necessariamente invarian-
tes, tomamos no que segue essa interpretagao, que engloba a suposta em [25]. Para isso,
substituimos o lado direito da equagao (5.55) por 7,,,,, sem definir como ocorre o acoplamento

de w com a matéria. As equagoes de campo entao se tornam

Quu = 87T, (5.57)

No gauge em que w = 0, temos a relatividade geral. Um modelo de Kuzmin para uma
métrica isotrépica ja foi obtido nesse caso em [44], e estd brevemente descrito na secao
(4.1). Assim, partindo desse modelo, analisaremos abaixo se a escolha do gauge (ou, na
interpretagdo dada acima, a escolha do “relégio”e das “réguas”do observador) modifica as

predigoes em escalas galdcticas.
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Aplicando as identidades de Bianchi (2.80) ou (2.81) as equagoes de campo (5.57) temos

V. T", = —2w,T", (5.58)
guavutz:xu = Oa

que sao as leis de conservagao para a matéria no caso em que a = (. Na teoria de Israelit,

para a = 0, temos que S = 0 (ver eq. (5.5)). Desse modo, a lei de conservagao (5.13) nos da
T, +w,T = 0. (5.59)

Para um campo tensorial A", simétrico, é facil mostrar que
VAR, =AY, — 4w, AY, + Aw,, (5.60)

onde A = A" . Dessa forma, utilizando essa equagao para o tensor de energia-momento 7%,
da teoria de Israelit juntamente da lei de conservagao (5.59) e com 7% = e?**T" obtemos
(5.58). Logo, ao menos para a = 0, a teoria de Israelit é compativel com as identidades
de Bianchi. Se supusermos uma relagao mais geral para o acoplamento entre o tensor de

energia—momento ¢ O campo w, como por exemplo
w _  Nwrip
TV =eT" (5.61)

onde N é um numero inteiro, as leis de conservacao advindas das identidades de Bianchi
(5.58) nos dao
vV, TH = —(N+2)w,T",.

Utilizando (5.60),
., + (N =2)wT" +Tw, =0.

Canuto et al. trabalharam em escalas cosmolégicas, e a maneira que utilizaram para
determinar o gauge foi supondo valida a “hip6tese dos grandes nimeros”de Dirac [15, 14, 11],
cuja conseqiiéncia era de que a constante gravitacional G seria proporcional a ¢!, onde t é o
tempo cosmolégico. Como estamos trabalhando com escalas galacticas e consideramos que
os discos galacticos sao modelados por estruturas estaticas, devemos trabalhar em um gauge
de modo que as expressoes para a métrica e para o campo escalar w sejam independentes do
tempo. Assim, a hipétese dos grandes niimeros de Dirac nao nos é ttil para determinar o
gauge.

A hipétese (5.61) para o acoplamento do tensor de energia-momento com o campo w nos
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diz que a densidade e a pressao de um fluido perfeito, medidas por um observador localmente
em repouso com relagao ao fluido, sdo dadas em gauges distintos - relacionados por (2.65) -

por

15 — €(N72))\

po= e

P;

N—2)A D

(como salientado anteriorente - segao (5.3.1), definimos um observador como uma curva tipo-
tempo que aponta para o futuro, e em cada gauge medicoes sao realizadas reparametrizando
essa curva e as curvas que representam as trajetérias de particulas de modo que todas tenham
norma 1 com respeito a métrica determinada por esse gauge). A velocidade circular (para

modelos axissimétricos), como ja visto, é invariante de gauge.

Limite newtoniano

Procuramos agora qual o limite de campos fracos e velocidades baixas da teoria quando
a = 0, e analisamos se este limite estd bem-definido e faz sentido fisicamente. Para isso,

supomos existente um sistema de coordenadas e um gauge (g,w) tais que

Guv = Ny + EVuvs (562)

com ¢ pequeno de modo que possamos desprezar os termos em 2 nas componentes da
conexao e na curvatura. Supomos também que w seja pequeno o suficiente para que os
termos quadraticos que aparecem nas componentes do tensor de curvatura sejam despreziveis.

Trabalhamos também no limite de velocidades baixas, como sera explicitado adiante.

Com essas aproximagoes, supondo que a norma da velocidade de uma particula de teste

dt\? N [(dat\? dzt da”
2

ay il i |
¢ <ds> ;(dzs) W ds ds

A velocidade newtoniana da particula é dada por v := ddit = %%, e a hipdtese de

velocidades baixas se traduz trabalhando em primeira ordem em v'/c. Assim, a equagio

dt 2+ at\* _
ds €%00 ) —

seja igual a 1, temos

acima ¢ aproximada por
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A 1
ds N 02(1 —|—€’700)‘

Logo, a equagao de movimento (5.20) é aproximada (para as componentes espaciais) por

d?zt [ dx® 2
FHOO}(E) @i =0

e portanto

ja que % é da ordem de v “/c e os simbolos de Christoffel sao da ordem de €. Assim,
A’z 2 2
ds2 {00} (ds) —w; =0,

e supondo desprezivel o termo 2’—25

Pxt ds\?
di2 +c {00} <%> =0.

Descartando termos de segunda ordem obtemos
d*z 2 ds
dt2 {00} <dt) =0.

Az
dt?

Como w é da ordem de ¢,

+ i} — Fw,; = 0.

Utilizando que
{00} = 5%0 i (5.63)

chegamos a equagao de movimento no limite de campos fracos e estaticos e velocidades baixas

(limite newtoniano):

ﬁ +c V( Yoo —w) = 0. (5.64)

Vejamos agora qual a expressao para as equagoes de campo (5.57) nesse limite. Como
dito acima, consideramos apenas termos de primeira ordem em ¢ e w na curvatura. Con-
sideramos um espaco-tempo estatico, tal que no sistema de coordenadas e no gauge onde
a equagao (5.62) vale, com w pequeno como especificado acima, esses campos nao depen-
dam da coordenada temporal. Primeiramente, notamos que as equagoes (5.57) podem ser
reescritas como

1
- _guuT)a (565)

Ry, = 8m(7,, 5
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tirando o traco de (5.57). Além disso, por (2.69),
R, =K, + guywa;a + 2wy, + 2(wuwy — gm,w”wa), (5.66)

Segundo nossas suposigoes, o termo entre parénteses pode ser desprezado. Além disso, em

primeira ordem em ¢ temos que

KNV = ,uzx},U - gu},y (567)
‘ 1
gu} = 5 h’l(—g)#, (568)
de modo que
o 1
KNV = ,uz/}ﬂ - iln(_g),uu' (569)

As equagoes de campo entao sao escritas como

1
K + 0w, + 2w, = 87(7,, — §gWT). (5.70)
Segundo nossa convencao para o indice da métrica, w?, = —V2w. Logo,
9 1
K —nuViw+2w,, =8m(7,, — §gWT). (5.71)
Para p=v =0,
o %’Yoo,m se 0 # 0;
_ 5.72
{5} {0’ o (572
Assim,

3

o g
{Gote = 5700 (5.73)

j=1

de maneira que

€
Koo ={3o}.0 = §V2’Yoo- (5.74)
Temos, portanto,
€ 8t 1
V2(§700 —w) = 2 (Too — 57), (5.75)

as equagoes de campo no limite de campos fracos e baixas velocidades. Seguindo Canuto et

al., supomos que 7, = eN“T,

w»> onde NV é um inteiro e T, ¢ o tensor de energia-momento

fisico. Para uma distribuicao de matéria descrita somente pela densidade p, o tensor de
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energia-momento é dado por T = pufu”, e portanto a equacao (5.75) nos da
V2 (%’Yoo — W) = 4nGeN¥p. (5.76)

Na relatividade geral, o limite newtoniano é obtido identificando a perturbagao =y, da
métrica com o potencial gravitacional [24]. Mais precisamente, escreve-se ¢ = 0275700. A
equagao (5.64), entao, nos da a segunda lei de Newton (3.7) na presenga de um campo gra-
vitacional, e a equacao (5.76) nos da a equagao de Poisson (3.6). Contudo, quando introdu-
zimos o campo w, € necessario fazer pequenas alteragoes nessa interpretacao. Apresentamos

abaixo duas abordagens possiveis, e estudamos suas conseqiiéncias.

N

Primeira abordagem: Expandimos e¢™“ em primeira ordem em seu argumento,

N =14 Nuw, (5.77)

de forma que

22 (3%0 — w) = 471G(1 4+ Nw)p. (5.78)

Supondo que a densidade p seja pequena o suficiente de modo que sejam considerados
apenas termos de primeira ordem em w e p, o termo em N é descartado. Trabalhamos, dessa
forma, apenas com o tensor de energia-momento “fisico”. Defina entao ® = 02(3’700 —w).
As equagoes (5.78) e (5.64) nos dao

V2® = 4nGp, (5.79)
d*z
0 _ _ve
dt? ve,

isto é, a equacao de Poisson e a segunda lei de Newton para uma particula sujeita a um
campo gravitacional.

E interessante notar que tanto a teoria de Israelit [25] no caso em que a = 0 quanto
a teoria de Canuto et al. admitem a gravitacdo newtoniana no limite estético de campos
fracos e velocidades baixas. Do ponto de vista da consisténcia da teoria no que diz respeito
a confrontagao com o grande nimero de experiéncias feitas nesse limite, vemos isso como
um aspecto positivo. No entanto, buscamos modificagoes no limite newtoniano da teoria,
de modo que ela seja compativel com os casos onde a gravitacao newtoniana se aplica mas
possa nos dar predicoes diferentes em escalas onde nao ha consenso sobre a aplicabilidade

plena desta. Como exemplo, citamos o problema que motivou o trabalho em questao: as
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curvas de rotacao de galaxias. Veremos abaixo uma segunda abordagem para tratarmos as

equagoes (5.64) e (5.76), e estudaremos algumas de suas conseqiiéncias mais simples.

Segunda abordagem: Trabalhando com (5.78), supomos que o termo Nwp nao seja des-
prezivel. Isso ocorre se o produto Nw nao for muito menor do que 1, ou se for suficientemente
grande para que efeitos nao-lineares nao possam ser desprezados. Contudo, supomos des-
preziveis correcoes de segunda ordem em Nw. Isso, juntamente com as observacoes feitas
logo antes de iniciarmos o tratamento do limite newtoniano, exclui o acoplamento proposto

por Israelit [25], no qual N = 2.

A equagao (5.78) entao nos dé apenas uma equagao diferencial parcial para os dois campos
Yoo € w. Isso dificulta tanto a resolucao das equacgoes quanto a interpretacao fisica dada a
esses campos. Dessa forma, para prosseguirmos em nossa andlise, supomos que a equacao
(5.78) possa ser resolvida separadamente para os dois campos, obtendo assim uma equagao
que sO6 envolva 7y e outra que s6 envolva w. Essa hipdtese simplifica muito o problema,
porém ainda nao o determina. Para isso, precisamos de argumentos fisicos para identificar
esses campos com grandezas fisicas conhecidas. Definimos o “potencial newtoniano” ® como
sendo o campo que satisfaz a equagdo de Poisson (3.6). Guiando-nos pelas identificagoes
feitas na relatividade geral, a maneira que propomos para desacoplar a equacao (5.78) é

. . .. . , 2 .
definindo ® da mesma maneira que na relatividade geral, isto ¢, como ® = 7. Definimos

também ¥ = —c%w, por conveniéncia. As equacoes de campo e de movimento entao ficam
V2® = 4nGp,
4rGN
Ve = -y, (5.80)
c

d*r

— = —Vo-VVU.

dt?

Como vemos, as equagoes de campo determinam ¢ a menos de um fator aditivo, como na
teoria newtoniana, e ¥ a menos de um fator multiplicativo. Isso nos permite fazer ¥ pequeno
o suficiente (inclusive podendo tomé-lo nulo) de forma a reavermos a gravitagdo newtoniana
nas escalas onde é considerada valida. Contudo, solugoes de (5.80) para W nao-triviais podem

nos dar predicoes interessantes, como veremos a seguir.

Estudamos o caso de simetria esférica, isto é, o caso em que p = p(r) onde r é a coorde-
nada radial. Supomos que ® = ®(r) e ¥ = U(r). Definindo j(N) = *¢¥  a equacdo para
U é

1 d
ar

(r*0) = —j(N)p¥ (5.81)
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ou, de modo equivalente,
2" + 20V + §(N)r?p¥ = 0. (5.82)

Aqui, V' = %. No vécuo (p = 0), as equagao para ¥ em (5.80) se reduz a equagao de

Laplace, cuja solucao esfericamente simétrica é
a
Upe(r) = —— + b, (5.83)
r

com a e b constantes determinadas pelas condig¢oes de contorno. Se a densidade for constante

(mas nao nula) igual a py, a solugao geral de (5.82) é

sin(e,r) . cos(é,r)
U =A B 5.84
+(r) T + Dy Eor (5.84)
para N positivo, onde (£,)% = j(N)po, &4 >0, e
sinh(&_r) cosh(§_r)

U _(r)y=A_ B_ 5.85
(r) et e (5.85)

para N < 0, onde (£.)* = —5(N)po, ££ > 0. J4 a solugao para @ ¢é

271G

o(r) = —g b+ ”T'Oor?. (5.86)

Devido ao acoplamento entre p e ® nas equagoes de campo (5.80) (ou, no caso de simetria
esférica, (5.82)), a principio néo é facil encontrar uma férmula integral para ¥, como é feito
para o potencial newtoniano (ver capitulo 3 ou [4]). Além disso, as condigdes de contorno
para W nao sao conhecidas. De modo a simplificarmos o tratamento do problema, faremos
a seguinte aproximacao para o caso esfericamente simétrico: a densidade sera descrita por

um conjunto de esferas concéntricas de densidade constante. Assim,

po, 0 <1 < Ry;
p(r) =< pi, Rioi<r<R; para i=1,...,n; (5.87)
0, r>R,.

Impondo que os potenciais sejam regulares na origem e usando para ¢ a condicao de
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contorno ®(r — o) = 0, obtemos

by + 2520, 0 <7< R
P(r)=q —%+0b+ ZTFTGMT2, R,_1<r<R; para i=1,..,n; (5.88)
_%7 r Z Rn7
onde os coeficientes a; e b; sao dados por
ArGR?
ay = 3 O(Po—Pl);
ArGR3 .
Qiy1 = G + 3 “(pi — piy1), para i=1,2,...n.
bn+1 = 07

by = bi+27GR(p; — pi1), para i=0,1,2,..n.

Para N < 0, definindo \; = \/—7(N)p;,

sinh(Ao7)

0 Aor  ?
_ sinh(\;7) cosh(A;1)
v (T) - i T DY
Pn+1
— + qn+1,

0 S r S ROa
R, <r<R;, para i=1,..,n; (5.89)
r> Ry,

Impondo que ¥_ seja continua com derivada continua, as condi¢oes de contorno nos dao

A
—1p0 sinh (Ao Ro)
Ao
po cosh (Ao Ry)
Aj\ﬂ [pi sinh (A R;) + g; cosh (A ;)]
pi cosh (\;R;) + ¢; sinh (AN R;y)

sinh (A, R,,) cosh (A, Ry,)
Pn R, dn R,
pn cosh (A, R,) + ¢, sinh (A, R,,)

p1sinh (A Ry) + ¢1 cosh (A Ry)
p1 cosh (A1 Ry) + ¢1 sinh (A Ry)
pir1sinh (A1 R;) + i1 cosh (N1 Ry)
pit1 cosh (N1 R;) + giv1 cosh (N1 R;)

para 1 =1,...n—1

_pn+1
R,
dn+1

+ Qn—i-l

O sistema fica unicamente determinado ao darmos a condi¢ao de contorno no infinito.
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Para N > 0, com & = /j(N)p;,
co &), 0 <7< Ry;
Ui(r) = Czsmg(—ir) +d; + %, R, <r<R;j, para i=1,..,n; (5.90)
_quj»l + dn+17 r Z Rn,

Impondo que ¥, seja continua com derivada continua, as condigoes de contorno nos dao

%CO sin (&)RQ) = sin (glRO) + dl COs (glRO)
cocos (§oRg) = cpcos (&1 Ry) — dysin (& Ry)

[Ci sin (&Rl) + dz COS (&Rl)] = Ci+1 sin (€i+1R ) -+ dl+1 COS (§z+1Ri)

(

cicos (§R;) — disin (§R;) = i1 €08 (&1 Ry) — digrsin (§41 ;)

para i =1,...n—1

€i+1

i

c sin (gan) d cos (fan> _ Cn+1
cncos (& Ry) — dpsin (EuR,) = dpya

+ dn+1

O sistema fica unicamente determinado dando a condi¢ao de contorno no infinito.
A velocidade de uma particula de teste percorrendo uma 6rbita circular ao redor do
centro da distribui¢ao de massa é dada, como em (3.8), por

dd A
(V) = r—+r—o

= ()" + (v)*

No vécuo (isto é, para r > R,), ® e ¥ tém o mesmo comportamento, e portanto para
r > R, a velocidade circular é proporcional a r~/2

Consideraremos apenas o caso em que N < 0, pois o caso de N positivo apresenta
solucgoes oscilatérias. Ilustraremos o procedimento acima com um perfil de densidade dado

pelo modelo de Plummer [4], no qual

SM R
. (—5/2)
)

Pi = (591)

onde M é a massa total do sistema e b é uma constante. Nas figuras (5.3), (5.4), (5.5) e (5.6),
exemplificamos o perfil de densidade (5.91) e as curvas de rotagdo para diferentes escolhas
de N e da condicao de contorno, com n = 200, b = 5kpe, M = 10'2M, e R; = 500(i + 1)pc.

Os resultados obtidos nos mostram que, para algumas escolhas dos parametros, o campo ¥
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Figura 5.3: Perfil de densidade para o modelo de Plummer (5.91) com n = 200, b = 5kpc,
R; = 500(i + 1)pc e M = 10*2 M,

reproduz caracteristicas qualitativas de um halo de matéria escura. Além disso, das curvas de
rotacao devidas a ¥ concluimos que as dependéncias do pico e da extensao de vy com N sdo
tais que para valores maiores de N a caracteristica de “halo”comeca a ser importante para
valores maiores da distancia ao centro da distribuicao de densidade, e tem extensao maior.
Vale lembrar que esse resultado foi testado apenas para valores da ordem dos utilizados
nas figuras (5.3) a (5.6). Fixo b, os mesmos resultados qualitativos sdo obtidos mantendo o
produto N.M constante. A dependéncia com o parametro b é brevemente estudada na figura
(5.7), indicando que a variagao de b pode ser contrabalancada por uma variagao em N.
Dado o comportamento (5.89) da solu¢ao para W, é de se esperar que essa caracteristica
seja valida para outros perfis de densidade esfericamente simétricos também. Contudo, a dis-
tribuicao esfericamente simétrica de densidade é uma primeira aproximacao; para obtermos
predicoes com carater mais realista, devemos tratar distribuigcoes de densidade axialmente

simétricas. Isso, no entanto, esta além do escopo deste trabalho.
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Figura 5.4: Curvas de rotacao para o modelo de Plummer (5.91) com n = 200, b = 5kpc,
R; = 500(i+ 1)pc, M = 1012M e N = 107. As figuras da direita correspondem as curvas de
rotacao até b0kpc e, a direita de cada uma, sao apresentadas as respectivas curvas até 120kpc.
A linha verde tracejala corresponde a curva newtoniana, a vermelha a contribuicao de ¥ e
a preta a curva resultante. As condigbes de contorno utilizadas foram: (a) v, = 250km/s,
(b) v, = 300km/s, (c) v, = 350km/s, onde v, = v.(R,).



96 Capitulo 5. Teoria integrdvel de Weyl-Dirac
T T T T T T
s00f f‘ ]
i \
400 f ]
ay e G
= | - 2
o )' s 1 =
;’ /
100f ]
! /7
] -L il . . . (a). ]
o 10 20 30 40 0
T (kpo)
T T T T T T
soof il{’\_\_
!
200 f oo ]
.
~ _ -
E 300 ; Vs ;
2 i 2
£ oamf )' 1 =
1
| /
100f ]
! 7/ )
ol 2 | . . ]
o 10 20 30 40 50
(kpc)
s00 [ : : ]
so0f
so0f —_—— —_
- 400
s} .‘? #~ —
3 ! 7/ = 300f
E sl | 1 E
s | z
= = e [ 4
00 / ] 200
100 - / 1 100 F
(©) L
L1 -L / ! 1 1 1 11 ok 1 L L L 1 11
[ 10 20 30 40 50 o 20 40 60 80 100 120
(e T ke
600 [ . . 3 600 |
soo b f/’ —_—— — soof [
- ]
_—amf ‘i e s} ; / -~
- ) / .
8 a0 f’ 1 B swf ; / ]
= = ﬂ
wof / ] 00 f ]
w0k 7 ] 100 _ﬂ ]
a L
3 -L / 1 1 1 1 ( ) 17 : Cl 1 1 1 1 1 17
0 10 20 30 40 50 [ 20 a0 60 ) 100 120
(kec) 1 (kpo)

Figura 5.5: Curvas de rotagao para o modelo de Plummer (5.91) com N = 2.10". Os
outros parametros do modelo e o significado de cada curva sao os mesmos da figura 5.4. As
condigbes de contorno sao: (a) v, = 250km/s, (b) v, = 300km/s, (c) v, = 350km/s, (d)
v, = 400km/s.
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Figura 5.6: Curvas de rotagao para o modelo de Plummer (5.91) com N = 3.107. Os
outros parametros do modelo e o significado de cada curva sao os mesmos da figura 5.4. As
condigoes de contorno sao: (a) v, = 300km/s, (b) v, = 350km/s, (c) v, = 400km/s, (d)
v, = 450km/s.
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Figura 5.7: Perfil de densidade (a,b) e curvas de rotagao (c,d) para o modelo de Plummer
(5.91) variando o parametro b. Como nos casos anteriores, tomamos n = 200 e M = 10'2M,,.
(a) e (c) correspondem a b = 1kpc, R; = 100(i + 1)pc, N = 3.10° e v,, = 700km/s. com, b =
5kpc, R; = 500(i + 1)pc e N = 10". (b) e (d) correspondem a b = 10kpc, R; = 1000(: + 1)pc,

N =2.107 e v, = 200km/s.
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Conclusoes finais

O presente trabalho teve o intuito de fazer uma apresentacao da geometria de Weyl no
contexto da geometria diferencial moderna, focando em seus aspectos fundamentais e nas
semelhancas e diferengas em relagdo a geometria riemanniana. Também foram estudadas
variedades semi-riemannianas, dando especial atencao as variedades lorentzianas. Sempre
que possivel, a comparacao com o caso riemanniano foi feita. Também estudamos brevemente
a questao da causalidade em variedades lorentzianas, tema de fundamental importancia em
teorias relativisticas da gravitagao. Um aspecto interessante, que foi apresentado no texto,
é que no caso em que a estrutura conforme subjacente a estrutura de Weyl da variedade
é composta por métricas lorentzianas temos que a estrutura causal da variedade esta bem-
definida, sendo a mesma para qualquer métrica da estrutura conforme. Isso permite tratar
sem ambiguidades da estrutura causal (vetores tipo-tempo, tipo-espago e tipo-luz) e da
orientabilidade temporal das variedades de Weyl, fato crucial para a construgao de teorias
fisicas da gravitacao nessas variedades.

O estudo da geometria de Weyl (e de geometrias ndo-riemannianas em geral) por si sé ja
é de grande interesse, devido a necessidade de, para isso, estender os conceitos geométricos
que muitas vezes sao tratados apenas no caso riemanniano. A geometria de Weyl esta inti-
mamente ligada a nocao de uma estrutura conforme sobre a variedade, além de introduzir
conceitos nao-intuitivos como por exemplo a translacdo das métricas a partir da estrutura
de Weyl e a nao-constancia e a dependéncia com o caminho da norma de um vetor propa-
gado paralelamente de um ponto a outro da variedade ao longo de diferentes curvas. Além
disso, um estudo de geometrias nao-riemanianas fortalece o entendimento da geometria rie-
manniana e da dependéncia dos resultados nessa geometria com relagao as hipoteses feitas
sobre a conexiio. E interessante notar, por exemplo, que a existéncia da aplicacao exponen-
cial esta associada apenas a existéncia de uma conexao na variedade. As propriedades dessa

aplicagao (assim como as propriedades dos sistemas de coordenadas normais a ela associados
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com respeito a uma dada métrica semi-riemanniana na variedade), por sua vez, dependem
das propriedades da conexao. Contudo, como visto na proposi¢ao (2.2.17), algumas propri-

edades dos sistemas de coordenadas normais sao independentes da conexao.

Na segunda parte do trabalho, foi feito um estudo de teorias da gravitacao baseadas
na geometria de Weyl e de modelos de discos de Kuzmin nessas teorias, com o objetivo de
investigar se essas teorias sao capazes de prever as curvas de rotacao de galaxias espirais
observadas sem a necessidade de matéria escura. Analisamos os casos em que a equagao de
movimento para particulas de teste é dada pela equacao das geodésicas de Weyl. A teoria
proposta por Dirac, baseada em uma geometria nao integravel, tem equacoes de movimento
para particulas de teste diferentes das geodésicas, envolvendo a curvatura do comprimento
(ver [14]). Dessa forma, focamos o estudo na teoria proposta por Israelit [25] e na versao
da teoria de Dirac proposta por Canuto et al. [11]. Devido a interpretagdo dada para os
observadores e o modo como medem velocidades na geometria de Weyl, chegamos a conclusao
de que a norma da velocidade newtoniana de uma particula medida por um dado observador
deve ser invariante de gauge se as equagoes de movimento forem consistentes (isto é, se
forem independentes do gauge). Tendo essa interpretagdo como correta, e como o caso em
que f = 1 nao nos permite obter curvas de rotacao planas para o modelo de Kuzmin,
concluimos que o modelo de Kuzmin estudado nesse caso nao é capaz de fornecer curvas
de rotagao que se adeqiiem aos dados observacionais quando a lagrangiana das particulas
de teste nao depende do campo (3. Essa conclusao, no entanto, limita-se ao modelo de
Kuzmin, pois se a constante de acoplamento « da teoria nao for nula nao existe nenhum
gauge no qual valha a relatividade geral, e portanto nao é possivel, a partir da analise
feita, inferir o comportamento das curvas de rotagao para modelos de discos baseados em
modelos relativisticos diferentes do de Kuzmin. Também, para 3 # 1, é possivel a principio
obter solugoees analiticas (em particular, modelos de Kuzmin) fisicamente plausiveis que nao
estejam relacionadas ao modelo obtido neste trabalho por uma mudanga de gauge. Esse caso

precisa ser analisado em separado.

Para o caso em que a constante de acoplamento « da teoria é nula, assim como para
a teoria de Canuto et al., temos que a teoria possui um gauge (no qual w = 0) no qual
vale a relatividade geral. Dessa forma, modelos de discos nesses casos advindos de modelos
relativisticos predizem as mesmas curvas de rotacao obtidas na relatividade geral. Essa
abordagem, portanto, nao ¢ capaz de explicar as curvas de rotagao de galaxias espirais. No
entanto, salientamos que essas teorias nao sao equivalentes a relatividade geral. Dito isso,
faz sentido procurar o limite newtoniano da teoria. Na relatividade geral, esse limite de certa

forma fixa o sistema de coordenadas que deve ser utilizado. Assim, por analogia, é de se
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esperar que o limite newtoniano de uma teoria baseada na geometria de Weyl fixe o gauge
que deve ser utilizado. Na interpretacao mais natural, obtemos como limite a gravitacao
newtoniana. No entanto, essa interpretacao nao é unica, dado que existem dois campos na
teoria e apenas uma equagao diferencial parcial que envolve os dois. Fazendo certas hipoteses,
é possivel chegar a diferentes equacoes, que seriam basicamente as equacoes da gravitacao
newtoniana com um termo a mais vindo do campo w, o qual satisfaz uma equagao do tipo
da de Poisson porém com um acoplamento entre a densidade e o campo. Tal fato nao causa
inconsisténcia com os resultados conhecidos e comprovados experimentalmente da mecanica
newtoniana, pois esse campo pode ser tomado nulo independentemente do sistema fisico
a ser tratado. Sua forma é determinada pelas condi¢oes de contorno para a EDP, e para
condicoes de contorno nao-triviais as curvas de rotacao diferem das newtonianas: o campo w
tem o efeito qualitativo de um halo de matéria escura, pelo menos para o caso esfericamente
simétrico (no qual a equagao para w se reduz a uma equagao diferencial ordinaria). No
entanto, para outros tipos de sistemas (principalmente os axialmente simétricos, que podem
representar discos galacticos), a equagao para w nao se reduz a uma EDO, e ndao abordamos
esses casos no trabalho. E possivel que consigamos obter solugao numérica para essa equagao

dado um perfil de densidade, idéia que pretendemos abordar no futuro.



A

Formulacao lagrangiana de teorias

relativisticas

Neste apéndice apresentamos a formulacao lagrangiana da relatividade geral e das teorias
fisicas [25, 11] analisadas no texto, limitando-nos a guiar o desenvolvimento das passagens e
apresentar os resultados essenciais. Para um tratamento detalhado da formulagao lagrangi-
ana da relatividade geral, ver [46, 35]. Nao é a intengao fazer uma apresentacao totalmente
rigorosa, mas sim detalhar um pouco mais as passagens apresentadas em [25].

Trabalharemos no que segue representando os tensores por suas componentes em sistemas
de coordenadas, o que é feito comumente em relatividade geral ao tratarmos da formulacao
lagrangiana [22, 46]. Essa abordagem também é mais conveniente neste apéndice pois os
artigos que apresentam as teorias fisicas estudadas neste trabalho, [14, 25, 11], apresentam

seus resultados dessa forma.

A.1 Teoria de campos classica

Supomos que € seja uma regiao orientével do espago-tempo com fronteira (possivelmente

nula). Suponha que a agao seja dada por

S = /Q LY, ,,)V/—gd'z = /Q L(,p.,)d z, (A1)

onde ¢ é um campo tensorial, g = det(g,,) e d*z = dz® A dz' A dz? A dx?, de forma que
V/—gd'x seja o elemento de volume “natural”do espaco [30]. Aqui, o ponto-e-virgula denota

a derivada covariante com respeito a conexao de Levi-Civita associada a métrica g,,,. Entao,
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uma variagao 01 que se anula em 0€2 induz na denstdade lagrangiana L uma variagao

oL
5
w LT

6(Y), (A.2)

onde a contracao em todos os indices (por exemplo de g—i&b) esta subentendida. Usando
que 0(,,) = (0¢)., ([46], apéndice E), temos que

o= a0 (o), (an),
= (oo () ) ).

Pelo teorema de Stokes [29], usando que ¢.,n/—g = (¥y/—g) ., 0 Gltimo termo resulta

em um termo de fronteira, que é nulo pois d1) = 0 em 0€). Assim, temos que

58 = /Q <8—L — (aa—L);) Sipy/—gdtx (A.3)

P (%)

e, impondo que S = 0 para as configuracoes de 1) que correspondem as situacoes fisicas, as

equagoes de campo da teoria (conhecidas como equagdes de Euler-Lagrange) sdo

a_L_( oL )W:o, (A4)

9 \0(Py)

Se introduzirmos um termo de matéria somando a ac¢do (A.1) uma acdo fﬂ Lyy/—gd*x

correspondente a matéria, as equacoes de campo ficam

(DL ot
oY \9(Yy) oY

=0, (A.5)

onde 5LM é definido por 0Ly, = 5LM 01, a menos de termos de divergente.

A.2 Relatividade Geral
A agao da relatividade geral é dada por

SRG = /Q (K+ KLM)\/—_gd41', (A6)
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onde K é o escalar de curvatura riemanniano, K = SZQG e Ly é a densidade lagrangiana

da matéria. A lagrangiana total é £L = (K + kLj)y/—g. Consideraremos £ como sendo
funcional de ¢, onde g"” ¢ a inversa de g,,. Vale ressaltar que, se considerdssemos L
como funcional de g,,, as equacoes de campo obtidas seriam as mesmas. Contudo, como
pretendemos generalizar a lagrangiana acima nas segoes seguintes, a dependéncia em g é
mais conveniente, o que ficard claro adiante.

A abordagem da secao anterior nao é pratica para calcularmos as equagoes de campo da
teoria, por isso procedemos de uma maneira mais direta, obtendo a variacao do escalar de
curvatura riemanniano K diretamente a partir da variagao dg"”. Temos que K = g"' K

nz
de forma que

0(Kv/=g) = 9""V=90(Kyw) + Kuv/=80(g") + Ké(vV—g). (A7)

Da relagao g,,9°" = 0y, segue que
9us09”" = —9°" 0G0, (A.8)

ou 00y = —Guafor0g™’.
Além disso, escrevendo g = ) Gap AP para algum 3 fixo, onde A%? sdo as matrizes dos

cofatores de g, temos que ¢°° = g=1 A%, e portanto

d(g™")
1 = AP
0g*P
_ a(g_l) af

(sem soma)

(sem soma),

o que implica aég;;) = g '¢a5. Logo,

dg
89“5 - _ggaﬂa

do que segue que

oy—g 1
99 —5\/—gga5. (A.9)

A variagao dg"” induz uma variagao

g = By

0g*P
1
T (A10)
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Desse modo, para podermos computar (A.7) sé nos falta conhecer a variagdo 0K, em
termos de d¢". Para isso, utilizamos um sistema de coordenadas normais centrado em um
ponto p € M arbitrario. Nessse ponto, a expressao do tensor de Ricci riemanniano nesse

sistema de coordenadas é

KNV = aa{;oju} - aV{,lojoz}‘

Assim, no ponto p, a variacao 0K, ¢ dada nesse sistema de coordenadas por

(5K;w = aa(a{;o;u}> - al/((s{/o;a})'

A variagdo de uma conex@o é um campo tensorial (ver [46], apéndice E). Desse modo, as

derivadas parciais acima se generalizam para derivadas covariantes, e temos que

6K;w = (5{51/})%04 - (5{504})?”’

sendo essa relacao valida em todo ponto de M e em qualquer sistema de coordenadas.

Assim, o termo em 0K, da densidade lagrangiana ¢ dado por

(0Kw)g"' V=8 = [(0"0{5 D — (6"0{5)wlV -8
= (9"0{}a} — 9" 0LV -8
= [(g"{}a} — 9" 0{La )V =8 ], (A.11)

onde foi usado que XV, /=g = (X”y/—g), para um campo vetorial X”. O termo para a
variagao do tensor de Ricci é, portanto, um divergente. Integrando em () e utilizando o
teorema de Stokes [29], essa expressao se reduz a um termo de fronteira, que é descartado

com condigoes de fronteira adequadas.

A variacao da acao se reduz a

55 = /{ A —80g" + Kéy/—g + dt ?L/y_)ég’”}d‘l

_ _l K 1 5(LM\/_) my 4
= [ G0+ n A g e ()

onde Lé‘;f é a derivada funcional de L,;/—g com respeito a g"” [46].
Definindo

SN T

. so. L 1
como o temsor de energia-momento da matéria e G, = K, — 5Kg, o tensor de
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Einstein, a imposicao de que 4.5 = 0 nos da as equagées de Einstein

G/,LV = KJTMV~ (A14)

Vale a pena aqui fazer um breve comentério sobre o termo de fronteira da equagao (A.11):
se esse termo nao for nulo, haverd uma contribui¢do nas equagoes e campo (A.14) devido
a ele. O que é feito, nesse caso, ¢ modificar a acao inicial acrescentando um termo de
fronteira cuja variacao seja exatamente o negativo do termo de fronteira de (A.14). Para

mais detalhes, ver [46], apéndice E.

A.2.1 Leis de conservagao

As leis de conservacao sao obtidas através das simetrias da acao. Seja a acao da matéria

dada por

Sirat. = / kLy/—gd'z, (A.15)
Q

cuja variagao devida a uma variagao na métrica é dada por (ver eq. A.12)
58 = / (KT ]6¢" /—gd'z. (A.16)
Q

A acao, sendo dada por uma integral, é invariante por difeomorfismos que preservem
a orientacao de 2. Em particular, a acao da matéria é invariante por difeomorfismos. Se
{fa} for um grupo a um parametro de tais difeomorfismos dependendo diferenciavelmente
do parametro A € R, com fy = id : M — M, temos que a todos os espagos-tempos (M, g),

(M, (fr)«g) corresponde a mesma agao, e portanto a mesma fisica, onde
()« : T(TM) — T3 (Tr, iy M)

é tal que

((fa)egp) (01, v2) = ((F2)+9) 1) (V15 v2) = gp((f3 )sv1, (f5 1)sta).

Se
_
TS
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temos que o fluxo de n é dado por @2(19) = fa(p). A variacao da métrica é dada por

g = A iy -S|
_ s, (A.17)

onde £,g ¢ a derivada de Lie de g na direcao de n ([29], p. 473) e
() 9)p(Br, Bp) = gwgk(p)((%k)*Eh (pp ) En).

A segunda igualdade na expressao (A.17) ocorre pois 90;’\ =fa=(H)"

Em coordenadas, (£,9),, = Ny + My [46], de modo que

5g/w = _(g)\u')?)\;,u + g,u)\n)\;u)v (A18>

e portanto (ver eq. (A.8))
0" = ("™ +n""). (A.19)

Como a agao permanece invariante, substituindo a expressao (A.19) em (A.15) e inte-
grando por partes (supomos que n* = 0 em Jf2, de modo que o termo de fronteira que
aparece é nulo), temos

T}, =0, (A.20)

as leis de conservacao do tensor de energia-momento na relatividade geral. Essas equacoes

sdo compativeis com a identidade de Bianchi (2.2.32).

A.3 Acao da teoria de Canuto et al. no vacuo

A teoria proposta por Canuto et al. [11] é construida em uma variedade de Weyl qua-

dridimensional integravel com métrica de Lorentz. A acdo no vacuo é dada por

Sc,m:/eQ“’R\/—gd“:c, (A.21)
0

onde R é o escalar de curvatura de Weyl e w e g sao, respectivamente, o campo escalar e a
métrica que geram a estrutura de Weyl. Como esperado de uma teoria baseada na geometria
de Weyl, a agdo (A.21) independe da escolha dos representantes (g,w). Em outras palavras,

¢ invariante pelas “transformagoes de gauge”(2.65). Em termos do escalar de curvatura
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riemanniano, temos que (ver equagoes (2.69),(2.70))
Ry = Ky + g’y + 2wp + 2[wuwy — guw®wa),

R =K+ 6a ., — 6w w,,
de modo que

« 1 o
Qv = G + 2(Wp — gu®,) + 2[wuw, + 59w Wal-

A acao pode entao ser escrita como
Scan = / e (K + 6w, — 6w w,)y/—gd'z,
Q

— —2w «
onde w, = Jyw. Integrando por partes o termo e *“6w ., temos que

| eyt |

Q Q

Descartando o termo de divergente, podemos escrever a agao total como
Scan = / e (K + 6w wy )v/—gd*z = Sy + S,
Q

onde Sy = [,e K /—gd'z e S) = [, 6 *wwq\/—gd'z.
Seja

1= /Q F(B)K v —gd'z,

onde § é um campo escalar. Entao, para uma variacao dg"” que se anule em 0f2,

51 = /Q ()5 V=g)d's.

onde
5(K\/ —9) = 6K;wgwj vV —9 + ijdg#’/v —9 + Kd( \% _9)7
com 6K, sendo dado por (A.11).

(e2ww°‘;a)\/—gd4x—/e2“’wa(—2wa)\/—gd4x.

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

Como também é facilmente visto utilizando coordenadas normais, temos que a variacao

da conexao riemanniana é dada por

1
5{31/} = _5[9Au(5g>\a);u + g)\u<5g>\a);u - guaguﬂ((sgaﬁ);a]'

(A.30)
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Substituindo (A.10) e (A.11) na expressao acima, temos que

oI = /Qf (DG 09" + (9o (09™ )7 = (69" ) 0):0]

= /Q{fGWth"” +[f((9a09™) = (09°7):)io = [fo((90009™) = (89°7)sa)]} v/ —gd "z

O termo [f((9ar09®")” —(69°7).a)].c nOs dd um termo de fronteira, que é descartado (ver

observagao no final da secao anterior). Integrando por partes o restante, obtemos

1= | {fGWagW 1790009 Yer = I (0 09™)] + (£700° ) — f,a;a5g”]}\/—_9d4x-

Descartando novamente os termos de fronteira, obtemos finalmente

of = /{fG/W + f’a;agw — [ 309" v —9d4$« (A.31)
Q

No caso de (A.26), temos que f = e~2¥ é uma fungao do campo escalar w, de forma que
Fuw = (Awpw, — 2w,) f,

e portanto
[y = (dwy — 207 ) f

Desse modo,

050 = /{6_2w (G = 209w’y — W) + HGuwws — wuw,)] 19"y —gd'z.
Q

Usando (A.10), temos que

1
0S] = 6/{6_2“(wuw,, — égww"wa)\/—gd‘lx.
Q

Logo,
1
0Scan = /{e—zw [GHV + 2<Wu;v - guvwo;o) + 2(‘*}#“1/ + Egm,wgwg)](Sg/“’V —gd4x
Q

= [ Quigyat,
Q
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de modo que as equacoes de campo no vacuo sao

Q= 0.

A.4 Teoria de Israelit

A agado da teoria de Israelit [25], baseada na agao proposta por Dirac [14], é dada por

St = [ IR+ k(0" + B")(0, + ) + 205"+ Salyly=ad's, (A3
Q

onde w, = J,w e B, = 0,03, e k, A sdo constantes. § é um campo escalar com II(F) = —1
(ver defini¢ao (2.3.11)). A é conhecida como constante cosmoldgica. Essa a¢do também é
invariante pelas “transformacgoes de gauge” (2.65).

Em termos do escalar de curvatura riemanniano, notando que
ﬂ2wa;a V—8= (62wa);o¢ V—8— 2ﬁﬂawa\/ —9d
e desprezando o termo de fronteira, temos que

Sier = / (32K +2(k —6)BB,w” + (k — 6) 32w wy + kB Ba +2A3* + 87 L]/ —gd*z. (A.33)
Q

Facamos uma variacio dg*” que se anule em 9. De (A.31), com f = 32,

Juw = 28,80 + 28B4, (A.34)
Escrevendo b = In(f3),
Buw = (eb)u;v = (bueb);y = B(byy +buby), (A.35)
e portanto
f#;V = 2ﬁ2(26ubu + b,u;zx); (A36)
[y = 2%(20%b, + b7.,). (A.37)

Defina também Z = w + b. Entao

72,7, = wuwy, + bub, + wub, + w,by, (A.38)
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77, = wwy + b%b, + 2w D,,. (A.39)

Defina a = k — 6. Desse modo, utilizando (A.10), (A.31) e a defini¢cdo (A.13), chegamos

T, 1
G = 87 52 ~(ZuZy = 59027 Zg) = 2(Gul g — Byw) = 2uby — guh by + AB%g,. (A.40)

Facamos agora uma varia¢ao dw que se anula em 9. Usando (A.5), podemos escrever

L = 2a(Bg" B,w,+B%g" w,w,), pois os outros termos da agao nao dependem de w. Definindo

10Ly

S = 55, (A.41)
temos que
8(8L) = 2a6(B" + Buw”) = 23 (b +w”) = 2a3%Z". (A.42)
Wy
Assim,
2a(3*2"),, = 167S. (A.43)

Fazendo uma variacao em (3 com 63 = 0 em 0f2, podemos tomar
L = B°K +2a883,w° + af*w’w, + kB°Ba + 203",

de forma que

g—g = 268K + 2a3,w° 4+ 2aBww, + SAF3, (A.44)
oL
= 2afw" 4 2k3". A.45
53, A40)
Logo,
< oL ) = 2a(Bwt + But,) + 2k5% ,, (A.46)
a(/@#) o ! 7“ "
de modo que
o 3 6LM
(26K +2afBww, +8AB°) — (2afwt, + 23" ) + SWW =0. (A.A4T)
Definindo 6L
B=-—--2% (A.48)

2763
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e usando que (%, = B(b%, + b7b,), obtemos

K+ k(b + 07b,) = —a(w’w, — w’,) —4A5° + %B. (A.49)

A.4.1 Leis de conservagao

A agao correspondente a matéria é escrita como

Iy =87 / L/ —gd*z, (A.50)
Q

logo sua variacao devido a variagoes simultaneas dg"”, dw, 03 que se anulam em OS2 é escrita

Ccomo

1 (5(LM\/—g) 6LM (SLM 4
[ = HY —
0y 87T/Q {\/—_g 5o og" + 5 dw + 53 0B |v—gd'x

= 87 / [T,,69" + 256w + 2B3G)\/—gd*z. (A.51)
Q

Se essa variagao for devida a uma familia de difeomorfismos que preservem a orientagao
de Q (ver segao A.2.1), dg" serda dado pela equagao (A.19), dw = w,n” e 68 = B,1n".
Substituindo na expressao (A.51), como [, é invariante por esses difeomorfismos, §1; = 0.

Logo,

0 = /[ZTM”n“;V +25w,n" + QBﬁ,m“]\/—gd‘lx
Q
= 2 / (T, n")ov/—gd'z + 2 / [—T,",, + Sw, + BBun"v/—ad'z,
Q Q
de forma que temos a primeira lei de conservacao

T, — Sw, — BB, = 0. (A.52)

I

E suposto também que a acio (A.50) seja invariante por “transformagoes de gauge” (2.65),
de modo que se tomarmos A(x) pequeno o suficiente para que sejam boas as aproximagoes

em primeira ordem

G = (14 20) g,
f=epr(1-N8,
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obtemos d¢,, = 2Ag,., e portanto dg"’ = —2Ag" pela eq. (A.8). Também, dw = X e
df = —AB. Substituindo essas expressoes em (A.51) e notando que dIy; = 0, a invariancia
de gauge da acao nos da

T+5S— BB =0, (A.53)

a segunda lei de conservagao, onde 7' =T /.

Vale notar que, tirando o trago da eq. (A.40), temos

K = Z—ZT +aZ7Zy = 6(17, + 17by) + 4A5”.

Além disso, utilizando (A.43) e (A.53),
87T = —a(3*Z7)., + 873D,

e portanto

K= %[—@(5220);0 1 8mBB] + aZ° Zy — 6(17, + 1°b,) + 4AB.

Apés algumas manipulagoes, obtemos novamente a eq. (A.49). Desse modo, segue das
leis de conservagao que as equagoes (A.40), (A.43) e (A.49) ndo sao todas independentes, o
que reflete o fato de a acao ser invariante de gauge. Isto é, nao é possivel determinar todos
0s campos ¢, f e w a partir dessas equagoes. O “gauge” (que pode ser entendido tanto
como o campo w quanto como o campo 3) deve ser determinado a partir de consideragoes
fisicas.

As leis de conservacao ainda podem ser escritas de outra maneira: substituindo (A.53)
em (A.52), obtemos

rS,—Tb,=52,. (A.54)

Definindo ]
STOM = aﬁ2(§g“”Z”Zg —Zr7Y) (A.55)

e usando (A.43), pode-se mostrar que
O, — O, = —SZ,. (A.56)

Usando (A.54),
(1, +06,), —(T+0)b,=0. (A.57)
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