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ALGUNS ASPECTOS TEORICOS SOBRE DECOMPOSICAO EM PROGRAMACAQ MA

TEMATICA DE GRANDE PORTE

1. INTRODUGCAO

Dentro da Programacao Matematica, vem se desenvolvendo nas du
as Ultimas décadas, estudos dirigidos para a resolugao de pro
blemas de grande porte. Um problema de grande porte pode ser
caracterizado, nao s6 pelo numero de variaveis que contém, co
mo tamhém pelo nimero e complexidade das restrigoes envolvi
das por ele, 0 que guase sempre acarreta dificuldades (ou mes
mo impogsibilidade) de resolugao. Assim, as novas técnicas de
senvolvidas, gue deram inicic a Programagao Matematica de Gran
de Porte, buscam aproveitar as estruturas particulares presen
tes nestes problemas no sentido de facilitar ou mesino possibi
litar suas resolugoes computacionais. Essas técnicas, chama-
das de decomposicao, visam transformar o problema original
num problema equivalente, isto &, em um problema coordenador
e em subproblemas com dimensao e complexidade menores. Com
isso & criada uma hierarquia de resolugac onde no nivel infe-

rior os subproblemas sao tratados independentemente e no  ni



vel superior o problema mestre (problema coordenador) & encar

regado de coordenar tais subproblemas, até gque se obtenha a

solugac do problema original.

O objetivo deste capitulo & introduzir a teoria de decomposi-
cao que serd usada no nosso problema especifico de transporte

e armazenagem dinamico.

Na tentativa de unificar as téenicas de otimizacgao para  Pro
gramag¢ac Matemdtica de Grande Porte, Geoffrion Ll}, define do
is conceitos fundamentais: Manipulacgao de Proklemas e Estraté

gia de Resolugao.

A manipulacao de problemas, fonte geradora de programas mes-
tres, tem como objetivo a transformagao do problema original
numa forma alternativa mais adequada para solucgao. Na maio
ria das vezes a estrutura particular do problema original &
aproveitada e obtém-se um problema totalmente equivalente, de
resolugao mais simples. As manipulac¢oes apresentadas neste ca

pitulo sao: Projecao, Linearizacido eXterna e Duallzacgao.

A estratégia de resolucao & a fonte geradora de subproblemas,

que a partir das simplificagoes induzidas pela manipulagao for



nece um procedimento iterativo para a resolugao do programa
mestre. A estrategia de resolugac abordada neste capitulo &

a Relaxacao.

2., MANIPULACAC DE PROBLEMAS
2.1. Projegao

Projecac € uma excelente manipulacgao, quando fixando-se tempo
rariamente o valor de algumas variaveis do problema, a sua re

solucao & sentidamente simplificada.

Seja o problema

min f£{x,y) (1)
xeX
ye¥Y

g.a Gix,y) =« 0 ,

que envolve otimizagao no espago conjunte das varifveis x e y.

Vamos definir sua projegac no espac¢o das variaveis y como sen

do
min viy) : (2)
yeV

onde viy}) = inf f{x,y}, s.a Gi{x,y) £ 0

XX



o V=1ylyeY e G{x,y) & 0 para algum xecX}

A vantagem desta técnica de manipulagac, reside no fato de que
sendo {1) e (2) eguivalentes [11, a resolugao de {(2) e mais
simples do que a resolugao de (1l). Faz-se necessaria a defi-
nig¢ao de V para que seja garantida a existéncia de v(y), como

pode ser visto na Figura I.1.

Figura I.l



2.2. Linearizagan Externa

A linearizagao externa & uma aproximagao gue pode ser aplica-
da tanto a fun¢oes cdncavas ou convexas come a conjuntos con

VRHOS .,

Pode ser visto na Figura 1.2, um exemplo de aplicagao de line
arizagao externa a uma fungac convexa de uma varidvel, onde
f(x) & aproximada por uma funcao linear por partes que ¢ o ma
ximo ponto a ponto, das fungoes suporte linearesal(x)“.q_%bn,
associadas aos pontos Xyp wees Xn. Un suporte linear pa
ra a fungao f num dado ponto X pode sexr definido como sendo
uma fungao linear que satisfaga as seguintes propriedades: nun
ca exceda em valor a funcgao f e que tenha exatamente ¢ mesmo

valor gue f no ponto X.

Na utilizagdo de linearizacdo externa pode ocorrer que © nume
ro de linearizacgoes necessarias para que se obtenha uma  boa
aproximagao da funcgao seja excessivamente grande, mas este
problema pode ser contornadec através de uma estratégia de re

solucdo chamada Relaxagdao que serd vista posteriormente.



\J
=

g, {x) £ {x

Figura I.2

2.3. Dualizagao
Seja a problema primal

min f{x) (3)
xeX

s.a g{x) £ 0O
onde x ¢ R, X ¢ R, £ é& uma fungao definida em X & g(x)

g4 (¥) & um veter de funcgoes definidas em X.

g%(x)



0 problema dual associado a {(3) pode ser escrito como

max infimo £(x) + ug(x) (4)
w2z 0 Ko ¥
m - .o . . . .
onde uw ¢ R ¢ o vetor das variaveis duais ou vetor multiplica
dor de Langrange, f(x) + pg(x) = Li{x,u) & a fungao Langrangea
o n+m . - -
no definida em R e Infimo {£f(x) + pg{x}} = h{n) & a fungao
xe ¥ :

dual, que & cOncava pois & o infimo ponto a ponto de uma cole
cao de fungoes (uma para cada x¢X) lincares em ul},4J. Medi -~
ante esta caracteristica da fungao dual, tem-se uma proprieda
de muito interessante que ¢ utilizada em métodos de otimiza-

cao {(como serd visto no Capitulo II), ou seja a avaliacao da

fungao dual num ponto u* gera um hiperplano suporte a ela da

do por

Lix*,n) = £(x*) + wg{x*},
onde x* ¢ X(pu*) = {x*eX|x* minimiza L{x,u*) sobre X}
Graficamente L(x*,u) = £{x*) + ug{x*)

h(ll) ji




Pode~se prbvar LE,q]que se a minimizagao de L{x,u*) sobre X o
corre num wnico ponto x*, isto &, se X(#*) tem um Unico ele-
mento x*, entac a funcao dual h{p) & diferenciivel em u* e

* = g{x*). Ageora so X{p*) tiver

g{x*}) e o gradiente, T .

mais de um elemento, a fungao dual h{u) ainda sera diferenci
avel em p* se e somente se gi{x*) for constante para todo x* ¢
X(u*), caso isso nao ocorra, g(x*) para x*eX(p*), serd um sub
gradiente de h{u¥*}.

Para se resolver (4) pode-se entao trabalhar com uma sequén=- .

cia de problemas de otimizagao ditos problemas Lagrangeanos:

min £({x) + w*g(x) {5}
Xe X

onde p* » 0 & fixado e o conjunte solugac de (5) & dado por

X(u¥*).

Por cutro lado, cada resclugac 4o problema Lagrangeano esta

associada a solucao de um problema muito semelhante ao proble

ma primal (1), gue 2 o problema perturbado

min £ {x)
Ne X

s.a g(x})z vy {(6)

onde y, = g, (x") se uf>0

= * - * o
Yy gi(x } se b 0



Relacionado com esse problema define-se uma funcgao v{y}, cha

— 2 *
mada funcao de pertubagao

viy) = Infimo f(x) s.a g(x)< y {7}
Xe X '

a qual associa a cada vetor de pertubacac y o valor Otimo do
problema perturbado. O dominic efetive de vi(y) & dado pela

condig¢ao de factibilidade do problema perturbado, ou seja
Vo= {y |3 xeX, g(x) ¢ y)
E provado [l,S]que se x* resolve o problema Lagrangeanc {5)
para u* > 0 tem-se que
viy) > viy*) - w* {y - y*), ¥ yeV, yv* = gix*), viy*} =
Agora, seja v = y* + as, a > 0 (escalar) e s uma direcao fac-
tivel em V a partir de y* entao

viv* + as) » viy*) - u* as

vIiy* 4+ as) — vivy*)
2~ u¥sg

{*) QO conceito de fungao de perturbagéo tem sido muito utili-~

zado no estude da teoria da dualidade
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Tomando-se ¢ limite para o - 0

D viy*,s) » - u¥s

para s = e. = (00 ... 010 ... 0)7F

D viy*, ey » - u*j p

assim tem-se que -u*j & um limitante da taxa marginal de vari
acao no valor otimo do problema perturbado (6) para um acrés-

cimo no j-ésimo elemento do vetor de recursos y.

Geometricamente, resolver o problema Lagrangeano para p* 7 0

& determinar o hiperplano suporte & fungao de perturbagao com

inclinacdo -u*. A eguagao do hiperplano & dada por
wiy) = £{x*} - p* (y - g{x*)) = L(x*, u*) - u¥*y
e sua interseccgao com o eixo y = 0 fornece o wvalor da fungdo

dual para u*.

w({0) = L(x*, u¥*) = h{u¥*)

Portanto, o problema dual pode ser wvisualizado geometricamen-

: . = O . ~ ~
te como achar a inclinacao -n” do hiperplano suporte a funcao
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de perturbagao que maximiza a intersecgao com o eixo y=0. Pa
. . ~ o e o -
ra essa inclinagaco a solucaoc do problema Lagrangeano x & a

- : 1
seolucao do problema primal {2,4§.

Na Figura I.4 tem-se uma interpretacao geométrica gue relacio
na a funcao de perturbagao, a fungao dual, o problema Lagran-

geano € 0s problemas primal e dual.

tg a = u#

vi{g(x*}) = £({x*}

|
i
t
i
i
!
i
i
;
1
1
'
!
1
|
|
t
|
+

| §
e

y*=g{x*)

Figura 1.4



Para que a fungac de perturbacao v{y) admita sempre um Unico
hiperplano suporte com inclinagac -u* a cada ponto y* & neces
sario e suficiente que seja estritamente convexa e que o  hi

perplanc suporte no ponto y=0 tenha inclinagao finita Ll,4,5J.

3. ESTRATEGIA DE RESOLUCAO

3.1. Relaxagao

A estratégia de Relaxagao &€ geralmente utilizada em problemas
com um grande numero de restrigoes de desigualdade, onde por
tanto se sabe a priori que na solugdoc Otima muitas delas nao
seric ativas, ou em problemas onde as restrigoes sb  estejam
disponiveis implicitamente, como por exemplo, problemas resul

tantes do uso da Linearizagéo Externa.

Esta estratégia consiste basicamente em ignorar (relaxar) um
subconjunto de restricoes de desigualdade, resolver entao o
problema relaxado, se a solucgao satisfizer todas as restricgoes
ignoradas, essa soclucao & Otima, senao gerar ou incorporar
uma ou mais restricoes que foram violadas e assim iterativa-
mente até satisfazer as condigoes de factibilidade do proble-

ma original.
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Seija £, gl, .y gm fungGes convexas em um conjunto cCoOnvexo

- T
X ¢ R'. O programa convexo

min f{x)

$.4 gi{X} “E‘ Ol i‘\.'.M: {J—: LI m} (8)
Xy X

& resolvido pela solucao de uma seguéncia de problemas relaxa

dos da forma:

min f({x}

s.a gi(x)fé 0, 1ieS {9)

XcX

Algoritmo
(1) Faca f = ~» e 8 igual a qualguer subconjunto de M, tal

que o problema relaxado tenha solugao limitada.

. . _ s o
{14 Resolva o problema relaxado. Seja X7 uma solucao otima
(se o problema relaxado € infactivel, o problema origi-

.- - =1 . ~ S -

nal também o e). Se gi(x ) 2 0 para ieM~S, entao x e

solucac Otima do problema original, senac va para (iii).
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(1il) Seja V gualgquer subconjunto de M-S, gue inclua ao menos
uma das restrigoes violadas. Se £(x°) > F, faca T=f(x")

s

e § = EUV, onde E = {i|gi(x } = 0}. Caso contrario fa

ga 8 = SUV e va para {ii).

4, ALOCACAO DE RECURSOS

Seja o problema de programacac matematica:

n
mlnli fi(xi) (10)
i=1
n
$.a X g,(x.} & b
. 1
i=1
X.E\{ r i'_lr r n
1 1

n
onde a fungao objetiva e separavel, as restrigoces ! g,{(x.)<b
sao de acoplamento e as restrigoes X, eX, sao separaveis.
0 método de Alocacgao de Recursos para resolugao de (10) pode

ser classificado, frente aos conceitos de manipulagao e estra

tégia de resolugao, como uma combinagao Projecao, Lineariza-

¢ao Bxterna/Relaxagao.




Assim, introduzindo-se variaveis auxiliares Yy i=1,

problema {10} torna-se

n
min 5 £, (x.)
i=1 * 7
n
5.4 % vy, £ Db
i=1 *
gl(xi)s: Vi i=1,
X, eX. i=1,
i1

p— n L]
yie¥, fyiER gy

15

(11)

, a ceX,
y; par algum R.eX,

e fazendo-se a projecao de (11) no espaco definido pelas va

riaveis y tem-se

n
min £

Ly vi(yi)

i=1 ?
Yiety
onde
= ) i T F
vl(yi) min fi(x.), 5.a 9ifx }

(12)
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A fungao vi(yi) pode ser vista como uma funcao de perturbacao,

onde HE & o vetor multiplicador associado a Vi(§§), o qual for
nece uma medida da taxa marginal de redugéo @m vi(yi) para um

. . -k . : .
acrescimo a partir de Yy - Desta manelira o direcionamento da

nova alocacac & feito atraVes da comparagac entre os iy @

~k _ i
' de cada uma das vi(yi).

_ . . ~ {*)
Agsim, pode-se egscrever vi(yi) por sua linearizacao externa

= supremo § v (33) ~ T3
Vi(yi) SUpPremo vi(yi) e

_ l
] i {y. y.)f
j

1

O problema (12) torna-se

n . , :
o T o v o)y - o3 e N
min I supremo v, {y37) ur {y. yi) ; Y.
io1 4 Vit d itti i’y 3
n
s.a & y,s b (14)
. L3
i=1
y.e¥Y

e como O supremo € ¢ menor dos limitantes superiores tem-se

(*) Para que a linearizagao externa de vi(yi) seja valida e
necessario que as fungoes fi(xi) e qj(xi) sejam convexas

sobre Xi-convexo o ¢ompacto 3, 4, 5.
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n
min I a. ~
. 1
i=1
n
s.a I V,e b {1%)
Y.
i=1
_ =] =7 =] _
di;vi(yi) + ui(yi - vy) =1, y N
yie ¥y Y5

e finalmente aplicando-se relaxagao nas restrigoes

ol > Vif§i) + ﬁi(yi - §£), tem-se

n
min I o
i=1
n
s.alt v, £ b {16}
. i
i=1
=3 =] o -
T2 vi(yi) + Li(yi v i=1l, ..., n
i=1, ..: K
yieYy

0 método de alocag¢ao de recursos consiste resumidamente nos

seguintes passos

(i) Escolha uma alocacao de recursos factivel inicial {§%}
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{11} Resolva (13} para i=l, ..., n. 8eja {}i} a solugao e
{Jf} 0s vetores multiplicadores oOtimos associados. Fa-
ca k=1.

, ) : . o el 1< 2 . -

(iii}) Resolva (16) para j=1, ..., k. Seja {yi |} a solugaoc e

i -
d 08 valores otimos.

{iv) Resolva (13) para i=1l, ..., n, para a alocagao {§T+l} .
Sejam {§§+l} as solugOes Otimas e {J?+l} os vetores mul

tiplicadores Otimos.

(v) Se vi(§§+l) =u, , i=1, ..., n pare:

{§§+l} & solugao dtima de (10).

Caso contrarioc introduza em (16) as restrigées adiciona

is.

~k+1 —k+1 ~k+1 1 .
Vi( N ) vy (yi - Yy ) a , i=1, ..., n e volte
a {(iii)

Uma outra forma de resolucgac de (10) seria dualizar em rela-
cao as restrigoes de acoplamento, onde as variaveis duais as
sociadas & essas restrigoes direcionariam a utilizagao dos re

cursos no sentido de viabilizar o problema. Uma das desvanta
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gens dessa dualizagao ¢ que a solugao, a cada iteracao &  in
factivel, o que nao ocorre no metodo de alocagao de recursos,
onde a cada passo cbtém-se uma solucao factivel e os  precos

fvariaveis duais) avaliam a melhoria proveniente de novas alo

cagoes.
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O PROBLEZMA Dix TRANSPORTE E ARMAZENAGEM DINAMICO: SOLUCAO POR

DECOMPOSICAO

1. INTRODUGAO

Neste capitule & analisado o problema de transporte e armaze-
nagem dindmico, gue visa otimizar o escoamento de matéria en
tre centros fornecedores, armazenadores e consumidores, no
tempo. Este tipo de problema tratado dinamicamente & perti
nente principalmente guando as ofertas e demandas de matéria
gsofrem consideravel oscilagéo no tempo, como OCOrre, por eXe

plo, no escoamento de safras agricolas.

A manipulagao normalmente usada na resolugao deste problema &
a sua transformacao em um equivalente estético através do au
mento do numero de nds e arcos para a representagao dos diver
sos periodos de tempo. No caso de problemas de grande porte,
este tratamento habitual se torna inviavel devido as  dimen-

soes proibitivas que atinge o equivalente estatico.

Por outro lado, caso os custos de transporte e estocagem nao

sejam lineares, a manipulagao usual perde seu atrativo tendo

UNICAMP
BIBLIOTECA (ENTRAL
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em vista nao sc poder entao empregar as eficientes técnicas

da programacac linear em sua resolugao.

Como fol visto no Capitulo I, novas técnicas de otimizagao fo
ram desenvolvidas especialmente para problemas de grande por

te.

Nosso objetivo & entao, a aplicagao de técnicas de decomposi
cao ao problema de transporte e armazenagem dinamico, permi
tindo © tratamento de problemas de grande porte na presengade

funcoes custo de transporte e armazenagem CONvexas.

2. FORMULACAOC DO PROBLEMA
Serd usada a seguinte notagao:

T = {1, 2, .o, 1, «vuus Ni} : conjunto de Indices dos centros

de producao

J=1{1, 2, «e., 3, «v., N.} : conjunto de Iindices dos centros

de consumo

K=1{1, 2, ..., k, ..., N1 : conjunto de indices dos centros

de armazenagem

{1, 2, ..., t, ..., N_i : conjunto de indices dos perio-

L=
|i

dos de tempo
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t -
Xom : fluxo de materia do centro & para o centro m no pe
riodo t
t 4 - . ke - . -
Yy : quantidade de materia estocada no armazem k no perio
do t
Y : capacidade do armazem k
fﬂm(') : fungao custo de transporte do centro L para © centrom

g, (-} ¢ fungao custo de armazenagem do armazém k
a : matéria produzida no centro i no periodo t

: matéria consumida no centro j no periodo t

O problema de transporte com armazenagem dinamico pode ser for
muladc da seguinte maneira: sendo o custo de transporte num

dado periodo de tempo igual a

. L t
F,{x} == o £ (%, ) + & rooE L%, L) (1)
t 10T ek ROk kek jeg (30 K3
e sendo o custo de armazZenagem igual a = gk(ypt), o proble
keK *

ma pode ser escrito como em (PTD}.

£ necessario ressaltar que em (PTD) nao existem ligagoes di-
retas entre centros de producao e consumc {Ficura II.l). Além

disso, somente os centros de armazenagem estaoc autorizados a
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estocar matéria (eqs. (3) e (4}). Entretanto esta formulacao
& completamente geral, uma vez que & possivel se considerar
armazéns ficticios (sem capacidade) Ou rotas de transporte de
custo nulo, de modo a se poder representar, a rigor, qualquer
problema real.
. - - =
min I {F_{x) + I gy, ) 1 . (2)
teT - keK

sujeito a

£ x],kt = az . 1cI, teT {3
keK 7
I ijt = b§ , Jud, =T (4)
kKeK -
t t-1 . t . t
v o=y + ¥ ox. ~ L X . , keK, teT (5)
{PTD) k k ieT ik jed k3
yE conbhecido, keK {6)
t . )
xik > Q , 1eIl, keK, teT
t ) e r
ij > 0 ; keK, jed, te® {73
t. )
Yk& yk’p 0 P keK, teT

Por outro lado, a consisténcia de (PTD) pode ser verificada a

través da restrigao

02 v { ¢ a - 1% b} 2 % Y - ¥ YT, teT (8)
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b

Figura II.Z2




Figura Il.1

As restrigoes (3) - (5) do prceblema (PTD) configuram uma es

trutura tipo "escada", onde o acoplamento no tempo & dado pe

la conservagao de matéria nos centros de armazenagem. A Figu

ra IT.2 esquematiza um exemplo com Nt = 3, Ni = 3, Nj = 3 ‘
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Esta estrutura dual-angular, onde as variaveis y constituem as
variaveis de acoplamento, pode scr aproveitada na resolucao de

{PTD). Fixando as trajetorias de armazenagem {yi} c pro

teT!

blema se separa no tempo, simplificando seu tratamento.

3. DECOMPOSICAQ

A técnica de decomposigao proposta & "Alocagao de Recursos" |,
vista no Capitulo I. A principal vantagem desta abordagem &
manter a factibilidade das solugoes obtidas durante o proces-
so iterativo, o que permite dispor de uma solucac, mesSmo in

terrompendo O processc a gualquer momento.

Projetando-se (PTD) sobre o espacgo das variaveis y, obtem-se o

problema projetado (PP}

min ¥ { I gk(yi) + min Ft(E)’ s.a (3) - (1) (9)
yev teT keK X 0

(PF) onde
vV = {Or&yi g Yo 13 x » 0 satisfazendo (3) - (7)) (10)

O minimizando interior de (9) € um problema parametrizado em
t t t-1 . - t,_t St Lt .

2= Vi T Yy cuje valor otimo v (27}, (2= Zl,...,ék,...,

2t T

nk ). pode ser obtido pela resolugao do subproblema (SP)t
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(11)

L j—
s.a = XEk = aE , T {12}
k<K
SRV bf’ , Jed (13)
kK
. t t t
(SP) T ox,, 0~ I o x. . =2 . keX (14)
t ieT ik jed ki k
xt 0 h iel, keK
ik % ¢ LELy
£ . {15)
xij,O . 18Jd, kekK
0 conjunto V definido por (10) pode ser explicitado como C
conjunto dos Oé;yﬁzé Yk gsatisfazendo
-1 t . t
Ly, = Loy, + 2 a, - Ik (16)
keK keK iel Jed
e
£ Yy dada {(17)

keK

isto &, estabelecendo-se o volume total estocado em cada peri

odo de tempo, £ yi, compativel com as entradasg e saidas 'e)

keK

corridas no periodo, sempre & possivel encontrar um fluxo x

factivel, desde gque todos os centros de produgac & CONSUmMo ge

liguem com todos os centros de armazenagem e gque a capacidade

de transporte nos arcos seja suficiente. Esta hipdtese

mantida durante 0 desenvolvimentco deste trabalho.

sera
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Assim o problema projetado (PP} pode ser escrito como

min 1 {1 g (v + v (zH) (18)
t«T keK
s.a 7 = y}E -yt , KuK, teT (19)
(VP ') y y}t S y:é"l + aE - % bE o, teT (20)
koK keK inT Jjed
yE dado , KoK (21)
L .
0 < Yy & I'k ; keK, teT (22)

A funcao vt(gt) nac tem expressao analitica. Entretanto pode
. . . ~ o t

mos aproxima~la por linearizagoes externas. Seja Zg s k= 1,2,

...,L uma sequéncia de vetores Et fornecidas ao subproblema-

t P
} o valor Otimo correspondente a cada vetor

. t
(SP)t e seja v (Eg

EE. Seja ainda EE’ = 1,2,...,L o3 vetores duals associados
ds restricoes (14). Pela teoria da dualidade em Dprogramagac

matematica [2,4] podemos aproximar vt(gt) pela sua lineariza-

cao externa

t, t . (Lt
v (z27) = supremo tw,(z

1£0401

t, t t, b _t ;
5 = v -zl (23)

| 1
<
¥ ]
e
.+_
[a]
1
|

como esta ilustrado na Figura IT.3.
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Figura IT.3

) . ~ ot - . = =
A linearizagao externa de v (27) & uma aproximag¢ao valida des
t  t : ~
de que v (27) seja uma fungaoc convexa. Isto sempre ocorre

desde que (SP), seja um problema convexo [2], 0 gue & verdade

t

para fungoes custo de transporte convexas.

Assim, finalmente, lembrando que o supremo € o menor dos limi

tantes superiores, o problema (PP') pode ser aproximado por
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. t t,
min ¥ | ¥ gk(y]l{) + g} {24)
LeT koK
: t: t-1
3.4 zi =Yy T Y , kKeK, T (25)
g yt = 5 oyEt oy aj.f - 3 b, teT  (26)
keK keK il jeJ
(PM)
stz vtz poEt -zl 8mL,2,000,0, T (27)
O
Vi dado, keK (28)
02 yoo¥ keK (29)
= k= X 4

O problema mestre (PM) constitui o nivel superior do  método

proposto. E um problema nas variaveis o, v (as variaveis z

sao decorrentes) e sua sclugao corresponde a trajetdrias de

armazenagem no tempo

Em fungao destas trajetbrias, obtidas as seqguéncias *E£+lftsT’

os subproblemas (SP}t procuram distribuir o fluxo na rede mi

nimizando os custos de transporte. O valor obtido da solucao

..t t
otima v (EL+1

programa mestre (PM} que melhorando a linearizacao externa de

: t = - -
) e o multiplicador By 4y SA0 entao devolvidas ao
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t, t C e .
v (2 ) encontra uma melhor trajetoria de armazenagem e assim

por diante (Figura II.4).

Figura II.4

0 processo iterativo termina quando um criterio de convergén-

cia & satisfeito

Local : vt(ét) - Gt % ¢ , teT
Global : » [ vi(zH - 3% 15,
LeT
onde
-t -t , - -
g e zZ correspondem a solugao de (PM)
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4. RESOLUCAC DE (5P), E {PM)
4.1, Subproblemas (SP)t

A estrutura de restrigaes dos subproblemas (SP)t e angular.
Sua resolugao portanto poderia ser simplificada se fosse pos
sivel suspender a reostricao de acoplamento (14).

No caso das fungdes custo de transporte serem estritamente con
vexas pode-se dualizar (SP), em relacaoc a (14). Assim, o La-

grangeano associado sera:

t . t t

L7(x,2) = F (x) + © & (z_ =~ 1 x, + I x_.)
keR K K ird ik jed ]

e a sua minimizagdo em x sujeito & {12}, (13) e (15) corres -

ponde a uma avaliagao da fungao dual

nt(0 = min LYk, 2 s.a (12), (13) o (15)
=

- - - t .
Como o Lagrangeano e aditivamente separavel para )~ fixado ,
sua minimizacao pode ser feita separadamente cm subproblemas,

um para cada centro de produgaoc e CONSUMO.
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T £ . - A 1
min L o i lk(ﬂlk) K Fix ! {32)
(5SP) s.a ¥ g.tk = a (33)
keK T
SR keK (34
*ik p RE )
. t T t t
min L> = ¢ £, . )+ A . 35
i 5 o { kj(xkj) K ij} {35)
(8SP) . s.a T x}t,. = pt (36)
J kcK ~J J
t > 0 keK {37
ij . el }
A solucao dos {S5S8P) & muito simples, bastando procurar a i

gualdade dos custos marginais para os varios fluxos. Isto po

de ser feito através de processo iterativo.

Observe que 0s (SSP) té&m uma interpretacac econdomica imediata .

0O multiplicador AE representa O prego unitario de compra e



34

venda de matéria pelo armazém k. Assim o (SSP)i constitui o

problema gerencial de um centro de produgao i gue procura ven
~ o .
der sua produgao ay minimizando os custos de transporte e ao
mesmo tempo maximizando o valor das suas vendas {32}). Para o
(S5P} ., o problema gerencial de um centro de consume j, O ob-
J
C - , t L. - -
jetivo & comprar a guantidade bj minimizando nao s¢ 03 custos

de transporte dos centros de armazenagem como também o valor

total das compras (35).

A solugao de (SP)t podera finalmente ser obtida pela maximiza

gao da fungao dual ht(l)

tes
.
dh T {x) & ) £ t
——— = g =L Xjk + I ij
L‘i_\t icl ’ qed
"k

Chega-se assim, através deste procedimento, numa estrutura hi

erarquica com trés niveis.
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NC caso em que as fungoes custo de transporte forem lineares,
a resolugac do (SP)t pode ser obtida usando-se a decompogigao
de bantizg-Wolfe, o método de Rousen, ou © algoritmo GUB {geng
ralized Upper Bound). Este altimo & altamente atrativo por
aproveitar muito bem a estrutura angular do problema (Figura

I.2}).

4,2. Problema Mestre (PM)

0 problema mestre (PM) & um problema cujas restrigoes sao 1i

neares.

No caso das fungoes custo de armazenagem Serem lineares, (PM)
torna~se um problema linear e pode ser resolvido por um méto=-
do simplex. Como a cada iteragao de (PM) sao acidionadas em
geral T restricoes do tipo (27), o que acarreta infactibilida
de, & interessante usar © método dual simplex para sua resolu

¢ao.

Se as fungoes custo de armazenagem forem fungoes nao lineares
convexas, pode-se usar para a resolugéo de (PM} qualquer métg
do de direcoes factiveis, comoc por exemplo um méetodo de gradi
ente projetado ou o método de Frank-Wolfe, o qual foi utiliza

do neste trabalho.



CaPITULO IIT

SOLUCAO COMPUTAC IONAL

1. INTRODUCAO

Para se resolver o problema de transporte e armazenagem dina-
mico, com fungoes custo de transporte e armazenagem estrita
mente convexas, desenvelveu-se um programa escrito na lingua

*
), ¢ gual encontra-se implementade

gem Fortran Estruturado(
no computador PDP-10 da UNICAMP. Este programa estad baseado
no Metodo de Alocagao de Recursos, gue gquando aplicado a um
problema o decompée através da manipulagao matematica de pro

jetar tal problema sobre o espa¢o das variaveis "complicantes"

v, como ja foi visto no Capitulo IT.

Para a resolugéo do problema mestre optou-se pelo méetodo de
Frank-Wolfe (vide Apéndice). Este método mostrou-se adequado,
primeirc porque as restricoes de (PM) sao lineares e segundo
porque sua fungao objetiva sd apresenta nao linearidade nos
custos de armazenagem. Os subproblemas sao resolvidos relo

método dual classico [5].

&
{ )Linguagem desenvolvida por Dalton Issao Seki. £ uma tlin

guagem estruturada, para o ortran IV,
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O critério de convergéncia utilizado foi em fungao dos  valo
res Otimos do subproblema e do problema mestre, onde o primei
ro gera um limitante superior (L3) e o segundo um limitante in

ferior (LI) do valor otimo do problema.

Outros métodos pederiam ter sido usados tanto na resolugao do
problema mestre, como na dos subproblemas, entretanto nao se
buscou neste trabalho uma grande sofisticagao a nivel de efi
ciencia computacional, mas sim mostrar a viabilidade de reso

lucdo de problemas, usando-se decomposigao.

2. DIAGRAMA DE BLOCOS

0 seguinte diagrama de blocos mostra uma sequéncia sintetiza-

da, dos passos seguidos na elaboragaoc do programa



‘ metodo Bual Classico:
i . t T . ...t t £,
) max Thig . A7) = min LA, iy _JS_L},»

Wolfe

t,
min LI S g.,{y}t{} + oo
¥v,6 kT keK

< t-1 =0 ~t
i s.a Yy, =¥y - ¥ L o=®x, + I Ho .
K k 1T keK ik keK k3
. . _ + .
GL;, vL@tJ - i};’ {z" - Et}, teT, L1=1,

n ey; £ Yk. y; conhecida, ke¥, &0T

R -
I yt, o solucao

i -

| LI - 1 (¢ gk(ir;:'} +ah
i toT  keK

NAQ . _ LM
L5 o= LT - . P XY

e
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(2}

[Resolver o subprablema de transporbe (SP)t, e T, peloi

[T

(5}

{6)

-y

solucdo Dtime !
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O bloco (5) que resolve o problema mestre pelo método de Frank-

Wolfe pode ser mals detalhado como segue:

l Linearizar a funcaoc objetiva em §t k
Resolver © P.L. canalizado resultante !
-t Lt ~ '
1 Et, g ., teT so0lugao i
| o
;
t PN
//1: \\..\_
(5) M - ’3}'}21 < b SIM
) } ] BLOCO {6)
- . kek, teT.
|
NAO |
|
L S |
Fazer busca unidimensional {
entre ¥ e |
p solugaoc ]
g<i |
. 3 . i |
S U
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3. EXEMPLO

Para ilustracao do método proposto resclveu-se um exemplo com
dois centros produtores, dois centros consumidores, dois arma
zéns e dois periodos de tempo, com fungoes custo de transpoxr

te e armazenagem estritamente convexas.

As funcoes custo de transporte dos centros produtores i para

0s armazéns k sao:

Fo_(x) = 0.3%° + 0.7x

sz(x) = 0.5x2 + 0.8x

0.35%°% + 0.6x

1l

0.5%% + 0.6x

b
il

e as fungoes custe de transporte dos armazéns k para os cen

tros consumidores i sao:

_ 2
fll(x} = (J.3x" + 0.7x
£..(x) = 0.5%° + 0.8x

12 = VeoX y

_ 2

fZl(x) = x° + x
2

f («x) = 0.5x" + 0.8x



4]

A produgao e a demanda em cada centro a cada periodo de tempo,

as fungoes custo de armazenagem o

a capacidade dos armazeéns

sao dadas pelas scguintes tabelas:

CENTTO PRODUCAO
PRODUTOR  PERIODO 1 PERTODO 2
1 70 90
2 100 80
CENTRO DEMANDA
CONSUMIDOR PERTODO 1 PERIODO 2
1 100 20
2 10 120
FUNCAO CUSTO CAPACIDADE
ARMAZEM  pp AR MAZENAGEM MAXIMA
1 v° o+ 2y 100
2
2 ve + 10y 100
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{0 estogque inicial fol considerado nulo.

O problema convergiu em seis iteracoes e a tabela abalxo mos
tra ¢ comportamento, iteracgao por iteracac, do método propos-

to.

) YALOR DO VALOR DO
ITERACAO ~ SUBPROBLEMA PROBLEMA MESTRE
(LS) (LI)
1 17501.89 16546.69
2 16882.63 16834.97
3 16824.14 16821.60
4 16822.14 16921.60
5 16821.82 16821.73
6 16821.77 16821.75

A coluna do meio da tabela acima aponta os valores Otimos do
subproblema que sac limitantes superiores (LS) do problema glo
bal ¢ a Gltima coluna os valores Otimos do problema mestre re

solvido em seguida.
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4. COMENTARIOS F CONCLUSOES

Na formulagao agqui apresentada do problema de transporte e ar
mazenagem dindmico foram consideradas capacidades finitas de
armazenamento, enguanto os fluxos de transporte na rede nao
foram limitados. Entretanto é possivel considerar-se também
capacidades finitas de transporte. A dificuldade que essa 1li
mitacao acarreta & de que fixando-se uma politica de armazena
gem factivel, nao seja encontrada uma solucao factivel para o
problema de transporte. Porém & possivel desenvolver uma heu
ristica no sentido de factibilizar a politica de armazenamen-'

to mediante a politica de transporte.

Outra extensao possivel para o problema & a de considerar mul
tiprodutos, o gue pode ser feitc sem grandes dificuldades adi
cionais. Nesse caseo OS armazens passariam a ser concorridos
pelos diversos produtos no tempo e a restricao de capacidade
em cada armazém seria uma somatoria das quantidades armazena-
das de cada produto, em cada periodo de tempo, e a politica
de armazenagem a cada iteracac do problema seria determinas
da também em fungac dos multiplicadores associados 3 essas res

trigoes.

0 problema de transporte e armazenadgem dinamico foi analisado

neste trabalho. Este tipc de formulagao tém aplicagdes em
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problemas onde a oferta e demanda de matéria apresenta oscila
gaes acentuadas no tempo. E o que ocorre em problemas de es

coamento de safras agricolas.

A manipulacgao tradicional de converter © problema num equiva
lente estdtico encontra dificuldades quando a dimensac do sis
tema € grande ou quando os custos de transporte e estocagem

nao sac lineares.

Através do uso das técnicas de decomposicao (primal e dual)
conseguiu-se um método que permite resolver problemas de gran
de porte mesmo na presenca de fungoes de custo nao lineares -

{convexas) .
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APENDICE

ADGORITIMO DL FRANK-WOLLI'E

Seja o problema
min f (%)

$s.a Ax = b

xyp 0

onde f{x) & uma fun¢ao de classe ct.

O método de Frank-Wolfe, a partir de um ponto factivel x°, a
proxima f({.) por Taylor até la. ordem sobre esse ponto, obten

do © seguinte problema de programacac linear

min f(xk) + vF(x
5.a Ayk = b (2)

k
y oz 0

onde Vf(xk) & 0 vetor gradiente calculado em xk e 08 htermos

f(xk) e Uf(xk)xk sao constantes, entao o problema {2} fica:
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Seja ?k uma solugac Otima de (3), define-ge entao uma diregao

de busca dk = yk - xk, a partir da qual se calcula um novopon

to factivel xk+1 = xk + adk, onde é determinado pela resolu

cao do problema de busca unidimensional

min £ (x5 + adS) (4)
O<a<l
A sequencia de pontos [xo, xl, e Xy ...] gerada pelo al-

goritmo, converge para x*, gue € a solugao Otima de (1) [67].

A eficiéncia de um método desse tipo esta ligada diretamente
com a qualidade das aproximagoes lineares da funcao objetiva
nao-linear, ou seja a convergéncia do algoritmo devera ser me
lhor tanto guanto a fungéo objetiva seja proxima da linear. A
lém dissc, existem as restrigﬁes, assim a linearidade gue se
pretende € funcao da posigao relativa que ocupa ¢ subconjunto

de solugoes factiveis definido pelo conjunto de restrigoes, as
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5im como & func¢ao de "tamanho" desse subconjunto. Na Figurad
estao representados quatro conjuntos de restricgoes e as cur

vas de nivel de uma funcao convexa, gue tentam elucidar os as

pectos levantados.

Figura A

Fica claro que uma aproximacao linear da fungao objetiva é

muito melhor sobre o conjunto 1 do que sobre o 2, mostrando que
a proximidade do centro picra a aproximacao. O mesmo ocorreem
relagac a 3 ¢ 4. O Qltimo, por ser mais restrito, d& uma apro

ximagao mais realista do que o primeiro.
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