d\\\ >
MAXTMAT.IDADE DOS GRUPOS TRIANGULARES

1

CERIS MARIA RODRIGUES DE ANDRADE

ORIENTADOR

PROF,.DR. NELO DA STILVA ALLAN

4

Digsertacdo apresentada ao Instituto
de Matemitica, EstatIstica e Ciéncia
da Compﬁtagéo da Universidader Esta~
dual de Campinas como requisito par-
cial para obteng¢ao do titulo de Mes~

tre em Matematica.

Este trabalho foi realizado com o auxilio financeiro da Fﬁnda-

cao de Amparo a Pesquisa do Estado de S3o Paulo - FAPESP,.
Campinas, outubro de 1979

1openua;104z

—— = /.—-/C_/



A Ademin e

Afexandre



Agradeco:

Ao Prof. Nelo da Silva Allan pela proposta do
presente trabalho, e pela segura orientacac na elaboracgao do

mesmo.

Aos professores e colegas pelos incentivos e

ensinamentos.

A TFAPESP, pelo apoio financeiro, o qual tor-

nou possivel a realizacdo deste trabalho.



TNpICE

NDtagaES .--.oq-..-n..n....tt..oo...lhnoaliln‘lounnn.Ottun i

Introdugao ....I..‘......Il.......II.....I.‘...._.Q....l.'. ii

CAPITULO I
TRANSFORMACOES LINEARES.

1.1. A transformacdo 1inear .....eececsvesceesseoanceeses 1
1.2. Os pontos fixos da transformac3o linear ............ 12
1.3. Geometria das transfoOrmacgoes .veeessccessessssessnas 16

1.4. 0s trés tipos de transformagSes do SL,(R)......... 41

CAPITULO II

GEOMETRIA NAO-EUCLIDEANA.

2.1. Comprimento de arco e &rea N.E. ....cvececeesonccces 47
2-2. Retas N.El ePOligonos N.E. " TR E B s R F e s N 52

cartTULO IIT
REGIBES FUNDAMENTAIS.

3. * 1 L] Grupo FuChSiano LR B0 BN BN K AN NN N N RE RN R BN B Y R N R B i L B L A 67
3.2, Regiao Fundamental de um grupo Fuchsiano .,....eee-e. 72
3 L] 3 L4 Regiao de DiriChlet % B & a3 P8 %Sk S RF LA . LN 7 5

3.4. A medida da regiao fundamental ......c..cieaeausarea. B4



CAPITULO IV
GRUPOS TRIANGULARES

4 L] 1 L] DEf inigaes LI Y '- LI N R N R R N R N I L B BB N I AT 90
4 - 2 - Maxjmalidade 8k "R EE R SR * & b % & b e BaBS "% dE s TS L J 94
Caso Normal &% S F S et E RS AE RS RS e A * % & 8 00 4Fe ke I. 103

Caso Nao—Normal * % % 4 & e BB S S E S RS ST E PSR RS A YA 108

BIBLIOGRAFIA I RN TR E R E ) AW AP 8 E FE A SN ST R R R YRR E R T ES 1]-7



In( q]
- OF

=
.< 6§>

6~I-,—>
arq(z).

FO

"

NOTAGOES

parte imaginidria do complexo ¢ .
seqgqmento de reta de 0 a P .
comprimento do segmento de reta OP .

reta que passa pelos pontos O e P ,

semi~reta com origem O e que passa por P.

argumento do complexe z .

interior de F .

fronteira de P .

p divide gq ..

eixo feal.

eixo real estendido.

plano complexo.

planc complexo estendido.

conjunto dos nﬁmeres inteiros.
conjunto .dos inteirés nao negativos.

final de demonstracao.
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INTRODUCEO

0O interesse pelo problema da maximalidade de grupos
fuchsianos comecou com Siegel na decada dos 30; ele mostrou que
SLZ(ZZ) € maximal. Mais recentemente, em 1963, Greenberg estu~
dou a maximalidade de grupos fuchsianos; ele mostrou que "em ge
ral" os grupos fuchsianos, se procurarmos extensoes de indice
finito, sao maximais. Greenberg apresentou tambeém uma lista de
pares de grupos {Fo, 't com Po contendo I como subgrupo de
indice finito. Mais tarde, Maclachlan tratou de grupos de segun
da especie. Recentemente Singerman exibiu um critério para que
um tal grupo T, contivesse um T como subgrupo de indice f£i-
nito e determinou todos estes pares {Po, '} . Nosso propbsito
e, seqguindo Singerman, determinar todos os pares {PO, I} com T

triangular e de dominio fundamental compacto.

Para atingirmos este objetivo, no capitulo I inicial-
mente introduzimos as transformagoes lineares e analisamos a re
- lacao Que ha entre elas e o grupo de matrizes. Classificamos o
SLZ(]Q) de acordo com o_conjuhto dos pontos fixos de suas transg
formagoes, em tres classes de transformacoes:hiperbdlicas, para

bolicas e elipticas.

No capitulo II, definimos alguns elementos da geome-

tria nao-euclideana necessarios ac nosso trabalho, tais como:
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comprimento de arco, area, retas e poligonos nao-euclideanos.

- Vimos que o comprimento de arco e area nﬁo—euc;ideanos sao in-
variantes sob todas as transformacoes do SLz(}l). Demonstra-
mos também o teorema de Gauss-Bonnet, o qual nos d& a &rea nao

euclideana de um poligono n3o-euclideano de n lados.

Introduzimos no capitulo III os grupos fuchsianos,is
to &, subgrupos discretos do SL, (R) . Em seguida,vimos guais
as condicoes que deve satisfazer um conjunto fechado do plano
hiperbdlico, para que Seja uma regiao fundamental de um grupo
fuchsiano. Vimos também, que todo grupo fuchsiano admite uma
regiao fundamental. Ainda neste capitulo demonstramos alguns
resultados importantes sobre a medida da regido fundamental,en
tre eles os tecremas de Siegel; e a importancia destes resul-
tades, esta no fato de que a medida de umé regiao fundamental,
depende somente do grupo fuchsiano e nao da particular regiéo

fundamental considerada.

Finalmente.no.capitulo IV, introduzimos os grupos
triangulares e estudamos a maximalidade destes. Um grupo trian
gular I' & maximal, se ndo existe outro grupo triangular con=-
tendo T éomo subgrupo de Indice finito. Sequindo Singerman
vimos ¢que, dado um grupo triangular ro , & existencia de um
subgrupo T com indice finito dépende da existéncia de um gru
po de permutagdes apropriado. Atraveés das condigles dadas por
Singermén, pudemos determinar a lista completa dos pares{ro,r}

com T c© Po e T

o’ I triangulares, no caso em que a inclusao

& normal, e no casoc em que a inclus@o & nao-normal.



cariTurO 1

TRANSFORMACOES LINEARES

Neste capitulo estudaremos as transformacoes linea-
res do ponto de vista tanto geométrico como analitico. Inicial
mente introduziremos as transformacoes lineares e exigiremos
do leitor certa familiaridade com conceitos basicos da teoria
de Varidvel Complexa. Analisaremos a relacdo que hd entre as
transformacoes lineares e o grupo de matrizes; veremos que ©
PSLZ(HQ) nada mais & que o grupo das transformagaes lineares
que levam o semi-planc superior nele mesmo. Sob o ponto de vis
ta geometrico estudaremos inversdo em um circulo, sua constru-
¢cao geométrica e a relacao que ha entre inversdes e transforma

¢Oes lineares.

Finalmente, faremos a classificagaoc das  transforma
goes do SL, (IR) de acordo com o cénjunto dos pontos fixos de
suas transformagCes. Tal classificagao ird dividir o SL,(R)
em tres classes de transfofmagSes: hiperbdlicas, parabdlicas e

elipticas.

-

1.1. A TRANSFORMACAQ LINEAR

Neste pardgrafo vamos introduzir as transformagoes

lineares, e estabelecer relacoes com ¢ grupo de matrizes.



Consideraremos neste pardgrafc transformagoes defint
das no plano complexo estendido C€ U {»} e tomando valores em

CU {=} .

DEFINICAO 1.1.1 : A transformacdo

T(z) = 22 +tD | : (1)

cz 4+ d

onde a, b, ¢, & sao constantes e ad - bc # 0 , & chamada u

ma tranformacdo Linear.

OBSERVACAO : A transformacdo linear assim definida

pode levar a uma certa confusao com o conceito de transforma-
cao linear da teoria de espag¢o vetorial. O nome mais adequado
deveria ser transformacao linear projetiva, porém, por um abu-
so de linguagem e, sequindo a nomenclatura usual dos autores

do campo, continnaremos a chama-la- de transformacao linear.

X transformagao linear (1), associamos a matriz

a b a b\ |
. & o detf{. = ad - bc chamamos de determi-
c d c d ‘

nante de T, o qual denotamos por det(T).

Se ad - bc = 0 , a equacdao (1) reduz-se a T(z) =
= constante, e este caso & sem interesse. Vamos entdo nos limi
tar aos casos onde det{T) # 0 . Podemos ainda sempre supor

det(T) = 1, pois multiplicando a matriz (ra kﬁ) por %~/ ad-bc
: ' c d



nao alteramos T .

O segundo membro de (1) & uma funcdo analitica de =z
se 2z # -% . A transformagéo linear tem, portahto, a proprieda
de de conformalidade; isto &, guando uma figura E transforma-
da, angulos sao preservados em medida e sinal. A transformacio

linear & também biunivoca.

Veremos agora que toda transforma¢ao biunivoca e con
forme-do plano em si mesmo & linear. Para a demonstracao do te
orema seguinte, do qual segue este resultado como corolario, u

tilizaremos alguns resultados da teoria de Variavel Complexa.

TEOREMA 1.1.2 : Se, exceto para um numerc finito de

pontos, o plano & levado sobre uma regiao do planoc por uma fun
cao biunlvoca e conforme, esta funcao € uma transformagaoc 1li-

near,

DEMONSTRACAO:

seja 2 = f(z) ~ tal fungao, e sejam Gy eGyr e ,,gn(=m)
os pontos excetuados. Como . £(z) & conforme, ela & analitica

exceto nos pontos isolados Gqreesrdy-

Agora qy n3o & uma singularidade essencial. De fa-
to, se a4 fosse uma singularidade essencial a fungéo tomaria
certos valores um nimero infinito de vezes na vizinhanga do

ponto, e isto contraria o fato de £(z) ser biunivoca (fp.17).



Portanto £(z) ou permanece finita na vizinhanga de
q; ; e portanto & analitica al se propriamente definida;ou tem
um polo. Loge £{z) & uma funcao racional de =z .

Uma fungdo racional que nao € constante toma todo va

lor m vezes, onde m & o numero de seus polos. Ja que £(z)

& biunivoca, ela tem um polo simples de primeira ordem.

Se o polo estd em um ponto finito q podemos  es-

crever:
. A Az +A, -Ag
z' = 1 + A, = 9 1 o7k v By =0 .
2% Z=%
Se o polo estd no infinito, nds temos:
|

z'= Az + A Al # 0 .

Em qualquer caso a funcdo & linear. L

COROLARIO-1 : Toda transformacao biunivoca e confor

me do plano em si mesmo e linear.

DEMONSTRACAO

Nao definimos conformalidade quando um dos pontos en
volvidos estd no infinito. Entao exceto para o ponto z = = e
o ponto que & levado em 2z'= = , a transformacao & conforme, A

plicando o teorema 1.1.2. obtemos o resultado desejado. L



Vamos agora relacionar as transformacoes lineares

com o grupo de matrizes,

DEPINICOES 1.1.3.:

(1) G = az + b
cz + d

a b ‘a b
(2) GL2(¢)= : a, b, c, d€EC , det (‘ # 0
c 4 c 4

OBSERVACAO : O conjunto de todas as aplicacgdes biuni

tra, b,c, dELC e ad - bc# 0

vocas de € U {»} em si mesmo, com a operacdo de composigao,
tem uma estrutura de grupo: Dal segque-se que um conjunto de
transformagSes'lineares, finito ou infinito, & um grupo se:

a) a inversa de cada transformacao do conjunto & uma
transformacao do conjunto;

b) a composigdo de duas quaisquer transformagtes do

conjunto € uma transformacao do conjunto.

Claramente GL, (C) & um grupo, pois o produto de ma
trizes nao-singulares & uma matriz nao-singular e o mesmo acon

tece com o5 inversos.

TEOREMA 1.1.4, : G € um grupo.

DEMONSTRACEO

De fato; basta verificarmos “a) e b).



Seja T(z) = 22+b5  ma transformaciac qualquer de
cz + @ -
G. A inversade T, T (z) = 92D r tem determinante
czZ — a

(-d) .(~a) = bc = ad - bc # 0, logo @ uma transformacac de G .
Sayz + b1 a,z + b2

Sejam Tl(z) = ' e Tz(z) = er—=  duas

42 + dl cyz + dz

transformacoes quaisquer de G, entao aldl -~ bjcy #0 e
a,d, — byc, # 0 . A composicao T = Ty o T, , que & dada por

(ala2 + blcz)z + (alb2 + bldz)

(.cla2 + czdl)z + (bzcl + dldz)

T(z) = , tem determinante

1

(ala2 + blczl(bzc1 + dldz) - (alb2 + bldz) (c1a2 + czdl)

= (ald1 - blclf (czd2 - bzcz) *= 0 . -

o

Logo T e uma transformacac de G . Portanto G

um grupo. -

TEOREMA 1.1.5. : A aplicacao ¢ : GL, (€} —> G de

2 b az + b =
finida por ¥ = — e um homomorfismo  cujo
c d cz + d

: . A0y
nicleo consiste de todas as matrizes escalares ( ) » AEC,
0 X

DEMONSTRACRO

I

‘De fato, mostremos inicialmente que ¥ & um homomor-

Fismo.



Sejam M, = i) e M2 = duas matrizes

quaisquer de GLz(E) .

v 01y M) (2)

I
=
']
=
o
[

*
\_/
N
]

+ b c a.b.,+ b.d
— 2122 1°27 P172\\ ;=
claz-Fdlcz clbz-!-dld2
(a1a2 2)2 + (alb +b dz)

(c1a2+- lc2)z + (clb24-d1d2)

alazz +alb2 + blczz + bldi2

c z-+d2

1 22 +c b + c'ilczz+c'.lld2

czz+d2
a~z+b
al(——————z i)+b1
c.z +d
N2
a.z+b
3 2 2 + dl
0224-d

a,z+b
= 9 (Ml) <_2_—2) =
czzfd2

= w(Ml)o w(Mz)(z)

c

h



Portanto ¢ & um homomorfismo.

Vamos agora determinar o nicleo da ¢ .

Seja I a transformacao identidade I(z)=2z e

a b
M= (: ‘> uma matriz gqualquer, entao, para todo =z temos:
c d ' .

viM) (2) = T(z) => 22¥D o s 2?2 4 @-a)z -b =0

cz4+ d

mas, uma funcao polinomial & zero se e somente se todos coefi-

cientes s3o nulos, logo: c=b=0 e a=4d.

Entao o nicleo da ¢ consiste das matrizes escala-
A 0
res com A EC . L
0 A

DEFINICAO 1.1.6 : SL,(€) = {M € GL,(C) : det(M)=1}

Verifica=-se facilmente cque SLz(ﬂ!) 2 um subgrupo de
GL, (€) , pois det(Ml,Mz) = det(M;) . det (M,)} gquaisquer que se

jam as matrizes Ml e M2 .

TEOREMA 1.1.7 : w(SL2(¢))=t3 .

DEMONSTRACAO :

De fato, trivialmente temos que 1JJ(SL2 €©)) = G .
,Resta mostrammos que G € ¥(SL,(€)) .
S Seja entdo T E G uma transformagao linear qualquer
‘dada pof T(z) = az+b X
. o ‘cz+d




—a b
\ ad - be Vv ad - be
Tomande M = " temos que
c d

\V ad- be V ad - be

detM)=1 e ¢M)(z2) =

Portanto para todo T € G , existe M € SL,(C) tal

que T =y(M) . Logo T E Y(SL,(C)) e assim G c Y(SL,(C)). =

TEOREMA-I.l.S : O micleo do homomorfismo V¥ em

SL, () e {z1} .

DEMONSTRACAO

Ja mostramos que o nicleo da ¢ em GL., (T) e dado

X0\ ) )
por N, = { : 2 EC} .
0 A |

Para determinarmos o niicleoc da ¢ em SL, (C) ,temos
que exigir que as matrizes de Mg tenham determinante igual a

1 . Entao

A O\ ,
det =1 = 1°=1 => A =2:21,
0

Logo o nicleo da ¢ em 8L, (C) e Ng = {+1}. "



OBSERVACAO : Do teorema 1.1.7 temos que ¢ & um

homomorfismo sobrejetor.

TEOREMA 1.1.9 : SL2 (ﬂl‘)/N o GLZ (C)/'N .
5 - G

DEMONSTRACEO :

De fato, do teorema 1l.1.5 segue-se que :

G = GL. (C) .
27/
Ng

No teorema l.1.7 e 1.1.8 segue-se que :

G~ SLye), .
Ns

Dal temos o nosso resultado. -

DEFINICAO 1.1.10 : Chamamos o grupo SL, (€} '
| 27w

de grupo Linear projetivo, e denotamos por PSL,I(C) .

DEFINICAO 1,1,11 :

a b : 'a b _
' :a, b, c, dE R e det #*0.
c_:_d c d .

{M E GLz(ZR) : det (M) = 1}

i

(1) GL,, (R)

]

(2) SL, (R)

(3) PSL,(R) = SL,(R)
2 2 a1y



OBSERVACAO : O grupo SLZ(IR), tem uma toPdlogia na-
tural, isto e, a topologia induzida pelo conjunto das matrizes
2x2 com coefiencientes reais MZ(JR) =5 1R4 . Com esta topolo-
gia o SL,(R) & um grupo topoldgico no sentido que as opera-
coes produto e inverso sio continuas.

Consideraremos o PSL, (R} como grupo topoldgico quo-

ciente de SL,(IR) pela relagdo de equivaléncia determinada

por I .



1.2. OS PONTOS FIXOS DA TRANSFORMACAO LINEAR

Os pontos fixos da transformacao linear T(z)= az+b
cz+d
sao obtidos resolvendo a equacao:
=232%b oy cz? 4 (@-a)z - b=0 (2)
cz+d
TEOREMA 1.2.1 : A dnica transformacao linear com

mais de dois pontos fixos & a transformacdo identidade.

DEMONSTRACAQ :

Para resolvefmos a equacao (2) temos que analisar al-
guns casos:
1) e¢# 0
Seja &4 = -(d -a)2 + 4bc . Fazendo ad—bc.=1 te

mos: A = (a+d)2 -4

i) Se A+ 0 a equagao (2) tem as ralzes:

a-d /A
2e

511‘52':

ii) Se A=0 , isto &, se a+d=%*2, a equagao (2)

tem apenas uma raiz: £ = 229

2c




2 ¢=0
Se ¢=0 devemos ter a#0 e 4#90 i:»ois de ou-

tro modo o determinante seria zero.

i) a+#d . Neste caso, resolvendo a equagao (2) en
b

d-a

ponto fixo, temos 2 pontos fixos:

contramos a raiz , €, como = também é

ii) a=d . A transformacao toma a forma: T(z)=z+b',
. que & uma translacido, e, neste caso apenas o ®

é ponto fixo.

Em qualquer_caso nao existe.mais'que dois pontos fi-
X0s, a menos que a equacao (2) seja identicamente nula, isto
@: c=0,d=a e b=0. Entao a transformégﬁo toma a formé
T{z) =2 .

Portanto, a unica transformagao com mais de dois pon-

tos fixos & a identidade. "
Uma ocutra maneira de enunciar o teorema acima seria :

"Qualquer transformagdo linear diferente da identidade tem no md

ximo dois pontos fixos".

R TEOREMA' 1,2.2 : Existe uma {inica transformacao  1li-

near que leva trés pontos distintos z,, z,, z; em trés pontos

distintos 23, 2z}, z% .



DEMONSTRACEO :

Provaremos inicialmente a existéncia.

Se nenhum dos seis valores & infinito, consideramos a

transformagao definida por:

{(z" - zi)(zb - zé) (z-zl){zz- z3)

[ ] [ ] ] 1 = (3)
(z' - 22)(21 - 23) {2 —22)(21-23)

Esta equagaoc & da forma (1) quando resolvida para 2z’
em termos de 2z . Ela obviamente transforma Zye Zyr 25 €M zi,
zb, za ; pois ambos os membros de (3) sdo iguais a zero quan
do z=2y 2'= zj ; eles sdo ambos infinito gquando z= Z,
z'= 2, ; e sdo ambos iguais a 1 quando z=24 , z'=2Y4 .

Se um dos pontos dados estd no infinito temos que
substituir o membro ﬁe {(3) no qual esse ponto ocorre.

Se 2y =%, 2, =@ Ou z3 =™, substituimos o se-

gundo membro de (3) por:

2, = Z 2 - 2 . Z - 2
- -2—--2 ;r - ———-—-]* ;, O ———= respectiva-

mente,

Se 2z} =® , 2, == ou 2z ==, substituimos o pri-

meiro membro de (3) por:

z' - z!_ z - Z' zl . zl

- .._._.2_3 , - —_—1 , Ou — I respectiva-
-— 1 ' -— L] L I 1
z! zz z1 z3 z z2

mente,



Logo em qualguer caso existe uma transformagao linear
com a propriedade desejada.

Vamos agora mostrar a unicidade.

Suponhamos que existem duas transformagdes T e S que
levam  z;, z,, 25 em zi, 25, z5 . |

Consideremos a transformacao ™15 . Temos que

-1 IS D
T S(zl) =T (zl) = 2z
-1 _

m S.(zz) = 2,

-1 ~

Portanto T—ls tem mais que dois pontos fixes, e pe-

1l

lo teorema anterior temos que T S =1 e dal s=T. L



1.3. GEOMETRIA DAS TRANSFORMACOES

Inicialmente vamos ver,em cue se torna o circulo e a
reta,quando a transformagao linear (1) & aplicada. Antes pois,
vejamos como & a equagdo geral de uma reta e de um circulo em
termos de 2z ,

A equacido:
2 2 ' .
Alx +y)+blx+b2y+c=0 (4)

onde as constantes sao reais, € a equacao geral de um circulo

se A#0 , e & a equacdo geral de uma reta se A=0 e b, e b,

nao s3o ambos nulos.
Seja z =x +iy entdo z = x -iy . Obtemos entio:
x=%-(z+'z-),y=—%—(§—z),z§=x2+y2.

Substituindo na equacao (4) obtemos:

- 1 1 - _
Azz + _Z_(bl - ibz)z + _i_(bl + ibz)z + C=0 .,

nlr-'

Pondo B = (b1 - ibz) , esta toma a seguinte forma:

AZZ + BZ + BZ + C=0 (5)

onde A e C 520 reais. A equagao (5) & a equagao geral de um

¢circulo se A#0 e de uma reta se A=0, B#0 .,

TEOREMA 1.3.1 : Seja L um circuloc ou uma reta. En-

tio a imagem de L -por uma tfans-for_magio linear ou & um circulo

ou € uma reta.



DEMONSTRACAQ 3

- 17 -

A equacdo de L & dada pela equagdo  (5) .
Seja w -azth uma transformacao linear qualquer.Sua
cz+d '
inversa & dada por : z = 2D . o E=:%§—'-"-?-
cw-a cw ~a

Substituindo z e z na equagdo (5) temos:

‘qu+b!jw:b) g (dw+b) . 5(:&t@)_¥c=o (6)
(cw —a) (cw - a) (cw - a) (cw - a)

A (~dw+b) (-Gw+b) +B (~dw+b) (Gw-3) +B (-dw+b) {cw-a) +C (cw-a) (Cw-3) = O

(Add - BSd - Bed + Cce)ww +

+(-abd +B3d + Bbc - Cac)w +

+(-abd + Bad + Bbeo

+{abb — Bab

Na equacao (7)

*Ea‘B+CaE) = {

~-Cac)w +

(7)

, o coeficiente de ww & real, o ter-

mo constante também 2 real, e o coeficiente de w & o conjugado

do coeficiente de w . Portanto a equacdo (7) & a eguacdo de um

circulo ou uma reta.

Sejam H = {z € € : Im(2) > 0}

o semi-plano superior

que também chamaremos de plano hiperbolico ¢

R T L

. D=1{z€C :

[z] <1} o disco aberto unitario

de centro na origem.



PROPOSICAO 1.3.2 : A transformagao T{z) = z-1 le-
| ' z+ i
va H em D . _

DEMONSTRACEO :

Vamos determinar a transformacao que leva os pontos

0, i, » em <=1, 0, 1 respectivamente.

Pelo teorema 1.2.2 a transformacao & dada por:

{z' - zi)(zb - zg) z-zl

(z' - z'2) (zi - z‘3) Z -2z,

substituindo entao os valores temos:

(Z-(-1)(0-1) _ 2z =0

e
> z' =
(z'-0) (-1 -1) z-1i z+ 1
. _z=1
Devido a unicidade temos que T(z) = leva H
z+1i



Calculemos agora o subgrupo de G que leva H em H.

Antes vejamos o que acontece com uma transformaciao linear que

leva HemH™ .

PROPOSICAO 1.3.3 : Uma transformagio g € G leva M

em [H se e somente se satisfaz as condigdes:
(a) g{eixo real) = eixo real

(b) Imfg(i)] > O

DEMONSTRACAO :

De fato, suponhamos inicialmente que g leva |[H em
H .

A conﬁigao (b) & trivialmente satisfeita devido a
definicao de H, e a continuidade de g .

Para mostrarmos (a), seja x um real qualquer finito
ou infinito. Temos que:

g(x) nio esti em WM, pois caso contririo, como a in-
versa de g, gﬂl, também leva H em H , teriamos que x esti
em.IH o que & uma gontradigSO.

g(x) n3o estd no semi-plano inferior -H , pois caso
contrérid; teriamos que, pela continuidade de ¢ , pontos de |H
vizinhos a x seriam levados fora de IH, o que & uma contradi-
cao.

Portanto g({x) s pode ser real.

Reciprocamente suponhamos satisfeitas as condicgdes

(a) e (b) por uma transfofmagao gEG.
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Pela condicdo (b} , g(i) esti em H . Seja P um ou

tro ponto qualquer de H .

Suponhamos que g{P) naoc esti em H .

Se g(P) estd no eixo real obtemos um absurdoc pois
g & bijetora e g(leixo real) = eixo real.

Se g(P) esta no semi-plano inferior entio o segmen-
to Pi (que vai do ponto P atd o ponto 1) terd como imagem u
ma curva gue tem um ponto extremo em H , que & g(i)., e o ou-
tro ponto extremo g(P}) em -H . Pelo Teorema de Jordan esta
curva corta o eixo real em um ponto. BSeja Q este ponto, en-
t3o gul(Q). estd no seqmento Pi , por construcdo, e no eixo

real por (a) , o que 43 uma contradicao.

Logo g(P) esta em IH e assim g leva 'Hem[H, ®

OBSERVACAO : Prova-se facilmente que o conjunto

Gy = {fge G : gl =H} & um subgrupvo de G .

TEOREMA 1.3.4 : O subgrupo G, de G que leva |H em

1
iH. @ isomorfo ao pSLz(nz) .

DEMONSTRACAO

Consideremos o homomorfismo ¢ do teorema l.1.5 e
tomemos a restricao de ¢ a SL2(IR) que denotaremos por Yo .

# Entao Yo ¢ -SL2-(IR-)- —_ G .,

.Agora mostremos que ,wS(SLz(IRn = G1 .



Inicialmente vamos mostrar que wS(SLz(Hﬂ) c G .

Seja g = 2z D ¢ wS(SLZ(IR)) entac a, b, ¢, d € R
cz +d ‘

e ad-bc=1 . Temos gue mostrar que g leva H em H . Para
isto basta mostrarmos que: g(eixo real) = eixo real e
Imfg(i)] > 0 .

Como a, b, ¢, & sao reais, trivialmente temos que
az+b .

se 2z e real, g(z) = é real .
cz+d
Agora g(i) = aithb { 2%-:"—2%)4 ( 3%;;9% }i , logo
_ ci+d ¢ +d c“+d
ad-b 1
g (1)} = 25220 = —5——5 >0 .
) cT+d c+d

Portanto g E G1 .
Resta mostrar agora que G, T U (SL,{(W}) .
Seja g uﬁa éransformagéo qualquer de le. Temos
que encontrar uma matriz ME SLZ(HU tal gque g = ¢S(M) .
Agora g € G, implica pela proposicdc 1.3.3 que:
é(eixo real = eixo real e
Imig(i})] > 0 .

Consideremos agora os doils casos:

»

12) g{«) ©  ou

29) gi{») =r <o .

19} Se g{») =« temos que g(z) = az+b coma#*0,.



Desde que 2z real implica g({z) =az+b real temos
que a e b sao reais, pois g{0)=b e g(l)=a+b .

Desde que Im[g(i)] >.0 temos que a > 0 .

a b
- v a v a
Seja entao M =
1
0 v a
Notemos que M € SLZ(IR) pois 2, b e 1
v a v a v a
sao todos reais e det(M)=1 , e, que g =g M) .
29) Se gl(=)=r , consideramos a transformacao
h € 1;13(51_.2 (IR)) dada por h{z) = 1 . Notemos que h(r)=o,
. r-2z

Fazendo a composicao de h com g , observemos que h.g{®») ==,
Ja mostramos gue P (SLy, (R)E G, entaoc h-E Gy . Co-
mo Gy € um subgrupo temos que hg € G; .
Pelo 19 caso temos que : hg E g (SL, (IR)) ." Como
h E tps(SLz(IR)) e lps(SLz(JR)) € um grupo temos que
g E wS(SLz{IR)) .
Em qualquer caso temos que g E Yo (SL,(R)) .
Portanto wS(SLZ(]R)) = Gy

Agora consideremos o diagrama:

SL, (IR) ' —> G

SL, (IR)
2 /(:I)



Pelo teorema dos isomorfimos temos que:

S1,(R) ~ yg(SL,(R) =G

/e 1) 1

Desde que PSL,{IR)= SLZ(]R)/
(1)

temos que:

PSszﬂﬂ i Gl . a

OBSERVACAO : Este teorema que acabamos de demonstrar
nos permite identificar o PSL2(IR) com Gy , isto e, diﬁér que
o PSL, (IR) & constituido das transforma¢oes lineares que le-
vam [H emH . Desde que uma transformacao linear & conforme,con
tinua e tem inversa também continua, podemos ainda dizer que, ©
PSLz(IR) e isomorfo ao grupo de todbs os homeomorfismos confor-

mes do semi-plano superior [H .

TEOREMA 1.3.5 : A transformacao T(z) = az-kS . com
' cz +a
aa ~cc =1 leva o circulo unitidrio nele mesmo e D em D,
DEMONSTRACAQ :
De fato, seja Q o clrculo unitirio.
A equacio de Q & : |z|=1 ou zz-1=0 .
: - az+ b
Aplicando a transformagao linear w = , © atra
cz+d

vés da equacac (7) , @ & transformado em :

(a3 -cc)ww + (-bd +ac)w + (-bd +ac)w + bb - aa =0 .

Para que 0 B seja transformado em 0Q , devemos ter :



1} -bd +ac =0

~

2) 4d -cc =aa-bb#0 .

De 1) temos: bd=ac => bd =ac

o
L
v
o
H
s
]
St

entdo : b=)\c .e a=x3 .
Substituinde em 2) temos:
dd -cc = Adkd - Achc = AX(dd -cc)* 0 => AX=1 ,
Temos ainda: ad -bc=1 , substituindo a e b obte-
mos: Add-Acc=1 => 2(dd -cc)=1 .
Como dad —E‘_c e real temos que A e real,
Portanto A=1%1 .,
O sinal de A depende do sinal de dd -cc .

Se D & levado em P , o ponto % , que & levado

no = , deve estar fora do circulo e assim [%I > 1.
4 512 . & 510 Fa>ac=>dd-3c>0 .
c c c

Desta forma A=1 . Portanto b=c¢ e d=a ,

logo T(z) = -227C leva O em0 e DembD . n

cz+a

-

OBSERVACAOD : O grupo de transformacoes de D & :

* c - -
Gy = w:a,csc e aa-~cc=1
cz+a

* —
e G1=WlG

W onde W & a transformacdo linear W(z) = 2= L
1 z+ 1

"¢gue leva H sobre D .



DEFINICAC 1.3.6 : Dizemos que um grupo de transforma

¢oes & transitivo em um conjunto se, dados dois elementos quais

quer deste conjunto, existe uma transformacao que leva um ele-

mento no outro.

PROPOSICAO 1.3.7 : SL, (R) & transitivo em H .

DEMONSTRACEOD

De fato, sejam z2y = ul*-sli e z, = azi-Bzi dois

pontos guaisquer em [(H .

A transformacao linear:

By - - {ogBy m2485)
T(z) = -
P
V8,8,
By @ 8y = 28,
VB, 8o VB8,
leva z, em 2z, , e, & matriz : E SLz(RJ
B
° vV B1By

Portanto SLZ(IU & transitivo em H . a

OBSERVAGAO : A agao do SL,(R} em H com a topolo-

gia euclidiana & continua.

Seja £ o conjunto de todas as retas perpendiculares

ao eixo real e de todos os circulos ortogonais ao eixo real.



OBSERVACAEO :  Dizemos que, um circulo & ortogonal ao

eixo real, se a tangente ao circulec no ponto em que este inter-

cepta o eixo real & perpendicular ao eixo real.

Mostraremos agora que © SLZ(EU age em L e, em gse-

guida que a agac & transitiva.

PROPOSICAO 1.3.8 : Se L EL e g€ SL, (IR) entio

gl € £ .

DEMONSTRACAO :

com efeito, se £ € £ temos que £ & uma reta per-
pendicular a0 eixo real ou um circulo ortogonal-ao eixo real.

Se g € SLZ(IR) temos pelo teorema 1.3.1 que, gf ou
& uma reta ou & um circulo. Ja que, é transformacao linear sen-
do conforme, preserva angulos, temos que gl ou € uma reta per
pendicular a0 eixo real ou um circulo ortogonal ao eixo real.

Portanto gf € £ . =

Antes de mostrarmos que a a¢ao do SL,(R) em £ €
transitiva, precisamos da definicdo de O6rbita de um ponto em um

grupo de transformagoes.

DEFINICEO 1.3.9 : Chamamos de orbita de um ponto p

em um grupo de thansformagoces T ao conjunto T'p = {gp : geTl}.

P OBSERVACEO : Podemos também definir &rbita de um par

de pontos da seguinte forma: "a orbita do par de pontos (p,q)



em T €& o conjunto T (p,q) = {(ap, gq).: g€’} .

TEOREMA 1.3.10 : SLZ(IQ) € transitiveo em £ .

DEMONSTRACRO :

Inicialmente mostraremos que SLz(En €& transitivo no
conjunto dos pares de pontos distintos do eixo real estendido.
Para isto basta provarmos que a Orbita do par . {0,=) inclue to
dos os pares.

Se consideramos o par (p,q) , onde p > g s3o fini

tos, temos que a transformagdo linear T(z) = 2-B ¢ SL, (IR)-
Z+~-q

leva o par (p,q) em (0,%) . Assim T 1(0,=) = (p,q) . Logx
pertence a 6rbita de (0,x)} . '

Se tomamos © par {(p,~) onde p & finito, a trans—
formacao S(z) = z+p € SLz(IR) leva (0,») em (p,») e deste
modo © par (p,~) também estd na Srbita de (0,=) .

Como todos ©0s pares de péntos distintos de ﬂg“u'{w}
sao ou de forma {p,q) com p e g finitos, ou da forma (p,=)
com p finito, temos que todos os pares estao na orbita de
(0,») . E isto mostra que dados dois pares quaisquer, sempre e-
xiste uma transformacao que leva um no outro. Portanto SLZCRF
@ transitivo no conjunto dos pares de pontos distintos do eixo
real estendido.. |

Observemos que um circulo ortogonal'ao.eixo real tem

um par de pontos distintos finitos (p,g). no eixo real, e uma

reta perpendicular ao eixo real tem um par (p,») no eixo real,



sendo que pode ser considerado como um circulo de raio infinito.
Observemos tambem que, dois pontos distintos finitos e a condi-
cao de perpendicularismo ao eixo real determinam um {inico circg
lo ortogonal ac eixo real, e, no caso de um pontd ser infinito,
uma unica reta perpendicular ao eixo real.

Devido a estas observac¢oes e ao fato do SLz(ﬂ{) ser
transitivo no conjunto dos pares de pontos distintos do eixo

real estendido, temos que SLZ(IR) é transitivo em £ , u

Existe uma Intima relacao entre a transformagao  li-
near de variivel complexa e a transformacao geométrica conheci-
da como "inversao em um circulo™.

Consideremos um circulo de centro O e raio r que

chamaremos de O(r) . Seja P um ponto qualquer do plano.

DEFINICEO 1.3.11 : O ponto "invexso de P com res-

peito aoc eircule O(r)" serd o ponto P, , na semi-reta OB ,
2

tal que 0P, . oP = r”°.
Através de uma simples construcao podemos encontrar

geometricamente o ponto inverso de um ponto dado.
| ‘Primeiramente consideraremos o caso em que P esta

fora de 0Of{r) .



fig. (1)

Tracamos inicialmente a semi-reta 0P e em sequida o
circulo de diametro &P . A interseccao deste circulo como O(r)
da dois pontos. Seja T um destes pontos. Quando T- e projeta
do na semi-reta OF d& O ponto Py » © "inverso de P com res
peito ao circulo 0{?)“.

Para provarmos que realmente Py € o inverso de P ,
notemos que os tridnguleos A{(OTP) e A(OPlT) sao semelhantes
?El ) = 2 -

e dal , assim obtemos Py - oF = T2 = r que &

ST

oT
0 resultado desejado.
Agora consideremos o caso em que P estd no interior



fig. (2)

Inicialmente tracamos a semi-reta OB e em seguida
a perpendicular a o8 passando por P , Um ponto de intersec-
cao desta com o circulo O(r) chamaremos de T . Agora, tragan
do a tangente ao circulo O(r) no pontoc T , onde esta inter-
ceptar a semi-reta 8B teremos o ponto P, , © "inverso de P
com respeito ao circulo oO(r)".

2 prova de.qué P1 & o "inverso de P co& respeito
a O(r)" & como no caso anterior, baseada na semelhanca de tri
angqulos.

ﬁotemos agora que se o ponto P pertence ao circulo
0(r) , o ponto inverso de P com respeito a O(r) & o préf

prio P .

PROPOSICAD 1.3.12 : P & um ponto fixo de uma inver-

830 se e somente se ele estd no circulo de inversao.



DEMONSTRACAQ ¢

De fato, suponhamos que P_ & um ponto fixo de uma
inversio. Entdo OP. OP = r2 logo OP =r de onde concluimos
gque P pertence a Of(r) .

Reciprocamente_sﬁponhamos gque P pertence a 0(r) .
Entdo OP = r e assim 8?)85==r2 . Portante P & um ponto

fixo pela inversao. =

OBSERVACAO : O inverso do ponto O , o centro do

circulo de inversao, nao esti definido, e, nenhum ponto tem O
como sua imagem. Mas, para que a inversao seja uma transforma-
géo de plano estendido, tomemos o © como sendo o inversoc de
0Oe O o inverso de = ,

PROPOSICAO 1.3.13 : Seja P, © inverso de P com

respeito a O(r) . Qualguer circulo passando por PePy e of

togonal a ©O(r) .

DEMONSTRACAO ¢

Seja € um cIrcule qualquer passando por P e P1 .
Tracando a tangehte of a C sendo T ponto de tangéncia te-

nos:

=r2 e dal OT=r .

o7 = Pl .

3l

Logo T pertence ao circule O(r) .

g .. . Como os raios em T sdo perpendiculares temos que oS

circulos C e O(r) -sdo ortogonais. -



Agora vamos determinar uma expressao analitica para
a inversao em um circulo.

Sejam P e Pl pontos inversos com respeito ao circg_
lo O(r) e sejam P, Pl e 0 os pontos 1z, z, e X no diagra-
ma de Argand.

A condigdo: B;PFI . 9P =r’ nos di a equagio:

2

[z, -k (z- ) |=r (a)

e o fato de que os pontos 0, P, P1 sao colineares da:
arg(zl-k) = arg(z -k) (b}

Desde gque argf(z-k) = —arg(E—]-;) , as duas equacgoes

{a) e {(b) =30 scatisfeitas se e somente se:

2

(z, -k} {z-k) = r (8)

1

Esta € a equagao da inversao em termos de variaveis
complexas.
Podemos também achar a forma explicita para inversao,

Seja O(r) o circulo dado pela equagao (5} :

Azz+Bz+Bz+C=0 ~ onde A e C sao reais e

A+ 0, a qual também pode ser escrita na forma:

A A A



onde o centro e o raio sdo facilmente determinados., O centro &

B
- — e
A
obtida da
que se £

0 raio VIEE:%QQ

A
Substituindo estes valores na ecuacao (8) temos:

zy + Bz + B ='_§§;%§E
A A A

Simplificando obtemos:

Az,z + Bzy + BZ + C = 0 (9)
Temos entaoc uma relacdo entre 2z e seu inverso z,
equacao de O(r) se substituimos nela z por z, .

Resolvendo (%) temos a forma explicita da inversao:

-Bz ~-C
Az + B

Zl=

(10)

OBSERVACAQ : Podemos provar como no teorema 1.3.1

e f e oc & uma inversdao entiao ol E £ ,

guando A=0 temos que (5) & a eguacgao de uma reta

e, ainda podemos usar (%) e (10) para a inversaoc. Quando A

tende a zero, P e P, atingem posicOes tais que O(r) & a me-

diatriz do segmento ?51 . A inversao entao torna-se uma refle-

x30 na reta O(r) . Para mostrarmos isto analiticamente, seja

z, um ponto de  O(r) . Usando (10} temos:

 -BZ,=C &= =
= ‘ 2--_. Bz +C ‘_: ,1(5_22) |= Izz_z
B B B




Logo todos os pontos de O(r) sao equidistantes de P e Py .

TEOREMA 1.3.14 : A transformac3o linear leva dois

pontos que sao inversos um do outro com respeito a um circulo,
em dois pontos que sao inversos um do outro com respeito ao

circulo transformado.

DEMONSTRACAO :

Com efeito, sejam 2z e z, pontos inversos com res-
peito ao circulo dadeo por (5) , entao (2) & satisfeita.
Sejam w e w, os transformados de z e z4 pela
transformacao (1), entao :
~dw; +b _ -Gw+b

Z, = ——— ' z —

cwl-a Cw —a

Substituinde em (9) temos:

{-dw, + b) {(~dw+ b) - {~dw, + b) - =
A 1 — + B 1 + 5 {dwtb)
(cw1 - a) {(cw-a) (cw1 - a) (cw - a)

+C=0

Esta equaééo € a mesma que (6) exceto que w & subs-
tituldo por 'wl ; portanto, simplificando obtemos {(7) com w
substituido por wy « Esta é a condicac para que w e w, sejam

pontos inversos com respeito ao c¢irculo transformado (7). -

TEOREMA 1.3.15 :- A composic2o de um nimero par de in

‘versoes & equivalente a uma transformacao linear.



DEMONSTRACAO :

Ja vimos que a forma explicita da inversdo com ‘respei

to ao circulo Azz +Bz+Bz +C=0 & z =-BE—C
Az + B

1 e, esta pode

ser escrita como uma composigaoc de duas transformacdes:

. \-L'B'z.z. -

A22+B

zZ, = 2 v 2y =

A primeira & uma reflexdo do eixo real e a sequnda &
uma transformacdo linear.

A primeira preserva a medida dos angulos mas inverte
seus sinais, a segunda nao faz alteracdo. Logo a inversido & in-
versamente conforme. Isto seque também do fato gue o segundo
membro de {10) & uma funcdo analitica de z .

De {10) vemos tambem que a cada 2z corresponde um
unico zy » e, por outro lado, a cada 24 corresponde um unico
Zz . Portanto a inversdo & biunivoca.

Desde que a inversao & uma transformac¢aoc do planoc bi-
univoea, que preserva a medida do angulo mas troca seu sinal,te
mos que, © resultado da composicac de duas inversodes ou de um
nimero par de inversdes, & uma transformac@o biunivoca que pre-
serva medida e sinal dos Angulos. Logo & biunivoca e conforme. .

Pelo teorema 1.1.2 temos que esta”d uma transformacdo linear. ®

Provaremos também que qualquer transformacdo linear &
constituida de uma sucessao de um nimeroc par de inversoes. Mas,

antes vamos analisar algumas das mais simples transformacoes 1i

neares, e achar pares de inversdes a que elas sao equivalentes,



1. TRANSLACAO : T{(z) = z+ Db

Por esta transformagao, cada ponto do plano & transla
dado paralelamente a reta -Ob (fig. (3)), & distdncia igual

ao comprimento do segmento Ob .,

L

2

0 \ \

fig. (3)

Sejam L; e L, duas retas perpendiculares & retaob,
sendo que uma digta da outra a metade do éomprimento de Oh .

A reflexao em L; seguida pela reflexao em Ly o é
equivalente 3 translagao dada. De fato, pelo teorema 1.2.2 bas
ta observarmos como trés pontos 559 tranformados. Notemos cque

os pontos de L, sao mantidos fixos pela primeira reflexdo e

sao transladados da maneira desejada pela segunda reflexio.

2, ROTACAO : T(z) = L

Cada ponto sofre uma rotacio sobre a origem de um an-
gulo 6 .
Sejam L, e L, duag retas passando pela origem tal

que o angulo entre elas e S (fig. (4)) .
' 2



&%

fig. (4)
Um reflexao em Ly » sequida por uma reflexao em Ly,
claramente d2 uma rotacao aos pontos de L; como queremos. Por

tanto as duas reflexdes sao equivalentes 3 rotacao desejada.

3, HOMOTETIA DA ORIGEM : T(z) =Az , A> 0 .

Cada ponto & transformado em um ponto com o mesmo ar-

gumento, mas com o modulo multiplicado por A, Se A <1, te

mos uma contragac em torno da origem.

fig. (5)



Esta transformagao & equivalente a uma inversdao em
um circule Q1 com centro na origem e raio ri (fig. (%)) se-
guida de uma inversao em.um circulo Q2 com centro na origem
e raio r, = r1V?f . De .fato, se zi ., Z' sdo os suces-

sivos transformados de 2z, temos : zl.E = ri r 2Z! z, = rZA :

r%h 2 z
portanto : z'= — = ry -A —5 =12z .
Zl rl
4. A TRANSFORMACAO : T(z) = —~
z

E isto & uma reflex3o no eixo imaginirio, seguida

por uma inversiao no ¢irculo unitario (fig. (6))

fig. (6)

Agora podemos demonstrar o seguinte teorema:



TEOREMA 1.3.16 : Qualquer transformacao linear & e-

quivalente 3 composicac de um nimero par de inversdes em circu

los.

DEMONSTRACEO :

az+b

De fato, seja a transformagao linear: 2z' =
: cz+d

Se ¢ # 0 , podemos escrever:

a_ _ be-ad _ ; o1
2 d
c c{cz +4d) c (zq-—au)

supondo ad -bc =1 . Isto podemos escrever como a sequinte se-

guéncia de transformagles:

_ 4 _ 2 I | Vo a
Zy = 2 + — r Z3 =CZy + 2y, —;; ’ g z, + -

Ja provamos que a primeira, terceira e quarta destas
transformacoes, cada uma delas & equivalente a um paf de inver-
sbes. . o

A segunda transformacao : zZy = c221 ; pondo

c2 = Aele , A> 0 ; pode ser separada em duas :

cada uma delas equivalente a um par de inversdes.
Se c=0 , a transformacdo tem a forma: z'= az +8 .

Pondo a==AeiB , eésta @ equivalente a4 seguinte sequén

cia: i9
Zy =€ 2 , Z,=RA2Z , z'= z,+ 8



onde cada uma delas & equivalente a um par de inversdes.

Assim fica provado o teorema. .



1.4. 0S8 TRES TIPOS DE TRANSFORMACOES DO SLz(ﬂU

Vamos classificar o SL2 (R). -de acordo com o conjun-
to dos pontos fixos de suas transformacoes.

Para encontrarmos os pontos fixos da transformagao:

T{(z) = ———=>. , onde a, b, ¢, deE R e ad ~-bc=1

basta resolvermos a equacgao :

cz2 + (d —alz = b=0

Consideremos inicialmente c #+ 0 .
Temos trés possibilidades para as raizes desta equa-

cao do 29 grau :

{i} Duas ralzes reais e distintas.
{(ii} Uma raiz real.

(iii) buas ralzes complexas conjugadas.
Vamos analisar cada uma das possibilidades:

caso (1)

A transformacido com dois pontos fixos reais e distin-
tos recebe o nome de hipernbolica .

Notemos que cqualquer transformacao linear que leva =

no « deve tomar a forma w = kz+{ e se também leva 0 no 0

" entao £=0 .

Seja T - uma transformacao hiperbblica com pontos fi-



xos peqg no R'U{=} com p> g e w=Tz . Pondo
Wy = P e z2y = Z2°P  temos que W, = 0, = correspon
w=q Z-q

de a 2y = 0, » . Entac a relacao entre vy ez toma a forma:

W =]czl

1 (11)

Notemos gque esta € uma transformagaoc ja conhecida, a saber, u-

ma homotetia da origem.

CASO (ii)

A transformagao com um ponto fixo real recebe o nome
de parabolica.

Seja T uma transformagao parabdlica com um ponto
fixo real p e w=Tz . Pondo

_ 1 - 1 -
Wy = ——— e zy = temos que wy=e cor-
w-p Z-p

responde a z, =% . Entao a relacdo entre Wy € 2z é da forma
wy = kzl + £ . Mas k=1 pois se kx # 1 teriamos um segundo

ponto fixo. Entdo a relacao € :
wy =z, + 2. (12)
Notemos cque (12) & uma translagao.

CasO (iii)
A transformacao com dois pontos fixos complexos conju

gados recebe o nome de efiptica.



Seja T uma transformagac eliptica com pontos fixos

cea . Suponhamos que o esteja em H ., Entao o estd em -H.

Pondo ; o
wy = w-?’_ e zZy = Z-E temos que : W o= 0,
w0 z-a

corresponde a 2z, = 0, = . Entdo a relagao entre w, e z, ‘toma
a forma

wl=lzl

onde ) nao & necessariamente real.
Como as transformages do SL,(IR) levam o eixo real
nele mesmo, temos que z real implica w real e se z e w sao

ambos reais temos:

W=~

Portanto [A|=1 e assim A & da forma el? ,

Entao uma transformacdo eliptica pode ser escrita na

forma :

P L . _
Wy = e zq (13)

Notemos que (13) & uma rotagao.

Consideremos agora c¢=0 .

A transformacao do SLZ(R) : T(z) = aztb torna-se:
: ez +4 :
T(z)= g z + 2 . Como c=0 temos gque d+0 pois ad=1 .

Entdo a transformacao pode ser escrita na seguinte forma:

T{z) = a'z+ D' - (14)



Esta transformagdo nada mais & que a composicdo de uma hiperbd-
lica (a' &€ real) com uma parabdlica.

0 gue acabamos de fazer prova o seguinte teorema :

-

TEOREMA 1.4.1 : Qualguer transformacao do SL, (R) &

conjugada a um dos trés tipos:

Hiperbdlica : w=%k z (k > 0)
Parabdlica : w= z+ 1
Eliptica i w = el
OBSERVACOES 3

1) Notemos que somente a transformacdo eliptica tem

um ponto fixo em H .

2) Um grupo, que & gerado por uma transformacio elip-

tica, & finito se e somente se o multiplicador & do tipo

ira
e p , onde a, p saoc inteiros relativamente primos, e, neste

caso ele tem ordem 2p . Caso contrario, pode se mostrar que o

grupo gerado por uma transformacao eliptica & denso em |z|= 1.

TEOREMA 1.4.2 : OQualquer elemento de G, € produto de

elementos do tipo :
(1) w = kz {(k > 0)

(2 w=z¢t £

(3) w



DEMONSTRACAD i

De fato, as respectivas matrizes do's.elementos ‘ (1),

{(2) e (3) acima sao @

d o 2 1 =2 0 1 _
-1 onde k=4" , e .
¢ a 0 1 -1 0

£ suficiente provar que cada matriz de SL,(R) & pro

duto de matrizes dos tipos acima. Seja entao C b) € SL,(R) .
: c a

Se a # 0 podemos escrever

a b a o0 1 0\ /1 -2

d
c 4 0 a ! ac l) 0 1
1 0 0 1 1 -ac 0 1 -1 0
e

ac 1 -1 0 (0 1 ) -1 0 0 -1
Se a=0 entioc bc = -1 e

a b) L 0 1 0 D 1 '

= - B

(c a 0 bt bd 1 /\-1 ©

COROLARIO : Toda transformacdo em PSL, (R) é produ-

to de um niimero par de inversoes em elementos do conjunto £ .

DEMONSTRACAO :

Com efeito, toda transformagdo em PSL,(R) & produto

de transformacido do tipo :

w=kz , k>0 ; wer=-— e w=z+ec , cER ,



e por 1.3.16, estas transformacoes sao produtos de duas inver-

soes em elementos de £ »

OBSERVACAO : Seja G(2) o grupo gerado por todas as

inversoes em elementos de £ . Entao
[G(2) : PSLZ(IR)] =2

pois se tivermos duas quaisquer inversdes de G(2) seu produto

esta em PSLz(IR) .



cariTuro 1IX

GEOMETRIA NAO-EUCLIDEANA

Neste caplitulo faremos um breve apanhado sobre géomg
tria nao-euclideana (N.E.), definindo alguns elementos neces-
sarios ao nosso trabalho, tais como comprimento de arco,” area
e retas N.E. Os pontos da geometria N.E. s3c os pontos do se-
_mi—plano superior [H. Os pontos de éixo real chamamos de pon-
tos no infinito ou pontos ideais.

Se tomarmos o modelo do disco D . 0s pontos da geo-
metria N.E. seraoc os pontos do interior do disco e os pontos
do circulo [zi =1 serao os pontos no infinito ou ideais,

Provaremos que © comprimento de arco e area N.E. sao
invariantes sob as transformagoes do SL, (R} . Um outro resul
tado importante que também provaremos € o teorema de, Gauss-

Bonnet que nos da a area N.E. de um poligono N.E. de n lados.

2.1. COMPRIMENTO DE ARCO E AREA N.E,

Inicialmente vamos definir comprimento de arco N.E.
e area N.E., e, em seqguida mostraremos gue assim definidos, es~

tes sdo invariantes sob todas as transformagdes do SL,(R) .

DEFINICEO 2.1.1 : O comprimento N.E. de um elemento

de arco, ds , & dado por



'DEFINICEO 2.1.2 : O comprimento de arco N.E. de uma
curva continvamente diferencial por partes C , tﬁEequagéo-:

x=x() , y=y(t) , t €[a,b], & dado por :

dx, 2 dv, 2

b /——.). + (S

L(c) = j ds=J dt dt__ st
Y

c a

DEFINICAO 2.1.3 : A area N.E. de um subconjunto men

suravel E de H & dada por :

p(E) = “ _dx dy

OBSERVACAO : As vezes & mais conveniente usar coor-

denadas polares (r, 8) , em vez de coordenadas cartesianas e

as formulas acima tornam-se :

_ 2 2 ‘ o
ds? = o ¢ —L e w(E) = ” 2rdh.
r'sen 8 sen‘f B r sen §

TEFOREMA 2.1.4 : O comprimento de arco e area N.E.

 s30 invariantes sob todas as transformacSes do SL,(R).



DEMONSTRACAO :

Se ¢#0 , a transformacac: T(z) = az+b do SL2(IR)
cz+d
pode ser escrita na seguinte forma:
a_ _ 1
T{z) = - ou ainda
€ c?(z +-9)
c

= 1 a 2 d

T(z = k  er—— E = T ——
{z) onde kl —r p=c e k, =

p(z+k2)

Notemos que k; , p e k, s30 reais e p > 0 .

Podemos ainda escrever esta transformacao em forma

de composicao: T(z) (W, UVWz)(z) onde

Wz(z) = 2z+k, , v{z) pz , U(z) = :%- e Wy(2) = 2+k, .

1

Observemos que:

(1) W, e ¥, sao transformacgdes parabdlicas do tipo
w=z +k(k real), as quais sao translacoes. Como cada trénsla-
cao desloca os pontos paralelamente ao eixo real, temos que
deixa dx, dv e v 'inalterados._Portanto comprimento de arco

e drea N.E. sao invariantes sob este tipo de transformacgio.

(ii) V{(z) = pz (p real e > 0) & uma transformagao
hiperbdlica. Seja C wuma curva qualquer e E um suconjunto

qualcguer entao:

2 2 / 2 2

‘c 2.4 y

C



g PV g ¥

Logo o comprimento de arco e drea N.E. sao invarian-
tes sob este tipo de transformacao.

(iii) Uz = - ——

- &

Fazendo uma mudanga para coordenados polares (r,0) ,

obtemos:

Ulr,8) = { =— , 7 -8).
. r

Substituindo nas formulas & facilmente visto cque com-
primento de arco e area N.E. sao novamente invariantes.
Portanto temos que qualquer transformagac do SLz(IR) N

deixa invariante o comprimento de arco e &rea N.E. .

" OBSERVACOES :

l}) Em P o correspondente comprimento de arco .inva-

riante ée:
2 _ 2%(au® + av?)

ds -
‘ (1 - win) 2

onde w = u+iv . A verificacao que o ds? & invariante pelo

grupo de automorfismos de D & similar, e a omitiremos.

2) Podemos verificar da mesma maneira acima que d52
& invariante pelo grupo G(2) de todas as inversoes em elemen

tos de H .



PROPOSICEO 2.1.4 : A bola aberta nao-euclideana de

centro P e raio r :

B(P,r) = {0 : A(P,Q) < rl}

& uma bola aberta euclideana, isto &, a topologia induzida pela

métrica N.E. coincide com a topologia usual de H .

DEMONSTRACEO :

De fato, basta mostrarmos que o circulo N.E. de cen-

tre P e raio r , {0 : d(®P,0) =r}, & um circulo euclideano.

-wi=-1

-1 leva clrculo de centro na ori-

Como a transformagao z =
gem e raio r < 1, em circulo de centro em i , & suficiente mos

trarmos que em D .todo circulo N.E. de centro na origem e eu-

clideano. ) . 2 . -
No caso de D , o ds° em coordenadas polares fica:

2 _ .2 _au? +av? _ 2%@r? + rfas?)
a-w]4? (1 -r2)2

N
N

ds

Seja C um circulo N.E. em D com centroc na ori-
gem O e raio r . Seja QO um ponto qualquer de C . O seqg-

mento ©OQ tem equagcao 0 =constante, logo

r .
st =d(0'Q} = J _ggl'_2= 1Og|1+r‘
' l=r 1-r

que & independente de 6 . Assim o circulo N.E. de centro O e

raio r coincide com o circulo euclideano de centro O e raio

log I%{% . L



2.2, RETAS N.E. E POLIGONOS N..E.

Seja £ o conjunto definido no paradgrafo 1.3 do ca

pitulo 1. Vamos agora definir retas N.E.

DEFINICAO 2.2.1 : Chamamos de netas N.E. 3 todas as

intersecgoes dos elementos do conjunto L com o semi-plano

superior W ,

PROPOSICAO 2.2.2 : BAs retas N.E. sdo levadas nelas

mesmas pelas transformagoes do SL,(IR) .

DEMONSTRACAO :

Segue~se da proposigao 1.3.7. ]

OVSERVACRO : 'As retas N.E. tém equacgdes :-

A[z]z + Bx+C=0 .

Existe uma unica reta N.E. passando por dois pontos
dados. De fato, sejam 2y =%, + yli e Z, =X, + Yzi dois
pontos quaisquer de H .

 Se xi = x, temos que a reta x=x; & a Gnica reta

N.E. que passa por z; € Z, .

Se Xy * X, temos que :



2 2 _
_A(xl + yl) + Bx; + C=0
2 2 =
Alx, + y,) + Bx, + C=0
Xy 1 :
e desde que a matriz tem determinante igual a

X2 1

xi - X, #* 0 temos que este sistema admite solugdo. Podemos su-
por um deles diferente de zero, digamos A # 0 , e encontrar JB
e C em funcdo de A . Deste modo vamos encontrar uma {inica e-
quagao de reta N.E. passando por 2z; e z, .

Notemos que as posicoes relativas de duas retas N.E.
sao: concorrentes, coincidentes ou paralelas, tais como na geo-
metria euclideana, exceto no casc do paralelismo. Na geometria
N.E. duas retas paralelas podem se interceptar no = e neste
caso chamam-se retas paralelas de mesmo ponto ideal.

EXEMPLOS :

'1) Retas Concorrentes :

a) | b)

\

2) Retas paralelas de mesmo ponto ideal.

a) ) : - b)




3) Retas Paralelas

a) b)

) £

' DEFINICAO 2.2.3 : Chamamos de segmento de reta N.E,
ligando os pontos’ p e g , ao arco ligando p e g contido na

reta N.E. que passa por estes dois pontos.

TEOREMA 2.2.4 : Se p e g sao pontos de [H , se ¢y

€ o0 segmento de reta N.E. ligando p e q e se c, é qualquer

outro arco diferenciivel por partes ligando pe g e contido

em [H , entao :

DEMONSTRACEOD :

Podemos supor, sem perdé de generalidade, que C1 es-
t3 contido no eixo imaginario, usando a transitividade do
_SLz(IR) no conjunto das retas N.E. e a invarianga do compri-
mento de arco pelo SL, (R} .

Suponhamos que C, & parametrizada por :



- 55 -

x=x(t) , y=ylt) , t, St <H

Seja (x(to), y(to)) o ponto (O,ko) e (x(tl),y(tl))

o ponto (0,k,) . Entao :

t X2 v t &
1 SXye 4 (84 c . 1 (S
L(c,) = I dt dt at > I -J-‘iil_ dt >
(t) y(t)
t Y £
0 o]
t
1 | x x
> j 1 d (y(t))at = {log y1 2L = log (—k_l)= ACH
vi{t) dt k 0
t o
0
LOogo t(cz) = £(C1} . L

OBSERVACAO : A igualdade pode ocorrer somente se

= =0 e ay tem sinal constante, isto &, se C, = C, -

at at 1

DEFINICAO 2.2.5 : O comprimento N.E. do segmento de

111

reta N.E. ligando p e g chamado a distancia N.E., d(p,q) ,

de p até gq .

" OBSERVACKO : Notemos que d(p,qg) & uma distdncia em

H ; e para isto basta somente verificarmos a desiqualdade trian

gular:

d{p,r) + d(r.q) = d(p.,q)

Ela segue-se do teorema 2,2.4 se tomarmos C2 como sendo a

reta cquebrada prqg .



DEFINICAO 2,2.6 : Um subconjunto E contido em H

& chamado econvexo se o segmento de reta ligando dois pontos

quaisquer de E estd contido em E .
Se L & uma reta N.E. dada por:
2
gz} = Alz|" + Bx + C =0

entdo o conjunto {z € H : @{z) > 0} (respectivamente f{z)<0)
€ convexo, e & chamado um semi-plano aberto.
O conjunto {z €EH : #(z) > 0} (respectivamente

g(z) < 0) tambem & convexo, e & chamado um semi-planc fechado.

TEOREMA 2.2,7 : Se p e g sao pontos de H entdo

o conjunto:

(i) {z : d(z,p) = d(z,q) } & uma reta N.E.

(ii) {z : d(z,p) < d(z,q)} define um semi-planc a-
berto. .

(£ii) {z : d(z,p) < d{z,q})} define um semi-plano fe-

chado.

DEMONSTRACEQ :

. Observemos inicialmente gue a reta euclideana pg
ou & paralela ao eixo real, ou corta o eixo real em um ponto;

Consideremos entao os dois casos:

_ 12 CASO : Suponhamos que a reta euclideana pg &
paralela ao eixo real (fig. (7)). Entdo Im(p) = Im(g) . Deste

modo p & a imagem de g pela reflexio em uma reta L orto-



gonal ao eixo real,

Se 2z & um ponto de I , temos pela simetria eucli-

deana que d(z,p) = d4(z,q) .

Se 2z estd no mesmo lado de L que p , a reta N.E.

ligando z e q corta L em r digamos. Entdo:

dal{q,2z) = d{q,r) + d(r,2)

d(p,r} + d(xr,z)
> d{p,2) prela desigualdade triangu-

lar.

Logo o conjunto {z : d(z,p) < d(z,q)} define um se-

mi-plano aberto. E.ANN\NL'
.

fig. (7}

29 CASO : Suponhamos que a reta euclideana pg nao
e paralela aoc eixo real, entao ela corta o eixo real em um pon=
to O digamos. Seja L, o circulo com centro O e com p e q

cono pontos inversos., (fig. (8)) .



fig. (8)

Escolhemos uma transformagdo T do SL,(IR) tal que
T (L) € o eixo imagindrio. Ent3ao T{p) e T(qg) sao imagens re-
fletidas em relagao ao eixo imaginario. Assim seque o resultado

pelo 19 Caso. =

Nosso proximo objetivo @ demonstrar o teorema de
Gauss-Bonnet. Antes porém precisamos de alguns elementos da geo
metria N.E. que ainda nao definimos. Vamos inicialmente definir

triangulo N.E. limitado.

DEFINICAO 2.2.8 : Chamamos de fridngufo N.E, limita

do 34 intersecgao de trés semi-planos fechados tais que cada se-
mi-plano contém o ponto interseccdio das retas suportes dos ou~

tros doils.

EXEMPIOS :

Na figura abaixo temos trés triangulos N.E. limitados



eixo real

Na geometria N.E. convém também considerar tridngulos
ilimitados, isto é, admitir a possibilidade das retas suportes
dos semi-planos acima se encontrarem num ponto ideal) ou infini-
to.

EXEMPIOS =

1) Triangulos N.E. ilimitados com um vértice infinito.

7z

~eixo real




2) Triangulo N.E. ilimitados com dois vértices infini-

to.

com trés vértices no infi

nito.

De modo analogo podemos definir poligono N.E, como in-
tersecgao de semi-planos fechados. Devemos também considerar po-
1liIgonos ilimitados, isto &, com vértices no « . Vamos entdo ago

ra demonstrar o teorema de Gauss-Bonnet.

TEOREMA 2.2.9 : (Teorema de Gauss-Bonnet)., A a&rea N.E.

~de um poligono N.E. de n lados com anqulos oy, uz,...;an e :

(n-Z)ﬂ—al—Gz' sas = 00 .



DEMONSTRACAO

Primeiramente vamos considerar um triangulo limitado
pelo circulo unitério e as retas x=p, x=q onde ~-1€<p<g<l .
Sejam a,B os dngulos mostrados na fig. (9) e o terceiro angu-

lo entre as duas paralelas & zero.

A

Vs

T

=

ot

N

| :

! |

| | .
Ty ”
fig. {(9)

A Area N.E. deste triangulo é:

[T o [ e 2 v

Consideremos agora um triangulo N.E. com um vértice
C no eixo real (fig. (10)). Podemos aplicar uma transformacao’
do SL,(R) que leva C no = sem alterar a area N.E. e 0s an
gulos;
| Portanto a drea deste tridngulo ABC & dada como no

caso anterior por: m -a -8 .



fig. (10}
Seja agora um triangulo qualquer ABC (fig. (11)) .

fig. (11)

A reta N.E. AB corta o eixo real em dois pontos. Cha

memos um deles de D . Tracando a reta N.E. CD temos ques:
y (AABC) = u (AACD} =~ u(ABCD) .

Mas, como o AACD e ABCD tem um vértice no eixo

real, suas areas sao dadas como no caso anterior. Entao:

u (AACD)

1

'n'--oz-(w(-l-'\fl) a

1 (ABCD) "_"Yl—e’l .
Logo obteremos :

u(AABC) = —a -y + Bl..



-Desde gue B'+Bl.= T temos que':
u{AABC) = w—d-B-Y .

Dado um poligono N.E. de n lados com angulos
@ys Gyrees,@ , podemos dividi-lo em n-2 tridngulos N.E,
Aplicando o resultado acima para cada triangulo e adicionando

depois as areas, obtemos a formula desejada:

u{Poligono) = (n-—2)w-—al-a2 R S »

TEOREMA 2.2,10 : Seja z=x+1iy um ponto fixo de H

e C um subconjunto compacto de [H . Seja,

8=1{g E SL,(IR) : gz EC } entaoc S & compacto .

DEMONSTRACRO :

= {(a,b,c,d) € IR4: ~aztb o . , ad-bc=1}

cz+d

seja S;

O conjunto $ & a imagem continua de Sl pela apli

cacdo natural que leva (a,b,c,d) na transformagao w = aztb

cz+4d
Para mostrarmos que S & compacto basta mostrarmos que Sy é

compacto. Para isto precisamds-mostrar que Sl e fechado e 1i

mitado.

Mostremos inicialmente que S, e fechado.

De fato, seja {gn} uma sequéncia de pontos em Sy
tal que 9y —> 9, - Como gnz —> g9,z € C e compacto en-

tao g,z £ C , ou seja, 9,€ 8, . Logo S, & fechado.



Mostremos agora que S, €& limitado.

1l
C & limitado logo qualquer elemento de S, satis-
faz:
|_az+b < k (1)
cz+d

C & um subconjunto compacto de IH , e vy & uma fun-
cao continua que deve atingir seu limite superior. Portanto vy
tem um limite superior positivo em C e Im{w) tem um limite

superior positivo.

m {8zZ+tb\__ ¥ 5>k, onde k; >0 (IT)
cz+d/ |cz+d|

(II) implica que |cz-+d|2 < —%— . Entao c e d sao
1

limitados.

(I) implica que |az+b| < k| cz+d/| . Portanto a e

b saoc limitados.
Logo o conjunto 8y & limitado. Portanto- S & com-

pacto. b

TEOREMA 2.2.11 : Se C, e C, sao subconjuntos com-

pactos de H , entdo o conjunto:
{g € SL,(IR) : gC; n C, *# g1

& compacto.

DEMONSTRACRO

De fato, fixemos um ponto . p € [H e sejam os conjun-



tos:
51 = {t € SLZ(IR) : tp € Cl} e
Sy = {u € SLZ(EH : up B Cz} .
Entaoc S, e s, saoc compactos pelo teo‘rema 2.2.10.
0 conjunto {qg € Sﬁz(ﬁﬂ : gCy A c, * gl & stil ,
gque também & compacto. w

' OBSERVACAO: Convém observar que ha a possibilidade

de termos poligonos, isto &, interseccoes de semi-planos com

um nimero infinito de lados, Por exemplo consideremos ¢ seguin

te poligono :
s

. ' R T B
-1 . "X?b -% —){“-}5 ¥y 0

cujos lados sdo circulos de centro - — e raio _%H .

 podemos também ter poligonos com area infinita, por

exemplo os sequintes triidngulos N.E. :



pois nestes casos a integral que da a area diverge.



capriTuno III

REGIOES FUNDAMENTAIS

Inicialmente introduziremos os grupos fuchsianos e
depois veremos quais as condig¢des para que um conjunto fechado
F seja,uma regiao fundamental para um grupo fuchsiano. Mais
para frente ainda, veremos que todo grupo fuchsiano admite uma
regiao fundamental; pois construiremos a chamada regiao de Di~
richlet.

Serd importante parands obtermos também algumas in-
formagdes sobre a medida da regiao fundamental., Para tal vere-
mos alguns resultados sobre a medida da regizo fundamental, en

tre eles o0s teoremas de Siegel.

3.1. GRUPO FUCHSIANO

Seja T um subgrupo de SLz(IR).

DEFINICEO 3.1.1 : Dizemos que T & um grupo fuch-

siano se ele & um subgrupo discreto finitamente gerado de

SL, (R) .

DEFINICAO 3.1.2 : Um ponto de H & chamado um T -

ponto fixo se ele & fixo por alguma transformacao, diferente da

identidade, de um grupo fuchsiano T . O conjunto de todos os



I' - pontos fixos & chamdo o conjunto de pontos fixos de T .

DEFINICAO 3.1.3 : Chamamos de estabilfizador de um

ponto de H em I' ao conjunto de todas as transformagoes de T

que deixam fixo este ponto.

PROPOSICADO 3.1.4 : Os estabilizadores de diferentes

elementos de uma Orbita sao conjugados.

DEMONSTRACAO

Seja Ap, Pyr Por 93""} a Orbita do ponto p .

Tomemos dois elementos distintos desta Orbita, diga
mos p; e Pj . Sejam Ei e Ej os estabilizadores de p; e pj
respectivamente. Mostremos entao que eles sao conjugados.

Como p, e p, estdo na orbita de p temos que e~
xiste uma transformacaoc h tal que hip;) = Py «

Para qualquer ¢ E E;, temos que g(pi) =Py

Entao h(g(pi)) =p5 e dal hgh_l(pj) =Py .

Logo 1'1}3.'j_h"1 E.Ej . Trocando i por j , h por h-l
e h?t por h , obtemos h—lEjh SE; e dai Ey - th_h-1 . Por
-1
= n
tanto hE:h Ej .

PROPOSICEO 3.1.5 : O conjunto de pontos fixos de T

& levado em si mesmo por T .



DEMONSTRACAO 3

Mostremos que a orbita de um ponto fixo consiste in-
teiramente de pontos fixos.

Seja entdo p um ponto fixo qualquer, digamos gp= p.
Seja {p, Pyr Pys ...} a Grbita de p,onde p;, =g,p . Mos-
tremos que cada. 1 e fixo.

Como g;p = pi. e gp=p temos: g,gp=p, , mas

-1

= -1 _
i (pi} =Py - Pondo 9;99;" = h temos

_.-1 ~ -
P=¢g; p; entao 9,99
que h(pi) = p; e assim p,; € um ponto fixo. Como a Orbita de
um ponto fixo consiste inteiramente de pontos fixos temos que o

conjunto de pontos fixos de T & levado em si mesmo por ', ®

PROPOSICAO 3.1.6 : Seja 2z=x +iy um ponto fixo de

H e C um subconjunto compacto de IH . Seja também
5=1{g€ SL,(R) : gz € C} . Se T & um grupo fuchsiano entdo

s T @ finito.

DEMONSTRACRO :

J&8 sabemos pelo Teorema 2.2.10. gque S & compacto. Ago

ra como I & um subgrupo discreto de  SIL,(R) temos que s AT
€ finito, pois & a intersecgdo de um subconjunto compacto  com

um subconjunto discreto de SLZ(IR) . a

PROPOSICAO 3.1.7 * Seja T um grupo fuchsiano.Entdo

para cada p € IH existe uma vizinhanca V de p tal que, se

gvAv=g , ge&T , entdo gp=p ;



DEMONSTRACAO. :

Ja que a métrica N.E. define a topologia usual em
H , a bola fechada N.E. B(p,p) = {2z : d{(z,p) € p} & compacta.
Pela proposigao 3.1.6 temos gque o conjunto dos y E T tal que

Yyp € Bi(p,p) & finito. Seja 'p; © menor valor positivo de

d(p, yp) , Y E T . Seja V = Blp, —%— ey} .« A vizinhanga V as-

sim definida satisfaz a condicao desejada. L

PROPOSICAO 3.1.8 : Os pontos fixos de T sdo isola-

dos.

DEMONSTRACAO :

Seja p um ponto fixo de T .

Mostremos que existe uma vizinhénga de p gque nao
contém nenhum outro ponto fixo de T .

Seja V a vizinhanca definida na proposicao 3.1.7.
Suponhamos que 2z € V & tal que yz =2z para algum vy € T .IEQ
tdao temos que YV NV +#g o gue implica yp=p . Entdo 2z=p
pois nenhum elemento de SLz(IU tem mais que um ponto fixo em

H . L

PROPOSICED 3.1.9 : Se T & grupo fuchsiano entdo o

normalizador em T de um elemento eliptico de ordem finita &

um grupe ciclico finito gerado por um elemento eliptico.



_DEMONSTRACAO : -

Seja T um elemento eliptico de T com pontos fi-

%0S 0 e 0 . Podemos escrever T de forma:

w-a T ETE

e}
N
|
j= ]

w—

Qualquer elemento U de T gque comuta com T deve

levar © par (a, @) em si mesmo pois:

il
Q|

o ou Ua

Ua = UTa = TUa e isto implica que Ua

[
ai

Ux = UTa = TUG e isto implica que Ug = a ou U
Desde que somente um dos pontos fixos o e o estd
em H temos que U deve fixar ambos o e o . Entao U & uma

transformacao eliptica que pode ser escrita na forma:

W =0 eiﬂ'z-a

w-0 zZ -G

Reciprocamente qualquer transformacao nesta forma co
muta com T . Portanto o0 normalizador de T consiste precisa=-
mente de todas aquelas transformacdes com o mesmo conjunto de
pontos fixos que T .

Se o elemento eliptico tem ordem finita, entao exis-
tem inteiros m, n tais que md = nm e a transformacao elip-

.tica gera um grupo ciclico finito. L



3.2. REGIAQO FUNDAMENTAL DE UM GRUPQ. FUCHSIANO

DEFINICAO 3.2.1 : Seja T um grupo fuchsiano. Um

conjunto fechado F {com interior F°) & chamado uma regido
gundamental para T se:

(i} F & uma T-cobertura (isto &, F contém pelo me
nos um elemento de cada Orbita).

(11) F° & um TI-revestimento (isto &, F° contém no

maximo um elemento de cada Orbita).

(iii) A medida N.E. da fronteira de F e zero.

Consideremos agora o seqguinte conjunto:

K(z) = {geET : 2 E gF}
Observemos que a condicdo (i) mostra que K(z) ndo é vazio. Po

demos ainda definir para um subconjunto qualgquer A delH o con

junto X{a) do seguinte modo: .

K(A) = {g ET : An gF + #}

PROPOSICED 3.2.2 :

(1) k(A u B} = R(a) U Kk(B)

(2) x@) = \JIix@=))
ZEA

(3) Se AsS B entdo K(A) > K(B)

(4) Se gg I' entdo K(gz) = gkK(z)



DEMONSTRACRO ¢

De fato

(1) K(AuB)={geT : AUB) AgF#+g 1} =

1

{gerT: (AngF)U(BrIgF)%Q'}‘_'—-

It

{ger:anNgPr#gU{gET : BNgF+* g} =

]

K(A) U K(B)

(2) Se g € R{A) temos que AN gF # § o que impli
ca que existe Z EANQgF , logo z &€ A e z € gF e dai

g E X(z) . Logo g (a)c U{K(z)_}.
] ZEA

Se g EU{K(Z)} temos que g £ K{z) Ppara algum zEA,
ZEA
entao 2z E gF para algum z € A . Portanto 2 € AN gF , logo
A NgF # g de onde concluimos que gJ c R(a). Logo

\Ukz)ne r@ .
ZEA

(3) Trivial pois gF N B gF N A e se gfnNnB #* #

entao gF n A ¥ § .

{4} Temos:

K(gz) = {h €T : gz € hF} =

{herT:z¢€ g"th} =

fher: é"lh £ R(z)} =

{fher

h € gK(z)} = gk(z) .

DEFINICAOC 3.2.3 : (Siegel) Dizemos que F & uma %e-

-giao fundamental roxmal se, para cada z € F(e portanto, pela



invarianga, para todo =z EIH) , existe um aberto V contendo

z tal cque K(V) & finito.

TEOREMA 3.2.4 : Seja F uma regiaoc fundamental nor-

mal para I . Entao, cada z EMH tem uma vizinhanca U tal

que X(z) = X(U) .

DEMONSTRACAO :

Desde que F e normal, para cada z € H existe uma
vizinhanca V de z tal que X(V) & finito. Agora K(z) € K{V)
e assim K{(V) - K(z) também & finito.

Seja A = \_} (gF) . &2 & um conjunto fechado
geEK (V) ~K(z)

porgque & a unido finita de fechados e z ¥ A , por definicao de

A -

Pondo U =V-2A temos que U & um conjux-'lto aberto
contendo z . Suponhamos que g E K(U) © K(V) e g g K(z) .
| Como g £ K(z) implica que g £ K(v) - K(iI, temos
que gFc A pela definicdo de A. Desde que U = V -A temos
gt n U =4#, o que contraria o_fato de cue g E K(U). Logo

g € K(U) implica g € K(z). Portanto K{U) © K{(z), e como

K(z) S K(U) temos que X(U) = K(z) . =



3.3. REGIEO DE DIRICHLET

-

Mostraremos agora que todo grupo fuchsiano admite uma
regiao fundamental. Para tal & suficiente, dado um grupo fuch-
siané, exibir a regiio fundamental. |

Seja T. um grupo fuchsiano e p um ponto nao-fixo
por T . Podemos agora construir uma regiao fundamental baseada

em p do sequinte modo:

DEFINICAO 3.3.1 : Chamamos o conjunto:
F={z: d(z,p) < dlgz,p) , g E T}

de negidao de Dirdichfef para T baseada em p .

OBSERVACAO : A desigualdade que define F pode ser

reescrita da seguinte forma:
-1
d(z,p) < d(z,q9 "p)

o que mostra que F & a intersecgao de semi-planos fechados
{(Teorema 2.2.7) , e, portanto fechado e convexo. Podemos dizer
também atraves desta desigualdade, de um modo mais simples, como
F & construldo. Construimos F baseada em p escolhendoc os e;
lementos de cada Orbita que tem distd3ncia minima com p ; como

mostra © segquinte teoremasz

AR LS



TEOREMA 3.3.2 : Seja B um subconjunto qualguer de

I , finito ou infinito., Seja 2z EH e seja
a, = inf{d(gz,p) : g € B} .
Entdo 49, € B tal que d = d(gOZ.p) .

DEMONSTRACAO :

Seja gl E B . A bola fechada N.E., com centro p e
raio dl{g,z,p) & compacta, logo ela contém somente um nimero
finito de elementos da orbita de 2z, e deste modo, somente um
nimero finito de elementos gz onde g € B . Neste conjunto f£i
nito tem um elemento cuja dista@ncia N.E. até p & minima. Is

to prova o teorema. n
Vamos agora definir o sequinte conjunto:

E= {2z : d(z,p) < d(gz,p) , id # g € T}

Este conjunto nada mais & que:
{zeF:2z€ U{L(g :g€T ,g=+id}}

onde £(g) & a reta {z : d{z,p) = d(z,gp)} .

OBSERVACAO : Se indicarmos a regiao de Dirichlet ba-

= F_ , . sforma’
ap q D pois a tran a

¢do que leva p em gp tambem leva o semi-plano determinado por

seada em p por Fp , temos aque F

p e g no semi-plano determinadd por Jp e 99 .

LEMA 3.3.3 :. 2 E E se e somente se K(z) = {id} .



DEMONSTRACAO

Seja q um ponto qualquer de E . Entio g nao es-
ta em nenhuma das retas £(g) : d(z,p) = d(z,gp} . Entdo

d(q,p) < d(gq,gp) para todo g&T , g+ id . Mas, como

d(g,p) = dla,g " {gp)) , temos que : d(g,9p} > dfg,9 " (gp)) .Por

tanto g E ng = ng para todoc g E T , g # id. Logo K{g)={id}.
Reciprocamente, suponhamos que X{g) = {id} . Entdo

g ng para todo g ET , g # id . Assim g ¢ Fp n ng para

todo gET , g+ id . Logo q ¢ £{g) para todo g # id . Por-

tanto g € E . L

TEOREMA 3.3.4 : E & o interior de F e F & uma re-

gido fundamental normal.

DEMONSTRAGEO :

Basta provarmos as seguintes afirmacdes:

(1} P & uma T- cobertura

{(2) E e um T-revestimento

(3) K(z) é finito e todo 2z tem uma vizinhanga V

tal que X(V) = K(z) .
(4) ¥ & o interior de P
(5) A fronteira de F tem medida zero.

Vamos entiac fazer a prova de cada uma destas.



{1) Seja =z EH . Entac o elemento g,z da orbita
de 2z que tem distancia minima de p (o0 qual existe pelo Teore

ma 3.3.2 ) satisfaz a relacao:

d(goz, p) «d{g gz, p) , gET

e, portanto pertence a F . Logo F contém pelo menos um ele-

mento de cada oOrbita.

(2) Mostremos agora que E contém no miximo um ele~
mento de cada orbita.

S¢e zEE e g+ id , a relagao:

d(gz,p) > d(z,p) = d(g'l gz,p)

mostra que gz nao esta em E ., Logo E & um T-revestimento,

(3) Mostremos inicialmente que' K(z) e finito.

Se z E gF temos que g-lz € F e assim a.distancia
d{g_lz,p) € minimal. Digamos d(g_lz,p) = k , Como
K(z) = {geT : 2z € gf} temos que K(z) & o conjunto dos g €7

para os quais d(g-lz,p) = d{z,gp} = k. Desde que a bola N.E,.

de centro z e raio k & compacta, K(z) & finito.

Pfovémos agora que cada z tem uma vizinhangca V tal
que K(V) = K(z) . | .

Seja k +2¢ o minimo das d{z,gp) para g E T -K(z).
Pelo teorema 3.3.2 este minimo & atingido, logo € €& positi-
vo. |

Seja V 'a_bola aberta N.E. com raio £ e centro 2z ,

Provemos agora que KI(V) = K(z) .



Para qualquer g € K(z) temos que z € gF e assim
Vvn g+ @8 , o que implica g E R(V) . Poftanto K{z) = R(V) .
Resta provar gque K(V) © K(z) .

Se g E K{V) , deve existir wEvVn gF . Entdo wEV
e WEQgF . Agora w £ V implica que d(z,w) < e e wE€E gF

implica d{w,gp) < d(w,hp) para qualquer h € K(z) . Entao:

d(z,qgp) € d({w,2z) + d(w,gp) < d{w,hp) + e <
< d{w,z) + d(z,hp) + e < k+ 2¢ .

Portanto d(z,gp) < k+ 2e , e pela escolha de e te

mos que 4 e K{z) . Logo K(V) c K{(z2) .

(4) Pela definicao de E temos que E C F ., Agora E
contdm o interior de F . De fato, qualquer bonto z de F tal
que d(z,p) = d(gz,pf nao & um ponto interior, pois qualquer
vizinhanca dele cont&m pontos w tais que df{w,p) > dlgw,p),
0s quais nao podem estar em F . Precisamos agora mostrar somen
te,que E & aberto. Mas, isto segque-se do fato que se =z € E

entao K(z) = {id} , e para todo z € E .existe uma vizinhanga

V de z tal que K({V) = XK(2) = {id} , lego V = E . Portanto
E & aberto. Desde que E © F tal que E aberto e E contém
o interjor de F , temos que E & o interior de F , pois o in

terior de F & o maior aberto gue estd contido em F .

(5) A fronteira de F tem medida zero, pois esta & u
~ma propriedade geral dos conjuntos convexos. De fato,

F-Ec u{£(g) : g €.} . Como £(g) & uma reta N.E., u(L(g))=0



e como T & enumerdvel entdo p(F-E) € £ p(l{g)) =0 .

Isto completa a demonstracao. n,

OBSERVACAO : T & enumeravel pois & subgrupo discreto

de SLZ(IR), que satisfaz o 2?9 axioma da enumerabilidade, Um es
paco topoldgico X satisfaz o 29 axioma da enumerabilidade se
possui uma base enumerSvel.

Vamos fazer agora algumas consideracoes sobre a fron-
teira da regiao de Dirichlet.

Seja F a regiao de Dirichlet de um grupo fuchsiano
' baseada em p . A fronteira de F esta contida na uniio das

retas N.E. {z : d(z,p) = d{z,9p) , g € T} . A interseccao de

F com um destes conjuntos & um subconjunto convexo fechado da
reta e consiste ou de um segmento de reta. {caso mais geral) ou
de um simples ponto. Os segmentos de retas sao chamados axesias
de F . Os pontos das extremidades dos segmentos juntamente com
05 simples pontos {gque tornam-se pontos extremidades de segmen=-
tos também) sdao chamados veatices.

Podemos referir a F como um poligono embora ele pos-
sa ter um ntmero infinito de lados. |

-

DEFINICAO 3.3.4 : Chamamos de £ad&££hagem'de Dinich-

Let 3 configuracao formada por F , suas arestas e vértices, jun
to com todas as imagens gF : g E T e todas as suas arestas e

vertices.



DEFINICAO 3,3.5 : As imagens de F° pelas g € T

sao chamadas {aces da ladrilhagem.

DEFINICAO 3.3.6 : As imagens sob T das arestas e

vértices de F sao chamadas arestas e vértices da ladrilhagem.
Vamos ver agora qual a condicao para gue um ponto de

H seja um vertice.

TEOREMA 3.3.7 : Um ponto z em [H & um vértice da

ladrilhagem se e somente se K(z) tem pelo menos trés elemen-

tos.

DEMONSTRACAO:

Um pénto z pertence ao interior de uma face somen-
te se K(z)} = {id} , pois o interior de uma face contém no ma-
ximo um elemento de cada orbita.

z pertence a uma aresta somente se 2 esta em duas
regices fundamentais que tem esta aresta em comum, digamosg
g,F e g, F. Entao 2z pertence a uma aresta se e somente se
K(z) = {g,,95}

A Giltima possibilidade & z estar em um vértice. Is
to acontece somente se K(z) tem pelo menos trés elementos,

pois caso contradrio cairia em um dos casos anteriores. u

DEFINICAO 3.3.8 : Dois vértices de F sao chamados
congruentes se existe uma g de T que leva um no outro. Um

conjunto de vértices & chamado um conjunto'congruehte se todos



0os vertices estac na mesma orbita. .

" PROPOSICAO 3.3.9 : Cada conjunto de vértices con-

gruente e finito.

DEMONSTRACEOQ :

Seja gz um vértice congruente a .z .
gz € F implica que z € g_lF e isto ocorre somente
se g-l g K{z) . Como K(z) & um conjunto finito, obtemos nos-

so resultado. u

OBSERVACAO : Lembremos que os estabilizadores de

diferentes elementos de uma Orbita sao conjugados, entaoc todos
os estabilizadores dos vértices de um conjunto congruente tem

a mesma ordem.

TEOREMA 3.3.10 : Se Yir Yore-=rYy sao os angulos

de um conjunto congruente de vértices e se K & a ordem do es

tabilizador de qualcquer um destes vertices, entdo:

C_ _2m

Yl + YZ + ... * Yr K
Em cualquer caso:

2nr

Yy ¥ Yyt e F Y, S



DEMONSTRACAOD -

Sejam z,, Z,, ... 4 2 OS vértices do conjunto con
gruente. Seja E(zl) o estabilizador de z, e sejam
glF’ cee s gﬁF as faces que se encontram em zl .

Desde que z; € g ,F & equivalente a gEl z, EF,

segue-se que gzl, cen o, gzl sdo 0s elementos de T que le-
vam 2, em 2y, Zs, ess , OQ Z_ .

Agora, existem exatamente K- elementos que levam zq
em z, , pois se g & um deles os outros sao os elementos do
conjunto gE(z,) . Entaoc ¢t =Kr ,

A éoma de todos os angulos encontrando em zy Da la
drilhagem de Dirichlet & 27 . Mas estes angulos sao os Aangu-
los Yl' Yor .o . Yr cada um repetido K vezes,

Portanto K(Yl Y, .. Yr) = 2n .

Finalmente desde que z; e um vértice, temos que

t > 3 e assim Kr = 3 . Portanto

2rr
3

Yy Yyt eee oy, <



3.4. A MEDIDA DA REGIAQ FUNDAMENTAL

Neste parSgrafo vamos provar‘alguns resultados impor
tantes sobre a medida da régiﬁo fundamental de um grupo
fuchsiano. A importancia destes resultados estd no fato de que
a medida de uma fegiﬁo fundamental depende somente do grupo T
e nao da particular regido fundamental considerada como mostra

© seguinte resultado:

TEOREMA‘3.4.1 : Se 'Fl e F2 sao duas T-regioes

fundamentais, entao ﬂ(Fl) = ﬁ(Fz) .

DEMONSTRACAQ

Sejam E1 e E, os interiores de Fl e F2 respecti-
vamente. Como as medidas das fronteiras de Fl e F2 sac nulas
temos que u(El) = p(Fl) e ﬁ(Ez) = u(Fz) .

Agora, u(Fl) > X u(Fl N gEz) porque
g€l
F,° Fy n gE, para todo g €T .

Devido & invarianga temos que:

-1

u(Fl n gEz) = ulg F1 f Ez) YgeT .

- -1
Entdo I u(F; N gE,) I wlg "F; A E

) .
geT ger 2

Como U (g_lF

N E,) & uma cobertura para E. te-
gel 2 2

1



1

mos que * ulg F, NE,) > p(Ez} . Mas u(E2)= u(Fz) entao

geT

ﬂ(Fl) = ﬁ(Fz) . Analogamente concluimos que u(Fz) > u(Fl) .

Portanto u(Fl) = u(Fz) . L

Veremos agora a relacao gue ha entre a medida da re-
giao fundamental e o nimero de arestas. Ji mostramos em 2.2.9,
que se o poligono F tem um nimero finito de lados, com possi
velmente no méximo vértices no infinito, entdo u(F) & finita.

Mostremos agora a reciproca.

TEOREMA 3.4.2 : (Siegel). Se a regido de Dirichlet

F tem medida finita, entido ela tem um numero finito de ares-

taS -

DEMONSTRACEO :

Notemos que toda aresta de F tem ou um ponto final
em H ou um ponto final no eixo real. Chamando os pontos fi-
nais de vertices, precisamos mostrar apenas que o nimero de
vértices & finito. Mais precisamente, iremos mostrar que, se
p{F) < (n-2)r , o nimero de vertices nao excede 3n.

Suponhamos que F tem N vértices e gue aqueles
gue estao em H formam conjuntos congruentes, Suponhamos cue
N, deles estdo em H que N, estdo no eixo real.

A soma dos angulos dos veértices em [H , pelo teorema
._2le
3

3.3.10. ., nao excede



Seja Fl a cobertura convexa dos N veértices, um po
ligono convexo cujos &ngqulos dos vértices em H nao sao maio-
res que os correspondentes angulos de F (desde que F1 estd
contido em F) e cujos angulos dos vértices no eiéo real sao to

dos nulos. Pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos:

21N _ _
1 > (N-2)T - . 21N =
3

-~ 2)

w(F) > pry) > (N-2)7 - >
3
Logo: (n=2)m = u(F) > (;g— - 2} e dai tiramos que

N < 3n . u

Enunciaremos agora um outro teorema de Siegel muito im
portante sobre medida da regido fundamental. Nao provaremos tal
teorema porque a sua demonstracao envolve o conceito de genus, o

qual nao foi tratado em nosso trabalho.

TROREMA 3.4.3 : (Siegél) Para qualquer grupo fuchsiano,

Fy > T
H 21

Suponhamos’ que um grupo fuchsiano ' admita um subgru

po Tl com Indice finito N , isto &, [T :r11= N . Entdo

T = U{Yj Ty @ j=1,...,N} . Seja F a regido fundamental para

r e F a regiao fundamental para Pl_. A medida de Fl &

1
maior que a de F . Vemos isto através do sequinte resultado:



LEMA 3.4.4 : F, = U{Yj FP:3j=1,...,N} & regiao

fundamental para Pl .

DEMONSTRACAQ

De fato, mostremos que F, satisfaz as trés condi-

coes para ser uma regiao fundamental para ry -

1) Como H = U{gF : g E T} segue-se que

H U{gyj F:gefl,, i=1,...,N}l =

]

U{U{gyj F:4=1,...,N} : g ¢ Pl} -

U{qFl + g E 1"1} .

Portanto Fy & uma Fl-cobertura.

2) Mostremos agora que Fl contém no maximo um ele-

mento de cada drbita em T. . De fato, observemos primeiramente

1
gue como F° & aberto e g ET € um homeomorfismo entdo:

o] 0 .
Fyo Fy o U{Yj F- : j§=1,...,N} = F'l

e esta Gltima unido & densa em Fy .
Sejam z e zy E Fl € 2, = gz para algum g € Tl .
Pela continuidade de g , podemos encontrar vizinhancas:

vi{z), V(zl) = Fg com gviz) = V(zl) . Como F& & densa eﬁ

F seque-se que existem pontos 2'E V{(z) 0 F1 e

1
. | ‘1 3 T - ] ] ¥ o
zy € V(zl) n Fl tais que z3 gz'. Seja 'z £ YiF e

-~ z' B Y.Fo , isto &, gly %) n Y.FO # # . Logo g(Y.FO) = vy F°
J. 3 i 3 i
ou seija ng = Yi.;e fixado os representantes de I mddulo Tl



temos que vy, = Yy e dal segue-se que 'g(YjFo) = ijo e como

Y5F & regiao fundamental para I , temos g =1id .

3) Temos que 3F, < U a(ij) ou seja

0 € u(oF,) <z u(BYjF) = 0

Portanto F,; & regiao fundamental para Ty - "

TEOREMA 3.4.5 : Seja T um grupo fuchsiano e Pl

um subgrupo de indice finito. Se F e Fy sao regioes fundamen

tais para T e T, respectivamente, entao:

1

u(F.)
)= —2

u (F)

DEMONSTRACAO

Seja [T : T.l=r e r==U{ij1f j=1,...,r} . Pelo

Lema 3.4.4. temos que:
F1=U{YjF . j=1’a-.l'r}
Como u(YiF) = u(F) para todo 9=1,...,r temos que:

. wW{Fy) = r v (F). "

OBSERVACAO : Finalmente observemos que se F for u-

ma regiao fundamental para T , entao T @& gerado pelas trans-

formagoes g tais que gF OF # g . (Ver'[M.ll , Teorema 19) .



CAPITULO 1V

GRUPOS TRIANGULARES

Vamos inicialmente introduzir os grupos triangulares e
depois estudar a maximalidade destes. Sabemos gue os grupos fuch
sianos "em geral", sao maximais. Iremos primeiramente anaiisar
quando um grupo triangqular, que & um caso particular de grupo
fuchsiano, contém outro., A partir desta analise encontraréﬁos a
lista completa dos pares (grupo e subgrupo) no caso normal e ndg
normal,

Antes de iniciarmos o estudo dos grupos triangqulares ,
facamos algumas coﬁsideragSes sobre grupos fuchsianos.

Definimos grupos fuchsianos como sendo subgrupos fini-—
tamente gerado de SLZ(IU . Lembreﬁo—nos que, passando © SLz(EU
ao quociente por (*I) obtemos PSLi{ER}. Ja & sabido que a ima -
gem inversa_de um subgrupo discreto no guociente, € um subgrupo
discreto de SIL,(IR). Mas, o contrdrio nem sempre & vilido.No ca
so, facilmente vemos que, a aplicacac quociente leva um subgrupo
discreto de SLz(EU em um subgrupo discreto de PSLZ(Ii). Podemos
entao sem maiores problemas definirmos grupos fuchsianos comb
sendo subgrupos discretos de PSL,(R) . Lembremos ainda que, o
PSL, (R) 2 o grupo de todos os homeomorfismos conformes do semi=
plano superior H .

Consideraremos em nosso trabalho, somente os grupos
fuchsianos de regigo_fundamental com Area finita, isto &, grupos
fuchsianos de 12 espécie; mas diremos apenas fuchsianos, para

simplifica:moé a linguagen.



4.1. DEFINICOES

Vamos agora introduzir os grupes triangulares. Pri-
meiramente consideremos uma familia de triangulos N.E., Aa ,
tais que:

ly U© Au = H

0 o -
A A A
2} Se a e 8 sao os interiores de o e AB

respectivamente entao Ag n AE =@ <=> g * B .

3) Se A /nA, éumlado £ , de ambos A e A

B B a B

entao a inversao gy neste lado leva &a sobre &B .
of

DEFINICAO 4.1.1 : Dizemos que tal familia forma uma

tecelagem triangufar do plano hiperbdlico.

Seja A  um desses tridngulos e Gyr Oy € Oy  as
inversoes em seus respectivos lados. Seija r* o grupo gerado
por Gy, O, € O . I'* & chamado o grupo de simetrias do tridn
gule A _ , e, & um subgrupo do grupo das inversces G(2). Para

o
as reflexoes Oyr Ty & 0, temos as sequintes relacodes:

2

oy = 1l para i=1, 2, 3

Ty
(o qj} =1 com i#3J e 2« Y44 < w

(rij = » _se o vértice correspondente estd no =) .



P

Consideremos agora a intersecgao do grupo r* com o
grupo das transformacoes lineares Gl . O grupo G1 foi defi-
nido no primeiro capitulo, e & isomorfo ao PS]:.2 (_]R) pelo teo-
rema 1.3.4. |

Seja entao: T =.I'* l'l Gy -
I' é um subgrupo discreto de G; , pois tem regiao

fundamental que consiste de dois tridngulos adjacentes (pelo

Lema 3.4.4.). Portanto & um grupo fuchsiano.

DEFINICAO 4.1.2 : O grupo I=T* 0 G, chama-se gru

po triangular.

Agora' para simplificarmos a notacao, facamos a segquin
te troca de vafiéveis:
019 = %y v 993 = X3 ¢ 0309 = X3
Tip =MW r T3 T Wy » T3 Ty
Podemos definir T de um outro modo, atraves do se~

guinte teorema:

TEOREMA 4.1.3 : Se I' & um grupo trianqular entao

& definido pelos geradores Xir Xo9r X3 € pelas relacoes:

m m, I
1 _ M2 M3 _ -



DEMONSTRACKO :

Ver [M.1], teorema 32 com a=0 .

DEFINICARO 4.1.4, Dizemos que fmy, m,, my ] & o tipo

do grupo triangular T .

Vejamog agora um resultado muito importante que 43& a

condicdo de existéncia de um tridngulo N.E,

" TEOREMA 4.1.5 : Dados my, m,, my E Z' u{=} existe

um tridnqulo de dngulos (— ,_‘“ ' T } se e somente se
1 1 1 1 1 1l
+ + <1l . Se + + <1l
m WMy M3 ™y My My

o tridngulo gera uma tecelagem triangular do plano hiperbdlico.

DEMONSTRACAO:

-

Sabemos por outras citacCes que esta prova se encon-
tra no artigo de Schlegel [S5.1] , porém nao tivemos acesso a e-

le.

Vamos mostrar agora, dgue os centros de rotagﬁo dos e-
lementos de ordem finita de T , sao vertices da tecelagem tri-

angular.



LEMA 4,1.6 : Seja T um grupo triangular definido

m m., m, _
POr: X, 7 = X,7 = %37 = X X X, = 1 . Entao todo elemento de or-
dem finita em I & conjugado em Tt a x? para algum

j=1, 2, 3 e m[mj .

DEMONSTRACEO :

De fato, como A & dominio fundamental para T~ , to

do elemento de ordem finita em T* admite um representante em
A e nenhum ponto de A% & um ponto fixo para I'” . Os vérti-
ces de A sao pontos fixos pelas transformacdes de I . Reci-
procamente, seja 2z ponto fixo de T . Mostremos que 2z tem
que ser um vértice de. A . Caso contririo 2z estd numa aresta
e nao & vértice, e entdo existe uma transformagao F {reflexdo
na aresta) tal que Uj z=2z , Por construcao da tecelagem, cj
€ a Qinica transformagao em I'* que deixa z fixo. Agora, todo
vértice P da tecelagem, & ponto fixo para T e & conjugado

*

em T a um vértice de A . Assim o grupo de isotropia O, de

P
P tem ordem mj para algum j . Finalmente seja g E T~ com
ordem finita m ., Como g & eliptica, g tem um ponto fixo P

em H e consequentemente P & conjugado em r* a um vértice-

de A e m divide my B



4.2. MAXIMALIDADE .

Vamos ver agora, guande um grupo triangular admite
subgrupo. Primeiramente vamos definir maximalidade para um

grupo fuchsiano qualqguer.

DEFINICAO 4.2.1 : Dizemos cque um grupo fuchsiano

I & maximal, se nao existe outro grupo fuchsiano contendo T

como subgrupo de indice finito.

A formula de Riemann-Hurwitz para um grupc triangu-

lar T com tipo [my, m,, m,] e:

M) = 1 - — - I

OBSERVACAD: Se F & a regiido fundamental para o

grupo triangular r de tipo [ml, ™, m3} , bpelo teorema de

Gauss-Bonnet temos que: u(F) = 2(n - ; -0 . I pois F

1 my m3

2 formado por dois triangulos adjacentes de angulos

n Kl T

m1 ' m2 m

"Entao u({F) = 27 M(T) .



Nosso problema agora € encontrar condigoes para que
um grupo triangular admita subgrupo. Antes porém, precisamos de

um resultado auxiliar, a saber:

PROPOSICEO 4.2.2 : Seja T um grupo triangular., Se

I'y ©T & um subgrupo de indice finito, entdo:

M(T.)
M(T)
DEMONSTRACRO :
: u(P.)
Do teorema 3.4.5, temos que [P:Fll = o , Mmas co-

ﬁ(Fl) = 2mM(T,) e n{F) = 21M(T) temos o resultado desejado. ®

Observemos que em geral tem-se:

PROPOSICAO 4.2.3 : Se T & um grupo fuchsiano e T

contém um grupo triangular 'Tl', entao I & triangqular.

DEMONSTRACAO

Seque-se da Proposicdo 1 de [S5.2 ] . =

Seja T um grupo t:ianqular e Pl um subgrupo triag
"gular de T . Entao T age nas classes {grl » g €ET} como um
grupo de permutagbes. Esse grupo de permutagdo nao & qualquer,

- tem suas propriédades caracteﬁisticas, propriedades estas desen

volvidas por Singerﬁan fs.31 e gue sao contadas no seguinte



teorema; cuja prova vale para um grupo fuchsiano gqualquer, mas
gue por simplicidade nos restringiremos ao caso dos grupes tri-

angulares.

TEORFMA 4,2.4 : Seja I' um grupo triangular com ti-

po Im,, m,, m3] . Entdo T contém um subgrupo I‘l com Indice

N com tipo:

(nll’n12"”'n1pl ’ n21,n22,...,n202, ...,n31,n32,...,n3p3) onde
g 0y =3 , se e somente se:
i=1

a) existe um grupo de permutacoes finito G transiti
voem N pontos, e um epimorfismo 6 : T ——> G satisfazendo a
seguinte condigao:

"a permutacao ﬁ(xj) tem precisamente Py ciclos

disjuntos de comprimentos menores que mj, sendo o comprimento

: m. m.
destes ciclos: —n-l-, ,—nJ— .
J1 Jpj
M(T,)
b) L
M(T)

-DEMONSTRACEO :

Suponhamos que existe tal grupo G de permutagdes.
Seja G, € G o estabilizador de um ponto. Como G e
transitivo em N pontos temos que: [G: GI] =N .

Seja T, = e"l(e

1 entao [I':I‘1]=N.

1)



Sejam erl""'Ter as classes laterais a esquerda
modulo Pl .
Se vy ET entaoc vy induz uma permutacao nas ry-

classes por levar:

(erlrnnorYer) em (Yerl!"'lYYer)

Pondo @8{y)=g e 6(y;) =g; temos que g induz
a mesma permutacao nas Gl—classes lateriais a esquerda:

glcl, .oon ’gNGl , por levar:

(glGlf ...,gNGl) €m (gglGli"..!ggNGl)

porgue Y'yil‘l = yrrl se e somente se ggiGl = ngl .

Sejam Xyr Xys X3 OS geradores de T .,

Consideremos B(xj) , isto &, xj agindo nas I‘l-clas—

ses, e suponhamos que § (xj) tem um ciclo de comprimento
m

—nj— = %k . Observemos que a ordem de um ciclo & seu compr imen
jl :
to e divide a ordem de 8(x.,} . PEntao existem ¥k classes

3

erl""'YKrl tais que s3o permutadas por este ciclo, isto &,

xj erl = erl, xj erl = Y3rl'°°" xj ykrl = erl .

= . -1 _x -1 ¢ : :
e entao: Yl xj Ylerl ;, mas Yl xj YlErl para £ <K .,

Assim ~—>*— =N, & um periodo de T

, pois
k 1 1P

- ‘ i -1 |
(Yll x]:.; Yl) 31 = Y1 xj le =1.



Precisamos agora mostrar que existe uma correSpondég
cia biunivoca entre ciclos diferentes de comprimentos menores

que mj e geradores correspondentes a Xj .
Inicialmente observemos que ciclos diferentes de com
primentos diferentes dioc diferentes periodos. Isto segue do

que fizemos acima pois partimos de um ciclo de comprimento k
m,

Ny = —i;' . Entao para mostrar-

mos que existe tal correspondencia basta provarmos que cicles

e chegamos em um periodo

diferentes de mesmo comprimento d3o periodos diferentes.
Suponhamos entdo que tenhamos dois ciclos diferentes
de comprimento k correspondentes ao mesmo gerador. Entaoc e-
. , . k _
xistem, digamos, k classes erl""’Ykrl tais que xj erl =

= . k _
= erl e k classes hlrl,...,hkrl tais que xj hlrl = hlrl .

Deste modo obtemos:

-1 % -1 _k
Y3 xj Yy € Pl e hl- xj hl E Pl .

-

Como estes dois ciclos dao o mesmo periodo temos que

-1k -1 _k ~ .
Y1 xj Y, ®© hl 3j hl sao conjugados em Fl + Logo existe

um A € fl tal que:

-1 k _ 1 x
A (h1 xj.hl)l Yl xj Yy
-1 — 'k = |k '-l
Pondo Yy fk Yq xj temos gue xj Yy xj Yy e



1

k -1 - -
3
X3 Mb e Mo xg
-1 . X

e isto implica que Y hll esta no centralizador de xj y-
que pelo teorema 3.1.9. & um grupo ciclico gerado por x5 .
Entao:

-1 P

Entao h, T estd no mesmo ciclo que vy,T; .

De modo anidlogo podemos mostrar que dois periodos dis
tintos nao podem ser obtidos do mesﬁé ciclo.

Mostramos entio que para cada ciclo de comprimento me
mor que mi na perﬁutagso Q(xj) existe um e somente um perio
“do induzido por mj em Tl . Também se m, induz wm periodo

ny, 7O subgrupo T, , entao obtemos um ciclo na permutagao

.M _
e(xj) , de comprimento wﬁl— = £ digamos. Portanto temos o ci-

ju
2 £
clo xjyl‘1 ’ xj le,..., Xj YP1 para algum y ET .

Reciprocamente, suponhamos que I contém um subgrupo.

r, com indice W e com tipo:
3 _
(NyysweosNe ¢ Nospeae,N, 3 Noo,e0.,0, )} onde I p, =3 .
11 1,7 21 2p,° 31 3p, o3t

Suponhamos que nil"';'nip sao induzidos por m; -
I 5 _
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T age nas T,-classes como um grupo de permutagdes.
Seja K o subgrupo de T de Indice finito consis-
tindo de todos os elemento que fixam toda classe. Entao K «a I'

pois 'K =Ker ¥ onde ¢:T —> G, tal que y+——> {yyirl} .
Seja G = r .
. /K

Temos que X < Pl pois ¥ € K implica YYiPl=‘YiP1

e dai vy € Iy . Claramente temos que K aT, .

r
Seia G, =71 .
1 /K

Entao existe um epimorfisme 6 :T —> G .

-1 _
e @ (Gl) =T ,

B(Pl) =G 1

1

A acdo de T nas T,-classes induz a mesma acdo de
G nas Gl—classes e segue-ge que 6 tem as propriedades dese
jadas,

b) segue-se da proposicao 4.2.2. .

No caso em gue o subgrupo Tl_ de T, & normal, po-

demos escrever o tipo de Pl de modo mais simples.

DEFINICAO 4.2.5 : O expoente de x, modulo L e
’ r .
o menor inteiro ry tal que xii E Pl .

OBSERVACAC : r;, divide m, .

seja Ty ? r, | com indice‘ [Fz : F1]= N e Tz com
tipo [ml, My, m3]. Vamos escrever o tipo de P2 de um outro

UNICA MR
RIRLINTECA (CNTpAT
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modo. Podemos rearranjar os periodos de maneira que %y tem
expoente m, modulo Ti somente para 0 € § €< p e os outros
xi+p tem expoente n, < mi+p . Entao Pz tem tipo:

(ml,...,mp,_nltl,.,.,nqtq) .
onde p+q=3 e 1<t < =,

O seguinte teorema diz gual & o tipo de ry, .

TEOREMA 4.2.6 : Se T. <« I', entdc o tipo de T, é:

1 2 1
"N N
: n n q
1 N
t ...'t q} Onde E-——=3
[ 1 ! q i=1 By
=
n
(tl 1 significa que o periodo tl ocorre -%}- vezes) .
1

DEMONSTRACAO :

Seja I'2/1, agindo em sua representacaoc ;egular, e
1

grupo de permutacoes finito G do teorema anterior, e

8 : Tz w——> G o0 homomorfismo natural.

i modulo Fl e
m; . Como 8 € um homomorfismo temos que a ordem de 6(x;) tam

Se 1< p temos gque a ordem de X

bém & m; . 6(x,) & uma permutacdo de N letras . Cada ciclo
de e(xi) corresponde a uma drbita em < x> (onde <1xi> e
¢ subgrupo de Pz gerado por xi) de uma classe yirl . Como

a ordem de x, modulo r a m, , temos que toda drbita terad
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© mesmo nimero de elementos, isto &, m, elementos. Desde dque

temos N classes, teremos '—E— orbitas de m; elementos.
i .
Mas, como cada Orbita corresponde a um ciclo temos que B(xi)

é um produto de —%— m, ~ciclos.
i

B(xi+p) tem ordem n, pois x tem expoente n,

)

i+p

modulo Fl . Pelo mesmo argumento acima concluimos que 8 (x

i+p
€ um produto de —g— n,-ciclos,
* m,.
Observando que n, = __%Jl_ para i<aqg, pelo te
i
orema 4.2.4. temos o resultado desejado. b

Como foi descrito em [A.2] , os grupos fuchsianos
sao maximais quase sempre. Entre os grupos triangulares, que
sac casos particulares dos fuchsianos, sdo poucos os que admi-
tem subgrupos também trianqulares. Nosso principal obijetivo de
agora em diante, se resume em encontrar a lista completa des-
ses grupos. Vamos fazer a lista dos pares (grupo.e subgrupo}
no caso normal e no caso néo-norm&l. Ja temos as ferramentas
necessirias para este trabalho. Fagamos primeiramente o caso em

gue a inclusdao € normal.
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CASO NORMAL

Estamos interessados em achar todos os pares P,PO
tal que T « Fo com Iindice finito. Se o & o tipode I e

O & o tipo de FO ¢ escrevemos 0«0, Portanto nosso

problema e achar todos os pares de tipos tais que o <« o, com

indice finito.

Sejam r, T grupos triangulares com tipos o, ©

o] )

respectivamente e tais que 0«0, com indice N .

Podemos supor que TO tem tipo:

[mlpannpmq' nl'ltlp..-'nqtq]-

e que T tem tipo:
N N
n n
[tl 1,...,tq q] .

Como o indice & finito temos pelo teorema 4.2.2, :

= . _ M(T')
N=[T,: T]= ET?;T

Usando a formula de Riemann-Hurwitz obtemos:

1. 3 N1
T £ Mic U
. 5 e
- 1 -z =4 - % c
i=1 By ge=1 MY
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Simplificando obtemos:

2
m

Desde que N deve ser um inteiro, podemos analisar
as diversas possibilidades para os m; . nas quais isto aconte
ce,

Eliminamos o caso em que p=0 pois teriamos N=1,
que nao nos interessa.

Consideremos entdo primeiramente o casc em gque p=1.

Temos:
1- L mT
m
1
- omy
Observemos que &8 Z somente se m, =2 ,
ml—l 1

pois um nimero dividido por seu antecedente d4a um inteiro so-
mente se se & igual a 2. Entao mo=2.

Consideremos agora O caso em que p =2 . Entdo:

.
1 2

1
m
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se my,, my, N> 3 temos que :

Fntao pelo menos um deles & < 3.

i

Suponhamos que m; = 2 entao

i 1 1
m1+ N T 2T
1 1 2 1
Agora se ml,N>5 temos ml+ 5 < g < 7 -

Entao . pelo menos um deles & < 5 , digamos m, .

Observemos que m, nio pode ser 2. Pois neste caso
teriamos N=« , o gue nao nos interessa.

Se m2=3 obtemos N=6 .

Se m, = 4 obtemos N=4 .,
Vamos agora supor my = 3 entao:

1 1 2
+ = .
m, N 3

Observemos que m,, N > 3 ndo ocorre pois teriamos

1o+ 2«2 | Entio pelo menos um deles @ < 3 , digamos
m, N 3
m, .

Se m, = 2 obtemos N=6 .

Se m2 = 3 obtemos N=3 .

Assim encerra todas as possibilidades. Fagamos agora

um resumo de todos os resultados obtidos:



2) p=2, g=1

a) ml=2 m2=3 N=6
b) my =2 m, = 4 N=4
c) m1=3 m, = 2 N=6
d) my =3 m, = 3 N=3

Observemos que a) e ¢) s3o as mesmas solugoes.

vVamos analisar cada um destes resultados.
1) p=1,qg=2,m =2, N=2

Neste primeiro caso lembremos como sao os tipos do

grupc T_ e do subgrupo T :

co=[ml,...,mp,nltl,...,nqtq] onde p+d=3 .

N N
c = I:tl n].,...,tc;lc_{ ] onde

= 3. -

i t0

N
i=1 M4

Neste caso temos : g=2 e N=2 entao :

([~ WS

i

Facilmente vemos que ' ny = l e n, = 2 .

Entao temos:



W

porque

pos

(1)

n

1

%

[
[
{

~ 107 =

2) p=2, qg=1.

I
L €Y ]
J
v
5
1

Neste caso temos: ——
ny

Neste caso temos n1 ='—%— . Eliminamos este caso

tem que ser inteiro.

4 m =3, m=3, N=3 entao n, = 1.

Logo:

O = {3, 3, t1] e o0 = [tl' tl, tl] .

Estes resultados obtidos provam o seguinte teorema:

TEOREMA 4.2.7 : A seguinte & a completa lista de ti

representando grupos trianqulares tais que g « Ty o

o 4 Indice
t,t,t] [3,3,t] 3
t,t,t] [2,3,2t] 6

tlrtlrtzl [zrtlrz'tz] 2
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CASO NAO-NORMAT,

Vamos encontrar agora todos os tipos o, ¢, represen
tando grupos triangulares para os quais o E_oo com indice fi

nito e a inclusdo & n3o normal.

TEOREMA 4.2..8: A seguinte & a completa lista de ti-

pos o, O representandeo grupos triangulares para os quais

¢ € o, com Indice finito e a inclusdo & nao normal:

c ' %y Ihdice
A. [7,7,7} {2,3,7] 24
B. [(2,7,71 [(2,3,71 .9
c. 1[3,3,71 [2,3,7) | 8
p. (4,8,8] {2,3,8) 12

E.  [3,8,8] [2,3,8) 10
F. 1[9,9,91 [2,3,91 . 12
G. [4,4,5] [2,4,5] 6
H. [n,4n,4n1  [2,3,4n] 6
I. [n,2n,2nl [2,4,2n) 4
J. {3,n,3n] (2,3,3n] 4
3

K. [2,n,2n] [2,3,2n]

DEMONSTRACRO :

Se Uojﬁ f¢,m,n} e o = [zl,ml,nl] , pela formula
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de Riemann-Hurwitz o Indice N & dado por:

1ol _1 _:1

£ . m n

N = 1 1 1
1 1 1

1 £ m n

A primeira condicao € N > 2, porque a inclusao é
ndo-normal. Outra condigdo & que os periodos de o devem divi
dir os periodoé de o .

Podemos supor £ €<m<€n e £1 < my <n; . Como

os periodos £, my, n; dividem os periodos £, m, n podemos

ainda escrever que : 21, m,, Ny < n . Entao:
3
) 1 . .n . . n-3
N « - = .
R S ST | N S S

(=% m " h n(l=-—p- ) "L

A funcio fl(x) = X3_ quando x —-> » tende ao
Ga ax-1l '

valor .?%* . Entao podemos ainda escrever:

1l
-7 =
atraves desta desigualdade, e sabendo qﬁe N>2,

vamos agora eliminar diversas possibilidades.

Vejamos entao péra quais valores de £, m temos :

= "1 o ' _
> Tt m 3



- 110 -

Consideremos agora os seguintes casos:
1) Se £=2 obtemos m> 6 .

Eliminamos entdo os casos para os quais £=2 e
m~>6 . Resta analisar quando £=2 e m < 6 . Obtemos os se
guintes tipos: [2,2,n), [2,3,n1,[2,4,n],12,5,nl ef{2,6,n].

2) Se t£=3 obtemos m> 3 .

Entac eliminamos os caso para os quais £=3 e m>3.

Como £ <m , resta a considerar apenas o caso: [3,3,n} .

3) Se  £=4 obtemos m> 2 .,

Entdo eliminamos os casos para os guals £=4 e m>2,

Como m > £ nao resta nenhum outro caso a considerar.

4) Se L » 4 .

Como m» £ temos m> 4 , assim:

'Entao nao temos nenhum caso a considerar,
Resumindo, obtemos o0s sequintes resultados:
[2,2,n}, [2,3,n]), [2,4,n],[2,5,n], 12,6,n], £3,3,n) .

Ainda podemos eliminar alguns desses casos.
Consideremos o tipo [2,2,n] . O subgrupo triangular

de maior indice tem tipo [n,n,n] .



Como n>2 temos N € 1 . Entaoc eliminamos este

caso pois N>2 .

Consideremos o tipo [2,5,n] . O subgrupo triangular

de maior Indice tem tipc [n,n,n)} . Ent3o o indice & dado por:

1 - 3
L ..n -
N = ~_ 10(n-3)
1 - 1l 1 1 3n =10
2 5 n
Como n =5 temos que 10(n=3) < 4 .,
3n=-10

Facilmente concluimos que a inica possibilidade para
neN ser inteiros @t n=5 e N=4,Mas se [5,5,5]-‘_:_[ 2,5,51,
pelo teorema 4.2.4, teriamos uma imagem homomdrfica de [2,2,5]
agindo transitivamente em 4 pontos. Um elemento de ordem 5 de
veria ent3o fixar todos os 4 poﬁtos e isto implicaria; pelo
teorema 4.2.4. , que existiriam 4 periodos 5 em ¢ , uma con-
tradigao. Portanto ‘eliminamos também este caso.
Consideremos o tipo {2,6,n] . O subgrupo triangular

de maior Indice tem tipo [{n,n,n] . Entao o indice &:

Portanto este caso estd também eliminado, porgue N>2.
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.Congideremos o tipo {3,3,n]-. 0.subgrupo triangular
de maior indice tem tipo I[n,n,n] e o Iindice & 3 . Mas este
caso ja ocorreu no teorema 4.2.7. Toda tal inclusaoc & normal,
porque o linico grupo de permutacao possivel & -23 em sua. re-
presentacdo regular. Logo este caso também vamos eliminar.

Portanto, nos devemos somente considerar co=={2,3,n]
ou [2,4,n] e determinar se as duas condicCGes nos subgrupos
sao satisfeitas. Entdo nds temos que olhar para o grupo de per
mutagoes apropriado. Alguns casos sao facilmente eliminados.

Por exemplo, sejam ¢, =1{2,3,81, o, = [8,8,8] . se O, 0y

1
entio o Indice seria 15 e assim o elemento de ordem 2 no
grupo de permutacao deveria fixar pelo menos um ponto. Mas, en
tao pelo teorema 4.2.4., teriamos um periodo 2 no subgrupo.
Outros casos sao mais dificeis para eliminar. Por exemplo
13,7,71 i'[2,3,7] com indice 16. Tentativas e erros mostram
gue naoc existe imagem homomdrfica de [2,3,7] agindo transiti
vamente em 16 pontoé. | v

Agora vamos exibir todos os grupos de permutagﬁes

nos casos A ~-K do teorema. Se FO tem tipo {£, m, nl e-rg'

presentacao:

{x, v xz = ym = (xy)n = 1}

nds precisamos apenas escrever as permutagées 6(x), 8(y) e

0{xy) , onde 6 & o homomorfismo do teorema 4.2.4.



6 (x}

(1,22),(2,7),@3,11),
(4,17}, (5,201, (6,12),
(9,14}, (13,19),(10,18),
(8,23}, (15,24}, (16,21} .

(lf3)r(218)r(7r511
(6,9),(4).

1,8),(2,7],3,4),5,6).

(12,5}, (4,6}, (3,9},
(2,8),(1,11),(10,7].

(7,9),(10,4}, (8,6},
(3,5),@,2).

(1,10}, (6,8),(11,4)
3,51,Q2,7,(2,91.

(1,6),(2,3),(4,5]).
@,3),(4,5),2,6}.
(1,3}, (2,4).
(1,4),(2,31.-
(1,3), (.
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6yl

1,22,2),(3,12,7),
(4,18,11),(8,23,3},
(5,21,17], (6,13,20],
(10,19,14}, (15,24,16) .

(1?43‘5) r (238f31 t
(7,6,9].

(1,8,2), (3,5,71, (4], (6].

(12,6,5],(11,2,1).
9.,4,7},(10,8,3].

8,7,9),(5,4,10},
@,3,6), (2.

(1,10,2),(4,11,5},
@.12,8),(9,3,6}.

(1,6,2,4), (31, (51.
(1,4,5},(2,6,3],
(1,3,2,4].
(1,4,2},(31).
(1,3,2}.

e (xy)

(1,2,...,7},
8,9,...,14),
(15,...,21},
(22),(23),(24) .

(112:---:711
(8}, (9).

(1,0..,7),(8).

(1:--018)r
(9,10), (11},(12).

(1,...,8),
@), (10).

a,...,9,
(10}, (11), A2}.

a,...,5), ).
a,...,4),(5),(6).
(1,27, (3}, (4).
1,2,3),4).
(1,2}, Gi.

Consideremos © caso A. Neste caso x tem ordem 2,

8 ({x) nao tem nenhum ciclo de comprimento menor cque 2, Entdo
nao ha contribuicido para geradores de

8 {y)

I' . O gerador y tem or

dem 3 e nao tem nenhum ciclo de comprimentoc menor que 3.

Logo também nac h& contribuicac nenhuma para os geradores de T.

Agora (xy) tem ordem 7 e 6(xy) tem ciclos de comprimento

menores que 7 . Neste caso ha contribuicao para os geradores

~de T . Estes 3 ciclos tem comprimento 1 , 16go os periodos
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para T sae 7, 7, 7 . Defido a existéhcia do grupb de permu-
tagSes apropriado, temos gque realmente existe 6 subgrupo[?,?,?].
De modo similar encontramos todos os outros casos.Ob-
temos assim a lista completa dos tipos o, o, representando
grupos triangulares para os quais ¢ c g, com indice fiﬁito,

e a inclusdo & nao normal. u

Vamos agora exibir as regioes fundamentais para al-
auns desses pares obtidos,

Primeiramente consideremos no caso normal o par
[2,tl, 2t,1 2 [ty, &5, £, 1 com indice 2. A figura abaixo re-
presenta os tridngulos correspondentes as tecelagené associadas

ao’ ro e T respectivamente AABD e AABC .
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Consideremos agora, no caso nao-~-normal os resultados
H e K ., Vamos exibir os triangulos das tecelagens correspon-

dentes a o e a 00 .

CASO H : ¢ =[n,4n,4nl , o = {2,3,4n], N =6

A ABC —> ¢
A ADE — > oo

c D B
A | .
;§, A ABC —> @
.yf‘-
A ADC > Uo
45““

OBSERVACAO : Pode-se mostrar que SL,(Z) o conjunto

de todas as mat;izes em SLz(EU com coeficientes inteiros, nada
mais € que [2,3,], e que [2,»,»] & subgrupo de indice 3,

[3,3,2] & subgrupo de indice 2 e [w,»,»] & subgrupo de indi
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ce 6 . Neste caso ¢ = [®,»,®] nada mais & que T (2} onde

T(2) = {g & SL,(Z) : g = *I modulo 2}

—

= subgrupc de congruéncia de nivel 2.

Também SL, (Z) ~ 8, (grupo de permutagles de 3

7

Vs
=

elementos) .

s

4

AR




{a.1]

[Aa.2]

[B.1]

[F.1]

fG.11

[G.2]

[H.11

[M.11
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