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Resumo

Um Problema de Programação Linear costuma ser resolvido em sua forma padrão. No

entanto, na grande maioria das vezes, os problemas não apresentam-se inicialmente nesta

forma. Para deixá-los nesta configuração, algumas transformações são realizadas. Porém,

estas ações podem acarretar um aumento significativo da dimensão do problema em

questão, principalmente se este for de grande porte. Este estudo discute as transformações

no Método Preditor-Corretor que proporcionam condições favoráveis para que Problemas

de Programação Linear cujas restrições são em parte igualdades e em parte desigualdades,

além de possuírem variáveis canalizadas e que, portanto, não estão na forma padrão, possam

ser resolvidos sem o aumento de sua dimensão através da inserção de variáveis de folga

e/ou excesso. Para tanto, criou-se alguns códigos no intuito de serem eficazes na solução

de tais problemas. Observou-se que os códigos elaborados foram suficientes para resolver

de maneira satisfatória problemas de pequeno porte com as particularidades apontadas,

isto é, as soluções obtidas fazendo uso dos códigos em questão eram corretas, indicando a

possibilidade desses códigos serem também eficazes na resolução de problemas de grande

porte. Ao testar os problemas citados em um código que resolve-os apenas se estiverem

inicialmente na forma padrão (possuindo maior dimensão) e no código desenvolvido através

deste trabalho, este demonstrou ser mais robusto, visto que resolve um número maior de

problemas, além de ser mais estável.

Palavras-chave: Programação Linear. Métodos de Pontos Interiores. Restrições de Desi-

gualdade.



Abstract

A Linear Programming Problem is usually solved in its standard form. However, in the

vast majority of cases, problems do not appear initially in this form. To leave them in this

configuration, some transformations are carried out. Nevertheless, these actions can cause

a significant increase in the dimension of the problem quoted, especially wether it is a large

one. This study discusses the transformations in the Predictor-Corrector Method that

provide convenient conditions so that Linear Programming Problems whose constraints

are partly equalities and partly inequalities, in addition having bounded variables and,

therefore, are not in the standard form, can be solved without increasing its size by

inserting slack or surplus variables. For this purpose, some codes were created in order

to be effective in solving such problems. It was observed that the codes developed were

sufficient to satisfactorily solve small problems with the particularities pointed out, that is,

the solutions obtained using the codes quoted were correct, indicating the possibility that

these codes are also effective in solving large-sized problems. When testing the problems

mentioned in a code that solves them only if they are initially in the standard form (having

a larger dimension) and in the code developed through this study, the last one proved to

be more robust, since it solves a greater number of problems, besides being more steady.

Keywords: Linear Programming. Interior Point Methods. Inequality Constraints.
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Introdução

A Pesquisa Operacional é um ramo da Matemática que visa auxiliar no processo

de tomada de decisões com o intuito de alocar eficazmente recursos disponíveis. Para tanto,

faz-se o uso de estudos e pesquisas pertinentes a este fim com o propósito de desenvolver

e/ou aplicar métodos científicos a problemas normalmente complexos (ARENALES et al.,

2015).

Em geral, este processo inicia-se com a cuidadosa observação do problema a ser

trabalhado e com a coleta de dados para realizar a elaboração de um modelo científico que

represente, ao máximo possível, a realidade e que gere uma solução aplicável na prática.

Em seguida, o modelo é testado para comprovar sua eficácia.

O início do desenvolvimento da Pesquisa Operacional deu-se em meio à Segunda

Guerra Mundial, quando surgiu a necessidade de otimizar o uso de recursos então escassos

nas operações militares. Para tanto, um grande número de cientistas foram convocados

pelos comandos britânicos e norte-americanos a fim de que desempenhassem esta tarefa.

A aplicação dos estudos acabou contribuindo para a vitória na Batalha Aérea da Grã-

Bretanha e na Batalha do Atlântico Norte.

Com o fim da Segunda Guerra Mundial, percebeu-se que a Pesquisa Operacional

poderia ser útil não apenas para fins bélicos, mas também em outros contextos como

nos setores comercial, industrial e governamental, em uma vasta gama de aplicações,

despertando nos cientistas interesse em desenvolver pesquisas nesta área. Foi assim que

despontou, em 1947, o Método Simplex desenvolvido por George Dantzig, representando

um marco na Pesquisa Operacional (HILLIER; LIEBERMAN, 2013).

A partir de então, o promissor crescimento dos estudos nesta área, culminou

em uma série de subáreas a ela relacionada. Neste cenário, encontra-se a Programação

Linear, um dos ramos da Pesquisa Operacional.

A Programação Linear tem como principal particularidade o fato de que trata

problemas estritamente lineares na função objetivo e nas restrições, podendo apresentar

características diferentes entre si, porém, sem deixar a máxima de que serão sempre

problemas lineares. O Método Simplex é um método capaz de resolver problemas deste

tipo, de modo que pode-se afirmar também que é um marco na Programação Linear.

Apesar dos bons resultados obtidos com o uso deste método para resolver

Problemas de Programação Linear (PPL), este algoritmo possui a desvantagem de exibir

um crescimento exponencial no esforço de solução em certas classes de problemas, conforme

há o aumento da dimensão do problema trabalhado (BAZARAA; JARVIS; SHERALI,
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2010).

Deste modo, estudos dirigidos a fim de sanar esta desvantagem foram desen-

volvidos, de forma que um novo algoritmo proposto por Kamarkar em 1984 mostrou-se

eficiente para PPL’s, exibindo então, um crescimento polinomial no esforço de solução à

medida que a dimensão do problema é aumentada. Este algoritmo foi o estopim para o

desenvolvimento de alguns métodos que juntos compõem o que atualmente denomina-se

Métodos de Pontos Interiores (BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2010).

Os Métodos de Pontos Interiores são amplamente utilizados para resolver PPL’s

de grande porte, pois costumam obter uma solução para estes em poucas iterações. Entre-

tanto, cada iteração é geralmente mais custosa em termos computacionais, se comparada

às iterações do Método Simplex, por exemplo (OLIVEIRA, 1997).

Então, de maneira sucinta, pode-se afirmar que o Método Simplex resolve um

PPL em mais passos que o Método de Pontos Interiores resolveria (LUENBERGER; YE,

2008).

O presente trabalho, cuja proposta será elucidada a seguir, faz uso de um dos

Métodos de Pontos Interiores, especificamente, do Método Preditor-Corretor (MEHROTRA,

1992a).

Um PPL é normalmente resolvido em sua forma padrão, definida no Capítulo 1.

No entanto, na grande maioria das vezes, os problemas não apresentam-se inicialmente nesta

forma. Para deixá-los nesta configuração, algumas transformações são realizadas, como

será explanado mais adiante. Porém, estas ações podem acarretar o aumento significativo

da dimensão do problema em questão (principalmente se este for de grande porte).

Neste sentido, o estudo aqui apresentado discute as transformações no Método

Preditor-Corretor que proporcionam condições favoráveis para que os problemas com

restrições de desigualdade e, portanto, que não estão na forma padrão, possam ser resolvidos

utilizando o referido método de modo a não ocorrer o aumento da dimensão do problema.

Mais especificamente, o intuito era desenvolver um código apto a resolver PPL’s cujas

restrições são compostas por igualdades e desigualdades e que possuem variáveis canalizadas,

sem a necessidade de transformá-los para a forma padrão. Embora esta abordagem tenha

sido proposta por (OLIVEIRA, 1997), o desenvolvimento deste trabalho, bem como a

criação do código mencionado é algo inédito.

Para tanto, criou-se gradativamente quatro códigos até que o referido fim fosse

atingido. Primeiramente, desenvolveu-se um código capaz de solucionar problemas em que

todas as restrições são desigualdades (do tipo maior ou igual), em seguida, um código

apto a resolver problemas em que todas as restrições são desigualdades (do tipo maior ou

igual) e todas as variáveis são canalizadas, na sequência, um outro código que soluciona

problemas em que todas as restrições são desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas
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variáveis (mas não todas) são canalizadas e, por fim, o código tema deste trabalho, que

resolve problemas em que parte das restrições são igualdades e parte são desigualdades

(do tipo maior ou igual) e algumas variáveis (mas não todas) são canalizadas, assim como

será explanado no Capítulo 4.

Por conseguinte, testes numéricos foram realizados a fim de por em prova a

funcionalidade dos códigos criados, bem como a comparação entre PPL’s resolvidos sem

e com o aumento de suas dimensões através da transformação para a forma padrão. Os

resultados obtidos e suas análises são expostos no Capítulo 6.

Assim sendo, o restante do texto está organizado de maneira que o Capítulo 1

contém alguns conceitos da Programação Linear, incluindo a forma padrão de um problema

deste tipo e como transformá-lo para esta configuração caso não esteja nesta condição.

O Capítulo 2 traz uma síntese em relação à Dualidade, mostrando uma forma

alternativa de resolver um PPL, além de apresentar as condições de complementaridade e

otimalidade de um problema, que serão amplamente abordadas no decorrer deste conteúdo.

O Capítulo 3 apresenta os Métodos de Pontos Interiores desenvolvidos até o

surgimento do Método Preditor-Corretor, empregado no desenvolvimento deste trabalho.

Em seguida, o Capítulo 4 explana o desenvolvimento teórico do problema objeto

de estudo, resolver um PPL com restrições de igualdades e desigualdades e com variáveis

canalizadas, sem que haja o aumento de sua dimensão.

No Capítulo 5, há a descrição da elaboração do ponto inicial utilizado no código

que fomentou o desenvolvimento deste conteúdo.

Posteriormente, o Capítulo 6 traz os dados obtidos com os testes numéricos,

bem como suas análises.

Por fim, as considerações finais são trazidas à tona.
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1 Programação Linear

Um Problema de Programação Linear (PPL) é um problema de otimização em

que a função objetivo é dada por cT x, onde c é o vetor de custos e x é o vetor das variáveis

do problema, e as restrições (formadas por equações e/ou inequações) são lineares nas

variáveis.

A configuração das restrições podem variar de um PPL para outro, no entanto,

sempre há a possibilidade do problema ser transformado para a forma padrão, apresentada

na próxima seção (LUENBERGER; YE, 2008).

Transformar um PPL para sua forma padrão é uma maneira de facilitar o

desenvolvimento dos métodos de solução.

1.1 Forma Padrão de um Problema de Programação Linear

A forma padrão de um PPL é dada por (LUENBERGER; YE, 2008):

Minimizar c1x1 � c2x2 � . . .� cnxn

Sujeito a a11x1 � a12x2 � . . .� a1nxn ✏ b1

a21x1 � a22x2 � . . .� a2nxn ✏ b2

...
...

am1x1 � am2x2 � . . .� amnxn ✏ bm

e x1 ➙ 0, x2 ➙ 0, . . . , xn ➙ 0

, (1.1)

entretanto, pode ser escrita de maneira mais sucinta em notação matricial:

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ✏ b

x ➙ 0

, (1.2)

onde há a minimização da função objetivo dada por cT x, sendo c o vetor dos custos, de

dimensão n e x é o vetor das variáveis, de mesma dimensão. O sistema Ax ✏ b representa as

restrições do problema juntamente com as condições de não negatividade dadas por xi ➙ 0,

com i ✏ 1, 2, . . . , n, sendo A uma matriz dos coeficientes das variáveis com dimensão

m ✂ n, onde Posto♣Aq ✏ m e, b um vetor dos termos independentes, de dimensão m.
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Normalmente, A, b e c são parâmetros do problema conhecidos no início da resolução do

mesmo. O objetivo é encontrar o valor de x determinado por números reais.

Contudo, na maioria das vezes um PPL não encontra-se em sua forma padrão.

Então, algumas transformações podem ser aplicadas ao problema a fim de que o mesmo

atinja essa configuração. Na Seção 1.3, há uma síntese de como transformar um PPL que

não está na forma padrão para esta forma.

É importante salientar que neste trabalho foi considerado que em PPL’s na

forma padrão, o valor da função objetivo é minimizada (LUENBERGER; YE, 2008). No

entanto, há autores que não impõem este tipo de restrição em relação à função objetivo

(BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2010).

1.2 Solução de um Problema de Programação Linear

Nesta Seção, apresentam-se uma série de definições, que serão citadas no

decorrer do texto, a cerca dos tipos de solução de um PPL.

Definição 1.1 (Solução Factível e Região Factível). Um vetor x é considerado solução de

um determinado PPL quando satisfaz todas as restrições deste problema, inclusive as de

não negatividade. Neste caso, diz-se que o PPL apresenta uma solução factível dada por x.

Entretanto, um mesmo PPL pode apresentar mais de uma solução factível. O conjunto de

todas as soluções factíveis de um PPL é denominado região factível (ARENALES et al.,

2015). �

Definição 1.2 (Solução Ótima). Na Seção 1.1 foi apresentado um PPL cujo valor da

função objetivo é minimizado. Entretanto, há PPL’s em que o valor da função objetivo

deve ser maximizado.

Neste sentido, possuindo o PPL mais de uma solução factível, a solução ótima

será a menor entre as soluções presentes na região factível do problema, caso o PPL seja

um problema de minimização. Assim, sendo cT x a função objetivo do problema, x✝ é uma

solução ótima, de modo que cT x✝ ↕ cT x para toda solução factível x.

De modo análogo, se o PPL possuir mais de uma solução factível e for um

problema de maximização, a solução ótima será a maior entre as soluções presentes na

região factível. Logo, sendo cT x a função objetivo do problema, x✝ é uma solução ótima,

de modo que cT x✝ ➙ cT x para toda solução factível x (ARENALES et al., 2015). �
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Dado um PPL na forma padrão (1.2) e supondo que Posto♣Aq ✏ m, tem-se

que m ↕ n. Logo, existem m colunas linearmente independentes em A.

Caso m ✏ n, o problema tem solução única. Entretanto, se m ➔ n, o problema

apresenta infinitas soluções de maneira que é possível selecionar m colunas da matriz

A que agrupadas formam uma matriz não singular com solução única para o PPL. As

variáveis correspondentes às colunas que não foram selecionadas podem ser fixadas.

A partir disso, é possível estabelecer as definições que se seguem.

Definição 1.3 (Partição Básica). Considere a matriz A de (1.2) escrita como:

A ✏
✑

B N

✙
,

em que B é uma matriz formada pelas m colunas linearmente independentes de A e,

portanto, é uma matriz não singular. Esta matriz B é denominada matriz básica. Já N , é

uma matriz formada pelas n✁m colunas restantes de A, ou seja, pelas colunas que não

estão presentes em B. Esta matriz N é denominada matriz não básica.

Esta partição da matriz A é denominada partição básica e fomenta também

uma partição do vetor x de modo que

x ✏
✓

xB

xN

✛
,

sendo xB o vetor das variáveis básicas relacionadas à B e xN o vetor das variáveis não

básicas relacionadas à N (ARENALES et al., 2015). �

Definição 1.4 (Solução Geral). Considere a partição básica dada na definição (1.3).

Pode-se escrever equivalentemente os seguintes sistemas:

Ax ✏ b,

✑
B N

✙ ✓ xB

xN

✛
✏ b,

BxB �NxN ✏ b,
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xB ✏ B✁1b✁B✁1NxN . (1.3)

A expressão (1.3) é denominada solução geral do sistema, pois atribuindo

quaisquer valores às n ✁m variáveis não básicas dadas por xN , as m variáveis básicas

dadas por xB ficam unicamente determinadas, gerando desta maneira qualquer solução

possível do sistema. Contudo, esta não é a forma mais eficiente de encontrar a solução do

mesmo, visto que para isto seria necessário calcular a inversa da matriz B, o que pode

demandar um elevado custo computacional (ARENALES et al., 2015). �

Definição 1.5 (Solução Básica). Fixando as n✁m variáveis de xN em zero e considerando

a solução geral dada por (1.3), tem-se:

★
xB ✏ B✁1b

xN ✏ 0
.

A solução xB calculada desta maneira é denominada solução básica (ARENA-

LES et al., 2015). �

Definição 1.6 (Solução Básica Factível). Se todas as variáveis básicas são não negativas

de modo que xB ✏ B✁1b ➙ 0, então xB é denominada solução básica factível (ARENALES

et al., 2015). �

Definição 1.7 (Solução Básica Factível Degenerada e não Degenerada). Se uma (ou

mais) variável básica é nula, então xB é denominada solução básica factível degenerada

(LUENBERGER; YE, 2008). Porém, se todas as variáveis básicas são estritamente positivas

de modo que xB ✏ B✁1b → 0, então xB é denominada solução básica factível não degenerada

(ARENALES et al., 2015). �

Definição 1.8 (Solução Básica Ótima e Solução Básica Factível Ótima). Considerando

o PPL na forma padrão dado por (1.2), uma solução factível para este problema que

apresente o valor mínimo para a função objetivo sujeita ao conjunto de restrições é uma
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solução factível ótima para o referido problema. Se esta solução for básica, então ela é dita

solução básica factível ótima (LUENBERGER; YE, 2008). �

Teorema 1.1. Dado um PPL na forma padrão (1.2) onde A é uma matriz m✂n de posto

m:

i) se há uma solução factível, há uma solução básica factível;

ii) se há uma solução factível ótima, há uma solução básica factível ótima.

Demonstração. Ver (LUENBERGER; YE, 2008). �

A importância do Teorema 1.1 deve-se ao fato de ser a base teórica do Método

Simplex, além de sugerir que a solução de um PLL é encontrada ao procurar apenas

pelas suas soluções básicas factíveis ao invés de procurar em todas as soluções factíveis

do referido problema, visto que a solução ótima está entre as soluções básicas factíveis.

Assim, se o sistema Ax ✏ b tiver n variáveis e m restrições, então há no máximo

✄
n

m

☛
✏ n!

m! ♣n ✁ mq!

soluções básicas para o problema em questão, que corresponde ao número de maneiras de

selecionar m colunas entre as n colunas da matriz A. Porém, para problemas de grande

porte, esta pode não ser uma maneira eficiente de resolução (LUENBERGER; YE, 2008).

1.3 Transformação de um Problema de Programação Linear para

a Forma Padrão

Quando um PPL não encontra-se na forma padrão, algumas alterações podem

ser realizadas no mesmo para atingir o aspecto desejado. Ao longo desta seção são

apresentadas maneiras de transformar a função objetivo, as restrições do problema e as

restrições de não negatividade para que o PPL obtenha a forma padrão.



Capítulo 1. Programação Linear 21

1.3.1 Função Objetivo de um Problema de Programação Linear na Forma

Padrão

Neste trabalho, a função objetivo de um PPL na forma padrão é considerada

de minimização (LUENBERGER; YE, 2008).

Nos casos em que a função objetivo de um PPL é de maximização, procura-se

a solução factível x✝ tal que cT x✝ ➙ cT x para toda solução x factível presente na região

factível do PPL em questão, assim como mostrado na Definição 1.2.

Multiplicando-se a última desigualdade por ✁1, tem-se ✁cT x✝ ↕ ✁cT x para

toda solução x factível. Deste modo, encontrar uma solução factível x✝ que maximize cT x

é equivalente a encontrar uma solução x✝ que minimize ✁cT x (ARENALES et al., 2015).

Logo, se em um PPL a função objetivo dada por cT x deve ser maximizada,

basta multiplicá-la por ✁1 para que torne-se uma função objetivo a ser minimizada. Em

suma, maximizar cT x é equivalente a minimizar ✁cT x.

1.3.2 Restrições de um Problema de Programação Linear na Forma Padrão

As restrições de um PPL na forma padrão devem sempre estar na forma de

igualdades, entretanto, podem ocorrer casos em que uma ou mais delas sejam desigualdades.

Nesta seção, apresentam-se maneiras de transformar desigualdades em igual-

dades para que as restrições de um PPL, que não estão nos moldes das restrições de um

PPL na forma padrão, satisfaçam esta configuração.

Para que uma desigualdade torne-se uma igualdade, basta adicionar ou subtrair

uma variável adequada a ela.

Assim, seja i uma restrição em forma de desigualdade de um determinado PPL

dada por:

ai1x1 � ai2x2 � . . .� ainxn ↕ bi. (1.4)

Adicionando uma variável não nula apropriada cujo custo é zero, denotada

por vi, no lado esquerdo da Inequação (1.4), esta torna-se uma igualdade com o seguinte

aspecto:

ai1x1 � ai2x2 � . . .� ainxn � vi ✏ bi, vi ➙ 0.
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Esta variável inserida (vi) é denominada variável de folga.

Exemplo 1.1. Considere o seguinte PPL cujas restrições são desigualdades do tipo menor

ou igual em sua totalidade:

Minimizar c1x1 � c2x2 � . . . � cnxn

Sujeito a a11x1 � a12x2 � . . . � a1nxn ↕ b1

a21x1 � a22x2 � . . . � a2nxn ↕ b2

...
...

am1x1 � am2x2 � . . . � amnxn ↕ bm

e x1 ➙ 0, x2 ➙ 0, . . . , xn ➙ 0

.

Adicionando variáveis de folga apropriadas a cada uma das inequações, o

problema torna-se à forma padrão, como apresentado a seguir:

Minimizar c1x1 � c2x2 � . . . � cnxn

Sujeito a a11x1 � a12x2 � . . . � a1nxn � v1 ✏ b1

a21x1 � a22x2 � . . . � a2nxn �v2 ✏ b2

...
...

am1x1 � am2x2 � . . . � amnxn �vm ✏ bm

e xk ➙ 0, vi ➙ 0

,

onde k ✏ 1, 2, . . . , n e i ✏ 1, 2, . . . , m.

Com a inserção das variáveis de folga, o PPL passou à forma padrão. Entretanto,

este processo gerou alteração na dimensão do problema, que passa a ter n � m variáveis

ao invés de n. Observa-se, então, um aumento no tamanho do PPL que pode ser bastante

significativo para problemas de grande porte. Inicialmente, as variáveis do problema eram

♣x1, x2, . . . , xnq. Ao fim do processo, passam a ser ♣x1, x2, . . . , xn, v1, v2, . . . , vmq, de modo

que a dimensão do sistema que representa as restrições do PPL passa de m ✂ n para

m✂♣n�mq. Assim, a matriz que representa estas restrições fica na forma rA Is ao invés

de A, sendo as n primeiras colunas oriundas de A e as últimas m colunas formadas por

uma matriz identidade de ordem m (LUENBERGER; YE, 2008). �
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De maneira análoga, seja i uma restrição em forma de desigualdade de um

determinado PPL dada por:

ai1x1 � ai2x2 � . . .� ainxn ➙ bi. (1.5)

Subtraindo uma variável não nula apropriada cujo custo é zero, denotada por

wi, no lado esquerdo da Inequação (1.5), esta torna-se uma igualdade com o seguinte

aspecto:

ai1x1 � ai2x2 � . . .� ainxn ✁ wi ✏ bi, wi ➙ 0.

Esta variável subtraída (wi) é denominada variável de excesso.

Exemplo 1.2. Considere o seguinte PPL cujas restrições são desigualdades do tipo maior

ou igual em sua totalidade:

Minimizar c1x1 � c2x2 � . . .� cnxn

Sujeito a a11x1 � a12x2 � . . .� a1nxn ➙ b1

a21x1 � a22x2 � . . .� a2nxn ➙ b2

...
...

am1x1 � am2x2 � . . .� amnxn ➙ bm

e x1 ➙ 0, x2 ➙ 0, . . . , xn ➙ 0

.

Subtraindo variáveis de excesso apropriadas a cada uma das inequações, o

problema torna-se à forma padrão, como apresentado a seguir:

Minimizar c1x1 � c2x2 � . . .� cnxn

Sujeito a a11x1 � a12x2 � . . .� a1nxn ✁ w1 ✏ b1

a21x1 � a22x2 � . . .� a2nxn ✁w2 ✏ b2

...
...

am1x1 � am2x2 � . . .� amnxn ✁wm ✏ bm

e xk ➙ 0, wi ➙ 0

,

onde k ✏ 1, 2, . . . , n e i ✏ 1, 2, . . . , m.
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Com a subtração das variáveis de excesso, o PPL passou à forma padrão.

Porém, assim como no exemplo anterior, este processo gerou alteração na dimensão do

problema, que passa a ter n � m variáveis ao invés de n. Há, então, um aumento no

tamanho do PPL que pode ser bastante significativo para problemas de grande porte.

Inicialmente, as variáveis do problema eram ♣x1, x2, . . . , xnq. Ao fim do processo, passam a

ser ♣x1, x2, . . . , xn, w1, w2, . . . , wmq, de modo que a dimensão do sistema que representa as

restrições do PPL passa de m✂ n para m✂ ♣n�mq. Assim, a matriz que representa estas

restrições fica na forma rA ✁ Is ao invés de A, sendo as n primeiras colunas oriundas de

A e as últimas m colunas formadas por uma matriz identidade de ordem m multiplicada

por ✁1 (LUENBERGER; YE, 2008). �

Desta maneira, é possível converter qualquer conjunto de restrições com uma

ou mais desigualdades de qualquer tipo para os moldes de um PPL na forma padrão.

1.3.3 Restrições de não Negatividade de um Problema de Programação Linear

na Forma Padrão

As variáveis de um PPL na forma padrão sempre são valores reais não negativos,

de maneira que esta característica forma as restrições de não negatividade do problema,

expressas por desigualdades de maior ou igual.

Contudo, podem ocorrer casos em que uma (ou mais) variável do problema

seja irrestrita de sinal. Esta variável é denominada variável livre.

Uma forma de tratar uma variável livre para que o PPL fique na forma padrão,

é considerá-la como a subtração de duas variáveis não negativas, visto que qualquer valor

real pode ser escrito como a diferença de dois outros não negativos.

Deste modo, seja xi uma variável livre. Ela pode ser escrita como:

xi ✏ si ✁ ui, si ➙ 0, ui ➙ 0. (1.6)

A partir disto, deve-se substituir todas as variáveis livres do problema por esta

nova definição de variável. Assim, a linearidade do PPL é preservada e as restrições de não

negatividade ficam nos moldes de um problema na forma padrão, isto é, todas as variáveis

terão valores não negativos.

Entretanto, ao realizar este processo, ocorre um aumento na dimensão do PPL,

visto que para cada variável livre há o acréscimo de uma variável ao problema.
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Exemplo 1.3. Considere o seguinte PPL em que x1 é uma variável livre.

Minimizar c1x1 � c2x2 � . . . � cnxn

Sujeito a a11x1 � a12x2 � . . . � a1nxn ✏ b1

a21x1 � a22x2 � . . . � a2nxn ✏ b2

...
...

am1x1 � am2x2 � . . . � amnxn ✏ bm

e x2 ➙ 0, x3 ➙ 0, . . . , xn ➙ 0

. (1.7)

Nota-se que a restrição x1 ➙ 0 não está presente entre as restrições de não

negatividade do problema. Assim, x1 é livre para assumir valores positivos ou negativos.

De acordo com a Equação (1.6), x1 pode ser escrito como

x1 ✏ s1 ✁ u1, s1 ➙ 0, u1 ➙ 0,

que ao ser substituído em todas as equações do problema (1.7), como explicado previamente,

tem-se:

Minimizar c1s1 ✁ c1u1 � c2x2 � . . . � cnxn

Sujeito a a11s1 ✁ a11u1 � a12x2 � . . . � a1nxn ✏ b1

a21s1 ✁ a21u1 � a22x2 � . . . � a2nxn ✏ b2

...
...

am1s1 ✁ am1u1 � am2x2 � . . . � amnxn ✏ bm

e s1 ➙ 0, u1 ➙ 0, x2 ➙ 0, x3 ➙ 0, . . . , xn ➙ 0

.

Com o procedimento realizado anteriormente, o PPL passou à forma padrão.

Porém, houve o aumento da dimensão do problema em uma unidade, visto que este

apresentava apenas uma variável livre. Assim, se antes a dimensão do PPL era m ✂ n,

passou a ser m ✂ ♣n � 1q(LUENBERGER; YE, 2008). �

Generalizando, se um PPL de dimensão m ✂ n tiver k variáveis livres, com

k P t1, 2, . . . , n✉, sua dimensão será m ✂ ♣n � kq. Logo, o aumento de seu tamanho pode

ser bastante significativo para problemas de grande porte que possuam um considerável

número de variáveis livres.
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No próximo Capítulo, há uma explanação a cerca da forma dual de um PPL

obtida através de sua forma primal e das condições de complementaridade e de otimalidade

do problema, conceitos bastante aludidos ao longo do trabalho.
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2 Dualidade

A dualidade viabiliza uma maneira alternativa de resolver um Problema de

Programação Linear (PPL). Um problema dual é obtido a partir de sua versão primal, de

maneira que ao procurar a versão dual do problema dual, volta-se à sua versão primal.

Com isso, é possível observar que a cada PPL dito primal há um PPL dito dual de modo

que ambos são problemas intimamente relacionados entre si.

Ocasionalmente, resolver um PPL em sua forma dual é mais simples que resolvê-

lo através de sua forma primal e vice-versa. A escolha de uma ou outra forma de resolução

costuma ser baseada nas vantagens computacionais que podem ser proporcionadas.

Tanto o PPL primal quanto o seu dual são compostos por uma função objetivo

e um conjunto de restrições. Entretanto, se a função objetivo de um problema deve ser

minimizada, a do outro deverá ser maximizada e vice-versa.

Na próxima seção, é apresentada a relação entre um PPL primal e o seu dual.

2.1 Problema de Programação Linear Dual

Considere um PPL na forma padrão. Ele será o PPL primal e, a partir dele, é

definido o seu dual, como exibido a seguir (LUENBERGER; YE, 2008):

(Primal)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ✏ b

x ➙ 0

, (2.1)

(Dual)

Maximizar bT y

Sujeito a AT y ↕ c

y livre

, (2.2)

onde x é o vetor das variáveis do problema primal e y é o vetor das variáveis livres do

problema dual, também chamado vetor multiplicador.
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Caso haja a necessidade de colocar as restrições do problema dual (2.2) na forma

de igualdades, podem ser inseridas variáveis de folga denotadas por z nestas restrições, de

modo que o problema fique como se segue:

(Dual com Restrições de Igualdade)

Maximizar bT y

Sujeito a AT y � z ✏ c

y livre, z ➙ 0

. (2.3)

2.2 Teorema da Dualidade

Lema 2.1 (Lema da Dualidade Fraca). Se x e y são soluções factíveis para os problemas

primal e dual, respectivamente, então cT x ➙ bT y (LUENBERGER; YE, 2008).

Este lema mostra que uma solução factível do problema primal ou do dual

fornece um limitante para o valor da função objetivo do outro problema.

Além disso, tem-se que para qualquer solução factível do problema primal, o

valor de sua função objetivo sempre será maior ou igual ao valor da função objetivo do

problema dual para qualquer solução factível deste. Assim, como no problema primal há

a busca pelo menor valor da função objetivo, visto que é um problema de minimização

e, no problema dual há a procura pelo maior valor da função objetivo, dado que é um

problema de maximização, então ambos os problemas buscam atingir o mesmo valor da

função objetivo, como apresentado no Corolário 2.1 a seguir (LUENBERGER; YE, 2008).

Corolário 2.1. Se x e y são soluções factíveis para os problemas primal (2.1) e dual (2.2),

respectivamente, e cT x ✏ bT y, então, x e y são soluções ótimas dos problemas primal e

dual, nesta ordem e, o valor ótimo da função objetivo é igual para ambos os problemas

(LUENBERGER; YE, 2008). �

Teorema 2.1 (Teorema da Dualidade da Programação Linear). Se o problema primal

(2.1) ou o problema dual (2.2) tem solução ótima finita, então o outro também terá, de

modo que o valor da função objetivo de ambos os problemas serão iguais. Além disso, se o

problema primal (2.1) ou o problema dual (2.2) tiver solução ilimitada, então o outro não

possuirá solução factível (LUENBERGER; YE, 2008). �
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Teorema 2.2. Seja o problema primal (2.1) e x sua solução factível ótima correspondente

à base B. Então, y ✏ B✁T cB é solução ótima do problema dual (2.2) e ambos os problemas

possuem valores ótimos iguais para suas respectivas funções objetivo (LUENBERGER;

YE, 2008). �

2.3 Gap de Dualidade

Sejam x e y soluções factíveis para os problemas primal (2.1) e dual (2.2),

respectivamente. Pode-se relacionar o valor da função objetivo do problema primal com o

valor da função objetivo do problema dual através do Gap de Dualidade denotado por γ,

onde

γ ✏ cT x ✁ bT y. (2.4)

Deste modo, o gap de dualidade é a diferença entre o valor da função objetivo

primal e o valor da função objetivo dual e, representa a qualidade da solução obtida, pois

quando seu valor é zero, significa que cT x ✏ bT y e, pelo Corolário 2.1, x e y são soluções

ótimas dos problemas primal e dual, respectivamente.

2.4 Condição de Complementaridade

Teorema 2.3. Sejam ♣x, y, zq soluções factíveis para os problemas primal (2.1) e dual

(2.3). Uma condição necessária e suficiente para que ambas soluções sejam ótimas é que

(VANDERBEI, 1996):

i) se xj → 0, então zj ✏ 0, com j ✏ 1, . . . , n;

ii) se zj → 0, então xj ✏ 0, com j ✏ 1, . . . , n.

Demonstração. Se ocorrem ♣iq e ♣iiq, então:

zjxj ✏ 0

zT x ✏ 0

♣c ✁ AT yqT x ✏ 0
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cT x✁ yT Ax ✏ 0

cT x✁ yT b ✏ 0

cT x✁ bT y ✏ 0

cT x ✏ bT y.

Portanto, pelo Corolário 2.1, x e y são soluções ótimas para os problemas

primal (2.1) e dual (2.3), respectivamente.

Agora, assumindo que ♣x, y, zq são soluções ótimas para os problemas primal

(2.1) e dual (2.3), tem-se pelo Corolário 2.1 que:

cT x ✏ bT y

cT x ✏ yT b

cT x ✏ yT Ax

cT x✁ yT Ax ✏ 0

♣c✁ AT yqT x ✏ 0

zT x ✏ 0.

Logo, xjzj ✏ 0. Como x ➙ 0 e z ➙ 0, então ♣iq e ♣iiq são válidos. �

2.5 Condições de Otimalidade

Os vetores ♣x, y, zq são soluções dos problemas primal (2.1) e dual (2.3) se, e

somente se, as três condições seguintes forem satisfeitas (VANDERBEI, 1996).

1. Factibilidade Primal:

Ax ✏ b

x ➙ 0
;

2. Factibilidade Dual:

AT y � z ✏ c

z ➙ 0
;
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3. Condição de Complementaridade:

xjzj ✏ 0, com j ✏ 1, . . . , n .

A condição de complementaridade pode ser escrita na forma XZe ✏ 0, em que X

é uma matriz diagonal, cuja diagonal é formada pelos elementos do vetor x, isto é,

X ✏ diag♣xq e, Z é uma matriz diagonal, cuja diagonal é formada pelos elementos

do vetor z, isto é, Z ✏ diag♣zq. Como X e Z são matrizes diagonais, então XZe ✏ 0

é equivalente a ZXe ✏ 0, onde e é um vetor de dimensão n cujos elementos são

unitários.

O próximo Capítulo apresenta alguns Métodos de Pontos Interiores. Entre eles,

o Método Preditor-Corretor que foi utilizado no desenvolvimento do código tema deste

trabalho.
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3 Métodos de Pontos Interiores

No Capítulo 1, expôs-se que a região factível de um Problema de Programação

Linear (PPL) é o conjunto de todas as soluções factíveis deste problema. Desta forma,

pensando de maneira visual, tem-se que a região factível é delimitada graficamente pelas

restrições do PPL (ARENALES et al., 2015).

Destarte, quando é aplicado o Método Simplex na resolução de um PPL, há a

busca pela solução ótima entre apenas as soluções básicas da região factível do problema,

representadas graficamente por vértices de um politopo. Assim, os pontos interiores à

região factível não são levados em conta na procura pela solução ótima, como sugere o

Teorema 1.1, apresentado na Seção 1.2. Esta é uma das características do referido método

(LUENBERGER; YE, 2008).

Diferentemente do Método Simplex, ao aplicar algum dos Métodos de Pontos

Interiores a um PPL, uma solução ótima é buscada perpassando os pontos integrantes

ao ortante positivo do problema (VANDERBEI, 1996) e, não necessariamente, os pontos

correspondentes às soluções básicas.

Assim, os Métodos de Pontos Interiores quando aplicados a um PPL, utilizam

amplamente os pontos interiores à região factível do problema em questão, de modo que

um ponto interior pode ser definido de acordo com a descrição a seguir:

Definição 3.1 (Ponto Interior). Um ponto de um Problema de Programação Linear

é denominado ponto interior quando todas as variáveis não negativas são estritamente

positivas. Por exemplo, x0 é um ponto interior para o problema primal (2.1), se x0 → 0 e,

z0 é um ponto interior para o problema dual (2.3), se z0 → 0, podendo y0 assumir qualquer

valor (variável livre) (WRIGHT, 1996). �

Deste modo, sendo ♣x0, z0q um ponto interior factível, os problemas (2.1) e

(2.3) podem ser escritos como:

(Primal)

Minimizar cT x0

Sujeito a Ax0 ✏ b

x0 → 0

,
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(Dual com Restrições de Igualdade)

Maximizar bT y0

Sujeito a AT y0 � z0 ✏ c

z0 → 0, y0 livre

.

Os Métodos de Pontos Interiores normalmente são aplicados à problemas de

grande porte. Uma das principais vantagens de utilizá-los consiste na necessidade de poucas

iterações para encontrar uma solução ótima dos problemas em que são aplicados (ADLER

et al., 1989; COLOMBO; GONDZIO, 2008). Entretanto, normalmente cada iteração tem

um elevado custo computacional, se comparada a uma iteração do Método Simplex, por

exemplo. Por conseguinte, os Métodos de Pontos Interiores têm demonstrado um bom

desempenho na prática (OLIVEIRA, 1997).

Neste Capítulo, apresenta-se uma síntese de alguns Métodos de Pontos Interiores

desenvolvidos até a elaboração do Método Preditor-Corretor, utilizado na implementação

do objeto de estudo.

A fim de facilitar a notação e consequente explanação dos métodos nas seções

posteriores, os pontos interiores x0, y0 e z0 serão representados por x, y e z, respectivamente.

3.1 Método Primal Afim Escala

O Método Primal Afim Escala foi desenvolvido por Dikin, em 1967 (DIKIN,

1967). Sua elaboração foi motivada pelo interesse em encontrar uma boa estimativa para o

ponto dual ♣y, zq, dado um ponto primal interior factível x.

Deste modo, considerando a condição de complementaridade dada na Seção

2.5, tem-se XZe ✏ 0 (ou Xz ✏ 0) para o problema (3.1) a seguir (DIKIN, 1992):

Minimizar
♣y,zq

1
2
⑥Xz⑥2

2

Sujeito a AT y � z ✏ c
, (3.1)

onde z ✏ c ✁ AT y. Assim, o problema (3.1) fica:

Minimizar
1
2
⑥X♣c ✁ AT yq⑥2

2
.

Resolvendo este problema de quadrados mínimos, temos:
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Minimizar
1
2
⑥Xc✁XAT y⑥2

2

♣AXT q♣Xc✁XAT yq ✏ 0

AX♣Xc✁XAT yq ✏ 0,

pois XT ✏ X, visto que X é uma matriz diagonal, como elucidado na Seção 2.5. Assim,

AX2c✁ AX2AT y ✏ 0

AX2AT y ✏ AX2c

y ✏ ♣AX2AT q✁1AX2c. (3.2)

A partir disso, Dikin constatou que d ✏ ✁X2z pode ser considerado uma direção

de descida factível para o ponto primal x, isto é, considerar o ponto primal como x� d

geraria uma solução menor e, portanto, melhor para o problema (visto que o problema é

de minimização) se comparado à solução obtida com o ponto primal x. Este fato observado

por ele pode ser verificado considerando o ponto primal x com Ax ✏ b, x → 0, d ✏ ✁X2z,

z ✏ c✁ AT y e y ✏ ♣AX2AT q✁1AX2c. Assim, deve-se mostrar que:

i) A♣x� dq ✏ b, indicando que d é uma direção factível;

ii) cT ♣x� dq ➔ cT x, indicando que d é uma direção de descida.

Demonstração: Com os dados oferecidos anteriormente, faz-se:

i) A♣x� dq ✏ Ax� Ad ✏ b✁ AX2z ✏ b✁ AX2♣c✁ AT yq ✏ b✁ AX2c� AX2AT y ✏ b.

A última igualdade é dada através da Equação (3.2). Portanto, d é uma direção

factível.

ii) ⑥X✁1d⑥2

2
é um valor positivo, pois é uma norma. Então, obviamente, ✁⑥X✁1d⑥2

2
➔ 0.

Assim, tem-se que:
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✁⑥X✁1d⑥2

2
✏ ✁♣dT X✁1X✁1dq ✏ ✁♣dT X✁2dq ✏ ✁zT X2X✁2X2z ✏ ✁zT X2z ✏

✏ ✁♣c ✁ AT yqT X2z ✏ ✁cT X2z � yT AX2z ✏ cT d � yT AX2♣c ✁ AT yq ✏
✏ cT d � yT AX2c ✁ yT AX2AT y ✏ cT d ✁ yT ♣AX2AT y ✁ AX2cq ✏ cT d.

A última igualdade é dada através da Equação (3.2). Logo, é possível observar

que cT d ➔ 0, pois ✁⑥X✁1d⑥2

2
✏ cT d. Assim, cT x � cT d ➔ cT x e, consequentemente,

cT ♣x � dq ➔ cT x como queria mostrar. Portanto, d é uma direção de descida.

Desta forma, por i) e ii) pode-se concluir que d é uma direção de descida

factível.

Assim, seja k uma iteração qualquer na resolução de um PPL fazendo uso do

Método Primal Afim Escala, em que xk → 0 é o ponto primal interior e dk ✏ ✁♣Xkq2zk a

direção de descida factível, o novo ponto primal dado por xk�1, encontrado a partir da

direção dk aplicado ao ponto interior xk é tal que:

xk�1 ✏ xk � αkdk,

onde αk é o tamanho do passo percorrido ao longo da direção para encontrá-lo e é dado

por:

αk ✏ τmin
✧
✁xk

j

dk
j

tal que dk
j ➔ 0

✯
,

com j ✏ 1, 2, . . . , n e τ P ♣0, 1q. Teoricamente, τ ✏ 2
3

garante a convergência do método.

Entretanto, na prática costuma-se utilizar τ ✏ 0, 90.

Ao calcular o novo ponto primal desta forma, garante-se que ele também é um

ponto interior, isto é, tem-se xk�1 → 0.

O critério de convergência para este método é dado por:

⑤cT xk�1 ✁ cT xk⑤
maxt1, ⑤cT xk⑤✉ ➔ ε,

onde ε normalmente é utilizado com valor aproximado de 10✁8. Este critério serve como

teste de parada do método, indicando se estão satisfeitas as condições necessárias para

que uma solução ótima seja obtida.
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O Método Primal Afim Escala apresenta uma desvantagem significativa, pois

os erros de arredondamento se acumulam de uma iteração para a seguinte, de modo que

ao longo da resolução, o problema pode tornar-se infactível. Destarte, o método costuma

falhar para muitos problemas.

A seguir, é apresentado um pseudocódigo do Método Primal Afim Escala.

Algoritmo 1 – Método Primal Afim Escala
Dados: x0 → 0 com Ax0 ✏ b

1 para k ✏ 0, 1, . . . , max iterações faça
2 Cálculo do ponto dual ♣y, zq:
3 yk ✏ ♣A♣Xkq2AT q✁1A♣Xkq2c
4 zk ✏ c ✁ AT yk

5 Cálculo da direção de descida factível para o ponto primal x:
6 dk ✏ ✁♣Xkq2zk

7 Cálculo do tamanho do passo:

8 αk ✏ τmin
✧
✁xk

j

dk
j

tal que dk
j ➔ 0

✯
9 Atualização do ponto primal:

10 xk�1 Ð xk � αkdk

11 Critério de Convergência:

12

⑤cT xk�1 ✁ cT xk⑤
maxt1, ⑤cT xk⑤✉ ➔ ε

13 fim

3.2 Método Dual Afim Escala

De acordo com (ADLER et al., 1989), o Método Dual Afim Escala assemelha-

se ao Método Primal Afim Escala. No entanto, o interesse está em encontrar uma boa

estimativa para o ponto primal x, dado um ponto dual interior factível ♣y, zq.
Deste modo, considerando a condição de complementaridade dada na Seção

2.5, tem-se ZXe ✏ 0 (ou Zx ✏ 0) para o problema (3.3) a seguir:

Minimizar
x

1
2
⑥Zx⑥2

2

Sujeito a Ax ✏ b
. (3.3)

Obtendo a função Lagrangiana do problema (3.3), tem-se:



Capítulo 3. Métodos de Pontos Interiores 37

Minimizar
x,w

1
2
⑥Zx⑥2

2
� wT ♣b ✁ Axq ,

cujos pontos críticos, dados por x e w, são encontrados através de:

★
Z2x ✁ AT w ✏ 0

b ✁ Ax ✏ 0

x ✏ Z✁2AT w

b ✁ AZ✁2AT w ✏ 0

w ✏ ♣AZ✁2AT q✁1b

x ✏ Z✁2AT ♣AZ✁2AT q✁1b.

A partir disso, considera-se dz ✏ ✁Z2x (devido à complementaridade explanada

na Seção 2.5) uma direção de subida factível para o ponto z, isto é, o ponto dual dado

como z � dz geraria uma solução maior e, portanto, melhor para o problema (visto que

o problema dual é de maximização) se comparado à solução obtida com o ponto dual z.

Além disso, deve-se estimar o valor da direção de subida factível para o ponto y dada por

dy.

Este fato pode ser verificado tomando o ponto dual ♣y, zq com AT y � z ✏ c,

z → 0, dz ✏ ✁Z2x, w ✏ ♣AZ✁2AT q✁1b e x ✏ Z✁2AT ♣AZ✁2AT q✁1b. Assim, deve-se mostrar

que:

i) AT ♣y � dyq � z � dz ✏ c, indicando que ♣dy, dzq é uma direção factível;

ii) bT ♣y � dyq → bT y, indicando que ♣dy, dzq é uma direção de subida.

Demonstração: Com os dados oferecidos anteriormente, faz-se:

i) Primeiramente, deve-se estimar o valor de dy. Assim, considerando ♣dy, dzq uma direção

factível, tem-se:

AT ♣y � dyq � z � dz ✏ c

AT y � AT dy � z � dz ✏ c

AT y � z � AT dy � dz ✏ c

c � AT dy � dz ✏ c
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AT dy � dz ✏ 0 (3.4)

dz ✏ ✁AT dy. (3.5)

Toda direção factível dual satisfaz a igualdade (3.4). Além disso, como dz ✏ ✁Z2x,

ocorre:

dz ✏ ✁Z2Z✁2AT ♣AZ✁2AT q✁1b

dz ✏ ✁AT ♣AZ✁2AT q✁1b. (3.6)

Aplicando a igualdade (3.6) na igualdade (3.5), tem-se:

✁AT ♣AZ✁2AT q✁1b ✏ ✁AT dy

AT ♣AZ✁2AT q✁1b ✏ AT dy.

Portanto, dy ✏ ♣AZ✁2AT q✁1b, pois A tem posto completo.

Assim, com esta estimativa para dy, mostra-se que ♣dy, dzq é uma direção factível

fazendo:

AT ♣y�dyq�z�dz ✏ AT y�AT dy�z�dz ✏ AT y�z�AT dy�dz ✏ c�AT dy�dz ✏
✏ c� AT ♣AZ✁2AT q✁1b✁ Z2x ✏ c� AT ♣AZ✁2AT q✁1b✁ Z2Z✁2AT ♣AZ✁2AT q✁1b ✏
✏ c� AT ♣AZ✁2AT q✁1b✁ AT ♣AZ✁2AT q✁1b ✏ c.

Desta forma, conclui-se que ♣dy, dzq é uma direção factível.

ii) bT ♣y � dyq ✏ bT y � bT dy ✏ bT y � bT ♣AZ✁2AT q✁1b → bT y.

A última desigualdade segue do fato de que ♣AZ✁2AT q✁1 é uma matriz definida

positiva, logo bT ♣AZ✁2AT q✁1b → 0. Assim, bT ♣y�dyq → bT y e ♣dy, dzq é uma direção

de subida, como queria mostrar.
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Portanto, por i) e ii) pode-se concluir que ♣dy, dzq é uma direção de subida

factível.

Assim, seja k uma iteração qualquer na resolução de um PPL fazendo uso do

Método Dual Afim Escala, em que zk → 0 é o ponto dual interior e dzk ✏ ✁♣Zkq2xk a

direção de subida factível, o novo ponto dual dado por zk�1, encontrado a partir da direção

dzk aplicado ao ponto interior zk é tal que:

zk�1 ✏ zk � αkdzk,

onde αk é o tamanho do passo percorrido ao longo da direção para encontrá-lo e é dado

por:

αk ✏ τmin
✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯
,

com j ✏ 1, 2, . . . , n e τ P ♣0, 1q. Teoricamente, τ ✏ 2
3

garante a convergência do método.

Entretanto, na prática costuma-se utilizar τ ✏ 0, 95.

Ao calcular o novo ponto dual z desta forma, garante-se que ele também é um

ponto interior, isto é, tem-se zk�1 → 0.

De modo análogo, o novo ponto dual y dado por yk�1 é calculado de forma que:

yk�1 ✏ yk � αkdyk,

no entanto, y é uma variável livre.

O critério de convergência para este método é dado por:

⑤bT yk�1 ✁ bT yk⑤
maxt1, ⑤bT yk⑤✉ ➔ ε,

onde ε normalmente é utilizado com valor aproximado de 10✁8. Este critério serve como

teste de parada do método, indicando se estão satisfeitas as condições necessárias para

que uma solução ótima seja obtida.
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O Método Dual Afim Escala soluciona o problema dual (2.2). Entre os métodos

de pontos interiores, ele foi o precursor em obter, na prática, resultados computacionais

competitivos (ADLER et al., 1989). Além disso, diferentemente do Método Primal Afim

Escala, tem a vantagem de não acumular erros de arredondamento de uma iteração para a

seguinte.

A seguir, é apresentado um pseudocódigo do Método Dual Afim Escala.

Algoritmo 2 – Método Dual Afim Escala
Dados: ♣y0, z0q factível com z0 → 0

1 para k ✏ 0, 1, . . . , max iterações faça
2 Cálculo da direção de subida factível para o ponto dual ♣y, zq:
3 dyk ✏ ♣A♣Zkq✁2AT q✁1b

4 dzk ✏ ✁AT dyk

5 Cálculo do tamanho do passo:

6 αk ✏ τmin
✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯
7 Atualização do ponto dual:
8 yk�1 Ð yk � αkdyk

9 zk�1 Ð c ✁ AT dyk

10 Critério de Convergência:

11

⑤bT yk�1 ✁ bT yk⑤
maxt1, ⑤bT yk⑤✉ ➔ ε

12 fim

13 x ✏ ✁♣Zkq✁2dzk

É oportuno salientar que no Algoritmo 2, zk é calculado através de zk ✏
c ✁ AT dyk e não por zk�1 ✏ zk � αkdzk, pois este preservaria os erros de arredondamento

gerados por zk, de modo a ocorrer acumulação de tais erros a cada iteração. Assim sendo,

os erros ocorrem apenas na iteração correspondente.

3.3 Método Primal Dual Afim Escala

O Método Primal Dual Afim Escala foi proposto por (MONTEIRO; ADLER;

RESENDE, 1990) e seu funcionamento consiste, basicamente, em aplicar o Método de

Newton (RUGGIERO; LOPES, 1996) às condições de otimalidade do PPL que está sendo

resolvido, para obter as direções que possibilitam o encontro das soluções primais-duais e

manter os pontos interiores.
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Assim, considerando as condições de otimalidade apresentadas na Seção 2.5,

tem-se o sistema de equações não lineares (3.7) a seguir:

✩✬✫
✬✪

Ax ✏ b x ➙ 0

AT y � z ✏ c z ➙ 0

XZe ✏ 0

. (3.7)

Fazendo uso do Método de Newton (RUGGIERO; LOPES, 1996) para resolver

o sistema (3.7) precedente (VANDERBEI, 1996; WRIGHT, 1996), tem-se:

F ♣x, y, zq ✏

☎
✝✆

fp

fd

fa

☞
✍✌✏

☎
✝✆

Ax✁ b

AT y � z ✁ c

XZe

☞
✍✌✏ ✁

☎
✝✆

rp

rd

ra

☞
✍✌✏ 0, (3.8)

onde rp é o resíduo primal dado por rp ✏ b✁Ax, rd é o resíduo dual dado por rd ✏ c✁AT y✁z

e ra é o resíduo afim dado por ra ✏ ✁XZe.

A direção de Newton é dada por:

d ✏ ✁♣J♣x, y, zqq✁1F ♣x, y, zq,

onde J é a matriz Jacobiana e, corresponde a:

J♣x, y, zq ✏

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Z 0 X

☞
✍✌.

Seja r o resíduo definido por (3.8). Logo,

r ✏

☎
✝✆

rp

rd

ra

☞
✍✌✏ ✁

☎
✝✆

fp

fd

fa

☞
✍✌.

Assim, a direção de Newton será:
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d ✏

☎
✝✆

dx

dy

dz

☞
✍✌✏

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Z 0 X

☞
✍✌
✁1☎
✝✆

rp

rd

ra

☞
✍✌.

Portanto,

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Z 0 X

☞
✍✌
☎
✝✆

dx

dy

dz

☞
✍✌✏

☎
✝✆

rp

rd

ra

☞
✍✌,

podendo ser escrito como:

✩✬✫
✬✪

Adx ✏ rp

AT dy � dz ✏ rd

Zdx � Xdz ✏ ra

, (3.9)

que ao ser resolvido, as direções dx, dy e dz são encontradas. Desta maneira, tem-se:

dz ✏ X✁1♣ra ✁ Zdxq.

As matrizes X e Z possuem inversas, pois são matrizes diagonais cujos elementos

da diagonal são todos positivos, uma vez que x e z são pontos interiores. Na resolução do

sistema (3.9), dz é a primeira direção a ser encontrada, através da terceira equação, visto

que o cálculo da inversa de X é mais barato computacionalmente, devido ao fato desta ser

uma matriz diagonal. Então, substituindo dz no referido sistema, obtém-se:

★
Adx ✏ rp

AT dy ✁ X✁1Zdx ✏ rd ✁ X✁1ra

. (3.10)

Isolando dx na segunda equação do sistema (3.10), aproveitando o fato de que

a matriz Z possui inversa, tem-se:

dx ✏ Z✁1X♣AT dy ✁ rd � X✁1raq. (3.11)
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Na igualdade (3.11), Z✁1X é a multiplicação de duas matrizes diagonais.

Portanto, definindo D ✏ Z✁1X, D também será uma matriz diagonal. Logo,

dx ✏ D♣AT dy ✁ rd �X✁1raq. (3.12)

Assim, a primeira equação do sistema (3.10) torna-se:

♣ADAT qdy ✏ rp � AD♣rd ✁X✁1raq.

Pode-se, então, escrever dy como:

dy ✏ ♣ADAT q✁1♣rp � AD♣rd ✁X✁1raqq, (3.13)

pois ♣ADAT q é uma matriz definida positiva. Portanto, este sistema pode ser resolvido

fazendo uso da fatoração de Cholesky (GOLUB; LOAN, 1996).

Deste modo, foram encontradas as direções dx, dy e dz.

O novo ponto x, encontrado a partir da direção dx dada por (3.12) aplicado ao

ponto interior x inicial, também deve ser um ponto interior. O mesmo ocorre para o ponto

z. O novo ponto y é encontrado a partir da direção dy dada por (3.13) aplicado ao ponto

y inicial, entretanto, y é uma variável livre e, portanto, não tem restrição de sinal.

Assim, seja k uma iteração qualquer na resolução de um PPL fazendo uso do

Método Primal Dual Afim Escala, em que ♣xk, zkq → 0, dxk ✏ D♣AT dy ✁ rd � X✁1raq,
dyk ✏ ♣ADAT q✁1♣rp � AD♣rd ✁ X✁1raqq e dzk ✏ X✁1♣ra ✁ Zdxq, os novos pontos xk�1,

yk�1 e zk�1 são obtidos da seguinte forma:

✩✬✫
✬✪

xk�1 ✏ xk � αdxk, onde xk�1 → 0

yk�1 ✏ yk � αdyk

zk�1 ✏ zk � αdzk, onde zk�1 → 0

e o tamanho do passo percorrido ao longo das respectivas direções para encontrá-los,

definido como α, é calculado da seguinte maneira:
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αk
p ✏ τmin

✧
✁ xk

j

dxk
j

tal que dxk
j ➔ 0

✯
,

αk
d ✏ τmin

✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯
,

αk ✏ min tαp, αd✉ ,

com j ✏ 1, 2, . . . , n e τ P ♣0, 1q. Contudo, costuma-se utilizar τ ✏ 0, 99995.

O tamanho do passo (α) calculado como o mínimo entre αp e αd garante que o

próximo ponto seja interior.

É importante ressaltar que, na prática, usa-se tamanhos de passos diferentes

para os problemas primal e dual. Adicionalmente, o tamanho máximo do passo é 1, pois

corresponde à direção de Newton. Assim, αk
p dado por αk

p Ð min
✥
1, αk

p

✭
é aplicado para

o ponto primal x e αk
d dado por αk

d Ð min
✥
1, αk

d

✭
é aplicado para os pontos duais ♣y, zq.

A vantagem desta prática consiste na possibilidade de diminuir o número de iterações

necessárias para resolução de problemas, entretanto, dificulta a análise teórica do método.

Deste modo, αk
p e αk

d são definidos, respectivamente, como:

αk
p ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ xk

j

dxk
j

tal que dxk
j ➔ 0

✯✡
, (3.14)

αk
d ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯✡
, (3.15)

com j ✏ 1, 2, . . . , n e τ ✏ 0, 99995.

Com isso, os novos pontos xk�1, yk�1 e zk�1 são obtidos da seguinte forma:

✩✬✫
✬✪

xk�1 ✏ xk � αpdxk, onde xk�1 → 0

yk�1 ✏ yk � αddyk

zk�1 ✏ zk � αddzk, onde zk�1 → 0

. (3.16)
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O critério de convergência para este método foi elaborado baseado nas condições

de otimalidade apresentadas na Seção 2.5 e é dado por (WRIGHT, 1996):

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

⑥b✁ Ax⑥2

⑥b⑥2 � 1
↕ ε

⑥c✁ AT y ✁ z⑥2

⑥c⑥2 � 1
↕ ε

✞✞✞✞ xT z

1� cT x� bT y

✞✞✞✞ ↕ ε

, (3.17)

onde ε normalmente é utilizado com valor aproximado de 10✁8. Este critério serve como

teste de parada do método, indicando se estão satisfeitas as condições necessárias para

que uma solução ótima seja obtida.

Diferentemente dos métodos descritos anteriormente, o Método Primal Dual

Afim Escala não necessita de um ponto inicial factível para que inicie o seu processo

iterativo. A única exigência é que o ponto seja interior. A desvantagem deste método é

que, na prática, os pares xjzj aproximam-se de zero com velocidades diferentes, o que

pode gerar tamanhos de passo pequenos e direções não tão eficientes, fazendo com que o

método falhe com frequência ou tenha uma convergência lenta.

A seguir, é apresentado um pseudocódigo do Método Primal Dual Afim Escala.
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Algoritmo 3 – Método Primal Dual Afim Escala
Dados: y0 e ♣x0, z0q → 0

1 para k ✏ 0, 1, . . . , max iterações faça
2 Cálculo do resíduo primal:
3 rk

p ✏ b✁ Axk

4 Cálculo do resíduo dual:
5 rk

d ✏ c✁ AT yk ✁ zk

6 Cálculo do resíduo afim:
7 rk

a ✏ ✁XkZke

8 Cálculo das direções:
9 dyk ✏ ♣ADkAT q✁1♣rk

p � ADk♣rk
d ✁ ♣Xkq✁1rk

aqq
10 dxk ✏ Dk♣AT dyk ✁ rk

d � ♣Xkq✁1rk
aq

11 dzk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
a ✁ ♣Zkqdxkq

12 Cálculo do tamanho do passo primal:

13 αk
p ✏ τmin

✧
✁ xk

j

dxk
j

tal que dxk
j ➔ 0

✯
14 Cálculo do tamanho do passo dual:

15 αk
d ✏ τmin

✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯
16 Cálculo do tamanho do passo:
17 αk ✏ min tαp, αd✉
18 Atualização do ponto corrente:
19 xk�1 Ð xk � αkdxk

20 yk�1 Ð yk � αkdyk

21 zk�1 Ð zk � αkdzk

22 Critério de Convergência:

23

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

⑥b✁ Axk⑥2

⑥b⑥2 � 1
↕ ε

⑥c✁ AT yk ✁ zk⑥2

⑥c⑥2 � 1
↕ ε

✞✞✞✞ ♣xkqT zk

1� cT xk � bT yk

✞✞✞✞ ↕ ε

24 fim

3.4 Método Primal Dual Seguidor de Caminhos

Na Seção 3.3 sobre o Método Primal Dual Afim Escala, foi apontado que os

pares xjzj aproximam-se de zero com velocidades diferentes, podendo originar resultados

não satisfatórios, caso o método seja aplicado a algum PPL.
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Deste modo, o Método Primal Dual Seguidor de Caminhos foi elaborado no in-

tuito de sanar as dificuldades do método antecedente. Para tanto, algumas alterações foram

realizadas no Método Primal Dual Afim Escala, transformando-o no Método Primal Dual

Seguidor de Caminhos, de maneira que estes métodos assemelham-se significativamente.

As referidas modificações serão apresentadas a seguir (KOJIMA; MIZUNO; YOSHISE,

1989; MCSHANE; MONMA; SHANNO, 1989).

Seja µk um parâmetro tal que µk ÝÑ 0 quando k ÝÑ ✽ e

xk
j zk

j ✏ µk.

Se µk ✏ 0, a condição de complementaridade dada na Seção 2.5 é satisfeita e

o método fica exatamente igual ao Método Primal Dual Afim Escala. O propósito é que

µk tenha um valor apropriado o suficiente para que o Método Primal Dual Seguidor de

Caminhos funcione satisfatoriamente, obtendo bons resultados.

Para isto, deve-se considerar µk como µk ✏
✂

γk

n

✡
, onde

γk ✏ ♣xkqT zk (3.18)

e n corresponde à dimensão de x e de z.

O gap é a diferença entre as funções objetivo de um problema primal e de sua

versão dual, como apresentado pela Equação (2.4). Entretanto, para um ponto factível, o

gap é definido de acordo com a igualdade (3.18). Assim, considerando apenas
γk

n
em µk, os

valores de xj e zj seriam iguais entre si, pois foi realizada a média de ♣xkqT zk. Logo, tanto

xj quanto zj estariam na média, representando uma situação ideal, mas implicaria em

γk ✏ 0 (visto que o gap é a diferença entre as funções objetivo de um problema primal e

de sua versão dual) e, consequentemente, em µk ✏ 0, situação que deve ser evitada por

motivos já abordados.

Desta maneira, µk deve ter um valor ligeiramente menor do que a média. Então,

µk é definido como :

µk ✏ σk

✂
γk

n

✡
,

onde σk P ♣0, 1q (LUSTIG; MARSTEN; SHANNO, 1991). Se σk ✏ 0 tem-se µk ✏ 0,

situação que deve ser evitada por motivos também já elucidados. Se σk ✏ 1, ocorre a
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direção de centralidade, o que deve ser evitado de acordo com o parágrafo anterior. Então,

na prática, o valor de σk é dado por σk ✏ 1
n

ou σk ✏ 1❄
n

.

De acordo com a alteração realizada neste método, na restrição de complemen-

taridade tem-se XZe ✏ µe e, o resíduo afim apresentado na Seção 3.3 torna-se o resíduo

de centralidade denotado por rc, sendo rc ✏ µe✁XZe (WRIGHT, 1996). Portanto, em

relação ao Método Primal Dual Afim Escala, basta substituir ra por rc.

Neste método, as direções são calculadas exatamente como apresentado na

Seção 3.3.

Assim, seja k uma iteração qualquer na resolução de um PPL fazendo uso do

Método Primal Dual Seguidor de Caminhos, em que ♣xk, zkq → 0, dxk ✏ D♣AT dy ✁ rd �
X✁1rcq, dyk ✏ ♣ADAT q✁1♣rp �AD♣rd ✁X✁1rcqq e dzk ✏ X✁1♣rc ✁Zdxq, os novos pontos

xk�1, yk�1 e zk�1 são obtidos do mesmo modo como em (3.16), na Seção 3.3 e, os tamanhos

dos passos percorridos ao longo das respectivas direções para encontrá-los, definidos como

αp e αd, são calculados de acordo com (3.14) e (3.15).

Além disso, o critério de convergência para este método é o mesmo usado para

o método precedente, apresentado em (3.17), na Seção 3.3.

Em síntese, os valores de µ definem uma função denominada trajetória central

onde qualquer par xjzj tem o mesmo valor. Quase todos os métodos eficientes de pontos

interiores buscam pontos próximos à trajetória central, o que justifica o título do método em

questão. Na prática, este método produz resultados satisfatórios e possui boas propriedades

teóricas.

Uma variação no cálculo de µk, em que este é considerado como µk ✏ σk

✂♣γkq2
n

✡
se γk ➔ 1, pode reduzir duas ou três iterações para muitos problemas. Assim, µk passa

a ser utilizado com este valor a partir do instante em que γk tiver valor menor que um

(TAPIA; ZHANG, 1992).

A seguir, é apresentado um pseudocódigo do Método Primal Dual Seguidor de

Caminhos.
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Algoritmo 4 – Método Primal Dual Seguidor de Caminhos
Dados: y0 e ♣x0, z0q → 0

1 para k ✏ 0, 1, . . . , max iterações faça
2 Cálculo do resíduo primal:
3 rk

p ✏ b✁ Axk

4 Cálculo do resíduo dual:
5 rk

d ✏ c✁ AT yk ✁ zk

6 Cálculo do parâmetro de centralidade:
7 γk ✏ ♣xkqT zk

8 µk ✏ σk

✂
γk

n

✡
9 Cálculo do resíduo de centralidade:

10 rk
c ✏ µke✁XkZke

11 Cálculo das direções:
12 dyk ✏ ♣ADkAT q✁1♣rk

p � ADk♣rk
d ✁ ♣Xkq✁1rk

c qq
13 dxk ✏ Dk♣AT dyk ✁ rk

d � ♣Xkq✁1rk
c q

14 dzk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
c ✁ Zkdxkq

15 Cálculo do tamanho do passo primal:

16 αk
p ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ xk

j

dxk
j

tal que dxk
j ➔ 0

✯✡
17 Cálculo do tamanho do passo dual):

18 αk
d ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯✡
19 Atualização do ponto corrente:
20 xk�1 Ð xk � αk

pdxk

21 yk�1 Ð yk � αk
ddyk

22 zk�1 Ð zk � αk
ddzk

23 Critério de Convergência dado por:

24

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

⑥b✁ Axk⑥2

⑥b⑥2 � 1
↕ ε

⑥c✁ AT yk ✁ zk⑥2

⑥c⑥2 � 1
↕ ε

✞✞✞✞ ♣xkqT zk

1� cT xk � bT yk

✞✞✞✞ ↕ ε

25 fim
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3.5 Método Preditor-Corretor

O Método Preditor-Corretor (MEHROTRA, 1992a; MEHROTRA, 1992b)

assemelha-se ao Método Primal Dual Afim Escala e ao Método Primal Dual Seguidor de

Caminhos, entretanto, faz uso de três direções:

• Direção Afim Escala (Direção Preditora) - d̂;

• Direção de Centragem (Seguidor de Caminhos) - σ;

• Correção não Linear com Perturbação (Direção Corretora) - d̃.

Este método consiste, fundamentalmente, em numa mesma iteração, calcular

a Direção Afim Escala (Direção Preditora - d̂) e, em seguida, realizar a perturbação

semelhante à do Método Primal Dual Seguidor de Caminhos, gerando a Direção Corretora

(d̃), que combinada com a Direção Preditora, possibilita o cálculo dos pontos primais e

duais.

Deste modo, inicialmente, de maneira análoga à descrita na Seção 3.3, aplicando

o Método de Newton para resolver o sistema não linear composto pelas condições de

otimalidade apresentadas na Seção 2.5, dado por:

✩✬✫
✬✪

Ax ✏ b x ➙ 0

AT y � z ✏ c z ➙ 0

XZe ✏ 0

,

chega-se no sistema de equações (3.19) a seguir que permite calcular a Direção Afim Escala:

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Z 0 X

☞
✍✌
☎
✝✆

d̂x

d̂y

d̂z

☞
✍✌✏

☎
✝✆

rp

rd

ra

☞
✍✌. (3.19)

O sistema (3.19) pode ser reescrito como:

✩✬✫
✬✪

Ad̂x ✏ rp

AT d̂y � d̂z ✏ rd

Zd̂x�Xd̂z ✏ ra

, (3.20)
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que ao ser resolvido, as direções d̂x, d̂y e d̂z, que formam a Direção Afim Escala, são

encontradas. Logo, tem-se:

d̂z ✏ X✁1♣ra ✁ Zd̂xq.

Então, substituindo d̂z no sistema (3.20), obtém-se:

★
Ad̂x ✏ rp

AT d̂y ✁X✁1Zd̂x ✏ rd ✁X✁1ra

. (3.21)

Isolando d̂x na segunda equação do sistema (3.21), aproveitando o fato de que

a matriz Z possui inversa, tem-se:

d̂x ✏ D♣AT d̂y ✁ rd �X✁1raq.

Pode-se, então, escrever d̂y como:

d̂y ✏ ♣ADAT q✁1♣rp � AD♣rd ✁X✁1raqq,

onde

S ✏ ADAT (3.22)

é uma matriz definida positiva.

Deste modo, foi encontrada a Direção Afim Escala composta por d̂x, d̂y e d̂z.

Em seguida, de acordo com o exposto na Seção 3.4, os tamanhos dos passos

relativos à Direção Preditora definidos como α̂p e α̂d, devem ser calculados da seguinte

maneira:

α̂k
p ✏ min

✄
1, τmin

★
✁ xk

j

d̂xk
j

tal que d̂xk
j ➔ 0

✰☛
,
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α̂k
d ✏ min

✄
1, τmin

★
✁ zk

j

d̂zk
j

tal que d̂zk
j ➔ 0

✰☛
,

com j ✏ 1, 2, . . . , n e τ P ♣0, 1q. Na prática, costuma-se utilizar τ ✏ 0, 99995.

Nesta etapa, nos Métodos Primal Dual Afim Escala e Primal Dual Seguidor de

Caminhos, o próximo ponto primal-dual seria calculado. Entretanto, o Método Preditor-

Corretor, neste estágio, determina uma outra direção denominada direção final, dada por

d, tal que:

d ✏ d̂� d̃,

onde d̂ é a Direção Preditora e, d̃ é a Direção Corretora, justificando o título do método

em questão.

Para tanto, realiza-se então, o cálculo do parâmetro de centralidade. No Método

Primal Dual Seguidor de Caminhos, a perturbação dada por µk é definida como µk ✏
σk

✂
γk

n

✡
, onde

✂
γk

n

✡
é a média da complementaridade e σk P ♣0, 1q, como exposto na

Seção 3.4.

No Método Preditor-Corretor, o valor de σk reflete se a direção é boa (quando

é próximo a 0) e a perturbação não precisa ser muito grande. Caso a direção não seja boa

(quando o valor de σk é próximo a 1), a perturbação precisa ser maior.

Contudo, neste método, µk pode ser definido de três maneiras distintas, como

apresentado a seguir.

O primeiro valor de µk é dado por:

µk ✏
✂

γ̂k

γk

✡2✂
γ̂k

n

✡
.

O segundo valor de µk é tal que:

µk ✏
✂

γk

n2

✡
. (3.23)
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Por fim, o terceiro valor de µk é definido como:

µk ✏
✂

γk

n

✡2

, se γ ➔ 1 e µk ✏
✂

γ̂k

γk

✡2✂
γ̂k

n

✡
, caso contrário. (3.24)

Sendo γ̂ ✏ ♣x� α̂pd̂xqT ♣z� α̂dd̂zq a complementaridade considerando a Direção

Afim Escala. Se a direção for boa, γ̂ tem um valor pequeno em relação a γ, fazendo com

que o valor de
✂

γ̂

γ

✡
seja também pequeno. Se a direção não for boa, γ̂ tem um valor

próximo de γ, fazendo com que o valor de
✂

γ̂

γ

✡
seja próximo de 1.

3.5.1 Correção não Linear

Quando a direção de Newton é aplicada aos pontos primal e dual com o tamanho

de passo igual a 1 (α ✏ 1), chega-se em um ponto primal-dual factível em uma iteração.

Então, considerando αp ✏ αd ✏ 1, os resíduos primal e dual da iteração seguinte, dados

por rk�1

p e rk�1

d , respectivamente, são tais que rk�1

p ✏ rk�1

d ✏ 0, pois um ponto primal-dual

factível foi encontrado. Deste modo, sendo o resíduo afim rk
a ✏ ✁♣XkqZke na iteração k,

seu cálculo na próxima iteração é dado por:

rk�1

a ✏ ✁♣Xk�1qZk�1e

rk�1

a ✏ ✁♣Xk � D̂xq♣Zk � D̂zqe

rk�1

a ✏ ✁♣XkZke�XkD̂ze� D̂xZke� D̂xD̂zeq

rk�1

a ✏ rk
a ✁ ♣Xkd̂z � Zkd̂x� D̂xD̂zeq,

rk�1

a ✏ ✁D̂xD̂ze,

onde D̂x é a direção relativa à matriz X e D̂z é a direção relativa à matriz Z.

O cálculo do resíduo afim assim estabelecido, permite que a direção seguinte

seja mensurada, sabendo qual é o próximo resíduo, mas sem, necessariamente, saber qual
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é o próximo ponto, que é justamente a proposta do método. Assim, o sistema de equações

(3.19) fica:

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Zk�1 0 Xk�1

☞
✍✌
☎
✝✆

d̃x

d̃y

d̃z

☞
✍✌✏

☎
✝✆

0

0

✁D̂xD̂ze

☞
✍✌.

Realizando, então, a perturbação relativa ao Método Primal Dual Seguidor de

Caminhos e, considerando o tamanho do passo igual a 1 para encontrar o resíduo Afim

anterior, o sistema de equações que permite calcular a Direção Corretora é estabelecido

como:

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Zk�1 0 Xk�1

☞
✍✌
☎
✝✆

d̃x

d̃y

d̃z

☞
✍✌✏

☎
✝✆

0

0

✁D̂xD̂ze� µe

☞
✍✌. (3.25)

Deste modo, tem-se que a Correção não Linear com Perturbação (Direção

Corretora - d̃) tem por objetivo calcular uma direção que aproxima-se da direção da

próxima iteração do Método Primal Dual Seguidor de Caminhos, de acordo com o sistema

(3.25).

A aproximação consiste em substituir Xk�1 e Zk�1 por Xk e Zk, respectiva-

mente, na matriz do Sistema (3.25), pois será utilizado Xk e Zk da iteração atual e não

da próxima, obtendo:

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Zk 0 Xk

☞
✍✌
☎
✝✆

d̃x

d̃y

d̃z

☞
✍✌✏

☎
✝✆

0

0

✁D̂xD̂ze� µe

☞
✍✌. (3.26)

Ao resolver o Sistema (3.26), a direção obtida (d̃) é mais barata de ser encontrada

se comparada à primeira (d̂), pois como D ✏ XZ✁1 e ADAT ✏ LLT não se alteram, a

fatoração de Cholesky de ADAT já está calculada.

Como a direção final é definida como d ✏ d̂ � d̃, então somando os sistemas

(3.19) e (3.26) obtidos, chega-se em:

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Z 0 X

☞
✍✌
☎
✝✆

d̂x� d̃x

d̂y � d̃y

d̂z � d̃z

☞
✍✌✏

☎
✝✆

rp

rd

ra ✁ D̂xD̂ze� µe

☞
✍✌,
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que é equivalente à

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Z 0 X

☞
✍✌
☎
✝✆

dx

dy

dz

☞
✍✌✏

☎
✝✆

rp

rd

ra ✁ D̂xD̂ze� µe

☞
✍✌. (3.27)

Assim, define-se rs ✏ ra ✁ D̂xD̂ze�µe, fazendo com que o sistema (3.27) fique

como:

☎
✝✆

A 0 0

0 AT I

Z 0 X

☞
✍✌
☎
✝✆

dx

dy

dz

☞
✍✌✏

☎
✝✆

rp

rd

rs

☞
✍✌.

Portanto, de modo semelhante ao processo de definição da Direção Preditora,

ao resolver este sistema, encontra-se a direção final composta por dx, dy e dz, onde dxk ✏
D♣AT dy ✁ rd �X✁1rsq, dyk ✏ ♣ADAT q✁1♣rp � AD♣rd ✁X✁1rsqq e dzk ✏ X✁1♣rs ✁ Zdxq.

Finalmente, seja k uma iteração qualquer na resolução de um PPL fazendo uso

do Método Preditor-Corretor, em que as direções finais são dadas por dxk, dyk e dzk, os

novos pontos xk�1, yk�1 e zk�1 são obtidos da seguinte forma:

✩✬✫
✬✪

xk�1 ✏ xk � αpdxk, onde xk�1 → 0

yk�1 ✏ yk � αddyk

zk�1 ✏ zk � αddzk, onde zk�1 → 0

e, os tamanhos dos passos percorridos ao longo das respectivas direções para encontrá-los,

definidos como αp e αd, são calculados da seguinte maneira:

αk
p ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ xk

j

dxk
j

tal que dxk
j ➔ 0

✯✡
, (3.28)

αk
d ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯✡
, (3.29)

com j ✏ 1, 2, . . . , n e τ P ♣0, 1q. Na prática, costuma-se utilizar τ ✏ 0, 99995.

Os tamanhos dos passos αp e αd definidos desta forma garantem que os novos

pontos encontrados sejam pontos interiores.
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O critério de convergência para este método é o mesmo usado para o Método

Primal Dual Afim Escala e para o Método Primal Dual Seguidor de Caminhos, expresso

por (3.17), na Seção 3.3.

Portanto, no Método Preditor-Corretor, resolve-se dois sistemas lineares a cada

iteração. Na prática, ao aplicar este método na resolução de um PPL, a solução é encontrada

com aproximadamente metade do número de iterações se comparado à resolução obtida

com o uso do Método Primal Dual Seguidor de Caminhos. Sua convergência é quadrática.

Além disso, o Método Preditor-Corretor é base de todas as implementações atuais para

pontos interiores, podendo ser chamado Método de Newton Perturbado, Modificado de

Ordem 1.

A seguir, é apresentado um pseudocódigo do Método Preditor-Corretor.

Algoritmo 5 – Método Preditor-Corretor
Dados: y0 e ♣x0, z0q → 0

1 para k ✏ 0, 1, . . . , max iterações faça
2 Cálculo do resíduo primal:
3 rk

p ✏ b✁ Axk

4 Cálculo do resíduo dual:
5 rk

d ✏ c✁ AT yk ✁ zk

6 Cálculo do resíduo afim:
7 rk

a ✏ ✁XkZke

8 Cálculo das direções afim escala:
9 d̂yk ✏ ♣ADkAT q✁1♣rk

p � ADk♣rk
d ✁ ♣Xkq✁1rk

aqq
10 d̂xk ✏ Dk♣AT d̂yk ✁ rk

d � ♣Xkq✁1rk
aq

11 d̂zk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
a ✁ Zkd̂xkq

12 Cálculo do tamanho do passo primal:

13 α̂k
p ✏ min

✄
1, τmin

★
✁ xk

j

d̂xk
j

tal que d̂xk
j ➔ 0

✰☛

14 Cálculo do tamanho do passo dual:

15 α̂k
d ✏ min

✄
1, τmin

★
✁ zk

j

d̂zk
j

tal que d̂zk
j ➔ 0

✰☛

16 Cálculo do parâmetro de centralidade:
17 γ̂k ✏ ♣x� α̂k

p d̂xkqT ♣z � α̂k
dd̂zkq

18 µk ✏
✂

γ̂k

γk

✡2✂
γ̂k

n

✡
19 ou

20 µk ✏
✂

γk

n2

✡
21 ou
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21

22 µk ✏
✂

γk

n

✡2

, se γ ➔ 1 e µk ✏
✂

γ̂k

γk

✡2✂
γ̂k

n

✡
, caso contrário

23 Cálculo do resíduo de centralidade final:
24 rk

s ✏ µke� rk
a ✁ D̂k

xD̂k
z e

25 Cálculo das direções finais:
26 dyk ✏ ♣ADkAT q✁1♣rk

p � ADk♣rk
d ✁ ♣Xkq✁1rk

s qq
27 dxk ✏ Dk♣AT dyk ✁ rk

d � ♣Xkq✁1rk
s q

28 dzk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
s ✁ Zkdxkq

29 Cálculo do tamanho do passo primal:

30 αk
p ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ xk

j

dxk
j

tal que dxk
j ➔ 0

✯✡
31 Cálculo do tamanho do passo dual:

32 αk
d ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯✡
33 Atualização do ponto corrente:
34 xk�1 Ð xk � αk

pdxk

35 yk�1 Ð yk � αk
ddyk

36 zk�1 Ð zk � αk
ddzk

37 Critério de Convergência:

38

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

⑥b✁ Axk⑥2

⑥b⑥2 � 1
↕ ε

⑥c✁ AT yk ✁ zk⑥2

⑥c⑥2 � 1
↕ ε

✞✞✞✞ ♣xkqT zk

1� cT xk � bT yk

✞✞✞✞ ↕ ε

39 fim

No próximo Capítulo, há o desenvolvimento teórico que serviu de base para

a formulação de um código apto a resolver um PPL com restrições de igualdades e

desigualdades e com variáveis canalizadas, sem que haja o aumento de sua dimensão.
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4 Métodos de Pontos Interiores para Proble-

mas com Restrições de Desigualdade

Um Problema de Programação Linear (PPL) costuma ser resolvido em sua

forma padrão, exposta no Capítulo 1, mais especificamente na Seção 1.1. Entretanto,

na grande maioria das vezes, um PPL não apresenta-se nesta configuração inicialmente.

Deste modo, para deixá-lo nesta estrutura, algumas transformações são realizadas, como

mostrado na Seção 1.3. Contudo, estas ações podem acarretar o aumento significativo

da dimensão do problema em questão e, consequentemente, um custo computacional de

resolução possivelmente elevado, principalmente se o PPL for de grande porte.

Este estudo tem como finalidade discutir as transformações no Método Preditor-

Corretor que proporcionam condições favoráveis para que os problemas, com algumas

estruturas específicas que os fazem não estar na forma padrão, possam ser resolvidos sem

o aumento de sua dimensão.

Assim sendo, quatro diferentes estruturas de PPL que não estão na forma

padrão são analisadas: primeiramente, um problema em que todas as restrições são

desigualdades (do tipo maior ou igual), em seguida, um problema em que todas as

restrições são desigualdades (do tipo maior ou igual) e todas as variáveis são canalizadas,

na sequência, um problema em que todas as restrições são desigualdades (do tipo maior

ou igual) e algumas variáveis (mas não todas) são canalizadas e, por fim, um problema em

que parte das restrições são igualdades e parte são desigualdades (do tipo maior ou igual)

e algumas variáveis (mas não todas) são canalizadas.

Deste modo, nas próximas seções, estes quatro cenários são abordados na

sequência citada. Para cada um deles, criou-se um código no software MATLAB (MATLAB,

7.10 R2010), fazendo uso do Método Preditor-Corretor, a fim de resolver um PPL com as

características do cenário em que está inserido. Para tanto, cada código criado baseia-se na

aplicação do Método Primal Dual às condições de otimalidade provenientes do problema

primal (na estrutura que está descrita no respectivo cenário que está sendo trabalhado) e

da sua versão dual após a inserção de variáveis de folga e excesso, isto é, após ambos os

problemas (primal e dual) estarem na forma padrão.

Então, para testar a funcionalidade do referido código, alguns exemplos de

problemas foram utilizados no intuito de perceber se era capaz de solucionar de maneira

correta os problemas escolhidos.

Ademais, optou-se em trabalhar com restrições em forma de desigualdade

do tipo maior ou igual, porém, sem perda de generalidade, a escolha poderia ter sido
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trabalhar com restrições em forma de desigualdade do tipo menor ou igual, de modo a

obter resultados análogos (OLIVEIRA, 1997).

Embora a abordagem deste trabalho tenha sido proposta por (OLIVEIRA,

1997), o desenvolvimento deste estudo, bem como a criação dos quatro códigos mencionados

é algo inédito.

4.1 Restrições de Desigualdades

Considere o seguinte PPL primal, onde todas as restrições são de desigualdades

do tipo maior ou igual.

(Primal)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ➙ b

x ➙ 0

.

Sua forma padrão é dada por:

(Primal - Forma Padrão)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ✁ w ✏ b

x ➙ 0, w ➙ 0

, (4.1)

onde w é a variável de excesso.

O PPL dual associado ao PPL primal na forma padrão é escrito como:

(Dual)

Maximizar bT y

Sujeito a AT y ↕ c

✁y ↕ 0

e sua forma padrão é a seguinte:



Capítulo 4. Métodos de Pontos Interiores para Problemas com Restrições de Desigualdade 60

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar bT y

Sujeito a AT y � z ✏ c

y ➙ 0, z ➙ 0

, (4.2)

onde z é a variável de folga.

As condições de complementaridade para os problemas primal (4.1) e dual (4.2)

analisados são XZe ✏ 0 e WY e ✏ 0, onde X, Z, W e Y são matrizes diagonais cujas

diagonais principais são formadas pelo vetores x, z, w e y, respectivamente.

Desta maneira, as condições de otimalidade para os problemas primal (4.1) e

dual (4.2) são dadas por:

✩✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✪

Ax✁ w ✁ b ✏ 0 ♣x, wq ➙ 0

AT y � z ✁ c ✏ 0 ♣y, zq ➙ 0

XZe ✏ 0

WY e ✏ 0

.

Aplicando o Método Primal Dual para este problema, conforme descrito na

Seção 3.3, o seguinte sistema linear é obtido:

☎
✝✝✝✝✆

0 I 0 AT

Zk Xk 0 0

0 0 Y k W k

A 0 ✁I 0

☞
✍✍✍✍✌

☎
✝✝✝✝✆

dxk

dzk

dwk

dyk

☞
✍✍✍✍✌✏

☎
✝✝✝✝✆

rk
d

rk
c

rk
i

rk
p

☞
✍✍✍✍✌,

que pode ser escrito como:

✩✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✪

dzk � AT dyk ✏ rk
d

Zkdxk �Xkdzk ✏ rk
c

Y kdwk �W kdyk ✏ rk
i

Adxk ✁ dwk ✏ rk
p

, (4.3)

onde rk
c ✏ µke✁XkZke e rk

i ✏ µke✁W kY ke. Isolando dzk e dwk da segunda e da terceira

igualdade do sistema linear (4.3), respectivamente, tem-se:

dzk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
c ✁ Zkdxkq
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dwk ✏ ♣Y kq✁1♣rk
i ✁ W kdykq.

Deste modo, basta aplicar os valores encontrados para dzk e dwk no que restou

do sistema (4.3), de maneira a obter:

★
Adxk ✁ dwk ✏ rk

p

AT dyk � dzk ✏ rk
d

,

★
Adxk � ♣Y kq✁1♣W kdykq ✏ rk

p � ♣Y kq✁1rk
i

AT dyk ✁ ♣Xkq✁1♣Zkdxkq ✏ rk
d ✁ ♣Xkq✁1rk

c

.

Seja Dk ✏ ♣Xkq✁1Zk e Ek ✏ ♣Y kq✁1W k, então o sistema fica:

★
Adxk � Ekdyk ✏ rk

p � ♣Y kq✁1rk
i

AT dyk ✁ Dkdxk ✏ rk
d ✁ ♣Xkq✁1rk

c

, (4.4)

o que forma o seguinte sistema aumentado para o problema com desigualdades:

✄
✁Dk AT

A Ek

☛✄
dxk

dyk

☛
✏
✄

rk
d ✁ ♣Xkq✁1rk

c

rk
p � ♣Y kq✁1rk

i

☛
,

onde o complemento de Schur (MEYER, 2000) em relação à ✁Dk é dado por:

Sk ✏ Ek ✁ A♣✁Dkq✁1AT ✏ A♣Dkq✁1AT � Ek.

Isolando dxk na segunda equação do sistema (4.4), obtém-se:

dxk ✏ ♣Dkq✁1♣AT dyk ✁ rk
d � ♣Xkq✁1rk

c q

e, isolando dyk na primeira equação do sistema (4.4) e utilizando o valor de dxk encontrado,

chega-se na expressão para dyk tal que:

dyk ✏ ♣A♣Dkq✁1AT � Ekq✁1♣rk
p � ♣Y kq✁1rk

i � A♣♣Dkq✁1rk
d ✁ ♣Zkq✁1rk

c q
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ou, utilizando o complemento de Schur em relação à ✁Dk,

Skdyk ✏ rk
p � ♣Y kq✁1rk

i � A♣♣Dkq✁1rk
d ✁ ♣Zkq✁1rk

c q,

de onde obtém-se dyk.

4.2 Restrições de Desigualdades e Variáveis Canalizadas

Considere o seguinte PPL primal, onde todas as restrições são de desigualdades

do tipo maior ou igual e todas as variáveis são canalizadas. Neste caso, as variáveis

canalizadas são tratadas como restrições.

(Primal)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ➙ b

x ↕ u

x ➙ 0

,

onde u é o limite superior para x.

Sua forma padrão é dada por:

(Primal - Forma Padrão)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ✁ w ✏ b

x � v ✏ u

x ➙ 0, w ➙ 0, v ➙ 0

, (4.5)

onde w é a variável de excesso e v é a variável de folga.

O PPL dual associado ao PPL primal na forma padrão é escrito como:
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(Dual)

Maximizar bT y1 � uT ỹ2

Sujeito a AT y1 � ỹ2 ↕ c

✁y1 ↕ 0

ỹ2 ↕ 0

.

A partir disto, considerando y2 ✏ ✁ỹ2, sua forma padrão é:

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar bT y1 ✁ uT y2

Sujeito a AT y1 ✁ y2 � z ✏ c

y1 ➙ 0, y2 ➙ 0, z ➙ 0

, (4.6)

onde z é a variável de folga.

As condições de complementaridade para os problemas primal (4.5) e dual

(4.6) analisados são XZe ✏ 0, WY1e ✏ 0 e V Y2e ✏ 0, onde X, Z, W , Y1, V e Y2 são

matrizes diagonais cujas diagonais principais são formadas pelo vetores x, z, w, y1, v e y2,

respectivamente.

Desta maneira, as condições de otimalidade para os problemas primal (4.5) e

dual (4.6) são dadas por:

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

Ax✁ w ✁ b ✏ 0 ♣x, wq ➙ 0

x� v ✁ u ✏ 0 ♣x, vq ➙ 0

AT y1 ✁ y2 � z ✁ c ✏ 0 ♣y1, y2, zq ➙ 0

XZe ✏ 0

WY1e ✏ 0

V Y2e ✏ 0

.

Aplicando o Método Primal Dual para este problema, conforme descrito na

Seção 3.3, o seguinte sistema linear é encontrado:

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

A 0 0 0 ✁I 0

I 0 0 0 0 I

0 AT ✁I I 0 0

Zk 0 0 Xk 0 0

0 W k 0 0 Y k
1

0

0 0 V k 0 0 Y k
2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

dxk

dyk
1

dyk
2

dzk

dwk

dvk

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

rk
p

rk
u

rk
d

rk
c

rk
i

rk
b

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

,
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que pode ser escrito como:

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

Adxk ✁ dwk ✏ rk
p

dxk � dvk ✏ rk
u

AT dyk
1
✁ dyk

2
� dzk ✏ rk

d

Zkdxk � Xkdzk ✏ rk
c

W kdyk
1
� Y k

1
dwk ✏ rk

i

V kdyk
2
� Y k

2
dvk ✏ rk

b

, (4.7)

onde rk
u ✏ u✁ x✁ v, rk

c ✏ µke✁XkZke, rk
i ✏ µke✁W kY k

1
e e rk

b ✏ µke✁ V kY k
2

e. Isolando

dvk, dzk, dwk e dyk
2

da segunda, quarta, quinta e sexta igualdade do sistema linear (4.7),

respectivamente, tem-se:

dvk ✏ rk
u ✁ dxk

dzk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
c ✁ Zkdxkq

dwk ✏ ♣Y k
1
q✁1♣rk

i ✁ W kdyk
1
q

dyk
2
✏ ♣V kq✁1♣rk

b ✁ Y k
2

dvkq.

Deste modo, basta aplicar os valores encontrados para dvk, dzk, dwk e dyk
2

no

que restou do sistema (4.7), de maneira a obter:

★
Adxk ✁ dwk ✏ rk

p

AT dyk
1
✁ dyk

2
� dzk ✏ rk

d

,

★
Adxk � ♣Y k

1
q✁1W kdyk

1
✏ rk

p � ♣Y k
1
q✁1rk

i

AT dyk
1
✁ ♣♣V kq✁1Y k

2
� ♣Xkq✁1Zkqdxk ✏ rk

d � ♣V kq✁1rk
b ✁ ♣Xkq✁1rk

c ✁ ♣V kq✁1Y k
2

rk
u

.

Seja Dk ✏ ♣Xkq✁1Zk � ♣V kq✁1Y k
2

e Ek ✏ ♣Y k
1
q✁1W k, então o sistema fica:

★
Adxk � Ekdyk

1
✏ rk

p � ♣Y k
1
q✁1rk

i

AT dyk
1
✁ Dkdxk ✏ rk

d � ♣V kq✁1rk
b ✁ ♣Xkq✁1rk

c ✁ ♣V kq✁1Y k
2

rk
u

, (4.8)

o que forma o seguinte sistema aumentado para o problema com desigualdades e variáveis

canalizadas:
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✄
✁Dk AT

A Ek

☛✄
dxk

dyk
1

☛
✏
✄

rk
d � ♣V kq✁1rk

b ✁ ♣Xkq✁1rk
c ✁ ♣V kq✁1Y k

2
rk

u

rk
p � ♣Y k

1
q✁1rk

i

☛
,

onde o complemento de Schur (MEYER, 2000) em relação à ✁Dk é dado por:

Sk ✏ Ek ✁ A♣✁Dkq✁1AT ✏ A♣Dkq✁1AT � Ek.

Isolando dxk na segunda equação do sistema (4.8), obtém-se:

dxk ✏ ♣Dkq✁1♣AT dyk
1
✁ rk

d ✁ ♣V kq✁1rk
b � ♣Xkq✁1rk

c � ♣V kq✁1Y k
2

rk
uq

e, isolando dyk
1

na primeira equação do sistema (4.8) e utilizando o valor de dxk encontrado,

chega-se na expressão para dyk
1

tal que:

dyk
1
✏ ♣A♣Dkq✁1AT � Ekq✁1♣A♣Dkq✁1♣rk

d � ♣V kq✁1rk
b ✁ ♣Xkq✁1rk

c ✁ ♣V kq✁1Y k
2

rk
uq � rk

p�
�♣Y k

1
q✁1rk

i q

ou, utilizando o complemento de Schur em relação à ✁Dk,

Skdyk
1
✏ A♣Dkq✁1♣rk

d � ♣V kq✁1rk
b ✁ ♣Xkq✁1rk

c ✁ ♣V kq✁1Y k
2

rk
uq � rk

p � ♣Y k
1
q✁1rk

i ,

de onde obtém-se dyk
1
.

4.3 Restrições de Desigualdades e Algumas Variáveis Canalizadas

Considere o seguinte PPL primal, onde todas as restrições são de desigualdades

do tipo maior ou igual e algumas variáveis são canalizadas. Neste caso, as variáveis que

são canalizadas são tratadas como restrições.



Capítulo 4. Métodos de Pontos Interiores para Problemas com Restrições de Desigualdade 66

(Primal)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ➙ b

Fx ↕ u

x ➙ 0

,

onde F é uma matriz de dimensão q ✂ n, em que q é a quantidade de elementos do vetor

x que são canalizados, n é a dimensão do vetor x e F é formada por linhas da matriz

Identidade de ordem n. Além disso, u é o limite superior para os elementos de x que são

canalizados.

Sua forma padrão é dada por:

(Primal - Forma Padrão)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ✁ w ✏ b

Fx � v ✏ u

x ➙ 0, w ➙ 0, v ➙ 0

, (4.9)

onde w é a variável de excesso e v é a variável de folga.

O PPL dual associado ao PPL primal na forma padrão é escrito como:

(Dual)

Maximizar bT y1 � uT ỹ2

Sujeito a AT y1 � F T ỹ2 ↕ c

✁y1 ↕ 0

ỹ2 ↕ 0

.

A partir disto, considerando y2 ✏ ✁ỹ2, sua forma padrão é:

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar bT y1 ✁ uT y2

Sujeito a AT y1 ✁ F T y2 � z ✏ c

y1 ➙ 0 , y2 ➙ 0, z ➙ 0

, (4.10)
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onde z é a variável de folga.

As condições de complementaridade para os problemas primal (4.9) e dual

(4.10) analisados são XZe ✏ 0, WY1e ✏ 0 e V Y2e ✏ 0, onde X, Z, W , Y1, V e Y2 são

matrizes diagonais cujas diagonais principais são formadas pelo vetores x, z, w, y1, v e y2,

respectivamente.

Desta maneira, as condições de otimalidade para os problemas primal (4.9) e

dual (4.10) são dadas por:

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

Ax✁ w ✁ b ✏ 0 ♣x, wq ➙ 0

Fx� v ✁ u ✏ 0 ♣x, vq ➙ 0

AT y1 ✁ F T y2 � z ✁ c ✏ 0 ♣y1, y2, zq ➙ 0

XZe ✏ 0

WY1e ✏ 0

V Y2e ✏ 0

.

Aplicando o Método Primal Dual para este problema, conforme descrito na

Seção 3.3, o seguinte sistema linear é encontrado:

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

A 0 0 0 ✁I 0

F 0 0 0 0 I

0 AT ✁F T I 0 0

Zk 0 0 Xk 0 0

0 W k 0 0 Y k
1

0

0 0 V k 0 0 Y k
2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

dxk

dyk
1

dyk
2

dzk

dwk

dvk

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

rk
p

rk
u

rk
d

rk
c

rk
i

rk
b

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

,

que pode ser escrito como:

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

Adxk ✁ dwk ✏ rk
p

Fdxk � dvk ✏ rk
u

AT dyk
1
✁ F T dyk

2
� dzk ✏ rk

d

Zkdxk �Xkdzk ✏ rk
c

W kdyk
1
� Y k

1
dwk ✏ rk

i

V kdyk
2
� Y k

2
dvk ✏ rk

b

, (4.11)

onde rk
c ✏ µke✁XkZke, rk

i ✏ µke✁W kY k
1

e e rk
b ✏ µke✁V kY k

2
e. Isolando dvk, dzk, dwk e

dyk
2

da segunda, quarta, quinta e sexta igualdade do sistema linear (4.11), respectivamente,

tem-se:
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dvk ✏ rk
u ✁ Fdxk

dzk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
c ✁ Zkdxkq

dwk ✏ ♣Y k
1
q✁1♣rk

i ✁ W kdyk
1
q

dyk
2
✏ ♣V kq✁1♣rk

b ✁ Y k
2

dvkq.

Deste modo, basta aplicar os valores encontrados para dvk, dzk, dwk e dyk
2

no

que restou do sistema (4.11), de maneira a obter:

★
Adxk ✁ dwk ✏ rk

p

AT dyk
1
✁ F T dyk

2
� dzk ✏ rk

d

,

★
Adxk � ♣Y k

1
q✁1W kdyk

1
✏ rk

p � ♣Y k
1
q✁1rk

i

AT dyk
1
✁ ♣F T ♣V kq✁1Y k

2
F � ♣Xkq✁1Zkqdxk ✏ rk

d ✁ ♣Xkq✁1rk
c � F T ♣V kq✁1♣rk

b ✁ Y k
2

rk
uq

.

Seja Dk ✏ ♣Xkq✁1Zk � F T ♣V kq✁1Y k
2

F e Ek ✏ ♣Y k
1
q✁1W k, então o sistema fica:

★
Adxk � Ekdyk

1
✏ rk

p � ♣Y k
1
q✁1rk

i

AT dyk
1
✁ Dkdxk ✏ rk

d � F T ♣V kq✁1rk
b ✁ ♣Xkq✁1rk

c ✁ F T ♣V kq✁1Y k
2

rk
u

, (4.12)

o que forma o seguinte sistema aumentado para o problema com desigualdades e algumas

variáveis canalizadas:

✄
✁Dk AT

A Ek

☛✄
dxk

dyk
1

☛
✏
✄

rk
d � F T ♣V kq✁1rk

b ✁ ♣Xkq✁1rk
c ✁ F T ♣V kq✁1Y k

2
rk

u

rk
p � ♣Y k

1
q✁1rk

i

☛
,

onde o complemento de Schur (MEYER, 2000) em relação à ✁Dk é dado por:

Sk ✏ Ek ✁ A♣✁Dkq✁1AT ✏ A♣Dkq✁1AT � Ek.

Isolando dxk na segunda equação do sistema (4.12), obtém-se:

dxk ✏ ♣Dkq✁1♣AT dyk
1
✁ rk

d ✁ F T ♣V kq✁1rk
b � ♣Xkq✁1rk

c � F T ♣V kq✁1Y k
2

rk
uq
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e, isolando dyk
1

na primeira equação do sistema (4.12) e utilizando o valor de dxk encontrado,

chega-se na expressão para dyk
1

tal que:

dyk
1
✏ ♣A♣Dkq✁1AT�Ekq✁1♣A♣Dkq✁1♣rk

d�F T ♣V kq✁1rk
b✁♣Xkq✁1rk

c✁F T ♣V kq✁1Y k
2

rk
uq�rk

p�
�♣Y k

1
q✁1rk

i q

ou, utilizando o complemento de Schur em relação à ✁Dk,

Skdyk
1
✏ A♣Dkq✁1♣rk

d � F T ♣V kq✁1rk
b ✁ ♣Xkq✁1rk

c ✁ F T ♣V kq✁1Y k
2

rk
uq � rk

p � ♣Y k
1
q✁1rk

i ,

de onde obtém-se dyk
1
.

4.4 Restrições de Igualdades e Desigualdades e Algumas Variáveis

Canalizadas

Considere o seguinte PPL primal, onde parte das restrições são igualdades e

parte são desigualdades do tipo maior ou igual e algumas variáveis são canalizadas. Neste

caso, as variáveis que são canalizadas são tratadas como restrições.

(Primal)

Minimizar cT x

Sujeito a A1x ✏ b1

A2x ➙ b2

Fx ↕ u

x ➙ 0

,

onde A1 é a matriz dos coeficientes e b1 é o vetor dos termos independentes relacionados

às restrições de igualdade, A2 é a matriz dos coeficientes e b2 é o vetor dos termos

independentes relacionados às restrições de desigualdade, F é uma matriz de dimensão

q✂n, em que q é a quantidade de elementos do vetor x que são canalizados, n é a dimensão

do vetor x e F é formada por linhas da matriz Identidade de ordem n. Além disso, u é o

limite superior para os elementos de x que são canalizados.

Sua forma padrão é dada por:
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(Primal - Forma Padrão)

Minimizar cT x

Sujeito a A1x ✏ b1

A2x ✁ w ✏ b2

Fx � v ✏ u

x ➙ 0, w ➙ 0, v ➙ 0

, (4.13)

onde w é a variável de excesso e v é a variável de folga.

O PPL dual associado ao PPL primal na forma padrão é escrito como:

(Dual)

Maximizar bT
1
y1 � bT

2
y2 � uT ỹ3

Sujeito a AT
1
y1 � AT

2
y2 � F T ỹ3 ↕ c

✁y2 ↕ 0

ỹ3 ↕ 0

.

A partir disto, considerando y3 ✏ ✁ỹ3, sua forma padrão é:

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar bT
1
y1 � bT

2
y2 ✁ uT y3

Sujeito a AT
1
y1 � AT

2
y2 ✁ F T y3 � z ✏ c

y1 livre, y2 ➙ 0, y3 ➙ 0, z ➙ 0

, (4.14)

onde z é a variável de folga.

O PPL primal na forma padrão (4.13) pode ser escrito como apresentado

abaixo:

(Primal - Forma Padrão)

Minimizar cT x

Sujeito a

✓
A1

A2

✛
x ✁ GT w ✏

✓
b1

b2

✛

Fx � v ✏ u

x ➙ 0, w ➙ 0, v ➙ 0

,

que, considerando A ✏
✓

A1

A2

✛
e b ✏

✓
b1

b2

✛
, pode ser reescrito como:
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(Primal - Forma Padrão)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ✁ GT w ✏ b

Fx � v ✏ u

x ➙ 0, w ➙ 0, v ➙ 0

, (4.15)

onde w é a variável de excesso, v é a variável de folga e G é uma matriz de dimensão

p✂m, em que p é a quantidade restrições de desigualdades que o problema possui, m é o

número de linhas da matriz A e G é formada por linhas da matriz Identidade de ordem m.

Além disso, u é o limite superior para os elementos de x que são canalizados.

De modo análogo, o PPL dual na forma padrão (4.14) pode ser escrito como

apresentado a seguir:

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar
✑

bT
1

bT
2

✙ ✓ y1

y2

✛
✁ uT y3

Sujeito a
✑

AT
1

AT
2

✙ ✓ y1

y2

✛
✁ F T y3 � z ✏ c

y1 livre, y2 ➙ 0, y3 ➙ 0, z ➙ 0

,

que, considerando AT ✏
✑

AT
1

AT
2

✙
, y ✏

✓
y1

y2

✛
e bT ✏

✑
bT

1
bT

2

✙
, pode ser reescrito

como:

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar bT y ✁ uT y3

Sujeito a AT y ✁ F T y3 � z ✏ c

y ➙ 0, y3 ➙ 0, z ➙ 0

, (4.16)

onde z é a variável de folga.

Destarte, os problemas primal e dual na forma padrão trabalhados são os

apresentados em (4.15) e (4.16), respectivamente.

As condições de complementaridade para os problemas primal (4.15) e dual

(4.16) analisados são XZe ✏ 0, WY e ✏ 0 e V Y3e ✏ 0, onde X, Z, W , V e Y3 são

matrizes diagonais cujas diagonais principais são formadas pelo vetores x, z, w, v e y3,

respectivamente e, Y é a matriz diagonal cuja diagonal principal é formada pelo vetor Gy.
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Assim, as condições de otimalidade para os problemas primal (4.15) e dual

(4.16) apresentados são dadas por:

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

Ax✁GT w ✁ b ✏ 0 ♣x, wq ➙ 0

Fx� v ✁ u ✏ 0 ♣x, vq ➙ 0

AT y ✁ F T y3 � z ✁ c ✏ 0 ♣y, y3, zq ➙ 0

XZe ✏ 0

WY e ✏ 0

V Y3e ✏ 0

.

Aplicando o Método Primal Dual para este problema, conforme descrito na

Seção 3.3, o seguinte sistema linear é encontrado:

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

A 0 0 0 ✁GT 0

F 0 0 0 0 I

0 AT ✁F T I 0 0

Zk 0 0 Xk 0 0

0 W k 0 0 Y k 0

0 0 V k 0 0 Y k
3

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

dxk

dyk

dyk
3

dzk

dwk

dvk

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

rk
p

rk
u

rk
d

rk
c

rk
i

rk
b

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

,

que pode ser escrito como:

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

Adxk ✁GT dwk ✏ rk
p

Fdxk � dvk ✏ rk
u

AT dyk ✁ F T dyk
3
� dzk ✏ rk

d

Zkdxk �Xkdzk ✏ rk
c

W kdyk � Y kdwk ✏ rk
i

V kdyk
3
� Y k

3
dvk ✏ rk

b

, (4.17)

onde rk
c ✏ µke✁XkZke, rk

i ✏ µke✁W kY ke e rk
b ✏ µke✁V kY k

3
e. Isolando dvk, dzk, dwk e

dyk
3

da segunda, quarta, quinta e sexta igualdade do sistema linear (4.17), respectivamente,

tem-se:

dvk ✏ rk
u ✁ Fdxk

dzk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
c ✁ Zkdxkq

dwk ✏ ♣Y kq✁1♣rk
i ✁W kdykq

dyk
3
✏ ♣V kq✁1♣rk

b ✁ Y k
3

dvkq.
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Deste modo, basta aplicar os valores encontrados para dvk, dzk, dwk e dyk
3

no

que restou do sistema (4.17), de maneira a obter:

★
Adxk ✁ GT dwk ✏ rk

p

AT dyk ✁ F T dyk
3
� dzk ✏ rk

d

,

★
Adxk � GT ♣Y kq✁1W kdyk ✏ rk

p � GT ♣Y kq✁1rk
i

AT dyk ✁ ♣F T ♣V kq✁1Y k
3

F � ♣Xkq✁1Zkqdxk ✏ rk
d ✁ ♣Xkq✁1rk

c � F T ♣V kq✁1♣rk
b ✁ Y k

3
rk

uq
.

Seja Dk ✏ ♣Xkq✁1Zk � F T ♣V kq✁1Y k
3

F e Ek ✏ GT ♣Y kq✁1W k, então o sistema

fica:

★
Adxk � Ekdyk ✏ rk

p � GT ♣Y kq✁1rk
i

AT dyk ✁ Dkdxk ✏ rk
d � F T ♣V kq✁1rk

b ✁ ♣Xkq✁1rk
c ✁ F T ♣V kq✁1Y k

3
rk

u

, (4.18)

o que forma o seguinte sistema aumentado para o problema com desigualdades e algumas

variáveis canalizadas:

✄
✁Dk AT

A Ek

☛✄
dxk

dyk

☛
✏
✄

rk
d � F T ♣V kq✁1rk

b ✁ ♣Xkq✁1rk
c ✁ F T ♣V kq✁1Y k

3
rk

u

rk
p � GT ♣Y kq✁1rk

i

☛
,

onde o complemento de Schur (MEYER, 2000) em relação à ✁Dk é dado por:

Sk ✏ Ek ✁ A♣✁Dkq✁1AT ✏ A♣Dkq✁1AT � Ek.

Isolando dxk na segunda equação do sistema (4.18), obtém-se:

dxk ✏ ♣Dkq✁1♣AT dyk ✁ rk
d ✁ F T ♣V kq✁1rk

b � ♣Xkq✁1rk
c � F T ♣V kq✁1Y k

3
rk

uq

e, isolando dyk na primeira equação do sistema (4.18) e utilizando o valor de dxk encontrado,

chega-se na expressão para dyk tal que:
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dyk ✏ ♣A♣Dkq✁1AT �Ekq✁1♣A♣Dkq✁1♣rk
d�F T ♣V kq✁1rk

b ✁♣Xkq✁1rk
c ✁F T ♣V kq✁1Y k

3
rk

uq�rk
p�

�GT ♣Y kq✁1rk
i q

ou, utilizando o complemento de Schur em relação à ✁Dk,

Skdyk ✏ A♣Dkq✁1♣rk
d � F T ♣V kq✁1rk

b ✁ ♣Xkq✁1rk
c ✁ F T ♣V kq✁1Y k

3
rk

uq � rk
p � GT ♣Y kq✁1rk

i ,

de onde obtém-se dyk.

Deve-se ressaltar que nos quatro cenários abordados, nas Seções (4.1) à (4.4),

as matrizes Sk definidas como:

Sk ✏ A♣Dkq✁1AT � Ek (4.19)

têm a mesma estrutura, sendo Dk e Ek matrizes diagonais.

A escolha do uso do complemento de Schur dentro do processo se deve ao fato

de que a matriz Sk dada por (4.19) é simétrica definida positiva, o que pode oferecer

vantagens computacionais.

Além disso, é conveniente observar que quando os problema descritos nas Seções

(4.1) à (4.4) são resolvidos na forma padrão, obtida com a inserção de variáveis de folga ou

de excesso como descrito na Seção 1.3, Ek presente na equação (4.19) é dado por Ek ✏ 0.

A seguir, é apresentado um pseudocódigo relativo ao que foi exposto nesta

Seção e que serviu de base para a criação do código tema deste trabalho, denominado

Código Geral.
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Algoritmo 6 – Código Geral
Dados: ♣x0, w0, v0, z0, y0, y0

3
q → 0

1 para k ✏ 0, 1, . . . , max iterações faça
2 Cálculo dos resíduos primais:
3 rk

p ✏ b✁ Axk �GT wk

4 rk
u ✏ u✁ Fxk ✁ vk

5 Cálculo do resíduo dual:
6 rk

d ✏ c✁ AT yk � F T yk
3
✁ zk

7 Cálculo do resíduo afim:
8 rk

c ✏ ✁XkZke

9 rk
i ✏ ✁W kY ke

10 rk
b ✏ ✁V kY k

3
e

11 Cálculo do gap:
12 γk ✏ ♣xkqT zk � ♣wkqT yk � ♣vkqT yk

3

13 Cálculo das direções afim escala:
14 d̂yk ✏ ♣A♣Dkq✁1AT � Ekq✁1♣A♣Dkq✁1♣rk

d � F T ♣V kq✁1rk
b ✁ ♣Xkq✁1rk

c ✁
F T ♣V kq✁1Y k

3
rk

uq � rk
p �GT ♣Y kq✁1rk

i q
15 d̂xk ✏ ♣Dkq✁1♣AT d̂yk ✁ rk

d ✁ F T ♣V kq✁1rk
b � ♣Xkq✁1rk

c � F T ♣V kq✁1Y k
3

rk
uq

16 d̂wk ✏ ♣Y kq✁1♣rk
i ✁W kd̂ykq

17 d̂zk ✏ ♣Xkq✁1♣rk
c ✁ Zkd̂xkq

18 d̂vk ✏ rk
u ✁ F d̂xk

19 d̂yk
3
✏ ♣V kq✁1♣rk

b ✁ Y k
3

d̂vkq
20 Cálculo do tamanho do passo primal:

21 α̂k
px ✏ min

✄
1, τmin

★
✁ xk

j

d̂xk
j

tal que d̂xk
j ➔ 0

✰☛

22 α̂k
pw ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ wk

h

d̂wk
h

tal que d̂wk
h ➔ 0

✯✡

23 α̂k
pv ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ vk

l

d̂vk
l

tal que d̂vk
l ➔ 0

✯✡
24 α̂k

p ✏ min
�
α̂k

px, α̂k
pw, α̂k

pv

✟
25 Cálculo do tamanho do passo dual:

26 α̂k
dz ✏ min

✄
1, τmin

★
✁ zk

j

d̂zk
j

tal que d̂zk
j ➔ 0

✰☛

27 α̂k
dy ✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ yk

h

d̂yk
h

tal que d̂yk
h ➔ 0

✯✡

28 α̂k
dy3

✏ min

✄
1, τmin

★
✁ yk

3l

d̂yk
3l

tal que d̂yk
3l
➔ 0

✰☛

29 α̂k
d ✏ min

�
α̂k

dz, α̂k
dy, α̂k

dy3

✟
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29

30 Cálculo do parâmetro de centralidade:
31 γ̂k ✏

♣x� α̂k
p d̂xkqT ♣z� α̂k

dd̂zkq�♣w� α̂k
p d̂wkqT ♣y� α̂k

dd̂ykq�♣v� α̂k
p d̂vkqT ♣y3� α̂k

dd̂yk
3
q

32 µk ✏
✂

γ̂k

γk

✡2 ✂
γ̂k

♣n� p� qq
✡

33 ou

34 µk ✏
✂

γk

♣n� p� qq2
✡

35 ou

36 µk ✏
✂

γk

♣n� p� qq
✡2

, se γ ➔ 1 e µk ✏
✂

γ̂k

γk

✡2 ✂
γ̂k

♣n� p� qq
✡

, caso contrário

37 Cálculo do resíduo de centralidade final:
38 rk

c2
✏ µke� rk

c ✁ D̂k
xD̂k

z e

39 rk
i2 ✏ µke� rk

i ✁ D̂k
wD̂k

ye

40 rk
b2
✏ µke� rk

b ✁ D̂k
vD̂k

y3
e

41 Cálculo das direções finais:
42 dyk ✏ ♣A♣Dkq✁1AT � Ekq✁1♣A♣Dkq✁1♣rk

d � F T ♣V kq✁1rk
b2
✁ ♣Xkq✁1rk

c2
✁

F T ♣V kq✁1Y k
3

rk
uq � rk

p �GT ♣Y kq✁1rk
i2q

43 dxk ✏ ♣Dkq✁1♣AT dyk ✁ rk
d ✁ F T ♣V kq✁1rk

b2
� ♣Xkq✁1rk

c2
� F T ♣V kq✁1Y k

3
rk

uq
44 dwk ✏ ♣Y kq✁1♣rk

i2 ✁W kdykq
45 dzk ✏ ♣Xkq✁1♣rk

c2
✁ Zkdxkq

46 dvk ✏ rk
u ✁ Fdxk

47 dyk
3
✏ ♣V kq✁1♣rk

b2
✁ Y k

3
dvkq

48 Cálculo do tamanho do passo primal:

49 αpxk ✏ min
✂

1, τmin
✧
✁ xk

j

dxk
j

tal que dxk
j ➔ 0

✯✡

50 αpwk ✏ min
✂

1, τmin
✧
✁ wk

h

dwk
h

tal que dwk
h ➔ 0

✯✡

51 αpvk ✏ min
✂

1, τmin
✧
✁ vk

l

dvk
l

tal que dvk
l ➔ 0

✯✡
52 αk

p ✏ min
�
αpxk, αpwk, αpvk

✟
53 Cálculo do tamanho do passo dual:

54 αdzk ✏ min
✂

1, τmin
✧
✁ zk

j

dzk
j

tal que dzk
j ➔ 0

✯✡

55 αdyk ✏ min
✂

1, τmin
✧
✁ yk

h

dyk
h

tal que dyk
h ➔ 0

✯✡

56 αdyk
3
✏ min

✂
1, τmin

✧
✁ yk

3l

dyk
3l

tal que dyk
3l
➔ 0

✯✡
57 αk

d ✏ min
�
αdzk, αdyk, αdyk

3

✟
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57

58 Atualização do ponto corrente:
59 xk�1 Ð xk � αk

pdxk

60 yk�1 Ð yk � αk
ddyk

61 zk�1 Ð zk � αk
ddzk

62 wk�1 Ð wk � αk
pdwk

63 vk�1 Ð vk � αk
pdvk

64 yk�1

3
Ð yk

3
� αk

ddyk
3

65 Critério de Convergência:

66

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

⑥b ✁ Axk � GT wk⑥
⑥b⑥ � 1

↕ ε

⑥u ✁ Fxk ✁ vk⑥
⑥u⑥ � 1

↕ ε

⑥c ✁ AT yk � F T yk
3
✁ zk⑥

⑥c⑥ � 1
↕ ε

♣xkqT zk � ♣wkqT yk � ♣vkqT yk
3

⑤cT x⑤ � ✞✞bT yk ✁ uT yk
3

✞✞� 1
↕ ε

67 fim

No próximo Capítulo, há a descrição teórica da elaboração do ponto inicial

utilizado no Código Geral.



78

5 Ponto Inicial para Resolução de Problemas

de Programação Linear Através de Méto-

dos de Pontos Interiores

Seja um Problema de Programação Linear (PPL) primal dado por:

(Primal)

Minimizar cT x

Sujeito a Ax ✏ b

x ➙ 0

(5.1)

e, a ele associado, um PPL dual na forma padrão expresso por:

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar bT y

Sujeito a AT y � z ✏ c

y livre, z ➙ 0

, (5.2)

onde z é a variável de folga.

De acordo com os problemas (5.1) e (5.2) e seus dados, o ponto inicial dado

por (x0, z0) a ser empregado para iniciar a resolução de um PPL através de algum Método

de Pontos Interiores, pode ser estimado como exposto a seguir (MEHROTRA, 1992a;

MEHROTRA, 1992b), onde os pontos x0 e z0 tendem a ter valores similares, de modo que

são pontos mais centralizados e menos infactíveis.
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x̃ ✏ AT ♣AAT q✁1b

ỹ ✏ ♣AAT q✁1Ac

z̃ ✏ c✁ AT ỹ

2

δp ✏ max
✧
✁3

2
minx̃j; 0.01

✯

δd ✏ max
✧
✁3

2
minz̃j; 0.01

✯

αp ✏ δp � 1
2
♣x̃� δpeqT ♣z̃ � δdeq

♣z̃ � δdeqT e

αd ✏ δd � 1
2
♣x̃� δpeqT ♣z̃ � δdeq

♣x̃� δpeqT e

x0 ✏ x̃� αpe → 0

z0 ✏ z̃ � αde → 0,

(5.3)

sendo j ✏ 1, 2, . . . , n e e um vetor unitário de dimensão n.

Todavia, como o objetivo principal deste trabalho era desenvolver um código

apto a resolver um PPL com restrições de igualdades e desigualdades e com variáveis

canalizadas sem a inserção de variáveis de folga e excesso, a forma de determinar o ponto

inicial foi reelaborada (como apresentado na Seção 5.1), uma vez que os PPL’s primal

e dual que servem de esteio para sua estimava são baseados nos PPL’s primal e dual

apresentados na Seção 4.4 do Capítulo 4.
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5.1 Ponto Inicial para Resolução de Problemas de Programação Li-

near com Restrições de Igualdades e Desigualdades e Algumas

Variáveis Canalizadas

Nesta Seção é apresentado o desenvolvimento do ponto inicial a ser utilizado

no código que tem como propósito, resolver um PPL com restrições de igualdades e

desigualdades e algumas variáveis canalizadas.

5.1.1 Pontos Primais

O problema (4.15) apresentado na Seção 4.4, que representa um PPL com

restrições de igualdades e desigualdades e algumas variáveis canalizadas na forma padrão,

pode ser reescrito do seguinte modo:

(Primal - Forma Padrão)

Minimizar cT x

Sujeito a

✓
A ✁GT 0

F 0 I

✛✔✖✕
x

w

v

✜
✣✢ ✏

✓
b

u

✛

x ➙ 0, w ➙ 0, v ➙ 0

. (5.4)

Seja Ã ✏
✓

A ✁GT 0

F 0 I

✛
, x̃ ✏

✔
✖✕

x

w

v

✜
✣✢, b̃ ✏

✓
b

u

✛
e c̃ ✏

✔
✖✕

c

0

0

✜
✣✢, o PPL

(5.4) é equivalente ao problema:

(Primal - Forma Padrão)

Minimizar c̃T x̃

Sujeito a Ãx̃ ✏ b̃

x̃ ➙ 0

. (5.5)
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O problema (5.5) é bastante semelhante ao problema (5.1), de modo que

baseado no exposto no início deste Capítulo a cerca da definição de ponto inicial, pode-se

considerar que o vetor x̃ relativo a este problema é dado por:

x̃ ✏ ÃT ♣ÃÃT q✁1b̃. (5.6)

Deste modo, seja g ✏ ♣ÃÃT q✁1b̃. Então, tem-se:

♣ÃÃT qg ✏ b̃. (5.7)

O sistema (5.7) poderia ser resolvido realizando a fatoração de Cholesky de

ÃÃT . Entretanto, uma forma mais eficiente de solução foi utilizada e é apresentada a

seguir.

Como Ã ✏
✓

A ✁GT 0

F 0 I

✛
, a expressão ÃÃT é dada por:

ÃÃT ✏
✓

A ✁GT 0

F 0 I

✛✔✖✕
AT F T

✁G 0

0 I

✜
✣✢ ✏

✓
AAT � GT G AF T

FAT FF T � I

✛
,

ÃÃT ✏
✓

AAT � GT G AF T

FAT 2I

✛
. (5.8)

Além disso, considerando g como g ✏
✓

g1

g2

✛
e de (5.7), obtém-se o seguinte

sistema:

✓
AAT � GT G AF T

FAT 2I

✛✓
g1

g2

✛
✏
✓

b

u

✛
,

que pode ser escrito como:

★
♣AAT � GT Gqg1 � AF T g2 ✏ b

FAT g1 � 2Ig2 ✏ u
,
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★
♣AAT � GT Gqg1 � AF T g2 ✏ b

FAT g1 � 2g2 ✏ u
. (5.9)

Isolando g2 na segunda equação do sistema (5.9), obtém-se:

g2 ✏ 1
2
♣u ✁ FAT g1q

e, aplicando este valor de g2 na primeira equação do sistema (5.9), chega-se em:

✂
A

✂
I ✁ 1

2
F T F

✡
AT � GT G

✡
g1 ✏ b ✁ 1

2
AF T u,

onde o valor de g1 é obtido através da fatoração de Cholesky de

✂
A

✂
I ✁ 1

2
F T F

✡
AT � GT G

✡
. (5.10)

Esta é a vantagem sobre a resolução através da fatoração de Cholesky de ÃÃT

mencionada anteriormente, já que g2 pode ser eliminado do sistema.

Além disso, é interessante observar que a matriz expressa por (5.10) tem a

mesma estrutura das matrizes Sk dadas no Capítulo 3, uma vez que F T F e GT G são

matrizes diagonais.

Com os valores de g1 e g2 assim obtidos e da expressão x̃ ✏ ÃT g determinada

a partir de (5.6) e de (5.7), define-se o vetor x̃ relativo ao problema (5.4) como:

x̃ ✏

✔
✖✕

AT F T

✁G 0

0 I

✜
✣✢
✓

g1

g2

✛
,

x̃ ✏

✔
✖✕

AT g1 � F T g2

✁Gg1

g2

✜
✣✢ .
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5.1.2 Pontos Duais

Para definir os vetores ỹ e z̃, foi utilizado a versão dual do problema (5.4),

expressa a seguir:

(Dual)

Maximizar bT y � uT ỹ3

Sujeito a AT y � F T ỹ3 ↕ c

✁Gy ↕ 0

ỹ3 ↕ 0

y livre, ỹ3 livre

,

que pode ser escrita de maneira equivalente como:

(Dual)

Minimizar bT y � uT ỹ3

Sujeito a

✔
✖✕

AT F T

✁G 0

0 I

✜
✣✢
✓

y

ỹ3

✛
↕

✔
✖✕

c

0

0

✜
✣✢

y livre, ỹ3 livre

.

Transformando este problema para a sua forma padrão, obtém-se:

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar bT y � uT ỹ3

Sujeito a AT y � F T ỹ3 � z1 ✏ c

✁Gy � z2 ✏ 0

ỹ3 � z3 ✏ 0

y livre, ỹ3 livre, z1 ➙ 0, z2 ➙ 0, z3 ➙ 0

,

onde z1, z2 e z3 são variáveis de folga e, que corresponde à
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(Dual - Forma Padrão)

Minimizar bT y � uT ỹ3

Sujeito a

✔
✖✕

AT F T

✁G 0

0 I

✜
✣✢
✓

y

ỹ3

✛
�

✔
✖✕

z1

z2

z3

✜
✣✢ ↕

✔
✖✕

c

0

0

✜
✣✢

y livre, ỹ3 livre, z1 ➙ 0, z2 ➙ 0, z3 ➙ 0

. (5.11)

Seja ÃT ✏

✔
✖✕

AT F T

✁G 0

0 I

✜
✣✢, ỹ ✏

✓
y

ỹ3

✛
e z̃ ✏

✔
✖✕

z1

z2

z3

✜
✣✢, o PPL (5.11) é equiva-

lente ao problema abaixo.

(Dual - Forma Padrão)

Maximizar b̃T ỹ

Sujeito a ÃT ỹ � z̃ ✏ c̃

y livre, z̃ ➙ 0

. (5.12)

O problema (5.12) é bastante semelhante ao problema (5.2), de modo que

baseado no exposto no início deste Capítulo a cerca da definição de ponto inicial, pode-se

considerar que o vetor ỹ relativo a este problema é dado por:

ỹ ✏ ♣ÃÃT q✁1Ãc̃. (5.13)

Deste modo, seja f ✏ Ãc̃. Então, tem-se:

f ✏ Ãc̃ ✏
✓

A ✁GT 0

F 0 I

✛✔✖✕
c

0

0

✜
✣✢ ✏

✓
Ac

Fc

✛
. (5.14)
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Com o valor de f assim obtido e da expressão ỹ ✏ ♣ÃÃT q✁1f determinada a

partir de (5.13) e (5.14), define-se o vetor ỹ relativo ao problema (5.11) por:

♣ÃÃT qỹ ✏ f. (5.15)

Novamente, o sistema (5.15) poderia ser resolvido realizando a fatoração de

Cholesky de ÃÃT . Entretanto, uma forma mais eficiente de solução foi utilizada e é

apresentada a seguir.

De (5.8), (5.14) e (5.15) obtém-se o seguinte sistema:

✓
AAT � GT G AF T

FAT 2I

✛✓
y

ỹ3

✛
✏
✓

Ac

Jc

✛
,

que pode ser escrito como:

★
♣AAT � GT Gqy � AF T ỹ3 ✏ Ac

FAT y � 2Iỹ3 ✏ Jc
.

Considerando y3 ✏ ✁ỹ3, tem-se:

★
♣AAT � GT Gqy ✁ AF T y3 ✏ Ac

FAT y ✁ 2y3 ✏ Jc
. (5.16)

Isolando y3 na segunda equação do sistema (5.16), obtém-se:

y3 ✏ 1
2

F ♣AT y ✁ cq

e, aplicando este valor de y3 na primeira equação do sistema (5.16), chega-se em:

✂
A

✂
I ✁ 1

2
F T F

✡
AT � GT G

✡
y ✏ A

✂
I ✁ 1

2
F T F

✡
c,
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onde o valor de y é obtido através da fatoração de Cholesky já calculada de

✂
A

✂
I ✁ 1

2
F T F

✡
AT �GT G

✡
,

visto que esta matriz é idêntica à matriz dada por (5.10).

Esta é a vantagem sobre a resolução através da fatoração de Cholesky de ÃÃT

mencionada anteriormente, já que y3 pode ser eliminado do sistema.

Com os valores de y e y3 assim obtidos, define-se então, o vetor ỹ relativo ao

problema (5.11).

De modo análogo, pela semelhança do problema (5.12) com o problema (5.2) e

baseado no exposto no início deste Capítulo a cerca da definição de ponto inicial, pode-se

considerar que o vetor z̃ relativo ao problema (5.11) é dado por:

z̃ ✏ c̃✁ ÃT ỹ

2
,

de modo a obter:

z̃ ✏ 1
2

✔
✖✕
✔
✖✕

c

0

0

✜
✣✢✁

✔
✖✕

AT F T

✁G 0

0 I

✜
✣✢
✓

y

ỹ3

✛✜✣✢ .

Como y3 ✏ ✁ỹ3, então:

z̃ ✏ 1
2

✔
✖✕

c✁ AT y � F T y3

Gy

y3

✜
✣✢ .

Desta maneira, define-se o vetor z̃ pertinente ao problema (5.11).
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5.1.3 Ponto Inicial

Com os vetores x̃, ỹ e z̃ assim obtidos, deve-se calcular δp, δd, αp, αd, x0 e z0,

em conformidade com (5.3).

Os vetores x0 e z0 encontrados desta forma, representam os pontos iniciais

primais e duais, respectivamente.

Portanto, os pontos iniciais x, w, v, y, y3 e z a serem utilizados no código que

soluciona PPL’s com restrições de igualdades e desigualdades e com algumas variáveis

canalizadas, como apresentado nos problemas dados por (4.15) e (4.16) na Seção 4.4, são

definidos através da partição dos vetores x0 e z0 como apresentado a seguir:

x0 ✏

✔
✖✕

x

w

v

✜
✣✢ ,

onde x, w e v têm dimensões n, p e q, respectivamente e,

z0 ✏

✔
✖✕

z

y

y3

✜
✣✢ ,

onde z, y e y3 têm dimensões n, p e q, respectivamente.

No próximo Capítulo, há os dados provenientes dos testes numéricos realizados

para testar os quatro códigos criados, bem como suas análises.
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6 Testes Numéricos

No Capítulo 4, foram expostos quatro diferentes formas de representação de

Problemas de Programação Linear (PPL) que não estão na forma padrão. Primeiramente,

apresentou-se um problema em que todas as restrições são desigualdades (do tipo maior

ou igual), em seguida, um problema em que todas as restrições são desigualdades (do

tipo maior ou igual) e todas as variáveis são canalizadas, na sequência, um problema em

que todas as restrições são desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas variáveis

(mas não todas) são canalizadas e, por fim, um problema em que parte das restrições são

igualdades e parte são desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas variáveis (mas

não todas) são canalizadas.

Normalmente, um PPL é transformado para a sua forma padrão para que

possa ser iniciada sua resolução. O objetivo deste estudo era criar um código apto a

resolver um PPL com as características citadas no parágrafo anterior, porém, sem que

fosse necessário inserir as variável de folga e③ou excesso no problema antes de principiar a

resolução. Sucintamente, o intuito era resolver um PPL que não está na forma padrão sem

transformá-lo para esta configuração.

Destarte, inicialmente analisou-se o caso de um PPL em que todas as restrições

são desigualdades (do tipo maior ou igual). Como mostrado na Seção 4.1, houve a inserção

da variável de excesso e, em seguida, encontrou-se sua forma dual que com a variável de

folga introduzida, obteve-se as versões primal e dual do PPL em sua forma padrão. A

partir destas versões, o estudo foi desenvolvido de modo a obter todas as conjunturas

essenciais para o desempenho satisfatório do Método Preditor-Corretor, como as condições

de otimalidade e o cálculo das direções, necessárias dentro do funcionamento do referido

método, como foi apresentado no transcorrer da Seção 4.1, possibilitando deste modo a

criação de um código apto a resolver um PPL em que todas as restrições são desigualdades

(do tipo maior ou igual), sem a necessidade de transformá-lo para a forma padrão.

Na sequência, de maneira análoga ao que foi descrito no parágrafo anterior e,

pelo o que foi exposto no decorrer da Seção 4.2, criou-se um outro código capaz de resolver

um PPL em que todas as restrições são desigualdades (do tipo maior ou igual) e todas as

variáveis são canalizadas, sem a inserção de variáveis de folga e excesso. Neste caso, as

variáveis canalizadas foram tratadas como restrições.

De modo semelhante, em seguida, criou-se um código hábil a resolver um

PPL em que todas as restrições são desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas

variáveis (mas não todas) são canalizadas, sem a introdução de variáveis de folga e excesso,

baseando-se no exposto na Seção 4.3. Desta vez, as variáveis canalizadas também foram
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tratadas como restrições.

Por fim, com procedimentos similares, criou-se o código que fomentou o desen-

volvimento deste estudo e que é apto a resolver um PPL em que parte das restrições são

igualdades e parte são desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas variáveis (mas

não todas) são canalizadas, sem o emprego das variáveis de folga e excesso e, portanto,

sem que fosse transformado para a forma padrão. Novamente, as variáveis canalizadas

foram tratadas como restrições. Conforme citado na Seção 4.4, este código foi denominado

Código Geral.

É importante salientar que os quatro códigos foram criados no software MA-

TLAB (MATLAB, 7.10 R2010) e, os sistemas lineares presentes neles, foram resolvidos

fazendo uso da fatoração de Cholesky (MEYER, 2000).

A cada código desenvolvido, testes numéricos foram realizados para testar sua

funcionalidade, resolvendo PPL’s com as estruturas intrínsecas a cada código. O intuito

era que os resultados assim obtidos, tivessem os mesmos valores da solução ótima dos

problemas resolvidos na forma padrão. Foram testados PPL’s significativamente pequenos

com duas ou três variáveis, por exemplo, e problemas da Netlib (NETLIB, 2020) que

apresentavam características apropriadas para serem testados pelos códigos.

Neste Capítulo, apresentam-se os testes númericos relativos aos quatros códigos

criados, bem como suas análises. Na Seção 6.4, há uma comparação entre as resoluções de

PPL’s usando o código que é o escopo deste trabalho (Código Geral) e suas resoluções

através de um código que resolve estes PPL’s com as restrições já inicialmente na forma

padrão, denominado Código Padrão.

6.1 Testes Numéricos para Problemas em que Todas as Restrições

são Desigualdades

Nesta Seção, apresentam-se os testes numéricos relativos ao código criado para

resolver PPL’s que minimizam a função objetivo e possuem todas as restrições em forma

de desigualdades do tipo maior ou igual sem transformá-los para a forma padrão.

Assim, inicialmente, considerou-se um problema pequeno dado pelo Exemplo

6.1 a seguir (BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2010).
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Exemplo 6.1.

Minimizar ✁x1 ✁ 3x2

Sujeito a x1 ✁ 2x2 ➙ ✁4

✁x1 ✁ x2 ➙ ✁4

x1 ➙ 0, x2 ➙ 0.

Por ser um problema de apenas duas variáveis, pode ser facilmente resolvido

através da resolução gráfica, por exemplo. A solução ótima para este problema é x1 ✕
1, 3333, x2 ✕ 2, 6667 e o valor ótimo da função objetivo é de, aproximadamente, ✁9, 3333.

Ao resolver este problema através do código implementado, chegou-se a mesma

solução ótima, mostrando que este código funciona para problemas pequenos que possuem

as características a que se propõe.

Este problema tem dimensão 2 ✂ 2. Porém, se tivesse sido resolvido em sua

forma padrão, sua dimensão seria 2✂ 4. �

Além deste problema pequeno, procurou-se analisar se o código resolveria um

problema significativamente maior com as particularidades necessárias para utilizá-lo,

como mostrado a seguir através do Exemplo 6.2.

Exemplo 6.2. Este exemplo é composto por um problema teste da Netlib e é identificado

como israel. É um problema de pequeno porte, possuindo 142 variáveis que são não

negativas e 174 restrições do tipo menor ou igual. O valor ótimo para a função objetivo é

dado por ✁8.966448216 ☎ 105.

Ao resolver este problema através do código implementado, chegou-se a um valor

ótimo para a função objetivo bastante semelhante. Isto mostra que este código também

funciona para problemas de maior porte que possuem as características apropriadas para

o seu funcionamento.

Observa-se que este problema tem dimensão 174✂ 142. Porém, se tivesse sido

resolvido em sua forma padrão, sua dimensão seria 174✂ 316. �
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6.2 Testes Numéricos para Problemas em que Todas as Restrições

são Desigualdades e Todas as Variáveis são Canalizadas

Nesta Seção, apresenta-se o teste numérico relativo ao código criado para

resolver PPL’s que minimizam a função objetivo e possuem todas as restrições em forma

de desigualdades do tipo maior ou igual e que todas as variáveis são canalizadas, sem

transformá-los para a forma padrão.

Assim, considerou-se um problema pequeno dado pelo Exemplo 6.3 a seguir.

Exemplo 6.3.

Minimizar ✁2x1 ✁ 3x2

Sujeito a ✁x1 ✁ x2 ➙ ✁8

✁x1 ✁ 2x2 ➙ ✁10

0 ↕ x1 ↕ 3

0 ↕ x2 ↕ 4.

Por ser um problema de apenas duas variáveis, pode ser facilmente resolvido

através da resolução gráfica, por exemplo. A solução ótima para este problema é x1 ✏ 3,

x2 ✏ 3, 5 e o valor ótimo da função objetivo é de ✁16, 5.

Ao resolver este problema através do código implementado, chegou-se a mesma

solução ótima, mostrando que este código funciona para problemas pequenos que possuem

as características a que se propõe.

Este problema tem dimensão 4 ✂ 2. Porém, se tivesse sido resolvido em sua

forma padrão, sua dimensão seria 4✂ 6. �

6.3 Testes Numéricos para Problemas em que Todas as Restrições

são Desigualdades e Algumas Variáveis são Canalizadas

Nesta Seção, apresenta-se o teste numérico relativo ao código criado para

resolver PPL’s que minimizam a função objetivo e possuem todas as restrições em forma

de desigualdades do tipo maior ou igual e que algumas variáveis (mas não todas) são

canalizadas, sem transformá-los para a forma padrão.

Assim, considerou-se um problema pequeno dado pelo Exemplo 6.4 a seguir.
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Exemplo 6.4.

Minimizar ✁ x1 ✁ 2x2 ✁ x3

Sujeito a ✁ x1 ✁ x2 ✁ x3 ➙ ✁12

x1 ✁ x2 ➙ ✁2

x1 ✁ 2x2 ➙ ✁8

0 ↕ x3 ↕ 3

x1 ➙ 0, x2 ➙ 0.

Por ser um problema de apenas três variáveis, pode ser facilmente resolvido

através do Método Simplex e de um tableu, por exemplo. A solução ótima para este

problema é x1 ✕ 5, 3333, x2 ✕ 6, 6667, x3 ✏ 0 e o valor ótimo da função objetivo é de,

aproximadamente, ✁18, 6667.

Ao resolver este problema através do código implementado, chegou-se a mesma

solução ótima, mostrando que este código funciona para problemas pequenos que possuem

as características a que se propõe.

Este problema tem dimensão 4 ✂ 3. Porém, se tivesse sido resolvido em sua

forma padrão, sua dimensão seria 4✂ 7. �

6.4 Testes Numéricos para Problemas em que as Restrições são de

Igualdades e Desigualdades e Algumas Variáveis são Canaliza-

das

Nesta Seção, apresentam-se os testes numéricos relativos ao Código Geral.

Assim, considerou-se um problema pequeno dado pelo Exemplo 6.5 a seguir.

Exemplo 6.5.

Minimizar ✁ x1 ✁ 3x2

Sujeito a 2x1 ✁ x2 ➙ ✁4

x1 ✁ 2x2 ✏ ✁6

✁ x1 ✁ x2 ➙ ✁6

0 ↕ x1 ↕ 3

x1 ➙ 0.
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Por ser um problema de apenas duas variáveis, pode ser facilmente resolvido

através da resolução gráfica, por exemplo. A solução ótima para este problema é x1 ✏ 2,

x2 ✏ 4 e o valor ótimo da função objetivo vale ✁14.

Ao solucionar este problema através do Código Geral, chegou-se a mesma

solução ótima, mostrando que este código funciona para problemas pequenos que possuem

as características apropriadas para o seu funcionamento.

Este problema tem dimensão 4 ✂ 2. Porém, se tivesse sido resolvido em sua

forma padrão, sua dimensão seria 4✂ 5. �

Além deste problema pequeno, procurou-se analisar se o código resolveria

problemas significativamente maiores com as particularidades necessárias para utilizá-lo.

Deste modo, buscou-se averiguar a funcionalidade do código ao resolver os problemas da

Netlib.

Destes, os que apresentavam restrições de igualdades e/ou desigualdades, além

de variáveis não negativas e possivelmente canalizadas, alcançavam um total de 59 proble-

mas a serem testados. O Código Geral solucionou corretamente 55 destes 59 problemas.

Os problemas scfxm1, ship12l e degen3 apenas foram resolvidos com a tolerância

aumentada para 1 ☎ 10✁7, 1 ☎ 10✁7 e 1 ☎ 10✁6, respectivamente. Os demais problemas foram

resolvidos com a tolerância de 1 ☎ 10✁8. Os 59 problemas foram testados usando no código

o valor de µk definido por (3.24), entretanto, os problemas sctap1, scfxm1, scfxm2, scfxm3,

ship12s, grow22 e degen3 tiveram sua solução obtida com o valor de µk dado por (3.23).

Contudo, os quatro problemas que não foram resolvidos são: scorpion, brandy, 25fv47 e

wood1p.

Após a avaliação do Código Geral fazendo uso dos problemas da Netlib, os 59

problemas analisados foram testados em um código semelhante ao citado nesta Seção, mas

com a diferença de que resolvia os problemas somente na forma padrão, isto é, o código

apenas funcionava se os problemas tivessem as variáveis de folga e excesso inseridas no

início do processo. A implementação deste novo código, que denominou-se Código Padrão,

seguiu basicamente o que foi descrito no pseudocódigo do Método Preditor-Corretor (5),

exposto na Seção 3.5. Deste modo, os problemas resolvidos pelo Código Padrão têm

dimensão superior se comparado à sua resolução através do Código Geral.

Dos 59 problemas da Netlib testados no Código Geral, 15 não foram resolvidos

pelo Código Padrão. São eles: kb2, scorpion, brandy, grow7, degen2, bnl1, grow15, grow22,

25fv47, ship08l, fit1d, degen3, fit2p, wood1p e fit2d.

Na Tabela 1 há a relação dos 55 PPL’s que foram resolvidos fazendo uso do

Código Geral e, posteriormente, usando o Código Padrão. Além disso, apresenta-se a
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dimensão dos problemas em ambas as abordagens. O sinal ✝ indica os dados pertinentes

ao Código Geral e onde não o houver é relativo ao Código Padrão. Na última coluna,

apresenta-se o aumento percentual do número de variáveis dos PPL’s resolvidos com o

Código Padrão em relação ao número de variáveis dos PPL’s resolvidos com o Código

Geral.

Problema Dimensão de A
✝ Dimensão de A Aumento do No de Variáveis (%)

1 afiro 27✂ 32 27✂ 51 59.38%

2 sc50b 50✂ 48 50✂ 78 62.50%

3 sc50a 50✂ 48 50✂ 78 62.50%

4 sc105 105✂ 103 105✂ 163 58.25%

5 kb2 43✂ 41 43✂ 68 65.85%

6 adlittle 56✂ 97 56✂ 138 42.27%

7 scagr7 129✂ 140 129✂ 185 32.14%

8 stocfor1 117✂ 111 117✂ 165 48.65%

9 blend 74✂ 83 74✂ 114 37.35%

10 sc205 205✂ 203 205✂ 317 56.16%

12 share2b 96✂ 79 96✂ 162 105.06%

14 lotfi 153✂ 308 153✂ 366 18.83%

15 share1b 117✂ 225 117✂ 253 12.44%

19 scagr25 471✂ 500 471✂ 671 34.20%

20 sctap1 300✂ 480 300✂ 660 37.50%

23 israel 174✂ 142 174✂ 316 122.54%

25 gfrdpnc 616✂ 1092 616✂ 1160 6.23%

26 scsd1 77✂ 760 77✂ 760 0%

28 agg 488✂ 163 488✂ 615 277.30%

29 bandm 305✂ 472 305✂ 472 0%

30 e226 223✂ 282 223✂ 472 67.38%

31 scfxm1 330✂ 457 330✂ 600 31.29%

32 grow7 140✂ 301 140✂ 301 0%

34 scrs8 490✂ 1169 490✂ 1275 9.08%

35 beaconfd 173✂ 262 173✂ 295 12.60%

40 degen2 444✂ 534 444✂ 757 41.76%

41 agg2 516✂ 302 516✂ 758 150.99%

42 agg3 516✂ 302 516✂ 758 150.99%

43 scsd6 147✂ 1350 147✂ 1350 0%

44 ship04s 402✂ 1458 402✂ 1506 3.29%

48 bnl1 643✂ 1175 643✂ 1586 34.98%

50 scfxm2 660✂ 914 660✂ 1200 31.29%

51 grow15 300✂ 645 300✂ 645 0%

53 fffff800 524✂ 854 524✂ 1028 20.37%

54 ship04l 402✂ 2118 402✂ 2166 2.27%

55 sctap2 1090✂ 1880 1090✂ 2500 32.98%

57 ship08s 778✂ 2387 778✂ 2467 3.35%
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59 scfxm3 990✂ 1371 990✂ 1800 31.29%

60 ship12s 1151✂ 2763 1151✂ 2869 3.84%

61 grow22 440✂ 946 440✂ 946 0%

62 stocfor2 2157✂ 2031 2157✂ 3045 49.93%

63 scsd8 397✂ 2750 397✂ 2750 0%

64 sctap3 1480✂ 2480 1480✂ 3340 34.68%

67 fit1p 627✂ 1677 627✂ 1677 0%

70 ship08l 778✂ 4283 778✂ 4363 1.87%

73 fit1d 24✂ 1026 24✂ 1049 2.24%

74 bnl2 2324✂ 3489 2324✂ 4486 28.58%

76 ship12l 1151✂ 5427 1151✂ 5533 1.95%

79 degen3 1503✂ 1818 1503✂ 2604 43.23%

80 truss 1000✂ 8806 1000✂ 8806 0%

83 d2q06c 2171✂ 5167 2171✂ 5831 12.85%

84 woodw 1098✂ 8405 1098✂ 8418 0.15%

86 fit2p 3000✂ 13525 3000✂ 13525 0%

87 stocfor3 16675✂ 15695 16675✂ 23541 49.99%

90 fit2d 25✂ 10500 25✂ 10524 0.23%

Tabela 1 – Dimensões de PPL’s resolvidos através do Código Geral

e do Código Padrão. Aumento percentual do número de

variáveis dos PPL’s resolvidos com o Código Padrão em

relação à resolução com o Código Geral.

Na Tabela 2 há o número de iterações em que os 55 PPL’s atingiram o valor

ótimo da função objetivo quando resolvidos fazendo uso do Código Geral e, posteriormente,

usando o Código Padrão. Novamente, o sinal ✝ indica os dados pertinentes ao Código Geral

e onde não o houver é relativo ao Código Padrão. A expressão máx refere-se aos problemas

que atingiram o máximo de iterações, considerado como duzentas em ambos os códigos.

Problema No de Iterações✝ No de Iterações

1 afiro 7 7

2 sc50b 7 7

3 sc50a 7 7

4 sc105 9 9

5 kb2 14 máx

6 adlittle 10 10

7 scagr7 14 14

8 stocfor1 15 15
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9 blend 10 10

10 sc205 10 10

12 share2b 12 12

14 lotfi 13 13

15 share1b 21 21

19 scagr25 15 15

20 sctap1 16 16

23 israel 23 23

25 gfrdpnc 16 16

26 scsd1 7 7

28 agg 36 36

29 bandm 15 15

30 e226 18 18

31 scfxm1 15 15

32 grow7 máx máx

34 scrs8 19 19

35 beaconfd 7 7

40 degen2 máx máx

41 agg2 19 19

42 agg3 18 18

43 scsd6 10 10

44 ship04s 11 11

48 bnl1 33 máx

50 scfxm2 21 20

51 grow15 máx máx

53 fffff800 42 42

54 ship04l 11 11

55 sctap2 11 11

57 ship08s 13 13

59 scfxm3 20 20

60 ship12s 15 15

61 grow22 máx máx

62 stocfor2 22 22

63 scsd8 10 10

64 sctap3 13 13

67 fit1p 19 16

70 ship08l 16 máx

73 fit1d 17 máx

74 bnl2 35 35

76 ship12l 14 14

79 degen3 40 máx

80 truss 18 18

83 d2q06c 28 28

84 woodw 73 77

86 fit2p 19 10
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87 stocfor3 31 31

90 fit2d 24 máx

Tabela 2 – Números de iterações de PPL’s resolvidos através do

Código Geral e do Código Padrão.

A fatoração de Cholesky das matrizes S e S✝ dadas por (3.22) e (4.19), respec-

tivamente, permite que os sistemas lineares presentes no Código Padrão e no Código Geral

possam ser resolvidos, como foi exposto nas Seções 3.5 e 4.4.

Na Tabela 3, há os números de condição das matrizes S✝ e S relativas aos 55

PPL’s resolvidos através do Código Geral e do Código Padrão, respectivamente. Os dados

coletados foram o da última iteração em comum para ambas as abordagens. Pelos números

apresentados, percebe-se que em 31 dos 55 problemas analisados, o número de condição de

S✝ foi menor que o número de condição de S.

Problema Número de Condição de S
✝ Número de Condição de S

1 afiro 5.88925651867 ☎ 1012 5.88925651860 ☎ 1012

2 sc50b 1.30806258725 ☎ 1030 1.30806258733 ☎ 1030

3 sc50a 1.90399731996 ☎ 1016 1.90399731953 ☎ 1016

4 sc105 7.07615606857 ☎ 1016 7.07615606730 ☎ 1016

5 kb2 8.30195363562 ☎ 1011 1.76239889122 ☎ 1018

6 adlittle 6.96821232418 ☎ 1019 6.96821232745 ☎ 1019

7 scagr7 1.34798786462 ☎ 1010 1.34798786241 ☎ 1010

8 stocfor1 3.70706614502 ☎ 1016 3.70705592772 ☎ 1016

9 blend 4.57449338817 ☎ 1019 4.57449339525 ☎ 1019

10 sc205 1.14415966973 ☎ 1021 1.14415966974 ☎ 1021

12 share2b 1.02795577894 ☎ 1017 1.02795575138 ☎ 1017

14 lotfi 9.42423312340 ☎ 1025 9.42435979592 ☎ 1025

15 share1b 6.44636526497 ☎ 1014 6.44639416333 ☎ 1014

19 scagr25 4.91606240854 ☎ 1015 4.91606230377 ☎ 1015

20 sctap1 6.07869599138 ☎ 1016 6.07929373460 ☎ 1016

23 israel 3.75024051018 ☎ 1015 3.75024112287 ☎ 1015

25 gfrdpnc 1.80872233418 ☎ 1031 5.49885209026 ☎ 1024

26 scsd1 1.50950010276 ☎ 1011 1.50950009778 ☎ 1011

28 agg 3.21820520537 ☎ 1026 3.21831375188 ☎ 1026

29 bandm 1.12765634547 ☎ 1024 1.12765635284 ☎ 1024

30 e226 7.75890330757 ☎ 1025 7.75890343666 ☎ 1025

31 scfxm1 6.14100606166 ☎ 1021 6.14100602956 ☎ 1021

32 grow7 4.72430891769 ☎ 1013 1.25890874948 ☎ 1030

34 scrs8 2.55462285344 ☎ 1032 2.55462299288 ☎ 1032
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35 beaconfd 2.03928598220 ☎ 1020 2.03928598208 ☎ 1020

40 degen2 4.04131163347 ☎ 1020 1.18945657477 ☎ 1044

41 agg2 1.50269649256 ☎ 1024 1.50269649968 ☎ 1024

42 agg3 5.94587063367 ☎ 1026 5.94587073060 ☎ 1026

43 scsd6 4.91723584722 ☎ 1012 4.91722410656 ☎ 1012

44 ship04s Inf Inf

48 bnl1 Inf Inf

50 scfxm2 1.20832798431 ☎ 1019 1.20833989846 ☎ 1019

51 grow15 6.91447795750 ☎ 1014 4.60707774484 ☎ 1023

53 fffff800 1.00175346324 ☎ 1038 1.00178360795 ☎ 1038

54 ship04l Inf Inf

55 sctap2 7.11398025367 ☎ 1014 7.11404626997 ☎ 1014

57 ship08s Inf Inf

59 scfxm3 1.21241645929 ☎ 1023 1.21241683416 ☎ 1023

60 ship12s Inf Inf

61 grow22 1.52337026798 ☎ 1012 5.06648435231 ☎ 1018

62 stocfor2 4.33253976397 ☎ 1022 4.19503773591 ☎ 1022

63 scsd8 2.85294199265 ☎ 1016 2.85251200254 ☎ 1016

64 sctap3 3.18515404755 ☎ 1028 3.94252361705 ☎ 1028

67 fit1p 2.31456081823 ☎ 1009 8.60608014330 ☎ 1010

70 ship08l Inf Inf

73 fit1d 2.54687301985 ☎ 1012 1.48258070119 ☎ 1011

74 bnl2 3.15499861837 ☎ 1042 3.15499867725 ☎ 1042

76 ship12l Inf Inf

79 degen3 1.10309407123 ☎ 1019 9.28346040186 ☎ 1023

80 truss 4.19280806506 ☎ 1016 4.19280825128 ☎ 1016

83 d2q06c 2.29213078257 ☎ 1037 2.29226302291 ☎ 1037

84 woodw 8.39440019168 ☎ 1026 1.93437759871 ☎ 1017

86 fit2p 2.45218991317 ☎ 107 3.86258014602 ☎ 106

87 stocfor3 1.26125078053 ☎ 1021 1.26179133019 ☎ 1021

90 fit2d 4.12318114326 ☎ 108 1.51875057167 ☎ 1010

Tabela 3 – Número de condição de S
✝ e de S de PPL’s resolvidos

através do Código Geral e do Código Padrão, respectiva-

mente.
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7 Considerações Finais

Na maioria das vezes, um Problema de Programação Linear (PPL) não

apresenta-se inicialmente em sua forma padrão. Nestes casos, ao principiar a resolu-

ção do mesmo, costuma ser um tanto intuitiva sua transformação para a referida forma

como o primeiro estágio do processo de solução. No Capítulo 1, foi mostrado que esta

maneira de resolver um PPL pode aumentar significativamente a dimensão do problema

em questão a ser trabalhado.

O objetivo deste estudo era a formação de um código apto a resolver PPL’s

que não encontram-se na forma padrão, sem que fosse necessário transformá-los para

esta configuração e, portanto, sem o consequente aumento de suas dimensões. Mais

especificamente, o intuito era criar um código apto a resolver PPL’s cujas restrições fossem

compostas por igualdades e desigualdades, além de possuir variáveis canalizadas. Deste

modo criou-se gradativamente quatro programas até que o referido fim fosse atingido.

Primeiramente, desenvolveu-se um código capaz de solucionar problemas em que

todas as restrições são desigualdades, em seguida, um código apto a resolver problemas em

que todas as restrições são desigualdades e todas as variáveis são canalizadas, na sequência,

um outro código que soluciona problemas em que todas as restrições são desigualdades e

algumas variáveis são canalizadas e, por fim, o código tema deste trabalho, denominado

Código Geral, que resolve problemas em que parte das restrições são igualdades e parte são

desigualdades e algumas variáveis são canalizadas, assim como foi explanado no Capítulo

4.

O método empregado nos quatro códigos anteriormente mencionados foi o

Método Preditor-Corretor, um dos Métodos de Pontos Interiores, presente no Capítulo 3.

Os testes numéricos apresentados no Capítulo 6 mostraram que os códigos

criados atenderam às expectativas de solucionar os referidos PPL’s sem transformá-los

para a forma padrão e, consequentemente, sem o aumento de suas dimensões. Ao realizar

a comparação com a resolução destes problemas tranformados inicialmente para a forma

padrão através do uso do código denominado Código Padrão, percebeu-se que o Código

Geral solucionou maior quantidade de problemas, sendo então, um código mais robusto.

Através da Tabela 1 percebeu-se que, em geral, a dimensão dos PPL’s resolvi-

dos através do Código Padrão é superior à dimensão destes mesmos problemas quando

solucionados fazendo uso do Código Geral. O caso mais notável foi do problema agg, cuja

dimensão quando resolvido pelo Código Geral era 488✂163 e quando resolvido pelo Código

Padrão foi 488✂ 615, caracterizando um aumento de 277.30% no número de variáveis do

problema resolvido por uma abordagem em relação à outra, representando um aumento
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bastante significativo.

Além disso, de acordo com dados relativos aos números de condição, percebeu-se

que em 31 dos 55 problemas analisados, o número de condição da matriz S✝, relativa ao

Código Geral, foi menor que o número de condição da matriz S, relativa ao Código Padrão.

Portanto, o código tema deste estudo é mais estável se comparado ao código que resolve

PPL’s tranformando-os para a forma padrão. Isto se deve à inserção da matriz diagonal

Ek na matriz S dada por (3.22), presente no Código Padrão, resultando na matriz S✝

dada por (4.19), presente no Código Geral.

Desta maneira, conforme todas as considerações explanadas no decorrer deste

texto, constata-se ser mais vantajoso usar o código elaborado através deste trabalho

(Código Geral) ao invés do código indicado como Código Padrão, pois revolve PPL’s sem

ocorrer o aumento de suas dimensões, é um código mais robusto, visto que soluciona um

número maior de problemas, além de ser um código mais estável.

Entre as perspectivas futuras de desenvolvimento do estudo em questão, está a

resolução de PPL’s de grande porte com a nova implementação.
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