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Resumo

Um Problema de Programacao Linear costuma ser resolvido em sua forma padrao. No
entanto, na grande maioria das vezes, os problemas nao apresentam-se inicialmente nesta
forma. Para deixa-los nesta configuracao, algumas transformagoes sao realizadas. Porém,
estas agbes podem acarretar um aumento significativo da dimensao do problema em
questao, principalmente se este for de grande porte. Este estudo discute as transformagoes
no Método Preditor-Corretor que proporcionam condicoes favoraveis para que Problemas
de Programacao Linear cujas restricoes sao em parte igualdades e em parte desigualdades,
além de possuirem variaveis canalizadas e que, portanto, nao estao na forma padrao, possam
ser resolvidos sem o aumento de sua dimensao através da insercao de variaveis de folga
e/ou excesso. Para tanto, criou-se alguns c6digos no intuito de serem eficazes na solugao
de tais problemas. Observou-se que os coédigos elaborados foram suficientes para resolver
de maneira satisfatéria problemas de pequeno porte com as particularidades apontadas,
isto €, as solugoes obtidas fazendo uso dos cédigos em questao eram corretas, indicando a
possibilidade desses c6digos serem também eficazes na resolucao de problemas de grande
porte. Ao testar os problemas citados em um cédigo que resolve-os apenas se estiverem
inicialmente na forma padrao (possuindo maior dimensao) e no cédigo desenvolvido através
deste trabalho, este demonstrou ser mais robusto, visto que resolve um ntmero maior de

problemas, além de ser mais estavel.

Palavras-chave: Programacao Linear. Métodos de Pontos Interiores. Restri¢oes de Desi-

gualdade.



Abstract

A Linear Programming Problem is usually solved in its standard form. However, in the
vast majority of cases, problems do not appear initially in this form. To leave them in this
configuration, some transformations are carried out. Nevertheless, these actions can cause
a significant increase in the dimension of the problem quoted, especially wether it is a large
one. This study discusses the transformations in the Predictor-Corrector Method that
provide convenient conditions so that Linear Programming Problems whose constraints
are partly equalities and partly inequalities, in addition having bounded variables and,
therefore, are not in the standard form, can be solved without increasing its size by
inserting slack or surplus variables. For this purpose, some codes were created in order
to be effective in solving such problems. It was observed that the codes developed were
sufficient to satisfactorily solve small problems with the particularities pointed out, that is,
the solutions obtained using the codes quoted were correct, indicating the possibility that
these codes are also effective in solving large-sized problems. When testing the problems
mentioned in a code that solves them only if they are initially in the standard form (having
a larger dimension) and in the code developed through this study, the last one proved to

be more robust, since it solves a greater number of problems, besides being more steady.

Keywords: Linear Programming. Interior Point Methods. Inequality Constraints.
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Introducao

A Pesquisa Operacional é um ramo da Matematica que visa auxiliar no processo
de tomada de decistes com o intuito de alocar eficazmente recursos disponiveis. Para tanto,
faz-se o uso de estudos e pesquisas pertinentes a este fim com o proposito de desenvolver
e/ou aplicar métodos cientificos a problemas normalmente complexos (ARENALES et al.,
2015).

Em geral, este processo inicia-se com a cuidadosa observagao do problema a ser
trabalhado e com a coleta de dados para realizar a elaboracao de um modelo cientifico que
represente, ao maximo possivel, a realidade e que gere uma solugao aplicavel na pratica.

Em seguida, o modelo ¢ testado para comprovar sua eficécia.

O inicio do desenvolvimento da Pesquisa Operacional deu-se em meio a Segunda
Guerra Mundial, quando surgiu a necessidade de otimizar o uso de recursos entao escassos
nas operagoes militares. Para tanto, um grande ntimero de cientistas foram convocados
pelos comandos britanicos e norte-americanos a fim de que desempenhassem esta tarefa.
A aplicacao dos estudos acabou contribuindo para a vitoria na Batalha Aérea da Gra-
Bretanha e na Batalha do Atlantico Norte.

Com o fim da Segunda Guerra Mundial, percebeu-se que a Pesquisa Operacional
poderia ser util ndo apenas para fins bélicos, mas também em outros contextos como
nos setores comercial, industrial e governamental, em uma vasta gama de aplicacoes,
despertando nos cientistas interesse em desenvolver pesquisas nesta area. Foi assim que
despontou, em 1947, o Método Simpler desenvolvido por George Dantzig, representando
um marco na Pesquisa Operacional (HILLIER; LIEBERMAN, 2013).

A partir de entao, o promissor crescimento dos estudos nesta area, culminou
em uma série de subareas a ela relacionada. Neste cenério, encontra-se a Programacao

Linear, um dos ramos da Pesquisa Operacional.

A Programacao Linear tem como principal particularidade o fato de que trata
problemas estritamente lineares na fun¢ao objetivo e nas restri¢oes, podendo apresentar
caracteristicas diferentes entre si, porém, sem deixar a maxima de que serdao sempre
problemas lineares. O Método Simplex é um método capaz de resolver problemas deste

tipo, de modo que pode-se afirmar também que é um marco na Programacao Linear.

Apesar dos bons resultados obtidos com o uso deste método para resolver
Problemas de Programacao Linear (PPL), este algoritmo possui a desvantagem de exibir
um crescimento exponencial no esforco de solucao em certas classes de problemas, conforme
hé o aumento da dimensao do problema trabalhado (BAZARAA; JARVIS; SHERALI,
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2010).

Deste modo, estudos dirigidos a fim de sanar esta desvantagem foram desen-
volvidos, de forma que um novo algoritmo proposto por Kamarkar em 1984 mostrou-se
eficiente para PPL’s, exibindo entao, um crescimento polinomial no esfor¢o de solucao a
medida que a dimensao do problema é aumentada. Este algoritmo foi o estopim para o

desenvolvimento de alguns métodos que juntos compoem o que atualmente denomina-se

Métodos de Pontos Interiores (BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2010).

Os Métodos de Pontos Interiores sao amplamente utilizados para resolver PPL’s
de grande porte, pois costumam obter uma solucao para estes em poucas iteragoes. Entre-
tanto, cada iteracao é geralmente mais custosa em termos computacionais, se comparada
as iteragoes do Método Simplex, por exemplo (OLIVEIRA, 1997).

Entao, de maneira sucinta, pode-se afirmar que o Método Simplex resolve um
PPL em mais passos que o Método de Pontos Interiores resolveria (LUENBERGER; YE,
2008).

O presente trabalho, cuja proposta sera elucidada a seguir, faz uso de um dos
Métodos de Pontos Interiores, especificamente, do Método Preditor-Corretor ( MEHROTRA,
1992a).

Um PPL é normalmente resolvido em sua forma padrao, definida no Capitulo 1.
No entanto, na grande maioria das vezes, os problemas nao apresentam-se inicialmente nesta
forma. Para deixa-los nesta configuracao, algumas transformagoes sao realizadas, como
sera explanado mais adiante. Porém, estas agoes podem acarretar o aumento significativo

da dimensao do problema em questao (principalmente se este for de grande porte).

Neste sentido, o estudo aqui apresentado discute as transformacoes no Método
Preditor-Corretor que proporcionam condigoes favoraveis para que os problemas com
restricoes de desigualdade e, portanto, que nao estao na forma padrao, possam ser resolvidos
utilizando o referido método de modo a nao ocorrer o aumento da dimensao do problema.
Mais especificamente, o intuito era desenvolver um codigo apto a resolver PPL’s cujas
restri¢coes sao compostas por igualdades e desigualdades e que possuem variaveis canalizadas,
sem a necessidade de transforma-los para a forma padrao. Embora esta abordagem tenha
sido proposta por (OLIVEIRA, 1997), o desenvolvimento deste trabalho, bem como a

criacao do cédigo mencionado é algo inédito.

Para tanto, criou-se gradativamente quatro cédigos até que o referido fim fosse
atingido. Primeiramente, desenvolveu-se um cédigo capaz de solucionar problemas em que
todas as restri¢oes sao desigualdades (do tipo maior ou igual), em seguida, um codigo
apto a resolver problemas em que todas as restrigoes sao desigualdades (do tipo maior ou
igual) e todas as varidveis sdo canalizadas, na sequéncia, um outro cédigo que soluciona

problemas em que todas as restrigoes sao desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas
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variaveis (mas nao todas) sdo canalizadas e, por fim, o c6digo tema deste trabalho, que
resolve problemas em que parte das restricoes sao igualdades e parte sao desigualdades
(do tipo maior ou igual) e algumas varidveis (mas nio todas) sdo canalizadas, assim como

serd explanado no Capitulo 4.

Por conseguinte, testes numéricos foram realizados a fim de por em prova a
funcionalidade dos cédigos criados, bem como a comparagao entre PPL’s resolvidos sem
e com o aumento de suas dimensoes através da transformacgao para a forma padrao. Os

resultados obtidos e suas analises sao expostos no Capitulo 6.

Assim sendo, o restante do texto esta organizado de maneira que o Capitulo 1
contém alguns conceitos da Programacao Linear, incluindo a forma padrao de um problema

deste tipo e como transforméa-lo para esta configuracao caso nao esteja nesta condicao.

O Capitulo 2 traz uma sintese em relacao a Dualidade, mostrando uma forma
alternativa de resolver um PPL, além de apresentar as condigoes de complementaridade e

otimalidade de um problema, que serao amplamente abordadas no decorrer deste contetdo.

O Capitulo 3 apresenta os Métodos de Pontos Interiores desenvolvidos até o

surgimento do Método Preditor-Corretor, empregado no desenvolvimento deste trabalho.

Em seguida, o Capitulo 4 explana o desenvolvimento tedrico do problema objeto
de estudo, resolver um PPL com restrigoes de igualdades e desigualdades e com variaveis

canalizadas, sem que haja o aumento de sua dimensao.

No Capitulo 5, ha a descri¢ao da elaboracao do ponto inicial utilizado no cédigo

que fomentou o desenvolvimento deste contetido.

Posteriormente, o Capitulo 6 traz os dados obtidos com os testes numéricos,

bem como suas analises.

Por fim, as consideragoes finais sao trazidas a tona.
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1 Programacao Linear

Um Problema de Programagao Linear (PPL) é um problema de otimiza¢do em
que a funcio objetivo é dada por ¢!z, onde ¢ é o vetor de custos e = é o vetor das varidveis
do problema, e as restrigdes (formadas por equagoes e/ou inequagdes) sao lineares nas

variaveis.

A configuracao das restrigdes podem variar de um PPL para outro, no entanto,
sempre hé a possibilidade do problema ser transformado para a forma padrao, apresentada
na proxima se¢ao (LUENBERGER; YE, 2008).

Transformar um PPL para sua forma padrao é uma maneira de facilitar o

desenvolvimento dos métodos de solucao.

1.1 Forma Padrdo de um Problema de Programacao Linear

A forma padrdo de um PPL é dada por (LUENBERGER; YE, 2008):

Minimizar cixq1 + coo + ... + cpxy,

Sujeito a  ap1w1 + @192 + ...+ a1,T, = b
211 + 9299 4+ ...+ Ao2n,Tp = b2
, (L1)
Am1T1 + QmaXo + ... + Gy, = b,
e r120,2920,...,2, 20

entretanto, pode ser escrita de maneira mais sucinta em notacao matricial:

Minimizar ¢’z

Sujeito a  Axr = , (1.2)

b
T = 0

onde ha a minimizacdo da funcdo objetivo dada por ¢’ z, sendo ¢ o vetor dos custos, de
dimensao n e x é o vetor das variaveis, de mesma dimensao. O sistema Az = b representa as
restricoes do problema juntamente com as condicoes de nao negatividade dadas por x; > 0,
com ¢ = 1,2,...,n, sendo A uma matriz dos coeficientes das varidveis com dimensao

m x n, onde Posto(A) = m e, b um vetor dos termos independentes, de dimensao m.
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Normalmente, A, b e ¢ sdo parametros do problema conhecidos no inicio da resolucao do

mesmo. O objetivo é encontrar o valor de x determinado por ntimeros reais.

Contudo, na maioria das vezes um PPL nao encontra-se em sua forma padrao.
Entao, algumas transformacoes podem ser aplicadas ao problema a fim de que o mesmo
atinja essa configuracao. Na Secao 1.3, ha uma sintese de como transformar um PPL que

nao esta na forma padrao para esta forma.

E importante salientar que neste trabalho foi considerado que em PPL’s na
forma padrao, o valor da fungao objetivo é minimizada (LUENBERGER; YE, 2008). No
entanto, ha autores que nao impdem este tipo de restricao em relagdo a fungdo objetivo

(BAZARAA; JARVIS; SHERALL 2010).

1.2 Solucdo de um Problema de Programacao Linear

Nesta Secao, apresentam-se uma série de defini¢oes, que serao citadas no

decorrer do texto, a cerca dos tipos de solu¢ao de um PPL.

Definig¢ao 1.1 (Solugio Factivel e Regido Factivel). Um vetor x é considerado solugao de
um determinado PPL quando satisfaz todas as restrigdes deste problema, inclusive as de
nao negatividade. Neste caso, diz-se que o PPL apresenta uma solucao factivel dada por x.
Entretanto, um mesmo PPL pode apresentar mais de uma solucao factivel. O conjunto de
todas as solugoes factiveis de um PPL é denominado regido factivel (ARENALES et al.,
2015). |

Definigao 1.2 (Solugao Otz’ma). Na Secao 1.1 foi apresentado um PPL cujo valor da
funcao objetivo é minimizado. Entretanto, ha PPL’s em que o valor da fungao objetivo

deve ser maximizado.

Neste sentido, possuindo o PPL mais de uma solucao factivel, a solugdo otima
sera a menor entre as solugoes presentes na regiao factivel do problema, caso o PPL seja
um problema de minimizacdo. Assim, sendo ¢!z a funcdo objetivo do problema, z* é uma

solucao 6tima, de modo que ¢’ z* < ¢« para toda solucao factivel z.

De modo andlogo, se o PPL possuir mais de uma solugao factivel e for um
problema de maximizagao, a solucdo otima serd a maior entre as solugdes presentes na
regido factivel. Logo, sendo ¢’z a funcéo objetivo do problema, z* é uma solucio 6tima,
de modo que ¢’ 2* = ¢’x para toda solucio factivel # (ARENALES et al., 2015). |
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Dado um PPL na forma padrao (1.2) e supondo que Posto(A) = m, tem-se

que m < n. Logo, existem m colunas linearmente independentes em A.

Caso m = n, o problema tem solu¢ao tnica. Entretanto, se m < n, o problema
apresenta infinitas solu¢oes de maneira que é possivel selecionar m colunas da matriz
A que agrupadas formam uma matriz nao singular com solugao tnica para o PPL. As

variaveis correspondentes as colunas que nao foram selecionadas podem ser fixadas.

A partir disso, é possivel estabelecer as definigbes que se seguem.

Definig¢ao 1.3 (Parti¢ao Bdsica). Considere a matriz A de (1.2) escrita como:

A:[B N],

em que B é uma matriz formada pelas m colunas linearmente independentes de A e,
portanto, é uma matriz nao singular. Esta matriz B é denominada matriz basica. Ja N, é
uma matriz formada pelas n — m colunas restantes de A, ou seja, pelas colunas que nao

estao presentes em B. Esta matriz N é denominada matriz ndo bdsica.

Esta particdo da matriz A é denominada particao bdsica e fomenta também

uma parti¢ao do vetor x de modo que

sendo zg o0 vetor das varidveis basicas relacionadas a B e x o vetor das varidveis nao
bdsicas relacionadas a N (ARENALES et al., 2015). [

Definigao 1.4 (Solugio Geral). Considere a partigdo bésica dada na definigdo (1.3).

Pode-se escrever equivalentemente os seguintes sistemas:

Ax =b,

[B N}[ii]:@

Bxg+ Nxy = b,
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rg =B — B 'Nay. (1.3)

A expressao (1.3) é denominada solugdo geral do sistema, pois atribuindo
quaisquer valores as n — m variaveis nao basicas dadas por xy, as m variaveis basicas
dadas por xp ficam unicamente determinadas, gerando desta maneira qualquer solugao
possivel do sistema. Contudo, esta nao é a forma mais eficiente de encontrar a solucao do
mesmo, visto que para isto seria necessario calcular a inversa da matriz B, o que pode
demandar um elevado custo computacional (ARENALES et al., 2015). |

Definigao 1.5 (Solugiao Bdsica). Fixando as n —m varidveis de xy em zero e considerando

a solugao geral dada por (1.3), tem-se:
rp = B_lb
N = 0 '

A solugao xp calculada desta maneira é denominada solugao bdsica (ARENA-
LES et al., 2015). [

Definigao 1.6 (Solugio Bdasica Factivel). Se todas as varidveis basicas sdo nao negativas
de modo que 3 = B~'b > 0, entdo 25 ¢ denominada solucdo bdsica factivel (ARENALES
et al., 2015). |

Defini¢ao 1.7 (Solug¢do Bdsica Fuactivel Degenerada e nio Degenerada). Se uma (ou
mais) variavel basica é nula, entdo xp é denominada solugio bdsica factivel degenerada
(LUENBERGER; YE, 2008). Porém, se todas as varidveis basicas sao estritamente positivas
de modo que x5 = B™'b > 0, entdo x é denominada solugdo bdsica factivel nio degenerada

(ARENALES et al., 2015). |

Definigio 1.8 (Solugio Bdsica Otima e Solugio Bdsica Factivel Otima). Considerando
o PPL na forma padrao dado por (1.2), uma solucao factivel para este problema que

apresente o valor minimo para a fun¢ao objetivo sujeita ao conjunto de restrigoes é uma
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solucao factivel 6tima para o referido problema. Se esta solucao for basica, entao ela é dita
solugdo basica factivel étima (LUENBERGER; YE, 2008). |

Teorema 1.1. Dado um PPL na forma padrao (1.2) onde A é uma matriz m x n de posto

m:

i) se hd uma solugao factivel, hd uma solugao bésica factivel;

ii) se ha uma solugao factivel 6tima, hd uma solugao bésica factivel 6tima.

Demonstragio. Ver (LUENBERGER; YE, 2008). |

A importancia do Teorema 1.1 deve-se ao fato de ser a base teérica do Método
Simplex, além de sugerir que a solugdo de um PLL é encontrada ao procurar apenas
pelas suas solugoes basicas factiveis ao invés de procurar em todas as solugoes factiveis
do referido problema, visto que a solugao 6tima esté entre as solugoes béasicas factiveis.

Assim, se o sistema Ax = b tiver n varidveis e m restri¢oes, entao hd no maximo

n n!
(m) " ml (n—m)!

solucoes basicas para o problema em questao, que corresponde ao nimero de maneiras de
selecionar m colunas entre as n colunas da matriz A. Porém, para problemas de grande
porte, esta pode ndo ser uma maneira eficiente de resolugio (LUENBERGER; YE, 2008).

1.3 Transformacao de um Problema de Programacao Linear para

a Forma Padrao

Quando um PPL nao encontra-se na forma padrao, algumas alteracoes podem
ser realizadas no mesmo para atingir o aspecto desejado. Ao longo desta se¢do sao
apresentadas maneiras de transformar a fungao objetivo, as restrigdes do problema e as

restrigoes de nao negatividade para que o PPL obtenha a forma padrao.



Capitulo 1. Programagao Linear 21

1.3.1 Funcao Objetivo de um Problema de Programacao Linear na Forma

Padrao

Neste trabalho, a fun¢ao objetivo de um PPL na forma padrao é considerada
de minimizacao (LUENBERGER; YE, 2008).

Nos casos em que a funcao objetivo de um PPL é de maximizagao, procura-se

T2* > Tz para toda solucdo z factivel presente na regiao

a solucao factivel x* tal que ¢
factivel do PPL em questao, assim como mostrado na Defini¢ao 1.2.

Multiplicando-se a tltima desigualdade por —1, tem-se —c’z* < —cl'z para

toda solucdo = factivel. Deste modo, encontrar uma solucio factivel z* que maximize ¢! x

é equivalente a encontrar uma solucdo z* que minimize —c’z (ARENALES et al., 2015).

Logo, se em um PPL a funcdo objetivo dada por ¢z deve ser maximizada,
basta multiplica-la por —1 para que torne-se uma funcao objetivo a ser minimizada. Em

T T

suma, maximizar ¢” x é equivalente a minimizar —c* x.

1.3.2 Restricoes de um Problema de Programacao Linear na Forma Padrao

As restricoes de um PPL na forma padrao devem sempre estar na forma de

igualdades, entretanto, podem ocorrer casos em que uma ou mais delas sejam desigualdades.

Nesta se¢ao, apresentam-se maneiras de transformar desigualdades em igual-
dades para que as restricoes de um PPL, que nao estdo nos moldes das restricoes de um

PPL na forma padrao, satisfagam esta configuracao.

Para que uma desigualdade torne-se uma igualdade, basta adicionar ou subtrair

uma variavel adequada a ela.

Assim, seja ¢ uma restricao em forma de desigualdade de um determinado PPL

dada por:

Ai1T1 + Aoy + ...+ QinTy < bz (14)

Adicionando uma variavel ndo nula apropriada cujo custo é zero, denotada
por v;, no lado esquerdo da Inequagao (1.4), esta torna-se uma igualdade com o seguinte

aspecto:

;11 + Qoo + ... + QipTy +V; = bi, (4 = 0.
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Esta varidvel inserida (v;) é denominada varidvel de folga.

Exemplo 1.1. Considere o seguinte PPL cujas restri¢oes sao desigualdades do tipo menor

ou igual em sua totalidade:

Minimizar cixq1 + coo + ... + cpxy

Sujeito a  ap1x1 + @192 + ...+ a1,T, < b
2121 + A929T9 4+ ...+ Ao2nTy < bg
Am1T1 + QmaXo + ... + Gy, < by,

e r120,2920,...,2, 20

Adicionando varidveis de folga apropriadas a cada uma das inequacgoes, o

problema torna-se a forma padrdo, como apresentado a seguir:

Minimizar cix1 + coo + ... + cpxy

Sujeito a  a1177 + a19T2 + ... + AT, + Uy = b
211 + A929T9 + ...+ AonTp +’U2 = bQ
)
U121 + QmaXa + ... + AT, +v,, = by,
€ T = O, (% =0

onde k=1,2,....net=1,2,... ,m.

Com a insercao das variaveis de folga, o PPL passou a forma padrao. Entretanto,
este processo gerou alteracao na dimensao do problema, que passa a ter n + m variaveis
ao invés de n. Observa-se, entdo, um aumento no tamanho do PPL que pode ser bastante
significativo para problemas de grande porte. Inicialmente, as variaveis do problema eram
(1,22, ...,2,). Ao fim do processo, passam a ser (21, Ta, ..., Ty, V1,Vs,. .., Uy), de modo
que a dimensao do sistema que representa as restricoes do PPL passa de m x n para
m x (n+m). Assim, a matriz que representa estas restrigoes fica na forma [A ] ao invés

de A, sendo as n primeiras colunas oriundas de A e as ultimas m colunas formadas por
uma matriz identidade de ordem m (LUENBERGER; YE, 2008). ]
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De maneira analoga, seja ¢ uma restricdo em forma de desigualdade de um
determinado PPL dada por:

a;1C1 + Q0T + ... + AinTy = bz (15)

Subtraindo uma varidvel nao nula apropriada cujo custo é zero, denotada por
w;, no lado esquerdo da Inequagao (1.5), esta torna-se uma igualdade com o seguinte

aspecto:

;11 + Q2o + ...+ QinXTy — W; = bi7 Ww; = 0.
Esta varidvel subtraida (w;) é denominada varidvel de excesso.

Exemplo 1.2. Considere o seguinte PPL cujas restri¢oes sao desigualdades do tipo maior

ou igual em sua totalidade:

Minimizar cixq + oo + ... + Ty
by

Sujeito a  ay1x1 + a19Ts + ...+ ATy >
2121 + A29T9 4+ ...+ Aoy = b2

WV

b,

Am1T1 + Aol + ... + Qmn Ly,

e r120,2920,...,2, =20

Subtraindo varidveis de excesso apropriadas a cada uma das inequagoes, o

problema torna-se a forma padrao, como apresentado a seguir:

Minimizar cjxq + oo + ... + Ty

Sujeito a 1121 + a12T2 + ... + A1, T, — W1 = b1
911 + A22X2 + ...+ AopTy — W2 = bg
)
Am1T1 + QpmaTo + ... + QnTn —W, = by
e z = 0,w; =0

onde k=1,2,....net=1,2,...,m.
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Com a subtragao das variaveis de excesso, o PPL passou a forma padrao.
Porém, assim como no exemplo anterior, este processo gerou alteracao na dimensao do
problema, que passa a ter n + m variaveis ao invés de n. Ha, entao, um aumento no
tamanho do PPL que pode ser bastante significativo para problemas de grande porte.
Inicialmente, as varidveis do problema eram (xy, s, ..., x,). Ao fim do processo, passam a
ser (Z1,Tg, ..., Ty, W1, Wa, ..., Wy), de modo que a dimensdo do sistema que representa as
restrigoes do PPL passa de m x n para m x (n+m). Assim, a matriz que representa estas
restrigoes fica na forma [A — I] ao invés de A, sendo as n primeiras colunas oriundas de
A e as ultimas m colunas formadas por uma matriz identidade de ordem m multiplicada
por —1 (LUENBERGER; YE, 2008). |

Desta maneira, é possivel converter qualquer conjunto de restrigoes com uma

ou mais desigualdades de qualquer tipo para os moldes de um PPL na forma padrao.

1.3.3 Restricoes de ndo Negatividade de um Problema de Programacao Linear

na Forma Padrao

As variaveis de um PPL na forma padrao sempre sao valores reais nao negativos,
de maneira que esta caracteristica forma as restricoes de nao negatividade do problema,

expressas por desigualdades de maior ou igual.

Contudo, podem ocorrer casos em que uma (ou mais) variavel do problema

seja irrestrita de sinal. Esta variavel é denominada varidvel livre.

Uma forma de tratar uma variavel livre para que o PPL fique na forma padrao,
¢é considera-la como a subtragdo de duas variaveis nao negativas, visto que qualquer valor

real pode ser escrito como a diferenca de dois outros nao negativos.

Deste modo, seja x; uma variavel livre. Ela pode ser escrita como:

r; =8 —u;, 8 =0,u; =0. (1.6)

A partir disto, deve-se substituir todas as varidveis livres do problema por esta
nova definicao de variavel. Assim, a linearidade do PPL é preservada e as restri¢oes de nao
negatividade ficam nos moldes de um problema na forma padrao, isto é, todas as varidveis

terao valores nao negativos.

Entretanto, ao realizar este processo, ocorre um aumento na dimensao do PPL,

visto que para cada variavel livre ha o acréscimo de uma variavel ao problema.
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Exemplo 1.3. Considere o seguinte PPL em que x; é uma variavel livre.

Minimizar cixq1 + coa + ... + cpxy

Sujeito a a11T1 + A19T9 + ... + 1Ty = bl
aA91T1 + Q229 + ...+ ATy = b2
(1.7)
A1 1 + Ao + ... + Ty, = by
e o =20,23=20,...,2, 20

Nota-se que a restricao x; = 0 nao esta presente entre as restricoes de nao
negatividade do problema. Assim, x; é livre para assumir valores positivos ou negativos.

De acordo com a Equagao (1.6), x; pode ser escrito como

Ty =51 —u;, s =0,u =0,

que ao ser substituido em todas as equagoes do problema (1.7), como explicado previamente,

tem-se:

Minimizar c¢181 — ciuqg + caxa + ... + Xy,

Sujeito a  a1181 — a11U1 + G12T2 + ...+ A1,Tp = b
9181 — Ao U1 + A22To + ... + A2pTy = by
Am1S1 — Q11 + Qoo + ... + Qs = b,
e s120,u; 20,29 20,23520,...,2, =0

Com o procedimento realizado anteriormente, o PPL passou a forma padrao.
Porém, houve o aumento da dimensao do problema em uma unidade, visto que este
apresentava apenas uma variavel livre. Assim, se antes a dimensdao do PPL era m x n,
passou a ser m x (n + 1)(LUENBERGER; YE, 2008). |

Generalizando, se um PPL de dimensao m x n tiver k variaveis livres, com
ke{l,2,...,n}, sua dimensdo serd m x (n + k). Logo, o aumento de seu tamanho pode
ser bastante significativo para problemas de grande porte que possuam um consideravel

numero de varidveis livres.
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No proximo Capitulo, ha uma explanacgao a cerca da forma dual de um PPL
obtida através de sua forma primal e das condi¢gdes de complementaridade e de otimalidade

do problema, conceitos bastante aludidos ao longo do trabalho.
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2 Dualidade

A dualidade viabiliza uma maneira alternativa de resolver um Problema de
Programacao Linear (PPL). Um problema dual é obtido a partir de sua versao primal, de
maneira que ao procurar a versao dual do problema dual, volta-se a sua versao primal.
Com isso, é possivel observar que a cada PPL dito primal ha um PPL dito dual de modo

que ambos sao problemas intimamente relacionados entre si.

Ocasionalmente, resolver um PPL em sua forma dual é mais simples que resolvé-
lo através de sua forma primal e vice-versa. A escolha de uma ou outra forma de resolucao

costuma ser baseada nas vantagens computacionais que podem ser proporcionadas.

Tanto o PPL primal quanto o seu dual sao compostos por uma fungao objetivo
e um conjunto de restrigoes. Entretanto, se a funcao objetivo de um problema deve ser

minimizada, a do outro devera ser maximizada e vice-versa.

Na proxima segao, é apresentada a relagdo entre um PPL primal e o seu dual.

2.1 Problema de Programacao Linear Dual

Considere um PPL na forma padrao. Ele serd o PPL primal e, a partir dele, é
definido o seu dual, como exibido a seguir (LUENBERGER; YE, 2008):

(Primal)

Minimizar ¢’z

Sujeitoa Ax = b, (2.1)
T = 0
(Dual)
Maximizar b’y
Sujeitoa ATy < ¢, (2.2)

y livre

onde x é o vetor das variaveis do problema primal e y é o vetor das variaveis livres do

problema dual, também chamado vetor multiplicador.



Capitulo 2. Dualidade 28

Caso haja a necessidade de colocar as restrigdes do problema dual (2.2) na forma
de igualdades, podem ser inseridas variaveis de folga denotadas por z nestas restrigoes, de

modo que o problema fique como se segue:

(Dual com Restri¢ées de Igualdade)

Maximizar b’y
Sujeitoa  ATy+2 = c. (2.3)

y livre, 2 >0

2.2 Teorema da Dualidade

Lema 2.1 (Lema da Dualidade Fraca). Se x e y sao solugoes factiveis para os problemas
primal e dual, respectivamente, entdao ¢’z > b’y (LUENBERGER; YE, 2008).

Este lema mostra que uma soluc¢ao factivel do problema primal ou do dual

fornece um limitante para o valor da funcao objetivo do outro problema.

Além disso, tem-se que para qualquer solugao factivel do problema primal, o
valor de sua fungao objetivo sempre serd maior ou igual ao valor da fun¢ao objetivo do
problema dual para qualquer solucao factivel deste. Assim, como no problema primal hé
a busca pelo menor valor da func¢ao objetivo, visto que é um problema de minimizacao
e, no problema dual ha a procura pelo maior valor da fungao objetivo, dado que é um
problema de maximizacao, entdao ambos os problemas buscam atingir o mesmo valor da
fungao objetivo, como apresentado no Corolario 2.1 a seguir (LUENBERGER; YE, 2008).

Corolario 2.1. Se x e y sdo solugdes factiveis para os problemas primal (2.1) e dual (2.2),

Tx = by, entdo, = e y sdo solucdes 6timas dos problemas primal e

respectivamente, e c
dual, nesta ordem e, o valor 6timo da func¢ao objetivo é igual para ambos os problemas

(LUENBERGER; YE, 2008). ]

Teorema 2.1 (Teorema da Dualidade da Programagao Linear). Se o problema primal
(2.1) ou o problema dual (2.2) tem solucao 6tima finita, entdao o outro também terd, de
modo que o valor da fun¢ao objetivo de ambos os problemas serdao iguais. Além disso, se o
problema primal (2.1) ou o problema dual (2.2) tiver solugao ilimitada, entdo o outro nao
possuira solugao factivel (LUENBERGER; YE, 2008). |
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Teorema 2.2. Seja o problema primal (2.1) e = sua solugao factivel 6tima correspondente
a base B. Entdo, y = B~"cp ¢ solucdo 6tima do problema dual (2.2) e ambos os problemas
possuem valores 6timos iguais para suas respectivas fung¢oes objetivo (LUENBERGER;
YE, 2008). |

2.3 Gap de Dualidade

Sejam x e y solugoes factiveis para os problemas primal (2.1) e dual (2.2),
respectivamente. Pode-se relacionar o valor da funcao objetivo do problema primal com o
valor da funcao objetivo do problema dual através do Gap de Dualidade denotado por +,

onde

v =c'r—bly. (2.4)

Deste modo, o gap de dualidade é a diferenca entre o valor da funcao objetivo
primal e o valor da funcdo objetivo dual e, representa a qualidade da solucao obtida, pois
quando seu valor é zero, significa que ¢!z = b'y e, pelo Corolario 2.1, z e y sdo solucdes

otimas dos problemas primal e dual, respectivamente.

2.4 Condicao de Complementaridade

Teorema 2.3. Sejam (z,y, z) solugdes factiveis para os problemas primal (2.1) e dual
(2.3). Uma condigao necesséria e suficiente para que ambas solugdes sejam étimas é que
(VANDERBEI, 1996):

i) se z; >0, entdo z; =0, com j =1,...,n;

ii) se z; > 0, entdo x; =0, com j =1,...,n.
Demonstragdo. Se ocorrem (i) e (i), entdo:
Z2jlg = 0

2T =0

(c— ATy Tz =0
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e —yTAz =0
e —yTh=0
A —bvly=0

'z =bly.

Portanto, pelo Corolédrio 2.1, x e y sao solugdes 6timas para os problemas

primal (2.1) e dual (2.3), respectivamente.

Agora, assumindo que (z,y, z) sdo solugdes 6timas para os problemas primal

(2.1) e dual (2.3), tem-se pelo Corolério 2.1 que:

e =bTy

e =yhh
e =yl Az
le—yTAzr =0
(c— ATy)Tz =0

Tor=0.

Logo, z;z; = 0. Como = > 0 e z = 0, entao (i) e (i7) sdo validos. |

2.5 Condicdes de Otimalidade

Os vetores (z,y, z) sao solugoes dos problemas primal (2.1) e dual (2.3) se, e

somente se, as trés condigoes seguintes forem satisfeitas (VANDERBEI, 1996).

1. Factibilidade Primal:

Ax

2. Factibilidade Dual:
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3. Condicao de Complementaridade:

rjz;j =0, com j=1,...,n.

A condicao de complementaridade pode ser escrita na forma X Ze = 0, em que X
¢ uma matriz diagonal, cuja diagonal é formada pelos elementos do vetor z, isto é,
X = diag(x) e, Z é uma matriz diagonal, cuja diagonal é formada pelos elementos
do vetor z, isto é, Z = diag(z). Como X e Z sao matrizes diagonais, entdao X Ze = 0
¢é equivalente a ZXe = 0, onde e é um vetor de dimensao n cujos elementos sao

unitarios.

O proximo Capitulo apresenta alguns Métodos de Pontos Interiores. Entre eles,
o Método Preditor-Corretor que foi utilizado no desenvolvimento do cédigo tema deste
trabalho.



32

3 Meétodos de Pontos Interiores

No Capitulo 1, expds-se que a regiao factivel de um Problema de Programacao
Linear (PPL) é o conjunto de todas as solucoes factiveis deste problema. Desta forma,
pensando de maneira visual, tem-se que a regiao factivel é delimitada graficamente pelas
restrigoes do PPL (ARENALES et al., 2015).

Destarte, quando ¢ aplicado o Método Simplex na resolucao de um PPL, ha a
busca pela solucao 6tima entre apenas as solugdes basicas da regiao factivel do problema,
representadas graficamente por vértices de um politopo. Assim, os pontos interiores a
regiao factivel nao sao levados em conta na procura pela solu¢ao étima, como sugere o
Teorema 1.1, apresentado na Secao 1.2. Esta é uma das caracteristicas do referido método
(LUENBERGER; YE, 2008).

Diferentemente do Método Simplex, ao aplicar algum dos Métodos de Pontos
Interiores a um PPL, uma solucao 6tima ¢é buscada perpassando os pontos integrantes
ao ortante positivo do problema (VANDERBEI, 1996) e, ndo necessariamente, os pontos

correspondentes as solugoes basicas.

Assim, os Métodos de Pontos Interiores quando aplicados a um PPL, utilizam
amplamente os pontos interiores a regiao factivel do problema em questao, de modo que

um ponto interior pode ser definido de acordo com a descri¢ao a seguir:

Defini¢ao 3.1 (Ponto Interior). Um ponto de um Problema de Programagao Linear
é denominado ponto interior quando todas as variaveis nao negativas sao estritamente
positivas. Por exemplo, 2° é um ponto interior para o problema primal (2.1), se 2° > 0 e,
2% é um ponto interior para o problema dual (2.3), se 2° > 0, podendo y° assumir qualquer

valor (variavel livre) (WRIGHT, 1996). [

Deste modo, sendo (2%, 2°) um ponto interior factivel, os problemas (2.1) e

(2.3) podem ser escritos como:

(Primal)

Minimizar ¢l z°

o o

Sujeito a  Az®

20 >
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(Dual com Restricées de Igualdade)

Maximizar b7 y"
Sujeitoa ATy’ +2° = ¢.

2% >0, y° livre

Os Métodos de Pontos Interiores normalmente sao aplicados a problemas de
grande porte. Uma das principais vantagens de utiliza-los consiste na necessidade de poucas
iteragoes para encontrar uma solu¢ao 6tima dos problemas em que sdo aplicados (ADLER
et al., 1989; COLOMBO; GONDZIO, 2008). Entretanto, normalmente cada iteragao tem
um elevado custo computacional, se comparada a uma iteracdo do Método Simplex, por
exemplo. Por conseguinte, os Métodos de Pontos Interiores tém demonstrado um bom
desempenho na pratica (OLIVEIRA, 1997).

Neste Capitulo, apresenta-se uma sintese de alguns Métodos de Pontos Interiores
desenvolvidos até a elaboragao do Método Preditor-Corretor, utilizado na implementacao

do objeto de estudo.

A fim de facilitar a notacao e consequente explanacao dos métodos nas segoes

0

posteriores, os pontos interiores z°, 4% e 2° serdo representados por z, y e z, respectivamente.

3.1 Meétodo Primal Afim Escala

O Método Primal Afim Escala foi desenvolvido por Dikin, em 1967 (DIKIN,
1967). Sua elaboracao foi motivada pelo interesse em encontrar uma boa estimativa para o

ponto dual (y, z), dado um ponto primal interior factivel x.

Deste modo, considerando a condigao de complementaridade dada na Sec¢ao
2.5, tem-se XZe = 0 (ou Xz = 0) para o problema (3.1) a seguir (DIKIN, 1992):

1
Minimizar =|Xz|3
(v:2) 2 : (3.1)
Sujeitoa  ATy+2z = ¢

onde z = ¢ — ATy. Assim, o problema (3.1) fica:

1
Minimizar aHX(C — ATy)|3 .

Resolvendo este problema de quadrados minimos, temos:
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1
Minimizar §||XC — XA"y|;
(AXT)(Xe— XATy) =0

AX(Xc— XATy) =0,

pois X© = X, visto que X é uma matriz diagonal, como elucidado na Secdo 2.5. Assim,

AX?c— AX?ATy =0
AX?ATy = AX?c

y = (AX?AT)TAX?c. (3.2)

A partir disso, Dikin constatou que d = — X2z pode ser considerado uma direcdo
de descida factivel para o ponto primal z, isto é, considerar o ponto primal como x + d
geraria uma solu¢do menor e, portanto, melhor para o problema (visto que o problema é
de minimizagao) se comparado a solugdo obtida com o ponto primal z. Este fato observado
por ele pode ser verificado considerando o ponto primal  com Az = b, x > 0, d = —X >z,
z=c—ATyey=(AX?AT) T AX?c. Assim, deve-se mostrar que:

i) A(x + d) = b, indicando que d é uma diregao factivel;

ii) ¢’ (z +d) < "z, indicando que d é uma direcio de descida.
Demonstragio: Com os dados oferecidos anteriormente, faz-se:

i) Aw+d)=Az+ Ad=b— AX?2=b— AX?*(c— ATy) =b— AX?c+ AX*ATy = 0.

A dltima igualdade é dada através da Equagao (3.2). Portanto, d é uma dire¢ao

factivel.

ii) | X 'd||3 é um valor positivo, pois é uma norma. Entao, obviamente, —| X ~'d|3 < 0.

Assim, tem-se que:
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—| X d)f = —(d" XX ) = —(d"X ) = 2T XXX = 2T X =
= —(c—ATY'X?2 = - X?2+ yTAX?2 = cTd + yT AX?(c — ATy) =
=cld+y"AX?c —yTAX2ATy = cT'd — y" (AX?ATy — AX?c) = cld.

A ultima igualdade é dada através da Equagdo (3.2). Logo, é possivel observar
que c¢’'d < 0, pois —| X 'd|3 = ¢'d. Assim, ¢’z + c¢'d < "'z e, consequentemente,

CT(LE +d) < ¢z como queria mostrar. Portanto, d é uma direcio de descida.

Desta forma, por i) e ii) pode-se concluir que d é uma direcdo de descida

factivel.

Assim, seja k uma iteracao qualquer na resolu¢ao de um PPL fazendo uso do
Método Primal Afim Escala, em que 2* > 0 é o ponto primal interior e d* = —(X¥)?2% a

k+1

direcao de descida factivel, o novo ponto primal dado por "7, encontrado a partir da

direcao d* aplicado ao ponto interior z* é tal que:

LSRNy L}

onde o é o tamanho do passo percorrido ao longo da direcdo para encontra-lo e é dado

por:
zk
o = Tmin {_dlj’“ tal que df < O} ,
J
. . 2 . )
comj=1,2...,ne7e(0,1). Teoricamente, 7 = 3 garante a convergéncia do método.

Entretanto, na pratica costuma-se utilizar 7 = 0, 90.

Ao calcular o novo ponto primal desta forma, garante-se que ele também é um

k+1

ponto interior, isto é, tem-se " > 0.

O critério de convergéncia para este método é dado por:

T ok+l _ chk;|

|
<
max{L, |ToF} O

onde & normalmente é utilizado com valor aproximado de 1078, Este critério serve como
teste de parada do método, indicando se estao satisfeitas as condi¢oes necessarias para

que uma solugao 6tima seja obtida.
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os erros de arredondamento se acumulam de uma iteragao para a seguinte, de modo que

ao longo da resolucao, o problema pode tornar-se infactivel. Destarte, o método costuma

O Método Primal Afim Escala apresenta uma desvantagem significativa, pois

falhar para muitos problemas.

A seguir, é apresentado um pseudocddigo do Método Primal Afim Escala.

Algoritmo 1 — Método Primal Afim FEscala

10
11

12

13

Dados: 2° > 0 com Az = b
para k = 0,1,..., max iteragoes faga

Célculo do ponto dual (y, 2):
v = (AXFPAT) L A(X e
= ATy
Célculo da direcao de descida factivel para o ponto primal x:
dk: _ _(Xk)QZk
Célculo do tamanho do passo:
k

o* = rmin {—xi tal que d¥ < 0}

d; J
Atualizagao do ponto primal:

2HL gk o ok g
Critério de Convergéncia:
|CT:L'k+1 _ CTQ:k|

max{1, |cTzk|}

<€

fim

3.2 Meétodo Dual Afim Escala

estimativa para o ponto primal z, dado um ponto dual interior factivel (y, z).

De acordo com (ADLER et al., 1989), o Método Dual Afim Escala assemelha-

se a0 Método Primal Afim Escala. No entanto, o interesse estd em encontrar uma boa

Deste modo, considerando a condigao de complementaridade dada na Sec¢ao

2.5, tem-se ZXe =0 (ou Zz = 0) para o problema (3.3) a seguir:

o 1
Minimizar §||Zx||§

Sujeito a Ax _

Obtendo a fun¢ao Lagrangiana do problema (3.3), tem-se:
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1
Minimizar iHZxH% +wh(b— Ax) |

W

cujos pontos criticos, dados por x e w, sao encontrados através de:

7Py — ATw =
b— Az =
xr=27"2ATw

b—AZ2ATw =0
w=(AZ72AT) "1
x=72AT(AZ2AT) ",

A partir disso, considera-se dz = —Z%x (devido a complementaridade explanada
na Segao 2.5) uma direcdo de subida factivel para o ponto z, isto é, o ponto dual dado
como z + dz geraria uma solu¢ado maior e, portanto, melhor para o problema (visto que
o problema dual é de maximizacao) se comparado a solugao obtida com o ponto dual z.
Além disso, deve-se estimar o valor da direcao de subida factivel para o ponto y dada por

dy.

Este fato pode ser verificado tomando o ponto dual (y, z) com A’y + z = ¢,
2>0,dz = -2, w=(AZ2A")bex = Z72AT(AZ72A")'b. Assim, deve-se mostrar
que:

i) AT(y + dy) + z + dz = ¢, indicando que (dy, dz) é uma direcio factivel;

ii) b’ (y + dy) > b"y, indicando que (dy, dz) é uma direcio de subida.
Demonstragio: Com os dados oferecidos anteriormente, faz-se:

i) Primeiramente, deve-se estimar o valor de dy. Assim, considerando (dy, dz) uma diregao

factivel, tem-se:

Al(y+dy) + 2 +dz =c
ATy + ATdy + 2+ dz = ¢
ATy + 2+ Aldy +dz = ¢

c+ Aldy +dz=c
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Aldy +dz =0 (3.4)
dz = —ATdy. (3.5)
Toda direcio factivel dual satisfaz a igualdade (3.4). Além disso, como dz = —Zx,

ocorre:

dz = —Z*Z2AT(AZ72 AT 1

dz = —AT(AZ2AT) M. (3.6)

Aplicando a igualdade (3.6) na igualdade (3.5), tem-se:

—AT(AZ2ATY b= —ATdy

AT(AZ72AT) b = ATdy.

Portanto, dy = (AZ72A")~'b, pois A tem posto completo.

Assim, com esta estimativa para dy, mostra-se que (dy, dz) é uma diregao factivel

fazendo:

AT (y+dy)+z+dz = ATy+ ATdy+z+dz = Aly+ 2+ Aldy+dz = c+ ATdy+dz =
=c+ AT(AZ2ATY W — 2P0 = c+ AT(AZ2AT) 0 — 2222 AT (AZ 2 AT 1 =
=c+ AT(AZ2AT o — AT(AZ 2 AT b =c.

Desta forma, conclui-se que (dy, dz) é uma direcao factivel.

i) o' (y +dy) = by +b"dy = by + b (AZ2AT) b > by,

A tltima desigualdade segue do fato de que (AZ7?A")™' é uma matriz definida
positiva, logo b* (AZ72AT)~'b > 0. Assim, b” (y +dy) > b"y e (dy, dz) é uma diregio

de subida, como queria mostrar.
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Portanto, por i) e ii) pode-se concluir que (dy, dz) é uma diregdo de subida

factivel.

Assim, seja k uma iteracao qualquer na resolu¢ao de um PPL fazendo uso do
Método Dual Afim Escala, em que z* > 0 é o ponto dual interior e dz* = —(Zk)Q:L’k a

k+1

direcao de subida factivel, o novo ponto dual dado por 2", encontrado a partir da dire¢ao

dz* aplicado ao ponto interior z* é tal que:

= 8 4 akdRk,

onde af é o tamanho do passo percorrido ao longo da direcdo para encontra-lo e é dado

por:

k
T B k
" = Tmin { —— tal que dz; <0,
dz} J

. . 2 A ,
comj=1,2...,ne7e(0,1). Teoricamente, 7 = 3 garante a convergéncia do método.
Entretanto, na pratica costuma-se utilizar 7 = 0, 95.

Ao calcular o novo ponto dual z desta forma, garante-se que ele também é um

k+1

ponto interior, isto é, tem-se 2" > 0.

De modo anélogo, o novo ponto dual y dado por y*! é calculado de forma que:

YL = F 4 aFdyk

no entanto, y ¢ uma variavel livre.

O critério de convergéncia para este método é dado por:

T, k+1 1T,k
b"y b y"| -~
max{1, [bTy*}

onde ¢ normalmente é utilizado com valor aproximado de 1078, Este critério serve como
teste de parada do método, indicando se estao satisfeitas as condi¢oes necessarias para

que uma solugao 6tima seja obtida.
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O Método Dual Afim Escala soluciona o problema dual (2.2). Entre os métodos
de pontos interiores, ele foi o precursor em obter, na pratica, resultados computacionais
competitivos (ADLER et al., 1989). Além disso, diferentemente do Método Primal Afim
Escala, tem a vantagem de nao acumular erros de arredondamento de uma iteragao para a

seguinte.

A seguir, é apresentado um pseudocddigo do Método Dual Afim Escala.

Algoritmo 2 — Método Dual Afim FEscala

Dados: (3°, %) factivel com z° > 0

1 para k =0,1,..., max iteragoes faga

2 Célculo da dire¢ao de subida factivel para o ponto dual (y, 2):
3 dyt = (A(ZF)72ATY
4
5

dz* = — AT dyF

Célculo do tamanho do passo:

k
k_ s ) % k
6 o = Tmin { —— tal que dz; <0
dz; J

7 Atualizacao do ponto dual:

8 Yy 4 aPdyt

0 e ATy

10 Critério de Convergéncia:
bT k+1 _ bT k

11 b7y v| <e

max{L, [b"y"|}
12 fim
13 = —(ZF)2d*

-

E oportuno salientar que no Algoritmo 2, 2z é calculado através de z¥ =

FHL— 2k 4+ oFd2”, pois este preservaria os erros de arredondamento

¢ — ATdy" e nao por z
gerados por z¥, de modo a ocorrer acumulacio de tais erros a cada iteracdo. Assim sendo,

0S erros ocorrem apenas na iteragao correspondente.

3.3 Método Primal Dual Afim Escala

O Método Primal Dual Afim Escala foi proposto por (MONTEIRO; ADLER,;
RESENDE;, 1990) e seu funcionamento consiste, basicamente, em aplicar o Método de
Newton (RUGGIERO; LOPES, 1996) as condigoes de otimalidade do PPL que esté sendo
resolvido, para obter as diregoes que possibilitam o encontro das solucoes primais-duais e

manter os pontos interiores.
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Assim, considerando as condig¢oes de otimalidade apresentadas na Secao 2.5,

tem-se o sistema de equagdes nao lineares (3.7) a seguir:

Ax = b =0
ATy 42 = 220 . (3.7)
XZe = 0

Fazendo uso do Método de Newton (RUGGIERO; LOPES, 1996) para resolver
o sistema (3.7) precedente (VANDERBEI, 1996; WRIGHT, 1996), tem-se:

Ip Az —b p
F(xvyaz) = fa |= ATy—i—z—c =—1| rgy |=0, (3.8)
fa XZe T

onde r, ¢ o residuo primal dado por r, = b—Azx, r4 é o residuo dual dado por rq = c—ATy—z
e r, é o residuo afim dado por r, = —X Ze.

A direcao de Newton é dada por:

d= —(J(:E,y,z))ilF(SL’,y, Z),

onde J é a matriz Jacobiana e, corresponde a:

0 0
J(x,y,2)=1| 0 AT I
0 X

Seja r o residuo definido por (3.8). Logo,

Tp Ip
r= Tqa | = — fa
Ta Ja

Assim, a direcdo de Newton sera:
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A p
d=\| dy |= 0 AT T rq
dz Z 0 T
Portanto,
0 O dx Tp
0 A" I dy |=1 ra |-
0 X dz Tq
podendo ser escrito como:
Adx =1
Aldy+dz = rq , (3.9)

Zdr +Xdz = r,
que ao ser resolvido, as dire¢oes dx, dy e dz sao encontradas. Desta maneira, tem-se:

dz = X Y(ry — Zdx).

As matrizes X e Z possuem inversas, pois sdo matrizes diagonais cujos elementos
da diagonal sao todos positivos, uma vez que x e z sao pontos interiores. Na resolucao do
sistema (3.9), dz é a primeira diregdo a ser encontrada, através da terceira equagao, visto
que o céalculo da inversa de X é mais barato computacionalmente, devido ao fato desta ser

uma matriz diagonal. Entao, substituindo dz no referido sistema, obtém-se:

Adzx = 7
T 1 - (3.10)
Atdy — X~ Zdx rg— X Tq

Isolando dz na segunda equagao do sistema (3.10), aproveitando o fato de que

a matriz Z possui inversa, tem-se:

dr = Z ' X(ATdy —rq + X '1,). (3.11)
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Na igualdade (3.11), Z 71X é a multiplicacio de duas matrizes diagonais.

Portanto, definindo D = Z7'X, D também sera uma matriz diagonal. Logo,

dr = D(ATdy —rqg + X 'r,). (3.12)

Assim, a primeira equagao do sistema (3.10) torna-se:

(ADATYdy =1, + AD(rg — X 'r,).

Pode-se, entao, escrever dy como:

dy = (ADATY Y (r, + AD(ry — X '14)), (3.13)

pois (ADA") é uma matriz definida positiva. Portanto, este sistema pode ser resolvido
fazendo uso da fatoragao de Cholesky (GOLUB; LOAN, 1996).

Deste modo, foram encontradas as direcoes dx, dy e dz.

O novo ponto z, encontrado a partir da dire¢ao dx dada por (3.12) aplicado ao
ponto interior x inicial, também deve ser um ponto interior. O mesmo ocorre para o ponto
z. O novo ponto y é encontrado a partir da diregdo dy dada por (3.13) aplicado ao ponto

y inicial, entretanto, y ¢ uma variavel livre e, portanto, ndo tem restricao de sinal.

Assim, seja k uma iteracao qualquer na resolu¢ao de um PPL fazendo uso do
Método Primal Dual Afim Escala, em que (2%, 2%) > 0, d2* = D(ATdy — rq + X 1),
dy* = (ADATY ' (r, + AD(rq — X 'r,)) e dz¥ = X *(r, — Zdx), os novos pontos =",

Y1 e 281 sd0 obtidos da seguinte forma:

k+1 k+1

T = ¥+ ads®, onde Ft1 >0
S = g g ady
A = 2R 4 ade® onde 2T >0

e o tamanho do passo percorrido ao longo das respectivas direcoes para encontra-los,

definido como «, é calculado da seguinte maneira:
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a¥ = rmin _q,i tal que dz* < 0
a dxk 4 J ’
J

k
F_ mind — 29 tal k
oy = Tmin dkta que dz; <0,
%

of = min {ay,, ag},

comj=1,2...,ne7e(0,1). Contudo, costuma-se utilizar 7 = 0,99995.

O tamanho do passo («) calculado como o minimo entre v, e oy garante que o

préximo ponto seja interior.

E importante ressaltar que, na pratica, usa-se tamanhos de passos diferentes
para os problemas primal e dual. Adicionalmente, o tamanho maximo do passo é 1, pois
corresponde a direcao de Newton. Assim, a’; dado por af

P
o ponto primal x e o/j dado por o/j <« min {1, o/g} ¢ aplicado para os pontos duais (y, 2).

< min {1, a’;} é aplicado para

A vantagem desta pratica consiste na possibilidade de diminuir o nimero de iteragoes
necessarias para resolucao de problemas, entretanto, dificulta a analise teérica do método.

Deste modo, o/; e o/dC sdao definidos, respectivamente, como:

k
o/; = min (1,Tmin {_dx;? tal que dx? < 0}) : (3.14)
2k
ok = min (1,7'min {—djk tal que dzj'? < 0}) , (3.15)
2
J

comj=12...,ne7=0,99995.

k+1 | k+1 k
)

Com isso, 0s novos pontos x y** e 2" sdao obtidos da seguinte forma:

k+1

" = 2% 4+ a,da®, onde 2P >0
Y = o 4 audy” . (3.16)
L — 2k aud2®, onde 2> 0
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O critério de convergéncia para este método foi elaborado baseado nas condig¢oes
de otimalidade apresentadas na Sec¢ao 2.5 e é dado por (WRIGHT, 1996):

b-dcls
- = < £
b2 +1
le — ATy — 2],
€ , 3.17
[+ 1 (317)
xTz .
[ |1+ Tz +bTy

onde ¢ normalmente ¢ utilizado com valor aproximado de 1078, Este critério serve como
teste de parada do método, indicando se estao satisfeitas as condi¢oes necessarias para

que uma solugao 6tima seja obtida.

Diferentemente dos métodos descritos anteriormente, o Método Primal Dual
Afim Escala nao necessita de um ponto inicial factivel para que inicie o seu processo
iterativo. A tUnica exigéncia é que o ponto seja interior. A desvantagem deste método é
que, na prética, os pares z,z; aproximam-se de zero com velocidades diferentes, o que
pode gerar tamanhos de passo pequenos e dire¢oes nao tao eficientes, fazendo com que o

método falhe com frequéncia ou tenha uma convergéncia lenta.

A seguir, é apresentado um pseudocodigo do Método Primal Dual Afim Escala.
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Algoritmo 3 — Método Primal Dual Afim FEscala
Dados: y° e (z°,2%) > 0
para k = 0,1,..., max iteracoes faga

Célculo do residuo primal:

r]]f =b— Az*

Célculo do residuo dual:

Célculo do residuo afim:

rk = Xk 7ke

Célculo das diregoes:

dyt = (ADkAT)_l(r]; + AD*(rk — (X®)71rFY)
10 | da® = DF(ATdyF — 4+ (XF) )

n | dZF = (XF)F - (Z2F)da")

12 Célculo do tamanho do passo primal:

1
2
3
4
5 rh=c— ATyP — 2k
6
7
8
9

¢ _ rmin = tal que dat < 0
13 O[p = 7TINnin dxk a que $]
J

14 Calculo do tamanho do passo dual:

2k
15 ok = rmin {—djk tal que dzf < 0}
%

16 Calculo do tamanho do passo:
17 | of = min{a,, a4}
18 Atualizacao do ponto corrente:
19 oF L — 2 4+ ok da®
20 Yy 4 aPdyt
21 P P
22 Critério de Convergéncia:
(- Aty
[b]2+1 N
_ ATk — ok
I N T
lef2 +1
(2%)7 2%

14 Tk + pTyk

\

24 fim

3.4 Meétodo Primal Dual Seguidor de Caminhos

Na Secao 3.3 sobre o Método Primal Dual Afim Escala, foi apontado que os
pares x;z; aproximam-se de zero com velocidades diferentes, podendo originar resultados

nao satisfatorios, caso o método seja aplicado a algum PPL.
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Deste modo, o Método Primal Dual Seguidor de Caminhos foi elaborado no in-
tuito de sanar as dificuldades do método antecedente. Para tanto, algumas alteracoes foram
realizadas no Método Primal Dual Afim Escala, transformando-o no Método Primal Dual
Seguidor de Caminhos, de maneira que estes métodos assemelham-se significativamente.
As referidas modificagbes serao apresentadas a seguir (KOJIMA; MIZUNO; YOSHISE,
1989; MCSHANE; MONMA; SHANNO, 1989).

Seja ¥ um parametro tal que y* — 0 quando k — oo e

Se u* = 0, a condicao de complementaridade dada na Secdo 2.5 é satisfeita e
o método fica exatamente igual ao Método Primal Dual Afim Escala. O propdsito é que
1 tenha um valor apropriado o suficiente para que o Método Primal Dual Seguidor de

Caminhos funcione satisfatoriamente, obtendo bons resultados.

k

. . v
Para isto, deve-se considerar % como p* = ( , onde

n

Ak = (xk)Tzk (3.18)

e n corresponde a dimensao de z e de z.

O gap é a diferenca entre as fungdes objetivo de um problema primal e de sua

versao dual, como apresentado pela Equacao (2.4). Entretanto, para um ponto factivel, o
k

gap é definido de acordo com a igualdade (3.18). Assim, considerando apenas T em p*, os
n

valores de z; e z; seriam iguais entre si, pois foi realizada a média de ()T 2*. Logo, tanto
x; quanto z; estariam na média, representando uma situagao ideal, mas implicaria em
=0 (visto que o gap é a diferenca entre as fungoes objetivo de um problema primal e
de sua versdo dual) e, consequentemente, em u* = 0, situacdo que deve ser evitada por

motivos ja abordados.

Desta maneira, ;* deve ter um valor ligeiramente menor do que a média. Ento,

k
pt = o* <7>
n

onde o* € (0,1) (LUSTIG; MARSTEN; SHANNO, 1991). Se ¢" = 0 tem-se u* = 0,

situacdo que deve ser evitada por motivos também ja elucidados. Se ¢* = 1, ocorre a

p é definido como :
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direcdo de centralidade, o que deve ser evitado de acordo com o paragrafo anterior. Entao,

. 1
na pratica, o valor de ¢* é dado por o* = = ou 0% = —.
n

vn
De acordo com a alteracao realizada neste método, na restricao de complemen-
taridade tem-se X Ze = pe e, o residuo afim apresentado na Segdo 3.3 torna-se o residuo
de centralidade denotado por 7, sendo r. = pe — X Ze (WRIGHT, 1996). Portanto, em

relacdo ao Método Primal Dual Afim Escala, basta substituir r, por r..

Neste método, as diregoes sao calculadas exatamente como apresentado na
Secao 3.3.

Assim, seja k uma iteracao qualquer na resolu¢ao de um PPL fazendo uso do
Método Primal Dual Seguidor de Caminhos, em que (z*, 2*) > 0, do* = D(ATdy —rq +
X7'r,), dy* = (ADAT)*(r, + AD(r4 — X" 'r,)) e dzF = X~ (r. — Zdz), os novos pontos
2F R e 2P 550 obtidos do mesmo modo como em (3.16), na Segao 3.3 e, os tamanhos
dos passos percorridos ao longo das respectivas diregoes para encontra-los, definidos como

a, € ag, sdo calculados de acordo com (3.14) e (3.15).

Além disso, o critério de convergéncia para este método é o mesmo usado para

o método precedente, apresentado em (3.17), na Sec¢ao 3.3.

Em sintese, os valores de p definem uma funcdo denominada trajetoria central
onde qualquer par x;z; tem o mesmo valor. Quase todos os métodos eficientes de pontos
interiores buscam pontos proximos a trajetoria central, o que justifica o titulo do método em
questao. Na pratica, este método produz resultados satisfatorios e possui boas propriedades

tedricas.

k2
L [ , . Y
Uma variacio no calculo de ¥, em que este é considerado como pf = o* (( )
n

se 7% < 1, pode reduzir duas ou trés iteracoes para muitos problemas. Assim, p* passa
a ser utilizado com este valor a partir do instante em que ~* tiver valor menor que um

(TAPIA; ZHANG, 1992).

A seguir, é apresentado um pseudocodigo do Método Primal Dual Seguidor de

Caminhos.
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Algoritmo 4 — Método Primal Dual Sequidor de Caminhos

Dados: 3° e (2°,2%) > 0

1 para k= 0,1,..., max iteracoes fagca

2 Célculo do residuo primal:

3 r;f =b— AzF

4 Célculo do residuo dual:

5 rh=c— ATyP - 2F

6 Célculo do parametro de centralidade:
7 ’)/k _ (%k)TZk

k
o)

9 Célculo do residuo de centralidade:
10 T(Ij = ,uke—Xkae
11 Calculo das direcoes:

12 | dy = (AD*AT)7 (rk + ADF(r — (XF)7'rE))
13 | da® = DF(ATdyk — rh 4+ (XF) 1)
14 dz*F = (XF) (¥ — ZFda®)

15 Calculo do tamanho do passo primal:
k
16 o = min ( 1, 7min _ 4 tal dz* <0
p = , - que dr; <
dr;
17 Célculo do tamanho do passo dual):
k
k. )R k
18 ay; = min | 1, 7min e tal que dz; <0
J
19 Atualizacao do ponto corrente:
20 oFl— 2k 4 ozzlfdxk
21 Yy yF + aldy”
22 | 2P 2F 4 aldR”
23 Critério de Convergéncia dado por:
(b — A",
]2+ 1
c— ATyk — 2k
o | L lem Aty =
lef2 +1
(2F)T 2F
€
1+ Tk 4+ bTyk

25 fim
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3.5 Meétodo Preditor-Corretor

O Método Preditor-Corretor (MEHROTRA, 1992a; MEHROTRA, 1992b)
assemelha-se ao Método Primal Dual Afim Escala e ao Método Primal Dual Seguidor de

Caminhos, entretanto, faz uso de trés direc¢oes:

e Direcio Afim Escala (Direcdo Preditora) - d;
e Dire¢ao de Centragem (Seguidor de Caminhos) - o;

e Correcao nao Linear com Perturbagao (Diregdo Corretora) - d.

Este método consiste, fundamentalmente, em numa mesma iteracao, calcular
a Direcao Afim Escala (Diregdo Preditora - J) e, em seguida, realizar a perturbacao
semelhante a do Método Primal Dual Seguidor de Caminhos, gerando a Dire¢do Corretora

(d), que combinada com a Diregao Preditora, possibilita o cdlculo dos pontos primais e

duais.

Deste modo, inicialmente, de maneira andloga a descrita na Secao 3.3, aplicando
o Método de Newton para resolver o sistema nao linear composto pelas condi¢oes de

otimalidade apresentadas na Se¢ao 2.5, dado por:

Ax = b z =0
ATy+Z = 220 )
XZe = 0

chega-se no sistema de equagoes (3.19) a seguir que permite calcular a Diregdo Afim Escala:

0 O dx Tp
0 AT T dy =1 ra |- (3.19)
Z 0 X dz T,

O sistema (3.19) pode ser reescrito como:

Adx = r
Aldy +dz = rq , (3.20)
Zdr + Xdz = Ty
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que ao ser resolvido, as diregoes dz, dy e dz, que formam a Direcdo Afim Escala, sao

encontradas. Logo, tem-se:

Entéo, substituindo dz no sistema (3.20), obtém-se:

Adx = 7
s L (3.21)
Aldy — X~ Zdx rg— X '7Tq

Isolando dz na segunda equacdo do sistema (3.21), aproveitando o fato de que

a matriz Z possui inversa, tem-se:

dx = D(ATcZy —rg+ X try).

Pode-se, entao, escrever dy como:

OZy = (ADAT)’l(rp + AD(rq — X’lra)),

onde

S = ADA” (3.22)

é uma matriz definida positiva.

Deste modo, foi encontrada a Direcao Afim Escala composta por dAx, czy e dz.

Em seguida, de acordo com o exposto na Secao 3.4, os tamanhos dos passos

relativos a Dire¢ao Preditora definidos como &, e &4, devem ser calculados da seguinte

k
ko . Ly 5k
&y, = min (1,Tm1n {— —— tal que dx? < 0}) ,
3 J
dx;

maneira:
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o . 2 5k
&g =min | 1, 7min { ——= tal que dz; <0 ,
dz}f

comj=1,2,...,ne7e(0,1). Na préitica, costuma-se utilizar 7 = 0,99995.

Nesta etapa, nos Métodos Primal Dual Afim Escala e Primal Dual Seguidor de
Caminhos, o préximo ponto primal-dual seria calculado. Entretanto, o Método Preditor-
Corretor, neste estagio, determina uma outra direcdo denominada direcdo final, dada por

d, tal que:

d=d+d,

onde d é a Direcao Preditora e, d é a Direcdo Corretora, justificando o titulo do método

em questao.
Para tanto, realiza-se entao, o calculo do parametro de centralidade. No Método

Primal Dual Seguidor de Caminhos, a perturbacao dada por p* é definida como p* =

k k
o" (7), onde (7> ¢ a média da complementaridade e o* € (0,1), como exposto na
n n

Secao 3.4.

No Método Preditor-Corretor, o valor de o* reflete se a direcdo é boa (quando
é préximo a 0) e a perturbacao ndo precisa ser muito grande. Caso a dire¢do nao seja boa

(quando o valor de o* é préximo a 1), a perturbacdo precisa ser maior.

Contudo, neste método, u* pode ser definido de trés maneiras distintas, como

apresentado a seguir.

O primeiro valor de p* é dado por:
AEN2 /A
() ()
o=\ % — -
y n
O segundo valor de p* é tal que:

;ﬁ:(%). (3.23)
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Por fim, o terceiro valor de p* é definido como:
kN 2 kN 2 /ak
= (7) ,sey<lept = (Vk) (7) , caso contrario. (3.24)
n n

Sendo 4 = (z + d,d, )" (2 + dqd.) a complementaridade considerando a Direcao

Afim Escala. Se a direcao for boa, 4 tem um valor pequeno em relagao a v, fazendo com

que o valor de (7> seja também pequeno. Se a direcao nao for boa, 4 tem um valor
g

A~

proximo de v, fazendo com que o valor de (7) seja proximo de 1.
Y

3.5.1 Correcdo nao Linear

Quando a direcao de Newton é aplicada aos pontos primal e dual com o tamanho
de passo igual a 1 (a = 1), chega-se em um ponto primal-dual factivel em uma iteragao.

Entao, considerando a,, = a4 = 1, os residuos primal e dual da iteragao seguinte, dados

por r];“ e r**1 respectivamente, sdo tais que T£+1 = 78+t = 0, pois um ponto primal-dual
factivel foi encontrado. Deste modo, sendo o residuo afim ¥ = —(X*)Z"*e na iteracio k,
seu calculo na préxima iteragao é dado por:

T;H—l _ _(Xk+1)Zk:+16

rit — (X% 4 Dx)(Z% + Dz)e

a

rkel = (XFZFe + X*Dze + DxZFe + ﬁxﬁze)

a

riHt = ok (XPdz + Z%de + DaDze),

a

rk+t — _DxDze,

onde Dz é a direcao relativa a matriz X e Dz é a direcao relativa a matriz Z.

O calculo do residuo afim assim estabelecido, permite que a direcao seguinte

seja mensurada, sabendo qual é o proximo residuo, mas sem, necessariamente, saber qual



Capitulo 3. Métodos de Pontos Interiores 54

é o préximo ponto, que é justamente a proposta do método. Assim, o sistema de equagoes
(3.19) fica:

A 0 0 dx 0
0o AT I dy |= 0
Zk o xR dz —DxDze

Realizando, entao, a perturbacao relativa ao Método Primal Dual Seguidor de
Caminhos e, considerando o tamanho do passo igual a 1 para encontrar o residuo Afim
anterior, o sistema de equagoes que permite calcular a Diregdo Corretora ¢é estabelecido

CO1mo:

A 0 0 dx 0
0 AT I dy |= 0 . (3.25)
AR RN | D Gk dz —DxDze + pe

Deste modo, tem-se que a Corre¢do nao Linear com Perturbagdo (Diregao
Corretora - ci) tem por objetivo calcular uma direcdo que aproxima-se da direcao da
préxima iteragao do Método Primal Dual Seguidor de Caminhos, de acordo com o sistema

(3.25).

A aproximacao consiste em substituir X*™! e Z*! por X* e Z*, respectiva-
mente, na matriz do Sistema (3.25), pois serd utilizado X ¥ e Z* da iteracdo atual e nao

da proxima, obtendo:

A 0 0 dx 0
0 AT 1 dy | = 0 . (3.26)
ZF 0 X* dz —DaDze + e

Ao resolver o Sistema (3.26), a dire¢ao obtida (d) é mais barata de ser encontrada
se comparada a primeira (ci), pois como D = XZ ' e ADAT = LL" nao se alteram, a
fatoracdo de Cholesky de ADAT ji esté calculada.

Como a dire¢ao final é definida como d = d + d, entdo somando os sistemas
(3.19) e (3.26) obtidos, chega-se em:

0 0 dr + dx Tp
0 AT I dy +dy |= ra ,
Z 0 X dz + dz re — DzDze + e
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que é equivalente a

0 0 dz Tp
0 A" I dy | = T4 : (3.27)
Z 0 X dz re — DzDze + e

Assim, define-se ry = r, — DxDze + e, fazendo com que o sistema (3.27) fique

COo1mao:

A 0 O dx Tp
0 AT I dy |=1 rq
Z 0 X dz Ts

Portanto, de modo semelhante ao processo de definicao da Direcao Preditora,

ao resolver este sistema, encontra-se a direcdo final composta por dz, dy e dz, onde dz* =

D(ATdy —rq+ X 'r,), dy* = (ADAT) Y (r, + AD(rq — X ') e d2* = X ' (ry — Zdu).

Finalmente, seja k uma iteracdo qualquer na resolucdo de um PPL fazendo uso

do Método Preditor-Corretor, em que as direcdes finais sio dadas por dz*, dy* e dz*, os

k

novos pontos z" 1, y**1 e 2F1 550 obtidos da seguinte forma:

k+1 k+1

x = 2+ a,da®, onde >0
k+1 k k

yoo= Y+ agdy

AL — 2k agd2®, onde 2> 0

e, os tamanhos dos passos percorridos ao longo das respectivas dire¢cdes para encontra-los,

definidos como «, e ag4, sao calculados da seguinte maneira:

o
o/; = min (1, Tmin {_da:]k tal que dx;? < 0}) , (3.28)
j
ok
o = min (1, Tmin {_d;k tal que dz]]-€ < O}) , (3.29)
j
com j=1,2...,ne7e(0,1). Na pritica, costuma-se utilizar 7 = 0,99995.

Os tamanhos dos passos «, e oy definidos desta forma garantem que os novos

pontos encontrados sejam pontos interiores.
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O critério de convergéncia para este método é o mesmo usado para o Método
Primal Dual Afim Escala e para o Método Primal Dual Seguidor de Caminhos, expresso
por (3.17), na Segao 3.3.

Portanto, no Método Preditor-Corretor, resolve-se dois sistemas lineares a cada
iteracao. Na pratica, ao aplicar este método na resolugao de um PPL, a solucao é encontrada
com aproximadamente metade do nimero de iteragoes se comparado a resolugao obtida
com o uso do Método Primal Dual Seguidor de Caminhos. Sua convergéncia ¢ quadratica.
Além disso, o Método Preditor-Corretor é base de todas as implementacoes atuais para
pontos interiores, podendo ser chamado Método de Newton Perturbado, Modificado de
Ordem 1.

A seguir, é apresentado um pseudocddigo do Método Preditor-Corretor.

Algoritmo 5 — M¢étodo Preditor-Corretor
Dados: y° e (z°,2%) > 0
para k = 0,1,..., max iteracoes faga
Célculo do residuo primal:
T]]; =b— Ak

Célculo do residuo dual:

Calculo do residuo afim:

rk = Xk 7Zke

Calculo das dire¢oes afim escala:

dy = (AD*AT) Mok + ADH(rS — (X4) 'rk)
10 dz® = DP(ATdy* — rk 4+ (XF)1rk)

1 | dZF = (XBY R — ZRdak)

1
2
3
4
5 rh=c— ATyP — 2k
6
7
8
9

12 Célculo do tamanho do passo primal:
k
N . _ X 5k
13 &, = min { 1, 7min —— tal que dz” <0
dx® !
J
14 Calculo do tamanho do passo dual:
k
15 &% = min | 1, 7min { — % tal dz"
q= , = que dz; <0
dzf
16 Calculo do parametro de centralidade:
17 | A= (z+ o?f,czxk)T(z + akdz")
~k\ 2 ~k
(%) ()
18 W=\ —
v n
19 ou

k
gl
20 /Lk = (7112)

21 ou




Capitulo 3. Métodos de Pontos Interiores 57

21
kN 2 kN 2/ ak

22 k= (7) csey<lept= (716) (7) , caso contrario
n y n

23 Calculo do residuo de centralidade final:

24 T§ = ,uke + r’; — ﬁiﬁfe

25 Calculo das direcoes finais:

26 dyt = (ADkAT)_l(rS + AD*(rk — (X*)71rFY)
27 | da® = D*(ATdy" —rjy + (X))
28 dzF = (XF) Lk — ZFda®)

29 Célculo do tamanho do passo primal:
k
30 o = min ( 1, 7min _ 4 tal que dz¥ < 0
P ’ dxk q J
31 Calculo do tamanho do passo dual:
k
koo )5 k
32 oy = min | 1, 7min o tal que dz; <0
J
33 Atualizacao do ponto corrente:
34 ohl— 2k 4 o/;dxk
35 Yy yF - aldy”
36 | 2"Th e 2P ahdRt
37 Critério de Convergéncia:
(b — A"
]2+ 1
c— ATyl — 2F
I T e
[T, +1

e

1+ cTak + pTyk

39 fim

No préximo Capitulo, hd o desenvolvimento tedrico que serviu de base para
a formulacao de um coédigo apto a resolver um PPL com restrigoes de igualdades e

desigualdades e com variaveis canalizadas, sem que haja o aumento de sua dimensao.



o8

4 Meétodos de Pontos Interiores para Proble-

mas com Restricoes de Desigualdade

Um Problema de Programagao Linear (PPL) costuma ser resolvido em sua
forma padrao, exposta no Capitulo 1, mais especificamente na Secao 1.1. Entretanto,
na grande maioria das vezes, um PPL nao apresenta-se nesta configuracao inicialmente.
Deste modo, para deixa-lo nesta estrutura, algumas transformacoes sao realizadas, como
mostrado na Secao 1.3. Contudo, estas acoes podem acarretar o aumento significativo
da dimensao do problema em questao e, consequentemente, um custo computacional de

resolucao possivelmente elevado, principalmente se o PPL for de grande porte.

Este estudo tem como finalidade discutir as transformagoes no Método Preditor-
Corretor que proporcionam condigoes favoraveis para que os problemas, com algumas
estruturas especificas que os fazem nao estar na forma padrao, possam ser resolvidos sem

o0 aumento de sua dimensao.

Assim sendo, quatro diferentes estruturas de PPL que nao estao na forma
padrao sao analisadas: primeiramente, um problema em que todas as restrigoes sao
desigualdades (do tipo maior ou igual), em seguida, um problema em que todas as
restrigdes sao desigualdades (do tipo maior ou igual) e todas as varidveis sao canalizadas,
na sequéncia, um problema em que todas as restrigoes sao desigualdades (do tipo maior
ou igual) e algumas variaveis (mas nao todas) sao canalizadas e, por fim, um problema em
que parte das restrigoes sao igualdades e parte sdo desigualdades (do tipo maior ou igual)

e algumas varidveis (mas nao todas) sao canalizadas.

Deste modo, nas préximas sec¢oes, estes quatro cenarios sao abordados na
sequéncia citada. Para cada um deles, criou-se um c6digo no software MATLAB (MATLAB,
7.10 R2010), fazendo uso do Método Preditor-Corretor, a fim de resolver um PPL com as
caracteristicas do cendrio em que esta inserido. Para tanto, cada codigo criado baseia-se na
aplicagdo do Método Primal Dual as condi¢oes de otimalidade provenientes do problema
primal (na estrutura que esta descrita no respectivo cendrio que esté sendo trabalhado) e
da sua versao dual apos a insercao de variaveis de folga e excesso, isto é, apds ambos os

problemas (primal e dual) estarem na forma padrao.

Entao, para testar a funcionalidade do referido cédigo, alguns exemplos de
problemas foram utilizados no intuito de perceber se era capaz de solucionar de maneira

correta os problemas escolhidos.

Ademais, optou-se em trabalhar com restricoes em forma de desigualdade

do tipo maior ou igual, porém, sem perda de generalidade, a escolha poderia ter sido
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trabalhar com restrigdes em forma de desigualdade do tipo menor ou igual, de modo a
obter resultados analogos (OLIVEIRA, 1997).

Embora a abordagem deste trabalho tenha sido proposta por (OLIVEIRA,
1997), o desenvolvimento deste estudo, bem como a criagao dos quatro c6digos mencionados

¢é algo inédito.

4.1 Restricoes de Desigualdades

Considere o seguinte PPL primal, onde todas as restrigdes sao de desigualdades

do tipo maior ou igual.
(Primal)

Minimizar ¢’z

Sujeito a  Ax

AR

T

Sua forma padrao é dada por:

(Primal - Forma Padrdo)

T

Minimizar ¢ x
Sujeitoa  Ar — w = b, (4.1)
z=20, w=0

onde w é a variavel de excesso.

O PPL dual associado ao PPL primal na forma padrao é escrito como:
(Dual)
Maximizar by

Sujeito a ATy
Y

IN N
o o

e sua forma padrao ¢é a seguinte:
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(Dual - Forma Padrdo)
Maximizar by
Sujeitoa ATy + 2z = ¢, (4.2)

y=0, 2=0

onde z é a variavel de folga.

As condigoes de complementaridade para os problemas primal (4.1) e dual (4.2)

analisados sao XZe = 0 e WYe =0, onde X, Z, W e Y sdo matrizes diagonais cujas

diagonais principais sao formadas pelo vetores z, z, w e y, respectivamente.

Desta maneira, as condigdes de otimalidade para os problemas primal (4.1) e

dual (4.2) sao dadas por:

Az —w—-b = 0 (z,w)=0
ATy+z—c = 0 (y,2)=0
XZe = 0
WYe = 0

Aplicando o Método Primal Dual para este problema, conforme descrito na

Secao 3.3, o seguinte sistema linear é obtido:

o I 0o AT da* rk
zZ5 X8 0 0 EA N
0o 0 Y* wk dw” e I
A 0 -I 0 dy" r
que pode ser escrito como:

dz* + AT dyF = 7k

ZFda® + X*dt = )

YFdwk + Whay* = ¥’

Adx* — dw* = rl;

(4.3)

onde r* = pFe — X*Z%e¢ e r¥ = pFe — W*Y"e. Isolando dz* e dw® da segunda e da terceira

igualdade do sistema linear (4.3), respectivamente, tem-se:

dzF = (X®) Yk — ZFda®)
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dw® = (Y*) L (rF — Whay").

Deste modo, basta aplicar os valores encontrados para dz* e dw* no que restou

do sistema (4.3), de maneira a obter:

Adz® — dw® = r}’;

Aldyt +dzF = b
Ada? + (YN (Whdy®) = b+ (YR )
Aldy* — (XF)"H (2" dah) = g — (XP)7e

Seja D* = (X¥)"1 7% e E* = (Y*)"'W*, entdo o sistema fica:

(4.4)

Ada® + E*dy* = o+ (YN )
Aldy* — DFda* = ok — (XF)~pk

o que forma o seguinte sistema aumentado para o problema com desigualdades:
—DF AT da* B rk—(XF) Ik
A E* dy” 7"}]; + (YRy~lpk )7
onde o complemento de Schur (MEYER, 2000) em relacdao & —D* ¢ dado por:

S* = EF — A(=D")TAT = A(DF) AT 4 EF.

Isolando dz* na segunda equacao do sistema (4.4), obtém-se:

da® = (DF)H(ATdy* — vl + (XF) 710

e, isolando dy” na primeira equacio do sistema (4.4) e utilizando o valor de dz* encontrado,

chega-se na expressao para dy” tal que:

Ay = (A(DY)LAT + )Lk + (V) Ik A — (241
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ou, utilizando o complemento de Schur em relacdo & —DF,

Shayt = vk + (V) A(DY) Uk — (294,

de onde obtém-se dy”.

4.2 Restricoes de Desigualdades e Variaveis Canalizadas

Considere o seguinte PPL primal, onde todas as restrigoes sao de desigualdades
do tipo maior ou igual e todas as varidveis sao canalizadas. Neste caso, as variaveis

canalizadas sao tratadas como restrigoes.

(Primal)

Minimizar ¢’z

Sujeito a  Ax

T

\AV/AN\Y
o g o

X

onde u é o limite superior para x.

Sua forma padrao é dada por:

(Primal - Forma Padrdo)

Minimizar o
Sujeito a Ar — w = b
J , (4.5)
r + v = u
z=20, w=0 v=0

onde w ¢é a variavel de excesso e v é a variavel de folga.

O PPL dual associado ao PPL primal na forma padrao é escrito como:
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(Dual)

Maximizar b7y, + w1

Sujeitoa ATy, + 7o < c
—Y1 < 0
g2 < 0
A partir disto, considerando y, = —9s, sua forma padrao é:

(Dual - Forma Padrdo)

. . T T
Maximizar  b'y; — u'yo

Sujeito a ATy, — Yy + z = ¢, (4.6)

onde z é a variavel de folga.

As condigoes de complementaridade para os problemas primal (4.5) e dual
(4.6) analisados sao XZe = 0, WYie = 0 e VYse = 0, onde X, Z, W, Y}, V e Y3 sdo
matrizes diagonais cujas diagonais principais sao formadas pelo vetores z, z, w, y;, v € ys,

respectivamente.

Desta maneira, as condigdes de otimalidade para os problemas primal (4.5) e
dual (4.6) sao dadas por:

Az —w —0b =

T+v—1u =

(, w)
(,v)

(yh Y2, 2

=0
=0
ATy, —pp+2—c = z) =
XZe
WYie
VYse =

o O O O o O

Aplicando o Método Primal Dual para este problema, conforme descrito na

Secao 3.3, o seguinte sistema linear é encontrado:

A 0 0 0 —I 0 da* ry
I 0 0 0 0 I dyy rk
0o A" -1 T 0 0 dys | |k
Z5 0 0o Xx* 0 0 > | |
0o Wx 0 0 YF 0 dw" r
0 0 V¥ 0o 0 Yy dv* rk
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que pode ser escrito como:

Adx* — duw” = r’;
dx* + dv* = 7k
Aldyy —dys +d2* = 7}
< ZFdak + XFdZF = k7 .7
Wkdyt + YFdw* = ¥
VEdyh + Yy do" = 7y

onde ¥ = u —a —v, r¥ = pFe — X*Z%e, vk = pFe —W*YFe e rf = pFe — VFYFe. Isolando
dv*, dzF, duw® e dyg da segunda, quarta, quinta e sexta igualdade do sistema linear (4.7),

respectivamente, tem-se:

Deste modo, basta aplicar os valores encontrados para dv*, dz*, dw” e dy§ no

que restou do sistema (4.7), de maneira a obter:

Adx® — dw® = r;f
ATdyl — dy¥ +d% = ok 7
Ada® + (V)T WEdy; = ()T
Aldyy — (VIS + (XN 7125 da® = g+ (VE)Thry = (X5 Thrg = (VE) 7YYy

Seja D* = (X¥)71ZF 4 (VM) 'YS e B = (YF)"'W*, entdo o sistema fica:

Ly

Ada* + EFdyy = k4 (V)T (48)
ATdy? — DFdzd = ok (VR ek - (XR) Tk (VR ek

o que forma o seguinte sistema aumentado para o problema com desigualdades e variaveis

canalizadas:
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—-DF AT de® N+ (VR Ty — (XYl = (VE) Y
A EF dy )\ k() ’

P K3

onde o complemento de Schur (MEYER, 2000) em relagao a —D* ¢ dado por:

SF = EF — A(-DM)T'AT = A(DM)T' AT + EF.
Isolando dz” na segunda equacdo do sistema (4.8), obtém-se:
da" = (DM "N (A dyy —rg — (V) "y + (X5 7 + (V) 1YR'ry)

e, isolando dyic na primeira equagao do sistema (4.8) e utilizando o valor de dz* encontrado,

chega-se na expressio para dyf tal que:

dyf = (A(DM) AT + BF)THADS) Tl + (VF) e — (X9 = (V)T 4 e
+(Y) )

ou, utilizando o complemento de Schur em relacdo & —D¥,
Stdyy = A(D*)™H(rg + (V) Thry — (XP) g = (VR T ) o+ (V) T

de onde obtém-se dy¥.

4.3 Restricoes de Desigualdades e Algumas Variaveis Canalizadas

Considere o seguinte PPL primal, onde todas as restrigoes sao de desigualdades
do tipo maior ou igual e algumas variaveis sao canalizadas. Neste caso, as varidveis que

sao canalizadas sao tratadas como restrigoes.
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(Primal)
Minimizar ¢’z
Sujeito a  Ax

Fx

o 2 -

8
\ARV/ANA\Y

onde F' é uma matriz de dimensao g x n, em que ¢ é a quantidade de elementos do vetor
x que sao canalizados, n é a dimensao do vetor x e F' é formada por linhas da matriz
Identidade de ordem n. Além disso, u é o limite superior para os elementos de x que sao

canalizados.

Sua forma padrao é dada por:

(Primal - Forma Padrdo)

Minimizar lx

Sujeito a Ar — w = b
! , (4.9)
Fz + v = u
=20, w=0 v=0
onde w é a variavel de excesso e v é a variavel de folga.
O PPL dual associado ao PPL primal na forma padrao é escrito como:
(Dual)
Maximizar b7y, + u'4
Sujeitoa ATy, + Fly, < ¢
—U1 < 0
g2 < 0
A partir disto, considerando y, = —9s, sua forma padrao é:
(Dual - Forma Padrdo)
Maximizar bTy1 — uTyz
Sujeito a Ay, — FTy, + 2 = ¢, (4.10)

9120,y2>072>0
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onde z é a variavel de folga.

As condigoes de complementaridade para os problemas primal (4.9) e dual
(4.10) analisados sao XZe = 0, WYie = 0 e VYse = 0, onde X, Z, W, Y}, V e Y; sdo
matrizes diagonais cujas diagonais principais sao formadas pelo vetores z, z, w, y1, v € yo,

respectivamente.

Desta maneira, as condigdes de otimalidade para os problemas primal (4.9) e
dual (4.10) sao dadas por:

Ar—w —b =0 (z,w)=0

Fr+v—u =0 (z,0)=0
< Alyy —Flyp+z—c = 0 (y1,p,2) =

XZe = 0

WYie = 0

VYse = 0

Aplicando o Método Primal Dual para este problema, conforme descrito na

Secao 3.3, o seguinte sistema linear é encontrado:

A 0 0 0 -1 0 da* r
F 0 0 0 0 I dyt rk
0 A" —F" 1 0 0 dys ry
Z¢ 0 0 xt o o || ar ||
o Wk 0 0 YF O dw" rk
o 0o Vb 0 0 Y dv* \ 74

que pode ser escrito como:

Adx® — dw* = TS
Fdz* + dv* = 7k

) Aldyt — FTdyh + d2% = rh (4.11)
Zkda® + XFd" = 77 '
Whdyy + Y dw* = 7k
VFdyh + Yo" =

onde r¥ = pFe — X*ZFe, r¥ = pFe —WFYFe e rf = e — VFYfe. Isolando dv*, dz", dw" e
dy§ da segunda, quarta, quinta e sexta igualdade do sistema linear (4.11), respectivamente,

tem-se:
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dv* = r¥ — Fdax*

dz* = (XK Lok — ZFda®)

dw" = (V)7 (rf — Whdyy)
dys = (VF)7 (rf = Y do").

Deste modo, basta aplicar os valores encontrados para dv*, dz*, dw” e dy§ no

que restou do sistema (4.11), de maneira a obter:

Adx* — dw® = r’;
ATdyt — FTdyk + d2f = ok
Adz + (V)W hdyy = T
Aldyy — (FT(VI)TYSF + (X571 2N dat = v — (XP) g + FT(VE) Ty = Vi)

Seja D¥ = (XM ZF + FT(VF)Y"'WFF e E¥ = (Y")"'WP*, entdo o sistema fica:

o ()
o FT(VR) k(X8 TV gk

Adz® + EFdy®
{ v R (4.12)

ATdyk — DFda®

o que forma o seguinte sistema aumentado para o problema com desigualdades e algumas

variaveis canalizadas:

( ~DF AT ) < dz" ) ~ ( rh o FT(VRY b (xR) ek - FT (VR Ly ek )

A E* dy i+ (V) Tk
onde o complemento de Schur (MEYER, 2000) em relacao & —D* é dado por:
Sk = EF — A(-D"M) AT = A(DF) AT + EF.
Isolando dz* na segunda equacao do sistema (4.12), obtém-se:

da® = (D) (Aldyy —rg — FT(VF) ey + (X5) 7 he + FH(VE) 7Y ry)
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e, isolando dy} na primeira equacao do sistema (4.12) e utilizando o valor de dx* encontrado,

chega-se na expressio para dyf tal que:

dyf = (A(DF) T AT+ BM TN ADF) T (rk+ FT(VE) Tk — (X8 Tk - FT (VR YRy 4k 4
+(¥1) ')

ou, utilizando o complemento de Schur em relacao a —DF,

Stdyy = A(D®) " (rg + F1(VE) " hry — (X5)7hrg = FE(VE) YY) 4y + (V1) 7,

de onde obtém-se dy¥.

4.4 Restricoes de Igualdades e Desigualdades e Algumas Variaveis

Canalizadas

Considere o seguinte PPL primal, onde parte das restri¢gdes sao igualdades e
parte sao desigualdades do tipo maior ou igual e algumas variaveis sdo canalizadas. Neste

caso, as variaveis que sao canalizadas sao tratadas como restrigoes.

(Primal)
Minimizar ¢’z
Sujeitoa  Ajx = b

A = by,
Fr < u
r = 0

onde A; é a matriz dos coeficientes e b; é o vetor dos termos independentes relacionados
as restrigoes de igualdade, A; é a matriz dos coeficientes e by é o vetor dos termos
independentes relacionados as restricoes de desigualdade, F' é uma matriz de dimensao
g X n, em que q € a quantidade de elementos do vetor x que sao canalizados, n é a dimensao
do vetor x e F' é formada por linhas da matriz Identidade de ordem n. Além disso, u é o

limite superior para os elementos de = que sdo canalizados.

Sua forma padrao é dada por:
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(Primal - Forma Padrdo)

Minimizar tz
Sujeito a Az
AQI

Fx

x=20, w=0v=0

+

w =
(%

onde w ¢é a variavel de excesso e v é a variavel de folga.

O PPL dual associado ao PPL primal na forma padrao é escrito como:

(Dual)

Maximizar bly; + bly,
A{yl + A2Ty2
—Y2

Sujeito a

A partir disto, considerando y3 = —yj3, sua forma padrao é:

(Dual - Forma Padrdo)

Maximizar

Sujeito a

blyr + biys —
ATy, + Alyy — Flys + =z

—i—uT

va

u

Ys

+ FTy,

T
U ys

Y3

yp livre, yo =20, y3 =20, 2> 0

onde z ¢ a variavel de folga.

INCININ

c
0
0

C

Y

(4.13)

(4.14)

O PPL primal na forma padrao (4.13) pode ser escrito como apresentado

abaixo:

(Primal - Forma Padrdo)

Minimizar L
.. 1
Sujeito a r —
Ay
Fx +
=0, w=

A

que, considerando A =
Ay

by .
eb= , pode ser reescrito como:
2
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(Primal - Forma Padrdo)

Minimizar x
Sujeito a Az — GTw = b 7 (4.15)
Fx + vo= U

=20, w=0 v=0

onde w é a variavel de excesso, v é a variavel de folga e G é uma matriz de dimensao
p x m, em que p é a quantidade restricoes de desigualdades que o problema possui, m é o
nimero de linhas da matriz A e G é formada por linhas da matriz Identidade de ordem m.

Além disso, u é o limite superior para os elementos de x que sdo canalizados.

De modo anélogo, o PPL dual na forma padrao (4.14) pode ser escrito como

apresentado a seguir:

(Dual - Forma Padrdo)

Maximizar [ blT bg ] [ h ] — ulys
Y2

Sujeito a [A{ AQT] yl] — Flys + 2 = ¢’
Y2

n livre, y2>07 ?JSZO, z2=0

que, considerando AT = [ AT AT ], Yy = [ & ] e bl = [ bl b ], pode ser reescrito
Y2
como:

(Dual - Forma Padrdo)

Maximizar  bTy — ulys
Sujeito a ATy — Flys + 2z = ¢, (4.16)
y = 07 Y3 = 07 z=0

onde z é a variavel de folga.

Destarte, os problemas primal e dual na forma padrao trabalhados sao os

apresentados em (4.15) e (4.16), respectivamente.

As condigbes de complementaridade para os problemas primal (4.15) e dual
(4.16) analisados sao XZe = 0, WYe = 0 e VYse = 0, onde X, Z, W, V e Y; sao
matrizes diagonais cujas diagonais principais sao formadas pelo vetores x, z, w, v e ys,

respectivamente e, Y é a matriz diagonal cuja diagonal principal é formada pelo vetor Gy.
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Assim, as condigoes de otimalidade para os problemas primal (4.15) e dual

(4.16) apresentados sao dadas por:

Az — GTw —b =0 (r,w)=0
Fr+v—u =0 (z,0)=20

< ATy —FTys +z2—c = 0 (y,ys3,2) =0
XZe =0
WYe =0
VYse = 0

Aplicando o Método Primal Dual para este problema, conforme descrito na

Secao 3.3, o seguinte sistema linear é encontrado:

A 0 0 0 -G" 0 da* r;f
F 0 o o0 o0 I dy” rk
o A" —F" 1 0 0 dys | | "
zZ& 0 0 X" o0 0 d || L
o wk 0o 0o Y* 0 dw" ¥
o o V¥ o 0 Y dv® ¥

que pode ser escrito como:

Adr* — G" duw* = T}l;
Fdz* + dv* = 7k

) Aldyt — FTdyf + d2* = ok (4.17)
Zkda® + XFd* = 77 '
Wkrdy* + Y*dw* = 7rF
Vidys + Yydv" =7

onde ¥ = pFe — X*Z%e rF = pFe — WY e e rf = e — VY e. Isolando dv*, d2*, duw" e
dyéf da segunda, quarta, quinta e sexta igualdade do sistema linear (4.17), respectivamente,

tem-se:

dv* = rk — FPdax*
dzF = (XK ek — ZFda®)
dw® = (Y*) 1 (rf — Wrdy")

dys = (V)7 (ry — Yy'do").
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Deste modo, basta aplicar os valores encontrados para dv®, dz*, dw® e dy¥ no

que restou do sistema (4.17), de maneira a obter:

Ada® — GTduw” = r}’;
ATdy® — FTdyt + dz% = k"’
Ada® + GT(YR) T WEdy = 1y + GNY") Ty
ATdy — (FT(VR)IYER 4+ (X129t = o= (08 b TR - i)

Seja D* = (X¥)'1ZF + FI(VHY'YFF e E¥ = GT(Y*)"'W*, entdo o sistema

fica:

Ad k Ekd k _ k GT Yk 1
{ " + E'dy r, + G (YE) (4.18)

-1,k
ATdy" — D*da® = i+ FT(VF) 7y — (XM = FT(VE) Yl

o que forma o seguinte sistema aumentado para o problema com desigualdades e algumas

variaveis canalizadas:

—Db AT de® \ o+ FTVN) Ty — (Xl = FT (VR
A EF dy* ri+ GT(YR) Tk ’

onde o complemento de Schur (MEYER, 2000) em relacdao & —D* é dado por:

SF = EF — A(-DM)T'AT = A(DM)T' AT + EF.
Isolando dz* na segunda equacéo do sistema (4.18), obtém-se:
dz* = (DF)"H (A dy* —rg — FT(VE)Thrg + (X5) 7l + FT(VE) Y

e, isolando dy* na primeira equacéo do sistema (4.18) e utilizando o valor de dz* encontrado,

chega-se na expressao para dy” tal que:
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dy* = (A(D*) P AT+ EF) HADS) b+ FR V) T — (X)) T = FT (VI Y ek
+GT (Y)Y~

ou, utilizando o complemento de Schur em relacao a —DF,

Stdy* = A(DF) " (rf + FT(VF) g — (X0l = FE VRl +rp + GT (YR 1y,

de onde obtém-se dy”.

Deve-se ressaltar que nos quatro cendrios abordados, nas Se¢oes (4.1) a (4.4),

as matrizes S* definidas como:

Sk = A(DKY1AT + EF (4.19)

tém a mesma estrutura, sendo D¥ e E¥ matrizes diagonais.

A escolha do uso do complemento de Schur dentro do processo se deve ao fato
de que a matriz S* dada por (4.19) é simétrica definida positiva, o que pode oferecer

vantagens computacionais.

Além disso, é conveniente observar que quando os problema descritos nas Se¢oes
(4.1) & (4.4) sao resolvidos na forma padrao, obtida com a inser¢ao de varidveis de folga ou

de excesso como descrito na Secdo 1.3, E* presente na equacio (4.19) é dado por E*F =o.

A seguir, é apresentado um pseudocddigo relativo ao que foi exposto nesta
Secao e que serviu de base para a criagao do cédigo tema deste trabalho, denominado
Codigo Geral.
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Algoritmo 6 — Cédz'go Geral

Dados: (z°,w° 1%, 2°, 4%, 49) > 0

para k = 0,1,..., max iteracoes faga
Célculo dos residuos primais:
= b— Az® + GTw”

k k

1
2

3

4 k= — Fab —o

5 Calculo do residuo dual:
6 rh=c— ATyP ¢ FTyb — 2F

7 Célculo do residuo afim:

8 rk = —X*Zke

9 rk = —Why*e

10 rE = —VkYfe

11 Célculo do gap:

12 | "= (@) (@) + () s

13 Célculo das diregoes afim escala:

14| dyt = (A(D*)TTAT + EF)THADR) T ol + FT (VR e — (X
FUVRY YD) +rk + GT(YR) k)

15 | dab = (DY) V(A Yt — vk — FT(VR) e+ (X8 TR 4+ FT (VR YR
16 dw® = (Y*) 1 (rF — WhdyF)

17| d2f = (XEY R — ZRdab)

18 dv® = rk — Fdz*
19 | dys = (VF)7M(rf — Yfdo")

20 Célculo do tamanho do passo primal:
k
21 &* = min (1 Tmin {— i tal que da® < 0})
pT ) CZ k J
Ty
wk A
22 d];w = min (1, Tmin —dA—hk tal que dw) < O})
W,
k A
23 dl;qj = min (1,Tmin —= F < 0})
dof
24 64]; = min (@];x, &lgw, &kv
25 Calculo do tamanho do passo dual:
26 &% = min <1, Tmin{ tal que dz < 0})
27 dljy = min <1, Tmin{ tal que dyh < 0})
28 dljy = min | 1, 7min , <0
dysl

Ak kK a~k Ak
29 &y = min (adz, gy adyd)
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29
30 Célculo do parametro de centralidade:
31 Ak =
(x—i—o?';dAxk)T(z—i—addz )+ (w—i—dfjc?w ) (y+akdy®) + (v—i—ég’;chk)T(y:a—i-@Zciy’g)

o = () (esyew)

v (n+p+aq)
33 ou
i)

(n+p+q)?
35 ou

2 N N

36 k= (vk> csey<lept = (Vk) (Wk) , caso contrario

(n+p+4q) ) \(n+p+q)
37 Calculo do residuo de centralidade final:
38 er = uke + ri“ - ﬁljf)fe
39 er = ,uke + Tf — ﬁiﬁ’;e
40 7“52 = uke + rf — lA?fflA)l;Se
41 Calculo das direcoes finais:
a2 | dyf = (A(D’“)’lAT +E’“)*1(A(Dk)’1(r’j + FT(VEY ok, — (XF

FU(VEY Yy +rk 4+ GT(Yk) 12)

a3 | da* = (D")” (ATd v — FIVE) Ty + (X9 "l + FE (V)T r))

44 dw® = (Y*) 71 (rk, — Wkdyk)

a5 | d2¥ = (XF) ok, — ZFdaR)

46 dv* = rF — Fdx*

ar |yl = (V9 — Vi)

48 Célculo do tamanho do passo primal:

k
ko ~ L k
49 apr” =min | 1, 7min { ——= tal que dxj <0
dx; J
k . . wy k
50 apw” = min | 1, 7min { ———+ tal que dwy, <0
dwy;

k
v
51 a,v" = min <1, Tmin {_dék tal que dv} < O})
!

koo k k k
52 a;, = min (apx , QpW" Qv )
53 Calculo do tamanho do passo dual:

k
ko N k
54 agz" = min | 1, 7min { —— tal que dzj <0
dz} J
yk

55 adyk = min (1, Tmin {—dhk tal que dyl,j < O})
Yn

k
56 ozdy§ = min (1, Tmin{ j tal que dy3 < 0})

k . k k
57 oy = min (adz , QY ,adyg)
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7

57
58

59
60
61
62
63
64
65

66

67

Atualizacao do ponto corrente:
oF— ok 4 o/;,da:k

— ¥ + aldy”

2L kg o/jdzk

Wt — wh + o/;dwk

P = of 4 akdo®

Y3t s + agdys

Critério de Convergéncia:
(|Ib— Axk + GTwk|

o] +1

k+1
)

N
™

lu — Fat — o

Jul +1

le — ATyk + FTyk — 2|
le| +1

()72 + (wF) Ty + () Ty
L |cTx|+ ‘bTyk — uTyé“‘ +1

fim

No préximo Capitulo, ha a descrigao tedrica da elaboragao do ponto inicial

utilizado no Cédigo Geral.
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5 Ponto Inicial para Resolucao de Problemas
de Programacao Linear Através de Méto-

dos de Pontos Interiores

Seja um Problema de Programagcao Linear (PPL) primal dado por:

(Primal)
Minimizar ¢’z
Sujeito a  Ax =

b (5.1)
T = 0

e, a ele associado, um PPL dual na forma padrao expresso por:

(Dual - Forma Padrédo)

Maximizar b’y
Sujeitoa ATy +2z = ¢, (5.2)
y livre, 2 >0

onde z ¢ a varidvel de folga.

De acordo com os problemas (5.1) e (5.2) e seus dados, o ponto inicial dado
por (2%, 2°) a ser empregado para iniciar a resolucao de um PPL através de algum Método
de Pontos Interiores, pode ser estimado como exposto a seguir (MEHROTRA, 1992a;
MEHROTRA, 1992b), onde os pontos z° e z" tendem a ter valores similares, de modo que

sao pontos mais centralizados e menos infactiveis.
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T = AT(AAT)’lb
y = (AAT)_IAC
P ATy
2

3 .
), = max {—2m1n:1:j; 0.01}

3 .
0q = max {—mlnzj; 0.01} (5.3)

2

1(Z + 0,e)" (2 + dae)

=0
@ =% Ty (Z + dae)Te

1(Z + 6pe)T (2 + dae)

=5+ =
@ =0 g (T +d,e)Te

0

=T+ ape>0

2% =2+ age >0,

sendo j = 1,2,...,n e e um vetor unitario de dimensao n.

Todavia, como o objetivo principal deste trabalho era desenvolver um cédigo

apto a resolver um PPL com restrigoes de igualdades e desigualdades e com variaveis

canalizadas sem a inser¢ao de variaveis de folga e excesso, a forma de determinar o ponto

inicial foi reelaborada (como apresentado na Secao 5.1), uma vez que os PPL’s primal

e dual que servem de esteio para sua estimava sao baseados nos PPL’s primal e dual

apresentados na Sec¢ao 4.4 do Capitulo 4.
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5.1 Ponto Inicial para Resolucao de Problemas de Programacao Li-
near com Restricoes de lgualdades e Desigualdades e Algumas

Variaveis Canalizadas

Nesta Secao é apresentado o desenvolvimento do ponto inicial a ser utilizado
no cédigo que tem como proposito, resolver um PPL com restricoes de igualdades e

desigualdades e algumas variaveis canalizadas.

5.1.1 Pontos Primais

O problema (4.15) apresentado na Segao 4.4, que representa um PPL com
restrigoes de igualdades e desigualdades e algumas variaveis canalizadas na forma padrao,

pode ser reescrito do seguinte modo:

(Primal - Forma Padrdo)

Minimizar ¢’z

A -G" 0 b
Sujeito a = . (5.4)
F 0 I U
v
r=20, w=0 v=0
x
. A -GT 0 - b
Seja A = ,T=1w |,b= ec=1]0 |,oPPL
F 0 I U 0
v

(5.4) é equivalente ao problema:
(Primal - Forma Padrdo)

Minimizar ¢ 2

Sujeito a  AZ (5.5)

A\
o o
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O problema (5.5) é bastante semelhante ao problema (5.1), de modo que
baseado no exposto no inicio deste Capitulo a cerca da definicdo de ponto inicial, pode-se

considerar que o vetor ¥ relativo a este problema ¢é dado por:

i=AT(AAT) b, (5.6)

Deste modo, seja g = (AAT)71b. Entdo, tem-se:

(AAT)g = b. (5.7)

O sistema (5.7) poderia ser resolvido realizando a fatoragdo de Cholesky de

AAT. Entretanto, uma forma mais eficiente de solucao foi utilizada e é apresentada a

seguir.
. A -G" 0 -
Como A = , a expressao AAT é dada por:
F 0 1
AT FT
- A -G 0 AAT + GG AFT
AA" = -G 0 = . T ,
F 0 I FA FF* +1
0 I
. AAT + GTG AFT
AAT = . (5.8)
FA 21
Além disso, considerando g como g = [ o ] e de (5.7), obtém-se o seguinte
92
sistema:

AAT + GT'G AFT
FAT 2

v -]

que pode ser escrito como:

(AAT + GTG)gr + AFTgy =
FATg +21g, = u
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AAT + GTG AFT =
{ ( + g1 + g2 (5.9)

FA g, +2go = u
Isolando g2 na segunda equagao do sistema (5.9), obtém-se:

1
g2 = 5(“ - FATgl)

e, aplicando este valor de g» na primeira equagao do sistema (5.9), chega-se em:

(A <I — ;FTF) AT + GTG) G =0b— ;AFTu,

onde o valor de g; é obtido através da fatoracao de Cholesky de
1
(A (1 — 2FTF) AT+ GTG> : (5.10)

Esta ¢ a vantagem sobre a resolucao através da fatoracio de Cholesky de AA”

mencionada anteriormente, ja que gs pode ser eliminado do sistema.

Além disso, é interessante observar que a matriz expressa por (5.10) tem a
mesma estrutura das matrizes S* dadas no Capitulo 3, uma vez que FTF ¢ GTG séo

matrizes diagonais.

Com os valores de ¢; e g, assim obtidos e da expressdao & = AT ¢ determinada

a partir de (5.6) e de (5.7), define-se o vetor Z relativo ao problema (5.4) como:

AT FT
i=| —¢ o S
g2

0 I
ATgl + F7 go
= —Gagy
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5.1.2 Pontos Duais

Para definir os vetores e Z, foi utilizado a versdo dual do problema (5.4),

expressa a seguir:

(Dual)
Maximizar Viy +  ulys
Sujeito a ATy + FTyy < ¢
ys < 0
y livre, y3 livre
que pode ser escrita de maneira equivalente como:
(Dual)
Minimizar b7y + u” g
AT FT c
Sujeito a -G 0 % ] < 0
Ys
0 I 0

y livre, 43 livre

Transformando este problema para a sua forma padrao, obtém-se:

(Dual - Forma Padrdo)

Maximizar 0y + ulys
Sujeito a Aty + FTy + 2z =
-Gy + 2z =0 ,
ys + 23 =

y livre, y3 livre, 2y =20, 20 20, 23 =0

onde 21, 25 e 23 sdao variaveis de folga e, que corresponde a
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(Dual - Forma Padrdo)

Minimizar b7y + u” s

N

AT FT 21
Sujeito a -G 0 [ ?f ] + | 2 0| . (5.11)
Y3
0 I z3

y livre, y3 livre, 2y =20, 20 >0, 23>0

AT FT 21
Seja AT=| -G 0 |, 9= [ Z~/ ] eZ=| 2z |,o0PPL(5.11) é equiva-
0 1 vs z3

lente ao problema abaixo.

(Dual - Forma Padrdo)

Maximizar b7
Sujeitoa  ATj+z = ¢é. (5.12)

y livre, 2 >0

O problema (5.12) é bastante semelhante ao problema (5.2), de modo que
baseado no exposto no inicio deste Capitulo a cerca da definicdo de ponto inicial, pode-se

considerar que o vetor g relativo a este problema ¢ dado por:

j=(AAT) 1Az, (5.13)

Deste modo, seja f = Aé. Entdo, tem-se:

A -GT 0

5.14
Fo 0 I ( )
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Com o valor de f assim obtido e da expressao § = (flflT)’l f determinada a

partir de (5.13) e (5.14), define-se o vetor g relativo ao problema (5.11) por:

(AATYg = f. (5.15)

Novamente, o sistema (5.15) poderia ser resolvido realizando a fatoragao de
Cholesky de AAT. Entretanto, uma forma mais eficiente de solucéo foi utilizada e é

apresentada a seguir.

De (5.8), (5.14) e (5.15) obtém-se o seguinte sistema:
AAT + GTG AFT y | | Ac
FAT 21 g || Je

Y

que pode ser escrito como:

(AAT + GTG)y + AFTy; = Ac
FATy + 21, = Je

Considerando y3 = —yj3, tem-se:

AAT + GTGQy — AFTy; = A
{ ( + )y Y3 ¢ (5.16)

FATy — 2y, = Jc

Isolando y3 na segunda equacao do sistema (5.16), obtém-se:

1
Y3 = §F(AT?J —c)

e, aplicando este valor de y3 na primeira equagao do sistema (5.16), chega-se em:

(A (I — ;FTF) AT + GTG) y=A (I — ;FTF) ¢,
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onde o valor de y é obtido através da fatoracao de Cholesky ja calculada de

(A (I — ;FTF) AT 4+ GTG> ,

visto que esta matriz ¢ idéntica a matriz dada por (5.10).

Esta é a vantagem sobre a resolucao através da fatoracao de Cholesky de AAT

mencionada anteriormente, ja que y3 pode ser eliminado do sistema.

Com os valores de y e y3 assim obtidos, define-se entao, o vetor ¢ relativo ao
problema (5.11).

De modo andlogo, pela semelhanga do problema (5.12) com o problema (5.2) e
baseado no exposto no inicio deste Capitulo a cerca da definicdo de ponto inicial, pode-se

considerar que o vetor Z relativo ao problema (5.11) é dado por:

o e— ATy
= —
2 )
de modo a obter:
c AT FT
_ 1 ]
Z= Of—-| -G O -
2 Ys
0 0 I
Como y3 = —vj3, entao:
. c— ATy + FTy,

Desta maneira, define-se o vetor Z pertinente ao problema (5.11).
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5.1.3 Ponto Inicial

Com os vetores ¥, § e Z assim obtidos, deve-se calcular 6,, 64, a,, aq, 2° e 2°,

em conformidade com (5.3).

Os vetores z¥ e 2° encontrados desta forma, representam os pontos iniciais

primais e duais, respectivamente.

Portanto, os pontos iniciais x, w, v, y, y3 € z a serem utilizados no coédigo que
soluciona PPL’s com restri¢oes de igualdades e desigualdades e com algumas variaveis
canalizadas, como apresentado nos problemas dados por (4.15) e (4.16) na Secao 4.4, sao

definidos através da particao dos vetores 2° e 2° como apresentado a seguir:

onde z, y e y3 tém dimensoes n, p e ¢, respectivamente.

No proximo Capitulo, ha os dados provenientes dos testes numéricos realizados

para testar os quatro codigos criados, bem como suas analises.
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6 Testes Numéricos

No Capitulo 4, foram expostos quatro diferentes formas de representacao de
Problemas de Programacao Linear (PPL) que ndo estao na forma padrao. Primeiramente,
apresentou-se um problema em que todas as restrigoes sao desigualdades (do tipo maior
ou igual), em seguida, um problema em que todas as restrigoes sdo desigualdades (do
tipo maior ou igual) e todas as varidveis sdo canalizadas, na sequéncia, um problema em
que todas as restrigoes sao desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas varidveis
(mas nao todas) sdao canalizadas e, por fim, um problema em que parte das restri¢oes sao
igualdades e parte sdo desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas varidveis (mas

nao todas) sao canalizadas.

Normalmente, um PPL é transformado para a sua forma padrao para que
possa ser iniciada sua resolugao. O objetivo deste estudo era criar um codigo apto a
resolver um PPL com as caracteristicas citadas no paragrafo anterior, porém, sem que
fosse necessario inserir as variavel de folga e\ou excesso no problema antes de principiar a
resolucao. Sucintamente, o intuito era resolver um PPL que nao estd na forma padrao sem

transforma-lo para esta configuracao.

Destarte, inicialmente analisou-se o caso de um PPL em que todas as restrigoes
sao desigualdades (do tipo maior ou igual). Como mostrado na Secao 4.1, houve a insergao
da varidvel de excesso e, em seguida, encontrou-se sua forma dual que com a variavel de
folga introduzida, obteve-se as versoes primal e dual do PPL em sua forma padrao. A
partir destas versoes, o estudo foi desenvolvido de modo a obter todas as conjunturas
essenciais para o desempenho satisfatorio do Método Preditor-Corretor, como as condigoes
de otimalidade e o calculo das diregoes, necessarias dentro do funcionamento do referido
método, como foi apresentado no transcorrer da Secao 4.1, possibilitando deste modo a
criacao de um codigo apto a resolver um PPL em que todas as restricoes sao desigualdades

(do tipo maior ou igual), sem a necessidade de transformé-lo para a forma padrao.

Na sequéncia, de maneira analoga ao que foi descrito no paragrafo anterior e,
pelo o que foi exposto no decorrer da Secao 4.2, criou-se um outro cédigo capaz de resolver
um PPL em que todas as restrigoes sao desigualdades (do tipo maior ou igual) e todas as
variaveis sao canalizadas, sem a insercao de variaveis de folga e excesso. Neste caso, as

variaveis canalizadas foram tratadas como restrigoes.

De modo semelhante, em seguida, criou-se um cédigo habil a resolver um
PPL em que todas as restrigoes sao desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas
varidveis (mas nao todas) sao canalizadas, sem a introdugdo de varidveis de folga e excesso,

baseando-se no exposto na Secao 4.3. Desta vez, as variaveis canalizadas também foram
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tratadas como restrigoes.

Por fim, com procedimentos similares, criou-se o c6digo que fomentou o desen-
volvimento deste estudo e que é apto a resolver um PPL em que parte das restricoes sao
igualdades e parte sao desigualdades (do tipo maior ou igual) e algumas variaveis (mas
nao todas) sao canalizadas, sem o emprego das variaveis de folga e excesso e, portanto,
sem que fosse transformado para a forma padrao. Novamente, as variaveis canalizadas

foram tratadas como restrigoes. Conforme citado na Secao 4.4, este codigo foi denominado

Codigo Geral.

E importante salientar que os quatro cédigos foram criados no software MA-
TLAB (MATLAB, 7.10 R2010) e, os sistemas lineares presentes neles, foram resolvidos
fazendo uso da fatoragao de Cholesky (MEYER, 2000).

A cada codigo desenvolvido, testes numéricos foram realizados para testar sua
funcionalidade, resolvendo PPL’s com as estruturas intrinsecas a cada cédigo. O intuito
era que os resultados assim obtidos, tivessem os mesmos valores da solugao 6tima dos
problemas resolvidos na forma padrao. Foram testados PPL’s significativamente pequenos
com duas ou trés varidveis, por exemplo, e problemas da Netlib (NETLIB, 2020) que

apresentavam caracteristicas apropriadas para serem testados pelos codigos.

Neste Capitulo, apresentam-se os testes niimericos relativos aos quatros c6digos
criados, bem como suas analises. Na Secao 6.4, ha uma comparacao entre as resolugoes de
PPL’s usando o cédigo que é o escopo deste trabalho (Cddigo Geral) e suas resolugoes
através de um codigo que resolve estes PPL’s com as restri¢oes ja inicialmente na forma

padrao, denominado Cddigo Padrao.

6.1 Testes Numéricos para Problemas em que Todas as Restricoes

sao Desigualdades

Nesta Secao, apresentam-se os testes numeéricos relativos ao cédigo criado para
resolver PPL’s que minimizam a funcao objetivo e possuem todas as restricdes em forma

de desigualdades do tipo maior ou igual sem transforméa-los para a forma padrao.

Assim, inicialmente, considerou-se um problema pequeno dado pelo Exemplo
6.1 a seguir (BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2010).
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Exemplo 6.1.
Minimizar —r1 — 3x9
Sujeito a Ty — 219 = —4
-y — T9 = —4

1'120, .%220

Por ser um problema de apenas duas variaveis, pode ser facilmente resolvido
através da resolucao grafica, por exemplo. A solucao 6tima para este problema é x; =

1,3333, x5 = 2,6667 e o valor 6timo da funcao objetivo é de, aproximadamente, —9, 3333.

Ao resolver este problema através do cddigo implementado, chegou-se a mesma
solugdo 6tima, mostrando que este codigo funciona para problemas pequenos que possuem

as caracteristicas a que se propoe.

Este problema tem dimensao 2 x 2. Porém, se tivesse sido resolvido em sua

forma padrao, sua dimensao seria 2 x 4. |

Além deste problema pequeno, procurou-se analisar se o c6digo resolveria um
problema significativamente maior com as particularidades necessarias para utiliza-lo,

como mostrado a seguir através do Exemplo 6.2.

Exemplo 6.2. Este exemplo é composto por um problema teste da Netlib e é identificado
como israel. E um problema de pequeno porte, possuindo 142 varidveis que sdo nao
negativas e 174 restricoes do tipo menor ou igual. O valor 6timo para a funcao objetivo é
dado por —8.966448216 - 10°.

Ao resolver este problema através do codigo implementado, chegou-se a um valor
otimo para a fungao objetivo bastante semelhante. Isto mostra que este codigo também
funciona para problemas de maior porte que possuem as caracteristicas apropriadas para

o seu funcionamento.

Observa-se que este problema tem dimensao 174 x 142. Porém, se tivesse sido

resolvido em sua forma padrao, sua dimensao seria 174 x 316. |



Capitulo 6. Testes Numéricos 91

6.2 Testes Numéricos para Problemas em que Todas as Restricoes

sao Desigualdades e Todas as Variaveis sao Canalizadas

Nesta Secdo, apresenta-se o teste numérico relativo ao coédigo criado para
resolver PPL’s que minimizam a funcao objetivo e possuem todas as restricdes em forma
de desigualdades do tipo maior ou igual e que todas as variaveis sao canalizadas, sem

transforma-los para a forma padrao.

Assim, considerou-se um problema pequeno dado pelo Exemplo 6.3 a seguir.

Exemplo 6.3.
Minimizar —2x; — 329
Sujeito a —r; — T9g = -8
—x1 — 219 = -—10
0 <€ x <€ 3
0 <€ =z < 4.

Por ser um problema de apenas duas varidveis, pode ser facilmente resolvido
através da resolucao gréafica, por exemplo. A solugao étima para este problema é z; = 3,

X9 = 3,5 e o valor 6timo da funcao objetivo é de —16, 5.

Ao resolver este problema através do cddigo implementado, chegou-se a mesma
solucao 6tima, mostrando que este codigo funciona para problemas pequenos que possuem

as caracteristicas a que se propoe.

Este problema tem dimensao 4 x 2. Porém, se tivesse sido resolvido em sua

forma padrao, sua dimensao seria 4 x 6. |

6.3 Testes Numéricos para Problemas em que Todas as Restricoes

sao Desigualdades e Algumas Varidveis sao Canalizadas

Nesta Secao, apresenta-se o teste numérico relativo ao codigo criado para
resolver PPL’s que minimizam a funcao objetivo e possuem todas as restricdes em forma
de desigualdades do tipo maior ou igual e que algumas varidveis (mas nao todas) sdo

canalizadas, sem transforma-los para a forma padrao.

Assim, considerou-se um problema pequeno dado pelo Exemplo 6.4 a seguir.
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Exemplo 6.4.
Minimizar — z; — 219 — I3
Sujeitoa — x; — Xy — w3 = —12
1 — X9 = —2
T, — 2% > -8
0 < 23 < 3
T = 0, Ty = 0.

Por ser um problema de apenas trés variaveis, pode ser facilmente resolvido
através do Método Simpler e de um tableu, por exemplo. A solugdo Otima para este
problema é xy = 5,3333, o = 6,6667, x3 = 0 e o valor 6timo da fungao objetivo é de,

aproximadamente, —18, 6667.

Ao resolver este problema através do cddigo implementado, chegou-se a mesma
solugdo 6tima, mostrando que este codigo funciona para problemas pequenos que possuem

as caracteristicas a que se propoe.

Este problema tem dimensao 4 x 3. Porém, se tivesse sido resolvido em sua

forma padrao, sua dimensao seria 4 x 7. |

6.4 Testes Numéricos para Problemas em que as Restricoes sao de
|gualdades e Desigualdades e Algumas Variaveis sao Canaliza-

das

Nesta Secao, apresentam-se os testes numéricos relativos ao Codigo Geral.

Assim, considerou-se um problema pequeno dado pelo Exemplo 6.5 a seguir.

Exemplo 6.5.
Minimizar — x; — 329
Sujeito a 200 — X9 = —4
Ty — 29 = —6
— x1 — Ty = —6
0 € x <€ 3
ry = 0.
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Por ser um problema de apenas duas varidveis, pode ser facilmente resolvido
através da resolugao grafica, por exemplo. A solugao 6tima para este problema é z; = 2,

o = 4 e o valor 6timo da funcao objetivo vale —14.

Ao solucionar este problema através do Cddigo Geral, chegou-se a mesma
solugdo 6tima, mostrando que este codigo funciona para problemas pequenos que possuem

as caracteristicas apropriadas para o seu funcionamento.

Este problema tem dimensao 4 x 2. Porém, se tivesse sido resolvido em sua

forma padrao, sua dimensao seria 4 x 5. |

Além deste problema pequeno, procurou-se analisar se o cédigo resolveria
problemas significativamente maiores com as particularidades necessarias para utiliza-lo.
Deste modo, buscou-se averiguar a funcionalidade do c6digo ao resolver os problemas da
Netlib.

Destes, os que apresentavam restrigoes de igualdades e/ou desigualdades, além
de variaveis nao negativas e possivelmente canalizadas, alcangavam um total de 59 proble-

mas a serem testados. O Codigo Geral solucionou corretamente 55 destes 59 problemas.

Os problemas scfrm1, ship12l e degen3 apenas foram resolvidos com a tolerancia
aumentada para 1-1077,1-1077 e 1-107%, respectivamente. Os demais problemas foram
resolvidos com a tolerancia de 1-10®. Os 59 problemas foram testados usando no cédigo
o valor de z* definido por (3.24), entretanto, os problemas sctapl, scfrml, scfrm2, scfrms,
ship12s, grow22 e degens3 tiveram sua solucdo obtida com o valor de u* dado por (3.23).
Contudo, os quatro problemas que nao foram resolvidos sao: scorpion, brandy, 25fv}7 e

wood1p.

Apos a avaliacdo do Codigo Geral fazendo uso dos problemas da Netlib, os 59
problemas analisados foram testados em um c6édigo semelhante ao citado nesta Secao, mas
com a diferenca de que resolvia os problemas somente na forma padrao, isto é, o codigo
apenas funcionava se os problemas tivessem as variaveis de folga e excesso inseridas no
inicio do processo. A implementacao deste novo c6digo, que denominou-se Cédigo Padraio,
seguiu basicamente o que foi descrito no pseudocdédigo do Método Preditor-Corretor (5),
exposto na Secao 3.5. Deste modo, os problemas resolvidos pelo Cédigo Padrdo tém

dimensao superior se comparado a sua resolugao através do Codigo Geral.

Dos 59 problemas da Netlib testados no Cddigo Geral, 15 nao foram resolvidos
pelo Codigo Padrao. Sao eles: kb2, scorpion, brandy, grow7, degen2, bnll, growl5, grow22,
25fv47, shipO08l, fitld, degen3, fit2p, woodlp e fit2d.

Na Tabela 1 ha a relacao dos 55 PPL’s que foram resolvidos fazendo uso do

Codigo Geral e, posteriormente, usando o Cédigo Padrdo. Além disso, apresenta-se a
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dimensao dos problemas em ambas as abordagens. O sinal = indica os dados pertinentes
ao Codigo Geral e onde nao o houver é relativo ao Cddigo Padrao. Na ultima coluna,
apresenta-se o aumento percentual do nimero de variaveis dos PPL’s resolvidos com o
Codigo Padrdo em relacdo ao nimero de variaveis dos PPL’s resolvidos com o Cédigo
Geral.

Problema | Dimensdo de A* | Dimensao de A | Aumento do N° de Variaveis (%)
1 afiro 27 x 32 27 x 51 59.38%
2 scb0b 50 x 48 50 x 78 62.50%
3 scdla 50 x 48 50 x 78 62.50%
4 scl05 105 x 103 105 x 163 58.25%
5 kb2 43 x 41 43 x 68 65.85%
6  adlittle 56 x 97 56 x 138 42.27%
7  scagr? 129 x 140 129 x 185 32.14%
8  stocforl 117 x 111 117 x 165 48.65%
9  blend 74 x 83 74 x 114 37.35%
10 sc205 205 x 203 205 x 317 56.16%
12 share2b 96 x 79 96 x 162 105.06%
14 lotfi 153 x 308 153 x 366 18.83%
15 sharelb 117 x 225 117 x 253 12.44%
19  scagr2b 471 x 500 471 x 671 34.20%
20  sctapl 300 x 480 300 x 660 37.50%
23 israel 174 x 142 174 x 316 122.54%
25  gfrdpnc 616 x 1092 616 x 1160 6.23%
26  scsdl 77 x 760 77 x 760 0%
28 agg 488 x 163 488 x 615 277.30%
29  bandm 305 x 472 305 x 472 0%
30 €226 223 x 282 223 x 472 67.38%
31 scfxml 330 x 457 330 x 600 31.29%
32 grow7 140 x 301 140 x 301 0%
34 scrs8 490 x 1169 490 x 1275 9.08%
35 beaconfd 173 x 262 173 x 295 12.60%
40  degen2 444 x 534 444 x 757 41.76%
41  agg? 516 x 302 516 x 758 150.99%
42 age3 516 x 302 516 x 758 150.99%
43 scsd6 147 x 1350 147 x 1350 0%
44 ship04s 402 x 1458 402 x 1506 3.29%
48  bnll 643 x 1175 643 x 1586 34.98%
50 scfxm2 660 x 914 660 x 1200 31.29%
51 growld 300 x 645 300 x 645 0%
53  fifff800 524 x 854 524 x 1028 20.37%
54 ship04l 402 x 2118 402 x 2166 2.27%
55  sctap2 1090 x 1880 1090 x 2500 32.98%
57  ship08s 778 x 2387 778 x 2467 3.35%
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59  scfxm3 990 x 1371 990 x 1800 31.29%
60 shipl2s 1151 x 2763 1151 x 2869 3.84%
61 grow22 440 x 946 440 x 946 0%

62 stocfor2 2157 x 2031 2157 x 3045 49.93%
63 scsd8 397 x 2750 397 x 2750 0%

64 sctap3 1480 x 2480 1480 x 3340 34.68%
67 fitlp 627 x 1677 627 x 1677 0%

70  ship08l 778 x 4283 778 x 4363 1.87%
73 fitld 24 x 1026 24 x 1049 2.24%
74  bnl2 2324 x 3489 2324 x 4486 28.58%
76  shipl2] 1151 x 5427 1151 x 5533 1.95%
79  degen3 1503 x 1818 1503 x 2604 43.23%
80 truss 1000 x 8806 1000 x 8806 0%

83 d2q06¢ 2171 x 5167 2171 x 5831 12.85%
84 woodw 1098 x 8405 1098 x 8418 0.15%
86 fit2p 3000 x 13525 3000 x 13525 0%

87 stocfor3 16675 x 15695 16675 x 23541 49.99%
90 fit2d 25 x 10500 25 x 10524 0.23%

Tabela 1 — Dimensoes de PPL’s resolvidos através do Cddigo Geral

e do Cédigo Padrdo. Aumento percentual do nimero de

varidveis dos PPL’s resolvidos com o Cddigo Padrdo em

relacdo a resolucao com o Cddigo Geral.

Na Tabela 2 ha o nimero de iteragoes em que os 55 PPL’s atingiram o valor
otimo da funcao objetivo quando resolvidos fazendo uso do Cédigo Geral e, posteriormente,
usando o Cddigo Padrdo. Novamente, o sinal = indica os dados pertinentes ao Cddigo Geral
e onde nao o houver é relativo ao Cddigo Padrdo. A expressao mdx refere-se aos problemas

que atingiram o maximo de iteragoes, considerado como duzentas em ambos os codigos.

Problema N° de Iteracdes™ | N° de Iteracdes
afiro 7 7
scH0b 7 7
sch0a 7 7
sc105 9 9

1
2
3
4
5 kb2 14 max
6
7
8

adlittle 10 10
scagr’ 14 14
stocforl 15 15
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9 blend 10 10
10 sc205 10 10
12 share2b 12 12
14 lotfi 13 13
15 sharelb 21 21
19 scagr2b 15 15
20 sctapl 16 16
23 israel 23 23
25 gfrdpnc 16 16
26 scsdl 7 7
28 agg 36 36
29  bandm 15 15
30 e226 18 18
31 scfxml 15 15
32 grow7 max max
34 scrs8 19 19
35 beaconfd 7 7
40 degen2 max max
41  agg?2 19 19
42 agg3 18 18
43  scsd6 10 10
44 ship04s 11 11
48  bnll 33 max
50  scfxm2 21 20
51 growld max max
53  {Ifff800 42 42
54 ship04l 11 11
55  sctap2 11 11
57  ship08s 13 13
59  scfxm3 20 20
60 shipl2s 15 15
61 grow22 max max
62 stocfor2 22 22
63 scsd8 10 10
64 sctap3 13 13
67 fitlp 19 16
70 ship08l 16 max
73 fitld 17 max
74 bnl2 35 35
76  shipl2l 14 14
79 degen3 40 max
80  truss 18 18
83 d2q06¢ 28 28
84 woodw 73 77
86 fit2p 19 10
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87 stocfor3 31 31
90 fit2d 24 max

Tabela 2 — Numeros de iteragoes de PPL’s resolvidos através do
Caodigo Geral e do Cédigo Padrao.

A fatoragao de Cholesky das matrizes S e S* dadas por (3.22) e (4.19), respec-
tivamente, permite que os sistemas lineares presentes no Cédigo Padrdo e no Cddigo Geral

possam ser resolvidos, como foi exposto nas Sec¢oes 3.5 e 4.4.

Na Tabela 3, hd os nimeros de condi¢ao das matrizes S* e S relativas aos 55
PPL’s resolvidos através do Cddigo Geral e do Cddigo Padrao, respectivamente. Os dados
coletados foram o da ultima iteracdo em comum para ambas as abordagens. Pelos niimeros
apresentados, percebe-se que em 31 dos 55 problemas analisados, o nimero de condi¢ao de

S* foi menor que o nimero de condic¢ao de S.

Problema Nuamero de Condigao de S* | Namero de Condigao de S
1 afiro 5.88925651867 - 1012 5.88925651860 - 1012
2 sch0b 1.30806258725 - 103° 1.30806258733 - 103Y
3 sch0a 1.90399731996 - 1016 1.90399731953 - 106
4 scl0b 7.07615606857 - 1016 7.07615606730 - 106
5 kb2 8.30195363562 - 10** 1.76239889122 - 10*8
6  adlittle 6.96821232418 - 10%? 6.96821232745 - 1019
7 scagr7 1.34798786462 - 10*° 1.34798786241 - 10*°
8  stocforl 3.70706614502 - 106 3.70705592772 - 106
9  blend 4.57449338817 - 1017 4.57449339525 - 101°
10 sc205 1.14415966973 - 102 1.14415966974 - 102
12 share2b 1.02795577894 - 1017 1.02795575138 - 1017
14 lotfi 9.42423312340 - 10%° 9.42435979592 - 10%°
15 sharelb 6.44636526497 - 10 6.44639416333 - 104
19  scagr2b 4.91606240854 - 101° 4.91606230377 - 10*°
20 sctapl 6.07869599138 - 10*° 6.07929373460 - 1016
23 israel 3.75024051018 - 101° 3.75024112287 - 10*°
25  gfrdpnc 1.80872233418 - 103! 5.49885209026 - 10%*
26 scsdl 1.50950010276 - 10*! 1.50950009778 - 10!
28  agg 3.21820520537 - 102° 3.21831375188 - 1026
29  bandm 1.12765634547 - 10%* 1.12765635284 - 10%*
30 €226 7.75890330757 - 10%° 7.75890343666 - 10%°
31 scfxml 6.14100606166 - 10%! 6.14100602956 - 102
32 grow7 4.72430891769 - 10'3 1.25890874948 - 103°
34 scrs8 2.55462285344 - 102 2.55462299288 - 1032
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35 beaconfd 2.03928598220 - 10%° 2.03928598208 - 10%°
40  degen2 404131163347 - 10%° 1.18945657477 - 10*
41  agg2 1.50269649256 - 10%* 1.50269649968 - 10%*
42 agg3 5.94587063367 - 10%° 5.94587073060 - 1026
43 scsd6 4.91723584722 - 1012 4.91722410656 - 1012
44 ship04s Inf Inf

48 bnll Inf Inf

50  scfxm2 1.20832798431 - 10*° 1.20833989846 - 101?
51 growl5 6.91447795750 - 104 4.60707774484 - 10%
53 {800 1.00175346324 - 1038 1.00178360795 - 1038
54 ship04l1 Inf Inf

55  sctap2 711398025367 - 1014 7.11404626997 - 1014
57  ship08s Inf Inf

59  scfxm3 1.21241645929 - 10?3 1.21241683416 - 1023
60 shipl2s Inf Inf

61 grow22 1.52337026798 - 1012 5.06648435231 - 108
62 stocfor2 4.33253976397 - 102 4.19503773591 - 1022
63 scsd8 2.85294199265 - 1016 2.85251200254 - 1016
64 sctap3 3.18515404755 - 10%8 3.94252361705 - 1028
67 fitlp 2.31456081823 - 10%° 8.60608014330 - 10*°
70  ship08l Inf Inf

73 fitld 2.54687301985 - 1012 1.48258070119 - 10!
74 bnl2 3.15499861837 - 10*2 3.15499867725 - 10*2
76 shipl2] Inf Inf

79  degen3 1.10309407123 - 10*° 9.28346040186 - 10?3
80  truss 4.19280806506 - 1016 4.19280825128 - 1016
83  d2q06c 2.29213078257 - 10°7 2.29226302291 - 10%7
84 woodw 8.39440019168 - 10%¢ 1.93437759871 - 107
86 fit2p 2.45218991317 - 107 3.86258014602 - 10°
87  stocfor3 1.26125078053 - 10%! 1.26179133019 - 10%!
90 fit2d 4.12318114326 - 108 1.51875057167 - 1019

Tabela 3 — Niimero de condicdo de S* e de S de PPL’s resolvidos

mente.

através do Cédigo Geral e do Codigo Padrao, respectiva-
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7 Consideracoes Finais

Na maioria das vezes, um Problema de Programagao Linear (PPL) nao
apresenta-se inicialmente em sua forma padrao. Nestes casos, ao principiar a resolu-
¢ao do mesmo, costuma ser um tanto intuitiva sua transformagao para a referida forma
como o primeiro estagio do processo de solugao. No Capitulo 1, foi mostrado que esta
maneira de resolver um PPL pode aumentar significativamente a dimensao do problema

em questao a ser trabalhado.

O objetivo deste estudo era a formacgao de um codigo apto a resolver PPL’s
que nao encontram-se na forma padrao, sem que fosse necessario transforma-los para
esta configuragao e, portanto, sem o consequente aumento de suas dimensoes. Mais
especificamente, o intuito era criar um c6digo apto a resolver PPL’s cujas restri¢oes fossem
compostas por igualdades e desigualdades, além de possuir variaveis canalizadas. Deste

modo criou-se gradativamente quatro programas até que o referido fim fosse atingido.

Primeiramente, desenvolveu-se um c6digo capaz de solucionar problemas em que
todas as restricoes sao desigualdades, em seguida, um c6édigo apto a resolver problemas em
que todas as restrigoes sao desigualdades e todas as variaveis sao canalizadas, na sequéncia,
um outro codigo que soluciona problemas em que todas as restri¢des sao desigualdades e
algumas variaveis sao canalizadas e, por fim, o cédigo tema deste trabalho, denominado
Codigo Geral, que resolve problemas em que parte das restrigdes sdo igualdades e parte sao

desigualdades e algumas variaveis sdo canalizadas, assim como foi explanado no Capitulo
4.

O método empregado nos quatro codigos anteriormente mencionados foi o

M¢étodo Preditor-Corretor, um dos Métodos de Pontos Interiores, presente no Capitulo 3.

Os testes numéricos apresentados no Capitulo 6 mostraram que os coédigos
criados atenderam as expectativas de solucionar os referidos PPL’s sem transforma-los
para a forma padrao e, consequentemente, sem o aumento de suas dimensoes. Ao realizar
a comparacao com a resolucao destes problemas tranformados inicialmente para a forma
padrao através do uso do coddigo denominado Cédigo Padrao, percebeu-se que o C'ddigo

Geral solucionou maior quantidade de problemas, sendo entao, um coédigo mais robusto.

Através da Tabela 1 percebeu-se que, em geral, a dimensao dos PPL’s resolvi-
dos através do Cddigo Padrao é superior a dimensao destes mesmos problemas quando
solucionados fazendo uso do Cddigo Geral. O caso mais notavel foi do problema agg, cuja
dimensao quando resolvido pelo Cddigo Geral era 488 x 163 e quando resolvido pelo Cédigo
Padrao foi 488 x 615, caracterizando um aumento de 277.30% no nimero de varidveis do

problema resolvido por uma abordagem em relagao a outra, representando um aumento
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bastante significativo.

Além disso, de acordo com dados relativos aos nimeros de condicao, percebeu-se
que em 31 dos 55 problemas analisados, o nimero de condi¢ao da matriz S*, relativa ao
Codigo Geral, foi menor que o nimero de condi¢do da matriz S, relativa ao C'ddigo Padrao.
Portanto, o cdédigo tema deste estudo é mais estavel se comparado ao codigo que resolve
PPL’s tranformando-os para a forma padrao. Isto se deve a inser¢ao da matriz diagonal
E* na matriz S dada por (3.22), presente no Cédigo Padrio, resultando na matriz S*

dada por (4.19), presente no Céddigo Geral.

Desta maneira, conforme todas as consideracoes explanadas no decorrer deste
texto, constata-se ser mais vantajoso usar o codigo elaborado através deste trabalho
(Cédigo Geral) ao invés do codigo indicado como Cédigo Padrao, pois revolve PPL’s sem
ocorrer o aumento de suas dimensoes, é um c6digo mais robusto, visto que soluciona um

numero maior de problemas, além de ser um cédigo mais estavel.

Entre as perspectivas futuras de desenvolvimento do estudo em questao, esta a

resolucao de PPL’s de grande porte com a nova implementagao.
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