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Ao CNPq que tornou posśıvel esta pesquisa através do apoio financeiro e

cient́ıfico.

Finalmente, meu agradecimento a todos que direta ou indiretamente con-
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Resumo

Neste trabalho, propomos uma nova abordagem para resolver uma classe de problemas de

escalonamento multidimensional, representando medidas de proximidade entre pares de

objetos como distâncias entre pontos em um espaço geométrico, de modo que as distâncias

estejam o máximo posśıvel relacionadas com as proximidades entre os objetos. Nesta classe

de problemas, a prioridade foi manter a estrutura geométrica original, com o objetivo

de visualizar os dados em R
3. A proposta tem como base o algoritmo branch-and-prune,

inicialmente utilizado para obter estruturas moleculares, a partir de algumas distâncias

conhecidas. Várias adaptações, principalmente na busca e na poda, foram realizadas,

destacando-se a redução da dimensão de R
m para R

3. Os bons resultados computacionais

obtidos, em problemas de pequeno porte, indicam um novo caminho para tratar o problema.

Palavras-chave: escalonamento multidimensional, algoritmo branch-and-prune, análise

de coordenadas principais.



Abstract

In this work, we propose a new approach for solving a class of multidimensional scaling

problems, representing proximity measures between pairs of objects as distances between

points in a geometric space, such that the distances are maximally related to the proximity

between the objects. In this class of problems, the priority was to maintain the original

geometric structure, in order to view the data in R
3. The proposal is based on the branch-

and-prune algorithm, initially used for obtaining molecular structures, from some known

distances. Several adjustments, especially in search and pruning, were made, highlighting

the reduction of dimension from R
m for R3. Good computational results on small problems,

indicate a new way to treat the problem.

Keywords: multidimensional scaling, branch-and-prune algorithm, principal coordinates

analysis.
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Introdução

O escalonamento multidimensional (Multidimensional Scaling - MDS), também

conhecido como mapeamento percentual, é constitúıdo por métodos que estudam conjunto

de dados representado por pontos em um espaço em que as relações geométricas entre

estes dados, isto é, entre estes pontos, correspondam o mais próximo posśıvel às relações

emṕıricas associadas aos dados (CARROLL; ARABIE, 1980; COXON, 1982).

Em śıntese, o MDS é caracterizado por métodos cujo objetivo é procurar pontos

em um espaço Euclidiano onde as distâncias euclidianas entre suas coordenadas sejam

o mais fidedignas posśıveis em relação às dissimilaridades dadas. Nesta área, o método

tradicional é o Análise de Coordenadas Principais, conhecido na literatura inglesa como

Principal Coordinate Analysis, Classical Scaling, Torgerson Scaling ou Torgerson-Gower

Scaling (BORG; GROENEN, 2010), que tem como principal objetivo obter a visualização

das dissimilaridades entre os dados.

A geometria de distâncias considera problemas que caracterizam-se por de-

terminar as coordenadas no espaço Euclidiano k-dimensional de um conjunto de pontos,

dadas algumas de suas distâncias (LAVOR et al., 2014). Estes pontos podem ser átomos,

sensores em redes de telecomunicações ou vértices abstratos de um grafo, por exemplo. Em

(LAVOR et al., 2012; LAVOR et al., 2008), temos o problema de encontrar as posições

dos átomos, de uma dada molécula de protéına, conhecidas algumas distâncias. Para

solucionar este problema foi proposto o algoritmo branch-and-prune (BP), com base em

uma abordagem combinatória.

Branch-and-prune são algoritmos muito utilizados, por exemplo, para resolver

problemas de satisfação de restrição (Constraint Satisfaction Problem - CSP) (KUMAR,

1992). Aplicações branch-and-prune utilizam técnicas de busca exaustiva baseadas em

ramificação (branch) e poda (prune) de ramos que determinam soluções inviáveis.

Neste trabalho, serão apresentadas modificações no algoritmo branch-and-prune.

Uma das modificações realizadas, neste algoritmo, foi na busca das soluções. O principal

objetivo da modificação consiste em manter a estrutura original de um conjunto de pontos

em R
m após uma redução dimensional para R

k. Esta redução dimensional tem como foco

essencial vizualizar a estrutura de um conjunto de pontos. Outra modificação no algoritmo

está relacionada a poda de ramos que determinam soluções inviáveis.

O Caṕıtulo 1 apresenta uma revisão dos conceitos básicos do escalonamento

multidimensional, necessários para a compreensão do método análise de coordenadas

principais apresentado no Caṕıtulo 2. O Caṕıtulo 3 e 4 descrevem a formulação discreta

para o problema de geometria de distâncias molecular e suas modificações para adaptá-
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lo ao problema proposto. Antes das conclusões, o Caṕıtulo 5 apresenta os resultados

computacionais.



1 Escalonamento Multidimensional

A técnica de escalonamento multidimensional provém de uma famı́lia de técnicas

de análise de proximidade de dados e tem-se mostrado um importante instrumento

matemático de mensuração. Este caṕıtulo apresenta conceitos básicos do escalonamento

multidimensional necessários para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Introdução

Entre pesquisadores de diversas disciplinas é comum surgirem obstáculos para

mensurar a estrutura de seu objeto de estudo, dificultando o desenvolvimento de sua

pesquisa. Esta situação ocorre principalmente quando a estrutura de um objeto encontra-se

impĺıcita, tendo mais de um fator que não se manifesta claramente, mas é essencial para

a interpretação dos dados (PASQUALI, 1999). Estas caracteŕısticas geralmente estão

presentes em objetos com uma estrutura multidimensional, isto é, quando mais de uma

dimensão subjacente é apropriada para a interpretação dos dados. Desta forma, corre-se o

risco de não se ter uma interpretação fidedigna dos dados por não alcançar todas as suas

caracteŕısticas.

Visando aumentar a precisão na interpretação dos dados que apresentam

multidimensionalidade de parâmetros, a técnica de escalonamento multidimensional tem-

se mostrado uma importante ferramenta de mensuração (SILVA; FILHO, 2006). Esta

técnica apresenta um caráter quantitativo e computacional e é utilizada por diversos

programas computacionais: Indscal, Alscal, Minissa, Multiscale, Mdscal, Clascal, Exscal

(SCHIFFMAN; REYNOLDS; YOUNG, 1981).

1.2 Escalonamento Multidimensional

Escalonamento multidimensional é uma técnica estat́ıstica que originou-se

dentro da psicologia, mais especificamente na psicometria, que é uma área que liga

a matemática aplicada à psicologia. Psicometria consiste em um conjunto de técnicas

utilizadas para mensurar, de forma adequada e comprovada experimentalmente, um

conjunto de comportamentos que se deseja conhecer melhor. Atualmente, o escalonamento

multidimensional é aplicável em diversas áreas , tais como sociologia, economia, biologia,

qúımica e arqueologia (SILVA; FILHO, 2006; SUáREZ et al., 2016).

Os métodos do escalonamento multidimensional representam medidas de pro-
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ximidade (dissimilaridade ou similaridade) entre pares de objetos como distâncias entre

pontos em um espaço geométrico, de maneira que as distâncias estejam o máximo posśıvel

relacionadas com as proximidades entre os objetos (BLASIUS J., 2009). Objetos similares

são representados por pontos que estão próximos e objetos dissimilares são representados

por pontos que estão distantes um do outro. A finalidade destes métodos consiste em

representar graficamente a estrutura dos dados, visando ampliar a análise e entendimento

de uma matriz de dados.

Existem diversas abordagens de escalonamento multidimensional, que distinguem-

se entre si pelo tipo de geometria em que se pretende mapear os dados, pela função de

mapeamento, pelos algoritmos usados para encontrar uma representação dos dados origi-

nais, pelo tratamento do erro estat́ıstico no modelo ou a possibilidade de representar não

somente uma, mas várias matrizes de similaridade ao mesmo tempo.

O escalonamento multidimensional pode apresentar quatro finalidades princi-

pais:

1. escalonamento multidimensional como um método que representa proximidades como

distâncias em um espaço com baixa dimensão a fim de tornar acesśıvel a análise

visual dos dados considerados.

2. escalonamento multidimensional como uma técnica que permite testar se determi-

nados critérios, pelos quais pode-se distinguir diferentes objetos de interesse, estão

refletidos nas correspondentes diferenças emṕıricas desses objetos.

3. escalonamento multidimensional como uma aproximação dado-anaĺıtico que leva-nos

a descobrir as dimensões subjacentes a julgamentos de dissimilaridade (similaridade).

4. escalonamento multidimensional como um modelo psicológico que explica julgamentos

de dissimilaridades em termos de regras que imitam um tipo particular de função

distância.

A dificuldade de definir escalonamento multidimensional está relacionada às

diferentes definições apresentadas pela literatura. Em algumas, utiliza-se o termo para

representar algumas técnicas espećıficas e outras apresentam o termo de uma forma

generalizada. Desta forma, tem-se o escalonamento multidimensional no sentido amplo

e no sentido restrito. Escalonamento multidimensional no sentido amplo abrange várias

formas de análise de clusters e análise multidimensional multivariada. No sentido restrito,

representa dissimilaridades entre dados em um espaço de dimensão menor (LEEUW;

HEISER, 1982). Neste trabalho, adotaremos a definição menos abrangente, apresentada

por Carroll e Arabie (1983) (CARROLL; ARABIE, 1980; DAVISON, 1983). Esta limita o

termo escalonamento multidimensional à uma famı́lia de modelos de distância espacial

como forma de representação de dados de proximidade.
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1.3 Proximidade entre os dados e função Stress

As proximidades entre dados investigados reflete o grau de dissimilaridade

(similaridade) entre estes, os quais serão apresentados graficamente por meio de pontos

em um espaço Euclidiano. O método de escalonamento multidimensional procura uma

configuração espacial dos dados, de modo que as distâncias entre estes dados estejam

relacionadas com as proximidades, tanto quanto posśıvel. Na prática, o espaço euclidiano

é requerido devido à conveniência matemática nos procedimentos de escalonamento

multidimensional (STEYVERS, 2002).

Assumiremos aqui que medidas de similaridades ou dissimilaridades, denotadas

pelo termo geral proximidade, pij, são atribúıdas a pares pi, jq de n dados. Normalmente, as

proximidades entre os n dados são representadas por uma matriz de proximidade simétrica,

tendo as seguintes definições:

1. uma matriz de dissimilaridade (P “ ppijq) é uma matriz simétrica, em que pij ě 0

e pii “ 0, @ i. A interpretação de dissimilaridade segue da propriedade de monotoni-

cidade: pi, jq é mais dissimilar ao par pk, lq se, e somente se, pij ă pkl.

2. uma matriz de similaridade (P “ ppijq) é uma matriz simétrica, em que pij ě 0 e

satisfaz pii ě pij, @ pi, jq. A interpretação de similaridade segue da propriedade de

monotonicidade: pi, jq é mais similar ao par pk, lq se, e somente se, pij ą pkl.

A matriz de proximidade serve como dado de entrada para um método de

escalonamento multidimensional.

O escalonamento multidimensional é frequentemente usado para reconstruir

pontos usando somente pares de distâncias. De uma forma mais geral, o escalonamento

multidimensional tenta representar proximidades pij como distâncias em um espaço m-

dimensional com configuração X. De uma maneira mais espećıfica, é escolhida uma função

fppijq que especifica como a proximidade está relacionada à distância dijpXq. A função

distância mais utilizada é a distância euclidiana.

A distância euclidiana entre dois pontos xi e xj em um espaço m-dimensional

com configuração X é calculada pela seguinte fórmula:

dijpXq “‖ xi ´ xj ‖2“
˜

m
ÿ

k“1

|xik ´ xjk|2
¸ 1

2

. (1.1)

Portanto, o escalonamento multidimensional aplica proximidades, pij, em cor-

respondentes distâncias dijpXq de um espaço m-dimensional com configuração X. Isto é,
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temos uma função representada por:

f : pij Ñ dijpXq, (1.2)

onde a escolha particular de f especifica o modelo de escalonamento multidimensional.

O objetivo do escalonamento multidimensional é determinar o conjunto dijpXq
a partir de pij.

1.3.1 Aproximações

Através do escalonamento multidimensional os dados de proximidade são

representados numa configuração espacial de pontos de forma que as distâncias entre os

pontos correpondam às proximidades tão perto quanto posśıvel (SCHOLTEN; CALDEIRA,

1997). Logo, não se deve exigir fppijq “ dijpXq, mas sim que fppijq « dijpXq.

1.3.2 Loss Function

A condição que determina o quão próximo fppijq está de dijpXq é conhecida

como loss function. Loss function é uma expressão matemática que representa erro,

eij “ fppijq ´ dijpXq.

A norma-2 deste erro representa a função stress, dada por

e2

ij “ rfppijq ´ dijpXqs2.

Somando e2

ij para todo par pi, jq, tal que i ă j, tem-se uma medida de ajuste de ineficiência,

conhecida por raw Stress (KRUSKAL, 1964),

σr “ σr pXq “
ÿ

iăj

rfppijq ´ dijpXqs2
. (1.3)

Uma das formas de tentar evitar problemas de escala nos ajustes é fazendo a

seguinte normalização:

σ2

1
“ σ2

1
pXq “ σrpXq

ÿ

iăj

d2

ijpXq
“

ÿ

iăj

rfppijq ´ dijpXqs2

ÿ

iăj

d2

ijpXq
.
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Tomando a raiz quadrada de σ2

1
teremos um valor conhecido como função Stress-1 (KRUS-

KAL, 1964). A razão de usar σ1 no lugar de σ2

1
é que esses são quase sempre muito

pequenos na prática, assim σ1 são mais fáceis de discriminar. Mais especificamente temos,

Stress-1 “ σ1 “

g

f

f

f

f

f

e

ÿ

iăj

rfppijq ´ dijpXqs2

ÿ

iăj

d2

ijpXq
.

Encontrar um escalonamento ótimo de X em um espaço m-dimensional requer

minimizar a função Stress-1.

1.4 Propriedades gerais de representações de distâncias

Em matemática, a distância entre dois pontos é formalizada pela teoria de

distâncias ou pelo conceito de métrica. Métrica é um conceito que generaliza a ideia

geométrica de distância. Um espaço métrico é um conjunto X munido de uma métrica (ou

distância), isto é, uma função d : X ˆ X Ñ R tal que para quaisquer x, y, z P X,

1. dpx, yq ě 0: não negatividade;

2. dpx, yq “ 0 ô x “ y ;

3. dpx, yq “ dpy, xq: simetria;

4. dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq: desigualdade triangular.

Estas propriedades são fundamentais na teoria de escalonamento multidimensio-

nal, pois as proximidades poderão ser aplicadas como distâncias se estas satisfazerem certas

propriedades. Em alguns casos, temos proximidades onde dij ‰ dji, neste caso a matriz

de proximidades é não simétrica. Se dij ‰ dji, não for consequência de erros aderentes

aos dados, não poderemos representar diretamente estas proximidades em um espaço

métrico. Portanto, simetria é uma pré-condição para escalonamento multidimensional. As

outras propriedades de distâncias podem ou não ser condições necessárias para EMD. Se

as proximidades violarem a restrição da desigualdade triangular, elas podem ou não ser

representadas como distâncias. No escalonamento multidimensional ordinal isto não é um

problema pois é posśıvel adicionar uma constante a dij, eliminando toda violação. Por

outro lado, no escalonamento multidimensional raio, as proximidades assumem ter uma

origem fixa, logo qualquer violação da desigualdade triangular acarreta sérios problemas

(BORG; GROENEN, 2010).
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Além da métrica euclidiana, uma outra métrica muito utilizada dentro do

escalonamento multidimensional é a métrica retangular que pode ser definida da seguinte

maneira. Dados dois pontos xi, xj P R
n, temos

dpxi, xjq “
m
ÿ

k“1

|xik ´ xjk| “‖ xi ´ xj ‖1.

A métrica retangular é conhecida informalmente como métrica de Manhattan

ou métrica metropolitana, devido ao delineamento da rede urbana de transportes da Ilha

de Manhattan na cidade de New York.

Na próxima seção, apresentaremos um método do escalonamento multidimensi-

onal que utiliza fortemente o conceito de distância, tendo como objetivo principal preservar

distâncias em mudança de espaços.

1.5 Escalonamento Multidimensional Clássico

O escalonamento multidimensional clássico, também conhecido por Torger-

son scaling e Torgerson-Gower scaling, foi o primeiro método prático dispońıvel para

escalonamento multidimensional. Desenvolvido por Torgerson (TORGERSON, 1952; TOR-

GERSON, 1958) e Grower (GOWER, 1966), este método é baseado nos trabalhos de

Eckart-Young (ECKART; YOUNG, 1936) e Young-Householder (YOUNG; HOUSEHOL-

DER, 1938).

A ideia do escalonamento multidimensional clássico consiste em assumir que

as proximidades são distâncias, sendo apenas necessário encontrar as coordenadas que

preservam estas distâncias. Este fato é aceito para dados derivados de matrizes de correlação,

mas raramente para dissimilaridades diretas. Este método tornou-se popular, pois fornece

uma solução anaĺıtica, não sendo necessário utilizar métodos iterativos (BORG; GROENEN,

2010).

Se analisarmos o problema de encontrar as distâncias entre algumas cidades,

dadas as coordenadas, podemos solucioná-lo através da distância euclidiana. Podemos

solucionar o problema inverso utilizando o escalonamento multidimensional clássico.

A seguir, apresentaremos os passos para solucionar este problema através do

escalonamento multidimensional clássico.

Etapas de um algoritmo de EMD clássico

O método clássico (BORG; GROENEN, 2010; TORGERSON, 1952) baseia-se

no fato que a matriz de coordenadas X pode ser obtida da decomposição espectral da

matriz B “ XXT . O problema de construir B a partir de uma matriz de proximidade P é
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solucionado multiplicando P ˝ P “ rp2

ijs tanto pelo lado direito quanto pelo lado esquerdo

pela matriz J “ I ´ n´1eeT , onde e é um vetor de uns, com e P R
n e n é o número de

dados (BORG; GROENEN, 2010). Esta operação é conhecida por double centering. As

etapas a seguir resumem o algoritmo que determina a matriz de coordenadas X (BORG;

GROENEN, 2010):

1. Define-se a matriz de proximidades ao quadrado: P ˝ P “ rpijs2, onde o śımbolo

˝ representa o produto de Hadamard entre duas matrizes, definido como C ˝ D ”
rcijdijs, isto é, como o produto de elementos correspondentes das duas matrizes

(necessariamente de dimensões iguais).

2. Aplique o double centering a esta matriz:

B “ ´1

2
JpP ˝ P qJ .

3. Calcule a decomposição espectral de B “ V ΛV T , onde V é a matriz dos autovetores

e Λ é a matriz diagonal dos autovalores (GOLUB; LOAN, 2013) .

4. Seja Λ` a matriz diagonal dos m autovalores maiores que zero em ordem decrescente,

e V` os m autovetores de B relacionados aos autovalores de Λ`. Então, a matriz das

coordenadas do escalonamento multidimensional clássico é dada por X “ V`Λ
1

2

`.

Este método será descrito detalhadamente no Caṕıtulo 2, pois apresenta carac-

teŕısticas que melhor se aproximam ao algoritmo apresentado neste trabalho.

Na próxima seção, apresentaremos uma aplicação do escalonamento multidi-

mensional.

1.6 Exemplo de Aplicação

A análise exploratória de dados é usada para estudar teoricamente dados

amorfos, ou seja, dados que não estão ligados a uma teoria expĺıcita que prevê suas

grandezas ou padrões (BORG; GROENEN, 2010).

No livro Modern Multidimensional Scaling: Theory and Applications (BORG;

GROENEN, 2010), encontramos o seguinte exemplo: um resumo estat́ıstico de 1970,

emitido pelo Bureau of the Census, que fornece dados sobre a taxa de diferentes crimes

em 50 estados dos E.U.A. (Wilkinson, 1990). Uma pergunta que foi feita sobre estes dados

é até que ponto se pode prever uma elevada taxa de assassinato sabendo que a taxa de

roubo é alta. Uma resposta parcial a esta pergunta é fornecida calculando as correlações

das taxas de crimes em 50 estados dos E.U.A., descritas pela Tabela 1.1.





2 Análise de Coordenadas Principais

Neste caṕıtulo, a técnica clássica análise de coordenadas principais, ou escalo-

namento multidimensional clássico, é apresentada em detalhe.

2.1 Introdução

Um método tradicional de escalonamento multidimensional (EMD) é a Análise

de Coordenadas Principais ou, na literatura inglesa, Principal Coordinate Analysis, Torger-

son Classical Scaling ou Torgerson Gower Scaling. Como mencionado, o desenvolvimento

da técnica foi baseada nos trabalhos de Eckart-Young (ECKART; YOUNG, 1936) e

de Young-Householder (YOUNG; HOUSEHOLDER, 1938). A seguir apresentaremos os

resultados destes trabalhos os quais serão explorados no decorrer do caṕıtulo.

Teorema 2.1. Para cada matriz A P R
mˆn de posto r, existem matrizes ortogonais Umˆm,

Vnˆn e uma matriz diagonal Drˆr “ diagpσ1, σ2, ¨ ¨ ¨ , σrq tal que

A “ U

˜

D 0

0 0

¸

V T com σ1 ě σ2 ě ¨ ¨ ¨ ě σr ą 0.

Os σi’s são chamados valores singulares não nulos de A. Esta fatoração é chamada

decomposição em valores singulares de A, e as colunas de U e V são chamadas vetores

singulares à direita e à esquerda de A, respectivamente.

Teorema 2.2. Seja a decomposição em valores singulares (SVD) de A P R
mˆn, dada por

A “ UΣV T , em que U P R
mˆm e V P R

nˆn são matrizes ortogonais e Σ P R
mˆn é uma

matriz diagonal com postopAq “ r. Se k ă r e Ak “
k

ÿ

i“1

σiuiv
T
i , então

min
postopBq“k

‖ A ´ B ‖2“‖ A ´ Ak ‖2“ σk`1. (2.1)

A análise de coordenadas principais (PCoA) é uma generalização da análise de

componentes principais (PCA), sendo sua principal vantagem não necessitar dos dados

originais, mas apenas da matriz de dissimilaridade (MANLY, 1994; JONGMAN; BRAAK;

TONGEREN, 1995).

Análise de Coordenadas Principais é uma técnica padrão para análise explo-

ratória e de visualização das dissimilaridades ou similaridades dos dados. Sua importância

está relacionada ao fato de ser um método simples e não-paramétrico que extrai informações

relevantes de conjunto de dados extensos e nebulosos. A extração de informações relevantes

ou compressão de dados é realizada através da redução dimensional.
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Dada uma matriz de dissimilaridade D “ rδijs entre n indiv́ıduos, procura-se

uma representação dos n indiv́ıduos em um espaço Euclidiano de tal forma que as distâncias

euclidianas dij entre cada par dos n pontos nessa representação sejam iguais, ou o mais

fidedignas posśıveis, em relação às dissimilaridades δij da matriz inicial.

A ideia do método consiste em assumir que as dissimilaridades iniciais foram

calculadas com base nas distâncias euclidianas. A matriz de dissimilaridades, neste caso,

será representada por pontos em um espaço de dimensão menor definido pelas primeiras

componentes principais. No entanto, nem sempre será posśıvel obter uma representação

euclidiana dos indiv́ıduos, estando esta possibilidade dependente da natureza e propriedades

das medidas de dissimilaridades utilizadas. A utilidade deste método reside na sua ampla

aplicabilidade, por exemplo, no caso de apenas a matriz de distâncias estar definida, não

conhecendo-se a matriz de dados originais.

2.2 Matriz de Distâncias Euclidianas

Um espaço Euclidiano R
m é um espaço vetorial real de dimensão finita munido

de um produto interno, induzindo uma métrica (KREYSZIG, 1989). Uma matriz de

distâncias euclidianas é uma matriz n ˆ n de distâncias dij entre n pontos x1, x2, ..., xn em

R
m em que

d2

ij “‖ xi ´ xj ‖2

2
“ pxi ´ xjqtpxi ´ xjq, @i, j.

Definição 2.1. Seja D uma matriz n ˆ n de dissimilaridade entre n indiv́ıduos. A matriz

D diz-se uma matriz Euclidiana se existirem n pontos txiun
i“1

P R
m tais que

δ2

ij “‖ xi ´ xj ‖2

2
.

Uma matriz de dissimilaridade D “ rδijs, i, j P t1, ..., nu, é uma matriz Eucli-

diana se for posśıvel determinar n pontos em R
m, com m P N, onde as distâncias entre

qualquer par desses n pontos seja precisamente a dissimilaridade correspondente na matriz

D.

Considerando, por conveniência, que os n pontos txiun
i“1

P R
m formam a matriz

Xnˆm tal que xt
i “ et

iX. Assim, a diferença entre o i-ésimo ponto e o j-ésimo ponto é dada

por:

pxi ´ xjqt “ pei ´ ejqtX (2.2)

e a dissimilaridade ao quadrado pode ser escrita da seguinte forma

d2

ij “ pxi ´ xjqtpxi ´ xjq “ pei ´ ejqtXX tpei ´ ejq. (2.3)
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Quando uma matriz é euclidiana, existe um número infinito de maneiras de

representar os n pontos em um espaço Euclidiano de dimensão k, ou seja, a matriz X não

é única. Todas as representações estão relacionadas a transformações isométricas: rotação,

reflexão e translação (DATTORRO, 2005).

Em particular, será sempre posśıvel considerar uma solução cujo centróide dos

pontos desta solução seja a origem do referencial em R
k. Isso corresponde a dizer que é

sempre posśıvel determinar uma matriz X que tem as colunas centradas, sendo por isso

da forma

X “ pIn ´ 1

n
eetqX.

A matriz n ˆ n, definida por

In ´ 1

n
eet,

em que e é um vetor de n uns, é denominada matriz de centragem. A matriz de centragem

é uma matriz simétrica e idempotente, que, quando multiplicada por um vetor tem o

mesmo efeito que a subtração da média dos componentes do vetor de cada componente

(MARDEN, 1995).

Definição 2.2. A matriz de centragem de tamanho n é definida como uma matriz n ˆ n:

Cn “ In ´ 1

n
eet.

Outra forma de apresentar a mesma ideia corresponde a notar que os vetores

ei ´ ej introduzidos na equação (2.2) pertencem ao complemento ortogonal do subespaço

de R
m gerado pelo vetor e de n uns, uma vez que a soma das suas coordenadas é nula.

Ou seja, ei ´ ej P spanteuK, @ i, j “ 1, ..., n. Logo, esses vetores permanecem invariantes

quando projetados sobre esse subespaço,

pIn ´ 1

n
eetqpei ´ ejq “ ei ´ ej.

Assim, é posśıvel re-escrever a equação (2.3) da seguinte forma:

d2

ij “ pei ´ ejqT pIn ´ 1

n
eetqXXT pIn ´ 1

n
eetqpei ´ ejq, (2.4)

sendo pIn ´ 1

n
eetqX a matriz X com colunas centradas cujas linhas contêm as coordenadas

dos n pontos com centro geométrico na origem.

Na próxima seção, abordaremos duas questões interligadas: (i) saber quando

uma dada matriz A de dissimilaridade é Euclidiana; e (ii) saber como determinar uma

matriz X de coordenadas para os n pontos, com as caracteŕısticas acima descritas.
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2.3 Coordenadas de uma Matriz de Dissimilaridade Euclidiana

O método Análise de Coordenadas Principais assume que as dissimilaridades

iniciais são calculadas com base nas distâncias euclidianas.

Denominando a matriz dos produtos internos entre os vetores (centrados) xi

por Q, tem-se:

Q “ pIn ´ 1

n
eetqXX tpIn ´ 1

n
eetq. (2.5)

A partir da equação (2.4), denominando o elemento da linha i e coluna j de Q por qij,

temos,

d2

ij “ pei ´ ejqT Qpei ´ ejq,

d2

ij “ et
iQei ´ et

iQej ´ et
jQei ` et

jQej,

d2

ij “ qii ´ 2qij ` qjj (2.6)

pois Q é uma matriz simétrica.

Com base na equação (2.6) conclúımos que, se apenas conhecermos a matriz

de dissimilaridade (distância), é posśıvel determinar a matriz Q.

Pelo fato de as colunas de X estarem centradas em torno da sua média, terão

que ser nulas:

1. todas as somas das colunas de Q;

2. todas as somas das linhas de Q;

3. a soma de todos os elementos de Q.

Ou seja,

n
ÿ

i“1

qij “ 0, @ j,

n
ÿ

j“1

qij “ 0, @ i,

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

qij “ 0.

A partir da equação (2.6), temos:
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1.
n

ÿ

i“1

d2

ij “
n

ÿ

i“1

qii ` nqjj,

2.
n

ÿ

j“1

d2

ij “ nqii `
n

ÿ

j“1

qjj,

3.
n

ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

d2

ij “ 2n

n
ÿ

k“1

qkk.

Equivalente à:

1. trpQq “ 1

2n
‖ Q ‖2

F ,

2. qjj “ 1

n

n
ÿ

i“1

d2

ij ´ 1

2n2

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

d2

ij,

3. qii “ 1

n

n
ÿ

j“1

d2

ij ´ 1

2n2

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

d2

ij.

Novamente, a partir da equação (2.6) tem-se:

qij “ ´1

2
pd2

ij ´ qii ´ qjjq,

e substituindo qjj por

1

n

n
ÿ

i“1

d2

ij ´ 1

2n2

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

d2

ij,

e qii por

1

n

n
ÿ

j“1

d2

ij ´ 1

2n2

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

d2

ij,

tem-se:

qij “ ´1

2

˜

d2

ij ´
n

ÿ

j“1

d2

ij ´
n

ÿ

i“1

d2

ij ` 1

2n

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

d2

ij

¸

.

Logo, conhecendo-se apenas a matriz de dissimilaridade D, é posśıvel recuperar a matriz

Q dos produtos internos. Assim, é posśıvel encontrar as coordenadas que correspondem à

solução do problema através da matriz Q. De fato, considere a Decomposição Espectral

(GOLUB; LOAN, 2013) da matriz simétrica Q:
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Qnˆn “ pIn ´ 1

n
eetqXXT pIn ´ 1

n
eetq “ WΛnˆnW t.

Desde que a matriz Q seja semi-definida positiva, os elementos da diagonal de Λ são não

negativos e é posśıvel definir a matriz Λ
1

2 . A matriz W`Λ
1

2

` é uma matriz cujas n linhas

podem representar os n indiv́ıduos em R
k, de forma a serem respeitados os produtos

internos, e dáı as distâncias euclidianas dij entre eles (KSHIRSAGAR, 1972).

Portanto, o método encontra uma solução se Q for uma matriz semi-definida

positiva. Se a matriz de dissimilaridades D é euclidiana, então Q é semi-definida positiva.

De fato,

Qe “ pIn ´ 1

n
eetqXX tpIn ´ 1

n
eetqe “ pIn ´ 1

n
eetqXX tpe ´ eq “ 0,

isto é,

Qe “ 0 ¨ e, (2.7)

isto garante que Q não pode ser uma matriz definida positiva, pois como podemos ver na

equação (2.7), a matriz Q admite um autovalor nulo.

A solução encontrada WΛ
1

2 não necessariamente corresponde às coordenadas

da matriz de dados iniciais, ou seja, estas soluções tem em comum a matriz de distâncias

euclidianas entre os n indiv́ıduos observados em R
k. Os dados iniciais podem ser determi-

nados através de rotações da nova solução WΛ
1

2 . Ou seja, para qualquer matriz de colunas

ortogonais R, tem-se:

pWΛ
1

2 RtqpWΛ
1

2 Rtqt “ WΛ
1

2 pRtRqΛ 1

2 W t “ WΛW t “ Q. (2.8)

Esta indeterminação na reconstituição da matriz de dados originais X, a partir

da matriz de distâncias, corresponde a dizer que as distâncias fixam a configuração dos

pontos, a menos de rotação e/ou reflexões em torno da origem X.

A ideia do método de análise de coordenadas principais é rotacionar os eixos

transformando-os em eixos principais. Eixos principais são as dimensões de um sistema

particular de coordenadas ortogonais (BORG; GROENEN, 2010). O primeiro eixo está

próximo de todos os pontos da configuração X; o segundo eixo mantém a proximidade

dos pontos com a restrição de ser ortogonal ao primeiro e, assim, sucessivamente.

Uma matriz de rotação é uma matriz quadrada que, quando multiplicada por

um vetor tem o efeito de mudar a direção do vetor, mas não a sua magnitude. Este

vetor desloca-se em torno de um eixo de rotação definido pelos elementos desta matriz.

O resultado é um segundo vetor resultante da rotação. A situação f́ısica, ver Figura 2,
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1. Cria-se, a partir da matriz de dissimilaridade D, uma nova matriz que se designará

B “ rbijs:

bij “ ´1

2
δ2

ij.

Em termos matriciais,

B “ ´1

2
pD ˝ Dq.

2. Constrói-se a matriz Q, obtida a partir da centragem das linhas e das colunas da

matriz B, isto é, a matriz Q terá os seguintes elementos:

qij “ bij ´
n

ÿ

j“1

bij ´
n

ÿ

i“1

bij `
n

ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

bij,

onde
n

ÿ

j“1

bij,
n

ÿ

i“1

bij e
n

ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

bij são, respectivamente, as médias dos elementos da linha

i, dos elementos da coluna j, e da totalidade dos elementos da matriz B. Em termos

matriciais, tem-se:

Q “ ´1

2
pIn ´ 1

n
eetqBpIn ´ 1

n
eetq. (2.9)

3. Se a matriz D for simétrica então as matrizes B e Q também serão simétricas e,

assim, Q admite uma deomposição espectral

Q “ WΛW t.

4. Caso a matriz Q seja semi-definida positiva, procede-se como descrito anteriormente,

determinando se a matriz

Y “ WΛ
1

2 ,

e as n linhas desta matriz correspondem às coordenadas que representam cada ponto

em um espaço Euclidiano n-dimensional.

5. Novamente pelo Teorema 2.2, a nuvem de pontos obtida sobre R
k (em geral k “ 2

ou 3) é constrúıda retendo-se apenas as k primeiras colunas da matriz Y , isto é,

através das linhas da matriz:

Yk “ WkΛ
1

2

k ,
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onde Wk é a matriz n ˆ k obtida retendo apenas as k primeiras colunas da matriz de

autovetores de Q, e Λ
1

2

k é a matriz k ˆ k obtida retendo apenas as ráızes quadradas

dos k primeiros autovalores de Λ , isto é, retendo apenas as k primeiras linhas e

colunas da matriz Λ
1

2 .

6. Se Q não for semi-definida positiva, alguns dos seus autovalores serão negativos.

Essa situação corresponde a dizer que não existe representação exata em um espaço

Euclidiano real (ver Teorema 2.4), isto é, que não é posśıvel garantir a representação

dos dados em um espaço R
m de forma a respeitar as igualdades dij “ δij entre

dissimilaridades iniciais e distâncias euclidianas no espaço R
m. Ou ainda, se Q não

for semi-definida positiva, então nenhuma fatoração da forma Q “ RtR é posśıvel,

não havendo, assim, linhas de R que possam representar Euclidianamente os dados.

Seja Dnˆn uma matriz simétrica, então:

i) D é definida positiva se, e somente se, existir uma matriz X P R
mˆn de postopXq “ n

tal que D “ XT X.

ii) D é semi-definida positiva com postopDq “ k ă n se, e somente se, existir uma

matriz X P R
mˆn de postopXq “ k tal que D “ XT X.

Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada em (GOLUB; LOAN,

2013).

Portanto, uma matriz de dissimilaridade D é Euclidiana no espaço R
k se, e

somente se, a matriz Q “ pIn ´ 1

n
eetqBpIn ´ 1

n
eetq, com B “ ´1

2
pD ˝ Dq, é semi-definida

positiva com posto menor ou igual a k.

2.5 Matriz de Dissimilaridade não Euclidianas

Algumas matrizes de dissimilaridade não são Euclidiana. Neste caso, ao traba-

lhar com o método análise de coordenadas principais cuja matriz Q apresenta autovalores

negativos, duas alternativas podem ser consideradas:

1. Caso os autovalores negativos de Q sejam pequenos em magnitude, ou seja, são

pequenos em relação à soma dos autovalores positivos, pode-se ignorá-los. Neste caso,

trabalha-se com uma configuração Euclidiana aproximada, resultante de considerar

apenas os autovetores associados aos autovalores positivos de Q. Em particular,

pode-se escolher o número máximo de eixos coordenados principais, de acordo com

as seguintes regras:
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Critério de traço: Reter os eixos cuja soma de autovalores associados seja aproxi-

madamente igual ao traço da matriz Q.

Critério do valor absoluto: Reter eixos cujo autovalores associados sejam maiores

do que o módulo do menor autovalor negativo.

Como na prática o objetivo maior é obter uma visualização gráfica da representação

Euclidiana, opta-se por escolher k “ 2 ou k “ 3, ou seja, os 2 ou 3 primeiros eixos

principais. Uma interpretação utilizada é que os autovalores de cada eixo corres-

pondem proporcionalmente a variabilidade dos dados apresentados. Dois critérios

espećıficos, propostos na literatura para medir a qualidade da representação obtida,

utilizam os k eixos coordenados principais cujos autovalores associados se admite

serem todos positivos, ou seja,

P1 “

k
ÿ

i“1

λi

n
ÿ

i“1

|λi|
,

P2 “

k
ÿ

i“1

λ2

i

n
ÿ

i“1

λ2

i

,

onde λi são os autovalores da matriz Λ, ver (2.8).

2. O problema da constante aditiva (CAILLIEZ, 1983) consiste em somar uma

constante, c˚, a todos elementos de uma matriz (exceto a diagonal) de dissimilaridade,

com o objetivo de tornar a matriz Q uma matriz semi-definida positiva possibilitando

assim uma representação Euclidiana dos dados. A solução do problema (CAILLIEZ,

1983) consiste em tomar c˚ igual ao maior autovalor da matriz

«

0n 2Q

´In ´4Qpdijq

ff

,

onde Qpdijq corresponde à matriz obtida pela dupla centragem de uma matriz análoga

à matriz B, mas com os elementos dados por ´1

2
δij, em vez de ´1

2
δ2

ij.

2.6 Outras Técnicas Visando Representações Euclidianas

Dentro do prinćıpio de obter uma representação euclidiana a partir de uma

matriz de dissimilaridade D entre n indiv́ıduos, pode-se formular o problema de uma forma
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diferente. Nesta formulação alternativa, procuram-se pontos em um espaço euclidiano de

uma dada dimensão onde as dissimilaridades δij não correspondem às distâncias euclidianas,

mas a algum critério de qualidade no ajuste.

Estas técnicas de Multidimensional Scaling (MDS) podem ser sintetizadas nos

seguintes passos:

1. Fixa-se a dimensão k do espaço Euclidiano onde se deseja a representação.

2. Parte-se de uma configuração inicial de n indiv́ıduos nesse espaço, isto é, determina-se

uma matriz n ˆ k cujas linhas são as coordenadas de cada indiv́ıduo. Uma escolha

posśıvel de configuração inicial pode ser a solução k-dimensional produzida pela

análise de coordenadas principais.

3. Calculam-se as distâncias euclidianas usuais entre os n pontos da configuração

proposta.

4. Calcula-se o valor (para esta configuração) de algum critério de ajuste que se deseja

otimizar.

5. Efetuam-se operações à configuração (de acordo com algum conjunto de regras

pré-especificadas) e calcula-se o novo valor do critério.

6. Repete-se o passo anterior até alguma condição de parada (usualmente ligada à ideia

de que alterações na configuração não produzem melhorias no valor do critério).

O critério de qualidade mais frequente e a função Stress, apresentada na equação

(1.3). Este ajuste proposto por Kruskal (KRUSKAL, 1964) e Shepard (SHEPARD,

1962) apresenta algumas variações :

Stress “

g

f

f

f

f

f

e

ÿ

i

ÿ

jăi

peij ´ fpδijqq2

ÿ

i

ÿ

jăi

e2

ij

,

onde δij representa a dissimilaridade inicial entre os indiv́ıduos i e j, eij representa a

distância euclidiana habitual entre os representantes desses indiv́ıduos na configuração

que está sendo proposta e f indica alguma função crescente. Escolhendo f como

sendo a função identidade, vemos um critério cujo valor mı́nimo (zero) corresponderia

a um conjunto de n pontos ideais, em que as distâncias euclidianas entre os pontos

i e j são sempre iguais às dissimilaridades δij dadas na matriz D. Permitir que f

seja uma outra função crescente é uma opção indicada para casos em que os valores

dessas dissimilaridades são subjetivos, sendo mais importante o posto da matriz do

que os valores destas dissimilaridades.
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2.7 Exemplo Numérico

O exemplo abaixo ilustra uma aplicação do escalonamento multidimensional

para medidas de dissimilaridade, e mostra como construir uma configuração que permite

visualizar suas dissimiliaridades. Este exemplo foi tirado do site www.mathworks.com

(MATHWORKS, ) que mostra uma aplicação do método análise de coordenadas principais

utilizando como ferramenta o Matlab.

Distância genética é uma medida de dissimilaridade de material genético entre

diferentes espécies ou indiv́ıduos, (NEI, 1978). Seja

D “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 4, 69 6, 79 3, 50 3, 11 4, 46 5, 57 3, 00

4, 69 0 2, 10 2, 27 2, 65 2, 36 1, 99 1, 74

6, 79 2, 10 0 3, 78 4, 53 2, 83 2, 44 3, 79

3, 50 2, 27 3, 78 0 1, 98 4, 35 2, 07 0, 53

3, 11 2, 65 4, 53 1, 98 0 3, 80 3, 31 1, 47

4, 46 2, 36 2, 83 4, 35 3, 80 0 4, 35 3, 82

5, 57 1, 99 2, 44 2, 07 3, 31 4, 35 0 2, 57

3, 00 1, 74 3, 79 0, 53 1, 47 3, 82 2, 57 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, (2.10)

uma matriz com as distâncias genéticas, ou dissimilaridades, entre uma série de subpo-

pulações locais de uma única espécie animal e seja

X “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

39, 1 18, 7

40, 7 21, 2

41, 5 21, 5

39, 2 21, 8

38, 7 20, 6

41, 7 20, 1

40, 1 22, 1

39, 2 21, 6

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, (2.11)

a matriz das localizações geográficas.

Gostaŕıamos de saber a proximidade entre as distâncias genéticas e espaciais. A

proximidade entre estas duas distâncias implica que o cruzamento entre as subpopulações

é afetado por suas localizações geométricas.

O comando do Matlab que efetua uma análise de coordenadas principais é o

comando cmdscale,

Y = cmdscale(D).
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Dada uma matriz de distâncias D o comando cmdscale retorna uma matriz

nˆk, onde k pk ă nq é a dimensão do menor espaço no qual os n pontos estarão configurados.

A ideia principal é que esses pontos estejam em duas ou três dimensões e as distâncias

euclidianas entre eles reproduza a matriz D. Assim, um gráfico de dispersão de pontos

criado pelo comando cmdscale fornece uma representação visual das distâncias originais.

Como a matriz X é formada por elementos em R
2, será procurada uma representação

bi-dimensional e serão consideradas as coordenadas dos pontos nos dois primeiros eixos

coordenados principais. Como estão sendo consideradas 8 espécies, os pontos (linhas de Y)

podem ter até oito dimensões (colunas de Y ). Esta dimensionalidade pode ser alterada

para uma k dimensão, desde que k ă n. Os autovalores de YYt podem ser determinados

pelo comando

[Y,E] = cmdscale(D),

cuja magnitude relativa pode indicar quantas dimensões podem ser usadas com segurança.

Se mais de três autovalores forem relativamente grandes em sua magnitude, a solução

pode não permitir uma boa configuração em um espaço de baixa dimensão, ou seja, em

um espaço que permite a visualização das distâncias:

[Y,eigvals] = cmdscale(D),

Y “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

3, 6513 ´0, 7919 0, 4620 0, 1537 ´0, 0424

´0, 9787 ´0, 2062 ´0, 0675 ´0, 4166 ´0, 3435

´3, 1073 ´0, 3814 0, 0901 ´0, 0502 0, 2658

0, 5731 1, 4088 0, 4371 0, 0230 0, 2742

1, 2325 0, 3946 ´1, 2765 0, 0954 0, 0834

´0, 7021 ´2, 7500 0, 0371 0, 1786 0, 0080

´1, 4586 1, 5821 0, 1669 0, 5082 ´0, 2597

0, 7900 0, 7439 0, 1508 ´0, 4922 0, 0141

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, eigvals “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

29, 0371

13, 5746

2, 0987

0, 7418

0, 3403

0, 0000

´0, 4542

´3, 1755

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

(2.12)

Observe que há apenas dois autovalores positivos com magnitude elevada

permitindo uma configuração em 2 dimensões. Os dois autovalores negativos refletem,

como se viu anteriormente, a impossibilidade de os 8 pontos respeitarem, em um espaço de

dimensão 8, as distâncias genéticas indicadas na matriz de dissimilaridade inicial. Como
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os autovalores negativos são pequenos em relação ao autovalores positivos, a redução para

as duas primeiras colunas de Y devem ser bastante precisa. Pode-se verificar isto através

do erro relativo das distâncias genéticas em 2 dimensões e das distâncias originais:

maxrelerr “ max(abs(D - squareform(pdist(Y(:,1:2)))))/max(D),

maxrelerr “ 0.1078.

A configuração retornada por cmdscale é única, ou seja, o método é apenas

capaz de recuperar posições relativas, a menos de rotações ŕıgidas, reflexões em torno dos

eixos e translações da origem. É provável que a localização genética não coincida com a

localização geográfica e não esteja na mesma escala. Para solucionar este tipo de problema

utiliza-se o comando D = procrustes(X, Y).

A função procrustes analisa a distribuição de um conjunto de configurações

através da análise de procrustes, que consiste de uma análise estat́ıstica utilizada para

analisar a distribuição de um conjunto de configurações (GOWER; DIJKSTERHUIS,

2004). O nome procrustes refere-se a um bandido da mitologia grega que fez suas v́ıtimas

caberem em suas camas ou esticando seus membros ou cortando-os. Na matemática, o

problema procrustes ortogonal é um problema de aproximação de matriz que procura

encontrar rotações e/ou reflexões ótimas para a sobreposição de um conjunto de dados em

relação a outro. O solução do problema de procrustes transforma uma dada matriz A em

uma matriz B através de uma matriz de transformação ortogonal T tal que a soma dos

quadrados dos erros E “ AT ´ B seja mı́nimo. Este problema é equivalente a encontrar a

matriz ortogonal mais próxima dada pela matriz S “ AT B . Para encontrar a matriz E

utiliza-se decomposição em valores singulares,

S “ UΣV T ,

que leva a E “ UV T . Um problema de procrustes restrito, sujeito à detpRq “ 1, em que R

é uma matriz de rotação, é um método que pode ser utilizado para determinar a rotação

ótima (GOWER; DIJKSTERHUIS, 2004).

O comando D = procrustes(X, Y), determina uma transformação linear

(translação, rotação ortogonal, reflexão e escalar) dos pontos na matriz Y para melhor

adequar aos pontos da matriz X. O critério de ajuste é a soma dos quadrados dos er-

ros. O comando D = procrustes(X, Y) retorna o valor minimizado destas medidas de

dissimilaridades em D:

[D,Z] = procrustes(X,Y(:,1:2)).
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A Figura 3 mostra os pontos após aplicar o método procrustes. Aparentemente,

as distâncias genéticas têm uma estreita ligação com as distâncias espaciais entre as

subpopulações.
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Figura 3 – Comparação entre as localizações genética através do cmdscale e geográfica.

No próximo caṕıtulo, abordaremos a metodologia aplicada ao problema de

determinar a estrutura tridimensional de protéınas. Neste mesmo caṕıtulo, apresentaremos

as semelhanças entre o problema discreto de distâncias moleculares e o problema de

manter uma configuração após reduzir a dimensão do espaço. Apresentaremos também

modificações realizadas na resolução do problema discreto de distâncias moleculares para

esta ser aplicada ao problema de escalonamento multidimensional. Estas modificações têm

como principal finalidade manter o máximo posśıvel as distâncias de uma dada matriz de

dissimilaridade ao reduzir a dimensão do espaço original da estrutura.



3 Problema Discreto de Escalonamento Mul-

tidimensional

Neste caṕıtulo veremos o problema discreto de distâncias moleculares e apre-

sentaremos uma adaptação deste problema para o contexto de redução dimensional. A

seguir, apresentaremos algumas definições e notações úteis ao decorrer do caṕıtulo.

3.1 Definições e notações

Um grafo orientado é um par G “ pV, Eq onde V é um conjunto finito de

vértices e E é um conjunto de pares ordenados de vértices, chamados de arestas. Uma

aresta de G é denotada por pu, vq e diz-se que u é o ińıcio da aresta e v o final da aresta

(AHUJA; MAGNANTI; ORLIN, 1993).

Um grafo é dito ponderado se está associado a ele uma função peso ω : E Ñ R

que associa arestas a valores reais. Em um grafo G, uma sequência de vértices P “
xv0, v1, ..., vky é um caminho de v0 a vk. O peso de um caminho P “ xv0, v1, ..., vky é a soma

dos pesos das suas arestas e é denotado por ωpP q. A distância de u a v em G, denotado

por distpu, vq, é o peso mı́nimo de um caminho de u a v em G. Se o caminho não existir,

define-se distpu, vq “ 8.

3.2 Problemas de Geometria de Distâncias

Problemas de Geometria de Distâncias (PGD) caracterizam-se por determinar as

coordenadas de n pontos no espaço Euclidiano k-dimensional dadas algumas distâncias entre

pares de pontos. Estes pontos podem ser átomos, sensores em redes de telecomunicações

ou vértices abstratos de um grafo entre outros. Em problemas de geometria molecular,

as distâncias são conhecidas por técnicas experimentais como, por exemplo, ressonância

magnética nuclear (LAVOR et al., 2011).

Em (LAVOR et al., 2012; LAVOR et al., 2008), estuda-se o problema de

encontrar as posições dos átomos de uma dada molécula de protéına, conhecidas algumas

distâncias. Este problema apresenta a seguinte formulação:

PROBLEMA DE DISTÂNCIAS MOLECULARES (PDM): dado um grafo

não-direcionado simples G “ pV, E, dq com d : E Ñ R`, existe uma aplicação x : V Ñ R
3

tal que }xu ´ xv}2 “ duv, para cada tu, vu P E ?
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O conjunto V representa os átomos em R
3 e o conjunto E são os pares de átomos

tu, vu cujas distâncias duv são conhecidas. Este problema é resolvido em tempo linear

quando as distâncias entre os átomos forem conhecidas (DONG Q., 2002). O problema

de distâncias moleculares é formulado como um problema de otimização não convexa

cont́ınuo:

mingpxq,

que que

gpxq “
ÿ

tu,vuPE

p||xu ´ xv||2 ´ d2

uvq2.

Claramente, x é solução se, e somente se gpxq “ 0.

Devido a estrutura particular de algumas cadeias de átomos, é posśıvel reduzir o

espaço de busca a um conjunto discreto e finito de pontos. Esta particularidade possibilitou

formular o problema discreto de distâncias moleculares (PDDM), o qual consiste de um

subconjunto de instâncias do problema de distâncias moleculares (PDM). O problema de

busca discreta causou impacto na velocidade e na precisão da solução, devido aos cálculos

em aritmética de ponto flutuante serem menores do que os métodos de pesquisa cont́ınua

(LAVOR et al., 2011; LAVOR et al., 2012).

O problema discreto de distâncias moleculares, apresentado em (LAVOR et al.,

2011), contém a seguinte formulação:

PROBLEMA DISCRETO DE DISTÂNCIAS MOLECULARES (PDDM):

dado um grafo não-direcionado simples G “ pV, E, dq, tal que existe uma ordem em V

satisfazendo:

1. E contém todos os cliques de quatro vértices consecutivos:

@ i P t4, ..., nu @ j, k P ti ´ 3, ..., iu ptj, ku P Eq;

2. A seguinte desigualdade triangular estrita vale:

@ i P t2, ..., n ´ 1u, di´1,i`1ădi´1,i ` di,i`1,

existe uma aplicação x : V Ñ R
3 tal que }xu ´ xv}2 “ duv para cada tu, vu P E?

O conjunto V representa os átomos em R
3 e o conjunto E são os pares de

átomos tu, vu cujas distâncias duv são conhecidas. No problema discreto de distâncias
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moleculares, di´1,i é a distância euclidianas entre os pontos i ´ 1 e i, para todo i “ 2, ..., n,

o ângulo θi´2,i P r0, πs representa o ângulo formado entre os segmentos definidos pelos

pontos i ´ 2, i ´ 1 e i, para todo i “ 3, ..., n e o ângulo de torção ωi P r0, 2πs representa

o ângulo entre as retas normais dos planos definidos pelos pontos i ´ 3, i ´ 2, i ´ 1 e

i ´ 2, i ´ 1, i, para todo i “ 4, ..., n [ver Figura 4]. Neste problema, a ordem em V é definida

por uma cadeia linear de átomos conectados entre si por ligações covalentes.

Figura 4 – Definindo distâncias, ângulos e ângulos de torção.

O problema de distâncias moleculares pode ser solucionado como um problema

discreto de distâncias moleculares, caso seja posśıvel encontrar uma ordem entre os átomos

que satisfaça as suposições 1 e 2. Com base nas ideias do problema discreto de distâncias

moleculares, formulamos o problema denominado problema discreto de distâncias (PDD)

ou problema discreto de escalonamento multidimensional. Neste problema, temos como

dados de entrada as distâncias entre n pontos em R
m, m P N. A seguir, apresentaremos os

conceitos básicos do problema discreto de distâncias moleculares, e em seguida mostraremos

as adaptações para o problema de escalonamento multidimensional.

3.3 Problema Discreto de Distâncias Moleculares

A intuição geométrica da formulação discreta é que o i-ésimo átomo está na

intersecção de três esferas centradas nos átomos i ´ 3, i ´ 2 e i ´ 1 e com os respectivos

raios di´3,i, di´2,i e di´1,i. Pelas suposições 1 e 2 do PDDM, a intersecção das três esferas

definem no máximo 2 posições posśıveis para o átomo (denominadas i e i
1

na Figura 5).

No caso em que uma subsequência de três átomos consecutivos i, i ` 1 e i ` 2,

onde o ângulo θi`2 é kπ para k P Z, a formulação discreta não é posśıvel. Em outras

palavras, se o ângulo θi`2 é múltiplo de π, temos a situação apresentada na Figura 6, onde

di,i`3 é viável para todas as posições de i ` 3 no ćırculo mostrado no desenho. Uma vez

que o conjunto tπu tem medida 0 em r0, 2πs, a probabilidade de qualquer instância ser

discretizável é 1. Este caso costuma ocorrer frequentemente na prática (LAVOR et al.,

2008).
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Visto que α, β P r0, πs, podemos tomar senα “
?

1 ´ cos2α e senβ “
a

1 ´ cos2β. Além disto, se α e β são diferentes de 0 e π, podemos obter a seguinte

expressão:

cosγ “ cosα ´ cosαcosβ?
1 ´ cos2α

?
1 ´ cos2β

.

Considere quatro átomos consecutivos com posições dadas por xi, xi`1, xi`2,

xi`3 P R
3. A fim de estudar o ângulo diedral dado pelas retas normais através dos

planos definidos pelas posições xi, xi`1, xi`2 e xi`1, xi`2, xi`3, podemos escolher o átomo

xi`1 sendo o vértice comum de S. Um triedro é definido pelos vetores a “ xi ´ xi`1,

b “ xi`2 ´ xi`1, c “ xi`3 ´ xi`1, respectivamente opostos aos ângulos α, β e γ. Usando

distâncias entre as coordenadas xi, xi`1, xi`2, xi`3 obtemos:

cosα “ d2

i,i`1
` d2

i`1,i`2
´ d2

i,i`2

2di,i`1di`1,i`2

,

cosβ “ d2

i`1,i`3
` d2

i`1,i`2
´ d2

i`2,i`3

2di`1,i`3di`1,i`2

,

cosγ “ d2

i,i`1
` d2

i`1,i`3
´ d2

i,i`3

2di,i`1di`1,i`3

.

Usando estes valores, podemos obter o cosseno de um ângulo de torção em

termos de distâncias entre átomos,

cos ω “ cosγ ´ cosαcosβ

senαsenβ

“
d2

i,i`1
`d2

i`1,i`3
´d2

i,i`3

2di,i`1di`1,i`3

´ cosαcosβ

senαsenβ

“ d2

i,i`1
` d2

i`1,i`3
´ 2di,i`1di`1,i`3cosαcosβ ´ d2

i,i`3

2di,i`1di`1,i`3senαsenβ
. (3.4)

Se substituirmos α por θi`2, β por θi`3 e ω por ωi`3 teremos, ver Figura 8,

cos ωi,i`3 “ d2

i,i`1
` d2

i`1,i`3
´ 2di,i`1di`1,i`3cosθi,i`2cosθi`1,i`3 ´ d2

i,i`3

2di,i`1di`1,i`3senθi,i`2senθi`1,i`3

. (3.5)
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Figura 8 – Distâncias, ângulos e ângulos de torção.

Fixando o primeiro átomo na origem, é posśıvel determinar as posições dos três

primeiros átomos:

x1 “

¨

˚

˝

0

0

0

˛

‹

‚
, x2 “

¨

˚

˝

´d1,2

0

0

˛

‹

‚
,

e

x3 “

¨

˚

˝

d2,3cosθ1,3 ´ d1,2

d2,3senθ1,3

0

˛

‹

‚
.

O seno do ângulo de torção ω1,4 pode assumir apenas dois valores:

senω1,4 “ ˘
b

1 ´ pcos ω1,4q2,

uma vez que a distância entre x1 e x4 também é conhecida (LAVOR et al., 2008). Conse-

quentemente, existem duas posições posśıveis, x4 e x
1

4, para o quarto átomo.

x4 “

»

—

—

–

´d1,2 ` d2,3cosθ1,3 ´ d3,4cosθ1,3cosθ2,4 ` d3,4senθ1,3senθ2,4cosω1,4

d2,3senθ1,3 ´ d3,4senθ1,3cosθ2,4 ´ d3,4cosθ1,3senθ2,4cosω1,4

´d3,4senθ2,4p
b

1 ´ pcosω1,4q2q

fi

ffi

ffi

fl

e

x
1

4
“

»

—

—

–

´d1,2 ` d2,3cosθ1,3 ´ d3,4cosθ1,3cosθ2,4 ` d3,4senθ1,3senθ2,4cosω1,4

d2,3senθ1,3 ´ d3,4senθ1,3cosθ2,4 ´ d3,4cosθ1,3senθ2,4cosω1,4

´d3,4senθ2,4p´
b

1 ´ pcosω1,4q2q

fi

ffi

ffi

fl

.
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Na próxima seção será apresentada uma adaptação para o problema de es-

calonamento multidimensional mantendo as ideias principais do problema discreto de

distâncias moleculares.

3.4 Formulação do Problema de Escalonamento Multidimensional

No problema de escalonamento multidimensional, vamos considerar um conjunto

de n pontos em R
m, m P N. Definiremos em R

3 uma representação desses n pontos que

mantém as mesmas distâncias dadas em R
m entre os pontos i ´ 1 e i, para i P t2, ..., nu,

i ´ 2 e i, para i P t3, ..., nu e também entre os pontos i ´ 3 e i, para i P t4, ..., nu. Neste

caso, todas as distâncias são conhecidas a priori e satisfazem as suposições 1 e 2 do PDDM.

Com essa representação em R
m, e utilizando as distâncias conhecidas entre os pontos,

aplicamos o algoritmo branch-and-prune modificado, que será apresentado no próximo

caṕıtulo. O algoritmo tem como objetivo obter uma representação em R
3 dos n pontos

tentando preservar as distâncias dadas.

O primeiro passo do algoritmo branch-and-prune modificado é verificar se a

matriz de dissimilaridades entre os pontos é uma matriz de distâncias euclidianas.

3.4.1 Matrizes de Distâncias Euclidianas

De acordo com as propriedades de norma, todas as entradas de uma matriz de

distâncias euclidianas tem que estar de acordo com as propriedades da métrica euclidiana,

ou seja, a matriz D apresenta as seguintes propriedades:

• dij ě 0 para todo i, j;

• dii “ 0 para todo i;

• dij “ dji para todo i, j (matriz simétrica);

• dij ď dik ` dkj (desigualdade triangular).

A matriz D tem n2 entradas, mas somente npn ´ 1q{2 informações e qualquer

rotação, translação ou reflexão dos n pontos txk, k P t1, ..., nuu em R
m, produz a mesma

matriz D (DATTORRO, 2005).

Após garantir que a matriz D é uma matriz de distâncias Euclidiana, o próximo

passo é determinar as coordenadas dos n pontos em R
k. Na próxima seção, apresentaremos

a abordagem utilizada para os cálculos das coordenadas através de intersecção das esferas.
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3.4.2 Pontos de Intersecção de n esferas em R
n

O problema de determinar os pontos de intersecção de n esferas em R
n tem

muitas aplicações. Um exemplo é o problema de determinar as posições em R
3 dos átomos

de uma molécula, dadas algumas distâncias entre estes (LAVOR et al., 2008). Neste

problema, o método utilizado para encontrar os pontos de intersecção é restrito a pontos

em R
3.

De acordo com Coope (COOPE, 2000), se as coordenadas de n pontos em

R
n são conhecidas e queremos determinar as coordenadas de pontos cujas distâncias aos

pontos dados são conhecidas, este problema é equivalente a encontrar a intersecção de n

esferas em R
n. Um caso simples é tomarmos 3 pontos em R

3 cujas distâncias a um quarto

ponto são conhecidas, este quarto ponto é determinado encontrando a intersecção das 3

esferas. Para n pontos em R
n, o problema é formulado como um sistema de n equações

não lineares.

Seja aj P R
n, j P t1, ..., nu, o centro das n esferas e dj, j P t1, ..., nu os

correspondentes raios. O problema de intersecção de n esferas consiste em encontrar

x P R
n que satisfaz as n equações não-lineares:

‖ x ´ aj ‖2

2
“ d2

j , j P t1, ..., nu, (3.6)

ou equivalentemente,

xT x ´ 2xT aj ` aT
j aj “ d2

j , j P t1, ..., nu. (3.7)

Em algumas casos, como apresentado aqui, os raios das esferas correspondem

às distâncias. As suposições 1 e 2 do PDDM sendo satisfeitas, permite que o problema

seja solucionado via eliminação Gaussiana e via decomposição ortogonal.

3.4.2.1 Solução via Eliminação Gaussiana

Seja A P R
nˆn uma matriz onde as colunas são os vetores aj, j P t1, ..., nu. Se

os vetores tajun

j“1
são linearmente independentes, então a matriz A é não singular e a

abordagem a seguir fornece uma técnica de solução simples. Temos,

aT
j x “ pxT x ` aT

j aj ´ d2

jq{2, (3.8)

para j P t1, 2, ..., nu. Primeiro, reescreveremos as equações não-lineares (3.8) como

aT
j x “ pr ` bjq{2, (3.9)



Caṕıtulo 3. Problema Discreto de Escalonamento Multidimensional 47

para j P t1, 2, ..., nu, onde r “ xT x e bj “ aT
j aj ´ d2

j , j P t1, 2, ..., nu. Na forma matricial,

a equação (3.9) torna-se AT x “ pre ` bq{2 ou

x “ pru ` vq{2, (3.10)

onde

u “ A´T e, v “ A´T b. (3.11)

Dáı segue que, r “ xT x “ 1

4
pru ` vqT pru ` vq ou ainda,

puT uqr2 ` p2uT v ´ 4qr ` vT v “ 0, (3.12)

que é uma equação quadrática escalar em r. Resolvendo temos

r “ 2 ´ uT v ˘
a

p2 ´ uT vq2 ´ puT uqpvT vq
uT u

, (3.13)

e as duas soluções para x podem então ser recuperadas usando a equação (3.10).

A abordagem acima é eficiente, pois exige a solução de apenas dois sistemas

lineares (3.11) de ordem n com a mesma matriz sendo posśıvel uma decomposição LU.

Infelizmente, esta abordagem está restrita a matrizes cujas colunas são linearmente

independentes.

Em alguns casos, a origem poderá ser um dos n pontos, resultando em uma

coluna nula da matriz A. Esta é uma das situações que A será singular. De acordo

com (COOPE, 2000), na maioria das aplicações o postopAq ě n ´ 1 pois, os pontos

aj, j P t1, ..., nu, serão afimente independentes. Deste modo, uma posśıvel solução quando

postopAq “ n ´ 1 é transladar a origem tornando A não singular. A seguir, apresentamos

uma abordagem para solucionar este caso.

3.4.2.2 Solução via Decomposição Ortogonal

Uma alternativa para solucionar o problema é aplicar uma translação e rotação/reflexão

aos eixos e então trabalhar no espaço transformado. Primeiro, desloca-se a origem para

um dos centros. Por conveniência, escolhemos o primeiro ponto a1.

Seja A˚ uma matriz n ˆ pn ´ 1q de pontos deslocados:

A˚ “ ra2 ´ a1, a3 ´ a1, ..., an ´ a1s. (3.14)
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Vamos aplicar uma transformação ortogonal de modo a anular as entradas da

última linha de A˚. Calcularemos a fatoração QR de A˚:

A˚ “ Qnˆn

«

R

0T

ff

nˆpn´1q

, (3.15)

em que Q é uma matriz ortogonal nˆn e R é uma matriz triangular superior pn´1qˆpn´1q.
Como Q é uma base de R

n podemos escrever,

x ´ a1 “ Q

«

y

z

ff

, (3.16)

onde y P R
n´1 e z P R.

Um das vantagens desta transformação é que as operações de translação e

rotação/reflexão preservam a distância euclidiana, assim as equações (3.6) podem ser

escritas

‖ y ´ rj ‖2

2
` z2 “ d2

j , j “ t1, ..., n ´ 1u, (3.17)

e

‖ y ‖2

2
` z2 “ d2

1
, (3.18)

onde rj denota a j-ésima coluna de R. Usando a equação (3.16) para substituir os termos

não lineares em (3.17) por d2

n, temos o sistema de equações lineares

RT y “ c, (3.19)

onde c P R
n´1 tem componentes

cj “ 1

2
pd2

1
´ d2

j` ‖ rj ‖2

2
q.

O sistema linear (3.19) é facilmente resolvido por substituição e (3.18) fornece

z1 “ `
a

d2
1´ ‖ y ‖2

2, (3.20)

z2 “ ´
a

d2
1´ ‖ y ‖2

2 (3.21)

e os pontos de intersecção são determinados aplicando a transformação (3.16).

Utilizando um dos dois métodos, determina-se duas posições posśıveis para

o ponto. Em seguida, é realizada uma análise para determinar se esta é uma solução
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viável ou não. Caso a solução seja inviável, esta é podada de acordo com algum critério

estabelecido.

No próximo caṕıtulo apresentaremos critérios de poda para as posśıveis posições

e as principais modificações no algoritmo branch-and-prune, tanto na sua estrutura de

busca quanto na de poda, permitindo generalizar como dados de entrada, pontos em R
m.



4 Algoritmo Branch-and-Prune

Neste caṕıtulo, apresentaremos uma breve descrição do algoritmo branch-

and-prune projetado para determinar as coordenadas cartesianas de cada átomo de uma

molécula, a partir de algumas distâncias inter-atômicas conhecidas. Descreveremos também

as principais modificações realizadas no algoritmo, principalmente na estrutura de busca e

poda, que permitem generalizar os dados de entrada para distâncias entre pontos em R
m.

4.1 Motivação

Um algoritmo é qualquer procedimento computacional bem definido que toma

algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz algum valor ou conjunto de

valores como sáıda (CORMEN; LEISERSON; RIVEST, 1990). Um algoritmo de busca em

um grafo é um algoritmo que percorre seus vértices e arcos. Há muitas maneiras de fazer

tal busca. Cada estratégia de busca é caracterizada pela ordem em que os vértices são

visitados.

Uma estratégia de busca conhecida é a busca em profundidade. Esta busca

progride através da expansão do primeiro vértice filho da árvore de busca e se aprofunda

cada vez mais, até que o alvo da busca seja encontrado ou até que ele se depare com um

vértice que não possui filhos (vértice folha). Então, a busca retrocede (backtrack) e começa

no próximo vértice (EVEN, 2011). Numa implementação não-recursiva, todos os vértices

expandidos recentemente são adicionados a uma pilha para realizar a exploração.

Um exemplo de aplicação, que realiza busca em profundidade em uma árvore é

o de determinar a estrutura tridimensional de uma protéına. O problema de distâncias

moleculares, apresentado no Caṕıtulo 3, consiste em encontrar as coordenadas cartesianas

de átomos de uma molécula, conhecidas algumas de suas distâncias.

No Caṕıtulo 3 comentamos que a estrutura particular de algumas cadeias de

átomos permite que o espaço de busca seja reduzida a um conjunto discreto de pontos.

Esta particularidade, possibilita formular o problema discreto de distâncias moleculares

(PDDM), o qual consiste em um subconjunto de instâncias do problema de distâncias

moleculares (PDM).

O problema discreto de distâncias moleculares, apresentado em (LAVOR et al.,

2011), contém a seguinte formulação:

PROBLEMA DISCRETO DE DISTÂNCIAS MOLECULARES (PDDM):

dado um grafo não-direcionado simples G “ pV, E, dq, tal que existe uma ordem em V ,
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satisfazendo:

1. E contém todos os cliques de quatro vértices consecutivos:

@i P t4, ..., nu @ j, k P ti ´ 3, ..., iu ptj, ku P Eq;

2. A desigualdade triangular estrita é satisfeita:

@i P t2, ..., n ´ 1u, di´1,i`1ădi´1,i ` di,i`1,

então existe uma aplicação x : V Ñ R
3 tal que }xu ´ xv}2 “ duv para cada tu, vu P E ?

Para solucionar este problema foi proposto o algoritmo branch-and-prune (BP),

com base em uma abordagem combinatória.

Intuitivamente, o problema discreto de distâncias moleculares é descrito da

seguinte forma:

• conhecidas algumas distâncias entre os átomos, em R
3, é posśıvel determinar as

posições destes átomos em R
3?

O problema de escalonamento multidimensional métrico é descrito da seguinte

forma:

• conhecidas todas as distâncias entre n pontos em R
m, deseja-se encontrar n pontos em

R
3 ou R

2 com a “mesma” estrutura dos pontos originais permitindo uma visualização

destes pontos.

Uma vez que o problema de escalonamento multidimensional métrico é um tipo

de generalização do problema discreto de distâncias moleculares, pensamos em realizar

modificações no algoritmo branch-and-prune para solucionar problemas de escalonamento

multidimensional. As modificações no algoritmo branch-and-prune tem como prinćıpio

permitir a imersão de pontos de R
m em um espaço de menor dimensão.

Na próxima seção descreveremos a estratégia de poda do algoritmo branch-and-

prune.

4.2 Algoritmo Branch-and-Prune

O algoritmo tipo branch-and-prune é muito utilizado, por exemplo, para resolver

problemas de satisfação de restrição (Constraint Satisfaction Problem - CSP) (KUMAR,

1992). Aplicações branch-and-prune utilizam técnicas de busca exaustiva baseadas em

ramificação (branch) e poda (prune) de ramos associados a soluções inviáveis.
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da esquerda, seu filho da direita e a seu pai, respectivamente (CORMEN; LEISERSON;

RIVEST, 1990).

Operações em uma árvore binária requerem comparações entre vértices, em

que a busca por um valor espećıfico pode ser um processo recursivo ou iterativo.

O algoritmo branch-and-prune adaptado ao problema de protéınas utiliza a

busca em árvore binária. Este algoritmo é caracterizado por fixar os 4 primeiros átomos

e a cada passo, encontrar duas posśıveis posições, xi e x
1

i, para o átomo i que se deseja

representar em R
3, podendo estas posições serem consideradas infact́ıveis, uma vez não

respeitada a tolerância predeterminada.

Existem três posśıveis resultados:

1. ambas posições, xi e x
1

i, são fact́ıveis: neste caso serão armazenadas e exploradas,

2. apenas uma das posições é fact́ıvel: somente a posição fact́ıvel é armazenada e a

infact́ıvel é descartada, ou seja, a árvore de busca é podada,

3. nenhuma posição é fact́ıvel: poda-se ambas e a busca retrocede na árvore.

A factibilidade é verificada por testes de poda. No problema discreto de distâncias molecu-

lares, tem-se o seguinte teste de poda: para todos os pares de distâncias pj, iq P E com

j ă i (i é o átomo atual e j é anterior a i), verifica-se

|‖ xj ´ xi ‖ ´dji |ă ǫ, (4.1)

em que ǫ ą 0 representa uma tolerância predeterminada. Ou seja, a poda elimina posições

que acumulam erros que extrapolem uma tolerância predeterminada. O procedimento

continua até encontrar todas as soluções do problema ou para-se a busca após encontrar o

último átomo em uma posição fact́ıvel.

Seja T uma representação gráfico da árvore de busca. Inicialmente, T é iniciali-

zada para 1 Ñ 2 Ñ 3 porque os primeiros três átomos pode ser fixado em posições fact́ıveis

x1, x2, x3, como explicado anteriormente. Em cada nó de busca da árvore de posição i

armazenamos:

• a posição xi P R
3 do i-ésimo átomo;

• o produto Ci “ Πi
j“1

Bj das matrizes de torção;

• um apontador para o nó pai P piq;

• ponteiros para subnós Lpiq e Rpiq.
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Algoritmo 1: Algoritmo Branch-and-Prune

ińıcio
BranchAndPrunepT, v, i, nq
se pi ď n ´ 1q então

Calcule as posśıveis posições para o i-ésimo átomo:
Calcule as matrizes de torção Bi e B

1

i;
Recupera a matriz de torção Ci´1 do vértice P pvq;
Calcula Ci “ Ci´1Bi, C

1

i “ Ci´1B
1

i e xi, x
1

i de Ciy, C
1

iy;
Seja λ “ 1, ρ “ 1;
Verificar Factibilidade:
para todo pj, iq P E faça

Seja δji “ p‖ xj ´ xi ‖2 ´d2

jiq2 e δ
1

ji “ p‖ xj ´ x
1

i ‖2 ´d2

jiq2;

se pδji ą ǫq então
λ “ 0

fim

se pδ1

ji ą ǫq então
ρ “ 0

fim

fim
Criar subvértices conforme exigido:
se pλ “ 1q então

Criar um vértice z, armazenar Ci e xi em z, seja P pzq “ v e Lpvq “ z;
T Ð T Y tzu;
BranchAndPrunepT, z, i ` 1, nq; senão
Lpvq “ PODA;

fim
se pρ “ 1q então

Criar um vértice z
1

, armazenar Ci e xi em z
1

, seja P pzq “ v e Rpvq “ z
1

;
T Ð T Y tz

1u;
BranchAndPrunepT, z

1

, i ` 1, nq; senão
Rpvq “ PODA;

fim

fim

fim

No Algoritmo 1, tem-se o pseudo-código do algoritmo branch-and-prune.

No problema de escalonamento multidimensional, os erros possuem outras

caracteŕısticas que exigem uma estratégia de poda mais complexa, devido à transformação

de R
m para R

3.

A seguir, comentaremos sobre o algoritmo de Dijkstra que servirá de base para

formular a estratégia de poda para solucionar problemas de escalonamento multidimensio-

nal.
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4.3 Problema do Caminho Ḿınimo

O problema do caminho mı́nimo, considerado clássico em otimização combi-

natória tem sido amplamente estudado (DENARDO; FOX, 1979; DEO; PANG, 1979;

DIAL et al., 1979; DIJKSTRA, 1959), em vista de suas aplicações em inúmeras situações

práticas que ocorrem em transportes, loǵıstica, redes de computadores e de telecomu-

nicações, etc. Estas situações são conhecidas como o problema do caminho mı́nimo pois

visam minimizar o custo entre dois vértices; custo este dado pela soma dos pesos de cada

aresta percorrida. Há um grande número de situações posśıveis ao se efetuar uma busca dos

caminhos mı́nimos, podendo-se considerar ou não diversas premissas, como por exemplo

(NETTO, 1979):

1. obtenção dos caminhos mı́nimos de um vértice dado, aos vértices restantes quando o

peso das arestas são não negativos;

2. obtenção dos caminhos mı́nimos de um vértice dado, aos vértices restantes quando

os pesos das arestas são arbitrários;

3. obtenção dos caminhos mı́nimos entre todos os pares de vértices;

4. generalizações do problema dos caminhos mı́nimos.

O problema dos caminhos mı́nimos com uma única fonte 1 consiste em: dado

G “ pV, Eq um grafo ponderado, obter um caminho mais curto de um determinado vértice

de origem s P V até todo vértice v P V .

Um algoritmo para resolver o problema dos caminhos mı́nimos com única fonte

foi proposto por E. W. Dijkstra (DIJKSTRA, 1959). A motivação surgiu quando lhe foi

solicitado minimizar a quantidade de cabos no painel de um computador que estava sendo

projetado.

Apresentaremos aqui uma breve descrição formal do algoritmo.

4.3.1 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra é o mais conhecido dos algoritmos para problemas dos

caminhos de custo mı́nimo entre vértices de um grafo e, na prática, o mais empregado.

Foi criado por um cientista da computação chamado Edsger W. Dijkstra. Escolhido um

vértice como raiz de busca, o algoritmo calcula o peso (custo) mı́nimo deste vértice aos

demais vértices de um grafo orientado ou não, com arestas de peso não negativo, em tempo

computacional Oprm ` nslognq onde m representa o número de arestas e n representa

o número de vértices (CORMEN; LEISERSON; RIVEST, 1990). O algoritmo não foi

1 Single source shortest paths problem
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desenvolvido para aplicações onde as arestas apresentam pesos negativos. No contexto

apresentado, a restrição de todas as arestas possúırem pesos não negativos não cria

dificuldades, pois os pesos no problema apresentado representam erros.

O algoritmo de Dijkstra resolve o seguinte problema. Dado um grafo ponderado

G “ pV, E, ωq e um vértice como raiz de busca s, ele devolve:

1. para cada vértice v P V , o peso de um caminho mı́nimo de s a v e

2. uma árvore dos caminhos mı́nimos com raiz em s. Um caminho de s a v nesta árvore

é um caminho mı́nimo de s a v em G.

Para cada vértice v P V , o algoritmo mantém dois atributos distrvs e camrvs:

• distrvs é uma estimativa do caminho mais curto até v. Inicialmente, as estimativas

do caminho mais curto de todos os vértices além da fonte são tomados como 8.

• camrvs armazena o antecessor de v em um caminho de s a v com peso distrvs. É

utilizado para representar a árvore dos caminhos mı́nimos que o algoritmo devolve.

Os passos são apresentados no Algoritmo 2. Se v ‰ s e camrvs ÐÝ Nulo, isto

significa que v não pertence à árvore determinada até o momento. Após a inicialização, o

algoritmo atualiza a distância estimada de um vértice ao longo de uma aresta.

No Algoritmo 2, T representa a árvore dos caminhos mais curtos à fonte s, ou

seja, T é a informação de sáıda. O algoritmo começa com uma árvore contendo apenas s e,

a cada iteração, um novo vértice é acrescentado à T .

Exemplo:

Seja GpV, E, ωq um grafo orientado [ver figura 10]. Seja S o vértice de origem

(raiz) do grafo. Atribui-se zero a sua distrSs pois o peso de ir de S a S é zero. Todos os

outros vértices i tem suas distâncias distris inicializadas com infinito (inf).

A partir de S consulta-se os vértices adjacentes a ele [ver figura 11], que no

grafo G são U e X. Seja Z todos os vértices adjacentes, então

1: Se distrZs ą distrSs ` ωpS, Zq então

2: distrZs “ distrSs ` ωpS, Zq,
3: camrZs ÐÝ S .
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das que passam por várias cidades; cálculo de rotas para GPS; otimização de redes de

telecomunicações e processamento de imagens (XIAO-YAN L., 2010; SINGAL P., 2014).

Apresentaremos nas próximas seções como é realizada a busca no algoritmo

branch-and-prune modificado e a estratégia de poda com base no algoritmo de Dijkstra

adotada para solucionar problemas de escalonamento multidimensional.

4.4 Branch-and-Prune Modificado

Nesta seção, descreveremos os principais passos do algoritmo branch-and-prune

modificado. Os dados iniciais ou dados de entrada do algoritmo são:

• uma matriz n ˆ n cujo os elementos são dissimilaridades,

• dimensão de imersão k, principal caso, k “ 3.

O primeiro passo do algoritmo branch-and-prune modificado é elevar ao qua-

drado cada componente da matriz de entrada e analisar se esta matriz é considerada uma

matriz de distâncias euclidianas. Inicialmente, verifica se

1. dpx, yq ě 0: não negatividade;

2. dpx, yq “ 0 ô x “ y ;

3. dpx, yq “ dpy, xq: simetria;

4. dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq: desigualdade triangular.

Caso a matriz atenda às condições iniciais, o próximo passo é calcular as posições dos k ` 1

primeiros pontos: fixamos o primeiro ponto na origem, determinamos as posições dos k ` 1

primeiros pontos através da resolução de sistemas não lineares apresentados na seção 3.3.2.

Para k “ 3, fixa-se os 4 primeiros pontos. Os dois primeiros pontos são determinados por:

x1 “

¨

˚

˝

0

0

0

˛

‹

‚
, x2 “

¨

˚

˝

d12

0

0

˛

‹

‚
.

O terceiro ponto é determinado pela solução das 2 equações não-lineares:

‖ x3 ´ x1 ‖2

2
“ d2

13
, (4.2)
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‖ x3 ´ x2 ‖2

2
“ d2

23
, (4.3)

ou equivalentemente,

x3 “

¨

˚

˚

˝

pd2

12
` d2

31
´ d2

32
q{2d12

b

d2
31 ´ ppd2

12 ` d2
31 ´ d2

3,2q{2d12q2

0

˛

‹

‹

‚

.

O quarto ponto é determinado pela solução do sistema:

‖ x4 ´ x1 ‖2

2
“ d2

14
, (4.4)

‖ x4 ´ x2 ‖2

2
“ d2

24
, (4.5)

‖ x4 ´ x3 ‖2

2
“ d2

34
. (4.6)

As demais posições também podem ser calculados via decomposição ortogonal

ou eliminação Gaussiana, seção 3.3.2. Neste processo, em cada passo, podem ocorrer três

situações:

• nenhuma solução é encontrada: neste caso, o problema não atende à desigualdade

triangular estrita, ou seja, @i P t2, ..., n ´ 1u, di´1,i`1ădi´1,i ` di,i`1;

• apenas uma solução é encontrada: neste caso, armazena-se o erro e busca-se o próximo

ponto;

• duas soluções são encontradas.

As duas posśıveis soluções encontradas são oriundas da eliminação de Gauss,

como visto na equação (3.13):

r1 “ 2 ´ uT v `
a

p2 ´ uT vq2 ´ puT uqpvT vq
uT u

,

r2 “ 2 ´ uT v ´
a

p2 ´ uT vq2 ´ puT uqpvT vq
uT u

,
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onde u e v são dados em (3.11).

Enquanto, por decomposição ortogonal, as duas posśıveis soluções são encon-

tradas por:

z1 “
a

d2
1´ ‖ y ‖2

2 , z2 “ ´
a

d2
1´ ‖ y ‖2

2,

onde d1 e y são dados em (3.18) e (3.16), respectivamente.

No caso de serem encontradas duas soluções, o próximo passo é analisar a

factibilidade destas soluções parciais. A busca acha todas as soluções com erro mı́nimo, ou

seja, todas soluções com mesmo erro final aparecem no final do processo. Na próxima seção,

serão apresentadas as principais alterações na estratégia de poda com base no algoritmo

de Dijkstra.

4.5 Estratégia de Poda do Algoritmo Branch-and-Prune Modifi-

cado

A poda do algoritmo branch-and-prune aplicado a protéınas ocorre quando o

erro entre as distâncias é maior que a tolerância ǫ, como podemos ver no teste de poda em

(4.1). Neste caso, as distâncias são oriundas do próprio espaço de imersão, ou seja, estes

erros são mı́nimos sendo na maioria dos casos erros computacionais. Generalizando este

processo para pontos em R
m, ao tentar representar estes pontos em R

3, geralmente o erro

é muito maior que ǫ. Assim, para tolerâncias muito pequenas, o algoritmo interrompe o

processo não chegando a uma solução. Para evitar este tipo de situação é necessário um

aprimoramento no teste de poda.

O algoritmo branch-and-prune determina pontos em R
3 preservando as distâncias

da matriz 7-diagonal: a diagonal nula e as três primeiras diagonais acima e abaixo da

diagonal da matriz de distâncias original D. Uma matriz Dnˆn é definida p2k ` 1q-diagonal

se dij “ 0, sempre que | i ´ j |ą k. Por exemplo, seja D6ˆ6 uma matriz de distâncias

euclidianas:

D “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 d12 d13 d14 d15 d16

d12 0 d23 d24 d25 d26

d13 d23 0 d34 d35 d36

d14 d24 d34 0 d45 d46

d15 d25 d35 d45 0 d56

d16 d26 d36 d46 d56 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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O algoritmo branch-and-prune preserva as seguintes distâncias:

D˚ “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 d12 d13 d14 ˚ ˚
d21 0 d23 d24 d25 ˚
d31 d32 0 d34 d35 d36

d41 d42 d43 0 d45 d46

˚ d52 d53 d54 0 d56

˚ ˚ d63 d64 d65 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

A poda neste caso tem como objetivo encontrar soluções onde as distâncias

que não são preservadas (dij “ ˚) estejam próximas, o máximo posśıvel, das distâncias

originais, ou seja, minimiza-se o erro nestas posições. Sendo o objetivo encontrar soluções

com erro mı́nimo, a estratégia de busca do algoritmo branch-and-prune modificado teve

como base o algoritmo de Dijkstra. Busca-se encontrar soluções com um erro mı́nimo

dentre todas as soluções.

Seja Dnˆn uma matriz de distâncias euclidianas e T a representação gráfica

da árvore de busca que é inicializada pelas posições 1 Ñ 2 Ñ 3 Ñ 4, sem presença de

erro, logo sem ocorrência de poda. As posições x1, x2, x3, e a quarta posição x4 podem ser

fixadas em qualquer uma das duas posśıveis posições sem gerar erro (LAVOR et al., 2012).

Fixando as posições x1, x2, x3 e x4, encontra-se as posições x5 e x1
5

solucionando

sistemas não lineares. Calcula-se o erro das duas soluções parciais:

px1, x2, x3, x4, x5q e px1, x2, x3, x4, x1
5
q.

Uma das posśıveis maneiras de definir o erro é por uma p-norma matricial da diferença

entre a matriz parcial de distâncias originais DP e DPBP a matriz parcial de distâncias

encontradas através do Algoritmo 3:

Erro “‖ DP ´ DPBP ‖p.

No próximo caṕıtulo abordaremos algumas análises de erro juntamente com

algumas simulações.

Após o cálculo do erro, a posição que apresentar erro mı́nimo, por exemplo

x1
5
, é utilizada para encontrar as posições dos próximos pontos, enquanto que a solução

com maior erro, x5, é armazenada. Após encontrar a solução parcial com erro mı́nimo,

determina-se as posições x6 e x1
6
. Novamente, calcula-se o erro das duas soluções parciais e

analisamos a posição que apresenta erro mı́nimo. Supondo que x5 apresente erro mı́nimo

entre as soluções parciais, esta é utilizada para encontrar as posições dos próximos pontos,

x2
6

e x3
6
, enquanto que a solução com maior erro é armazenada.
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A busca prossegue até que todas as soluções com erro mı́nimo sejam encontradas.

Logo, o algoritmo realizou uma busca até deparar com um vértice que não possui filhos, ou

seja, realizou uma busca em profundidade. Tanto o algoritmo branch-and-prune quanto o

branch-and-prune modificado, encontram todas as soluções com erro mı́nimo. Esta é uma

caracteŕıstica da escolha do algoritmo Dijkstra como referência na busca por soluções. O

maior problema deste algoritmo esta no fato de não existir uma poda definitiva de posśıveis

soluções antes das soluções ótimas serem encontradas, sendo necessário armazenar uma

grande quantidade de dados. Este problema não impede de encontrar as soluções ótimas,

mas pode ocasionar falhas pelo excesso de memória ocupado. Uma solução alternativa é

apresentanda na próxima seção.

4.6 Nova Poda

Na ausência de poda, o algoritmo encontra todas as posśıveis soluções antes de

obter uma solução ótima, sendo necessário armazenar uma quantidade excessiva de dados

calculados em cada iteração. Desta forma, temos que a maior dificuldade deste algoritmo

está no esforço computacional exigido. Para solucionar este transtorno, foi implementada

um novo tipo de poda.

Na busca, mesmo obtendo uma solução parcial com erro mı́nimo, não podemos

descartar quaisquer outras soluções parciais com erros maiores, uma vez que faltam vértices

para completar a solução, ou seja, é posśıvel que a melhor solução até o momento deixe de

ser nos passos seguintes. Uma forma encontrada para solucionar esta dificuldade consiste

em localizar uma solução gulosa, que é determinada pelas posições com erro mı́nimo

entre as duas posśıveis posições, ou seja, a busca prossegue escolhendo a melhor posição

com base nas informações locais, estratégia conhecida como estratégia gulosa (CORMEN;

LEISERSON; RIVEST, 1990; BANG-JENSEN J., 2004). A partir deste erro poda-se

qualquer solução parcial que possua um erro até então maior. Assim, as soluções podadas

até encontrar a solução ótima não poderiam ser ótimas, pois seu erro já é maior que o da

solução gulosa encontrada mesmo não estando ainda completas. Estes passos são repetidos

até se obter o ponto n, ou seja, até encontrar posśıveis soluções ótimas.

O próximo passo após encontrar uma posśıvel solução ótima é podar todas as

soluções parciais com erro maior que o erro apresentando pela posśıvel solução ótima. Ou

seja, esta busca retrocede (backtrack) e avalia, se necessário, o próximo vértice. Após a

poda, dentre as soluções parciais restantes, escolhe-se aquela com erro mı́nimo. A partir da

solucão parcial escolhida, xi, determina-se as posições xi`1 e x1
i`1

. Novamente, calcula-se

o erro das duas soluções parciais armazenando a posição que apresentar maior erro. A

solução parcial com erro mı́nimo será comparada com a posśıvel solução ótima, podendo

apresentar três situações, como será mostrado abaixo.
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Erro próximo ao da posśıvel solução ótima: a proximidade é analisada,

neste trabalho, pela diferença entre os erros com precisão de 10´8. O próximo passo é

verificar se a solução parcial apresenta n pontos, número de pontos do conjunto de entrada.

Neste caso, a solução parcial é acrescentada ao conjunto de posśıveis soluções ótimas. Caso

contrário, permanece no conjunto de soluções parciais.

Erro menor ao da posśıvel solução ótima: Se a solução parcial apresentar n

pontos, então, as posśıveis soluções ótimas serão podadas e a solução parcial é acrescentada

ao conjunto de posśıveis soluções ótimas.

Erro maior ao da posśıvel solução ótima: A solução parcial será podada.

Estes passos são realizados enquanto existirem soluções não podadas. Neste

caso, a poda faz com que a busca pare de avaliar soluções que apresentem erros piores do

que soluções previamente examinadas, retornando no final do processo um conjunto de

soluções ótimas para o problema.

A Figura 19 mostra um exemplo da nova poda, onde tem-se 8 pontos em R
m e

deseja-se obter a mesma estrutura em R
3.

Como pode-se observar na Figura 19, foram feitas várias escolhas que pareciam

ser a melhor no momento, com objetivo de ter uma solução ótima no final. Inicialmente,

fixamos as posições

1 Ñ 2 Ñ 3 Ñ 4,

e determinamos as duas posśıveis posições para o quinto ponto, 5 e 6. Entre estas duas, o

ponto 5 apresenta menor erro, assim tem-se como solução parcial

1 Ñ 2 Ñ 3 Ñ 4 Ñ 5.

Fazemos isso sucessivamente, até encontrar a solução

1 Ñ 2 Ñ 3 Ñ 4 Ñ 5 Ñ 8 Ñ 9 Ñ 12. (4.7)

Esta solução apresenta um erro maior do que o erro da solução parcial,

1 Ñ 2 Ñ 3 Ñ 4 Ñ 5 Ñ 8 Ñ 10.

Neste caso, armazena-se a solução encontrada até o momento e analisa-se a

solução parcial, obtendo como solução
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quantidade de memória utilizada.

O algoritmo com ausência de poda e com uma poda definitiva são equivalentes,

no sentido de que ambos encontram apenas as soluções mı́nimas. Entretanto, do ponto

de vista de eficiência computacional, o procedimento com nova poda é menos eficiente

em relação ao tempo de processamento, quando comparado ao mesmo procedimento sem

poda, contudo, ganha muito no que se refere a espaço de memória utilizado, uma vez que

a poda pode ser feita desde o ińıcio, eliminando conjuntos de soluções parciais não ótimos.

No próximo caṕıtulo, serão apresentados alguns resultados computacionais

obtidos com o algoritmo branch-and-prune modificado (nova poda), onde também apre-

sentamos comparações com os resultados do método análise de coordenadas principais,

apresentado no Caṕıtulo 2.



5 Resultados Computacionais

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns resultados obtidos a partir do algoritmo

branch-and-prune modificado com a nova poda e faremos uma comparação com o método

análise de coordenadas principais apresentado no Caṕıtulo 2.

5.1 Avaliação dos Métodos

A análise dos resultados obtidos pelos dois métodos tem como base as seguintes

variáveis: número de pontos no espaço de origem, dimensão do espaço de origem, dimensão

de imersão, erro utilizado na poda e erro cometido ao tentar manter a matriz de distâncias

originais.

Os testes realizados variam com o número de pontos e dimensão do espaço

em que estes pontos se encontram, sendo mantida a análise para dimensão de imersão

com k “ 3 que caracteriza a principal aplicação, ou seja, obter a visualização da estrutura

destes pontos e norma-2 para cálculo do erro na poda. Foram gerados pontos em R
N e

calculadas as matrizes de distâncias euclidianas entre os pontos, logo são conhecidas todas

as distâncias. A comparação da estrutura original e a estrutura de imersão foi realizada

com base nos erros dados por uma p-norma matricial da diferença entre a matriz de

distâncias originais D e DBP a matriz de distâncias dos pontos obtidos pelo algoritmo BP

modificado,

Erro “‖ D ´ DBP ‖p,

referentes à norma-2, norma-4 e à norma infinito ou norma do máximo.

5.2 Resultados para N dimensões de origem

O algoritmo branch-and-prune modificado foi implementado em Matlab2010

e para análise de coordenadas principais foi utilizada a função cmdscale no Statistics

ToolboxT M . As instâncias nesta seção foram geradas pelo comando rand do Matlab2010

que fornece números aleatórios distribúıdos uniformemente no intervalo p0, 1q. Todos os

resultados descritos nesta seção foram testados em um computador com processador Intel

Core 2 Duo 2.66GHz e sistema operacional MAC OSX.

Observando as tabelas 5.1 a 5.7 referentes às dimensões de origem, pode-

se verificar que os erros para o algoritmo branch-and-prune modificado são menores,
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• Dimensão de Origem N “ 4 e Dimensão de Imersão k “ 3

Algoritmos Normas Teste 1 Teste 2 Teste 3 Teste 4 Teste 5

Análise de Coordenadas Principais Norma-2 0,4778 0,8745 0,3462 0,3829 0,8245

Norma-4 0,3458 0,9712 0,2919 0,2931 0,4489

Máximo 0,2204 0,8128 0,1948 0,2083 0,2433

Branch-and-Prune Modificado Norma-2 0,0159 0,0388 0,0944 0,0285 0,1781

Norma-4 0,0189 0,0462 0,1122 0,0339 0,2118

Máximo 0,0159 0,0388 0,0944 0,0285 0,1781

Tabela 2 – Comparação entre os métodos. 5 pontos gerados em R
4

• Dimensão de Origem N “ 4 e Dimensão de Imersão k “ 3

Algoritmos Normas Teste 1 Teste 2 Teste 3 Teste 4 Teste 5

Análise de Coordenadas Principais Norma-2 12,1288 8,7966 11,3265 8,0702 10,7964

Norma-4 4,8843 3,4553 4,1671 3,6504 4,1463

Máximo 2,9314 2,1207 2,6724 2,2118 2,5915

Branch-and-Prune Modificado Norma-2 4,6153 3,7754 4,3844 3,7142 4,6084

Norma-4 2,7484 2,1704 2,5165 2,2383 2,6381

Máximo 1,2694 1,0066 1,1307 1,0917 1,2205

Tabela 3 – Comparação entre os métodos. 30 pontos gerados em R
4

• Dimensão de Origem N “ 10 e Dimensão de Imersão k “ 3

Algoritmos Normas Teste 1 Teste 2 Teste 3 Teste 4 Teste 5

Análise de Coordenadas Principais Norma-2 11,0401 16,0654 14,5836 23,0543 22,4684

Norma-4 7,4061 9,7017 8,2007 13,0513 14,3134

Máximo 5,4054 7,0586 5,4576 9,2882 11,2151

Branch-and-Prune Modificado Norma-2 3,8687 2,6868 3,1115 3,5264 3,3147

Norma-4 3,4057 2,9670 2,9706 3,6138 2,6461

Máximo 2,0907 2,3031 2,0033 2,7891 1,5707

Tabela 4 – Comparação entre os métodos. 10 pontos gerados em R
10

• Dimensão de Origem N “ 50 e Dimensão de Imersão k “ 3

Algoritmos Normas Teste 1 Teste 2 Teste 3 Teste 4 Teste 5

Análise de Coordenadas Principais Norma-2 392,0143 351,6853 380,5167 353,4899 424,2512

Norma-4 182,3993 176,6635 184,3586 168,5463 201,6522

Máximo 98,1856 120,4037 114,6035 90,5813 113,7591

Branch-and-Prune Modificado Norma-2 17,8805 16,3047 18,9781 17,6342 16,9658

Norma-4 16,6094 15,4366 17,3233 15,9579 16,0181

Máximo 10,3596 9,1038 10,7033 9,6082 10,9581

Tabela 5 – Comparação entre os métodos. 10 pontos gerados em R
50

independente da quantidade de pontos e da dimensão de origem. Por exemplo, na tabela

(5.3), foram gerados 10 pontos em R
10 e na coluna do Teste 1 pode-se observar que

os pontos gerados pelo método análise de coordenadas principais apresentam erro de

11, 0401 em relação às distâncias originais para norma-2, 7, 4061 em relação às distâncias

originais para norma-4 e 5, 4054 para norma do máximo. Para os pontos gerados pelo

algoritmo branch-and-prune modificado (BPM), suas distâncias possuem erro 3, 8687 para
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• Dimensão de Origem N “ 50 e Dimensão de Imersão k “ 3

Algoritmos Normas Teste 1 Teste 2 Teste 3 Teste 4 Teste 5

Análise de Coordenadas Principais Norma-2 871,4361 783,4989 707,7136 754,3872 833,0048

Norma-4 273,5995 253,1707 217,6220 235,2813 263,2131

Máximo 129,6438 121,5897 100,9276 124,7464 124,6632

Branch-and-Prune Modificado Norma-2 63,3054 61,7057 60,5103 63,0439 69,4805

Norma-4 31,7384 30,8361 30,8000 31,0484 37,9116

Máximo 11,7142 12,1531 12,0348 15,3323 17,1210

Tabela 6 – Comparação entre os métodos. 30 pontos gerados em R
50

• Dimensão de Origem N “ 500 e Dimensão de Imersão k “ 3

Algoritmos Normas Teste 1 Teste 2 Teste 3 Teste 4 Teste 5

Análise de Coordenadas Principais Norma-2 3,3917e+04 3,7085e+04 3,4026e+04 3,4577e+04 3,5723e+04
Norma-4 1,1607e+04 1,2836e+04 1,1157e+04 1,1709e+04 1,1837e+04
Máximo 0,6174e+04 0,7014e+04 0,6105e+04 0,5622e+04 0,5626e+04

Branch-and-Prune Modificado Norma-2 0,0349e+04 0,0354e+04 0,0364e+04 0,0351e+04 0,0348e+04
Norma-4 0,0247e+04 0,0247e+04 0,0249e+04 0,0246e+04 0,0248e+04
Máximo 0,0092e+04 0,0093e+04 0,0093e+04 0,0090e+04 0,0090e+04

Tabela 7 – Comparação entre os métodos. 20 pontos gerados em R
500

• Dimensão de Origem N “ 1000 e Dimensão de Imersão k “ 3

Algoritmos Normas Teste 1 Teste 2 Teste 3 Teste 4 Teste 5

Análise de Coordenadas Principais Norma-2 1,0991e+05 1,0033e+05 1,0386e+05 1,0660e+05 1,0216e+05
Norma-4 4,7893e+04 4,3779e+04 4,5476e+04 4,6649e+04 4,3813e+04
Máximo 2,6382e+04 2,4508e+04 2,5950e+04 2,4297e+04 2,4630e+04

Branch-and-Prune Modificado Norma-2 0,0344e+04 0,0344e+04 0,0338e+04 0,0346e+04 0,0338e+04
Norma-4 0,0334e+04 0,0376e+04 0,0378e+04 0,0332e+04 0,0334e+04
Máximo 0,0173e+04 0,0266e+04 0,0267e+04 0,0170e+04 0,0175e+04

Tabela 8 – Comparação entre os métodos. 10 pontos gerados em R
1000

norma- 2, 3, 4057 para norma-4 e 2, 0907 para norma do máximo. Podemos notar que

há uma diferença significativa entre os métodos, ou seja, os resultados mostram que o

algoritmo branch-and-prune modificado conserva melhor as distâncias originais permitindo

uma visualização mais precisa de sua estrutura. Mais especificamente, com relação ao

aumento da dimensão de origem e aumento do número de pontos, houve uma redução

significativa do erro quando comparado com o método análise de coordenadas principais

(ACP).

Na Figura 20, tem-se um gráfico contendo os perfis de desempenho (DOLAN E.

D.; MORE, 2002) do BPM e ACP. Os perfis de desempenho são uma técnica poderosa na

comparação do desempenho de softwares. Para a criação deste gráfico, um mesmo conjunto

de problemas foi resolvido pelo BPM e ACP, medindo-se erros na solução. A partir destes

dados, calculou-se as razões de desempenho e, então, os perfis de desempenho. A razão de

desempenho mostra o comportamento de um software na resolução de um determinado

problema.
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Figura 20 – Perfis de desempenho para ACP e BPM.

Observando a curva do perfil desempenho BPM, vê-se que ele obteve melhor

desempenho que o ACP, em quase 100% dos problemas.

Com estes resultados, pode-se concluir que quando o objetivo principal da

redução dimensional é preservar as distâncias, permitindo sua vizualização, para problemas

de pequeno e médio porte, o método implementado (BPM) comparado como método

utilizado atualmente (ACP) apresenta bons resultados.

5.3 Exemplo

O escalonamento multidimensional é uma forma de construir pontos utilizando

apenas distâncias. De uma forma generalizada, estas distâncias podem ser dissimilaridades

ou similaridades. Neste caso, o objetivo é visualizar informações que não são pontos no
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sentido usual. As variáveis descritas no livro Modern Multidimensional Scaling: Theory

and Applications (BORG; GROENEN, 2010) são um exemplo. Neste livro, encontramos o

exemplo apresentado na seção 1.6: um resumo estat́ıstico de 1970, emitido pelo Bureau of

the Census, que fornece dados sobre a taxa de diferentes crimes em 50 estados dos E.U.A.

(Wilkinson, 1990), ver Figura 1.1.

Crime No. 1 2 3 4 5 6 7
Assassinato 1 1,00 0,52 0,34 0,81 0,28 0,06 0,11
Estupro 2 0,52 1,00 0,55 0,70 0,68 0,60 0,44
Latroćınio 3 0,34 0,55 1,00 0,56 0,62 0,44 0,62
Assalto 4 0,81 0,70 0,56 1,00 0,52 0,32 0,33
Roubo 5 0,28 0,68 0,62 0,52 1,00 0,80 0,70
Furto 6 0,06 0,60 0,44 0,32 0,80 1,00 0,55
Roubo de Carros 7 0,11 0,44 0,62 0,33 0,70 0,55 1,00

Tabela 9 – Correlações entre ı́ndices de criminalidade em 50 estados dos EUA.

Neste caso, temos correlações entre ı́ndices de criminalidade em 50 estados

dos EUA. Estas medidas de similaridades podem ser transformadas em medidas de

dissimilaridades, pois todas as correlações são positivas (BORG; GROENEN, 2010). Neste

caso, usaremos, D “ 1 ´ S, onde

D “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0.48 0.66 0.19 0.72 0.94 0.89

0.48 0 0.45 0.30 0.32 0.40 0.56

0.66 0.45 0 0.44 0.38 0.56 0.38

0.19 0.30 0.44 0 0.48 0.68 0.67

0.72 0.32 0.38 0.48 0 0.20 0.30

0.94 0.40 0.56 0.68 0.20 0 0.45

0.89 0.56 0.38 0.67 0.30 0.45 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Aqui utilizamos o comando do Matlab que efetua uma análise de coordenadas

principais (comando cmdscale), para obter visualização. A sáıda do cmdscale é

[Y,eigvals] = cmdscale(D),

Y “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0.5458 0.0048 ´0.0491 0.0088

0.0726 ´0.1775 0.0206 0.0717

´0.0463 0.2435 0.1433 0.0019

0.3002 ´0.0043 0.0058 ´0.0457

´0.1858 ´0.0534 ´0.0510 ´0.0614

´0.3629 ´0.2201 0.0452 ´0.0085

´0.3237 0.2069 ´0.1147 0.0332

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl





6 Conclusões e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, foi proposta uma nova abordagem para resolver uma classe de

problemas de escalonamento multidimensional, representando medidas de proximidade

entre pares de objetos como distâncias entre pontos em um espaço geométrico, de modo

que as distâncias estejam o máximo posśıvel relacionadas com as proximidades entre

os objetos. Nesta classe de problemas, a prioridade foi manter a estrutura objetivando

visualização de dados em R
3.

Esta nova proposta teve como base o algoritmo Branch-and-Prune inicialmente

utilizado para obter estruturas moleculares de protéınas a partir das distâncias conhecidas,

determinando as posições destes átomos em R
3. Para a utilização deste algoritmo em R

m,

originalmente proposto em R
3, foram feitas adaptações, dando origem a um algoritmo

Branch-and-Prune modificado.

O algoritmo Branch-and-Prune modificado determina a melhor solução dentre

as posśıveis soluções. Para evitar uma busca exaustiva, a poda do algoritmo Branch-and-

Prune modificado pôde ser aprimorada, evitando o cálculo de uma grande quantidade de

pontos infact́ıveis.

Os resultados computacionais obtidos ao comparar a composição estrutural

oriundas tanto do algoritmo Branch-and-Prune modificado quanto da técnica análise

de coordenadas principais foram satisfatórios em problemas de pequeno e médio porte,

sendo posśıvel observar uma redução significativa dos erros ao trabalhar com o algoritmo

modificado. Isto ocorre devido às expectativas da técnica análise de coordenadas principais.

A expectativa é que os primeiros autovalores tenham magnitude suficientemente alta de

modo que quando comparados com os demais estes tornam-se supérfulos.

Além disto, estes resultados nos motivam a continuar com esta linha de pes-

quisa estendendo esta abordagem a outras instâncias do problema de escalonamento

multidimensional. Um trabalho futuro seria priorizar a ordenação dos pontos com base nos

autovalores da matriz de distâncias. Uma implementação mais refinada pode classificar os

objetos de estudo em subgrupos com as mesmas caracteŕısticas além de permitir aplicações

em problemas de médio porte. Uma implementação em linguagem C pode permitir uma

comparação com relação ao tempo computacional. Um trabalho futuro também seria obter

resultados para comparação com o método análise de componentes principais.
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//link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.39.746y.

GOLDSTEIN, H. Classical Mechanics. [S.l.]: Addison-Wesley Publishing Company, 1922.

GOLUB, G. H.; LOAN, C. F. V. Matrix Computations 2nd Edition. Baltimore, Maryland:
The Johns Hopkins University Press, 2013.

GOWER, J. C. Some distance properties of latent root and vector methods used in
multivariate analysis. Biometrika, v. 53, p. 325–338, 1966.

GOWER, J. C.; DIJKSTERHUIS, G. B. Procrustes Problems. Oxford: Oxford University
Press, 2004.

JONGMAN, R. H. G.; BRAAK, C. J. F. T.; TONGEREN, O. F. R. V. Data analysis in
community and landscape ecology. Cambridge: Combridge Univ. Press, 1995.

KREYSZIG, E. Introductory Functional Analysis with Applications. [S.l.]: Wiley, 1989.

KRUSKAL, J. B. Multidimensional scaling by optimizing goodness of fit to a nonmetric
hypothesis. Psychometrika, v. 29, p. 1–27, 1964.

KSHIRSAGAR, A. M. Multivariate Analysis. New York: Marcel Dekker, 1972.

KUMAR, V. Algorithms for constraint satisfaction problems: A survey. AI Magazine,
v. 13, n. 1, p. 32–44, 1992.

LAVOR, C.; LIBERTI, L.; MACULAN, N.; MUCHERINO, A. A branch-and-prune
algorithm for the molecular distance geometry problem. International Transactions in
Operational Research, v. 15, p. 1–17, 2008.

. Molecular distance geometry methods: From continuous to discrete. International
Transactions in Operational Research, v. 18, p. 33–51, 2011.

. The discretizable molecular distance geometry problem. Comp. Opt. and Appl.,
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