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Resumo

Neste trabalho, propomos uma nova abordagem para resolver uma classe de problemas de
escalonamento multidimensional, representando medidas de proximidade entre pares de
objetos como distancias entre pontos em um espago geométrico, de modo que as distancias
estejam o maximo possivel relacionadas com as proximidades entre os objetos. Nesta classe
de problemas, a prioridade foi manter a estrutura geométrica original, com o objetivo
de visualizar os dados em R®. A proposta tem como base o algoritmo branch-and-prune,
inicialmente utilizado para obter estruturas moleculares, a partir de algumas distancias
conhecidas. Varias adaptacoes, principalmente na busca e na poda, foram realizadas,
destacando-se a reducio da dimensdo de R™ para R?. Os bons resultados computacionais

obtidos, em problemas de pequeno porte, indicam um novo caminho para tratar o problema.

Palavras-chave: escalonamento multidimensional, algoritmo branch-and-prune, anélise

de coordenadas principais.



Abstract

In this work, we propose a new approach for solving a class of multidimensional scaling
problems, representing proximity measures between pairs of objects as distances between
points in a geometric space, such that the distances are maximally related to the proximity
between the objects. In this class of problems, the priority was to maintain the original
geometric structure, in order to view the data in R3. The proposal is based on the branch-
and-prune algorithm, initially used for obtaining molecular structures, from some known
distances. Several adjustments, especially in search and pruning, were made, highlighting
the reduction of dimension from R™ for R®. Good computational results on small problems,

indicate a new way to treat the problem.

Keywords: multidimensional scaling, branch-and-prune algorithm, principal coordinates

analysis.
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Introducao

O escalonamento multidimensional (Multidimensional Scaling - MDS), também
conhecido como mapeamento percentual, é constituido por métodos que estudam conjunto
de dados representado por pontos em um espaco em que as relacoes geométricas entre
estes dados, isto é, entre estes pontos, correspondam o mais proximo possivel as relagoes

empiricas associadas aos dados (CARROLL; ARABIE, 1980; COXON, 1982).

Em sintese, o MDS é caracterizado por métodos cujo objetivo é procurar pontos
em um espaco Euclidiano onde as distancias euclidianas entre suas coordenadas sejam
o mais fidedignas possiveis em relagao as dissimilaridades dadas. Nesta area, o método
tradicional é o Analise de Coordenadas Principais, conhecido na literatura inglesa como
Principal Coordinate Analysis, Classical Scaling, Torgerson Scaling ou Torgerson-Gower
Scaling (BORG; GROENEN, 2010), que tem como principal objetivo obter a visualizagao

das dissimilaridades entre os dados.

A geometria de distancias considera problemas que caracterizam-se por de-
terminar as coordenadas no espago Euclidiano k-dimensional de um conjunto de pontos,
dadas algumas de suas distancias (LAVOR et al., 2014). Estes pontos podem ser atomos,
sensores em redes de telecomunicagdes ou vértices abstratos de um grafo, por exemplo. Em
(LAVOR et al., 2012; LAVOR et al., 2008), temos o problema de encontrar as posigoes
dos atomos, de uma dada molécula de proteina, conhecidas algumas distancias. Para
solucionar este problema foi proposto o algoritmo branch-and-prune (BP), com base em

uma abordagem combinatoria.

Branch-and-prune sao algoritmos muito utilizados, por exemplo, para resolver
problemas de satisfagdo de restrigao (Constraint Satisfaction Problem - CSP) (KUMAR,
1992). Aplicagoes branch-and-prune utilizam técnicas de busca exaustiva baseadas em

ramificagdo (branch) e poda (prune) de ramos que determinam solugdes invidveis.

Neste trabalho, serao apresentadas modificagoes no algoritmo branch-and-prune.
Uma das modificagoes realizadas, neste algoritmo, foi na busca das solugoes. O principal
objetivo da modificacdo consiste em manter a estrutura original de um conjunto de pontos
em R™ ap6s uma reducio dimensional para R¥. Esta reducéo dimensional tem como foco
essencial vizualizar a estrutura de um conjunto de pontos. Outra modificagdo no algoritmo

esta relacionada a poda de ramos que determinam solugoes inviaveis.

O Capitulo 1 apresenta uma revisao dos conceitos basicos do escalonamento
multidimensional, necessarios para a compreensao do método analise de coordenadas
principais apresentado no Capitulo 2. O Capitulo 3 e 4 descrevem a formulagao discreta

para o problema de geometria de distancias molecular e suas modifica¢oes para adapta-
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lo ao problema proposto. Antes das conclusoes, o Capitulo 5 apresenta os resultados

computacionais.



1 Escalonamento Multidimensional

A técnica de escalonamento multidimensional provém de uma familia de técnicas
de analise de proximidade de dados e tem-se mostrado um importante instrumento
matematico de mensuracao. Este capitulo apresenta conceitos béasicos do escalonamento

multidimensional necessarios para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Introducao

Entre pesquisadores de diversas disciplinas é comum surgirem obstaculos para
mensurar a estrutura de seu objeto de estudo, dificultando o desenvolvimento de sua
pesquisa. Esta situagao ocorre principalmente quando a estrutura de um objeto encontra-se
implicita, tendo mais de um fator que nao se manifesta claramente, mas é essencial para
a interpretacao dos dados (PASQUALI, 1999). Estas caracteristicas geralmente estao
presentes em objetos com uma estrutura multidimensional, isto ¢, quando mais de uma
dimensao subjacente é apropriada para a interpretacao dos dados. Desta forma, corre-se o
risco de nao se ter uma interpretagao fidedigna dos dados por nao alcancar todas as suas

caracteristicas.

Visando aumentar a precisao na interpretacao dos dados que apresentam
multidimensionalidade de parametros, a técnica de escalonamento multidimensional tem-
se mostrado uma importante ferramenta de mensuracao (SILVA; FILHO, 2006). Esta
técnica apresenta um carater quantitativo e computacional e é utilizada por diversos
programas computacionais: Indscal, Alscal, Minissa, Multiscale, Mdscal, Clascal, Ezscal
(SCHIFFMAN; REYNOLDS; YOUNG, 1981).

1.2 Escalonamento Multidimensional

Escalonamento multidimensional é uma técnica estatistica que originou-se
dentro da psicologia, mais especificamente na psicometria, que é uma area que liga
a matematica aplicada a psicologia. Psicometria consiste em um conjunto de técnicas
utilizadas para mensurar, de forma adequada e comprovada experimentalmente, um
conjunto de comportamentos que se deseja conhecer melhor. Atualmente, o escalonamento
multidimensional é aplicavel em diversas areas , tais como sociologia, economia, biologia,
quimica e arqueologia (SILVA; FILHO, 2006; SUAREZ et al., 2016).

Os métodos do escalonamento multidimensional representam medidas de pro-
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ximidade (dissimilaridade ou similaridade) entre pares de objetos como distancias entre
pontos em um espago geométrico, de maneira que as distancias estejam o maximo possivel
relacionadas com as proximidades entre os objetos (BLASIUS J.; 2009). Objetos similares
sao representados por pontos que estdo préximos e objetos dissimilares sao representados
por pontos que estao distantes um do outro. A finalidade destes métodos consiste em
representar graficamente a estrutura dos dados, visando ampliar a analise e entendimento

de uma matriz de dados.

Existem diversas abordagens de escalonamento multidimensional, que distinguem-
se entre si pelo tipo de geometria em que se pretende mapear os dados, pela funcao de
mapeamento, pelos algoritmos usados para encontrar uma representagao dos dados origi-
nais, pelo tratamento do erro estatistico no modelo ou a possibilidade de representar nao

somente uma, mas varias matrizes de similaridade ao mesmo tempo.

O escalonamento multidimensional pode apresentar quatro finalidades princi-

pais:

1. escalonamento multidimensional como um método que representa proximidades como
distdncias em um espag¢o com baixa dimensao a fim de tornar acessivel a analise

visual dos dados considerados.

2. escalonamento multidimensional como uma técnica que permite testar se determi-
nados critérios, pelos quais pode-se distinguir diferentes objetos de interesse, estao

refletidos nas correspondentes diferencas empiricas desses objetos.

3. escalonamento multidimensional como uma aproximacao dado-analitico que leva-nos

a descobrir as dimensdes subjacentes a julgamentos de dissimilaridade (similaridade).

4. escalonamento multidimensional como um modelo psicolégico que explica julgamentos
de dissimilaridades em termos de regras que imitam um tipo particular de funcao

distancia.

A dificuldade de definir escalonamento multidimensional esta relacionada as
diferentes defini¢oes apresentadas pela literatura. Em algumas, utiliza-se o termo para
representar algumas técnicas especificas e outras apresentam o termo de uma forma
generalizada. Desta forma, tem-se o escalonamento multidimensional no sentido amplo
e no sentido restrito. Escalonamento multidimensional no sentido amplo abrange varias
formas de analise de clusters e analise multidimensional multivariada. No sentido restrito,
representa dissimilaridades entre dados em um espago de dimensao menor (LEEUW;
HEISER, 1982). Neste trabalho, adotaremos a defini¢do menos abrangente, apresentada,
por Carroll e Arabie (1983) (CARROLL; ARABIE, 1980; DAVISON, 1983). Esta limita o
termo escalonamento multidimensional a uma familia de modelos de distancia espacial

como forma de representacdo de dados de proximidade.
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1.3 Proximidade entre os dados e funcdo Stress

As proximidades entre dados investigados reflete o grau de dissimilaridade
(similaridade) entre estes, os quais serao apresentados graficamente por meio de pontos
em um espaco Euclidiano. O método de escalonamento multidimensional procura uma
configuracao espacial dos dados, de modo que as distancias entre estes dados estejam
relacionadas com as proximidades, tanto quanto possivel. Na pratica, o espaco euclidiano
¢é requerido devido a conveniéncia mateméatica nos procedimentos de escalonamento
multidimensional (STEYVERS, 2002).

Assumiremos aqui que medidas de similaridades ou dissimilaridades, denotadas
pelo termo geral proximidade, p;;, sdo atribuidas a pares (i, j) de n dados. Normalmente, as
proximidades entre os n dados sao representadas por uma matriz de proximidade simétrica,

tendo as seguintes definigoes:

1. uma matriz de dissimilaridade (P = (p;;)) ¢ uma matriz simétrica, em que p;; = 0
e pi =0, V7. A interpretacao de dissimilaridade segue da propriedade de monotoni-

cidade: (7, 7) é mais dissimilar ao par (k,[) se, e somente se, p;; < Py.

2. uma matriz de similaridade (P = (p;;)) ¢ uma matriz simétrica, em que p;; = 0 e
satisfaz p; = pi;, V (i,7). A interpretacdo de similaridade segue da propriedade de

monotonicidade: (4, j) é mais similar ao par (k,l) se, e somente se, p;; > pp.

A matriz de proximidade serve como dado de entrada para um método de

escalonamento multidimensional.

O escalonamento multidimensional é frequentemente usado para reconstruir
pontos usando somente pares de distancias. De uma forma mais geral, o escalonamento
multidimensional tenta representar proximidades p;; como distancias em um espago m-
dimensional com configuracao X. De uma maneira mais especifica, é escolhida uma fungao
f(pij) que especifica como a proximidade esté relacionada a distancia d;;(X). A funcao

distancia mais utilizada é a distancia euclidiana.

A distancia euclidiana entre dois pontos z; e x; em um espaco m-dimensional

com configuracao X é calculada pela seguinte férmula:

k=1

di(X) =l i — z; |2= <Z | @i — Ijk|2> : (1.1)

Portanto, o escalonamento multidimensional aplica proximidades, p;;, em cor-

respondentes distancias d;;(X) de um espago m-dimensional com configuracao X. Isto é,
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temos uma func¢ao representada por:

[ pij — dij(X), (1.2)
onde a escolha particular de f especifica o modelo de escalonamento multidimensional.

O objetivo do escalonamento multidimensional é determinar o conjunto d;;(X)

a partir de p;;.

1.3.1 Aproximacoes

Através do escalonamento multidimensional os dados de proximidade sao
representados numa configuracao espacial de pontos de forma que as distancias entre os
pontos correpondam as proximidades tdo perto quanto possivel (SCHOLTEN; CALDEIRA,
1997). Logo, nao se deve exigir f(p;;) = di;(X), mas sim que f(p;;) ~ d;;(X).

1.3.2 Loss Function
A condicao que determina o quao proximo f(p;;) esta de d;;(X) é conhecida
como loss function. Loss function é uma expressao matematica que representa erro,
eij = fpij) — dij(X).
A norma-2 deste erro representa a funcao stress, dada por

e = [f(pi;) — dij(X)]%.

Somando e?j para todo par (i, 7), tal que ¢ < j, tem-se uma medida de ajuste de ineficiéncia,
conhecida por raw Stress (KRUSKAL, 1964),

o, = 0p (X) = Y [fpig) — diy(X)]*. (1.3)

1<J

Uma das formas de tentar evitar problemas de escala nos ajustes é fazendo a

seguinte normalizacao:

nX) ;[f(pij) —dij(X)]

Y EX) > d(X)

1<j 1<j
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Tomando a raiz quadrada de ¢% teremos um valor conhecido como funcio Stress-1 (KRUS-
KAL, 1964). A razdo de usar o; no lugar de o7 é que esses sdo quase sempre muito

pequenos na pratica, assim o; sao mais faceis de discriminar. Mais especificamente temos,

Z[f(Pij) — d;;(X)]?
Y d3(X)

1<jJ

Stress-1 = 07 =

Encontrar um escalonamento 6timo de X em um espago m-dimensional requer

minimizar a fung¢ao Stress-1.

1.4 Propriedades gerais de representacoes de distancias

Em matematica, a distancia entre dois pontos é formalizada pela teoria de
distancias ou pelo conceito de métrica. Métrica ¢ um conceito que generaliza a ideia
geométrica de distancia. Um espago métrico é um conjunto X munido de uma métrica (ou

distancia), isto é, uma funcao d : X x X — R tal que para quaisquer z,y,z € X,

1. d(x,y) = 0: ndo negatividade;
2. d(z,y) =0 z=y;
3. d(z,y) = d(y, x): simetria;

4. d(z,z) < d(x,y) + d(y, z): desigualdade triangular.

Estas propriedades sdo fundamentais na teoria de escalonamento multidimensio-
nal, pois as proximidades poderao ser aplicadas como distancias se estas satisfazerem certas
propriedades. Em alguns casos, temos proximidades onde d;; # dj;, neste caso a matriz
de proximidades é nao simétrica. Se d;; # dj;, nao for consequéncia de erros aderentes
aos dados, nao poderemos representar diretamente estas proximidades em um espacgo
métrico. Portanto, simetria é uma pré-condicao para escalonamento multidimensional. As
outras propriedades de distancias podem ou nao ser condigoes necessarias para EMD. Se
as proximidades violarem a restricao da desigualdade triangular, elas podem ou nao ser
representadas como distancias. No escalonamento multidimensional ordinal isto nao é um
problema pois é possivel adicionar uma constante a d;;, eliminando toda violacao. Por
outro lado, no escalonamento multidimensional raio, as proximidades assumem ter uma
origem fixa, logo qualquer violagdo da desigualdade triangular acarreta sérios problemas
(BORG; GROENEN, 2010).
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Além da métrica euclidiana, uma outra métrica muito utilizada dentro do
escalonamento multidimensional é a métrica retangular que pode ser definida da seguinte

maneira. Dados dois pontos z;, z; € R", temos
m
d(zs, x5) = Y i — xj) =| 2 — 25 |1,
k=1

A métrica retangular é conhecida informalmente como métrica de Manhattan
ou métrica metropolitana, devido ao delineamento da rede urbana de transportes da Ilha
de Manhattan na cidade de New York.

Na proxima secao, apresentaremos um método do escalonamento multidimensi-
onal que utiliza fortemente o conceito de distancia, tendo como objetivo principal preservar

distancias em mudanca de espagos.

1.5 Escalonamento Multidimensional Classico

O escalonamento multidimensional classico, também conhecido por Torger-
son scaling e Torgerson-Gower scaling, foi o primeiro método pratico disponivel para
escalonamento multidimensional. Desenvolvido por Torgerson (TORGERSON;, 1952; TOR-
GERSON, 1958) e Grower (GOWER, 1966), este método é baseado nos trabalhos de
Eckart-Young (ECKART; YOUNG, 1936) e Young-Householder (YOUNG; HOUSEHOL-
DER, 1938).

A ideia do escalonamento multidimensional cldssico consiste em assumir que
as proximidades sao distancias, sendo apenas necessario encontrar as coordenadas que
preservam estas distancias. Este fato é aceito para dados derivados de matrizes de correlacao,
mas raramente para dissimilaridades diretas. Este método tornou-se popular, pois fornece

uma solu¢ao analitica, ndo sendo necessario utilizar métodos iterativos (BORG; GROENEN;
2010).

Se analisarmos o problema de encontrar as distancias entre algumas cidades,
dadas as coordenadas, podemos soluciona-lo através da distancia euclidiana. Podemos

solucionar o problema inverso utilizando o escalonamento multidimensional classico.

A seguir, apresentaremos os passos para solucionar este problema através do

escalonamento multidimensional cléssico.
Etapas de um algoritmo de EMD classico

O método classico (BORG; GROENEN, 2010; TORGERSON, 1952) baseia-se
no fato que a matriz de coordenadas X pode ser obtida da decomposi¢ao espectral da

matriz B = XX7T. O problema de construir B a partir de uma matriz de proximidade P é
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solucionado multiplicando Po P = [p?j] tanto pelo lado direito quanto pelo lado esquerdo

leeT, onde e é um vetor de uns, com e € R" ¢ n é o nimero de

pela matriz J = I —n~
dados (BORG; GROENEN, 2010). Esta operacgao é conhecida por double centering. As
etapas a seguir resumem o algoritmo que determina a matriz de coordenadas X (BORG;

GROENEN, 2010):

1. Define-se a matriz de proximidades ao quadrado: P o P = [pij]z, onde o simbolo
o representa o produto de Hadamard entre duas matrizes, definido como C'o D =
[cijdi;], isto é, como o produto de elementos correspondentes das duas matrizes

(necessariamente de dimensoes iguais).

2. Aplique o double centering a esta matriz:
1
B = —§J(Po P)J.

3. Calcule a decomposicio espectral de B = VAVT, onde V é a matriz dos autovetores
e A é a matriz diagonal dos autovalores (GOLUB; LOAN;, 2013) .

4. Seja A, a matriz diagonal dos m autovalores maiores que zero em ordem decrescente,
e V. os m autovetores de B relacionados aos autovalores de A,. Entao, a matriz das

1
coordenadas do escalonamento multidimensional classico é dada por X = V,A3.

Este método serd descrito detalhadamente no Capitulo 2, pois apresenta carac-

teristicas que melhor se aproximam ao algoritmo apresentado neste trabalho.

Na proxima se¢ao, apresentaremos uma aplica¢gao do escalonamento multidi-

mensional.

1.6 Exemplo de Aplicacao

A analise exploratéria de dados é usada para estudar teoricamente dados
amorfos, ou seja, dados que nao estao ligados a uma teoria explicita que prevé suas
grandezas ou padroes (BORG; GROENEN, 2010).

No livro Modern Multidimensional Scaling: Theory and Applications (BORG;
GROENEN, 2010), encontramos o seguinte exemplo: um resumo estatistico de 1970,
emitido pelo Bureau of the Census, que fornece dados sobre a taxa de diferentes crimes
em 50 estados dos E.U.A. (Wilkinson, 1990). Uma pergunta que foi feita sobre estes dados
é até que ponto se pode prever uma elevada taxa de assassinato sabendo que a taxa de
roubo é alta. Uma resposta parcial a esta pergunta é fornecida calculando as correlagoes

das taxas de crimes em 50 estados dos E.U.A., descritas pela Tabela 1.1.



Capitulo 1. FEscalonamento Multidimensional 22

Crime No. 1 2 3 4 5 6 7
Assassinato 1 1,00 0,52 0,34 081 0,28 0,06 0,11
Estupro 2 1052 1,00 0,55 0,70 0,68 0,60 0,44
Latrocinio 3 10,34 055 1,00 056 0,62 0,44 0,62
Assalto 4 1081 0,70 0,556 1,00 0,52 0,32 0,33
Roubo 5 10,28 0,68 0,62 0,52 1,00 0,80 0,70
Furto 6 |006 060 044 0,32 0,80 1,00 0,55

Roubo de Carros | 7 | 0,11 0,44 0,62 0,33 0,70 0,55 1,00

Tabela 1 — Correlagoes entre indices de criminalidade em 50 estados dos EUA.

Em geral, ndo é uma tarefa simples entender a estrutura dos coeficientes apenas
com a matriz de correlacao. Isto se torna mais simples representando as correlagoes na
forma de figura, como podemos ver na Figura 1, a qual foi obtida através do método de

escalonamento multidimensional.

estupro furto
hd )
assassinato roubo
. e
assalto *

roubo de carro
L]

latrocinio @

Figura 1 — Representacao em um espaco com duas dimensoes das correlagoes apresentadas
na tabela anterior.

A Figura 1 é uma representacao em um plano das correlacoes, onde cada
crime ¢ mostrado como um ponto. Os pontos sao arranjados de tal modo que as suas
distancias correspondem as correlagoes. Isto é, dois pontos permanecem proximos (tal
como assassinato e assalto) se suas taxas relacionadas sao altas. Da mesma forma, dois
pontos estao distantes se suas taxas apresentam uma baixa relagao (tal como assalto e
furto).

No préximo capitulo apresentaremos, o método escalonamento multidimensional
classico, conhecido como andlise de coordenadas principais que sera utilizada como método

de comparacao para a nova abordagem a ser apresentada.



2 Analise de Coordenadas Principais

Neste capitulo, a técnica classica analise de coordenadas principais, ou escalo-

namento multidimensional classico, é apresentada em detalhe.

2.1 Introducao

Um método tradicional de escalonamento multidimensional (EMD) é a Anélise
de Coordenadas Principais ou, na literatura inglesa, Principal Coordinate Analysis, Torger-
son Classical Scaling ou Torgerson Gower Scaling. Como mencionado, o desenvolvimento
da técnica foi baseada nos trabalhos de Eckart-Young (ECKART; YOUNG, 1936) e
de Young-Householder (YOUNG; HOUSEHOLDER, 1938). A seguir apresentaremos os

resultados destes trabalhos os quais serao explorados no decorrer do capitulo.

Teorema 2.1. Para cada matriz A € R™*" de posto r, existem matrizes ortogonais U, xm,

Vaxn € uma matriz diagonal Dy, = diag(oq, 09, ,0,) tal que

D 0
A=U< 0 O)VT comoy =09 =---=0.>0.

Os 0;’s sdo chamados valores singulares nao nulos de A. Esta fatoracao é chamada
decomposicao em valores singulares de A, e as colunas de U e V' sdao chamadas vetores

singulares a direita e d esquerda de A, respectivamente.

Teorema 2.2. Seja a decomposicio em valores singulares (SVD) de A € R™* " dada por
A=USVT, em que U e R™™ ¢ V e R™" sdo matrizes ortogonais e ¥ € R™™ é uma

T

i, entao

k
matriz diagonal com posto(A) =r. Se k <r e A, = Z O UV
)

i A= B ls=| A— A ||2= ) 2.1
o 2=l k ll2= ope (2.1)
A andlise de coordenadas principais (PCoA) é uma generalizacao da andlise de
componentes principais (PCA), sendo sua principal vantagem nao necessitar dos dados
originais, mas apenas da matriz de dissimilaridade (MANLY, 1994; JONGMAN; BRAAK;
TONGEREN, 1995).

Anélise de Coordenadas Principais é uma técnica padrao para anélise explo-
ratoria e de visualizagdo das dissimilaridades ou similaridades dos dados. Sua importancia
estd relacionada ao fato de ser um método simples e nao-paramétrico que extrai informacgoes
relevantes de conjunto de dados extensos e nebulosos. A extracao de informacoes relevantes

ou compressao de dados é realizada através da reducao dimensional.
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Dada uma matriz de dissimilaridade D = [§;;] entre n individuos, procura-se
uma representacao dos n individuos em um espago Euclidiano de tal forma que as distancias
euclidianas d;; entre cada par dos n pontos nessa representagao sejam iguais, ou o mais

fidedignas possiveis, em relacao as dissimilaridades ¢;; da matriz inicial.

A ideia do método consiste em assumir que as dissimilaridades iniciais foram
calculadas com base nas distancias euclidianas. A matriz de dissimilaridades, neste caso,
sera representada por pontos em um espago de dimensao menor definido pelas primeiras
componentes principais. No entanto, nem sempre sera possivel obter uma representacao
euclidiana dos individuos, estando esta possibilidade dependente da natureza e propriedades
das medidas de dissimilaridades utilizadas. A utilidade deste método reside na sua ampla
aplicabilidade, por exemplo, no caso de apenas a matriz de distancias estar definida, nao

conhecendo-se a matriz de dados originais.

2.2 Matriz de Distancias Euclidianas

Um espago Euclidiano R™ é um espaco vetorial real de dimensao finita munido
de um produto interno, induzindo uma métrica (KREYSZIG, 1989). Uma matriz de
distancias euclidianas ¢ uma matriz n x n de distancias d;; entre n pontos x1, x9, ..., 7, em

R™ em que

&2 =z — xj |I5= (2 — ;)" (2 — x5), Vi, j.

Definicao 2.1. Seja D uma matriz n x n de dissimilaridade entre n individuos. A matriz

D diz-se uma matriz Euclidiana se existirem n pontos {z;}i_, € R™ tais que
2 _ 2
5ij =l zi—x; ||z

Uma matriz de dissimilaridade D = [§;;], 7,7 € {1, ..., n}, é uma matriz Eucli-
diana se for possivel determinar n pontos em R, com m € N, onde as distancias entre
qualquer par desses n pontos seja precisamente a dissimilaridade correspondente na matriz
D.

Considerando, por conveniéncia, que os n pontos {z;};_; € R™ formam a matriz
t

Xoxm tal que 21 = el X. Assim, a diferenca entre o i-ésimo ponto e o j-ésimo ponto é dada

por:

(z; — )" = (e; — €)' X (2.2)

e a dissimilaridade ao quadrado pode ser escrita da seguinte forma

& = (1 — ;) (@ — ;) = (e — €)' X X' (e; — ;). (2.3)
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Quando uma matriz é euclidiana, existe um ntmero infinito de maneiras de
representar os n pontos em um espaco Euclidiano de dimensao k, ou seja, a matriz X nao

é tnica. Todas as representacoes estao relacionadas a transformagoes isométricas: rotacgao,
reflexdo e translagdo (DATTORRO, 2005).

Em particular, serd sempre possivel considerar uma solucao cujo centréide dos
pontos desta solucio seja a origem do referencial em R*. Isso corresponde a dizer que é
sempre possivel determinar uma matriz X que tem as colunas centradas, sendo por isso

da forma

em que e é um vetor de n uns, é denominada matriz de centragem. A matriz de centragem
é uma matriz simétrica e idempotente, que, quando multiplicada por um vetor tem o
mesmo efeito que a subtracdo da média dos componentes do vetor de cada componente
(MARDEN, 1995).

Definicao 2.2. A matriz de centragem de tamanho n € definida como uma matriz n x n:

Outra forma de apresentar a mesma ideia corresponde a notar que os vetores
e; — e; introduzidos na equacgao (2.2) pertencem ao complemento ortogonal do subespago
de R™ gerado pelo vetor e de n uns, uma vez que a soma das suas coordenadas é nula.
Ou seja, e; — e; € span{e}™, ¥ i,j = 1,...,n. Logo, esses vetores permanecem invariantes

quando projetados sobre esse subespaco,

Assim, é possivel re-escrever a equacao (2.3) da seguinte forma:

v

1 1
& = (e — ej) (I, — —ee") X XT(I,, — —ee')(e; — ¢;), (24)
n n

1
sendo (I, — —ee') X a matriz X com colunas centradas cujas linhas contém as coordenadas
n

dos n pontos com centro geométrico na origem.

Na préxima se¢ao, abordaremos duas questoes interligadas: (i) saber quando
uma dada matriz A de dissimilaridade é Euclidiana; e (ii) saber como determinar uma

matriz X de coordenadas para os n pontos, com as caracteristicas acima descritas.
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2.3 Coordenadas de uma Matriz de Dissimilaridade Euclidiana

O método Analise de Coordenadas Principais assume que as dissimilaridades

iniciais sao calculadas com base nas distancias euclidianas.

Denominando a matriz dos produtos internos entre os vetores (centrados) x;

por ), tem-se:

Q= I,— :Leet)XXt(In - ;eet). (2.5)

A partir da equagao (2.4), denominando o elemento da linha i e coluna j de @) por g;;,

temos,

T
d?j = (e; — ej) Qle; — ej)>
d2 = 65@67; — GEQQ‘]‘ - e;Qei + e;‘erJ

4 = qii — 2455 + 5 (2.6)

pois () é uma matriz simétrica.

Com base na equagao (2.6) concluimos que, se apenas conhecermos a matriz

de dissimilaridade (distancia), é possivel determinar a matriz Q.

Pelo fato de as colunas de X estarem centradas em torno da sua média, terao

que ser nulas:

1. todas as somas das colunas de @);
2. todas as somas das linhas de Q);

3. a soma de todos os elementos de Q).

Ou seja,

Z%:O, v 7
i=1

iqijzo, v i,

A partir da equacao (2.6), temos:
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Equivalente a:

1
L (@) = - I QI

n

1
2. q]‘j:EZ Zdw7

=1 i=1j5=1
3. ¢ " Z pEwy Z 24
- i=1j=1
Novamente, a partir da equagdo (2.6) tem-se:
1
Qi = _E(d?j — Qi — Qjj),

e substituindo ¢;; por
€ gi pOr

tem-se:

1 n n
qij=—2<d§j—2dfj—2d?j sz )
Jj= i=

21]1

Logo, conhecendo-se apenas a matriz de dissimilaridade D, é possivel recuperar a matriz
() dos produtos internos. Assim, é possivel encontrar as coordenadas que correspondem a
solucao do problema através da matriz (). De fato, considere a Decomposicao Espectral
(GOLUB; LOAN, 2013) da matriz simétrica Q:



Capitulo 2. Andlise de Coordenadas Principais 28

1 1
Qnxn = (I, — —ee)XXT (I, — —ee') = WA, , W'
n mn

Desde que a matriz ) seja semi-definida positiva, os elementos da diagonal de A sdo nao
negativos e é possivel definir a matriz Az. A matriz W+A_% ¢ uma matriz cujas n linhas
podem representar os n individuos em R¥, de forma a serem respeitados os produtos
internos, e daf as distancias euclidianas d;; entre eles (KSHIRSAGAR, 1972).

Portanto, o método encontra uma solucao se ) for uma matriz semi-definida
positiva. Se a matriz de dissimilaridades D é euclidiana, entdo () é semi-definida positiva.
De fato,

1 1 1
Qe = (I, — —ee" ) XX'(I, — —ee)e = (I, — —ee' ) X X'(e — ) = 0,
n n n

isto é,

Qe =0-e, (2.7)

isto garante que () ndo pode ser uma matriz definida positiva, pois como podemos ver na

equagao (2.7), a matriz ) admite um autovalor nulo.

A solucao encontrada WAZ nio necessariamente corresponde as coordenadas
da matriz de dados iniciais, ou seja, estas solugoes tem em comum a matriz de distancias
euclidianas entre os n individuos observados em R*. Os dados iniciais podem ser determi-
nados através de rotagoes da nova solucgao WAz. Ou seja, para qualquer matriz de colunas

ortogonais R, tem-se:

(WARR)(WA2 R = WAR(R'R)A:W! = WAW' = Q. (2:8)

Esta indeterminagao na reconstituicao da matriz de dados originais X, a partir
da matriz de distancias, corresponde a dizer que as distancias fixam a configurac¢ao dos

pontos, a menos de rotagao e/ou reflexdes em torno da origem X.

A ideia do método de andlise de coordenadas principais é rotacionar os eixos
transformando-os em eixos principais. Eixos principais sao as dimensoes de um sistema
particular de coordenadas ortogonais (BORG; GROENEN, 2010). O primeiro eixo esté
préoximo de todos os pontos da configuracao X; o segundo eixo mantém a proximidade

dos pontos com a restrigao de ser ortogonal ao primeiro e, assim, sucessivamente.

Uma matriz de rotacdo é uma matriz quadrada que, quando multiplicada por
um vetor tem o efeito de mudar a direcao do vetor, mas nao a sua magnitude. Este
vetor desloca-se em torno de um eixo de rotacao definido pelos elementos desta matriz.

O resultado é um segundo vetor resultante da rotagao. A situacgao fisica, ver Figura 2,
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associada pode ser compreendida como uma mudanca de referencial estabelecida entre dois
sistemas de coordenadas com origens comuns, mas que tenham seus eixos coordenados nao
coincidentes (via diferengas providas por uma relagdo em torno do mesmo eixo de rotagao)

e pelo mesmo valor angular, antes associados a rotagao do vetor (GOLDSTEIN, 1922).

Figura 2 — Interpretacao da matriz de rotagao como determinante de uma mudanca de
referencial.

Pelo Teorema 2.2 de Eckart-Young (ECKART; YOUNG, 1936), sabemos que a
melhor representacao dos n pontos sera dada pelas primeiras colunas da matriz WAz, A

qualidade desta representacao pode ser medida pelo quociente

-

Al

7

n b

1
DI

j=1

onde \; sao os autovalores da matriz A.

Uma das expectativas ao se fazer uma analise de coordenadas principais é de
que as variancias da maioria dos indices sejam tao baixas a ponto de serem despreziveis,
permitindo que as representacoes em dimensoes menores sejam o mais fidedignas possiveis
aos dados iniciais. Neste caso, a maior parte da variagao no conjunto de dados iniciais

pode ser descrita adequadamente pelas k primeiras variaveis.

2.4 Coordenadas de uma Matriz de Dissimilaridade

A matriz de dissimilaridade resulta dos dados inicias depois de aplicar o
método andlise de coordenadas principais. Em alguns casos, nao se sabe se a matriz de

dissimilaridade é ou nao uma matriz euclidiana. Abordaremos este problema nesta secao.

Vamos admitir inicialmente que a matriz de dissimilaridade D ¢ simétrica, com

elementos nao negativos e diagonal nula.

Dada uma matriz D = [d;;] de dissimilaridade simétrica, as etapas para

determinar a matriz () serao as mesmas apresentadas na secao anterior:
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1. Cria-se, a partir da matriz de dissimilaridade D, uma nova matriz que se designard

B = [b”]
e
Em termos matriciais,
1

2. Constroi-se a matriz (), obtida a partir da centragem das linhas e das colunas da

matriz B, isto é, a matriz () tera os seguintes elementos:

Qij = bij — Zbij -

7j=1 A

bij + DD b,

n n n
i=1 i=1j=1

n n n n

onde Z bij, Z bij e Z Z b;; sao, respectivamente, as médias dos elementos da linha
j=1 =1 i=1j=1

1, dos elementos da coluna j, e da totalidade dos elementos da matriz B. Em termos

matriciais, tem-se:

1 1 1
Q= _§(In - %eet)B(In - 5661:). (2.9)

3. Se a matriz D for simétrica entao as matrizes B e () também serao simétricas e,

assim, () admite uma deomposicao espectral
Q = WAW?.

4. Caso a matriz () seja semi-definida positiva, procede-se como descrito anteriormente,

determinando se a matriz
Y = WAz,

e as n linhas desta matriz correspondem as coordenadas que representam cada ponto

em um espac¢o Euclidiano n-dimensional.

5. Novamente pelo Teorema 2.2, a nuvem de pontos obtida sobre R* (em geral k = 2
ou 3) é construida retendo-se apenas as k primeiras colunas da matriz Y, isto é,

através das linhas da matriz:

1
Yk = WkA]z7
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onde W}, é a matriz n x k obtida retendo apenas as k primeiras colunas da matriz de
1

autovetores de @), e A} é a matriz k x k obtida retendo apenas as raizes quadradas

dos k primeiros autovalores de A , isto é, retendo apenas as k primeiras linhas e

.1
colunas da matriz Az.

6. Se ) nao for semi-definida positiva, alguns dos seus autovalores serao negativos.
Essa situagao corresponde a dizer que nao existe representacao exata em um espaco
Euclidiano real (ver Teorema 2.4), isto é, que ndo é possivel garantir a representagao
dos dados em um espago R™ de forma a respeitar as igualdades d;; = 9;; entre
dissimilaridades iniciais e distancias euclidianas no espago R™. Ou ainda, se () nao
for semi-definida positiva, entdo nenhuma fatoracao da forma @ = R'R é possivel,

nao havendo, assim, linhas de R que possam representar Fuclidianamente os dados.

Seja D, , uma matriz simétrica, entao:

i) D é definida positiva se, e somente se, existir uma matriz X € R™*" de posto(X) = n
tal que D = XTX.

ii) D é semi-definida positiva com posto(D) = k < n se, e somente se, existir uma
matriz X € R™" de posto(X) = k tal que D = X7 X.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em (GOLUB; LOAN,
2013).

Portanto, uma matriz de dissimilaridade D ¢ Euclidiana no espaco R* se, e
somente se, a matriz Q = (I,, — —ee')B(I,, — —ee'), com B = —§(D o D), é semi-definida
n n

positiva com posto menor ou igual a k.

2.5 Matriz de Dissimilaridade nao Euclidianas

Algumas matrizes de dissimilaridade nao sao Euclidiana. Neste caso, ao traba-
lhar com o método andlise de coordenadas principais cuja matriz () apresenta autovalores

negativos, duas alternativas podem ser consideradas:

1. Caso os autovalores negativos de () sejam pequenos em magnitude, ou seja, sao
pequenos em relagao a soma dos autovalores positivos, pode-se ignoré-los. Neste caso,
trabalha-se com uma configuracao FEuclidiana aproximada, resultante de considerar
apenas os autovetores associados aos autovalores positivos de (). Em particular,
pode-se escolher o niimero maximo de eixos coordenados principais, de acordo com

as seguintes regras:
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Critério de traco: Reter os eixos cuja soma de autovalores associados seja aproxi-

madamente igual ao trago da matriz Q).

Critério do valor absoluto: Reter eixos cujo autovalores associados sejam maiores

do que o modulo do menor autovalor negativo.

Como na prética o objetivo maior é obter uma visualizacao grafica da representacgio
Euclidiana, opta-se por escolher £ = 2 ou k = 3, ou seja, os 2 ou 3 primeiros eixos
principais. Uma interpretacao utilizada é que os autovalores de cada eixo corres-
pondem proporcionalmente a variabilidade dos dados apresentados. Dois critérios
especificos, propostos na literatura para medir a qualidade da representacao obtida,
utilizam os k eixos coordenados principais cujos autovalores associados se admite

serem todos positivos, ou seja,

-
>

~
Il
—

Pl = n )
PR
i=1

k
2N

P, — =1

2.0
i=1
onde \; sdo os autovalores da matriz A, ver (2.8).

2. O problema da constante aditiva (CAILLIEZ, 1983) consiste em somar uma
constante, ¢*, a todos elementos de uma matriz (exceto a diagonal) de dissimilaridade,
com o objetivo de tornar a matriz () uma matriz semi-definida positiva possibilitando
assim uma representagdo Euclidiana dos dados. A solu¢ao do problema (CAILLIEZ,

1983) consiste em tomar ¢* igual ao maior autovalor da matriz

On 20
~I, —4Q(dy) |’

onde Q(d;;) corresponde & matriz obtida pela dupla centragem de uma matriz andloga

1
a matriz B, mas com os elementos dados por —5515, em vez de —55%.

2.6 Qutras Técnicas Visando Representa¢oes Euclidianas

Dentro do principio de obter uma representacao euclidiana a partir de uma

matriz de dissimilaridade D entre n individuos, pode-se formular o problema de uma forma
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diferente. Nesta formulagao alternativa, procuram-se pontos em um espaco euclidiano de
uma dada dimensao onde as dissimilaridades ¢;; ndo correspondem as distancias euclidianas,

mas a algum critério de qualidade no ajuste.

Estas técnicas de Multidimensional Scaling (MDS) podem ser sintetizadas nos

seguintes passos:

1. Fixa-se a dimensao k£ do espac¢o Euclidiano onde se deseja a representacao.

2. Parte-se de uma configuracao inicial de n individuos nesse espaco, isto é, determina-se
uma matriz n x k cujas linhas sao as coordenadas de cada individuo. Uma escolha
possivel de configuragao inicial pode ser a solugao k-dimensional produzida pela

analise de coordenadas principais.

3. Calculam-se as distancias euclidianas usuais entre os n pontos da configuragao

proposta.

4. Calcula-se o valor (para esta configuragao) de algum critério de ajuste que se deseja

otimizar.

5. Efetuam-se operagoes a configuragao (de acordo com algum conjunto de regras

pré-especificadas) e calcula-se o novo valor do critério.

6. Repete-se o passo anterior até alguma condi¢ao de parada (usualmente ligada a ideia

de que alteragdes na configuragao nao produzem melhorias no valor do critério).

O critério de qualidade mais frequente e a funcao Stress, apresentada na equagao
(1.3). Este ajuste proposto por Kruskal (KRUSKAL, 1964) e Shepard (SHEPARD,

1962) apresenta algumas variagoes :

D> e — f(6))?

i j<i

226% |

i j<i

Stress =

onde §;; representa a dissimilaridade inicial entre os individuos ¢ e j, e;; representa a
distancia euclidiana habitual entre os representantes desses individuos na configuracao
que esta sendo proposta e f indica alguma funcao crescente. Escolhendo f como
sendo a fun¢ao identidade, vemos um critério cujo valor minimo (zero) corresponderia
a um conjunto de n pontos ideais, em que as distancias euclidianas entre os pontos
i e j sao sempre iguais as dissimilaridades ¢;; dadas na matriz D. Permitir que f
seja uma outra funcdo crescente é uma opc¢ao indicada para casos em que os valores
dessas dissimilaridades sao subjetivos, sendo mais importante o posto da matriz do

que os valores destas dissimilaridades.
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2.7 Exemplo Numérico

O exemplo abaixo ilustra uma aplica¢ao do escalonamento multidimensional
para medidas de dissimilaridade, e mostra como construir uma configuracao que permite
visualizar suas dissimiliaridades. Este exemplo foi tirado do site www.mathworks.com
(MATHWORKS, ) que mostra uma aplicagdo do método anélise de coordenadas principais

utilizando como ferramenta o Matlab.

Distancia genética é uma medida de dissimilaridade de material genético entre

diferentes espécies ou individuos, (NEI, 1978). Seja

0 4,69 6,79 3,50 3,11 4,46 5,57 3,00
4,69 0 2,10 2,27 2,65 2,36 1,99 1,74
6,79 2,10 0 3,78 4,53 2,83 2,44 3,79
o_ | 350 227 378 0 198 4,35 2,07 0,53 | (210)

3,11 2,65 4,53 1,98 0 3,80 3,31 1,47
4,46 2,36 2,83 4,35 3,80 0 4,35 3,82
557 1,99 2,44 2,07 3,31 4,35 0 2,57

3,00 1,74 3,79 0,53 1,47 3,82 2,57 0

uma matriz com as distancias genéticas, ou dissimilaridades, entre uma série de subpo-

pulagoes locais de uma tnica espécie animal e seja

39,1 18,7 |
40,7 21,2
41,5 21,5
39,2 21,8
38,7 20,6
41,7 20,1
40,1 22,1
39,2 21,6

(2.11)

a matriz das localizacoes geograficas.

Gostarfamos de saber a proximidade entre as distancias genéticas e espaciais. A
proximidade entre estas duas distancias implica que o cruzamento entre as subpopulagoes

é afetado por suas localizagbes geométricas.

O comando do Matlab que efetua uma analise de coordenadas principais é o

comando cmdscale,

Y = cmdscale(D).
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Dada uma matriz de distancias D o comando cmdscale retorna uma matriz
nxk,onde k (k < n) é a dimensao do menor espago no qual os n pontos estarao configurados.
A ideia principal é que esses pontos estejam em duas ou trés dimensoes e as distancias
euclidianas entre eles reproduza a matriz D. Assim, um grafico de dispersao de pontos
criado pelo comando cmdscale fornece uma representacao visual das distancias originais.
Como a matriz X é formada por elementos em R?, serd procurada uma representacao
bi-dimensional e serao consideradas as coordenadas dos pontos nos dois primeiros eixos
coordenados principais. Como estdo sendo consideradas 8 espécies, os pontos (linhas de Y)
podem ter até oito dimensdes (colunas de Y ). Esta dimensionalidade pode ser alterada
para uma k dimensdo, desde que k < n. Os autovalores de YY' podem ser determinados

pelo comando

[Y,E] = cmdscale(D),
cuja magnitude relativa pode indicar quantas dimensoes podem ser usadas com seguranca.
Se mais de trés autovalores forem relativamente grandes em sua magnitude, a solugao

pode nao permitir uma boa configuracdo em um espaco de baixa dimensao, ou seja, em

um espaco que permite a visualizagao das distancias:

[Y,eigvals] = cmdscale(D),

3,65613 —0,7919  0,4620 0,1537 —0,0424 29,0371
—0,9787 —0,2062 —0,0675 —0,4166 —0,3435 13,5746
-3,1073 —0,3814  0,0901 —-0,0502  0,2658 2,0987

v — 0,5731 11,4088  0,4371  0,0230  0,2742 eigvals 0,7418

1,2325  0,3946 —1,2765 0,0954  0,0834 0, 3403
—0,7021 —-2,7500  0,0371  0,1786  0,0080 0, 0000
—1,4586 11,5821  0,1669  0,5082 —0,2597 —0, 4542

0,7900 0,7439  0,1508 —0,4922  0,0141 —3,1755

(2.12)

Observe que ha apenas dois autovalores positivos com magnitude elevada
permitindo uma configuracdo em 2 dimensoes. Os dois autovalores negativos refletem,
como se viu anteriormente, a impossibilidade de os 8 pontos respeitarem, em um espago de

dimensao 8, as distancias genéticas indicadas na matriz de dissimilaridade inicial. Como
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os autovalores negativos sao pequenos em relagao ao autovalores positivos, a redugao para
as duas primeiras colunas de Y devem ser bastante precisa. Pode-se verificar isto através

do erro relativo das distancias genéticas em 2 dimensoes e das distancias originais:

maxrelerr = max(abs(D - squareform(pdist(Y(:,1:2)))))/max(D),

maxrelerr = 0.1078.

A configuracao retornada por cmdscale é tinica, ou seja, o método é apenas
capaz de recuperar posigoes relativas, a menos de rotagoes rigidas, reflexdes em torno dos
eixos e translagoes da origem. E provavel que a localizagao genética nao coincida com a
localizagdo geografica e nao esteja na mesma escala. Para solucionar este tipo de problema

utiliza-se o comando D = procrustes(X, Y).

A funcao procrustes analisa a distribuicao de um conjunto de configuragoes
através da andlise de procrustes, que consiste de uma anélise estatistica utilizada para
analisar a distribuicdo de um conjunto de configuragoes (GOWER; DIJKSTERHUIS,
2004). O nome procrustes refere-se a um bandido da mitologia grega que fez suas vitimas
caberem em suas camas ou esticando seus membros ou cortando-os. Na matematica, o
problema procrustes ortogonal é um problema de aproximacao de matriz que procura
encontrar rotagoes e/ou reflexdes 6timas para a sobreposigdo de um conjunto de dados em
relacao a outro. O solucao do problema de procrustes transforma uma dada matriz A em
uma matriz B através de uma matriz de transformacao ortogonal 7' tal que a soma dos
quadrados dos erros F = AT — B seja minimo. Este problema é equivalente a encontrar a
matriz ortogonal mais préxima dada pela matriz S = AT B . Para encontrar a matriz F

utiliza-se decomposi¢ao em valores singulares,
S=UxvT,

que leva a £ = UVT. Um problema de procrustes restrito, sujeito a det(R) = 1, em que R
é uma matriz de rotagao, ¢ um método que pode ser utilizado para determinar a rotacao
6tima (GOWER; DIJKSTERHUIS, 2004).

O comando D = procrustes(X, Y), determina uma transformacao linear
(translagao, rotagao ortogonal, reflexado e escalar) dos pontos na matriz Y para melhor
adequar aos pontos da matriz X. O critério de ajuste é a soma dos quadrados dos er-
ros. O comando D = procrustes(X, Y) retorna o valor minimizado destas medidas de

dissimilaridades em D:

[D,Z] = procrustes(X,Y(:,1:2)).
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A Figura 3 mostra os pontos apos aplicar o método procrustes. Aparentemente,
as distancias genéticas tém uma estreita ligacao com as distancias espaciais entre as

subpopulagoes.
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Figura 3 — Comparacao entre as localizagoes genética através do cmdscale e geografica.

No proximo capitulo, abordaremos a metodologia aplicada ao problema de
determinar a estrutura tridimensional de proteinas. Neste mesmo capitulo, apresentaremos
as semelhancas entre o problema discreto de distancias moleculares e o problema de
manter uma configuracao apés reduzir a dimensao do espago. Apresentaremos também
modificacoes realizadas na resolucao do problema discreto de distancias moleculares para
esta ser aplicada ao problema de escalonamento multidimensional. Estas modificagbes tém
como principal finalidade manter o maximo possivel as distancias de uma dada matriz de

dissimilaridade ao reduzir a dimensao do espaco original da estrutura.



3 Problema Discreto de Escalonamento Mul-

tidimensional

Neste capitulo veremos o problema discreto de distancias moleculares e apre-
sentaremos uma adaptacao deste problema para o contexto de reducao dimensional. A

seguir, apresentaremos algumas definicoes e notacoes 1teis ao decorrer do capitulo.

3.1 Definicoes e notacoes

Um grafo orientado é um par G = (V, F) onde V é um conjunto finito de
vértices e £ ¢ um conjunto de pares ordenados de vértices, chamados de arestas. Uma

aresta de G é denotada por (u,v) e diz-se que u é o inicio da aresta e v o final da aresta
(AHUJA; MAGNANTTI; ORLIN, 1993).

Um grafo é dito ponderado se esta associado a ele uma fungao peso w : £ — R
que associa arestas a valores reais. Em um grafo G, uma sequéncia de vértices P =
{vg, 1, ..., Uy é um caminho de vg a vy. O peso de um caminho P = (vg, vy, ..., U ) é a soma
dos pesos das suas arestas e é denotado por w(P). A distancia de u a v em G, denotado
por dist(u,v), é o peso minimo de um caminho de u a v em G. Se o caminho ndo existir,

define-se dist(u,v) = o0.

3.2 Problemas de Geometria de Distancias

Problemas de Geometria de Distancias (PGD) caracterizam-se por determinar as
coordenadas de n pontos no espaco Euclidiano k-dimensional dadas algumas distancias entre
pares de pontos. Estes pontos podem ser atomos, sensores em redes de telecomunicacoes
ou vértices abstratos de um grafo entre outros. Em problemas de geometria molecular,
as distancias sao conhecidas por técnicas experimentais como, por exemplo, ressonancia
magnética nuclear (LAVOR et al., 2011).

Em (LAVOR et al., 2012; LAVOR et al., 2008), estuda-se o problema de
encontrar as posicoes dos atomos de uma dada molécula de proteina, conhecidas algumas

distancias. Este problema apresenta a seguinte formulacao:

PROBLEMA DE DISTANCIAS MOLECULARES (PDM): dado um grafo
nao-direcionado simples G = (V, E,d) com d : E — R, existe uma aplicacdo z : V — R?

tal que ||z, — 2|2 = dyy, para cada {u,v} e E 7
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O conjunto V representa os dtomos em R? e o conjunto E sido os pares de dtomos
{u,v} cujas distancias d,, sdo conhecidas. Este problema é resolvido em tempo linear
quando as distancias entre os atomos forem conhecidas (DONG Q., 2002). O problema
de distancias moleculares é formulado como um problema de otimiza¢ao nao convexa

continuo:
ming(z),
que que

g@) = 3} (lzu—all’ = d3,)*

{u,v}eF

Claramente, z é solugao se, e somente se g(x) = 0.

Devido a estrutura particular de algumas cadeias de atomos, é possivel reduzir o
espago de busca a um conjunto discreto e finito de pontos. Esta particularidade possibilitou
formular o problema discreto de distancias moleculares (PDDM), o qual consiste de um
subconjunto de instancias do problema de distdncias moleculares (PDM). O problema de
busca discreta causou impacto na velocidade e na precisao da solugao, devido aos calculos
em aritmética de ponto flutuante serem menores do que os métodos de pesquisa continua
(LAVOR et al., 2011; LAVOR et al., 2012).

O problema discreto de distdncias moleculares, apresentado em (LAVOR et al.,

2011), contém a seguinte formulagao:

PROBLEMA DISCRETO DE DISTANCIAS MOLECULARES (PDDM):
dado um grafo nao-direcionado simples G = (V, E, d), tal que existe uma ordem em V'

satisfazendo:

1. E contém todos os cliques de quatro vértices consecutivos:
Vie{d,..,n} Y jke{i—3,..1i} ({j,k} € E);

2. A seguinte desigualdade triangular estrita vale:
Vie{2,...,n—1}, disyi1<di_1; + diig,

existe uma aplicacdo = : V — R® tal que |z, — |]s = dy, para cada {u,v} € E?

O conjunto V representa os atomos em R® e o conjunto E sdo os pares de

atomos {u,v} cujas distdncias d,, sao conhecidas. No problema discreto de distancias
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moleculares, d;_;; é a distancia euclidianas entre os pontos 2 — 1 e ¢, para todo ¢ = 2, ..., n,
o angulo ;_5; € [0, 7] representa o angulo formado entre os segmentos definidos pelos
pontos ¢ — 2, i — 1 e 4, para todo i = 3,...,n e o dngulo de tor¢ao w; € [0, 27| representa
o angulo entre as retas normais dos planos definidos pelos pontos i — 3,7 — 2,7 — 1 e
i—2,1—1,14, para todo i = 4, ...,n [ver Figura 4]. Neste problema, a ordem em V' é definida

por uma cadeia linear de atomos conectados entre si por ligagoes covalentes.

Figura 4 — Definindo distancias, angulos e angulos de torcao.

O problema de distancias moleculares pode ser solucionado como um problema
discreto de distancias moleculares, caso seja possivel encontrar uma ordem entre os atomos
que satisfaca as suposicoes 1 e 2. Com base nas ideias do problema discreto de distancias
moleculares, formulamos o problema denominado problema discreto de distancias (PDD)
ou problema discreto de escalonamento multidimensional. Neste problema, temos como
dados de entrada as distdncias entre n pontos em R™, m € N. A seguir, apresentaremos os
conceitos béasicos do problema discreto de distancias moleculares, e em seguida mostraremos

as adaptacoes para o problema de escalonamento multidimensional.

3.3 Problema Discreto de Distancias Moleculares

A intuicao geométrica da formulacao discreta é que o i-ésimo atomo esta na
interseccao de trés esferas centradas nos atomos i — 3,7 — 2 e ¢ — 1 e com os respectivos
raios d;_3;, di—2; e d;_1,. Pelas suposicoes 1 e 2 do PDDM, a interseccao das trés esferas

Ve . . ~ 7 . 7 . . ~’ .
definem no maximo 2 posigoes possiveis para o atomo (denominadas i e i na Figura 5).

No caso em que uma subsequéncia de trés atomos consecutivos i, + 1 e 7 + 2,
onde o angulo 0,5 é km para k € Z, a formulacao discreta nao é possivel. Em outras
palavras, se o angulo 6,5 é multiplo de 7, temos a situacao apresentada na Figura 6, onde
d; i+3 € vidvel para todas as posi¢oes de 7 + 3 no circulo mostrado no desenho. Uma vez
que o conjunto {7} tem medida 0 em [0, 2], a probabilidade de qualquer instancia ser
discretizavel é 1. Este caso costuma ocorrer frequentemente na pratica (LAVOR et al.,
2008).
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i3 0i_3,i-1 iz,

(i+3)

Figura 6 — Uma instancia que nao pode ser discretizada.

Dadas as distancias dy 2, ..., dp—1,, 0s angulos 0,3, ...,0,_2, e os angulos de
torcao wi 4, ..., Wn—3,, as coordenadas Cartesianas x; = (21, %2, Z;3), para cada ponto i,
podem ser obtidas. Os angulos de torcao sao fornecidos pelas retas normais através dos
planos definidos pelos atomos i, it + 1, i +2ei+ 1,1+ 2, i+ 3, para i = 1,....,n — 3.

Descreveremos a seguir como as coordenadas sao calculadas.

3.3.1 Cdlculo das Coordenadas

O calculo das coordenadas é proveniente de um procedimento classico desen-
volvido por Eyring (EYRING, 1932). As coordenadas Cartesianas (x;1, x;2, x;3) para cada

atomo ¢ na molécula podem ser obtidas por:

ZB:LBQBZ ,Vz’e{l,...,n},

8

N

)
_ o O O
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onde B; é uma matriz identidade de dimensao 4,

-1 0 0 —d2
01 0 0
By = , 3.1
? 00 -1 0 (3:1)
00 O 1
—costh s —senths 0 —dyzcost s
0 —cosb 0 d 0
33 _ Sen 1,3 COS 1,3 2’38671 1,3 7 (32)
0 0 1 0
0 0 0 1
—00591_271' —senei_gﬂ- 0 —di_lyicosé’i_zi
B — senbi_g jcosw;_3; —cosbt;_g;cosw;_3; —senw;_s; d;i_1;5enb;_s;co8w;_3;
’ sentl_g jsenw;_g; —cosb;_o;senw;_3; coswi—g; di—1;5enb;_o;senw;_3; ’
0 0 0 1
(3.3)

para i € {4,...,n}. Entao, as coordenadas Cartesianas de todos os dtomos na molécula sao
determinados por cosw;_3; € senw;_3; para i € {4,...,n}.

A cada trés atomos consecutivos x;, T; i1, T;12, Ti+3, podemos obter o cosseno
do angulo de tor¢ao w;;3 em termos das distancias d; j11, di+1,i+3, dii+3 € angulos 0,42, 0;43.
De acordo com Pogorelov (POGORELOV, 1987), a lei do cosseno para um triedro indica

uma relagao entre o cosseno e o seno dos angulos formados por seus vetores e o cosseno do

angulo de tor¢ao [ver Figura 7.

v}
Y B -

S

Figura 7 — Angulos e angulo diedro de um triedro.

Sejam «, [ e v angulos dos planos e w o angulo diedral oposto a 7. A lei do

cosseno para um triedral é dada por

cosy = cosacosf + senasenfcosw.
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Visto que «, § € [0,7], podemos tomar sena = V1 —cos’a e senff =
V1 —cos?(3. Além disto, se a e [ sao diferentes de 0 e 7, podemos obter a seguinte

expressao:

coSa — cosacos3
V1 = cos2an/1 — cos?f3’

cosy =

Considere quatro atomos consecutivos com posi¢oes dadas por x;, T;11, Tit2,
Tiy3 € R% A fim de estudar o angulo diedral dado pelas retas normais através dos
planos definidos pelas posi¢oes x;, Tit1, Tiye € Tit1, Tir2, Tirs, podemos escolher o atomo
Ziy1 sendo o vértice comum de S. Um triedro é definido pelos vetores a = x; — x;41,
b=wx0— i1, C = Tir3 — Tiz1, respectivamente opostos aos angulos «, 5 e 7. Usando

distancias entre as coordenadas x;, x;.1, ;12, ;13 obtemos:

2 2 2

diji1 + divr 0 — diiio

cosa = ,
2d; i 1div1,i42

2 2 2
di+1,i+3 + di+1,i+2 - di+2,i+3

cosf3 =

Y

2d; 154351542

2 2 2
di,iJrl + di+1,i+3 - di,z’+3

2d; i1 1dit1,i43

cosy =

Usando estes valores, podemos obter o cosseno de um angulo de torcao em

termos de distancias entre atomos,

cosy — cosacosf

COS W
senasenf3

dzz,i+l+d12+1,i+3_d22,i+3
2d; i+1div1,i+3
senasenf
2 2 2
diiv1 + diys s — 2di1dig jescosacosf — di ;g

2d; i 41di41,5435enasen

— cosacosf3

(3.4)

Se substituirmos « por 6,5, [ por 6;,3 e w por w;,3 teremos, ver Figura 8§,

2 2 2
cosw B di77j+1 + dHl,Hg — 2d; i 41di11,i13€080; 12080, 41 13 — di,i+3 (3.5)
ii+3 = . )
2d; j11di15435€n0; i105€n0;41 543
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i+3

Figura 8 — Distancias, angulos e angulos de torg¢ao.

Fixando o primeiro a&tomo na origem, é possivel determinar as posi¢oes dos trés

primeiros atomos:

1 = 0 , Lo = 0 )

d2,300891,3 - d1,2
T3 = d27386n9173
0

O seno do angulo de tor¢ao w4 pode assumir apenas dois valores:
senwy 4 = £4/1 — (coswy 4)?,

uma vez que a distdncia entre z; e x4 também é conhecida (LAVOR et al., 2008). Conse-

. . ~ Va . /! 7’
quentemente, existem duas posigcoes possiveis, x4 e x 4, para o quarto atomo.

—dy 9 + da3c0801 3 — d3 acosth 3costs 4 + d3 4senb; 3senby scosw 4

Ty = dy 3senby 3 — ds 4senby 3c0802 4 — ds 4c050; 35€nby 4cosw 4
—dz 4senbsy 4(4/1 — (coswy 4)?)
e
—dy 9 + do3cosly 3 — ds scosth 3cosls 4 + ds 45enby 3senbs 4cosw 4
m; - dy 3senby 3 — ds 4senb 3c0809 4 — ds 4c050; 35enby 4coswy 4

—ds 45enbs.4(—1/1 — (coswy 4)?)
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Na proxima secao sera apresentada uma adaptacao para o problema de es-
calonamento multidimensional mantendo as ideias principais do problema discreto de

distancias moleculares.

3.4 Formulacao do Problema de Escalonamento Multidimensional

No problema de escalonamento multidimensional, vamos considerar um conjunto
de n pontos em R™, m € N. Definiremos em R® uma representacio desses n pontos que
mantém as mesmas distancias dadas em R™ entre os pontos i — 1 e i, para i € {2, ...,n},
i—2e1t, parai€ {3,..,n} e também entre os pontos i — 3 e i, para i € {4,...,n}. Neste
caso, todas as distancias sao conhecidas a priori e satisfazem as suposicoes 1 e 2 do PDDM.
Com essa representacao em R™, e utilizando as distancias conhecidas entre os pontos,
aplicamos o algoritmo branch-and-prune modificado, que serd apresentado no préximo
capitulo. O algoritmo tem como objetivo obter uma representacio em R* dos n pontos

tentando preservar as distancias dadas.

O primeiro passo do algoritmo branch-and-prune modificado ¢é verificar se a

matriz de dissimilaridades entre os pontos é uma matriz de distancias euclidianas.

3.4.1 Matrizes de Distancias Euclidianas

De acordo com as propriedades de norma, todas as entradas de uma matriz de
distancias euclidianas tem que estar de acordo com as propriedades da métrica euclidiana,

ou seja, a matriz D apresenta as seguintes propriedades:

d;; = 0 para todo ¢, J;

d;; = 0 para todo i;

d;; = dj; para todo i, j (matriz simétrica);

o d;; < di; + di; (desigualdade triangular).

A matriz D tem n® entradas, mas somente n(n — 1)/2 informacdes e qualquer
rotacdo, translacao ou reflexdo dos n pontos {zx, k € {1,...,n}} em R™, produz a mesma
matriz D (DATTORRO, 2005).

Apds garantir que a matriz D é uma matriz de distancias Euclidiana, o proximo
passo ¢ determinar as coordenadas dos n pontos em R¥. Na préxima secio, apresentaremos

a abordagem utilizada para os cédlculos das coordenadas através de interseccao das esferas.
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3.4.2 Pontos de Interseccdo de n esferas em R"

O problema de determinar os pontos de interseccao de n esferas em R" tem
muitas aplicacoes. Um exemplo é o problema de determinar as posicoes em R? dos dtomos
de uma molécula, dadas algumas distancias entre estes (LAVOR et al., 2008). Neste
problema, o método utilizado para encontrar os pontos de intersec¢ao ¢é restrito a pontos

em R3.

De acordo com Coope (COOPE, 2000), se as coordenadas de n pontos em
R™ sao conhecidas e queremos determinar as coordenadas de pontos cujas distancias aos
pontos dados sao conhecidas, este problema é equivalente a encontrar a interseccao de n
esferas em R”. Um caso simples é tomarmos 3 pontos em R? cujas distdncias a um quarto
ponto sao conhecidas, este quarto ponto é determinado encontrando a intersec¢ao das 3
esferas. Para n pontos em R", o problema é formulado como um sistema de n equacoes

nao lineares.

Seja a; € R", j € {1,...,n}, o centro das n esferas e d;, j € {1,...,n} os
correspondentes raios. O problema de interseccao de n esferas consiste em encontrar

x € R" que satisfaz as n equagoes nao-lineares:

|| X —ay ||§ = d?? jE {17"'7n}7 (36)

ou equivalentemente,

x'x —2x"aj+aja; = d;, je{l,..n} (3.7)

Em algumas casos, como apresentado aqui, os raios das esferas correspondem
as distancias. As suposi¢oes 1 e 2 do PDDM sendo satisfeitas, permite que o problema

seja solucionado via eliminacao Gaussiana e via decomposi¢ao ortogonal.

3.4.2.1 Solucdo via Eliminacdo Gaussiana

j uma matriz on unas sa vetor i\ ] ey N
Seja A € R"*" uma matriz onde as colunas sao os vetores a;, j € {1, ..., Se
os vetores {a; }?zl sao linearmente independentes, entdao a matriz A é nao singular e a

abordagem a seguir fornece uma técnica de solug¢ao simples. Temos,

alx=x'x+aja; —d})/2, (3.8)

para j € {1,2,...,n}. Primeiro, reescreveremos as equagoes nao-lineares (3.8) como

aJTX = (r+1b,)/2, (3.9)
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T

para j € {1,2,..,n},onde r =x" x e b; = aJTaj — d?, je{1,2,...,n}. Na forma matricial,

a equacdo (3.9) torna-se Az = (re + b)/2 ou

x = (ru+v)/2, (3.10)

onde

u=A"%e v=A"Th. (3.11)

1
Dai segue que, r = x'x = Z(ru + v)'(ru+ v) ou ainda,

(u'u)r? + 2u'v —4)r + viv =0, (3.12)

que é uma equacao quadratica escalar em r. Resolvendo temos

. 2 —ulv+ \/(2 —u’v)?2 — (uTu)(vTv)

, (3.13)

u’u

e as duas solugdes para x podem entdo ser recuperadas usando a equagao (3.10).
A abordagem acima é eficiente, pois exige a solucao de apenas dois sistemas
lineares (3.11) de ordem n com a mesma matriz sendo possivel uma decomposicao LU.
Infelizmente, esta abordagem esta restrita a matrizes cujas colunas sao linearmente

independentes.

Em alguns casos, a origem podera ser um dos n pontos, resultando em uma
coluna nula da matriz A. Esta é uma das situagoes que A sera singular. De acordo
com (COOPE, 2000), na maioria das aplicagdes o posto(A) = n — 1 pois, os pontos
a;, j€{l,...,n}, serao afimente independentes. Deste modo, uma possivel solucao quando
posto(A) = n — 1 é transladar a origem tornando A nao singular. A seguir, apresentamos

uma abordagem para solucionar este caso.

3.4.2.2 Solucdo via Decomposicao Ortogonal

Uma alternativa para solucionar o problema é aplicar uma translagio e rotacao/reflexao
aos eixos e entao trabalhar no espago transformado. Primeiro, desloca-se a origem para

um dos centros. Por conveniéncia, escolhemos o primeiro ponto aj.

Seja A* uma matriz n x (n — 1) de pontos deslocados:

A* =|ay —aj, a3 —ay,...,a, —ay]. (3.14)
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Vamos aplicar uma transformacao ortogonal de modo a anular as entradas da
ultima linha de A*. Calcularemos a fatoracao QR de A*:

R
A* = ann T ) (315>
0 x(n—1)

em que Q é uma matriz ortogonal nxn e R é uma matriz triangular superior (n—1) x (n—1).

Como Q é uma base de R" podemos escrever,

x—ale[y], (3.16)

ondeyeR"tezeR.

Um das vantagens desta transformacao é que as operacoes de translacao e
rotagdo/reflexdo preservam a distancia euclidiana, assim as equagoes (3.6) podem ser

escritas

ly—r;|5+2% = d, j={1,...n—1}, (3.17)

Iy 5 +2° = di, (3.18)

onde r; denota a j-ésima coluna de R. Usando a equagdo (3.16) para substituir os termos

nao lineares em (3.17) por dfl, temos o sistema de equacoes lineares

Ry =c, (3.19)

onde ¢ € R"! tem componentes
= 5 (@~ &t | 7y I3
A jll2)-

O sistema linear (3.19) ¢é facilmente resolvido por substitui¢ao e (3.18) fornece

o= By [ (3.20)

2= —vVdi—|yl3 (3.21)
e os pontos de intersec¢do sao determinados aplicando a transformagao (3.16).

Utilizando um dos dois métodos, determina-se duas posi¢oes possiveis para

o ponto. Em seguida, é realizada uma analise para determinar se esta ¢ uma solugao
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viavel ou nao. Caso a solucao seja inviavel, esta é podada de acordo com algum critério
estabelecido.
No préximo capitulo apresentaremos critérios de poda para as possiveis posigoes

e as principais modifica¢des no algoritmo branch-and-prune, tanto na sua estrutura de

busca quanto na de poda, permitindo generalizar como dados de entrada, pontos em R™.



4 Algoritmo Branch-and-Prune

Neste capitulo, apresentaremos uma breve descricao do algoritmo branch-
and-prune projetado para determinar as coordenadas cartesianas de cada atomo de uma
molécula, a partir de algumas distancias inter-atémicas conhecidas. Descreveremos também
as principais modificac¢oes realizadas no algoritmo, principalmente na estrutura de busca e

poda, que permitem generalizar os dados de entrada para distancias entre pontos em R™.

4.1 Motivacao

Um algoritmo é qualquer procedimento computacional bem definido que toma
algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz algum valor ou conjunto de
valores como saida (CORMEN; LEISERSON; RIVEST, 1990). Um algoritmo de busca em
um grafo é um algoritmo que percorre seus vértices e arcos. Ha4 muitas maneiras de fazer
tal busca. Cada estratégia de busca é caracterizada pela ordem em que os vértices sao

visitados.

Uma estratégia de busca conhecida é a busca em profundidade. Esta busca
progride através da expansao do primeiro vértice filho da arvore de busca e se aprofunda
cada vez mais, até que o alvo da busca seja encontrado ou até que ele se depare com um
vértice que nao possui filhos (vértice folha). Entdo, a busca retrocede (backtrack) e comega
no proximo vértice (EVEN, 2011). Numa implementagao nao-recursiva, todos os vértices

expandidos recentemente sao adicionados a uma pilha para realizar a exploracao.

Um exemplo de aplicagdo, que realiza busca em profundidade em uma arvore é
o de determinar a estrutura tridimensional de uma proteina. O problema de distancias
moleculares, apresentado no Capitulo 3, consiste em encontrar as coordenadas cartesianas

de atomos de uma molécula, conhecidas algumas de suas distancias.

No Capitulo 3 comentamos que a estrutura particular de algumas cadeias de
atomos permite que o espaco de busca seja reduzida a um conjunto discreto de pontos.
Esta particularidade, possibilita formular o problema discreto de distancias moleculares
(PDDM), o qual consiste em um subconjunto de instédncias do problema de distancias

moleculares (PDM).

O problema discreto de distancias moleculares, apresentado em (LAVOR et al.,

2011), contém a seguinte formulagao:

PROBLEMA DISCRETO DE DISTANCIAS MOLECULARES (PDDM):

dado um grafo nao-direcionado simples G = (V, E, d), tal que existe uma ordem em V|



Capitulo 4. Algoritmo Branch-and-Prune 51

satisfazendo:

1. E contém todos os cliques de quatro vértices consecutivos:
Vie{d,..,n}Vjkef{i—3, .. i} ({j,k} € E);

2. A desigualdade triangular estrita é satisfeita:
Vie{2,...n—1}, di_1i1<di_1; + diiq,

entdo existe uma aplicacdo x : V — R? tal que ||z, — 2, |2 = dy, para cada {u,v} € E ?

Para solucionar este problema foi proposto o algoritmo branch-and-prune (BP),

com base em uma abordagem combinatoria.

Intuitivamente, o problema discreto de distancias moleculares é descrito da

seguinte forma:

e conhecidas algumas distdncias entre os dtomos, em R?, é possivel determinar as

posicoes destes dtomos em R3?

O problema de escalonamento multidimensional métrico é descrito da seguinte

forma:

e conhecidas todas as distancias entre n pontos em R™, deseja-se encontrar n pontos em
R? ou R? com a “mesma” estrutura dos pontos originais permitindo uma visualizacdo

destes pontos.

Uma vez que o problema de escalonamento multidimensional métrico é um tipo
de generalizacdo do problema discreto de distancias moleculares, pensamos em realizar
modificagoes no algoritmo branch-and-prune para solucionar problemas de escalonamento
multidimensional. As modificagoes no algoritmo branch-and-prune tem como principio

permitir a imersdao de pontos de R™ em um espac¢o de menor dimensao.

Na proxima secao descreveremos a estratégia de poda do algoritmo branch-and-

prune.

4.2 Algoritmo Branch-and-Prune

O algoritmo tipo branch-and-prune é muito utilizado, por exemplo, para resolver
problemas de satisfagdo de restrigao (Constraint Satisfaction Problem - CSP) (KUMAR,
1992). Aplicagoes branch-and-prune utilizam técnicas de busca exaustiva baseadas em

ramificagdo (branch) e poda (prune) de ramos associados a solugoes inviaveis.
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Busca exaustiva é uma estratégia que percorre todo o espago de possiveis
solugoes em busca da solucao 6tima do problema. Tipicamente, uma solu¢ao por busca
exaustiva é composta de duas fungoes: uma que gera todas as possiveis solugoes e outra

que verifica se a solucao gerada é a solucao que atende ao problema.

No contexto apresentado, arvore é uma estrutura de dados formada durante a
busca, onde cada vértice indica uma solucao parcial do problema e cada ramo da arvore

representa um conjunto de possiveis solugoes viaveis a partir de um determinado vértice.

Os principais termos utilizados quando trabalhamos com arvore de busca binaria

Sao:

Vértices - sao todos os itens guardados na arvore,

e Raiz - é o vértice do topo da arvore,

Filhos - sao os vértices que vem depois dos outros vértices,

e Pais - sao os vértices que vem antes dos outros vértices.

Uma arvore binaria ¢ uma estrutura de dados caracterizada por nao ter ele-
mentos (4rvore vazia) ou ter um elemento distinto, denominado raiz, com dois ponteiros
para duas estruturas diferentes, denominadas sub-drvore esquerda e sub-arvore direita, ver
Figura 9. Uma arvore de busca binaria, pode ser representada por uma estrutura de dados

encadeados em que cada vértice ¢ um objeto.

Figura 9 — Arvore Binaria.

Além de um campo chave e de dados satélites, cada vértice contém campo

esquerdo, campo direito e p, que apontam para os vértices correspondentes a seu filho
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da esquerda, seu filho da direita e a seu pai, respectivamente (CORMEN; LEISERSON;
RIVEST, 1990).

Operagoes em uma arvore binaria requerem comparagoes entre vértices, em

que a busca por um valor especifico pode ser um processo recursivo ou iterativo.

O algoritmo branch-and-prune adaptado ao problema de proteinas utiliza a
busca em arvore binaria. Este algoritmo é caracterizado por fixar os 4 primeiros atomos
e a cada passo, encontrar duas possiveis posi¢oes, x; e x;, para o atomo ¢ que se deseja
representar em R?, podendo estas posicoes serem consideradas infactiveis, uma vez nao

respeitada a tolerancia predeterminada.

Existem trés possiveis resultados:

. ~ / ~ 7z . ~
1. ambas posicoes, x; e x,, sao factiveis: neste caso serao armazenadas e exploradas,

2. apenas uma das posicoes é factivel: somente a posicao factivel é armazenada e a

infactivel é descartada, ou seja, a arvore de busca é podada,

3. nenhuma posicao ¢é factivel: poda-se ambas e a busca retrocede na arvore.

A factibilidade é verificada por testes de poda. No problema discreto de distancias molecu-
lares, tem-se o seguinte teste de poda: para todos os pares de distdncias (j,7) € E com

j <1 (i é o dtomo atual e j é anterior a i), verifica-se

I '2) =2 || =dji |< e, (4.1)

em que € > 0 representa uma tolerancia predeterminada. Ou seja, a poda elimina posi¢oes
que acumulam erros que extrapolem uma tolerancia predeterminada. O procedimento
continua até encontrar todas as solugoes do problema ou para-se a busca apds encontrar o

ultimo atomo em uma posicao factivel.

Seja T uma representagao grafico da arvore de busca. Inicialmente, T ¢é iniciali-
zada para 1 — 2 — 3 porque os primeiros trés atomos pode ser fixado em posicoes factiveis
X1, Ty, T3, como explicado anteriormente. Em cada n6 de busca da arvore de posicao ¢

armazenameos:

e a posicao z; € R? do i-ésimo 4tomo;

o produto C; = Hj-lej das matrizes de torcao;

um apontador para o né pai P(i);

ponteiros para subnds L(i) e R(i).
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Algoritmo 1: ALGORITMO BRANCH-AND-PRUNE

inicio

BranchAndPrune(T, v,i,n)

se (i <n—1) entao

Calcule as possiveis posi¢oes para o i-ésimo atomo:
Calcule as matrizes de torcio B; e Bj;

Recupera a matriz de tor¢ao C;_; do vértice P(v);
Calcula C; = C;_1B;, C; = Cl-,lB;- e x;, x; de Cy, C’;y;
Seja A =1, p=1;

Verificar Factibilidade:

para todo (j,i) € E faga

Seja 5 = (| 2 — s |* =d3)? e 65 = (|| 5 — x; |I* =d5,)%;

se (;; > €) entao

fim
Criar subvértices conforme exigido:
se (A=1) entao
Criar um vértice z, armazenar C; e x; em z, seja P(z) =v e L(v) = z;
T —Tu{z};
BranchAndPrune(T, z,i + 1,n); sendo
L(v) = PODA;
fim
se (p = 1) entao
Criar um vértice 2 , armazenar C; e x; em z , seja P(2) = v e R(v) = 2';

T—Tu{z};
BranchAndPrune(T’, z',i + 1,n); sendo
R(v) = PODA;
fim
fim
fim

No Algoritmo 1, tem-se o pseudo-cédigo do algoritmo branch-and-prune.

No problema de escalonamento multidimensional, os erros possuem outras
caracteristicas que exigem uma estratégia de poda mais complexa, devido a transformacao
de R™ para R3.

A seguir, comentaremos sobre o algoritmo de Dijkstra que servird de base para
formular a estratégia de poda para solucionar problemas de escalonamento multidimensio-

nal.
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4.3 Problema do Caminho Minimo

O problema do caminho minimo, considerado cldssico em otimizac¢ao combi-
natéria tem sido amplamente estudado (DENARDO; FOX, 1979; DEO; PANG, 1979;
DIAL et al., 1979; DIJKSTRA, 1959), em vista de suas aplica¢oes em intiimeras situagoes
praticas que ocorrem em transportes, logistica, redes de computadores e de telecomu-
nicacoes, etc. Estas situagoes sao conhecidas como o problema do caminho minimo pois
visam minimizar o custo entre dois vértices; custo este dado pela soma dos pesos de cada
aresta percorrida. H4 um grande ntimero de situagoes possiveis ao se efetuar uma busca dos
caminhos minimos, podendo-se considerar ou nao diversas premissas, como por exemplo

(NETTO, 1979):

1. obtencao dos caminhos minimos de um vértice dado, aos vértices restantes quando o

peso das arestas sao nao negativos;

2. obtenc¢ao dos caminhos minimos de um vértice dado, aos vértices restantes quando

os pesos das arestas sao arbitrarios;
3. obtenc¢ao dos caminhos minimos entre todos os pares de vértices;

4. generalizacoes do problema dos caminhos minimos.

O problema dos caminhos minimos com uma tnica fonte ' consiste em: dado
G = (V, E) um grafo ponderado, obter um caminho mais curto de um determinado vértice

de origem s € V até todo vértice ve V.

Um algoritmo para resolver o problema dos caminhos minimos com tnica fonte
foi proposto por E. W. Dijkstra (DIJKSTRA, 1959). A motivac¢ao surgiu quando lhe foi
solicitado minimizar a quantidade de cabos no painel de um computador que estava sendo

projetado.

Apresentaremos aqui uma breve descricao formal do algoritmo.

4.3.1 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra é o mais conhecido dos algoritmos para problemas dos
caminhos de custo minimo entre vértices de um grafo e, na pratica, o mais empregado.
Foi criado por um cientista da computagao chamado Edsger W. Dijkstra. Escolhido um
vértice como raiz de busca, o algoritmo calcula o peso (custo) minimo deste vértice aos
demais vértices de um grafo orientado ou nao, com arestas de peso nao negativo, em tempo
computacional O([m + n]logn) onde m representa o nimero de arestas e n representa
o nimero de vértices (CORMEN; LEISERSON; RIVEST, 1990). O algoritmo nao foi

1

Single source shortest paths problem
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desenvolvido para aplicagoes onde as arestas apresentam pesos negativos. No contexto
apresentado, a restricao de todas as arestas possuirem pesos nao negativos nao cria

dificuldades, pois os pesos no problema apresentado representam erros.

O algoritmo de Dijkstra resolve o seguinte problema. Dado um grafo ponderado

G = (V,E,w) e um vértice como raiz de busca s, ele devolve:

1. para cada vértice v € V', o peso de um caminho minimo de s a v e

2. uma arvore dos caminhos minimos com raiz em s. Um caminho de s a v nesta arvore

¢ um caminho minimo de s a v em G.
Para cada vértice v € V, o algoritmo mantém dois atributos dist[v] e cam[v]:

e dist[v] é uma estimativa do caminho mais curto até v. Inicialmente, as estimativas

do caminho mais curto de todos os vértices além da fonte sdo tomados como co.

e cam|v] armazena o antecessor de v em um caminho de s a v com peso dist[v]. E

utilizado para representar a arvore dos caminhos minimos que o algoritmo devolve.

Os passos sao apresentados no Algoritmo 2. Se v # s e cam[v] «— Nulo, isto
significa que v nao pertence a arvore determinada até o momento. Apds a inicializacao, o

algoritmo atualiza a distancia estimada de um vértice ao longo de uma aresta.

No Algoritmo 2, T representa a arvore dos caminhos mais curtos a fonte s, ou
seja, T' é a informacao de saida. O algoritmo comega com uma arvore contendo apenas s e,

a cada iteragao, um novo vértice é acrescentado a T
Exemplo:

Seja G(V, E,w) um grafo orientado [ver figura 10]. Seja S o vértice de origem
(raiz) do grafo. Atribui-se zero a sua dist[.S] pois o peso de ir de S a S é zero. Todos os

outros vértices i tem suas distdncias dist|i] inicializadas com infinito (inf).

A partir de S consulta-se os vértices adjacentes a ele [ver figura 11}, que no

grafo G sdo U e X. Seja Z todos os vértices adjacentes, entao

1: Se dist[Z] > dist[S] + w(S, Z) entdo
2: dist|Z] = dist[S] + w(S, Z),
3: cam|Z] «— S .
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Algoritmo 2: ALGORITMO DIJKSTRA
Entrada: Grafo ponderado direcionado G = (V,E,w), um vértice inicial
5.
Saida: Vetor de disténcias dist[] do vértice s a todos os outros e
cam[] .
inicio
dist[s] «— 0
cam|s] «— inde finido
para cada v € V faga
se v # s entao
dist[v] «— oo
cam|v] «— inde finido
fim

adiciona v em W
fim

se W # ¢J entao
u «— vértice em W com minima dist[u]

remover © de W
fim

para cada v adjacente a u faga

se dist[v] > dist[u] +w(u,v) entao
dist[v] = dist[u] + w(u,v)
cam|v] «— u

fim

fim

fim

| @1@
\@ ¥0

Figura 10 — Funcionamento do Algoritmo de Dijkstra.

Dentre todos os vértices adjacentes, escolhe-se aquele com menor distancia.

Neste caso, vértice X, pois dist[X] =5 [ver figura 12].

A partir de X consulta-se os vértices adjacentes a X que nao fazem parte
do caminho [ver figura 13|, que no grafo G sao V e Y. Para os vértices adjacentes Z,

calcula-se:
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Figura 12 — Funcionamento do Algoritmo de Dijkstra.

1: Se dist[Z] > dist[X] + w(X, Z) entdo
2: dist[Z] = dist[X] + w(X, Z),
3: cam|Z] «— X.

U v
— 1
P4
10 /,v
S 3 6
¢ .9 4

Figura 13 — Funcionamento do Algoritmo de Dijkstra.

Dentre todos os vértices adjacentes, escolhe-se aquele com menor distancia.

Neste caso, vértice Y, pois dist[Y] = 7 [ver figura 14].
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Figura 14 — Funcionamento do Algoritmo de Dijkstra.

A partir de Y consulta-se os vértices adjacentes a Y que nao fazem parte do
caminho [ver figura 15|, que no grafo G é apenas o vértice V. Para os vértices adjacentes
7, calcula-se:

1: Se dist[V] > dist[Y] + w(Y, V) entao

2: dist[V] = dist[Y] + w(Y, V),
3: cam|[V] «—Y.

RONSO

; 9/'6:
5 ! / *:4
AOE O

Figura 15 — Funcionamento do Algoritmo de Dijkstra.

JOS

Dentre os vértices nao pertencentes ao caminho, escolhe-se aquele com menor

distdncia. Neste caso é o vértice U, pois dist[U] = 10 [ver figura 16].

Inclui-se entao U e consulta-se os vértices adjacentes a ele que nao pertencem

ao caminho, que é apenas o vértice V' [ver figura 17].

1: Se dist[V] > dist[U] + w(U, V') entao
2: dist[V] = dist[U] + w(U, V),
3: cam|[V] «— U.
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Lot T A
OSEEpr

9 4
5 ! / y
Ny
2
X Y
Figura 17 — Funcionamento do Algoritmo de Dijkstra.

Dentre os vértices nao pertencentes ao caminho, escolhe-se aquele com menor
distancia. Neste caso é o unico vértice V', pois dist[V] = 11. Faz-se V' pertencer ao caminho
e a busca ¢ finalizada [ver figura 18]. Na figura 18 podemos observar, por exemplo, que o

peso do caminho minimo de S'a V' é 11 e o caminho é S - U — V.

U v
— 1
P 4
10
o
4
5 ! / '
Ny
2
X Y
Figura 18 — Funcionamento do Algoritmo de Dijkstra.

Existem varias aplicagoes do algoritmo de Dijkstra, entre estas estao: saber

a trajetéria de menor distancia entre 2 cidades tendo conhecimento de diversas estra-
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das que passam por varias cidades; calculo de rotas para GPS; otimizacao de redes de
telecomunicagoes e processamento de imagens (XIAO-YAN L., 2010; SINGAL P., 2014).

Apresentaremos nas proximas se¢oes como ¢ realizada a busca no algoritmo
branch-and-prune modificado e a estratégia de poda com base no algoritmo de Dijkstra

adotada para solucionar problemas de escalonamento multidimensional.

4.4 Branch-and-Prune Modificado

Nesta secao, descreveremos os principais passos do algoritmo branch-and-prune

modificado. Os dados iniciais ou dados de entrada do algoritmo sao:

e uma matriz n x n cujo os elementos sao dissimilaridades,

e dimensao de imersao k, principal caso, k = 3.

O primeiro passo do algoritmo branch-and-prune modificado é elevar ao qua-
drado cada componente da matriz de entrada e analisar se esta matriz é considerada uma
matriz de distancias euclidianas. Inicialmente, verifica se

1. d(z,y) = 0: ndo negatividade;

2. d(z,y) =0 z=y;

3. d(z,y) = d(y, x): simetria;

4. d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2): desigualdade triangular.
Caso a matriz atenda as condigoes iniciais, o proximo passo é calcular as posigoes dos k + 1
primeiros pontos: fixamos o primeiro ponto na origem, determinamos as posi¢oes dos k + 1

primeiros pontos através da resolugiao de sistemas nao lineares apresentados na segao 3.3.2.

Para k = 3, fixa-se os 4 primeiros pontos. Os dois primeiros pontos sao determinados por:

dl2
X1 = 0 3 Xo = 0

0

O terceiro ponto é determinado pela soluc¢ao das 2 equagoes nao-lineares:

| x5 — %y |3 = dis, (4.2)



Capitulo 4. Algoritmo Branch-and-Prune 62
I x5 =%z |3 = dis, (4.3)
ou equivalentemente,

(d3y + di, — d3y)/2dss

xy = | \/dh = (e + By — o) 2d)?

0

O quarto ponto é determinado pela solucao do sistema:

x4 —x1 |3 = diy, (4.4)
| x4 =2 [I3 = d3, (4.5)
| x4 — x5 |5 = d3;. (4.6)

As demais posi¢oes também podem ser calculados via decomposi¢ao ortogonal

ou eliminacao Gaussiana, secao 3.3.2. Neste processo, em cada passo, podem ocorrer trés

situacoes:

e nenhuma solucao é encontrada: neste caso, o problema nao atende a desigualdade

triangular estrita, ou seja, Vi € {2,....,n — 1}, di—1;41<di—1; + diit1;

e apenas uma solugdo é encontrada: neste caso, armazena-se o erro e busca-se o proximo

ponto;

e duas solugdes sao encontradas.

As duas possiveis solucoes encontradas sao oriundas da eliminacao de Gauss,

como visto na equagao (3.13):

2—ulv+4/(2—uTv)?2— (uTu)(viv)

r =
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onde u e v sao dados em (3.11).

Enquanto, por decomposicao ortogonal, as duas possiveis soluc¢oes sao encon-

tradas por:

n=Vdi— |yl . z=-d-|yl3

onde d; ey sao dados em (3.18) e (3.16), respectivamente.

No caso de serem encontradas duas solugoes, o proximo passo ¢ analisar a
factibilidade destas solugoes parciais. A busca acha todas as solugoes com erro minimo, ou
seja, todas solugdes com mesmo erro final aparecem no final do processo. Na préxima secao,
serao apresentadas as principais alteragoes na estratégia de poda com base no algoritmo
de Dijkstra.

45 Estratégia de Poda do Algoritmo Branch-and-Prune Modifi-

cado

A poda do algoritmo branch-and-prune aplicado a proteinas ocorre quando o
erro entre as distancias ¢ maior que a tolerancia €, como podemos ver no teste de poda em
(4.1). Neste caso, as distancias sdo oriundas do préprio espaco de imersdo, ou seja, estes
erros sao minimos sendo na maioria dos casos erros computacionais. Generalizando este
processo para pontos em R, ao tentar representar estes pontos em ]R?’7 geralmente o erro
é muito maior que €. Assim, para tolerancias muito pequenas, o algoritmo interrompe o
processo nao chegando a uma solucao. Para evitar este tipo de situacao é necessario um

aprimoramento no teste de poda.

O algoritmo branch-and-prune determina pontos em R? preservando as distancias
da matriz 7-diagonal: a diagonal nula e as trés primeiras diagonais acima e abaixo da
diagonal da matriz de distancias original D. Uma matriz D,,,, é definida (2k + 1)-diagonal
se d;; = 0, sempre que | i — j |> k. Por exemplo, seja Dgys uma matriz de distancias

euclidianas:

0 dig diz dig dis die
dig 0 doz doy das dag
diz doz 0 d3y dzs dsg
diy dog dzg 0 dys das
dis dos dzs dys 0 dsg
dig das dze dag dsg O
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O algoritmo branch-and-prune preserva as seguintes distancias:

0 d12 d13 d14 * *
d21 0 d23 d24 d25 *

ds; d 0 dsqs dss d
D* 31 032 34 U35 d3e

A poda neste caso tem como objetivo encontrar solucoes onde as distancias
que nao sao preservadas (d;; = =) estejam proximas, o maximo possivel, das distancias
originais, ou seja, minimiza-se o erro nestas posi¢oes. Sendo o objetivo encontrar solugoes
com erro minimo, a estratégia de busca do algoritmo branch-and-prune modificado teve
como base o algoritmo de Dijkstra. Busca-se encontrar solu¢des com um erro minimo

dentre todas as solugoes.

Seja D, , uma matriz de distancias euclidianas e T" a representacao grafica
da arvore de busca que ¢ inicializada pelas posi¢oes 1 — 2 — 3 — 4, sem presenca de
erro, logo sem ocorréncia de poda. As posi¢oes x1, o, T3, € a quarta posicao x4 podem ser

fixadas em qualquer uma das duas possiveis posigoes sem gerar erro (LAVOR et al., 2012).

Fixando as posigoes x1, Tq, T3 € x4, encontra-se as posigoes x5 e 5 solucionando

sistemas nao lineares. Calcula-se o erro das duas solugbes parciais:
/
(xla Lo, X3, T4, xS) € (xla T2, X3, T4, 1'5).

Uma das possiveis maneiras de definir o erro é por uma p-norma matricial da diferenca
entre a matriz parcial de distancias originais DP e DPgp a matriz parcial de distancias

encontradas através do Algoritmo 3:
Erro =|| DP — DPgp ||,.

No préximo capitulo abordaremos algumas anélises de erro juntamente com

algumas simulagoes.

Apébs o calculo do erro, a posi¢cado que apresentar erro minimo, por exemplo
x5, é utilizada para encontrar as posigoes dos préximos pontos, enquanto que a solugao
com maior erro, xs, € armazenada. Apds encontrar a solucao parcial com erro minimo,
determina-se as posigoes zg e 5. Novamente, calcula-se o erro das duas solugoes parciais e
analisamos a posicao que apresenta erro minimo. Supondo que x5 apresente erro minimo
entre as solugoes parciais, esta ¢ utilizada para encontrar as posi¢oes dos proximos pontos,

Tg € T, enquanto que a solu¢do com maior erro é armazenada.
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A busca prossegue até que todas as solugoes com erro minimo sejam encontradas.
Logo, o algoritmo realizou uma busca até deparar com um vértice que nao possui filhos, ou
seja, realizou uma busca em profundidade. Tanto o algoritmo branch-and-prune quanto o
branch-and-prune modificado, encontram todas as solu¢ées com erro minimo. Esta é uma
caracteristica da escolha do algoritmo Dijkstra como referéncia na busca por solugoes. O
maior problema deste algoritmo esta no fato de nao existir uma poda definitiva de possiveis
solucoes antes das solucoes 6timas serem encontradas, sendo necessario armazenar uma
grande quantidade de dados. Este problema nao impede de encontrar as solugoes 6timas,
mas pode ocasionar falhas pelo excesso de memoria ocupado. Uma solugao alternativa ¢é

apresentanda na préxima secao.

4.6 Nova Poda

Na auséncia de poda, o algoritmo encontra todas as possiveis solugoes antes de
obter uma solucao 6tima, sendo necessario armazenar uma quantidade excessiva de dados
calculados em cada iteracao. Desta forma, temos que a maior dificuldade deste algoritmo
esta no esfor¢o computacional exigido. Para solucionar este transtorno, foi implementada

um novo tipo de poda.

Na busca, mesmo obtendo uma soluc¢ao parcial com erro minimo, nao podemos
descartar quaisquer outras solugoes parciais com erros maiores, uma vez que faltam vértices
para completar a solucao, ou seja, ¢ possivel que a melhor solucao até o momento deixe de
ser nos passos seguintes. Uma forma encontrada para solucionar esta dificuldade consiste
em localizar uma solug¢ao gulosa, que é determinada pelas posi¢oes com erro minimo
entre as duas possiveis posi¢oes, ou seja, a busca prossegue escolhendo a melhor posicao
com base nas informagoes locais, estratégia conhecida como estratégia gulosa (CORMEN;
LEISERSON; RIVEST, 1990; BANG-JENSEN J., 2004). A partir deste erro poda-se
qualquer solugao parcial que possua um erro até entao maior. Assim, as solugoes podadas
até encontrar a solugdo 6tima nao poderiam ser étimas, pois seu erro ja é maior que o da
solucao gulosa encontrada mesmo nao estando ainda completas. Estes passos sao repetidos

até se obter o ponto n, ou seja, até encontrar possiveis solugoes 6timas.

O préximo passo apds encontrar uma possivel solucao 6tima é podar todas as
solucoes parciais com erro maior que o erro apresentando pela possivel solu¢ao 6tima. Ou
seja, esta busca retrocede (backtrack) e avalia, se necesséario, o proximo vértice. Apés a
poda, dentre as soluc¢oes parciais restantes, escolhe-se aquela com erro minimo. A partir da
solucdo parcial escolhida, z;, determina-se as posi¢oes ;11 € x;, ;. Novamente, calcula-se
o erro das duas solucoes parciais armazenando a posi¢cao que apresentar maior erro. A
solugao parcial com erro minimo sera comparada com a possivel solug¢ao 6tima, podendo

apresentar trés situagoes, como sera mostrado abaixo.
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Erro préximo ao da possivel solugao 6tima: a proximidade é analisada,
neste trabalho, pela diferenca entre os erros com precisao de 107, O préximo passo é
verificar se a solucao parcial apresenta n pontos, nimero de pontos do conjunto de entrada.
Neste caso, a solugao parcial é acrescentada ao conjunto de possiveis solugoes étimas. Caso

contrario, permanece no conjunto de solugoes parciais.

Erro menor ao da possivel solucao 6tima: Se a solucao parcial apresentar n
pontos, entao, as possiveis solucoes 6timas serao podadas e a solugao parcial é acrescentada

ao conjunto de possiveis solugoes dtimas.
Erro maior ao da possivel solucao 6tima: A solucao parcial serd podada.

Estes passos sao realizados enquanto existirem solug¢oes nao podadas. Neste
caso, a poda faz com que a busca pare de avaliar solucoes que apresentem erros piores do
que solugoes previamente examinadas, retornando no final do processo um conjunto de

solugdes Otimas para o problema.

A Figura 19 mostra um exemplo da nova poda, onde tem-se 8 pontos em R™ e

deseja-se obter a mesma estrutura em R3.

Como pode-se observar na Figura 19, foram feitas varias escolhas que pareciam
ser a melhor no momento, com objetivo de ter uma solug¢ao 6tima no final. Inicialmente,
fixamos as posic¢oes

152534,

e determinamos as duas possiveis posi¢oes para o quinto ponto, 5 e 6. Entre estas duas, o

ponto 5 apresenta menor erro, assim tem-se como solucao parcial
1-2—-53—-4-05.

Fazemos isso sucessivamente, até encontrar a solucao

152—>354—>5->8—>9—12. (4.7)

Esta solugao apresenta um erro maior do que o erro da solucao parcial,
1-2-53—-4—-5->8—10.

Neste caso, armazena-se a solu¢ao encontrada até o momento e analisa-se a

solucao parcial, obtendo como solugao
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Figura 19 — Estratégia de Poda.

1-2-3-4—-5—-8—-10—13.

Ou seja, ao encontrar uma solugao com menor erro, poda-se a solugao encontrada
até o momento. Tendo esta solu¢ao um erro menor do que a solu¢ao encontrada, tem-se

esta como solugao 6tima, caso contrario, (4.10) é a solugao étima.

Um dos objetivos da nova poda no algoritmo branch-and-prune modificado ¢é

reduzir o nimero de vértices a serem analisados na arvore de busca, reduzindo assim a
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quantidade de memoria utilizada.

O algoritmo com auséncia de poda e com uma poda definitiva sdo equivalentes,
no sentido de que ambos encontram apenas as solu¢des minimas. Entretanto, do ponto
de vista de eficiéncia computacional, o procedimento com nova poda é menos eficiente
em relagao ao tempo de processamento, quando comparado ao mesmo procedimento sem
poda, contudo, ganha muito no que se refere a espaco de memoria utilizado, uma vez que

a poda pode ser feita desde o inicio, eliminando conjuntos de solugoes parciais nao 6timos.

No proximo capitulo, serao apresentados alguns resultados computacionais
obtidos com o algoritmo branch-and-prune modificado (nova poda), onde também apre-
sentamos comparacoes com os resultados do método analise de coordenadas principais,

apresentado no Capitulo 2.



5 Resultados Computacionais

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados obtidos a partir do algoritmo
branch-and-prune modificado com a nova poda e faremos uma comparac¢ao com o método

andlise de coordenadas principais apresentado no Capitulo 2.

5.1 Avaliacao dos Métodos

A analise dos resultados obtidos pelos dois métodos tem como base as seguintes
variaveis: nimero de pontos no espaco de origem, dimensao do espago de origem, dimensao
de imersao, erro utilizado na poda e erro cometido ao tentar manter a matriz de distancias
originais.

Os testes realizados variam com o ntmero de pontos e dimensao do espaco
em que estes pontos se encontram, sendo mantida a analise para dimensao de imersao
com k = 3 que caracteriza a principal aplicacao, ou seja, obter a visualizacao da estrutura
destes pontos e norma-2 para célculo do erro na poda. Foram gerados pontos em RY e
calculadas as matrizes de distancias euclidianas entre os pontos, logo sao conhecidas todas
as distancias. A comparacao da estrutura original e a estrutura de imersao foi realizada
com base nos erros dados por uma p-norma matricial da diferenca entre a matriz de
distancias originais D e Dgp a matriz de distdncias dos pontos obtidos pelo algoritmo BP

modificado,
Erro=| D — Dgp ||,

referentes & norma-2, norma-4 e & norma infinito ou norma do maximo.

5.2 Resultados para N dimensoes de origem

O algoritmo branch-and-prune modificado foi implementado em Matlab2010
e para analise de coordenadas principais foi utilizada a funcao cmdscale no Statistics
Toolbox™ . As instancias nesta secao foram geradas pelo comando rand do Matlab2010
que fornece nimeros aleatérios distribuidos uniformemente no intervalo (0, 1). Todos os
resultados descritos nesta secao foram testados em um computador com processador Intel
Core 2 Duo 2.66GHz e sistema operacional MAC OSX.

Observando as tabelas 5.1 a 5.7 referentes as dimensoes de origem, pode-

se verificar que os erros para o algoritmo branch-and-prune modificado sao menores,
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e Dimensao de Origem N = 4 e Dimensao de Imersao k = 3
’ Algoritmos \ Normas \ Teste 1 \ Teste 2 \ Teste 3 \ Teste 4 | Teste 5
Anélise de Coordenadas Principais | Norma-2 | 0,4778 | 0,8745 | 0,3462 | 0,3829 | 0,8245
Norma-4 | 0,3458 | 0,9712 | 0,2919 | 0,2931 | 0,4489
Maéaximo 0,2204 | 0,8128 | 0,1948 | 0,2083 | 0,2433
Branch-and-Prune Modificado Norma-2 | 0,0159 | 0,0388 | 0,0944 | 0,0285 | 0,1781
Norma-4 | 0,0189 | 0,0462 | 0,1122 | 0,0339 | 0,2118
Maéaximo 0,0159 | 0,0388 | 0,0944 | 0,0285 | 0,1781
Tabela 2 — Comparacio entre os métodos. 5 pontos gerados em R*
e Dimensao de Origem N = 4 e Dimensao de Imersao k = 3
’ Algoritmos \ Normas \ Teste 1 \ Teste 2 \ Teste 3 \ Teste 4 | Teste 5
Anélise de Coordenadas Principais | Norma-2 | 12,1288 | 8,7966 | 11,3265 | 8,0702 | 10,7964
Norma-4 | 4,8843 | 3,4553 | 4,1671 | 3,6504 | 4,1463
Méximo 2,9314 | 2,1207 2,6724 | 2,2118 2,5915
Branch-and-Prune Modificado Norma-2 | 4,6153 | 3,7754 | 4,3844 | 3,7142 | 4,6084
Norma-4 | 2,7484 | 2,1704 | 2,5165 | 2,2383 | 2,6381
Maéaximo 1,2694 | 1,0066 | 1,1307 | 1,0917 | 1,2205
Tabela 3 — Comparacao entre os métodos. 30 pontos gerados em R*
e Dimensao de Origem N = 10 e Dimensao de Imersao k = 3
’ Algoritmos \ Normas \ Teste 1 \ Teste 2 \ Teste 3 \ Teste 4 | Teste 5
Anélise de Coordenadas Principais | Norma-2 | 11,0401 | 16,0654 | 14,5836 | 23,0543 | 22,4684
Norma-4 | 7,4061 | 9,7017 | 8,2007 | 13,0513 | 14,3134
Méximo | 5,4054 | 7,0586 | 5,4576 | 9,2882 | 11,2151
Branch-and-Prune Modificado Norma-2 3,8687 2,6868 3,1115 3,5264 3,3147
Norma-4 | 3,4057 | 2,9670 | 2,9706 | 3,6138 | 2,6461
Maximo 2,0907 | 2,3031 | 2,0033 | 2,7891 1,5707
Tabela 4 — Comparacio entre os métodos. 10 pontos gerados em R'°
e Dimensao de Origem N = 50 e Dimensao de Imersao k = 3
’ Algoritmos \ Normas \ Teste 1 \ Teste 2 \ Teste 3 \ Teste 4 Teste 5
Anélise de Coordenadas Principais | Norma-2 | 392,0143 | 351,6853 | 380,5167 | 353,4899 | 424,2512
Norma-4 | 182,3993 | 176,6635 | 184,3586 | 168,5463 | 201,6522
Méximo 98,1856 | 120,4037 | 114,6035 90,5813 | 113,7591
Branch-and-Prune Modificado Norma-2 | 17,8805 | 16,3047 | 18,9781 | 17,6342 | 16,9658
Norma-4 | 16,6094 | 15,4366 | 17,3233 | 15,9579 | 16,0181
Maximo 10,3596 9,1038 | 10,7033 9,6082 | 10,9581

Tabela 5 — Comparacio entre os métodos. 10 pontos gerados em R

independente da quantidade de pontos e da dimensao de origem. Por exemplo, na tabela

5.3), foram gerados 10 pontos em R e na coluna do Teste 1 pode-se observar que
g

os pontos gerados pelo método andlise de coordenadas principais apresentam erro de

11,0401 em relagao as distancias originais para norma-2, 7,4061 em relacao as distancias

originais para norma-4 e 5,4054 para norma do maximo. Para os pontos gerados pelo

algoritmo branch-and-prune modificado (BPM), suas distdncias possuem erro 3,8687 para
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e Dimensao de Origem N = 50 e Dimensao de Imersao k = 3
] Algoritmos \ Normas \ Teste 1 \ Teste 2 \ Teste 3 \ Teste 4 \ Teste 5 ‘
Analise de Coordenadas Principais | Norma-2 | 871,4361 | 783,4989 | 707,7136 | 754,3872 | 833,0048
Norma-4 | 273,5995 | 253,1707 | 217,6220 | 235,2813 | 263,2131
Méximo | 129,6438 | 121,5897 | 100,9276 | 124,7464 | 124,6632
Branch-and-Prune Modificado Norma-2 63,3054 61,7057 60,5103 63,0439 69,4805
Norma-4 | 31,7384 | 30,8361 | 30,8000 | 31,0484 | 37,9116
Maximo 11,7142 12,1531 12,0348 15,3323 17,1210
Tabela 6 — Comparacao entre os métodos. 30 pontos gerados em R
e Dimensao de Origem N = 500 e Dimensao de Imersao k& = 3
[ Algoritmos [ Normas | Teste 1 | Teste 2 | Teste 3 | Teste 4 | Teste 5 ]
Analise de Coordenadas Principais | Norma-2 | 3,3017c+04 | 3,70856+04 | 3,40260+04 | 3,4577c+04 | 3,5723c+04
Norma-4 | 1,1607e+04 | 1,2836e+04 | 1,1157e4+04 | 1,1709e+04 | 1,1837e+04
Méximo | 0,6174e+04 | 0,7014c+04 | 0,6105¢+04 | 0,5622c+04 | 0,56260+04
Branch-and-Prune Modificado Norma-2 | 0,0349e+04 | 0,0354e+04 | 0,0364e+404 | 0,0351e+04 | 0,0348e+04
Norma-4 | 0,0247e+04 | 0,02476+04 | 0,0249¢+04 | 0,02466+04 | 0,0248e+04
Maximo | 0,0092e+04 | 0,0093e+04 | 0,0093e+04 | 0,0090e+04 | 0,0090e+04
Tabela 7 — Comparacio entre os métodos. 20 pontos gerados em R5%
e Dimensao de Origem N = 1000 e Dimensao de Imersao k£ = 3
[ Algoritmos [ Normas | Teste 1 | Teste 2 | Teste 3 | Teste 4 | Teste 5 |
Analise de Coordenadas Principais | Norma-2 | 1,0991e+05 | 1,0033e+05 | 1,0386e+05 | 1,0660e+05 | 1,0216e+05
Norma-4 | 4,7893e+04 | 4,3779e+04 | 4,5476e+04 | 4,6649e+04 | 4,3813e+04
Méximo | 2,6382e+04 | 2,4508e+04 | 2,5950e+04 | 2,4297e+04 | 2,4630e+04
Branch-and-Prune Modificado Norma-2 | 0,0344e+04 | 0,0344e+04 | 0,0338¢+4-04 | 0,0346e+04 | 0,0338e+04
Norma-4 | 0,0334e+04 | 0,0376e+04 | 0,0378e+04 | 0,0332e+04 | 0,0334e+04
Miéximo | 0,0173e+04 | 0,0266e+04 | 0,0267e+04 | 0,0170e+04 | 0,0175e+04
Tabela 8 — Comparacio entre os métodos. 10 pontos gerados em R

norma- 2, 3,4057 para norma-4 e 2,0907 para norma do maximo. Podemos notar que

hé uma diferenca significativa entre os métodos, ou seja, os resultados mostram que o

algoritmo branch-and-prune modificado conserva melhor as distancias originais permitindo

uma visualizacdo mais precisa de sua estrutura. Mais especificamente, com relacao ao

aumento da dimensao de origem e aumento do ntimero de pontos, houve uma reducao

significativa do erro quando comparado com o método analise de coordenadas principais

(ACP).

Na Figura 20, tem-se um grafico contendo os perfis de desempenho (DOLAN E.
D.; MORE, 2002) do BPM e ACP. Os perfis de desempenho sdo uma técnica poderosa na

comparacao do desempenho de softwares. Para a criagdo deste grafico, um mesmo conjunto

de problemas foi resolvido pelo BPM e ACP, medindo-se erros na solugao. A partir destes

dados, calculou-se as razoes de desempenho e, entao, os perfis de desempenho. A razao de

desempenho mostra o comportamento de um software na resolu¢ao de um determinado

problema.
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Figura 20 — Perfis de desempenho para ACP e BPM.

Observando a curva do perfil desempenho BPM, vé-se que ele obteve melhor

desempenho que o ACP, em quase 100% dos problemas.

Com estes resultados, pode-se concluir que quando o objetivo principal da
reducao dimensional é preservar as distancias, permitindo sua vizualizacao, para problemas
de pequeno e médio porte, o método implementado (BPM) comparado como método

utilizado atualmente (ACP) apresenta bons resultados.

5.3 Exemplo

O escalonamento multidimensional é uma forma de construir pontos utilizando
apenas distancias. De uma forma generalizada, estas distancias podem ser dissimilaridades

ou similaridades. Neste caso, o objetivo ¢ visualizar informagoes que nao sao pontos no
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sentido usual. As variaveis descritas no livro Modern Multidimensional Scaling: Theory
and Applications (BORG; GROENEN, 2010) sdo um exemplo. Neste livro, encontramos o
exemplo apresentado na se¢ao 1.6: um resumo estatistico de 1970, emitido pelo Bureau of
the Census, que fornece dados sobre a taxa de diferentes crimes em 50 estados dos E.U.A.
(Wilkinson, 1990), ver Figura 1.1.

Crime No. 1 2 3 4 5 6 7
Assassinato 1 11,00 052 034 0,81 0,28 0,06 0,11
Estupro 2 1052 1,00 055 0,70 0,68 0,60 0,44
Latrocinio 3 1034 055 1,00 056 0,62 044 0,62
Assalto 4 1081 0,70 056 1,00 0,52 0,32 0,33
Roubo 5 10,28 0,68 0,62 0,52 1,00 0,80 0,70
Furto 6 | 0,06 060 044 0,32 0,80 1,00 0,55
Roubo de Carros | 7 | 0,11 044 0,62 0,33 0,70 0,55 1,00

Tabela 9 — Correlagoes entre indices de criminalidade em 50 estados dos EUA.

Neste caso, temos correlagoes entre indices de criminalidade em 50 estados
dos EUA. Estas medidas de similaridades podem ser transformadas em medidas de
dissimilaridades, pois todas as correlagbes sao positivas (BORG; GROENEN;, 2010). Neste

caso, usaremos, D = 1 — S, onde

0 048 0.66 0.19 0.72 0.94 0.89
0.48 0 0.45 0.30 0.32 0.40 0.56
0.66 0.45 0 044 0.38 0.56 0.38
D=1 019 0.30 0.44 0 0.48 0.68 0.67

0.72 0.32 0.38 0.48 0 0.20 0.30

094 040 0.56 0.68 0.20 0 0.45
| 0.89 0.56 0.38 0.67 0.30 0.45 0

Aqui utilizamos o comando do Matlab que efetua uma andlise de coordenadas

principais (comando cmdscale), para obter visualizagdo. A saida do cmdscale é

[Y,eigvals] = cmdscale(D),

0.5458  0.0048 —0.0491  0.0088
0.0726 —0.1775  0.0206  0.0717
—0.0463  0.2435 0.1433  0.0019
Y= 0.3002 —0.0043  0.0058 —0.0457
—0.1858 —0.0534 —0.0510 —0.0614
—0.3629 —0.2201  0.0452 —0.0085
| —0.3237  0.2069 —0.1147  0.0332
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eigvals =

0.6664
0.1850
0.0412
0.0122
0.0000

~0.0076
| —0.0351

A primeira saida do cmdscale,Y, é uma matriz de pontos que pode ter até

oito dimensdes (colunas de Y'). A visualizagao das distancias depende da utilizagao dos

pontos em apenas duas ou trés dimensoes. A segunda saida do cmdscale, eigvals, ¢ um

conjunto de autovalores ordenados cuja magnitudes relativa indica quantas dimensoes

pode-se usar com seguranca. Se apenas os primeiros dois ou trés autovalores sao grandes

em relacao aos demais, entao apenas aquelas coordenadas dos pontos em Y sao necessarias

para reproduzir com precisao D.

Na Figura 21, comparamos as correlagoes apresentadas pelo comando cmdscale

e pelo algoritmo BP modificado, em um espaco com duas dimensoes.
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Figura 21 — Comparacao entre andlise de coordenadas principais e BP modificado.

Como podemos observar, os dados apresentados por ambos os métodos apre-

sentam resultados satisfatérios, ou seja, erros pequenos.

No proximo capitulo, comentaremos as principais conclusoes deste trabalho.



6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, foi proposta uma nova abordagem para resolver uma classe de
problemas de escalonamento multidimensional, representando medidas de proximidade
entre pares de objetos como distancias entre pontos em um espaco geométrico, de modo
que as distancias estejam o maximo possivel relacionadas com as proximidades entre
os objetos. Nesta classe de problemas, a prioridade foi manter a estrutura objetivando

visualizacdo de dados em R3.

Esta nova proposta teve como base o algoritmo Branch-and-Prune inicialmente
utilizado para obter estruturas moleculares de proteinas a partir das distancias conhecidas,
determinando as posicoes destes atomos em R3. Para a utilizacdo deste algoritmo em R™,
originalmente proposto em R?, foram feitas adaptacdes, dando origem a um algoritmo

Branch-and-Prune modificado.

O algoritmo Branch-and-Prune modificado determina a melhor solu¢ao dentre
as possiveis solugoes. Para evitar uma busca exaustiva, a poda do algoritmo Branch-and-
Prune modificado pdde ser aprimorada, evitando o calculo de uma grande quantidade de

pontos infactiveis.

Os resultados computacionais obtidos ao comparar a composicao estrutural
oriundas tanto do algoritmo Branch-and-Prune modificado quanto da técnica andlise
de coordenadas principais foram satisfatérios em problemas de pequeno e médio porte,
sendo possivel observar uma reducao significativa dos erros ao trabalhar com o algoritmo
modificado. Isto ocorre devido as expectativas da técnica analise de coordenadas principais.
A expectativa é que os primeiros autovalores tenham magnitude suficientemente alta de

modo que quando comparados com os demais estes tornam-se supérfulos.

Além disto, estes resultados nos motivam a continuar com esta linha de pes-
quisa estendendo esta abordagem a outras instancias do problema de escalonamento
multidimensional. Um trabalho futuro seria priorizar a ordenacao dos pontos com base nos
autovalores da matriz de distancias. Uma implementacao mais refinada pode classificar os
objetos de estudo em subgrupos com as mesmas caracteristicas além de permitir aplicagoes
em problemas de médio porte. Uma implementagao em linguagem C' pode permitir uma
comparagao com relagdo ao tempo computacional. Um trabalho futuro também seria obter

resultados para comparacao com o método analise de componentes principais.
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