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Resumo

A existência global de soluções para a versão incompressível da equação de Navier-Stokes

no R
3 é um problema ainda em aberto na matemática. Neste trabalho expomos um

resultado de existência e unicidade em um intervalo de tempo r0, T s para a solução desta

equação, dada uma condição inicial pertencente ao espaço de Sobolev. Tal resultado é

obtido através de métodos de energia em espaços de Sobolev, regularizadores e argumentos

de convergência fraca.

Palavras-chave: equações de Navier-Stokes, espaços de Sobolev, unicidade de soluções,

existência de soluções.



Abstract

The global existence of solutions to the incompressible version of the Navier-Stokes equation

in R
3 is an open problem in mathematics. In this work, we present a result of existence

and uniqueness in a time interval r0, T s for the solution of this equation, given an initial

condition belonging to Sobolev space. This result is obtained by means of energy methods

in Sobolev spaces, mollifiers and weak convergence arguments.

Keywords: Navier-Stokes equations, Sobolev spaces, uniqueness of solutions, existence of

solutions.
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1 Introdução

A equação de Navier-Stokes é um sistema de EDP’s que descreve o movimento

de um fluído através do espaço, dada uma condição inicial de velocidade. Para obter a

solução desta EDP devemos encontrar um campo vetorial de velocidade e um campo

escalar de pressão. Como qualquer EDP, as primeiras perguntas que devem ser feitas ao

buscar soluções é se essas soluções existem e são únicas.

Para a Equação de Navier-Stokes no R
3, a questão de que se a solução é única

e existe globalmente no tempo (para todo o tempo futuro), ainda é um problema em

aberto. Sendo inclusive um dos problemas do milênio, cuja formulação completa pode ser

encontrada na referência [1].

Na formulação do problema do milênio uma das referências citadas é o livro

escrito por Bertozzi e Majda (referência [2]), que em seus capítulos iniciais mostra a

existência e unicidade de soluções locais (em um intervalo de tempos r0, T s) para a equação

de Navier-Stokes com incompressibilidade e em todo o R
n.

Tal demonstração é muito interessante por mostrar como várias técnicas de

Análise Funcional podem ser utilizadas de forma prática. Desta forma, no capítulo 2

iniciamos por apresentar os espaços Lp, convoluções e a transformada de Fourier.

Em seguida, no capítulo 3, apresentamos os espaços de Sobolev, os regulari-

zadores, começamos a tratar a unicidade de soluções para a equação de Navier-Stokes, e

a existência de soluções para uma versão regularizada da equação de Navier-Stokes. Por

fim no capítulo 4, entramos no cerne do texto ao apresentar a demonstração feita por

Majda de existência e unicidade para a equação de Navier-Stokes, com algumas alterações

nas hipóteses. Tais resultados principais são encontrados nos teoremas 30, 36 e 37. Sendo

que a demonstração da letra "c"do teorema 36 difere totalmente da utilizada em [2], pois

a abordagem aqui utilizada evita a utilização do conceito de distribuições, já o teorema

30 é um adendo ao original, e mostra como a pressão pode ser recuperada a partir da

velocidade.



11

2 Alguns resultados de análise

Antes de começar a buscar as soluções para a equação de Navier-Stokes preci-

saremos de alguns resultados de análise que serão expostos em sua maioria neste capítulo.

Começamos introduzindo a notação a ser utilizada no texto, na seção seguinte definimos os

espaços de Hilbert e a noção de convergência fraca (que será utilizada em vários argumentos

do capítulo 4). Falaremos também sobre as convoluções, que serão utilizadas no capítulo

seguinte para definir os regularizadores. E, por fim, apresentaremos a transformada de

Fourier e seus principais resultados.

2.1 Notação

Seja α P N
3 um multi-índice, definimos:

|α| “ α1 ` α2 ` α3

α! “ α1!.α2!.α3!

Também utilizando a notação de multi-índice se x P R
3, x “ px1, x2, x3q

teremos:

xα “ px1qα1

.px2qα2

.px3qα3

E supondo α e β dois multi-índices, por α ď β definimos que para cada i temos

αi ď βi. Em se tratando de derivadas, poderemos denotar as variáveis sobre as quais

estaremos derivando de duas formas distintas. Na primeira denotaremos explicitamente

quais variáveis estamos derivando, por exemplo: Bx1 . Na segunda forma utilizaremos a

notação com um multi-índice ou um inteiro. Seja f : R3 Ñ R um campo escalar, então

denota-se:

Dαfpxq “
Bα1

Bpx1qα1

˜

Bα2

Bpx2qα2

˜

Bα3

fpxq

Bpx3qα3

¸¸

Por |α| “ 0 entende-se que Dαf “ f . Se f : R3 Ñ R
3 for um campo vetorial

então denota-se:

Dαfpxq “ pDαf 1, Dαf 2, Dαf 3q
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Por outro lado, seja k P Z
`, denotamos:

Dkf “ tDαf | |α| ď ku

|Dkf | “ max
|α|ďk

|Dαf |

Desta forma temos que |Du| “ |∇u|. Também definimos a derivada material,

dada uma função f : R3 Ñ R e um campo de velocidades v : R3 Ñ R
3. A derivada

material de f nesse campo de velocidades v é dada por:

Df

Dt
“ Btf ` pv.∇qf

Onde:

pv.∇qf “ v1Bx1f ` v2Bx2f ` v3Bx3f

Quando estivermos trabalhando com funções em Lp, utilizaremos } ¨ }Lp e

x ¨ , ¨ yLp para denotar respectivamente a norma e o produto interno nesses espaços, com

exceção do espaço L2 que denotaremos de outra forma. Para espaços de Sobolev Hm

utilizaremos } ¨ }m. Como veremos mais adiante o espaço de Sobolev H0 é exatamente o

espaço L2 assim, para facilidade de notação, utilizaremos } ¨ }0 para o espaço L2.

Por ej denota-se o vetor com coordenada j, igual a 1 e 0 nas outras coordenadas,

por exemplo e2 “ p0, 1, 0q P R
3.

Quando escrevermos |f |, estaremos falando do valor absoluto no caso de um

valor escalar ou do módulo de um vetor, ou de um número complexo, sendo que o contexto

eliminará ambiguidades. Para um vetor temos:

|v| “

˜

3
ÿ

i“1

pviq2

¸

1{2

Já se M for uma matriz m ˆ n, denota-se:

|M | “

˜

n
ÿ

j“1

m
ÿ

1“1

pvi,jq2

¸

1{2

Se v1 e v2 forem dois vetores, denota-se por:

v1.v2 “
3

ÿ

j“1

v
j
1v

j
2
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E são válidas as desigualdades:

|v1.v2| ď |v1||v2|

|vM | ď |v||M |

Algumas vezes, e quando não causar ambiguidade a escrita da integral será

simplificada para:

ż

R3

fpxqdx “

ż

R3

f

Se f for uma função escalar denotamos por ∇f o gradiente dado por:

∇f “ pBx1f, Bx2f, Bx3f, q

Já se f for um campo vetorial denota-se por ∇f , a matriz gradiente dada por:

∇f “

»

—

–

Bx1f 1 Bx1f 2 Bx1f 3

Bx2f 1 Bx2f 2 Bx2f 3

Bx3f 1 Bx3f 2 Bx3f 3

fi

ffi

fl

2.2 Espaços de Hilbert

As definições e teoremas sobre espaços de Hilbert, aqui citados, serão utilizados

tanto na seção sobre propriedades dos espaços de Sobolev, quanto na demonstração dos

resultados principais da dissertação. Os resultados aqui citados serão basicamente retirados

das referências [3] e [4].

Definição 1. (Produto Interno) Seja X um espaço vetorial complexo, um produto interno

em X é uma função que associa a cada par px, yq P X ˆ X um número complexo C. O

produto interno é denotado por xx, yy, e deve ter as seguintes propriedades:

a) xax ` by, zy “ axx, zy ` bxy, zy, para todo x, y, z P X e a, b P C.

b) xy, xy “ xx, yy, para todo x, y P X.

c) xx, xy P p0,8q para todo x não nulo pertencente a X.

Definição 2. (Espaço com Produto Interno) Um espaço com produto interno X, é um

espaço vetorial complexo dotado de um produto interno.

Definição 3. (Espaço de Hilbert) Um espaço de Hilbert, denotado por H, é um espaço de

produto interno, completo na norma:
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}x} “
a

xx, xy

Chamada de norma induzida pelo produto interno.

A partir deste ponto temos definidos nossos espaços de Hilbert, começaremos

agora a citar suas principais propriedades:

Teorema 1. (Desigualdade de Schwartz) Seja H um espaço de Hilbert, para quaisquer

x, y P H temos |xx, yy| ď }x}}y}, com a igualdade se, e somente se, x e y forem linearmente

dependentes.

Demonstração. Ver referência [3] pág. 172. teorema 5.19.

Definição 4. (Ortogonalidade) Dados x, y P H, dizemos que eles são ortogonais se

xx, yy “ 0, o que também pode ser denotado por x K y. Além da definição para elementos

de H, podemos definir a ortogonalidade para subconjuntos de H. Dado E Ă H, definimos:

EK “ tx P H | xx, yy “ 0 p/ todo y P Eu

Teorema 2. (Teorema de Pitágoras) Se x1, ..., xn P H e xj , xk são ortogonais para j ‰ k,

temos então que:
›

›

›

›

›

n
ÿ

1

xj

›

›

›

›

›

2

“
n

ÿ

1

}xj}2

Demonstração. Ver referência [3] pág. 173, teorema 5.23.

Teorema 3. Se M é um subespaço fechado de H, então cada x P H pode ser expresso

de forma única por x “ y ` z, onde y P M e z P MK. Além disso y e z são os únicos

elementos de M e MK, respectivamente, cuja distancia de x a esses subespaços é mínima.

Demonstração. Ver referência [3] pág. 173 teorema 5.24.

Até esse ponto enunciamos alguns resultados elementares sobre espaços de Hil-

bert, agora precisamos definir o conceito de convergência fraca e o teorema de convergência

em espaços de Banach. Começamos pela construção das definições que levarão ao conceito

de convergência fraca:

Definição 5. (Funcional Linear) Dado um espaço vetorial X sobre C. Uma função linear

de X em C é chamado de funcional linear.
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Definição 6. (Funcional Linear Limitado) Seja W um espaço vetorial normado, um

funcional linear f é dito limitado se existe c ą 0 tal que, para todo x P W , temos:

|fpxq| ď c}x}

Definição 7. (Espaço Dual) Dado um espaço vetorial normado W , dizemos que o espaço

W ˚ formado por todos os funcionais lineares limitados em W , é o espaço dual de W .

Teorema 4. (Teorema de Representação de Riesz) Para todo funcional linear limitado f

em um espaço de Hilbert H existe um z P H tal que fpxq “ xx, zy. Tal z é único e temos

}z} “ }f}.

Demonstração. Ver referência referência [3], pág. 174, teorema 5.25, ou referência [4], pág.

188.

A convergência fraca é comumente definida em espaços normados. Entretanto,

aqui utilizaremos o teorema de representação de Riesz para defini-la de outra forma

equivalente, quando estivermos trabalhando com espaços normados que forem também

espaços de Hilbert.

Definição 8. Uma sequência pxnq em um espaço vetorial normado W é dita fracamente

convergente se existir um x P W tal que para todo f P W ˚ temos:

lim
nÑ8

fpxnq “ fpxq

Tal convergência é denotada por xn á x.

Agora se nosso espaço normado for um espaço de Hilbert, o teorema da

representação de Riesz nos dá:

Definição 9. Uma sequência pxnq em um espaço de Hilbert H é dita fracamente conver-

gente para um x P H, se para qualquer y P H, temos:

lim
nÑ8

xxn, yy “ xx, yy

Agora para o teorema de convergência em espaços de Banach, traremos mais

algumas definições envolvendo espaços duais:

Definição 10. (Segundo Espaço Dual) Dado um espaço vetorial normado W , dizemos

que o espaço W ˚˚ formado por todos os funcionais lineares limitados em W ˚, é o segundo

espaço dual de W .
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Definição 11. (Funcional Canônico) Seja x P W fixo, f P W ˚ variável, definimos

gx P W ˚˚, da seguinte forma:

gxpfq “ fpxq

Relembrando que temos x P W fixo, assim para cada x temos um funcional gx

em W ˚˚.

Podemos então definir uma imersão canônica de W em W ˚˚, denotado por

E : W Ñ W ˚˚ que leva cada x P W em um gx P W ˚˚.

Assim podemos definir nosso espaço reflexivo:

Definição 12. (Espaço Reflexivo) Um espaço normado W é dito reflexivo se a imagem

de E é igual a W ˚˚.

O que nos permite enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5. Todo espaço de Hilbert é reflexivo.

Demonstração. Ver referência [4], pág. 242 teorema 4.6-6.

Teorema 6. Dado um espaço de Hilbert H e uma sequência limitada pxnq em H, então

existe uma subsequência pxnk
q que converge fracamente.

Demonstração. Este teorema é resultado direto de [5] pág. 69, teorema 3.18 e do fato de

que todo espaço de Hilbert é um espaço de Banach reflexivo, teorema 5.

2.3 Espaços Lp

Os espaços Lp serão muito utilizados na definição do espaço de Sobolev. Come-

çamos pela definição da norma Lp para 1 ď p ă 8. Seja pX,M, µq um espaço de medida e

f uma função mensurável em X:

}f}Lp “

ˆ
ż

|f |pdµ

˙

1{p

Agora para p “ 8, definimos a norma L8:

}f}8 “ infta ě 0 |µptx | |fpxq| ą auq “ 0u

Desta forma definimos o espaço Lp:
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LppX,M, µq “ tf : X Ñ C | f é mensurável e }f}p ă 8u,

onde utilizamos que o conjunto de funções que são iguais µ-quase sempre (µ-q.s.), definem

o mesmo elemento de Lp. Na seção de transformadas de Fourier iremos definir o conceito

versão de uma função, que terá um tratamento similar. Iniciaremos agora a enunciar

os principais resultados que serão utilizados, mas para isso precisamos de uma pequena

definição de teoria da integração. Iremos definir
1

8
“ 0, desta forma podemos enunciar:

Teorema 7. (Desigualdade de Holder) Sejam 1 ď p,q ď 8 com p´1 ` q´1 “ 1, e suponha

f P Lq e g P Lp então:

}fg}L1 ď }f}Lq }g}Lp (2.1)

Demonstração. Ver referência [5], pág. 92, teorema 4.6.

Outro resultado que será muito utilizado é o de um espaço que é denso em Lp,

o espaço de Schwartz:

Definição 13. (Espaço de Schwartz) O espaço de Schwartz S é os espaço das funções

infinitamente diferenciáveis C8, cujas funções junto com todas suas derivadas decaem a

zero no infinito mais rapidamente do que qualquer potência de |x|. Em outras palavras,

dada a seminorma:

}f}pN,αq “ sup
xPRn

p1 ` |x|qN |Bαfpxq|

O espaço de Schwartz é dado por:

S “ tf P C8 | }f}pN,αq ă 8 para todoN,αu

Onde α é um multi-indice e N P Z`.

Teorema 8. S é denso em Lp para p1 ď p ă 8q.

Demonstração. Ver referência [3] pág. 245, teorema 8.18.

2.4 Convoluções

Agora trataremos das convoluções, os resultados aqui apresentados serão de

grande utilidade ao falarmos dos regularizadores, visto que um regularizador nada mais

é do que uma convolução. Começamos então pela sua definição. Dadas duas funções

mensuráveis f e g, a convolução f ˚ g é dada por:
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f ˚ gpxq “

ż

fpx ´ yqgpyqdy

Para todo x tal que a integral existe. Conforme exposto por [3], pode-se definir vários

espaços para conter f e g de forma que a convolução exista, neste texto utilizaremos o

teorema abaixo:

Teorema 9. (Desigualdade de Young) Dados 1 ď p , q , r ď 8 com p´1 ` q´1 “ r´1 ` 1.

Se f P Lp e g P Lq então f ˚ g P Lr e:

}f ˚ g}Lr ď }f}Lp}g}Lq

Demonstração. Ver referência [3], pág. 241, proposição 8.9 letra "a".

Agora podemos começar enunciando alguns dos principais resultados envolvendo

convoluções. O primeiro deles nos dá ferramentas básicas para manipulá-las:

Teorema 10. Assumindo que todas as integrais em questão existem temos:

a)f ˚ g “ g ˚ f

b)pf ˚ gq ˚ h “ f ˚ pg ˚ hq

Demonstração. Vide referência [3], pág. 240, proposição 8.6.

Definição 14. (Espaço Ck) O espaço Ck é constituído pelas funções contínuas cujas

derivadas parciais de ordem ď k existem e são contínuas.

Definição 15. (Espaço Ck
0
) O espaço Ck

0
é constituído pelas funções contínuas que decaem

a zero no infinito e cujas derivadas parciais de ordem ď k existem e são contínuas. Segue

dessa definição que essas derivadas de ordem até k também decaem a zero no infinito.

Nesse espaço a norma de uma função f é dada por:

}f}Ck
0

“
ÿ

|α|ďk

}Bαfpxq}8

Em seguida enunciamos um teorema que será crucial na seção sobre regulariza-

dores:

Teorema 11. Se f P L1, g P Ck, e Dαg é limitada para |α| ď k, então f ˚ g P Ck e

Dαpf ˚ gq “ f ˚ pDαgq para |α| ď k.

Demonstração. Ver referência [3], pág. 242, proposição 8.10.
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2.5 A transformada de Fourier

A transformada de Fourier será muito utilizada na seção sobre espaços de

Sobolev pois uma das normas nesse espaço é definida em função desta transformada. Para

essa seção foram utilizado como referências [3] e [6].

Se uma função f P L1pR3q, define-se sua transformada de Fourier como sendo:

f̂pξq “

ż

R3

fpxqe´2πiξ.xdx (2.2)

Em seguida começamos a enunciar algumas de suas propriedades:

Teorema 12. (Propriedades da transformada de Fourier) Sejam f, g P L1pR3q, então:

a)}f̂}L8 ď }f}L1.

b)pf ˚ gq̂ “ f̂ ĝ

c) Se xαf P L1 para |α| ď k então f̂ P Ck e Dαf̂ “ rp´2πixqαf ŝ .

d)Se f P Ck, Dαf P L1 para |α| ď k, e Dαf P C0 para |α| ď k ´ 1, então

pDαf q̂ pξq “ p2πiξqαf̂pξq.

e)(Lema de Riemann-Lebesgue) Seja FpL1pR3qq o conjunto das transformadas

de Fourier do espaço L1pR3q, então temos FpL1pR3qq Ă C0pR3q.

f) Seja a transformação linear invertível do R
3 dada por Tx “ t´1x com t ą 0,

então pf ˝ T q̂ pξq “ t3f̂ptξq.

Demonstração. A prova deste teorema pode ser encontrada em [3], pág. 249, teorema

8.22.

Vamos também definir a transformada inversa de Fourier, dada uma f P L1 :

f̌pxq “

ż

R3

fpξqe2πiξ.xdξ

Ao definirmos a transformada inversa de Fourier desta forma temos que dada

uma função f , com algumas condições especificas, podemos aplicar a transformada de

Fourier e em seguida sua inversa de forma a retornar a função f que tínhamos originalmente,

ou algo muito similar a ela. Para apresentar o teorema que nos dá esse resultado, começamos

apresentando as definições de versão de uma função e de isomorfismo unitário.

Definição 16. (Versão) Dada uma função f : R3 Ñ C mensurável. Dizemos que uma

função mensurável f˚ : R3 Ñ C é uma versão de f se f “ f˚, µ-q.s..

Definição 17. (Isomorfismo) Dados dois espaços vetoriais X1 e X2 sobre C, um isomor-

fismo é uma transformação linear bijetora entre esses dois espaços.
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Definição 18. (Isomorfismo unitário) Dados dois espaços de Hilbert H1 e H2, com

produtos internos x¨, ¨y1 e x¨, ¨y2. Uma função linear invertível U : H1 Ñ H2 que preserva o

produto interno:

xx, yy1 “ xUx, Uyy2

Para quaisquer x, y P H1, é chamado de isomorfismo unitário.

Teorema 13. (Teorema de inversão de Fourier) Se f P L1 e f̂ P L1, então existe uma

versão de f , aqui denominada f˚, tal quepf̂ q̌ “ pf̌ q̂ “ f˚.

Demonstração. Ver referência [3], pág. 251.

Temos então bem definidas as transformadas de Fourier para funções em L1,

mas como adiante iremos trabalhar com espaços de Sobolev, definiremos a transformada

de Fourier para funções no espaço L2. Faremos isso através do conceito de extensão:

Definição 19. (Extensão) Dados dois espaços vetoriais normados X1 e X2, seja Y Ă X1

e uma transformação linear f : Y Ñ X2. Dizemos que g : X1 Ñ X2 é uma extensão de f

se g|Y “ f .

Teorema 14. (Teorema de Extensão) Suponha que T seja uma transformação linear

limitada, de um espaço vetorial normado X1 para um espaço vetorial normado e completo

X2. Então T pode ser unicamente estendida para uma transformação linear limitada (com

mesmo limitante), T̃ , do completamento de X1 em X2.

Demonstração. Ver referência [7], pág. 9, teorema 1.7.

Teorema 15. (O teorema de Plancherel) Se f P L1 X L2, então f̂ P L2 e F |pL1 X L2q

extende-se unicamente em um isomorfismo unitário no L2.

Demonstração. Ver referência [3] pág.252, teorema 8.29.

Em outras palavras o teorema de Plancherel nos dá a transformada de Fourier

de uma função em L2. Ao leitor que preferir argumentos mais construtivos uma abordagem

interessante pode ser encontrado na referência [6], que aqui reproduziremos com algumas

alterações. Em suma o teorema 8, nos diz que S é denso tanto em L1 quanto em L2,

portanto o espaço L1 X L2 é denso em L2. Então dada uma função qualquer f P L2,

podemos tomar uma sequência fk P L1 X L2 tal que fk Ñ f .

Quando dizemos que a transformada de Fourier é uma transformação unitária,

estamos dizendo que ela preserva o produto interno e, portanto, a norma. Logo podemos

escrever }f̂}L2 “ }f̌}L2 “ }f}L2 . Portanto tomando os elementos m e n da sequência,
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podemos escrever }f̂m ´ f̂n}L2 “ }pfm ´ fnq̂ }L2 “ }fm ´ fn}L2 , como fk é Cauchy temos

então que f̂k é Cauchy. Portanto ela converge para uma função em L2 que é definida como

a transformada de Fourier de f P L2.

Um fato interessante decorrente de definir a transformada de Fourier no L2 a

partir de uma sequência de funções em L1 X L2 é a possibilidade de usarmos várias das

propriedades citadas no teorema 12. Terminamos esta seção enunciando um resultado

sobre a transformada de Fourier para funções em S.

Teorema 16. A transformada de Fourier é um isomorfismo de S em si mesmo.

Demonstração. Ver referência [3] pág. 252.
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3 Existência de soluções para a equação re-

gularizada de Navier Stokes

Definidas nossas bases teóricas no capítulo 2, aqui neste capítulo começamos

com uma introdução dos espaços de Sobolev na seção 3.1. Para isso, definimos o conceito

de derivadas fracas e apresentados os espaços de Sobolev com duas normas distintas mas

equivalentes, segundo o Teorema 18. Em seguida na mesma seção apresentamos o teorema

de inclusão de Sobolev (Teorema 19), que nos permitirá obter derivadas normais a partir

de derivadas fracas, finalizamos então a seção com algumas desigualdades envolvendo estes

espaços.

Já na seção 3.2 trazemos os conceitos de regularizadores e algumas de suas

propriedades. Na seção 3.3, apresentamos a decomposição de Hodge e então definimos o

operador de projeção de Leray além de provar mais algumas propriedades.

Na seção 3.4, apresentamos as equações de Navier-Stokes e já na seção seguinte

(seção 3.5), provamos que a pressão pode ser recuperada se obtermos a velocidade como

solução (Teorema 30). Provamos também que, caso essas soluções existam, elas são únicas

(Corolário 1).

Por fim, na seção 3.6, apresentamos uma versão regularizada para a equação de

Navier-Stokes e utilizamos o teorema de Picard para provar a existência de soluções para

essa equação regularizada tanto localmente (Teorema 34), quanto globamente (Teorema 35).

Tais soluções serão utilizadas para buscar uma solução para a equação de Navier-Stokes

no capítulo final deste texto.

3.1 Espaços de Sobolev

Antes de definirmos os espaços de Sobolev, precisamos definir o conceito de

derivada fraca, o método utilizado para apresentá-las aqui foi retirado da referência [6],

onde o assunto é tratado com mais detalhes. Iniciamos pela definição de função teste:

Definição 20. (Função Teste) Seja C8
c pR3q o espaço das funções φ : R3 Ñ R infinitamente

diferenciáveis e com suporte compacto, definiremos que φ P C8
c pR3q é uma função teste.

Definição 21. (Espaço L1

loc) O espaço L1

loc é o espaço das funções f : R3 Ñ R tal que

para todo compacto K Ă R
3, temos que f P L1pKq.
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Definição 22. (Derivadas fracas) Suponha que u,v P L1

loc, e α é um multi-índice. Dizemos

que v é a αth derivada fraca de u, desde que:

ż

R3

uDαφ dx “ p´1q|α|

ż

R3

vφ dx (3.1)

Para todas as funções teste φ P C8
c pR3q

Através dessa definição segue que se uma função possui a derivada tradicional

ela será idêntica à derivada fraca. Por esse motivo, uma estratégia para provar a existência

de soluções regulares para uma EDP é, inicialmente acharmos soluções que possuem

derivadas fracas e depois mostrar que essas derivadas fracas são na verdade derivadas no

sentido tradicional. Em se tratando de espaços de Sobolev, um dos resultados que pode

ser utilizado para este fim é o teorema 19 que veremos mais adiante.

Ao definirmos a derivada fraca desta maneira estamos automaticamente defi-

nindo as derivadas fracas para funções em L2. Para verificar este fato, tome uma função g

constante e igual a 1, uma função qualquer f P L2 e K Ă R
3 compacto, então utilizando o

teorema 7:

}f}L1pKq ď }f}L2pKq}g}L2pKq “ }f}L2

ˆ
ż

K

1dµ

˙

1{2

“ rµpKqs1{2}f}L2 (3.2)

Portanto temos L2 Ă L1

loc. De posse da definição de derivada fraca, podemos

começar a definir os espaços de Sobolev, mas antes daremos um resultado sobre espaços

Lp que necessitava da definição de derivada fraca:

Teorema 17. Dada u P Lq com suas derivadas de ordem m, Dmu P Lr, com 1 ď q,r ď 8.

Então para suas derivadas Dju, 0 ď j ă m a seguinte desigualdade vale:

}Dju}Lp ď C}Dmu}α
Lr }u}1´α

Lq (3.3)

Onde:

1

p
“
j

3
` α

ˆ

1

r
´
m

3

˙

` p1 ´ αq
1

q

Para α satisfazendo
j

m
ď α ď 1.

Demonstração. Ver referência [8] pág. 11, teorema sem número.
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Agora, voltando a definição dos espaços de Sobolev, seja m um inteiro positivo,

o espaço de Sobolev HmpR3q é o espaço dos elementos f P L2pR3q, cujas derivadas fracas

Dαf pertencem a L2pR3q para |α| ď m:

Hm “ tf P L2 : Dαf P L2, @ |α| ď mu (3.4)

A partir dessa definição, a norma de Sobolev é dada por:

}f}m “

˜

ÿ

|α|ďm

}Dαf}2

0

¸p1{2q

(3.5)

Entretanto, existe uma outra norma equivalente a essa que utiliza a transfor-

mada de Fourier, o que nos será útil em vários casos. Mas para provar que ambas são

equivalentes precisamos de alguns resultados:

Lema 1. (Desigualdade para multi-índice) Para todo x P R
3 e qualquer α P N

3, temos:

|xα| ď cα|x||α| (3.6)

Demonstração. A prova para esta desigualdade foi encontrada na referência [9], e será

aqui reproduzida. Provaremos a desigualdade primeiramente na esfera unitária, isto é, o

conjunto B “ ty P R
3 | |y| “ 1u, assim sendo:

|yα|

|y||α|
“ |yα| “

3
ź

i“1

|yi|α
i

(3.7)

A desigualdade aritmética-geométrica com |yi|3αi

nos dá:

3

g

f

f

e

3
ź

i

|yi|3αi ď
1

3

3
ÿ

i

|yi|3αi

3
ź

i

|yi|α
i

ď
1

3

3
ÿ

i

|yi|3αi

Substituindo em 3.7, obtemos:

|yα|

|y||α|
ď

1

3

3
ÿ

i“1

|yi|3αi
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O desenvolvimento pelo binômio de Newton nos dá:

|yα|

|y||α|
ď

1

3

˜

3
ÿ

i“1

|yi|α
i

¸

3

ď
1

3

˜

3
ÿ

i“1

p1 ` |yi|qαi

¸

3

ď
1

3

˜

3
ÿ

i“1

p1 ` |y|qαi

¸

3

Assim:

|yα|

|y||α|
ď

1

3

´

3p1 ` |y|qαi
¯

3

ď
1

3

`

3p1 ` |y|q|α|
˘3

ď 3223|α| “ Cα

Agora podemos provar que para um x qualquer:

|xα|

|x||α|
“

|x1|α
1

|x2|α
2

|x3|α
3

|x|α1 |x|α2 |x|α3

“
3

ź

i“1

|xi|α
i

|x|αi

“
3

ź

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

|xi|

|x|

˙αi
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Seja yi “
xi

|x|
, temos que |y| “ 1, portanto:

|xα|

|x||α|
“ |yα|

ď Cα|y||α|

ď Cα
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Utilizando essa desigualdade podemos provar o seguinte lema:

Lema 2. Para todo x P R
3 e k P Z, existem constantes c1 e c2 tais que:

c1

ÿ

|α|ďk

|xα|2 ď p1 ` |x|2qk ď c2

ÿ

|α|ďk

|xα|2

Demonstração. Iniciaremos a prova pela desigualdade da esquerda. Utilizando 3.6, obtemos:

ÿ

|α|ďk

|xα|2 ď
ÿ

|α|ďk

cα|x|2|α|

Aqui alguma cautela deve ser tomada, pois iremos utilizar que quando |α| ď k

temos |x||α| ď |x|k, entretanto isso só é valido se |x| ą 1. Para |x| ď 1 temos |x|r ď 1 para

qualquer r. Utilizando esse fato, e o fato de que o número possível de valores de α é finito

e igual a um lk(o valor de l depende de k), temos:

ÿ

|α|ďk

|xα|2 ď
ÿ

|α|ďk

cα|x|2|α|

ď
ÿ

|α|ďk

cα maxp1, |x|2kq

ď lkck maxp1k, |x|2kq

ď ck maxp1k, |x|2kq

ď ckp1 ` |x|2qk

Agora para a desigualdade da direita seja:

fpxq “

ř

3

i“1
|xk

i |2

|x|2k

Temos que para qualquer γ P R, temos:

fpγxq “
γ2k

γ2k

ř

3

i“1
|xk

i |2

|x|2k
“

ř

3

i“1
|xk

i |2

|x|2k
“ fpxq

Assim sendo fpxq é homogênea de grau zero, podemos então escrever:

fpxq “ f

ˆ

|x|
x

|x|

˙

“ f

ˆ

x

|x|

˙

“ fpnq

Onde n é o vetor unitário, |n| “ 1. Assim sendo o valor de f depende apenas

de seu valor na esfera unitária. Como f é uma função contínua na esfera unitária visto
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que n ‰ 0, e toda esfera em um espaço vetorial de dimensão finita é compacta segue que

f admite máximo e mínimo na esfera unitária. Seja δ o mínimo de f na esfera unitária,

temos então:

δ ď fpnq “ fpxq “

ř

3

i“1
|xk

i |2

|x|2k

O que implica:

|x|2k ď
1

δ

3
ÿ

i“1

|xk
i |2

Utilizando essa desigualdade damos continuidade a nossa prova:

p1 ` |x|2q ď 2 maxp1, |x|2q

Elevando a k:

p1 ` |x|2qk ď 2k maxp1, |x|2kq

ď 2kp1 ` |x|2kq

ď 2kp1 `
1

δ

3
ÿ

i“1

|xk
i |2q

Tomemos o vetor p1, 0, 0q, temos que a função f neste ponto vale 1, como a

função é positiva por envolver apenas módulos, e também por não assumir o valor 0 na

esfera unitária (o vetor 0 é retornado apenas para o vetor nulo que não faz parte da esfera

unitária), podemos assumir sem perda de generalidade que 0 ă δ ď 1, temos
1

δ
ě 1, o que

implica:

2kp1 `
1

δ

3
ÿ

i“1

|xk
i |2q ď 2kp

1

δ
`

1

δ

3
ÿ

i“1

|xk
i |2q

“ 2k 1

δ
p1 `

n
ÿ

i“1

|xk
i |2q

Como a expressão |α| ď k nos dá, entre outros o valor α “ p0, 0, 0q, que

corresponde a |xα| “ 1, e também nos 3 vetores α1 “ pk, 0, 0q, α2 “ p0, k, 0q e α3 “ p0, 0, kq,

que implicam |xα| “ |xk
i | podemos então concluir a prova fazendo:
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2kmaxp1,
1

δ
qp1 `

3
ÿ

i“1

|xk
i |2q ď 2k 1

δ

ÿ

|α|ďk

|xα|2

Onde na última passagem foi utilizado que
1

δ
ě 1.

De posse desses resultados podemos definir a norma de Sobolev via transfor-

madas de Fourier, mas antes devemos definir o que é a equivalência de normas:

Definição 23. (Equivalência de Normas) Duas normas } ¨ }k,1 e } ¨ }k,2 em um espaço

vetorial X são equivalentes se, existem c1, c2 P R positivos, tais que para qualquer x P X,

temos:

c1}x}k,1 ď }x}k,2 ď c2}x}k,1

Teorema 18. Tome f P Hk, então as normas abaixo são equivalentes:

}f}k,1 “

˜

ÿ

|α|ďk

}Dαf}2

0

¸

1{2

(3.8)

}f}k,2 “

ˆ
ż

R3

p1 ` |ξ|2qk|f̂pξq|2dξ

˙

1{2

(3.9)

Demonstração. Como S é denso em Hm podemos tomar uma sequência fn Ñ f com f P S.

A partir da definição da norma de Sobolev, o teorema 15 que implica }fn}0 “ }f̂n}0 e o

teorema 12 letra "d", obtemos:

}fn}2

k,1 “
ÿ

|α|ďk

}Dαfn}2

0

“
ÿ

|α|ďk

}pDαfnq̂ }2

0

“
ÿ

|α|ďk

}p2πiξqαf̂npξq}2

0

“
ÿ

|α|ďk

ż

R3

|p2πiξqαf̂npξq|2dξ

“
ÿ

|α|ďk

ż

R3

|p2πq|α||2|i|α||2|ξα|2|f̂npξq|2dξ

Como |iα|2 “ 1 obtemos:

}fn}2

k,1 “
ÿ

|α|ďk

ż

R3

p2πq2|α||ξα|2|f̂npξq|2dξ (3.10)
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Utilizando agora o Lema 2 com 2πξ:

c1

ÿ

|α|ďk

p2πq|α||ξα|2 ď p1 ` 4π2|ξ|2qk ď c2

ÿ

|α|ďk

p2πq|α||ξα|2 (3.11)

Por outro lado podemos estimar:

p1 ` |ξ|2qk ď p1 ` 4π2|ξ|2qk (3.12)

p1 ` 4π2|ξ|2qk ď p4π2qkp1 ` |ξ|2qk (3.13)

Utilizando 3.12 e 3.13 em 3.11:

c1

ÿ

|α|ďk

p2πq|α||ξα|2 ď p1 ` |ξ|2qk ď c2

ÿ

|α|ďk

p2πq|α||ξα|2

Multiplicando a desigualdade por |f̂npξq|2 e integrando obtemos:

c1

ÿ

|α|ďk

ż

R3

p2πq2|α||ξα|2|f̂npξq|2dξ ď

ż

R3

p1 ` |ξ|2qk|f̂npξq|2dξ

ż

R3

p1 ` |ξ|2qk|f̂npξq|2dξ ď c2

ÿ

|α|ďk

p2πq2|α|

ż

R3

|ξα|2|f̂npξq|2dξ

Aplicando a radiciação, e utilizando as Equações 3.9 e 3.10 obtemos:

c1}fn}k,1 ď }fn}k,2 ď c2}fn}k,1

Tomando o limite acima obtemos o resultado.

A primeira norma que definimos para espaços de Sobolev faz sentido apenas

para um k inteiro positivo, entretanto a segunda norma faz sentido para todo k pertencente

aos reais. Tal generalização é importante, pois mais adiante utilizaremos resultados de

interpolação em normas de Sobolev e não teremos então um k inteiro. Outro resultado

que será muito utilizado para aproximações é o resultado abaixo:

Teorema 19. (Teorema de inclusão de Sobolev) O espaço Hs`kpR3q, s ą 3{2, k P Z
` Yt0u

está contido no espaço Ck
0

pR3q, ou seja Hs`k Ă Ck
0
. O que também pode ser caracterizado
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pela existência de um c ą 0 tal que para qualquer v P Hs`kpR3q, existe uma versão v˚ P Ck,

tal que:

}v˚}Ck
0

ď c}v}s`k (3.14)

Demonstração. A prova deste teorema pode ser encontrada em [3], pág. 303, teorema

9.17.

Este teorema nos diz então que tomando uma função em um espaço de Sobolev

suficientemente grande, existirá uma versão dessa função com alguma continuidade. Tome

por exemplo f P H2`3{2, o teorema nos dá:

}f˚}C2

0

ď c}f}2`3{2

Ou seja, existe uma versão da nossa função f que possui derivadas até de

segunda ordem. A partir deste ponto como iremos trabalhar com um m grande para

espaços Sobolev, nossas derivadas serão derivadas clássicas ao invés de derivada fracas. Em

seguida começamos a enunciar algumas desigualdades interessantes envolvendo espaços de

Sobolev, que serão utilizadas intensivamente neste capítulo e no próximo.

Teorema 20. (Fórmula de Leibniz) Seja f P C8
c , g P Hk e |α| ď k, então:

Dαpfgq “
ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

DβfDαg

Demonstração. Ver referência 6 pág. 247, teorema 1.

Teorema 21. (Desigualdades de cálculo em espaços de Sobolev)

a) Para todo m P Z
` Y t0u, existe c ą 0 tal que, para todo u, v P L8 XHmpR3q:

}uv}m ď cp}u}L8}Dmv}0 ` }Dmu}0}v}L8q (3.15)

ÿ

0ď|α|ďm

}Dαpuvq ´ uDαv}0 ď c}∇u}L8}Dm´1v}0 ` }Dmu}0}v}L8 (3.16)

b) Para todo s ą 3{2 tal que s P Z`,HspR3q é uma álgebra de Banach, ou seja,

para todo u, v P HspR3q existe c ą 0 tal que:

}uv}s ď c}u}s}v}s (3.17)
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Demonstração. a) Para cada α, tal que |α| ď m temos, pela fórmula de diferenciação de

Leibniz (Teorema 20):

}Dαpuvq}0 ď cα

ÿ

βďα

}DβuDα´βv}0

Como se escolheu α de modo que |α| ď m e como uma norma por definição é

sempre positiva. Podem ser adicionadas parcelas ao somatório acima de forma a inserir

todas as combinações possíveis de derivadas com módulo menor ou igual a m:

}Dαpuvq}0 ď cα

ÿ

βďγ,|γ|“m

}DβuDγ´βv}0

Utilizando a desigualdade de Hölder (Teorema 7), com p “ 2m{|β| e q “

2m{|γ ´ β|, e lembrando que |γ| “ m:

}Dαpuvq}0 ď cα

ÿ

βďγ,|γ|“m

}Dβu}L2m{|β|}Dγ´βv}L2m{|γ´β|

Agora utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (Teorema 17), com a

devida escolha de parâmetros obtemos:

}Diu}L2r{i ď cr}u}
1´i{r
L8 }Dru}

i{r
0 , p{ 0 ď i ď r (3.18)

Agora prosseguimos a prova. Para o primeiro termo utiliza-se 3.18 com i “ |β|

e r “ m, e para o segundo com i “ |γ ´ β| e r “ m:

}Dαpuvq}0 ď cα

ÿ

|β|ďm

cm}u}
1´|β|{m
L8 }Dmu}

|β|{m
0 }v}

1´|γ´β|{m
L8 }Dmv}

|γ´β|{m
0

Utilizando que |γ| “ m, e lembrando que neste caso o módulo |¨| sendo utilizado

é o para multi-índices. Tem-se também as seguintes igualdades:

|γ ´ β|

m
“
m ´ |β|

m
“ 1 ´

|β|

m

1 ´
|γ ´ β|

m
“ 1 ´

|γ|

m
`

|β|

m
“ 1 ´

m

m
`

|β|

m
“

|β|

m

Assim, obtêm-se:

}Dαpuvq}0 ď cα

ÿ

|β|ďm

cmp}u}L8}Dmv}0q1´|β|{mp}v}L8}Dmu}0q|β|{m
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Como as normas são maiores que zero, os exponentes estão entre 0 e 1, e sua

soma é igual a 1, utilizando a desigualdade de Young para produtos de números reais

(apbq ď a ` b, o valor de uma norma nada mais é do que um número real) obtemos que

para cada α, tal que |α| ď m:

}Dαpuvq}0 ď cα

ÿ

|β|ďm

cmp}u}L8}Dmv}0 ` }v}L8}Dmu}0q

Pela definição da norma de Sobolev e como para somatórios finitos temos:

˜

ÿ

i

paiq2

¸

1{2

ď
ÿ

i

|ai|

Obtemos:

||uv}m “

˜

ÿ

|α|ďm

}Dαpuvq}2

0

¸

1{2

ď
ÿ

|α|ďm

}Dαpuvq}0 ď cmp}u}L8}Dmv}0 ` }v}L8}Dmu}0q

Assim finaliza-se a prova da desigualdade 3.15. Agora passaremos a prova da

desigualdade 3.16. Para cada α tal que |α| ď m, e utilizando novamente a fórmula de

diferenciação de Leibniz:

}Dαpuvq´uDαv}0 ď
ÿ

1ď|β| , βďα

}DβuDα´βv}0 ď
ÿ

0ďβ1ďα´1

}Dβ1

pDuqDα´β1´1v}0 ď }Du.v}m´1

Assim somando para todos os |α| ď m, aplicando 3.14 e como Du é o gradiente:

ÿ

0ď|α|ďm

}Dαpuvq ´ uDαv} ď C}Du.v}m´1 ď Cp}Du}L8}Dm´1v}0 ` }Dm´1pDuq}0}v}L8q

“ Cp}∇u}L8}Dm´1v}0 ` }Dmu}0}v}L8q

Assim concluímos a prova da desigualdade 3.16. Agora para 3.17, utilizamos

3.15 e tomando s ą 3{2, pelo Teorema 19, tanto u quanto v possuem versões em C0, assim

sendo:

}u˚}C0

0

ď c}u}s

}v˚}C0

0

ď c}v}s
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Como u˚ e v˚ pertencem a C0

0
isso implica que ambas pertencem a L8 e, além

disso, como temos } ¨ }C0
“ } ¨ }L8 , portanto:

}uv}s ď cp}u}L8}Dsv}0 ` }Dsu}0}v}L8q

“ cp}u}C1

0

}Dsv}0 ` }Dsu}0}v}C1

0

q

ď cp}u}s}Dsv}0 ` }Dsu}0}v}sq

Por fim, pela definição da norma de Sobolev, temos que }Dsu}0 ď }u}s e

}Dsv}0 ď }v}s, assim sendo:

}uv}s ď cp}u}s}Dsv}0 ` }Dsu}0}v}sq

ď c}u}s}v}s

Teorema 22. (Interpolação em espaços de Sobolev) Dado um s ą 0, existe uma constante

C tal que para qualquer v P HspR3q e 0 ă s1 ă s, temos:

}v}s1 ď Cs}v}
1´s1{s
0 }v}s1{s

s , @ v P Hs1

Demonstração. Ver referência [10], pág. 79, teorema 4.17.

3.2 Regularizadores

A regularização Jǫv de uma função v P LppR3q, com 1 ď p ď 8 é definida por:

pJǫvqpxq “

ż

R3

ρǫpx ´ yqvpyq dy “ ρǫ ˚ vpxq (3.19)

Onde ρǫpxq “ ρ
´x

ǫ

¯

, ǫ ą 0 e ρ é uma função radial, positiva pertencente a C8
c

com

ż

R3

ρ dx “ 1. Como a função tem suporte compacto e pertence a C8 segue que ela e

todas as suas derivadas decaem a zero no infinito, além disso C8
c Ă S. Pelas propriedades

de convoluções, segue que a regularização é uma operação linear. Além disto, temos mais

algumas propriedades que serão enunciadas em seguida, mas antes enunciaremos alguns

resultados que serão necessários na prova dessas propriedades:

Teorema 23. (Teorema da Convergência Dominada) Seja pfnq uma sequencia em L1 tal

que fn Ñ f µ-q.s. e existe uma função não negativa g P L1 tal que |fn| ď g µ-q.s. para

todo n. Então f P L1 e

ż

f “ lim
nÑ8

ż

fn.
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Demonstração. Ver referência [3], pág. 54, teorema 2.24.

Definição 24. (Matriz Hessiana) Dada uma função f : R3 Ñ C, a matriz Hessiana é

dada por:

Hf “

»

—

–

Bx1,x1f Bx1,x2f Bx1,x3f

Bx2,x1f Bx2,x2f Bx2,x3f

Bx3,x1f Bx3,x2f Bx3,x3f

fi

ffi

fl

Lema 3. Seja o regularizador como definido anteriormente então temos que:

ρ̂p0q “ 1 (3.20)

|ρ̂pξq ´ 1| ď C|ξ|2 , para todo ξ P R
3 (3.21)

ρ̂ P L8pR3q (3.22)

Demonstração. Para 3.20, utilizando definição da transformada de Fourier temos:

ρ̂pξq “

ż

R3

ρpxqe´2πixξ dx

De onde obtemos:

ρ̂p0q “

ż

R3

ρpxqdx “ 1

Para provar 3.21, primeiramente temos que ρ é uma função radial. Como ela

é uma função radial segue que ela é par. A transformada de Fourier de uma função par

tambêm é par, logo ρ̂ é par. Portanto se tomarmos ρ̂ e aplicarmos a derivada e a regra da

cadeia:

ρ̂pxq “ ρ̂p´xq

∇ρ̂pxq “ ´∇ρ̂p´xq

∇ρ̂p0q “ ´∇ρ̂p0q

Assim segue que temos que ∇ρ̂p0q “ 0. Tome agora a expansão em série de

Taylor da função ρ̂pξq em torno do ponto 0:
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ρ̂pξq “ ρ̂p0q ` ∇ρ̂p0qξ `
1

2
pξHρpcqqξ

ρ̂pξq “ 1 `
1

2
pξHρpcqqξ

com 0 ă |c| ă |ξ|. Aplicando o módulo:

|ρ̂pξq ´ 1| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2
pξHρpcqqξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ρ̂pξq ´ 1| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ||Hρpcq||ξ|

|ρ̂pξq ´ 1| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|2|Hρpcq|

Como ρ P C8
c Ă S, tanto ρ como qualquer uma de suas derivadas pertencem

a L1 logo pelo lema de Riemman Lebesgue 12 as segundas derivadas de ρ pertencem a

C0, ou seja, são contínuas e decaem a zero no infinito. Portanto existe um C ą 0 tal que

|Hρpcq| ď C, logo |ρ̂pξq ´ 1| ď C|ξ|2. Por fim, 3.22 também segue pelo lema de Riemman

Lebesgue . Como ρ P C8
0

Ă Lp para qualquer 1 ď p ď 8, temos então ρ̂ P C0, portanto

ρ̂ P L8pR3q.

Teorema 24. (Propriedades dos regularizadores) Seja Jǫ um regularizador como definido

acima e v P Lp com 1 ď p ď 8, então Jǫv P C8 e:

a)Para todo v P C0, Jǫv Ñ v uniformemente quando ǫ Ñ 0, em qualquer

compacto K pertencente ao R
3 e:

}Jǫv}L8 ď }v}L8 (3.23)

b)Regularizadores comutam com derivadas:

DαJǫv “ JǫD
αv (3.24)

Para qualquer |α| ď m ` 3{2 e v P Hm`3{2.

c)Para quaisquer u P LppR3q e v P LqpR3q,
1

p
`

1

q
“ 1:

ż

R3

pJǫuqv dx “

ż

R3

upJǫvq dx (3.25)
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d)Para todo v P HspR3q, Jǫv converge para v em Hs e a taxa de convergência

na norma Hs´1 é linear em ǫ:

lim
ǫÑ0

}Jǫv ´ v}s “ 0 (3.26)

}Jǫv ´ v}s´1 ď Cǫ}v}s (3.27)

e) Para todo v P HmpR3q, com m ą 3{2, k P Z
` Y t0u, e ǫ ą 0:

}Jǫv}m`k ď
cm,k

ǫk
}v}m (3.28)

}JǫD
kv}L8 ď

ck

ǫ3{2`k
}v}0 (3.29)

Demonstração. a) Como ρ possui suporte compacto existe um R tal que ρpxq “ 0 para

|x| ě R. De forma equivalente podemos escrever ρpx{ǫq “ 0 para |x| ą Rǫ.

Para cada conjunto compacto K P R
3, definimos o conjunto compacto Kǫ “

tx P R
3 | distpx,Kq ď ǫRu. Como v é contínua e Kǫ é compacto temos que v|Kǫ

é

uniformemente contínua.

Assim, por definição da continuidade uniforme, temos que dado um ǫ1 ą 0

arbitrário, existe um δ ą 0 tal que para quaisquer x,y P Kǫ com |x ´ y| ď δ, temos

|vpxq ´ vpyq| ď ǫ1. Por outro lado utilizando o fato de que

ż

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

dy “ 1 temos:

|Jǫvpxq ´ vpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ǫ´3

ż

R3

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

vpyqdy ´ vpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ǫ´3

ż

R3

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

rvpyq ´ vpxqsdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Tome agora x P K, como desejamos estudar o limite de ǫ Ñ 0 podemos escolher

também ǫ ă
δ

R
, e lembrando que ρ possui suporte compacto:

|Jǫvpxq ´ vpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ǫ´3

ż

R3

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

rvpyq ´ vpxqsdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ǫ´3

ż

|x´y|ăǫR

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

rvpyq ´ vpxqsdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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Assim para cada x P K fixo, e qualquer y com |x ´ y| ď ǫR, temos y P Kǫ.

Podemos então estimar que rvpyq ´ vpxqs ď ǫ1, portanto:

|Jǫvpxq ´ vpxq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ǫ1

ż

|y|ăǫR

ǫ´3ρ
´x ´ y

ǫ

¯

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Utilizando uma mudança de variáveis u “
x ´ y

ǫ
, obtemos:

yi “ uiǫ ` xi

Assim o Jacobiano é igual a ǫ3, utilizando o fato de que a integral de ρ é igual

a 1:

|Jǫvpxq ´ vpxq| ď ǫ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R3

ρpuq du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ǫ1

Como ǫ1 ą 0 foi tomado arbitrário, segue que Jǫv Ñ v uniformemente. Agora

para provar 3.23, escrevemos a regularização como uma convolução, e utilizando a desi-

gualdade de Young, teorema 9:

}Jǫv}L8 “ }ρǫ ˚ v}L8 ď }ρ}L1}v}L8

Como a integral de ρ é igual a 1 o resultado segue.

b) Para esta prova, como v P Hm`3{2, temos pelo teorema de inclusão de

Sobolev 19, que para |α| ď m ` 3{2, existe uma versão de v P Cα
0
, o que implica que v

e suas derivadas de ordem até m existem e são limitadas pois decaem a zero no infinito.

Como ρ P C8
0

Ă Lp assim, utilizando o teorema 11, o resultado segue.

c)Como v P Lq e u P Lp, por Hölder (teorema 7), temos que a integral de

uv P L1, logo uv é integrável. Como vpxq independe de y, podemos passá-lo para a integral,

e então utilizando o teorema de Fubini:

ż

R3

pJǫupxqqvpxqdx “

ż

R3

ˆ

ǫ´3

ż

R3

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

upyqdy

˙

vpxqdx

“

ż

R3

ˆ

ǫ´3

ż

R3

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

upyqvpxqdy

˙

dx

“

ż

R3

ˆ

ǫ´3

ż

R3

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

upyqvpxqdx

˙

dy

“

ż

R3

ˆ

ǫ´3

ż

R3

ρ
´x ´ y

ǫ

¯

vpxqdx

˙

upyqdy

“

ż

R3

upJǫvqdx
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d) Inicialmente para provar 3.26, utilizamos o teorema 12, letra "f":

}Jǫv ´ v}s “ }ǫ´3ρǫ ˚ v ´ v}s “

ż

R3

|ρ̂pǫξq.v̂pξq ´ v̂pξq|2p1 ` |ξ|2qs dξ

“

ż

R3

|ρ̂pǫξq ´ 1|2|v̂pξq|2p1 ` |ξ|2qs dξ

Lembrando que ρ̂ é uma função do R
3 Ñ C e tomando a sequência de funções

pfǫqǫ com ǫ Ñ 0 definida por:

fǫpξq “ |ρ̂pǫξq ´ 1|2|v̂pξq|2p1 ` |ξ|2qs

para cada ξ fixo temos, que lim
ǫÑ0

ρ̂pǫξq “ ρ̂p0q pois ρ̂ é contínua, e por 3.20 temos ρ̂p0q “ 1.

Portanto para cada ξ fixo temos fǫpξq Ñ 0. Como ρ P C8
c Ă L1 temos novamente pelo lema

de Riemann Lebesgue ρ̂pǫξq P C0, assim essa função admite máximo. O segundo termo

é justamente a definição da norma de Sobolev por transformada de Fourier e portanto

integrável. Logo |fǫ| ă g P L1 assim pelo teorema da convergência dominada (teorema 23)

temos lim
ǫÑ0

ż

fǫ “

ż

lim
ǫÑ0

fǫ “

ż

0 “ 0, portanto lim
ǫÑ0

}Jǫv ´ v}s “ 0

Agora para a prova da desigualdade 3.27 iremos separar o R
3 em |ξ| ă δ e

|ξ| ě δ. Trabalhando com 3.21 e com |ξ| ă δ obtemos:

|ρ̂pǫξq ´ 1| ď C|ξ|2ǫ2 ùñ |ρ̂pǫξq ´ 1|2 ď |ξ|4ǫ4 ùñ

ùñ
|ρ̂pǫξq ´ 1|2

p1 ` |ξ|2q
ď

|ξ|4ǫ4

|ξ|2
ď C|ξ|2ǫ4

Tomando |ξ| ă δ:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ρ̂pǫξq ´ 1|2

p1 ` |ξ|2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cδ2ǫ4 (3.30)

Já com a 3.22 e com |ξ| ě δ:

|ρ̂pǫξq| ď C ùñ |ρ̂pǫξq ´ 1| ď C ùñ |ρ̂pǫξq ´ 1|2 ď C2 ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ρ̂pǫξq ´ 1|2

p1 ` |ξ|2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

|ξ|2

Tomando |ξ| ě δ:
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ρ̂pǫξq ´ 1|2

p1 ` |ξ|2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

δ2
(3.31)

Tomando agora δ “ 1{ǫ, e substituindo em 3.30 e 3.31, obtemos que para

qualquer ξ P R
3:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ρ̂pǫξq ´ 1|2

p1 ` |ξ|2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cǫ2 (3.32)

Para finalizar a prova, escrevemos novamente a norma de Sobolev através da

transformada de Fourier:

}Jǫv ´ v}2

s´1
“

ż

R3

p1 ` |ξ|2qs´1|pJǫvq̂ pξq ´ v̂pξq|2 dξ

}Jǫv ´ v}2

s´1
“

ż

R3

p1 ` |ξ|2qs´1|v̂pξq|2|ρ̂pǫξq ´ 1|2p1 ` |ξ|2qs´1 dξ

Utilizando Hölder com p “ 8 e q “ 1, obtemos:

}Jǫv ´ v}2

s´1
ď

›

›

›

›

|ρpǫξq ´ 1|2

p1 ` |ξ|2q

›

›

›

›

L8

}|v̂|2p1 ` |ξ|2qs}L1 “

›

›

›

›

|ρpǫξq ´ 1|2

p1 ` |ξ|2q

›

›

›

›

L8

}v}2

s

Utilizando 3.32 obtemos:

}Jǫv ´ v}2

s´1
ď Cǫ2}v}2

s

Por fim, tirando a raiz quadrada da inequação obtemos:

}Jǫv ´ v}s´1 ď Cǫ

Assim fica provada a inequação 3.27.

e)Tome |α| ď m, |β| ď k, e ρβpxq “ Dβ
xρpxq:

DβDαJǫvpxq “ ǫ´3Dα

ż

R3

Dβ
xρ

´x ´ y

ǫ

¯

vpyqdy

Pela regra da cadeia podemos escrever:

DβDαJǫvpxq “ ǫ´|β|´3Dα

ż

R3

ρβ

´x ´ y

ǫ

¯

vpyqdy
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Agora pelos teoremas 23 e 9, podemos passar Dα
x para dentro da integral. Como

Dα
xρ “ p´1q|α|Dα

y ρ e aplicando novamente a regra da cadeia obtemos:

DβDαJǫvpxq “ p´1q|α|ǫ´|β|´3

ż

R3

Dα
y ρβ

´x ´ y

ǫ

¯

vpyqdy

Integrando por partes:

DβDαJǫvpxq “ ǫ´|β|´3

ż

R3

ρβ

´x ´ y

ǫ

¯

Dα
y vpyqdy

Reescrevendo a equação acima como:

|DβDαJǫvpxq| “ ǫ´|β|´3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R3

´

ρβ

´x ´ y

ǫ

¯¯1{2 ´

ρβ

´x ´ y

ǫ

¯¯1{2

Dα
y vpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A desigualdade de Schwartz implica:

|DβDαJǫvpxq|2 ď ǫ´2|β|

„

ǫ´3

ż

R3

ˇ

ˇ

ˇ
ρβ

´x ´ y

ǫ

¯ˇ

ˇ

ˇ
dy

 „

ǫ´3

ż

R3

ˇ

ˇ

ˇ
ρβ

´x ´ y

ǫ

¯ˇ

ˇ

ˇ
|Dα

y vpyq|2 dy



Como ρ P C8
c suas derivadas também tem suporte compacto e portanto são

integráveis, logo a integral de ρβ é igual a uma constante cβ , integrando em ambos os

lados em relação a x e utilizando o teorema de Fubini:

}DβDαJǫvpxq}2

0
ď cβǫ

´2|β|

ż

R3

|Dα
y vpyq|2

ˆ

ǫ´3

ż

R3

ˇ

ˇ

ˇ
ρβ

´x ´ y

ǫ

¯ˇ

ˇ

ˇ
dx

˙

dy

Utilizando novamente o fato de que a integral de ρβ existe e é igual a uma

constante cβ:

}DβDαJǫvpxq}2

0
“ cβǫ

´2|β|

ż

3

|Dα
y vpyq|2dy “ cβǫ

´2|β|}Dαvpyq}2

0

Somando para todos os |α| ď m e |β| ď k:

ÿ

|α|ďm,|β|ďk

}DβDαJǫvpxq}2

0
ď

ÿ

|α|ďm,|β|ďk

cβǫ
´2|β|}Dαvpyq}2

0

ď ckǫ
´2k

ÿ

|α|ďm

}Dαvpyq}2

0

ď ckǫ
´2k}v}m
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De onde a desigualdade 3.28 segue. Agora para a desigualdade 3.29, denotaremos

ρkpxq “ Dkρpxq, a desigualdade de Schwartz nos dá:

|JǫD
kvpxq| “ ǫ´k´3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R3

ρk

´x ´ y

ǫ

¯

vpyq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ǫ´3{2´k

„

ǫ´3

ż

R3

ˇ

ˇ

ˇ
ρk

´x ´ y

ǫ

¯ˇ

ˇ

ˇ

2

dy



1{2
„

ǫ´3

ż

R3

|vpyq|2 dy



1{2

Como ρ é infinitamente diferenciável com suporte compacto suas derivadas

também possuem suporte compacto. Logo a norma L2 existe e é igual a uma constante ck,

assim obtemos:

|JǫD
kvpxq| ď

ck

ǫ3{2`k
}v}0

Como v P Hm com m ą 3{2, o teorema de inclusão de Sobolev nos dá que

|JǫD
kvpxq| decai no infinito, assim sendo temos:

sup
xPR3

|JǫD
kvpxq| ď

ck

ǫ3{2`k
}v}0

De onde o resultado segue.

3.3 Decomposição de Hodge e o Operador de Projeção de Leray

O resultado principal desta seção é a definição do operador de projeção de

Leray para funções em Hm. Para isto iremos provar a decomposição de Hodge em S e

definir o operador de projeção em S, em seguida utilizaremos um argumento de extensão

para definir o operador de Leray em Hm. Iniciaremos pela prova do teorema da Equação

de Poisson, e para isso iremos citar o teorema de diferenciação de Lebesgue:

Teorema 25. (Teorema de Diferenciação de Lebesgue) Suponha f P L1

loc, então temos

que para µ-q.s:

lim
r Ñ 0

1

mpErq

ż

Er

|fpyq ´ fpxq| dy “ 0 (3.33)

lim
r Ñ 0

1

mpErq

ż

Er

fpyq dy “ fpxq (3.34)

onde Erpxq “ ty P R
3 : |x ´ y| ă ru.
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Demonstração. Ver referência [3], pág. 98, teorema 3.21.

De posse desse teorema podemos dar início à prova da equação de Poisson, o

teorema aqui exposto é muito similar ao encontrada na referência [11]:

Teorema 26. (Equação de Poisson) Seja u : R3 Ñ R, u P S, então a convolução

Upxq “ u ˚ Gpxq “

ż

R3

upx ´ yqGpyqdy ,

onde Gpxq é a função de Green para o operador diferencial do Laplaciano dada por:

Gpxq “
1

4π|x|

soluciona a equação de Poisson:

∆U “ ´u

Tem se que U P C2

0
, em particular:

|DαUpxq| ď C
1

p1 ` |x|qβ´2

Com 2 ă β ă 3 e 0 ď |α| ď 2.

Demonstração. A prova deste teorema será realizada em duas etapas. Na primeira prova-

remos o decaimento para Upxq, de onde seguirá que a convolução existe. A segunda etapa

provará que a convolução resolve a equação de Poisson. Para a primeira parte devemos

mostrar que:

ż

R3

|upx ´ yqGpyq| dy ă 8

Tome um 2 ă β ă 3 , como u P S, a definição deste espaço nos dá que u decai

mais rápido do que qualquer potência de x, logo podemos assumir |u| ď
C

p1 ` |x|qb
, assim:

ż

R3

|upx ´ yqGpyq|dy ď C

ż

R3

1

p1 ` |x ´ y|qβ

1

|y|
dy

O teorema da convergência dominada, teorema 23, então nos permite escrever:
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ż

R3

|upx ´ yqGpyq|dy ď C lim
|a|Ñ0

|b|Ñ8

ż

|a|ď|y|ď|b|

1

p1 ` |x ´ y|qβ

1

|y|
dy

Como |b| é arbitrariamente grande e |a| arbitrariamente pequeno, tomemos

|a| ď
|x|

2
ď 2|x| ď |b|, quebrando a integral acima em três partes distintas:

lim
|a|Ñ0

ż

|a|ď|y|ď
|x|
2

1

p1 ` |x ´ y|qβ

1

|y|
dy `

ż

|x|
2

ď|y|ď2|x|

1

p1 ` |x ´ y|qβ

1

|y|
dy

` lim
|b|Ñ8

ż

2|x|ď|y|ď|b|

1

p1 ` |x ´ y|qβ

1

|y|
dy “ I1 ` I2 ` I3

Avaliando cada uma das integrais separadamente:

i)Utilizando que |x ´ y| ě ||x| ´ |y|| e mudando para coordenadas polares

obtemos:

I1 ď lim
|a|Ñ0

ż

|a|ď|y|ď
|x|
2

1

p1 ` ||x| ´ |y||qβ

1

|y|
dy “ lim

|a|Ñ0

ż
|x|
2

|a|

r

p1 ` ||x| ´ r|qβ
dr

Como a variável r está entre 0 ď r ď
|x|

2
, isso implica que |x| ´ r ě

|x|

2
:

I1 ď lim
|a|Ñ0

ż
|x|
2

|a|

r

p1 ` ||x| ´ r|qβ
dr ď lim

|a|Ñ0

ż
|x|
2

|a|

r

p1

2
` |x|

2
qβ
dr

I1 ď
2β

p1 ` |x|qβ
lim

|a|Ñ0

ż
|x|
2

|a|

rdr

I1 ď C
|x|2

p1 ` |x|qβ
ď C

p1 ` |x|q2

p1 ` |x|qβ
ď C

1

p1 ` |x|qβ´2

ii) Para I2 ,como
|x|

2
ď |y| então

1

|y|
ď

2

|x|
:

I2 ď

ż

|x|
2

ď|y|ď2|x|

1

p1 ` |x ´ y|qβ

1

|y|
dy ď

2

|x|

ż

|x|
2

ď|y|ď2|x|

1

p1 ` |x ´ y|qβ
dy

Em seguida, utiliza-se uma mudança de variáveis transladando a esfera centrada

em 0 para uma esfera centrada em x, temos então r “ |u| “ |x ´ y| e dy “ r2dr.
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Entretanto ao realizar essa mudança de variáveis, a expressão para os limites de integração

que era
|x|

2
ď |y| ď 2|x| sera alterada. De forma a evitar limites de integração com

expressões complexas utilizaremos um artifício. Vamos obter uma região circular R2 tal

que R1 “ ty P R
3;

|x|

2
ď |y| ď 2|x|u Ă R2:

r “ |u| “ |x ´ y| ď |x| ` |y| ď 3|x|

0 ď ||x| ´ |y|| ď |x ´ y| “ |u| “ r

Assim temos R1 Ă R2 “ tu P R
3; 0 ď |u| ď 3|x|u, e como a função sendo

integrada é não negativa:

I2 ď
2

|x|

ż

|x|
2

ď|y|ď2|x|

1

p1 ` |y|qβ
dy ď

2

|x|

ż

3|x|

0

r2

p1 ` rqβ
dr ď

2

|x|

ż

3|x|

0

p1 ` rq2

p1 ` rqβ
dr

I2 ď
2

|x|

ż

3|x|`1

1

h2´βdh “
2

|x|

1

3 ´ β
h3´β

ˇ

ˇ

ˇ

3|x|`1

1

I2 ď C

ˆ

p3|x| ` 1q3´β

|x|
´

1

|x|

˙

ď C
p3|x| ` 1q3´β

|x|
“ C 33´β p|x| ` 1{3q3´β

|x|

Onde utilizou-se o fato de que o segundo termo é negativo. Como β ă 3, isso

implica que 3 ´ β ą 0, portanto a função p|x| ` 1{3q3´β é crescente logo:

I2 ď C 33´β p|x| ` 1{3q3´β

|x|
ď C 33´β p|x| ` 1q3´β

|x|

Como 2|x| ě 2 ùñ |x| ě 1 ùñ |x| ` 1 ď 2|x| ùñ
|x| ` 1

|x|
ď 2 :

I2 ď C 33´β p|x| ` 1q

|x|
p|x| ` 1q2´β ď C 2 33´β 1

p1 ` |x|qβ´2

iii) Para I3, novamente como |x´ y| ě ||x| ´ |y||, e mudando para coordenadas

polares:

I3 ď lim
|b|Ñ8

ż |b|

2|x|

r

p1 ` ||x| ´ r|qβ
dr

Fazendo a mudança de variáveis u “ r ´ |x|, obtemos |x| ď u ď |b| ´ |x| e

dr “ du, como ambos os limites da integral são positivos:
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I3 ď lim
|b|Ñ8

ż |b|´|x|

|x|

u ` |x|

p1 ` uqβ
du “ lim

|b|Ñ8

˜

ż |b|´|x|

|x|

u

p1 ` uqβ
du `

ż |b|´|x|

|x|

|x|

p1 ` uqβ
du

¸

Como u ă u ` 1:

I3 ď lim
|b|Ñ8

˜

ż |b|´|x|

|x|

p1 ` uq´β`1du ` |x|

ż |b|´|x|

|x|

p1 ` uq´βdu

¸

I3 ď lim
|b|Ñ8

ˆ

p1 ` uq´β`2

´β ` 2

ˇ

ˇ

ˇ

|b|´|x|

2|x|
` |x|

p1 ` uq´β`1

´β ` 2

ˇ

ˇ

ˇ

|b|´|x|

2|x|

˙

Lembrando que β ą 2 ou seja ´β ` 2 ă 0:

I3 ď lim
|b|Ñ8

ˆ

1

β ´ 2

ˆ

´1

p1 ` |b| ´ |x|qβ´2
`

1

p1 ` 2|x|qβ´2

˙

`
|x|

β ´ 1

ˆ

´1

p1 ` |b| ´ |x|qβ´1
`

1

p1 ` 2|x|qβ´1

˙˙

Como os dois limites tendem a zero, obtêm-se enfim:

I3 ď
1

p1 ` 2|x|qβ´2
`

1

p1 ` 2|x|qβ´2

Como 1 ` 2|x| ě 1 ` |x|:

I3 ď
1

p1 ` |x|qβ´2

A prova para o decaimento das derivadas de Upxq se dá de forma idêntica pois

podemos passar a derivada para dentro da integral e para u. Como u P S suas derivadas

também estão em S e portanto podemos novamente escolher o mesmo β e obter a mesma

taxa de decaimento. Assim concluímos a primeira parte do teorema, agora para a segunda

parte iremos mostrar que a convolução que definimos resolve a equação de Poisson. A partir

das propriedades da convolução e do teorema da diferenciação sob o sinal de integração

obtêm-se:

U “ u ˚ G

BxjU “ Bju ˚ G

Bxi,xjU “ Bxju ˚ BxiG
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Logo:

∆U “

ż

R3

∇upx ´ yq.∇Gpyq dy

O teorema da convergência dominada 23 implica então:

∆U “ lim
ǫÑ0,rÑ8

ˆ
ż

Bp0,rq´Bp0,ǫq

∇upx ´ yq.∇Gpyq dy

˙

∆U “ lim
ǫÑ0,rÑ8

ˆ
ż

BBp0,rq`BBp0,ǫq

upx ´ yq∇Gpyqn dS ´

ż

Bp0,rq´Bp0,ǫq

upx ´ yq∆Gpyq dy

˙

A partir das orientações das superfícies:

∆U “ lim
ǫÑ0

ż

BBp0,ǫq

upx ´ yq∇Gpyq.n dS ´ lim
rÑ8

ż

BBp0,rq

upx ´ yq∇Gpyq.n dS

´ lim
ǫÑ0,rÑ8

ż

Bp0,rq´Bp0,ǫq

upx ´ yq∆Gpyq dy “ Iǫ ` Ir ` Iv

Avaliando cada uma das integrais separadamente:

i)Tomando ǫ “ |y|, o vetor unitário é npφ, θq “
ypφ, θq

|y|
“
ypφ, θq

ǫ
:

Iǫ “ lim
ǫÑ0

ż

BBp0,ǫq

upx ´ ǫnq∇Gpǫnq.n dS

A partir deste ponto é importante salientar que a integral se dá em função das

variáveis φ e θ, e como n.∇Gpǫnq “
´1

4πǫ2
:

Iǫ “ lim
ǫÑ0

ˆ

´
1

4πǫ2

ż

BBp0,ǫq

upx ´ ǫnpφ, θqq dSpφ, θq

˙

Como 4πǫ2 é a área de superfície da esfera de raio ǫ, então essa integral é uma

média:

Iǫ “ lim
ǫÑ0

ˆ

´ ´

ż

BBp0,ǫq

upx ´ ǫnpφ, θqq dSpφ, θq

˙

Para passar o limite para dentro da integral, muda-se o centro da esfera para

o ponto x, e como u é contínua ela é limitada em todo compacto. Logo ela é localmente

integrável portanto podemos aplicar o teorema 25, que resulta em:
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Iǫ “ lim
ǫÑ0

ˆ

´ ´

ż

BBpx,ǫq

upǫnpφ, θqq dSpφ, θq

˙

“ ´upxq

ii)Agora para Ir como u P S e estamos tomando um r muito grande podemos

estimar:

|Ir| “ lim
rÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

BBp0,rq

upx ´ rnq
´1

4πr2
dS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C lim
r Ñ 0

˜

sup
y P BBp0,rq

|upx ´ yq|

¸

“ 0

iii) Para Iv, pela construção da função de Green, ∆G “ 0 em R
3 ´ t0u, assim

Iv “ 0

Portanto conclui-se que ∆U “ ´u.

Com o teorema da equação de Poisson provado, podemos definir a decomposição

de Hodge:

Teorema 27. (Decomposição de Hodge em S) Todo campo vetorial v P S tem uma

decomposição única:

v “ u ` ∇p (3.35)

Onde u é um campo vetorial com divu “ 0(um campo vetorial solenoidal) e p

é um campo escalar com ∇ ˆ p∇pq “ 0, ou seja, ∇p é irrotacional. Tal decomposição é

ortogonal, portanto temos:

}u}2

m ` }∇p}2

m “ }v}2

m

Demonstração. A prova deste teorema será realizada em duas partes principais, na primeira

se provará a unicidade da decomposição de onde seguirá também a existência de p. Na

segunda provaremos a ortogonalidade da decomposição.

Para provar a unicidade da decomposição sejam u1,∇p1 e u2,∇p2, duas decom-

posições de v:

v “ u1 ` ∇p1 “ u2 ` ∇p2

Rearranjando a equação acima, aplicando o divergente, e como u é solenoidal:

divp∇pp2 ´ p1qq “ ∆pp2 ´ p1q “ divpu1 ´ u2q “ 0



Capítulo 3. Existência de soluções para a equação regularizada de Navier Stokes 48

Assim temos que p2 ´ p1 é harmônica. Por outro lado para cada uma das pi

temos ´divp´vq “ ∆pi. Como v P S, temos que ´divpvq P S. Utilizando o teorema 26

obtemos que a solução p é única e pertence a C2

0
, portanto é limitada e decai a zero no

infinito.

Logo p1 ´ p2 também é limitada , temos então pelo teorema de Liouville, que

p1 ´p2 é constante. Mas p1 ´p2 tambêm decai a zero no infinito, logo segue que p1 ´p2 “ 0,

assim provamos a unicidade.

Agora para a prova da ortogonalidade devemos provar que a seguinte integral

é nula:

ż

R3

u.∇pdy

Como p é solução da equação de Poisson, pelo teorema 26 temos que p e ∇p

decaem a zero no infinito. Assim u “ v ´ ∇p também decai a zero no infinito (v P S).

Como p e u decaem a zero no infinito, integramos por partes e o segundo termo se anula,

assim obtemos:

ż

R3

upyq.∇ppyqdy “ ´

ż

R3

divu.pdy

E como divu “ 0 a integral se anula, e portanto fica provado que as funções

são ortogonais. Para a propriedade de Pitágoras:

}v}2

m “ }u ` ∇p}2

m “ xu ` ∇p, u ` ∇pym “ }u}2

m ` 2 ă u,∇p ąm `}∇p}2

m

Como u e ∇p são ortogonais a desigualdade fica provada.

Definição 25. (Operador de Projeção de Leray em S) Seja um campo vetorial v P S, e

sua decomposição de v “ u ` ∇p, onde u é solenoidal e ∇p é irrotacional, escreve-se:

u “ Pv

O operador P : v Ñ u é chamado de operador de projeção de Leray. Através

dessa definição segue que div Pv “ 0, e além disso Pv e ∇p são ortogonais.

Agora iremos estender o operador de Leray para funções em Hm:

Teorema 28. (Operador de Projeção de Leray em Hm) Seja um campo vetorial v P Hm,

então o operador de Projeção de Leray pode ser estendido a Hm e temos:

}Pv}m ď C}v}m (3.36)



Capítulo 3. Existência de soluções para a equação regularizada de Navier Stokes 49

Demonstração. Pela teorema 27, temos que para v P S:

}Pv}2

m ` }∇p}2

m “ }v}2

m ùñ }Pv}m ď C}v}m

Logo P é um operador limitado em S. Além disso segue pelas propriedades

das convoluções que a equação de Poisson é linear, e portanto a decomposição de Hodge

e P também o são. Por outro lado temos que S é denso em Hm. Com esses resultados

utilizamos o teorema 14, para estender P a funções em Hm. Além disso a extensão preserva

a desigualdade

}Pv}m ď C}v}m

para funções v P Hm.

Teorema 29. (Propriedades do Operador de Projeção de Leray em Hm) Dada uma função

v P Hm, as seguintes propriedades são válidas para o operador de projeção de Leray:

a) P comuta com derivadas fracas, ou seja, para qualquer |α| ď m temos:

PDαv “ DαPv, (3.37)

b) P comuta com regularizadores Jǫ, ou seja para ǫ ą 0:

P pJǫvq “ JǫpPvq (3.38)

c) P é simétrico, dado também u P Hm:

xPu, vym “ xu, Pvym (3.39)

Demonstração. Para as três provas abaixo, assuma v e u( para a letra "c"), pertencentes a

S. Como tanto P quanto Jǫ são operadores lineares e limitados eles são contínuos, logo

provando para S podemos tomar limites convergindo para valores em Hm.

a) Através da decomposição de Hodge e da equação de Poisson podemos

escrever:

Pv “ v ´ ∇p

Pv “ v ´ ∇r´(divq v ˚ Gs

DαpPvq “ Dαv ´ ∇r´divDαpv ˚ Gqs
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E através do teorema 23:

DαpPvq “ Dαv ´ ∇p´div ppDαvq ˚ Gqq “ P pDαvq

b) Como o regularizador comuta com derivadas e a convolução é associativa:

JǫpPvq “ Jǫv ` ∇rJǫpdiv v ˚ Gqs

“ Jǫv ` ∇rρǫ ˚ pdiv v ˚ Gqs

“ Jǫv ` ∇rpρǫ ˚ div vq ˚ Gs

“ Jǫv ` ∇rpJǫpdiv vqq ˚ Gs

“ Jǫv ` ∇rpdiv Jǫvq ˚ Gs

“ P pJǫvq

c) Agora para a simetria. Podemos escrever Pu “ u ` ∇p, de onde segue que

pPuq̂ “ û ´ p´2πiqξp̂. Por outro lado aplicando o divergente à decomposição original e

fazendo a transformada de Fourier:

∆p “ divu

p´2πiq2|ξ|2p̂ “ ´2πiξû

p̂ “
iξû

2π|ξ|2

Assim para cada coordenada de pPuq̂ , podemos escrever:

pPuj q̂ “ ûj ´ p´2πiqξj p̂

“ ûj ´ ξj
ÿ

k

ξk û
k

|ξ|2

“
ÿ

k

ûk

ˆ

δj,k ´
ξjξk

|ξ|2

˙

Agora podemos escrever:
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pPuq̂ v̂ “
ÿ

j

pPuj q̂ v̂j

“
ÿ

j,k

v̂jûk

ˆ

δj,k ´
ξjξk

|ξ|2

˙

“ ûpPvq̂

Agora escrevendo o produto interno obtemos o resultado:

xPu, vym “

ż

RN

p1 ` |ξ|2qmpPuq̂ v̂ dξ

“

ż

RN

p1 ` |ξ|2qmûpPvq̂ dξ

“ xu, Pvym

3.4 As equações de Navier-Stokes

A equação de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis é dada por:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Dv

Dt
“ ´∇p ` µ∆v

div v “ 0

vi|t“0 “ vi
0
v

(3.40)

Onde v : R3 ˆ I Ñ R
3 é o campo de velocidade, p : R3 ˆ I Ñ R é a pressão

e µ P R é a viscosidade. Temos também que
Dv

Dt
é a derivada material do campo de

velocidade, div v “ 0 é a condição de incompressibilidade do fluído e v0 : R3 Ñ R
3 é a

condição inicial. I é o domínio do tempo t, que para a equação de Navier-Stokes será

I “ r0, T s, e para a regularizada que apresentaremos mas adiante será I “ r0,8q.

Um par de funções v P Ctr0, T s, C2pR3qu X C1tr0, T s, CpR3qu e

p P Ctr0, T s, C2pR3qu será solução da equação de Navier-Stokes se satisfazê-la e tivermos

vp0, xq “ v0.

A equação de Navier-Stokes pode ser deduzida a partir das leis de conservação

de massa e momento, tal dedução pode ser encontrada nas referências [12] ou [13]. Iremos
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agora apresentar a equção de Navier-Stokes de duas outras maneiras. Durante as provas

utilizaremos uma ou outra forma dependendo do que for mais fácil em termos de notação.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Btv ` pv.∇qv “ ´∇p ` µ∆v

div v “ 0

v|t“0 “ v0

(3.41)

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Btv
i `

ÿ

j

vjBxjvi “ ´Bxip ` µ∆vi

div v “ 0

v|t“0 “ v0

(3.42)

3.5 Estimativas de Energia para a equação de Navier-Stokes

A estratégia nessa seção é assumir que as soluções da equação de Navier-Stokes

existem ao menos em Hm com alguma regularidade, com isso conseguiremos recuperar a

pressão da equação de Navier-Stokes, conseguiremos também provar uma desigualdade de

energia de onde seguirá a unicidade de soluções. No teorema 37, após obter que nossas

soluções estão em Hm com alguma regularidade em um intervalo de tempo rT0, T
1s, iremos

utilizar o resultado de unicidade de soluções de forma a obter uma solução no intervalo

de tempo p0, T s. Iniciamos enunciando a forma diferencial da desigualdade de Gronwall

conforme exposto na referência [6]:

Lema 4. (Forma Diferencial da Desigualdade de Gronwall) Seja ηp¨q uma função abso-

lutamente contínua e não negativa em r0, T s, que satisfaz para µ-q.s. t a desigualdade

diferencial:

Btηptq ď φptqηptq ` ψptq

Onde φptq e ψptq são funções não negativas e integráveis em r0, T s, então:

ηptq ď e
şt

0
φpsq ds

ˆ

ηp0q `

ż t

0

ψpsq ds

˙

Definição 26. Espaço Ctr0, T s, Xu. Dado um espaço de Banach X, diremos que uma

função f : r0, T s Ñ X pertence a Ctr0, T s, Xu se, tomando um t qualquer e uma sequência

tn Ñ t, então }fptnq ´ fptq}X Ñ 0.

Teorema 30. Seja uma solução para a equação de Navier-Stokes vµ P Ctr0, T s, Hmu com

m P Z
`, m ą 3{2 ` 2 , então a pressão pode ser recuperada do campo de velocidades e

p P Ctr0, T s, Hm}.
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Demonstração. Escrevendo a equação de Navier-Stokes para cada coordenada:

Btv
i ` pv∇qvi “ µ∆vi ´ Bxip

Bxip “ ´Btv
i ´

ÿ

j

vjBxjvi ` µ
ÿ

j

Bxj ,xjvi

(3.43)

Nossa estratégia aqui é obter o Laplaciano da pressão, para isso tome a derivada

parcial em relação a xi da equação acima:

Bxi,xip “ ´Bt,xivi ´
ÿ

j

pBxivjBxjvi ´ vjBxj ,xiviq ` µ
ÿ

j

Bxj ,xj ,xivi

Somando para todos os i e como div v “ 0, obtemos:

∆p “
ÿ

i

Bxi,xip “ ´
ÿ

i,j

BxivjBxjvi “ ´
ÿ

i,j

Bxi,xj pvjviq

Fazendo a transformada de Fourier da equação acima:

p´2πiq2
ÿ

i

pξiq2p̂pξq “ ´p´2πiq2
ÿ

i,j

ξiξjpvjviq̂pξq

p̂pξq “ ´
ÿ

i,j

ξiξj

|ξ|2
pvjviq̂pξq

Agora pela definição da norma de Sobolev:
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}p}m “

ż

R3

p1 ` |ξ|2qm|p̂|2 dξ

“

ż

R3

p1 ` |ξ|2qm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

i,j

ξiξj

|ξ|2
pvjviq̂

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

ď

ż

R3

p1 ` |ξ|2qm
ÿ

i,j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξiξj

|ξ|2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

|pvjviq̂|2 dξ

ď

ż

R3

p1 ` |ξ|2qm
ÿ

i,j

|pvjviq̂|2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξiξj

|ξ|2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

ď
ÿ

i,j

}vivj}m

›

›

›

›

›

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξiξj

|ξ|2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
›

›

›

›

›

L8

Como vi P Hm, com m ą 3{2 ` 2 pela propriedade 3.17 temos que vivj P Hm,

por outro lado temos:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξiξj

|ξ|2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|ξiξj|

|ξ|2
ď

|ξ|2

|ξ|2
“ 1

Portanto o termo acima é limitado, logo seu quadrado também o é, assim

obtemos que }p}m é limitada logo p P Hm. Além disso, por 3.43 temos, que a derivada da

pressão é uma combinação linear de funções contínuas no tempo e portanto ela também o

é, assim sendo temos p P Ctr0, T s, Hmu.

Teorema 31. (Estimativa de Energia) Sejam v1 e v2 ambas em Ctr0, T s, Hmu com m P Z
`

e m ą 3{2 ` 2, duas soluções para a equação de Navier-Stokes incompressível com a mesma

viscosidade µ ą 0, então:

sup
0ďtďT

}v1 ´ v2}0 ď e
şT

0
}∇v2}L8 dt}pv1 ´ v2q|t“0}0

Demonstração. Como v1, v2 são duas soluções para a equação de Navier-Stokes com a

mesma viscosidade temos:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Dvi

Dt
“ ´∇pi ` µ∆vi

div vi “ 0

vi|t“0 “ v0i

Tomando a diferença da equação de Navier-Stokes e utilizando a notação

ṽ “ v1 ´ v2 e p̃ “ p1 ´ p2, obtêm-se:
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Btṽ ` pv1.∇qv1 ´ pv2.∇qv2 “ ´∇p̃ ` µ∆ṽ

Btṽ ` pv1.∇qv1 ´ pv2.∇qv2 ` pv1.∇qv2 ´ pv1.∇qv2 “ ´∇p̃ ` µ∆ṽ

Btṽ ` pv1.∇qṽ ` pṽ.∇qv2 “ ´∇p̃ ` µ∆ṽ

Tomando o produto interno do L2 da equação acima com ṽ:

xBtṽ, ṽy0 ` xpv1.∇qṽ, ṽy0 ` xpṽ.∇qv2, ṽy0 “ ´x∇p̃, ṽy0 ` µx∆ṽ, ṽy0 (3.44)

Agora iremos avaliar cada um dos termos x∆ṽ, ṽy0, xpv1.∇qṽ, ṽy0 e x∇p̃, ṽy0

separadamente. Primeiramente para x∆ṽ, ṽy0:

x∆ṽ, ṽy0 “
3

ÿ

j“1

ż

R3

∆ṽj ṽj “
3

ÿ

j“1

ż

R3

∆ṽj ṽj “
3

ÿ

j“1

3
ÿ

i“1

ż

R3

Bxixi ṽj ṽj

Escrevendo a integral no R
3 e utilizando integração por partes:

x∆ṽ, ṽy0 “ lim
rÑ8

3
ÿ

j“1

3
ÿ

i“1

ˆ

´

ż

Bp0,rq

Bxi ṽjBxi ṽj `

ż

BBp0,rq

Bxi ṽj ṽjni

˙

Como ṽj P Hm, tomamos uma sequência em Schwartz convergente para esta

função e como Bxi ṽj P Hm´1 o segundo termo da integral por partes zera e obtemos:

x∆ṽ, ṽy0 “ ´
3

ÿ

j“1

ż

R3q

|∇ṽj|2 “ ´
3

ÿ

j“1

}∇ṽj}0 (3.45)

De forma similar para xpv1.∇qṽ, ṽy0:

xpv1.∇qṽ, ṽy0 “
3

ÿ

j“1

ż

R3

pv1.∇qṽj ṽj “
3

ÿ

j“1

ż

R3

`

v1

1
Bx1 ṽj ṽj ` v2

1
Bx2 ṽj ṽj ` v3

1
Bx3 ṽj ṽj

˘

Aqui, se utilizará a seguinte identidade:

∇p1{2pṽjq2q “ pBx1 ṽj ṽj, Bx2 ṽj ṽj, Bx3 ṽj ṽjq

Assim:
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xpv1.∇qṽ, ṽy0 “
3

ÿ

j“1

ż

R3

v1∇p1{2pṽjq2q “
3

ÿ

j“1

3
ÿ

i“1

ż

R3

vi
1
Bxip1{2pṽjq2q

Utilizando integral por partes com um argumento de densidade de S em Hm

obtemos:

xpv1.∇qṽ, ṽy0 “
3

ÿ

j“1

3
ÿ

i“1

ˆ

´

ż

R3

p1{2pṽjq2qBxivi
1

˙

E como div v1 “ 0:

xpv1.∇qṽ, ṽy0 “
3

ÿ

j“1

ˆ

´

ż

R3

p1{2pṽjq2qdivv1

˙

“ 0 (3.46)

Agora para o termo da pressão, pelo teorema 30 a pressão também está em

Hm com mesmo m, e portanto decai a zero no infinito, realizando então uma integral por

partes o termo a direita é nulo e o termo restante envolve div ṽ que também se anula:

x∇p̃, ṽy “
3

ÿ

j“1

ż

R3

Bxj p̃ṽj “ lim
rÑ8

3
ÿ

j“1

ˆ

´

ż

Bp0,rq

p̃Bxi ṽj `

ż

BBp0,rq

p̃ṽjnj

˙

“ 0 (3.47)

Substituindo agora 3.45, 3.46, 3.47 em 3.44, obtêm-se:

xBtṽ, ṽy0 ` µ

3
ÿ

j“1

}∇ṽj}0 “ ´xpṽ.∇qv2, ṽy0 (3.48)

Como ṽ é suficientemente suave no tempo, temos:

Bt}ṽ}2

0
“ 2xṽ, Btṽy0 (3.49)

Utilizando 3.49 em 3.48 ,como µ}∇ṽj}0 ě 0 e aplicando o módulo, obtemos:

1{2Bt}ṽ}2

2
ď |xpṽ.∇qv2, ṽy|

Analisando o termo |xpṽ.∇qv2, ṽy|, utilizando a desigualdade de Hölder:

|xpṽ.∇qv2, ṽy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R3

rpṽ.∇qv2sṽ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R3

|pṽ.∇qv2||ṽ| ď

ż

R3

|ṽ||∇v2||ṽ| “

ż

R3

|ṽ|2|∇v2|

Continuando temos:
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|xpṽ.∇qv2, ṽy| ď

ż

R3

|ṽ|2|∇v2| “ }|ṽ|2|∇v2|}L1 ď }∇v2}L8}|ṽ|2}L1 “ }∇v2}L8

ż

R3

|ṽ||ṽ|

ď }∇v2}L8}ṽ}2

0

Utilizando também que:

1{2Bt}ṽ}2

0
“ Bt}ṽ}0}ṽ}0

Obtêm-se:

Bt}ṽ}0 ď }∇v2}L8}ṽ}0

Utilizando agora a desigualdade de Gronwall (Lema 4), obtemos que para todo

t tal que 0 ď t ď T :

}v1 ´ v2}0 ď e
şT

0
}∇v2}L8 dt p}pv1 ´ v2q|t“0}0q

Como a desigualdade vale para qualquer t no intervalo considerado, podemos

aplicar o supremo no lado esquerdo, obtendo a desigualdade do teorema.

Agora podemos finalizar a prova obtendo a unicidade:

Corolário 1. (Unicidade de Soluções) Sejam v1 e v2 duas soluções da equação de Navier-

Stokes, ambas pertencentes a Ctr0, T s, Hmu com m ą 3{2 ` 2, com mesma condição inicial

então v1 “ v2.

Demonstração. Utilizando a estimativa de energia do teorema anterior com v1|t“0 “ v2|t“0:

0 ď sup
0ďtďT

}v1 ´ v2}0 ď e
şT

0
}∇v2}L8 dt ˚ 0 “ 0 ùñ sup

0ďtďT

}v1 ´ v2}0 “ 0 ùñ v1 “ v2

Corolário 2. (Estimativa para o gradiente) A estimativa de energia para a equação de

Navier-Stokes, também permite uma estimativa para o gradiente na forma:

µ

ż T

0

}∇pv1 ´ v2q}2

0
ď cpv2, T q

`

}v1|t“0 ´ v2|t“0}2

0

˘

Onde cpv2, T q “ c

ˆ
ż T

0

}∇v2}8

˙

depende de v2 e T .
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3.6 Existência global de soluções para a equação regularizada de

Navier-Stokes

Nesta seção iremos estudar a existência de soluções para uma versão regularizada

da equação de Navier-Stokes, dada por:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Btv
ǫ ` JǫrpJǫv

ǫq.∇pJǫv
ǫqs “ ´∇pǫ ` µJǫpJǫ∆v

ǫq

vǫ|t“0 “ v0

divvǫ “ 0

Onde regularizou-se os termos que envolvem o campo de velocidades e suas

derivadas em relação ao espaço, o termo que envolve a derivada temporal não foi regula-

rizado. Tambêm utilizou-se um regularizador adicional no termo que envolve o produto

pJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫq.

Aplicando o operador de projeção de Leray, projetamos a equação acima no

espaço V s “ tv P HspR3q; div v “ 0u como divpvǫq “ 0 temos Pvǫ “ vǫ e P p∇pǫq “ 0. Além

disso como Pvǫ “ vǫ e o operador de projeção de Leray comuta com derivadas (teorema 29,

letra "a") e regularizadores (teorema 29, letra "b"), obtêm-se P pµJǫpJǫ∆v
ǫqq “ µJǫpJǫ∆v

ǫq,

assim:

Btv
ǫ ` PJǫrpJǫv

ǫq.∇pJǫv
ǫqs “ µJ2

ǫ ∆vǫ (3.50)

Podemos então olhar a EDP acima como uma EDO de R (dado pelo tempo)

no espaço de Banach V s:

$

&

%

Btv
ǫ “ µJ2

ǫ ∆vǫ ´ PJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs “ F 1

ǫ pvǫq ´ F 2

ǫ pvǫq “ Fǫpv
ǫq

vǫ|t“0 “ v0

(3.51)

Para provar a existência global de soluções para a equação regularizada de

Navier-Stokes teremos que provar primeiramente, a existência de soluções locais, e para

isso utilizaremos os seguintes teoremas, que podem ser encontrados na referência [14],

sendo que ambos os teoremas são enunciados como o teorema 1.17 da pág. 14.

Teorema 32. (Teorema de Picard em Espaços de Banach) Seja U Ă X um subconjunto

aberto de um espaço de Banach X e seja F : U Ñ X uma função que é localmente Lipschitz

contínua, ou seja, para todo x P U existe L ą 0 e uma vizinhança aberta Ux Ă U de x tal

que:

}F px̃q ´ F px̂q}X ď L}x̃ ´ x̂}X (3.52)
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Para todo x̃, x̂ P Ux. Então para qualquer x0 P U , existe um tempo T para o

qual a EDO:

$

&

%

Btx “ F pxq

x|t“0 “ x0 P U
(3.53)

tem uma solução local única x P C1tp´T, T q;Uu.

Teorema 33. Seja U Ă X um subconjunto aberto de um espaço de Banach X, e seja

F : U Ñ X um operador Lipschitz contínuo. Então a solução única x P C1tr0, T q;Uu para

a EDO autônoma 3.53 ou existe globalmente no tempo, ou existe somente para um T ă 8

e a solução xptq deixa o conjunto aberto U quando t Ñ T .

Também utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 5. Dada uma função f não nula pertencente a Ctr0, T s, Hmu temos:

Bt}f}m ď }Btf}m

Demonstração. Pela definição de espaços de Sobolev, para um f qualquer:

Bt}f}m “ Btp
ÿ

|α|ďm

}Dαf}2

0
q1{2

Tal somatório pode ser escrito como a norma euclidiana do vetor:

p}f}0, }D
p1,0,0qv}0, ..., }D

αf}0q “ pu1, u2, ..., ukq

Assim obtemos:

Bt}f}m “ Bt|pu
1, u2, ..., ukq| “

1

2

1

|pu1, u2, ..., ukq|
p2u1Btu

1 ` 2u2Btu
2 ` ... ` 2ukBtu

kq “

“
pu1, u2, ..., ukq.pBtu

1, Btu
2, ..., Btu

kq

|pu1, u2, ..., ukq|

Aplicando então o módulo em ambos os lados, e em seguida Cauchy-Schwartz:

|Bt}f}m| ď
|pu1, u2, ..., ukq|

|ppu1q2, pu2q2, ..., pukq2q|
|pBtu

1, Btu
2, ..., Btu

kq| “ |pBtu
1, Btu

2, ..., Btu
kq|
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|Bt}f}m| ď

˜

ÿ

|α|ďm

pBt}D
αv}0q2

¸

1{2

Para cada um desses termos, temos:

Bt}D
αf}0 “ Bt

ˆ
ż

|Dαf |2
˙

1{2

“
1

2

1

}Dαf}0

Bt

ˆ
ż

|Dαf |2
˙

“

“
1

2

1

}Dαf}0

ˆ
ż

2pDαf 1, Dαf 2, Dαf 3qpBtpD
αf 1q, BtpD

αf 2q, BtpD
αf 3qq

˙

Utilizando Hölder:

“
}Dαf.BtD

αf}L1

}Dαf}0

ď
}Dαf}0}BtD

αf}0

}Dαf}0

“ }BtD
αf}0

Assim:

|Bt}f}m| ď

˜

ÿ

|α|ďm

pBt}D
αf}0q2

¸

1{2

ď

˜

ÿ

|α|ďm

p}BtD
αf}0q2

¸

1{2

“ }Btf}m

Como o módulo é sempre maior ou igual ao valor original obtemos enfim:

Bt}f}m ď |Bt}f}m| “ }Btf}m

Teorema 34. (Existência de soluções locais para a equação regularizada de Navier-Stokes)

Seja uma condição inicial v0 P V m, m P Z
` com m ą 3{2 ` 2, então:

a) Para qualquer ǫ ą 0 existe uma solução única vǫ P C1tr0, Tǫq;V
mu para a

equação 3.51, e temos que Tǫ “ T p}v0}m, ǫq, ou seja, Tǫ depende de }v0}m e ǫ.

b) Em qualquer intervalo de tempo r0, T q no qual essa solução pertence a

C1tr0, T q, V 0u, tem-se:

sup
0ďtďT

}vǫ}0 ď }v0}0 (3.54)

Demonstração. Iniciaremos pela prova do item "a"do teorema. Para esta parte utilizaremos

o teorema 32. Como div vǫ “ 0, P tem como imagem campos vetoriais com divergente zero,
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e Jǫ comuta com derivadas, obtêm-se que Fǫ : V m Ñ V m. Portanto se for demonstrado

que F 1

ǫ e F 2

ǫ são Lipschitz contínuos, o resultado seguirá. Serão analisados separadamente

F 1

ǫ e F 2

ǫ . Iniciando por F 1

ǫ , sejam v1 e v2 pertencentes a V m. Como os regularizadores

comutam com derivadas, e o Laplaciano envolve derivadas de segunda ordem a definição

da norma de Sobolev nos permite escrever:

}F 1

ǫ pv1q ´ F 1

ǫ pv2q}m “ µ}J2

ǫ ∆pv1 ´ v2q}m ď µ}J2

ǫ pv1 ´ v2q}m`2 (3.55)

Através de 3.28 obtemos:

}F 1

ǫ pv1q ´ F 1

ǫ pv2q}m ď µ
cm,2

ǫ2
}v1 ´ v2}m “ cpǫq}v1 ´ v2}m (3.56)

Agora para F 2

ǫ :

}F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q}m “ }PJǫrpJǫv
1q.∇pJǫv

1qs ´ PJǫrpJǫv
2q.∇pJǫv

2qs}m

Utilizando a desigualdade triangular com PJǫrpJǫv
1q.∇pJǫv

2qs:

}F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q}m ď }PJǫrpJǫv
1q.∇pJǫv

1qs ´ PJǫrpJǫv
1q.∇pJǫv

2qs}m`

` }PJǫrpJǫv
1q.∇pJǫv

2qs ´ PJǫrpJǫv
2q.∇pJǫv

2qs}m

}F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q}m ď }PJǫrpJǫv
1q.∇pJǫpv

1 ´ v2qqs}m ` }PJǫrpJǫpv
1 ´ v2qq.∇pJǫv

2qs}m

Por 3.36 temos }Pv}m ď }v}m. Novamente por 3.28, }Jǫv}m ď cm}v}m, além

disso como os regularizadores comutam com derivadas ∇rJǫpv
1 ´ v2qs “ Jǫ∇pv1 ´ v2q e

∇rJǫpv
2qs “ Jǫ∇pv2q, assim:

}F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q}m ď }pJǫv
1q.pJǫ∇pv1 ´ v2qq}m`

` }pJǫpv
1 ´ v2qq.pJǫ∇pv2qq}m

Através da desigualdade 3.15, obtêm-se:
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}F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q}m ď ct}Jǫv
1}L8}DmJǫ∇pv1 ´ v2q}0 ` }DmJǫv

1}0}Jǫ∇pv1 ´ v2q}L8`

}Jǫpv
1 ´ v2q}L8}DmJǫ∇pv2q}0 ` }DmJǫpv

1 ´ v2q}0}Jǫ∇pv2q}L8u.

Agora utilizando 3.29 e propriedades de espaços de Sobolev para cada um dos

termos acima separadamente:

}Jǫv
1}8 ď

c0

ǫ3{2
}v1}0

}Jǫ∇pv1 ´ v2q}8 ď
c1

ǫ3{2`1
}v1 ´ v2}0 ď

c1

ǫ3{2`1
}v1 ´ v2}m

}Jǫpv
1 ´ v2q}8 ď

c0

ǫ3{2
}v1 ´ v2}0 ď

c0

ǫ3{2
}v1 ´ v2}m

}Jǫ∇pv2q}8 ď
c1

ǫ3{2`1
}v2}0

Utilizando também 3.28 e propriedades de espaços de Sobolev:

}DmJǫ∇pv1 ´ v2q}0 ď }Jǫpv
1 ´ v2q}m`1 ď

c1,m

ǫ
}v1 ´ v2}m

}DmJǫv
1}0 ď }Jǫv

1}m ď
c0,m

ǫm
}v1}0

}DmJǫ∇pv2q}0 ď }Jǫv
2}m`1 ď

c0,m`1

ǫm`1
}v2}0

}DmJǫpv
1 ´ v2q}0 ď }Jǫpv

1 ´ v2q}m ď
cm,0

ǫ0
}v1 ´ v2}m “ cm,0}v1 ´ v2}m

Tomando uma constante C dependendo de ǫ tal que:

cpǫq ě maxt
c0

ǫ3{2
,

c1

ǫ3{2`1
,
c1,m

ǫ
,
c0,m

ǫm
,
c0,m`1

ǫm`1
, cm,0u

Resultando em:

}F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q}m ď cpǫqt}v1}0}v1 ´ v2}m ` }v1}0}v1 ´ v2}m`

` }v1 ´ v2}m}v2}0 ` }v1 ´ v2}m}v2}0u
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}F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q}m ď cpǫqp}v1}0 ` }v2}0q}v1 ´ v2}m

}F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q}m ď cpǫ, }v1}0, }v
2}0q}v1 ´ v2}m (3.57)

De posse desses resultados podemos prosseguir analisando Fǫ. Utilizando a

desigualdade triangular:

}Fǫpv
1q ´ Fǫpv

2q} “ }F 1

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv1q ´ F 1

ǫ pv2q ` F 2

ǫ pv2q}

}Fǫpv
1q ´ Fǫpv

2q} ď }F 1

ǫ pv1q ´ F 1

ǫ pv2q} ` }F 2

ǫ pv1q ´ F 2

ǫ pv2q} (3.58)

Utilizando 3.56 e 3.57:

}Fǫpv
1q ´ Fǫpv

2q}m ď cpǫ, }v1}0, }v
2}0q}v1 ´ v2}m (3.59)

Assim segue que Fǫ é localmente Lipschitz para qualquer aberto da forma:

UM “ tv P V m | }v}m ă Mu (3.60)

Como Fǫ é localmente Lipschitz contínuo, o teorema 32, implica que dada uma

condição inicial v0 P Hm, existe uma solução única vǫ P C1tr0, Tǫs;U
M u, para qualquer

m P Z
`, m ą 3{2 ` 2 e para algum Tǫ ą 0.

Agora daremos prosseguimento à prova do teorema provando a parte "b", ou

seja:

sup
0ďtďT

}vǫ}0 ď }v0}0

Para isso tomemos o produto interno do L2 da equação 3.51 com vǫ:

xBtv
ǫ, vǫy0 “ µxJ2

ǫ ∆vǫ, vǫy0 ´ xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, vǫy0

Utilizando que:

1

2
Bt}v

ǫ}2

0
“ xBtv

ǫ, vǫy0
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Obtemos:

1

2
Bt}v

ǫ}2

0
“ µxJ2

ǫ ∆vǫ, vǫy0 ´ xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, vǫy0 (3.61)

Para o primeiro termo do lado direito, utilizamos 3.25, e em seguida 3.24 para

passar o regularizador para dentro do Laplaciano e integramos por partes:

xJ2

ǫ ∆vǫ, vǫy0 “ xJǫ∆v
ǫ, Jǫv

ǫy0 “ x∆pJǫv
ǫq, Jǫv

ǫy0 “ ´
3

ÿ

j“1

}Jǫ∇v
ǫ,j}2

0
(3.62)

Agora para o segundo termo do lado direito utilizamos 3.39 seguido do fato de

que div vǫ “ 0 ùñ Pvǫ “ vǫ:

xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqsq, vǫy0 “ xJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, Pvǫy0 “ xJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, vǫy0

Em seguida utilizamos 3.25:

xJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, vǫy0 “ xpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫq, Jǫv
ǫy0

Podemos então escrever:

xpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫq, Jǫv
ǫy0 “ xp

3
ÿ

i“1

Jǫv
ǫ,iBxiJǫv

ǫ,1,

3
ÿ

i“1

Jǫv
ǫ,iBxiJǫv

ǫ,2,

3
ÿ

i“1

Jǫv
ǫ,iBxiJǫv

ǫ,3q, Jǫv
ǫy0

“
3

ÿ

i,j“1

xJǫv
ǫ,iBxiJǫv

ǫ,j, Jǫv
ǫ,jy0

“
1

2

3
ÿ

i,j“1

xJǫv
ǫ,i, BxipJǫv

ǫ,jq2y0

Tomando uma integral por partes obtemos:

1

2

3
ÿ

i,j“1

xJǫv
ǫ,i, BxipJǫv

ǫ,jq2y0 “ ´
1

2

3
ÿ

i,j“1

xBxiJǫv
ǫ,i, pJǫv

ǫ,jq2y0

“ ´
1

2

3
ÿ

j“1

xdiv vǫ, pJǫv
ǫ,jq2y0
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Como div vǫ “ 0 ùñ divpJǫv
ǫq “ 0:

xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqsq, vǫy0 “ 0 (3.63)

Substituindo 3.62 e 3.63 em 3.61 obtemos:

1

2
Bt

ż

|vǫ|2 “ ´µ
3

ÿ

j“1

}Jǫ∇v
ǫ,j}2

0

1

2
Bt

ż

|vǫ|2 ` µ

3
ÿ

j“1

}Jǫ∇v
ǫ,j}2

0
“ 0

Assim como }Jǫ∇v
ǫ,j}2

0
ě 0 e µ ą 0, temos então que Bt}v

ǫ}2

0
ď 0. Assim quando

t aumenta }vǫ}2

0
é uma função positiva que decresce, portanto ela atinge seu máximo no

ponto inicial t “ 0, portanto:

sup
0ďtďT

}vǫ}0 ď }vǫ|t“0}0 “ }v0}0

Assim fica demonstrada a existência de soluções locais para a equação regulari-

zada de Navier Stokes, agora prosseguimos com a demonstração da existência de soluções

globais:

Teorema 35. (Existência global de soluções para a equação de Navier Stokes regularizada)

Dada uma condição inicial v0 P V m, com m P Z` e m ą 3{2 ` 2. Então para qualquer

ǫ ą 0, existe uma solução única em todo o tempo vǫ P C1tr0,8q;V mu para a equação 3.51.

Demonstração. Utilizaremos o teorema 33, com U “ V m. Utilizando a negação deste

teorema, se provarmos que nossa solução continua pertencendo a V m quando t Ñ T

então, a solução regularizada que obtivemos no teorema 34, existirá globalmente no tempo.

Para provar que nossa solução continua pertencendo a V m basta obter um limitante para

}vǫp¨, tq}m. Tomando a equação 3.59, com v1 “ vǫ e v2 identicamente nulo, obtemos:

}Fǫpv
ǫq}m ď cpǫ, }vǫ}0q}vǫ}m

Aplicando a norma Hm a equação 3.51, obtemos:

}Btv
ǫ}m “ }Fǫpv

ǫq}m ď cpǫ, }vǫ}0q}vǫ}m

Utilizando o lema 5 com f “ vǫ obtemos:
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Bt}v
ǫ}m ď }Btv

ǫpx, tq}m ď cpǫ, }vǫ}0q}vǫ}m

Agora utilizando 3.54 para eliminar a dependência da constante em }vǫ}0:

Bt}v
ǫpx, tq}m ď cpǫ, }v0}0q}vǫ}m

Em seguida utilizamos o lema 4:

}vǫpx, tq}m ď e
şT

0
Cds}vǫ|t“0}m “ CeCT (3.64)

Assim concluimos que }vǫp¨, tq}m ď CeCT , portanto vǫp¨, tq ainda pertence a

V m quanto t Ñ T , assim sendo pelo teorema 33 a solução única da equação 3.51 existe

globalmente no tempo.
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4 Existência local de soluções para a equação

de Navier-Stokes

Neste capítulo encontram-se os resultados que são os objetivos desta dissertação,

são eles os Teoremas 36 e 37. O primeiro deles provará a existência de uma solução para a

equação de Navier-Stokes em Ctr0, T s;C2pR3qu X C1tr0, T s;CpR3qu e o segundo provará

a mesma existência só que no espaço Ctr0, T s;Hmu X C1tr0, T s;Hm´2u.

Essas soluções são obtidas através de uma subsequência de soluções da equação

regularizada de Navier-Stokes. Logo, iniciamos o capítulo provando os Lemas 7,8 e 9 que

nos fornecem algumas estimativas envolvendo as soluções regularizadas.

4.1 Preliminares

Para a prova da existência local de soluções para a equação de Navier-Stokes

precisaremos de uma nova estimativa de energia, agora para a versão regularizada da

equação de Navier Stokes iniciaremos com uma definição e citando alguns lemas:

Definição 27. O espaço Cwtr0, T s, Hmu, define o espaço das funções f contínuas no

intervalo r0, T s e com valores na topologia fraca do Hm. Isto é, para qualquer γ P Hm fixo,

temos que gγ “ xf, γym é uma função contínua em r0, T s, onde:

xf, γym “
ÿ

|α|ďm

ż

Dαf.Dαγdx

Lema 6. Sejam h, u : R3 Ñ R
3 duas funções de classe C1 então:

ph.∇uq.u “
1

2
h∇p|u|2q

Demonstração.

ph.∇uq.u “

»

—

–
ph1, h2, h3q.

¨

˚

˝

Bx1u1 Bx1u2 Bx1u3

Bx2u1 Bx2u2 Bx2u3

Bx3u1 Bx3u2 Bx3u3

˛

‹

‚

fi

ffi

fl
.pu1, u2, u3q

“
1

2
ph.∇pu1q2 ` h.∇pu2q2 ` h.∇pu3q2q

“
1

2
h.∇p|u|2q
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Lema 7. (Estimativa de Energia em Hm para Navier-Stokes regularizada) Seja v0 P V m,

com m P Z
` e m ą 3{2 ` 2, então a solução regularizada vǫ P C1tr0,8q;V mu para a 3.51,

satisfaz:

Bt

ˆ

1

2
}vǫ}2

m

˙

` µ}Jǫ∇v
ǫ}2

m ď cm}∇Jǫv
ǫ}8}vǫ}2

m (4.1)

Demonstração. A equação 3.51 nos dá:

Btv
ǫ “ µJ2

ǫ ∆vǫ ´ PJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs

Tomando a Dα derivada da equação acima com |α| ď m, e em seguida o

produto interno do L2 dessa equação com Dαvǫ:

xDαBtv
ǫ, Dαvǫy0 “ µxDαJ2

ǫ ∆vǫ, Dαvǫy0 ´ xDαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, Dαvǫy0 (4.2)

Agora analisaremos cada umas das parcelas da equação 4.2 separadamente.

Primeiramente para o termo xDαJ2

ǫ ∆vǫ, Dαvǫy0, as propriedades dos regularizadores 3.24,

3.25 implicam, respectivamente:

xDαJ2

ǫ ∆vǫ, Dαvǫy0 “ xJ2

ǫD
α∆vǫ, Dαvǫy0 “ xJǫD

α∆vǫ, JǫD
αvǫy0

“ x∆pJǫD
αvǫq, JǫD

αvǫy0 “
3

ÿ

i,j“1

xBxjxj pJǫD
αvǫ,iq, JǫD

αvǫ,iy0

Em seguida uma integração por partes nos dá:

xDαJ2

ǫ ∆vǫ, Dαvǫy0 “ ´
3

ÿ

i,j“1

xBxj pJǫD
αvǫ,iq, Bxj pJǫD

αvǫ,iqy0

“ ´}∇pDαJǫv
ǫq}2

0

(4.3)

Agora para o termo xDαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, Dαvǫy0, somamos e subtraímos

xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0, e utilizamos propriedades dos produtos internos para

obter:
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xDαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, Dαvǫy0 “ xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0`

` xDαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs ´ PJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0

(4.4)

Agora prosseguimos com o termo xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0, utilizando

3.39, 3.37, em seguida, como div vǫ “ 0, temos DαPvǫ “ Dαvǫ, por fim utilizamos 3.25 e

3.24:

xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0 “ xJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, PDαvǫy0

“ xJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, DαPvǫy0

“ xJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0

“ xpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫq, JǫD
αvǫy0

“ xpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫq, DαJǫv
ǫy0

Agora utilizando o lema 6, seguido de uma integral por partes e como divpJǫv
ǫq “

Jǫpdiv vǫq “ 0:

xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0 “
1

2
xJǫv

ǫ,∇p|DαJǫv
ǫ|2qy0

“ ´
1

2
xdivpJǫv

ǫq, |DαJǫv
ǫ|2y0 “ 0

(4.5)

Utilizando então 4.5 em 4.4:

xDαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, Dαvǫy0 “

“ xDαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs ´ PJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0 (4.6)

O termo xDαBtv
ǫ, Dαvǫy também pode ser modificado pois vale a seguinte

igualdade:

Bt

ˆ

1

2
}Dαvǫ}2

0

˙

“ xBtpD
αvǫq, Dαvǫy0 (4.7)

Substituindo então 4.3, 4.6 e 4.7 em 4.2:
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Bt

ˆ

1

2
}Dαvǫ}2

0

˙

“

“ ´µ}∇pDαJǫv
ǫq}2

0
´ xDαPJǫrpJǫv

ǫq.∇pJǫv
ǫqs ´ PJǫrpJǫv

ǫq.∇pDαJǫv
ǫqs, Dαvǫy0

Somando para todos os |α| ď m, obtemos:

Bt

ˆ

1

2
}vǫ}2

m

˙

` µ}∇pJǫv
ǫq}2

m ď

ď ´
ÿ

|α|ďm

xDαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs ´ PJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0

Prosseguimos agora com a analise do somatório, iniciamos passando o sinal

negativo para dentro do produto interno e, em seguida, como o regularizador e o operador

de projeção são lineares, podemos colocá-los em evidência. Em seguida como ambos

também são simétricos, propriedades 3.25 e 3.39:

´
ÿ

|α|ďm

xDαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs ´ PJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs, Dαvǫy0

“
ÿ

|α|ďm

xPJǫrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs ´ DαPJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, Dαvǫy0

“
ÿ

|α|ďm

xPJǫtrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs ´ DαrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqsu, Dαvǫy0

“
ÿ

|α|ďm

xrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs ´ DαrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, PJǫD
αvǫy0

Aplicando Hölder, como divvǫ “ 0, e utilizando 3.36 temos }PJǫD
αvǫ}0 “

}JǫD
αvǫ}0. Utilizando o teorema 9 temos }JǫD

αvǫ}0 ď }vǫ}0. Finalizamos utilizando o fato

de que de modo geral para normas vale }a ´ b} “ }b ´ a}.

ÿ

|α|ďm

xrpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs ´ DαrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs, PJǫD
αvǫy0 “

“
ÿ

|α|ďm

c0,0}Dαvǫ}0}DαrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs ´ rpJǫv
ǫq.∇pDαJǫv

ǫqs}0

Pela definição da norma de Sobolev, obtemos que }Dαvǫ}0 ď }vǫ}m para

qualquer |α| ď m , portanto:
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Bt

1

2
}vǫ}2

m ` µ}∇pJǫv
ǫq}2

m ď

ď c0,0}vǫ}m

ÿ

|α|ďm

}DαrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs ´ rpJǫv
ǫq.Dα

∇pJǫv
ǫqs}0

Utilizando agora 3.16 com u “ Jǫv
ǫ e v “ ∇pJǫv

ǫq, obtemos:

Bt

1

2
}vǫ}2

m ` µ}∇pJǫv
ǫq}2

m ď

ď cm}vǫ}mp}∇pJǫv
ǫq}L8}Dm´1

∇pJǫv
ǫq}0 ` }DmpJǫv

ǫq}0}∇Jǫv
ǫ}L8q

Utilizando novamente a definição da norma de Sobolev, e a propriedade dos

regularizadores 3.28 com k “ 0:

Bt

1

2
}vǫ}2

m ` µ}∇pJǫv
ǫq}2

m ď

ď cm}vǫ}mp}∇pJǫv
ǫq}L8}Jǫv

ǫ}m ` }Jǫv
ǫ}m}∇Jǫv

ǫ}L8q

ď c}Jǫv
ǫ}m}vǫ}m}∇Jǫv

ǫ}L8

ď c}vǫ}2

m}∇Jǫv
ǫ}L8

Lema 8. Dada uma condição inicial v0 P V m com m P Z
` e m ą 3{2 ` 2, as soluções

para a equação regularizada de Navier-Stokes(equação 3.51) satisfazem:

sup
0ďtďT

}vǫ}m ď }v0}m `
}v0}2

mcmT

1 ´ cmT }v0}m

(4.8)

Para T ă pcm}v0}mq´1. Em outras palavras, a família de soluções vǫ pertencem

a Hm para qualquer t P r0, T s e são uniformemente (independentemente de ǫ) limitadas

em Ctr0, T s, Hmu.

Demonstração. Podemos computar inicialmente:

}vǫ}mBt}v
ǫ}m “ Bt

1

2
}vǫ}2

m
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E como µ}∇pJǫv
ǫq}2

m ě 0:

}vǫ}mBt}v
ǫ}m ď Bt

1

2
}vǫ}2

m ` µ}∇pJǫv
ǫq}2

m

Utilizando o lema 7, cortando o termo }vǫ}m e em seguida, como Jǫ∇v
ǫ P C8 X

Hm´1, a desigualdade de Sobolev 3.14 implica que }Jǫ∇v
ǫ}8 “ }Jǫ∇v

ǫ}C0
ď }Jǫ∇v

ǫ}m´1.

}vǫ}mBt}v
ǫ}m ď cm}Jǫ∇v

ǫ}8}vǫ}2

m

Bt}v
ǫ}m ď cm}Jǫ∇v

ǫ}8}vǫ}m

Bt}v
ǫ}m ď cm}Jǫ∇v

ǫ}m´1}vǫ}m

Por fim utilizando 3.28 e novamente a definição da norma de Sobolev:

Bt}v
ǫ}m ď cm}∇vǫ}m´1}vǫ}m ď cm}vǫ}2

m

Tomando agora yptq “ }vǫ}m, isolando y e integrando em r0, ts obtemos:

dy

dt
ď cmy

2

ż t

0

dy

y2
ď

ż t

0

cmdt

´1

y

ˇ

ˇ

t

0
ď cmt

1

yp0q
´ cmt ď

1

yptq

Tomando t ď T ă pcmyp0qq´1 para evitar a descontinuidade, obtemos:

yptq ď
yp0q

1 ´ cmtyp0q

Para qualquer t ď T . Portanto:

}vǫ}m ď
}v0}m

1 ´ cmt}v0}m

Como
}v0}m

1 ´ cmt}v0}m

é uma função crescente temos que:
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sup
0ďtďT

}vǫ}m ď
}v0}m

1 ´ cmT }v0}m

“ }v0}m `
}v0}2

mcmT

1 ´ cmT }v0}m

Lema 9. A familia vǫ P Hm com m P Z
` e m ą 3{2 ` 2, de soluções da equação

regularizada de Navier-Stokes 3.51, forma uma sequência de Cauchy em Ctr0, T s;L2u. Em

particular, existe uma constante C que depende apenas de }v0}m e do tempo T tal que para

quaisquers ǫ e ǫ1 temos:

sup
0ďtďT

}vǫ ´ vǫ1

}0 ď Cmax pǫ, ǫ1q (4.9)

Demonstração. Sejam vǫ e vǫ1

duas soluções para a equação 3.51, substituindo essas

soluções na equação e subtraindo uma pela outra obtemos:

Btv
ǫ ´ Btv

ǫ1

“ µpJǫ∆v
ǫ ´ Jǫ1∆vǫ1

q ´ PJǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ` PJǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫ1

qs

“ µpJǫ∆v
ǫ ´ Jǫ1∆vǫ1

q ´ tPJǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ PJǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫ1

qsu

Tomando o produto interno do L2 da equação acima com vǫ ´ vǫ1

, temos:

xBtv
ǫ ´ Btv

ǫ1

, vǫ ´ vǫ1

y0 “ µxJǫ∆v
ǫ ´ Jǫ1∆vǫ1

, vǫ ´ vǫ1

y0

´ xtPJǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ PJǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫ1

qsu, vǫ ´ vǫ1

y0

“ µT1 ` T2

(4.10)

Para o termo do lado esquerdo temos:

xBtv
ǫ ´ Btv

ǫ1

, vǫ ´ vǫ1

y0 “ Bt

1

2
}vǫ ´ vǫ1

}2

0
(4.11)

Agora para T1, somando e subtraindo o termo J2

ǫ1∆vǫ:

T1 “ xJ2

ǫ ∆vǫ ´ J2

ǫ1∆vǫ ` J2

ǫ1∆vǫ ´ J2

ǫ1∆vǫ1

, vǫ ´ vǫ1

y0

“ xpJ2

ǫ ´ J2

ǫ1q∆vǫ, vǫ ´ vǫ1

y0 ` xJ2

ǫ1∆pvǫ ´ vǫ1

q, vǫ ´ vǫ1

y0

(4.12)
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Para o termo xJ2

ǫ1∆pvǫ ´ vǫ1

q, vǫ ´ vǫ1

y0, utilizando propriedades dos regulariza-

dores, tome ṽǫ “ Jǫpv
ǫ ´ vǫ1

q e uma integral por partes nos dá:

xJ2

ǫ1∆pvǫ ´ vǫ1

q, vǫ ´ vǫ1

y0 “ x∆Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

q, Jǫ1pvǫ ´ vǫ1qy0

“ x∆ṽǫ, ṽǫy0

“
3

ÿ

i“1

x∆ṽǫ,i, ṽǫ,iy0

“
3

ÿ

i,j“1

xBxj ,xj ṽǫ,i, ṽǫ,iy0

“ ´
3

ÿ

i,j“1

}Bxj ṽǫ,i}2

0

“ ´}Jǫ1∇pvǫ ´ vǫ1

q}2

0

(4.13)

Substituindo 4.13 em 4.12, e utilizando o fato de que a norma é não negativa:

T1 “ xpJ2

ǫ ´ J2

ǫ1q∆vǫ, vǫ ´ vǫ1

y0 ´ }Jǫ1∇pvǫ ´ vǫ1

qs}2

0

ď xpJ2

ǫ ´ J2

ǫ1q∆vǫ, vǫ ´ vǫ1

y0

Para analisar este termo poderíamos utilizar apenas 3.28, entretanto não

obteríamos uma estimativa em termos de ǫ e ǫ1. Prosseguimos então utilizando Cauchy-

Schwartz, a desigualdade triangular, a propriedade dos regularizadores 3.27 e só na última

passagem utilizando 3.28:

T1 ď }J2

ǫ ∆vǫ ´ J2

ǫ1∆vǫ}0}vǫ ´ vǫ1

}0

ď }J2

ǫ ∆vǫ ´ Jǫ∆v
ǫ ` Jǫ∆v

ǫ ´ ∆vǫ ` ∆vǫ ´ Jǫ1∆vǫ ` Jǫ1∆vǫ ´ J2

ǫ1∆vǫ}0}vǫ ´ vǫ1

}0

ď p}J2

ǫ ∆vǫ ´ Jǫ∆v
ǫ}0 ` }Jǫ∆v

ǫ ´ ∆vǫ}0 ` }∆vǫ ´ Jǫ1∆vǫ}0

` }Jǫ1∆vǫ ´ J2

ǫ1∆vǫ}0q}vǫ ´ vǫ1

}0

ď pCǫ}Jǫ∆v
ǫ}1 ` Cǫ}∆vǫ}1 ` Cǫ1}∆vǫ}1 ` Cǫ1}Jǫ1∆vǫ}1q}vǫ ´ vǫ1

}0

ď pCǫ}∆vǫ}1 ` Cǫ}∆vǫ}1 ` Cǫ1}∆vǫ}1 ` Cǫ1}∆vǫ}1q}vǫ ´ vǫ1

}0

ď C maxtǫ, ǫ1u}∆vǫ}1}vǫ ´ vǫ1

}0

ď C maxtǫ, ǫ1u}vǫ}3}vǫ ´ vǫ1

}0



Capítulo 4. Existência local de soluções para a equação de Navier-Stokes 75

Agora prosseguimos com nossa prova analisando o termo T2. Como o operador

de projeção é um operador linear podemos colocá-lo em evidência. Em seguida utilizamos a

propriedade 3.39 e o fato de que div vǫ “ div vǫ1

“ 0 assim temos P pvǫq “ vǫ e P pvǫ1

q “ vǫ1

:

T2 “ xtJǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ Jǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫ1

qsu, P pvǫ ´ vǫ1

qy0 “

“ xJǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ Jǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫ1

qs, vǫ ´ vǫ1

y0

“ xJǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ Jǫ1rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs, vǫ ´ vǫ1

y0

` xJǫ1rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ Jǫ1rpJǫ1vǫq∇pJǫv
ǫqs, vǫ ´ vǫ1

y0

` xJǫ1rpJǫ1vǫq∇pJǫv
ǫqs ´ Jǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫv
ǫqs, vǫ ´ vǫ1

y0

` xJǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫv
ǫqs ´ Jǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫqs, vǫ ´ vǫ1

y0

` xJǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫqs ´ Jǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫ1

qs, vǫ ´ vǫ1

y0

“ R1 ` R2 ` R3 ` R4 ` R5

Cada um desses termos será analisado separadamente. Começando por R1,

utilizando Schwartz e a desigualdade triangular, obtemos:

|R1| ď }JǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ Jǫ1rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs}0}vǫ ´ vǫ1

}0

“ }JǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ` rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs

´ Jǫ1rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs}0}vǫ ´ vǫ1

}0

ď p}JǫrpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs}0 ` }rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs

´ Jǫ1rpJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs}0q}vǫ ´ vǫ1

}0

Agora utilizamos 3.27 e em seguida 3.15:

|R1| ď pCǫ}pJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫq}1 ` Cǫ1}pJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫq}1q}vǫ ´ vǫ1

}0

ď C maxtǫ, ǫ1u}pJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫq}1}vǫ ´ vǫ1

}0

ď C maxtǫ, ǫ1up}Jǫv
ǫ}8}D∇pJǫv

ǫq}0 ` }DJǫv
ǫ}0}∇pJǫv

ǫq}8q}vǫ ´ vǫ1

}0

Como Jǫv
ǫ P C8 X Hm, o teorema de inclusão de Sobolev 3.14 nos da

}Jǫv
ǫ}8 “ }Jǫv

ǫ}C0
ď }Jǫv

ǫ}m e }∇pJǫv
ǫq}8 “ }∇pJǫv

ǫq}C0
ď }∇pJǫv

ǫq}m´1.

|R1| ď C maxtǫ, ǫ1up}Jǫv
ǫ}m}D∇pJǫv

ǫq}0 ` }DJǫv
ǫ}0}∇pJǫv

ǫq}m´1q}vǫ ´ vǫ1

}0
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Utilizamos por fim Young (teorema 9) e a definição da norma de Sobolev:

|R1| ď C maxtǫ, ǫ1up}vǫ}m}vǫ}2 ` }vǫ}1}vǫ}mq}vǫ ´ vǫ1

}0

Assim para m ą 3{2 ` 2, temos:

|R1| ď C maxtǫ, ǫ1u}vǫ}2

m}vǫ ´ vǫ1

}0

Agora para R2, iniciando com a utilização de 3.25, seguido de Schwartz e 3.28:

|R2| ď }pJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫqs ´ pJǫ1vǫq∇pJǫv
ǫq}0}Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

q}0

ď }pJǫv
ǫq∇pJǫv

ǫq ´ pJǫ1vǫq∇pJǫv
ǫq}0}vǫ ´ vǫ1

}0

ď }rJǫv
ǫ ´ Jǫ1vǫs∇pJǫv

ǫq}0}vǫ ´ vǫ1

}0

Utilizando a definição da norma de Sobolev temos que } ¨ }0 ď } ¨ }m´1 e a

propriedade 3.17:

|R2| ď }rJǫv
ǫ ´ Jǫ1vǫs∇pJǫv

ǫq}m´1}vǫ ´ vǫ1

}0

ď }∇pJǫv
ǫq}m´1}Jǫv

ǫ ´ Jǫ1vǫ}m´1}vǫ ´ vǫ1

}0

Utilizando Young, teorema 9, e a definição da norma de Sobolev obtemos

}∇pJǫv
ǫq}m´1 ď C}∇vǫ}m´1 ď C}vǫ}m e utilizando a desigualdade triangular para o outro

termo:

|R2| ď }vǫ}m}Jǫv
ǫ ´ vǫ ` vǫ ´ Jǫ1vǫ}m´1}vǫ ´ vǫ1

}0

ď }vǫ}m}vǫ ´ vǫ1

}0p}Jǫv
ǫ ´ vǫ}m´1 ` }vǫ ´ Jǫ1vǫ}m´1q

Assim podemos utilizar 3.27 e como m ą 3{2 ` 2:
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|R2| ď }vǫ}m}vǫ ´ vǫ1

}0pC ǫ}vǫ}m ` C ǫ1}vǫ}mq

ď C maxtǫ, ǫ1u}vǫ}2

m}vǫ ´ vǫ1

}0

Agora prosseguimos com R4, pois seu tratamento é similar a R2:

R4 “ xpJǫ1vǫ1

q∇pJǫv
ǫq ´ pJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫq, Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

qy

|R4| ď }Jǫ1vǫ1

r∇pJǫv
ǫq ´ ∇pJǫ1vǫqs}0}vǫ ´ vǫ1

}0

ď }Jǫ1vǫ1

}m}∇pJǫv
ǫq ´ ∇vǫ ` ∇vǫ ´ ∇pJǫ1vǫqs}m´1}vǫ ´ vǫ1

}0

ď C}vǫ1

}m}vǫ ´ vǫ1

}0p}∇pJǫv
ǫq ´ ∇vǫ}m´1 ` }∇vǫ ´ ∇pJǫ1vǫqs}m´1q

ď C maxtǫ, ǫ1u}vǫ1

}m}vǫ}m}vǫ ´ vǫ1

}0

ď C maxtǫ, ǫ1u}vǫ1

}m}vǫ}m}vǫ ´ vǫ1

}0

Para R3, iniciamos com a utilização de 3.25 e depois utilizamos a desigualdade

de Hölder com três funções sendo p “ q “ 2 e r “ 8.

R3 “ xJǫ1rpJǫ1vǫq∇pJǫv
ǫqs ´ Jǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫv
ǫqs, vǫ ´ vǫ1

y

“ xrpJǫ1vǫq∇pJǫv
ǫqs ´ rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫv
ǫqs, Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

qy

“ xJǫ1pvǫ ´ vǫ1

q∇pJǫv
ǫq, Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

qy

ď }∇pJǫv
ǫq}L8}Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

q}0}Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

q}0

Como Jǫ∇v
ǫ P C8 X Hm´1, temos que a desigualdade de inclusão de Sobolev

3.14 nos da }Jǫ∇v
ǫ}8 “ }Jǫ∇v

ǫ}C0
ď }Jǫ∇v

ǫ}m´1, para os outros termos utilizamos 3.28.

|R3| ď C}Jǫ∇v
ǫ}m´1}vǫ ´ vǫ1

}0}vǫ ´ vǫ1

}0

ď C}vǫ}m}vǫ ´ vǫ1

}2

0

ď C}vǫ}m}vǫ ´ vǫ1

}2

0

Agora analisaremos o termo R5, começando com a utilização de 3.25 seguido

do lema 6, temos:
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R5 “ xJǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫqs ´ Jǫ1rpJǫ1vǫ1

q∇pJǫ1vǫ1

qs, vǫ ´ vǫ1

y

“ xpJǫ1vǫ1

q∇Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

q, Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

qy

“
1

2
xJǫ1vǫ1

,∇p|Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

q|2qy

Em seguida uma integração por partes e como divpJǫ1vǫ1

q “ 0:

R5 “ ´
1

2
xdivpJǫ1vǫ1

q, |Jǫ1pvǫ ´ vǫ1

q|2y “ 0

Agora finalizamos unindo todos os termos:

Bt

1

2
}vǫ ´ vǫ1

}2

0
“ T1 ` T2

“ T1 ` R1 ` R2 ` R3 ` R4 ` R5

ď C maxtǫ, ǫ1u}vǫ}3}vǫ ´ vǫ1

}0

` C maxtǫ, ǫ1u}vǫ}2

m}vǫ ´ vǫ1

}0

` C maxtǫ, ǫ1u}vǫ}2

m}vǫ ´ vǫ1

}0

` C }vǫ}m}pvǫ ´ vǫ1

q}2

0

` C maxtǫ, ǫ1u}vǫ1

}m}vǫ}m}vǫ ´ vǫ1

}0

Cada um dos }vǫ}m e }vǫ1

}m, é limitado por um M , onde M é igual o limitante

superior da equação 4.8 para um T dado, assim temos:

Bt

1

2
}vǫ ´ vǫ1

}2

0
“ T1 ` T2

“ T1 ` R1 ` R2 ` R3 ` R4 ` R5

ď C maxtǫ, ǫ1uM}vǫ ´ vǫ1

}0

` C maxtǫ, ǫ1uM2}vǫ ´ vǫ1

}0

` C maxtǫ, ǫ1uM2}vǫ ´ vǫ1

}0

` CM}pvǫ ´ vǫ1

q}2

0

` C maxtǫ, ǫ1uM2}vǫ ´ vǫ1

}0
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Por outro lado temos:

Bt

1

2
}vǫ ´ vǫ1

}2

0
“ }vǫ ´ vǫ1

}0Bt}v
ǫ ´ vǫ1

}0

Assim:

}vǫ ´ vǫ1

}0Bt}v
ǫ ´ vǫ1

}0 ď “ C maxtǫ, ǫ1uM}vǫ ´ vǫ1

}0

` C maxtǫ, ǫ1uM2}vǫ ´ vǫ1

}0`

` C maxtǫ, ǫ1uM2}vǫ ´ vǫ1

}0

` CM}pvǫ ´ vǫ1

q}2

0
`

` C maxtǫ, ǫ1uM2}vǫ ´ vǫ1

}0

Bt}v
ǫ ´ vǫ1

}0 ď C maxtM,M2upmaxtǫ, ǫ1u ` }vǫ ´ vǫ1

}0q

ď Cmaxtǫ, ǫ1u ` C}vǫ ´ vǫ1

}0

Tomando c1 “ C e c2 “ maxtǫ, ǫ1u obtemos uma inequação do tipo:

Btyptq ´ c1yptq ď c1c2

Tomando um fator integrante uptq da seguinte forma:

uptq “ e´c1

ş

dt “ e´c1t (4.14)

Utilizando esse fator integrante na desigualdade e integrando de 0 a t::

e´c1tBtyptq ´ c1e
´c1typtq ď c1c2e

´c1t

Btre
´c1typtqs ď c1c2e

´c1t

ż t

0

Bzre´c1zypzqs dz ď

ż t

0

c1c2e
´c1z dz

re´c1zypzqs|t
0

ď ´c2e
z|´c1t

0

e´c1typtq ď yp0q ` c2 ´ c2e
´c1t
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Multiplicando por ec1t:

yptq ď yp0qec1t ` c2e
c1t ´ c2

}vǫ ´ vǫ1

}0 ď eCtp}vǫ
0

´ vǫ1

0
}0 ` maxtǫ, ǫ1uq ´ maxtǫ, ǫ1u

Como C ě 0 a função é crescente, além disso temos maxtǫ, ǫ1u ą 0 portanto:

sup
0ďtďT

}vǫ ´ vǫ1

}0 ď eCpMqT p}vǫ
0

´ vǫ1

0
}0 ` maxtǫ, ǫ1uq ´ maxtǫ, ǫ1u

ď eCpMqT p}vǫ
0

´ vǫ1

0
}0 ` maxtǫ, ǫ1uq

Como vǫ
0

“ vǫ1

0
“ v0 temos }vǫ

0
´ vǫ1

0
}0 “ 0:

sup
0ďtďT

}vǫ ´ vǫ1

}0 ď C maxtǫ, ǫ1u

Que é exatamente a norma em Ctr0, T s, L2pR3qu, assim a sequência de soluções

da equação de Navier-Stokes regularizada forma uma sequência de Cauchy nesse espaço.

4.2 Existência de soluções locais no tempo para a equação de

Navier-Stokes

Definição 28. (Espaço L8tr0, T s, Hmu) Espaço das funções f : r0, T s Ñ Hm, finitas na

norma:

sup
tPr0,T s

}f}m

Definição 29. (Espaço Liptr0, T s, Hmu) Espaço das funções f P L8tr0, T s, Hmu, finitas

na seminorma:

sup
t1,t2Pr0,T s

}fpt1q ´ fpt2q}m

|t1 ´ t2|

Teorema 36. (Existência de soluções locais no tempo para a equação de Navier Stokes)

Dada uma condição inicial v0 P V m, m P Z
` e m ą 3{2 ` 2, então os seguintes resultados

são válidos:

a) Existe um tempo T tal que, para qualquer viscosidade 0 ă µ ă 8 existe uma

solução única vµ P Ctr0, T s;C2pR3qu XC1tr0, T s;CpR3qu para a equação de Navier Stokes.
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A solução vµ é limite de uma subsequência de soluções aproximadas vǫ da equação 3.51.

Este tempo T é limitado superiormente por:

T ă
1

cm}v0}m

b)A solução limite vµ satisfaz :

sup
0ďtďT

}vµ}m ď
}v0}m

1 ´ cmT }v0}m

c) As soluções aproximadas vǫ são uniformemente limitadas nos espaços

L8tr0, T s, HmpR3qu, Liptr0, T s;Hm´2pR3qu e Cwtr0, T s;HmpR3qu e a subsequência de

soluções aproximadas converge para vµ nestes espaços.

Demonstração. O lema 8 nos da que nossa família de soluções vǫ é uniformemente limitada

em Ctr0, T s, Hmu. Agora para provar este teorema iremos utilizar também que a família

de derivadas no tempo dessas soluções (Btv
ǫ) é uniformemente limitada na norma Hm´2.

Tal fato, como veremos, é consequência direta do lema 8. Iniciamos tomando a norma

Hm´2 da equação 3.51, para cada t temos:

}Btv
ǫptq}m´2 “ }µJ2

ǫ ∆vǫptq ´ PJǫrpJǫv
ǫptqq.∇pJǫv

ǫptqqs}m´2

ď µ}J2

ǫ ∆vǫptq}m´2 ` } ´ PJǫrpJǫv
ǫptqq.∇pJǫv

ǫptqqs}m´2

ď µ}J2

ǫ ∆vǫptq}m´2 ` }PJǫrpJǫv
ǫptqq.∇pJǫv

ǫptqqs}m´2

ď µD1 ` D2

(4.15)

Para o termo D1, aplicamos 3.28 duas vezes, e, em seguida, utilizamos a

definição da norma de Sobolev :

D1 ď c}∆vǫptq}m´2 ď c}vǫptq}m (4.16)

Já para D2, utilizamos 3.36, seguido de 3.28:

D2 ď }JǫrpJǫv
ǫptqq.∇pJǫv

ǫptqqs}m´2 ď }pJǫv
ǫptqq.∇pJǫv

ǫptqq}m´2

Tomando agora m´ 2 ą N{2 temos m ą N{2 ` 2, podemos utilizar 3.17, e em

seguida 3.28 e a definição da norma de Sobolev:
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D2 ď }Jǫv
ǫptq}m´2}∇pJǫv

ǫptqqs}m´2

ď c}vǫptq}m´2}∇vǫptq}m´2 ď c}vǫptq}2

m

(4.17)

Utilizando 4.16 e 4.17 em 4.15 obtemos:

}Btv
ǫptq}m´2 ď cµ}vǫptq}m ` c}vǫptq}2

m (4.18)

Utilizando então o lema 8 obtemos então que a família Btv
ǫ, é uniformemente

limitada (independentemente de ǫ) em Hm´2.

Para dar continuidade a prova deste teorema, iremos utilizar o lema 9. Como vǫ

é uma sequência de Cauchy em Ctr0, T s, L2pR3qu e como esse espaço é completo, segue que

existe um γ P Ctr0, T s, L2pR3qu tal que vǫ Ñ γ. Tomando o limite de ǫ1 Ñ 0 da equação

4.9 e γ “ lim
ǫ1Ñ0

vǫ1

obtemos:

lim
ǫ1Ñ0

sup
0ďtďT

}vǫ ´ vǫ1

}0 ď lim
ǫ1Ñ0

C max pǫ, ǫ1q (4.19)

sup
0ďtďT

}vǫ ´ γ}0 ď Cǫ (4.20)

Em seguida, será utilizado o teorema 22 de forma a mostrar que a convergência

em uma norma superior implica na convergência forte em normas inferiores de Sobolev.

Para cada t0 P r0, T s, o teorema 22, seguido da desigualdade triangular e da equação 4.20

nos dá:

}vǫpt0q ´ γpt0q}m1 ď Cm}vǫpt0q ´ γpt0q}
1´m1{m
0 }vǫpt0q ´ γpt0q}m1{m

m

ď Cmǫ
1´m1{mp}vǫpt0q}m ` }γpt0q}mqm1{m

Pela equação 4.8 temos, que para cada }v0}m e T fixos, }vǫ}m é limitada por

uma constante. Agora para obter um limitante para }γpt0q}m a mesma equação 4.8 nos dá:

}vǫpt0q}m ď sup
0ďtďT

}vǫ}m ď Cp}v0}m, T q (4.21)

Assim vǫpt0q é uma sequência uniformemente limitada em Hm, pelo teorema 6,

existe uma subsequência vǫnpt0q fracamente convergente para um u P Hm. Como }¨}0 ď }¨}m,
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temos que vǫnpt0q converge fracamente para u em H0 “ L2, mas vǫpt0q Ñ γpt0q em L2,

portanto vǫpt0q á γpt0q em L2, logo por unicidade de limites u “ γpt0q P Hm. Assim

}γpt0q}m é finito portanto.

}vǫnpt0q ´ γpt0q}m1 ď Cp}v0}m, T qǫ1´m1{m

Tomando o supremo em r0, T s obtemos convergência forte no espaço

Ctr0, T s, Hm1

pR3qu, quando ǫ Ñ 0.

sup
0ďtďT

}vǫn ´ γ}m1 ď Cp}v0}m, T qǫ1´m1{m (4.22)

Como m ą 7{2 para qualquer m escolhido, pode-se encontrar um m1 tal que

0 ă 7{2 ă m1 ă m, então a propriedade 3.14 nos dá:

}vǫn ´ γ}C2 ď C}vǫn ´ γ}2`3{2 ď }vǫn ´ γ}m1 ď Cp}v0}m, T qǫ1´m1{m

Obtemos convergência também em Ctr0, T s, C2pR3qu. Mostramos até então

que vǫn Ñ γ no espaço Ctr0, T s, C2pR3qu. Ou seja, até então nada nos garantia que ao

tomarmos uma sequência de soluções da equação regularizada de Navier-Stokes com ǫ Ñ 0,

o limite γ resolveria a equação de Navier-Stokes. A convergência em Ctr0, T s, C2pR3qu,

nos dá justamente esse resultado, pois como:

vǫ
t “ µJ2

ǫ ∆vǫ ´ PJǫrpJǫv
ǫq.∇pJǫv

ǫqs

Então temos que vǫ
t P Ctr0, T s, CpR3qu, assim sendo temos:

µJ2

ǫn
∆vǫn ´ PJǫn

rpJǫn
vǫnq.∇pJǫn

vǫnq Ñ µ∆γ ´ P pγ.∇γq

no espaço Ctr0, T s, CpR3qu. Portanto γ “ vµ e temos vǫ e

vµ P Ctr0, T s, C2pR3qu XC1tr0, T s, CpR3qu. Além disso para cada t0 P r0, T s temos γpt0q P

Hm, portanto vµpt0q P Hm.

Agora resta apenas provar a letra "c"do teorema. Iniciamos pela prova de que

vµ P L8tr0, T s, HmpR3qu. Já provamos que γpt0q P Hm para cada t0 P r0, T s, entretanto ao

olharmos para essa prova e para a equação 4.21 provamos algo bem mais forte. Temos que

vǫptq é uniformemente limitada também em relação a t, visto que o limitante independe
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de t. Como para qualquer t0 P r0, T s temos vǫnpt0q á vµpt0q, e vµpt0q P Hm, a definição de

convergência fraca nos dá:

lim
ǫnÑ0

xvǫnpt0q, vµpt0qym Ñ }vµpt0q}2

m

Por outro lado, como vǫnpt0q é subsequência de vǫpt0q, utilizando Schwartz

podemos escrever:

lim
ǫnÑ0

|xvǫnpt0q, vµpt0qym| ď lim sup
ǫÑ0

|xvǫpt0q, vµpt0qym| ď }vµpt0q}m lim sup
ǫÑ0

}vǫpt0q}m

Assim:

lim
ǫnÑ0

|xvǫnpt0q, vµpt0qym| “ }vµpt0q}2

m ď }vµpt0q}m lim sup
ǫÑ0

}vǫpt0q}m

Eliminando }vµpt0q}m e utilizando 4.21:

}vµpt0q}m ď lim sup
ǫÑ0

}vǫpt0q}m ď sup
0ďtďT

}vǫ}m ď Cp}v0}m, T q

Asim }vµptq}m é uniformemente limitada em t (ou seja, o limitante independe

do t0 escolhido), portanto vµ P L8tr0, T s, Hmu. Agora prosseguiremos com a prova de que

vµ P Liptr0, T s, Hm´2u. Para isso temos que as desigualdades 4.8 e 4.18 implicam :

sup
0ďtďT

}Btv
ǫ}m´2 ď M1 (4.23)

Para provarmos que vµ P Liptr0, T s, Hm´2u devemos provar que existe um M

tal que para quaisquer t1, t2 P r0, T s:

}vµpt1q ´ vµpt2q}m´2

|t1 ´ t2|
ď M

Como vµ P Ctr0, T ;C2pRq3su pelo Teorema do Valor Médio para funções

vetoriais temos que para quaisquer t1, t2 P r0, T s existe um c P rt1, t2s tal que:

}vµpt1q ´ vµpt2q}m´2

|t1 ´ t2|
ď }Btv

µpcq}m´2

Agora utilizaremos um argumento de convergência fraca similar ao anterior.

Como sup
0ďtďT

}Btv
ǫ}m´2 ď M1, temos que para qualquer t0 P r0, T s, }Btv

ǫpt0q}m´2 ď M1.
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Assim por 6 existe uma subsequência fracamente convergente para Btv
µpt0q, ou

seja, Btv
ǫnpt0q á Btv

µpt0q em Hm´2. Escolhendo Btv
µpt0q para a convergência no produto

interno temos ă Btv
ǫnpt0q, Btv

µptq ąm´2Ñ }Btv
µpt0q}2

m´2
. Assim temos:

|xBtv
ǫnpt0q, Btv

µptqym´2| ď lim sup
ǫÑ0

|xBtv
ǫpt0q, Btv

µym´2| ď }Btv
µpt0q}m´2 lim sup

ǫÑ0

}vǫ}m´2

}Btv
µpt0q}2

m´2
ď lim sup

ǫÑ0

|xBtv
ǫpt0q, Btv

µym´2| ď }Btv
µpt0q}m´2 lim sup

ǫÑ0

}vǫ}m´2

}Btv
µpt0q}2

m´2
ď }Btv

µpt0q}m´2 lim sup
ǫÑ0

}Btv
ǫ}m´2

Eliminando o termo }Btv
µpt0q}m´2 e utilizando 4.23:

}Btv
µpt0q}m´2 ď lim sup

ǫÑ0

}Btv
ǫ}m´2 ă M1

Portanto a derivada é limitada para qualquer t0. Tomando em particular t “ c,

obtemos o resultado:

}vpt1q ´ vpt2q}m´2

|t1 ´ t2|
ď }Btvpcq}m´2 ď M1

Portanto vµ P Liptr0, T s, Hm´2u. Agora para finalizar este teorema devemos

provar que v P Cwtr0, T s, Hmu.

Como vǫn P Ctr0, T s, Hmu , tomemos γpxq P Hm arbitrário temos que fγ
ǫn

ptq “

xvǫnpx, tq, γpxqy é contínua no tempo. Então se provarmos que fγ
ǫn

“ xvǫnptq, γy Ñ gγ “

xvµptq, γym uniformemente em r0, T s, seguirá que gγptq é contínua em r0, T s, o que então

implicará que vµpx, tq P Cwtr0, T s, Hmu. O que significa por sua vez que, fixando um

γ P Hm, para qualquer ǫ ą 0 existe um p tal que n ą p implique em |xvnptq´vµptq, γym| ă ǫ

para qualquer t P r0, T s , ou seja, a escolha de p independe de t.

Como S é denso em Hm, para γ P Hm e qualquer ǫ ą 0, existe γ̃ P S tal

que }γ ´ γ̃}m ă ǫ. Somando e subtraindo um γ̃ P S apropriado e, em seguida, utilizando

Cauchy-Schwartz e a desigualdade triangular:

|xγ, vǫnptq ´ vµptqym| ď |xγ ´ γ̃, vǫnptq ´ vµptqym| ` |xγ̃, vǫnptq ´ vµptqym|

ď }γ ´ γ̃}mp}vǫnptq}m ` }vµptq}mq ` |xγ̃, vǫnptq ´ vµptqym|

ď K1 ` K2

(4.24)
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Para o termo K1, como vµ e vǫ P Hm temos que suas normas em Hm são finitas,

e como γ̃ P S é denso em Hm podemos tornar }γ ´ γ̃}m tão pequeno quanto desejarmos:

K1 “ }γ ´ γ̃}mpC1 ` C2q ă Cǫ (4.25)

Agora para o termo K2, utilizaremos a definição de produto interno em Hm

via transformadas de Fourier. Tomando um m1 ă m temos:

K2 “

ż

ˆ̃γrvǫnptq ´ vptqŝ p1 ` |ξ|2qm dξ

“

ż

ˆ̃γp1 ` |ξ|2qm´m1

rvǫnptq ´ vµptqŝ p1 ` |ξ|2qm1

dξ

Tomaremos agora f̂ “ ˆ̃γp1 ` |ξ|qm´m1

. Como γ̃ P S e a transformada de Fourier

de uma função em S leva a uma outra função em S (teorema 16), temos que ˆ̃γ P S.

Por definição, uma função no espaço S decai mais rápido do que qualquer

potência de x, ou ξ como no nosso caso. Ou seja para qualquer α P N temos que

sup
ξPR3

ˆ̃γp1 ` |ξ|qα ă 8. Como os naturais são ilimitados apesar de perdermos m ´ m1 em

decaimento, a função ainda decai para qualquer α P N, assim segue que f̂ P S.

Novamente utilizando o teorema 16, segue que existe uma f “ pf̂ q̌ “ rˆ̃γp1 `

|ξ|qm´m1

š P S. Em seguida utilizamos a desigualdade de Schwartz:

K2 “ |xf, vǫnptq ´ vµptqym1 | ď }f}m1}vǫnptq ´ vµptq}m1

Como f P S Ă Hm1

temos }f}m1 “ C, por fim utilizando 4.22, obtemos:

K2 ď Cǫ (4.26)

Substituindo 4.25 e 4.26 em 4.24 obtemos:

|xγ, vǫnptq ´ vµptqym| ď Cǫ

Como a estimativa independe de t, temos que ă γ, vǫnptq ąmÑă γ, vµptq ąm

uniformemente e portanto ă γ, vµptq ąm é contínua em r0, T s para qualquer γ P Hm, de

onde segue que vµ P Cwtr0, T s, Hmu.

Teorema 37. Seja vµ a solução para a equação de Navier-Stokes descrita no teorema 36

então, vµ P Ctr0, T s, V mu X C1tr0, T s, V m´2u.
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Demonstração. Como a equação de Navier-Stokes envolve derivadas de primeira ordem

em relação ao tempo e de segunda ordem em relação a variável espacial, se provarmos

que a solução da equação de Navier-Stokes vµ for tal que v P tCr0, T s, Hmu, seguirá

que vµ P Ctr0, T s, V mu X C1tr0, T s, V m´2u. Para realizarmos essa prova, provaremos

inicialmente que a solução tem continuidade forte pela direita para t “ 0. Em seguida

realizaremos a prova de continuidade em outros pontos.

Em outras palavras, para provar a continuidade forte pela direita em t “ 0,

iremos provar que lim
tÑ0`

}vµpx, tq}m existe. A estratégia será provar limitantes para o

lim sup
tÑ0`

}vµpx, tq}m e o lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m, de onde seguira que lim
tÑ0`

}vµpx, tq}m existe.

Começando pelo lim sup
tÑ0`

}vµpx, tq}m, tome qualquer t1 P r0, T s. Como vµ P

Cwtr0, T s, Hmu, temos que para qualquer γ P Hm, xvǫnpx, t1q, γym Ñ xvµpx, t1q, γym,

quando ǫ Ñ 0. Como vµpx, t1q P Hm , podemos tomar então γ “ vµ. De onde obteremos

que xvǫnpx, t1q, vµpx, t1qym Ñ xvµ, vµym “ }vµ}2

m quando ǫ Ñ 0. Por definição de limite

superior e inferior e como o limite existe por vµptq pertencer a Cwtr0, T s, Hmu temos então:

lim inf
ǫnÑ0

xvǫnpx, t1q, vµpx, t1qym ď lim
ǫnÑ0

xvǫnpx, t1q, vµpx, t1qym

“ }vµpt1q}2

m

ď lim sup
ǫÑ0

xvǫpt1q, vµpt1qym

Assim obtemos }vµpx, t1q}2

m ď lim sup
ǫÑ0

xvǫ, vµpx, t1qym, aplicando Cauchy-Schwartz,

como }vµ}m independe de ǫ, podemos passá-lo para fora do limite assim:

}vµpx, t1q}2

m ď lim sup
ǫÑ0

xvǫpx, t1q, vµpx, t1qym

ď }vµpx, t1q}m lim sup
ǫÑ0

}vǫpx, t1q}m

Cortando o termo }vµpx, t1q}m, obtemos que para cada t1 P r0, T s fixo temos

}vµpx, t1q}m ď lim sup
ǫÑ0

}vǫpx, t1q}m. Em seguida, utilizando 4.8 a definição de supremo nos

dá que para qualquer t1 P r0, T s:

}vǫpx, t1q}m ď sup
0ďtďT

}vǫpx, tq}m ď }v0}m `
}v0}2

mcmT

1 ´ cmT }v0}m

}vǫpx, t1q}m ď }v0}m `
}v0}2

mcmT

1 ´ cmT }v0}m
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Aplicando lim sup e como o lado direito independe de ǫ obtemos:

lim sup
ǫÑ0

}vǫpx, t1q}m ď }v0}m `
}v0}2

mcmT

1 ´ cmT }v0}m

Mas acabamos de provar que }vµpx, t1q}m ď lim sup
ǫÑ0

}vǫpx, t1q}m. Portanto

obtemos que para cada t1 P r0, T s:

}vµpx, t1q}m ď }v0}m `
}v0}2

mcmT

1 ´ cmT }v0}m

Tomando o supremo e como o lado direito independe de t obtemos:

sup
0ďtďT

}vµpx, tq}m ď }v0}m `
}v0}2

mcmT

1 ´ cmT }v0}m

Tomando o lim sup
T Ñ0`

, o termo
}v0}2

mcmT

1 ´ cmT }v0}m

se anula, e como t ď T obtemos:

lim sup
tÑ0`

}vµ}m ď }v0}m

Agora iremos provar que }v0}m ď lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m. Como v P Cwtr0, T s, Hmu

isso implica que para qualquer u P Hm, xvµpx, tq, uym é contínua. Como v0 P Hm podemos

tomar u “ v0 P Hm. Por Cauchy-Schwartz temos:

xvµpx, tq, v0pxqym ď }vµpx, tq}m}v0pxq}m

Tomando o lim inf
tÑ0`

de ambos os lados e como }v0}m independe de t obtemos:

lim inf
tÑ0`

xvµpx, tq, v0pxqym ď lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m}v0pxq}m “ }v0pxq}m lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m

Como xvµpx, tq, v0pxqym é contínua, temos que existe o limite de t Ñ 0` e

portanto ele vai ser igual ao limite superior e inferior(o mesmo não vale para a norma

}vpx, tq}m).
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lim
tÑ0`

xvµpx, tq, v0pxqym “ }v0}2

m ď }v0pxq}m lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m

Por fim cortando o termo }v0}m obtemos }v0}m ď lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m.

Por definição de lim sup e lim inf,(se eles existirem) temos lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m ď

}v0}m ď lim sup
tÑ0`

}vpx, tq}m. Mas acabamos de provar que lim sup
tÑ0`

}vµpx, tq}m ď }v0}m ď

lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m, logo temos lim inf
tÑ0`

}vµpx, tq}m “ lim sup
tÑ0`

}vµpx, tq}m “ }v0}m segue que

lim
tÑ0`

}vµpx, tq}m “ }v0}m.

Como o lim sup e o lim inf existem, segue que o limite existe assim

lim
tÑ0`

}vµpx, tq}m “ }v0}m. Portanto fica provado que }vptq}m possui continuidade forte pela

direita em t “ 0.

Agora resta provar que }vptq}m é continua para todo t ą 0. A equação 4.1 nos

garante que:

Bt

1

2
}vǫ}2

m ` µ}Jǫ∇v
ǫ}2

m ď cm}∇Jǫv
ǫ}8}vǫ}2

m

Utilizando 4.8 temos sup
0ďtďT

}vǫ}m ď M , assim para qualquer t P r0, T s temos:

Bt

1

2
}vǫ}2

m ` µ}Jǫ∇v
ǫ}2

m ď cm}∇Jǫv
ǫ}8M

2

Como m ą 3{2 ` 2, utilizando 3.14 temos que }∇Jǫv
ǫ}C1

0

ď }∇Jǫv
ǫ}m, obtemos

então que a norma infinito vai ser igual a norma C1

0
, }∇Jǫv

ǫ}8 “ }∇Jǫv
ǫ}C1

0

ď }∇Jǫv
ǫ}m,

assim obtemos:

Bt

1

2
}vǫ}2

m ` µ}Jǫ∇v
ǫ}2

m ď CM3

Integrando em r0, T s, obtemos:

ż T

0

Bt

1

2
}vǫ}2

m ` µ

ż T

0

}Jǫ∇v
ǫ}2

m ď CM3T

}vǫpT q}2

m ´ }v0}2

m ` µ

ż T

0

}Jǫ∇v
ǫ}2

m ď CM3T

Assim fica provado que µ

ż T

0

}Jǫ∇v
ǫ}2

m é limitada independentemente de ǫ.

Como µ

ż T

0

}Jǫ∇v
ǫ}2

m ă 8 e µ ą 0, podemos dividir a desigualdade acima por µ. Assim

temos que

ż T

0

}Jǫ∇v
ǫ}2

m ă 8, portanto para quase todo t P r0, ts, temos }Jǫ∇v
ǫptq}m ă 8.
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Nosso problema agora é obter que para µ-q.s. t P r0, T s ,}∇vµ}m ă 8, como

queremos provar exatamente que ∇vµ P Hm não podemos utilizar a propriedade 3.26 dos

regularizadores. Desta forma vamos utilizar um argumento de subsequência convergente.

Considere um t arbitrário tal que }Jǫ∇v
ǫptq}m ă 8. Para qualquer ǫ ą 0

tem-se }Jǫ∇v
ǫp¨, tq}m ă 8. Considere a sequência }Jǫ∇v

ǫp¨, tq}m com ǫ Ñ 0, temos que

essa sequência é limitada. Por 6 existe uma subsequência ǫn fracamente convergente para

um u P Hm, ou seja Jǫn
∇vǫn á u em Hm. Como ǫ Ñ 0 temos que ǫn Ñ 0.

Como vµ P Hm temos que ∇vµ P Hm´1, assim por 24 letra "d", temos que

qualquer sequência converge para ∇vµ P Hm´1. Tomando como sequência a subsequência

que acabamos de gerar obtemos que Jǫn
∇vǫn Ñ ∇vµ em Hm´1.

Além disto, pela existência da convergência forte, a convergência fraca também

existe ou seja, Jǫn
∇vǫn á ∇vµ em Hm´1. Utilizando a definição da norma de Sobolev

temos que de modo geral } ¨ }m´1 ď } ¨ }m. Assim utilizando que ǫn Ñ 0 temos que

Jǫn
∇vǫn á u em Hm´1.

Como Jǫn
∇vǫn á ∇vµ em Hm´1 e Jǫn

∇vǫn á u em Hm´1, pela unicidade de

limites temos que u “ ∇vµ. Além disto como u P Hm obtemos que ∇vµ P Hm, portanto

}∇vµ}m ă 8. Utilizando que }∇vµ}m ă 8 e a definição da norma de Sobolev obtemos:

}vµ}m`1 “

˜

ÿ

|α|ďm

}Dαvµ}2

0

¸

1{2

ď }vµ}0 ` }∇vµ}m

Assim:

ż T

0

}vµ}2

m`1
ď

ż T

0

p}vµ}0 ` }∇vµ}mq2

Como já foi provado que vµ P Hm temos que }vµ}0 ă 8, e como }∇vµ}m ă 8

obtemos que a solução limite vµ está contida no espaço L2tr0, T s, Hm`1u.

Por argumento análogo ao utilizado para provar que }∇vµ}m ă 8. Temos que

para quase todo T0 P r0, T s, temos }vµpx, T0q}m`1 ă 8 o que implica }vµpx, T0q}m`1 P

Hm`1.

Tomando vpx, T0q como dado inicial que denotaremos por vT0

0
e utilizando o

teorema 36 letra "b"construímos uma solução v P Hm̃, para qualquer m̃ ă m ` 1 que está

em CtrT0, T
1s, Hm̃u. Onde T 1 é o tempo de existência da solução dado por T 1 ă

1

c}vT0

0 }m̃

.

Como m̃ ă m` 1 podemos tomar m̃ “ m. Cada uma dessas soluções com dado

inicial vT0

0
em seu intervalo de existência rT0, T

1s, vai ser idêntica a solução original da

equação de Navier-Stokes pelo corolário 1.
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Para quase todo T0 P p0, T s podemos repetir a construção acima, segue que

a solução original da equação de Navier-Stokes v P Ctp0, T s, Hmu. Como já provamos a

continuidade pela direita em t “ 0, obtemos enfim v P Ctr0, T s, Hmu.



92

5 Conclusões

Assumindo uma condição inicial v0 P Hm com m ą 3{2 ` 2, é possível verificar

que a solução para a equação de Navier-Stokes incompressível, em um intervalo de tempo

r0, T s, existe e é única. Tal solução pertence a Ctr0, T s, V mu X C1tr0, T s, V m´2u(Teorema

37). Sendo que o limite de tempo T para a existência dessa solução depende da magnitude

da norma em Hm da nossa condição inicial v0.

Com esta solução pode-se recuperar a pressão utilizando o teorema 30 e desta

forma resolver completamente a equação de Navier-Stokes. Caso tentássemos utilizar o

método descrito neste texto para obter soluções globais para a equação de Navier Stokes,

nosso principal problema seria o lema 8. Pois para T ě pcm}v0}mq´1 não podemos afirmar

que as soluções regularizadas são uniformemente limitadas. Na equação regularizada de

Navier-Stokes, conseguimos expandir nossa solução em r0, T s para todo o tempo utilizando

o teorema 33.

Também concluiu-se nesse trabalho que é possível demonstrar a letra "c"do

teorema 36 utilizando-se argumentos de convergência fraca ao invés de conceitos de

distribuições como feito no texto original.
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