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Resumo

A existéncia global de solugoes para a versao incompressivel da equacao de Navier-Stokes
no R® é um problema ainda em aberto na matematica. Neste trabalho expomos um
resultado de existéncia e unicidade em um intervalo de tempo [0, 7] para a solugao desta
equacao, dada uma condigao inicial pertencente ao espago de Sobolev. Tal resultado é
obtido através de métodos de energia em espacos de Sobolev, regularizadores e argumentos

de convergéncia fraca.

Palavras-chave: equacoes de Navier-Stokes, espacos de Sobolev, unicidade de solugoes,

existéncia de solugoes.



Abstract

The global existence of solutions to the incompressible version of the Navier-Stokes equation
in R? is an open problem in mathematics. In this work, we present a result of existence
and uniqueness in a time interval [0, 7] for the solution of this equation, given an initial
condition belonging to Sobolev space. This result is obtained by means of energy methods

in Sobolev spaces, mollifiers and weak convergence arguments.

Keywords: Navier-Stokes equations, Sobolev spaces, uniqueness of solutions, existence of

solutions.
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1 Introducao

A equagao de Navier-Stokes é um sistema de EDP’s que descreve o movimento
de um fluido através do espaco, dada uma condic¢ao inicial de velocidade. Para obter a
solucao desta EDP devemos encontrar um campo vetorial de velocidade e um campo
escalar de pressao. Como qualquer EDP, as primeiras perguntas que devem ser feitas ao

buscar solugoes € se essas solucoes existem e sao Unicas.

Para a Equacao de Navier-Stokes no R, a questao de que se a solucéo é tnica
e existe globalmente no tempo (para todo o tempo futuro), ainda é um problema em
aberto. Sendo inclusive um dos problemas do milénio, cuja formulagao completa pode ser

encontrada na referéncia [1].

Na formulagao do problema do milénio uma das referéncias citadas é o livro
escrito por Bertozzi e Majda (referéncia [2]), que em seus capitulos iniciais mostra a
existéncia e unicidade de solugoes locais (em um intervalo de tempos [0, T']) para a equacao

de Navier-Stokes com incompressibilidade e em todo o R".

Tal demonstracao é muito interessante por mostrar como varias técnicas de
Analise Funcional podem ser utilizadas de forma pratica. Desta forma, no capitulo 2

iniciamos por apresentar os espacos LP, convolugoes e a transformada de Fourier.

Em seguida, no capitulo 3, apresentamos os espacos de Sobolev, os regulari-
zadores, comecamos a tratar a unicidade de solugoes para a equacao de Navier-Stokes, e
a existéncia de solugoes para uma versao regularizada da equagao de Navier-Stokes. Por
fim no capitulo 4, entramos no cerne do texto ao apresentar a demonstracao feita por
Majda de existéncia e unicidade para a equacao de Navier-Stokes, com algumas alteragoes
nas hipoteses. Tais resultados principais sao encontrados nos teoremas 30, 36 e 37. Sendo
que a demonstracao da letra "c'do teorema 36 difere totalmente da utilizada em [2], pois
a abordagem aqui utilizada evita a utilizacado do conceito de distribuigoes, ja o teorema
30 é¢ um adendo ao original, e mostra como a pressao pode ser recuperada a partir da

velocidade.
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2 Alguns resultados de analise

Antes de comecar a buscar as solugoes para a equacao de Navier-Stokes preci-
saremos de alguns resultados de andlise que serdo expostos em sua maioria neste capitulo.
Comegamos introduzindo a notagao a ser utilizada no texto, na secao seguinte definimos os
espacos de Hilbert e a nogao de convergéncia fraca (que seré utilizada em varios argumentos
do capitulo 4). Falaremos também sobre as convolugoes, que serao utilizadas no capitulo
seguinte para definir os regularizadores. E, por fim, apresentaremos a transformada de

Fourier e seus principais resultados.

2.1 Notacao

Seja a € IN* um multi-indice, definimos:

la| =o' +a® + o®

al = all.a?l.a?

Também utilizando a notacdo de multi-indice se z € R?, z = (2!, 2% 2%)

teremos:

E supondo « e § dois multi-indices, por a < (8 definimos que para cada i temos
o' < f'. Em se tratando de derivadas, poderemos denotar as varidveis sobre as quais
estaremos derivando de duas formas distintas. Na primeira denotaremos explicitamente
quais variaveis estamos derivando, por exemplo: d,1. Na segunda forma utilizaremos a

notacdo com um multi-indice ou um inteiro. Seja f : R® — R um campo escalar, entdo

v e (0 f()
D f(%) = O(Il)al (a(I2)a2 (a($3>a3 ))

Por |a| = 0 entende-se que D*f = f. Se f : R* — R® for um campo vetorial

denota-se:

entao denota-se:

D f(z) = (D*f', D*f*, D" f?)
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Por outro lado, seja k € Z*, denotamos:

D*f ={D*f|la| < k}

D" = max D"

|<k

Desta forma temos que |Du| = |Vu|. Também definimos a derivada material,
dada uma funcdo f : R®> - R e um campo de velocidades v : R* — R3. A derivada

material de f nesse campo de velocidades v é dada por:

Df
Onde:
(V.V)f = v 0 f + 020, f + 130, f
Quando estivermos trabalhando com fungoes em LP, utilizaremos | - |» e

(-, - yr» para denotar respectivamente a norma e o produto interno nesses espagos, com
excecdo do espaco L? que denotaremos de outra forma. Para espacos de Sobolev H™
utilizaremos | - |,,. Como veremos mais adiante o espaco de Sobolev H? é exatamente o

espaco L assim, para facilidade de notacdo, utilizaremos || - |o para o espaco L%

Por ¢’ denota-se o vetor com coordenada j, igual a 1 e 0 nas outras coordenadas,

por exemplo €? = (0,1,0) € R?.

Quando escrevermos | f|, estaremos falando do valor absoluto no caso de um
valor escalar ou do médulo de um vetor, ou de um niimero complexo, sendo que o contexto

eliminard ambiguidades. Para um vetor temos:

5 1/2
o] - (zw)

=1

Ja se M for uma matriz m x n, denota-se:

n m 1/2
- (55

Se v; e vy forem dois vetores, denota-se por:

3
V1.Ug = Z vivd

7=1
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E sao validas as desigualdades:

[v1.va| < |v]]va]

[oM] < |v][M]

Algumas vezes, e quando nao causar ambiguidade a escrita da integral sera

simplificada para:

fla)de =] f

Se f for uma func¢ao escalar denotamos por V f o gradiente dado por:

Vf = (ax1f> afoa aoﬁfa )

Ja se f for um campo vetorial denota-se por V f, a matriz gradiente dada por:

ﬁmlfl aatlfQ a$1f3
Vf = a:ﬂfl afo2 012f3
ax3fl ax3f2 a:c3 f3

2.2 Espacos de Hilbert

As definicoes e teoremas sobre espacos de Hilbert, aqui citados, serao utilizados
tanto na secao sobre propriedades dos espacos de Sobolev, quanto na demonstracao dos
resultados principais da dissertacao. Os resultados aqui citados serdao basicamente retirados

das referéncias [3] e [4].

Definig¢ao 1. (Produto Interno) Seja X um espago vetorial complexo, um produto interno
em X € uma fungdo que associa a cada par (z,y) € X x X um nimero complezo C. O

produto interno € denotado por {x,y), e deve ter as sequintes propriedades:
a)lax + by, z)y = alz,z) + Wy, z), para todo x,y,z€ X ea,be C.
b){y,z) = {x,y), para todo x,y € X.

c){x,x) € (0,00) para todo x ndao nulo pertencente a X.

Definig¢ao 2. (Espago com Produto Interno) Um espago com produto interno X, é um

espaco vetorial complexo dotado de um produto interno.

Definicao 3. (Espaco de Hilbert) Um espago de Hilbert, denotado por H, é um espago de

produto interno, completo na norma:
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|z =~/ )

Chamada de norma induzida pelo produto interno.

A partir deste ponto temos definidos nossos espacos de Hilbert, comegaremos

agora a citar suas principais propriedades:

Teorema 1. (Desigualdade de Schwartz) Seja H um espaco de Hilbert, para quaisquer
x,y € H temos [{x,y)| < ||z||lyl, com a igualdade se, e somente se, x ey forem linearmente

dependentes.

Demonstragio. Ver referéncia [3] pag. 172. teorema 5.19. O

Defini¢ao 4. (Ortogonalidade) Dados x,y € H, dizemos que eles sao ortogonais se
{x,y) =0, o que também pode ser denotado por x L y. Além da defini¢ao para elementos

de H, podemos definir a ortogonalidade para subconjuntos de H. Dado E < H, definimos:

Et ={xe H|{(x,y)=0p/ todoy € E}

Teorema 2. (Teorema de Pitdgoras) Se x4, ...,x, € H e x; , x, sdo ortogonais para j # k,

temos entao que:

n

2 n
Dlagl =Dyl
1 1

Demonstragao. Ver referéncia [3] pag. 173, teorema 5.23. O

Teorema 3. Se M é um subespaco fechado de H, entao cada x € H pode ser expresso
de forma tdnica por © = y + z, onde y € M e z € M~*. Além disso y e z sdo o0s Unicos

elementos de M e M*, respectivamente, cuja distancia de x a esses subespacos é minima.
Demonstragdo. Ver referéncia [3] pag. 173 teorema 5.24. O

Até esse ponto enunciamos alguns resultados elementares sobre espagos de Hil-
bert, agora precisamos definir o conceito de convergéncia fraca e o teorema de convergéncia
em espacos de Banach. Comecamos pela construgao das defini¢oes que levarao ao conceito

de convergéncia fraca:

Defini¢ao 5. (Funcional Linear) Dado um espago vetorial X sobre C. Uma fungao linear

de X em C é chamado de funcional linear.
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Defini¢ao 6. (Funcional Linear Limitado) Seja W um espago vetorial normado, um

funcional linear f é dito limitado se existe ¢ > 0 tal que, para todo x € W, temos:

[ (@)] < ¢l

Definigao 7. (Espa¢o Dual) Dado um espago vetorial normado W, dizemos que o espago

W* formado por todos os funcionais lineares limitados em W, é o espago dual de W.

Teorema 4. (Teorema de Representacio de Riesz) Para todo funcional linear limitado f

em um espago de Hilbert H existe um z € H tal que f(x) = (x,z). Tal z é inico e temos

I2l = 1 £1-

Demonstragio. Ver referéncia referéncia [3], pag. 174, teorema 5.25, ou referéncia [4], pag.

188. [l

A convergéncia fraca é comumente definida em espacos normados. Entretanto,
aqui utilizaremos o teorema de representacao de Riesz para defini-la de outra forma
equivalente, quando estivermos trabalhando com espagos normados que forem também

espagos de Hilbert.

Defini¢ao 8. Uma sequéncia (x,) em um espago vetorial normado W ¢é dita fracamente

convergente se existir um x € W tal que para todo f € W* temos:

lim f(z,) = £(2)

Tal convergéncia é denotada por x, — x.

Agora se nosso espaco normado for um espago de Hilbert, o teorema da

representacao de Riesz nos da:

Definigao 9. Uma sequéncia (x,) em um espaco de Hilbert H é dita fracamente conver-

gente para um x € H, se para qualquer y € H, temos:

lim (z,,, y) = (2, 9)

n—0o0

Agora para o teorema de convergéncia em espagos de Banach, traremos mais

algumas defini¢des envolvendo espacos duais:

Defini¢ao 10. (Segundo Espa¢o Dual) Dado um espago vetorial normado W, dizemos
que o espago W** formado por todos os funcionais lineares limitados em W*, é o sequndo

espago dual de W.
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Defini¢ao 11. (Funcional Candnico) Seja v € W fixo, f € W™ waridvel, definimos

9. € W**  da sequinte forma:

Relembrando que temos x € W fixo, assim para cada x temos um funcional g,
em W**,

Podemos entdo definir uma imersdao canonica de W em W**, denotado por

E:W — W?* que leva cada x € W em um g, € W=,

Assim podemos definir nosso espago reflexivo:

Defini¢ao 12. (Espago Reflexivo) Um espago normado W é dito reflexivo se a imagem
de E ¢ igual a W**,

O que nos permite enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Demonstragio. Ver referéncia [4], pag. 242 teorema 4.6-6. O

Teorema 6. Dado um espago de Hilbert H e uma sequéncia limitada (x,) em H, entdo

eriste uma subsequéncia (x,,) que converge fracamente.

Demonstragio. Este teorema é resultado direto de [5] pag. 69, teorema 3.18 e do fato de

que todo espaco de Hilbert é um espaco de Banach reflexivo, teorema 5. O]

2.3 Espacos L*

Os espacos LP serao muito utilizados na definicao do espaco de Sobolev. Come-
camos pela defini¢do da norma LP para 1 < p < o0. Seja (X, M, 1) um espago de medida e

f uma funcao mensuravel em X:

1/p
flr = (j \f\pdu>

Agora para p = o0, definimos a norma L*:

[flloo = inf{a =0 u({z|[f(x)] > a}) = 0}

Desta forma definimos o espago LP:
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LP(X,M, ) = {f : X - C | f é mensurével e | f||, < oo},

onde utilizamos que o conjunto de fungoes que sao iguais p-quase sempre (p-q.s.), definem
o mesmo elemento de L”. Na secao de transformadas de Fourier iremos definir o conceito
versao de uma funcao, que tera um tratamento similar. Iniciaremos agora a enunciar
os principais resultados que serao utilizados, mas para isso precisamos de uma pequena

definicao de teoria da integragdo. Iremos definir — = 0, desta forma podemos enunciar:
0

Teorema 7. (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p,q < o comp ' + ¢!

felL?eqge LP entdo:

=1, e suponha

Ifglr < [flzallglee (2.1)

Demonstragao. Ver referéncia [5], pag. 92, teorema 4.6. O]

Outro resultado que serd muito utilizado é o de um espaco que é denso em LP,

o espaco de Schwartz:

Defini¢ao 13. (Espago de Schwartz) O espago de Schwartz S € os espago das fungoes
infinitamente diferencidveis C”, cujas fungoes junto com todas suas derivadas decaem a
zero no infinito mais rapidamente do que qualquer poténcia de |z|. Em outras palavras,

dada a seminorma:

| £l vy = sup (1 + )]0 f ()]

O espago de Schwartz é dado por:

S={feC”| HfH(N,a) < o para todo N, o}

Onde o é um multi-indice e N € Z™.

Teorema 8. S ¢ denso em L para (1 < p < ).

Demonstragao. Ver referéncia [3] pag. 245, teorema 8.18. ]

2.4 Convolucoes

Agora trataremos das convolugoes, os resultados aqui apresentados serao de
grande utilidade ao falarmos dos regularizadores, visto que um regularizador nada mais
¢ do que uma convolugdo. Comegamos entao pela sua defini¢do. Dadas duas fungoes

mensuraveis f e g, a convolucao f * g é dada por:
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frg(x)= Jf(x —y)9(y)dy

Para todo = tal que a integral existe. Conforme exposto por [3], pode-se definir vérios
espagos para conter f e g de forma que a convolugdo exista, neste texto utilizaremos o

teorema abaixo:

Teorema 9. (Desigualdade de Young) Dados 1 <p,q,r <o comp *+q '=r"+1.

Se fel? ege L entio f+ge L" e:

If = gl < [ fllzelgl e

Demonstragao. Ver referéncia [3], pag. 241, proposigao 8.9 letra "a". O

Agora podemos comecar enunciando alguns dos principais resultados envolvendo

convolugoes. O primeiro deles nos dé ferramentas bésicas para manipula-las:

Teorema 10. Assumindo que todas as integrais em questao existem temos:
a)f xg=g=f
b)(f*g)xh=[x(gxh)

Demonstragio. Vide referéncia [3], pdg. 240, proposicao 8.6. ]

Definigdo 14. (Espaco C*) O espaco C* ¢ constituido pelas fungoes continuas cujas

derivadas parciais de ordem < k existem e sao continuas.

Defini¢ao 15. (Espago Cg ) O espago C’g é constituido pelas fungoes continuas que decaem
a zero no infinito e cujas derivadas parciais de ordem < k existem e sao continuas. Seque
dessa definicdo que essas derivadas de ordem até k também decaem a zero no infinito.

Nesse espaco a norma de uma fungio f é dada por:
1fles = D5 10 (@)
la|<k

Em seguida enunciamos um teorema que sera crucial na se¢ao sobre regulariza-

dores:

Teorema 11. Se f € L', g € O, e D% ¢ limitada para |a| < k, entio f+g e C* e
D(f = g) = [ = (D%) para |af < k.

Demonstragao. Ver referéncia [3], pag. 242, proposigao 8.10. O]
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2.5 A transformada de Fourier

A transformada de Fourier serd muito utilizada na secao sobre espacos de
Sobolev pois uma das normas nesse espago ¢ definida em funcao desta transformada. Para

essa secao foram utilizado como referéncias [3] e [6].

Se uma funcdo f € L'(R?), define-se sua transformada de Fourier como sendo:

& = | fla)e™*%dx (2.2)
R3
Em seguida comegamos a enunciar algumas de suas propriedades:

Teorema 12. (Propriedades da transformada de Fourier) Sejam f,g e L*(R®), entdo:

)| f = < | £l

b)(f*9)=fd

¢) Se 1®f € L' para || < k entio f e C* e D*f = [(—2miz)* f]-

d)Se f e C*, D*f e L' para |a| < k, e D*f € Cy para |a| < k — 1, entdo
(D*f)1€) = (2mig) f ().

e)(Lema de Riemann-Lebesque) Seja F(L'(R?)) o conjunto das transformadas
de Fourier do espago L*(R?), entdo temos F(L'(R?)) = Co(R?).

f) Seja a transformacdo linear invertivel do R® dada por Tx =t 'z com t > 0,

entdo (f o T)(E) = t* f(£€).

Demonstragio. A prova deste teorema pode ser encontrada em [3], pag. 249, teorema
8.22. O

Vamos também definir a transformada inversa de Fourier, dada uma f e L' :

fl)=| f(&e*ede
RS

Ao definirmos a transformada inversa de Fourier desta forma temos que dada
uma funcao f, com algumas condigoes especificas, podemos aplicar a transformada de
Fourier e em seguida sua inversa de forma a retornar a funcao f que tinhamos originalmente,
ou algo muito similar a ela. Para apresentar o teorema que nos da esse resultado, comecamos

apresentando as definigdes de versao de uma funcao e de isomorfismo unitario.

Defini¢do 16. (Versdo) Dada uma fungdo f : R® — C mensurdvel. Dizemos que uma

fungio mensurdvel f* : R® — C € uma versio de f se f = f*, p-g.s..

Definig¢ao 17. (Isomorfismo) Dados dois espagos vetoriais X1 e Xy sobre C, um isomor-

fismo € uma transformacao linear bijetora entre esses dois espacos.
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Defini¢ao 18. (Isomorfismo unitdrio) Dados dois espacos de Hilbert Hy e H,, com
produtos internos (-,-)1 € {-,)o. Uma fungdo linear invertivel U : Hy — Hy que preserva o

produto interno:

<I, y>1 = <Ul’, Uy>2

Para quaisquer x,y € Hy, € chamado de isomorfismo unitdrio.

Teorema 13. (Teorema de inversio de Fourier) Se f € L' e f € L', entdo existe uma

A %

versao de f, aqui denominada f*, tal que(f) = (f) = f*.
Demonstragio. Ver referéncia [3], pag. 251. ]

Temos entdo bem definidas as transformadas de Fourier para funcoes em L',
mas como adiante iremos trabalhar com espacos de Sobolev, definiremos a transformada

de Fourier para funcoes no espaco L?. Faremos isso através do conceito de extensio:

Definigao 19. (Extensio) Dados dois espagos vetoriais normados Xy e Xs, seja Y < X

e uma transformacado linear f Y — Xo. Dizemos que g : X1 — Xy € uma extensdao de f

se gly = f.

Teorema 14. (Teorema de Extensio) Suponha que T seja uma transformagao linear
limitada, de um espago vetorial normado X1 para um espaco vetorial normado e completo
Xs. Entao T pode ser unicamente estendida para uma transformagao linear limitada (com

mesmo limitante), T, do completamento de X; em Xo.

Demonstragio. Ver referéncia [7], pag. 9, teorema 1.7. ]

Teorema 15. (O teorema de Plancherel) Se f e L' n L?, entio f € L* e F|(L' n L?)

extende-se unicamente em um isomorfismo unitdrio no L?.
Demonstragio. Ver referéncia [3] pag.252, teorema 8.29. ]

Em outras palavras o teorema de Plancherel nos dé a transformada de Fourier
de uma funcio em L?. Ao leitor que preferir argumentos mais construtivos uma abordagem
interessante pode ser encontrado na referéncia [6], que aqui reproduziremos com algumas
alteracoes. Em suma o teorema 8, nos diz que S é denso tanto em L' quanto em L2
portanto o espaco L' n L? é denso em L?. Entdo dada uma funcdo qualquer f € L2,

podemos tomar uma sequéncia f; € L' n L? tal que f, — f.

Quando dizemos que a transformada de Fourier é uma transformacao unitaria,
estamos dizendo que ela preserva o produto interno e, portanto, a norma. Logo podemos

escrever | flrz = [ flrz = ||f|z2. Portanto tomando os elementos m e n da sequéncia,
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podemos escrever HfAm — Fullzz = | (fim — fo)lzz = | fw — falr2, como f é Cauchy temos
entao que fk é Cauchy. Portanto ela converge para uma funcio em L? que é definida como

a transformada de Fourier de f e L.

Um fato interessante decorrente de definir a transformada de Fourier no L? a
partir de uma sequéncia de funcées em L' n L? é a possibilidade de usarmos varias das
propriedades citadas no teorema 12. Terminamos esta secao enunciando um resultado

sobre a transformada de Fourier para fun¢des em S.

Teorema 16. A transformada de Fourier é um isomorfismo de S em si mesmo.

Demonstragio. Ver referéncia [3] pag. 252. O



22

3 Existéncia de solucoes para a equacao re-

gularizada de Navier Stokes

Definidas nossas bases tedricas no capitulo 2, aqui neste capitulo comecamos
com uma introducao dos espagos de Sobolev na secao 3.1. Para isso, definimos o conceito
de derivadas fracas e apresentados os espacos de Sobolev com duas normas distintas mas
equivalentes, segundo o Teorema 18. Em seguida na mesma secao apresentamos o teorema
de inclusdo de Sobolev (Teorema 19), que nos permitird obter derivadas normais a partir
de derivadas fracas, finalizamos entao a secao com algumas desigualdades envolvendo estes

espagos.

Ja na secao 3.2 trazemos os conceitos de regularizadores e algumas de suas
propriedades. Na secao 3.3, apresentamos a decomposi¢cao de Hodge e entdo definimos o

operador de projecao de Leray além de provar mais algumas propriedades.

Na secao 3.4, apresentamos as equagoes de Navier-Stokes e ja na secdo seguinte
(segao 3.5), provamos que a pressao pode ser recuperada se obtermos a velocidade como
solugdo (Teorema 30). Provamos também que, caso essas soluges existam, elas sdo tinicas
(Corolario 1).

Por fim, na secdo 3.6, apresentamos uma versao regularizada para a equacao de
Navier-Stokes e utilizamos o teorema de Picard para provar a existéncia de solu¢oes para
essa equagao regularizada tanto localmente (Teorema 34), quanto globamente (Teorema 35).
Tais solugoes serao utilizadas para buscar uma solugao para a equagao de Navier-Stokes

no capitulo final deste texto.

3.1 Espacos de Sobolev

Antes de definirmos os espacos de Sobolev, precisamos definir o conceito de
derivada fraca, o método utilizado para apresenta-las aqui foi retirado da referéncia [6],

onde o assunto ¢ tratado com mais detalhes. Iniciamos pela definicdo de fungao teste:

Definigdo 20. (Funcio Teste) Seja CL(R?) o espaco das fungoes ¢ : R* — R infinitamente

diferencidveis e com suporte compacto, definiremos que ¢ € C(R?) é uma fungdo teste.

Definicdo 21. (Espago L},.) O espaco L},. é o espaco das funcoes f : R* — R tal que

loc

para todo compacto K < R?, temos que f € L*(K).
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Definicdo 22. (Derivadas fracas) Suponha que u,v € Lj,., e a é um multi-indice. Dizemos

que v é a o' derivada fraca de u, desde que:

J}RS uD%¢dx = (—1)l f v da (3.1)

RS

Para todas as funcoes teste ¢ € C(R?)

Através dessa definicdo segue que se uma funcao possui a derivada tradicional
ela sera idéntica a derivada fraca. Por esse motivo, uma estratégia para provar a existéncia
de solucoes regulares para uma EDP é, inicialmente acharmos solug¢oes que possuem
derivadas fracas e depois mostrar que essas derivadas fracas sao na verdade derivadas no
sentido tradicional. Em se tratando de espacos de Sobolev, um dos resultados que pode

ser utilizado para este fim é o teorema 19 que veremos mais adiante.

Ao definirmos a derivada fraca desta maneira estamos automaticamente defi-
nindo as derivadas fracas para funcoes em L?. Para verificar este fato, tome uma funcéo g
constante e igual a 1, uma funcao qualquer f € L? e K < R® compacto, entao utilizando o

teorema 7:

1/2
[ Flercry < 1flzeoylglzzcy = £z UK 1du) = [(K))?| £ 12 (32)

Portanto temos L? < L},.. De posse da definicio de derivada fraca, podemos
comegcar a definir os espacos de Sobolev, mas antes daremos um resultado sobre espagos

L? que necessitava da definicado de derivada fraca:

Teorema 17. Dada u € L com suas derivadas de ordem m, D™u e L", com 1 < q,r < .

Entao para suas derivadas D'u, 0 < j < m a sequinte desiqualdade vale:

| D7ullze < CID™ulg |lul (3-3)

Onde:

_J

o
VRS
S| =

|
w|3
N———

+
_

|
L
< |

1
p

N
—

. J
Para o satisfazendo ~— < «
m

Demonstragio. Ver referéncia [8] pag. 11, teorema sem ntmero. O
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Agora, voltando a defini¢ao dos espagos de Sobolev, seja m um inteiro positivo,
o espaco de Sobolev H™(R?) é o espaco dos elementos f € L?*(R?), cujas derivadas fracas

D*f pertencem a L*(R?) para |a| < m:

H™ ={feL*:D*feL? Yla| <m} (3.4)

A partir dessa defini¢do, a norma de Sobolev é dada por:

(1/2)
[l = ( >, \Daf3> (3.5)

|a|<m

Entretanto, existe uma outra norma equivalente a essa que utiliza a transfor-
mada de Fourier, o que nos sera 1util em varios casos. Mas para provar que ambas sao

equivalentes precisamos de alguns resultados:
Lema 1. (Desigualdade para multi-indice) Para todo x € R® e qualquer o € IN?, temos:
2] < cal] (3.6)

Demonstragio. A prova para esta desigualdade foi encontrada na referéncia [9], e serd
aqui reproduzida. Provaremos a desigualdade primeiramente na esfera unitaria, isto é, o

conjunto B = {y € R*||y| = 1}, assim sendo:

o (3.7)

|ya| for : 1)
lal — | = 1_[ ly
i=1

Y|

A desigualdade aritmética-geométrica com |y'[>** nos da:

S -
[ Tl < 3 D P
3

) 3 o
[Tl < ;Z P

)

Substituindo em 3.7, obtemos:

‘ya| <1i‘yi‘3ai
ylt — 34
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O desenvolvimento pelo binémio de Newton nos da:

|y <
|yl

W

5 3
2 |yilai>

Zzl ,
<z D+ |yi)°‘i>

W

=1

1(<3 AN

<= 1 o
3 H( + ly]) )

Assim:

ly°| 1( 3

< = (3(1+ a)

PERE (1 +[yl)

< - (31 + [y’

< 3223 = ¢,

w

Agora podemos provar que para um x qualquer:

e I

i

.
Seja ' = m, temos que |y| = 1, portanto:
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Utilizando essa desigualdade podemos provar o seguinte lema:

Lema 2. Para todo x € R® e k € Z, existem constantes c¢; e ¢y tais que:

a )l P <@l <er Y P

la|<k la|<k

Demonstracao. Iniciaremos a prova pela desigualdade da esquerda. Utilizando 3.6, obtemos:

Z |J:a|2 < Z Ca|$’2|a|

lal<k lo|<k

Aqui alguma cautela deve ser tomada, pois iremos utilizar que quando || < k
temos |z|l* < |z|¥, entretanto isso s6 é valido se |z| > 1. Para |z| < 1 temos |z|” < 1 para
qualquer r. Utilizando esse fato, e o fato de que o niimero possivel de valores de « ¢ finito

e igual a um [;(o valor de | depende de k), temos:

Z |xa|2< Z ca|x|2|a|

|| <k || <k

Z co max(1, |[z|?*)

lo| <k

N

< e, max(17, |2]%)
< ¢ max(1F, |z|?F)

<c(l+ \x!z)k

Agora para a desigualdade da direita seja:

Temos que para qualquer v € R, temos:

2k N3 k|2 3 k|2
7 D |7 . Doy 7] .

Assim sendo f(x) é homogénea de grau zero, podemos entao escrever:

)= 1 (1ol ) = 1 (%) = o)

Onde n é o vetor unitério, |n| = 1. Assim sendo o valor de f depende apenas

de seu valor na esfera unitaria. Como f é uma funcao continua na esfera unitaria visto
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que n # 0, e toda esfera em um espaco vetorial de dimensao finita é compacta segue que
f admite maximo e minimo na esfera unitaria. Seja § o minimo de f na esfera unitaria,

temos entao:

O que implica:

3
o < 23 Jah P
6i=1

Utilizando essa desigualdade damos continuidade a nossa prova:

(1+J2*) < 2max(1, |2[*)

Elevando a k:

(1+ |2*)* < 2" max(1, |2|*)
< 25(1+ [af)

13
k k|2
1+ 5 3 lat )

Tomemos o vetor (1,0,0), temos que a fungdo f neste ponto vale 1, como a
funcao é positiva por envolver apenas moédulos, e também por nao assumir o valor 0 na
esfera unitéria (o vetor 0 é retornado apenas para o vetor nulo que nio faz parte da esfera
unitaria), podemos assumir sem perda de generalidade que 0 < d < 1, temos (15 > 1, o que

implica:

1g % :
Qk(1+52\xf|2) 5 Z %)
i=1 i=1
1 + 2 |2¥%)
Como a expressao || < k nos da, entre outros o valor a = (O 0,0), que

corresponde a |7%| = 1, e também nos 3 vetores o' = (k,0,0), o® = (0,k,0) e a® = (0,0, k),

que implicam || = |2%| podemos entdo concluir a prova fazendo:
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ok max( )(1 +Z|Ik2 (15 Z |3504|2

> 1. O

o)\H

Onde na tultima passagem foi utilizado que

De posse desses resultados podemos definir a norma de Sobolev via transfor-

madas de Fourier, mas antes devemos definir o que é a equivaléncia de normas:

Definicao 23. (Equivaléncia de Normas) Duas normas | - ||x1 e | -
vetorial X sao equivalentes se, existem ci, co € R positivos, tais que para qualquer r € X,

temos:

2 < o7k

Teorema 18. Tome f € H*, entdo as normas abaizo sio equivalentes:

1/2
1= (Z ID“fHﬁ) (3.8)

lo| <k

- ([ = wprsere)” (59)

Demonstrag¢io. Como S é denso em H™ podemos tomar uma sequéncia f,, — f com f € S.

A partir da defini¢io da norma de Sobolev, o teorema 15 que implica | fy]o = | fullo € 0

teorema 12 letra "d", obtemos:

Ifalli = D) 1D fallg
la|<k
= Y D)1
la|<k
= > l@rie)* £ (913
la|<k
= |(2mi&)* [ (&) PdE
|aZ<JR3 i
3 | emel il e
la|<k
Como |i*[> = 1 obtemos:

m&=2j@ﬁ%%ﬁ%& (3.10)

la|<k VR?
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Utilizando agora o Lema 2 com 27¢:

D) @nlE P < L+ ar’EP) < e ) (2m)je)? (3.11)

lo|<k la|<k

Por outro lado podemos estimar:

(1+ I8 < (1 +4xig[H)" (3.12)

(1 + 476k < (4r?)E (1 + |€]2)* (3.13)

Utilizando 3.12 e 3.13 em 3.11:

e Y EoREP < 1+ [ < e D) (2m) e

lal<k lal<k

Multiplicando a desigualdade por |f,(€)]? e integrando obtemos:

c1 7T2\o¢| a2 An 2d < 2\k An 2d
3 | Cnrele PR R < |0+ PP

la|<k 3

1 Qk/\n 2d < 9 2| a2"n 2d
[ avlepriners <o X o [ jepifore

|o| <k

Aplicando a radiciagao, e utilizando as Equacoes 3.9 e 3.10 obtemos:

¢l fal

k,1 < an k,2 < C2an k,1

Tomando o limite acima obtemos o resultado. O

A primeira norma que definimos para espacos de Sobolev faz sentido apenas
para um k inteiro positivo, entretanto a segunda norma faz sentido para todo k pertencente
aos reais. Tal generalizagao ¢ importante, pois mais adiante utilizaremos resultados de
interpolacdo em normas de Sobolev e nao teremos entao um k inteiro. Outro resultado

que serda muito utilizado para aproximagoes é o resultado abaixo:

Teorema 19. (Teorema de inclusio de Sobolev) O espago H*™(R?), s > 3/2, k e Z* U {0}

estda contido no espago Cg(R3), ou seja H*F < Cg. O que também pode ser caracterizado
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pela existéncia de um ¢ > 0 tal que para qualquer v e HF(R?), existe uma versio v* € CF,

tal que:

[ lex < clvllstr (3.14)

Demonstragio. A prova deste teorema pode ser encontrada em [3], pag. 303, teorema
9.17. =

Este teorema nos diz entao que tomando uma funcao em um espacgo de Sobolev
suficientemente grande, existird uma versao dessa fungdo com alguma continuidade. Tome

por exemplo f e H 24312 4 teorema nos d4:

[f* ez < el fllassy

Ou seja, existe uma versao da nossa funcao f que possui derivadas até de
segunda ordem. A partir deste ponto como iremos trabalhar com um m grande para
espacos Sobolev, nossas derivadas serao derivadas classicas ao invés de derivada fracas. Em
seguida comegamos a enunciar algumas desigualdades interessantes envolvendo espagos de

Sobolev, que serao utilizadas intensivamente neste capitulo e no préximo.
Teorema 20. (Formula de Leibniz) Seja f e CF, ge H* e |a| <k, entdo:

D (fg) =Y (g) D’ D%

<o
Demonstracao. Ver referéncia 6 pag. 247, teorema 1. O

Teorema 21. (Desigualdades de cdlculo em espagos de Sobolev)

a) Para todo m € 77" U {0}, existe ¢ > 0 tal que, para todo u,v € L* n H™(R?):

Juv|m < el D™vllo + [ D™ ullo[v] <) (3.15)

Y, 1D (uv) = uDlo < ¢|Vul e D™ oo + [ D™ulov] 1ox (3.16)

0<|al<m

b) Para todo s > 3/2 tal que s € Z* H*(R®) é uma dlgebra de Banach, ou seja,

para todo u,v € H*(R?) existe ¢ > 0 tal que:

Juv]s < cluls]vlls (3.17)
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Demonstragio. a) Para cada «, tal que |a| < m temos, pela férmula de diferenciagao de
Leibniz (Teorema 20):

|D*(uv)llo < o Y, [ D uD*Pu]q
B<o
Como se escolheu o de modo que |a| < m e como uma norma por defini¢ao é
sempre positiva. Podem ser adicionadas parcelas ao somatorio acima de forma a inserir

todas as combinacoes possiveis de derivadas com médulo menor ou igual a m:

Do)l <ca Y, |DuD Pl

By, ly[=m

Utilizando a desigualdade de Hoélder (Teorema 7), com p = 2m/|f5] e ¢ =
2m/|y — B], e lembrando que |y| = m:

ID*(uv)o <o D>, |Dul p2mis | D720 2t
B<y,ly|=m

Agora utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (Teorema 17), com a

devida escolha de parametros obtemos:

| D o < e ul 2| D™l p/ 0 < i< (3.18)

Agora prosseguimos a prova. Para o primeiro termo utiliza-se 3.18 com i = ||

e r =m, e para o segundo com i = |y — | e r = m:

1— 1—|v— —
|D*(uo)llo < ca Y5 conllul ™ D™l ol D™ g

|B]<m

Utilizando que |y| = m, e lembrando que neste caso o médulo |-| sendo utilizado

¢ o para multi-indices. Tem-se também as seguintes igualdades:

=Bl _m=18l _, 18l
m m m
m m m m m m

Assim, obtém-se:

[D*(wo)lo < ea D) emlulze|D™0o) V™ (o] e | D™ uflo) ™

|Bl<m
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Como as normas sao maiores que zero, os exponentes estao entre 0 e 1, e sua
soma ¢ igual a 1, utilizando a desigualdade de Young para produtos de niimeros reais
(aPb? < a + b, o valor de uma norma nada mais é do que um nimero real) obtemos que

para cada «, tal que |a] < m:

[D*(uv)llo < ca Y cmllulze|D™0lo + [0l e | D™ ulo)

|Bl<m

Pela definigao da norma de Sobolev e como para somatorios finitos temos:

1/2
(zw) <Y

) %

Obtemos:

1/2
[Juv]m = ( > D“(UU)%) < ) ID*ww)lo < em(([ullz=| D™ vlo + 0] = | D™ulo)

lor|<m la|<m

Assim finaliza-se a prova da desigualdade 3.15. Agora passaremos a prova da
desigualdade 3.16. Para cada « tal que |a| < m, e utilizando novamente a férmula de

diferenciacao de Leibniz:

|D*(w)—uDvlo < 3, DD Polo< 3 |DT (D)D" ol < | Duv]

1<|8], B<a 0<pf/'<a—1

Assim somando para todos os |a| < m, aplicando 3.14 e como Du é o gradiente:

Y, 1D (uv) = uD| < O Duv]p-y < C(| Dull o [ D™ 0]lg + [ D™ (D)o [v] =)

0<|al<m

= C(IVullz= | D™ ollo + | D™ ulfov] =)

Assim concluimos a prova da desigualdade 3.16. Agora para 3.17, utilizamos
3.15 e tomando s > 3/2, pelo Teorema 19, tanto u quanto v possuem versoes em Cp, assim

sendo:

N

lu¥llcg < elulls

[v*llcg < clvlls
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Como u* e v* pertencem a 08 isso implica que ambas pertencem a L® e, além

disso, como temos || - |¢, = | - [[z=, portanto:

Juv]s < e(lul = | D*0llo + [D*uljo][v] )

c(lulleg|D*vlo + [D%ulolv]cy)
c(fuls[D*v]o + [ D*ulo]v]s)

N

Por fim, pela definigdo da norma de Sobolev, temos que ||Dully < |uls e

|Dvlo < |v]s, assim sendo:

Juv]s < e(fuls[D*v]o + [ D*ulo]v]s)

< cfuls]vlls
O

Teorema 22. (Interpolagio em espacos de Sobolev) Dado um s > 0, existe uma constante

C tal que para qualquer ve H*(R?) e 0 < s’ < s, temos:

lvlly < Cyllvls™ 5], Yve H

Demonstragio. Ver referéncia [10], pag. 79, teorema 4.17. ]

3.2 Regularizadores

A regularizacio J.v de uma funcio v € LP(R?), com 1 < p < o0 é definida por:

(J)w) = | oo = u)ot) dy = < v(o) (3.19)

Onde p(z) = p <£>, € > 0 e p é uma fungao radial, positiva pertencente a C°
€

com pdz = 1. Como a func¢ao tem suporte compacto e pertence a C* segue que ela e
3

todas ]gs suas derivadas decaem a zero no infinito, além disso C° < S. Pelas propriedades

de convolugoes, segue que a regularizacao é uma operagao linear. Além disto, temos mais

algumas propriedades que serao enunciadas em seguida, mas antes enunciaremos alguns

resultados que serao necessarios na prova dessas propriedades:

Teorema 23. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,,) uma sequencia em L' tal
que fn — fu-q.s. e existe uma fungio ndo negativa g € L' tal que |f,| < g p-q.s. para

todo n. Entdo f e L' eff:nh—{%off”'
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Demonstragao. Ver referéncia [3], pdg. 54, teorema 2.24. O

Definiciao 24. (Matriz Hessiana) Dada wma funcio f : R* — C, a matriz Hessiana ¢é

dada por:

0xl,zlf axl,ng axl,x3f
Hf = aazz,:clf a:cz,:czf ax27x3f
8333,:01f a(BB,IBQf a$3,$3f

Lema 3. Seja o regularizador como definido anteriormente entao temos que:

p(0) =1 (3.20)
() — 1] < C|€J*, para todo & € R? (3.21)
pe L”(R?) (3.22)

Demonstracao. Para 3.20, utilizando definicao da transformada de Fourier temos:

p(€) = fRB p(w)e 2% 4

De onde obtemos:

p0 = [ stz =1

Para provar 3.21, primeiramente temos que p é uma funcao radial. Como ela
é uma funcao radial segue que ela é par. A transformada de Fourier de uma funcao par
também ¢ par, logo p é par. Portanto se tomarmos p e aplicarmos a derivada e a regra da

cadeia:

Assim segue que temos que Vp(0) = 0. Tome agora a expansido em série de

Taylor da func¢éo p(£) em torno do ponto 0:
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com 0 < |¢| < [¢|. Aplicando o médulo:

9(6) - 1 = |5(eH, (0

1
9(€) - 11 < |3 el e

1
96 - 11 < |5 e, (0)

Como p e CF < S, tanto p como qualquer uma de suas derivadas pertencem

a L' logo pelo lema de Riemman Lebesgue 12 as segundas derivadas de p pertencem a

Ch, ou seja, sao continuas e decaem a zero no infinito. Portanto existe um C' > 0 tal que

|H,(c)| < C, logo [p(&) — 1] < CJ€[*. Por fim, 3.22 também segue pelo lema de Riemman

Lebesgue . Como p € C° < L? para qualquer 1 < p < o0, temos entdo p € C, portanto
pe L”(R?).

O

Teorema 24. (Propriedades dos reqularizadores) Seja J. um reqularizador como definido

acima ev € LP com 1 < p < o, entio Jove C* e:

a)Para todo v € C°, Jov — v uniformemente quando ¢ — 0, em qualquer
compacto K pertencente ao R? e:
[ Jev] e < ol (3.23)

b)Regularizadores comutam com derivadas:

D*Jov = J. D" (3.24)
Para qualquer |o| <m +3/2 e ve H™/2,

¢)Para quaisquer u € LP(R?) e v e LY(R?), ~ +

=

J}RS(JEU)U dx = J u(Jev) dz (3.25)

IR3
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d)Para todo v € HS(]R?’), Jev converge para v em H® e a taxa de convergéncia

na norma H*™' é linear em e:

lil’I(l) |Jv—wv]|s =0 (3.26)

|Jev = vs-1 < Cefv]s (3.27)

e) Para todo ve H™(R?), com m > 3/2, ke Z" U {0}, e e > 0:

Cm,k

[ Jevllmsr < —=[0]m (3.28)
Ck

[ D*ole < vl (3.20)

Demonstragio. a) Como p possui suporte compacto existe um R tal que p(z) = 0 para

|z| = R. De forma equivalente podemos escrever p(x/e) = 0 para |z| > Re.

Para cada conjunto compacto K € R?, definimos o conjunto compacto K, =

K. €

{z e R*|dist(z,K) < eR}. Como v é continua e K, é compacto temos que v

uniformemente continua.

Assim, por definicdo da continuidade uniforme, temos que dado um € > 0

arbitrario, existe um ¢ > 0 tal que para quaisquer z,y € K. com |z — y| < 0, temos

lv(z) — v(y)| < €. Por outro lado utilizando o fato de que Jp (ﬂ> dy = 1 temos:
€

|[Jev(z) —v(z)| =

Tome agora x € K, como desejamos estudar o limite de ¢ — 0 podemos escolher

também e < o e lembrando que p possui suporte compacto:

|[Jev(z) — ()] =

[ () e - v<x>]dy\

€

- (- v(x)]dy\

€
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Assim para cada z € K fixo, e qualquer y com |z — y| < €R, temos y € K.

Podemos entao estimar que [v(y) — v(x)] < €, portanto:

(e
lyl<eR €

Utilizando uma mudanca de variaveis u =

|[Jev(x) — ()] <

Y =u'e+

Assim o Jacobiano é igual a €®, utilizando o fato de que a integral de p é igual
a l:

| Jov(x) —v(x)] < € =¢

ng (1) du

Como €' > 0 foi tomado arbitrario, segue que J.v — v uniformemente. Agora
para provar 3.23, escrevemos a regularizagado como uma convolucao, e utilizando a desi-

gualdade de Young, teorema 9:

[Jevlle = llpe * vl < lpler]v] =

Como a integral de p ¢ igual a 1 o resultado segue.

b) Para esta prova, como v € H m+3/2 temos pelo teorema de inclusdo de
Sobolev 19, que para |a| < m + 3/2, existe uma versao de v € C{, o que implica que v
) I 0>
e suas derivadas de ordem até m existem e sao limitadas pois decaem a zero no infinito.

Como p € Cf° < LP assim, utilizando o teorema 11, o resultado segue.

¢)Como v € L? e u € LP, por Holder (teorema 7), temos que a integral de
wv € L', logo uv é integravel. Como v(x) independe de g, podemos passa-lo para a integral,

e entao utilizando o teorema de Fubini:

J]R3(J5u(x))v(x)da:= fg = Lgp

_ [R = JRB p (- u(y)v(x)d:c) dy
_ ER 3 J}Rg p (Y v(x)dx) u(y)dy
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d) Inicialmente para provar 3.26, utilizamos o teorema 12, letra "f":

[ Jev = vlls = e pex v —vlls = J [p(e€)-0(§) — d()*(1 + [¢[*)° dg

]RS

- fm |A(e€) — 1P[0(E)P(1 + [€]*)* dg

Lembrando que p é uma funcdo do R® — C e tomando a sequéncia de funcées

(fe)e com € — 0 definida por:

fe(€) = 1p(e€) — 17[a(&)*(1 + [¢[*)°

para cada & fixo temos, que lli% p(e€) = p(0) pois p é continua, e por 3.20 temos p(0) = 1.
Portanto para cada ¢ fixo temos f.(¢) — 0. Como p e C* < L' temos novamente pelo lema
de Riemann Lebesgue p(ef) € Cy, assim essa fungdo admite méximo. O segundo termo
é justamente a definicdo da norma de Sobolev por transformada de Fourier e portanto

integravel. Logo |f.] < g € L' assim pelo teorema da convergéncia dominada (teorema 23)
temos linéjfe = flir% fe= JO = 0, portanto liII(l) |Jov—v|s =0

Agora para a prova da desigualdade 3.27 iremos separar o R? em €] < 0 e
€] = §. Trabalhando com 3.21 e com || < § obtemos:

p(e€) — 1] < ClelPe = |o(e6) — 1 < |¢f'e* —
plet) — 1P _ Jel'e!
T+1ER) S P

< ClefPet

Tomando [£| < 0:

|A(e€) — 1P

1 +1ep) < O (3.30)

J& com a 3.22 e com |¢] = ¢:

C

. . . H(e€) — 17
e <C — [p(e) -1/ C — ey -1 < * — ML) < 2

Tomando |£] = ¢:
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0(€€)
(1 +[€[?)

(3.31)

T2

Tomando agora 6 = 1/e, e substituindo em 3.30 e 3.31, obtemos que para

qualquer ¢ € R?:

p(e€) — 1
(L+ €%

Para finalizar a prova, escrevemos novamente a norma de Sobolev através da

< Cé (3.32)

transformada de Fourier:

[ Jev = w5y = L@(l +1¢1%) 7 (Jev) () — () dg

|Jev = v]Zy = Jﬁs(l +1EP) THo(E)1P|a(e€) — 1*(1 + [€]7)" dg

Utilizando Holder com p = o0 e ¢ = 1, obtemos:

H |5

\” 1 P+l

H|p — 1
1+|§|)

L+ [¢7)

|Jv—vu1\\

Utilizando 3.32 obtemos:

|Jev = vly < C€|ol3

Por fim, tirando a raiz quadrada da inequacao obtemos:

[Jov —v]s—1 < Ce

Assim fica provada a inequagao 3.27.

e)Tome |a] < m, |3 <k, e ps(x) = Dp(a):

DPD*Ju(x) = e3D* | DPp <ﬂ> v(y)dy
R3 €

Pela regra da cadeia podemos escrever:

DPDYJu(z) = e|ﬁ|3D°‘J

P (x — y) v(y)dy

€
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Agora pelos teoremas 23 e 9, podemos passar D para dentro da integral. Como

Dip = (—1)‘°‘|D3p e aplicando novamente a regra da cadeia obtemos:

e o —|B|— e r—Yy
DD Jou(x) = (~1)e 1o 3f D3ps (1) vly)dy
R3 €

Integrando por partes:

DPD*Jou(z) = e 1AI73 J

P (m — y) Dyv(y)dy

Reescrevendo a equacao acima como:

|DP D Ju(z)| = e 1AI-3

[ (o (52) " (e (52)) " Doty

A desigualdade de Schwartz implica:

o (S0 ][ |

Como p € CF suas derivadas também tem suporte compacto e portanto sao

€

e - - rt=Yy @
|DP D Ju(x)|? < 2 [e 3]}}{3 P,B( )‘ |Dyv(y)|2dy]

integraveis, logo a integral de pg ¢ igual a uma constante cg , integrando em ambos os

lados em relagao a = e utilizando o teorema de Fubini:

~ N _ T —
DDt < ea | Dgul ([ o (“70) o) ay
R3 R3 €

Utilizando novamente o fato de que a integral de pg existe e ¢ igual a uma

constante cg:

ID°D*Jo(@)|} = cae f Dgu(y)Pdy = cae 2P| D (y)

Somando para todos os |a] < m e || < k:

SNoDPD @)<Y s P Dw(y))

laf<m,|B|<k laf<m,|B|<k

<™ Y ID%(y)ls

|| <m

< cxe 0]
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De onde a desigualdade 3.28 segue. Agora para a desigualdade 3.29, denotaremos

pr(r) = D¥p(z), a desigualdade de Schwartz nos da:

)

—3/2—k
<€ / [(—:

|J.DFv(z)| = e F73

Y

() d
Ef ] e[ o w]

Qf*y)fuy

(
Jo

Pk
3
-3

€
Pk

Como p ¢ infinitamente diferenciavel com suporte compacto suas derivadas
também possuem suporte compacto. Logo a norma L? existe e é igual a uma constante c,

assim obtemos:

Ck
[JeD*v(@)] <z vlo

Como v € H™ com m > 3/2, o teorema de inclusao de Sobolev nos da que

| J.D*v(z)| decai no infinito, assim sendo temos:

k Ck
sup [JDM(z)] < Zazglvlo
De onde o resultado segue. O]

3.3 Decomposicao de Hodge e o Operador de Projecao de Leray

O resultado principal desta secao é a definicdo do operador de projecao de
Leray para fungoes em H™. Para isto iremos provar a decomposicao de Hodge em S e
definir o operador de projecao em S, em seguida utilizaremos um argumento de extensao
para definir o operador de Leray em H™. Iniciaremos pela prova do teorema da Equacao

de Poisson, e para isso iremos citar o teorema de diferenciacao de Lebesgue:

Teorema 25. (Teorema de Diferencia¢do de Lebesgue) Suponha f € L., entdo temos

que para ji-q.s:

. 1
tim s |10~ sy =0 (3:33)
) 1
o o ED L fly)dy = f(x) (3.34)

onde E.(z) = {yeR® : |[x —y| <r}.
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Demonstragao. Ver referéncia [3], pag. 98, teorema 3.21. O

De posse desse teorema podemos dar inicio a prova da equagao de Poisson, o

teorema aqui exposto ¢ muito similar ao encontrada na referéncia [11]:
Teorema 26. (Equacio de Poisson) Seja u: R® — R, ue S, entdo a convolugio

IM@=U*G@)=J ul — )G (y)dy,

R3

onde G(x) é a fungdo de Green para o operador diferencial do Laplaciano dada por:

1
4|z

G(x)

soluciona a equacao de Poisson:

AU = —u
Tem se que U € CZ, em particular:

1

D* <C——7———
DU S

Com2<p<3el0<|al <2

Demonstracio. A prova deste teorema serd realizada em duas etapas. Na primeira prova-
remos o decaimento para U(z), de onde seguird que a convolugao existe. A segunda etapa

provara que a convolucao resolve a equacao de Poisson. Para a primeira parte devemos

mostrar que:

| e = 6wy <o
R3

Tome um 2 < f < 3, como u € S, a definicdo deste espaco nos da que u decai

mais rapido do que qualquer poténcia de x, logo podemos assumir |u| < m, assim:
x

1 1
u(lr —y)G(y dyéC’f ———dy
LJ( )G w T3Py

O teorema da convergéncia dominada, teorema 23, entao nos permite escrever:
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1 1
u(lx —y)G(y)|dy < C' lim ———dy
fw‘ (z=y)GW) o120 Jy<ipt 0L+ 12— 917 Tyl

|b] —00

Como |b| é arbitrariamente grande e |a| arbitrariamente pequeno, tomemos

al < m < 2|z| < |b|, quebrando a integral acima em trés partes distintas:
2
1 1 1 1
lim ———dy +J ———dy
lal=0 Jja<pyl<lzl (1 + |z —y[)? [y ol gjyl<afe (142 —y[)? [yl
1 1
+ lim ———dy=L+ L+ 13
b= Jajai<pyi<pp) (1 + 2 —y[)? [yl
Avaliando cada uma das integrais separadamente:
i)Utilizando que |z — y| > ||z| — |y|| e mudando para coordenadas polares
obtemos:

||

1 1 B r
I; < lim f —dy = lim f dr
lal=0 Jaj<py<lel (1 + [lz| = |y[])? [yl lal=0 Jiop (1 + [[z] = 7])?

Como a varidvel r estd entre 0 < r < |x2|’ isso implica que |z| —7r > |§‘:

L] |

2 r 2 r
I < lim f dr < lim ———dr
al— — B al— 1 lz|
lal=0 Jig (1 + ||z —7]) lal=0Jja (5 + 57
1 i li ‘ d
< ——— lim rar
P+ [2])P 10 Jyg
|z[* (1 + |=)? 1
L <C <C <
' (L + |z[)? (L + |z[)? (1 + |z[)7=2
1 2
ii) Para I ,como ll < |y| entdo — < —:
2
lyl |z

1

[ L1, :
WS R — 1
2l <Jyl<2fa| (1 + |z —y|)? |y 2] 2l <lyl<2fe| (1+ |z —yl)?

N

I

Em seguida, utiliza-se uma mudanca de variaveis transladando a esfera centrada

em 0 para uma esfera centrada em z, temos entdo r = |u| = |z —y| e dy = r’dr.
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Entretanto ao realizar essa mudanca de variaveis, a expressao para os limites de integracao

x
que era ’2| < |y| < 2|z| sera alterada. De forma a evitar limites de integragdo com

expressoes complexas utilizaremos um artificio. Vamos obter uma regiao circular R, tal

T
que R, = {y € R?; |2| < |y| < 2|z|} < Ry:

r=lul =z —yl <] + |y < 3|z]

O<|lz[ =lyll < o -yl =lu| =7

Assim temos Ry © Ry = {u € R*0 < |u| < 3|z]}, e como a fungdo sendo

integrada é nao negativa:

2 1 2 3|z| 2 2 3|x| 1 2
12<J ﬂdy<f Tﬁdr<f (”)Bdr
|| Jizl<pyi<afa) (1 + [y]) lz| Jo (1+7) z[ ), (1+r)
Slel+1 3lz|+1
I, < 2f h*>Bdh = iih?’*ﬁ
2| Jy z|3— 8 1
3-8 3-8 3-5
12<c<<3lfv\+1>_1) C OBl (e +1/3)*
| || ] 2]

Onde utilizou-se o fato de que o segundo termo é negativo. Como 5 < 3, isso

implica que 3 — 3 > 0, portanto a funcao (|z| + 1/3)*77 é crescente logo:

Cgp sl 1B _ (el + 15

I, <
lz| + 1
Como 2|z|>2 = |z|>1 = |z| +1 < 2)z] = ’ 2:
X
+1) 1
I, < 033—@’L +1) <0233 ——
: ER T+ [P

iii) Para I3, novamente como |z —y| = ||z| — |y||, ¢ mudando para coordenadas

polares:

o .

I3 < lim
5 oo JZ|2: (1 + [l = rl)

Bdr

Fazendo a mudanga de varidveis u = r — |x|, obtemos |z| < u < |b] — |z| e

dr = du, como ambos os limites da integral sao positivos:
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bl=le o, 4
I3 < lim Mdu = lim
b= Jy (L u)? bl

pl-lal el g
—du —i—f ———=du

Como u < u + 1:

|b] | |b]—|a|
I3 < lim (J (1+u)""du + || (1+ u)_ﬂdu>
|

01720\ Jjel @]
(14 u)=F*2 ’|b|—|ﬂf| (1 4 u)=F+t lb—lfr)
2la|

by e

I; < i
3 MI< 2| —0+2

[b]—c0

Lembrando que 5 > 2 ou seja —f3 + 2 < O:

I3 < lim 1 -1 + !
P e \ B—2 \(L+ [0 — [2])P~2 (1 + 2Jz])72

+6|:f| I ((1 n |b|_—1 2P 2|1x>ﬂ—1>>

Como os dois limites tendem a zero, obtém-se enfim:

1 1
+
(1+20z))7=2 (1 + 2[z])72

3 <
Como 1+ 2|z| = 1 + |z|:

1

I3 < —r
P

A prova para o decaimento das derivadas de U(x) se dé de forma idéntica pois
podemos passar a derivada para dentro da integral e para u. Como u € S suas derivadas
também estdo em S e portanto podemos novamente escolher o mesmo [ e obter a mesma
taxa de decaimento. Assim concluimos a primeira parte do teorema, agora para a segunda
parte iremos mostrar que a convolucao que definimos resolve a equagao de Poisson. A partir
das propriedades da convolugao e do teorema da diferenciacao sob o sinal de integracao

obtém-se:

U=uxG
0l = Qju s G
%MU = aw-u * ﬁsz
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Logo:

AU = L{s Vu(z —y).VG(y) dy

O teorema da convergéncia dominada 23 implica entao:

e—0,r—00

AU = lim <J Vu(x —y).VG(y) dy)
B(0,r)—B(0,¢)

AU = lim (J u(r —y)VG(y)ndS — f u(r — y)AG(y) dy)
=020 \ JoB(0,r)+0B(0,¢)

B(0,r)—B(0,¢)

A partir das orientagoes das superficies:

AU = lim u(x —y)VG(y).ndS — lim u(x —y)VG(y).ndS

=0 JoB(0,e) =% JoB(o,r)
— lim u(lr —y)AG(y)dy = I. + I, + I,

0= Jp(0,r)—B(0,e)

Avaliando cada uma das integrais separadamente:

~y(9.0)  y(9,0)

i)Tomando € = |y|, o vetor unitario é n(¢,0) = P
Y €

I, = lim u(z — en)VG(en).ndS
=0 JoB(0,e)

A partir deste ponto é importante salientar que a integral se da em funcao das
—1

variaveis ¢ e 6, e como n.VG(en) = et
e

) 1
Lt (g [ e —ento.0)asie.0)
Como 47e? é a area de superficie da esfera de raio €, entdo essa integral é uma

média:

I, — lim (_ J[a o (6,045, 9))

e—0

Para passar o limite para dentro da integral, muda-se o centro da esfera para
o ponto x, e como u é continua ela é limitada em todo compacto. Logo ela é localmente

integravel portanto podemos aplicar o teorema 25, que resulta em:
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I, = lim (— ]2 . u(en(é, 0)) dS(o, 9)) — —u(z)

e—0

ii)Agora para I, como u € S e estamos tomando um r muito grande podemos

estimar:
L= lin || uem) s ds| <Cl e~y | =0
.| = lim u(r —rn < C lim sup |u(z —y)| | =
=% JaBor) 42 r=0 \ yeaB(0,r)
iii) Para I,, pela construcdo da funcio de Green, AG = 0 em R® — {0}, assim
I,=0

Portanto conclui-se que AU = —u. O

Com o teorema da equagao de Poisson provado, podemos definir a decomposicao
de Hodge:

Teorema 27. (Decomposi¢cio de Hodge em S) Todo campo vetorial v € S tem uma
decomposicao unica:
v=u+Vp (3.35)

Onde w é um campo vetorial com divu = 0(um campo vetorial solenoidal) e p
¢ um campo escalar com ¥V x (Vp) = 0, ou seja, Vp € irrotacional. Tal decomposicio é

ortogonal, portanto temos:

Jully, + VPl = v,

Demonstracdo. A prova deste teorema serd realizada em duas partes principais, na primeira
se provara a unicidade da decomposicao de onde seguird também a existéncia de p. Na

segunda provaremos a ortogonalidade da decomposigao.

Para provar a unicidade da decomposicao sejam uy, Vp; e us, Vpo, duas decom-

posicgoes de v:

UZU1+V]?1:U2+VP2

Rearranjando a equacao acima, aplicando o divergente, e como u é solenoidal:

div(V(pz —p1)) = A(pz — p1) = div(ug —ug) =0
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Assim temos que py — p; € harmonica. Por outro lado para cada uma das p;
temos —div(—v) = Ap;. Como v € S, temos que —div(v) € S. Utilizando o teorema 26
obtemos que a solugao p é tnica e pertence a C’g, portanto ¢ limitada e decai a zero no

infinito.

Logo p; — po também ¢ limitada , temos entao pelo teorema de Liouville, que
p1 — P2 € constante. Mas p; — ps também decai a zero no infinito, logo segue que p; —ps = 0,

assim provamos a unicidade.

Agora para a prova da ortogonalidade devemos provar que a seguinte integral

é nula:

f u.Vpdy
R3

Como p é solucao da equacao de Poisson, pelo teorema 26 temos que p e Vp
decaem a zero no infinito. Assim v = v — Vp também decai a zero no infinito (v € S).
Como p e u decaem a zero no infinito, integramos por partes e o segundo termo se anula,

assim obtemos:

fm u(y)-Vp(y)dy = —f divu.pdy

R3
E como divu = 0 a integral se anula, e portanto fica provado que as fungoes

sao ortogonais. Para a propriedade de Pitédgoras:

[0]7 = lu+ Vpl7, = u+ Vp,u+ Vpm = ully, +2 < u, Vp >n +| V],

Como u e Vp sao ortogonais a desigualdade fica provada. O]

Defini¢ao 25. (Operador de Projecao de Leray em S) Seja um campo vetorial v e S, e
sua decomposicao de v =u + Vp, onde u € solenoidal e Vp é irrotacional, escreve-se:
u = Pv

O operador P : v — u é chamado de operador de projecio de Leray. Através

dessa definicao seque que div Pv =0, e além disso Pv e Vp sdo ortogonais.

Agora iremos estender o operador de Leray para funcoes em H™:

Teorema 28. (Operador de Proje¢io de Leray em H™) Seja um campo vetorial ve H™,

entdo o operador de Projecao de Leray pode ser estendido a H™ e temos:

[PVl < Clo]m (3.36)
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Demonstracao. Pela teorema 27, temos que para v € S:

|Pol + VPl = vl = [Pvln < Clo)n

Logo P é um operador limitado em S. Além disso segue pelas propriedades
das convolugoes que a equagao de Poisson ¢ linear, e portanto a decomposicao de Hodge
e P também o sdao. Por outro lado temos que S é denso em H™. Com esses resultados
utilizamos o teorema 14, para estender P a fung¢oes em H™. Além disso a extensao preserva

a desigualdade

[ Pvllm < Clo]m
para funcoes v € H™. n

Teorema 29. (Propriedades do Operador de Projegio de Leray em H™) Dada uma fungao

ve H™, as sequintes propriedades sao vdlidas para o operador de projecao de Leray:

a) P comuta com derivadas fracas, ou seja, para qualquer |a] < m temos:

PDv = D* P, (3.37)

b) P comuta com regularizadores J., ou seja para € > 0:

P(Jw) = J.(Pv) (3.38)

c) P é simétrico, dado também we H™:

(Pu,vyp, = {u, Pvy, (3.39)

n.n

Demonstragio. Para as trés provas abaixo, assuma v e u( para a letra "c"), pertencentes a
S. Como tanto P quanto J. sdo operadores lineares e limitados eles sdo continuos, logo

provando para S podemos tomar limites convergindo para valores em H™.

a) Através da decomposigao de Hodge e da equagao de Poisson podemos

escrever:

Pv=v—-Vp
Pv =v— V[—(div)v = G]
D (Pv) = D% — V[—div D%(v = G)]
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E através do teorema 23:
D%(Pv) = D% — V(—div ((D%) = G)) = P(D"v)
b) Como o regularizador comuta com derivadas e a convolucao é associativa:

J(Pv) = Jov + V[ J(dive * G)]
= Jou+ V]pe * (dive » G)]
= Jou+ V[(pe *divo) » G]
= Jo + V[(J(divv)) * G]
= Jo + V|[(div Jv) = G]
= P(J.w)

c) Agora para a simetria. Podemos escrever Pu = u + Vp, de onde segue que
Pu) =1 — (—2m)&p. Por outro lado aplicando o divergente a decomposicao original e
g ¢ g

fazendo a transformada de Fourier:

Ap =divu
(—27m')2|£|2ﬁ = —2mi&h
NS
P anlep

Assim para cada coordenada de (Pu)’, podemos escrever:

(Pu?) =i — (—2m)5f )
S KU

woE ) e

5 ()

Agora podemos escrever:
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(Pu)*d =Y (Pu/) v

= Yk <5j’k ~ fjfj)
= [3
— a(Pv)

Agora escrevendo o produto interno obtemos o resultado:

(P, vy = f (1 + €)™ (Puyo de

RN

_ f (1 + 6Py a(Po)de
RN

= (u, Pv),,
]
3.4 As equacoes de Navier-Stokes
A equacao de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis é dada por:
Dv
— = A
Dt Vp + pAv
dive = 0 (3.40)

Vim0 = v

Onde v : R?® x I — R? é o campo de velocidade, p : R* x I — R é a pressao
e p € R é a viscosidade. Temos também que th) ¢ a derivada material do campo de
velocidade, dive = 0 é a condicdo de incompressibilidade do fluido e vy : R* — R? é a
condicao inicial. / é o dominio do tempo ¢, que para a equacao de Navier-Stokes sera

I =[0,T], e para a regularizada que apresentaremos mas adiante serd I = [0, c0).

Um par de fungdes v € C{[0,T], C*(R*)} n C*{[0,T], C(R?)} e
pe C{[0,T],C*(R?)} sera solucdo da equacio de Navier-Stokes se satisfazé-la e tivermos
v(0,z) = v.

A equagao de Navier-Stokes pode ser deduzida a partir das leis de conservacao

de massa e momento, tal deducdo pode ser encontrada nas referéncias [12] ou [13]. Iremos
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agora apresentar a equcao de Navier-Stokes de duas outras maneiras. Durante as provas

utilizaremos uma ou outra forma dependendo do que for mais facil em termos de notagao.

o+ (v.V)v = =Vp + pAv
dive =0 (3.41)

U\tzo = o

ot + Zvjé’xjvi = —0,ip + pAv
J

divo =0 (3.42)

U|t=0 = o

3.5 Estimativas de Energia para a equacao de Navier-Stokes

A estratégia nessa se¢do é assumir que as solugoes da equagao de Navier-Stokes
existem ao menos em H™ com alguma regularidade, com isso conseguiremos recuperar a
pressao da equacao de Navier-Stokes, conseguiremos também provar uma desigualdade de
energia de onde seguira a unicidade de solucoes. No teorema 37, apds obter que nossas
solugoes estao em H™ com alguma regularidade em um intervalo de tempo [Ty, T'], iremos
utilizar o resultado de unicidade de solugoes de forma a obter uma solucdo no intervalo
de tempo (0,7']. Iniciamos enunciando a forma diferencial da desigualdade de Gronwall

conforme exposto na referéncia [6]:

Lema 4. (Forma Diferencial da Desigualdade de Gronwall) Seja n(-) uma fungiao abso-
lutamente continua e nao negativa em [0,T], que satisfaz para p-q.s. t a desigualdade

diferencial:

() < o(t)n(t) + (t)

Onde ¢(t) e ¥(t) sao fungoes nao negativas e integrdveis em [0,T], entdo:

0(0) < 50 (30 + [ (s) )

Defini¢ao 26. FEspaco C{[0,T], X}. Dado um espago de Banach X, diremos que uma
fungao f:[0,T] — X pertence a C{[0,T], X} se, tomando um t qualquer e uma sequéncia
tn — ¢, entdo | f(tn) — f(t)]|x — 0.

Teorema 30. Seja uma solugdo para a equagio de Navier-Stokes v* € C{[0,T], H™} com

meZ", m>3/2+2, entio a pressio pode ser recuperada do campo de velocidades e
pe C{[0,T],H™ }.
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Demonstracao. Escrevendo a equacgao de Navier-Stokes para cada coordenada:

o' + (VY = pAvt — 0,ip
OpiD = —6tvi - Zvjaxjvi + ,MZ azj’mﬂ}i
J J

(3.43)

Nossa estratégia aqui é obter o Laplaciano da pressao, para isso tome a derivada

parcial em relagdo a x* da equacao acimas:

axi’zip = —@mw" — Z(&ij&rj Ui - ’Ujamj’zivi) + [LZ axj@j’wwi

J J
Somando para todos os ¢ e como divv = 0, obtemos:

Ap = Z azi@ip = — Z 6xivj8mjvi = — Z &mi,zj (’Ujvi)
i 1,3 .3

Fazendo a transformada de Fourier da equacgao acima:

(=2mi)? ) (€1)*(E) = —(=2mi)* Y '€ (/v NE)

2 £ (0

Agora pela definicao da norma de Sobolev:
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Il = |1+l
forlgggio
<| 2| oy
< Sl

|(v”'viﬂ2 dg

P12

i

|€|2

dg

Ifl2

Como v’ € H™, com m > 3/2 + 2 pela propriedade 3.17 temos que v'v’ € H™,

por outro lado temos:

e _JeP
& S P

Portanto o termo acima é limitado, logo seu quadrado também o é, assim
obtemos que [p|,, é limitada logo p € H™. Além disso, por 3.43 temos, que a derivada da
pressao é uma combinacao linear de func¢oes continuas no tempo e portanto ela também o
é, assim sendo temos p € C{[0,T], H™}. H

Teorema 31. (Estimativa de Energia) Sejam vy e vy ambas em C{[0,T], H™} comm € Z*
em > 3/2+2, duas solugoes para a equagio de Navier-Stokes incompressivel com a mesma

viscosidade p > 0, entao:
T
sup [vy — vaflo < edo [VeIE= | (0 — )] 1o
0<t<T

Demonstracao. Como vy, v9 sao duas solugoes para a equacao de Navier-Stokes com a

mesma viscosidade temos:

Dv;

- =—Vp Av;
D1 Vpi + pAv
divv; =0
Uz"tzo = o,

Tomando a diferenga da equacao de Navier-Stokes e utilizando a notagao

(S
Il

U1 — Vg € P = p1 — po, Obtém-se:
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&tf) + (Ul.V)Ul — (’UQ.V)UQ = —Vﬁ + [,LA;[)
éjtf) + (Ul.V)’Ul — (UQ.V)’UQ + (U]_.V)UQ — (Ul.V)’Ug
00+ (v1.V)0 + (0.V)ve = =Vp + pAd

—Vp + puAv

Tomando o produto interno do L? da equacdo acima com o:

(640,00 + {(01.V) 0, 0 + (0.5 )02, 00 = —(Vp, 0y + (AT, T (3.44)

Agora iremos avaliar cada um dos termos (A7, 0)q, {(v1.V)0,0)y e {Vp, D)o

separadamente. Primeiramente para (Ao, 0)y:

3 3 3 3
(AT, Ty = 32_1 J}RB A = ;1 JRB A =) JRB Oopigi 0907

j=1i=1

Escrevendo a integral no R? e utilizando integracio por partes:

3 3
(AB, Dy = lim > ) (—f 0, 0,0 + f
T B(0,r)

li=1 oB(0,r)

0, @W)

Como 7; € H™, tomamos uma sequéncia em Schwartz convergente para esta

funcao e como 0,7’ € H™ ' o segundo termo da integral por partes zera e obtemos:

3 3
(&5 = = 3 f v = = v, (3.45)
j=1JR3) j=1

De forma similar para {(v,.V)0, 0 )o:

3 3
{(v1. V)0, ) = ZJ (0. V)7 = ZJ (V10707 + 0202007 + 030,807 07)
j=1 R3 o R3
Aqui, se utilizara a seguinte identidade:

V(1/2(07)%) = (0p 9707, 020717, 0y t? 1)

Assim:
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(1. V)5, By = Zf nV(1/2(5)2) = Z Z fw vl 0 (1/2(57)2)

Utilizando integral por partes com um argumento de densidade de S em H™
obtemos:

9= 2 (- [ /2o
E como divy; = 0:

3

(0.9)5, 5 = Y (- J}RB(l/Z(ﬁj)2)divv1) 0 (3.46)

=1

Agora para o termo da pressao, pelo teorema 30 a pressao também estd em
H™ com mesmo m, e portanto decai a zero no infinito, realizando entao uma integral por

partes o termo a direita é nulo e o termo restante envolve div? que também se anula:

3 3
(Vp, 0y = 0y P’ = lim (— f PO +f ﬁ@jnj) =0 (3.47)
; R3 T ; B(0,r) 2B(0,r)

Substituindo agora 3.45, 3.46, 3.47 em 3.44, obtém-se:

(0, 8)0 + 1 ) |V o = —{(8.V)v2, D)0 (3.48)

j=1

Como v ¢ suficientemente suave no tempo, temos:

0ol = 2(0, 0,59 (3.49)

Utilizando 3.49 em 3.48 ,como |V’ = 0 e aplicando o médulo, obtemos:

1/20:]9]2 < [{(9.V)v2, 9))|

Analisando o termo [{(9.V)wvg, )|, utilizando a desigualdade de Holder:

[{(0.V)ve, )] =

JR3[(@.V)U2]@

<[ 1oSpll< [ plvell - | 169
R3 R3 R3

Continuando temos:
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[{(0.V)vs, )] < ng [0 [Vva| = [[9F Vsl < Vsl z= 0P| = [z J}Rg [o]1o]

< [ Voa] o]0

Utilizando também que:

1/20,]15]}g = @:l5lol5lo

Obtém-se:

At < [Vva| =[]0

Utilizando agora a desigualdade de Gronwall (Lema 4), obtemos que para todo
ttal que 0 <t < T

T
lv1 — vallo < elo [Vv2lodt ([ (1 = v2)[i=0ll0)

Como a desigualdade vale para qualquer ¢ no intervalo considerado, podemos

aplicar o supremo no lado esquerdo, obtendo a desigualdade do teorema. O

Agora podemos finalizar a prova obtendo a unicidade:

Corolario 1. (Unicidade de Solugoes) Sejam vy e vy duas solugoes da equagio de Navier-
Stokes, ambas pertencentes a C{[0,T], H™} com m > 3/2+ 2, com mesma condi¢do inicial

entdo v1 = vq.

Demonstragao. Utilizando a estimativa de energia do teorema anterior com vy |;—g = va|¢—o:

0< sup [v1 —wafo < elo [Vealedt g — g —s sup |[v; — 2o =0 = v1 = vy

0<t<T 0<t<T

]

Corolario 2. (Estimativa para o gradiente) A estimativa de energia para a equagio de

Navier-Stokes, também permite uma estimativa para o gradiente na forma:

T
" f 19 (01— v) % < (o2, T) (Jorloco — valeol?)
0

T
Onde c(vy, T) = ¢ (J V1)2|OO) depende de vy e T
0
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3.6 Existéncia global de solucoes para a equacao regularizada de

Navier-Stokes

Nesta secao iremos estudar a existéncia de solu¢oes para uma versao regularizada

da equagao de Navier-Stokes, dada por:

O + J[(Ju®).V(Ju®)] = =V + pde(JAv)
vlt=0 = o

dive® =0

Onde regularizou-se os termos que envolvem o campo de velocidades e suas
derivadas em relagdo ao espaco, o termo que envolve a derivada temporal nao foi regula-

rizado. Também utilizou-se um regularizador adicional no termo que envolve o produto

(Jv).V(J).

Aplicando o operador de projecao de Leray, projetamos a equac¢ao acima no
espaco V* = {v e H*(R?);divv = 0} como div(v®) = 0 temos Pv¢ = v° e P(Vp®) = 0. Além
disso como Pv® = v° e o operador de projegao de Leray comuta com derivadas (teorema 29,
letra "a") e regularizadores (teorema 29, letra "b"), obtém-se P(uJ (J.Av)) = pJ(J.Av°),

assim:

0" + PJ[(Jo").V (Jeo)] = p? Ave (3.50)

Podemos entao olhar a EDP acima como uma EDO de R (dado pelo tempo)

no espaco de Banach V*:

O = pJ? A0 = PJ[(J).V (Jo)] = FH(v°) = F2(0) = Fo(v) (3.51)

U6|t:0 = Yo

Para provar a existéncia global de solugoes para a equacao regularizada de
Navier-Stokes teremos que provar primeiramente, a existéncia de solugoes locais, e para
isso utilizaremos os seguintes teoremas, que podem ser encontrados na referéncia [14],

sendo que ambos os teoremas sao enunciados como o teorema 1.17 da pag. 14.

Teorema 32. (Teorema de Picard em Espagos de Banach) Seja U < X um subconjunto
aberto de um espaco de Banach X e seja F': U — X uma funcao que é localmente Lipschitz
continua, ou seja, para todo x € U existe L > 0 e uma vizinhanga aberta U, < U de x tal

que:

|F () = F(2)|x < L]z — 2] x (3.52)
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Para todo x,2 € U,. Entao para qualquer xo € U, existe um tempo T para o
qual a EDO:

o = Fla) (3.53)

J]|t=0 = X € U
tem uma solugio local vinica x € C*{(—=T,T);U}.

Teorema 33. Seja U < X um subconjunto aberto de um espago de Banach X, e seja
F : U — X um operador Lipschitz continuo. Entdo a solugio tinica x € C*{[0,T);U} para
a EDO autonoma 3.53 ou existe globalmente no tempo, ou existe somente para um T < o0

e a solugio x(t) deixa o conjunto aberto U quandot — T.

Também utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 5. Dada uma fungio f nao nula pertencente a C{[0,T], H™} temos:

Ocll fllm < 100f m

Demonstracao. Pela definicao de espagos de Sobolev, para um f qualquer:

Ol flm = 2 Y5 1D FI)Y

|| <m

Tal somatorio pode ser escrito como a norma euclidiana do vetor:

(I £l0, 1 DD 0]o, .., [ D Fllo) = (!, @, .., u*)

Assim obtemos:

Ol fllm = Gl u?, . u®)] = 5

2 |(ul, w2, .., u)] (2ulatul + 2u0u® + ... + 2uk&tuk) =

(ul, u?, ..., ub).(Gwut, Opu?, ..., Opul)
[(ut, u?, ., ub)]

Aplicando entdao o médulo em ambos os lados, e em seguida Cauchy-Schwartz:

[(u', w?, ..., ub))]

[((uh)?, (u?)?, ... (uF)?)

yétHme‘ < \(@gul,@tuQ, ,@uk)\ = \(@tul,@tuQ, ,é‘tukﬂ
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1/2
|0e] fllml| < ( 2 (@‘D%O)Q)

lal<m

Para cada um desses termos, temos:

1/2 1 1
D fllo = (J|D“f|2) = §Mat (J |Daf|2> =

_}; arl a f2 o r3 arl a2 P
~ 2| Deflo <J2<D D2, D) (0D f7), (D f7), (D™ f )))

Utilizando Holder:

_[p*faD fller _ [P floll D flo
1D fllo [Dfllo

= 2D fo

Assim:

1/2 1/2
104 fllm] < ( > (5tD°‘f|!o)2> < ( > <!atDafo>2> = 0:f|m

|a|<m || <m

Como o médulo é sempre maior ou igual ao valor original obtemos enfim:

Ocllflm < 10l fllml = 1S |l
m
Teorema 34. (Ezisténcia de solugoes locais para a equagio reqularizada de Navier-Stokes)
Seja uma condigdo inicial vo € V'™, m € Z7" com m > 3/2 + 2, entdo:

a) Para qualquer ¢ > 0 existe uma solugdo tinica v € CH{[0,T.); V™} para a

equagdo 3.51, e temos que T, = T(||[vo|lm, €), ou seja, Tc depende de |[vo||m e €.

b) Em qualquer intervalo de tempo [0,T) no qual essa solugio pertence a
CH[0,T),V°}, tem-se:

sup [[vlo < f[vollo (3.54)

NS

Demonstragao. Iniciaremos pela prova do item "a"do teorema. Para esta parte utilizaremos

o teorema 32. Como div v = 0, P tem como imagem campos vetoriais com divergente zero,
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e J. comuta com derivadas, obtém-se que F, : V"™ — V™. Portanto se for demonstrado
que F! e F? sdao Lipschitz continuos, o resultado seguird. Serdo analisados separadamente

F! e F?. Iniciando por F!, sejam v' e v pertencentes a V. Como os regularizadores

comutam com derivadas, e o Laplaciano envolve derivadas de segunda ordem a defini¢ao

da norma de Sobolev nos permite escrever:

|F (") = L)l = plJEA@! = 0%) [ < pll JE (0" = 0%) 2 (3.55)

Através de 3.28 obtemos:

[F2(0") = F2(0) | < p =22 0" = 02 = ()]0 = 02 (3.56)

€ 62

Agora para F*:

|FE@h) = F2 )| = [ PIL(Je0").V (Jev')] = PI[(Jev?).V (Jev*)][m

Utilizando a desigualdade triangular com PJ[(Jv').V(Jv?)]:

|FE) = F2(0%) | < [ PIL(Jv?).V (Jev')] = PI[(Jev").V (Jev*) ]+
+ [PI[(Je0").V (J)] = PIL(Jev?).V (Jev*)] |

|FE@") = FE )| < [PIL(J0").V (Je(v! = D]l + [ PI[(Je(0" = 0)).V (Jev*)][m

€

Por 3.36 temos |Pv|,, < |v]m. Novamente por 3.28, |Jv|m < ¢n|v]lm, além
disso como os regularizadores comutam com derivadas V[J (v' — v?)] = J.V(v' —v?) e
V[J(v})] = J.V(v?), assim:

|FE() = FE (")l < [(J')-(JV (0" = 0%)) [+
+ [(Je(@" = v)).(JV (0*)) [m

Através da desigualdade 3.15, obtém-se:
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|FE (') = F2 (")l < e[ Jev! 2= | D™ TV (01 = ) o + | D™ vt o] JV (0" — v*) [ o=+
[ Je(v" = v*) |2 [ D™ IV () o + [ D™ Te(v" = v*) o[ SV (v*) | £}

Agora utilizando 3.29 e propriedades de espagos de Sobolev para cada um dos

termos acima separadamente:

Co
[Jev* oo < 510 o

C1
|1V (0! = 0% < m”v — v < WHU ~ 0
[Je(w! = v*)e < 3/2 st = vl < 3/2 vt =0
[JeV (o) e < 3/2+1 [v*o

Utilizando também 3.28 e propriedades de espacos de Sobolev:

C
D™ TV (0! = v*)lo < [ (v = v*) a1 < Zm

I

D" Tt o < [Tt o < 2 oo

C
D™ IV (0%)]lo < TP fmsr < 2202

Em-i-l

@
[D™ (0" =)o < [Je(0! = 0*) | < 570"

2
60 Hm

- UQHm =

Tomando uma constante C' dependendo de € tal que:

C1 Ci,m Com Com+1 }

>
c(e) max{ 32 B2A1 ¢ ) em ) ema1 2 EmO

Resultando em:

|FE@h) = FE ()| < c(@){ v ollv" = v + 0" o]lv" = v*[m+

€

+ 0! = 0?00 + 0" = v*[m]v? o}
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|FE@") = FE(®)|m < c(€)(Jv']lo + [v* o) 0" = v*[m

€

|FE") = FE ()| < c(e, [0 o, [v*[o)[0" = 0% (3.57)

De posse desses resultados podemos prosseguir analisando F,. Utilizando a

desigualdade triangular:

|Fe(v) = F.(v?)| = | FE (v') = F2(u") = FL (v) + F2(07)]

€ € €

[Fe(vh) = F()] < |FL () = FL (o) + [ FE(v') = FE(v?)] (3.58)

€

Utilizando 3.56 e 3.57:

[Fe(@") = Fe(v®)|m < c(e, [0 o, [v*[o)[0" = v*[m (3.59)

Assim segue que F, é localmente Lipschitz para qualquer aberto da forma:

UM ={veV™||v|n < M} (3.60)

Como F, é localmente Lipschitz continuo, o teorema 32, implica que dada uma
condicdo inicial vy € H™, existe uma solucdo tnica v¢ € C*{[0,T.]; UM}, para qualquer

me7Z", m>3/2+ 2 e para algum T, > 0.

Agora daremos prosseguimento a prova do teorema provando a parte "b", ou

seja:

sup [vfo < Jvollo

RS

Para isso tomemos o produto interno do L? da equacdo 3.51 com v*:

(O, v = (> Ave, v — (PI[(Jv). YV (J )], v

Utilizando que:

1
§atHU€H(2) = (0p°, v%)o
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Obtemos:

1
Olve5 = pCIEAVS 00 = (PI[(Jev). V (Jev)], v (3.61)

Para o primeiro termo do lado direito, utilizamos 3.25, e em seguida 3.24 para

passar o regularizador para dentro do Laplaciano e integramos por partes:

3
(J2Av, v = (JAV, Ju = (A(Jv°), Ju Dy = — Z | J Vo |2 (3.62)

J=1

Agora para o segundo termo do lado direito utilizamos 3.39 seguido do fato de

que divv® =0 = Pv® = 0"

(PI[(Jev).V(Jev)]), v )0 = (Je[(Jev). V(Jev)], Pr©ho = (e[ (Jev).V (Jev )], v o

Em seguida utilizamos 3.25:

(T [(Jv).V (Jv)], 00 = {(J0).V (Jv), Jv o

Podemos entdo escrever:

{(Jv).V(J), Ju o

Z J0 0, Juet, ZJU“é’sz ve? Z J5 05 Ju®?), Jau

i=1 = i=1
3
= Z (v Opi J 0 | T g
i,5=1
S 2 (P
2] 1

Tomando uma integral por partes obtemos:

- Z<Jw i (J99) 2y = —= Z@JUH (J7) 2

2]1 zgl

=3 Z<div vS, (J9) 2
j=1
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Como divv® =0 = div(J°) = 0:

(PI[(J).V(Ja)]), v = 0 (3.63)

Substituindo 3.62 e 3.63 em 3.61 obtemos:

1 € 3 €,
30 | 1 = = D 1293

j=1

o | 1 \2+MZ||JW”|

Assim como | J. Vv

2> 0ep >0, temos entdao que &;|v¢|2 < 0. Assim quando

t aumenta ||v|3 é uma funcdo positiva que decresce, portanto ela atinge seu maximo no

ponto inicial ¢ = 0, portanto:

sup [vo < [v*fi=ollo = Jlvollo

<t<

O

Assim fica demonstrada a existéncia de solugoes locais para a equagao regulari-
zada de Navier Stokes, agora prosseguimos com a demonstracao da existéncia de solugoes

globais:

Teorema 35. (Ezisténcia global de solugdes para a equagio de Navier Stokes reqularizada)
Dada uma condicdo inicial vg € V™, comm € Z* e m > 3/2 + 2. Entdo para qualquer

€ > 0, existe uma solugdo tinica em todo o tempo v¢ € CH{[0,0); V™} para a equagio 3.51.

Demonstragdo. Utilizaremos o teorema 33, com U = V™. Utilizando a negagao deste
teorema, se provarmos que nossa solucao continua pertencendo a V™ quando t — T
entao, a solucao regularizada que obtivemos no teorema 34, existira globalmente no tempo.
Para provar que nossa solugao continua pertencendo a V" basta obter um limitante para

[v(+, ) |- Tomando a equacdo 3.59, com v' = v e v* identicamente nulo, obtemos:

[ E()lm < e, [oo) [0 m

Aplicando a norma H™ a equacao 3.51, obtemos:

|00l = [ F(0) |m < c(e [0%]o) [0 lm

Utilizando o lema 5 com f = v obtemos:
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Ot vl < 0w (2, ) | < c(e, [[0%]l0) [0 m

Agora utilizando 3.54 para eliminar a dependéncia da constante em |[v°||o:

e[ v*(2, 8) |m < c(e; Jvollo) v |m

Em seguida utilizamos o lema 4:

[0 (@, ) < €50 O 0 Zg]l o = CeT (3.64)

Assim concluimos que [[v*(-, )], < Ce®”, portanto v(-,t) ainda pertence a
V™ quanto t — T', assim sendo pelo teorema 33 a solugao unica da equacao 3.51 existe

globalmente no tempo. O]
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4 Existéncia local de solucoes para a equacao

de Navier-Stokes

Neste capitulo encontram-se os resultados que sao os objetivos desta dissertagao,
sao eles os Teoremas 36 e 37. O primeiro deles provara a existéncia de uma solugdo para a
equacao de Navier-Stokes em C{[0,T]; C*(R*)} n C*{[0,T]; C(R?)} e o segundo provar
a mesma existéncia s6 que no espaco C{[0,T]; H™} n C*{[0,T]; H™?}.

Essas solugoes sao obtidas através de uma subsequéncia de solugoes da equacao
regularizada de Navier-Stokes. Logo, iniciamos o capitulo provando os Lemas 7,8 e 9 que

nos fornecem algumas estimativas envolvendo as solugoes regularizadas.

4.1 Preliminares

Para a prova da existéncia local de solugoes para a equacao de Navier-Stokes
precisaremos de uma nova estimativa de energia, agora para a versao regularizada da

equagao de Navier Stokes iniciaremos com uma defini¢ao e citando alguns lemas:

Defini¢ao 27. O espago C,{[0,T], H™}, define o espaco das fungoes f continuas no
intervalo [0, T] e com valores na topologia fraca do H™. Isto é, para qualquer v € H™ fizo,

temos que g0 = {f,V)m € uma fungao continua em [0,T], onde:

Govm= X | D0

laj<m

Lema 6. Sejam h,u : R* — R?® duas funcoes de classe C' entdo:

(V). = ;hV(|u|2)

Demonstracao.

Opsut Opsu? Oy’

(9x1u (9x1u 811u3
(h.Vu)auw = | (R', B2 B?). | dpeut 02 Op2u® || -(uh, P, u?)
1
5(h.V(ul)2 + h.V(u?)? + h.V(u?*)?)
1

= §h.V(|u|2)
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Lema 7. (Estimativa de Energia em H™ para Navier-Stokes regularizada) Seja vy € V'™,
commeZ" em >3/2+2, entdo a solucio reqularizada v € C*{[0,00); V™} para a 3.51,

satisfaz:

1
o (G10°15) + AT oE < enl Vel (4.)

Demonstracio. A equagao 3.51 nos da:

o = pJ?Ave — PJ[(J®).V(Jv)]

Tomando a D® derivada da equagao acima com |a] < m, e em seguida o

produto interno do L? dessa equacdo com D®v°:

(D*0*, D*v)g = p{ D* J2Ave, D*v)g — (D*PJ.[(Jv).V (Jv)], D*v o (4.2)

Agora analisaremos cada umas das parcelas da equagao 4.2 separadamente.
Primeiramente para o termo ( D*J?Av¢, D), as propriedades dos regularizadores 3.24,

3.25 implicam, respectivamente:

(D*J2Av¢, Dy = (J2D* Av¢, D*v)y = (J.D*Av¢, J.D*v g

3
= (A(JD0), J D)o = Z (Opigi (JD*V"), JD 0" )

ij=1
Em seguida uma integragao por partes nos da:

3
(D*J2A0, D0y = = > {0 (J D v), Oy (JDv) 0

i,j=1

—[ V(D)5

(4.3)

Agora para o termo (D*PJ[(J.v).V(Jv)], D®v¢)y, somamos e subtraimos
(PI[(Jv). V(D J )], D*v )y, e utilizamos propriedades dos produtos internos para

obter:
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(D*PJ[(Jv). NV (Jv )], D)y = (PI[(Jv).V (D Jv)], D0 )+
+(D*PJ[(Jv).V(J)] — PJ[(Jv). V(D J0)], D*vo
(4.4)

Agora prosseguimos com o termo (PJ[(J.v). V(D" Jv)], D)o, utilizando
3.39, 3.37, em seguida, como divv® = 0, temos D*Pv® = D%, por fim utilizamos 3.25 e
3.24:

(PJ[(Jv).V(D*J)], D*v g = {J[(Jv).V (D Jv)], PD )
= (J[(Jv).V(D*J.v)], D*Pv)
= (J[(Jv).V(D*J)], D*v )
= {(Jv).V(D*J), J.D* )
= {(Jv).V(D*J), D*Jv )

Agora utilizando o lema 6, seguido de uma integral por partes e como div(J.v¢) =

Je(dive©) = 0:

1
(PILJ) V(DT )], D0 = S, V(D)

1
= —S{div(J), | D" JarPo = 0

(4.5)
Utilizando entao 4.5 em 4.4:
(D*PJ[(Jv).V(J)], D)o =
= (D*PJ][(Jv).V(Jv)]| = PJ[(Jv).V(D*Jv)], D) (4.6)

O termo (D0, D) também pode ser modificado pois vale a seguinte

igualdade:

1
Oy (QIDO‘ve(%) = (0 (D), D) (4.7)

Substituindo entao 4.3, 4.6 e 4.7 em 4.2:
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1
ACEDE

= —u|[V(D*Jv) [§ = (D" PI[(Jev").V (Jev)] = PI[(Jev). V(D Jw")], D*v o

Somando para todos os |a| < m, obtemos:

1 € €
AR

< — Y (D PI[(J).V (Jo")] = PL(J).V (D" Jo")], Do

|ar|<m

Prosseguimos agora com a analise do somatoério, iniciamos passando o sinal
negativo para dentro do produto interno e, em seguida, como o regularizador e o operador
de projecao sao lineares, podemos coloca-los em evidéncia. Em seguida como ambos

também sao simétricos, propriedades 3.25 e 3.39:

— Y (D PI[(Jv).V (J")] = PJ[(J").V(D* )], D*v g
la|<m

= Y {PI[(J").V(D*Jo)] = D*PJ[(Jev).V (J")], Dv o
|al<m

= > {PI{[(J). V(D" J*)] = D*[(Jev).V (Jev)]}, D*v o
|al<m

= > (). V(D J")] = D[(Jeve).V (Jev")], PJDvq

lal<m

Aplicando Hoélder, como dive® = 0, e utilizando 3.36 temos |PJ.D%v |y =
|J.D“v|g. Utilizando o teorema 9 temos | J.D%v||g < ||v¢]o. Finalizamos utilizando o fato

de que de modo geral para normas vale |a — b|| = ||b — a|.

Z {(Jv).V(D*J)| — D[ (Jv).V (Jv)], PJ. D)y =

|a|<m

= 2 ool Do DU [(Jev)-V (Jev)] = [(Je"). V(D T o] o

lal<m

Pela definigdo da norma de Sobolev, obtemos que |[D%v|y < [v°|, para

qualquer |a] < m , portanto:
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1 € €
Oug v + p] V(T 7, <

< ool vlm D ID[(Jev). YV (J)] = [(Je).D*V (T )]

la|<m
Utilizando agora 3.16 com u = Jo° e v = V(J), obtemos:

1 € €
Oug [0l + 1V (o) 7 <

< e[V (|V (Jev) [ | D™V (Jev) o + D™ (Jev) o V Tev| 22)

Utilizando novamente a definicao da norma de Sobolev, e a propriedade dos

regularizadores 3.28 com k = 0:

1 € €
5t§||v 12, + p|V (J) |2, <
< CmvaHm(HV(Jeve)”LooHJEUEHW + HJEUEHMHVJWEHLOC)
< of Jv [ [v° [ |V Jv | oo

< o 2| VT e

]

Lema 8. Dada uma condigio inicial vg € V™ comm € Z7" e m > 3/2 + 2, as solugdes

para a equagao reqularizada de Navier-Stokes(equagao 3.51) satisfazem:

(v 2@ T
sup HUGHm < HUOHm + H 0||m m

_— 4.8
0<t<T 1- CmTHUOHm ( )

Para T < (cp|vo|m)™". Em outras palavras, a familia de solucdes v¢ pertencem
a H™ para qualquer t € [0,T] e sao uniformemente (independentemente de €) limitadas
em C{[0,T],H™}.

Demonstracao. Podemos computar inicialmente:

1
||UE||matHUEHm = 5@\\“6“7271
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E como p|V(Jv9)|%, = 0:

€ € 1 € €
[ @el[0 o < Qo5 o[ + IV ()

Utilizando o lema 7, cortando o termo |v°||,, e em seguida, como J. Vv e C* n

H™ ' a desigualdade de Sobolev 3.14 implica que |J. V||, = [J. Vv, < [J VU 1.

[0 el vl < €| TV oo 012,
atHU€Hm < Cm‘|J6VU6HOOHU€Hm

Oel[v°)lm < | J VU i1 ][0 e

Por fim utilizando 3.28 e novamente a definicdo da norma de Sobolev:

ool < el VO [t [0 < [V,

Tomando agora y(t) = |v|, isolando y e integrando em [0, t] obtemos:

Tomando t < T < (¢,y(0)) " para evitar a descontinuidade, obtemos:

y(0)
vt < 1= emty(0)

Para qualquer ¢ < T'. Portanto:

[vol/m
v° < —————
H Hm =~ 1 — CthUOHm
Vo m

—————— ¢ uma funcao crescente temos que:
1 — cpt|vom

Como
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lvollem T
= v T
V0| m 1 — T vo]m

]

Lema 9. A familia v € H™ com m € Z* e m > 3/2 + 2, de solugdes da equagdo
reqularizada de Navier-Stokes 3.51, forma uma sequéncia de Cauchy em C{[0,T]; L*}. Em
particular, existe uma constante C' que depende apenas de |vg|m e do tempo T tal que para

quaisquers € e € temos:

sup [[v¢ — v ||lo < Cmaz (e, €) (4.9)
0<t<T

Demonstragio. Sejam v e v° duas solucdes para a equacdo 3.51, substituindo essas

solugodes na equacgao e subtraindo uma pela outra obtemos:

’ /

o€ — 00 = p(J.AVE — JoAv®) — PI[(Jw)V (J)] + PJo[(Jev )V (Jav )]
= u(J AV — JoAv®) — {PI[(J )V (Jw)] — PJu[(Jov )V (Jov)]}

. - . ’
Tomando o produto interno do L? da equacdo acima com v — v¢ , temos:

(0" — o v — UE,>0 = u{ J. AV — JoAve v — v€,>0
— YPI[(Ju )V (J )] = PJo[(Jov )V (Jav®)]}, v¢ — v g

=puT1+7T2
(4.10)
Para o termo do lado esquerdo temos:
€ e e ¢ 1 € €2
(00" — O v — v ) = 8t§|]v - (4.11)

Agora para T1, somando e subtraindo o termo J3Av*:

T1 = (J2Av¢ — J2Av° + J2 A0 — J2 A0 v¢ — v
= {(J? = J2)Ave, v — v g + (T2A (W — o), 0 — v )
(4.12)
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Para o termo (J2A(v¢ — v¢), v¢ — v g, utilizando propriedades dos regulariza-

~ 4 . 7’
dores, tome 7° = J.(v¢ — v°) e uma integral por partes nos da:

(JEA (0 —0),0° — v g = (AT (v =), Ja(vS — )
= (AT, 0

3
_ Z<A66,i’ 1~)€’i>0
i=1

3
_ Z <(7xj’xj'176’l,ﬁe’l 0

1,j=1

3 .
- 2 fowel}

ij=1
= [ Ja V(v = v
(4.13)

Substituindo 4.13 em 4.12, e utilizando o fato de que a norma ¢ nao negativa:

T1 ={(J2 = J2)Av, v — v )y — [Jo V(v —v°)]|}
< ((J? = T2 A, vt — v )

Para analisar este termo poderiamos utilizar apenas 3.28, entretanto nao
obterfamos uma estimativa em termos de € e ¢'. Prosseguimos entao utilizando Cauchy-
Schwartz, a desigualdade triangular, a propriedade dos regularizadores 3.27 e s6 na ultima

passagem utilizando 3.28:

T1 < | J200° = J2 A0 oo — o
< | JPAvE — J AV + J A — AvE + AvS — JuAvE + JaAvE — J2AE oo — o€ o
< (|J2AvS — J AV o + || AV — Avello + | AvE — JaAve|g
[T Aot = T A o) o = v g
< (Ce|J A1 + Ce| Ave|y + CE| Ave||y + C€ || JuAve|1) o — o€ o
(Ce|Ave |y + Ce| Aoy + Ce'| Ave |y + C | Ave 1) [0 = v o

< C'max{e, € }|Av|; v — UEIHO

N

< C'maxfe, '} o5 — vy
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Agora prosseguimos com nossa prova analisando o termo T2. Como o operador
de projecao é um operador linear podemos coloca-lo em evidéncia. Em seguida utilizamos a

propriedade 3.39 e o fato de que div e = dive® = 0 assim temos P(v¢) = v e P(v¢) = v

T2 = {J[(Jv )V (J)] = Jo[(Jov )V (Jov )]}, P(0° = o)) =
= (J(J )V (J)] = Je[(Jov )V (Jov)], v = v
= (J[(J )V (Je)] = Je[(Jo )V (T )], 0 = 0o
+ (Ja[(J )V (Jvo)] = Ju[(Jov)V (J)], v — v g
+ (Sl (Jev)V (J)] = Je[(Jov )V (T )], 0 = 7)o
+ (S (Jev )V (Jeo)] = Ja[(Jov )V (Jov)], 0 = 7)o

+ (T [(Jov )V (Jov)] = Jo[(Jov®)V (Jov®)], v¢ — v
= Rl + R2+ R3+ R4+ R5

Cada um desses termos sera analisado separadamente. Comecando por R1,

utilizando Schwartz e a desigualdade triangular, obtemos:

[RL] < [ J[(Jev )V (Jev*)] = T [(Jev )V (Jeo) o [v* = oo
= [J[(Jev)V (Jev)] = [(Je)V (Jev )] + [(Jev) V ()]
T (Jev)V (o ol o = v o
< ([Jl(Jev)V (J)] = [(Jev)V (Jev) o + [[(Jev®) V(o))
Jo[(Jev )V (o) o) [vf = v o

Agora utilizamos 3.27 e em seguida 3.15:

|[R1| < (€| (Jov )V (Jev) |1 + O () V (T ) o — oo
< Cmax{e, '} (Jev) V(o) 1 o* — v o
< Cmax{e, € }(| Jev oo DV (Jeo) o + DT o[V (Jev) o) 05 = v o

Como Ju® e C® n H™, o teorema de inclusao de Sobolev 3.14 nos da
[ Jev e = [Jev ey < [Jev[m e [V(Jv)]ee = [V (I, < [V(Jev)lm-1-

[R1| < C'max{e, €} (||| DV (Jev) o + [ DI o[V (Jev) ) [0 = o
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Utilizamos por fim Young (teorema 9) e a defini¢gdo da norma de Sobolev:

IR1| < Cmascte, €} (om0l + oL [0 o = o

Assim para m > 3/2 + 2, temos:

|[R1| < Cmax{e, €}, v — oo

Agora para R2, iniciando com a utilizagao de 3.25, seguido de Schwartz e 3.28:

Utilizando a definicdo da norma de Sobolev temos que || - [o < |+ |m-1 € &

propriedade 3.17:

IR2) < [Tt — Tt 19 (T a0 — o

< V(I - | Jev® = Jev 10" = v

Utilizando Young, teorema 9, e a definicio da norma de Sobolev obtemos
IV (J0) |1 < C|VV |1 < C[v°| e utilizando a desigualdade triangular para o outro

termo:

IR2] < [0l Jev” = v + 0 = T a0 — g

< oo = v o (| Jev® = vmr + 0 = Jov 1)

Assim podemos utilizar 3.27 e como m > 3/2 + 2:
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|R2] < ([0 n|v* = v Jo(C ellvm + C €0 n)

< C'max{e, '} o o = v o

Agora prosseguimos com R4, pois seu tratamento é similar a R2:

R4 = ((Jov )V (J©) = (Jov )V (Jov©), Jo (v — o))

|[R4| < | Jov® [V (Jev®) = V(o) lo[v® = oo
[Jev |V (Jev®) = Vo + Vo = V(T 1 [0° = 0o
Cllo o =0 Jo(|V (Jev®) = V< anmr + [V = V (Jerv)] f1n-1)

C max{e, € [0 |0 o0 = v o

NN

N

< Cmax{e, '} o om0l — 0o

Para R3, iniciamos com a utilizacao de 3.25 e depois utilizamos a desigualdade

de Holder com trés fungdes sendo p =q¢=2er = .

’

R3 = <Je [( E)v< )] ‘]’[(Je’vel)v(‘]eve)Lve =
= {[(Jov )V (Jv)] = [(Jov)V(J)], Jo (vf — o))

= {Jo (v = v)V(Jv"), Jo (v = v7))
< V() |z o (v = v o Jer (v = v o

Como J. Vv e C® n H™ !, temos que a desigualdade de inclusdo de Sobolev

3.14 nos da [ J. Vv |y = [JVV |, < || SV | m_1, para os outros termos utilizamos 3.28.

|R3| < CHJ WEHm 1Hv€ =0 oo — v o

Agora analisaremos o termo R5, comecando com a utilizagao de 3.25 seguido

do lema 6, temos:
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R5 = (Ju[(Jov )V (Jov®)] = Ja[(Jov® )V (Jov)], v¢ — v
= {(Jov )V Ju (v =), Ja(vf —v))

1 e € €
= S e, V(v = o))

Em seguida uma integracao por partes e como diV(JE/UE/) = 0:

1 / '
R5 = —(div(Jov®), | Jo (0" = 0)?) = 0

Agora finalizamos unindo todos os termos:

at;\zf — 2 =T1+ 12
—T1+ R1+ R2+ R3+ R4+ R5
< Cmax{e, €}o 3o — o
+ Cmax{e, €'} o[, o — v
+ Cmax{e, €'} o[, o — v
+ C o (v = v

+ Cmax{e, €} o | |0 [0 = v o

Cada um dos |v],, € ||t ||, é limitado por um M, onde M é igual o limitante

superior da equacao 4.8 para um 71" dado, assim temos:

@éw — 2= T1+ T2
=T1+Rl1+ R2+ R3+ R4+ R5
< C'max{e, € } M|[v° — U€I‘|0
+ C max{e, €} M?|v" — UGIHO
+ C'max{e, € } M?|v" — UGIHO
+C M| — )2
+ C'max{e, € } M?|v* — Ue,HO
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Por outro lado temos:

1
Orgllv® = vell§ = o€ = v odc[v* — v

Assim:

[0f = v o4 ]v° — v o < = C max{e, '} M[ve — v o
+ C'max{e, €} M2 v — v o+
+ C max{e, €} M?[|ve — v ||g
+ O M|(v° — o) g+
+ C'max{e, €} M?|v¢ — v

Or|lve — UE,HO < C'max{M, M*}(max{e, €} + |v° — velHo)

< Cmax{e, €'} + C|lv° — v

Tomando ¢; = C' e ¢y = max{e, €'} obtemos uma inequacao do tipo:

oy(t) — ay(t) < creo

Tomando um fator integrante u(t) da seguinte forma:

u(t) = e~rddt — gt (4.14)

Utilizando esse fator integrante na desigualdade e integrando de 0 a t::

e Moy(t) — cre”y(t) < e

Oele™ My (t)] < creae™ !
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Multiplicando por e’

y(t) < y(0)e™ + coe™ —cy

Ct(

o — oo < €% (0f — v o + maxe, €}) — max{e, ¢}

Como C' = 0 a fungao é crescente, além disso temos max{e, €'} > 0 portanto:

C’(M)T(

sup v — oo < e lu§ — v o + max{e, €}) — max{e, €'}

0<t<T

< eC(M)T(\

0§ — v o + max{e, €'})

Como v = '06/ = vy temos [jvg — USIHO =0:
sup € — oo < C max{e, €'}
0<t<T

Que é exatamente a norma em C{[0,T], L*(R?)}, assim a sequéncia de solucdes

da equagao de Navier-Stokes regularizada forma uma sequéncia de Cauchy nesse espago. [

4.2 Existéncia de solucoes locais no tempo para a equacao de

Navier-Stokes

Definig¢ao 28. (Espaco L*{[0,T], H™}) Espago das fungoes f : [0, T] — H™, finitas na

norma.

sup || fllm
te[0,T']

Definicao 29. (Espago Lip{[0,T], H™}) Espaco das fungoes f € L={[0,T],H™}, finitas

na Seminorma:

sup Lf(t1) = f(t2)]|m

t1,t2€[0,T] |t1 - t2|

Teorema 36. (Existéncia de solugoes locais no tempo para a equagdo de Navier Stokes)
Dada uma condigdo inicial vg € V™, m € ZF e m > 3/2 + 2, entdo os sequintes resultados

sao vdlidos:

a) Existe um tempo T tal que, para qualquer viscosidade 0 < p < o0 existe uma
solugdo tnica v* € C{[0,T]; C*(R*)} n C*{[0,T]; C(R*)} para a equagdo de Navier Stokes.
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A solugdo v" € limite de uma subsequéncia de solucoes aproximadas v¢ da equagao 3.51.

Este tempo T € limitado superiormente por:

1

T < ————
Cml|vo|m

b)A solugdo limite v* satisfaz :

|vo]|m
Flm € ——————
Sup [0 < 1 — T volm

c) As solugoes aprorimadas v° sdo uniformemente limitadas nos espagos
L*{[0,T], H™(R*)}, Lip{[0,T]; H™ %(R?*)} e C,{[0,T]; H™(R*)} e a subsequéncia de

solugoes aprorimadas converge para v* nestes espacos.

Demonstracao. O lema 8 nos da que nossa familia de solugoes v© é uniformemente limitada
em C{[0,T], H™}. Agora para provar este teorema iremos utilizar também que a familia
de derivadas no tempo dessas solugdes (J;v) é uniformemente limitada na norma H™ 2.
Tal fato, como veremos, é consequéncia direta do lema 8. Iniciamos tomando a norma

H™? da equacdo 3.51, para cada t temos:

[0 ()2 = |nT2 A0 () = PI[(Jev (). V (Jev* (£))] | m—2
< 2DV () |z + | = PI[(Jev(£)-V (Jev* (£))] | m—2
< | JZA0 (@) |z + |PI[(Jev (). V (Jev ()] m—2
< uD1+ D2
(4.15)

Para o termo D1, aplicamos 3.28 duas vezes, e, em seguida, utilizamos a

definicao da norma de Sobolev :

D1 < ¢| AV () |z < c[0°(t)|m (4.16)

Ja para D2, utilizamos 3.36, seguido de 3.28:

D2 < [ J[(Jev (8)).V (Jeo ()] m—2 < [[(Jv (1))-V (Jev (£)) | m—2

Tomando agora m — 2 > N /2 temos m > N /2 + 2, podemos utilizar 3.17, e em

seguida 3.28 e a definicdo da norma de Sobolev:
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D2 < [ Jevt (8)[m—2l V (Jev* ()] m—2
< vt () lm—2| VU () -2 < v (),

(4.17)

Utilizando 4.16 e 4.17 em 4.15 obtemos:

|06 () lm—2 < cplv" ()l + v ()5, (4.18)

Utilizando entao o lema 8 obtemos entdo que a familia d;v°, é uniformemente

limitada (independentemente de ¢) em H™ 2.

Para dar continuidade a prova deste teorema, iremos utilizar o lema 9. Como v°
é uma sequéncia de Cauchy em C{[0, T'], L*(R*)} e como esse espaco é completo, segue que
existe um v € C{[0, T], L*(R?)} tal que v* — . Tomando o limite de ¢ — 0 da equacdo

49e v = lin% v obtemos:
e —

lim sup |v¢— 0] < lim C'max (e, ) (4.19)
€—00<t<T e/ —0

sup v —llo < Ce (4.20)
T

Xl

Em seguida, sera utilizado o teorema 22 de forma a mostrar que a convergéncia
em uma norma superior implica na convergéncia forte em normas inferiores de Sobolev.
Para cada to € [0,T], o teorema 22, seguido da desigualdade triangular e da equagao 4.20

nos da:

€ € 1-m//m e m’ /m
[ (o) = ¥(to) e < Crnl|v"(t0) = Y(t0) 6™ ™ 0" (t0) — Y (to) "
< Cone ™™™ ([0 (t0) [am + 7(t0) )™ /™

Pela equagdo 4.8 temos, que para cada |vgl., e T fixos, |v[,, é limitada por

uma constante. Agora para obter um limitante para |v(o)|» a mesma equagao 4.8 nos da:

[v*(to)lm < sup [0%lm < C([vo|m, T) (4.21)

Il

Assim v(ty) é uma sequéncia uniformemente limitada em H™, pelo teorema 6,

existe uma subsequéncia v (ty) fracamente convergente para um v € H™. Como |-[g < |||,
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temos que v (ty) converge fracamente para v em H° = L? mas v(ty) — 7(to) em L2
portanto v(ty) — 7(to) em L?, logo por unicidade de limites v = (t;) € H™. Assim
|v(to)|m € finito portanto.

[v™ (t0) = (to) | < C ([0, T)e =™

Tomando o supremo em [0, 7] obtemos convergéncia forte no espaco

C{[0,T], H™ (R?)}, quando € — 0.

sup v = | < C’(||ngm,T)61’m'/m (4.22)

o<t<T

Como m > 7/2 para qualquer m escolhido, pode-se encontrar um m’ tal que

0 < 7/2 <m' <m, entdao a propriedade 3.14 nos dé:

[v™ = llez < Clv™ = Alaraze < [0 = Yl < Cvo]lm, T =™/

Obtemos convergéncia também em C{[0,T],C*(R?)}. Mostramos até entdo
que v" — v no espago C{[0,T], C*(R?)}. Ou seja, até entdo nada nos garantia que ao
tomarmos uma sequéncia de solugdes da equacao regularizada de Navier-Stokes com ¢ — 0,
o limite ~ resolveria a equacdo de Navier-Stokes. A convergéncia em C{[0, 7], C*(R*)},

nos da justamente esse resultado, pois como:

vf = uJ>Avt — PJ[(Jv).V(J)]

Entdo temos que vf € C{[0,T],C(R?)}, assim sendo temos:

pJ2 Avr — P [(Je,v").V(J,v™) = pAvy — P(7.V7)

no espaco C{[0, 7], C(R?)}. Portanto v = v* e temos v° e
v e C{[0,T], C*(R*)} n CH{[0,T],C(R*)}. Além disso para cada ty € [0, 7] temos (t) €
H™, portanto v*(ty) € H™.

Agora resta apenas provar a letra "c'do teorema. Iniciamos pela prova de que
v e L*{[0,T], H™(R?)}. J& provamos que 7(to) € H™ para cada t, € [0, T], entretanto ao
olharmos para essa prova e para a equacao 4.21 provamos algo bem mais forte. Temos que

ve(t) é uniformemente limitada também em relagdo a t, visto que o limitante independe
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de t. Como para qualquer ty € [0, 7] temos v (ty) — v"(ty), e v*(to) € H™, a definigao de

convergéncia fraca nos da:

lim (v (to), v"(to) Ym — HUM(tO)H?n

€n—0

Por outro lado, como v (¢y) é subsequéncia de v®(ty), utilizando Schwartz

podemos escrever:

Lim [Cv (to), 0" (f0) ym| < limsup [(v*(to), v*(t0) )m| < IIU“(to)HmlimS(}lp [0 (t0) [ m

e—0 €e—

Assim:
lim [Cv™ (to), v*(t0))m| = 0" (t0) [, < 0" (t0) |m limsup [0 (t0) [m

Eliminando [[v*(to)|., e utilizando 4.21:

[v"(to)lm < T sup [v(to) lm < sup_[[v*m < C(lvolm, T)
€—> Xlx
Asim ||v*(t)],, é uniformemente limitada em ¢ (ou seja, o limitante independe
do ty escolhido), portanto v* € L*{[0,T], H™}. Agora prosseguiremos com a prova de que

v e Lip{[0,T], H™ ?}. Para isso temos que as desigualdades 4.8 e 4.18 implicam :

sup || pm—2 < M (4.23)

o<t<T

Para provarmos que v* € Lip{[0,T], H™ *} devemos provar que existe um M

tal que para quaisquer t,ty € [0,77]:

[o"(t1) — v"(t2) lm—2

<M
|ty — 1o

Como v* e C{[0,T;C*(R)*]} pelo Teorema do Valor Médio para funcdes

vetoriais temos que para quaisquer ty,ts € [0,7] existe um c € [t1, t5] tal que:

Hv“(tl) - U“(tz)Hme
[t — to]

< [0 (¢)llm—2

Agora utilizaremos um argumento de convergéncia fraca similar ao anterior.

Como sup |0;v°||m_2 < My, temos que para qualquer tq € [0, T, |00 (to) | m_2 < M;.
0<t<T
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Assim por 6 existe uma subsequéncia fracamente convergente para d,0*(ty), ou
seja, 0,0 (tg) — Ov*(tg) em H™ 2. Escolhendo 0;v"(t,) para a convergéncia no produto

interno temos < 6,0 (tg), 0" () >m_2— |0, " (to)]?,_ . Assim temos:

[0 (t), 00" (£) Im—2l < lim sup |(0v" (to), 0" )m—2| < 00" (to) fm—z im SUp vl

€—>!

0" (to) 7 < lim sup [(0*(to), 00" )m—2| < 100" (to) fm—2 i SUP [0S |

€—>!

[0ev" (to) 7,2 < 00" (t0) |m—2 lim sup | 60| -2

Eliminando o termo [|6;v*(to)|m—2 € utilizando 4.23:

|0r0" (to) lm—z < limsup 00" |z < M,y

Portanto a derivada é limitada para qualquer ty. Tomando em particular ¢ = c,

obtemos o resultado:

[o(t1) — v(t2)]m—

< |0 m—2 < M
e < 1w s < My

Portanto v* € Lip{[0,T], H™ ?}. Agora para finalizar este teorema devemos
provar que v € C,{[0,T], H™}.

Como v™ € C{[0,T], H™} , tomemos y(x) € H™ arbitrario temos que f] (t) =
™ (z,t),v(x)) é continua no tempo. Entao se provarmos que fJ = (v (t),y) — ¢" =
(W (t), v m uniformemente em [0, 7], seguird que ¢ (¢) é continua em [0, 7], o que entao
implicard que v"(z,t) € C,{[0,T], H"}. O que significa por sua vez que, fixando um
v € H™, para qualquer e > 0 existe um p tal que n > p implique em |{v" () —v*(t), V)m| < €
para qualquer t € [0,T] , ou seja, a escolha de p independe de t.

Como S é denso em H™, para v € H™ e qualquer ¢ > 0, existe ¥ € S tal

que ||y — 4|l < €. Somando e subtraindo um 4 € S apropriado e, em seguida, utilizando

Cauchy-Schwartz e a desigualdade triangular:

[y, v (&) = 0" ())m] < [y =3, 0 (8) = 0*(8) ] + [(F, 0 (£) = 0" (£) ]
I = Al (o™ @l + (0" (@) ) + 15 0™ (E) = 0" () ]
< K1+ K2

N

(4.24)
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Para o termo K1, como v" e v € H™ temos que suas normas em H" sao finitas,

e como 7 € S é denso em H™ podemos tornar ||y — 7/, tdo pequeno quanto desejarmos:

K1l = ||’7 — ﬁHm(Cl + 02) < Ce (425)

Agora para o termo K2, utilizaremos a definicdo de produto interno em H™

via transformadas de Fourier. Tomando um m’ < m temos:

K2 = {31 (0) — o] (L + €)™ de
= [A gm0 - oo+ ) dg

Tomaremos agora f = (1 + €)™ ™. Como 7 € S e a transformada de Fourier

de uma funcdo em S leva a uma outra fungao em S (teorema 16), temos que 5 € S.

Por definicdo, uma func¢ao no espaco S decai mais rapido do que qualquer
poténcia de x, ou ¢ como no nosso caso. Ou seja para qualquer a € IN temos que

sup 7(1 4 |£])® < . Como os naturais sdo ilimitados apesar de perdermos m — m’ em
£eR3

decaimento, a funcao ainda decai para qualquer o € IN, assim segue que f € S.

Novamente utilizando o teorema 16, segue que existe uma f = (f)"= [J(1 +

€)™ ™ e S. Em seguida utilizamos a desigualdade de Schwartz:

K2 = |(f, v (8) = 0" ()| < | f e [0 (8) = 0% () e

Como fe S c H™ temos || = C, por fim utilizando 4.22, obtemos:

K2 < Ce (4.26)

Substituindo 4.25 e 4.26 em 4.24 obtemos:

[y, v (8) = v ()| < Cte

Como a estimativa independe de ¢, temos que < 7, v (t) >,,—>< v, v"(t) >,
uniformemente e portanto < ~y, v*(t) >,, é continua em [0, T'] para qualquer ve H™, de
onde segue que v* € C,{[0,T], H™}. O

Teorema 37. Seja v* a solugdo para a equagdo de Navier-Stokes descrita no teorema 36

entdo, v* € C{[0,T],V™} n C*{[0,T], V"™ 2}.
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Demonstracao. Como a equacao de Navier-Stokes envolve derivadas de primeira ordem
em relacao ao tempo e de segunda ordem em relagao a variavel espacial, se provarmos
que a solugdo da equacao de Navier-Stokes v* for tal que v € {C[0,T], H™}, seguird
que v* € C{[0,T],V™} n CH{[0,T],V™ ?}. Para realizarmos essa prova, provaremos
inicialmente que a solucao tem continuidade forte pela direita para ¢ = 0. Em seguida

realizaremos a prova de continuidade em outros pontos.

Em outras palavras, para provar a continuidade forte pela direita em t = 0,
iremos provar que lim |[v*(z,t)|,, existe. A estratégia serd provar limitantes para o
t—0+

lim sup |v*(z,t)|m € o limégf [vH(x,t)|m, de onde seguira que h%ﬁ vt (2, 1), existe.
t— t—>

t—0

Comegando pelo limsup ||[v*(x,t)|,,, tome qualquer t; € [0,T]. Como v €
t—0+t

Cu{[0,T], H™}, temos que para qualquer v € H™, (v (x,t1),Vom — W' (x,t1),7)m,
quando € — 0. Como v*(z,t;) € H™ | podemos tomar entao v = v*. De onde obteremos
que v (z,t1), V" (2, t1) . — W, 0", = [v*]2, quando € — 0. Por defini¢do de limite

superior e inferior e como o limite existe por v*(t) pertencer a C,,{[0,T], H™} temos entao:

lim igf@f” (x,t1), 0" (2, t1) )m < lim0<v€” (x,t1), 0" (z,t1) )m
= v (1)l

< lim sup(v®(t1), v (t1) )m

e—0

Assim obtemos |[v*(z, 1) |2, < lim sup{v, v*(x, t;)dm, aplicando Cauchy-Schwartz,

e—0

como [v*],, independe de €, podemos passa-lo para fora do limite assim:

HU#(J?, tl)“%n < lim S(1)1p<1}e(.]}7 tl)a Uﬂ(x7 t1)>m

< v (@, ) lisup vz, 1)
€E—>

Cortando o termo ||v*(x,t1)|,, obtemos que para cada ¢, € [0,T] fixo temos

[vH (2, t1)|m < limsup |v°(x, t1)|,. Em seguida, utilizando 4.8 a defini¢do de supremo nos
0

dé& que para qualquer ¢, € [0,7T]:

[vo7.cn T
“(2,t1)|m < (@, 8)|m < T TTul.
v o)l < sup 1o Dl < ol + 7
ool T

c " < + _ n-Yim 7
[0 (z, 1) lm < [volm 1 — T [ vo]m
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Aplicando lim sup e como o lado direito independe de ¢ obtemos:

. [vol7em T
1 . " < + _ WPVl 7
i sup [ (@, 1) < fvolm + 7

Mas acabamos de provar que |[v(x,t1)|,n < limsup |v°(z,1)|m. Portanto
e—0

obtemos que para cada t; € [0,7:

[vo7.¢m T
i t < T
[v* (2, t1) [m < lvo)m L — ¢/ T |vo]m

Tomando o supremo e como o lado direito independe de ¢ obtemos:

lvol?,cmT
sup |v*(z,t < v + —
OStST H ( 7 )Hm h ” OHm 1 - CmTHUOHm

o7 T

Tomando o lim sup, o termo se anula, e como t < T" obtemos:

T—0+ = T |[vo]m

lim sup [v* | < |vollm

t—
Agora iremos provar que [[voll,, < lim inf [v*(2,t)|m. Como v e C,{[0,T], H™}
t—
isso implica que para qualquer uw € H™, (v*(z,t), u),, é continua. Como vy € H™ podemos

tomar u = vg € H™. Por Cauchy-Schwartz temos:

@, 1), v0(2) pm < [0 (2, 1) [ m |00 (%) | m

Tomando o lim inf de ambos os lados e como |vo|m independe de ¢ obtemos:
t—0

lim it " (2, 1), vo () )m < lim it [0 (2,8) | n[vo(2) [ = f[vo(2)|m tim inf [[v* (2, )|

Como {(v"(x,t),vo(z))m é continua, temos que existe o limite de t — 07 e
portanto ele vai ser igual ao limite superior e inferior(o mesmo nao vale para a norma
[v(@, t)llm).
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Jim 0 (2, 8), vo()m = [0l < Jeo(z) o lim nf o7 (2, )

Por fim cortando o termo ||vg/,, obtemos |vg]., < limggf [o* (22, )| -
t—

Por defini¢do de limsup e lim inf,(se eles existirem) temos lim inf [v*(x, )| <
|vollm < limsup |v(z,t)|n. Mas acabamos de provar que lim sup [o*(, t)Hm < Jvollm <

t—

t—
hm 1nf v (2, t)|m, logo temos hm mf o' (2, )| = lim sup Hv“(:c t)|m = [lvollm segue que

t—

)L%% ||v“<x,t>||m = ||voflm-

Como o limsup e o liminf existem, segue que o limite existe assim
lirgl+ [v* (2, t)|m = [|vollm. Portanto fica provado que ||v(t)]|,, possui continuidade forte pela
t—

direita em t = 0.

Agora resta provar que ||v(t)||,, é continua para todo t > 0. A equagao 4.1 nos

garante que:

5r||v I+ 1l TV, < el VI oo o7,

Utilizando 4.8 temos sup |v€||,, < M, assim para qualquer t € [0, T] temos:
0<t<T

@rHv [+ HI TNV, < e VT oo M

Como m > 3/2 + 2, utilizando 3.14 temos que ||V Jov |1 < |V oo, obtemos
entdo que a norma infinito vai ser igual a norma Cj, |VJv |, = IVJv|er < VI |m,

assim obtemos:

1
5@”””1 + pl| JVo|E, < CMP

Integrando em [0, 7], obtemos:

[ agltsu [ 1wt < oaer
0 0

T
[ (D) — lools + p j |1V 2, < CMPT

T
Assim fica provado que ,uJ |J.Vve||?, é limitada independentemente de e.
. 0
Como ,uj |J.Vve|]?, < 0 e u > 0, podemos dividir a desigualdade acima por p. Assim
0

T
temos que f |J.Vve||?2, < oo, portanto para quase todo t € [0,1], temos | J. Vv (t)||n < 0.
0
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Nosso problema agora é obter que para u-q.s. t € [0,7] ,[|Vv*|,, < o0, como
queremos provar exatamente que Vo* € H™ nao podemos utilizar a propriedade 3.26 dos

regularizadores. Desta forma vamos utilizar um argumento de subsequéncia convergente.

Considere um ¢ arbitrario tal que | J.Vve(t)|,, < oo. Para qualquer ¢ > 0
tem-se |J.Vv(-,t)|,, < co. Considere a sequéncia |J.Vv(-,t)|,, com € — 0, temos que
essa sequéncia ¢é limitada. Por 6 existe uma subsequéncia ¢, fracamente convergente para

um u € H™, ou seja J,, Vo — v em H™. Como € — 0 temos que €, — 0.

Como v* € H™ temos que Vv € H™ ', assim por 24 letra "d", temos que
qualquer sequéncia converge para Vo' € H™'. Tomando como sequéncia a subsequéncia

que acabamos de gerar obtemos que J., Vo — Vo* em H™ ',

Além disto, pela existéncia da convergéncia forte, a convergéncia fraca também
existe ou seja, J., Vo™ — Vot em H™ !, Utilizando a definicio da norma de Sobolev
temos que de modo geral || - |[,-1 < || - |;m. Assim utilizando que €, — 0 temos que

J. Vo™ —uem H™

Como J., Vv — Vo' em H™ ' e J, Vo — u em H™ !, pela unicidade de
limites temos que u = Vo*. Além disto como u € H™ obtemos que Vv € H™, portanto

V", < co. Utilizando que |[Vv*|,, < o0 e a defini¢do da norma de Sobolev obtemos:

1/2
[0#lmir = 25 1D 5] < [v¥lo + [V0*|m

laf<m

Assim:

T T
[ 1< [ e+ 1902

0 0

Como ja foi provado que v* € H™ temos que |[v*]o < o0, e como |Vv#,, < o

obtemos que a solucao limite v* est contida no espaco L*{[0,T], H™'}.

Por argumento andlogo ao utilizado para provar que |Vv*|,, < co. Temos que
para quase todo Ty € [0, 7], temos [[v*(x,To)|m+1 < © o que implica [[v*(z,To)|m+1 €
Hm+1‘

Tomando v(z, Ty) como dado inicial que denotaremos por vl e utilizando o
teorema 36 letra "b"construimos uma solucdo v € H™, para qualquer m < m + 1 que esta

em C{[Ty,T'], H™}. Onde T" é o tempo de existéncia da solucdo dado por T" <

T,
cllve® [l
Como m < m + 1 podemos tomar m = m. Cada uma dessas solu¢oes com dado

inicial v® em seu intervalo de existéncia [Ty, 7"], vai ser idéntica a solucdo original da

equagao de Navier-Stokes pelo corolério 1.
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Para quase todo T € (0, 7] podemos repetir a constru¢ao acima, segue que
a solugdo original da equacao de Navier-Stokes v € C{(0,7T], H™}. Como j& provamos a

continuidade pela direita em ¢ = 0, obtemos enfim v € C{[0,T], H™}. O
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5 Conclusoes

Assumindo uma condigao inicial vg € H™ com m > 3/2 + 2, é possivel verificar
que a solugao para a equacao de Navier-Stokes incompressivel, em um intervalo de tempo
[0,T], existe e é tinica. Tal solugdo pertence a C'{[0,T],V™} n C*{[0,T], V"™ 2}(Teorema
37). Sendo que o limite de tempo T para a existéncia dessa solugdo depende da magnitude

da norma em H™ da nossa condigao inicial vy.

Com esta solugao pode-se recuperar a pressao utilizando o teorema 30 e desta
forma resolver completamente a equagao de Navier-Stokes. Caso tentassemos utilizar o
método descrito neste texto para obter solu¢oes globais para a equacao de Navier Stokes,
nosso principal problema seria o lema 8. Pois para T = (¢, |vo)m) * ndo podemos afirmar
que as solugoes regularizadas sao uniformemente limitadas. Na equagao regularizada de
Navier-Stokes, conseguimos expandir nossa solugao em [0, T'] para todo o tempo utilizando

o teorema 33.

Também concluiu-se nesse trabalho que é possivel demonstrar a letra "c¢"do
teorema 36 utilizando-se argumentos de convergéncia fraca ao invés de conceitos de

distribui¢es como feito no texto original.
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