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INTRODUÇÃO 

Nestas notas apresentamos um estudo da teoria algébrica 

de formas quadráticas sobre corpos quaisquer, com vistas a ob

ter alguns teoremas de classificação. 

Este trabalho baseia-se fundamentalmente nos artigos de 

Elman-Lam [5] para corpos de característica diferente de 2 e 

Sah ~2] para corpos de característica 2. 

No Capítulo I, introduzimos apenas aquelas noçoes e resul

tados básicos sobre formas quadráticas, necessários à compreen

sao do texto. 

No Capítulo II estudamos a álgebra de Clifford de um espa

ço quadrático, e seu centro. Estabelecemos as condições sob as 

quais uma álgebra de Clifford é central simples. Utilizando os 

resultados obtidos com este estudo, introduzimos os invariantes 

de Arf e de Witt. 

O Capitulo III é totalmente dedicado ao estudo de corpos or 

denados e pytagoreanos. Aqui nos baseamos quase que exclusiva

mente nos resultados do Capít~lo 8 de [6]. 

Finalmente no Capítulo IV apresentamos os teoremas de elas 

sificação para formas quadráticas. Trata-se de alguns teoremas 

que caracterizam os corpos sobre os quais formas quadráticas sao 

classificadas mediante um conjunto de invariantes dado. 



CAPÍTULO I 

ESPAÇOS QUADRÁTICOS 

§1. PRELIMINARES 

DEFINIÇÃO 1.1.1. Sejam F um 

Dizemos que uma função q : 

(i) q(a•v) 
2 

•q(v) = a para 

a função B 
q 

v X v -+ F 

corpo 

V -+ F 

todo a 

tal que 

para todo x,y em V, é bilinear. 

e v um F-espaço vetorial. 

e urna 6 otz.ma q u adtz.a.t.i c. a se: 

em F e todo v em V. (i i) 

B (x,y) = q (x+y) -q (x) - q (y) q 

A função B q ser~ chamada de 6otz.ma bilineafL a~~oc.iada a q 

e o par (V,q) ser~ dito um e~paço quadtz.âtic.o, também denotado 

por (V, B ) • 
, q 

DEFINIÇÃO 1.1.2. Sejam (V I q) um espaço quadrático e B a bi 
q 

linear associada a q. Dizemos que o espaço quadrático (V,q), ou 

a forma quadr~tica q, é não ~ingulatz. se dado x E V tal que 

B (x,v) = O para todo v em V, então x = O. 
q 

Em todo o texto consideraremos apenas formas quadráticas 

nao singulares; ou seja, o termo forma quadrática (resp. espaço 

quady~tico) significar~, em tudo que se seguirá, forma quadrát! 

ca não singular (resp. espaço quadrático não singular). 
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DEFINIÇÃO 1.1.3. Sejam (V
1

,q
1

) e dois espaços quadr~ 

ticos sobre um corpo F. Dizemos que a 

se existe um isomorfismo de espaços vetoriais a : v
1 

+ V 
2 

tal 

que q1 = q 2 o a. 

~ fácil ver que ~ é uma relação de equivaléncla e a classe 

de equivalência de q e o conjunto das formas quadráticas do 

tipo q o a , onde a E Aut(V). 

então din1 q
1 

= dim q
2

, onde dim q1 : = dim v
1

; o que nos mos-

tra que a dimensão de um espaço quadrático é invariante por iso 

metrias. 

DEFINIÇÃO 1.1.4. Sejam F um corpo, (V,q) um espaço quadrático 

sobre F e d E F" Dizemos que q representa d se exis 

te v E V tal que q(v) = d. 

~ claro que se q
1 

e sao duas formas quadráticas, 

e representa d então representa d, ou se-

ja, o conjunto D(q) dos elementos de F" representados pela 

forma quadrática q depende apenas da classe de isometria de q. 

Se a,d E F" e q é uma forma quadrática sobre F então 

d E D (q) se e somente se a 
2 

• d E D (q). Com isto verros que D (q) 

e uma reunião de classes de F"/F"
2 

. 

Introduzimos agora o conceito de soma direta ortogonal entre 
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espaços quadráticos. 

Se 

que v 1 

(V, q) -e um espaço quadrático e v
1

,v
2 

E V, 

é ortogonal a v
2

, segundo B , se 
q 

dizemos 

DEFINIÇÃO 1.1.5. Sejam (V1 ,q1 ) e (V
2

,q
2

) dois espaços quadr~ 

ticos sobre F. Definimos a ~orna di~eta o~togonai de (V
1

,q
1

) e 

(V2 ,q2 ), e denotamos por (V11 q
1

) 1 (V
2

,q
2

) como sendo o espa-

ço quadrático (V' q) , onde v =v 1 E9 v2 e q(xl + x2) = 

= ql (xl) + q2(x2) para todo X. E V. i = 112. 
l l 

Neste caso escrever:;os q = ql 1 q2 e dizemos que ql (ou 

é uma ~ubóo~ma de q. A bilinear B associada a q e tal q 

que 

x.,y. E V., 
l l l 

onde B 
qi 

para todo 

é a bilinear associada a i = 1,2. 

Com isto vemos que Bq(x1 ,x2 ) = O para todo xi E Vi, i = 1,2; 

ou séja 1 todo vetor de v
1 

e ortogonal a todo vetor de v
2

, se 

gundo B . Dai o nome de soma direta ortogonal. q 

~ fácil ver que se ql e q2 sao na o singulares então 

ql 1 q2 também o e. Além disso se (Vl I ql) ~ (Vl,ql) e 

(V 2 I q2) ~ (V 2 'q2) então (Vl 1ql) 1 (V 2 'q2) ~ (Vl,ql) 1 (V 2, q2) I 

seja, direta ortogonal - preservada por isometrias. ou a soma e 

Se F é um corpo de característica diferente de 2, V -e 

um espaço F-vetorial de dimensão 1 e q é uma forma quadrát~ 

ca definida sobre V tal que q (v) = a, onde V = F • v, então 

a E F" e q sera denotada por <a), ou seja, 
2 

g(a ·v) =a· a 
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para todo a E F. Com isto vemos que <a>~ <b) se e somente 

se a•bEF" 2 

Por outro lado, car(F) 2 v ~ 

um F-espaço se = e e veto-

rial de dimensão 2, podemos encontrar v
1

,v
2 

E v tais que 

q(vl) = a I q(v2) = b e Bq(v1 ,v2 ) = 1, a,b E F e v = Fv1+ 

+ Fv2 
Neste ~ 

caso q ser a denotada por [a, b] isto e I 

q(xlvl + Ylv2) 
2 = ax 1 + xlyl + 2 

todo byl, para xl,yl E F. 

LEMA 1.1.6. Sejam F um corpo, q uma forma quadrática sobre F 

e d E F. (i) Se car(F) f 2 então dE D(q) se e somente se 

existe uma forma quadrática q, tal que q ~ (d) 1 q
1 

. (ii) Se 

car (F) = 2 então d E D (q) u {O} se e somente se existe c E F 

e uma forma quadrática q
1 

tal que q ~ [d,c] l q
1 

. 

DEMONSTRAÇÃO. (i) :t: lÓgico que se q ~ ( d) l ql então dE D(q), 

pois d i o devido ao fato de q ser na o singular, e q r e-

presenta d pois ( d ) representa d. Por outro lado, se dE D (q) 

então existe v E v tal que q(v) = d. Se dim V = n > O, po-

demos encontrar 

Se B (v1,v. ) = 
q 1 

v2 , ••• , v n E V 

a., fazemos v! 
1 1 

tais que 
a. 

1 = vi - d v 

V = Fv + Fv 2 + • . • + Fv n· 

e assim teremos 

B (v
1
,v!) =O, i= 2, ... ,n e V= Fv + Fv2 + ..• + Fv~.Fazemos 

q 1 

v = Fv 1 + ••• + Fv 1 
• Desde que 

1 2 n 
é uma forma quadrática 

sobre v
1

, chamamos esta de q 1 
e assim teremos q ~ ( d) l ql. 

(ii) Assim como no caso anterior, se· car(F) = 2 e 

q ~ [d,c] l q, então dE D(q)U {O}. Suponhamos d = q(v1 > para 
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-e q e nao singular, algum v 1 E V. Desde que 

então existe v
2 

E V tal que Bq(v1 ,v2 ) = 1. Sejam c = q(v2 ) 

B (v
2
,v.) e v = 

= b. 
l 

i= 3,4, ••. ,n, 

+ F v 
n 

sejam 

Se 

v! = 
l 

B (v
1

,v.) a. e q l l q l 

v. + aiv2 + bivl, l 
i=3 I 4 I • • • ,n. 

Fazendo v1 = Fv) + ... +F~ teremos V= Fv
1 

+ Fv
2 

+ v
1 

e 

toda combinação linear de v
1 e 

~ 

e ortogonal, segundo B I 
q 

a todo vetor de v1 • Fazendo q1 = q]V
1 

, ternos q ~ [d,c] 1 q
1

• 

Se F é um corpo de característica 2 então nao existe es-

paço quadrática (não singular) de dimensão 1 sobre F, pois se 

q e urna forma quadrática sobre F então B (v,v) = O. 
q 

Baseado nesta observação e no lema acima demonstrado, po-

demos provar o seguinte resultado: 

COROIJ\RIO 1.1.7. Sejam F um corpo e q urna forma quadrática 

sobre F. (i) Se car(F) ~ 2 e n = dim q, então existem 

d1 , ... , dn E F" tais que q ~ ( dl) 1 1 ( d ) . (ii) Se 
n 

car(F) =2en=dimq então n = 2 • rn e existem dl' ... I d rn 

c1 , ... , em E F tais que q ~ [dl,clJ. 1 ... 1 [d ,c ] . n n 

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração deste corolário se faz por indução so 

bre n = dirn q e e urna consequência imediata do lema 1.1.6. 

A forma quadrática <d1 > 1 

por < a 1 , •.• , an > • 

1 < d > será também denotada 
n 

DEFINIÇÃO 1.1.8. Sejam (V,q) um espaço quadrático e V E V. 
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Dizemos que v é -i...õo.t!tÕp-i..c.o se v =f O e q(v) =0. Se q(v) :j.O 

dizemos que v é an-i...õo.t!tÕp-i..c.o. 

Dizemos que (V,q) é um e.ópaço quadJtâ.t-i..c.o -i...õo.t!tÕp-i..c.o, se 

este contém algum vetor isotrópico. Caso contrário dizemos c1ue 

este é um e.ópaço quadJtâ.t-i..c.o an-i...õo.t!tÕp-i..c.o. 

Tais conceitos se aplicam, de modo natural, às formas qua

dráticas. 

~ PROPOSIÇÃO 1.1.9. (i) Se F e um corpo de característica 2 e 

q e uma forma quadrática sobre F, com q ~ [l,d], então q e 

isotrópica se e somente se dE ~(F) 
2 F.}. (ii) = {x + x, X E Se 

e são duas formas quadráticas sobre um corpo F de ca 

racterística 2, com 

~ [O, O] 1 [1, c+d] 

q ~ [l,c] 
1 

(iii) Se F 

e q ~ [l,d] então 
2 

~ 

e um corpo qualquer e 
~ 

q e 

uma forma quadrática de dimensão 2 sobre F então q e isotró 

pica se e somente se q ~ <1,-1 > se car(F) =f 2 ou q ~ [0,0] 

se car(F) = 2. 

DEMONSTRAÇÃO: (i) Se d E ~(F), e claro que [1 f d] e isotrópi-

ca. Por outro lado, se [1 f d] e isotrópica então existem 

E F• tais 2 y2d assim d 2 x,y que X + xy + = o. E temos = (x/y) 

+ (x/y) E ~I)( F) . 

(ii) Sejam v1 = Fx + Fy e v2 = Fz + Fw os espaços ve-

toriais sobre os quais q
1 

e q 2 , respectivamente, estão defi

nidas. Fazendo q = q
1 

1 q 2 , o espaço vetorial sobre o qual 
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esta nova forma quadrática está definida é V= Fx + Fy + Fz + Fw e 

a forma quadrática q é tal que q (x) =q(z) =B (x,y) =B (z,w) = 1, 
q q 

q(y) = c, q(w) = d e B (x,z) = B (x,w) = B (y,z) = B (y,w) =0. 
q q q q 

Nestas condições podemos ver que: 

(Fx+Fy) 1 (Fz Fw) ~ {F(x+z) +F (dx+dz+w)) 1 (Fx +F (y-w)) , 

ou seja, [l,c] 1 [l,d] ~ [0,0] 1 [l,c+d). 

(iii) :t: claro que se q ~ < 1,-1 > ou q ~ [0,0] quando 

car(F) f 2 ou car(F) = 2 respectivamente, então q e isotró 

pica. Se car (F) f 2 e q é urna forma quadrática sobre F com 

dim q = 2 então existem a,b E F" tais que q ~ <a,b). Desde 

que (a,b) é isotrópica podemos supor b =-a , ou seja, 

q ~ <a, -a> Visto que D(<a,-a >) =F", então podemos supor 

q ~ < l,c > para algum c E F" (cf. 1.1.6 (i)). Novamente, pelo 

fato de <l,c> ser isotrópica, pddemos supor c= -1. Se 

ca~.- (F) = 2 e q é urna forma quadrática isotrópica com dim q= 2, 

podemos supor q ~ [O, c] (cf. 1.1.6 (ii)). Se V= Fv1 + Fv
2 

com 

e teremos V = Fv + Fv' 1 2 

Bq(v1 ,v2 ) = 

com q(v1 > = q(v') =0 
2 

ou seja, q ~ [0,0], e isto completa nossa demonstração. 

Se (V, q) é um espaço quadrático' isotrópico de dimensão 2, 

então dizemos que (V, q) é um plano hipe.Jz.bÕLi..c.o e o denotarros por 

lli, ou seja, lli ~ < ;t,-1_> se car(F) i 2 e lli ~ [0,0] se 

car(F) = 2. 
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Seja (V,q) um espaço quadrático. Se (V,q) ~IH 1 ... 1 IH 

(n-vezes) então escrevemos (V,q) ~ n-IH e dizemos que (V,q) e um 

e~paço h~penbÕl~eo. 

Vale a oena mencionar que se (V,q) é um plano hiperbólico 

então existem vetores v
1

,v
2 

E V com q(v
1

) = q(v
2

) = O e 

Bq(v1 ,v2 ) = 1 f independentemente da característica do corpo F. 

1\lérn disso, se (V, q) e um espaço quadrát.:i.co sobre F, então 

(V, q) l (v (-1) ·q) ~ n • IH' onde n = dirn q e por (-l)·q en-
1 

tendemos a forma quadrática definida sc:bre V tal que (( -1) q) (v} 

=-q(v) , Vv E V. 

DEFINIÇÃO 1.1.10. Urna forma quadrática q é di ta un~v en.6 al se 

D (q) = F. • 

Um exemplo evidente de forma quadrática universal e o pla

no hiperbólico. 

Se (V,q) é um espaço quadrático e U c V, dizemos que U 

é :totalmente ~.6o:tnõp~eo se q{u) = O para todo u em u. 

TEOREMA 1.1.11. Se (V,q) é um espaço quadrático, então: (i) to 

do 2ubespaço totalmente isotrópico U c V, de dimensão r > O 

está contido em um subespaço hiperbólico T c V de dimensão 

2 · r. (i i) q e isotrópica se e somente se q ~ lli 1 q
1 

(iii) se q e isotrópica então q é universal. 

DEHONSTRAÇÃO: f': claro que (i) ===::> (ii) e (ii) ===::> (iii). 

e 

LogO· 

só precisamos mostrar (i}, fato este que sera feito por indução 

sobre r= dirn U. Se r= 1, ternos U = Fu e v
1 

=Fv
1

+ •.• + Fvn, 
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com V= Fu + v
1

, q(u) = O e B (u,v) = 1 
q para algum V E v

1
. 

Sem perda de generalidade, podemos supor v= v
1

. Se B (u,v.)= 
q l 

= ai , fazemos Vi= vi- aivl , i= 2, •.. ,s e ainda teremos 

v = F u +V' 
1 

, onde Vi= Fv1 + Fv2 + ... +F~~- Se B (v1 , v!) = 
q l 

= bi, fazemos v'.' =v! 
1 l 

V = Fu + Fv1 + Fv2 + 

b.u 
l 

i= 2, ••• ,s e teremos 

B (u V'!) = q , 1 

=B (v ,v~) =O, i= 2, ... ,s. Neste caso podemos q 1 l considerar 

(V,q) "' (v 2 ,q2 ) 1 

q2 = q]v e q3 = 
2 

onde V 2 = Fu + Fv 1 , V 3 = Fv2 + •.• + Fv~, 

Desde que ~ 

e um espaço qua-

drático isotro-pl'co de d1'rnensa-o 2 enta-o (V q ) - lli (cf 1 1 9 2, 2 - • . . 

(iii)). 

Suponhamos r> 1. Sejam U = Fu1 + ... +Fur e v
1

=Fv
1

+ ... +Fvs 

de modo que V = U + V 1 , q ( u) = O , Vu E U e B q (ul' v 
1

) = 1 . 

Se B (u1 ,v.) =a. , fazemos 
q 1 l 

Bq(v1 ,ui) = bi , fazemos ui 

vi= vi- aivl , i= 2, •.. ,s. Se 

= u. - b. u1 , i = 2, •.. , 3; de modo 
l l 

que teremos V = Fu1 + Fui + ... + Fu~ + Fv1 + Fv2 + •.. + Fvi 

Se B (v1 ,v!) = c. fazemos v'.' = v! - c.u. e teremos (V, q) = q l l l 1 1 l 

= (V 2' q2) 1 (V 3' q 3) onde v2 = Fu1 + Fv1 
, V =Fu' + ..• + Fu' + 

3 2 r 

Fv" + ... + Fv" , q2 = qlv e q3JV . Desde que (V2,q2) e 2 s 2 3 

um espaço quadrático isotrópico de dimensão 2 então (V
2
,q2 ) "'lli. 

Visto que v
3 

contém um subespaço totalmente isotrópico de di

rnensao r-1, aplicamos a hipótese de indução para concluir a de 

rnonstração. 

COROLÁRIO 1.1.12. Se q é urna forma quadrática sobre F então 
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q admite uma Única decomposjção ortogonal, a menos de i some-

trias, do tipo é anisotrópica e e 

hiperbÓlica. 

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração será feita por indução sobre n = 

= dim q. Se n=l ou se n > 1 e q e anisotrópico o resultacb é im2dia 

to. Assim suponhamos n > 1 e q isotrópica. Neste caso 

q ~ lli 1 ql (c f. l.l.ll(ii)). Aplicando a hipótese de indução 50 -
bre dim n · lH 1 onde - anisotróp! ql f vemos que q ~ qa' qa e 

ca. Com isto teremos provado a exist_ência da decomposição. Pa-

ra mostrar a unicidade, precisamos do seguinte 

TEOREMA 1.1.13. (do cancelamento de Witt). Sejam q,q
1 

e q
2 

formas quadráticas sobre F. Se 

Se q é uma forma quadrática tal que 

então 

q~q 1n·lli 
a 

e 

q ~ q' 1 m • lH a 
onde e q' 

a são anisotrópicas e n < m en 

tão, pelo teorena acima, qa ~ (m-n) lli 1 q' . Visto que 
a 

(J 

""a 
-e 

anisotrópica, concluimos que m = n, ou seja, a unicidade do co 

rolário 1.1.12 fica demonstrada. 

Antes de demonstrarmos o teorema 1.1.13, vejamos alguns re 

sultados auxiliares. 
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LEMA 1.1.14. Sejam (V,q) um espaço quadrático e U um subespaço 

I 1 
não nulo de V. Se q U e não singular então V = U ~ U , onde 

1 
TJ = { x E V; B ( x, u) = O , Vu E U} • 

q 

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração deste resultado se faz utilizando 

o mesmo raciocínio usado para a demonstração de 1.1.6. 

Dados um espaço quadrático (V,q) e U um subespaço de V, 

nas condições do lema acima, o subespaço 
'1 

U sera chamado o 

~omplemento ohtogonal de u. 

Sejam (V,q) um espaço quadrático e x,y E V tais que 

q(x) = Bq(x,y) =O. ~fácil ver que a função E(x,y) :V-+ V tal 

que E(x,y) (z) = z + B (z,x) •y - B (z,y) •X- q(y) •B (z,x) • x 
q q q 

e 

uma isometria. 

LEMA 1.1.15. Se (V' q) e um espaço quadrático tal que v = 

= (Fe1 + Fe2) 1 vl = (Fv:
1 

+ Fw
2

) 1 v2 com Bq(e1 ,e 2 )=Bq(w1 ,w2 ) 

= 1 e q (e. ) = q (w.) = o ' i = 1,2 então existe uma isometria 
1 1 

e v -+ v tal que e ce
1

) = wl e 8(e
2

) = w2. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja w = 1 
a,S E F. 

Se a = S = O então existe Z E Vl tal que B (u,z) f O, 
q 

pois 
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q e nao singular. NEõste caso teremos E (e
1

, z) (w
1

) = a' e
1 

+8 'e
2 

+ 

+ u' 1 
com e a' f O. Assim podemos supor w1 = ae1 + 

-1 + Se 2 + u com U E vl e a f o. Logo a isometria E (e
2
,a u) 

leva -1 
8 

-1 
q (u). Seja el em a wl e = a P(a) : V+ V tal 

que P(a)(e
1

) P(a) (e
2

) -1 = ae
1 

, = a e2 e P(a)(z) =z para 

isometria e e = todo z E v 1 . A aplicação P(a) é uma 

-1 
= E(e 2 ,a u) o P(a) é uma isometria de V em V que leva 

em w1 . Agora sejam w = a(e 2 ), V= (Fw1 + Fw) 1 v
3 e = 

ternos À = 1 e q(t) = - y. Um simples cálculo mostra que 

fazemos 

-1 e = E(e1 ,t) o E(e
2
,-a u) o P(a) e o problema está resolvido. 

TEOREMA 1.1.16. Sejam (V,q) e (V1 ,q1 ) espaços quadráticos 

sobre F, com v
1 

c V e ql = qJV . Se 
1 

e : (V l, q l) + (V, q) 
~ 

e 

urna aplicação F-linear tal que q
1 

(x) = q (e (x)) para todo x E v1 

então existe urna isometria a : V+ V tal que aJv = e. 
1 

DEMONSTRAÇÃO. Fazemos 

~ 

e tal 
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que s1 (x) = q(e(x)) para todo x em v
1 

então e• = e ED 

tisfaz a equação acima. Agora uma extensão e' : (v, q) 1 

de e ' induz uma e~~tensão e de -+ (V,q) 1 (V
1

,-q
1

) 

que e• I = 
(Vl'-ql) Iã (V ) • 

1'-ql 
Asim sendo, podemos supor que 

(V1 ,q1 ) ~ n•DI. Neste caso a demonstração será feita por recor-

rência sobre n • Sejam (V 
1 

, q 
1 

) = m
1 

1 .•. 1 lli onde 
n m. ~ m, 

1. 

i= l, ... ,n e e: (V1 ,q1 )-+ (V,q) é tal que q
1

(x) = q(e(x))· 

Vx E v
1

. Neste caso o lema 1.1.14 nos garante a existência de 

uma isometria a : V -+ V tal que 

o complemento ortogonal de IH
1 

em V e v 3 o complemento or 

togonal de e ( lli 1) em v. Desde que lli 2 c v 2 e e ( lli 2) c v 3 I 

podemos aplicar o lema 1.1.13 para garantir a existência de urna 

isometria 01 

oi= Id8(lli) 
1 

0 i I JH 1 IH = 
1 2 

V -+ V teremos 

e IIH 1 lli . Repetindo 
l 2 

Fazendo 

uma isometria tal que 

este processo n-vezes te 

remos encontrado a extensão de e. 

DEMONSTRAÇÃO de 1.1.13. Sejam À : v 1 vl -+ v 1 v2 uma i some-

tria e i v -+ v 1 vl a inclusão natural. Tomamos 

a = À o i v -+ v 1 v2 e extendernos a para urna isometria 
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B v 1 v2 -+ v 1 v2 (cf. 1.1.14). Desde -1 1 que y = >.. o B: v v2 

-+ v 1 vl tem a propriedade de Ylv = i~ então Y lv :v 2 -+ vl 
2 

~ 

e uma isometria. 

§2. O GRUPO E O ANEL DE WITT 

Seja M(F) o conjunto de todas as formas quadráticas sobre 

o corpo F. Se q 1 ,q2 E M(F), dizemos que q
1 

está relacionada 

com q2, e denotamos ql 'V q2' se existem inteiros na o nega ti-

vos n,m tais que ql 1 n· rn ~ q2 1 m· rn. 

Esta relação e evidentemente de equivalência e o cociente 

M(F)/'V sera denotado por W(F). Se q E M(F), denotaremos a 

classe de q em W(F) por q mesmo, quando não houver ambigu! 

dade de notação. A soma direta ortogonal pode ser extendida na-

turalmente a W(F) e a classe de equivalência dos espaços hipe~ 

bólicos, a qual indicaremos simplesmente por O, representa o 

elemento neutro para esta operação. 

Se q e uma forma quadrática sobre F e a E F", indica-

remos por a•q a forma quadrática tal que (aq) (x) = a•q(x). A~ 

sim sendo, se q W(F) então -q = (-l)q é seu inverso aditi-

vo em W (F). 

Desde que a soma direta ortogonal é associativa e comutat! 

va, podemos ver que (W(F), 1) é um grupo, que em geral será de 

notado só por W (F) , chamado o gJwpo de. WU:t dM !)oJunM qua.d!tÕ..Ü.c.a6 
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.6 o bJz. e. F. 

Se V é um F-espaço vetorial e B : V x V ~ F é uma fun-

çao bilinear simétrica tal que se x E V e B(x,v) = O, para 

todo v em V, então x = O, dizemos que B é uma fioJz.ma bili-

ne.aJz. não .6ingulaJz. e que o par (V,B) e um e..6paço biline.aJz. nao 

.6ingulaJz.. 

Sempre que nos referirmos a um espaço bilinear este ser a 

considerado nao singular a menos que se diga o contrário. 

Assim como no caso dos espaços quadráticos, introduzimos 

o conceito de isometria entre espaços bilineares, ou seja, se 

(V
1

,B
1

) e (V
2

,B
2

) são espaços bilineares, dizemos que (V
1

,B
1

) 

é isométrico a (V
2

,B
2
), e denotamos (V

1
,B

1
) ~ (V

2
,B

2
) ou 

B
1 

~ B
2 

, se existe um isomorfismo de espaços vetoriais a: v
1 

~ 

~ V2 tal que B2 (o(x),o(y)) = Bl (x,y) para todo x e y em V1 . 

Se (V 
1

, I)_) e (V 
2

, B
2

) são es:p3.ços bilineares, defininos a soma direta 

ortogonal de (V
1

,B
1

) e (V
2

,B
2

) e denotarros p:>r (V 1 ,~_) 1 (V2 ,B2), corro sen-

do o es:p3.ço bilinear (V,B), onde V = v1 E9 v2 e B: V~ V é tal 

B(~ +x
2
,y

1 
+y

2
) = B

1 
(~,y 1 )+B 2 (x 2 ,y 2 ). Assim sendo, a forma bilinear 

tida será denotada p::>r B
1 

1 B 
2 

e é caract-erizada p::>r B I v. x V. = B i 
1 1 

que 

ob-

e 

B(v
1

,v
2

) =O, Vvi E Vi, i= 1,2,. Em outras palavras, todo vetor de 

v
1 

é ortogonal, segundo B, a todo vetor de v2 . 

Sejam (V,B) um espaço bilinear e U c V um subespaço. A 

restrição Blu _é uma forma bilinear simétrica, que pode,ou não, 

ser não singular. Entretanto, se V = V 
1 

+ V 2 e B (v 1 , v 2 ) = O para 
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todo v. em V., 1' = 1,2 enta-o (V ,BJ ), 1· = 1 2 sao espa-. v ' 1 1 1 . 
1 

ços bilineares nao singulares. 

Se V é um F-espaço vetorial de dimensão 1 e B e uma 

forma bilinear definida sobre V então V = F ·v e B fica com 

pletamente determinada por B(v,v) =a E F" . Neste caso, de-

notamos, B = <a> e se B 1 ~ B então B 1 = (b) com ab E F. 2. 

LEMA 1.2.1. Se (V,B) é um espaço bilinear e v E V e tal que 

B(v,v) =a f O então existe um espaço bilinear (V1 ,B1 ) tal que 

(V,B) ~ (F•v, (a)) 1 (V
1

,B
1

). 

DEMONSTRAÇÃO. Seja {v,v2 , ... ,vn} uma base para v. 
a. 

B(v,v.) fazemos v~ = a.' = v. -
1 1 1 1 

te procedimento obtemos uma nova 

Fazendo v1 = Fv2 + •.. + Fv~ e 

monstração. 

1 i 2, ... ,n. -- v ' = a 

base {v, I I } v2, ... ,vn 

B1 = B lv xv concl uimos 
1 1 

Se 

Com es-

para v. 

a de-

COROLÂRIO 1.2.2. Se (V,B) é um espaço bilinear, então (V,B) ~ 

onde B1 !::! < a 1 > 1 . . . 1 < an >, a. E F" 
1 

e 

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração deste co~olário é feita por indu-

ção sobre dim V e é consequência imediata do lema anterior. 

DEFINIÇÃO 1.2.3. Seja (V,B) um espaço bilinear sobre F. Dize

mos que (V,B) é um plano metabólico se dim V = 2 e existe um 
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vetor v nao nulo de V tal que B(v,v) = O. 

~ fácil ver que se F e um corpo de característica 2 e 

~ 

(V,B) é um espaço bilinear de dimensão 2, onde B e urna forma 

bilinear associada a alguma forma quadrática então (V,B) e um 

plano metabólico. 

Dizemos que um espaço bilinear (V,B) é um e~naco metabõ-

lico se este pode ser escrito como uma soma direta ortogonal 

de planos metabólicos. 

DEFINIÇÃO 1.2.4. Se (V,B) e um espaço bilinear e U c V, dize 

mos que U é totalmente i~ otJr.Õ pico se B (u1 , u 2 ) =O, Vu1 , u 2 EU. 

TEOREMA 1.2.5. Sejam (V,B) um espaço bilinear, e U c V e um 

subespaço de dimensão r > O. Se U é totalmente isotrópico en 

tão U está contido em um subespaço matebólico de dimensão 2•r, 

de (V, B) . 

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração deste teorema é idêntica a demons 

tração do teorema l.l.ll(i). 

Se (V
1

,B
1

) e (V
2

,B
2

) são dois espaços bilineares, definillos 

o produto tensorial de (V 
1

, B
1

) e (V 
2

, B
2

) sobre F e denotanos PJr (V 1 , B1 ) 0 

0 (v
2

,B
2
), corro sendo o esp:iço bilinectr (V,B) onde V= v1 0 v2 e B=~ 0 B2, 

com B
1 

0 B 2 (~ 0 x
2

, y
1 

0 y
2

)=B
1 

(x1 ,y1 ) ·B2 (x2,y2), Vxi,yi E Vi, i= 1,2. 

Por simplicidade de notação indicanos B simplesmente IXJr B1 • B2 . 

~ fácil ver que se (V
1

,B
1

) e (V
2

,B2 ) são espaços bilineares 

nao singulares, então (V
1

,B
1

) 0 (V
2

,B2 ) também o é. 
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Se (V1 ,B1 ) e (V 2 ,B2 ) sao espaços bilineares, dizemos que 

(V1 ,B1 ) está relacionado com (V
2

,B
2
), e escrevemos (V

1
,B

1
) ~ 

~ (V 2 ,B2 ) ou simplesmente B
1 

~ B
2

, se existem espaços metabó

licos (Vi,Bi), (V2,B2) tais que (V
1

,B
1

) 1 (Vi,Bi) ~ (V
2

,B
2

) 1 

1 ~ claro que tal relação é de equivalência. 

Seja N(F) o conjunto das formas bilineares (não singula-

res) sobre o corpo F. As operações 1 e 0 introduzidas em 

N (F) se estendem naturalmente ao cociente N (F);~ , que será deno-

tado por WB (F) . 

O conjunto WB (F), com as operaçoes 1 e 0 , tem uma estru

tura de anel, cujo elemento neutro de adição é representado pe

la classe dos espaços metabÓlicos, o simétrico de um elemento 

(V,B), para a adição é a classes representada pelo espaço 

(V, (-1) ·B), onde ((-1) ·B)(u,v) = - (B(u,v)) Vu,v E V e o ele-

mento neutro da multiplicação é o espaço (F, < 1 >).O anel vvB (F) 

será denominado o anel de Witt da~ 6o~ma~ bilinea~e~ ~ob~e o 

c.o~po F. 

Se (V1 ,B) é um espa.ço bilinear e cv
2

,q) é um es:r.:aço quadrático, defi-

nimos o produto tensorial de (V1 ,B) e (V 
2
,q), e o denotanos r:or cv

1 
,B) 

0 (V 
2
,q), corro sendo o espaço quadrático (V,Q) onde V=V

1 
0 v

2
, Q(x 0 y) = 

= B(x,x)·q(y) e BQ(x 0 y, x' 0 y') =B(x,x')·B (y,y'), Vx,x'EV1 , y,y' E v
2

• 
q 

Por simplicidade de notação indicarros B simpJ.esmente r:or B · q. ~ evidente 

que se cv
1 

,B) e (V 
2

,q) são esraços não singulares, então (V 
1

, B) ·~ (V 
2

, q ) 

também o e. 

Desde que (V
1

,B) 0 (V 2 ,q) e hiperbólico, se (V
1

,B) 
~ 

e 
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metabÓlico ou se (V
2

,q) é hiperbÓlico, segue que o produto de 

espaços bilineares por espaços quadráticos se e~tende, de modo 

natural, a WB(F) xW(F), ou seja, a função P:WB(F) xw(F)-+ W(F) 

que associa a cada par ( [(V1 ,B)], [(V
2
,q)]) de WB(F) x W(F) a 

classe [(V1 ,B1 ) ~ (V2 ,q)] de W(F) está bem definida 

Com isto podemos considerar W(F) cano sendo um WB(F)-mÓdulo. 

Se F é um corpo de caracteristica diferente de 2, pode-

mos indetificar WB(F) com W(F) da seguinte maneira: dado 

um espaço bilinear (V, B) definimos a função qB : V -+ F tal 

que qB(x) = B(x,x) e vice-versa, dado um espaço quadrático 

(V ,q) definimos a função B :V X v -+ F tal que B (u, v) = q q 
l q(u) - q (v) ) . Neste tanto espaço quadrát! = -(q(u+v) - caso, o 
2 

co (V,qB) quanto o espaço bilinear (V,B ) são não singulares. 
q 

§3. FORMAS DE PFISTER 

Sejam F um corpo e (V,q) um espaço quadrático. Indicare 

mos por G(q) o conjunto {a E F" ; a·q ~ q}. 

DEFINIÇÃO 1.3.1. Uma forma quadrática q será dita ~edonda se 

G (q) = D (q) • 

LEMA 1.3.2. As seguintes formas quadráticas sao redondas. 

(i) <l,a> se car(F) f 2 e (ii) [l, a 1 se c ar (F) = 2. 
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DEMONSTRAÇÃO. Desde que <l,a) e [1, a] representam 1 então 

G(q) c D(q) em ambos os casos. Assim sendo, é suficiente mos-

trar que D(q) c G(q). Sejam V= Fv
1 

+ Fv
2 

o espaço vetorial 

no qual q está definida e d = q(a
1

v
1 

+ b
1

v
2
). No caso (i) se 

a:V-+V 

mos que 

1 = -y 
d 

1 

tal que 

com isto vemos que <l,a>~d·<l,a>. 

tal que = -x 
d 

e o(v2 ) = ~ y • Com isto prov~ 

[1 , a] ~ d • [1, a] • 

LEMA 1.3.3. Sejam F um corpo de característica diferente de 2 

e duas formas quadráticas sobre F com diagona1ização 

< a 2 ,b2 >, respectivamente. Se represen-

DEMONSTRAÇÃO. Se ql e representam um elemento em comum 

d, então q
1 

~ < d,c
1

) e q
2 

~ < d,c
2

) (cf. 1.1.6 (i)). Um sim-

- b d b d F" 2 A . d ples calculo mostra que a 1 1 c 1 , a 2 2 c 2 E . ss1m po emos 

ver que e neste caso < c
1 

> ~ < c 2 ) ou seja, 

PROPOSIÇÃO 1.3.4. Se q e uma forma quadrática redonda, então 

<l,a>·q também o e. 

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração será feita por indução sobre n = 

=dim q. Se n=l então car (F) -1 2 e q ~ < 1 >. Logo a profüsição se reduz 
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ao lema 1.3.2. Assim, suponhamos n > 2. Sejam V e W os es-

paços vetoriais sobre os quais q e < 1 ,a> • q, respectivamente, 

estão definidas. Vemos que W =V ffi(t ® V),com 

q(x + t ® y) = q(x) + aq(y), \Jx,y E V, onde 

B-(t,t) = a 
q 

q = <l,a>·q. 

d = q(x) + aq(y) E F" queremos mostrar que d•q ~ q. 

e 

Se 

se 

q(x)•q(y) =O o problema fica trivial. Assim sendo, podemos su 

por que q(x), q(y) E F". Desde que q é redonda, temos 

q(x)•q ~ q(y)•q ~ q. Portanto <l,a>•q ~ <l,aq(x)•q(y) >·q. Por 

outro lado (q(x) +aq(:y)) <l,aq(x)·q(y)> ~ <q(x), aq(y)>. (cf. 

1.3.3). Logo d•q ~ d<l,aq(x) •q(y) > • q ~ < q(x), aq(y) > • q ~ 

~<l,a >·q = q . 

DEFINIÇÃO 1.3.5. Sejam a 1 , ... ,an E F" . A forma quadrática 

n 
TI 

i=l 
< l,a. > 

1 
se 

n-1 
car(F) ~ 2 (resp.( TI 

i=l 
< l,a. >) [l,a] se car(F) = 

1 n 

= 2) será denotada por <<a1 , ... ,an>> (resp. < < a 1 , ... , an] ] ) e 

ser a àenominada uma n - 6 oJtma. de Se 

car(F) ~ 2 e n = O, definimos a forma quadrática < 1 ) como 

sendo uma O-forma de Pfister. 

Se F é um corpo de característica diferente de 2 e 
... 

q e 

uma n-forma de Pfister sobre ~ então q ~ <1 > 1 q', onde q' 

é única (cf. 1.1.12) e será denominada a pa.Jtte puna. de q. 

COROLÁRIO 1.3.6. Toda n-forma de Pfister é redonda. 

DEMONSTRAÇÃO. A derronstração será feita por indução sobre n. Se n = 1 
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caimos no lema 1.3.2. Se n > 1 e q é uma n-forma de Pfister, 

podemos fazer q = < 1, a > • q1 onde e uma (n-1)-forma de 

Pfister. Aplicando a hipótese de indução e a Proposição 1.3.4., 

concluimos a demonstração. 

TEOREMA 1.3.7. Se q é uma n-forma de Pfister então q é ani-

sotrópica ou q é hiperbÓlica. 

DEMONSTRAÇÃO. A derronstração será feita p::>r indução sobre n. Se n 1 

então q = <l,a> ou q = [l,a] . e neste caso a conclusão -e 

imediata (cf. 1.1.9.(iii)). Suponhawos n > 2 e q= <l,a>·q
1 

uma n-forma de Pfister isotrópica. Isto nos garante que a equa-

çao q1 (x) + aq(y) = O tem solução não trivial. Se q 1 (y) = O 

então q1 (x) = O. Desde que os vetores x e y nao sao ambos 

nulos, concluimos que q1 é isotrópica. Aplicando a hipótese 

de indução pcdemos assumir que q
1 

é hiperbólica e consequent~ 

mente q é hiperbólica. Se q1 (y) ~ O então q1 (x) ~ O, 

a = e 

Portanto q = < 1, a> • q 1 = < 1, -

pois 

) • q 
1 

e redonda. 

= 

onde 
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COROLÁRIO 1.3.8. Sejam q uma forma quadrática e a E F" . Se 

b E F" então < l,b> • q ~ < l,ab>•q se e somente se a E G(q). 

DEMONSTRAÇÃO. Sabemos que a E G(q) se e somente se a·q ~ q. 

Multiplicando a esquerda por b e somando q em ambos os lados, 

concluimos que a E G(q} se e somente se< l,b>·q ~ <l,ab> • q. 

Como exemplos de formas de Pfister podemos citar a norma 

de determinadas F-álgebras. 

EXEMPLO 1. 3. 9. Urna extensão quadrática (separável )de F é urra F-álgebra 

de dimensão2dotip::> F[x],com x
2

=bx+c,d,cEF e b
2

+4c-/-O. 

Toda extensão quadrática de F é isomorfa a um F- álgebra 

tipo F [x] I ( x 2 
-a) :=F [la] se c ar (F) -/-2 ou F[x] I (x

2 
+x+a) :=F( <(>1 

(a)) 

do 

se 

car(F)=2. Toda extensão quadrática de um corp::> F é um corp::> ou é do tipo 

FxF. No caso de ser um corpo também a indicamos por F(lci) se 

car(F) f 2 ou F(~ 1 (a)) se car(F) = 2. 

Pode ser visto claramente que as extensões qm.dráticas F IkJ e F [ lb] 

sao isomorfas como F-álgebras se e somente se ab E F"
2 

Analogamente 

F [ ~l (a) J e Ft<(J1 (b)] são isarorfas se e sorrente se a - b E r'CF) = 

{x 2 "} +x;xEF. 

Em resumo podemos afirmar que toda extensão quadrática(s~ 

parável) de F 
~ 

e do tipo K = F [u] 
2 car(F} I- 2 com u = a se 

2 + e u = u a se car(F) = 2, a E F. 

Dada uma extensão quadrática K = F [u] de F, esta tem um 

Único automorfismo -na o trivial ak K -+ K tal que o(l} = 1 

o(u) = -u se car(F) I- 2 e o(u) = u+l se car(F} = 2. t: 
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evidente que a função Nk : K -+ K definida por Nk (x) = x • ak (x), 

a qual denominamos de no~ma de K, é uma forma quadrática sobre 

o F-espaço vetorial K, isométrica a< 1,-a> se car(F) ~ 2 ou 

[1 '-a] se car(F) = 2. 

EXEMPLO 1.3.10. Sejam K = F[u] uma extensão quadrática de F e 

b E F" . O F-espaço vetorial H 

de F-álgebra definida por 2 
v = b 

K ED Kv 

e w·v 

munido da estrutura 

= v· a (w) , 
k 

o ara todo 

w E K é chamado uma álg~b~a d~ qua~ê~n~o~ ~ob~~ F, a qual de-

notaremos por (b, a) • 

Como F-espaço vetorial H 
~ 

e gerado pelos vetores l,u,v 

e vu. Com isto vemos que se z E H então z = x + y•v onde 

x,y E K. 

Em H definimos a função c.onjugad!! que leva z = x + yv em 

ak(x) - vak(y) = z, onde x,y E K e ak é o finico automorfis

mo nao trivial de K. 

A partir do conjugado definimos outra função, que chamare

mos de no~ma de H, NH : H-+ F tal que N(z) = z·z. ~ fácil 

ver que: 

(1) se z E H então z é inversivel se e somente se 

( 2) NH é uma forma <~uadrática sobre o F-espaço vetorial H. 

(3) como forma quadrática, NH ~ < < -b,-a > > se car (F) ~ 2 

ou NH ~ < < -b, -a ] ] se c ar (F) = 2; 
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(4) NH(x+y•v) =Nk(x) -bNk(y), Vx,yEK, onde Nk e 

a norma de K. 

EXEMPLO 1.3.11. A partir de urna álgebra de quatérnios podemos 

construir outra F-álgebra, do seguinte modo: dados H urna F-ál 

gebra de quartérnios e c E F", construímos a F-álgebra de di-

rnensão 8 C = H x H munida das seguintes operações: (h
1

,h
2

) + 

+ (h3,h4) = (hl + h3, h2 + h4) 1 a (h
1

, h
2

) = (a·h1 , a•h ) e 2 

(hl,h2). (h3,h4) = (hl. h3 + c·h4 ·h2 , hlh4 + h3•h2) I Va E F 

Vh. E H. i = 1,2,3,4, onde h. 
~ 

conjugado de h. H I e o em 
l l l l 

(ver exemplo anterior). Nestas condições c 
~ 

denominada ser a 

urna F-álgebra de Cayley. Sobre C definimos a função Nc:C +C 

com NC(h1 ,h2 ) = NH(h1 ) -c NH(h 2 ), onde NH e a norma de H. 

Neste caso NC é urna forma quadrática definida sobre C e te-

remos Nc ~ «-c,-b,-a» 

se car(F) = 2. 

se car(F) f 2 ou N ~ < < -c, -b, -a] ] 
c 

Denotaremos por I o ideal de WB(F) das formas bili~es 

d2 dimensão par. Assim sendo, podemos ver que todo elemento de 

I pode ser escrito na forma B1 1 (-l)·B2 , onde tanto B
1 

corno 

pode ser escrito na forma 

< 1 > 1 < -1 > = O em W B (F ) • 

n 
1 

i=l 
<a.,l> 

l 
com a. E F", 

l 
pois 

Neste caso, se W(F) 
o 

denota o subgrupo de W(F) das for-

mas quadráticas de dimensão par, então podemos demonstrar o se-

guinte resultado: 
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LEMA 1.3.12. Sobre um corpo F, 

pelas (n+l)-formas de Pfister. 

DEMONSTRAÇÃO. Imediata. 

InW(F) e aditivamente gerado 
o 



CAPITULO II 

GRUPO DE BRAUER E ÂLGEBRAS DE CLIFFORD * 

§1. ÂLGEBRAS CENTRAIS SIMPLES 

Seja F um corpo. Por uma F-álgebra entendemos sempre 

uma álgebra de dimensão finita sobre F, associativa (não nece~ 

sariamente comutativa) e com elemento identidade. Todo homomor-

fismo de álgebras será suposto unitário, isto é, leva identida-

de em identidade. Um isomorfismo entre duas F-álgebras A e B 

sera denotado simplesmente por A ~ B. O produto tensorial de 

duas F-álgebras A,B sera sempre considerado sobre F e deno-

tado por A 0 B. 

DEFINIÇÃO 2.1.1. Dados urra F-álgebra A e S um subconjunto nao 

vazio de A, o conjunto CA{S) = {x E A; x·s = s·x, Vs E S} se 

rá chamado o c_vt:tJtai.J..zadoJt de. S e.m A. t': imediato que CA (S) é 

uma subálgebra de A. No caso específico em que S = A, a subál 

gebra CA(A) será chamada o c_e.n:tJto de. A e a denotaremos por 

Z(A). Quando Z(A) =F dizemos que A e uma F-âlge.bJta c_e.n:tJtal. 

Uma F-álgebra A que nao possui ideais bilaterais sera 

chamada .6Á..mple..6. 

(*) Os resultados dos parágrafos 1 e 2 deste capítulo constam 

da dissertação de Irés Dias sob o título "Formas Quadráti

cas Sobre Corpos Hilbertianos". NÓs o reproduzimos aqui sim 

plesmente por pretendermos que o texto seja o mais auto-su-

ficiente possível. 
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EXEMPLO 2.1.2. A F-álgebra M (F) das matrizes de ordem 
n 

n a 

coeficientes no corpo F e uma F:-álgebra central simples. Mais geral-

mente se D é uma F-álgebra central com divisão, então 

e uma F-álgebra central simples. 

M (D) 
n 

EXEMPLO 2.1.3. (Teorema de Wedderburn, [ 3 ] Theor. 2.4.1 Cap.3) 

(a) Se A é uma F-álgebra central simples então existe uma F-

álgebra central com divisão D tal que A ~ M (D) , onde 
n 

M (D) 
n 

e a F-álgebra das matrizes de ordem n a coeficientes em D. 

(b) Dadas D e D' duas F-álgebras centrais com divisão, as 

F-álgebras de matrizes M (D) e M (D') são isomorfas se e n m so-

mente se n = m e D ~ D'. 

TEOREMA 2 .1. 4. Sejam A e B duas F-álgebras. (i) Se A' e B' 

são subálgebras de A e B respectivamente, então C (A' @ B') = A@B 

= CA (A')@ CB (B') . Em particular se A e B são centrais en-

tão A @ B também o é. (i i) Se A é central simples e B é 

simples, então A @ B 
~ 

e simples. Em particular se A e B sao 

centrais simples, então A @ B também o é. 

DEMONSTRAÇÃO. (i) A inclusão 

imediata. Mostremos então que 

CA (A I) @ CB (B I) c CA @ B (A I ~ B I) é 

C (A' @ B') C CA(A') ~ CB(B' ). 
A~ B . 

base de 

a. E A', 
1 

B sobre F e 

i=l, ... ,n. Observemos 
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que (a'® l).c = c(a' ® 1) , Va' ECA 0 B(A' ® B'), isto e, 

n 
L: 

i=l 

n 
L: 

i=l 

ja, 

e 

n 
a'a. ® b. = L: 

1 1 i=l 

(a' a. - a.a')·(l 
1 1 

a.a' ® b. o que implica que 
1 1 

® b I) = o. Da dependência linear de 

sobre F, segue-se que a'a. = a.a', ou se 
1 1 

a i E C A (A' ) , i = 1 , ••• , n e consequentemente temos 

Considerando agora {a
1

, ... ,am} uma base de A sobre F 

m 
c = L: 

i=l 
a. ® b., com 

1 1 
b. E B. Da equaçao (1 ® b').c=c(l®b'); 

1 

b' E B obtemos, por um raciocínio análogo ao visto acima, 

c E A® CB(B'). Portanto c E CA(A') ® CB(B') o que demonstra 

a igualdade pretendida. 

Em particular, Z (A® B) = Z(A) ® Z(B) e, consequentemente, 

se A e B sao centrais então A ® B também o e. 

(ii) Sejam A uma F-álgebra central simples e B uma F-

álgebra simples. Nosso objetivo e mostrar que A ® B -e simples. 

Para tanto basta mostrar que se I é um ideal não nulo de A~ B 

então 1 ~ 1 E I. Observemos que um elemento z de I é da for 

ma 
r 

z = L: 
i=l 

a. ~ b. 
1 1 

, a. E A, b. E B. Dentre os elementos de 
1 1 

I 

escolhemos 
r 

o I- z = L: 
i=O 

que r seja mínimo. 

a. 
1 

® b. 
1 

a. E A , b. E B 
1 1 

de tal modo 
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Nossa primeira observação é que os a. , (e sirnilannente os 
.1. s 

bi's) são linearmente independentes, pela minimalidade de r. 

O próximo passo será encontrar z E I corno acima e a
1

= 1. 

Desde que a 1 ~ O então Aa1A é um ideal bilateral não nulo 

de A e portanto 

urna equaçao 1 = 

r 

Aa.A =A, pois 
1 

com 

A é simples. Assim 

c.,d. E A. Desde que 
J J 

obtemos 

c.zd.= 
J J 

= L (c.a.d.) ~ b. E I, j = 1, .•. ,s; podemos tornar a sornatória 
i=O J 1 J 1 

s r 
em j para obtermos z

1 
= L c.zd. = 1 ~ b

1 
+ L a! 0 b., com 

j=l J J i=l 1 1 

a~ = 
1 

s 
L 

j=l 
c.a.d .. O elemento 

J 1 J 
pois os b. 's 

1 
sao linear-

mente independentes, visto que na passagem de z para na o 

alteramos os bi's" 

Repetindo o raciocínio acima, mostramos que existe O~ z 
2
E I 

tal que = 1 @ 1 + 
r 
I 

i=l 
a~ 0 b! 

1 1 
com a~ E A 

1 
e b! E B. Para 

1 

r 
todo a E A ternos az

2 
- z

2
a E I, ou seja L (aa! -a!a) 0b!EI. 

. 1 1 1 1 1= 

r 
L: (aa ~ -a! a) 0 b! = O. 

. 1 1 1 1 1= 

Assim, da minimalidade de r, segue-se que 

~ fácil ver que os bi's sao linearmente independentes, usando 

o fato que os 

ou seja, os 

bi's o são. Assim vemos 'que a. E Z (A) , i=l, ... ,r; 
1 

-ai's sao escalares pois A e central. Disto vemos 

que r só pode ser igual a zero, o qne demonstra o pretendido. 

Em particular se A e B são F-álgebras centrais simples então 
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A ~ B tamJ:-,ém o é, o que demonstra (2). 

~ nosso interesse classificar todas as F-álgebras centrais 

simples através de uma conveniente relação de sinilaridade, e 

então impor uma estrutura de grupo no conjunto das cJ.asses de 

similaridades através do produto tensorial. 

Sejam A e A' duas F-álgebras centrais simples. Dizemos 

que A é ~imifan a A', e denotamos A~ A', se existem m,n 

inteiros positivos tais que A ® M (F) ~ A' ® M (F) corro F-?.lg~ n m 

bras, onde M (F) 
n 

é a álgebra das matrizes de ordem n a coe-

ficientes em F. 

~ fácil ver que similaridade é uma relação de equivalência. 

Se denotarmos :!=XJr C (F) o conjunto das F -álgebras cent:rais 

simples sobre o corpo F, a classe de simiJaridade de A E C(F) 

será denotada por [A] ou simplesmente por A se nao houver 

ambiguidade de notação. ~ imediato q11e a operação 

está bem definida no cociente C(F)/~ := Br(F) 

Com isto vemos que Br(F), munido da operação acima definida, é 

um semigrupo, cujo ele~ento identidade é representado pela elas 

se [F] . 

PROPOSIÇÃO e DEFINIÇÃO 2.1.5. Se A 
~ 

uma F-álgebra, seja e 

Aop a álgebra oposta de A. Se A é central simples sobre F 

então Aop também o e e A ® Aop ~ M (F) 
n 

onde n = dimF A. Em 

particular Br (F) 
~ 

abeliano cor.• [A (1 [ A0 p l e um grupo = 



- 32 -

V[A] E Br(F). Br(F) será chamado o g~upo de B~aue~ de F. 

DEMONSTRAÇÃO. Lembramos que op op 
A - = {a i a E A} munida das se-

guintes operações: a 0 P·b0 p=(b•a) 0 P, a 0 P+b0 p=(a+b) 0 P e Àaop = 

= (Àa)
0

P, quaisquer que sejam a,b E A e À E F. Claramente ve 

mos que Z(A0 p) = {a0 P i a E Z(A)} e consequenternente A0 p ~ 

e 

central se e somente se A o e. 

Se I e um ideal bilateral de A op então J = {aEA i a op E 

E I} é um ideal bilateral de A. Logo, se A 
~ 

e simples, 

também o é. 

Definimos agora a aplicação e: A~ A0 p ~ End(A) dada por 

(a ~ b 0 p) (c) = acb , Va,b,c E A. ~ imediato que e é um horno-

morfismo de álgebras. Observemos que A e são F-álgebras 

centrais simples, consequenternente A ~ A0 p também o é (cf. 

2.1.4(i)) e portanto e e injetora. 

con-

cl uirnos que e é sobrej etora, isto é, e é um isomorfismo. Vis-

to que End(A) ~ M (F) concluímos que 
n 

-1 op 
[A] = [A ] e, portan-

to, Br(F) e um grupo abeliano. 

Do teorema de Wedderburn sabemos que se A e urna álgebra 

central simples sobre F então A e do tifo M (D), onde D e 
n 

urna F-álgebra central com divisão. Por outro lado, M (D) ~ D 0 
n 

0 M (F). Assim, em Br(F), ternos 
n 

[A] = [M ( D ) ] = [D 0 M (F ) ] = [D ] . 
n n 

Da unicidade da F-álgebra D, também assegurada pelo teorema de 
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Wedderburn, conclui~os que os elementos de Br(F) estio em cor-

respondência 1-1 com as classes de isomorfismos das F-álgebras 

centra.is com divisio. 

§2. ÁLGEBRAS DE CLIFFORD 

Antes de definirmos uma álgebra de Clifford daremos as no-

çoes de álgebra z2-graduada e de prc.duto tensorial de álgebras 

~ 2 -graduadas sobre um corpo F e que nos será Útil no que se 

seguirá. 

DEFINIÇÃO 2.2.1. Dado um corpo F, uma F-â..tge.bJta. z -
2 

graduada 

A e uma álgebra que se decompõe numa soma direta do tipo 

A o sao F-espaços vetoriais, tais que 

F c A 
o 

e AiAj c Ai+j (mod 2 ). Em particular A o é uma subálg~ 

bra de A. 

Para uma F-álgebra .~ 2 -graduada A, como acima, os 

tos em h(A) = A U Al sao chamados e. .f. e.m e. n.t o .6 homogê.ne.o.6 
o 

-Se a E h(h) dizemos que o gJta.u de. a, e denotamos êla, e 

a E A., i= 0,1. 
1 

elemen 

de A. 

i se 

Dadas duas F-álgebras z 2-graduadas A e B, o 

tensorial graduado de A e B sobre F, será denotado 

produto 

sim-

plesmente por A 0 B, e e uma F -álgebra ZL 2 -graduada, com 

-(A 0 B)l = A
0 

~ Bl + A1 ~ B
0 
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A multiplicação em A 0 B é induzida por (a e b)· (a' e b') = 

d~• da I 
= (-1) aa' e bb' onde a,a' E h(A) e b,b' E h(B). 

Se car(F) = 2 então A e B =A e B. 

DEFINIÇÃO 2.2.2. Sejam F um corpo e (V,q) um espaço quadrát! 

co sobre F. Uma F-álgebra A 

torial é dita compatZvel com 

contendo (V,q) como subespaço ve-

2 q se x =q(x) . lA E A, Vx E V. 

Em uma F-álgebra A como acima, a estrutura quadrática de 

(V,q) está intimamente relacionada com a estrutura álgebrica de 

A. Para ver este ponto mais claramente, observamos que q(x+y) 

- q(x) - q(y) = xy + yx , Vx,y E V. Logo obtemos a relação 

Bq(x,y) = xy + yx , Vx,y E V. Em particular, x e y são orto-

gonais, segundo B , se e somente se 
q 

xy = -yx em A. 

DEFINIÇÃO 2.2.3. Seja (V,q) um espaço quadrático sobre um corpo 

F. Uma F-álgebra C :::> (V,q) conpatível com q é dita uma â!g~ 

bna de Cli&fiond para (V,q) se ela satisfaz a seguinte propried~ 

de uni ver sal: dada qualquer F--álgebra A :::> (V, q) , conpatível 

com q, existe um Único homomorfismo de F-álgebras l.fJ : C -+ A 

tal que l.fJ (x) = x , Vx E V. 

Decorre desta propriedê,de universal que se existe uma álg~ 

bra de Clifford para (V,q) então esta é a Única, a menos de 

isomorfismos. 

Para provar a existência, seja T(V) a F-álgebra tensorial 
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de V, isto é, 
®n T(V) =F e v e ... e v e ... , onde = 

=V® ... ® V n-vezes. Em T(V) consideremos o ideal I(q), g~ 

rado pelos elementos da forma x ® x- q(x)•lA E T(V). Indicare 

mos por C(V) ou C(q) a álgebra cociente T(V)/I(q). Claramen

te V= T1 (V) é levado injetivamente em C(V}, via a hornornorfis 

mo canônico TI : T(V} ~ T(V)/I(q}. Identificando v com sua 

imagem em C(V), pode ser visto faciJrnente que C(V) é urna ál-

gebra de Clifford para (V,q). 

A multiplicação em C(V} pode ser vista corno justaposição 

de elementos e com isto eliminamos o sirnbolo "®", simplificando 

a notação. Observemos que V gera C(V) com F-álgebra. 

Con::iderernos 

00 

e 
n=O 

agora T(V) 
o = 

00 

e v® 2n 

n=O 

e C. (V) 
l 

a imagem de T (V) . I i = 
l 

e 

0,1 em 

C(V}, pelo homomorfismo canônico n : T(V) ~ C(V). Notamos que 

C. • C. c C.+. ( d 2 ) , ou seja, 
1 J 1 J mo 

C(V) também tem uma estrutura de 

F-álgebra ~ 2 -graduada. C
0

(V) é chamada a pa~~e pa~ de C(V} 

e c1 (V} a pa~te lmpa~. 

EXEMPLO 2.2.4. Sejam F um corpo com car(F) f 2 e (Fv, <a>) 

um espaço quadrático de dimensão 1 sobre F, com a E F" . Iden 

tifica~os a F-álgebra tensorial T(V) 

rnios F (X]. Neste caso I(q} é o ideal 

com o anel dos polinô-

2 
gera do por X - a . Logo 

C (V} = F [X] I (X
2 

-a) = F [/a]. Notemos que C (V) = F. o 
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Dado um espaço quadrático (V,q) sobre um corpo F, pass~ 

mos agora a analisar a estrutura da álgebra de Clifford C(V) 

Comecemos por determinar uma base de C(V) em termos de uma ba-

se de V sobre F. 

Para tanto, seja {x1 , ... ,xn} uma base de V sobre F. Em 

C(V) temos 2 
xi = q(xi). (Nota: para simplificar a notação, dora 

vante identificaremos F· lr(v) com F) e x.x. + x.x. = 
l J J l 

= B (x.,x.), 1 < i,j < n. Desde que V gera 
q l J - - C(V), é imediato 

ver que C(V) é gerada, como F-espaço vetorial, pelos elemen-

e;l 
xl tos da forma: com e: . = O , 1 , i = 1 , ... , n . Em 

l 

particular, dimFC(V) ~ Para mostrar que os elementos da for 

ma X 
n 

e:. = 0;1 , 
l 

1 < i < n, constituem de fato 

uma base do F-espaço vetorial C(V), necessitamos da seguinte 

proposição. 

PROPOSIÇÃO 2.2.5. Sejam (V 1 'ql) e (V2,q2) dois espaços qua-

dráticos sobre um corpo F. Então existe um homomorfismo sobre-

-
jetor de álgebras :z~: 2 -graduadas f : C (V l 1 V2) + C(V

1
) ® C(V

2
). 

-DEMONSTRAÇÃO. A aplicação e;: v
1 

1 v
2 

+ C(V1 ) 0 C(V
2

) tal que 

e:(x
1

+x2) = x
1 

~ 1 + 1 ® 

2 2 
(x1 ~ 1 + 1 0 x 2 ) = x1 0 1 + 

=(ql 1 q2~xl + x2) · 

x. E V., i= 1,2; é injetora 
l l 

2 1 0 x 2 + x1 0 x 2 + (-x1 ) ® x 2 

e 

= 
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Pela propriedade universal de álgebra de Clifford, existe 

um Único homomorfismo de álgebras f : C(V
1 

1 v
2

) -+ C(V
1

) ~C(V 2 ) 

quecoinciderncan E em v1 1 v2 . A verificação de que f preserva 

a graduação é imediata. Corno a F-álgebra C(V
1

) @ C(V
2

) é gera 

da por elementos da forma x
1 

~ 1 e 1 ~ x
2

, 

e tais elementos estão na imagem de f. Loqo 

X. E V., i= 1,2 
1 l 

f é sobrej etora. 

TEOREMA 2.2.6. Se (V,q) é um espaço quadrático de dimensão n 

sobn~ um corpo F, então di~ C (V) = 2n. Em particular, se 

{ xl' ... 'xn } constitui uma base de v sobre F, então 

El E n 0,1 i l, ... ,n} constitui {xl X E. = = uma base de n 1 ' 
C(V) sobre F. 

DEM:>NSI'RAÇÃO. A segunda parte do teorema segue clararrente da prirreira. Mos-

trerros a prirreira p::>r indução sobre n=dirnV. Se n=l então car(F)~2 e o pro-

blema rest.nne-se ao exemplo 2.2.4. Se n=2, seja x
1

,x2 urna base de V sob:reF. 

Desde que (V,q) é não singular, podemos supor q(x1 ) ~ O e 

Bq(x1 ,x2 ) = I . Já vimos que 1, x1, x
2 

e xlx2 geram C (V). Mo~ 

traremos então que l,x1 ,x
2

, xlx2 sao linearmente independe!!_ 

tes sobre F. Seja a + alxl + a...,x
2 + a3x3 = O, com a. E F . o ~- 1 

Observemos que a 1 x
1 

+ a
2

x
2 

= -(a
0 

+ a
3

x1 x 2 ) E C
0

(V) n c1 (V) 

= {0}. Desde que {x
1

,x
2

} é uma base de V sobre F então 

al = a2 = o. Se a3 ~ o obtemos xlx2 E F o que e um absurdo, 

teriamos 
2 E Fx

1 
n Fx 2 

2 
~ O, pois se assim fosse , xl x2 e X] x2 

contra diz enc1o a independência ljnear de xl e x2 sobre F. 
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Portanto O, seja, {l,x
1

,x
2

, xlx2} 
~ a = al = a2 = a3 = ou e o 

uma base de C(V) sobre F e dimFC(V) = 4. 

Se n > 2 escrevemos v =v 1 vl, com dim V = 2. Segue o o 

da Proposição 2.2.5 que dimFC(V) ~ di~C(V 2 ) ·di~C(V 1 ). Pela 

hipótese de indução temos di~C(V 1 ) = 2n- 2 e assim di~C(V)~ 

~ 2n , o que completa a demonstração. 

Veremos a seguir um resultado que dispensa demonstração. 

COROLÂRIO 2.2.7. Para um espaço quadrático (V,q) de dimensão n 

sobre um corpo F temos 

No que se seguirá, analisaremos as condições sob as quais 

uma álgebra de Clifford é central simples. Começaremos pela des 

crição do seu centro. Para tanto, utilizaremos o conceito de 

extensão quadrática separável de um corpo F introduzida em 

1.3.9. 

PROPOSIÇÃO 2.2.8. Seja (V,q) um espaço quadrático sobre um cor 

po F. (i) Se di~V 
~ 

e par então Z(C(V)) =F e Z (C (V) ) 
o 

e 

uma extensão quadrática de F. (ii) Se di~V e Ímpar então 

Z(C(V)) é uma extensão quadrática de F e Z (C (V)) = F. 
o 

DEMONSTRAÇÃO. Veremos primeiro o caso em que car(F) ~ 2. Sejam 

{x
1

, .•. ,xn} uma base ortogonal de V sobre F (cf. 1.1. 7 (i)) e 

i-1 
z = x

1
• ... •x E C (V). Observerros que x.z=(-1) q(x. )x.. ••• x. 1x.+1 ... x 

n 1 1 .1 1- 1 n 
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n-i 
e zx. = (-1) q(x1.)x1 ..• x. 1 '~-+l •.• x. Portanto zx.=x.z 1 1- -~ n 1 1 

para todo i= l, •.. ,n se e somente se n-i = i-1 (mod 2), ou 

seja, se e somente se n ~ ... 
e 1mpar. Com isto mostramos que 

z E Z(C(V)) se e somente se n ~ ... e 1mpar. Desde que F E Z(C(V)) 

obtemos F+ Fz c Z(C(V)) quando n .. ... e 1mpar. 

Para C (V) 
o 

ternos z E Z (C
0 

(V)) se n é par e z E Z (C
0 

(V)) 

se n e irnpar. 

Para demonstrar as inclusões opostas procedemos como segue. 

Observemos que z E Z(C(V)) se e somente se XX. = X.X 
1 1 

I 

i= l, ... ,n. De modo geral, se x E C(V), podemos escrever 

2n i i 
E:l E:n 

X = l: a xl • • • X E:. = 0,1 e a E F. Pa 
i=l i i n 1 E:l · • · E:n E:l, ... ,E:n 

ra mostrar que x E Z(C(V)) é suficiente verificar que os ter-

... mos estão em Z (C (V) ) • Se 
n 
l: 

j=l 

i E: . 
J 

e 1rnpar, para 

um indice i fixado, e i o E:k = para algum 1 < k < n, temos 

i i i i 
E:l E: E:l E:n n i n) ~ 

xk(xl X = (xl xn )xk. Se l: E:. e par, n 
j=l J 

para 

um indice i fixado e 
i ~ 

E:k = 1 para algum 1 < k < n; ternos 

i 
E:n 

X ) = 
n 

i 
E:l 

- (x 
1 

i 
E:n 

xn )xk . Disto concluirnos que, se 

~ ~ -r 
n e par, Z(C(V)) c F e se n e 1mpar Z(C(V)) c F+ Fz. 
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Para C (V) basta 
o verificar a comutatividade dos 

i 
En 

~ x , tais que 
n 

n 
l: 

j=l 

i 
E. 

J 
e par, com os elementos 

Desde que: 

(1) se E. = 1 e e:. = o então 1 J 

El E El n 
(xl x )x.x. = X. X. (Xl n 1 J 1 J 

( 2) se E. = E. = o então 1 J 

El En El E n, 
(xl X )X. X. -x.x. (x1 X J n 1 J 1 J n 

( 3) se E. = E. = 1 então 1 J 

El E El E n x n) (xl x )x.x. = X. X. (Xl n 1 J 1 J n , 

termos 

X. X .• 
1 J 

concluirnos que Z(C
0

(V)) C F+ Fz quando n é par e Z(C (V))c 
o 

c F quando ~ ~ 

n e 1rnpar. 

Quando car(F) = 2 ternos que mostrar apenas o item (i) de 

2.2.8, visto que di~V é sempre par (cf. 1.1.7(ii)). 

Suponhamos primeiramente que n = dirnFV = 2 e seja {xl,x2} 

uma base de v sobre F. Urna base de C(V) sobre F 
~ 

formada e 

pelos vetores l,x1 ,x2 
2 

q (x.), i 1,2 e xlx2 com X. = = e 1 1 

Por outro 
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lado zx2 - x 2 z = O o que implica em a 1 = O, ou seja, z E F. 

Portanto Z(C(V)) =F. 

Se n > 2, (V,q) admite uma soma direta ortogonal do tipo 

(V , q ) onde 
n n 
2 2 

nL2 

n 
i=l, ... ,2 

(cf. 1.1.7(ii)) e consequentemente C (V) = ~ C (V i ) (c f . 2 • 2 • 5 ) • 
i=l 

Desde que car(F) = 2, temos "® = ®"' 
~ 

ou seja, C(V) e um pro-

duto tensorial ordinário de álgebras centrais simples sobre F. 

Portanto C(V) é central (cf. 2.1.4(i)). 

Finalmente mostraremos que Z(C (V)) e uma extensão quadr~ 
o 

tica de F. 

m 
Escrevemos C(V) 0 C (V. ) , onde n cada v. tem = m = e 

i=l 1 2 1 

dimensão 2 sobre F. Para cada i, seja {x. ,x. } uma base de 
11 12 

v. sobre F. tal que B (x. ,x. ) = 1 e B (x. ,x. ) = o p~ 1 1 q 11 12 q 1 r J s 

r a i t j . Tomando z. = X. X. ' ternos z.x + xz. = x, Vx E v. 1 11 12 1 1 1 

e z.y = yz. ' Vy E v. ' se i t j' donde segue-se que z. E 
1 1 J 1 

E Z (C (V.)) e z. comuta com todos os elementos de cada C (V.) pa-
o 1 1 J 

ra i t j. 

m 
Seja agora, z = L: 

i=l 
z. . 

1 
Queremos mostrar que z E Z (C (V)); 

o 

o que faremos por indução sobre rn. Se rn = 1, ternos E 

= Z (C (V) ) • 
o 

Suponhamos m > 1 e seja 
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m-1 m-1 
Z I = I Z, E z (C (V I ) ) onde V' = 1 V. e z E Z (C (V ) ) 

1 o 1 m o m i=l i=l 

SabPmos que z 
m comuta com os elementos de V' e z'x+xz' = x, 

Vx E V'. Agora, se x E V', temos zx = xz = x. Logo zx+xz = x, 

Vx E V e assim z comuta com os produtos x·y, tais que x,yE 

E V, o que mostra que z E Z(C (V)) e consequentemente F+Fz 
o 

c 

c Z (C (V)) . Para mostrarmos que F + Fz :::> Z (C (V) ) o o observamos, 

inicialmente que o resultado é evidente se dimFV = 2, pois 

neste caso C
0 

(V) = F + Fz. Novamente, por indução sobre m = ~ , 

completaremos a demonstração. Suponhamos m > 1 e que para m-1 

Z(C (V')) =F+ Fz', onde V' e q' sao dados como acima. Obo 

servemos que C
0

(V) = C
0

(V') 3 C
0

(Vm) 3 c1 (V') ® c1 (Vm). 

Afirmamos que Z (C (V)) c Z (C (V') @ 
o o 

C (V)) = Z(C (V'))® 
o m o 

@ Z(C (V)). De fato, mostraremos que se o m 
y E Z (C (V) ) n 

o 

n (c (V' ) ® c (V ) ) 
1 1 m então y = O. Escrevemos y = y1 @ X 

m1 
+ 

e {x ,x } é uma base de 
m1 m2 

V sobre F. Do fato que y comutar com x ® x para todo 
m ~ 

2 
x E V', segue-se que O= (x@ xm

1
)y-y(x 3 xm

1
) = (xm

1 
Cxy1 -y1x) 

+ y
2
x) @ 1 + (xy

2 
+ y 2x) 

2 x (xy1 
- y 1 x) + y 2x = O 

m1 

Analogamente, do fato de 

2 - y x) + o xm (xy2 y1x = 2 2 

@ x x . e portanto temos 
m1 m2 

e xy
2 

+ y
2

x = O, para todo x em 

y comutar com X ~ X ' segue 
m2 

e xy1 + y X = 1 O, para todo X em 

V'. 

que 

V'. 

Destes dois sistemas obtemos y1 x = y 2x =O, para todo x E V'. 
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Desde que (V',q') é nao singular, onde q' = qjv, , existe 

X E V' tal - inverslvel cl (V, ) consequentemente que X e em e 

obtemos yl = y2 = o, ou seja, y = o e portanto z c C (V)) c 
o 

c z (c (V I ) ) ~ Z (C (V ) ) . 
o o m 

O produto tensorial Z (C (V' )) ~ Z (C (V ) ) , como submódulo o o m 

de C (V), é gerado por l,z', z e z'z . Seja x E Z(C (V)). 
o m m o 

Então X = a + a z' + a 2 zm + a 3z'zm ' com a. E F o 1 1 
e para 

b E V' e dE V ' temos o = xbd - bdx, ou seja, O =a (z'bd-
1 m 

- bdz') + a 2 (zmbd - bdz ) + a
3

(z'zmbd - bdz'z ) 
m e z 'z bd = m m 

= bd + bdz + bdz' + bdz 'z e, de c ar (F) = 2, temos; O = bd (a1+ 
m m 

+ a 2 + a
3

(1 + z' + zm + z'zm)). Desde que 

são não singulares então existem b E V' 

(v ',q') e (V ,q) 
m m 

e d E V inversi 
m 

veis em C (V} e, consequentemente, obtemos a
1 

+ a 2 +a 
3 

(l+z' +zm + 

+ z'z ) =O, ou seja, 
m 

Z(C
0

(V)) c F+ Fz. 

e a = O. 
z Assim X 

OBSERVAÇÃO 2.2.9. Sejam F um corpo e (V,q) um espaço quadrá-

tico não singular sobre F. Do que vimos na demonstração da pr~ 

posição 2.2.8 podemos afirmar que: 

então 

a) Se car(F) f 2, n = dim V q 
-e par e 

n(n+l) 

Z (C (V)) ~ F [z] , 
o com 

2 2 z = (-1) 

= xz , Vx E Cl (V) . 

a 
n 

e zx = 
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b) Se car(F) f 2, n = dirnFV 
~ ~ 

e 1rnpar e 

c) 

Z c C (V) ) ~ F [z] , com 

n(n-1) 

z2 = (-1) 2 

Se car(F) = 2, 2n = dirnFV e q ~ [al ,bl] 

2 n 
Z (C (V) ~ F [z] , com z = z + l: a.b. o i=l l l 

1 

a 
n 

... 1 [a ,b ] 
n n 

Tais fatos nos serao úteis para a demonstração do seguinte 

resultado: 

PROPOSIÇÃO 2.2.10. Sejam (V,q) e (V' ,q') espaços quadráticos 

sobre um corpo F de característica diferente de 2. Então exis 

te d E F· tal que : ( 1 ) C ( q) 0 C ( q' ) ~ C ( q) 0 c ( dq' ) , se 

e par e ( 2) (C(q) ~ C(q')) ~C (q) 0C(-dq') se 
o o di~ V 

é Ímpar. 

DEMONSTRAÇÃO. (1) Desde que dirn V 
2 tal que z = d E F· (c f. 2 . 2 . 9 ) • 

~ 

e par, existe z E Z (C (q)) 
o 

Seja B a álgebra z
2
-graduada C

0
(q') 9 zc1 (q') contida 

em C(q) 0 C(q'). Claramente B comuta com C(q) 3 1 e B e 

-C(q) geram C(q) 0 C(q') corno F-álgebra. Analisando dimensão, 

vemos facilmente que existe um isomorfismo de álgebra Z -gra -
2 

-duadas C(q) 0 B ~ C(q) 0 C(q'). Se x E V', o quadrado de zx= 

= Z 0 X em B z 2 ~ x 2 
= dq' {x). Logo, a lei x + zx E B in .. 

e 

duz um isomorfismo de álgebras z 2-graduadas C(dq') ~ B. Assim 

C ( q) 0 C ( q I ) ~ C ( q) ~ C ( dq I ) • 
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(2) Desde que di~ V 
, , 
e lmpar, existe z E C

1
(q) n Z(C(q)), 

tal que z
2 = d E F· (c f. 2. 29) . 

Seja B a subálgebra 

(C(q) ~ C(q')) . Claramente 
o -

C
0

(q') ffi zc
1 

(q') contida em 

B comuta com C (q) =C (=) 
o o 

e 

B e C
0

(q) geram (C(q) ~ C(q'))
0 

como álgebra. Novamente, 

analisando dimensão, vemos que existe um isomorfismo de álge-

bras 

zx = 

~ (C (q) 0 C (q') ) • Se 
o 

2 2 
-z ~ x = -dq' (x) • 

, 
e 

x E V', o quadrado de 

Assim a lei x + zx E B induz um isomorfismo de álgebras 

C(-dg') ~ B e portanto (C(q) ® C(q')) ~C (q) ® C(-dq'). 
o o 

-A seguir demonstraremos o principal resultado deste para-

grafo. 

TEOREMA 2.2.11. Seja (V,q) um espaço quadrático sobre um corpo 

F. 

(1) Se dimFV é par então -C (q) e central simples e Z (C (q)) 
o 

é uma extensão quadrática de F. 

(2) Se dim V - (' e lmpar então C (q) é central o 

Z(C(q)) é uma extensão quadrática de F. 

simples 

DEMONSTRAÇÃO. Após a Proposição 2.2.8, resta mostrar que 

(resp. co (q}) - simples quando dimFV (resp. ímpar) . e e par 

Se di~ V - então podemos decompor (V I q) e par numa 

direta do tipo (Vl,ql) 1 . . . 1 (Vn,qn) (cf. 1.1.7) onde 

e 

c (q) 

soma 

cada 
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V. tem dimensão 2 sobre F. 
1 

De acordo com a Proposição 2.2.10, se car(F) I 2 e devido 

-ao fato de ® = ® se car(F} = 2, podemos afirmar que existem 

espaços quadráticos bidimensionais sobre 

F tais que C(q) = C(ql) ® ••• ® C(q~). 

Se di~V é impar então, necessariamente, car(F) I 2 e p~ 

demos obter uma decomposição de (V ,q) em uma soma direta or-

De acrodo com a Proposição 2.2.10(2) e o Exemplo 2.2.4 te 

Após esta discussão, a demonstração do teorema se resume 

em mostrar que a álgebra de Clifford de um espaço quadrático de 

dimensão 2 sobre um corpo F é simples, e isto veremos na se-

quinte proposição: 

PROPOSIÇÃO 2.2.12. Seja (V,q) um espaço quadrático de dimensão 

2 sobre um corpo F. Então C(V) é uma álgebra central simples 

sobre F. 

DEMONSTRAÇÃO. A afirmação C(V) é uma F-álgebra central é con-

sequência da Proposição 2.2.8. Contudo, é também uma consequên-

cia trivial do que veremos nesta demonstração, pois mostraremos 

que C(V) é uma F-álgebra (não comutativa) com divisão ou 
~ 

e 

uma álgebra de matrizes a coeficientes em F. 
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Para tanto seja {x
1

,x2 } uma base de V sobre F e adrni 

tamos que q(x.) =a., i = 1,2 e Observamos 
1 1 

que, independentemente da característica de F, é sempre possí-

vel exibir uma base deste tipo para V. Assim C(V) =F~ x
1 

~ 

~ Fx2 ~ Fx1 x 2 , com x~ =ai , i = 1,2 e x1 x 2 + x 2x1 = 1. Dado 

um elemento x = b
0 

+ b
1

x
1 

+ b 2x 2 + b
3

x1x 2 E C(V) definimos o 

~onjugado de x, a no~ma de x e o t~aço de x respectivamente 

por: X = b - blxl - b 2x= + b3x2xl N(x) = XX = XX = o I 

(b bob3 
2 2 

+ blb2 
2 

= + + ala2b3) (albl + a2b2 e o 

T = (x) = X + X = 2b + b3. o 

Notemos que 2 x = T(x)x- N(x), Vx E C(V}. Claramente T 

é uma forma linear e N é uma forma quadrática sobre F. ~ evi 

dente, tambPlll ~ 

inversível C(V) somente se que X e em se e 

N(x) I o. Neste 
.::...1 

caso X = 
X Assim, álgebra C(V) 

~ 

N(x) a e com 

divisão somente N 
~ 

anisotrópica. Se C(V) 
~ 

di-se e se e e com 

visão, então C(V) é, obviamente, uma álgebra simples. 

Suponhamos que C(V) nao seja com divisão, isto é, suponha 

mos N isotrópica. Neste caso mostraremos que existem elemen-

tos e,z 

2 
e = C E 

<P C (V) 

<P(Z) = 

jado. 

E C(V) 

F 
2 z I 

~ M2 (F) 

1 o 
o o 

tais que C (V) = F ED Fe ED Fz ED Fez, com 

= z e e-z + z·e = e. A aplicação linear 

tal <P ( 1) 
1 o 

) I <P (e) 
o c 

que = = o 1 1 o 

e <P (ez) = <P (e) "<P (z) nos dá o isomorfismo dese 
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Começaremos p::>r rrostrar a existência cb elerrento z. Isto é im~ 

to se algum ai= O, p::>is neste caso, basta tomamos z =x
1

x2 . Admitarros ~ 

tão que a
1

a
2 

'1- O. D=sde que N é isotrópica, existe O;ix E C (V) com x = 

2 2 b
0 

+b
1 

x
1 

+b
2

x 2+b
3

x1 x 2 
tal que N(x)=O. Assim obterros b

0 
+b

0
b

3 
+ a

1 
a 2b

3
= 

2 2 a 1 b1 + b
1 

b 2 + a 2h 2 • Se T (x) = 2 ·b
0 

+ basta to-

marmos X 
z =T(x). Se 2·b + b = o 

o 3 
e então 

b
0 

+ 2-a1a 2b 3 '1- O, pois caso contrário teríamos 1 - 4a
1

a
2 

= O, 

que contradiz o fato de q ser não singular. Neste caso, o 

-al a2 [ bo+2ala2b3 . l 
elemento z ~ bo + 2al a2b3 bo + bl xl + b2x2 + (b3- a~ a2 )"l_X~ 

satisfaz a equação x2 = X. Finalmente, se 2b + b = O e 
o 3 b 

b = O então b
3 

= O e consequentemente obtemos b 2 + b (~) + 
o 1 1 a

1 
b2 2 

+ ala2(al) 

b2 
2bl + t o 

al 

Do que 

\ F, z = z + 
o 

= O, com blb2 '1- o. Como 1 -

e tomamos 
al 

(bl z = 2a
1

h 1+b
2 

vimos acima, podemos afirmar 

zlxl + z2x2 + z 3xl x2 I z. E 
1 

4a1 a 2 I O, então 

+ 
b2 

xl x2) 
al 

que existe z E C(V) \ 

F 
' 

tal que z1 ~O 
ou 

z2 t o (o que so ocorre se car(F) ~ 2, pois T (z) = 2z
0

+z
3
t'O), 

tomamos e = l-2x
1

x
2

. E finalmente, se zl i o ou z 2 '1- O e 

z
3 

tO, tomamos e= z1 x
1 

+ z
2

x
2 

se car(F) =2 ou e =d+:z 1 x 1 + 

2 z
3

(1-4a
1

a
2
)-l 

d = se car(F) ~ 2, o 
2z

3
(1-4a1 a 2 ) 

que encerra a demonstração. 
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OBSERVAÇÃO 2.2.13. a) Nota-se que da demonstração da Proposi

ção 2.2.12 segue-se imediatamente que C(IH) = M2 (F) e conse

quentemente C(miH) = 1 em Br(F). 

b) ~ fácil ver que toda ágebra de quatérnios sobre um cor

po F é a álgebra de Clifford de um espaço quadrático de dime~ 

sao 2 sobre F. Decorre, portanto, da Proposição 2.2.12 que t~ 

da álgebra de quatérnios H sobre F é central simples. Mais 

ainda, de acordo com o Teorema de Wedderburn (cf. 2.1.3), H 

é uma álgebra com divisão ou é uma álgebra de matrizes e H -e 

com divisão se e somente se, sua norma NH é anisotrópica. 

§3. INVARIANTES 

Neste parágrafo veremos alguns invariantes de formas qua-

dráticas, através dos quais nos será possível fazer a classifi-

cação de formas quadráticas sobre um corpo. Além da dimensão 

introduzida no capítulo 1, introduziremos agora novos invarian-

tes. 

sobre um corpo F. Se iso-

morfa, como álgebra ~ 2 -graduada a C(V2 ). 
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uma base de v1 sobre F. Então 

sao 

bases, respectivamente, de C(V1 ) e C(V
2

) sobre F (cf.2.2.6). 

E. E
1
. 

1
1 n e ( L: À • • x1 . . . xn ) 

11 ••• 1n 
A aplicação e: C (V1 ) -+ C (V 

2
) tal que 

'P (x ) 
n 

nos dá o isomorfismo desejado. 

isomé-

tricos sobre um corpo F. De acordo com a Proposição 2.3.1 exis 

te um isomorfismo de álgebras 

Logo a res-trição 

de álgebras e o 

e de e a o 

7l:
2
-graduadas 

C
0

(V1
) nos dá um isomorfismo 

e esta 

observação nos permite definir um novo invariante para formas 

quadráticas via a noção de álgebra de Clifford. 

DEFINIÇÃO 2.3.2. Seja (V,q) um espaço quadrático sobre um corpo 

F. Definimos o inva~ian~e de Wi~~ de (V,q) como sendo a classe 

em Br(F), da álgebra central simples w(V), dada por w(V) = 

= C (V) se di~ V -e par e w(V) =C (V) se o di~V é ímpar. 

O isomorfismo e : C(V
1

) -+ C(V2 ) definido em 2.3.1 quando 

(V
1

,q1 ) ~ (V
2
,q

2
), por ser graduado, também induz um isomorfis

mo entre os centros Z(C(V
1

)) e Z(C(V
2

)) bem como entre os cen 

tros Z(C
0

(V
1

)) e Z(C
0

(V
2
)). Devido a isto e baseado nas infor 

mações dadas em 2.2.9 e 1.3.9 definimos o inva~ian~e de A~6 de 
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Um espaço quadrático (V,q) sobre um corpo F corno sendo a 

classe _ n(n-1)/2 !J.(q) - (-1) a 1 · ... ·an se car(F) -:1 2 e 
n 

!J.(q) = L aibi E F/(D(F) se car(F)= 
i=l o 

q = < al, ... 'an > e 

= 2 e [a , b 1 • 
n n 

TEOREMA 2.3.3. Seja F um corpo. Se denotarmos por K o co-

ciente F"/F.2 se car(F) -:J 2 com F/~F) se car(F) = 2 en

tão a seguinte sequência é exata. 

·o + IW(F) 
o 

+ W(F) 
o 

!J. 
--? K + O 

onde !J.(q) é o invariante de Arf de q. 

DEMONSTRAÇÃO. Desde que IW(F) o e gerado pelas 2-forrnas 

Pfister (cf. 1.3.12) então IW(F) C Ker !J. • 
o 

Além disto 

de 

se 

b E F (ou F" se car(F) -:J 2) então !J.( [l,b]). (ou !J.( < l,b >) 

se car (F) -:1 2) = b e portanto !J. é sobrejetora. Com isto so 

falta mostrar que Ker !J. c IW(F) . Suponhamos 
o 

servernos que se q é urna forma quadrática não 
n 

F então podemos considerar q ~ 1 [a.,b.l 
i=l 1 l 

car(F) = 2. Ob-

singular sobre 

E F" com ai 

b . E F, i = 1 , •.. , n. Se 
l 

q E Ker !J. então 
n 

ql = 1 
i=l 

[l,a.b.] =0 
1 l 

em W(F) (cf. 1.1.9). Logo q = q 1 q1 em W(F), ou seja, 
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n 
q = 1 «a. ,b.] 1 E IW(F} , pois [ l,a.b.] 1 [a. ,b.] = [l,a.b.] 1 a. [l,a.b.] 

i=l 1 1 o 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

= «a.,a.b.]], i= l, ... ,n. Se car(F) f 2 seja q ~ <a
1

, ... ,a2n) 
1 1 1 

com t.(q) = (-l)n(2n-l) a 
1 

Neste caso existem 

tais que 
n 
1 

i=l 
a. < < b. ) > • Mostremos por in-

1 1 

dução sob:.re n, que q E IW (F) • Se 
o 

n = 1, teremos 

e b1 = -1. Logo q = O em W(F) e, consequentemente, 

q E IW (F} 
0 

.Desde que !-:. se estende a W(F) e a
1 

< < b
1

>) 1 a
2

< < b
2

>) = 

= a 1 <<b 1 ~a 1 a 2 >> 1 (-a 2b1 ) <<-b1 b 2 >> em W(F) então 

1 a <<b )))= 1. Aplicando 
n n 

a hipótese de indução sobre n concluimos o nosso objetivo. 

OBSERVAÇÃO 2. 3. 4. Se F é um co:q:::o de característica 2 e a E F·, de-

finimos t como sendo a forma bjlinear de dimensão a 

F, cuja diagonalização é <l,a>. Por outro lado se 

2 

q 

sobre 

~ 

e uma 

forma quadrática de dimensão 2 sobre F, com q ~ [l,b], denota-

remos q por Sb. Com isto podemos ver que 

em WB(F). Mais ainda, se c E F" e c f 1 

= t ·S , onde 
c d 

-1 
d = c • b ( 1 +c ) . 

= 

DEFINIÇÃO 2.3.5. Sejam F um corpo, K J F uma extensão de F 

e A uma F-álgebra central simples de dimensão n sobre F. 

Dizemos que K deQompõe A se a K-álgebra A ~ K é isomorfa 
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M (K). 
n 

LEMA 2.3.6. Sejam F um corpo de característica 2 e H= (a,b) 

uma F-álgebra de quarténios com divisão. Se K -e uma 

puramente inseparável de expoente 2 sobre F, isto é, 

e H se decompõe sobre K então existe a' E F" 

2 
tais que e =a' e (a,b) ~ (a',b). 

DEMONSTRAÇÃO. Se (a,b) se decompÕe sobre K então «a,b]] 

e 

W(K) (c f. 1.3.7) ou seja a [1, b] ~ [l,b]. Logo existem 

tais 2 
que a. + aB + B

2
b = a (cf. 1.3.6). Desde que K2 

tão aB E F H .- decompõe sobre F (a), pois e Ja se se 

extensão 

e E K 

= o em 

a,B E K" 

c F en-

aB E K 

então a i F e B = ta, t E F" . Assim a = a 
2 

( 1 + t + t 
2
b ) • Se 

H = F ·1 + F·U + F·v + F·vu 2 2 
=v +b com u = a, v e uv+vu=u, 

seja T = U + t ·VU E H. Neste caso temos 
l+t+t2 -b 

T2 = a 2 
E F. Assim 

podemos supor F (T) = F (a), ou seja, a = a
0 

+ a 1 u + a
2
vu E H. Se 

e = a + a o então F(a) = F(e) 

di visão. :t; fácil ver que ev +v e 

e e2 =a' E F" 

2 v = v + b = e, 

pois H é com 

e e2 = a' e 

H= F-1 + F·e + F·v + F·ve. Portanto (a,b) ~ (a',b) com 
2 a'=e , 

e E K. 

TEOREMA 2.3.7. Se F é um corpo então a seguinte sequência e 

exata: 
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onde Br
2

(F) 

Wi t·t de q. 

{x E Br (F); 
2 

X = 1} e w (q) e o invariante de 

DEMONSTRAÇÃO. Se então q 
n 
1 

i=l 
a.q. onde a. E F" 

1 1 1 

e cada é uma 3-forma de Pfister (cf. 1.3.12). Desde que 

n 
w(q) = ~ w(q.) e w(q

1
.) = 1 

i=l 1 
em Br(F) então r 2

w(F) C ker w. o 

Usaremos o fato de Br 
2 

{E') ser gerado por álgebras de quartênios 

(c f. [ 1 ] para corpos de característica distinta de 2 e [ 8 ] 

para corpos de característica igual a 2), para completar a de-

monstração. Neste caso, é imediato ver que w -e sobrejetora. 

Seja 
n 

q = 1 
i=l 

q. E Ker w 
1 

onde cada -e uma 2-forma de Pfister. 

Mostremos, por indução sobre n, que se car(F) = 2 então 

q E r 2w(F) . Se n = 1 então 
o 

cas1~ w(q) = (a
1

,b
1

) = 1. Logo 

q = <<a1 ,b1 ]] em W(F) 

w(q) é uma álgebra de 

e neste 

matrizes 

(cf. 2.2.12) e q é isotrópica sobre F ou ainda, q = O em 

w (F) (c f. 1. 3. 7). Suponhamos 
n 

n > 1, e assim teremos n (a.,b.) 
i=l 1 1 

= 1 em Br(F). Seja K = FCe1 , ... ,en_1 ), com e~ = a. . 1:: claro 
1 1 

que (a.,b.) se decompõe sobre K, 1 <i< n, e neste caso te 
1 1 

remos (a , h ) 
n n 

= 1 em Br (K) . Pelo Lema 2.3.6 existe e E K 

tal que e2 = a . Assim sendo, podemos encontrar b. E F" e mo 
n J 

nômios m. em al, ... , an (com expoentes o ou 1) tais que 
J 



a = 
n 

s 
L: 

j=l 

2 
b.rn. 

J J 
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com os rn. ' J s 
linearmente independentes sobre F"

2
. 

Podemos escrever 
2 

a = b rn (1 +c), onde 
n 

rn = rn. para algum rn.~ 
J 

~ O, b = b. 
J 

e c 
J 

e urna sorna do tifO que representa a , dirni
n 

nuida de um termo. Usando a observação 2 . 3. 4 ·: cancl uirnos que 

t . s 
a b n n 

2.3.4). 

s 
c = L: 

i=l 

Se c = b~2 
l 

b!rn! 
1 1 

e s 

s para mostrar que 

que ta ·Sb 
n n 

c: ( 1 

iEI 

> 

rn' então t = 1 c 

1, aplicamos 

t 
c = 

t ) . s 
a. b 

1 n 

t 
a. 

1 

+ ( 1 
iEJ 

1 t (rnod I2) . 
iEJ a. 

1 

a hipótese de indução 

2 
(rnod I ) . Logo podemos 

t ) . s 
a. d 

1 

= 
n-1 

1 

i=l 

para alguns e. E F (cf. 1.1.9(ii). Assim 
1 

n 
1 

i=l 
t ·s 
a. b. 

1 1 
= 

n=l 
1 

i=l 
(rnod r 2w(F) ) . Desde que o 

Neste 

(cf. 

Se 

sobre 

ver 

n-1 
c Ker w então w( 1 

i=l 
t ·S ) = 1 em Br(F) e consequente 
ai ci 

mente, pela hipótese de indução sobre n teremos 
n 
1 

i=l 
t •S E 
a. b. 

1 1 

Se car (F) ~ 2, o resulta do segue-se de [ 9 ] Teor .4 .1 e [ 8 ] 



CAP:Í:TULO III 

CORPOS ORDENADOS 

Neste capitulo todo corpo considerado será suposto de ca-

racteristica diferente de 2. Esta exclusão se faz necessária tan 

to para aliviar a notação corno porque os resultados que se se-

guern não são mencionados na teoria de formas quadráticas quando 

o corpo em questão tem característica 2. 

O objetivo principal deste capitulo é mostrar o 
. .. . pr1nc1p1o 

local-global de Pfister. Este resultado estabelece urna estreita 

re].ação entre o conceito de torsão e a assir1atura total de urna 

forma quadrática. A assinatura total, por ser um invariante, e 

o principio local-global de Pfister, pela razão acima menciona-

da, constituem ferramentas indispensáveis no estudo de classifi-

cação de formas quadráticas. 

§1. ESTRUTURA DE CORPOS FORMALMENTE REAIS 

Dado um corpo F as seguintes condições são equivalentes: 

(1) -1 não é a sorna de quadrados de F. 

(2) Para qualquer inteiro positivo n, a forma quadrática 

n • < 1 > e ani sotrópica sobre F. 



- 57 -

Se um corpo F satisfaz urna (e portanto ambas) destas con 

dições, dizemos que F é 6o~malmente ~eal. ~ evidente que se 

F e formalmente real então car(F) =O. 

Dado um corpo qualquer F, escrevemos cr(F) para denotar 

o conjunto de todos os elementos de F que se escrevem como so 

ma de quadrados de F. 

PROPOSIÇÃO 3.1.1. (i) cr(F) é fechado com relação a soma e 

a(F) \{O} é um grupo multipJ.icativo. (ii) Se F é não formal-

mente real então cr(F) =F. 

DEMONSTRAÇÃO. (~) ~imediato que cr(F) é fechado com relação a 

soma e que cr(F)\ {O} é fechado com relação a multiplicação.Ag~ 

ra para mostrar que cr(F) \ {O} é um grupo multiplicativo, é su-

ficiente mostrar a existência do inverso. Se 
2 2 

O I x = x1 + ... +xn , 

então -1 2 x = (x1 /x) + ... + (x /x) 2 
E cr(F) \{O}. 

n 

') . d x = (x+l)2 _ (x-1)2 (il Se] a x E F. Des e que 2 2 e -1 = 

= y~-+ ... + y~ , temos x = (x;l)2 + (yl (x;l) )2 + ... +(ynx;l))2 

E a(F), ou seja, F= cr(F). 

DEFINIÇÃO 3.1.2. Se F -e um corpo e p c F, dizemos que p -e 

urna o~dem de F se as seguintes propriedades sao satisfeitas: 

(Pl) o '1- p 

(P 2) Se X E F" então ou X E p ou -x E P. 
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(P3) P e fechado com relação a soma e a multiplicação. 

Nestas condições se diz, as vezes, que F é ordenado por 

P e que este é formado pelos elementos positivos nesta ordem. 

Se F -e um corpo ordenado por P e F 
o 

-e um subcorpo de 

F então podemos ver que F o 
-e ordenado por F n P. 

o 

PROPOSIÇÃO 3.1.3. Se F é um corpo ordenado por P então: 

( 1 ) a (F ) \ {O } c P, (2) F é formalmente real e (3) Se 

é outra ordem de F com P' c P então P = P'. 

P' 

DEMONSTRAÇÃO. (1) Desde que P é fechado com relação a soma e 

a multiplicação é imediato que a(F) \ {O} c P. 

(2) Desde que 1 E P então -1 ~ P e consequentemente -1 

nao pode ser escrito como soma de quadrados. 

(3) Se P e P' sao ordens de F como P' c P, seja 

x E P. Neste caso -x ~ P e portanto -x ~ P'. Desde que P' 

é uma ordem, concluímos que x E P' , ou seja, P = P'. 

LEMA 3 .1. 4. Sejam F um corpo formalmente real e a E F· \ F· 
2

. 

Se F (ia ) não é formalmente real, então -a E a (F) . 

DEMONSTRAÇÃO. Se F (ta) - formalmente real, então existem e na o 
n 

/a)2 
n 2 

a. ,b. E F tais que -1 = L (a. + b. . Assim -1 = L a. 
1 1 i=l 1 1 i=l 1 

n 
b~ 

n 
b~ + a L . Visto que F e formalmente real então L =J o 

i=l 1 i=l 1 



e portanto 
n 

-a = (1 + r 
i=l 
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2 n 2 
a. ) I r b. E a (F) • 

1 i=l 1 

DEFINIÇÃO 3.1.5. Um corpo F é dito pytago~~ano se a soma de 

dois quadrados (e portanto uma soma finita) quaisquer de F é 

um quadrado de F. Isto ainda equivale dizer que 1 + y 2 
E F 2 pa 

ra qualquer y E F. Em resumo, F é pytagoreano se e somente se 

2 2 
a(F) =F = {x ; x E F}. 

DEFINIÇÃO 3.1.6. Um corpo F é dito ~~al-6~ehado se F é for-

malmente real e não admite extensão algébrica própria formalmen 

te real. 

PROPOSIÇÃO 3.1. 7. Se F é real-fechado então F é pytagoreano. 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos y E F 
2 2 

e x = 1 + y f/. F . Logo F (IX) 

é não formalmente real e consequentemente 
2 n 

-x = -1 - y = r 
i=l 

2 
z. 1 

1 

z. E F. Assim 
1 

2 
-1 = y + 

n 
r 

i=l 
z~, contradizendo o fato de 

1 
F ser 

formalmente real. Portanto, ou seja, F -e pytag~ 

reano. 

TEOREMA 3.1.8. (Estrutura dos corpos real-fechados). Se F um 

corpo real-fechado, então F tem uma Única ordem, para a qual 

todo elemento positivo é um quadrado. 
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DEMONSTRAÇÃO. g claro que O ~ F"
2 , ou seja, F"

2 satisfaz (Pl). 

Desde que F é real-fechado então F" 2 é fechado com relação 

a soma e a multiplicação (cf. 3.1.7), isto é, F"
2 satisfaz (P3). 

Para mostrar que F· 
2 satisfaz (P2) seja O I- x E F·. Se x ~F· 2 

então F(/X) é uma extensão quadrática de F e portanto nao 

formalmente real, pois F" é real-fechado. Neste caso, -x E 

E a(F) = F
2 

(cf. 3.1.4). 

Se P' é outra oreem de F, sabemos que F" 2 c P' e por-

tanto P' = F" 2 (cf. 3.1.3(3)). 

PROPOSIÇÃO 3 .1. 9. Sejam F um corp::> forml.nente real e seu 

fecho algébrico. Então existe um subcorpo !::,. de s-2 real-fecha 

do contendo F. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja S a coleção de todos os subcorf•OS formalmen-

te reais de n que contenha F. Se {F } é uma familia indu
a a 

tiva (com relação à inclusão) de tais subcorpos, então F = u F o a a 

claramente está em S. Pelo lema de Zorn, existe !::,. em S que 
~ 

e 

maximal com relação a inclusão. ~ fácil ver que !::,. é real-fechado. 

COROLÂRIO 3.1.10. Um corpo F é formalmente real se e somente 

se F é ordenado. 

DEMONSTRAÇÃO: ~ ) Se F é formalmente real então existe uma 

extensão !::,. de F que é· real-fechado (c f. 3 .1. 9) . Nest..e caso, !::,. •
2 
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é uma ordem de~ (cf. 3.1.8) e consequentemente ~· 2 nF -e 

uma ordem de F. A outra implicação é imediata. 

DEFINIÇÃO 3.1.11. Um elemento b E F" e dito ~o~afmen~e po~i~~ 

vo se b E P, qualquer que seja a ordem P de F. 

PROPOSIÇÃO 3.1.12. Se b E F" então b é totalmente positivo 

se e somente se b E o(F) \ {O}. 

DEMONSTRAÇÃO. Se F é nao formalmente real, então o(F) =F 

(cf. 3.1.1(2)). Desde que F não admite ordem, a afirmação aci 

ma se mantém verdadeira. Suponhamos F formalmente real. ~ evi 

dente que todo elemento de o(F) \ {O} é totalmente positivo (cf. 

3.1.3(1)). Seja x ~ a(F) \{O}. Logo F(/-x) é formalmente real 

(cf. 3.1.4). Se P é uma ordem de F(/-x) então -x E P n F 

ou seja, x nao é totalmente positivo. 

§2. CARACTERIZAÇÃO DOS CORPOS REAL-FECHADOS 

TEOREMA 3.2.1. (Springer). Sejam F um corpo, K uma extensão de 

F, de grau ímpar, e q uma forma quadrática sobre F. Se q -e 

anisotrópica sobre F então q é anisotrópica sobre K. Em 

particular, se F é formalmente real, então K também o e. 
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DEMONSTRAÇÃO. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 

K = F (a). A demonstração será feita por indução sobre n=[F (a) :F]. 

Se n = 1 nada temos a demonstrar. Suponhamos n > 1 e q iso 

trópica sobre K. Então existem v(t) = (g1 (t), ... ,gd(t))E F[t]d, 

com d=dim q
1
e a E K, com v(a)f01 tais que q(v(a))=O. O vetor 

v(a) pode ser escolhido de tal modo que não exista algum polinô 

mio, não trivial de F[t] que divida todos os g. (t), isto é, to 
1 -

dos os g. (t) podem ser considerados sem raizes em comum. O poli 
1 -

nômio q(v(t)) tem a como raiz, logo q(v(t))=p(t) ·h(t) em F [t], 

onde p(t) é o polinômio minimal de a sobre F. Se h(t) fosse um 

polinômio nulo, q teria uma subforma isotrópica sobre F, para 

ver isto e só verificar o coeficiente dominante de q(v(t)). 

Assim, se ah(t) = 2m-n < 2(n-l)-

- n = n- 2. Logo o grau de h (t) é Ímpar e menor que n. Seja 

8 uma raiz de h(t). Desde que 8 não é raiz comum de todos os 

- ~ ( ) d g. (t), entao v(8) e um vetor nao nulo de F 8 e mais 
1 

q{v(8)) =O. Consequentemente q é isotrópica sobre F(8) con 

tradizendo a hipótese de indução, e isto conclui a demonstração. 

COROLÂRIO 3.2.2. Se F é um corpo real-fechado, então todo po-

linômio de grau ímpar de F [X] tem uma raiz em F. 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam f (X) um polinômio de grau Ímpar sobre F, 

h(X) um divisor irredutível de f (X) em F [X] e a uma raiz de 

h(X). Desde que [F(a): F] = ah(x) que é um número Ímpar, então 
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F(a) é formalmente real (cf. 3.2.1). Visto que F nao admite 

extensão algébrica própria que seja formalmente real, conclui-

mos que f(a) =F, ou seja, a E F. 

TEOREMA 3.2.3. Seja F um corpo. Se F" 2 é uma ordem de F e 

todo polinômio de grau Ímpar de F[X] tem uma raiz em F então 

F(/-1) é algebricamente fechado. 

DEMONSTRAÇÃO. Desde que F admite uma ordem, F é formalmente 

real e então -1 ~ F" 2 . Logo n = F(/-1) é uma extensão quadrá-

tica de F. Mostremos que D = n 2 . Se a E F" então 

.2 . .2 ~ d d ou -aEF ,p::ns F e uma or em e F. Neste caso vemos que se a E F 

então a E n2 pois -1 .2 i /-1 De modo geral, = 1 f com = se ' 
a E n então a = a + bi, com a,b E F" 

' e para mostrar que 

a E n2 podemos supor b f o. Mais ainda, desde que 2/b E n2 
f 

~ 

suficiente mostrar + 2i E n2 \la E F. Mostrar e que a = a ' 

que existem x,y E F tais que (x + 
? 

yi)- = a + ~ 2i e equivalen 

te mostrar 2 2 1 a que X - y = a e xy = ou, em resumo, que 

2 -2 Seja 2 assim teremos À2 1 o. o X - X = a. À = X f - a = 

discriminante desta equaçao é a
2 

+ 4 > O. Seja ~ 2 + 4 a 

raiz quadrada positiva de a 2 + 4. Escolhemos À= (a+ ~)/2 

como raiz do polinômio x 2 - ax- 1 e mostramos que À >0. Após 

esta etapa, basta escolhermos x como sendo uma raiz quadrada 

de À, que existe porque todo elemento positivo de F, e um qua-

drado. 
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Admitamos À < O. Logo e portanto 

(a + 
/2 I /2 1 

tia + 4) (a - v'"a + 4) = -4 > O, o que e uma contradição. Por 

tanto n é quadraticamente fechado. 

Seja e : n -+ n com e (a + bi) = a + bi = a - bi a conjuga-

çao complexa de n e que se estende a n [tJ de forma natural . 
Se f (t) E n [tJ , então e(f{t)) = f(t) e tal que f(t)•f(t) E 

E F [t] . Mais ainda, se f{t) ·f(t) tem uma raiz w em n então 

ou w ou e (w) é uma raiz de f (t) . Assim sendo, para mostrar 

que S1 é algebricamente fechado é suficiente mostrar que 

polinômio não constante de F[t] tem uma raiz em n. 

Se g (t) E F [t] seja E o corpo de decomposição 

todo 

de 

2 
(t +1) •g(t) sobre F, o qual é uma extensão de Galois de F , 

pois car(F) =O. Sejam G = Gal(E/F) e H um 2-sylow subgrupo 

de G. Desde que [G : H] e um numero Ímpar, então o subcorpo de 

E fixo pelos automorfismos de H e uma extensão de grau Ímpar 

de F. Logo G = H. Se o(G) = 2t > 2 então G possui um sub 

grupo de ordem t-2 
2 o qual dá origem a uma extensão de grau 2 

de n, contradizendo o fato de w ser quadraticamente fechado. 

Portanto o(G) = 2 e consequentemente E= S1 , ou seja, w e 

algebricamente fechado. 

TEOREMA 3.2.5. Um corpo F é real-fechado se e somente se 

i = 1=1 f% F e F (i) é algebricamente fechado. 
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DEHONSTRAÇÃO. ~ ) Se F pe reéü-fechado então F se encontra 

nas condições do teorema 3.2.3. Logo i~ F e F(i) é algebri-

carnente fechado. 

~) Se Q = F(i) é algebricamente fechado e i~ F então 

todo polinômio irredutível (não constante) sobre F tem grau 1 

ou 2. Mostremos, primeiramente, que F é pytagoreano. Sejam 

[ x2 e 
2 2 2 = (X - a) + b = a,b E F" com g (X) 

-(a+ bi)] [X
2

- (a- bi)]. Desde que 

chado, podemos escrever a + bi = a 2 
e 

n é algebricamente fe

a - bi = 8
2 

, a,8 E n. 

Em Q[X] ternos: g(X) = (X-a) (X+a) (X-8) (X+8). Claramente, ±a,±8 

~F, pois b f O. Assim g(X) não tem raiz em F e g(X) se 

fatora corno produto de dois polinômios irredutíveis de grau 2 

em F [X] . Corno os fatores lineares de g (X) sao X-a, X+a, X - 8 

e X+8 podemos ver que Única possibilidade de g(X) se fatorar 

corno produto de dois polinômios irredutíveis de grau 2 sobre 

F [X] -e g(X) = f 1 (X)·f2 (X) onde 

= (X+ a ) (X- 8 ) . As s irn a 8 E F e 

fl (X) = (X-a) (X-8) e f 2 (X) = 

(a8) 2 = a 2 + b 2 , ou seja, a
2

+b
2 

e portanto F -e pytagoreano. 

Desde que -1 ~ F" 2 e F é pytagoreano, então F é for-

rnalrnente real. Corno a Única extensão algébrica própria de F e 

seu fecho algébrico, que não é formalmente real, podemos afir-

mar que F é real-fechado. 

COROLÂRIO 3.2.6. Um corpo formalmente real é real-fechado se e 

somente se I F· /F· 2 ! = 2 e todo polinômio de grau {mpar em F [X] 
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admite uma raiz em F. 

DEMONSTRAÇÃO. ::::> ) Se F é real-fechado então 1 e -1 sao as 

Únicas classes quadráticas de F", pois F" 2 
e uma ordem de 

F (cf. 3.1.8). Que todo polinômio de grau Ímpar em F[X] admite 

uma raiz em F decorre trivialmente de F(~) ser algebrica-

mente fechado (cf. 3.2.3) e portanto F é real-fechado(cf.3.2.5). 

Será introduzido agora um novo conceito, a saber, o de fe-

cho real de um corpo com relação a uma ordem de F. 

DEFINIÇÃO 3.2.7. Seja F um corpo ordenado por um conjunto 

P c F de elementos positivos. Uma extensão ~ ~ F é dito um 

6ec..ho Jz.ea.t de F (com relação a P) se são satisfeitas as se-

guintes condiçõe: (1) ~ é real-fechado, (2) ~ é algébrico so-

bre F e ( 3) ~· 2 n F = P, isto é, a Única ordem de ~ induz 

a ordem P de F. 

Disto segue-se o seguinte resultado: 

TEOREMA 3.2.8. Todo corpo ordenado F possui um fecho real re-

lativo a uma ordem considerada de F e tal fecho real é Único, 

a menos de isomorfismo. 

Antes de demonstrarmos o teore~a acima vejamos o seguinte: 

LEMA 3.2.9. Se F é um corpo ordenado por P c F e ~ 
~ 

e seu 

fecho algébrico, seja E o menor subcorpo de ~ que contém F 
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e a raiz quadrada de todo elemento de P. Então E é formalmen 

te real. 

DEMONSTRAÇÃO. S1~ponhamos, por absurdo, que existem a
1

, ... ,ar EE" 

tais. que 
r 2 
L ai= O. Assim,podemos admitir que os 

i=l 
a. estão nu 
~ 

ma extensão finita de F, a saber, F(~, ... ,~), onde os b. 
~ 

estão em P. Logo resolvemos nosso problema se mostrarmos que 

cada extensão do tipo b. E P, é formalmen
~ 

te real. Com este objetivo estabeleçamos a seguinte afirmação: 

se 
n 
L 

i=l 

2 
c.a. = 
~ ~ 

O, onde c. E P 
~ 

e a. E F(~ 1 , ... ,~) 
~ r 

com 

b. E P então a. =O , i= l, ... ,n. Mostremos isto por indução 
~ ~ 

sobre Se t = 1 então 2 c.a. E P. 
~ ~ 

Desde que P é fechado com relação à soma e à multiplicação e 

O ~ P, teremos um absurdo, a menos que a . = O , i = 1, ••• , n. Su 
~ 

ponhamos t > 

n 

1 e F(/bl, ..• ,~) c F(/.bl, ... ,lpr}. 
f 

Assim 

2 
L c.a. = o com 

i=l ~ ~ 

a. E F(~ 1 , ... ,~) implica que 
~ r 

existem 

X . 1-Y • E F ( v'b::
1 

, ••. , ~l ) , i = 1 , ••• , n 
~ ~ r-

tais que 
n 2 

O= L c. (x.+y. vf)) 
i=l ~ ~ ~ r 

n 
= L 

2 2 

i=l 
c.(x. +by.) + (2 
~ ~ r ~ 

n 
L 

i=l 

n 
L 

i=l 

2 
c.x. + 
~ ~ 

n 
L 

i=l 

2 (c.b )y. =O 
~ r ~ 

c.x.y.) ~. 
~ ~ ~ r 

com 

cando a hipótese de indução concluímos que 

= l, ... ,n. 

Logo teremos 

X. = y. = o I 
~ ~ 

i = 



Se 
n 
L 

i=l 

2 
c.x. = o 

1 1 

servaçao acima, teremos 
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com c. E P 
1 

e x. E E 
1 

então, pela 

x. =O, i= l, ... ,n. Em particular 
1 

ob-

es 

ta afirmação é verdadeira se c. =1, que é o caso do nosso lema. 
1 

DEMONSTRAÇÃO de 3. 2. 8. Se F é urn corpo ordenado por P, seja 

E a extensão de F definida no lema 3.2.9, a qual é formalmen 

te real. Logo existe um subcorpo ~ real-fechado do fecho algê-

brico de F que contêm E (cf. 3.1.9). Para mostrar que ~ e 

o fecho real de F com relação a P é suficiente mostrar que 

P c ~· 2 n F (cf. 3.1.3). Se b E P então 

portanto b E ~· 2 n F. 

e 

A demonstração da unicidade do fecho real será omitida nes 

te trabalho mas pode ser encontrada em: Knebush, M.; On the 

Uniqueness of Real Closure and the Existence of Real Places, 

Comm. Math. Helv. 47 (1972), 260-269. 

§3. CORPOS PYTAGOREANOS 

A noçao de corpo pytagoreano foi introduzida em 3.1.5. 

Neste parágrafo suas propriedades serão mals detalhadamente es-

tudadas. 
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OBSERVAÇÃO 3.3.1. (1) Se F e pytagoreano e nao forma~te real 

ent~o F ~ quadraticamente fechado (cf. 3.1.1(2)). ( 2) Se 

~um corpo e {Fi}iEI é uma família de subcorpos pytagoreanos 

de n ent~o n Fi é também pytagoreano, fato este facilmeni_e 
iEI 

verificável pelo leitor. 

DEFINIÇÃO 3.3.2. Sejam F um corpo e nseu fecho algébrico. 

Seja {Fi}iEI a família de todas as extensões algébricas pyta-

goreanas de F. Pelo visto na observação anterior, n 
iEI 

F. 
1 

~ 

e uma 

extens~o pytagoreana de F 
~ 

que sera denotada por F 
p 

e chama-

da o 6eeho pytago~eano de F. 

PROPOSIÇÃO 3.3.3. Se F 

também o ~-

~ um corpo formalmente real, ent~o F 
p 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam n o fecho algébrico de F e fj um corpo 

real-fechado tal que F c fj c n (cf. 3.1.9). Assim fj é pytago-

reano (cf. 3.1.7) 

segue-se que F 
p 

e mais, F c fj. Desde que fj é formalrrente real 
p 

e formalmente real. 

Existe uma forma construtiva de se obter o fecho pytagorea 

no de um corpo F, a qual descreveremos a seguir. 

Dizemos que K ~ F é uma exten~ão admi~~Ivel de F se 

existem corpos K , Kl, ... , K 
o n 

tais que F = K
0 

c K
1 

c ... c Kn = K 

e 

F e X E r2 dizemos que X 

a. E K .• Se D é o fecho algébrico de 
1 1 

é um elemento admi~~Ivel de F se 



- 70 -

x E K para alguma extensão admissível K de F. Desde que o 

"compositurn" de duas extensões admissíveis de F ainda é urna 

extensão admissvel de F, podemos concluir que o subconjunto de 

~ formado pelos elementos admissíveis de F é um corpo,o qual 

-sera denotado por 

Nostremos que 

-F . 
p 

F = F . De fato, se 
p p 

y E F 
p 

para alguma extensão admissível K de F. Logo 

então y E K 

K (h+ y 2 
) c F 

p 

e consequentemente Disto concluimos que 

-
F 

p 
é pytagoreano e portanto -F c F . Por outro lado 

p p 
-tém qualquer extensão admissível de F. Logo F :J F 

p p 

F 
p 

con-

O próximo teorema nos dará uma caracterização de um corpo 

pytagoreano F em termos do anel de Witt W(F). 

DEFINIÇÃO 3.3.4. Se q E W(F) dizemos que q é de ton~ão se exis 

te um inteiro positivo n tal que n-q = O em W(F). :t: claro que 

o conjunto Wt(F) = {q E W(F) tal que q é de torção} é um subgru

po de W(F). Se Wt(F) ={O} dizemos que W(F) ·é livne de ~on~ão. 

TEOREMA 3.3.5. (i) F e pytagoreano e nao formalmente real se e 

somente se W (F) ~ Z/ 2 ~. (i i) F e pytagoreano e formalmente 

real se e somente se W(F) é livre de torsão. 

DEMONSTRAÇÃO. (i ) ~ ) Se F é pytagoreano e -na o formalmente 

real então F = F
2 (cf.3.l.l). Logo toda forma quadrática de 

dimensão par e hiperbólica e < a > ~ < 1 > , V a E F·. Assim W (F) ~ 

~ Z/ 2 Z . 
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<=) Se 1 + y2 E F" então 
2 2 F.2 (l+y >~<1>. Logo l+y E 

' 
ou seja, F e pytagoreano. De ( 1 ) ~ ( -1 ) segue-se que -1 E F. 2 

' 
ou seja, F -e na o formalmente real. 

(ii) ~ Seja q = <a1 , ... ,an> uma forma quadrática aniso 

trópica sobre F. Suponhamos r·q =O em W(F), para algum in-

teiro positivo r. Neste caso r q e isotrópica sobre F, isto 

é, existem v11 , ... ,vr1 , ... ,v1 n, ... ,vrn E F, não todos nulos, 

tais que 

Desde que F é pytagoreano, podemos escrever esta equaçao 

2 

na 

forma 2 2 2 ... +a u =O, onde u. = v 11. + ... 
n n 1 

+ v . r1 i = 

= 1, ... ,n. Mas q é ànisotrópica, então u = 1 
= u =O. Vis

n 

to que nem todos os v .. 
1] 

são nulos, concluimos que F -e na o 

formalmente real, contradizendo nossa hipótese. Portanto se, 

além de pytagoreano, F é formalmente real segue-se que W(F) é 

livre de torsão. 

<=) Se d 1 + 2 
E F" então <d,d>~<l,l> (cf. 1.3.3). = y 

Logo temos 2 ( 1' -d > o W (F) . Como este - livre de torsão = em e 

temos <l>~<d> ' ou seja, d E F.2. Portanto F é pytagoreano. 

Se F é nao formalmente real, então, pela parte (i), W (F) ~ 

~ Z/2 ~ que não é livre de torsão. Neste caso, podemos concluir 

que F é formalmente real. 

Sejam K ~ F uma extensão de corpos e (V ,q) um espaço 

quadrático sobre F. Podemos encontrar a 1 , ... ,an E F" tais que 

q ~ <a1 , ... ,an> (cf. 1.1.7(i)). Denotemos por a classe de 
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< a 1 , ... , an > em W (K). Com isto podemos definir r* ; W (F) + W (K), 

com r*(q) = qk , corno acima. ~fácil ver que r* está bem de

finida e é um homomorfismo de grupos. 

TEOREMA 3.3.6. Seja F um corpo. O núcleo da aplicação 

r* : W (F) + W (F ) e um grupo de torsão 2-prirnário. 
p 

Para demonstrarmos este teorema, precisamos dos seguintes 

resultados: 

PROPOSIÇÃO 3.3.7. Sejam F um corpo e a E F"\F" 2 . Se q e urna 

forma anisotrópica sobre F mas isotrópica sobre F(l.a) então 

existe d E F" e urna forma quadrática sobre F tais que 

q ~ d < 1 , -a > 1 q 
1 

. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja < a 1 , ... ,an> urna diagonalização de q. Des-

de que q é isotrópica sobre F(/a), existem 

todos nulos, tais 

n 2 n 
L a.x. + a L 

i=l 1 1 i=l 

que 

2 y = o 

n 2 
L: a. (x. + y./a) =O. 

i=l 1 1 1 

e 
n 
L 

i=l 
a.x.y. 

1 1 1 
= O. De 

x.,y.EF, 
1 1 

na o 

Logo ternos 

n 
L 

i=l 
a.x.y. = 

1 1 1 
o 

concluímos que os vetores X= (x1 , ... ,xn) e Y= (y1 , ..• ,Yn) sao 

ortogonais. Desde que q(X) q(Y) ~ O, pois q e anisotrópica 

sobre F, e X é ortogonal a Y, segue-se que q admite urna 

diagonalização do tipo <q(X), q(Y),b~, ... ,b) = q(X) <1,-a>l q1 . 
..l n 

COROLÁRIO 3.3.8. Sejam F um corpo, a E F" e q urna forma 
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quadrática sobre F. Se a f/ F.2 e -q e hiperbólica sobre K= 

= F (lã.") , ou seja, qK = o em W(K} então existe uma forma qu~ 

drática ql sobre F tal que q ~ ql 1 (-a) ql ;, <l,-a>.q
1

. 

A demonstração deste resultado se faz por indução sobre 

dim q e decorre imediatamente da proposição acima. 

-DEMONSTRAÇÃO de 3.3.6: Consideremos F 
p 

= F (ver discussão en-
p 

tre 3.3.3 e 3.3.5). Se q E W(F} é tal que q é hiperbÓlica em 

W(F ) então q e hiperbólica em alguma extensão admissivel K 
p 

de F. Seja 

missiveis de 

F= K c ... c K = K o n 

F, onde Ki+l = Ki 

uma torre de extensões ad

( h-+ a~ ) , ai E Ki. O probl~ 

ma se resume em mostrar que Ker(W(Ki) + W(Ki+l)) é um grupo 

de torsão 2-primário. Podemos assumir que [Ki+l Ki] =2 ,pois 

caso contrário o problema é trivial. Sejam Ki+l = Ki (;i+ a~ ) , 

a. E K. 
1 1 

e q uma forma quadrática anisotrópica em K. mas hi-
1 

perbólica sobre Ki+l" Neste caso existe uma forma quadrática 

sobre 

que ( 1' 1 ) 

K. 
1 

2 tal que q ~ < 1,- (1 +ai) >·q1 (cf. 3.3.6). Desde 

2 2 2 
~ < 1 + a. , 1 + a. > (c f. 1. 3. 3) então 2 ·<1,- ( 1 +a. ) > = O 

1 1 1 

em W(Ki), ou seja, Ker(W(Ki) + W(Ki+l)) é anulado por 2 e isto 

demonstra o teorema. 

TEOREMA 3.3.9. Se F é um corpo formalmente real então a se-

quência r* 
+ W (F) -~ W (F ) 

p 
é exata. 
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DEMONSTRAÇÃO. Se F é formalmente real então F 
p 

~ 

e pytagore~ 

no e formalmente real (cf. 3.3._3). Assim W(F ) é livre de tor
p 

sao (cf. 3.3.?(i)) e portanto Wt(F) c Ker r*. Por outro lado, 

Ker r* c Wt(F) (cf. 3.3.~). E isto conclui a demonstração. 

TEOREMA 3. 3.10. Se F ~ 

e um corpo nao formalmente real, então 

DEMONSTRAÇÃO. Desde que F é nao formalmente 

pytagoreano e não formalmente real e portanto 

real, então F e 
p 

vv (F > "' z 12 ~ p 

(cf. 3.3.3(ii)). Se q E W(F) então 2·q =O em W(F ) 
p 

e 

q E Wt(F) (cf. 3.3.6). Logo W (F) = W (F ) • 
p 

§4. O PRINCIPIO LOCAL-GLOBAL DE PFISTER 

DEFINIÇÃO 3.4.1. Sejam F um corpo, a urna ordem de F e q "' 

"'<a1 , ... ,an > urna forma quadrática sobre F. Definimos a a~~i-

na~u~a de q QOm ~elação a a, e denotamos por sig (q), corno sen a -

do o número 2p-n, onde n = dirn q e p é o número de elementos 

OBSERVAÇÃO 3.4.2. Sig (q) indeperide da diagonalização escolhida 
a 

para q. Em outras palavras, se q e q' sao formas quadráticas 

isométricas então sig (q) = sig (q') qualquer que seja a ordem a a 

a de F. 
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De fato, sejam uma ordem de F e K o fecho real de F com 

relação a a. Como q = q' em W(F), então qK=r*(q) =r*(q') = q~ 

em W (K). Por outro lado, se siga (q) = 2p-n e siga (q') = 2p • -n en 

tão qK = p·<l> 1(n-p)<-l> e q~=p'·<l> 1 (n-p')<-1> em W(K). 

Portanto,temos em W(K), p·< 1 > 1 (n-p)< -1 > = p' .( 1 )1 (n-p') ( -1 > 

ou 2p<l> = 2p'<l>, donde segue-se que p=p', pois Wt(K) é li

vre de torsão (c.f. 3.3.5(ii)). 

Observando que sig (TII) = O a obtemos assim uma aplicação 

s ig : W (F) -+ Z. a 

Dizemos que uma forma quadrática q sobre um corpo F tem as 

sinatura total nula se siga(q) =O para toda ordem a de F. 

TEOREMA 3.4.3. (O princípio local-global de Pfister). Sejam F 

um corpo ordenado e o o conjunto de todas as ordens de F. A se 

quência O -+ Wt (F) -+ N (F) r* 
- TI W (F ) é exata, onde r*=nr*. 

a aEo aEo 

A demonstração deste teorema será feita em duas etapas. Na 

primeira suporemos a sequência exata quando F 
~ 

e pytagoreano 

e na segunda etéipa mostraremos que se F é pytagoreano então 

a sequência é exata. 

Para mostrar que a sequência acima é exata e suficiente 

mostrar que toda forma quadrática com assinatura total nula 
~ 

e 

de torsão pois a outra parte é trivial. 
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1 ~ ETAPA. Suponhamos que q E W(F} é tal que siga (q} = O 

'r/a E o. Seja F o fecho pytagoreano de F. Desde que F é for-
p p 

malmente real (cf. 3.3.2} e cada ordem de F 
p 

induz uma 

em F, então sig (q} = O 
a 

qualquer que seja a ordem de 

ordem 

F . Lo
p 

go assumindo que a sequência é exata quando o corpo é pytagorea-

no podemos afirmar que q E Wt(Fp). Mas Fp é pytagoreano e for 

malmente real, logo Wt(Fp} =O (cf. 3.3.3(2}}. Disto segue-se 

que q E Wt(F) (cf. 3.3.7}. 

2~ ETAPA. Se F é pytagoreano então o problema resume-se em mos 

* trar que a sequência O + W(F} ~ nW('Fa} é exata, pois Wt (F} =O 

(cf. 3.3.3(2}). Assim,só temos que mostrar que dada uma forma qu~ 

drática q ~O em W(F}, existe uma ordem a de F tal 

que q ~ O em W (F } . 
a 

Isto será feito em 3 passos. 

PASSO 1. Sejam q uma forma quadrática anisotrópica sobre F, ~ 

seu fecho algébrico e A={K corpo; F c K c~' q :J O em W(K), K pyta 

goreano e formalmente real}. Evidentemente A ~ cp (pois F E A) 

e é indutivo. Pelo lema de Zorn, A admite um elemento maximal 

K . Se mostrarmos que K é real-fechado teremos: a} K c ~ 
o o o 

b) K é real-fechado e c) K · 2 n F = a , onde a é alguma or.dem o 

de F. Assim, por definição, K será o fecho real de F com re 
o 

lação a a e o problema estará resolvido. 

que 

Para mostrar que K é real fechado é suficiente 
o 

mostrar 

IK"/K" 2
1 = 2 e que todo polinômio de grau Ímpar sobre K o o 
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tem uma raiz em K {cf. 3.2.6). o 

PASSO 2. Seja f{X) E K [X] 
o um polinÔmio de grau Ímpar. Su-

ponhamos aue f{X) nao tenha raiz em K . Neste caso K admite 
o o 

uma extensão prÓpria de grau ímpar L. Se q = O em W{L } 
p 

en-

tão q E Wt{L} {cf. 3.3.7}. Disto segue-se que existe um inteiro 

positivo n tal que n•q =O em W{L). Consequentemente n·q =O 

em W{K
0

)(cf.3.2.l),ou seja, qEWt(K
0

) =0 (cf. 3.3.5(ii)). Mas_ q =O em 

W{K } contradiz uma das hipóteses sobre K . Portanto q I O em 
o o 

W (L } • - p Logo, F C L C r2, 
p q I o em W{L } e L é formal-

p p 

mente real e pytagoreano {cf. 3.3.2), contrariando a maximalida-

de de K . Portanto podemos afirmar que sobre K todo polinô-
o o 

mio de grau ímpar é redutível. 

PASSO 3. Mostremos que jK"/K" 2
1 = 2. Desde que K é formalmen 

o o o 

te real então 1 e -1 são duas classes quadráticas distintas 

de K"/K"
2 

. Suponhamos que exista outra classe quadrática À. Lo 
o o 

go 1, -1, À 

K"/K"
2 

• Se 
o o 

e -À são quatro classes quadráticas distintas de 

q = o em W{K {/I)} e q =O 
o 

existem formas quadráticas e sobre 

~ ( 1 -À >·q , 1 e q ~ <l,À >·q 2 {cf. 3.3.6}. De 

em 

K 
o 

q 

W{K (/-À)} então 
o 

tais que q ~ 

~ ( 1 -À >· q , 1 te-

mos À • q ~ < À , -1 > • q 1 ~ -1 < 1 , -À > • q 1 = -q e de q ~ < 1 , À > • q 2 

temos À • q ~ q ( éfetuando cálculos similares) . Em resurro, q "' -1-q e JX>~ 

to 2·q=O em W(K ),ou seja, qEWt(K) =0. (cf. 3.3.5(ii}). o o Disto 
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segue-se que q não fúde ser hiperbólica sobre K (YÀ) 
o e 

K (/=I) simultaneamente. Assim sendo, podemos supor que o 

sobre 

q -F o 

em W{K {/f)). Desde que K é formalmente real e pytagoreano e o o 

-À-~ K"
2 

temos K {/I) formalmente real {cf. 3.1.4). Logo o , o 

K
0

{/I)P é formalmente real e pytagoreano {cf. 3.3._3). Se q =O 

em W{K
0

{/I)P) então q E Wt{K
0

{/I)), ou seja, existe um intei

ro positivo n tal que n•q =O em W{K {/I)). Se além disto 
o 

q = O em 

que m•q = 

W{K
0

{H2p) então existe um inteiro positivo 

O em W{K {/-À)). Logo m•n•q é hiperbólica 
o 

m tal 

sobre 

K {/I) e sobre K (/-À). Usando o mesmo argumento para mostrar 
o o 

que q nao pode ser nula em W(K (/I)) 
o 

e em W(K {/-À)) simul
o 

taneamente, mostramos que 2m•n•q = O em W ( K ) , o que 
o 

é uma 

contradição. 

Portanto podemos supor que q -F O Desde 

que F C(K
0 
(/I)~ c _ ~ então temos K

0 
(/I) P ·E A e K ÇK (/À)p·o 

o -r o -

que contradiz a maximalidade de K . Com isto temos provado que 
o 

K não tem mais do que duas classes quadráticas e isto conclui 
o 

a demonstração do teorema. 

OBSERVAÇÃO 3.4.4. Decorre do Principio Local-Global de Pfister 

que uma forma quadrática q sobre um corpo ordenado F e de 

to r são se e somente se q tem assinatuta total nula. 
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DEFINIÇÃO 3.4.5. Se F -e um corpo e q é uma forma quadr~tica 

sobre F, dizemos que q é 6o~~emen~e de ~o~hão se existem 

E F., al, .•. ,an w
1

, ... ,wn E a (F) \ {O} tais que q ~ < a 1 , -a1 w1 , 

' ... 'an' -a w > • 
n n 

LEMA 3.4.6. Se F -e um corpo formalmente real e q é uma for-

ma quadrática sobre F então q é de torsão se e somente se 

q é fortemente de torsão. 

DEMONSTRAÇÃO. Se - fortemente q e de to r são então sig (q) = o 
a 

para toda ordem a de F. Logo q e de to r são (c f. 3.4.4). Por 

outro lado, - de to r são então existem a 1 , ... ,anEF" ·tais se q e 

que q ~ < a 1 1 ••• 1 an, an+l 1 • •• 1 a 2n > • Mostremos 1 por indução so

bre n 1 que q e fortemente de torsão. Se n=l então q~<a 11 a 2 > 1 

com ~a 1 a 2 E o(F) (cf. 3.4.4). Neste caso existe w E o(F) tal 

que q ~ <a11 -a1w >. Suponhamos n > 1. Desde que q é de tor

sao1 existe um inteiro positivo m tal que m·q =O em W(F) 1 

r 
= .E 

i=l 
a.c. 1 1 < r < n 

1. 1. 
e 

= 

c. E o(F). Completaremos a demonstra 
1. 

çao por indução sobre r. Se r=1 1 teremos E 

E o(F). Desde que <a11 -a
1

w
1 

> é fortemente de torsão 1 aplica

mos a hipótese de indução sobre n para concluirmos a demons

r 
tração. Se r>l então a a C + a" = ~ 

- n+l = 1 1 n+l i~ 2 
a.c .. 

1. 1. 
Desde 



com a~ = 
1. 

a. se 
1. 

~alcla~+l 

- a" n+l 

i 

se 
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f l,n+l 

se i = 1 

i = n + 1. 

Sendo q = <a1 ,-a1c 1 > l q1 é suficiente mostrar que q
1 

é for-

temente de torsão. ~ fácil ver que q1 é de torsão e -a~+l = 

r 
= a" = n+l L: 

i=2 
a.c. 

1. 1. 
com c. E o(F). Aplicando a hipótese de indu 

1. 

çao sobre r e n, concluimos a demonstração. 

LEMA 3.4.7. Se F e um corpo e q e urna forma 

n 
bre F tal que q !:::: l < < -w. > >' com w. E o(F) 

i=l 1. 1. 

então existem s. ,t. E {F)\ {O}, i = 1, ••. ,r 
1. 1. 

n 
= l 

i=l 
< < -s. , -t. > > 

1. 1. 
em W {F) • 

quadrática so-

n 
F.2 e 'IT w. E 

i=l 1. 

tais que q = 

' 

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração será feita por indução sobre n. Se 

n = 1, então w
1 

E F" 2 e neste caso podemos considerar r = 1, 

s
1 

= 1 e t 1 = w1 . Suponhamos n > 1. Desde que « -w1» l « -w2 »= 

onde 
n 
l 

i=2 
< < -v. > > , com 

1. 
se i = 2 

se 2 < i < n. 
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Como podemos ver, q 1 se encontra nas condições do lema 3.4.6. 

Aplicando a hipótese de indução sobre n, para a forma quadrát! 

ca q
1

, concluimos a demonstração. 

LEMA 3.4.8. Sejam F um corpo e q uma forma quadrática sobre F. 
n 

Se q ~ l < < -w. )) então 
i=l 1 

q E IW(F)
0 

se e somente se 

n 
F.2. 1T w. E 

i=l 1 

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração deste lema e uma consequência ime 

dia ta de ( 2 . 3 • 3) • 

TEOREMA 3.4.9. Se F e um corpo e q é uma forma quadrática 

sobre F então q E IW(F)
0 

n Wt(F) se e somente se existem 

al' ... 'an E F" 
' wl' ... ,wn E 

-w. > > em W(F) com E. = ± 
1 1 

DEMONSTRAÇÃO. Se q E wt (F) 

wl' ... ,wn 

Se 

Desde que 

E 

n 
l 

i=l 

(F) \ {o} 

< < -w. > > 
1 

tais 

então 

n 
l 

i=l 
< < a. , -w. > > 

1 1 
e 

n 
(F) \ {o} tais que q= l E. «a.' 

1 1 i=l 
1. 

então existem al' ..• 'an E F" 

que 

q = 

q 

n 
q ~ l a.<< -w. >} (cf. 3.4.6). 

i=l 1 1 

n 
l < < a . , -w . > > l ( -1 ) q

1 
em 

1 1 i=l 

estão em IW(F) o 
segue-se 

W (F). 

que 



n 
7T 

i=l 
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w. E F"
2 

{cf. 3.4.7). Neste caso existem 
]_ 

E a{F) \{O} tais que 
r 
1 

i=l 
« -s. ,-t. » 

]_ ]_ 
em W{F) {cf. 3.4. 6). 

Portanto podemos ver que q pode ser escrita na forma desejada. 

A outra implicação é trivial. 

§.5. RESULTADOS AUXILIARES 

Para finalizar este capítulo passaremos a enunciar {e de-

monstrar) uma série de resultados que nos serão úteis para as 

demonstrações dos principais teoremas de classificação, no próxi 

mo capítulo. 

PROPOSIÇÃO 3. 5 .1. Sejam F um corpo e q uma n-forma de Pfister 

sobre F. Se q' é a parte pura de q e b E D{q') então exis-

tem b 
2

, ••• , b n E F· tais que q ::::: < < b , b 
2

, ••• , b n > >. 

DEMONSTRAÇÃO. A denonstração desta prop:>sição será feita ror indução só-

' 
bre n. Seja q::::: ((~a 1 , ... ,an)). Se n'=l então 

2 

q' ::::: « ~ » . Lo-

go se 

caso 

b E D{q') então b =a t para algum 
1 1 

t E F" • 

< a
1 

> ::::: < b > e consequentemente q ::::: < 1; a
1

> ::::: < 1, b } 

= < < b > > • ~ssim suponhamos n > 1 e q ~T ·«a» ' . n 

Neste 

= 

onde 

< y,xa > ::::: {y + xa ) < l,xya > {cf. 1.3.3), então < < y,xa > > n n . n n 

::::: (( b , xy a n > > , ou se j a q ::::: < < b , d 2 , • • . , d n _1 , x • y a n> > • 
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COROLÂRIO 3.5.2. Sejam F um corpo e q uma n-forma de Pfister, 

n > 1. Se 2·q = o em W(F) então existem E F" 

sendo w uma soma de dois quadrados de F tais que 

~ «-w,a 2 , ... ,an > >. 

DEMONSTRAÇÃO. Se 2·q = O em W(F) então q ~ (-1) .q e por-

tanto q representa -1 (cf. 1.3.6). Assim -1 = y 2 + d, onde 

y E F e d D(q') u {O}, sendo 

d = -(1+y2 ) =o então 2 
-1 = y 

q' a parte pura de q. Se 

e consequentemente 'I<' -. - a(F) 

(cf. 3.l.D. Neste caso a conclusão~ imediata. Se d ~O então 

existem tais que (cf.3.5.1), 

visto que dE D(q'). 

COROLÂRIO 3.5.3. Sejam n um inteiro positivo e F um corpo. 

Se não existe n-forma de Pfister anisotrõpica q satisfazendo 

2·q = O em W(F) então não existe m-forma de Pfister anisotró-

pica de torsão, para m > n. 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam m > n e q uma m-forma de Pfister aniso-

trópica de torsão. Assim existe um inteiro positivo r tal que 

2
r+l _ 

0 .q - e em W(F) (cf. 3.3.9, 3.3.6). Neste ca-

so existem w,a 2 , ... ,am+r E F" tais que r 
2 ·r~ <<-w,a2, •.. ,am+J> 

onde w e a soma de dois quadrados de F (cf. 3.5.2). Desde 

2·< < -w1 ,a 2 , •.. ,an )) - anisotrópica, então - hi-que ql = e ql e 

perbÓlica sobre F (c f. 1.3.7). Se admitirmos que sobre F na o 
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existe n-forma de Pfister q satisfazendo 2·q = O em W(F) 

e consequentemente 

<<-w,a 2 , ... ,am+r>> =O em W(F), contradizendo nossa hipótese 

sobre a existência de tal inteiro r. Com isto a demonstração 

fica estabelecida. 

LEMA 3.5.4. Sejam F um corpo e q uma forma quadrática sobre 

F. Se dim q = 6, ~(q) = 1 e w(q) = 1 então q = O em W(F). 

DEMONSTRAÇÃO. Se dim q = 6 e ~(q) = 1 então q E IW(F) (c f. o 

2.3.3). Desde que q E IW(F) e o w(q) = 1 em B(F) então 

q E I 2W(F) (c f. 2.3.6). Desde que o dim q = 6 e q E r 2W(F) en o -

tão q = o em W(F) (cf. [ 6 ] ' th. 3.1, Ch. 10) . 

LEMA 3.5.5. Sejam F um corpo e q uma forma quadrática sobre 

F. Se dim q = 6, ~(q) = 1 e w(q) = (a,b) em B(F) então q 

é isotrópica sobre F. 

DEMONSTRAÇÃO. Se q é uma forma quadrática nas consições acima 

então q =O em W(F(/b)) (cf. 3.5.4). Logo existem 

c 3 E F" tais que q ~ < 1,-b> <c1 ,c 2 ,c 3 ) (cf.3.3.6) ou q e 

isotrópica sobre F. Caso a primeira possibilidade aconteça en-

tão b = ~(q) = 1, isto é, q é hiperbólica sobre F. 

PROPOSIÇÃO 3.5.6. Sejam F um corpo e q uma forma quadrática 

sobre F. Se dim q = 10, ~(q) = 1 e w(q) = 1 em B(F) então 
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q é isotrópica sobre F. 

DEMONSTRAÇÃO. Podemos considerar q ~ a
1

<<b
1

>> l a
2 

<<b
2

>> l q
0

, 

onde dim q
0 

= 6, com a 1 ,a 2 ,b1 ,b2 E F".~ fácil ver que q = 

= a 1 <<b1 ,a1 a 2 }}l q
0 

em W(F(~)). Desde que ~(q 0 ) = 1 (mod 

F(~) 2 ), dim q
0 

= 6 e w(q
0

) = (-b1 ,-a
1

a 2 ) em B(F~) e~ 

tão q
0 

é isotrópica sobre F(~) (cf. 3.5.5), ou seja,exi~ 

tem a 3 E F" e q 2 uma forma quadrática sobre F tais que 

q
0 

~ a
3
« -b

1
b

2
» l q

1 
, com dim q

1 
= 4 (cf. 3.3.4). Agora 

q ~ q
2 

l q
3

, onde q
2 

q
3 

= a
4

< < b
3
,b

4
» onde 

dim q 2 = 6, ~(q 2 ) = 1 

q 2 é isotrópica sobre 

a 4 ,b
3

b 4 E F", pois ~(q) = 1. Assim sendo 

e w(q
2

) = (-b
3
,-b

4
) em B(F). Portanto, 

F (cf. 3.5.5) e consequentemente q é 

isotrópica sobre F. 

Sejam K ~ F uma extensão de corpos de grau finito e 

s : K + F uma aplicação F-linear. Para um espaço 

(V, q) sobre K temos a função B :VxV+K 
q 

-que e 

quadrático 

bilinear 

associada a q. Compondo B com 
q 

s, teremos uma aplicação bi-

linear simétrica s o Bq : V x V + F. Se dirnpK = n, podemos ver 

V como 

Fazendo 

um F-espaço vetorial de dimensão 

1 
qF(x) = 2(s o Bq(x,x))para todo 

m·n, onde m=dimKV 

x em V, teremos 

(V,qF) um espaço quadrático não singular sobre F. Baseado nes-

tas observações, concluimos o seguinte resultado: se K ~ F -e 

uma extensão finita de corpos e s : K + F e uma aplicação 
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F-linear então a aplicação s*: W(K) -+ W(F) tal que s*(V,q) = 

= (V,qF) é um homomorfismo de grupos. 

As afirmações feitas acima podem ser encontradas com deta-

lhes em [ 6 ] c h. 7. 

LEMA 3.5.7. Se F 
~ 

e um corpo e K = F(IW) é uma extensão qua-

drática de F, com w E a (F), então a seguinte seguên::ia é exata 

* O-+ <<-w )}W(F)
0

-+ IW(F)
0 
~ 

s* 
IW(K) ~ IW(F) -+ 0 

o o 

onde r* e a aplicação induzida pela inclusão F c K e s* 
~ 

e 

induzida pela função s : K -+ F tal que s (a+b · ~) = b , Va, b E 

E F. 

DEMONSTRAÇÃO. Se r*(q) =O em W(K) então existe uma forma 

quadrática q
1 

sobre F tal que q < < -w > > • q 1 ( c f . 3 • 3 . 6 ) 

Se q E IW(F)
0 

então q1 E W(F)
0

• ~claro que r*(« -w)).q) =O 

em W(K), Vq E W(F). 

Seja q E W(F). Devemos provar que s*(r*(q)) =O. Desde 

que s* e r* são homomorfismos de grupo, é suficiente mostrar 

que se a E F" então s*(r*<a>) =O em W(F). Para tanto 
~ 

e 

suficiente verificar que s*(r*(<a>)) é isotrópico. A verifica-

deste fato - imediata. Por outro lado, y E IW(K) 
~ 

çao e se e 
o 

tal que s * (y) = o devemos mostrar que existe q E IW(F)
0 

tal 

que r* (q) = y. Em primeiro lugar, mostraremos, por indução so-

bre dim y, que existe q E W(F) tal que r*(q) = y. De fato se 
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s*(y} =O em W(F) em particular s*(y) é isotrópica sobre F, 

ou seja, y representa, sobre K, um elemento de F". se dim y= 

= 1 então existe a E F" tal que y ~(a) e neste caso toma 

mos q =<a>. Se dim y > 1, existe a E F" e uma forma 

quadrática sobre K tais que y ~ < a > 1 y 
1 

. Desde que s * (< a >) 

= O em W(F) e s* é um homomorfismo de grupos, aplicamos a 

hipótese de indução para concluir que existe q E W(F) tal que 

r*(q) = y, visto que s*(y
1

) =O em W(F}. Falta mostrar que 

q E IW(F). Desde que r*(q) E IW(K), temos dim q=n::O(mod 2) o o 
para algum inteiro positivo n e 6(q) = (-l)n(n-l)/2 .x2 , onde 

x =a+ b/-W, com a,b E F. Desde que 6(q) E F", podemos ver 

que a-b = o. Se b = o então q E IW(F) 
o 

(cf. 2.3.3). Caso 

contrário podemos supor 6(q) = (-l)n(n-l)/2.w em F"/F" 2 . As-

sim sendo q 1 ( ( -w ) ) E IW (F ) e r* (q 1 < < -w ) > ) = y. o 

LEMA 3.5.8. Se sobre o corpo F nao existe 3-forma de Pfister 

de torsão então r* 

de r* e K sao como acima. 

+ r 2w(K) é um monomorfismo, on
o 

DEMONSTRAÇÃO. Desde que r* é um homomorfismo, e suficiente 

provar que Ker r* = {O}. De fato, se e 

r*(q) =O em W(K} então existe urna forma quadrática q
1 

so

bre F tal que q ~ < < -w > > ·q1 (cf. 3.3.6), com dim q 1 > 4 (cf. 

[ 6 ] th. 3.1, ch. 10). Podemos supor q anisotrópica sobre F 

e 
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q
2 

é uma forma quadrática sobre F. Vemos que <<b
1

,-w >> e 

<<b2 ,-w )) são universais, pois dado c E F" temos<< -c,b,-w>> 

=O em W(F), isto é, <<b1 ,-w>> ~c <<b,-w >> representa c 

(cf. 1.3.6). Neste caso concluimos que q e isotrópica sobre 

F, o que contradiz nossa hipótese. Portanto r* é injetora. 

LEMA 3.5.9. Sejam F um corpo e K = F(l.a ) uma extensão qua-

drática de F. Se J é o F"-módulo gerado pelas formas quadrá-

ticas do tipo <<e,z >> com 

DEMONSTRAÇÃO. ~ evidente que 

e E F" e z E K", então J=IW(K) • o 

J c IW(K) . Por outro lado, 
o 

se 

x,y,b E K" então <<x·b,y >>= b<<x,y>> 1 <<-b,y>> em W(K) 

Considerando a igualdade acima estabelecida, só precisamos mos-

trar que ( ( c+ /.a , d- /a ) ) E J , \/C, d E F, visto que podemos 

considerar b E F" . Se c= -d então q ~ <<1,-1>> E J. Se 

C 'f -d teremos q ~ (( c+d, (c+ va) (d- /a))) E J (cf. 1.3.3). 

LEMA 3.5.10. Sejam F um corpo e x.,y. E F" , i= 1,2,3. 
1 1 

Se 

3 
TT 

i=l 
(x.,y.) = 1 

1 1 
em 

é isotrópica sobre 

B(F) então 

F, onde < < x ., y. > > 1 é a parte pura de « x. ,y .». 
1 1 1 1 

DEMONSTRAÇÃO. Seja K = F(/-x
3
). Assim (x1 ,-y1 ) = (-x2 ,-y2 ) em 

B(K). Logo q = «x
1

,y
1
» 1 1 (-l)·«x2 ,y2»' =O em W(K), ou 

seja, existem a
1

,b
1

,c
1 

E F" tais que q ~ <<x 3>><<a1 ,b1 ,c1 >> 

então 
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q E IW(F)
0 

• Com isto ternos ~(q) = 1 = x
3

, isto é, (-x
3

,-y
3

)=1 

em B{F) e consequenternente (-x
1

,-y
1

) = (~x 2 ,-y 2 ) em BjF), 

ou seja, <<x1 ,y1 >> = <<x2 ,y2>> em W{F) e consequentemente , 

q =O em W(F), a menos que q seja isotrópica sobre F. 

LEMA 3.5.11. Se '{) e T sao 2-forrnas de Pfister sobre um corpo 

F tais que q = '{) 1 1 (-a)•T' é isotrópica sobre F(/a) então 

existem z,b,c,d E F" tais que '{) 1 (-a) • T ~ < < -a , z > > 1 b< < c , d > > • 

DEMONSTRAÇÃO. Caso 1: q é isotrópica sobre F. Assim, '{J
1 e 

a·T' representam um elemento em comum c E F". Neste caso, sa-

bemos que existem b, z E F· tais que '{) ~< <c, b> > e T ~ < < ac, z)} 

(cf. 3.5.1). Disto segue que '{) 1 (-a) ·T ~ < l,b,cb,-a,-az,-cz > 1 

1 TII ~ < 1,-a,z,-az > 1 < b,-z,cb,-cz > = < < -a,z > > 1 b< < c,d >>,com 

d = b-z. 

Caso 2: q é anisotrópica sobre F. Assim teremos z E F" 

e q2 urna forma quadrática de dimensão 4 sobre F tais que 

q ~ z< < -a > > 1 ql (c f. 3.3.5). Desde que ~(q) = a, temos 

~(q) = 1 e portanto existem b,c ,d E F" tais que q 1 ~ b( ( c ' d ) ) • 

Logo '{) 1 -a·T = q 1 < < -a> > = <<-a,z>> 1 b <<c,d>>. 

PROPOSIÇÃO 3.5.12. Seja q uma forma quadrática .de dimensão 2n. 

Pfister Se q E IW(F) então existem q
1

, ... , q 
1 

2-formas de 
o 1 n-n-

e al' · · · 'an-1 E F" tais que q = 1 a.q. em W (F) • 
i=l 

1 1 
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DEMONSTRAÇÃO. A demonstração será feita por indução sobre n. Se 

n = 1 então q = ( 1' -1 ) = <<1,-1)) em W(F) (c f. 2.3.3). Su-

ponhamos n > 1. Assim existem a,b,c E F" e ql uma forma 

quadrática tais que q ~ < a,b,c ) 1 ql' com dim ql = 2n-3. Nes-

te caso q =a <<ab,ac)) 1 q1 1 <<-abc>> em W(F). Desde que 

a<<ab,ac >> E IW(F) aplicamos a hipótese de indução o sobre 

q1 1 <-abc > para concluirmos a demonstração. 

TEOREMA 3.5.13. Seja K = F(/1W) uma extensão quadrática de F, 

onde F é um corpo que não tem 3-forma de Pfister de torsão 

na o trivial. Sejam w E cr(F) e s : K + F a função F-linear 

tal que s (1) = o e s ( /W) = 1. Se y E r 2 (K) com dim y = 8 o 

e s * (y) = o em W(F) então existe uma 3-forma de Pfister q 

sobre F tal que r* (a .q) = y para algum a E F" . 

DEMONSTRAÇÃO. De fato, se 
2 

y E I W(K)
0 

e s*(y) =O em W(F) 

então, em particular, s*(y) é isotrópica sobre F, ou seja, 

y é isotrópica sobre K ou y representa um elemento de F· . 

Se acontece a segunda possibilidade podemos assegurar que y ad-

mite uma diagonalização < a 1 , .•. , a 8 ) onde a. E K", 
l. 

i= 2, ... ,8. Em ambos os casos podemos repetir o mesmo raciocí 

nio e concluir que y é imagem, através de r*, de alguma forma 

quadrática q de W(F), ou seja, existe q E W(F) tal que 

r*(q) = y. Se dim q > 8 então q é isotrópica sobre K. Logo 

existem a E F" e uma forma quadrática sobre F tais que 
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q ~ a<< -w ) ) 1 q1 {c f. 3. 3. 5). Com este argumento podemos supor 

dim q = 8, pois r*{q1 ) = y em W{K). Assim sendo, existem 

x.,a.,b. E F" , i= 1,2,3 
1 1 1 

tais que 
3 

q = 1 
i=l 

x.«a.,b.)) 
1 1 1 

{cf. 

3.5.12, 3.5.7). Seja q 2 = <<a
1

,b
1

>> 1 {-w)•«a
2
,bj>1 {e)·«a

3
,b

3
>;> 

com e E F" a ser determinado. Desde que q = q
2 

{mod r 2w{F)
0

), 

V e E F·, então r* {q) = r* {q
2

) = O {mod r 2w {K) 
0

) • Assim temos 

{-a1 ,-b1 ) {-a2 ,-b2 ) {-a
3
,-b

3
) = 1 em B{K) {cf. 2.3.6) e conse-

quentemente 'P = «a1 ,b1» 1 1 {-w) «a2 ,b2» 1 é isotrópica so

bre K {cf. 3.5.10). Isto equivale dizer que existem b,c,d,z E 

E F" tais que q 2 ~ <<-w,z >> 1 {b) <<c,d >> 1 {e) <<a
3
,b

3
>> {cf. 

3.5.11). Fazendo e= -b vemos que a parte anisotrópica de q 2 

sobre K tem dimensão menor ou igual a 6 e isto nos garante que 

q2 e hiperbólica sobre K {c f. [ 6 ] th. 3.1, ch. 10) . Fazendo 

ql = q 1 { -q2) , teremos ql E I 2W(F) e r*{ql) = y . Se a pa!:_ o 

te anisotrópica de ql tem dimensão menor que 8 então q é hi 

perbólica sobre F {c f. [ 6 ] th. 3.1, ch. 10) e o problema está 

resolvido. Por outro lado, se admitimos y f O em W{K), tere

mos q1 =f 1 <<-w>> f 1 , onde q1 é a parte anisotrópica de 

q
1

, f é uma forma quadrática de dimensão 8 sobre F tal que 

r*{f) = y e f
1 

e urna forma quadrática sobre F que torna a 

igualdade acima verdadeira {cf. 3.3.5). Desde que F não admi-

te 3-forma de Pfister de torsão então <<a, -w > > -e universal, 

a E F" , e consequentemente dim f 1 < 1. Se dim f 1 = 1 então 

temos q
1 

E r 2H{F)
0 

e dim q
1 

= 10, ou seja, q1 e isotrópica 

sobre F {cf. 3.5.6). Assim dim q1 =O. Seja q1 =a1«b1 ))1 q
0

• 
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2 
Com isto temos q

1 
_ q

0 
(mod I W(F(/-b

1
))

0
) e consequentemente 

q
0 

= O em W(F(/-b
1

) (cf. [ 6 ] , th. 3.1, ch.lO) pois q
0 

E 

E r 2W(F(I-b
1

))
0 

e dim q
0 

= 6. Neste caso podemos supor q
0 

~ 

~ < < b 1> ) • 'P , para alguma forma quadrática 'P sobre F de dimen 

a. E F", 
1 

i= 1, ... ,4. >= a
1
<l,a

1
a

2
,a1 a

3
,a

2
a

3 
> 1 

1 < -a1 a 2
a

3
,a4 > em W {F) e a

1 
< < b

1
» « a

1 
a

2
,a

1 
a

3 
) > E 

então «b
1
» <-a

1
a

2
a

3
,a4 >=0 em W(F) (cf.[6],th. 

I 2W(F) , 
o 

3.l,ch.l0). 

COROLÂRIO 3.5.14. Sejam F um corpo formalmente real e wEcr{F). 

Se sobre F não existe 3-forma de Pfister de torsão então sobre 

F(fW) não existe 3-forma de Pfister de torsão. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja y uma 3-forma de Pfister de torsão sobre 

K = F(fW). Podemos supor 2·y =O em W(F) (cf. 3.5.3) e 

y = t < x, y, -z > > onde z e soma de 2 quadrados de K· I 
X E F. , 

y,z E K" (cf. 3.5.9). Desde que s* : W(K) + W(F) induzido pe-

lo F-homomorfismo linear s : K +F tal que s(l) =O e s(vW) = 1, 

é um F"-homomorfismo, vemos que s* (y) = < < x > > .s* (< < y,-z > >). :t: 

fácil ver que s*(<<y,-z))) E IW(F)
0 

n Wt{F). 
n 
1 < < a . , -w . > > em W (F ) , a . E F • 

. 1 1 1 1 
1= 

Neste caso 

e w. E a (F)\ 
1 

\ {O}, i= l, ••. ,n (cf. 3.4.8). Neste caso «x» ·s*(«y,z >~) 

se escreve, em W (F) , como soma de 3-formas de Pfister de torsão 
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que, por hipótese, sao nulas. Assim existe urna 3-forrna de Pfis-

ter sobre F tal que qK = y. Mas 
2 r* : I W (F) . o -e 

injetora (cf. 3.5.8); logo q é de torsão e consequentern~nte 

nula. Portanto y =O em W(K). 



CAP1:TULO IV 

TEOREMAS DE CLASSIFICAÇÃO 

No estudo da teoria de formas quadráticas o problema de 

classificação tem ocupado um papel central. Quais são os inva

riantes básicos que classificam (as classes de isomorfismo de) 

formas quadráticas sobre um corpo? A pergunta com toda esta ge

neralidade ainda não teve uma resposta global. Entretanto para 

as classes especificas de corpos o problema de classificação tem 

sido resolvido de várias formas. Outra maneira de se tratar o 

problema de classificação é inverter a pergunta anterior. Quais 

são os corpos cujas formas quadráticas se classificam por um 

conjunto de invariantes dado? 

Repondendo a esta pergunta enunciaremos (e demonstraremos) 

seis teoremas de classificação dos quais (teoremas 1, 3 e 5) 

se destinam a corpos não formalmente reais. Os três restantes 

(teoremas 2, 4 e 6), apesar de se aplicarem a corpos quaisquer, 

serao demonstrados apenas para corpos formalmente reais, pois 

estes teoremas quando aplicados a corpos não formalmente 

coincidem com os teoremas 1, 3 e 5 respectivamente. 

reais 

~ compreensivel que quanto maior o número de invariantes da 

do, maior a familia de corpos sobre os quais as forrras quadráticas 



- 95 -

se classificam por estes invariantes. Por outro lado, quanto 

mais genérico é o corpo dado, mais invariantes precisamos para 

classificar as formas quadráticas sobre este. 

Esta observação fica bastante clara se olharmos os teore-

mas 1, 2 e 3 quando o corpo é não formalmente real e os teore-

mas 2, 4 e 6 quando o corpo é formalmente real. 

19 TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO. Seja F um corpo. As seguintes 

afirmações são equivalentes: 

(1) Formas quadráticas sobre F são classificadas pela dimensão. 

(2) F é quadraticamente fechado se car (F) f 2 ou F =~(F) se 

car(F) = 2. 

(3) W(F) =O. 
o 

DEMONSTRAÇÃO. 

(1) ~ (2). Se car(F) f 2, então <a>~ <1>, Va E F". Assim 

F = F" 2 e isto significa que F é quadraticamente fechado. Se 

car(F) = 2 e a E F então [1, a] ~ [O, O] • Logo a E ~(F) (c f. 

1.1.9). Desde que <-r(F) c F, temos F = O'(F). 

(2) = (3). Se car(F) f 2 então toda forma binária é isomorfa a 

<1,-1> =o em W(F). Desde que W(F) é constituído de formas 
o 

de dimensão par, podemos concluir que W(F) = O. Se car(F) = 2 
o 

e a E F" então [a,b] ~ <a> [l,ab]. Mas ab E 'rCF) e assim 

[l,ab] ~ [0,0] (cf. 1.1.9). Logo toda forma quadrática sobre F 



- 96 -

é hiperbólica e portanto W (F) = O. o 

(3) ~ (2). Se car(F) f 2 e q
1 

e q
2 

sao duas formas de mes-

ma dimensão então q = q l 
1 

portanto dimensão classifica todas as formas quadráticas sobre 

F. Se car(F) = 2, toda forma quadrática sobre F e uma soma 

ortogonal de formas binárias (cf. 1.1.7). Logo, se q1 e q
2 

sao 

duas formas sobre F de mesma dimensão m = 2n, de W(F) = o o 

decorre que ql = n• ro,o] = q2. 

29 TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO. Seja F um corpo formalmente real. 

As seguintes afirmações são equivalentes: 

(1) Formas quadráticas são classificadas por dimensão e assina-

tura total. 

(2) F e pytagoreano. 

(3) W(F) é livre de torsão. 
o 

DEMONSTRAÇÃO. Desde que F é formalmente real então car(F) f 2. 

(1) ~ (2). Se a E F então l+a 2 
E F" e (l+a2 > = <1 >por te-

- . 1 1 2 
E F" 2 

a mesma dimensao e a mesma asslnatura tota . Logo +a 

e portanto F é pytagoreano. 

(2} ~ (3). Se F é formalmente real e pytagoreano então 

é livre de torsão (cf. 3.3.5(i}). Em particular 

de torsão. 

W(F} é 
o 

W(F) 

livre 
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( 3) ::;, ( 1 ) . Se e sao duas formas quadráticas de mesma 

dimensão e mesma assinatura total então 

n Wt(F) (cf. 3.4.3). Mas, por hipótese, 

são, portanto q
1 

~ q
2 

• 

q = q l 
1 

W(F) é livre de tor
o 

39 TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO. Seja F um corpo. As seguintes 

afirmações sao equivalentes: 

(1) Formas quadráticas sobre F sao classificadas por dimensão 

e invariante-de Arf. 

( 2) IW (F) == O 
o 

(3) Não existe F-álgebra de quarténios com divisão. 

(4) Se uma F-álgebra de quarténios H tem divisor de zero em uma 

extensão quadrática de F então H tem divisor de zero em F. 

(5) Toda forma binária do tipo <l,a>, se car(F) f 2, ou [l,a] 

se car(F) = 2, é universal. 

DEMONSTRAÇÃO. 

n 
(1) ~(2). Secar(F) #2 e q E IW(F) o então q = l E.<< a. , b. > > 

. 1 1 1 1 1= 

em W(F), onde E. = ± 1, a.,b. E F". Desde 
1 1 1 

que cada forma 

E.<<a.,b. >> tem dimensão 4 e invariante de Arf 1, temos, por 
1 1 1 

hipótese, E. <<a. , b. > > · ~ 
1 1 1 

em W(F). Se car(F) = 2 

1,-1,1,-1 > = O em 

e q e IW(F) , então 
o 

W(F). Logo q = O 
n 

q = l c . q., onde 
. 1 1 1 1= 
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cada q. :::: < < a . , b. ] ] , c . , a . E F · 
1 1 1 1 1 

=O e dim q. = 4, então, por hipótese, q. :::: [0,0] 1 [0,0] = O 
1 1 

em W(F), i= l, ... ,n. Portanto, independentemente da caracte 

rística de F, temos IW (F) = O. o 

(2) ~ (1). Se car(F) f 2 e e sao duas formas quadrá-

ticas sobre F de mesma dimensão e mesmo invariante de Arf, 

então q = q
1 

1 (-q2 ) E IW(F)
0 

=O (cf. 2.3.3). Assim q
1 

:::: q 2 . 

Se car(F) = 2, e sao duas formas quadráticas de mesma 

dimensão e mesmo invariante de Arf, então ~(q 1 1 q
2

) =O. Logo 

q1 1 q
2 

E IW(F)
0 

= O, (cf. 2.3.3). Consequentemente temos q1 :::: 

:::: q
2

. Tais observações nos permite afirmar que dimensão e inva

riante de Arf classificam todas as formas quadráticas sobre F. 

(2) ~ (3). Se H é uma F-álgebra de quarténios, então sua forma 

norma está em IW(F) = O. Isto significa que a forma norma de 
o 

H é isotrópica e portanto H não é uma álgebra com divisão. 

(c f. 1. 3.10). 

(3) ~ (4). Trivial. 

(4) = (5). Sejam a,b E F", car(F) f 2 (resp. a,b E F, b f O e 

car(F) = 2). Se b E F" 2 então < l,a > (resp. [l,a]) representa 

t. Caso contrário seja H a F-álgebra de quartérnios cuja for-

ma norma e ((-b,a>> (resp. <<b,a]]). Desde que H tem divi

sor de zero em F(/b) então, por hipótese, H tem divisor de ze

ro em F. Mais isto equivale a dizer que <<-b,-a>>(resp.<<b,a]] 
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é isotrópica sobre F (cf. 1.3.10), ou seja, <l,a> (resp. [l,a]) 

representa b (cf. 1.3.10). 

n 
(5) ~ (2). Se car(F) f 2 e q E IW(F) , então q= 1 E. 

o i=l 1 

em W(F), onde E
1
. = ± 1, a.,b. E F" (cf. 1.3.12). Desde 

1 1 

a. ,b. 
1 1 

que, 

por hipótese, cada < l,a. > 
1 

representa -b. 
1 

então E.< ( a. , b. > > = 
1 1 1 

=O em W(F), i= l, ..• ,n (cf. 1.3.7). Isto equivale ·afirmar 

que IW(F) = O. Um raciocinio análogo mostra que (5) ~ (2) tam 
o 

bém no caso de car(F) = 2. 

49 TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO. Seja F um corpo formalmente real. 

As segintes afirmações sao equivalentes: 

(1) Formas quadráticas sobre F sao classificadas por dimensão, 

invavariante de Arf·e assinàtura.total. 

(2) IW(F) é livre de torsão. 
o 

( 3) Se uma F-álgebra de quarténios H tem divisor de zero em qua.!_ 

quer fecho real de F então H tem divisor de zero em F. 

(4) Se uma F-álgebra de quarténios H tem divisor de zero em 

F(/-W), onde w E o(F)
1 

então H tem divizor de zero em F. 

(5) Toda forma binária do tipo <l,a> representa qualquer ele-

mento de a (F). 

DEMONSTRAÇÃO. Se F e formalmente real então car(F) f 2. 
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q E IW(F)
0 

n Wt(F) então 
n 

q = r 
i=l 

E • < < a . , -w . > > 
~ 1 1 

E = + 1 i - , e w. E cr(F) (cf. 3.4.8). Mas 
~ 

cada Ei <<a.,-w. >> tem dimensão 4, invariante de Arf 1 e assi 
1 1 

natura total nula. Logo, por hipótese, E i < < a . , -w. )) ~ < 1, -1,1, -1 > 
1 ~ 

=O em W(F). Portanto IW(F)
0 

n Wt(F) =O e isto equivale di 

zer que IW(F) é livre de torsão. 
o 

(2) ~ (1). Sejam q
1 

e q
2 

duas formas quadráticas de mesma dimen

sao, mesmo invariante de Arf e mesma assinatura total. Desde 

e tem a mesma dimensão e o mesmo invariante de 

Arf, então q = q
1 

l (-q2 ) E IW(F)
0 

(cf. 2.3.3). Mas q
1 

e q
2 

tem a mesma c;ssinatura total e isto significa que q E Wt (F) 

(cf. 3.4.3). Portanto q E IW(F)
0 

n Wt(F) =O, ou seja, q
1 

~ q
2

• 

Logo podemos concluir que duas formas quadráticas sobre F com 

mesma dimensão, mesmo invariante de Arf e mesma assinatura to-

tal são isomorfas, desde que IW(F) é livre de torsão. 
o 

(2) ~ (3). Se uma F-álgebra de quarténios H tem divisor de zero 

em todo fecho real de F então sua forma norma é hiperbólica em 

todo fecho real de F. Mas esta conclusão nos garante que a for-

ma norma de H é de torsão (cf. 3.4.3). Desde que a forma norma 

de H está em IW(F) , que é livre de torsão, segue-se que es 
o 

ta é nula em W(F); ou seja, H tem divisor de zero em F. 

(3) ~ (4). Se w E cr(F) segue-se que F(IW) está contido em to-

do fecho real de F, pois um fecho real é real-fechado ~e todo 
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todo corpo real-fecha do é pytagoreano (cf. 3.1.7). Desde que w 

e soma de quadrados de F então w E F 2 , qualquer que : seja 
(l 

o fecho real F . Se H e uma F-álgebra de quarténios com di-a 
visor de zero em F(/W) então, pelo que vimos acima, H tem di-

visor de zero em todo fecho real de F e consequentemente , por 

hipótese , B tem divisor de zero em F. 

(4) :;. (5) . Sejam a E F . e w E cr(F) \{O} . Desde que a F-álge-

brade quarténios H cuja forma norma é (( a,-w >> tem divisor 

de zero em F(/W) então , por hipótese, ((a ,-w )) =O em W(F) 

(c f . 1 . 3 . 7) e consequentemente ( (a)) :: w< <a) ). Portanto (<a>> 

representa w (cf. 1.3.6). 

n 
(5) ~ (2) . Se q E I W(F)

0 
n Wt(F) então q = I: Ei (( ai'-wi » 

i=l 

em W (F) onde E i = ± 1 , a. 
l. 

E F. e w
1 

E cr(F) (c f. 3.4.8). 

Mas, < 1 , ai> representa wi, ou seja (( ai, -wi )) = o em W (F ), 

i .. l , ... ,n (cf. 1.3.7). Logo IW(F)
0 

n wt CF) = o, isto é , 

IW(F)
0 

e livre torsão. 

59 TEORE~~ DE CLASSIFICAÇÃO . Seja F um corpo. As seguintes 

afirmações são equivalentes : 

(1) Formas quadráticas se classificam por dimensão, invarian-

te de Arf e invariante de Witt . 

(3) Toda F- álgebra de Cayley tem divisor de zero em F . 
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(4) Se H é urna F-álgebra de quarténios então sua forma norma -e 

universal. 

DEMONSTRAÇÃO. 

(1) :::::>(2). Secar(F) ~2 e 
n 

q E I~(F) ,então q= 1 e:i «a.,b.,c.» 
o i=l 1 1 1 

em W(F) com e:i = ± 1, a.,b.,c. E F" .Desde que as 
1 1 1 

formas 

quadráticas «a.,b.,c. » 
1 1 1 

e ( 1,-l,l,-1,1,-1,1,-1) i=l, ... , n 

tem a mesma dimesão, o mesmo invariante de Arf e o mesmo inva-

r.i'lnte de Witt, elas são isométricas. Portanto podemos concluir 

que r 2w(F) =O. Se car(F) = 2 e q E r 2W(F) então q = o o 

= em W(F) onde cada q. =<<a.,b.,c.J], d.,a.,c. 
1 1 1 1 1 1 1 

E 

E F" e c. E F. Pelo mesmo argumento citado no caso de car(F) 
1 

~ 2, podemos afirmar que 

(2) :::::> (1). Independente~ente da caracteristica do corpo F, se 

e são duas formas quadráticas sobre F de mesma dimen 

sao e mesmo invariante de Arf, então 

(cf. 2.3.3). Se além disso q1 
e 

q = q 1 
1 

tem o mesmo invariante · de 

Witt então q E r 2w(F)
0 

=O (cf. 2.3.6), ou seja, q1 ~ q 2 • 

(2) :::::> (3). Se C é uma F-álgebra de Cayley então sua forma nor 

ma está em r 2w(F) = O, ou seja, a forma norma de C é isotró 
o 

pica e isto equivale dizer que C tem divisor de zero em F. 

(3) ~ (4). Sejam H uma álgebra de quarténios com forma norma 
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<<b,a>> (resp. <<b,a]]) se car(F) = 2) e c E F". ,Desde que 

(( -c,b,a)) (resp. (( c,b,a]] se car(F) = 2) é isotrópica, en

tão ((b,a)) (resp. ((b,a]] se car(F) = 2) representa C (cf. 

1.3.6). Logo a forma norma de H é universal. 

(4) :::;> (2). Para mostrar que I
2

W(F) = O é suficiente o mostrar 

que toda 3-forma de Pfister é isotrópica. Seja q = <<a,b,c > > 

(resp. < < a,b,c]] se car(F) = 2) uma 3-forma de Pfister. Desde 

que < < b,c > > (resp. < < b,c]]) representa -c, então < < a,b,c ) ) 

(resp. (( a,b,c]]) é isotrópica (cf. 1.3.6). 

6Q TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO. Seja F Um corpo formalmente real. 

As seguintes afirmações são equivalentes: 

(1) Formas quadráticas sobre F são classificadas por dimensão, 

invariante de Arf, invariante de Witt e assinatura total. 

(2) I 2W(F) é livre de torsão. o 

(3) Se uma F-álgebra de Cayley C tem divisor de zero em qua! 

quer fecho real de F então C tem divisor de zero em F. 

(4) Se uma F-álgebra de Cayley C tem divisor de zero em F(/1W), 

onde w E cr(F), então C tem divisor de zero em F. 

(5) Toda forma quadrática do tipo <<a,-w >>, onde a E F. e 

w E cr(F), é universal. 
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DEMONSTRAÇÃO. Se F é formalmente real então car(F) -1- 2. 

(1) ~ (2). Se 

tal que q 1 rm ~ 

então existe um inteiro positivo 

n 
l E • < < a . , b . , c . > > • As sim temos : dim q 

i=l 1 1 1 l 

r 

= 

= Bn- 2r, ~(q) = (-l)r, w(q) = 1. Se além disto q é de tor-

sao, então sig (q) = O , Va ordem de F. Desde que os 
a 

inva-

riantes supra citados classificam todas as formas .quadráticas 

sobre F, concluimos que q ~ (4n-r)IH =O em W(F), ou seja, 

I
2W(F) é livre de torsão. o 

(2) ~ (1) • Se e sao duas formas quadráticas sobre F 

tais que = e 

siga(q1 ) = siga(q2 ) qualquer que seja a ordem a de F; então 

q = ql l (-q2 ) E I
2

W(F)
0 

n Wt (F) = O (cf. 3.4. 3). Assim q1 ~ q 2 

e portanto dimensão, invariante de Arf, invariante de Witt e 

assinatura total classificam todas as formas quadráticas :sobre F. 

( 2) ·::::> ( 3) . Sejam C uma F-álgebra de Cayley e < < a~.b, c > > sua 

norma forma. Desde que <<a,b,c >> é isotrópica sobre qualquer 

fecho real de F, então <<a,b,c >> E I 2W(F)
0 

n Wt(F) =O (cf. 

3.4.3). Portanto C contém divisor de zero em F. 

(3) ~ (4). Se w E a (F) então F ( IW) está contido em todo fecho 

real de F, pelo mesmo argumento mencionado em ( 3) ~ (4) do 49 

Teorema de classificação. Logo a demonstração é imediata. 

(4) ~ (5). Se a,b E F" e w E a(F) então a F-álgebra de Cayley 
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cuja forma norma é <<a,-w,-b >>,por hipótese, é isotrópica 

sobre F. Consequentemente <<a,-w>> representa b (cf.l.3.6), 

ou sejam dados a E F· e w E a (IO, a forma quadrática ((a, -w > > 

é universal. 

(5) ~ (2). Se q é urna 3-forma de Pfister de torsão tal que 

2.q =O em W(F) então q ~ <<a,b,-w >> com a,b E F" e w E 

E a(F) (cf. 3.5.2) .. Desde que <<a,b)) representa por hipótese, 

w; segue-se que q =O em W(F) (cf.l.3.6). Disto concluimos 

que não existe 3-forma de Pfister de torsão sobre F (cf.3.5.3 ). 

Mostremos que r 2
W(F) é livre de torsão. Admitamos a existêno 

cia de um corpo L que nao tenha 3-forrna de Pfister de torsão e 

que r 2
W(L)

0 
não seja livre de torsão. Dentre tais corpos esco-

lhamos L de tal modo a existir o o n 
f q E I

2W(L ) o o com 2·q =o 

e dim q seja mlnima. Assim q ~ 1 <ai> < < -w. > > com a. E L 
i=l ~ ~ o 

e w. E 
1 

a(L ) 
o 

(c f. 3.4.5). Desde que sobre Lo(/Wl) na o existe 

3 forma de Pfister de torsão (cf. 3.5.14) então q = o em 

w(L 0 (~)) pela minimalidade de dim q. Portanto q ~ <<-w1 >> q' 

2 E <<-w
1

>> I L
0 

=O (cf. 3.3.6) contradizendo nossa hipótese so-

bre q. Logo não existe tal corpo L
0

, ou seja, I
2W!f)

0 
é li-

vre de torsão, pois Wt(F) é um grupo 2-primário (cf. 

3.3.4). 

3.3.7 ' 
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EXEMPLOS 

Neste final de capítulo nos dedicaremos a apresentar al-

guns exemplos de corpos que sa~isfazem as propriedades ~vale~ 

tes listadas nos vários teoremas de classificação acima demons-

trados. A maior parte desses exemplos, contudo, tem a sua exi~ 

tência justificada por outros teoremas, os ''quais enunciaremos 

abaixo, sem demonstração. 

O 1o Teorema de Classificação tem corno exemplos qualquer 

corpo F quadraticamente fechado, se car(F) ~ 2 e o fecho qua-

dratico separável de todo corpo de característica 2. 

Se F é um corpo real fechado (os reais, por exemplo) e 

K = F((t1 )), .•• , ((tn)) então tanto F como K sao pytagorea

nos (cf. [6], Prop. 3.9, ch. 8) e portanto satisfazem as afirma 

ções do 29 Teorema de Classificação. 

DEFINIÇÃO 1. Sejam F um corpo e d,i inteiros positivos. 

Dizemos que F -e c. (d) se todo polinômio homogêneo de grau 
1 

d 

com coeficientes em F em n variáveis (n > j) tem um zero nao 

trivial em F. 

DEFINIÇÃO 2. Sejam F um corpo e i um inteiro nao negativo. 

Se F é Ci (d) para todo inteiro positivo d, dizemos simples-

mente que F -e c .. 
1 
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TEOREMA 3 ([4 ], Th. 3.5). Se F 
.. 
e um corpo c. 

~ 
então qualquer 

extensão algébrica de F também o é. 

TEOREMA 4 ([ 4 ], Th. 3.6). Se F .. .. 
e um corpo Ci e E e uma ex 

tensão de F com grau de transcedência j então E 

Se F é um corpo algebricamente fechado então F 

Consequentemente F(X) e suas extensões algébricas sao 

que satisfazem o 39 Teorema de classificação. 

.. 
e 

.. 
e c . o 

corpos 

TEOREMA 5 ([ 4 ], Th. 4.8). Sejam F um corpo c. 
~ 

e F ( (t) ) o 

corpo das séries formais em uma variável t sobre F. Então 

Assim, se F ê um corpo algebricamente fechado, então 

F((t)} ~é um exemplo para o 39 Teorema de Classificação. 

TEOREMA 6 ([ 4], Cor. 2.11). Seja F um corpo tal que toda for 

ma quadrática de dimensão maior ou igual a 2n sobre K = F(/=1) 

seja isotrópica. Então r 2n-2w(F) é livre de torsão se 
o n > 2 

e IW(F} é livre de torsão se n = 1. Além disso se F é nao 
o 

formalmente real então rnw(F) = O. Em particular, este resul o 

tado se aplica a todo corpo cujo grau de transcedência sobre IR 

seja n. 

Assim IR (x) e IR(x,y) sao corpos que satisfazem as afirma 

ções, respectivamente, do 49 e 69 Teoremas de Classificação. 
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TEOREMA 7 ([ 6 ] ,th.2.2,ch.6) .. Se F é um corpo p-ádico então toda 

forma quadrática de dimensão 5 é isotrópica. 

A afirmação deste teorema equivale a dizer que toda forma 

quadrática de dimensão 4 é universal. Em particular, formas qu~ 

dráticas do tipo <<a,b>> ·são universais. Assim, o corpo dos 

racionais p-ádicos ~p para qualquer primo p, exemplifica o 

59 Teorema de Classificação. 

Se F 
~ 

e um corpo algebricamente fechado 

satisfaz as afirmações do 59 Teorema de Classificação. 

TEOREMA 8 ( [6], Cor. 3.2, Ch. 6). Se F é um corpo global en-

tão as formas quadráticas sobre F sao classificadas por dimen 

sao, invarainte de Arf, invariante de Witt e assinatura total. 

Podemos ver, de imediato, que todo corpo global satisfaz o 

69 Teorema de Classificação. 

Finalmente podemos observar que corpos que satisfazem o 19 

Teorema de Classificação satisfazem o 39 e os que verificam o 

39 também verificam o 59. A mesma observação pode ser feita pa-

ra os teoremas 2, 4 e 6, nesta ordem. 
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