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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia e o comportamento assintético de solugdes para
os problemas de Dirichlet e Neumann

~2lu = flu), em 0

(1-B)&+ku = 0 sobre 1),

e
—(rel/PuY =77 f(u), em (0, R)
w(0) = (1 — k) (R)+ ku(R) =0,
onde, &, é o operador p-Laplaciano, Lu = (r*lu/|{?u/) representa uma classe de ope-

radores que na forma radial estdo incluidos os operadores Laplaciano, p-Laplaciano e
k-Hessiano, & ¢ RN (N > 1) é um dominio limitado com fronteira suave, v é o vetor nor-
mal exterior & fronteira de {2, € > 0 € um parimetro suficientemente pequeno, 0 < R < o¢,
p > 2, o, 3, sdo nlmeros reais dados e £ =0, 1.

No estudo da existéncia de solugdes para os problemas de Dirichlet vamos usar o
método de sub e supersolugdes. J& no estudo da existéncia de solugdes para os problemas
de Neumann vamos usar argumentos variacionais tais como variantes do Teorema do Passo
da Montanha.



Abstract

In this thesis we study the existence and the asvmptotic behavior of solutions for the

Dirichlet and Neumann problems

—e2hu = flu), in Q

(}—k)%"j—i-icu = 0, on 09,

—2(ral1PyY = v f(u), in (0, R)
w'(0) = (1= k)u/(R) + ku(R) = 0,

where, 2\, denotes the p-Laplace operator, Lu := (r®i/|°u')’ denotes a class of operators
that in the radial form which includes the operators Laplacian, p-Laplacian and k-Hessian.
Q c RN (N > 1) is a bounded domain with the smooth boundary. du/dv denotes the
outward normal derivative of v on 82, ¢ > 0 is small parameters, 0 < R < o, p > 2,
o, 3, ~ are given real numbers and £ =0, 1.

In the study of existence of solutions for the Dirichlet problems we use sub-sup solu-
tions method. On the other hand, in the study of existence of solutions for the Neumann
problems we use variational arguments such as variants of the Mountain Pass Theorem.
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Notacoes

Neste trabalho usaremos as seguintes notacoes:

B(0,7): denota a bola de centro zero e raio r em RY,
Br: denota a bola de centro zero e raio R em RY,

B: denota bola aberta em RY,

Q: dominio de RY,

Q: fecho do conjunto €,

1€2j: medida de Lebesgue do conjunto 2,

O fronteira do conjunto €,

g: expoente conjugado de p > 1, ou seja, 1/¢+1/p = 1,
LP(Q), 1 < p < oor espagos de Lebesgue,

WP}, espacos de Sobolev,

v = (z(2)) "

By = —die(|VulP V) = — TN 2 (ivulp“zé%),

ullP = 62/ §Vu|pdr+/ juPdz,
0 o



Notagoes 1

—+, convergéncia fraca,
—, convergeéncia forte,

Xg: espago das fungdes absolutamente continuas u : (0, R} — R tals que

R
WR)=0 e & / repd (r)Pdr < oo,
&

ol = ([ " rﬂu'(r)rﬁ*gdr) R

Xp: espaco das fungdes absolutamente continuas u : (0, R) — R tais que

R R
62/ e ()P 2dr +/ rlu(r) P 2dr < oc,
0 0

R R 1/8+2
Hu%!xﬁ = (62/ TaJuf(r)l,3+2dr+/ Tﬂu(’f‘)}gmgd?") :
8] 4]

C, Ch. “C’: 5 ) c , denotam constantes positivas;

q.t.p.: quase toda parte.



Introducao

Neste trabalho, vamos estudar a existéncia de solugbes nao constantes € 0 comporsa-
mento assintético das mesmas para a seguinte classe de problemas

—20,u = flu), em
(1)
(1-E%+ku = 0, sobre 00,
onde & = 0,1. Note que para & = 1, o problema é do tipo Dirichlet e k£ = 0 é do tipo
Neumann. Aqui, —4O,u denota o operador p-Lapaciano, ou seja.

.
— du

— = —div(VulP 2Vy) = — P2

Apu iv([Vu| u) ; o ([Vu! (‘33:1)

€ é um pardmetro positivo suficientemente pequeno, p > 2, @ C RY (N > 1) é um
dominio limitado com fronteira suave, v é o vetor normal unitério exterior a fronteira de
2. Vamos assumir as seguintes hipdteses sobre f:

(f1) f:la, bl — R é uma funcdo de classe C* tal que f(a) = f(b) =0;

(f2) Existem exatamente 2[ + 1 zeros de f,

a=CLl<O=a2<a3<...<Qgg+1ﬂb

com =123, ... tals que

flay) =0, Vi e f'{a;) <0, sei {impar;

(f3) f
lim f{t — axn)

> 0.
tag b — agiP=2(t — as)
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Motivados pelos problemas acima vamos também estudar a seguinte classe de proble-
mas quaselineares

(P = rg(w). em (0,R)
(2)
W (0} = {1~ k) (R)+ ku(R) =0,
onde 0 <« R < o, k =10,1e a,v 0 sdo nimeros reais dados e a funcéo g satisfaz as
seguintes condigoes:

(¢1) g:la.b] — R é uma fungio de classe C! com gla) = ¢(b) = 0;

{92} Existem exatamente 2/ + 1 zeros de g,

a:a1<0=a2<a3<..‘<agg+1:b

com = 1,2,3,... tals que
gla;) =0, V1

¢'(a:) < 0, i {mpar;

(g3)

(F —
i =) g
t—ag; ;t — agglﬁ(t - &2,3)

Este trabalho divide-se em 3 capftulos e estdo distribuidos da seguinte forma:

No Capitulo 1, enunciamos alguns resultados preliminares gue serao titeis nos capitulos
seguintes.

No Capitulo 2, vamos utilizar o método de Iteracao Monotonica, mais precisamente
o método de sub e supersclugdo, para demonstrar a existéncia de uma solugdo positiva e
uma solucéo negativa para o problema de Dirichlet

—e2u = flu), em Q
(3)
u o= 0, sobre 912,
onde p > 2 e N > 1. Para estudar o comportamento assintdtico, usaremos o mesmo
argumento utilizade por De Figueiredo [9].
O principal resultado do Capitulo 2 é o seguinte:
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Teorema 0.0.1 Seja f satisfazendo as condigdes {f1}, (fo) e (fs), com | = 1. Entao
existe eg > O tal que para todo 0 < ¢ < ey, 0 problema de Dirichlet {3) tem uma solugéo
positiva 0 < u.(z) < a3 em Q tal que u. — as quando € — O uniformemente em todo
subconjunto compacto de Q e uma solugdo negativa a; < v (x) < 0 em $2 tal que v, — a;
guando € — O uniformemente em todo subconjunto compacto de

A prova do resultado principal do capitulo 3 utiliza fortemente o resultado acima. Este
foi o verdadeiro motivo que nos levou ao estudo do problema.

No Capitule 3, vamos mostrar a existéncia de solugdes nfo constantes e seu compor-
tamento assintético para o problema de Neumann

—20u = flu), em Q

= 0, sobre ).

Por uma solugo de (4) entendemos uma funcio u € WP(Q)) que satisfaz {(4) no
sentido fraco, isto é,

/ EVulP*VuVeds — / fluyodz =0, ¥ ¢ € WHP(Q).
) )

Neste Capftulo o principal resultado é o seguinte

Teorema 0.0.2 Suponha que f satisfaz as condicdes (f1), (fa) e (fs). Entdo existeeg > 0
tal que para fodo 0 < € < €4, o problema (4) tem pelo menos | solugées ndo constantes
satisfazendo

ay < Ui(SC) < az < ?.Lg(l') < s < .o Ay < ’U;((l‘) < Ugraq
onde{ =1,2,3.....

Para provar este teorema iremos inicialmente provar a existéncia de solugdo néo cons-
tante para o problema de Neumann

—&2Au = flu), em Q
(5)

UMICANPE
2IRLIOTECA CENTRAL
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onde f: R -+ R é uma funcéo truncamento de f definida por

(Ft), ap <t<ay

f(t) =1 filt), t<a

\ fQ(f) tza;_:,,

onde f; e fo serao definidas adequadamente. Veja capitulo 3 Lema 3.2.2.

Considere o funcional de Euler-Lagrange J. : W'?{{]}) — R associado ao problema (5)
definido por

Tu) =< f Vuldr — f Flw)dz,
P Ja Q

(13

o~

onde F(u) = / Fltyd.

Visando apliocar uma versiao do Teorema do Passo da Montanha, usaremos argumentos
de Garcia, Peral e Manfredi [12] para mostrar que a; e a3 sdo minimos locais estritos do
funcional J,. Usaremos também argumentos de Cuesta, De Figueiredo e Gossez [7] para
mostrar que se a ¢ um minimo local estrizo para o funcional J,, isto é, J.(a) < J.(u) para
todo u € WHP{Q2) tal que 0 < {lu—al| < &y para algum & > 0 entdo, para todo 0 < a < &

inf{J{u) :u e W e |lu~all = a} > Jla).

Pelo Principio do Maximo mostraremos que a solucio nfio constante de (5) estd entre
a; € as, logo é solugao do problema (4).

No Capitulo 4, vamos estabelecer a existéncia de solugbes nao trivials e seu compor-
tamento assintético quando € — 0 para o problema de Dirichlet na forma radial

_Eﬂ(rcrjuiiﬁu/)l — ang(u}7 em (G, R)

(6)
W (0) = u(R) = 0.
onde 0 < R < o¢ e a7, § s8o numeros reais dados e a funcio g satisfaz as condicdes (g1,
(92) e (ga) paral = 1.

Como motivagdo para o estudo de problema (6), mencionamos o fato que o mesmo
representa, sob certas constantes a, 3 e v apropriadas e dominios da forma Bp, onde By é
a bola de centro 0 e raio R em RY, a forma radial do problema (3). ou seja, (6) representa
a forma radial do problema



[ 1]
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—e?Au = glu)., em Bg

uw = 0, sobre 9Bg,
estabelecido que

a=~v=N-—-1¢e S=p-—2,

onde 2 < p < N, e representa ainda a forma radial do problema
{—~1)%5(V?u) = g(u), em Bg
u = 0, sobre 0Bg,
onde S,{V*u) {1 <k < N/2) é o operador k-Hessiano que ¢ definido por

Se(Vi) = D Ay,

i1 <, <Kl

com J;, designando os auto-valores da Matriz Hessiana de u, isto €, (Viu) = (af_'zg; -,
® 3
onde
a=N—-k v=N-1¢e¢ G=F—1.

O Principal resultado deste Capitulo é o seguinte:

Teorema 0.0.3 Seja g satisfazendo as condigées (gi), (g2) € (g3}, com [ = 1. Entdo
existe €9 > 0 tal que para todo 0 < ¢ < €g, 0 problema de Dirichlet (6) tem uma solucdo
positiva 0 < u.(r) < az em [0, R] tal que u. — as quando € — 0 uniformemente em todo
subcongunto compacto de (0, R) e uma solucdo negativa a1 < v {r) < 0 em [0, R} tal que

ve — a1 quando € — 0 uniformemente em todo subconjunto compacto de (0, R).

No Capitulo 5, vamos estabelecer a existéncia de solugdes nao constantes e seu com-
portamento assintético para o problema de Neumann na forma radial

—e2(re P = rig(u), em (0, R)
(7)
w'(0) = u'(R) = 0,
onde 0 < R < oo e o, B, sdo nimeros reais dados e a fungio g satisfaz as condicdes {g1),
(92) € (g3)-
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Novamente, a motivacio para o estudo do problema (7) fol o fato de que o mesmo
representa, sob certas constantes «, 3, e v, a forma radial do problema (4) em Q = B(0, R},

isto é,

—e2Au = g(u), em Bg

v = g, sobre OBp,
com
a=y=N-leB=p-2

onde (2 < p < N).
O problema {7) representa também a forma radial do problema

e (=1)FSi(V*u) = glu), em Bp
-g—g— = 0, sobre &Bp,
onde Si(V?u) é o operador k-Hesslano (1 < k < N/2) e

O principal resultado deste Capitulo é o seguinte:

Teorema 0.0.4 Suponha que g satisfaz as condicées (g1), (g2) e (gs). Entdo existe eg > 0
tal que para todo O < € < €, o problema (7) tem pelo menos | solugdes ndo constantes
satisfazendo

; < ul(r) < g < UQ('T‘) < az < ... < a1 < Ug('/") < Ag41-
ondel =1,2,3,....

Problemas similares ao problema de Neumann (1), no caso do Laplaciano, veja por
exemplo [18] e [21].

Observamos que nosso trabalho estende os resultados de [18] e [21]. De fato, provamos
a existéncia de solugbes ndo constantes para o problema de Neumann (4) para p > 2
enquanto que em [18] e [21] sdo considerados apenas o caso p = 2 e ainda admitem certas
condigbes de drea que noés aqui omitimos.

E importante ressaltar que existem diferencas entre os operadores p-Laplaciano (p > 2)
e o Laplaciano (p == 2). Dentre elas no caso do Laplaciano as solucdes sio cldssicas, mas



Introducao 7

no caso do p-Laplaciano elas sao somente C'1®. Além disso, o p-Laplaciano néo é linear.
Temos também que o espago WP(2) nao é Hilbert se p > 2, o que torna invidvel a
aplicacdo de determinados resultados tais come lema de Morse.

Por exemplo em [21], por considerar o caso p = 2 obtém-se uma solugdo a mais usando
argumentos da teoria do grau.

Apenas para tornar o texto mais completo citaremos as referencias [1], [4] e [22] para
exemplos de problemas de Neumann no caso p-Laplaciano para outros tipos de néo line-
aridade.

@f,,’!

Acrescentamos que operadores da forma (7%|w/|?u)’, com termos néo singulares foram
estudados por [6] e [10]. Além disso, ressaltamos que estes operadores envolvem problemas

com singularidades.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste Capitulo, vamos apresentar alguns resultados basicos que usaremos nos capitulos
seguintes.
Considere o seguinte problemsa de Dirichlet

~Opu{zy = flz,ulz)), z€Q
(1.1)
u(z) = 0. x € 01,
onde 2 é um dominio limitado de R com fronteira suave, &\, é o operador p-Laplaciano
deuwe f: xR — R éuma fungdo Carathéodory (isto é, f(z,.) é continua para quase
todo z € Qe f(..s) é mensurdvel para todo s € R) e f(.,s) ¢ limitada se s pertence a um
conjunto Hmitado.

Defini¢ao 1.0.5 A funcdo u € WHP(Q) [ L™(QY) € dita subsolucdo para o problema (1.1)

3€

fJVuEP‘QVy.Vcﬁdx < /f(x,g)cbzm VoeWTQ), ¢>0
Q Q

< 0, sobre O

I

A funcdo T € WHP(Q) (N L*>®(Q) € dita supersolugdo para o problema (1.1) se

/ VErtVaVeds > / Flo,w)dz, ¥ 6 WiHQ), 6> 0
40 L9

T > 0, sobre O%).
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Lema 1.0.6 Considere g - R — R, uma funcdo continua e crescente, tal que g{0) =0 e
fungdes uy, ug € WHP(Q2) M L>(2) tais que, para toda ¢ € WIP(Q), ¢ > 0,

/!Vugfp““zVquQi)d:E%-fg(uz),@dx§/Wul["’”z‘i?uﬁ?édx—i—/g(ul)qﬁdx
0 Q o 0

us < uy sobre OfL.

Entao up < uy quase sempre em Sl

Prova: Veja Lema 2.2 de [5].

D

Lema 1.0.7 Sejo g: R — R, uma fungdo continua e crescente, tal que g(0) = 0. Para
toda fungdo h € L), onde g € o expoente congugado de p, isto €. 1/g+1/p =1, o
problema

=Au{z) + glu(z)) = hiz), z€Q

u(z) = 0, z € 99,

admite uma nica solugdo fraca u € WHP(Q). Além disso, o operador associado
T: L9 — WyP(9), h = u é continuo e ndo decrescente.

Prova: Veja Lema 2.3 de [5].

Teorema 1.0.8 Seja  um dominio limitado com fronteira C** para algum § € (0,1),
seja u € WHP(Q) N L2(Q) tal que H,u € L®(Q). Entdo u € CH{(Q) e lullora < K
para algum o € (0,1) e K; > 0 onde a e K| sdo constantes dependendo somente de N,
p, e uma limitagdo em ||uflo € [|D5u]l -

Prova: Veja Teorema 1 de [23] ou Teorema 2 de [20].
0

Teorema 1.0.9 Seja u € CHQ) tal que Apu € L2 (), w > O quase todo ponto em
Q, Npu < B(u) quase todo ponto em 2 com 5 : [0,00) — R continua, ndo decrescente,
3(0) = 0 e tal gue

i) B{s) = 0 para algum s > 0;



Resultados Preliminares 10

au
1

i) B{s) >0, Vs>0e j (8(s)s)"Y7ds = oc.

Entdo se u ndo é identgcamente nula em 1, u € positiva em todo €. Além disso, se
w e CHOU {z0}) para zq € 00 de modo que satisfage a condicdo da esfera interior ¢
u{zp) = 0 entdo

5;:(33(}) > 03

onde v € a normal interior em Iy,

Prova: Veja Teorema 5 de [24].

Definicdo 1.0.10 Sejo X um espago de Banach. Dizemos que ® € CY{X,R) satisfoz a
condi¢do Palais-Smale no nivel ¢, (PS),, se toda segiéncia (x,) em X tal qgue ®(z,) ~— ¢
e ¥ (x,) — 0 possui uma subseqiéncia convergente em X.

Definicao 1.0.11 Seja X wm espago de Banach, U C X wum subconjunto aberto ndo
vazio e ® € CYX,R). Seja uo € U tal que ®'{wy) = 0 e d = Dug). dizemos que ug é
do tipo passo da montanha, se parg toda vizinhanca V' de ug, V' C U, o espago topoldgico

VN&l{—oco,d) € ndo vazio e nio conezo por caminhos.

Denotamos por Cr(®,d) o conjunto dos pontos u € U tais que @' {u) =0 e ®(u) = d.

Teorema 1.0.12 Seja X wm espago de Banach real e & € CH X, R) um funcional que
satisfaz a condicdo de Palais-Smale. Sejam eq, €; dois pontos distintos de X. Defina

I'i={he C([0,1.X)] h{i) = e, 1= 0,1},

d = inf sup ®(h{f)),

REl g

¢ = maz{P{en), Dle1)}.

Entdo se d > ¢, o conjunto Cr{®,d) € ndo vazio. Além disso, existe pelo menos um ponto
eritico ug em Cr{®.d) o gual é um minimo local ou do tipo passo da montanha. Se todos
0s pontos criticos em Cr{®,d) sdo isolados em X o conjunto Cr(®.d) contém wm ponto
critico do tipo passo da montanha.
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Prova: Veja [14]

(]

Considere o funcional, para p > 1,

1
Jplu) ::5[)%Vuipd:c—/QF{:r.,u)d:r,

onde Q é um dominio limitado e suave de RV,

Flz,u):= / flx, s)ds
0
e f é uma funcao Caratheodory definida em €2 x R tal que
Sz, el <O+ s

para algum r < p*, onde

Np .
g sep <N

oo, sep > N

Teorema 1.0.13 Se ug € WH(Q) € um minimo local de J, em CHQ) entdo ug € um
minimo local de J, em WHP((QQ).

Prova: Veja Teorema 1.2 de [12}.

™M
[—

Teorema 1.0.14 Sejam 1 < p < 0o e Q um aberto de RY. Entdo para u € W(Q),
temos lul € W¥(Q) e
VIUJ = liso Vu — 1gu<0§vu.

Em particular v* := maz(u,0) e u~ = maz(—u,0) sdo elementos de WP(Q).

Prova: Veja Teorema 8.22 de [15].

Considere o operador A definido em W*?(Q) por
Alu) = —diva(z, u, Du) (1.2)

onde a: QxR xRY — RY ¢ uma funcio Carathéodory satisfazendo as hipéteses clissicas
de Leray-Lions
a{z,5,0)] < e(z) + EalslP~ + kolcP 13)
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la(z,s,¢) —a(z,s. ) -C1>0 (1.4)
%?f%y +oo se (| — +oc (1.5)

atp. TR VSER V(,FeRY, (#(

onde c{z) € LP(Q), 1/p+1/p =1, ¢ >0, ¢ ki, ky € R™.
Considere a equacao elliptica ndo linear

—diva(z, tn, Dun) = fn + go em D(Q) (1.6)

e assuma que
u, — u fracamente em WH*(Q), fortemente em Ljfoc(m e g.t.p. em {2 (1.7
fo — f fortemente em W™H'(Q). (1.8)

e (1.3) e (1.6) — (1.8), g, pertence (e é limitada) em W17 (). Assuma, além disso,
que g, é limitada no espaco de medidas de Radon (), isto é, que

{gn, @) < Crllplli=my para qualquer ¢ € D(Q) com supp({y) C K (1.9)
onde Cx é uma constante que depende do conjunto compacto K.
Teoren_la 1.0.15 Assuma que (1.3) — (1.9} sdo verdadeiras. Entdo
Du, — Du  fortemente em (LI(Q)Y para qualquer ¢ < p. (1.10)

Prova: Veja Teorema 2.1 de [3].



Capitulo 2

Existéncia de Solucoes para uma
Classe de Problemas de Dirichlet

2.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estabelecer a existéncia de solugdes e estudar o comportamento
assintOtico destas solucdes quando € tende para zero para o seguinte problema de Dirichlet

—2A,u = flu), em Q
(2.1)
u = 0, sobre 012,

onde A, é o operador p-Laplaciano, p > 2, € é um pardmetro positivo, @ C RY (N > 1} é
um dominio limitade com fronteira suave. Assumimos que a funcao f satisfaz as seguintes
condi¢oes:

(A1) f:]a;.as] — R é de classe C*, onde a; e a3 sdo zeros de f;
(A:) Existem exatamente trés zeros de f,
a; < 0= ay < ag

tals que

fl(ail} < Oﬁf,(a,g) < O

(43)
lim )

2 > {.
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O principal resultado deste Capitulo ¢ o seguinte:

Teorema 2.1.1 Seja f satisfazendo as condigées (A1), (As) e (As). Entdo existe ¢y > 0
tal gque para todo 0 < ¢ < €9, 0 problema de Dirichlet {2.1) tem wma solugdo positiva
0 < uz) < as em Q tal que u. ~— as quando € — O uniformemente em todo subconjunto
compacto de Q e uma solugdo negativa a; < v.(z) < 0 em Q tal que v, — a; quando € — 0
uniformemente em todo subconjunto compacto de ).

2.2 Existéncia de Solucoes

Nesta secao, mostraremos a existéncia de solugdo para o problema (2.1}, usando
argumentos de minimizacdo. Vamos proceder como no Teorema 2.4 de [5]

Proposicao 2.2.1 Seja [ satisfazendo as condigdes (Ay), {A2) e (A3). FEntdo eriste
eq > 0 tal que para todo 0 < ¢ < €5, 0 problema de Dirichiet (2.1) tem uma solugdo
positiva 0 < u(x) < az em Q e uma solugdo negative a; < v.(z) <0 em 0.

Demonstracao: Iniciamos provando a existéncia de solucao positiva para o problema
(2.1), para isto usamos um argumento de truncamento. Seja f; : R — R definida por

f(u) SGOSUSCLg
filu) =

(0, caso contrario.

Agora, consideremos o seguinte problema auxiliar:

—e2Au= fi(u), em Q

(2.2)
u= 0, sobre Q.
Usando (A4;), temos que existe M > 0 tal que
fi(t) + Mt
¢ mondtona crescente. O problema (2.2) é equivalente ao problema
—eAu+ Mu= fi(u)+ Mu, em Q
(2.3)

u == 0, sobre 00Q.
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Assim, vamos mostrar a existéncia de uma solugéio positiva para o problema (2.3) usando
o método de sub e supersolucio. Mostraremos isto, em trés etapas.
Etapa 1: A funcdo T(x) = as, para z €  é uma supersolucdo do problema (2.3).
De fato,

‘—EQApag 4 .’Mfag = fl (C{g) -+ .Mag.

Etapa 2: Construcdo de uma subsolugdo para o problema (2.3).
Seja
fi(t)

= errr——

P T
e A; é o primeiro auto-valor do operador p-Laplaciano sujeito & condiclo de fronteira de
Dirichlet. Segue-se de {Az) que dado § € (0,~), existe to > 0 tal que para todo | t |< #g
temos que

1
iy le s
Entao
_ fi(t)
TS (24)

para todo f| < t5. Seja @1 > 0 uma auto-funcéo do p-Laplaciano associado ao primeiro
auto-valor A;. Tome 3 > 0 tal que

| Boa(z) < to

3 (mgx {p;) < as.

Dal, por (2.4}
< fl(ﬁ%pl)
0= B 7 e

Escolhendo €y > 0 tal que e2A; < v — § tem-se

2 fl(ﬁ’v‘?l)
ean < - -
O = T B P2 By
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aMF o P2 e < fi(Be)
~E0u(501) < Fi(B21)

WGSAP(\?‘;E) -+ .1{(5,91) < fl(&pi) . ;Uﬁtpl,

ou seja. w1 é subsolugdo para o problema (2.3). Entdo provamos que existem € > 0 e
3 > 0 tais que By é subsolucao para o problema (2.3) para todo 0 < € < .

Etapa 3: Vamos mostrar que o problema {2.3) possul uma solugo minimal u, (res-
pectivamente maximal «*), tal que 8y, = 1 < u, < U= a3. Vamos proceder como em [5.

Considere o conjunto
w7 = {u € L¥(Q) : ule) < ulz) < @) atp. O}
com a topologia de convergéncia quase sempre, e defina o operador
S uw — LY

por
Sv = fi{v)+ Mv € L®(Q) C LUQ), V v € [u,7T),

onde g é o expoente conjugado de p. Assim, S é nao decrescente e limitado. Além disso,
dados v,,v € lu, T| com v, ~ v quase sempre em {) temos

1 Svn—~ So 7, A | Filen) + Mo, — fi(v) — Mo | da
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos
| Sv, — Sv {[1e— G,
ou seja. S é continuo. Agora, considere o operador continuo ndo decrescente

Folw, ) — WP ()
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definido por
F=ToS,

{onde T" é o operador continuc e nao decrescente definido no Lema 1.0.7, isto é, para uma
fungéo v € [, T}, F(v) é a Unica solugo fraca do problema de valor de fronteira

—Apu+ Mu= fi{v)+ My, em ()

uw= 0, sobre 0.

Escrevendo
up = Flu) e u' = F(W)

obtemos que para toda @ € Wol'p (Q). v >0,

/;Vm P2V Vedr -+ /-Muﬁ&‘dﬂf
a 0

/1Vu1 P2 VulVedr + f]‘v[ulg.:adx
0 0
= [i@ + Mayps
o

< / | VT P2 VEV(,OCZI“{"/ Mipdz.
o Q

Aplicando o Lema 1.0.6 ¢ usando o fato que F' é néo decrescente obtemos,

u< Flu) < F(u) < F(T) <%, qtp O, Yueual
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Repetindo o mesmo argumento podemos provar gue existem duas seqliéncias (u") e (u,)

satisfazendo

7 0 =

un+1 — F(un)
Unyl = F(un)

e =

Ug =
e para toda solugdo fraca u € [u, 7] do problema {2.3) obtemos

3
y=uy <y <. <y, <u<u" <. <ul <=7,

quase sernpre em {2 Como {u,, ) é uma seqiiéncia ndo decrescente e limitada superiormente
e (u") é uma seqliéncia néo crescente e limitada inferiormente entéao

quase sempre em {2, com u..u* € [w. T e u. < u* quase sempre em (). Sendo

Una1 = Flun) — Flu,) e u™ = F(u") — F{u") em WiP(Q),
pela continuidade da F. temos

u,, ut € WP(Q) com u. = Flu.) e u* = F{u),
o que completa a prova, pois F'{u,) e F{u*) sido solucdes fracas de (2.5). Assim, u, é
solugio minimal fraca (respectivamente u* maximal fraca) do problema (2.3) tal que
U, € [, V 0 <e < e
Em particular, toda solucdo fraca u € [u, @] do problema (2.3) satisfaz
u, <u<u,

quase sempre em {2. Como as solugdes u. e u* estio entre 0 e a3 entdo u, e u”* sdo solucdes

do problema (2.1). Portanto o problema (2.1) possul uma solugho u. := u,, para todo
0 < e < ¢ tal que u, € [y, as).

Para provar a existéncia da sclugdo negativa v.(x) a qual estd entre a; e ( basta
considerar a funcéo truncamento f» : R — R definida por

flu), sea; <u<oO

fg(’hﬂ) =

0, caso contrario.

A demonstracgao segue de forma andloga ao caso positivo.
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2.3 Comportamento Assintético de uma Classe de
Solucoes

Nesta secfo, vamos estabelecer o comportamento assintético das solugdes do problema
(2.1} quando ¢ — 0.

Proposigao 2.3.1 Seja 0 < ufx) < as wna solugdo positiva do problema (2.1) e seja
a1 < vz} < 0 uma solugdo negativa do problema (2.1). Entdo

i) ue = a3 quando € — 0 uniformemente em todo subconjunto compacto de €1;

ii) ve — a1 quando € — O uniformemente em fodo subconjunto compacto de 1.

Demonstragado: i) Vamos proceder como em [9].
Primeiro observe que existe o € (0, 1) tal que u, € C1*(Q), pelo Teorema 1.0.8. Defina
fi R — R por
flu), se0<u<aog

filw) =

0, caso contrario.

Sendo u, > 0, n&o identicamente nula e
1
A;Dué = “ggfl (ue) <0,
pelo Teorema 1.0.9 temos u, > 0 em (2 e além disso %3‘5 < 0 sobre 951, isto &,
ue > 0, em Q

%?fj- < 0, sobre ol

Sendo ¢; > 0 uma aute-fungio associada ao primeiro auto-valor A; do operador
p-Laplaciano em 2 sujeito & condicdo de fronteira de Dirichlet entéo

w; > 0, em Q

%1« (5, sobre o0

pelo Teorema 1.0.9. Consequentemente, existe 3 > 0 tal que para todo 0 < € < ¢ temos
ug(m) > By,

e, para > ( dado existe C, tal que
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u(z) = Cp > 0, (2.6)

H

para todo x € Q, 1= {r € Q : dist{z. Q) > n}. Tome ¢; tal que || ¢ j= 1. Como u, é

solucio de (2.2} segue que

62/ | Ve P72 Vu Viedr =/ Filugypdz, (2.7)
Q )
para toda o > 0, @ € W,?(Q).
Em particular, para ¢ = ; temos
62/ ; vus lp—f% VU5V¢1d5f = / fl(ue)pidm- (28)
Q Q

Afirmagao: A expresséo no lado esquerdo de (2.8) tende a zero quando € — 0.
De fato, usando a desigualdade de Holder bem como (2.7) com ¢ = u.(z) e observando
que 0 < u, < az e filu) < C temos

J !
62/ | Vue P72 Vu Viorde < ;egf Vuelp“2Vu€Vc,91dx[
0 Q

(p~1)/p i/p
€ (/ | Vu, [P dx) (/ | Vo 7 dz)
o 0

. {(p~1)/p
< ce (A / muf)ueda:)
0

A

< Ce¥r,

Portanto,
62/ |Vu P Vu, Vidr — 0, quando € — 0.
0
Por (2.8)
/ Filue)grdr — 0, quando € — 0. (2.9)
1y
Defina

dy = inf{p(z) 2z € Q) > 0.
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Dai,

dy { fludde < [ filugpdes < / filuehpr = 0, € = 0. (2.10)
£, 0, 0

Agora, suponha por contradicdo gue existe ¢y > 0 e uma seqgiiéncia ¢; — 0 tal que as
medidas dos conjuntos

Qi ={z€ Q1 u,(z) <az —7n} (2.11)

sao limitadas inferiormente por €y > 0. De (2.10) segue que

I; :=f filue, )dz — 0, quando ¢; — 0. (2.12)
Qni

Observe que em €, ;, por (2.6} e (2.11), temos

Cp Sug, <ag—1n. (2.13)

Como f; é limitada inferiormente por um ndmero d > 0 no intervalo [C,, a3 — 7|, por
(2.11) e (2.13) segue que

Ij =/ fl(uej)dx 2 d J Q?'hj 12 dC';,
i Qs
o que contradiz (2.12). Portanto, | Q, ; | néo é limitada inferiormente, ou seja, u.(z) — a3,
quando ¢ — { em todo subconjunto compacto de €.

il) Segue de maneira andloga ao caso positivo provado no item ij.

™
L

Demonstracao do Teorema 2.1.1:
Segue imediatamente das Proposicoes 2.2.1 ¢ 2.3.1, onde a primeira mostra a existéncia
das solucdes e a segunda mostra a convergéncia das mesmas.

L



Capitulo 3

Existéncia de Solucoes para uma
Classe de Problemas de Neumann

3.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estabelecer a existéncia de solugOes ndo coustantes e seu com-
portamento assintético para o problema de Neumann

—e2hu = flu), z€Q
(3.1)
—g—:j- = 0, T € 0%,

onde &, é o operador p-Laplaciane definido no espago de Sobolev WHP({1), € é um
parametro positivo suficientemente pequeno, p > 2, Q ¢ RY (N > 1) é um dominio
limitado com fronteira suave, v é o vetor normal unitdrio exterior & fronteira de €. As-
sumimos que a funcio f satisfaz as seguintes condigdes:

(br) f€CHla.bLR) e f(a) = f(b) = O;
(b,) Existem exatamente 21 -+ 1 zeros de f,
a=a <0=0y<a3<...<ay, =5b
com [ ==1,2,3,... tais que

f'la;) <0, sei éimpar:
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(b3)
lim flt—aa)

: > (.
tmag [ = ag [Pt — agy)

O principal resultado deste Capitulo é o seguinte:

Teorema 3.1.1 Suponha que f satisfaz as condigées (b}, (ba) e (by). Entdo existe eg > 0
tal que para todo 0 < € < €, 0 problema (3.1) tem pelo menos | solugdes ndo constantes

satisfazendo
ay < ul(:s) < dg < ’U.Q(ZE) < Ay < . < Qo < Ug(:E) < i,
onde [ =1,2,.3,....

Observacao 3.1.2 O Teorema 3.1.1 continua verdadeiro se considerarmos os als nega-
tivos para todo i > 3. ou seja, @ = Gy < ... < a3 < as=0<a; =0 A hipdtese ay =0
nao € essencial, apenas facilita a apresentagdo.

3.2 Caso Particular

Nesta se¢ao, vamos provar o caso particular do Teorema 3.1.1, ou seja, f satisfaz as
seguintes condicoes:

(B:) f:lar,asl — R é Y, onde ay e a; sdo zeros de f;

(B:) Existem exatamente trés zeros de f,

gy < 0= ay < as,

tais que

fla) <0, fles) <0

(Bs)
lirn f(t)

=0 [$[P—2¢ > 0.

Teorema 3.2.1 Suponha que f satisfaz as condicdes (B1), (By) e (Bs). FEnido existe
eq > 0 tal que para todo 0 < € < ¢y, o problema (3.1} possui uma solugdo u, ndo constante
satisfazendo

a; < ulz) < as.
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Para provar o Teorema 3.2.1, vamos utilizar alguns resultados gue provaremos a seguir.

Lema 3.2.2 Dada uma funcdo [ satisfazendo as condicées (B:), (Ba) e (By). exristem
funcées de classe C f; 1 (~oc,a;] — RY, fa: [ag. +oc) — R™ e mimeros reais n; e 51

satisfazendo as sequintes condicoes:
(1) filay) = flar), Filay) = f'lay) e fi(t) > 0 para todo t € (ny, a1);
(i1) folas) = flas), filas) = f'las) e fo(t) < O para todo ¢ € (as, 51);

(iil) m e 5 sdo tais que
M <a; <az < ,31,

| "

e para todo t € [0, 1] temos

m < t(l—tlag+ (a3 —a)t+a; < 5

< f(l — t)CLl o ((13 - al)t -+ ay << .
Demonstracgao: Inicialmente mostramos a existéncia de ;. Tomemos

O,’(t) == t(l — t)(h -+ {:ag — G])t -+ 7.

Assim,
d
0= EE(&(@) = (1 e 2?5)0,1 + a3 — a3y = —2ta; + az
se, e somente se, t = 5=, Além disso,
e ) — 83 V83 (. — gl )28
o(#) = (1- ) o ea
TR SN St
=5 4a1+.ai—2:—a;
a3
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Sendo a; < O e %‘-?a(t) = —2a; segue que

é valor minimo de «(t). Finalmente definamos

a3 + 2
PR 2a
™ 4&1 1i-

Para mostrar a existéncia de ) tomemos

S(t) = t(l - t)ag + (ag — al)t —+ 1.

Notamos que
d
= “(»’3(?5)> = (1—2t)az + a3 — a

se, e somente se, ¢t =1 — #-. Logo

3(1 — 2a3) = (1 Ej;) ,,agag ((Ig — CL;) (1 — %*3’) +ay

P ...1.___«_ ,__,....a,_
2 T my T 43 a1+2a3 a1

Sendo %,{)’(i) = ~2a3 e ag > 0 temos

Pelas escolhas de 7 e §) temos
m<a <ay <G
e para todo t € [0, 1],
m<t(l—thas+ (a3 —ay)t+ a1 < 5

m <1 -—tlay+ (a3 —ay)t +a; < Bu.
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Agora, vamos mostrar a existéncia de f.
Tomemos g{t} = f{a))(t — ay) e &, & fungdes de classe C! tais que £ = 1 numa
vizinhanga de a1, & = 1 numa vizinhanca de my, £ () + &(¢) = 1 para todo t € [n1.a1) €

@1 i )
/ satnd < | [ rna.
R a:

Agora escolhamos r > 0 tal que

/ﬁ ffr@(t) (1) +&(1)g / 7ty

Definamos fi : (~oc,a1] — R por

réa(t)glt) +&ilt)jglt), m<t<a
filt) =
rff{la)t —raif'la;), t <.
Notamos que para t < n; o gréfico de f; é a reta tangente & f; no ponto (ny, film)).
Portanto, f1 € C, fila1) = f{a1), fi(ai) = f'(a1}, f1(t) > 0 para todo t € (71, 1) e

a) g !
[ swa=| [ e
7 ivap I

Finalmente, mostramos a existéncia de fo.
Tomemos g{t) = f'(a3)(t — a3z) e &, & funcdes de classe C! tais que & = 1 numa
vizinhanca de a3, & = 1 numa vizinhaga de 5;, & (t) + &(¢) = 1 para todo t € [as, 5;] ¢

% . Q(t )6t / It

Agora escolhamos r > 0 tal que

J ;31'57‘ e “__ a3
| f ralt)olt) mg(mcftll— /O F(t)de

Definamos f> : (a3, +o¢) — R~ por

réa(t)g(t) + &(tlg(t), az <1< 5
folt) =
rf'lay)t —rayf'(ay), 2> 55

Notamos que para t > 3 o grafico de fa € a reta tangente & fo no ponto (3, f2(51)).
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Portanto, falas) = flas), fé({lg) = f'{ag), f2(t) < 0, para todo t € {ag. F1)

[ st 0

0 que prova o lema.

g
Como conseqiiéncia do Principio do Maximo temos
Lema 3.2.3 Se u.(z) € uma solugdo ndo constante para o problema de Neumann
—~2Au = flu), ze€Q
(3.2)
%}j = 0, T € 090,

~

onde f: R — R € a funcdo truncemento definida por

( fB), ex<t<a

Fiy =< filt), t<a

\ fa(t), 2 as,
e f1 e fa sdo definidas no Lema 3.2.2. Entdo o; < u.(z) < a3, ou seja, u, € solucdo ndo
constante do problema de Neumann (3.1).

Demonstragao:
Iniciamos provando que u.(z) < az. De fato. seja

u(z) —as, se wufzr)>as

0, se wuJzr)<as

Qo :={z €0 ulz) > as}

Notamos que

62/ VP2V, Vods = /f(ue)vda: = foluvdz <0,
o Jo

o,
/Q Vel < 0.

Dali, segue-se
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Logo |Vv! = 0, ou seja, v = constante. Como u, € ndo constante, existe x € {1 com
uc(z) < as, ou seja, v(z) = 0. Assim, v = 0. Portanto, u.(z) < a3, para todo z € (0.
Agora vamos mostrar que a; < u.. De fato, seja

ulz) —an, ul(r) <ay

w(x) =
0, ulz)>a;

O ={reQ:ufr) <a}

Como
62/ |V [~ Vu Vuwds = / fluwdz = filthwdr <0,

(7N
f IVl < 0.
9]

Isto implica |Vw] = 0, ou seja, w = constante. Como 1w, é ndo constante existe z € )

segue-se

com u.(x) > ay. isto é, w(z) = 0. Assim, w = 0. Logo, u.(x) > a4, para todo z € €. Isto
completa a prova do Lema.
&

Assim, pelo Lema 3.2.3, segue que uma solucdo para problema (3.2) é também uma
solucdo para o problema (3.1}, pois f = f no intervalo [a1, a3]. Portanto, provar o Teorema
3.2.1 é equivalente provar o Teorema a seguir.

Teorema 3.2.4 Suponha que f satisfaz as condicées (By), (By) e (Bs3). Entdo existe
eo > 0 tal que pare todo 0 < € < €y, 0 problema {3.2) possui uma solu¢do u. nio constante.

Na demonstracao do Teorema 3.2.4 utilizaremos uma versao do Teorema do Passo da
Montanha [14]. Para isto consideremos J, : W!#(Q)) — R o funcional de Euler-Lagrange
associado ao problema (3.2) definido por

2 -~
J(u) = = / VulPdr — / Flu)dz,
P Ja 9]

onde

Flu) = /Ou Fle)dt.

Pelas imersoes de Sobolev temos que J, estd bem definido. Além disso, usando argu-
mentos usuais verifica-se que J, € CHIWVHP(Q), R). Assim,

J(w)p = & f VP2V uVids — f Flu)pdz, ¥ o€ W),
Q 2
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logo, pontos criticos de J, sac solugdes fracas do problema (3.2).

Lema 3.2.5 O funcional J. satisfez a condicdo de compacidade de Palais-Smale.

Demonstragao:
Seja (u,) C WHP(Q) uma seqiiéncia de Palais-Smale para o funcional J,, isto é,

Jelun) — ¢ e Jlu,) — 0, n- 0.

| Je(up) = <d (3.3)

i/%Vun i d;cw/ﬁ(un)d.r
P Jo iy

i
i

| S v == ieQ/Q | Vu, P7% Vu, Vedr —/Qf(un)@dx < &)l (3.4)

para todo v € W'?{()) onde 6, — 0, n — .
Afirmamos que {u,) é limitada. De fato, definamos

up{z) ~ 81, se un(z) > By,
0, se uu{z) <Gy,

O ={zeQ:ulz) > 5}

Por {3.4) temos

< Onljvn|l.

e [ v rdz— [ 7
Ee /QJVLR] dx Lf(un)vndz

Como f(un) < ~C em £, segue que

& / VuPdz + C / ond < 6|0 (3.5)
o Q
C/vndsc < Onilunll (3.6)
0
Definamos
Wy =
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Logo, ||w,|l = 1. Tomande subsegiiéncias podemos assumir que w, — w em WHP{Q),
w, — w em LP(QY) e w,(z) — wix) para quase tode z € Q. Dividindo (3.6) por jv,l]

temos

C/wndm < 6,.
0

Passando o limite e levando em conta que w, > 0, temos que

C / wdzr = {,
o
donde w = (0 quase sempre em {.
Logo, w = 0. Dividindo (3.5) por [v.]] segue que

ei’f Veul ) c/ gy < 8,
o lfvall "‘*n.

Passando o limite quando n — oo obtemos

|V, [P

[n]]

Por outro lado,

= {lw,]] =62f {anipdz:—i-/ s |
Y] 193

62/ Vw,|Pdr — 1,
0

Assim,

poils

/m de$—>f wPdzr = 0.

Dai, multiplicando e dividindo (3.7) por ||v,]i?~! obtemos

J@niip 1 2/
O

Un i 14 T2
V(;; ,)I dz = g;ynﬂp”*e"/ IV, [Fdz — 0.
el /1 )

(3.8)

Assim. por (3.8) segue que |[v,]] — 0, quando n ~ oc. Consequentemente, vl < C.

Agora, definamos
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r

un(x)'; se 1 § un(‘r} S 81

Zn(T) 7= S 0, se m 2> un(x)
L 0, se u,(z) >
e
D i={z€Q:m S ua(z) <5}
De (3.4) temos
—~ P :
!62/ EVznlde—~/f(’un)an$§§ e
iJo Q i
Sendo {f(unﬂ <Cem e Iz, < ¢; em Q, onde ¢; = maz{n}, |5}, obtemos
@ [ 1Vade < Szl + [ | Fun)lznldz
0 Q
< Ol + C
<
/ znPdr < &0 = C.
Q
Logo,

§[zn[p=62f [Vzn[pd:c—}—/ |z [Pde < O+ 8,]|z.])
¢! 8!

Como p > 1, entédo

lznll < C.

Finalmente, consideramos a seqiiéncia

Un(T) — 71, se un(z) <M
To(x) 1=
0. caso contrario
e 0 conjunto
5= {z € Q: un(z) <m < 0}.

De (3.4) obtemos
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! -~ | ;
@ [1onrde— [ Fumjradeis dlinl.
’ Q Q %

Sendo f(un) > Cem Qyer, <0 temos

32

€ / |Vr,fPde + C [ (—rp)de < 8,0, (3.9)
Jo )

Assim,

C [(=rde < bl (3.10)
0
Tomemos
= T

Logo, llwy,]l = 1 e w, > 0. Dali, para uma subsegiiéncia segue que w, — w em WHP(),

w, -~ w em LP(Q). Logo, w, — w quase sempre em . Dividindo (3.10) por ||r../| temos

C/ wadr < &,
Q

Passando o limite quando n — oc segue

C/'wd:xg{],
Q

/sz.
7]

Logo, w = 0 pois, w, = 0. Dividindo (3.9) por {|r, [l obtemos

P _
o [ V7l dx-;~c/ (=Tn) < 5

o 7=l o llrall 7

o que implica

Passando limite quando n — oc temos

Vr,l?
EQ/I,T‘dx—AAO.
0

Sendo

(3.11)
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w1 =€2/ §anipd$—é—/ lw, Pdr =1
0 Q

termnoes

eQ/anPma 1. (3.12)
{

Dai, multiplicando e dividindo (3.11) por ||7.[|P~! temos

| —1.2 3 : Tn P -1 .2 [ —Tn
Hro [P e v , dz = ||r.l[f e |V —
Ql |72} al il

Assim, por (3.12) segue que [|r,|| — 0, n — oc. Consequentemente, {|r,| < C.

p

dr — 0.

Sela Uy, = vy, + 2z, + Tn. Entao
Junil < C,
ou seja, (u,) é limitada em €.
Como (2 ¢ limitado, entdo para uma subseqiiéncia u, = un, = vem WP(Q) e u, — u
em L?, ¢ < p*, com

.‘N' i T
-~9~‘,\,_p., sep <N

oo, sep > N,
Logo, u,{z) — u(z) quase sempre em 2.
Usando ¢ Teorema 1.0.15 temos que

Vi, — Vu qt.p. em £, Ve WH(Q).

Logo,
|V, P73 VuVyp — [VulP?VuVe g.t.p. em Q, ¥V p e WH(Q).

Como u, ~— u em L7{£1) pela desigualdade de Holder obtemos

/Q I VuaP*Vu, V| < /Q IV, P liVe]

P AN
< (fmer) " (Lw)
< A/;f(/ IVgoép)E.
. UHICAMP
EBLIOTECA C
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Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada tem-se
/ IV, PV, Ve — / VufP?VuVe.
Jq )

Por outro lado,
Flundun — flu)u, atp. em ©

~

1f(un)un| < A,

onde h € L7(Q). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

Lﬁmwﬂﬁﬂmh

Assim. J, satisfaz a condigao (P.S).

Lema 3.2.6 O funcionel Je € limitado inferiormente.

Demonstracao: Seja

-Q} = .QgU Q4 e Qg e -Q5 U Qg,

com
O o= {zeQ:0<u(z) <az},
Qy = {z€0:a; <ulz) <o},
Qs = {xeQ:a <ulr) <0},
Qs = {z€Q: —oc<ulr) <a}

Dai, como u é limitada em (3 e Qs temos

/Q | Flu)dr = /Q 3 Flu)dz + /Q 4 F(u)dz

IA
a
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/?(u)dm == /ﬁ(u)dm+/ F(uydz
a Qs Qa

< E+f Fla))dz
L9

Assim,

Dali,

> ﬁ/%VuV’dw—C
2

> —C.

Portanto, J, é limitado inferiormente.
- O

Para provar o proximo lema vamos usar o Teorema 1.0.13.
Lema 3.2.7 o;, i fmpar, € minimo local estrito de J. em WP,

Demonstracao: Primeiramente vamos mostrar que J. tem um minimo local em a; na
topologia C1. Assim, seja d > 0 tal que

Fla)) = F(t), para |t —a;l <6,
eu & Chtal que
[lu(z) — ailler = max{ju(z) — a;l, [u'(z) —a;|} <6
Afirmamos que existe n > 0 tal que

Q= {r e Q:julz) ~ai >0}
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tem medida positiva.

De fato, seja u € CH{Q), u # ¢;. Entdo, existe zo € € tal que u(zy) # ¢;. Logo, existe
1 > ( tal que
u(ﬂig) >a;+7

ou
u(zry) < a; — 1.

Equivalentemente,
u(ze) — asf > 7.
Pela continuidade da funcdo u existe uma bola Bj{zo) tal que
lu(z) —a;] >n, Ve Bylzg).

Portanto, £, tem medida positiva.
Agora, definamos

¢ == maz{F(a: — ), Fla: + n)}.

Sende a; um maximo local estrito de F temos

fﬂ?(u)dx = /p

< Flu)dz + / Fla;)dx
Qo O\,

Fudz + / F(u)dz
R,

i

< / C1d$+/ Fla)dz
£y 282y
= c;,/ dz + ?(ai)dx
£y EAREN
< ?(ai)f dx—&-f Fla))dz
0, MO,

= /Q ﬁ(ai)dx.
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Portanto,

Jw) = £ /Q Tl — [} Flu)dz

> —fpfﬁ(u)da:
> - /;ﬁ(ai)dx

= Je(ai);

isto é. a; é um minimo local estrito de J; na topologia C.

Pelo Teorema 1.0.13 ¢; é um minimo local de J, na topologia W?(Q).

Sem perda de generalidade, podemos supor que a; ¢ minimo local estrito de J, em
WiP(()). Caso contririo, para todo § > 0, existe vs € WP(Q) tal que

J(vs) = Je(a;).

Logo, vs ¢ um ponto critico de J, em WhH#(().

.
Usaremos argumentos de [7] para obter o préximo resultado.
Lema 3.2.8 Se a ¢ um minimo local estrite de J., isto €,
Jela) < Je(u) (3.13)

para todo v € WYP(2) tal que 0 < |lu — all < & para algum 8y > 0. Entdo, para todo
0 <o < dg,

inf{J.(u) : u e W (Q) e {ju—all = a} > J{a). (3.14)

Demonstrégéo:

Suponha por contradi¢go gue o infimo em (3.14) é igual a J.(a) para algum o com
0 < o < §y. Assim, existe uma seqiiéncia u, € WHP(Q) com l|u, — al| = a e, digamos,
Je(un) € J{a) + 53, Defina

A={ueW"(Q): a—6 < lju—al <a+d},
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onde § > 0 é escolhido de forma que 0 < a —4 e o+ & < do. Pela hipdtese de contradicao
e (3.13) segue que
inf{J(u):uwe Al = Jda).

Aplicando o Principio Variacional de Ekeland em A para cada n temos que existe uma
seqiiéncia v, € A tal que

J(tg) < T {un), (3.15)
| 1
l[’vn - u‘ﬂ’l IH/“]‘P 3 —T;.‘ (3.16)
e
1
Jve) < ) + = wnllwin, ¥ ue A (3.17)

Mostraremos a seguir que v, é uma seqgiiéncia (P.8) para J, em W'P{(2), isto é,

Je(vn) € C (isto segue de (3.15))

Ji(vy) — 0, n - oo, (3.18)

Provado (3.18), segue-se que v, possul uma subseqiiéncia convergente. Denotando
essa subseqiiéncia v, por v, temos que v, — v em W?(Q). Observamos que v € 4, pois
A é completo. Logo, v € WP(Q) e satisfaz |v — al] = a e J{v) = J.(a), o que contradiz
(3.13).

Para concluirmos a demonstragdo provaremos gue Ji(v,) — 0, quando n — oc, para

1

isto fixamos n > 3, tomamos w € WP{Q) e u, 1= v, + fw. Para |{| suficientemente

pequeno u: = v, + tw € A. De fato, definamos
limeofu: —all = lv.—d

. —al

IA
=
3
&
2
w§4
3

IA
fra

mim

2
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Por outro lado,

lon —all = fla—uall = Jun = val
> a-;
> a—4.

Assim, podemos tomar u = u, em (3.17), e entdo para t > 0,

i

Jelvn )= Jo (vn +tw ‘
Jelvn)m Jelonrtw) - Ll — tw — |

t _

(3.19)

e e

Tomando limite em (3.19) quando £ — 0 segue que

€

1 .
(JTi(wn), w) < =]

Consequentemente,
1 :
[{Je(vn), wil < ~llwll, v we W),
Assim. J/(v,) — 0, n — o¢, 0 que prova {3.18). Assim, a demonstragio do lema estd
completa.

Demonstracido do Teorema 3.2.4:
Defina

T = {heC0,1,W'(Q): h(0) = a; & h(1) = a3}

e = Inf Iax Je(h(t)).

Pelo Lema 3.2.8

e 1w iz;%z;zg:;c J(h(t)) > ¢ = maz{Jla1), J(as)}.

Como J, satisfaz a condicdo (P.S), segue-se do Teorema 1.0.12 que existe T ponto

critico de .J, tal que
J () = ..
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Além disso, @ € do tipo passo da montanha, pois se os pontos criticos de .J. nao sédo
isolados em W'P(Q) entdo existe uma infinidade de pontos criticos de J.. Como a; e as
sao minimos locals estritos entdo T s a; e U % az. Portanto para mostrar a existencia
de um ponto critico nao constante de J, basta mostrar que v, < 0, pois J.(0) = 0, o que
implica @ % 0.

Afirmamos que v, < 0. De fato. consideremos B € 2 a bola aberta de centro zero e
raio R e definamos

w{zr), =€ NB,
onde v (z) é a solucio positiva para o problema de Dirichlet (2.1) em B e w(z) é a solucio
negativa para o problema de Dirichlet (2.1} em (Q\B)|J(O\B) .
Como 2 € C? e as funcdes v, w. € [P()), segue-se pela Proposicao 1X.18 de [2] que
ug € WHP(Q).
Agora, dado € > 0 consideremos o caminho

hﬁ(i) = ?f(l — t)ug(x) + (CLS - a;)t + @y, €m T.

(Jueremos mostrar que existe €5 > 0, suficientemente pequeno tal que para todo
0<e<e
max J.(h(t)) < 0.
50 6( e( ))

Suponha por contradicdo, que nao existe tal ¢ > 0. Entao para todo ¢y > 0, existe
€ < €g tal que

Je(he(te)) 2 0, (3.20)
para algum ¢, € [0,1]. Seja (&) uma seqgiiéncia tal que
k}.im er =0, Jlhe(fy)) =0, 0L Iicintétek =a < 1.

Para simplificar a notacao fagamos €, = € e t,, = {. Entdo, tomando qualquer bola aberta
B C ), temos

2 -

) = 2 [ wniopa+S [ Vhepd - | Fondde

= Sl t)P(/ VvelPdx -§~/ nge[pd:c)
z B O\B

~/ ?(ﬁ(}. ~ thug + (as — a;)f + ay)dz.
Q
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Sendo
‘/ 'V’oelpdsc-——/ Jvedx
e
€ / |Vw, Pz = f (we)w dr
O\B
Lemos

stndey = 2222 [ Foude+ Q\Bf(we)wedx}
(3.21)

—/ F(#(1 = thug + (a3 — 1)t + a1)dz.
Q

Como v, — a3 quando € — 0 uniformemente em todo subconjunto compacto de B e
w, — a1 quando € — 0 uniformemente em todo subconjunto compacto de O\ B, temos

lim f(ve)'vedx =0
e—0 B

lim f(’wé)wed:z: = {.
/B

Tomando limite em (3.21), pelos fatos acima e pelo Teorema da Convergéncia Dominada

segue-se que

lime_p Je(he(t)) = lme.g [—— / ﬁ(f(i — tlug(z) + (a3 — a1)t + a1 )dx
Q

= —Fla(l - ajag + (a3 —ay )+ a)| B

—Flo(l ~ a)ar + (a3 — a1)a + a) |0\ B,
onde |A} é a medida de Lebesgue de um conjunto A € RY. Pelas hipéteses sobre f, Lema
3.2.2. temos

—~

—F(O&(i - &)ag + (CL3 - al)oz -+ CLl) ﬁ 0 (322)
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-~

—F{a(l —a)ay + {(az — arja +aq) < 0. (3.23)

Como

m < ol —alas+ (as —a)a+ay < 5,

7 < Cz(l - a}al “+ (CLg - QI)Q +a; < B

e F se anula somente em 1, 0 e 5; entdo se (3.22) e (3.23) forem iguals a zero segue-se
que

Oc(l — Ct}ag + (Cbg - CL})CE +a,=0= Oé(l — a')a; 4 (ag - CL})O&' -+ ay,

1sto &,
a(l — ooz = a(l — aja;.

Como ag # a1
a{l —a) =0,

ou seja, a =0 oua =1 Logo Fla;) =0o0u Flas) = 0. Entdo a; = 0 ou az =0, 0 que é
impossivel. Consequentemente,

—Fla(l — a)as + (as — aja+a;) <90
ou
—Fla(l —a)a; + (a3 — ay)a +a1) < 0.
Portanto,
gr% Je(he(t)) <0,

o que contradiz (3.20). Assim, v, < 0.
[

Corolério 3.2.9 Seja [ satisfazendo (Fy), (Fy) ¢ (F3) e seja ue a solugdo ndo constante
do problemna (3.1) tal que J.(u.) = .. Entdo

lirré supJe(u) < 0.
[,
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Demonstracao: Pela demonstracido do Teorema 3.2.4 existe um numero €; positivo tal

que

Jelhe, (1)) < O

para todo t € [0, 1}, onde

P, () = t(1 — thuo(z) + (as — a1)t + a,

com ug definida na demonstracéo do Teorema 3.2.4. Portanto, para todo 0 < € < €y,

Je(he, (1)) < Je (R () < 0

para todo t € [0, 1]. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe ¢, € [0,1] tal que

hey(Be) = ue(x),
pois, ke (0) = ay, he, (1) = a3 e a; < u.(z) < az. Consequentemente,
JE(hq (te}) = Jﬁ(ué(x))=
para algum t, € [0,1]. Portanto,

lir% supJ(ue) < 0.

Demonstragao do Teorema 3.2.1:
Segue imediatamente do Teorema 3.2.4 e Lema 3.2.3, como observamos logo apds a

demonstracio do Lema 3.2.3.
O

3.3 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta se¢ao, vamos apresentar a prova do Teorema principal deste capitulo utilizando
os resultados acima provados.

Demonstragao do Teorema 3.1.1:
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Para cada ! = 1,2..... considere a funciio f : [ag—1 — g, age) — ay) — R de classe C?
definida por

e

ft) = flt +ag).
Entdo pelo Teorema 3.2.1, o problema

—e A v = flv), em Q

(3.24)
v

= o= 0, sobre 92

tem uma solugdo nao constante v;(z) tal que

9.1 — Qg < L‘z(l‘-) < Q9141 — Q2L

onde v = u — ay. Assim, u; = v + ag € uma solugdo ndo constante para o problema (3.1)
Com Gop—1 < U < A9pl-
Logo, existem pelo menos [ solugdes para o problema (3.1) satisfazendo

a) < uplz) < az <ux(z) <asg <. <ogo1 <) < a9

3.4 Comportamento Assintético de uma Classe de
Solucoes

Nesta secdo, vamos estabelecer o comportamento assintotico da solucdo ndo constante
do problema {3.1), determinada no Teorema 3.2.1.

Teorema 3.4.1 Seja f satisfozendo as condigies (By), (Ba) e (Bs) e sejo v, a solugdo
ndo constante do problema (3.1). Dado algum & > 0, seja
O (e, 8) = {xeQ:0<u(z) < <as}

contendo uma bola aberta Bz, w*(e,d)) centrada em algum ponto z = z(e,0) € QT (¢,d)
cujo raio w*(e, d) € o mdximo dos raios das bolas abertas contidas em 0+ (e,8). Entdo

Imw*(e, 8) = 0.

en(}
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Demonstracgao:
Seja 0 < d < az. Suponha por contradiciao que

limw*(e,6) # 0.

e

Entéo existe uma seqiténcia convergente {w*{e;,d)} tal que

Hm w{eg, d) = as > 0.

i O

Isto significa que, para cada € > 0, existe um ponto z; = z{ex. d) € QT (er, ) tal que a
bola B(zg.as), centrada em um ponto z; com raio oy, estd contida em Q7 (e, 8).
Observamos que u. ¢ uma supersolucio do problema de Dirichlet

—etNu = flu), em Bz, as)
(3.25)
v = 0 sobre 0B(zk, 05).

Afirmacao: Existem €y, e 8 > 0 tais que ¢, é subsolucdo para o problema {3.25) para
todo 0 < € < €g,, onde ¢ € a auto-funcdo associada ao primeiro auto-valor A; do opera-
dor p-Laplaciano sujeito a condicao de fronteira de Dirichlet.

De fato, seja

i )

t—0 It]?"‘gt'
Segue-se de {B3) que dado &, > 0, (tome & < %), existe tq > 0 tal que para | ¢ |[< 1
tem-se

Entao

[ 3

Seja ; > 0 uma auto-funcdo do p-Laplaciano associado ao primeiro auto-valor A;.
Tome 3 > 0 tal que
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| Berlz) (<t

3 (mgx;J < as.

Dai, por (3.26) o)
Y S A L VI
T B Y B

Tome €, > 0 tal que €2 A, < ~ —§;. Entéo
o ko

_ (B¢1)
o= 150 P2 B

e Lo P < F(B9)

—e5,8p(801) < f(Be1)

ou seja, iy é subsolucéo para o problema (3.25). Portanto, existem eg, > 0 e 3 > 0 tais
que By, € subsolucdo para o problema (3.25) para todo 0 < € < eg,.
Assim, pelo Teorema 2.1.1 sabemos que o problema (3.25) tem uma solugio minimal
u* com Jpy < vt < u, e tal que u* — a3 em todo subconjunto compacto de B{zy, as)
quando ¢, — 0. Isto contradiz o fato que § < ag.
d

Observagao 3.4.2 Se escolhermos uma bola aberta B = B(x,w*{(e,d)) centrada em al-
gum ponto T = x(£,48) cujo rato w*(e,8) € o mdzrimo dos raios das bolas em

(e, d)={zeQ:a < = <ulz) <0}
podemos provar de maneira andloga que

limw”(e.d) = 0.

&0
Observacgao 3.4.3 Por uma translacdo, podemos observar que o Teorema 3.4.1 ¢ QOb-
servacdo 3.4.2 estabelece o comportamento assintdtico de qualguer solugdo w{z) determi-

nada no Teorema 5.1.1.
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3.5 Exemplos

Exemplo 3.5.1 Seja f: R — R definida por

f(’LL) - ‘u|p~2u(p - p‘u|p) ]

(1 =+ [uf?)
O grdfico de [ para p=3 €
| 1
\ A
i!‘-‘ l A
v g
L
para p=10 €
|
] f
T
.
Entdo, [ satisfaz as hipdteses {by), (o) e (b3) paral =1 coma; = —1, ap =0 ¢
gz = 1.
De fato,

(i) E facil ver que os nicos zeros de f sdo: —1, O e 1.

(ii) Observe que

[ [(p—1)uP~Hp—puP)bup= L plypl ):]3{1 +uP ) —puP=1 (P (p—puP})
{(1+uP) :

seu >0

se u =10
flu) =

(P2 (p= 1) = Ep(1m (= )PP e [ 1)P ™ 2P~ I p(— (— 1YPpuP (1 4{ = 1)PuF)
(1+(~1}Pur)?

(1P 2P pld —(—1)PuP ) ((~1)PpuP )
L (I+{—1)Fup)? :

se u < .
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Assim,

* [( — . ! o
i /10 = li £10) =0

Seja.

lim £'(t) = 0 = £(0),

t—0
ou seja, f é continua no zero.
Claramente, f’ é continua para todo z € Q com u{z) # C.
Portanto, f € CHQ).

(iii) Note que

f=D=50)=f1) =0

2
F-)=f1)=-% <o

(iv) Finalmente, observe que:

Ft)

ling =557 =P >0.

Portanto, as hipéteses (B}, (B2) e {Bs) so satisfeitas. Assim, pelo Teorema 3.2.1
existe g > 0 tal que o problema de Neumann

| P= 2 pepie
DU = ﬁ\_ﬁ,.ai%ﬁ;_uﬂ em O
Bu
&L o= 0, sobre 99,

tem uma solugdo nao constante a; < u. < az paratodo 0 <e <eyep > 2.

Exemplo 3.5.2 Seja f: R - R definida por

fluy = ufa — ),
onde o € R™. Entdo, f satisfaz as hipdteses (by), (ba) e (bs) com = 1, ou seja, [ satisfaz
as hipdteses (By). (Ba) e (B3) com a: = —\/a, ay =0 e a3 = /a.
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De fato,

(i) E facil ver que os tnicos zeros de f sio —/a, 0 e /a.
(ii) Claramente f ¢ C1{Q).

(iii) Observe que

(iv) Se p = 2 temos

ft)

iig pEm =g > (.

Portanto, as hipdteses (B;), (Bs) e (B3) sdo satisfeitas se p = 2. Assim, pelo Teorema
3.2.1 existe €9 > 0 tal que o problema de Neumann

—2hu = ula—u?), em Q
gﬁ = {0, sobre 0%,

tem uma solucdo nao constante a7 < w.(z) < a3 para todo 0 < € < €.

Exemplo 3.5.3 Seja f: [-x, (20 — 1)7] — R definida por

flu) = sen{u).
Logo, [ satisfaz as hipdteses (by), (ba) e (b3} pare
p= 2: l = 123 [

a;w—-?r<ag:{)<a3=7r<...<aggm(25~—2)w<agg+1m(:2[-—1)7;'.

De fato,
(i) Claramente os tnicos zeros de f no intervo [~x, (2] — 1)7] sdo

~m, 0,7, 27, 3%, ., (2l = )7

(ii) A funcéo f é C' em [—7, (2] — L)7].
(iii) Sabemos que



Existéncia de solucdo para problema de Neumann 50

fim)y= f3n)=..= f[2l ~ 1l)7] = =1 < Q.

“fa
|
b
[

(iv) Também sabemos que

— @) ; — a9
lm Flt —ay) - lim senlt — asy) lim sen(t)

t—ag € — agy t—az L — Ay teel f

=1>0

Assim, pelo Teorema 3.1.1 existe ¢g > 0 tal que o problema de Neumann
—eLAu = sen(u), em Q
% = {0, sobre 011,
tem pelo menos [ solugbes ndo constantes satisfazendo
a; < up(z) < ag Sus(z) < as < o < wlT) < amsy

para todo 0 < e < ¢q.



Capitulo 4

Existéncia de Solucoes Radiais para
uma Classe de Problemas
Quaselineares com Condicao de

Dirichlet

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos usar o método de Iteragdo Monotdnica e argumentos de [9] para
estabelecer a existéncia de solugdes e seu comportamento assintdtico quando € ~» ( para
o problema de Dirichlet na forma radial

—e(ro Y = f(u), em (0, R)
(4.1)
v (0) =u(R) =0,
onde 0 < R < oo e ., 3 sdo nimeros reais dados tais que vy > ae 3> 0.
Vamos assumir que a funcéo f satisfaz as seguintes condigbes:

(c1) f:lo1.a3] — R € uma fungdo de classe C? com f(a1) = flas) =0;
(c3) Existem exatamente trés zeros de f,

a1 <O =ay < as

tals que
Fflla) <0, flasg) < 0;
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(c3)
f(t)

e EIETR

Consideremos o espaco de Banach Xg das funcoes absolutamente continuas
u: (0,R) — Rtaisque u(R)=0e

R
62/ r (1)) P72 < o
0

Designaremos a norma em Xz por:

R 1/{5-+2)
ullxy = (62/ r“fu’(r)i’?%dr) .
6

Aqui, entendemos por uma solugio fraca de (4.1). uma funcdo u € Xp tal que
R R
e / Pl dr — / Y fluyedr =0, ¥V ¢ € Xg,
J0 o0

ou seja, uma solucdo fraca do problema (4.1) é um ponto critico do funcional

62 R ‘ R
I {u) = §2/€; T"‘]u’!ﬁﬁdr—f ' F{u)dr,
0

R
onde F{u) m/e fle)de.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 4.1.1 Seja f satisfazendo as condigdes (¢1), (ca) e (¢3). Fntdo dade qualguer
bole B{0,71) C B(0O,R), 0 < ry < R, existe g > 0 tal que para todo 0 < € < ¢y, 0
problema de Dirichlet

—e2 (ol 1By Y = 7 f(u), em (0,7)
(4.2)
w(0) = ulr:) =0,
tem uma solugdo positiva 0 < ur) < az em [0,r] tal que u, — az quando ¢ — 0 uni-
Sformemente em todo subconjunto compacto de {0.7}. Além disso, o problema de Dirichlet

~e2(relu [Py = vV f{u), em (r1, R)
(4.3)
u(ry) = u(R) =0,
tem uma solucdo negativa oy < v(r) < 0 em [ry, R} tal que ve — a; quando ¢ — 0
uniformemente em todo subconjunio compacto de (ry, R).
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4.2 Propriedades dos Espacos Xg, L}

Apresentaremos aqui algumas defini¢oes, resultados de imersoes e propriedades do
primeiro auto-valor que serao Uteis na demonstracdo do Teorema principal.
Seja ¢ > 1 e 6 > —1. Denotamos por L] = L3(0. R) o espaco de Banach das fungdes

mensurdveis & Lebesgue u : [0, Rl — R tais que

( /@ i rgéu(?")lqd’r) v < 0.

Designamos a norma em L} por:

fullps o= (/;-rglu(r)qur> l/q.

Associado a cada espaco Xg e cada peso § definimos o expoente critico

. B+ 1D){(8+2)
s & :
q : P (4.4)
sob a hipodtese que
a—-53—1>0. (4.5)

O resultado seguinte aparece em Kufner-Opic [19].

Proposigao 4.2.1 Sejau: (0, R — R uma funcdo absolutamente continua. Seu(R) = 0

e

(i) para 1 £ G+ 2 < g < oo temos:
(1)a>8+10>az5 -9 1 oy
(2ja<i+1, 60>-1,

(1) para 1 < g < B+ 2 < ¢ temos:
(1)a>ﬁ+1,9>a§%—%1-1; ou
(2la<d+1, 6> -1,

entao

1/(B+2)

( /O : rgiu('r)qu?) e ( /O i r“[u’(r}l-ﬁ"‘”zdr)
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Prova: Veja Proposicéo 1.0 de [6].
cl
Os resultados acima mostram que as imersdes Xp C L} séo continuas se ¢ < ¢" e
a—3-—1>0. Sea—7F—1<0 estas imerses sdo verdadeiras para todo ¢ < oc. Se
o — 3 —1> 0 usando um argumento do tipo Arzeld-Ascoli, temos que as imersdes sao
compactas se ¢ < ¢°. Conseguentemente, temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.2.2 Assuma que & — 3 — 1 > 0. Entdo o espago Xg estd continuamente
imerso em Li{,*, e estd compactamente imerso em LT se ¢ < g e 0 < R < 0.

Prova: Veja Proposigio 1.1 de [6].

O
Agora, considere a seguinte equagdo:
o ()P () = 1 flr ), em (0, R)
(4.6)
u'(0) = u(R) =0,
onde f:[0,00) x R — R é continua e
If(r,u)] < cJulfP™ + ¢, para qualquer u e R, 0 < r < R, (4.7}
com p satisfazendo a condigdo
A+ 15 +2
fro<pc T (4.8)

a~ 31
ec> 0.
Uma funcio v € Xg é uma soluglo fraca de (4.6) se, e somente se,

R R
/ e Puv'dr = f  f(r, u)vdr, para toda v € Xp.
0 0

Uma funcio « € Xg é uma solucdo integral de (4.6) se

R
= (1) P/ (r) = f 5% f(s.u{s))ds para r € [0, R] quase todo ponto.
0

—

Proposigao 4.2.3 Assuma gue as condigdes (4.7) e (4.8) sdo satisfeitas. Uma fungdo
u € Xg € uma solucdo fraca de (4.6) se, e somente se, € uma solugdo integral.
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Prova: Veja Proposicéo 2.1 de [6].

Proposicao 4.2.4 Assuma que as condigdes (4.7}, (4.8) €

§ > a — 1 sdo verdadeiras. Entdo qualquer solucdo frace de (4.6) pertence a
C?(0, R) n CY#[0, R].

Prova: Veja Proposicio 2.2 de [6].

Lema 4.2.5 O espac¢o de Banach Xg é uniformemente convero.

Prova: Considere a aplicacio linear ¥ : Xp — L5+? definida por

\p(u) - Tcx/'(_{a"%’z) Ju.rl

£ observe que

R
3+2 { s G
@)%, = f o ()P o = [l 52

Como ¥ é um isomorfismo isométrico do espaco de Banach Xp sobre um subespaco
fechado do espaco uniformemente convexo L7, segue que Xy é uniformemente convexo.

O

Consederemos o seguinte problemsa de auto-valor

Lu = M|ul?u, em (0, R)
(4.9)
u'(0) = u(R) =0,
onde Lu := —(r*j/|°u) e A € R.

Pela Proposicao 4.2.2 segue que a imersao Xp C L‘§+2 é continua se

(+1)(5+2)

f+2s a—0-1

istoé,seq—3—2<4,eécompactasea— 3 —2 < 0.
O principal resultado sobre o problema (4.9) é:
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Proposicao 4.2.6 O fnfimo

R
/ o (7) [Py
0

)icni\‘w}' R
HeER / ’f"ﬂu(r)?”d’r
0

€ atingido por uma fungdo ¢ € Xg, e A (R) € um auto-valor do problema (4.9). Além
disso, p1(r) # 0 para r € [0, R] [assim podemos escolher uma @1 > 0 em [0, R)], M(R) €
o menor auto-valor de [4.9) e € simples.

/\1(R) =

Prova: Veja Proposicdo 3.1 de [6].

4.3 Principios de Comparacao

Nesta secdo apresentamos alguns resultados que utilizaremos na prova de nosso

teorema.

Definicao 4.3.1 Uma funcdo u € Xgp N LY € dita subsolugdo para o problema (4.1) se
R R
e [P < [ v iwedn ¥ o€ Xn, 620
0 0

w(0) =0, u(R) <0.

Uma fungdo T € Xgp N L € dita supersolucdo para o problema (4.1) se
R R
62/ rel(@) )P (@) ¢'dr > [ T f(W)ddr, YV o € X, 020
0 0

(@)'(0) = 0, TR) > 0.
Usaremos o seguinte principio de comparacao:

Lema 4.3.2 (onsidere g : R — R, uma fungdo continua e crescente, tal que g(0) = 0 ¢
fungoes uy, us € Xp M LS tais que, para toda & € Xg, ¢ > 0

R R R R
62/ r“[u’ggﬁufz@’df%—/ glus(r))édr < 62/ reuy Pl ¢ dr —%-f glus {r))edr
0 0 0

0

uz(R) < ui(R).
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Entdo us < uy guase sempre em {0, R).

Demonstragao:
Seja @ = (us — u;)" € Xp. Entdo, como g é crescente temos:

R
0 2 @ [ el - Pl - )Y

R
" / loluz) — gluy)](uz — w)*

= [ e~ sl — P +
us>u
[ latun) = gtu))us = )"
uzFug

JP = P .
= o[ el s il e
ua>uy

uhl? — luf P
+€2/> ,'ra{ 2| ,)i 1[ [!HEIQW‘U’HQJ
7] U

[ ot - gl — ) 20

Logo, (us —u;)* = 0 quase sempre em (0, ), ou equivalentemente, us < u; quase sempre

em (0, R).
=

Lema 4.3.3 Seja g: R — R, uma fun¢do continua e crescente, tal que g(0) = 0. Entdo,
toda fungao h € L?;(D., R), onde ¢’ € o expoente conjugado de g, ou seja, 1/g+1/¢d =10
problema

—e2{(r*|u/'1Pu'Y + glu(r)) = h(r), 7 € (0. R)
(4.10)
v (0)=u(R)=0

admite uma dnice solucdo fracau € Xp. Além disse, o operador associado T - Lf; — Xp,
h — u € continuo e nao decrescente.
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Demonstracao:
i) Existéncia
Seja

e R | R R
ou) = i 2]{; re [P+ dr —!—/ G(u)dr ﬂfo h{r)udr,
5+ 0

onde

Glu) = f:g(t)dt

o funcional associado ao problema {4.10).

Afirmacao 1: ¢ é coercivo,
De fato,

R R
ou) = =Slul2+ [ Gludr - / h(r)udr
' G O

R
> arpliu]? _/o h(r)udr.

Portanto, ¢(u) — +oc quando liull — 420, ou seja, ¢ é coercivo.

Afirmacao 2: ¢ é fracamente semicontinuo inferiormente (s. c. 1.).
De fato, seja u, — u em Xg. Como Xp estd imerso compactamente em L, para

g< gt i=q = % pela continuidade do operador de Nemytskii G{u,) — G{u) em

/Gun - Yy fG(u

sempre que u, ~ w em Xp. Portanto, ¥ € s. ¢. 1. e consequentemente ¢ € s. ¢. 1.

Lff tem-se

Assim, existe up € Xp tal que ¢{up) = minuex, ¢{u).

ii) Unicidade
Sejam u;,us € Xg solugdes fracas do problema (4.10), ou seja,

R R R
62/ AT +f g{uy)edr __f h(ryodr = 0,V ¢ € Xp (4.11)
0 0 0
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R R R
62/ (r®fup Pl ) dr +/ glus)edr — / R(rypdr =0,V ¢ € Xp. (4.12)
0 0 Jo
De {(4.11) e (4.12) temos:

R Fas
2 f (1 152, — (7l Pedy) ' dr + / lg(1) — glua)]spdr = 0.

Escolhendo ¢ = {u; — ug)™ e usando o fato que g é crescente, obtemos:
R N
& [l uilou) - (bl (- )
R '
= [ lat) - gl )
0

= e [l P — P + s Plar
uZug

[ lotw) = gl - wa) i 2 0
uyZug
Assim, (u; — u2)T = 0 quase sempre em (0, B), ou seja, u; < us quase sempre em
(0, R).

Fazendo ¢ = (us -~ u;)™ e usando o fato que g é crescente, obtemos:
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R
0 = 62/0 r EU”’]S Ju’liﬁuﬂ((uz—uz)*)w

R
é*/ l9(uz) = glw)i{ue —wi)7dr
0

- 62/ T {Wﬁ sz - u:zlﬁ ?ul |}y Suflug i qu‘jiui‘gjd?"
un>u

w/ [g{us) ~ g{u1)](ug — w1} dr
uz2uy

luh|? + |18 .
— 62/ rcx' 2] ‘)l 1i E((U?“ul).?—)llzdi‘"
uzuy

P4

lub|? — ufl?
e
u2>u1 2

+/ g{uz) — glun)j(us — ) Tdr > 0.
U FUL

Consequentemente, (up — u3)" = 0, ou seja, up < u; quase sempre em (0, R).
Portanto, o problema (4.10) possui uma tnica solugéo fraca u € Xp.
O fato de T ser ndo decrescente segue do Lema 4.3.2.

4.4 Existéncia de Solugoes

Nesta se¢io, mostraremos a existéncia de solugbes para o problema (4.1}, usando
argumentos de minimizacgao.

Proposigac 4.4.1 Seja f satisfazendo as condigdes (¢1), (cz) e (cy). Entdo dada qualquer
bola B{0,r:) < B(0,R), 0 < r < R, existe eg > 0 tal que para todo 0 < ¢ < €, o problema
de Dirichlet (4.2), ou seja,

——eQ(TO‘Iu’éﬁu’)f = r7flu), em (0,7r1)
(4.13)
u'{0) = u(ry) =0,
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tem uma solucGo positiva 0 < u(r) < az em [0, ). Além disso. o problema de Dirichlet
(4.3), ou seja.

—e2 (oY = f(u). em (ry, R)

i

(4.14)
u(r:) = u(R) =0,

tem uma solugdo negativa ay < v {r} < 0 em |ry, Rl

Demonstragao: Iniciamos provande a existéncia de solucdo positiva para o problema
{4.13), para isto usamos argumento de truncamento. Seja f; : R — R definida por

Flu), se0<u<ay
filu) =

0, caso contrario.

Agora, consideramos o seguinte problema auxiliar:

—e2(rofutPuY = v fi(u), em (0,7;)

(4.15)
W(0) = ulry) = 0.
Usando {¢;}, temos que existe M > 0 tal que
() + Mt
é mondtona crescente. O problema (4.15) é equivalente ao problema
—2(ro/ PuY + Mu =7 fi(u) + Mu, em (0,7)
(4.16)

W (0) = u{r;) = 0.

Assim, vamos mostrar a existéncia de uma solugao positiva para o problema (4.16) usando
o método de sub e supersolugao. Mostraremos isto em trés etapas.

Etapa 1: A funcéo T(r) = ag, para r € [0, ] é uma supersolugéo do problema (4.16).
De fato.
Wég(ra{agfgaé), + Magz = T7f1(a3} 4+ Mas.

Etapa 2: Construgao de uma subsolugio para o problema (4.16).
Seja
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Nttt
a = lim f ( )
=0 [£7t
e A; é o primeiro auto-valor do operador Lu := —(r®u/|?u’) sujeito & condigdo de fronteira

de Dirichlet. Segue-se de (¢3) que dado 0 € (0, a), existe tg > 0 tal que para todo |t |< tg

temos que
Ai(t) 5
‘ Etlﬁt - GES CS
Entao
= i
a~10< Iﬁ(;t, para todo | ¢ [< to. (4.17)

Seja ¢y > 0 uma auto-funcdo do operador Lu definido acima, associada ao primeirc
auto-valor A;. Tome 3 > 0 tal que

| Brgr(r) [£ to

&4 (max apl) < as.

(G.r1)

Dai, por (4.17)

< Fi(Brgt)

S 8 i, §6 s -
l, 101 1P Bier

Escolhendo €5 > 0 tal que 68)\1;’; < a— 9§ tem-se

5
0y T o filBig1)
ot = | Bipr 17 By

O

a_

63%538% Loy 1P oir® <7 fi(Brgr)

~e3(r®|(Bup1) PP (Br01) ) < 77 F1(Bugr)
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—e5 (7% (Bie1) 1P (Br01)Y + M(Brp1) < 77 filBugr) + M(Bron),

ou seja, by € subsolucdo para o problema (4.16). Provamos entao que existem eg > 0 e
51 > 0 tais que F¢r € subsolugho para o problema (4.16) para todo 0 < ¢ < ¢.

Etapa 3: Vamos mostrar que o problema (4.16) possul uma solucdo minimal u, (res-
pectivamente maximal u*), tal que G1¢ = v < u, < T = ag. Vamos proceder como em
[5]. Considere o conjunto

[w. @] == {u € LT(0,ry) r u(r) < ulr) <T(r) qt.p. em (0,7)}

i
==

com a topologia de convergéncia quase sempre, e defina o operador

S:lwm — L2

por
Sv=r7fi(v)+ Mv € LZ(0,7) C LT(0.71).¥ v € [1.7]

onde ¢’ é o expoente conjugado de ¢, isto é, 1/¢+ 1/¢' = 1. Assim, S ¢ ndo decrescente e
limitado. Além disso, dados v,. v € [, %] com v, — v quase sempre em (0, ;) temos

Il Svn, — Sv H?ng /0""1 LT fo(en) + Mo, — 77 fi(v) — Mo |2 dr.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos
| Svn—Sv =0,
ou seja, S é continuo. Agora, considere o operador continuo n&o decrescente
F:lu7 —~ Xg

definido por

F.=ToS,
(onde T é o operador continuo e néo decrescente definido no Lema 4.3.3, isto é, para uma
fungio v € [, 7|, F(v) é a tinica solugio fraca do problema de valor de fronteira

—e2(refd PuY + Mu =17 fi{v) + My, em (0,71)
(4.18)
w(0) = ul(ry) = 0.
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Escrevendo
up = Fu)

obtemos que para toda @ € Xg, ¢ > 0,

e ul= F{@)

T3 (=)
f ro ol P ulgdr + / Muydr
0 0

- / (r" frlu) + Mujpdr
0

1 1
> / ro w7 udr 4 / Mupdr
§] g

7 1
f ) (WY VP Y ddr + / Mulpdr
0 0

T
0

1 1
< f P @) P (@) dr + / Mgdr.
g 4]

Aplicando o Lema 4.3.2 e usando o fato que F' € nao decrescente obtemos

u< Fly) < Flu) < F(u) <4, qt.p. em (0,73}, Vu€ ua).

64

Repetindo o mesmo argumento podemos provar que existem duas seqgiiéncias (u”) e {uy,)

satisfazendo
W=7
u

Ug ==

U

n+l F(’u,ﬂ)

Upy1 = F(un)

e para toda solucdo fraca u € [u, %] do problema (4.16) obtemos

<

g 'U.l S uo = .’L_]:? qu e (G,Ti)ﬂ

Como (u,) é uma seqiiéncia nao decrescente e limitada superiormente e {u™) é uma

seqiéncia ndo crescente e limitada inferiormente entao
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quase sempre em (0,7y), com u,, u™ € [u, 7], e u. < u* quase sempre em (0, 7). Sendo
Una1 = Flup) — Flu,) e v = F(u") — Flu*) em Xg,
pela continuidade da F, temos
U, u” € Xp com u, = Flu.) e u" = Fu™),

o que completa a prova, pois F(u.) e F(u*) sfo soluges fracas de (4.18). Assim, u, ¢é
solucdo minimal fraca (respectivamente u* maximal fraca) do problema (4.16} tal que

U, vt € [u, W), V0 <e < e
Em particular, toda solugfo fraca u € (i, %] do problema (4.16) satisfaz
U, <u<u’,

quase sempre em (0,r;). Como as solugdes u. e u* estdo entre 0 e a3 entdo u. e u* sdo
solugdes do problema (4.13). Portanto o problema (4.13) possui uma solugdo u, := .,
para todo 0 < € < € tal que u, € [G1¢1, aa).

Para provar a existéncia da solucdo negativa v.(r) para o problema (4.14) a qual esta
entre a, e 0 basta considerar a funcdo truncamento f» : R — R definida por

f('l,{) SeQIS'{LSO
folu) ==

0, caso contrario.

e resolver o seguinte problema
(e Py = 7 fo(w), em (r, R)

u{r;) =u{R) = 0.

Consideramos aqui, A; como o primeiro auto-valor do problema

=(r*u/}Pu’) = XrlulPu, em (ry, R)

u(ry) =u(R) =0

e > 0 a auto-funcgéo associada ao primeiro auto-valor A;.
A demonstragio segue de forma andloga ao caso positivo provado em (a). U
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4.5 Comportamento Assintético de uma Classe de

Solucoes Radiais

Nesta sec&o, vamos estabelecer o comportamento assintético das solugdes dos problemas
(4.2) e (4.3) quando € — 0.

Proposicao 4.5.1 Seja 0 < w.(r) < az uma solugdo positiva do problema (4.2) e seja
a; < v.(r} < 0 uma solugdo negativa do problema (4.3). Entdo

i) u. = a3 quando ¢ — 0 uniformemente em todo subconjunto compacto de (0,71);

i) v, — a1 gquando € — O uniformemente em todo subconjunto compacto de (v, R).

Demonstragao: i} Vamos proceder como em [9].
Primeiro observe que existe u € (0,1) tal que u. € C*#(0, ), pela Proposicao 4.2.4.
Defina f; : R — R por

flu), se0<u<ag

fi(u) L=

{3, ¢aso contrario.

Sendo fi > 0 e nfo identicamente nula pelo Lema 3.2 de [6] temos

ue > 0, em (0,7

u, < 0, em (0,r).
Sendo ¢; > 0 uma auto-funcao associada ao primeiro auto-valor A; do operador Ly ==

—(r=ju’tPu’) em {0, 71) sujeito & condigo de fronteira de Dirichlet entdo

w; > 0, em (0,ry)

of < 0, em (0.7

pelo Lema 3.2 de [6]. Consequentemente, existe 3; > 0 tal que para todo 0 < € < ¢

temos
Ue (T) 2 }91 1

e, para 77 > 0 dado existe C,, tal que

’U,E(?’) 2 C:,?’,' > Ga (419)
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para todo 7 € Q, 1= {r € (0,7} : dist{r,r1) > n}. Tome ¢ tal que || ¢; = 1. Como u,
é solucao de {4.15) sezue que

- ™
52/ r L |7 uldr = / 7 fi{uc)pdr, (4.20)
0 8

para toda ¢ > 0, v € Xp.
Em particular, para ¢ = y; temos

i 1
¢’ / r |, |7 ulpidr = f 7 filue)prdr. (421)
Jo 0

Afirmacao: A expressao no lado esquerdo de {4.21) tende a zero quando € — 0.
De fato, usando a desigualdade de Hélder bem como (4.20) com = u, e observando
que 0 < u, < az e filu.) < C temos

1
2 [ VAT S
ef e iul |7 ugpidr <
0

i
m
12
Q\%
-
o]
=
-~
Tt
+
5
£,
5

1 (B+1)/8+2 ™ 1/8+2
< €2 (f [l |72 dr) (f re | o) | dr)
0 0

o (;-%/ T”«’fl(uc)uedr)
0

562/5+2.

[/

[\

Portanto,

€

71
62/ reul|Puleidr — 0, quando € - 0.
o

Por (4.21)

f 7 fi(ue)pidr — 0, quando € — 0. (4.22)
a
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Defina

d, =infl{o(r) v e} >0

iy [ htwdr < |

i n

Dal,

ri

7 fi{ueJprdr < / P fluer — 0, € — 0, (4.23)

0
Agora, suponha por contradicio que existe €7 > 0 e uma seqiiéncia ¢; — 0 tal que as
medidas dos conjuntos

Qn; i ={reQ, u,lr) <as—n} (4.24)

sao limitadas inferiormente por C7 > 0. De (4.23) segue que

I; e / r fi{ue, )dr — 0, quandoe ¢; — 0. (4.25)
0

7.3

Observe que em Q, ;, por {4.19) e {4.24), temos

CpSug <az—n (4.26)

Como f; € limitada inferiormente por um nimero d > 0 no intervalo [Cy, a3 — %}, por
(4.24) e (4.26) segue que

fjm/
0
daC

para qualquer 0 < d' < 5,5 O que contradiz (4.25). Portanto, | Q,; | nfo é limitada

inferiormente, ou seja, u.(r) — a3, quando ¢ — 0 em todo subconjunto compacto de
(O Tl)'

Pl 2 df ridr = dC 2 d'Qqy| 2 dC,

7.7 £y 5

i} A demonstracdo do comportamento da solugdo negativa de (4.3) segue de maneira
analoga ao caso positivo provado em i).
O
[
Demonstracao do Teorema 4.1.1:
Segue imediatamente das Proposicoes 4.4.1 e 4.5.1, onde a primeira mostra a existéncia
das solugdes e a segunda mostra a convergéncia das mesmas.
S



Capitulo 5

Existéncia de Solucoes Radiais para
uma Classe de Problemas
Quaselineares com Condicao de

Neumann

5.1 Introdugao

Neste capitulo, vamos estabelecer a existéncia de solugoes nao constantes para o

problema de Neumann na forma radial
—e2(r*/ %) = r7 f(u), em (0, R)
(5.1)

{0 =u{R)=0
onde 0 < R < o e , /3, sdo nimeros reais dados tais que v > a e 3 > 0. A funcio f
satisfaz as seguintes condigoes:

(£} f:la.b] — R éuma funcao de classe C*, onde a e b séo zeros de f;
(f2) Existem exatamente 2 + 1 zeros de f,
o=a1<0=a3<a3< ... <Ay =0b
com { = 1,2.3,... tais que

fla;) <0, se i é impar;
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(f3)
" flt —ay)
im

> 0.
f—rgy it — a2[|§(t - a‘Qi)

Consideremos o espaco de Banach Xp das fungdes absolutamente continuas

u: (0, R) — R tais que
R N R
/ ?"O{'UF“‘—E + 62/ Ta'Fur;ESTQ < 0.
0 0
Designaremos a norma em X g por:
2 R R ‘
Il =  J) P [l
0 0

Por uma solucdo fraca de (5.1), entendemos uma fungéo u € Xy tal que

R R
62/ el [P o dr / T fludpdr =0, ¥ ¢ € Xpg,
0 0

ou seja, uma solugao fraca do problema (5.1) é um ponto critico do funcional

&2 (R . R
Li{u) = 5*2/0 Taiu’}*?“"‘dr—/o r" F{u)dr,

onde Fu) = /R Flt)dt.
0

O principal resultado deste Capitulo é o seguinte:

70

Teorema 5.1.1 Suponha que f satisfaz as condigoes {f1), (fa) € (f3). Entdo existe eg > 0

tal que pare todo 0 < € < €g, o problema (5.1) tem pelo menos | solugbes ndo constantes

satisfazendo
ay < ul(r) < az < UQ(T') < ay <. <Ay < Ug('i'") < Q9ir1,

ondel =1,2,3.....

Observacao 5.1.2 O Teorema 5.1.1 continua verdadeiro se considerarmos os ais nega-

tivos pare todo i 2 3, ou seja, a = Qy.; < ... < az <as=0<a; =b. A hipdtese a; =0

ndo € essencial, apenas facilita a apresentacdo.
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5.2 Caso Particular

Nesta se¢ao, vamos provar o caso particular do Teorema 5.1.1, ou seja. f satisfaz as

seguintes condicoes:
(F1) f:la1,a3] — R é uma funcéo de classe C! com f{aq) = flaz) =0;
(Fy) Existem exatamente 3 zeros de f,

a1 < 0 =uas < as

tais que
Flar) <0, f'las) <0;

(£3)
Teorema 5.2.1 Suponha gue f satisfor as condicées (Fy), (Fy) e (F3). Entdo existe
eo0 > 0 tal que para todo O < € < €p, 0o problema (5.1) possui uma solucdo u.(r) nao
constante satisfazendo

ay < ue(T‘) < ag.

Para provar o Teorema 5.2.1, vamos utilizar alguns resultados que provaremos a seguir.

fungdes de classe C* f1 : (—o0,a1) — R, fo: {ag,+oc) — R~ e numeros reais n; € 7,
satisfazendo as sequintes condigdes:

Lema 5.2.2 Dada uma funcdo [ satisfazendo as condicées (Fy), (Fa) e (F3), existem

(i) filay) = fla1), fila1) = f'{a1) e f1(t) > O para todo t € [ny, ay);
(1) folas) = flas), falas) = f'{as) e f2(t) < O para todo t € [as,7,);

(iii) m e 7, sdo tais que

m<ap <az <7,

IR I
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e para todo t € [0, 1] temos

m<t(l—tlas+{az—a)t +a; <7

m <t1l—t)a +{ag —a)t+a; <7

Demonstragao: Inicialmente mostramos a existéncia de 7.
Tomemos

@lt) =1t{1l~t)a; + {ag —a;)t + a,.

Assim,

0= gg(a(ﬂ) = (} - 2t)a1 +a3—a; = —2ta, + aj

se, e somente se, ¢ = £ Além disso,
=l e ) = S T O ST UL O ST
f(&) = (1-2)garo-wn e

a? al
= &3 .23 4 T3 . 83
2 4as ' 2a; 2‘3"551

2
= 23
4a; as.
2
Sendo a; < 0 e £a&(t) = —2a; segue que

é valor minimo de @(¢). Finalmente definamos

2

Qs
= —= + 2g4.
™ 1a; + zay

Para mostrar a existéncia de 7; tomemos

B(t) = t(1 - t)ay + (az — as)t + a;.
Notamos que,

d

UWE

(B(t)) = (1~ 2t)az + a3 — ay
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se, e somente se, £ = 1 — 2. Logo.

3(1“ ‘>a3> = (1—‘3‘&;) Qasagm(agmal)<1“ 203)4*&1

- %mi+a,—%m& +_ﬁ+a
-2 das 3 2 1 2asz 1
= —3—-5-
Tas ta.
Sendo 51"_2.73735) = —2a3 e az > () temos
dr “te3 3

Pelas escolhas de m; e 7; temos
m<ay <az <7,
e para todo t € [0, 1],
m<t{l—tlhas+(as—a1)t+a; <7

Th < t(l — t)al + (a3 - al)t +ay < 7.

Agora vamos mostrar a existéncia de fi.
Tomemos g(t) = f'{a1}(f — a1} e &, & fungdes de classe C! tais que § = 1 numa
vizinhanca de a;. §& = 1 numa vizinhanga de n, £1{t) + &(¢) = 1 para todo t € [m, a1] e

ay 0
/ g(t)&i(t)dt < flt)de).
™ a;
Agora escolhamos s > 0 tal que
[ sattiate) + oo / oy
m

Definamos f; : (—o0, ;] — R¥ por



Existéncia de solugdo para problema de Neumann 74

s&(tiglt) + &lB)glt), m<t<a
filt) =
sf'{a)t — sar f'lay), < m
Notamos que para t < n; o grafico da fi € a reta tangente & fi no ponto (n1, f1{m)).
Portanto, f1 € CY, filay) = flay), fiay) = F(a1), fi(t) > 0 para todo t € {m1.a1) e

a1 0
filt)dt = | Fl)dt!.

i
K F a1 |

Finalmente, mostraremos a existéncia de fo.
Tomemos g{t) = f'(az)(t — az) e &, & fungdes de classe C? tais que & = 1 numa
vizinhanga de az, § = 1 numa vizinhanca de 7, &(t) + & (t) = 1 para todo t € [as, 7] e

1

fa n o (t)dt]< fo " fydr.

i
Agora escolhamos s > 0 tal que

o i as
[ ettt + sgiar= [ o
0

i~ as

Definamos fs : [as, +o¢) — R™ por

s&2(t)g(t) + &i(t)g(t), as <t <M
fo(t) =
sf'lan)t —saif'(ar), t =7,
Notamos que para t > 7, o grafico da f, € a reta tangente & fy no ponto (7, fo(7;)).
Portanto, f; € C', falas) = flas), filas) = f'{as), f» <0 para todo t € (7, a3) e

s fz(t)dt%= fo " fat.

Wag

O
Como conseqiiéncia do Principio do Méaximo temos:
Lema 5.2.3 Se u. € uma solugdo ndo constante para o problema de Neumann
—e2(ro/|Pu'Y = v Flu), em (0, R)
(5.2)

©(0) = u/(R) =0,
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onde j?: R — R € a funcdo truncamento definida por

( f(ﬁ) a’lgtga-?’

Fit):=14 fl). t<a

\ f?(t) tZ asz,
e fi e fo sdo definides no Lema 5.2.2. Entdo a1 < u(r) < as, ou seja, u. € solugdo ndo
constante do problema de Neumann (5.1).

Demonstragio: Iniciamos provando que u.(r) < as. De fato, seja

u(r) —as. se u(r) > ag
v(r) ==
0, se uJfr) <as

Q. :=4r € (0,R) : ulr) > as}.

Notamos que

R R
62/ re ! [Puv'dr = / 7 fluvdr = f Y falueudr < 0.
0 0 Q.

Dai, segue-se

R
f [P+ < 0.
0

Logo [v'] = 0, ou seja, v = constante. Logo, como u.(z) € ndo constante existe r € {0, R)
com u{r) < as, isto é, v(z) = 0. Assim, segue que v = 0. Portanto, u.(r) < a3, para
todo r € (0, R).

Agora vamos mostrar que a; < u.. De fato, seja

ue(r) = ar, uelr) < a

w{r) =
0, uelr) > aq
Q_={r e (0,R): ulr) <a;}.

Como
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-~

R R
ez/ re /Py dr =f 7 flueywdr m/ 7 fi{twdr < 0.
0 0

Dali, segue-se

/Tagu‘!23+2 < 0.
Q

Isto implica [w'i = 0, ou seja, w = constante. Logo, como u. é ndo constante existe
r & {0, R}y onde u.{r} > ay, isto é, w(z) = 0. Assim, segue que w = 0. Entéo concluimos
que u.(r) > ay, para todo r € (0, R). Isto completa a prova do Lema.

2

Assim, provar o Teorema 5.2.1 é equivalente provar o Teorema a seguir.

Teorema 5.2.4 Suponha que [ satisfaz as condicbes (Fy), (Fy) e (F3). Entao existe
eo > (0 tal que para todo O < ¢ < €, 0 problema (5.2) possut uma solugdo u, ndo constante.

Na demonstragao do Teorema 5.2.4 utilizaremos uma versdo do Teorema do Passo
da Montanha [14]. Para isto consideremos J, : Xg — R o funcional de Euler-Lagrange
associado ac problema (5.2) definido por

J €’ " o), H18+2 " ~ T
E(u).—.ﬁmf_Q/G ] drw/O r Flu)dr,

onde
Flu) = / Fit)de.
0

Pelas imersdes de Xp em LI temos que J, estd bem definido. Além disso, usando argu-
mentos usuais verifica-se que J, € C*(Xg, R). Assim,

R R
J{u)e = 62/ reu 1Py dr / r? flu)pdr, Vo & Xp,
0 0
logo, pontos criticos de Je s8o solugdes fracas do problema {5.2).
Lema 5.2.5 O funcional J, satisfoz a condicdo de compacidade de Palais-Smale.

Demonstracao:
Seja (u,) C Xp uma seqiiéncia de Palais-Smale para o funcional J, isto &,
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Jun)— ¢ e Ju,) -0, n—oc.

Logo,
) |= |55 /R 172 —/Rwﬁ(u Jdr < d (5.3)
eilin —13‘3“2 . ?"’LL; T ] v i\ .
€
R R -
iwel= € [ Pt = [ Fuedr|< ] (5.4)
i 0 0 i

para todo v € )?R onde 6, — 0, n — co.
Afirmamos que (u,) é limitada. De fato, definamos

un('f‘) - -771: 5¢ UR(T') 2 ﬁl:
vn(r) =
0, se u,(r) <7,

O =A{r e (0,R) tu.(r) =27}

Por (5.4) temos

R _ R |
) 62/ r“!vjljg*“?drw/ Y f{un ondr | < Salivall.
0 0
Como A(un) < —C em €, segue que
R R
@ [ e+ O [ e < bl (5.5)
o 4
R
C/ T undr < 0pllun|. (5.6)
0
Definamos
w, == 2
" el

Logo, lwe]| = 1. Tomando subseqiiéncia podemos assumir que w, — w em Xg, Wy — W
em LE e w,{r) — w(r) para quase todo r € (0, R). Dividindo (5.6) por {|v,|| temos
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‘R
C] T w,dr < 6p.
Q

Passando o limite e levando em conta que w, > 0, temos que

C’/ riwdr =

donde w = 0 quase sempre em (0, B). Dividindo (5.5) por |jv, ]| segue que

o [ ol |52 ", .
€ f ra'—{‘———r—dr +C 7"””————1—01?" < 0.
o ]?/ni 0 H'Unz'

Passando o limite quando n - 20 obtemos

R ’U ]ﬁ«r—?
62/ PR S——y (5.7)
O ”T’nH
Por outro lado,
R ‘ R
1= flunf =€ / Pt |42 dr 4 / 7wy, |5 2dr (5.8)
o 0
Assim,
R
52/ r®|uw! (PH3dr - 1,
0
poils

R R
/ [P dr — f r*wP 2 dr = 0.
0 0

Dai, multiplicando e dividindo (5.7) por |lv, ||}

R : , !
el 771! / e ( . )
0 A\ lwn|

Assim, por (5.8) segue que |jv,|| — 0 quando n — oco. Consequentemente, |[v,] < C.

8+2

R
dr = [loa][te ?/ r ! 15+2dr — 0.
G

Agora, definamos

'

un(T)s se M < un(r) S.ﬁl

z{r) = j 0, se m > u(r)

§ 0. se un(r) 27,
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Qo:={re(0,R):m <u,(r) <7}

o P L |

H

Sendo | Flun)l < C em Qs e |2, < ¢ em Q», onde ¢; = max{|mi, ;| }. obtemos

o~

R R
e [ )P idr < 5n!{zn]é+f ] F(un)|2a|dr
9

< dnllzff+C
Logo,

A R
{2,112 = g2f 7z [P +/ 7|2 |P2dr < C + 8, 2]
G G

Como 5 > 0. entao
2]l < C.

Finalmente, consideramos a seqliéncia
Un(r) — 1, se un(r) Smy

tolr) =
0, «caso contrario

e o conjunto

Qy={re(0,R): u,(r) <m <0}

De (5.4) obtemos

‘ R 7 7 . i
;62/ reit P dr —f 7 fltn)tadr | < 8,118,
P Jo 0 E

Sendo f(u,) = C em Q3 e t, < 0 temos

R R
egf Tt |9 dr + C’/ P (=t )dr < 8,100 (5.9)
0 0

Assim,
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R
¢ [ (~tdr <6l (5.10)
o
Tomemos
_ (_tn)
Wy 1= TV
Utn ]

Logo, {|wall = 1 e w, > 0. Dai, segue que w, — wem Xr. wn, — wem Lf. Logo, w, — w

quase todo ponto em (0, R). Dividindo {5.10) por [|t.]| temos

R
C/ rlw,dr < o,.
0

Passando limite quando n — o0 segue

R
f rwdr <0,
o

R
/ riw =0,
o

Logo, w = 0 pois, w, > 0. Dividindo (5.9) por ||t,]| obtemos

0 que implica

R ¢ 1,{3%2 R (—f )
62/ T"‘I—f—-m-wdr ' C’/ el < 6,
S T I A T

Passando limite quando n — oo temos

R lt/ i5+2
52/ re e dr — 0. (5.11)
0 flal]

Sendo

& R
lwail = 52/ To‘éw;fﬁ""g +/ Ta!,wnlﬁ-&-Z =1
“ o

temos

R
e'a’f rw! 872 1 (5.12)
&
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Dal, multiplicando e dividindo {(5.11) por [t,}I*! temos

LA+l .2 . a by f§5+2 e j18-1.2 f Q. ~in ’
a7 [ e Codr=t]"Te
; Tt/ | AN 2]

8+2
d

r — ),

Assim, por {5.12) segue que [it,|| = 0, n — oc. Consequentemente, ||t} < C.

Seja Uy, 1= vn + 2, + t,. Entao,
funll < C,

ou seja, {u,) € limitada em . Assim, J, satisfaz a condigao (P.S).

Lema 5.2.6 O funcional J, € limitado inferiormente.

Demonstracao: Seia

com
s {re(0,R):0<u(r) <as},
Q4 = {re(0,R): a3 <ulr) <oc},
Qs = {re(0,R):a <ulr) <0},
Qs {re (0,R): —so <u(r) < a}.

81
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/r"’ﬁ(u)df' = /r”ﬁ(u)d?—F/ T”"ﬁ(u)dr
Qa s Qg

< C.
Assim,
R o~ ~ -~
/ T‘“F(u)dr:/ r"’F(u)dr—i—f 7 Flu)dr < C.
o} 1251 135
Dal,
. R R
J(u) = 12/ r“]u']ﬁ_(zdr—/ ' Flu)dr
: 0 0
. (R
> 3‘%;5/ e [Prde] - C
0
> —C.

Portanto, J. é limitado inferiormente.

Lema 5.2.7 a;, ¢ tmpar, é minimo local estrito de J, em X .

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que J, tem um minimo local em a; na
topologia C*. Assim, seja § > 0 tal que

Fla) > F(t), para t—a;l <06
e seja u € C1, u £ a;, tal que
lu{r) — ailler = max{ju(r) — a], }u'(r) — a:|} < 4.
Afirmamos que existe 5 > 0 tal que

Q, = {re(0,R): lu(r)—a;l >n}
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tem medida positiva. De fato, seja u € CH(0, R), v 2 a;. Entdo, existe rq € (0, R) tal que
u(ry) # a;. Logo, existe n > 0 tal que

u{rg) > a; + 1
ou

u(rg) < a; — 1.

Equivalentemente,
u{ro) ~ a:| > 7.

Pela continuidade da funcéo u existe uma bola Bs(rg) tal que
lulr) = ai| > n, ¥ r € Bs{ro).

Portanto, §2, tem medida positiva.
Agora, definamos

o~

e = maz{F(a; — ), Fla; + 0}

Sendo a; méaximo local estrito de F' temos

R
/ rTFlu)dr = / r7 F(u)dr + / r7 F(u)dr
0 £y

(OR) \Q""P

< /T"?(u)d’r—%[ T"fﬁ(ai)dr
9]

Q (0N,

< / r”cwﬂr—é—/ Y Fla;)dr
£y (0.B)\81y

= c1/ T7’dﬁ"+/ TT?(ai)dr
0 (0,R)\ 2y

n

< Fla;) f ridr + f 77 Fla;)dr
0 (0,.R)\$2

7

Portanto,
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2 B R -~
Jlu) = 3%5/0 Ta%uf§ﬁ+2“/0 v F(w)dr

= Jg{az%

isto 6, a; é um minimo local estrito de .J, na topologia C!.

Tome a; = as. Suponha por contradicdo que g2 é minimo local de J, em Cle que
as nao € minimo local em X r. Entédo para todo n > 0 suficientemente pequeno, existe
v, € B, C ‘?R tal que

Je(vy,) = 5251 Je(v) < J.(as). (5.13)

i

onde B, ¢ a bola de centro az e raio 7, isto &,

B,:={veXp:|v—asll <n}

pois, B, é fracamente fechada e J, ¢ limitado inferiormente em B,
Assim, v, satisfaz a equagdo de Euler

J{v)e = G'(v,)p, ¥ € Kn. onde Glu,) := |[v, — asl) (5.14)

ou seja,

R R r R R
& [Crolitig = [ Fee =@ [ e+ [ - ol - esle),
0 0 o 0
para toda @ € Xne para algum muitiplicador de Lagrange ju,.
Como v, é minimo de J. em B, entdo u, < 0.
Reescrevendo a equacao acima temos

R R
(=)@ [ o = [0 Fen) sl = (v = aall, ¥ 0 € X (519
0 0

Assim, v, é solugéo fraca do problema
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—(1 = pup) 2 (r o v} = 77 flug) + prr® oy — a3l (v, — az), em (0, R)
(5.16)

v (0) = v,(R) = 0.

Vamos mostrar que a; < u,(r) < ag, para todo r € (0, R).

Afirmacao 1: v, é nao constante.
De fato, se v, = constante entdo v, = as, pois v, — as em Xp, 0 que contradiz (5.13).

Afirmacao 2: v, < as.
De fato, seja

vy(r) —as, se vy{r) > as
vir) =
0, se vy(r) < as
Q= {re{0,R):v,lr) > as}.

Da equacao (5.15) temos

R R
(1- #ﬂ)EQ/G r“év;EBU;EIdT = / 7 f(vg) + b ™o, ~ a353(vn — az)jvdr
0

= / 7 falvg v+ pr®lu, — a3§5+2]dr
L4

< 0

quase sempre pois, fo(t) <0, v > 0, u, < 0. A funcdo f2 é a funcdo definida no Lema
5.2.2.
Dali, como (1 — pn) 20, € > 0 e ¢ = v/ temos

R.
/ r P2 <,
0

Isto implica [v/| = 0. ou seja, v = constante.
Assim, se u,(r) 2> a3, para todo 7 € (0, R) segue-se que v = v, — 3. Mas, 0 = |¢/| =
|v,[. Logo v, = constante. O que é uma contradico.
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Portanto, existe algum r € (0, R) tal que v,(r) < a3 de onde segue que v(r) = 0.
Como vimos v = constante entdo segue que v(r) = 0, para todo r € {0, R), ou seja.
v, < as para todo r € (0, R).

Afirmacao 3: a; < vy
De fato, seja

va(r) — a1, vplr) < a
0, wy(r}>a

Q_={re(0,R):v,(r)<a}.

De (5.15) sabemos
R R
(1-— un)@/ r“}v,’?]ﬁv;w’dr = / 7 Flog) + wgr®io, — agl® (v, — ag)wdr
0 0

= [ rheudr s [ 1ol - a e, - aa)u
Q.

< 0

quase sempre pois, fi(t) > 0, w <0, p, <0, e (v, —a3) < 0. A funcio f; é como definida
no Lema 5.2.2.
Dai, como (1 — ) > 0, ¢ > 0 e w' = v] temos

/r‘*]w’fﬁvl? < 0.
o

Isto implica |w'| = 0, ou seja, w = constante.

Assim, se v,{r}) < a1, para todo 7 € (0, R) segue-se que w = v, ~ ¢;. Mas, 0 = [u| =
v |, ou seja, v, = constante. O que ¢ uma contradigdo.

Logo, existe algum » € (0. R) tal que v,{r) > a;. Assim, w(r) = 0. Mas, w =
constante. Entdo w = 0, para todo r € (0, R), ou seja, v, > a1, para todo r € (0, R).

Portanto, das afirmacoes 2 e 3 temos

a1 < v{r) < as,
isto é,

sup ju,| < C7,
(0.R)



Existéncia de solucdo para problema de Neumann 87

onde C* é alguma constante positiva.

Entdo pelo Teorema 2 de [20] temos que existe uma constante positiva 8 € (0,1) tal
que v, € 'Y e além disso, existe uma constante C' > 0 dependendo somente de (0, R),
C*, 3 tal que

|l wplicre < C.

Assim. pelo Teorema de Ascoli-Arzeld temos que existe uma subseqiiéneia de (v,) que
vamos continuar indicando por (v,) tal que v, — ag em C'. Isto contradiz o fato de a3
ser minimo local de J, em O

De fato, as minimo local de J. em C* implica que

Je(a{%) S JE(U)

para todo v € C' tal que 0 < ||v — asl|c < 8 para algum & > 0. Assim, como v, - ag
em C! segue-se que
Je(az) < Je(vy)-

Por outro lado, temos de (5.13) que J(v,) < Je{as), para todo n > 0 suficientemente
pequeno. Daf a contradigéo.

Portanto, a3 ¢ minimo local de J, em X R.

De maneira andloga prova-se que a; € minimo local de J, em X R.

Sem perda de generalidade, podemos supor que a; ¢ minimo local estrito de J, em X R
Caso contrario, para todo ¢ > 0, existe vs € X r tal que

Je(vs) = J{a;).

Logo, vs € wm ponto critico de J, em Xp.

u
Usaremos alguns argumentos de [7] para obter o seguinte resultado.
Lema 5.2.8 Se a € um minimo local estrito de J,, isto €,
Jela)y < Jlu) (5.17)

para todou € Xp tal que 0 < [jlu—al < & para algum dy > 0. Entdo, para todo 0 < p < 8,

inf{J(u):ue Xpellu—al =p}> Jla) (5.18)
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Demonstracao:
Suponha por contradicdo que o infimo em (5.18) é igual a J.(a) para algum p com

0 < p < dy. Assim, existe uma segiléncia u, € Xg com lu, — all = p e, digamos,

Je(un) < Jo(a) + 5. Defina
A={ueXn:p-d<|lu—a| <p+6},

onde § > 0 é escolhido de forma que 0 < p—d e p+ 6 < §p. Pela hipétese de contradicio
e {5.17) segue que
inf{J.(u}:ue A} = J.(a).

Aplicando o Principio Variacional de Ekeland em A para cada n temos gue existe uma
seqliéncia v, € A tal que

Je(vn) < Jlu,), (5.19)
o = wal < = (5.20)
. s
e
1
Jelvn) < J{u)+ Ellu —vpll, ¥V u€ A (5.21)
Mostraremos a seguir que v, é uma seqiiéncia (P.S) para J, em X R, isto é,
Je(vn) < C (isto segue de (5.19))
e

JHtn) =~ 0, n — oc. (5.22)

Provado (5.22), segue-se que v, possui uma subseqiiéncia convergente. Denotando
essa subseqiléncia v, por v, temos que v, — v em X r- Observamos que v € A, pois A é
completo. Logo, v € Xp e satisfaz lv —ali = pe J{v) = Ja), o que contradiz (5.17).

Para concluirmos a demonstragao provaremos que J.{v,) — 0, quando n — oc, para
isto fixamos n > '5 tomamos w € X R € U := v, + tw. Para |t| suficientemente pequeno
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Uy = v, +tw € A. De fato, definimos

< f+p
< 0+ p.
Por outro lado,
e —all 2 o= unll = [ - vl
> p—s
> p—4

Assim, podemos tomar u = wu, em (5.21), e entdo para ¢ > (,

JE('Un}“Je (Un+tw) <

11 .
; == lun — tw — |

(5.23)

- mgl
Tomando limite em (5.23) quando ¢t — 0 segue que
, 1
(o) ) < ]

Consequentemente,

(Jiva),w)] < —Jwll, ¥ we Xa.

— D

Assim, Jl{v,) — 0, n — oc, 0 que prova (5.22). Assim, a demonstragio do lema estd

completa.

0
Demonstragao do Teorema 5.2.4: Definamos

o~

Pi={heC{0,1,Xg): h{(0) = a; e k(1) = as}

Ye := Inf max J,(h{¢)).

hel 11,1
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Pelc Lema 5.2.8

e 3 et \ r
e ! izgtxé}g)lc J(h(t)) > ¢ = max{J.a1), J(as)}.
Como J, satisfaz a condicdo (P.S), segue-se do Teorema 1.0.12 que existe U ponto
critico de J, tal que

JAT) = e.
Além disso, @ é do tipo passo da montanha, pois se os pontos criticos de J, nao sao
isolados em X R entdo existe uma infinidade de pontos criticos de J.. Como a; e ay s&o
minimos locais estritos entdo 7 $ a1 e U # q3. Portanto para mostrar a existéncia de um
ponto critico nédo constante de J, basta mostrar que 7. < 0, pois J¢{0) = 0, o que implica
u # 0.
Afirmamos que 7, < 0. De fato, consideremos B < (0, £) uma bola aberta e definamos

ve(r), reB
?.Lo(?") S
we(r), rel0, R\B,

onde v, é a solugdo positiva para o problema de Dirichlet (4.2} em B e w, é a solucio
negativa para o problema de Dirichlet {4.3) em [0, R\ B.

Como (0, R) € Ot e v, w. € LP(0. R) segue-se que ug € Xp.

Agora, dado € > 0 consideremos o caminho

he(t) == ¢(1 — thuo{r) + (a3 —ay)t +a;, em T.

Queremos mostrar que existe ey > 0, suficientemente pequeno tal que para todo 0 <

€ < €y
maxJ(h(t}) < 0.

Suponha por contradicio, que nao existe tal ¢g > 0. Entdo para todo ¢ > 0, existe
€ < ¢ tal que

Je(he(te)) 2 0, (5.24)
para algum ¢, € [0,1]. Seja {e;) uma seqiiéncia tal que
klix_n e =0, Je(helte)) =0, 0 llcir% te, =6 < 1.

Para simplificar a notagdo facamos €, = ¢ e ¢, = . Entdo, tomando qualquer bola aberta
B C [0. R, temos
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62

R
J(he{t)) = %/r“lhé{t}l“%r%— . f r"‘gh;(t)iﬁ‘*zdr—f Y F{h(t))dr
" JB 8+2 Jornn 0

. %tﬁ%?(l_t)ﬁﬁg (/ Tal’it'g_gdr‘f‘/ Ta|w25’i—2dr>
' B (0.RV\B

R
—f T F(t(1 — thuo + {az — a1)t + a1 )dr.
0

Sendo
& [ e = [ fiwuar
B B
e
52/ r“iu:és"hzdr:/ T‘Aff(wé)wﬁd?"
(0,RN\EB {0,.E\B
temos

J(he(t)) = S U v Fledvdr + /  flwwedr
v B (0.R\B

R
—/ T‘T;F(t(l - t)?.L(} + (CLg - a;)t -+ al)dr.
0

Como v, — a3 quando ¢ —  uniformemente em todo subconjunto compacto de B e
w, ~ a; quando € ~ (0 uniformemente em todo subconjunto compacto de O\ B, temos

lim [ 7 flv)vedr =0
£—0 B

lim r”’f(we)wedr = 0.
=0 Jro B\B
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Tomande limite em (5.23), pelos fatos acima e pelo Teorema da Convergéncia Dominada

segue-se que

R
limeo Je(he(t)) = lim._o [—/ rVF(t{1 — t)uelr, €) + (az — a1 )t + ay )dr
9

= —rTF(0(1 - 0)ag + {ag — a;)0 + a,)| Bl
—T‘Hﬁ(g'(l - 9)@1 + (a3 - G})g + @1)J(OR)\B|

onde |A| é a medida de Lebesgue de um conjunto 4 C RY. Pelas hipéteses sobre f, Lema

5.2.2, temos

—F(81 ~@as+ (as —a1)f +a:1) <0 (5.26)

—F(6(1 -8y + (a3 — )0+ ay) <0 (5.27)

Como

m < 01 — Bas + (ag — a1)0 + a1 <7y,

m < 1 —0)a;+ (ag —a1}f+ a1 <7,

e F se anula somente em ;. 0 e 7j; entdo se {3.26) e (5.27) forem iguais a zero segue-se

que

(1 —8laz+ (a3 ~a1)0 +a1=0=0(1 —8)ar + (a3 — a1 )8 + a,

isto &,
A{1 —flas = 6(1 — 8)a,.

Como a3 # a)

6(1 -~ 6) =0,
ou seja, # = 0 ou € = 1. Logo f(al) =0 ou ﬁ({lg) =0. Entdoa; =0ouaz =0, 0o queé
impossivel. Consequentemente,

—~

—F(8(1—8)az+ (ag ~a1)f +a1) <0
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cu

o~

"—F(é)(l — 9)(11 + (Cl«g - G})g -+ al) < 0.

Portanto,

lim J.(h(t)) < 0,

e—s0
o que contradiz {5.24). Assim, v, < 0.
]

Corolario 5.2.9 Sejo f satisfazendo (Fy), (Fy) e (F3) e seja u. a solugdo ndo constante

?

do problema (5.1) tal que J(u.) = .. Entdo

lin% supJ.{uc) < 0.

£—
Demonstracao: Pela demonstracéo do Teorema 5.2.4 existe um niimero €; positivo tal
que

J(he (t)) <0
para todo t € [0, 1], onde

he (t) =t(1 — thug(r,e1) + (a3 — ay)t + a;.

ugy € como definida na demonstracdo do Teorema 5.2.4. Portanto, para todo 0 < ¢ < ¢,

Jehe, (1)) < Je(hey (1)) < O

para todo ¢ € [0, 1]. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe ¢, € [0,1] tal que

hre, (te) = Ue-

Consequentemente,

para algum t, € [0,1]. Portanto,

iin’é supJc(ue) < 0.

(W

Demonstracao do Teorema 5.2.1:

Segue do Teorema 5.2.4 e Lema 5.2.3

UMICAMP
RiELIOTECA CENTRAL

L s amt 11 A R ETET
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5.3 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta segao, vamos apresentar a prova do Teorema principal deste capitulo utilizando
os resultados acima provados.

Demonstracao do Teorema 5.1.1:

Para cada [ = 1.2, .... considere a fungio f : [as_1 — ag, aay) ~ an) — R de classe C!
definida por

f(t) = flt+ay)

Entéo pelo Teorema 5.2.1, o problema
—e2(ro/ |92 4 ) = T F(0), T € (0, R)
v(0) = (R} =0,

tem uma solugéo ndo constante v;(r) tal que

Qo1 — a2 < (1) < age1 — asi,

onde v = u — ag. Assim, 1w = v; + ay é uma solugdo nao constante para o problema (5.1)
com Qo1 < Up < aAgirg.
Logo, existem pelo menos { solugdes para o problema (5.1) satisfazendo

a; < U1(7") < @y < ug(T‘) < az < ... < dg_3 < uz(r) < Q9ie1-

{1

5.4 Comportamento Assintético de uma Classe de
Solucgoes Radiais

Nesta secao, vamos estabelecer o comportamento assintético da solugéo nao constante
do problema (5.1}, determinada no Teorema 3.2.1.

Teorema 5.4.1 Seja f satisfazendo as condicées {F), (Fo) e {F3) e seja v, a solug@o
ndo constante do problema (5.1). Dado algum § > 0, seja
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O e, ) :={re(0,R): 0 < u(r) < p<az}
contendo uma bola aberte B{r,w*(e,d)) centrada em algum ponto r = r{e, u} € Q7 (e, )
cujo raio w'(e, ) € o mdrimo dos raios das bolas abertas contidas em Q17 (e, ). Entdo
limw*{e, u} = 0.
e—0

Demonstracao:
Seja 0 < p < ag. Suponha por contradicio que

lim w™(e, ) # 0.
e=s{)
Entdo existe uma seqliéncia convergente {w”{ex, u}} tal que
Hm w*(eg, p) = .
Jim w (€r, 1) = 0, > 0

Isto significa que, para cada e; > 0, existe um ponto 7 = r(ex, 1) € O (ep, 1) tal que a
bola B(ri, a,), centrada em um ponto rj, com raio e, estd contida em Q% (e, u).
Observamos gue . ¢ uma supersoluc¢io do problema de Dirichlet

—e2 (rold/ PP = vV flu), r € B{ry, o)
(5.29)
wW(0) =u(r) =0, r € B(ry, ).

Afirmacgao: Existem €, e 5; > 0 tais que Giyp1 € subsolugdo para o problema (5.29)
para todo 0 < ¢, < €4, onde ¢; é a auto-fungdo associada ao primeiro auto-valor A; do
operador Lu := —(r®|u/|°*2u') sujeito & condigdo de fronteira de Dirichlet.

De fato, seja

a == lim —f—(—?)—
-0 ||t

Segue-se de (F3) que dado & > 0, (tome §; < a), existe to > 0 tal que para | t |< £

tem-se

Entao
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o—3 < I{S?t, (5.30)

para todo |t] < fp. Seja ¢ > 0 uma auto-funcio do operador L associada ao primeiro

auto-valor Ai.
Tome 51 > 0 tal que

Dai, por {5.30)
(B0
a — 61 S .____‘f_k’_%?jﬂ_z——
| i1 1° Bron

& - -~
Tome e, > 0 tal que eﬁe)\if—; < a—dy. Entao

—e2 (r*[(Bi01) P (Bup))) < 77 (Brgn)

ou seja, By é subsolucio para o problema (5.29). Portanto, existem e, > 0e 3; > 0
tais que Sy, é subsolucdo para o problema (5.29) para todo 0 < ¢4 < €.

Assim, pelo Teorema 4.1.1 sabemos que o problema (5.29) tem uma solugdo minimal
u* com S < u” < u, e tal que vt — a3 em todo subconjunto compacto de B(rg, o)
quando € - 0. Isto contradiz o fato que u < as. O

Observacao 5.4.2 Se escolhermos uma bola aberta B = B(x,w*(e, u)) centrada em al-
gum ponto r = rle, 1) cujo raio w*(e, 1) € o mdzrimo dos raios das bolas em

Qe uy={re(0,R) a1 < —p <ulr,e) <0}
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podemos provar de manetra andloga que
liné'w*(e, ) = 0.
€

Observacgao 5.4.3 Por umea translacdo, podemos observar que o Teorema 5.4.1 e Ob-
servacdo 5.4.2 estabelece o comportamento assintdtico de qualquer solucdo w(x,€) deter-
minada no Teorema 5.1.1.
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