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Resumo

Neste trabalho temos como objetivo o estudo das equagoes diofantinas lineares padroes.
Em verdade, apresentamos um algoritmo modificado de Jacobi-Perron para construir
solugbes de uma equagao diofantina padrao. O método em si é um algoritmo. Sendo assim,
implementamos um cédigo na linguagem de programacao Phyton para gerar os vetores

solugoes padroes de uma equacgao diofantina linear padrao.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros, Equagoes Diofantinas, Python.



Abstract

In this work we aim to study standard linear Diophantine equations. In In fact, we present
a modified Jacobi-Perron algorithm to build solutions from one standard Diophantine
equation. The method itself is an algorithm. Therefore, we implemented a code in the
Phyton programming language to generate the standard solutions vectors of a standard

linear Diophantine equation.

Keywords: Number Theory, Diophantine Equations, Python.
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Introducao

A Teoria dos Numeros é um ramo da Matematica Pura. Dentre seus enfoques,
destacamos o estudo dos nimeros inteiros. Dentro dessa tematica dos inteiros, temos

estudos relacionados a solugoes de equagoes com valores inteiros para suas incognitas.

O problema de resolver equacoes diofantinas, que tem destaque especial e antigo
na Teoria dos Numeros, vem sendo objeto de estudo de muitos pesquisadores ao longo dos
anos. Assim, como exemplo, o problema de determinar em quais circunstancias equagoes
do tipo c1x1 + coxs = ¢ sdo ou nao soluveis, ja foi objeto de muitos trabalhos. Aqui nos
propomos a apresentar equacoes diofantinas do tipo cix1 + coxs + ... + ¢, = 1, para

n > 2 e apresentamos formas de determinar sua solucao, quando existe.

Nesta dissertacao, apresentamos o estudo de um tipo especial de equagao
diofantina de ordem superior e um algoritmo que facilita a resolucao desse tipo de equagao
e para isto, iniciaremos por uma revisao dos principais topicos elementares da teoria dos

numeros.
Este trabalho foi estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1, sao apresentados alguns conceitos historicos e defini¢des elemen-
tares da teoria elementar dos nimeros, como, divisibilidade em inteiros, maximo divisor
comum, algoritmo da divisao de Euclides, alguns teoremas importantes (a exemplo do de

Bézout) relativos ao estudo de equagbes diofantinas em duas varidveis.

No Capitulo 2, faremos uma abordagem das equagoes diofantinas lineares
padrao, onde apresentamos condigoes que caracterizam essas equacoes e teoremas sobre
solugoes destas equagodes, bem como mostramos um algoritmo de Jacobi-Perron, como

determinar um vetor solugao e finalizamos o capitulo com alguns exemplos numéricos.

Por fim, no Capitulo 3, apresentamos aplicagbes numéricas das equagoes dio-
fantinas lineares padrao, fazendo uso de um cédigo desenvolvido em Python e disponivel

no apéndice desta dissertacao.

No Apéndice apresentamos todos os cddigos utilizados no decorrer do trabalho.
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1 Equacoes Diofantinas

Este capitulo é voltado ao estabelecimento da histéria, das definigoes e proprie-
dades elementares referentes a relacao de divisibilidade no conjunto dos niimeros inteiros,
enfatizando o algoritmo da divisao de Euclides, a no¢ao de maximo divisor comum e o

estudo de um tipo especial de equagao.

Do algoritmo da divisao de Euclides decorre a possibilidade de estudarmos
um tipo especial de equacao: as Equagoes Diofantinas, assim chamadas em homenagem a
Diofanto de Alexandria que morreu por volta de 300 a.C.. Tais equacoes nada mais sao do
que equacoes com coeficientes e solugoes inteiras apresentadas geralmente com mais de
uma variavel. Neste capitulo veremos algumas defini¢oes e resultados que nos permitirao
entender melhor sobre essas importantes equacoes. Para um maior aprofundamento podem
ser consultadas as referéncias (BOYER, C. B., ), (BURTON, D. M., ), (CAJORI, F., ),
(EVES, H., ), (FONSECA, R. V. F., ), (HEFEZ, A., a), (HEFEZ, A., b), (LEVEQUE,
W.J.,), (LOVASZ, L.; PELIKAN, J; VESZTERGOMBI, K., ), (NETO, A. C. M., b),
(NIVEN, I.; ZUCKERMAN, H.S., ), (SANTOS, J. P. O., ), (SOUZA, R. S., ).

1.1 Teoria dos Nimeros

Segundo (LOVASZ, L.; PELIKAN, J; VESZTERGOMBI, K., ), Teoria dos
Numeros é um campo verdadeiramente veneravel; suas raizes estao no inicio da matematica
grega.

A Histoéria da Matematica nos diz que um dos importantes nomes da Teoria
dos Ntmeros é Diofanto '; que tem o seu nome ligado a cidade que foi o maior centro de
atividade matematica na Grécia Antiga, a cidade de Alexandria 2. Pouco sabe-se acerca
da sua vida, a incerteza impede-nos mesmo de fixar com seguranca em que século viveu.
A tnica prova positiva quanto a data de suas atividades é que o bispo de Laodiceia, que
comecgou seu episcopado em 270, dedicou um livro sobre calculo egipcio para seu amigo
Diofanto. Tém sido sugeridas datas distanciadas de um século, antes ou depois do ano
250 d.C.. Pode-se pensar que com 2500 anos de pesquisa, saberiamos essencialmente tudo

sobre o assunto.

Por uns versos encontrados no seu timulo, escritos em forma de um enigméatico
problema, deduz-se que viveu 84 anos. No entanto, tal problema nao deve ser tomado

como o paradigma dos problemas sobre os quais se interessou Diofanto, pois, segundo

Considerado o maior algebrista grego - “o pai da Algebra”.

2 Importante e abundante cidade do Egito.
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(BOYER, C. B., ), ele pouca atengao deu a equagoes do 1° grau. Alexandria foi sempre
um centro muito cosmopolita e a Matematica que se originou nela nao era toda do mesmo
tipo; os resultados de Heron eram bem diferentes dos de Euclides ou dos de Apolonio
ou dos de Arquimedes, e na obra de Diofanto ha novamente uma quebra repentina da

tradicao classica grega.

Sabe-se, através do Jornal de Matematica Elementar, que os gregos, na época
classica, dividiram a aritmética em dois ramos; a aritmética propriamente dita como
“teoria dos niimeros naturais”, que frequentemente, tinha mais em comum com a filosofia
platonica e pitagérica do que com o que habitualmente se considera como Matematica, e
logistica ou calculo préatico que estabelecia as regras praticas de calculo que eram tteis a

Astronomia, & Mecanica, etc.

A principal obra de Diofanto conhecida, e que ao que parece, s6 em parte
chegou até noés, é a Arithmetica *. Segundo (DOMINGUES, H. H., ), apenas seis dos livros
originais em grego e quatro em arabe sobreviveram, o nimero total treze nao passa de
uma suposicao; algo apresentado ao longo da histéria. Era um tratado caracterizado por
um alto grau de habilidade matematica e de engenho, pelo que pode ser comparado aos
grandes classicos da primeira idade Alexandrina, ou seja, da época de ouro da matematica
grega; no entanto, quase nada tém em comum com esses ou, na verdade, com qualquer
matematica grega tradicional. Representa essencialmente um novo ramo e usa um método
diferente, dai a época em que possivelmente Diofanto viveu se chamar segunda idade

Alexandrina, conhecida por sua vez como época de prata da matematica grega.

Diofanto, mais que um cultor da aritmética, e, sobretudo da geometria, como o
foram os mateméticos gregos anteriores, deve ser considerado um precursor da Algebra,
e, em certo sentido, mais vinculado com a matematica dos povos orientais, que com a
dos gregos. A sua “Aritmética” assemelha-se a algebra babilonica em muitos aspectos,
mas enquanto os matematicos babilonicos se ocupavam principalmente com solugoes
aproximadas de equagoes determinadas e, sobretudo de equagoes indeterminadas do 2° e do
3° graus das formas canonicas, em notacao atual, Az*>+ Bx+C = y* e Ax® + Ba? +C = 12,
ou conjuntos - sistemas - destas equagoes. E exatamente, por esta razao, em homenagem a
Diofanto - que a esta “Anélise indeterminada” chama-se “Anélise Diofantina” ou “Analise
Diofantica”.

No desenvolvimento histérico da Algebra considera-se, em geral, que podem ser
reconhecidos trés estagios, a saber: o primitivo ou retérico, em que tudo era completamente
escrito em palavras, um intermédio ou sincopado, em que foram adaptadas algumas

abreviaturas e convengoes, e um final ou simbdlico, em que sao usados somente simbolos. A

3 Descrita como o mais antigo tratado sobre Algebra, onde encontrou-se o primeiro uso sistematico

da notacdo matematica, embora os simbolos empregados fossem abreviagoes das palavras em vez de
simbolos algébricos no sentido empregado nos dias atuais.
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“Aritmética” de Diofanto deve ser colocada no segundo estagio; pois, nos seus seis livros ha

um uso sistematico de abreviaturas para poténcias de nimeros e para relagoes e operagoes.

A Teoria dos Nuimeros é considerada um ramo da Matematica que da concen-
tragao especial ao estudo dos Nimeros Inteiros (7). E de certo modo surpreendente que
a Teoria dos Numeros seja atualmente uma das areas de pesquisa mais efervescentes da
Matematica, objeto de estudo de muitos pesquisadores e que, de forma intensa, continue a
fascinar e desafiar as atuais geracoes de matematicos. Sao trés os principais ramos em que se
divide a Teoria dos Numeros: Teoria Elementar, Teoria Analitica e Teoria Algébrica. Neste
capitulo vamos nos limitar a parte elementar, onde apresentaremos resultados basicos, atra-
vés de defini¢bes, proposigoes, corolarios, teoremas e exemplos; que serao necessarios para

definir um método que fornece o niimero total de solugoes inteiras das Equagoes Diofantinas.

1.2 Alguns resultados elementares da Teoria dos Nimeros

Os nuimeros tém uma importancia fundamental na existéncia da Matematica;
foram considerados durante milénios como entes intuitivos e algumas de suas propriedades,
como por exemplo, a comutatividade e a associatividade da adi¢ao e da multiplicacao eram
consideradas inerentes a sua prépria natureza, e assim, nao necessitando de demonstracao

- seriam como axiomas matematicos.

O vasto e grandioso avango e desenvolvimento mateméatico a partir da criacao
do Célculo Diferencial, no século XVII, trouxe aos matematicos novos problemas que,
para serem mais bem compreendidos, interpretados e solucionados, requeriam uma funda-
mentacao mais rigorosa do conceito de nimero. Os ntimeros naturais ainda resistiram as
investidas por algum tempo. Sé no final do século XIX, quando os fundamentos de toda
a Matematica foram questionados e intensamente repensados, é que a no¢ao de nimero

passou a ser baseada em conceitos da Teoria dos Conjuntos, considerados mais primitivos.

Os nuimeros inteiros foram gradualmente perdendo sua associagao a supersticao
e ao misticismo, mas seu interesse para os matematicos nunca diminuiu. Euclides, fez
contribuigoes originais a Teoria dos Nuimeros, embora sua geometria fosse amplamente uma
compilacao de resultados anteriores. Diofanto de Alexandria, um dos primeiros algebristas,
deixou sua marca na Teoria dos Ntimeros. Fermat * (1601-1665), um dos jurista de Toulouse
e um dos maiores mateméaticos de sua época, iniciou o trabalho moderno neste campo. Euler
(1707-1783), o mais prolifero dos mateméticos, incluiu muito da Teoria dos Numeros em
suas pesquisas. Outros nomes destacados na historia da Matemaéatica podem ser incluidos:

Legendre, Dirichlet e Riemann.

4 Pierre de Fermat foi um magistrado, entusiasta matematico e cientista. Por ndo ter formacdo em

Matematica, é considerado Principe dos Amadores.
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J4 Gauss °, (1777-1855), o maior matematico dos tempos modernos, dedicou-se
a muitos ramos diferentes da Matematica; diz-se que ele expressou sua opiniao sobre a
Teoria dos Nuimeros na seguinte observacao: “A Matemadtica é a rainha das ciéncias e a

Teoria dos Numeros ¢é a rainha da Matematica.”

Um marco da construg¢ao dos ntimeros foi encerrado em 1888, com o trabalho
de Dedekind °. A construcdo de Dedekind nao teve muita amplitude na época por ser
complexa; tornando-se mais popular com a axiomatica que Giuseppe Peano deu no século
XIX. Para os niimeros inteiros daremos um tratamento axiomatico, tendo como ponto de
partida uma lista de propriedades basicas que os caracterizarao completamente, para delas

deduzir as demais propriedades.

A nocgao basica de conjunto nao é definida, isto é, é aceita intuitivamente e,
por isso, chamada nocao primitiva. Ela foi utilizada primeiramente por Georg Ferdinand
Ludwig Philip Cantor, matematico nascido em Sao Petersburgo, na Rissia, em 3 de marcgo
de 1845, e falecido em Halle, Alemanha, em 6 de janeiro de 1918. Segundo ele, a nogao de
conjunto designa uma colecao de objetos bem definidos e discerniveis, chamados elementos
do conjunto. Segundo Bertrand Russel, denomina-se nimero natural a “tudo que for
definido por um conjunto e, por todos os conjuntos que lhe sejam equivalentes”. A maioria
das proposicoes na Teoria dos Niimeros, da mesma forma que na Matematica como um
todo, estao relacionadas nao a um objeto isolado, mas a toda uma classe de objetos com

alguma propriedade comum. Consideremos o conjunto dos naturais como sendo,
N =1{0,1,2,3,4,...}

isto é, o conjunto dos inteiros nao negativos.

O conjunto (Z) dos nimeros inteiros ¢ munido de duas operagdes; uma adigao
(+) que tem como elemento neutro o nimero inteiro zero (0) e uma multiplicagao (-) que
também tem seu elemento neutro, o ntimero inteiro um (1). Consideremos o conjunto dos

numeros inteiros como sendo,

Z =1{0,+1,+2,+3,+4,..}

ou seja, o conjunto formado pelos niimeros naturais e os nimeros inteiros negativos, e

Z* = {+1,+2,+3,+4,.. .}

que representa os nimeros inteiros nao nulos,

Johann Carl Friedrich Gauss, considerado o Principe dos Mateméticos

Dedekind publicou um trabalho onde, a partir de nog¢oes bésicas da Teoria dos Conjuntos, é elaborado
um modelo para os nimeros naturais, definindo as operacoes de adi¢ao e multiplicagdo e demonstrando
as suas propriedades béasicas.
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Z, =1{1,2,3,4,...}

que representa os nimeros inteiros positivos, e

Z_={..,—4,-3,-2, -1}

que representa os numeros inteiros negativos. Sendo a e b dois niimeros inteiros quaisquer,

denotaremos por a + b a soma de a e b e a-b (ou ab) o produto de a por b.
Vejamos algumas propriedades que assumiremos aqui como axiomas.

Dados a, b, c,d € Z, segue:

1. A adicdo e a multiplicacdo sdo bem definidas:

a=ceb=d=a+b=c+dea-b=c-d.

2. A adicao e a multiplicacdo sdo comutativas:

a+b=b+aea-b=">-a.
3. A adicao e a multiplicacao sao associativas:
(a+b)+c=a+(b+c)e(a-b)-c=a-(b-c).
4. A multiplicacao é distributiva em relacao a adigao:
a-(b+c)=a-b+a-c.

5. Tricotomia: Dados a,b € Z, uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades é

verificada:
i) a=b;
ii) Existe ce Z*,b = a + ¢ (também equivale a dizer que a < b);

iii) Existe c€ Z*,a = b+ ¢ (também equivale a dizer que b < a).

6. Lei da existéncia de Inversos Aditivos:
Para todo inteiro a existe um inteiro z tal que a + *+ = = + a = 0. Nesse caso,
denotamos x por —a que pode ser chamado também de oposto ou simétrico de a.
Sendo a e b dois inteiros, define-se a — b = a + (—b).

7. Lei do Cancelamento da Multiplicacao:

Sea,b,ce Z,comc#0ea-c=>b-centdo a=>.

8. Lei do Cancelamento da Adicgao:

Se a,b,ce Zea+c=0b+ centao a =b.
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1.2.1 Divisibilidade em Z

Sabe-se que nem sempre é possivel dividir de modo exato um elemento por

outro, a noc¢ao de divisibilidade assume um papel importante.

O tema divisibilidade no conjunto dos inteiros é extremamente importante para
a resolucao de problemas em Teoria dos Numeros. Abaixo, definiremos uma rela¢ao binaria
no conjunto dos inteiros: a divisibilidade. Para um estudo mais aprofundado sobre o tema,
ver (ALENCAR, F. E.; ) e (MARTINEZ, F. et al, ).

Dados a,b,ce Z e b # 0 dizemos que b divide a, ou que a é um multiplo de b,

ou ainda que b é um divisor de a se, existe ce Z tal que a = b - c.

Destacamos quatro consequéncias imediatas dessa definicio.

i) Para todo a € Z, 1 divide a; jd que a = 1 - a.
ii) Para todo a € Z*, a divide a; jA que a = a - 1.
iii) Para todo a € Z*, a divide 0; j4 que 0 = a - 0.
iv) Para todo a,c € Z, ¢ divide a implica que |c¢| < |al.

A partir de agora usaremos a notagao bla para indicar que b divide a. Note
que bla < a =b- ¢, para algum c € Z. Se b # 0, o inteiro ¢ nas condigoes da defini¢ao é
inico; pois se existisse outro ¢ € Z tal que a = b - ¢, terfamos b- ¢ = b - ¢, dai obtemos

que ¢ = ¢, pela lei do cancelamento multiplicativo. Esse ¢ assim definido é chamado de

quociente de a por b.

Por outro lado, veja que 0|a se, e somente se, a = 0. Neste caso o quociente nao

¢é unico, pois 0 - ¢ = 0, para todo ¢ € Z. Por isso excluimos o caso em que o divisor é nulo.

De acordo com a definicao de divisibilidade, apresentamos as seguintes proposi-

¢oes:
Dados a, b, ¢, x e y nimeros inteiros; segue que:
1. Se a|l entao a| + 1.
2. Se a, b, ¢ e d sdo inteiros com a, b # 0, tais que alb e ¢|d entao ac|bd.
3. Se a,b, ¢ sao inteiros com a # 0 e b # 0, tais que a|b e b|c entdo alc.
4. Sejam a e b inteiros e diferentes de zero, se alb e bla entdo a = +b.
5. Sejam a e b inteiros e diferentes de zero, se a|b entdo |a| < |b|.

6. Se a, b, c, z,y sao inteiros com a # 0, tais que se a|b e se alc entdo al(b-x + ¢ - y).
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(1) Suponhamos que a divide 1, entao existe g € Z tal que 1 = ¢ - a. Isto implica que a = 1
eq=1oua=—1eq= —1, concluimos assim que a = +1.

(2) Suponhamos que alb e c|d, entdao existam u,v € Z tais que b = a-ued = v -c.
Multiplicando-se as equagdes membro a membro temos que b-d = (u - v) - ac dai ac|bd.
(3) Suponhamos que alb e b|c, entao existam w,v € Z tais que b=a-u e c =0b-v. Logo,
c=a-(u-v) e, assim, alc.

(4) Suponhamos que a|b e bla, entao existam u,v € Z tais que b=a-u e a =b-v. Logo
a=a-(u-v)que implica u-v = 1. Assim u|l e dai temos que v = +1. Disso, a = +b.
(5) Suponhamos que a|b. Logo existe u € Z com u # 0 tal que b = a-u. Disso, |b| = |a| - |ul.
Como u # 0 temos que |u| > 1. Desse modo segue que |b| > |al.

(6) Assumamos que alb e alc. Assim, existem w,v € Z tais que b=a-u e ¢ = a-v. Logo,

para quaisquer que sejam os inteiros e y temos que
b-rz+cy=(auwr+(a-v)y=a (v-x)+a-(v-y)=a (u-z+v-y).

Isto implica que a|(bz+-cy).

1.2.2 Maximo Divisor Comum

A definicdo de méaximo divisor comum é muito usada em intmeras areas da
Ciéncia. Desde analisar ou inferir em relagao ao ciclo de vida de alguns seres vivos, prever
alinhamentos de corpos celestes, até avaliar e interpretar o desperdicio em construgoes civis.
As nogoes fundamentais de mdzimo divisor comum sao de grande e relevante importancia
na fundamentacao deste e do préximo capitulo, pois compoem uma parcela significativa
da Teoria Elementar dos Ntimeros; com isso pretendemos mostrar esta relevancia através

da seguinte abordagem teérico-cientifica. Para mais detalhes, ver (FIORELLI, J. O., ).

Dados dois numeros inteiros a e b, com a = 0 ou b = 0, dizemos que um
inteiro d é um divisor comum de a e b quando d|a e d|b. Disto, segue a definigdo dada por
(MARTINEZ, F. et al, ).

Dados dois nimeros inteiros a e b com a = 0 ou b = 0, a cada um deles pode-se
associar seu conjunto de divisores positivos, D, e D, respectivamente, e a interseccao
de tais conjuntos D, n Dy, é finita e ndo vazia (visto que 1 pertence a intersecgao). Por
ser finito, D, n D, possui elemento maximo, que é chamado de mdzimo divisor comum
dos nimeros a e b. Denotaremos este nimero por (a, b). Para a = b = 0 convencionamos

(0,0) = 0. Quando (a,b) = 1 dizemos que a e b sdo primos entre si.

A seguir mostraremos um teorema muito importante para a Teoria Elementar
dos Ntumeros, bastante utilizado na resolugao de problemas envolvendo inteiros; objeto

desse trabalho. Trata-se de uma famosa identidade cujo nome é creditado ao matematico
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francés Etienne Bézout (1730 - 1783). Tal identidade relaciona ntimeros a e b com seu

méximo divisor comum.

(Teorema de Bézout) Dados inteiros a e b, quaisquer, se d = (a,b), entao
existem inteiros n e m tais que d = an + bm. Consideremos o conjunto W = {ax +
by; x,y € Z e axr + by > 0}. Notemos que W nao é vazio. De fato, para z = y = 1,
a-1+b-1=a+b>0= a+be W. Assim, pelo Principio da Boa Ordem, W possui menor
elemento, digamos A = min W. Vamos mostrar que A = (a,b). Como A € W, existem

n,m € Z tais que
A = an+bm (1.1)
Usando o algoritmo da divisao com os elementos a e A, temos
a = Ag+r,com0<r <A (1.2)

Substituindo o valor de A em (1.1) na igualdade de (1.2), segue que r = a — A\q =
a— (an + bm)q = a — agn — bgm. Dai, r = a(l — gn) + b(—¢gm). Logo, temos que
r=au+bvcomu=1-—qgnev=—gm. Consequentemente, r = 0, caso contrario, r > 0
e, assim, r € W, o que contraria o fato de A ser o menor elemento de W, visto que r < .
Portanto, a = Aq, ou seja, A| a. Analogamente, prova-se que A|b. Sendo d = (a, b), existem
A1 e A tais que a = dA; e b = d)\y. Logo, por (1.1), A = (dA\)n+ (d\o)m = d(An+ Aam),
ou seja, d|A, e como A|d, pois d = (a,b), segue que d = \. Portanto, d = an + bm.

[}

Mostraremos a seguir uma outra caracterizagao de maximo divisor comum, a

qual é usada correntemente nos cursos da Educagao Bésica.

Sejam a e b inteiros nao simultaneamente nulos. Um inteiro positivo d é maximo

divisor comum de a e b se, e somente se, satisfaz as seguintes condigoes:

i) dla e d|b;

ii) se c|a e se ¢|b entdo c|d.

(=) Seja d = (a,b). Entao, obviamente, d satisfaz a condig¢ao (7). Além disso, existem
inteiros x e y tais que d = ax + by. Se c|a e c|b entdo clax + by e, portanto, c|d, isto é, a
condigao (i) também é satisfeita.

(<) Seja d um inteiro positivo satisfazendo 7) e 7). Da condicao i) vemos que d pertence ao
conjunto D, dos divisores de a e ao conjunto D, dos divisores de b. Agora a hipdtese da pro-
posigao ii) nos diz que dado um ¢ pertence a D, N Dy, entao ele divide d. Pelo item 5. da Pro-
posigao 1.2.1, |¢| < d. Isto nos diz que d é o maximo dos divisores de a e de b, e a prova segue.

O
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Vejamos que, da condigao (%), d é um divisor comum de a e b, e pela condig¢ao
(i), d é o maior dentre todos os divisores comuns de a e b. O conceito de maximo divisor
comum mostrado acima, estende-se de maneira natural a mais de dois inteiros. A defini¢ao
de maximo divisor comum para inteiros a e b, também é valida para uma quantidade finita

de inteiros aq, ay, ..., a,, como exemplo, o (a1, as, as).

Sejam a, b, ¢ inteiros nao todos nulos, o maximo divisor comum desses inteiros,

denotado por (a, b, c), é o inteiro positivo d que satisfaz as seguintes condigoes:

1. dla, d|b e d|c;

2. Se k é um inteiro tal que kla, k|b e k|c, entdao k < d.

Segue um resultado importante, referente ao calculo de (a, b, ¢).

Sejam a, b, ¢ inteiros, com a = 0. Entao o (a,b,¢) = ((a,b),c). Sejam
d = (a,b,c) ek = (a,b). Desejamos mostrar que d = (k, ¢). Por defini¢ao, temos que d|a, d|b
e d|c. Entao, pelo Teorema 1.2.2, d|k. Logo d|k e d|c. Se f € Z é tal que f|k e f|c, entdo fla
e f|b e, consequentemente, fla, f|b e f|c. Concluimos, pela definigdo de maximo divisor co-

mum, que , f|d. Portanto, d = (k, ¢).

(8,16,24) = (((8,16),24)) = (8,24) = 8.

1.2.3 Algoritmo da Divisao Euclidiana

Na Matematica contemporanea, a divisao é definida como uma aplicacao da
multiplicacao. Essa era uma situacao de debate no contexto da filosofia grega, pois para
alguns filésofos, em geral, a fragdo e divisdo nao foram consideradas na forma que vemos

hoje em dia.

Nesta secdo apresentaremos o Algoritmo * de Fuclides que permite calcular
efetivamente o maximo divisor comum de dois inteiros. Este método encontra-se nos
Elementos de Euclides (BICUDO, L., ) e nos permitirda também calcular o maximo divisor
comum de mais de dois nimeros inteiros; que é ferramenta importante na resolugao de

equacoes diofantinas com trés ou mais variaveis.

Os Elementos estao divididos em treze livros ou capitulos, dos quais os seis
primeiros sao sobre geometria plana elementar, os trés seguintes sobre Teoria dos Ntumeros,
o Livro X sobre incomensuraveis e os trés tltimos versam principalmente sobre geometria
no espaco. Nao ha introdugao ou preambulo, e o primeiro livro comeca abruptamente com

uma lista de vinte e trés defini¢oes. A deficiéncia, aqui é que algumas defini¢gdes nao sao

T Um algoritmo é um método sistematico de calculo.
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precisas, pois ndo ha um conjunto prévio de elementos nao definidos em termos dos quais
os outros sejam conhecidos. Assim, dizer como Euclides, que “um ponto é o que nao tem
parte”, ou que “uma reta é o comprimento sem largura”, ou que “uma superficie é o que
tem apenas comprimento e largura” nao é definir esses entes, pois uma defini¢cdo deve

ser expressa em termos de coisas precedentes que sao melhor conhecidas que as coisas

definidas.

Em relacdo a Euclides, sabe-se pouco sobre sua vida; obras classicas como
(BOYER, C. B., ), (CAJORIL F., ) e (EVES, H., ) apresentam registros referentes a este
importante nome na Teoria dos Nimeros. Conhecido como Euclides ® de Alexandria;
mestre, escritor de origem provavelmente grega; é até hoje, na Historia da Matematica,
considerado como um dos mais significativos estudiosos deste campo na antiga Grécia.
Uma das obras mais importantes do mundo ocidental o tratado matematico de Euclides
no sétimo livro, trata de um processo algébrico para achar o maximo divisor comum de
dois ou mais niimeros inteiros e ainda usa para verificar se dois inteiros sao primos entre

si, conhecido como Algoritmo Euclidiano.

Os livros VII, VIII e IX, que no total tém cento e duas proposicoes, tratam da
Teoria Elementar dos Nimeros. O livro VII comega por uma lista de vinte e duas defini¢oes
distinguindo varios tipos de nimeros - impares e pares, primos e compostos, planos e
sélidos (isto é, os que sao produtos de dois ou trés inteiros) e finalmente definindo nimero
perfeito como “aquele que é igual as suas partes”. Em seguida versa sobre o processo, hoje
conhecido como Algoritmo Euclidiano, para achar o maximo divisor comum de dois ou

mais nimeros inteiros e o usa para verificar se dois inteiros sao primos entre si.

O resultado abaixo é conhecido como o algoritmo da divisdo para ntimeros

inteiros e é um dos pilares da teoria basica de divisibilidade.

(Algoritmo da Divisao de Euclides) Para quaisquer a,b € Z, com b > 0, existe
um tUnico par de inteiros ¢ e r, de modo que a = b-q + r, onde 0 < r < b. Primeira
parte (prova da existéncia): Seja b um ntimero inteiro positivo nao nulo. Se a € Z, entéo
a ¢ multiplo de b ou esta compreendido entre dois miultiplos consecutivos de b, isto é,
b-g<a<b-(¢g+1).Seb-g<a,entdoa=0b-g+r,ondere Zer=>0.Sea<b-(q+1),
temos que b-q+1r <b-q+bedair <b. Logo, podemos afirmar que a = b- ¢+ r, com
0<r<b.

Segunda parte(prova da unicidade): Suponhamos que existam inteiros g1, g2, 71, T2
onde q; # qo € 1 # T9, cOm 1| > 19 € que satisfacam as igualdades: a = b - ¢; + r1, com
O0<m<bea=0b-g+mrycom0<ry<b Seb>rmr eb>ry entdo b > (r; —ry)
e temos que a = b-q; +r; = b-q + 19 0 que implica que b- (ga — q1) = r1 — 1. Fa-

zendo k = (q2 — q1), temos que 1 — 5 = b -k, com k € Z, mostrando que b|(r; — r3).

8  Matemético da escola platénica, e conhecido como o “pai da Geometria”, nasceu na Siria aproximada-

mente em 330 a.C. e realizou seus estudos em Atenas.



Capitulo 1. Equag¢des Diofantinas 24

Portanto b < (r; — r5) é absurdo, pois contradiz a hipétese. Logo, 1 = 75 e concluimos
também que b (go — ¢1) = 0. Se b # 0, temos (g2 — ¢1) = 0, mostrando que ¢ = ¢.

O

Segue um exemplo da aplicacao do algoritmo.

Determinar d = (2040, 496).

Resolugao: Pelo Algoritmo de Euclides, com a = 2040 e b = 496, temos,

2040 = 496 - 4 + 56 = (2040, 496) = (496, 56),
496 = 56 - 8 + 48 = (496, 56) = (56, 48),
56 =48 -1+ 8 = (56, 48) = (48,8),
48 =8-6+0= (8,0) = 8.
Portanto, d = (2040, 496) = 8.

(1.3)

Segue uma proposicao bastante 1til no estudo do méximo divisor comum de

dois niimeros inteiros.

Quaisquer que sejam a,b € Z, existe d € Z que é o maximo divisor comum de a
eb. Ocasoquea>0eb>0.Seja K ={ax+by >0; z,y € Z}. Tomando os elementos
estritamente positivos de K. Seja d o menor desses elementos. Vamos mostrar que d é o

méximo divisor comum entre a € b.
i) como d € K entao d = 0.

ii) como d € K entao existem xg e yo tais que;

d = axy + byp. (1.4)

Aplicando o algoritmo da divisao aos elementos a e d segue que

a=dg+r,com0<r<d. (1.5)
Das duas igualdades temos:
a = (axo+ byo)q+r,
a = axeq+ by, + 1,

r = a(l — $0Q) + b(—QOQ)

Dessa forma r € K,r = 0. Como r < d e d é o menor elemento de K, temos, r = 0. De

onde tiramos que a = dg, o que significa que d|a. Aplicando o algoritmo da divisdo aos
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clementos b e d temos b = dg + 1, com 0 <1 < d. Agora, substituindo (1.4) em (1.5),

temos que, b = (axg + byp) - q/ + 7“,, 0 que mostra que,

/

r = b-— byoq/ - axoq/

/ /

ro= b(l- q/yg) +a(—x0)q -

Logo r = 0. Concluimos assim que b = dg e, consequentemente. que d|b.

iii) Se d'|a e d |b, existem niimeros k e ¢ tais que a = d k, e b = d ¢. Multiplicando
por xg € 1o, respectivamente, as igualdades anteriores vemos que azy = d kxg e by = d,qyo.

Logo,

arg + byy = d/(/fxo + qyo),
d = d(kxo+ quo).

Concluimos assim que d |d, o que implica d = (a, b).

1.3 Equacoes Diofantinas

Alguns resultados aqui expostos podem ser encontrados em (CAMPOS,; G. D.
M., ). Segundo (FONSECA, R. V. F., ), a teoria das Equagdes Diofantinas é o ramo da
Teoria dos Nuimeros que investiga as solugoes inteiras de equagoes polinomiais, como por

exemplo:

A equacdo 2% + y? = 2% possui infinitas solucdes representadas pelas ternas

ordenadas (z,y, z) conhecidas como ternos pitagoricos.

A equacao " + y" = 2" nao possul solucoes nao nulas para paran > 2. e é
)

conhecida como o Ultimo Teorema de Fermat °.

A equacdo y? = x> +17 é vélida, por exemplo, para os seguintes valores positivos:
(2,5), (4,9), (43,282), (52,375), . ..

2

A Equacdo de Pell é dada por 22 — ny? = 1, em que n é um inteiro positivo

que nao seja um quadrado.

1 1
A equagdo — = — + — + — é conhecida como a Conjectura de Erdos-Straus,
n x

y oz
que indaga se para todo n > 1, com n € N, existe uma solugdo inteira positiva (z,y, z).

9 Essa afirmacéo foi provada por Andrew Wiles, matematico britanico; professor da Universidade de

Princeton, com a colaboracao de Richard Lawrence Taylor, em 1994.
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A equacdo 2" — 7 = 2% é a equacdo de Ramanujan-Nagell.

As equagdes de Fermat, Pell, Erdos-Straus e Ramanujan-Nagell sao classifi-

cadas como equacoes diofantinas nio lineares '°.

Uma equacao diofantina linear com duas incégnitas x; e x5 é dada por cizy +
CoTo = ¢, em que ¢y, 3 e ¢ sao inteiros dados, sendo ¢1, ca # 0. Todo par de inteiros (x,, Y, )
tais que a ci1x, + coy, = ¢ diz-se uma solugao inteira ou apenas uma solucao da equagao

C1T1 + CoTo = C.

Consideremos, por exemplo, a equagao diofantina linear com duas incégnitas,

definida por 3x; + 625 = 18. Temos:

3-4+6-1=18
3.(=6)+6-6=18 (1.6)
3.10+ 6 (—2) = 18.

Logo, os pares de inteiros (4;1), (—6;6), (10; —2) sao solugoes da equagao 3z1 + 6z = 18.

Existem equacgoes diofantinas lineares com duas incognitas que nao tém solucao.
Assim, por exemplo, a equacao diofantina linear 2z, + 4z5 = 13, ndo tem solucao, porque
2x1+4x9 ¢ um inteiro par para quaisquer que sejam os valores inteiros de x; e x9, enquanto
que 13 é um inteiro impar (observe-se que 2 = (2,4) nao divide 13). A partir de agora,
vamos estudar as equagoes diofantinas lineares. Veremos alguns exemplos desse tipo especial
de equagdo, para mais detalhes, ver (FONSECA, R. V. F., ). Serao chamadas equagoes
diofantinas todas as equagoes polinomiais (ndo importando o nimero de incégnitas) com
coeficientes inteiros, sempre que for tomado como conjunto solucao das variaveis da equagao
o conjunto dos numeros inteiros. Visto a importancia, existéncia de métodos de resolucao
e quantidade de problemas que se enquadram neste formato, tomaremos como foco do
nosso estudo a compreensao e resolucao das equagoes diofantinas lineares com duas, trés

ou n variaveis.

Considere a equacao diofantina: ciz1 + ...+ ¢,x, = ¢, com ¢y, ..., C,, C inteiros.
Uma solugao desta equagao é uma k-upla de inteiros kq, ..., k, tal que c1ky +...+c,k, = c.

Se uma equacao diofantina tem solucao, ela é dita soltavel.

Um importante resultado na resolugao de equagoes diofantinas de duas variaveis,

é o teorema abaixo:

A equacao diofantina linear c;x; + cors = ¢ tem solugdo se, e somente se,
d divide ¢, sendo d = (c1,c2). Suponhamos que a equagdo c¢;x; + Cars = ¢ tem uma
solugao, isto é, que existe um par de inteiros (z,,y,) tais que c1x, + ¢y, = c. Por ser o

(c1,¢0) = d, existem inteiros r e s tais que ¢; = dr e co = ds, e temos ¢ = ¢1xg + Yo =

10 S50 equacdes diofantinas nio lineares todas as equacdes que possuem a0 menos um termo com grau
superior a 1.
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drzg + dsyy = d(rzo + syp), e como rxy + syp é um inteiro, segue-se que d divide c.
Reciprocamente, suponhamos que d divide ¢, isto é, que ¢ = dt, em que t é um ntmero
inteiro. Por ser o (c1,c2) = d, existem inteiros g e yo tais que d = ¢1x9 + co¥p. Isto
implica que ¢ = dt = (c1x¢ + cayo)t = c1(tzg) + co(tyo). Assim sendo, o par de inteiros,
r =try= <E> To, €y = tyg = <E> Yo € uma solucao da equacao c;xy + coxy = cC.

d d

O

Apresentamos agora um teorema importante para resolucao de equacoes da

forma cjz; + caxe = c.

Se d divide ¢, sendo d = (c1,¢q), € se o par de inteiros (xg, yo) ¢ um solugao
particular da equagao diofantina linear c;z; + cox9 = ¢, entao todas as outras solugoes

desta equacao sao dadas pelas férmulas:

Co

x=x0+<d

) tey=1yo— (%) t, onde t é um inteiro arbitrario.
Suponhamos que o par de inteiros (xg, ¥o) ¢ uma solucao particular da equagao
121 + e = ¢, e seja (1, ¥1) uma outra solugdo qualquer desta equagdo. Entao, temos
que ¢1Zg + Yo = ¢ = €11 + Coyy €, portanto ¢ (z1 — o) = c2(y1 — yo). Por ser (¢q,¢2) = d,
existem inteiros 7 e s tais que ¢; = dr e ¢ = ds, com r e s primos entre si. Substituindo
estes valores de c¢; e ¢y na igualdade anterior e cancelando o fator com d, obtemos:
r(zy — z9) = s(yo — v1). Assim sendo, 7|s(yo — y1), € como o (r,s) = 1, segue-se que
r| Yo — y1, isto é, yo —y1 = rt e 11 — xg = st, em que ¢t é um inteiro. Portanto, temos as
formulas:
Co

c
xlzxo—l—st:xo—i-(d)teylzyo—rt=y0—<$)t.

Assim os valores de x; e y; satisfazem a equacdo cix1 + caxo = ¢, qualquer que seja o
inteiro ¢, pois temos:

cx+cayr = ¢ [a:o + <%) t] +co [yo — (%) t] = clx0+02y0+<% - CITZQ) t=c+0.t=c

O

Como vemos, se d = (c¢1, ¢3) divide ¢, entdo a equacao diofantina linear cix; +
) ) Y
Coxy = ¢ admite um nimero infinito de solugdes, uma para cada valor do inteiro arbitrario
t.

Se 0 (c1,¢2) = 1 e se (xg, yo) ¢ uma solugao particular da equagao diofantina
linear cix1 + ¢y = ¢, entdo todas as outras solugoes sdo dadas pelas formulas z =
o + cot e y = yo — c1t, em que ¢ é um inteiro arbitrario. Consideremos agora a equagao
da forma c;xy + coxs + c3x3 = ¢, em que o0s ¢;, para ¢ = 1,2,3, sao inteiros nao nulos

simultaneamente. De forma andloga ao que foi apresentado acima, sabemos que essa
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equagao admite solugoes se, d = (c1, ¢, ¢3) divide ¢. Usaremos este fato para construir

uma solugao particular para equacao diofantina anterior.

Vimos, anteriormente, como calcular o méaximo divisor comum de uma quanti-
dade finita de nimeros. Usaremos isto agora. Iniciamos por analisar (¢, c2) = d; e a partir
deste, o (d1, c3) = d. Se dy = (¢1, ¢2), entao existem ky, ke € Z para os quais ¢1 ki +coks = d;.
E como d = (dy,c3), entao existem k,zy € Z de maneira que d = dik + c3z . Logo
d = (c1k1 + coko)k + c320 = ¢1(k1k) + ca(kok) + c320. Escrevendo ki1k = xg e kok = yo segue
que ¢1To+Coyo+ 329 = d. Assim, se c;z+coy+c32z = ¢ admite uma solugao e se ¢ = dg, para
algum ¢q € Z, entao, ¢1(zoq) + c2(yoq) + c3(20q) = dq = ¢, o que mostra que (zoq, Yoq, 20q)

é uma solucao particular para a equacao diofantina linear c;x1 + coxg + c323 = C.

1.3.1 Equacdo Diofantina Linear com n Variaveis

Apresentamos nessa se¢ao, um método que nos permitira encontrar uma solugao

particular de uma equacao diofantina com n variaveis, bem como todas as suas solugoes.

De (NETO, A. C. M., a), temos que se ¢y, ¢, ..., ¢, sdo inteiros ndo nulos,
dizemos que um inteiro d é um divisor comum de ¢y, ¢a, . . ., ¢, quando d|cy, d|ca, . .., d|c,.
Note que ¢q,¢o,...,c, sempre tém divisores comuns: 1, por exemplo. Ademais, como
qualquer inteiro nao nulo tem apenas um namero finito de divisores, ¢y, co, ..., ¢, tém

apenas um nimero finito de divisores comuns. Assim, a defini¢do a seguir tem sentido.

O méaximo divisor comum dos inteiros nao nulos ¢y, ¢s, . . ., ¢,, denotado por
(c1,€2, ..., ¢pn), € 0maior dentre os divisores comuns de ¢y, ¢, . . . , ¢, Os inteiros ¢y, g, . . ., ¢y
sdo primos entre si, ou relativamente primos, se (¢q, co,...,¢,) = 1.

Para o teorema a seguir, que é uma generaliacao do Teorema 1.2.2 creditado ao
matematico francés Etienne Bézout, dado n € Z, denote por n- Z o conjunto dos multiplos

inteiros de n, isto é,

n-Z={n-z;, xe Z} ={0, £n, £2n, +3n, ...}.
(Bézout) Sejam ¢y, ca, . .., ¢, inteiros nao nulos dados. Se

n
S = Zcixi; xv,eZ,¥V1<i<ny,

i=1
entdao S = d - Z, onde d = (¢1,¢,...,¢,). Em particular, existem nimeros inteiros
Ui, Us, - - ., U, tais que (cl, Coy ... ,cn) = ClU1 + CoUusg + ... + CrUy. E imediato que todo
miultiplo de um elemento de S pertence a .S. Por outro lado, como d divide c;z1 + coxs +
...+ cpx, para todos os x1,x2,...,T, € Z, temos que S < d - Z. Para estabelecer a

inclusao contraria, note primeiro que S contém inteiros positivos. De fato, escolhendo z; =
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c1, € x9g = ... = x, =0, por exemplo, concluimos que (02)1 =Ty +Cxy+ ... +c,x, €S.
Como S contém inteiros positivos, existe um menor inteiro positivo d em S. Se mostrarmos
qued =d, seguira que d € S e nossa observacao inicial garantira que d-Z < S. Afirmamos,
inicialmente, que d/]cl, Ca, ..., Cn. De fato, como d e S, existem uq, ug, ..., u, € Z tais que

d = ciuy + cUg + ... + cuu,. Agora, seja ¢ = d/q +r,comqrezZel<r< d . Entdo

r =c — d,q
= — (qui + coug + ... + cuuy)q (1.7)
=c1(1 —u1q) + co(—u2q) + ... + cn(—unq),

4 , .~ 7
de sorte que r € S. Se 0 < r < d, terlamos uma contradi¢cao ao fato de ser d o menor

inteiro positivo pertencente a S. Logo, r =0 e d/\cl. Analogamente, d/|c27 cot, Co.

. / Ve . .
Para terminar, como d é um divisor comum de ¢, ¢s, ..., ¢,, para mostrarmos
/ !
qued = dbastaqued > d.Mas,sec; =dq,co =dgo,...,c, =dg,, comqi,qo,...,q, € 4,

entao

d = Cluy + Coug + ... + cpuy,
= dqiuy + dgaus + . .. + dgyu, (1.8)
= d(q1u1 + qu2 + ... + qnun) ,

ou seja, 0 < d]dl. Logo, d < d.

O

Para tal, consideremos agora a equagao cyxy + CoTo + €323 + ... + Cp_1Tp_1 +
cnn = ¢, onde cada ¢;, com i = 1,2,3,...,n, sejam inteiros nao nulos simultanea-
mente. Sabemos que essa equagdo admite solugoes se, d = (c¢q,¢o,¢3,...,¢,) divide c.
Se di = (c1,¢9), entdao existem k; e ko € Z para os quais ¢k + ks = di. E como
dy = (dy, c3), entao existem ks, ky € Z de maneira que dy = diks + czky. Procedendo de
forma andloga n — 1 vezes, chegaremos em d = (d(,_1), ¢»), entao, ¢ (x1),q) + c2(T(2),9) +
c3(23)0q) + - -+ o1 (T(-1)0) + cn(Tm),q) = dg = ¢ para algum ¢ € Z, o que mostra que
(ac(l)oq, T©2)0q T(3)0q: - - - s T(n—1)04, m(n)oq) ¢ uma de suas solucoes particulares. No préximo
capitulo, investigaremos como podemos encontrar solucoes de tipos especiais de equacoes

diofantinas com n varidveis.
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2 Um método para resolver Equacoes Diofan-

tinas Lineares de n variaveis

Neste capitulo, apresentaremos um método para resolver um tipo especial de
equagao diofantina linear com n varidveis. Segundo (BREZINSKI, C., ), o século XIX foi
marcado por contribuicoes valiosas no estudo, por exemplo, de fragées continuas como
ferramenta de resolucdo de problemas na area de Teoria dos Numeros. Neste século deram

valiosas contribui¢bes matematicos como Jacobi, Perron, Hermite, Gauss, Cauchy e Stieljes.

Dentre esses, tomaremos por referéncia estudos de dois matematicos alemaes,
Oskar Perron e Carl Gustav Jakob Jacobi. Mais detalhes sobre o tema podem ser vistos
com mais detalhes em (BERNSTEIN, L., ), (BERNSTEIN, 1., ) e (OSKAR, P., ).

2.1 Alguns aspectos inicias quanto a equacao

No capitulo anterior mostramos métodos para resolver equacoes com duas
variaveis, agora mostraremos como resolver um tipo particular de equacao diofantina. A

solugao da Equagao Diofantina Linear com n variaveis da forma
C1T1 + Cxo + ...+ Crxy, = C,

com n = 2;c¢1,C,...,Cph,C inteiros, ¢ um problema que pode ser avaliado sob varias
abordagens; isso depende das caracteristicas dos coeficientes da equagao, por exemplo.
Uma bordagem voltada para solu¢oes computacionais sera objeto do préximo capitulo. Para
n = 2, ou seja, para uma equacao com duas variaveis, vimos que é possivel obter solucoes
pelo Teorema 1.3. A questao de nosso estudo é como encontrar a solu¢ao para equacgoes
diofantinas lineares com mais de duas variaveis. Ao longo do capitulo, formalizaremos um
método para buscar solugdes para uma equacao diofantina linear nos caso em que n > 2
com a condi¢do z; = 0 com 7 = 1,...,n com base em uma modificagdo do algoritmo de
Jacobi-Perron, que serd mostrado ao longo do texto; onde veremos que, se uma equacao for
consistente, ou seja, se tiver solugao, esse método nos levara a uma solugao. Com alguns

exemplos numéricos, apresentaremos a teoria em torno do problema.

2.2 Uma equacao diofantina linear padrao

Dada uma equacao diofantina linear de n variaveis da forma

c1x1 + s + ...+ cpx, =1, comn > 2 (2.1)
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chamaremos de equacao diofantina linear padrdo de grau n ou apenas equac¢do padrao de

grau n, se verificadas as seguintes condi¢oes em relagao aos seus coeficientes:

a. ¢; € um numero natural parai=1,...,n;
b. I<c<cy<...<cy;
c. (e1,¢9,...,¢,) =1, 0u seja, ¢; sdo primos entre si,
d. ciciyj; 1,5 =1, 1 +75<n
(ckl,ckQ,...,ckn_l) =d>1;ki,kj=1,...,n;k; =Fk;; comz¢,j=1,...,n—1.
(2.2)

Uma equagao diofantina linear com n variaveis e coeficientes inteiros
ay1 +asyo+ ...t apym =A, m>1; a; =0, i=1,....m (2.3)
sera dita trivial se
a; = 1 para pelo menos um 1;

caso contrario serd chamada nao trivial. Isso faz-se necesséario, pois desse modo teremos a
garantia de que q; divide todos os termos, visto que, em valor absoluto, temos |a;| = 1.

Logo, as solucoes serao dadas por
Y1, Y2y - oy Yio1, Yit1, - - - » Ym quaisquer inteiros, 1 < i < m;

Yi = a; (A — a1y — Qoo — ... — QGim1¥im1 — Qg1 Yit1 — - - - — GmYm) ;

e semelhante para i = 1 ou i = m. Suponha que a equagao (2.3) seja nao trivial; entao
sera dita reduzida, se

(a1,a9,...,4m,A) =1

e nao reduzida, se

(a1, a9, ... ,am, A) =d > 1.

Caso a equacao seja nao reduzida, podemos reduzir os coeficientes aq, - - - , a,,, A na equacao
(2.3) dividindo por d. E observada a condi¢do a; = 0, por um resultado andlogo ao Teorema

1.3 temos que
(a1, a9, ...,an)|A, (2.4)

caso contrario, nao possui solucao.

Enunciamos agora um importante resultado que garante a transformacao de

equagoes nao triviais e soltveis em uma equacao padrao, objeto de estudo desse capitulo.

Se uma equagao diofantina linear da forma (2.3) é soltvel, reduzida e nao

trivial, entao ela pode ser tranformada em uma equagao padrao. Suponhamos que uma
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equagao diofantina linear da forma (2.3) seja soluvel, reduzida e nao trivial. Entao é claro

que
(a1,a9,...,a4m, A)=1; |a;| > 1, i=1,...,m. (2.5)
Substituindo em (2.3) a seguinte mudanca de coordenadas
yi=Az, i=1,....m
obtemos a seguinte equacgao
a121 + asze + ...+ amz, = 1. (2.6)

Sendo (2.3) solucionavel, segue que (ay,as, ..., a,) |A. Além disso, (a1, as, ..., a,) é um

divisor dele mesmo. Assim, por (2.5) concluimos que

((11,(1,2, c. ,am) = 1.
Vamos denotar

Zke:

K3

= uy,, seby, = ag, >0,

Zkes

(3

= —uy,, seby, = —ax, >0, com, k; =1,...,m.
Pela mudanga de coordenadas acima, a equagao (2.6) assume a forma

biuy + boug + ... + by, =1 com (by, by, ..., 0y) = 1. (2.7)
Assumamos, sem perda de generalidade, que

1 <b; <by <bs

N

. < by,
Seja b; o primeiro coeficiente na sequéncia acima tal que
bilbg,, ks >1, s=1,....m—n; m—n<m—i; i +1<ks<m. (2.8)

Isto significa que b; é o primeiro termo a dividir algum coeficiente maior que ele. Observe

que isto nao implica que ele divide todos os termos maiores do que ele. Fazendo,
by, = tsh;, s=1,...,m—n,

vemos que
w; + tyug, + oy, + o+ U, = V. (2.9)
Substituindo os u; acima na equacao (2.7) e fazendo as manipulagoes adequadas obtemos

a equacao

b1u1 + bQUg + ...+ bi_lui_l + bZ’Ui + bnun + ...+ b
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em que os coeficientes, b; satisfazem
biby,bryy .o bp, i+ 1<rg<m, qg=1,...,n—1.

Afirmamos que
(by1,b2y ..o b1, b3y by by by, ) = 1.

) Y Tn—q

De fato, suponhamos que

(bl,bg,...,bi_l,bi,brl,bm,... b )=d>]_

Y Tn—q

Pelas condi¢oes assumidas em (2.8), segue que
(b17b27 R biab’iJrl) R bm) =

(br, by oo bit, by b o b byys o by ) >

m—n’ ) U Tn—q

(bl,bg,...,bi_l,bi,brl,bm,.. b )=d>1,

* Y Tn—q

o qual contradiz a condicao em (2.7). Se existir b,, tal que b,,|b,,, com p > g esse processo

é repetido como antes. Caso contrario, usando a notacao

bj:hj, jzl,...,i;

Uj :Uj, j= 1,,2—1,
br; = hiyy;
u'rj = Vj+j, .]: 17"'7n_i7
obtemos a seguinte equagao,
hivi + hovy + ... + hyv, = 1, (2.10)

a qual satisfaz as condi¢oes
1 <h1 <h2< <hn7 COIH(hh...,hn) = 1, hzh], j>Z

Por (2.9), notamos que os valores de w;, ug, , Ug,, - - ., Uk, _, Na equagio acima sao obtidos

dos de v; em (2.10) da seguinte maneira
Uy s - - -, Uk, quaisquer nameros inteiros; u; = v; — tyug, — ... — typenUp,, .-

Se algum h; com ¢ = 1,...,n em (2.10) ndo satisfaz a condigdo (e) de (2.2), vamos escolher

n nimeros primos diferentes p; tais que
pihiho .. hy, i=1,....n; p1 >ps > ...> p,. (2.11)
Usemos as seguintes notagoes,

pp2---pn = P; vi = (pi) "' Pag; ¢; = (pi) ' Phy, i=1,...,n.



Capitulo 2. Um método para resolver Equagdes Diofantinas Lineares de n varidveis 34

Pelas notagoes acima a equagao (2.10) se transforma numa equagao (2.1):
c1x1 + Ty + ...+ Ccpxy = 1,
Vamos agora verificar que a equagao acima satisfaz as condigoes (2.2). De

c = hl(pi)ilp = hipaps ... pm > ha,

obtemos,

c1 > 1.
Além disso, pela condigdo em (2.11), para ¢ > 1, obtemos que
¢ = hi(pi) ' P < hiy1(pi) 7' P < his1(pig1) P = cip1, G <cip1i=1,2,...,n—1

Mas,
((pl)_1P7 (pz)_1P7 LR (pn)—lp) = 17 € (h‘lah27 .. ahn) = 17

e como p;hihs ... h,, obtemos, que
(hl(pl)_lp’ h2(p2)_1p7 R hn(pn)_lp) =1
de modo que,

(c1,62, ... ) = 1. (2.12)

Por fim, afirmamos que os niimeros ¢; com ¢ = 1,...,n satisfazem a condigao
(e) em (2.2). Com efeito, provaremos para uma (n — 1) — upla de ¢; em particular, pois o

caso geral para qualquer (n — 1) — upla, se prova de maneira andloga. Do exposto acima,

(c1,€250 0y Cu1) = (h1<p1)f1p’ ha(pa) ' P, ..., hnfl(pnfﬁilp) =

(hipaps - Py hopiPs .. Pny - oy BncaP1 - - Pp—2bn) = Do > 1.

Usamos na primeira igualdade que

¢1 = (p1)""Phy = (p1) " (pap2 - - . o)l = Paps . . pn,
2 = (p2) " Phy = (p2) " (p1p2 - - - Pu)h2 = hapi . .. py,

Cn = (pn)_lphn = (pn)_l(ppo .- pn)hn = hnppo -+ Pn-1.

Dos itens c. e d. de (2.2) e do desenvolvimento acima, fazendo as devidas substitui¢oes

temos que,

(ckl,ckQ,...,cknfl) =Pk, > 1, k; = k; para i = j.
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As equagoes diofantinas lineares com n incégnitas que satisfazem as condigoes

a., b., c. e d. de (2.2) serdo chamadas de equagdo padrao suprimida de grau n.

Seja hivy + hovy + ... + h,v, = 1 uma equacao padrao suprimida de grau n.
Vimos que todas as equacoes diofantinas reduzidas e nao triviais podem ser transformadas

em equacao padrao suprimida, sendo n > 2.

Uma n — upla de ntmeros inteiros (xy, zs, ..., T,) que satisfaz uma equagao

padrao suprimida
hizi + hoxo + ... + hpxy, = 1; (2.13)

¢é dita vetor solucao padrao, se verificarmos que x; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. O objetivo
aqui é encontrar uma solu¢do para uma equacao padrao suprimida. Observado que a
equagao padrao suprimida ndao cumpre a condigao (e) de (2.2), ou seja, os coeficientes da

equagao nao sao primos entre si, deve-se buscar uma (n — 1) — upla de niimeros entre os

hi, ..., h, que sejam relativamente primos. Assumamos entao que
(hi,hay ... hy1) =1, (2.14)
e que (z1,T9,...,%, 1) é um vetor solugao de

hivy + hovg + ... + hp_1v—1 = 1.

Isso implica que (x1, 3, ..., 2, 1,0) é um vetor solugao de (2.13), mas nao é

um vetor solucao padrao. Um vetor solucao padrao seria dada por
(1,22, ..., xy_1 — thy,thy_1), t€ Z, x,_1 = th,.
De fato, substituindo o vetor acima em (2.13) vemos que
hizy + howo + ... + hy 12y 1 — hp_qthy + hy(thy_1) = hixy + hexe + ...+ by 12,1 =1

Deste modo, o problema de uma equacao padrao suprimida de grau n, a qual nao é uma
equacao padrao de grau n, é reduzido ao caso de encontrarmos um vetor solucao padrao

de uma equacao padrao suprimida de grau n — 1.
Uma equagao padrao de grau n possui apenas vetores de solugao padrao.

Consideremos um vetor solu¢ao (xy,zs,...,xx,0,0,...,0) de uma equagao
padrao de grau n tais que z; = 0, i = 1,..., k. De fato, suponhamos que k£ = 1. Entao
trabalhamos com a solugao (21,0, ...,0). Substituindo isso na equagao (2.13) obtemos
hyix,; = 1. Isso implica que h; = 1 ou hy = —1. Em ambos os casos h; contradiz com o item
b) de (2.2). Assumamos que k < n — 1. A disposi¢do dos componentes do vetor solugao

pode ser assumida sem perda de generalidade. Entao

C1T1 + Gy + ...+ = 1. (2.15)
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Sendo
(C1,C2y ooy Cly Clit 1y -+ Cn1) = Dy
segue que,
(1,9, o) = pp > 1,

o qual contradiz (2.15), pois os seus coeficientes devem satisfazer a condi¢ao (c) de (2.2), o

que nao acontece. Af estd a contradicao.

Novamente, seja
hivy + hovg + ... + hpv, =1
uma equacao padrao suprimida de grau n e
hivy + hovy + ...+ hpv, =0 (2.16)

sua parte homogénea. No que segue, usaremos a seguinte notagao,

thy vig vig ... Vip—2 M
thy w91 V22 ... Vap—2 ho t,v; algum inteiro,
D(hh...,hn): . ’ . -
: 1=1,....,n; j=1,...,n—2.
thn Un1l Un2 ... Upn-2 hn

Também denotamos por Hy, o cofator algébrico do elemento ay,. Observemos que para

qualquer ¢, v; ; inteiros com ¢ =1,...,nej=1,...,n— 2, tem-se

thy V11 Vi2 ... VUipn—2 hy hy Vi1 V12 ... Vip—2 hy

thy V2,1 V22 ... Un—2 ha hs V2,1 V22 ... Uzpn—2 ho

thn Una1 Un2 ... Unpn-—2 h'n hn Uni Un2 ... Upnpn-2 hn

Portanto, uma simples conta mostra que
D(hy,.... hy) = hiHyp+hoHop + ...+ hyHy = 0. (2.17)

Terminamos esta secao com a demonstragao da solucao geral de uma equacao padrao
suprimida. Seja (z1,s,...,x,) um vetor solu¢do de uma equacao padrao suprimida de
grau n e seja (Hy,, Hap, ..., Hy,) um vetor solugdo de sua parte homogénea. Entao
um vetor (xq + Hypn, 22 + Hpo, ..., 2, + H,,) € solucao da equagdo padrao suprimida
dada. Inicialmente notemos de (2.13) que o vetor (x1,zs,...,z,) é solucdo da equa-
¢ao hyzy + hoxy + ... + hyx, = 1. Observemos ainda que de (2.17) temos que o vetor
(Hyn, Ham, - .., Hy ) ésolugao da equagao hyHy ,, +hoHop+. ..+ hyH, , = 0. Adicionando
as equagoes em (2.13) e (2.17), segue que

hll’l + thLn + hQ.TQ + hQHQ’n + ...+ hnxnhan,n =1

hy (21 4+ Hypn) + ho (22 + Hop) + .o+ hy (2 + Hppy) = 1
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Concluimos assim que o vetor (x; + Hyp, %2 + Hy 2, ..., 2, + Hy ) € solucdo da equagao

padrao suprimida.

2.3 Um algoritmo modificado de Jacobi-Perron

Tomando como referéncia estudos de Jacobi e Perron, modificaremos um
algoritmo que leva o nome dos dois mateméticos. Com o intuito de encontrarmos um
vetor solucao padrao de uma equacao padrao suprimida de grau n, apresentaremos uma

modificagdo do algoritmo de Jacobi-Perron, conforme descreveremos a seguir.

Denotaremos por V,,_; o espago vetorial das (n — 1) — uplas dos ntiimeros reais

ordenados (ai,as,...,a,-1),comn =23, ....

Seja,
a® = (@, 0, a,,®)
um vetor em V,,_;. Tomamos também

p) — <b1<v>, b, .. ,bn_1<“>>

uma sequéncia de vetores em V,,_;, que sao dados arbitrariamente ou derivados de a(”

por uma certa transformacao de V,,_;. Introduziremos agora a seguinte transformacao,

1

Ta® =gt — =
“ “ a; @ — b, @

(CZQ(U) - b2(v)7 s >an71(v) - bnfl(v)a 1) ) (218>

em que o™ = 5™, com v =0,1,....

Definiremos os ntimeros reais 4;") pelas férmulas de recursio abaixo,

A =1, A =0; i,0=0,1,....,n—1; i =,

n—1 (219)
A, = 4,0 4 Z bj(”)Ai(”ﬂ), i=0,1,...,.n—1; v=0,1,...
j=1
entdo, como foi enunciado por Perron, temos a seguinte férmula:,
Ao(v) AO(U+1) o AO(ernfl)
Al(v) Al(v+1) o Al(v-i-n—l)
D, = . . , , = (=)™ comwv=0,1,.... (2.20)

Anfl(v) Anil(v-i-l) o Anil(v-&-n—l)
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v(n—1)

Provaremos por indugao em v que D, = (—1) ,comv =0,1,.... De (2.19), e fazendo

v = 0, temos que,

AO(O) Ao(l) o Ao(n—l)
A 4,0 4,0 010 ...0

Dy=|"" 1 1 =, .. ==
Anfl(O) Anfl(l) Anfl(n_l) O 0 O 1

Suponhamos que D, = (—1)*Y. De (2.20) temos para v + 1 que

Ao(v-i-l) AO(U+2) o Ao(v+n)
b B Al(erl) Al(v+2) o Al(ern)
v+1 —
Anil(v-i-l) Anfl(v+2) o Anfl(v—i_n)
n—1
AT AW A0 4 Y () A4
j=1
n—1
A A0 40 Y (4, ()
n—1 )
An_l(erl) An_l(v+2) . An_l(v) + Z bj(v)An—l(U+])
j=1
(v+1) (v+2) (v)
A Ao o Ao RS Ag® 4 @) 4,0+
Al(v+1) Al(v+2) o Al(v) n—1 J
—_ + 3]
. .. =) ol v . _y
Ao 4w g @ | AT A ® A, 0
Ao(v+1) Ao(v+2) o Ao(v) (o41) (vi)
(v+1) (v+2) (v) n—1 A - Ao
A1 Al Ce Al b (v)
ol = b
j=1 (v+1) (v+7)
A, D A @) p @) Ans Ana
Ao(v) Ao(v+1) o AO(U+n—1)
— ( 1)<n—1)
An_l(v) An_l(erl) o An_l(v+n71)

_ (_1)(11—1) . Dv _ (_1)(n—1) . (_1)v(n—1) _ (_1)(v+1)(n—1)’

onde usamos na quinta igualdade o fato dos determinantes terem duas colunas iguais.
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Outra férmula enunciada por Perron foi

) 4 oy A(vﬂ')
az.w)_ 2= 1 J (w); comi=1,....n—1 v=01,.... (2.21)
+Z 1%

Ainda por indugao provaremos (2.21). Pela segunda condi¢ao em (2.19), segue que

O)JFZ; CLJUA +a7, +Z] z+1aj(v)Ai(j)_0+0+ai(0)+0_a’i(0)—a.(o)
+Z”1.v ) - 1+0 1

O que mostra que (2.21) é verdadeira para v = t. Vamos mostrar que a férmula é valida

para v =t + 1. De fato,

a,_ D < ey t+])> " (Ai(t+1) n 27}:—2a‘(t+1)Ai(t+1+j)>
a _1(t+1)( Lyl (t)A (t+3 > +( (1) | 32 g (141) 4 0(t+1+j))

an_l(t+1)Ai(t+n)+< (t+1) +Z] 1a](t+1A(t+1+J)>

4y, (D) A7) 4 ( AgtD 4 32 g4 Ao(t+1+j>>

t+1 n—1 t+1+4j5
AU+ ST AT
Ao(t+1) + anll Ao(t+1+j) L
Temos que, D, é o determinante da matriz de transformacéo de Ta'”). Podemos reescrever

essa formula da seguinte maneira,

1 AO(erl) o AO(ernfl)
al(O) Al(v-i-l) o Al(v+n—1) ( 1)1)(”71)
(0) (v+1) (v+n—1) - . .
as Ay o A = U)+Z] T W ) cv=0,....(2.22)
an—l(o) An_l(v-H) o An_l(v+n—1)

Vamos provar que a equacao (2.22) é verdadeira.Por (2.20), segue que

(_1)1}(71—1) Dv
o) +ZJ L a; v)AO(vﬂ) AW "'Z - aJ 0) A, v+7)

n—1
Ay™ + Z aj(v)AO(vﬂ) AptY NG
j=1

(v + Z CL (v) A U+j)

n—1
An—l(v) + 2 aj(U)An_l(’UJrj) An_l(erl) L An_l(v+n71)
j=1
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Note que, ao multiplicarmos cada elemento da primeira coluna desse determinante pela
fracao antes deste, obtemos como primeira coluna os elementos,
1

a,©

: (2.23)

o que prova a veracidade da igualdade. Segundo (OSKAR, P., ), as equagoes (2.20), (2.21)
e (2.22) aqui demonstradas foram apresentadas, hé época, sem demontragao. Sabe-se
também que os vetores b nao foram arbitrariamente escolhidos, e sim oriundos dos
vetores a¥) por uma lei de formacdo especial. A construcao dessa lei de formacio exerce
um papel importante na teoria dos algoritmos de Jacobi-Perron. Jacobi e Perron usavam

somente a lei de formacao:
b = 1a;”|, comi=1,....n—1; v=0,1,...

em que |z| denota o maior nimero inteiro que nao excede x. Berstein em (BERNSTEIN,

1., ) sugere a seguinte modificagao do algoritmo de Jacobi-Perron para b,

bW = q® se ;) # [a1(”)J;
B~ a1 se a® — [a®): (2:24)
b = |a;

comk=2...n—1lev=0,1,....

E possivel acontecer que, para algum v, a;*) = [ai(”)J para todo i. Nesse caso,
o algoritmo segundo a lei (2.24) é considerado concluido, e adotamos b = 4, com

i=1,...,n—1.

O algoritmo dos vetores (a)) dado por (2.1) serd dito periédico se existirem

dois niimeros inteiros p,q (p = 0, ¢ = 1) tal que a transformacao 7" produz

TV =TV, comv=p,p+1,.... (2.25)
Em caso de periodicidade, os vetores ) com v = 0,p,...,p — 1 dizemos que formam o
pré-periodo e os vetores ) com v = p,p+1,...,p+q— 1 formam o perfodo do algoritmo:

min (p) = s e min (q) = t sao chamados, respectivamente, os comprimentos do pré-periodo
e periodo; s + t ¢ chamado o comprimento do algoritmo, o qual serda puramente peridédico

se s = 0.

2.4 Um vetor solucdo da equacao padrao de grau n

Consideremos a equacao padrao de grau n

1Ty + ey + -+ cpx, = 1. (2.26)
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Seja a'® um vetor de V,_1 dado por

a® = (al(o), o ,an,l(o)) s a0 = @, comi=1,...,n—1. (2.27)
C1

No que segue enunciamos o principal resultado dessa segao:

Seja a® um vetor dado por (2.27). Se um vetor a® é transformado de a(®)
segundo a lei de formagao (2.24), entdo existe um niimero natural ¢ tal que as componentes

do vetor a® sdo inteiros, isto é,

alt) = (al(t), e ,an_l(t)) . com ;'Y um inteiro, parai=1,...,n— 1. (2.28)

Iniciamos por observar que ¢;c;. Logo, [a1?] = a,¥). Assim obtemos de (2.24),

b0 = r”1| ,comi=1,....,n—1. (2.29)
&1
De (2.29), obtemos,
Cip1 = b Vey + e, com ¢;V um inteiro. (2.30)

Além disso observamos a seguinte desigualdade, obtida do algoritmo da divisao 0 < ¢;(!) <
e e, W =ci;comi=1,...,n—1. De (2.27) e (2.30), obtemos

L0 (@ _ Cit1 Ciw1 = ;M B e,V

1 €1 €1
Considerando as transformagoes dadas em (2.18), vemos que as igualdades acima nos dao

)

a0,V = CH;U ,comi=1,...,n—1. (2.31)
&1

Em consequéncia,

(1)
b — {Cz ‘ se ¢, M,V (2.32)

1
b = (62( L 1) , se c;Wep).
o

Se ;" = 1, 0 Teorema é verdadeiro com ¢t = 1. Suponhamos, portanto, que ¢;V > 1.
Dois casos possiveis: i) ¢;M [, e (ii) ;M ;M. Primeiro investigaremos o caso ii). Aqui
obtemos,

ci+1(1) = bi(l)cl(l) + ci(2), cz-(Q) um inteiro.
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Sendo ¢;% o resto de uma divisdo euclidiana, segue que
0<c® <e,®: ¢,® =M comi=2,....,n—1. (2.33)
Observemos que pela definicao de b,V também obtemos
0< 01(2) < cn(Z).
Comparando a desigualdade acima com (2.30) é possivel concluir que

0< 01(2) < cl(l) <.

Antes de investigar o caso i), provaremos o seguinte:  Suponhamos que o vetor a™) no
algoritmo modificado de Jacobi-Perron construido segundo a lei de formagao (2.27), tenha

a forma

o (e e o
G @ @) e ®)

>,Comv=0,1,..., (2.34)
entao,
(cl(”), A ,cn(”)) = 1. (2.35)

Iniciamos por observar que o Lema 2.4 ¢é verdadeiro para v = 0. Basta observar que para

C; ~ ~
a9 as componentes sio dadas pelos quocientes —. E sendo (2.26) uma equagao padrao o

resultado segue. Suponhamos que o Lema é Vergc}xdeiro para v = k, ou seja,
a®) = cll(k) (CQ(k), es® L ,cn(k)) e (cl(k), co® eg®) ,cn(k)) = 1. (2.36)
De (2.36) existem inteiros b;™ tais que,
Cio1™® = ;B e, ® 4 D com ;%Y inteiro, parai=1,...,n — 1.
0< Ci(k+1) < cl(k).
Denotaremos
o ® = ¢, B+, (2.37)
(cl(’”l), e R+ ,cn(’”l)) =d. (2.38)
Se d = 1, o lema é verdadeiro. Assumamos que
d>1.
Por (2.38) vemos que d|c, **V. J& que i = ¢, 5+ segue que d|c;¥. Dado que d|¢;F+Y

para qualquer i = 1,...,n — 1, por (2.37) conluimos que d|c;.1 ™. E isto nos leva a

(Cl(k), Cg(k), . ,Cn(k)) >d> 1.
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mas isto contradiz (2.36). Portanto a suposicao de que d > 1 é falsa, o que prova o Lema.

Retomamos ao caso (i) da demonstragao do teorema e assumamos que
VeV, parai=1,2,...,m. (2.39)
Em vista do Lema 2.4 a seguinte restricao ¢ valida,
m<n-—2,
pois caso m = n — 1, obteriamos
(01(1), . ,cn(l)) = 01(1) > 1,
o qual contraria o Lema 2.4. Segue-se de (2.39) tendo em vista (2.24),

M = (bl(l) + 1) W, pois ¢; M|,

cip1M = b; Ve, pois 01(1)|Ci+1(1) comi=0,...,m;

(2.40)

Cm2" = b1 Mer™ + 1@ com 1 < @ <V

M, O (2)

1 1 .
Cm+2+j( ) = bm+1+j t Cmy14j s

com 0 < cm+1+j(2) <M, paraj=1,...,n—m—2.

Denotemos

(@ — @
De (2.24) vemos que bV = ;Y — 1. Isto implica que a; ¥ — b,V = 1. De (2.31) sabemos
1) (1)

que ;M = szl) . J& por (2.32) vemos que b = C:zl) para ¢ = 2,...,m. Logo
a; M — b,V = 0, para i = 2,...,m. De formar andloga, temos que
a W _p (D) _ Cmyat) _ Cmi2) = enia @ _ Cmi1?)
m+1 m+1 Cn(z) Cn(2) Cn(z)

Do mesmo modo, segue que

a 1) _p ) _ Cmr24 _ e+ — Cma145

m+1+j m+1+j Cn(2) Cn(2)
Cm+1+j(1 .
= ——,paraj=1,....,.n—m—2.
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Das igualdades acima e da transformacao em (2.18), com v = 1 e observada a restri¢ao

m#n—2,
a;? = b <a~+1(1) — b~+1(1)> = 1(O) =0, parai=1,...,m—1;
(2 al(l) . bl(l) (2 (2 1 9 ) Y )
1 c .2
@ — n _ L) o Zmtl .
Om a, @ — bW (am+1 b +1 ) cp,@ 7
1 c (2)
2 - - N L)) o omalty - o O
A+ j - al(l) _ bl(l) <Gm+j+1 bm+]+1 > - Cn(2) , com g3 = 17 s, =M 27
1
@ = 1.
Ap—1 al(l) — bl(l)
(2.41)
Deve-se observar que todos os @;% com i =1,...,n— 1 tém o mesmo denominador ¢,?,

pois se ai(2) = 0 colocamos ai(2) = @y Se an_l(z) = 1 colocamos,
C?’l

Combinando (2.30) e (2.40) vemos que

1< Cm+1(2) < Cl(l) < (1.

Em virtude de (2.32) obtemos

cmﬂ-ﬂ-(z) <M = cn@), comj=1,....n—m—2.

Agora, considerando (2.24) deduzimos que

pois a§2) =0= [a&z)J; também, vemos para i =1,...,n — 3 que

bi+1(2) = [az‘+1(2)J =0

De forma andaloga é possivel mostrar que by_1? = 1. Destas tltimas equacgoes ¢é possivel
ver que b® = ;@ — 1. Isso implica que a;® — b = 1. Como foi mostrado para

i=1,....,m—2que a;1? =0eb1® =0 temos
agi)l — bgi)l =0, parai=1,...,m—2.
2 Cm+1(2) .
Sabe-se que ' ) = , e disso segue
M

0@ _p @ Cm1?
e
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Agora para j =1,...,n —m — 2 temos
2) 6(2) . Cm+1+j(2)
Ay = Omyj = W
Ainda vemos que
a1 =0, =1-1=0,
Dos resultados acima, tendo em vista (2.18), obtemos
;) = # (Gz’+1(2) - bi+1(2)>
a;@ — p, @
Disso, segue facilmente que
ai(3) =0, parat=1,...,m— 2.
Também vemos que
1 (2
G- - 2 _p (@) = Zmtl
=1 ;@ — b, (am bm ) e
Agora para j = 1,...,n —m — 2 deduzimos que
1 c (2)
@ < @ _y ,(2)) _ Cmaiey
App— Am m :
1+] a1(2) — b1(2) ﬂ 7 Cn(2)
Ainda para v = 3 cosneguimos calcular
1
CIN ( @ _y (2)) _
o Ay e
2 a1(2) — bl(z) 1 1
1
¥ _ 7< @ _y (2)) _1
Ay — ap n .
! a;® — b, @
Mostraremos de forma indutiva que
;%Y =0, i=1,....m—k
2)
(k+1) _ Cm+1
m—k+1 - Cn(2)
(k+1) CSL)HH : (2.42)
Am—k+1+j = (@ » bama J=L...,n—m—2;
Cn
Uno1s P =0; com s=1,....k—1;
an—l(k+1) = 17
em que k = 2,...,m — 1. Pelo o que ja foi demonstrado ja sabemos que as igualdades

acima valem para k = 2. Suponhamos que elas valem para k = v, isto é,

;" =0, i=1,....m—v
a (v+1) _ Cm+1(2)
m—v+1 - Cn(2)
e
Am—v+1+ (o) = m+1+]; para j=1,....,n—m—2;
J )
Unp14sTY =0; com s=1,...,0—1;

an_l(”H) = 1.
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Lembramos por (2.40) que para j = 1,...,n —m — 2 é valido que cm+1+j(2) < ¢,?. Logo

das igualdades acima e de (2.24) obtemos

bWt = aﬁ”“’ —1=-1;

(2)

(2)

15 .

by Y = [aﬁf{l)J = { mHﬂ‘ =0, parai=1,...,n—3;
Cn

(v+1) -1

bn_l(v+1) =a"h

Do que foi provado acima, deduzimos que
;) b)) g
Observando que m —v—1<n—2—v—1=n—3 — v temos
ar Y — b,V =0, comi=1,...,m—v—1.
Considerando que v > 2 conseguimos de maneira andloga acima que

) _p sy _ G
m—v+ Cn(2) )

Qm—v+1

Efatoquem —v—1+j<(n—3)—vparaj=1,...,n—m—2 Entio

(2)

Cm+1+j .
am7v71+j(v+1) - bmfvflJrj(erl) = mci(zia com j = 17 ce, =M — 27
n
Agora um simples calculo mostra que m —v+1+s<n—2paras=1,...,v— 1. Logo,
am—v+1+s(v+1) - bm—v+1+s(v+1) = 07 com s = 17 s, U L.

Por fim, é visto de forma direta que

an_l(v-‘rl) _ b 1(’U+1) — 0

Do que foi provado acima, em virtude de (2.18),

1
(v+2) _ () o (D)) . L .
a; ar @) @D (alﬂ bii1 > 0 comez=1,....m—v—1;
a (v+2) _ 1 (CL (v+1) b (v+1)> _ Cm+1(2).
m—uv al(”H) _ bl(v+1) m—v+1 m—uv+1 Cn(2) )
(042) _ 1 ) g, ) Cmpe?
Am—v+j = al(”Jrl) — bl(erl) Am—v+j5+1 m—v+j+1 = Cn(2) s
comj=1,....,n—m—2;
1
(v+2) _ (v+1) (v+1) ) _ _ .
Ap—y—2+s - al(erl) — bl(v+1) (an—v—1+s bn—v—1+s > 07 com s 17 A

Cln_l(v+2) = 1.
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Mas as igualdades acima sao as formulas (2.42) para k = v + 1; assim, as férmulas (2.42)

sdo completamente comprovadas. Agora obtemos de (2.42), para k =m — 1,

al(m) = 0;
(2)
(m) _ Cm+1 )
ax’ = NOR
(2)
az ™ = T com j=1,..n—m — 2 (2.43)
Cn
CLn—m-‘rS(m) =0, paras=1,...,m— 2;
an—l(m) = 1,

e de (2.43), em virtude de (2.24)
| =0, parat=1,...,n—3;,

onde na segunda igualdade usamos que cm+1+j(2) <c,Pparaj=1,...,n—m— 2, isto
devido a (2.40). Das igualdades acima e de (2.43), obtemos

0, ™ — b, (™) _ .

(2)
0™ — py(m) — CmL

e,
g ; ™ — by ;M = 7cm+1+j(2) para j = 1 n—m—2;
2+7 2+7 Cn(Q) ) IR )
Unmss™ = bp—mas™ =0, com s =1,...,m— 1,

e dessas igualdades, tendo em vista (2.18), deduzimos que

2)

(m+1) _ Cm+1""

a RPN
(m+1) _ Cm+1+j(2). P .
a1 =@ comj=1...,n—m—2; (2.44)
Uneme1ts ™) =0, coms=1,...,m—1,
D — 1,

Novamente lembramos que ¢,.1? < ¢, por (2.40). Logo das igualdades acima e de

(2.24) calculamos

&)
bi(m+1) _ [agm-i-l)J _ {Cm+1

0@ JzO, comi=1,...,n—2;

bnfl(m+1) =1

)
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e de (2.44) e dos valores acima segue que

2
al(m+1) . bl(m+1) _ Gm177

PO

(2)
a1+j(m+1) - blﬂ-(mﬂ) = %; comj=1....,n—m—2; (2.45)
an_m_Hs(mH) — bn_m_Hs(mH) =0, coms=1,...,m.
De (2.45), em virtude de (2.18), obtemos que
(2)
aj(m+2) _ 707”4'(;;_] ;comj=1,....n—m—2;
Cm+1
(2.46)
Unm—oss™) =0, coms=1,...,m;
e (2)
an—1m+2 = o )
Cm+1(2)
ou de outra forma
. (m+2)
aj(m+2) _ C]c-l_(lm+2); com ] = 17 e, n—m — 2;
2.47
Unm2ss™D =0, coms=1,...,m; (2.47)
c (m+2)
a 71m+2 _ n .
" Cm1 (M)
Afirmamos que
Cmei? =" comi=1,...,n—m—1;
c,® = ¢, (m+2),
De fato, lebramos que
CETIH) = b§m+1)c§m“) + c§m+2), parat=1,...,n — 1.
Mas sabemos que bgmﬂ) =0parai=1,...,n— 2, entao
cz(Tfrl) =™ parai=1,...,n—2.
De forma andloga, temos que
CETQ) = bng)cgm) + cl(-Tfr2), parat=1,...,n— 1.
Também, sabemos que bm =0 parai=1,...,n—3. Logo
A= ) parai=1,...,n— 3.

Prosseguindo como este argumento, conseguiremos mostrar que

(2) (m+2)

Cmti = G

,parat=1,....,n—m — 2.
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O caso de ¢ = 1 é consequéncia de (2.46) e (2.47). Isto também se aplica para mostrar que

6 @) ¢ (m+D),
De (2.31) e (2.33), obtemos
(2) (2)
1 &1 1 C1+ .
mm—hﬁ)zamﬁmHm—$Hf)=7jﬁymmj:L“wn—Z (2.48)
e de (2.48), tendo em vista (2.18).
@ _ c+? » W _ @
a;'*) = comj=1,...,n—1; ¢;"V =¢,'". (2.49)

@
Obtemos assim duas cadeias de desigualdades,

(m+2)

0<cl(2) <cl(1) <c; 0< <cl(1) < .

m+2) = 1, o0 Teorema 2.4 estd provado. Caso contrario, deduzimos de

2) m+2)

E se 01(2) ou cl(

(2.47) ou (2.49), que mostra que os vetores a'? e a! tém a mesma estrutura de seus
componentes, como o algoritmo deve continuar. De qualquer forma, obtemos uma cadeia

de desigualdades,

0 <™ <ome—) < <M <M <

(2.50)
me =2 se c;Mey™: my =m +2 se cl(l)|02(1), .
e como ¢;'™) sdo ntimeros naturais, devemos necessariamente chegar a
a® =1, t=my>1 (2.51)

Isso prova o Teorema 2.4.

Agora estamos prontos para mostrar o vetor solucao da equacao padrao de
grau n (2.26.)

Um vetor solugdo da equagao padrao de grau n (2.26) é dado pela férmula,
r=(x1,Ta,...,2,); cOM I; = (—1)(t+1)(n_1) Bjp, comi=1,....n (2.52)

em que B;,, sao cofatores dos elementos da n-ésima coluna no determinante

Ao(t+1) Ao(t+2) . Ao(t+n)

Al(tJrl) Al(t+2) . Al(t+n)
Dyyy = | | ) | (2.53)

An_l(tJrl) An_l(tJrZ) . An_l(tJrn)
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Em Dy, t tem o significado de (2.51) e para v =t + 1,t + 2,...,t + n temos que
nz—:l
A, = 4O 4 bj(t)Ai(tJrj)’
j=1

como em (2.19) e pode ser obtido a partir do algoritmo Jacobi-Perron modificado do vetor
9 fornecido a partir de (2.27) por meio da lei de formacio (2.32). Iniciamos por lembrar
que, segundo (2.32), todos os niimeros b;¥) sdo inteiros. Logo, pela definicdo em (2.19)

vemos que
A" comi=0,1,....n—1lev=0,1,...

também sdo inteiros. Para ¢;¥ = 1 obtemos

bi(t) = ai(t) = cHl(t), com?=1,...,n—1.

Usando as formulas (2.19), (2.21) e (2.27), obtemos,

o +2J 1 a] A, _ A;® +Zn 1b A, _ A,
i + Z] ! CL] t+j) t) + Zn 1 b t+j) Ao(t+n) .
Agora segue que
Ci+1 Ai(Hn) .
o YRCOL com?=1,...,n—1.
1 0
Disso
ClAi(t-i-n)
Civ1 = W-
Como (c1,¢a,...,¢,) = 1, temos
ClAl(H—n) CIA2(t+n) ClAnfl(H_n)
cq, , yorey————— | = 1.
1 Ao(t-‘rn) Ao(t-‘rn) Ao(t-‘rn)

Em virtude de um Teorema conhecido,
(C1A0(t+n)7 C1A1(t+n)7 C1A2(t+n)7 e ;ClAn—l(t+n)) = Ao(Hn),
(2.54)

g ey

1 (Ao(t+n),A1(t+n),A2(t+n) An_l(t+n)> _ Ag(t+n).

De (2.20), sabemos que

Ao(t+1) o Ao(t-i-n—l) Ao(t-i-n)

Diypr =1 - — (—1)t+D+Y
An_l(t+1) o An_l(t+n—1) An_l(t+n)

Afirmamos que
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De fato, se <A0(t+”), A A ) ,An_l(””)) = d > 1, entdo a ultima coluna do
determinante acima seria um multiplo de d. Logo, concluiriamos que D;y; = d * 2z #
(—1)(t+1)("+1), em que z € o valor do determinante depois da operacao acima. Isto é uma

contradigao. Assim, do fato acima e de (2.54), vemos que
C1 = Ao(t+n).

Disso segue que

Cior = A4, comi=0,1,....,n—1,

Em virtude disso, obtemos

AQ(t-‘rl) Ao(t+2) . Ao(t+n—1) 1
A, D A, @2 g el
Dy = 1‘ 1‘ ) 1 : :2 _ (_1)(t+1)(n71).
An_l(tJrl) An_l(tJrQ) . An_l(t+n71) Ch
Logo, denotando os cofatores do ¢; em Dyyq por B;,, com ¢ = 1,...,n deduzimos que

iBz WCi = (_1)(t+1)(n71)
i=1

ou, multiplicando ambos os lados desta equacao por (*1)(”1)(”71)

Z <(71)(t+1)(n71)Bi7n> o =1,
=1

Y

o que prova o Teorema 2.4.

Na proximo capitulo mostraremos como constuir solugoes de equagoes diofanti-

nas padroes a partir dos Teoremas 2.4 e 2.4.
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3 Aplicacoes numéricas das Equacoes Diofan-

tinas padroes com n variaveis

Um problema ao estudar e resolver numericamente as equagoes diofantinas de
ordem n é que demandam muitos calculos manuais. Faremos uso do software Python, que
¢ uma linguagem de programacao de alto nivel, para realizar os calculos das solugoes das

equacgoes diofantinas de grau n em nosso trabalho.

A opcao pelo software Python justifica-se, principalmente, pela aproximacao da
escrita matematica com outras linguagens geralmente utilizada em Matematica Aplicada,
também, por disponibilizar comandos simples que atendem aquilo que necessitamos nessa
dissertacao. O Python possui tipagem dindmica e uma de suas principais caracteristicas
¢é permitir a facil leitura do codigo e exigir poucas linhas de cédigo se comparado com
outros programa em outras linguagens. Como pré-requisito pedimos conhecimentos bésicos

sobre programacao.

Nesse capitulo, iremos resolver equagoes diofantinas cujas teorias foram desen-

volvidas no Capitulo 2.

3.1 Alguns exemplos numéricos para solucao de uma equacao pa-

drao de grau n

Nesta secao, ilustraremos nossa teoria com exemplos numéricos. Para encontrar
o vetor solucao de uma equacao diofantina padrao de n variaveis, utilizaremos o seguinte

algoritmo:

1. Escolher uma equacao;
2. Verificar se os coeficientes satisfazem as condi¢oes dadas em (2.2);
3. Obter os vetores b segundo o Teorema 2.4;

4. Obtidos os vetores b até ¢ encontrado no Teorema 2.4, construir a matriz Dy, q
dada (2.20);

5. Encontrar as solucoes pelo Teorema 2.4;

6. Verificar que as solugoes satisfazem a equacao diofantina.

No que segue calcularemos passo a passo a solugao do primeiro exemplo da
segao 4 do artigo (BERNSTEIN, 1., ).
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Dada equacao padrao de grau 4 abaixo, obter uma solugao.
53x1 + 11729 + 20923 4+ 30024 = 1.
Resolugao: Iniciamos por observar que

c1 =93, cog =117, c3 = 209ecy = 300.

De (2.2), verificamos que,

a. 53,117,209,300 € N.

b. 1 <53 <117 < 209 < 300.

c. (53,117,209,300) = 1 ou seja, sdo primos entre si.
d. cieiyy; j=1,2,3.

CaCaijy J = 1,2.
C3C24j; J = L.

e. E uma equacao padrao.
Com isso, garantimos que a equagao ¢ padrao.

Seja o vetor a® = (al(o), GQ(O), Clg(o)), obtemos suas componentes fazendo,

_ U7 () 209 (o 300
53

_ 2 _ 31
53" 53 (3.1)

a1 , A2

Agora vamos trabalhar para encontrar o vetor b©) = (bl(o), bz(o), b3(0)>. Para isto, usaremos
o seguinte fato
Ciy1 = b§“)c1 + CZ(I), para, it = 1,2, 3.

(1)

e denotamos ¢, ° = ¢; = 53. Contas diretas nos mostram que
117 = 2-53+11
209 = 3-53+50
300 = 5-53+35

Logo, temos que,
b = (2,3,5) e ¢ = (11,50, 35,53).

Agora usaremos o seguinte algoritmo

cl(}r)l = bgl)c(ll) +c? para, i = 1,2, 3.

7 Y

e denotamos cf) = cgl) = 11. Calculemos
50=4-114+6
35=2-1142

53 =211+,
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Disso, vemos que
b = (4,3,4) e ¢ = (6,2,9,11).

Para calcular b") usaremos o algoritmo,
cl(i)l = b (2) + cl( ), para, ¢ = 1,2, 3.
() _ 2

ec,’ =c =6. Efetuemos o algoritmo
=0-6+2
9=1-6+3
11=1-6+5,
Logo,

b@ = (0,1,1) e ¢35 =(2,3,5,6).

Novamente usamos o algoritmo

cl(i)l b( ) (3) + cl( ), para, ¢ = 1,2, 3.
e 0514) ( ) =6 para estabelecer o vetor b, De fato,
3=1-2+1
b=2-2+1
6=3-2+0,

Assim obtemos que
b® = (1,2,3) e ¢4 = (1,1,0,6).

Como 04(11) = 1, pelo Teorema 2.4 o nosso algoritmo deve parar e t = 4. Fagcamos a conta

para mostrar que isto acontece. De fato, usaremos o algoritmo

()

cgi)l = b§4 @ 4 ¢, ', para,i=1,2 3.

(5) (4)

ecy,’ =c = 1. Calculemos
1=1-1+0
0=0-1+0
2=2-140,

Concluimos assim que
b™@ = (1,0,2) e ¢ = (0,0,0,1).

Isto mostra como no Teorema 2.4 que o processo sera estavel, ou seja, sempre vamos
conseguir os mesmos valores daqui para frente. Pelo algoritmo acima, obtemos a sequéncia

de vetores,

b @ = (2,3,5), bV = (4,3,4), 0@ = (0,1,1), b® = (1,2,3), bW = (1,0,2).  (3.2)
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Além disso, vemos que pelo algoritmo temos
t=4, t+1=5.

O nosso préximo passo ¢ construir o determinante D, ;. Para isso lembramos a definicao
dos A" segundo (2.20),

n—1
ALY = A0 4 Z (bj(”)Ai(”H)) ;comi=0,...,n—Lv=01,...
j=1

De (3.2) e n entre 0 e 4 calcularemos os valores Ay ™

Ag™® = Ag© + 5, O 4,0 4 p 0 4, 4 0 4,3

AW =142-04+3-0+5-0=1.
3
A+ = 4,0 4 (bju) Aoum)?
j=1
Ao® = Ag™ + bW AP + by M A, 4 b, MA@,
A =0+4-0+3-0+4-1=4.
3
A, = 4@ 4 Y <bj(2)A0(2+j)) :
j=1
A ® =A@ + 5P 4,0 4 5P A, + 5P 4,
A9 =0+0-0+1-1+1-4=5.
3
A3 = 4,0 4 Z <bj(3)Ao(3”)> 7
j=1

Ao = A0® + 5, A4,W 4+ 53 A, 4 b3 4,0

A =0+1-142-4+3-5=24.

3
A — 4@ 4 Y <bj(4)Ao(4+j)> ,
j=1

A0® =A@ + 5, 4,0 4 5y 4,5 + bW A,

A® =14+1-440-5+2-24 =53,
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De (3.2) e n entre 0 e 4 calcularemos os valores A; ™+,

A0 = 4,0 4 Z < 0) 4,(0+7) )

AW = 4,0 4 5O 4,0 4 5,0 4,2 4 (0 4,6)

AW =04+42-143-04+5-0=2.

£ (oacr)

A0 = A ® 4 p,WA,® 4, M4, 4 (D4 @

A1(1+4) _ A (1

I\Mw

A® =144.043-0+4-2=0.
A — 4@ Z( 2) 4 (2+g)

A0 = 4, 45, DA, 4 p, DA G 4,2 4,0)

A© =04+0.-04+1-24+1-9=11.

3
4,6 Z 4,0 Z <bj(3)A1(3”)> ,

j=1

A = A, 5,4, @ 4,3 4,00 4 p3) 4,0)

A =0+1-242-9+3-11 = 53.

A 4 @) 4 Z ( A, 4D) ) 7

A® = A4,@ 45, DA, 4,0 A0 4 D4,

A® =241.940-11+2-53 =117.
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De (3.2) e n entre 0 e 4 calcularemos os valores A, ™+,

A0 = 4,0 Z < 0) 4,(0+3) )

AW = 4,0 4+ 5, O 4,0 4 5,0 4,2 4 p, (0 4,6)

A =042 0+3 1+5-0=3.

A0+ = 4, Z ( A,(+9) ) ,

A = A, 4 5, W 4,2 4 p D 4,3 4 p 1) 4,3

A® =0+4-1+3-0+4-3=16.

$ (sease)

A,® = A4,@ 4 @ 4,0 | @ 4@ 4 5.2 4,6)

A2 (2+4) _ A2 (2

IIMw

A® =140-041-34+1-16 = 20.
A,B) = 4,0 +Z< 3) A (3+J)

Ay = A3 4 5,3 4,4 4 5,3 4,0) 4 py3) 4,0

AW =0+1-3+2-16+3-20 = 95.

 (ase)

A,® = A, 4 5D 4,00 4 py ™ 4,6 4 W) 4,1

A2(4+4) _ A (4

IIMw

A® =341-16+0-20+2-95 = 209.
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De (3.2) e n entre 0 e 4 calcularemos os valores A;™+4,

A0 = 4,0 4 Z < 0) 4,(0+7) )

A3(4)=A(°)+bl A3 + b0 A3 4 b0 4,

AW =0+2-0+3-0+5-1=5.

A+ = 4,0 4

\\Mw

 (roasr).

A3 = A, 4 5D 4,2 4 p D A,6) 4 p (1) 4,

AP =04+4-0+3-1+4-5=23.

5 (oa).

A0 = 4,@ 4 @ 4,0 | @D 4@ 4 5.2 4,6)

A3(2+4) _ A (2

IIMw

A3© =040-1+1-5+1-23=28.

ABH) — 4,0 4 Z < A, (3+D) ) ,

A3 = A3 4 5O 4,8 4 53 4,0) 4 b 3) 4,00)

AN =141-54+2-23+3-28 = 136.

 (ease)

As® = 4D 4 5@ A,6) 1 ™ 4,0 4 p, D 4,0

A3(4+4) _ A (4

IIMw

A3® =541-23+0-28+2-136 = 300.
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Pelo célculos acima, temos:

Ag® =45 A® =5; A4 =24; A,® =53
AP =9, 4,9 =11; 4,7 =53, 4,® =117,
A =16; A, =20; A,V =95 4, = 209.

A =23 4,0 = 28; A3 = 136; A, = 300.
Portanto o determinante determinante D4, é disposto da seguinte forma,

4 5 24 33

9 11 53 117
16 20 95 209
23 28 136 300

Pelo Teorema 2.4 o vetor solugdo = = (x1, 9, T3, x4), é obtido por x; = (—1)(4+1)(4_1) - B 4,

com i = 1,...,n, em que em que B;4 sao cofatores dos elementos da coluna 4 no

determinante acima. Calculemos

9 11 53
2= (-1 Biy=(-1)-116 20 95 |=3.
923 28 136
4 5 24
2y = (=) Byy = (=1)-| 16 20 95 |=3.
923 28 136
4 5 24
23 = (=1)" Byy=(=1)-] 16 20 95 |=—1.
923 28 136
4 5 24
2= (1) Byy=(-1)-| 9 11 53 |=-1.
16 20 95

Assim pelo Teorema 2.4 o vetor solucao da equagao diofantina padrao

o93xy + 11729 + 20923 4+ 30024 = 1.

¢é dado por
x=(3,3,—1,-1).

Assim, como tltimo passo vemos que

533+ 1173+ 209 - (—1) + 300 - (1) = 1,

e portanto a resolucao esta feita.
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3.2 Alguns exemplos usando o algoritmo

No estudo que nos levou a encontrar as solugdes das equagoes diofantinas
padrao vemos a construgao de um algoritmo. Na secao anterior, mostramos o passo a
passo deste algoritmo para encontrar a solugao do exemplo proposto. Observamos que o
algortimo construido foi proposto no fim da década de 60, onde os computadores estavam
ainda no seu berco. Ja na atualidade, onde os computadores ja evoluiram em muito, nao
faz sentido fazer calculos algoritmos de maneira manual. Assim sendo, como ultimo esforco
deste trabalho propomos a escrita desse algoritmo na linguagem de programa Phyton. O
cédigo estd descrito no apéndice A. A escolha dessa linguagem se da por ser um software
livre e ter um grande uso no mundo atual. E claro que outra linguagem de programacao
poderia desempenhar o mesmo papel. No que segue, usaremos o algoritmo para calcular
algumas solugoes de equagoes diofantinas. Para acessar o codigo e resolver as equagoes
sugerimos acessar o endereco eletronico:

<https://github.com/JuscimarAraujo/diofantinas>.

Usando o Cédigo 4 do apéndice A, obteremos o vetor solu¢ao da equagao
diofantina 53x; + 11725 4+ 20923 + 300z4 = 1, como segue.
Equacao:
53x1 + 11729 + 20923 + 30024 = 1

Quantidade de passos n = 4.

Matriz b do algoritmo:

S

[
Y = N N O
o N O~ W oW
O W A Ot

Matriz A do algoritmo:
4 5 24 53

9 11 53 117
16 20 95 209
23 28 136 300

Solucao encontrada:
[3,3,—1,—1]

Verificagao da solugao:
53 %3+ 1173 4+209 = (—1) + 300 = (—1) = 159 + 351 — 209 — 300 = 1

Veja que a matriz b é formada pelos vetores obtidos em (3.2).
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Usando o Cdédigo 4 do apéndice A, obteremos o vetor solucao da equagao
diofantina 37x, + 89x9 + 13123 + 401x4 = 1, como segue.
Equacao:
37x1 + 8919 + 131x3 + 4012y = 1

Quantidade de passos n = 4

Matriz b do algoritmo:

2 3 10
b — 1 2 2
01 3
2 0 5
Matriz A do algoritmo:
1 2 7 37
12 5 17 89
3 7 25 131
10 22 76 401
Solucao encontrada:
[-6,—2,0,1]

Verificacao da solucao:

37 (—6) +89 % (—2)+131+0+401 %1 =—-222—-178 +0+ 401 =1

Do Teorema 2.2 e de (2.13) temos que a solugao nao é padrao, visto que uma
das componentes do vetor solucao é nula. Tomemos p; = 2,p, = 3,p3 =5 e py = 7. Disso

escrevemos P = 2-3-5-7. Agora de (2.11) fazemos as seguintes mudangas de coordenadas

7 =2-3-5-2; =301,
x;:2‘3‘7-m2:42~x2
Ty =2-5-T 23 =703
T, =3-5-7 x4 =105 - z4.
Logo,
¢ =2-5-7-401 = 42105
¢, =2-5-7-131 = 9170
c3=2-3-7-89 = 3738
¢4 =2-3-5-37 = 1110,

Com isso obtemos a equagao 1110x/1 + 3738x/2 + 9170x;, + 42105@l = 1, e, aplicando o
algoritmo segue que

Equacao:

1110z + 37389 + 917023 + 4210524 = 1
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Quantidade de passos n =7

Matriz b do algoritmo:

3 8 37
0 2 2
0 1 1
b=|0 0 1
20 17 54
11 2
1 0 2|

Matriz A do algoritmo:

3 272 552 1110
10 916 1859 3738
25 2247 4560 9170
114 10318 20939 42105

A=

Solugdo encontrada:

[198, —23, —10, —1]

Verificagao da solugao:
1110%198+4 3738+ (—23)+9170+(—10) +42105=(—1) = 219780 —85974—91700—42105 = 1

Para obtermos a solucao padrao da equagao 73x; + 89x5 + 131x3 + 401z4 = 1, basta fazer

x1 = 30198 = 5940

Ty = 42(—23) = —966

xrg3 =70 (—10) = —700

xy =105 (—1) == —105.
Solugao encontrada:

[5940, —966, —700, —105]

Verificagao da solugao:

375940 + 98 + (—966) + 131+ (—700) + 401 « (—105) = 219780 — 85974 — 91700 — 42105 = 1

Usando o Cédigo 4 do apéndice A, obteremos o vetor solu¢ao da equagao
diofantina 41x; + 13925 + 54323 + 8064 = 1, como segue.
Equacao:
4121 + 13929 + 54323 + 80624 = 1
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Quantidade de passos n = 4

Matriz b do algoritmo:

3 13 19
- 0 1 2
1 0 1
9 6 10
Matriz A do algoritmo:
1 2 2 41
3 7T 7 139
|13 26 27 543
19 39 40 806
Solucao encontrada:
[-3,—1,—1,1]

Verificagao da solugao:

A1 % (—=3) + 139 # (—1) + 543 = (—1) + 806 + 1 = —123 + (—139) + (—543) + 806 = 1
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4 Consideracoes Finais

Nesse trabalho apresentamos alguns fatos histéricos da Teoria dos Numeros e
um estudo das equagoes diofantinas lineares padroes. Apresentamos ainda a construcao de
um cédigo baseado no algoritmo modificado de Jacobi-Perron, que permite obtermos o

vetor solucao desse tipo especial de equagao.

Aliando os conceitos e a teoria até entao disponivel e usando o programa Python
versao 3.7, pudemos obter um cédigo que simplica a solugao das equacoes diofantinas de

ordem superior, caso n = 4.

Com este trabalho buscamos apresentar uma abordagem computacional para
as equacoes diofantinas lineares padroes, sem nenhuma pretencao em exaurir o tema
abordado, deixando como motivacao a ideia em desenvolver codigos que abordem outras

ordens de tais equagoes.
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APENDICE A - Projeto Computacional

Com os resultados descritos nos Capitulos 1 e 2, foram feitos através de um
programa computacional chamado Python, um coédigo para obter solu¢des numéricas de

algumas equagoes diofantinas.

Os codigos foram testados em ambientes com sistemas operacionais Windows10
e Linux Ubuntu 16.04 LTS e podem ser copiados da versao digital em PDF deste documento

e podem ser inseridos no programa Python.

Os coédigos também estao publicados na Internet pela ferramenta GitHub,
podendo serem copiados ou mesmo feito o download, permitindo assim visualizar os

arquivos criados com o Python, inclusive sendo possivel fazer colaboracao e/ou edita-los.

Para acessar o c6digo, consultar <https://github.com/JuscimarAraujo/diofantinas>.

Secido A.l

Cédigo-fonte 1 — Codigo Restricoes

import prime

import sys

initial numbers=[0, 37, 89, 131, 401]

class Restricted:

Verifica as restricoes.

def _ _init__(self, argv):

if len(argv) == 1:
argv = initial_numbers
self .args = argv[l:] # valores recebidos tipo string

def change_int_numbers (self):
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Modifica os valores recebidos.
try:
1st = []
for num in self.args:
_num = int (num)
if _num > O:
lst.append(_num) # lista de numeros

inteiros

except BaseException as error:

raise(error)

return 1lst

def ordered(self):

Retora a lista de numeros em ordem crescente.

return sorted(self.change_int_numbers ())

def max_number (self):

Retorna o maior valor inserido na lista de

numeros.

return max(self.change_int_numbers())

def take numbers (self):

Retorna os numeros inseridos e verificados

nas condicoes.

if self.is_prime():

return self.ordered ()

return []
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if

__Dhame__ ==

def is_prime(self):
nmmnn
Retorna verdadeiro se sao numeros primos

ou primos entre si

resp = True
for i in range(len(self.ordered())):
for j in self.ordered() [i+1:]:
if not prime.verify_ prime_between_numbers(
self.ordered () [i],j):

resp = False

if not resp:

return False

return True

" _main__":
arg = Restricted(sys.argv)

print (arg.take_numbers ())

Cdédigo-fonte 2 — Codigo Coeficientes.

importar numpy como np

def

Cria lista de numeros primos e verifica se um numero e

primo.

verify prime_between_numbers(a, b):

try:
_a = int(a)
_b = int(b)
except:

raise BaseException
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def

def

resp = _a % _b

elif a < _b:

resp = _b % _a

else:

return False

if resp == 0:

return False

return True

verify prime (num) :

Verifica se o numero recebido em numero e primo.

if num > 2:
for count in range (2,num):
if num % count == O:

return False

return True

create_prime number list (num):
nnn
Retorna a lista de numeros primos

menores que O numero recebido em num

_1st_prime = [] # lista de primos
n = 2

_num = num

try

if isinstance(num, list):
_num = max (num)

elif isinstance(num, int) or isinstance(num, float):
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_num = int (num)
elif isinstance(num, dict):
~num = int (max (num.values()))
except BaseException as error:

raise(error)
while n < _num+1:

if verify_prime(n):

_1st _prime.append(n)

return _1st_prime

if _ _name__ == "_main__"

n = []

i=1

resp = input("Verificar se dois numeros sao primos entre
si? ")

if resp == "sim" or resp == "s" or resp == "yes'" or resp
—_— n n
==y

a = input("Primeiro Numero: ")

b = input("Segundo Numero: ")

if verify prime_between_numbers(a,b):
print("{} e {} s o primos entre si".format(a,b))
else:
print("{} e {} n o s o primos entre si".format(
a,b))
else:
print(
"Criar uma lista de numeros para saber se sao primos"
)
while True:
try:
tmp = int(input("insira o {} numero ".
format (i)))
except:

break
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n.append (tmp)

i = 1i+1

print ('{} sao os numeros inseridos'.format(n))
for i in n:

print(

"{} numero primo? {}".format (i, verify_prime(i

)))

print(
"tabela primos menores que {}: {}".format(

max(n), create_prime_number list (max(n))))

Coédigo-fonte 3 — Codigo Matriz

Funcoes auxiliares para o calculo das equacoes

diofantinas

import numpy as np

def vec(numbers): # vetor formado por numeros tipo int

vec = [] # vetor b

vec_a = [] # vetor a

tmp = [] # entradas para o vetor vec
tmp_a = [] # entradas para o vetor vec_a

for i in numbers[1:]:
num = divmod (i, numbers [0])
tmp . append (num [0] )
tmp_a.append(num[1])

vec.append (tmp)

vec_a.append (tmp_a)

i=0
while vec_al[i] [0] != O:
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tmp = [] # entradas para o vetor vec

tmp_a = [] # entradas para o vetor vec_a

for j in range(l,len(numbers)-1):
calc = divmod(vec_alil[j]l,vec_ali][0])
tmp . append (calc [0])
tmp_a.append(calc[1])

if i == 0:

C

o
'_I

G divmod (numbers [0] ,vec_a[i] [0])
else:

divmod(vec_al[i-1][0],vec_al[i] [0])

calc

tmp . append (calc [0])
tmp_a.append(calc[1])
vec.append (tmp)
vec_a.append (tmp_a)

i=i+1
return np.array(vec)
def matrix(b, n=4):

Retorna o calculo da matriz A

A i“(v+n) = A_i~(v) + Sum_(j=1)"(n-1) [b_j~(v)*xA_i~(v

+3)]
order = n
valores de entrada:

b = matriz b de valores

n ordem

lin_ Db

matriz b

b.shape [0] # obtendo a quantidade de linhas da

# Contruindo a matrix A[order, order + lin_b]
m = np.eye(n, dtype=int) # bloco de matriz identidade
de ordem Blorder, order]

m = np.c_[m, np.zeros((n, lin_b), dtype=int)]

#um segundo bloco de matriz nula de ordem Blorder, 1lin_b]
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for i in range(n): # linhas

for v in range(lin_b):

# colunas

calc = m[i] [v]
for j in range(n-1): # j do trabalho
calc = calc + blv][j] * m[i][v+j+1]

m[i] [v+n] = calc

np.delete(m, np.s_[0:-n], axis=1)

# retirando as primeiras colunas, mantendo as n ultimas

return m

def cofactor (A, 1lc =(0,0)):

np.delete(A, 1c[0], axis=0)

np.delete (newMatrix, 1lc[1], axis=1)

newMatrix

newMatrix
return newMatrix

if _ _name__ == "_ main__":
# initial numbers=[37, 89, 131, 401] # para teste da

funcao vec

# para teste da funcao matrix

# initial_numbers = np.array(
#[[2)3,5],[4,3,4],[031)1]1[1’2’3])[110,2]])
#initial _numbers = np.array(

#[[2, 3, 10], [1, 2, 2], [o, 1, 3], [2, O, 5]11)

print (matrix(initial _numbers, 4))

Coédigo-fonte 4 — Codigo Solugao

import sys

import math

import time

import numpy as np

import auxiliar as aux
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import pylatex

from restricted import Restricted

initial first_numbers = [0, 37, 89, 131, 401]
initial second numbers = [0, 53, 117, 209, 300]

sequencia para os novos calculos
aux = lista.pop(0) -> exclui o primeiro elemento

lista.append(aux) -> inserir o elemento

class Diofante:

def _ _init__(self, argv):
nmnn
Inicializacao:
argv = numeros a serem trabalhados
como parametro recebe uma
quantidade de numeros inteiros, gerando
uma lista a ser trabalhada, e caso nao
receba nenhuma sequencia de numeros interios,
inicializacao da classe sera feita
automaticamente com a sequencia de numeros
0, 37, 89, 131, 401
comandos anexados:
-s = utiliza automaticamente a
sequencia de numeros
0, 53, 117, 209, 300
-1 = apresenta os dados finais
em um arquivo .tex
pdf = cria o arquivo .pdf gerado

pelo arquivo .tex

nmun

self.in _latex = False

if "-1" in argv:

a
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def

def

self.in_latex = True
argv.remove ('-1")
self .create_pdf = False
if "pdf" in argv:
self .create_pdf = True

argv.remove ('pdf ")

initial_numbers = initial_first_numbers
if '-s' in argv:
initial numbers = initial_second_numbers

argv.remove('-s')

self .with time = False

if '-t' in argv:
self.initial time = time.time ()
self .with time = True

argv.remove ("-t")

if len(argv) == 1:
i

argv = initial_numbers

args = Restricted(argv)
self .numbers = args.take_ numbers ()

self .order = len(self.numbers)

take vec(self):

Cria e retorna a matriz b de valores inteiros

vec = aux.vec(self.numbers)
return vec

take matrix(self):

Cria e retorna a matriz A de valores

matrix = aux.matrix(self.take vec (), self.order)
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def

def

def

return matrix

det matrix(self):

Retorna o determinante da matriz self.take_matrix

O

return np.linalg.det(self.take matrix())

cofactor matrix(self):

Retorna a matriz cofatora
"
resp = []
len b = len(self.take vec())
for i in range(self.order):
_matrix = aux.cofactor(self.take matrix(),
(i, self.order-1)

)
_resp = math.pow(-1, len_b-1)
_resp = _resp * np.linalg.det(_matrix)
_resp = _resp * math.pow(-1, i * (self.order-1))

resp.append (int (round (_resp)))

return resp

print_latex(self):

Gerador de arquivos .tex e .pdf

pdf = pylatex.Document (
"default"

with pdf.create(pylatex.Section(
"Equa es Diofantinas"

)) as section:
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section.append("Equa o:")

ultimo = self.numbers[-1]
eq = []
cont = 1

for i in self.numbers:

simbolo = "+"

simbolo = "= 1"
eq.append/(
pylatex.NoEscape (
" {rx {} {}".format(i, cont, simbolo)

)

cont = cont + 1

section.append (pylatex.Math(data=eq))

text = "n = {}".format(self.order)

section.append (text)

m = pylatex.Matrix(self.take_vec(), mtype='b"')
matrix = pylatex.Math(data=['b = ', m])

section.append (matrix)

m = pylatex.Matrix(self.take matrix(), mtype='b')
matrix = pylatex.Math(data=['A = ', m])

section.append (matrix)

section.append (

"Resposta = {}".format(self.cofactor matrix()))

section.append (pylatex.LineBreak())
section.append ("Confirmando:")
section.append (pylatex.LineBreak ())
s = 0
for i in range(len(self.numbers)):
r = self.numbers[i] * self.cofactor matrix () [

i]
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resp =
"\t {I\t{} \tx \t{} \t= \t{} \t({})\n".format
(
i,
self .numbers[i],
self.cofactor matrix () [i],
r,
S
)

def

section.append (resp)

if self.create_pdf:
pdf . generate_pdf ()

pdf . generate_tex ()

show(self):

Apresenta os resultados, exibindo-os na tela ou

em arquivo .tex

if self.in latex:

self .print_latex ()

else:

resp = "numeros = {}\n".format (self.numbers)

resp resp + "n = {}\n".format (self.order)

resp = resp + "\nb =\n{}\n\nA =\n{}\n".format(
self.take _vec (),
self.take matrix (),

)

resp = resp + "Resposta =\n{} \n".format(

self.cofactor matrix())

resp = resp + "Confirmando: \n"

s =0

for i in range(len(self.numbers)):

r = self.numbers[i] * self.cofactor matrix () [
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if

i]
s = s +r
resp = resp + "{} * {} = {} ({})\n".format(
self .numbers[i],
self.cofactor matrix () [i],
r,

S

print (resp)

if self.with_time:

__hame_ _

print ("Tempo de execucao: {}".format (

time.time () - self.initial _time))

_ _main__':

t = Diofante(sys.argv)

t.show ()
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