Codigos Estéricos com Simetrias Ciclicas

Tese de Doutorado

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
IMECC, UNICAMP
Maio, 2006

Autor: Rogério Monteiro de Siqueira

Orientadora: Profa. Dra Sueli Irene Rodrigues Costa



Cédigos Estéricos com Simetrias Ciclicas

Este exemplar corresponde & redagdo fi-
nal da tese devidamente corrigida e defen-
dida por Rogério Monteiro de Siqueira e

aprovada pela comissdo julgadora.

Campinas, 18 de Maio de 2006

Profa. Dra Sueli Irene Rodrigues Costa

Orientador

Banca Examinadora

1. Profa. Dra. Sueli Irene Rodrigues Costa
Prof. Dr. Cecilio José Lins Pimentel
Prof Dr. Marcelo Muniz Silva Alves

Profa. Dra. Maria Aparecida Soares Ruas

S o o

Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Junior
Tese apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagdo
Cientifica, UNICAMP, como requisito
parcial para obten¢ao do Titulo de Doutor

em Matematica.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Maria Julia Milani Rodrigues — CRB8a /2116

Siqueira, Rogério Monteiro de
Si75¢ Cadigos esféricos com simetrias ciclicas / Rogério Monteiro de Siqueira --

Campinas, [S.P. :s.n.], 2006.

Orientador : Sueli Irene Rodrigues Costa
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica ¢ Computagéo Cientifica.

1. Geometria discreta. 2. Empacotamento de esferas. 3. Grupos de
simetria. 4. Espagos de curvatura constante. I. Costa, Sueli Irene Rodrigues. IL
Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e
Computagdo Cientifica. III. Titulo.

(mjmr/imecc)

Titulo em inglés: Spherical codes with cyclic symmetries.

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Discrete geometry. 2. Sphere packings.
3. Symmetry groups. 4. Spaces of constant curvature.

Area de concentragiio: Matemaitica
Titulagdo: Doutor em Matematica
Banca examinadora: Profa. Dra. Sueli Irene Rodrigues Costa IMECC/UNICAMP)
Profa. Dra. Maria Aparecida Soares Ruas (ICMC/USP)
Prof. Dr. Cecilio Jose Lins Pimentel (UFPE)
Prof. Dr. Marcelo Muniz Silva Alves (UFPR)
Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Junior (FEEC/UNICAMP)
Data da defesa:  18/05/2006

Programa de Pos-Graduagfo: Doutorado em Matemitica



Tese de Doutorado defendida em 18 de maio de 2006e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

}/ﬂ/é/c

Prof. (a). Dr (a). SUELI IRENE RODRIGUES COSTA

Prof. (a). Dr (a). MARIA APARECIDA SOARES RUAS

/-)fﬂ ZéCZCZo M')ﬁﬂ? JZ(?@Q——

Prof. (a). Dr (a). REGINALDO PALAZZO JUNIOR

-

Prof. (a). Dr(a). MA%/CELO MUNIZ SILVA ALVES

(\ Kw\‘\u\»\/\ \A» \\ N tand

Prof. (a) Dr. (a) CECILIO JOSE LINS PIMENTEL




Foram girassois que eu plantei.
Nasceram constelacoes de brilhantes
nos botoes.

FEscrevi formulas e teoremas,

mas eram bordados de
marias-fumacgas, montanhas
verde-oliva e suaves trilhos.
Criancas eram locomotivas
desgovernadas

no céu, como sinais, cometas.

Sei que nao planejei nada disso,
minhas maos sao cegas,

minhas lagrimas nao sabem.

FEu griter “aba”e meu sono

sequiu Titmado por tambores.



vi



Agradecimentos

Muitos dos meus amigos nao vao entender a matemdtica que eu estudei, quem trabalha com
pesquisa em matemdtica nao pode pretender ser universal. Descobri esta frustracao no mestrado.
Mas muita gente me entende com aquela acuidade de perceber nos olhos o que eu sinto, quero
elencar essas pessoas, além daquelas que viram de perto meu trabalho crescer. FEstou elegendo
um critério e wma maneira emocional para agradecer, coisa pouco comum na academia, Mas
nao me importo em ficar a margem.

Quando eu entrei no doutorado, queria ser so professor. A pesquisa ia ser um passo para
isso. De alguma maneira a Sueli me ajudou a redescobrir o gosto pela pesquisa que eu tenho
desde muito cedo. FEla soube dar espaco para essa minha curiosidade, quase selvagem, que eu
tenho pela vida. Eu me senti livre para escolher o que estudar, como estudar, no tempo que eu
quisesse. Para seres avessos a grade como eu, isto foi um achado. Preciso agradecer também o
estimulo constante nos assuntos que eu ia escolhendo e dissertando da maneira mais confusa e
peculiar, coisa que a gente faz quando estd descobrindo algo. Ela ouvia, ds vezes ndo entendia,
mas nao raro comentava : “Estou contente que vocé estd progredindo, estas coisas sao super
interessantes”. Eu agradeco a esta for¢a de mulher, eu cresci um bocado por conta disso.

Ao Jaime, devo a pergunta inicial. Aquela que me fez interessar por cddigos dtimos, que me
levou a estudar limitantes e boa parte das coisas que escrevi aqui.

Agradego o Cidinha e a Tania, pelos abacazis burocrdticos que elas descascaram pra mim,
e ao povo da biblioteca que procurou revistas, artigos em outras bibliotecas, livros e referéncias,
muito dteis para o meu trabalho.

Tive uns companheiros de viagem imprescindiveis. Com eles eu almocei, tomet café, falei
mal dos professores, reclamei que a pesquisa ndo andava, i aos borbotdes sobre as trapalhadas

alheias, ouvi muita piada: Joao, Andréia e Tatiana sdo os de trabalho que eu nunca mais

vii



vou esquecer. Devo a eles boas risadas mos momentos de deserto criativo; dos de casa, Gus-
tavo, Lonardo, Tamara, Daniela, Cadu, Tiago, Marcelle, Marcelo e Verd, nao hd o que falar.
Aguentar o meu eventual mau humor matinal, as minhas cantorias no banheiro, os meus gostos
estranhos, faz de vocés gente do meu coracdo; as cumadres de junho e tercas, Carol, Livia,
Débora, Ana e Raquel, obrigado pela torcida e tudo o mais. Vocés sao “as” mujeres; aos de
longe, de Sao Carlos e de Sao Paulo, amigos de conversas longas a beira da mesa, valeu por me
refugiar em suas “casas”.

Meus pais e minhas irmas, apesar de sempre encrencar com vocés, quero que saibam que a
minha esperanca em vocés € enorme, € coisa de quem ama sem explicar. De vocés vem a minha
forca e a minha paciéncia.

A Fapesp, agradeco o apoio financeiro desde os tempo de graduagdo. Sao simplesmente sete
anos financiando a minha pesquisa.

Apds defesa, dispontam outros que contribuem muito. Preciso agradecer ao Cristiano pelas
ajudas com a “papelada”. Também aos membros da banca que sugeriram melhorias ao texto e
coletaram os pequenos detalhes que escaparam nas minhas leituras viciadas.

A todos os seres esquecidos, aquelas pessoas que eu conversei aqui e acold, que jogaram luz
nos meus olhos, o meu muito obrigado. Foi muito bom chegar até aqui por conta, em grande

parte, da generosidade e felicidade com que fui recebido por todos.

viii



Resumo

Cédigos esféricos euclidianos com simetrias sao érbitas finitas de grupos de matrizes ortogonais.
Tais cédigos sao também conhecidos como cédigos de grupo. Neste trabalho, os codigos de grupo
comutativo em dimensao par sao caracterizados sobre toros planos, subvariedades da esfera. Em
particular, se o grupo de matrizes for ciclico, o codigo gerado estd contido em um né que se enrola
em um toro. Se a dimensao for impar, todo cddigo de grupo comutativo mora em anti-primas
cujas bases estao contidas em dois toros planos. Tal caracterizacao permitiu a construgao de
limitantes para a cardinalidade destas constelacoes de pontos em termos da distancia minima
destes cddigos e da densidade de empacotamento de um reticulado associado. Utilizando o
método de Biglieri e Elia, que procura o vetor inicial cujo respectivo cédigo de grupo ciclico
tem a melhor distancia minima, apresentamos também os melhores cédigos de grupo ciclico em

dimensao quatro até 100 pontos.
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Abstract

Euclidean spherical codes with symmetries are orbits of finite orthogonal matrix groups. These
codes are also known as group codes. In this work, the commutative group codes in even
dimensions are viewed on flat tori, which are submanifolds of the sphere. Also, if the matrix
group is cyclic, the generated code lies on a knot which wraps around a torus. If the dimension
is odd, every commutative group code lies on an anti-prism whose bases are contained in two flat
tori. This interpretation lead us to build upper bounds for the cardinality of these constelations
involving their minimum distance and the packing density of an associated lattice. Using a
method by Biglieri and Elia, which searchs the initial vector for a cyclic group in order to
achieve the best minimum distance, we also present the best cyclic group codes in dimension

four up to 100 points.
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Introducao

Um cddigo esférico ¢ um subconjunto discreto de uma esfera em um espaco com uma métrica. A
razao para um cddigo esférico ser também chamado de constelacao de sinais é que todo conjunto
de sinais continuos pode ser representado por um conjunto de pontos na esfera euclidiana. Esta
maneira geométrica de ver os sinais possibilitou um avango importante no manuseio desses
conjuntos. Um dos principais ingredientes para que a transmissao de um sinal ocorra com baixa
probabilidade de erro é que a distancia minima entre os pontos seja grande. Por isso a andlise
de desempenho de uma constelagdo de sinais passa em boa parte dos casos pelo cédlculo de sua
distancia minima.

De maneira geral, dada uma dimensao n e um nimero de pontos M, queremos saber qual
o c6digo esférico [M,n] com a maior distancia minima. Este cédigo é chamado étimo . Achar
um cédigo 6timo é um problema bastante dificil. Na esfera euclidiana S? C R?, este problema é
conhecido como o problema de Tammes. Segundo Sloane [41], Tammes foi um botanico alemao
que estudou o nimero de poros em um grao de pélen. Seu trabalho de 1930, publicado em uma
revista de botanica [44] com o titulo: “On the origin of number and arrangment of the places of
exit on the surface of pollen-grains”, procurava relagoes para a distancia minima entre os poros
de um pélen. Configuracoes 6timas de pontos na esfera S? C R? sio conhecidas apenas para
M <12 e M = 24, segundo [17]. Todas as outras sao as “melhores conhecidas”, sem um prova
formal de que sao étimas.

H4 dois principais esforcos para a solucao deste problema. O primeiro é a construcao de
limitantes para o niimero de pontos M = M (n, d) de um c6digo esférico que envolvam a dimensao
n e a distancia minima d. O segundo é a construgao de cédigos que tenham distancias minimas
melhores que as conhecidas para uma determinada dimensao e quantidade de pontos. Quando

um cédigo [M,n| alcanga a distancia minima limite, estabelecida por um limitante para aquela
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17

dimensao e quantidade de pontos, ele é 6timo.

Mas se o conjunto de pontos é um cédigo de grupo, um cédigo com simetrias, como se com-
portam esses limitantes? Quem sao as melhores configuragoes de pontos? Estas duas perguntas,
dentro da classe dos codigos com simetrias ciclicas, norteiam este trabalho.

Generalizados para qualquer espaco que contenha métrica, os codigos de grupo passaram a se
chamar cédigos geometricamente uniformes. O estudo dos cédigos geometricamente uniformes
obteve maior importancia e interesse com o trabalho de Forney [18]. Mas a idéia de uniformidade
nas regioes de decisao, fundamental nestes trabalhos, remonta ao trabalho seminal de David
Slepian: “Group codes for the Gaussian Channel”[40]. Nele, Slepian inicia uma teoria sobre
cbdigos em esferas euclidianas gerados por isometrias.

Evidentemente, por terem uma estrutura algébrica associada, espera-se que esses codigos
tenham distancia minima euclidiana menor que aquelas dos cédigos étimos que nao apresentam
simetrias. Em contra-partida, ha outras vantagens nessa abordagem. Dentre elas, talvez a mais
importante, é a que os pontos do cédigo tem regiao de decisao isométricas, o que implica em
facilidade na hora da decodificagao e calculo da probabilidade de erro, além de um rotulamento
natural, induzido pelo grupo.

O primeiro capitulo deste trabalho mostra os principais resultados e pré-requisitos necessari-
os a leitura dos capitulos subsequentes. Boa parte do que esta neste capitulo é de conhecimento
corrente na teoria e pode ser encontrada na bibliografia em anexo, salvo alguns fatos que foram
esmiucados de maneira a tornar mais claro alguns conceitos.

O segundo capitulo trata da relagao que ha entre os cédigos de grupo comutativo, especial-
mente os ciclicos, com os subgrupos de (Z;)". Todo cédigo de grupo ciclico estéd associado, via
um isomorfismo de grupo, a um subgrupo ciclico de (Zys)™. Ao gerador deste subgrupo daremos
o nome de assinatura do cédigo. Condigoes necessarias para a existéncia de um cédigo de grupo
ciclico, sua dimensao e se ele mora em um hiperplano do espago sao estabelecidas em termos da
sua assinatura. Com intuito de classificar tais cédigos, uma série de operagdes que produzem
cédigos de grupo ciclico isométricos sao listadas.

O terceiro capitulo contém a principal contribuicao deste trabalho. Mostramos que todo
cédigo de grupo comutativo, em dimensao par, pode se visto sobre toros de curvatura gaussiana
nula, os toro planos. Em dimensao impar, o cédigo é formado por duas copias de cddigos de

grupo comutativo que moram, cada uma, em toros planos. Em particular, cédigos de grupo



18

ciclico em dimensao impar sao anti-prismas. Tal caracterizagdo permitiu desenvolver limitantes
para a cardinalidade de um cédigo de grupo comutativo em termos de sua distancia minima,
de seu vetor inicial e da maxima densidade de empacotamento de esferas em IR™, onde m é a
dimenséao do toro. Até o presente momento, ndo encontramos na literatura limitantes similares,
ou seja, que levam em conta as simetrias do cédigo esférico. Comparados com os limitantes
da uniao e de Rankin para cédigos esféricos gerais, os limitantes obtidos sao melhores. Além
disso, dependem,tal qual o limitante de Boérockzy - Coxeter [9], da dimensao da variedade onde
o cédigo mora, o toro plano.

Por fim, o terceiro capitulo, utilizando o algoritmo de Biglieri e Elia [7], mostra os melhores
cédigos de grupo ciclico em dimensao quatro e analisa uma classe destes que mora no toro plano

de drea méxima em R*.



Capitulo 1

Preliminares

“The fundamental problem of communication
is that of reproducing at one point either exactly or
aprozimately a message selected at another point.”

C. E. Shannon
Este capitulo introduz os temas estudados nos capitulos subsequentes, mostrando os prin-
cipais resultados e referéncias conhecidos. Discute a relacdo que os sinais continuos tém com
os codigos esféricos e descreve as propriedades que procuramos em uma constelacao de sinais.
Introduz os cédigos de grupo, apresentando uma bibliografia significativa sobre o problema do

vetor inicial, e mostra os principais limitantes para os codigos esféricos euclidianos.

1.1 O Problema da Transmissao de Sinais Digitais

O prélogo deste capitulo expressa bem o objetivo crucial da teoria da informagao: transmitir
mensagens com confiabilidade, sem perdas de informacao no decorrer da transmissao. Em geral,
a transmissao se d&, seguindo o esquema da figura 1.1, da seguinte maneira: uma informacao
é relacionada na fonte a um codigo binario, um conjunto de sequéncias de “zeros e uns”’. Aos
blocos, esses conjuntos de informacao bindria sao melhorados de maneira a diminuir a proba-
bilidade de erro na transmissao e, entao, associados a sinais continuos. Nesta ultima forma sao
transmitidos, via cabo, satélite ou qualquer outro meio de transmissao de sinais, a um receptor,
que devera executar as etapas anteriores na ordem inversa até chegar na informagao transmitida.

Estudar cédigos esféricos euclidianos diz respeito a um pequeno trecho do processo dentro

19



CAPITULO 1. PRELIMINARES 20

da fase de modulagao: Os sinais continuos, associados aos blocos de sequéncias bindrias, po-
dem ser representados como pontos em esferas euclidianas. Procuramos, entdao, melhorar essas

constelagoes obtidas de forma a aumentar a confiabilidade da trasmissao.

1

oc( ) ln(t)

—

o Pacotes o m

Fonte — de L] Mapeador e Modulador —— e Demodulador

Informacao . v (t r(t
x0) ®

—_—

(h)
o

lg>

Figura 1.1: Um modelo de canal

1.1.1 A Modulagcao PSK

PSK é uma sigla, oriunda da lingua inglesa, para Phase-Shift Keying, uma modulagao inti-
mamente ligada as rotagdes do espago euclidiano. Suponhamos que uma informagao pode ser
representada binariamente, por exemplo, ligar e desligar a luz de um quarto, ou, abrir e fechar
uma porta. Ligar é “0”e desligar é “‘1”. Vamos associar cada uma destas operacoes a uma fase de
um sinal continuo, conforme a figura 1.2. Ao “zero” associamos a fase zero e ao “um”associamos

a fase m. Tais fases, por conseguinte, estao associadas a dois sinais continuos
xi(t) = cos[mt + (i — 1)w], t € (0,2), i = 1,2.
Mas, z1(t) = cos[nt] e zo(t) = — cos[nt]. Escritas como combinagao das fungoes
{— sin[nt], cos[rt]},
temos x1(t) = 0.(—sin[nt]) + 1.(cos[nt]) e z2(t) = 0.(— sin[nt]) — 1.(cos[nt]).
Assim, representamos ”zero” pelo ponto (0,1) e um” pelo ponto (0, —1), conforme figura

1.3.

Esta construcao se generaliza para o conjunto de M sinais
x;(t) = cos[mt + 2(i — 1)w/M], t € (0,2), i =1,2,..., M,

conhecido por M-PSK, cuja representacao geométrica é um poligono regular de M vértices. De
fato,

x;(t) = cos(mt).cos(2(i — 1)w /M) — sen(wt).sen(2(i — 1)w/M) e, portanto,

ao sinal i associamos o vetor (cos(2(i — 1)7/M), sen(2(i — 1)w/M)).
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1
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Fase da Onda

Figura 1.2: A modulagdo de um 2 PSK

Figura 1.3: Representagio Geométrica de um 2 PSK

1.1.2 Representacao Geométrica de Sinais

A representacao geométrica, apresentada na secao anterior, pode ser usada para um conjunto de
sinais qualquer. Seja {s1(¢), ..., sps(¢)} um conjunto de sinais. Pelo processo de ortonormalizagao
de Gram-Schmidt, é sempre possivel obter uma base {¢;(t)}Y; ortonormal de fungdes de tal

maneira que
N
t)= sidi(t)
i=1

Assim, para cada sinal s;(t) associamos um vetor (si;, 52, 83;, - ..,5n53) € RY. Além disso,
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o desempenho do erro, quando um dos sinais s;(t) é transmitido através de um canal AWGN!,
dependers somente das suas representacoes no RV e da densidade de poténcia do ruido. Por-
tanto, toda a analise de desempenho de um conjunto de sinais é feita em cima do conjunto de
coordenadas {(s1,...,sni) € RV;i =1,...,M}. Este conjunto é chamado de constelacio de

sinais.

1.2 Propriedades importantes de uma constelacao de sinais.

Seja {gk}{y:l C RY uma constelacao de sinais. Ao transmitir &, o canal de transmissio acres-
centa um erro r ao sinal £ e receptor recebe Zk = &, + r. Para recuperar o sinal transmitido,
procuramos saber em qual regido de decisdo R; = {x € RN /|x —&;| < |x — &, para todo k # i}
esta gk . Se Ek € R,,, decidimos que o sinal transmitido foi &,,. Se m = k, a transmissao foi um
sucesso, pois o canal tinha transmitido de fato &,. Caso contrario, dizemos que houve um erro

na transmissao.

-

-—®

& AWGN - .

Figura 1.4: Canal com ruido Gaussiano Branco Aditivo.

O desempenho de uma constelacao é medido pela probabilidade de erro na transmissao dos

sinais P(e).

! Additive White Gaussian Noise Channel: Canal com ruido aditivo gaussiano branco. A distribuicdo de

probabilidade do erro é gaussiana e aditiva e a densidade espectral de poténcia dos sinais é invariante.
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E de interesse diminuir o valor de P(e) preservando a energia média da constelagao

LM
MZ‘§j|2'
=1

Se todos os sinais {; sao equiprovaveis de transmissao, a probabilidade de erro de simbolo
pode ser escrita como
| M
Ple)=1—P(c)=1— MZP(C | €5),
j=1
onde P(c | ;) é probabilidade de decisao correta, dado que &; foi transmitido. Se R; é a regiao
de decisao de ¢;, entdo P(c | &) = P{gj € R; | &}
Se E] for obtido adicionando a §; um vetor de ruido gaussiano com média zero e variancia
No/2, obtemos P(c | ;) integrando a fungao densidade de probabilidade de @, dado &;, na

regiao R;. Portanto, ,
1 —|r—¢&;l

P(C‘éj):/R-We No  dr.

J

Qualquer transformacao que leva as regioes de decis@o em regioes congruentes, nao muda a
probabilidade de erro da constelagao. Se a constelacao for orbita de um grupo de isometrias de
RY, entdo todo sinal podera ser levado a qualquer outro, bem como as suas respectivas regides

de decisao, isometricamente. Assim, P(c|&;) = P(c| &) paratodoj=1,...,M, e

Ple) =1 1 Fmal,
= — s ————— 0 .
(e) /Rl (7T]\7())N/2e r

1.2.1 O Limitante de Bhattacharyya

Apesar de ter uma expressao clara, a probabilidade de erro é de dificil cdlculo. As regices de

2, .
" é estudada numericamente,

decisao nao sao faceis de identificar e a integral da fungao f(z) = e~

uma vez que nao possui primitiva. O calculo de limitantes para essa probabilidade é crucial pois,

apesar de nao sabermos a probabilidade exata, a temos limitada por uma faixa de seguranca.
Um limitante conhecido para a probabilidade de erro é o limitante de Bhattacharyya ([1], pp

190-192). Se d;; = |s; — sj|, entao

1 ij 1 —d?j logz(JVI)nb
P(e <—§ §e4N0:—§ EQT
() < M = — M = ’
i=1 j#i i=1 j#i
- 1 M 112 & ] S H =z __ & _ & 4 ~
onde € = 57 > ;7 [|si|[* € a energia média da constelacdo e n, = g = g NN, ¢ @ relagao

sinal-ruido (SNR) .
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Boas constelagoes apresentam probabilidade de erro baixa mesmo quando a interferéncia é
grande, ou seja, a variancia Ny do processo estocastico de interferéncia é grande. Equivalen-
temente, elas nao precisam dispender muita energia média £ para compensar a interferéncia.
Uma maneira para isto acontecer é aumentando a distancia entre as palavras da constelagao.
Segue dai um dos primeiros objetivos na construcao de uma constelacao de sinais S: maximizar
dmin(S) = min{|s; — s;|;si,s; € S,i # j}, para um ndimero fixo de pontos e energia média
fixada.

As vezes nao basta diminuir a distdncia minima, o nimero de pontos vizinhos também
desempenha papel relevante em P(e). Um exemplo deste fato pode ser encontrado no problema

4.17 de [1].

1.2.2 Momento de inércia de uma constelagao

Pode-se diminuir a probabilidade de erro de uma constelacdo aumentando a energia |s;|> do sinal
s;. Entretanto, isto implicaria em maiores gastos com energia na hora da transmissao. Assim,

além de diminuir a probabilidade de erro P(e), queremos que a energia média da constelacao

1 M
£= szsj\?
J:

seja minimizada.
A energia média de uma constelacdo pode ser vista como o seu momento de inércia em
relagdo a origem. Em geral, a cada elemento da constelacao s; associa-se uma probabilidade p;

[733))
7

de ocorréncia da informagao , de tal modo que Zf\i 1 pi = 1. Define-se entao o momento de

inércia da constelagao em relagao a um ponto q como
M
2
fla) =Y Isj — aI’pi-
j=1

Se o canal nao fizer predilecao entre as palavras, pode-se supor que as probabilidades sao

todas iguais a p; = 1/M. Portanto, procura-se um ponto ¢ = (q1,42,...,gn) que minimize a

fundo f(q) = 77 1y Is; — af*.

Calculando as derivadas parciais de f em relacédo a ¢;, ¢ variando de 1 a N , obtém-se

M
af 9,1 _ 2 s
a—%—a—%(ﬁz<sj_%5y_q>)—M;<e“5] a),
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onde {e;}, é a base canénica de RY.

Assim, g—(f = 0 se, e somente se, ZJ]V;(S; — gi) = 0, denotando s; = (s}
2

N
Greees S ). Portanto,

M
s%. Logo,

o tnico ponto critico g de f deve satisfazer Mq; =) =155

1

N
1
_ 1, .1 1 N Ny _ ,
Q—M(81+52+...+8M,...,81 —|—...+5M)—M Elsj.
]:

Note que 83;8];_ =2 Z;y:1<ei,ej) = 26;5, onde d;; é o delta de Kronecker. Portanto ¢ =

N L . L
ﬁ > j=15j € minimo local. Dado as condic¢bes do problema, é minimo global.
Logo, a energia média da constelagao é minima quando o momento de inércia da constela-
- < x . . N
¢ao em relagdao a origem for minimo. Isto ocorre somente quando % ZFI s; = 0. Portanto,
rocuramos constelagoes cuja distancia minima é a maior possivel e - ZN s; =0
P ¢ ] P M 22j=15j = Y-
Quando estudamos codigos esféricos, tais comentarios perdem sentido, uma vez que a ene-
gia média da constelagdo é constante. Entretanto, Loeliger [30] mostrou que, para os cédigos
. N .. , . , .. - . -
de Slepian, ﬁ ijl sj # 0 significa, além de perda de energia, mé utilizacao da dimensao
disponivel. Isto torna esta ultima expressao ainda de interesse para cédigos esféricos. Enuncia-
remos este resultado mais a frente, no final da secao sobre cddigos de grupo.
A partir deste momento, todas as constelagoes estudadas serao esféricas, ou seja, todos os

pontos terdao energia igual e constante.

1.2.3 Matriz de Gram de um Cddigo

A distancia ao quadrado entre dois pontos s1 e so de energia um é
2 2
d (81,82): ’81—82| :2—2<81,82>.

Portanto, aumentar a distancia entre as palavras de um cddigo esférico é diminuir o produto
interno entre as palavras da constelagao, (s;, s;). A matriz formada pelos produtos escalares de

uma constelagao é chamada matriz de configuragao ou matriz de Gram da constelacao S. Essa

T

matriz pode ser vista como o produto M = a'.a, onde a é a matriz formada pelos vetores da

constelagao e satisfaz algumas propriedades conforme proposicao a seguir.

Proposicao 1.2.1 [[16],p. 214] Seja {x1,...,xp} C S™ 1 um conjunto de geradores para R,

T

entio G = (gi5) = (zixj) = a' .a € matriz real, simétrica, ndo negativa e de posto n.
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Demonstracao : E claro que G é real e simétrica. Note que se a é matriz de um operador A,

a’ é a matriz da transformacao linear adjunta A*. Sendo assim,

(Gv,v) = (aTav,v) = (av,av) > 0.

Logo, G é definida nao negativa e todos os seus auto valores sdo nao negativos.

Quanto ao posto, provemos que o posto de G é o mesmo que o de a, ou seja, que a imagem
do operador A*A tem a mesma dimensao que a do operador A. Para tanto, considere v € N(A),
o nticleo do operador A. E claro que v € N(A*A), portanto N(A) ¢ N(A*A).

Reciprocamente, considere v € N(A*A), entao A*A(v) = 0, logo Av € N(A*). Mas N(A*)
é o complemento ortogonal Im(A)* da imagem de A. Logo Av € Im(A) N Im(A)*, e Av=0.
Portanto, v € N(A) e N(A) = N(A*A).

Assim, dimIm(A*A) = M — dim(N(A*A)) = M — dim(N(A)) = dimIm(A). [ |

Blake estudou as matrizes de Gram de um cédigo de grupo em [3]. Neste artigo, o autor da
uma condigao simples em termos dos auto-valores da matriz de Gram da constelacao para que

o cédigo gere o espago.

1.3 As isometrias do espaco euclidiano

Uma isometria é um movimento no espago que preserva distancias. Isto é, se ¢ é uma aplicacao
em R", ela serd uma isometria se |¢(u) — ¢(v)| = |u — v| para todo u,v € R". Veremos a seguir
que uma isometria euclidiana é uma composicao de dois operadores: um operador que preserva
norma e uma translagao, sendo que a matriz do operador que preserva norma é uma concatenagao

de trés tipos de operadores: identidade, reflexdes pelos eixos coordenados e rotagoes.

Proposicao 1.3.1 [[16], p. 192] Toda isometria ¢ do espago euclidiano R™ tem a forma ¢(v) =
Av+b, onde A : R™ — R™ € um operador linear que preserva norma e¢ b € R™ € um vetor

constante independente de v.

Demonstracao : Considere b = ¢(0) e (v) = ¢(v) —v. O operador ¢ é uma isometria
que leva a origem na origem satisfazendo [¢(v)| = |¢(v) — ¢¥(0)] = |v — 0] = |v|]. Como o
produto interno em R™ satisfaz (u,v) = 3(|u> + |[v|*> — [u — v[?), para todo u,v € R", segue que

(¥(w), ¥ () = 3 ([P W) + [¥ ()] = [ () — ¥ (©)]*) = 3(jul* + [v]* = Ju—v*) = (u,v).
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Portanto, o conjunto {u; = 1 (e;)}?_; ¢ uma base ortonormal em R". De fato, |u;| = [¢(e;)| =
leil =1, (ui, uj) = (Y(ei), ¥(ej)) = (ei,e5) = 0i; e, se existissem nimeros reais \;, de tal modo
que Y Nu; = 0, seguiria que 0 = (O°0 | Nwg, >y Niwg) = iy A2, o que implicaria em
Ai =0paratodoi=1,...,n.

Provemos entao que, dado v = > | z;e; € R", ¢(v) = Y1 | z4u;, ou seja, que a aplicacao

Y é linear. Antes, vé-se que (¥(v),u;) = (¥(v),¥(e;)) = (v, e;) = ;. Portanto,
W) =Y i, p(v) = miw) = (@P0),0(0) = 20p(v), Y waw) + Y (@i, i) =
i=1 i=1 i=1 i=1

(v,v) — Qixi<¢(v),ui> +Zn:a:? = Za:f - 22%% +Zx? =
i=1 i=1 ‘ ' '

[ |
Operadores que preservam norma, como os da proposicao, sao chamados operadores ortog-
onais. Usando artificios andlogos aos usados na demonstragao anterior, pode-se demonstrar as

seguintes equivaléncias sobre a matriz de um operador ortogonal.
Proposigao 1.3.2 [[16],p 184] As sequintes afirmagies sao equivalentes:
1. A€ O(n,R) ={A € Mn(R); (A(z), A(y)) = (z,y),z,y € R"}
2. (A(ei), A(ej)) = di5, onde {e;}€ a base ortonormal candnica.
3. A leva base ortonormal em base ortonormal.
4. As linhas de A formam uma base ortonormal.
5. As colunas de A formam uma base ortonormal.

6. AT = A=, onde AT ¢ a matriz transposta de A.

1.3.1 Uma forma normal para os operadores ortogonais

Considere um operador ortogonal A : R™ — R™. Se A é autovalor de A relativo ao autovetor
Vg, entao

(Vg vi) = (Avg, Avg) = (Apvk, Aevk) = MMk (U, Vk)-
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Logo M\zA\; = 1, onde \; denota o conjugado complexo de A,. Se A\, é real, A\, = =+1.
Se A\r é complexo, existe ) real, de tal maneira que Ay = cos() + wsen(f). Escrevendo
v = R(vk) +13(vg), segue que

AR(vk)) +1A(S(vk)) = A(R(vg) + 13 (vk)) = Akvg = (cos(0r) + 1sen(bx)) (R(vg) + 1S (vg)) =
= cos(0r) R(vi) — sen(0;)(v) + 2(cos(0x).S(vg) + sen(Ox)R(vg)).
Consequentemente,
AR(v)) = cos(bk)R(vk) — sen(bx)S(v)
A(S(vr)) = cos(0k).S(vk) + sen(fy) R(vk)

Usando as identidades R(vg) = 3(vy + %) e que S(vg) = 5 (vx — Uy), demonstra-se que
{R(vk), S(vg))} é um par de vetores ortogonais. Logo, no subespago gerado pelo par de vetores,
invariante por A, a aplicagao A tem a forma de uma rotacao de angulo 6.

Como o complemento ortogonal também é invariante por A, é possivel construir recursiva-
mente um conjunto de autovetores complexos {vy} de onde retiramos um conjunto de vetores
ortogonais {R(vk), S(vk)} que, junto com os autovetores reais, formam uma base para o R™ onde

o operador A se escreve

AR(vk)) = cos(0k)R(vk) — sen(k)S(ve)  k=1,...,q
A(S(vg)) = cos(0r).S(vg) + sen(0k)R(v) k=1,...,q
A(vy) = oy l=2¢q+1,...,n,

com p; = +1. Assim, podemos enunciar o teorema:

Teorema 1.3.1 ([/19]) Sejam A : R" — R"™ um operador ortogonal, {vy}{_, seus autovetores
complezros associados aos autovalores Ay, distintos e nao conjugados, e {ul}lnzzqﬂ, 0s autovetores
reais de A associados aos autovalores py = £1. Denote x, = R(vk) e yp = S(vk). Entao, a

matriz A de A satisfaz

cos(A —sen(A cos(A —sen(A
A=0Q{ () (1) Yoy () (o) ,jzl,...,jzl}QT,
sen(A1)  cos(Ar) sen(Ag)  cos(Ag)
onde a matriz Q escrita na forma de coluna € (x1,y1,...,Tq, Yg, U2g+1,- - -, Un) € & Mmatriz entre

Q e Q" estd descrita na forma diagonal de modo que os elementos fora dela sdo nulos.

O resultado que se segue, generalizacao do teorema acima, se baseia no fato de que matrizes

que comutam tem os mesmos autoespacos invariantes.
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Teorema 1.3.2 (/19],pp 292):

2

Para todo conjunto C' de matrizes reais, normais® e comutativas existe uma transformacdo

ortogonal Q tal que toda matriz A € C satisfaz

QTAQ = { (A —v(An . n(A)g —v(A)g R
v(A)1 (A v(A)g  u(A),

Além disso, se os operadores de C' forem ortogonais, temos que p(A)x = cos(dr(A)),v(A) =

sen(¢r(A)), onde k=1,...,q, e y(A) = £1), ondel =2q+1,...,n.

1.4 Cdbdigos de Grupo

Um cddigo de grupo (M,n) é um conjunto X = {x;}}4, de vetores unitdrios, geradores de R™,
que é 6rbita de um grupo multiplicativo de matrizes ortogonais G' = {O;}}, a partir de algum
x € X, ie, X = G(z) . Uma consequéncia imediata desta defini¢do é que em um cédigo de grupo
existe sempre uma isometria que leva uma palavra em uma outra da constelacdo. Portanto,
todas as regioes de decisao sao isométricas, o conjunto das distancias de uma palavra a todas as
outras e o numero de seus vizinhos é invariante em toda a constelacdo. Assim, a probabilidade
de erro de todas as palavra é a mesma.

Quem introduziu os cédigos de grupo pela primeira vez foi David Slepian no trabalho “Group
Codes for the Gaussian Channel”[40] em 1968. H& duas questées fundamentais sobre cédigos
de grupo propostas por Slepian. A primeira diz respeito a sua existéncia: dada uma dimensao
n e um numero de pontos M, existe um cédigo de grupo com esses parametros para todo
grupo abstrato G escolhido? A segunda, conhecida por problema do vetor inicial, procura por
um cédigo de grupo [M,n] étimo. Mais especificamente, dado um grupo abstrato G e um
homomorfismo bijetor ¢ : G — G C O(n,R), chamado representagio fiel de ordem n de G' no
grupo das matrizes ortogonais reais de dimensao n, O(n,R), qual é o vetor inicial x € R™ que
maximiza a distancia minima entre as palavras?

A resposta para a dimensao dois é facil de ser encontrada. As melhores constelagoes nesta
dimensao sao as formadas pelos vértices dos poligonos regulares. Essas constelagoes podem ser
obtidas pelas matrizes de rotacao 2 x 2 e sao conhecidas como modulacao PSK. Fica claro que,

se usamos matrizes de rotacao, a escolha independe do vetor inicial e todas as constelagoes serao

2Uma matriz é normal quando ela comuta com sua transposta.
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isométricas. Entretanto, se o grupo escolhido for o grupo das reflexées pelos eixos coordenados
e as retas y = £z, veremos que a configuragao dos pontos dependerd do vetor inicial (Figura

1.5).

Figura 1.5: Oito pontos gerados por um grupo ciclico e um grupo de reflexdes

Os primeiros pesquisadores que consideraram a questao da existéncia dos cédigos de grupo
foram Biglieri e Elia em [5]. Neste artigo, utilizando teoria de grupos e suas representagoes, eles
obtiveram o seguinte resultado sobre a existéncia de cédigos de grupo [M,n] ndo contidos em

hiperplanos (nao planares):
n par e M primo Existe somente o cédigo nao planar gerado pelo grupo ciclico de ordem M.

n par, M nao primo, ou, n impar e M par Existe pelo menos um cédigo de grupo nao pla-

nar, gerado pelo grupo ciclico de ordem g = M.
n impar e M primo Nao existem codigos de grupo nao planares.

n impar e M impar Nao existem cédigos de grupo gerados por um grupo de ordem g = M.
Se um codigo de grupo nao planar existir, ele precisara ser gerado por um grupo de ordem

par.

Em [27], Downey e Karlof explicitaram algumas condigoes de existéncia para o caso n impar
e M fmpar, aprofundando mais na questao do que Biglieri e Elia em [5]. Mais tarde, em [28],

Downey e Karlof demonstraram que:
e (Teorema 4) Se n # 3, um cédigo de grupo [M, n], para algum M impar, existe.

e (Teorema 5) Nao existem cédigos de grupo para n =3 e M impar.
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E claro que o teorema 4 nao garante a existéncia de um cédigo [M,2n+1] para todo M. Se
M é primo, é possivel provar que nao existem cédigos de grupo [M,2n+1].

Nessa mesma época, Djokovié e Blake, em [2], trataram do problema do vetor inicial de
uma, perspectiva mais abstrata. Estudaram-no para alguns G-moédulos, onde G é o grupo que
se quer representar. Mais tarde, Blake, utilizando as técnicas de [2], estudou o problema para
algumas representagoes do grupo simétrico S,, o grupo de todas as permutacoes do conjunto
{1,2,3,...,n}, e o grupo de Mathieu em [4]. Mas as técnicas utilizadas nesses artigos nao
jogaram luz sobre o problema em geral. O que se procura é o melhor cédigo entre todas
representagoes de um determinado grupo. Em 1989 a questao, no caso dos grupos de permutagao,
é retomada por Karlof em [24].

Em alguns casos, para obter as solugoes do problema do vetor inicial, desenvolveu-se pro-
gramas computacionais sem a preocupacao de deduzir expressoes gerais para cada caso. Isto
aconteceu para os cédigos de grupo ciclicos, estudados por Biglieri e Elia em [7]. Neste artigo,
os autores reapresentam a questao do vetor inicial na forma de um problema de programacao
linear que depende da representagao do grupo utilizada. Fixada a dimensao da representacao,
ha varias maneiras de representar um grupo ciclico. Entre todas as possiveis representagoes,
qual delas gera um conjunto de pontos com maior distancia minima ? Procedimento andlogo foi
adotado para os cédigos de permutacao, analisados por Karlof em [24] e por Karlof e Chang em
[25].

Além dos cédigos de grupos ciclicos, Biglieri e Elia propuseram uma solugao para o problema
da modulagao de permutacao, variante I, em [6]. As palavras da variante I sdo formadas a partir
das permutagoes das entradas de um vetor inicial. Ingemarsson, em [23], apresentou expressoes
mais elegantes para a distancia minima étima da variante I e analisou também a variante II dos
codigos de permutacao, que incluem, além das permutacoes das entradas, mudanca de sinal nas
coordenadas das palavras.

A questao do vetor inicial para representagoes de grau 3 foi completamente analisada por
Downey e Karlof nos artigos [26] e [29]. Neles, os autores estudam todos os possiveis movimentos
rigidos em R? e calculam o melhor vetor inicial em cada caso.

Mais recentemente, Mittelholzer, em [31], abordou os problema para os grupos de reflexao
finitos irredutiveis, seguindo uma classificacao de Coxeter através de grafos.

No caso dos cédigos de grupo, o fato da constelacdo ndo minimizar a energia média tem
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um significado interessante. Veremos , no préximo teorema, que ), s # 0 significa, além de
perda de energia, que a constelacao mora em um hiperplano afim do espago, consequentemente
nao usa todo o espaco desta dimensao. Nesse caso, dizemos que a constelacao é nao substancial
ou planar.

A exigéncia que Slepian faz para que os cédigos de grupo fossem um conjunto de geradores
para o espaco nao impede que a constelacio nio seja substancial. A base canénica do RY é
um c6digo de grupo nao substancial que, quando visto no hiperplano que contém os pontos da
base, é chamado simplex. Maiores detalhes sobre o cddigo simplex serao descritos no préximo

capitulo.

Teorema 1.4.1 [30] Seja S uma constelacio de sinais em RY, érbita de um grupo de matrizes
ortogonais. Denote por dimS a dimensdo do espaco gerado por S e dimAS a dimensdo do

espago gerado pela constelagio AS = {s — sis,s € S}. Entao

Z s =0 se, e somente se, dimS = dimAS.
seS

Se Y g8 #0, entao existe uma translagio T tal que Y g T(s) =0 e dimT'(S) = dimS — 1.

O lema 2.2.1, do capitulo 2, d4 uma interpretacdo nova a expressao ﬁ Zﬁvzl sj # 0 para

cddigos de grupo ciclico.

1.5 Constelagoes de Sinais Equivalentes

Como ja dissemos na secao anterior, isometrias sao transformagoes importantes na construcao de
constelagoes de sinais e servem como bom parametros para compara-las. Na secao 1.3 vimos que
as isometrias do espaco euclidiano sdo, a menos de uma translacdo, os operadores ortogonais.
Por isso, diremos que dois codigos de grupo X; e Xy s@o equivalentes se existir uma matriz
ortogonal O que leva um c6digo no outro, ou seja, OX; = AXs.

Eles serdo fracamente equivalentes se a matriz de Gram de X1, (aij)mxm = (xiz;) com
x; € X, for igual a de X,. Se a matriz de Gram de um conjunto de pontos for igual a um outro
conjunto, as distancias entre as palavras, por conseguinte as distdncias minimas dos cédigos e
o numero de pontos proximos, serao iguais. Note que cdodigos equivalentes sao cédigos fraca-

mente equivalentes, mas nao vale a reciproca. O conceito de fracamente equivalente permite
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comparacoes entre constelagoes em dimensoes diferentes, o que nao ocorre com constelagoes
equivalentes.
Biglieri, Karlof e Viterbo, em 1999, mostraram que todo cédigo de grupo é fracamente

equivalente a um cédigo de grupo de permutacao [8].

1.6 Limitantes Gerais para uma distribuicao de pontos na esfera

Dados z,y € S™, o angulo entre estes pontos é arccos(z,y). Se d é a distancia minima em um

cbdigo esférico, entao o angulo minimo entre os pontos é

0=2 arcsin(g).

Figura 1.6: Angulo minimo e a distdncia minima em um cédigo esférico.

3

O conjunto dos pontos da esfera S™~! cuja separacio angular de um ponto X € S"~! é
menor ou igual a ¢ é chamado chapéu esférico centrado em X e de angulo ¢. Denotaremos esse
chapéu por

Cx(n,¢) ={y € S ' (z,y) > cos(¢)}.

Se o ponto central do chapéu nao for importante denotaremos C'(n, ¢). E possivel demonstrar

([17]) que a &rea do chapéu esférico é
¢
A(C(n,¢)) = k:n_l/ (sina)" 2da, onde
0

(2#)"/2

Prl n=24,...
b — (n—2)1 e (1.1)
(n—1)/2
g n=3.5,

| nn—2)(n—4)...1 n impar
nll =
n(n—2)(n—4)...2 npar
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Em particular, a drea total da esfera é

% sen =2m
A(C(n7 ﬂ-)) = 2(27r)m i
m se n = 2m + ].

A densidade A¢ de um cédigo esférico C € S~ ! com distancia minima d = 2 sin(%) é a razao

entre a drea dos |C| chapéus esféricos disjuntos centrados nas palavras do c6digo com angulo
/2 pela area da esfera S"~!. Se A(C(n,0/2)) é a area de um destes chapéus e A(C(n,7)) é a

drea da esfera S™1, entdo
(CIAC(n, 6/2))

8¢ = T A(Cn.0))

1.6.1 O Limitante da Uniao

Dado um angulo 6, qual seria um limitante para o nimero de chapéus A(n, ) nao sobrepostos
na esfera S"~1 ? Os célculos feitos acima nos ddo um limitante para o nimero de pontos de um
cédigo esférico. Um cédigo com M pontos e distdncia minima d implica em M chapéus esféricos
disjuntos com angulo 6/2, onde 6 satisfaz d = 2sinf/2, sobre a esfera. Logo, a drea ocupada

por esses chapéus é limitada pela area total da esfera. Segue portanto o teorema abaixo.

Teorema 1.6.1 Limitante da Uniao
Seja um cddigo esférico n-dimensional com M pontos e distancia minima d = 2sin0/2. Entao,

em termos do coeficiente k,, definido em 1.1, a sequinte desigualdade deve ser satisfeita:

A(C(n,)) kn
M= A(C(n, 0/2)> kp— 1f (sena)n— 2da

1.6.2 O Limitante de Té6th, Coxeter e Boroockzy

Um dos primeiros limitantes a aparecer para cédigos em R? foi o de L. Fejes Téth, 1943. Este
limitante é alcancado por cédigos com M = 4,6 e 12 pontos, o tetraedro regular, o octaedro e

o icosaedro. Sua construgao utiliza estimativas sobre a drea de tridangulos esféricos.

Teorema 1.6.2 Limitante de Téth, [46, 45]
Em R3, todo cédigo esférico com M pontos tem angulo minimo 0 satisfazendo
M

6(M—2)
5 .

cot?
0 < arccos
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Figura 1.7: Trés pontos na esfera S® com seus respectivos chapéus esféricos. O limitante de Téth envolve

estimativas para a drea nao ocupada pelos chapéus, interna ao tridngulo formado pelos pontos.

Mais tarde, em 1963, Coxeter, disse ser “intuitivamente ébvio” que n esferas n—2-dimensionais
sao empacotadas o maximo possivel quando cada uma toca todas, de maneira que seus centros
sao os n vértices do simplex regular. Ele se baseava nas idéias que T6th utilizou para estabelecer o
limitante para n = 3. Essa conjectura sé foi resolvida 25 anos depois, em 1978, por Borockzy [9].
Coxeter havia obtido como consequéncia da sua conjectura um limitante para cédigos esféricos

que, apés a prova de Borockzy, passou a ser chamado de limitante de Borockzy - Coxeter.

Teorema 1.6.3 Limitante de Bordckzy - Cozeter

Todo codigo esférico em R™ tem angulo minimo ¢ e nimero de pontos M satisfazendo

2F,_1(a)
M

onde sec2a = secp +n —2 e Fy(a) € a fungdo de Schlafli definida por

2nu

n.nlV,

F(a)=

onde U € a drea de um simplezo esférico reqular de angulo 20 contido em S™~1 eV, é o volume

da esfera S .

Infelizmente, o calculo da area desses simplexos é muito complicado para n maior que trés,

0 que torna o limitante Borockzy - Coxeter dificil de manipular.

1.6.3 O Limitante de Rankin

Em 1954, Rankin propés alguns limitantes para cédigos esféricos euclidianos que, além de uma
facil manipulagao, possibilitaram demonstrar que as classes de cédigos simplex e biortogonal sao

Otimas.
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Teorema 1.6.4 Limitante de Rankin I
Todo cédigo com M pontos e dngulo minimo 2¢ contido na esfera S"~! = {x € R";|z| = 1}

satisfaz as sequintes desigualdades:

2sin(¢)? x , arcsin(}) ™
1M < [55mg=g) para T+ =5 <6 <3
arcsin(%)

2. M <n+1,para} <¢p< T+ —5

3. M < 2n, para ¢ = 7.

E facil reescrever o teorema acima em termos de distancia minima. Por exemplo, a segunda

desigualdade é equivalente as expressoes:

ol

i m  arcsin(=)
T wp<c L A0/
4_¢_4+ 2 ’
7 arcsin(2)

0<¢— T <22
S¢ 4 — 2 ’
0 <2¢— - < arcsin(~)
— — < arcsin(—
— 2_ n?
1

0 <sin(2¢ — =) < —,
n

. 9 1
0<2sin“p—1< —,
n

2
2 <4sin’ ¢ <

Como o angulo minimo é 2¢, a distancia minima do cédigo é d = 2sin ¢. Consequentemente,
se a distancia minima ao quadrado d? de um cédigo esférico com M pontos em R™ satisfazer a
desigualdade
2(n+1)

9

2<d?<
n

entao M < n + 1. De maneira analoga, pode-se reescrever as outras desigualdades e obter a

seguinte versao do teorema 1.6.4:

Teorema 1.6.5 Limitante de Rankin I
Todo cédigo com M pontos e distancia minima d contido na esfera S*~' = {x € R™;|z| = 1}

satisfaz as sequintes desigualdades:

2

1. M < [ﬁ], pamM < d? < 4.

n
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2. MSn-i—l,pamQSdQSW.

3. M < 2n, para d*> = 2.
A seguir, demonstraremos trés limitantes equivalentes aos enunciados acima.

Proposicao 1.6.1 Rankin A

Qualquer codigo esférico X em R™ com distancia minima ao quadrado p e M pontos satisfaz

2M

< .
P>

Demonstracao : E fécil ver que p < 2 — 2(z;,z;), para todo x;,x; distintos em X. Assim,
temos (z;, ;) < Q_Tp e
9 _
> wiwy) = M+ MM = 1)(=0).
2

Por outro lado,

n n n M 2
Z<J}Z‘,$j> = sz’kxﬂc = Zzaflkl’jk = Z (Z .CCzk) Z 0.

1,5 1,7 k=1 k=1 i, k=

Proposicao 1.6.2 Rankin B
Qualquer codigo esférico X em R™ com distancia minima ao quadrado p, satisfazendo 2 < p < 4,
e M pontos satisfaz

M<n+1.

Demonstracao : Como 2 < 2 — 2(x;,x;) < 4, para todos x; e z; distintos em X, segue que

—1 < (z;,z;) < 0. Em particular,
(xiyzpm)y <0 e —1<(xj,xpm), para i=1,...,M — 1.

A 1ltima desigualdade é estrita pois, se existisse um ponto de X, digamos x7_1, tal que
(xp—1,xp) = —1, entdo zpy—1 = —xpr € (v, xp—1) = —(xg,xp) > 0,0 = 1,..., M — 2,

contrariando as hipdteses.

Assim, defina v; = 1 — (x5, 2p)? > 0 e y; = 7_11/2(3%- — (zy,xp)zn), para i =1,..., M — 1.

Note que

VY Yis ys) = (@i, x5) — (xi, oar)(xj, x0r), para 1 <45 <M — 1.
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Logo, (yi,y;) < 0 porque (z;, z;) < 0 para i # j distintos. Portanto, temos um novo cédigo
X1 = {y1,-..,ym—1} com M — 1 pontos e distancia minima ao quadrado maior que dois,
contido num hiperplano normal a x,s, consequentemente de dimensao n — 1.

Recursivamente, contruimos um cédigo A3 com distancia minima ao quadrado maior que
dois e M — n + k pontos que esta contido em R¥. Para concluir a demonstracao, basta ver que
o codigo A7, contido em dimensao 1, tem M —n+ 1 pontos. Por ser dimensao 1, M —n+1 < 2.

Proposicao 1.6.3 Rankin C

Qualquer codigo esférico em R™ com distancia minima ao quadrado p > 2 e M pontos satisfaz
M < 2n.

Demonstracao : Basta repetir a contrugao da familia de cédigos X}, da proposicao anterior,
observando que a distancia minima ao quadrado pode ser 2. Assim, a cardinalidade diminui de
um ponto ou dois. Portanto o niimero de pontos de X}, é maior ou igual a M — 2(n — k). Logo,

para k = 1, segue que 2 > M — 2(n — 1). [ |

Teorema 1.6.6 Limitante de Rankin I
Se0<p<FeB= arcsin(v/2sin(¢)), entdo todo cédigo esférico em R"™ com M pontos e angulo

minimo 2¢ satisfaz

V2I(251) sin B tan 3
- 2T(%) foﬁ(sin”_2 6)(cosf — cos 3)d6’

onde (z) = [y t* te~!dt € a fung¢do gama.

Procurar por cédigos esféricos com boa distancia minima e por empacotamentos de chapéus
esféricos com melhores densidades sao tarefas que nem sempre podem ser confundidas, apesar
de suas similaridades. é possivel demonstrar, segundo Rankin [33], que se n + 2 pontos podem
ser colocados na esfera S, _1, entao 2n podem ser colocados com a mesma distancia minima.
Isto quer dizer que apesar da densidade do cddigo esférico aumentar, sua distancia minima se
mantém constante. Os primeiros a demonstrar esse fato, para n = 3, foram Schiite e van der
Waerden [36] em 1951. O resultado acima, além de estabelecer novos limitantes para cédigos

esféricos, traz essa sutileza entre densidade e distancia minima.
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1.6.4 Empacotamento de Esferas em Espacos de Curvatura Constante

A definicao de densidade de um empacotamento de chapéus esféricos é analoga a definicao de
densidade de empacotamento de esferas em R™: divide-se a area que os chapéus ocupam pela
area total do espaco, seja ele uma esfera, o plano hiperbdlico ou um cubo.

Segundo Boroczky, foram L. Fejes Téth [48, 49] e Coxeter [13] que estenderam os problemas
de empacotamento para espagos de curvatura constante. T6th [48] e Coxeter [13] conjecturaram
que a densidade de um empacotamento de esferas em um espago de curvatura constante n-
dimensional nao deveria exceder a densidade de empacotamento de n + 1 esferas tocando-se
mutuamente. Rogers [35] demonstrou este fato para empacotamentos em esferas euclidianas e
Boroczky o generalizou para todos os espagos de curvatura constante. Estes resultados possi-
bitaram concluir que qualquer conjunto de circulos de igual raio no plano nao pode exceder a
densidade \/% = 0.9069... e em R? esta densidade ndo pode passar 0.7797...

Este ultimo limitante é maior que o limitante de Kepler % = 0.7404... Kepler conjecturou,
em 1611, que a melhor maneira de arranjar esferas S? é aquela em que cada esfera tem doze
outras esferas que a tocam. Quase quatrocentos anos depois, em 2003, uma prova foi apresentada
por Hales [21]. Segundo Weisstein [51], a prova de Hales envolveu métodos da otimizacao
global, programacao linear e aritmética intervalar, além de cédigos computacionais e arquivos

de informacao ocupando mais de 3 Gb de memodria.



Capitulo 2

Assinatura de um Cdédigo de Grupo

Ciclico

“Numbers measure size, groups measure symmetry.”

M.A. Armstrong

Nste capitulo, discutimos a relagao que ha entre os cédigos de grupo ciclico e subgrupos
ciclicos de 7, em R?". Demonstramos que a dimensdo e a cardinalidade destas constelacGes
dependem da escolha do subgrupo a ser mergulhado e apresentamos uma condig¢ao necessaria e
suficiente, em termos destes grupos, para que o c6digo minimize energia, relacionando com os
resultados de Loeliger [30] sobre dimensao de cédigos rotulados por grupos de matrizes ortog-
onais. Tais andlises permitiram diminuir a quantidade de representacoes de Zj; relevantes na
construcao de cédigos esféricos, facilitando a procura do melhor cédigo de grupo ciclico em R?"

com M pontos.

2.1 Representacoes Matriciais de Grupos Ciclicos

Considere o grupo ciclico Zy; = {0,1,2,..., M — 1} munido da operagdo soma médulo M.
Conforme dito no capitulo anterior, uma representacdo matricial de ordem n de Zjp; é um
homomorfismo h de Zj,; no grupo das matrizes ortogonais reais de dimensao n, O(n,R), com a

operacgao produto. Pretende-se construir codigos esféricos gerados por grupos ciclicos, de maneira

40
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que cada ponto da constelag@o esteja associado a um tnico elemento do grupo. Esta operacao,
também chamada de rotulamento, deve ser, portanto, uma bijecdo entre Zj; e a constelacao.
Isto implica que as representacoes que realmente nos interessarao sao os isomorfismos de grupo
entre Z s e um subgrupo de O(n,R). Tais representagoes sao chamadas representagoes fiéis de
Zyr. A teoria de representacao de grupos é extensa. O leitor pode encontrar em [34], sob outro
enfoque e de maneira mais ampla, um estudo das representagbes matriciais de grupo. No que
concerne aos codigos esféricos, queremos saber quais condigoes uma representagao de Zjs em
O(n, R) deve satisfazer para ser fiel. Mais ainda, procuramos uma maneira de classificé-las.

Comecemos pelas representacoes de ordem 1. H& duas possibilidades para representar 7 s
em matrizes ortogonais de ordem 1. Se h : Zy; — {—1,1} é um homomorfismo, entao h(0) = 1,
e h(l) é 1 ou —1. No primeiro caso, segue que h(m) = h(1)...h(1) = 1 e, portanto, h é a
representagao trivial. No segundo caso, temos h(m) = h(1)...h(1) = h(1)™ = (=1)™, logo
1= h(0) = h(M) = (=1)™, 0 que se verifica somente quando M for par. E evidente que o tinico
caso fiel de ordem 1 é h: Zg — {—1,1}, com h(1) = —1.

Ja as representagoes de ordem 2 sao as rotagoes de angulo 27er2-’ com k; um inteiro menor

que M, ou as geradas pelas matrizes da forma

+1 0
0 =1

podendo aparecer —1 somente se M for par. As matrizes com +1 em suas entradas nao dao
representagoes fiéis, a menos que M = 2. Assim, as representacoes de ordem 2, para M > 3, sao
somente as rotagoes.

Para as representacoes matriciais de ordem maior que dois, basta concatenar as repre-
sentacoes de ordem 1 e 2 na diagonal da matriz geradora. Estes sao todos os casos possiveis, uma
vez que todo conjunto comutativo de matrizes ortogonais pode ser sempre reduzido a essa forma,
segundo o teorema 1.3.2. Assim sendo, para determinar a forma geral de uma representacao h
de Z s de ordem N = 2n; + ng + ng, basta saber onde ela leva o elemento 1 € Z ;. De fato, se

h(1) é a matriz [R(ZE), ... R(Zm) 1,1, —1,...,—1] =
——

n2 n3
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cos(Qﬁl) —sen(—Qﬁl)
sen(zﬁl) cos(—27]§/’;1)
cos(%j@”l) —se (—27rk"1)
sen(%]\’ffnl) cos(—%]\]ifnl)
1 )
1
—1
—1
h(m) = h(1+ ...+ 1) = h(1)...h(1) = [R(Z2m),. .., R(E2m), 1,...,1,-1™,...,—1™]. A aplicagio
h pode ser vista como com:p;l;);?czgms de duas aplicacoes:
fimeZy — mki,... kn) € Zp™ e
g mlkn o ha) € (ks k) = [RGT)™ o RGT™ 1, 1,17, =17
LA ni P ni M P ] M ) P ) PR b
conforme ilustra o diagrama
f
Zy <(k17 "akn1)>
\ l
g
27k,
(IR, . RO L0~ 1)),

onde (a) denota o subgrupo ciclico gerado por a.

Note que h ser uma bijecao é equivalente a f ser também. Mas f ser uma bijecao equivale
a ((ki1,...,kyn)) ter cardinalidade M. A préxima proposicao estabelece as condigbes necessérias
e suficientes para a cardinalidade de ((k1, ..., kn,)) ser M, em funcdo dos indices de rotagao k;.

Ela pode ser encontrada na versao unidimensional em [20].

Proposicao 2.1.1 A cardinalidade de ((ki,...,k,)) € M em (Zp)" se, e somente se, o mdzimo

divisor comum M DC(ky, ... kn, M) entre ki,... ky, e M € 1.
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Demonstracao : Se MDC(ky,...,kn, M) = 1, do algoritmo de Euclides segue que existem
inteiros hi, ..., h, e hyy1 satisfazendo hiky + ... + hpky, + byt M = 1. Além disso, se m é a

cardinalidade de ((k1,...,k,)), existem inteiros g; ‘s tais que mk; = g; M. Assim,

m=m()_ kihi + hn 1 M) = mkih; + mhy M = giMh; + mhy 1 M.
=1 =1 =1

Portanto, m = (3.~ gihi + mhypy1)M é um multiplo de M. Mas M (kq,...,k,) = 0 em
2y, logom < M em= M.

Reciprocamente, considere m = m Segue que mk; = W]M =
0 modM. Como M é a cardinalidade de ((ki,...,k,)), temos M < m. Portanto m = M
e, consequentemente, M DC(ky, ... ky, M) = 1. [ |

Como os blocos de ordem um nao-alternantes nao contam na ordem do grupo de matrizes,

resta-nos analisar a ordem das matrizes do tipo [R(Zg/lfl )y ,R(ZWJ\]Z,"1 ),—1,...,—1] em relagao

aos seus indices de rotagao.

Note que, como conjunto, o grupo ciclico <[R(%), cee R(%]\l}"1 ),—1,...,—1]) é a unido de
2k 2k
2k 1 2k mni
= —_ ), —),1,...,1]; Z
B={[R*(50), . BT ) ke Z)
com
2rk 2k
2k+1 1 2k+1 niy g 11 7
{IR (M),...,R ( i ),—1,...,—1;k € Z}.
Sendo que este iltimo é
2mky 2k,
. 1 —1
{[R( M )7 7R( M )7 ) ) ]B
Portanto a ordem [R(2’]TV’;1 )seees R(QWJ\Z”1 ), —1,...,—1] é duas vezes a cardinalidade de B. Este

ultimo, da proposigao 2.1.1, tem cardinalidade M /2 se, e somente se, M DC(k1, ..., kn,, M/2) =

1. Logo, concluimos:

Corolario 2.1.1 O homomorfismo

ok
b:le Zay — [R(EED

é bijetor se, e somente se, MDC(ky, ..., kn,, M) =1.
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Corolario 2.1.2 O homomorfismo

21k
M

¢:lely — [R( )y R(—=20) 1,0, 1, 1™, =1, para M par,

é bijetor se, e somente se, MDC(ky, ... kp,,M/2) = 1.

Uma representacao do grupo ciclico Zj; pode se dar também partindo de uma matriz orto-
gonal A tal que AM é a matriz identidade e M é o menor inteiro satisfazendo esta propriedade.
A representagao h de Zj); de mesma ordem que A é direta, basta tomar h(1) = A. Usando
o teorema 1.3.2, descobre-se quem sao os auto espacos de A e qual é a matriz ortogonal em
formato de blocos equivalente a A. Em virtude de sua facil manipulacao e de sua direta conexao
com os subgrupos ciclicos sobre Z.j;, consideraremos as representacoes sempre nesta forma. Isto
conclui o problema da representacao matricial fiel de um grupo ciclico e de uma forma normal

para elas.

2.2 C(Cobdigos de Grupo Ciclico

Uma vez entendido o problema da representacao fiel de um grupo ciclico, estudemos as cons-
telagoes de sinais com simetrias ciclicas. Dada uma representacao matricial h de ordem N do
grupo ciclico Zy; satisfazendo h(1) = R e um vetor z¢ unitario de R, chamaremos de c6digo

de grupo ciclico o conjunto
X = {h(l)xo};\ial = {Rlxo}lj‘ial.

A proposicao 2.1.1 traz duas consequéncias importantes na construcao de um cédigo de
grupo ciclico com M pontos: os indices de rotacao k; devem ter simultaneamente maximo
divisor comum com M igual a um, o que exclui algumas representacoes; todo cédigo de grupo
ciclico ¢ completamente determinado por um elemento de Z7,, vetor cujas entradas sao os indices
de rotacao dos blocos de ordem dois da matriz geradora, a menos dos blocos de ordem 1, e um
vetor inicial. Considere o vetor composto pelos indices de rotacao dos blocos de ordem dois e os
blocos de ordem 1 de R . A este vetor daremos o nome de assinatura do cédigo de grupo ciclico
X. Em geral, as assinaturas tém a forma (ki, ..., k) ou (ki,...,k,, —1), conforme os lemas que

seguirao.
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Da definicdo proposta por Slepian, um cédigo de grupo em RY deve ser um conjunto de
geradores para o espaco. Certas assinaturas, seja qual for o vetor inicial, impedem a construcao
de um cédigo de grupo pois acabam restringindo o cédigo a um hiperplano do espaco. Os lemas

abaixo mostram que algumas assinaturas nao geram um cédigo de grupo ciclico.

Sejam R a matriz [R(ZE1), ... R(ZEm) 1,1, ~1,...,~1] e Xo € RY o vetor inicial
J [R( M ) ( M )

no ns
(z1,...,2n) € RN, Seja X = {R' X}, a 6rbita do grupo ciclico de matrizes (R) comecando

pelo ponto Xy. Denotamos a dimensao do espago vetorial gerado por X por dim(X). Valem os

seguintes lemas:

Lema 2.2.1 Se ny # 0, entdo existe uma translagio T tal que dim(T(X)) < N —ny. Além

disso, nay # 0 se, e somente se ) # 0.

Demonstracao : Observe que se x; = 0 para algum ¢ = 2n1+1,..., N, ai-ésima coordenada de
todos os pontos do cddigo serao nulas, portanto dim(X’) serd menor que N. Portanto suporemos,
a partir de agora, que x; # 0, parai=2ny +1,..., N.
Considere a translacdo 7 : RN — R dada por
T(y)=y—(0,...,0,Z20,41, - -, Tny, 0,...,0).
—— ——

2n1 ns

Como todos os pontos de X tem da (2n1+1)-ésima coordenada até a (2n;+ng)-ésima coordenada
igual a do vetor inicial, a aplicagdo T" apenas as anula. O conjunto resultante 7'(X’), portanto,

estd contido em R?™ x 0 x ... x 0 xR, conjunto cuja dimensao é N —ny. Consequentemente,
—_——

n2
dim(T'(X)) < N — na. Provemos agora que na # 0 é equivalente, no caso das drbitas de grupo

ciclicos, a constelagdo nao minimizar energia. Observe primeiro que se existir algum bloco
unidimensional alternante, a cardinalidade M do cédigo é par. Se x, é a coordenada do vetor

inicial relativa a este bloco alternante, vé-se que
M

> (=D, = xn%(l —1)=0.

=1
Portanto as coordenadas relativas aos blocos alternantes sempre se anulam quando somadas.

Quanto as coordenadas relativas aos blocos de rotagao, mesmo comportamento se dd. De fato,

se R é uma matriz de rotacdo 2 x 2 do tipo

cos(2E)  —sen(3EE)
sen(%) cos(%)
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entdo Sy = R+R?>+...+ RM~1 1 Id, onde Id é a matriz identidade 2 x 2, satisfaz RSy; = Sy.
Entao (R — Id)Sy; = 0 e a imagem do operador linear cuja matriz é Sy; estd contida no nicleo
da transformagdo R — Id. Mas, se z é tal que (R — Id)x = 0, entao = é ponto fixo da rotagao
R. Como o tnico ponto fixo de uma rotacao 2-dimensional é a origem, o nicleo de R — Id é
somente {(0,0)} e o operador cuja matriz é Sy; é o nulo. Logo Sy = 0 e, consequentemente,
as coordenadas dos pontos de X, relativas aos blocos de rotacao, se anulam quando somadas.
Portanto, concluimos que as unicas coordenadas que cooperam para que o momento de inércia
da constelagao seja nao nulo sdo aquelas relativas aos blocos unidimensionais nao alternantes.
Suas somas se anulariao se, e somente se, elas forem nulas, o que contradiz as hipdteses assumidas
no comeco da demonstracao. Assim, o problema somente se resolve quando no = 0. ]

Em vista do resultado que acabamos de demonstrar,a partir de agora consideraremos ng = 0.
Lema 2.2.2 Se ng > 1, entdo dim(X) < N —nsz + 1.

Demonstragao : Assumiremos que todas as coordenadas z;, do vetor inicial, com i =

2n1 +1,..., N sao nao nulas, do contrario a dimensao de A serda menor que N, diretamente. Se
ng#0eY =(Y7,...,Yn) € RN, é facil ver que os pontos de X moram simultaneamente nos
planos

Tony+i+1Y2n1+i — T2ny+iYon,+i+1 = 0,

onde 1 <i<ng—1ex; sao as coordenadas do vetor inicial. Equivalentemente, X" estd contido

no ntcleo da transformacio linear 7' : Y € RV — R~ definida por

T(Y) = (xon1+2Y2n1+1 — L2041 Y2142 - - 5 L2n1 403 Y2n14n3—1 — L2n14n3—1Y2n14ns)-

Veja que a matriz (a;;) de T,

0O ... 0 Ton1+2 —T2ni+1 0
0 0 T2n1+3 —TL2nq1+2 0
)
0 0 L2n1+n3—1  —L2n14nz—2 0
0 0 T2n1+ns —Z2n1+n3—1 (ng—1)x N
possui uma submatriz (n3—1) x (n3 —1), formada pelas colunas a;j,, com jo = 2n;+1,..., N —1,

com determinante igual a 2y, +42....%2n,4+n3, que € nao nulo. Portanto o posto dessa matriz é
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n3—1 e aimagem de T tem dimensao n3 — 1. Assim o ntcleo de T', onde mora X, tem dimensao
N —ng + 1. Consequentemente, dim(X) < N —ng + 1. [ ]
A partir de agora, consideraremos ng = 0 ou 1, se a dimensao do espago for par ou impar,

respectivamente. Além disso, para facilitar as demonstracoes, suporemos o vetor inicial igual a
X() = (371, 0, I3, 0, e, T2ng—1, 0) ou(a:l, 0, xr3, O, e, X200 —1, 0, 372n1+1)-

Na verdade, esta suposicao nao oferece uma grande mudanca no cédigo pois o cédigo obtido

serd isométrico ao original. De fato, se ¢; = Arctang(mj%) e
i

cos(2m — ¢) —sen(2m — @)
sen(2m — ¢)  cos(2m — @)

R(2m — ¢) =

considere a matriz ortogonal, cuja diagonal é formada pelas rotagdes 2-dimensionais acima des-
critas, R = [R(2m — ¢1),..., R(2m — ¢n,)], se N for par, e R = [R(27 — ¢1), ..., R(2T — ¢p,), 1],
se N for fmpar. Note que R(27 — ¢;)(w2i—1,22:)" = ((x3;,_, + x3;)'/2,0).
Logo,
X = R(X) = {RR'Xo}l, = {R'RXo}L, = {R'Xo}l,,

onde
XO = ((x% + x%)1/27 07 ct (x%nl—l + x%nl)l/Q’ 0)7 ou
(('T% + mg)l/Q’ 0,..., (xgnl—l + x%nl)l/Qa 0, $2n1+1).

Por R ser uma isometria euclidiana, X = R(X) e X sao codigos equivalentes.
Lema 2.2.3 Se ki = ... =k, =k, entdo dim(X) < N —2(m — 1).

Demonstragao : Denote {e;}Y | a base canonica de RY. Das observagdes feitas sobre o vetor
inicial, segue que R'Xq é
N/2

% 27kl 2kl 27k 2
Zlmgi_l(cos( i Jeai—1 + sen( i Jeai)) + '_z;rl xoi—1(cos( i )e2i—1 + sen(

k;l
7;\4 )e2i)),

mais o termo alternante (—1)'zyey, se a dimensdo for fmpar.

Assim, se Y = (Y1,...,Yy) € X e 1 <i <m — 1, valem as igualdades:

To(i41)—1Y2i-1 — T2i-1Y2(i41)-1 = 0
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To(i41)—1Y2i — T2i—1Y23i41) =0
Isto quer dizer que X estd contido no nicleo da transformacio linear 7' : RV — R2(m=1)  onde

T(y1,...,yn) €
(x3Y1 — x1Y3,23Y0 — 1Yy, ..., Zom—1Yom—14 — T2m—3Y2m—1, T2m—1Y2m—2 — T2m—3Y2m).

As 2(m — 1) primeiras colunas da matriz de T' formam uma matriz quadrada triangular superior
cuja diagonal é (3, s, 5,25, .., Tom—1,Tam—1). Supondo nao nulas as m primeiras entradas
fmpares do vetor inicial, do contrério a constelacdo nio estaria em R desde o principio, tal
submatriz tem determinante ndo nulo e a imagem de 7" tem dimensao 2(m—1). Logo, a dimensao
donicleode T é N —2(m —1) e dim(X) < N —2(m —1). [ ]

Assim, podemos concluir o seguinte teorema sobre cédigos de grupo ciclico:

Teorema 2.2.1 Seja X um cédigo de grupo ciclico rotulado por Zpy em RN com assinatura

(k1,...,km). Entao m = g, se N for par, ou m = L%J + 1, se N for impar. Neste

ultimo caso, k, = —1. Além disso, os inteiros kl,...,kLﬂJ sao positivos e distintos com
2

mdc(kl,...,kLgJ,M) =1, se N € par, ou, mdc(kl,...,kLgJ,M/Q) =1, se N € impar.
2 2

2.3 Codigos de Grupo Ciclico Equivalentes

Sob certas condicoes, codigos de grupo ciclico com assinaturas diferentes ddo o mesmo cédigo
ou cédigos equivalentes. Esta secao discute alguns destes casos.

Antes de tudo, observe que um mesmo grupo pode possuir varios geradores. Assim, duas
assinaturas podem gerar o mesmo grupo ciclico e, portanto, o mesmo grupo de matrizes. Por
isso, apresentamos a proposicao abaixo sobre geradores e automorfismos de grupos ciclicos. Esta
proposicao é um apanhado de pequenos resultados conhecidos em algebra de grupos, mas que,

até o momento, nao foi encontrada na presente forma.

Proposicao 2.3.1 Seja a € Z%, com ordem M. Um homomorfismo ¢ : (a) C Z'; — (a) € um
automorfismo de (a) se, e somente se, ¥(a) = ma para algum inteiro m co-primo com M, ie, a

ordem de m em Zy; € M.

Demonstragao : Suponha ¢ um automorfismo de (a), e tome d tal que ¥ (a) = da. Suponha

que a ordem de d, o(d), é menor que M. Note que o(d)d = 0 em Zj;. Logo, ¥ (o(d)a) =
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o(d)da = 0 e a imagem de 1 terd no maximo o(d) elementos, o que é uma contradi¢ao, uma vez
que ¥ é um automorfismo. Assim, d é co-primo com M. Reciprocamente, é claro que ¥ é um
homomorfismo de (a). Suponha que, para algum k, 1)(ka) = kma = 0. Como a ordem de a é
M, km = 0 mod M, o que implica k ser também um mutiplo de M, pois m é co-primo com M.
Assim, 1) é homomorfismo injetor em (a). [ ]

Isto implica que duas assinaturas que diferem por um inteiro m, co-primo com a ordem do
grupo, geram o mesmo grupo ciclico e, por conseguinte, o mesmo grupo de matrizes geradoras do
c6digo. Portanto os cdédigos sao iguais, se escolhidos os mesmos vetores iniciais. Esta observacao

bem como outras equivaléncias estao condensadas na proposig¢ao abaixo.

Proposigao 2.3.2 1. Se k; = mij(modM), entao os cddigos de grupo ciclico cujas assina-
turas sao (ki,...,ki,... ky) e (k1,...,m;, ..., k,) serao os mesmos se os vetores iniciais

também forem.

2. Se ki = —m;(modM), entio os cddigos de grupos ciclicos com M pontos e assinaturas

(ki,.. . kiy... k) e (k1,...,mi, ..., k) sao equivalentes para o mesmo vetor inicial.

3. Se m € co-primo com M, entdo os cddigos de grupo ciclico com assinaturas (k1,...,k,) e
m(k1, ..., k), vistas como elementos de Z%,, sio os mesmos, considerando o mesmo vetor

micial.

4. Se para duas matrizes ortogonais A e B existir uma outra matriz ortogonal Q tal que
A =QBQT, entio os cidigos gerados por A e B, juntamente com os vetores iniciais xo e

QT x, respectivamente, sio equivalentes.

Demonstragao : Se k; = m;(modM), entao 003(27](4],“) = cos(¥M) e sen(Qﬁ"') = sen (23,

Portanto, as matrizes geradoras dos cédigos sao iguais e também suas érbitas, o que conclui o
primeiro item .
Para demonstrar o segundo item, considere primeiro o caso em dimensao dois. Se ¢ = (g1, 0)

é o vetor inicial e R(%Mki) a rotacao horéria de angulo 2”Mki, temos que R(zWMki )g = R( %Z%)q =

= (cos(m](/?”), —sen(™42™)). Considere entdo R, a matriz da reflexdo

(cos( _TX/}% ), sen(%"%))

pelo eixo x, entdao R, (a,b) = (a,—b) e

27‘(’“@2‘
M

m;l2m m;l2m

PUET) = (cos("UET), sen("E2T),

mil2m

RzR( )qg = Rx(cos( ), —sen(
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onde 1 <[ < M. Logo, os dois cédigos sao equivalentes.
Para fazer o caso geral, basta fazer o processo analogo ao 2-dimensional utilizando a matriz
diagonal

[1,...,1,Ra, 1,..., 1],

de maneira que a reflexao planar R, esteja na posicao 2¢ — 1 e 2¢ e a ordem da matriz seja a
mesma que a da matriz que gera o codigo.

O terceiro caso segue das consideracoes prévias a proposicao e o quarto caso é consequéncia
direta da definicao de matrizes equivalentes. |

Matrizes que satisfazem a condicdo 3 do lema anterior sao chamadas ortogonalmente simila-
res. Dois cédigos equivalentes nao possuem necessariamente matrizes geradoras ortogonalmente
similares, os cddigos do item 2 do lema estdo entre estes.

Uma consequéncia importante do item 2, do lema anterior, é que para estudar os cédigos de
grupo ciclico com M pontos, basta considerar assinaturas (ki, ..., ky,) com k; < L%j, onde |z|

denota o maior inteiro menor que x, além das restrigoes feitas no teorema 2.3.2.

2.3.1 Os cédigos de grupo ciclico em R* com 13 pontos: um exemplo

Mostraremos, usando os resultados anteriores, que as tinicas assinaturas relevantes para cédigos
de grupo ciclico sao (1,2), (1,3) e (1,5). Note primeiro que, por 13 ser primo, todos os el-
ementos nao nulos de Zi3 sdao invertiveis. Assim, toda assinatura (a,b) é igual a a(1,a~'b),
com a invertivel. Logo, podemos trocar (a,b) por (1,a~1'b) pois os cédigos gerados serdo iguais.
Portanto, nos restringimos as assinaturas (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (1,9),
(1,10), (1,11) e (1,12).

Mas 2 = —11 mod 13, 3 = —10 mod 13, 4 = —9 mod 13, 5 = —8 mod 13 e 6 = —7 mod 13.
Logo, retirando as assinaturas que dao cédigos isométricos, nos restam (1, 2), (1,3), (1,4), (1,5)
e (1,6).

Entretanto, 2(1,6) = (2,12) e (2,12) é isométrico a (2,1) que, por sua vez, é isométrico a
(1,2). Da mesma maneira, 3(1,4) = (3,12) é isométrico a (3,1) e (1, 3), restando, portanto, as
assinaturas (1,2), (1,3) e (1,5).

Calculos computacionais mostram que tais assinaturas e seus vetores iniciais étimos sao

(1,2) e (+/0.1460,0,/0.8540,0);
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(1,3) e (+/0.3815,0,/0.6185,0);
(1,5) e (+/0.5,0,v/0.5,0);

Suas distancias minimas 6timas sao 0.878173, 1.0841 e 1.14516, respectivamente. Portanto, o

melhor cédigo ciclico em dimensao 4 com 13 pontos é aquele com assinatura (1,5) e vetor inicial

(+/0.5,0,v0.5,0).
Retornaremos a esta questao, discutindo também alguns algoritmos que procuram o vetor
inicial é6timo para outras quantidades de pontos, no 1ltimo capitulo.

2.4 Os cdédigos Simplex e Biortogonal

Duas classes de codigos geradas por matrizes ciclicas sao amplamente conhecidas: os cédigos
simplex e biortogonal. Esses cédigos possuem matrizes geradoras bastante simples e distancia

minima 6tima. Mostraremos este ultimo fato e apresentaremos as suas assinaturas, como

O &2

Figura 2.1: Os cédigos simplex e biortogonal em dimenso dois e trés.

aplicacao da secao anterior.

2.4.1 O Cébdigo Simplex

Considere S,, o conjunto dos pontos (1,...,1,—n) em R"*! e seus deslocamentos ciclicos, ou

melhor, a érbita de (1,...,1, —n) pelo grupo gerado pela matriz
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1d,
0
onde Id, é a matriz identidade n xn. Chamaremos S,, de cddigo simplex. Da sua definigao segue
que, se £ = (z1,...,2n41) € {RY(1,...,1,—n) ?;11, entdao z1+...+Tpp1 =0e 22 +.. .—I—m%H =
n+n?. Logo, S, é um cédigo esférico que mora em um hiperplano de R"*!, portanto em R™. E

de facil demonstracao que S, é um conjunto de geradores para IR”, assim o simplex é um codigo

(1+n)2 _ 2(1+n)
n2+n n

com M =n+1 pontos em R" com distancia minima ao quadrado 2 . O limitante

de Rankin, teorema 1.6.5, assegura que, na esfera S~ ! em R™, o méaximo que se consegue com

A . 2(1 . ‘1 . .
distancia minima ao quadrado 2041 ¢ colocar n + 1 pontos. Portanto, o cédigo simplex é o

n
melhor cédigo esférico em R™ com n + 1 pontos e distdncia minima ao quadrado @
A assinatura do codigo Simplex
Seja det(S — Aldy+1) o polinémio caracteristico de S. Usando o método de Laplace, vé-se

que det(S — Ml dy4+1) é igual a

- 0 1 A 0
1 - 49 +1/yn+1
- + (-1 = (=" (A" —1).
. ‘. . )\
0 1 =X 0 1
Assim, os auto-valores de S s@o as (n + 1)-raizes da unidade, ie, \; = cos(%) + isen(%),
onde kK =0,...,n. Da demonstracao do teorema 1.3.2, S é equivalente a uma matriz ortogonal

diagonal R. Observe que Ay = 1 indica a existéncia de um bloco unidimensional em R nao alter-
nante. Ainda, se n é impar, A ni1 = —1 indica um outro bloco unidimensional, mas alternante.
Note ainda que, para a construcao de R, é preciso considerar apenas a primeira metade dos
auto-valores, uma vez que os outros sao conjugados e devem gerar blocos de rotacao similares.
Entao temos os blocos R(A1),..., R(Az —1), R(Az) e 1, se n é par, ou R(A1),.. "R()\L%J)’ -1
e 1, se n é impar, onde R(\) é a rotacao horaria de angulo .

Para obter qual é o novo vetor inicial, devemos construir a matriz de mudanca de base

formada pelos auto-vetores de S. O auto-vetor X}, associado a A, é definido pela expressao
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SXi = M Xg. Se X = (XL, ... ,X,?H), essa expressao fica

[ Xpt = X}
Xp = NXP
Xpo o= Xt
Assim X = N X1 =N X2 = = Tt e

X = X O A A D).

Assumindo que |Xi| = 1, temos \X,?+1| = \/ﬁ Logo X = \/%H()\Z,)\Zfl,...,)\k,l). Se R

é a matriz de blocos equivalente a S, entdo @, cujas colunas sao as partes real e imagindria

dos auto-vetores intercaladas, satisfaz S = QRQ”. Assim, se n é par, o novo vetor inicial
T T 4

Q' (1,...,1,—n)" é

n

\/%(Z Re(M]) — nRe(\*1), 3" Im(\) — nIm(\r+), ..
j=1

j=1
Y Re()\iﬂ) —nRe(\p1),> Im()\zl/Q) —nIm(ALT),Y "1 —n).
j=1 j=1 j=1
Como Re(AP™) +iIm(\f ™) =1e )\, = TN = cos(sj_kl) + isen(%),
n+1 n+1 n+1 n+1
ZAJ = "[Re(N,) +ilm(\])] ZR@ (X]) —HZIm (X)) =0,
7j=1
segue que > %, Re()\i,) —1=0e Y% Im(\ ') = 0. Portanto, QT(1,...,1,—n)T = —(n +

1)Y/2(1,0,1,0,...,1,0,0).

Se n é fmpar, o auto-vetor correspondente ao auto-valor —1 é (—1 ., —1,1) € R*L
Assim, a entrada do vetor inicial corresponde a multiplicacdo da (L%J + 1) ésima linha de Q7
com (1,...,1,—n) d4 (—1 —n) dividido por (14 n)'/2, ou seja, —(1 4+ n)'/2, 0 mesmo valor que
no caso par.

Note que a ultima coordenada do vetor inicial, correspondente ao bloco unidimensional nao

alternante, é nula. Entao, apds alterar o tamanho do vetor inicial para tornéd-lo unitario, obtemos

uma nova representacao da familia Simplex, conforme teorema abaixo.
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Teorema 2.4.1 Considere X o codigo de grupo ciclico com n+1 pontos em R™ com assinatura
(1,2,...,5) e vetor inicial \/%(1,0, 1,0,...,1,0), se n for par, e (1,2,..., L%J ,—1) e vetor

inicial %H(I,O, 1,0,...,1,0,1), se n for impar. Entio X € o cddigo Simplex em R™.

2.4.2 O Cébdigo Biortogonal

Considere B,, o conjunto formado por (0,...,0,+1) e seus deslocamentos ciclicos em R™. E fécil
ver que B, é a érbita de (1,0,...,0) pelo grupo gerado pela matriz
0 e 0 —1
0
B = ,
Idnfl
0

onde Id,_1 é a matriz identidade (n — 1) x (n — 1). Chamaremos esse conjunto com 2n pontos
de cddigo biortogonal. Note que hi duas distancias ao quadrado d? possiveis entre os pontos
de B,: 2 =(1,0,...,0) — (0,...,0,1)|? e 4 = |(1,0,...,0) — (—=1,0,...,0)]2. Assim B, é um
cédigo em R™ com 2n pontos e distancia minima ao quadrado 2. Portanto, o cédigo biortogonal
satisfaz o limitante de Rankin, teorema 1.6.5, o que o faz um cddigo 6timo.

A assinatura do cédigo Biortogonal

Seja det(B — AId,,) o polindémio caracteristico de B. Usando o método de Laplace, vé-se que

det(B — \Id,,) é igual a

-2 0 1 A 0
1 n+1 nyn 2
SV (1L (- I AL U )
.. . A
0 1 =X 0 1
Assim, os auto-valores de R sao A\, = cos(@) + isen(@), onde k =0,...,n— 1.

O tnico auto-valor real A\ aparece para k = ”T_l, quando n é impar. Analogamente ao caso do

cédigo simplex, os auto-vetores associados aos auto-valores \p sdo X = ﬁ()\zfl, cey Ay 1), O
novo vetor inicial, relativo & matriz de blocos, ¢ Q7 (1,0,...,0), onde Q7 é a matriz cujas linhas

sao formadas pelas partes real e imagindria dos auto-vetores X alternadamente. Portanto, para
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n par,
1 n— n— n— n—
Q*(1,0,...,0) = %(Re()\o D ImOAGT, - Re(N ) Re(AL75 ).
Como A}~ = —cos(kah) + isen((zk:””),
1 -1 -1
QT(I,O,...,O) = —(—cosz,senﬁ,...,—cos(n )W,sen(n )W)
Vn n n n n
Este vetor pode ser mudado, via uma isometria, para ﬁ(l, 0,1,0,...,1,0). Como a nova
matriz geradora é a matriz de blocos
s 3 (n—1m 27 273 (n—1)27
R=|R(-),R(—),...,R(——)| =[R(=—),R(—), ..., R(—————
RC)LR(D), o RO = [RED), R(GS), o R )
temos que a assinatura do biortogonal em dimensao par é (1,3,5,...,n —1).

Se a dimensao é fmpar, temos mais um auto valor A»—1 real e igual a —1 cujo auto-vetor
2
associado é ﬁ(l, -1,1,—-1,...,1,—1,1). Entao a ultima coordenada do vetor inicial e & ultima
. 1 . .
coordenada da assinatura deve ser acrescentado N —1, respectivamente. O teorema a seguir

resume todos estes fatos.

Teorema 2.4.2 Seja X o cddigo de grupo ciclico com 2n pontos em R™ com assinatura

2
(1,3,5,...,n—1) e vetor inicial \/j(l, 0,1,0,...,1,0), paran par, ou, assinatura
n

2
(1,3,5,...,n—1,—1) e vetor inicial 4 | ?(1,0, 1,0,...,1,0,1), para n impar.
n

Entao X € o codigo Biortogonal em R"™.

Observagao 2.4.1 Ingermasson, em um resultado similar de [22], mostrou que, partindo de
um grupo de matrizes desta forma, o vetor inicial ﬁ(l, 1,...,1) minimiza a probabilidade de
erro da constelacdo e origina também os codigos simplex e biortogonal. Aqui, o caminho foi
inverso: partimos dos codigos para obter as representacdes, via isometrias do espaco.

Uma outra diferenca é que, apesar de [22] utilizar também da classificagdo dos operadores
ortogonais feita em [19], as relagdes descritas em [22] entre os cddigos de grupo ciclico e o grupo
de indices de rotagcao nao desembocam na geometria dos toros que nés apresentamos no proximo
capitulo, nem pretendem saber se estes codigos sao planares ou nao. Ingemarsson faz um estudo

da dimensdo destes codigos e sua probabilidade de erro.
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Caodigos de grupo ciclico podem ser vistos como grafos circulantes mergulhados em toros
planos. O conjunto de vértices, neste caso, € formado pelo grupo ciclico gerado pela assinatura

em (Zy)". Esta conexdo aparece no artigo [38], trabalho que o autor desta tese contribuiu.



Capitulo 3

Limitantes para Cdédigos de Grupo

Comutativo

Neste capitulo é apresentada uma caracterizagao para o local geométrico dos cédigos de grupo
ciclico. Em dimensao par, os cédigos de grupo ciclico estao contidos em nds que se enrolam em
toros planos e, em dimensao impar, em anti-primas cujas bases sao toros planos. Este resultado
vale também para cédigos de grupo comutativo. Tais interpretacoes permitiram desenvolver um
limitante superior para a quantidade de pontos de um cédigo de grupo comutativo, em termos
de suas distancias minimas. Os resultados sobre limitantes aqui apresentados foram publicados
parcialmente em [37]. Aplicacoes da geometria dos toros planos a codificagao continua e discreta

podem ser encontrados nos artigos [50, 11], de autoria de Costa e outros.

3.1 Variedades Euclidianas e suas Isometrias

Uma variedade diferenciavel (C*°) é um subconjunto S de R"™ tal que para todo p € S existe
uma vizinhanca V' de p em R"™ e uma aplicagdo F : U — V NS de um aberto U C R™ sobre

V' NS C R™ de tal maneira que

1. a aplicagao F é diferenciavel, isto é, tem todas as derivadas parciais continuas de todas as

ordens em U;

2. F também é um homeomorfismo entre U e V N S

o7
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3. O operador linear dF, : R™ — R", cuja matriz é a matriz jacobiana de F em ¢, é injetor

para todo ¢ em U.

A aplicagao F, descrita acima, é chamada de carta ou parametrizacao local da variedade S.
Se I’ ¢ uma parametrizagao local para uma variedade S, a imagem da aplicacao linear dF, ¢é
chamada de espago tangente a S em F'(p) e denotada T, S. O espago tangente T, S pode ser
visto como o conjunto dos vetores tangentes as curvas diferencidveis contidas em S que passam
por F(p). A dimensao de uma variedade é definida como a dimensao de seu espago tangente.

Sejam duas variedades diferencidveis parametrizadas S; e So. Uma aplicacao ¢ : U C 51 —
S9 é um difeomorfismo local em p € U se existir uma vizinhanga V' C U de p de tal maneira que
¢ restrita a V' é um difeomorfismo sobre ¢(V') C So. A interpretacao do espaco tangente como
o conjunto dos vetores tangentes permite definir o diferencial d¢, : 7,51 — 1,52 da aplicagao
¢, onde ¢ = ¢(p). Se v € T,S1, existe f: I C R — S; C R™ com [(tg) = p e vetor tangente
B (to) = v. Entdo po B : 1 C R — Sy C R" é uma curva em Sy que passa por ¢. Definimos
entdo doy,(v) = 928 (t).

E possivel demonstrar que esta aplicacdo é linear e nao depende da curva § tomada. Assim
podemos definir isometrias entre variedades. Um difeomorfismo ¢ : 57 — S5 é uma isometria

se, para todo p € S e wy,ws € T),51, temos

(w1, w2)p = (dop(w1), ddp(w2))g(p), (3.1)

onde (,)p € (, >¢(p) sao os produtos internos euclidianos restritos a 7,51 e Ty(,)S2, respectiva-
mente. Duas variedades S e S5 s@o localmente isométricas se para todo ponto p € Sy existir
uma vizinhanga V3 C S; de p, onde uma isometria ¢, : Vi C S; — ¢,(V1) C S2 pode ser
estabelecida. Neste caso, ¢, é chamada isometria local . Tal propriedade deve também valer
para todo ponto de Ss.

Todas propriedades que dependem do produto interno, tais como area de regides, compri-

mentos de curvas e a curvatura Gaussiana, sao preservadas entre variedades isométricas.

3.2 Os Toros Planos

O toro plano 15, ... s, pode ser definido como o seguinte subconjunto da esfera g2m—1.

m
T5 = T(§1,...,5m) = {(‘Tlvaa v ,.'IZ'Qm) € ]R2m7612 = x%ifl + x%l € 257,2 - 1}
i
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A cada 6 = (81,...,0,) € S™ ! associamos um toro de maneira que U Ts = S*™ 1 ou
desm—1
seja, o conjunto {Ts}scgm—1 é uma folheacdo de S?™~1. Seja ¢ : R™ — R?™ definida por

Y(y) = ((51608(?—1),5186%(?—1), .. .,5mcos(g—:),5msen(g—:)), (3.2)

onde y = (Y1,...,Ym) € 2(53 =1

=1
A aplicacao 1 é claramente diferencidvel, tem imagem igual ao toro Ty e

g;fi = dipy(e;) = —sen(g—i)egi,l + cos(g—j)egi

satisfaz a condigao 3.1, ie, (diy(e;), dipy(ej)) = (g—i, g—fj) = (e, e;). Portanto ¢ é uma parame-
trizagdo para Ty e uma isometria local entre R™ e o toro Tj.
A parametrizagdo ¥ induz uma relacao de equivaléncia em R™ cujas classes formam um

conjunto chamado toro plano abstrato.

|

Figura 3.1: A construgdo do Toro Plano

Dizemos que x e y em R™ s@o equivalentes se 1(z) = ¢ (y). Um conjunto de representantes
para essa relagdo é o paralelepipedo II%,[0,279;). Este conjunto de representantes pode ser
visto como um espaco quociente onde os lados paralelos do paralelepipedo sao identificados.

O espaco quociente é definido do seguinte modo: Seja A o reticulado gerado pelos vetores
u; = 2md;e;, onde {e;} é a base candnica do R™. Dizemos que x = (21, ...,Zp) ey = (Y1,-.-,Ym)
sao equivalentes se x; = y; mod 276;, ou seja, x — y € A. Neste caso, denotamos © = y mod A e
0 espacgo quociente %.

A nocado de aberto nestes conjuntos quocientes é oriunda da métrica usual de IR™, con-

siderando as devidas identificagoes feitas pelo quociente. Ou seja, um aberto de % é dado
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Figura 3.2: A topologia da identificacio em um toro plano.

pela imagem de um aberto de R™ pela aplicagao projecao Il : x € R™ — T € %, onde T é a
classe de equivaléncia de z. Esta topologia (conjunto de abertos do toro) é chamada topologia
da identificacao.

Como a imagem de ¢ é T(5, . 5,.) € ¥ estd bem definida no quociente %, ou seja, Y (x) = 1 (y)
se, e somente se, r = y mod A, o quociente % ¢ identificado com o dominio da aplicagao v e,
por conseguinte, % com Tj.

O teorema Egregium de Gauss diz que a curvatura Gaussiana de uma superficie é preservada
por isometrias locais. Como a curvatura Gaussiana de R™ ¢é nula, segue que os toros Ty tem
curvatura Gaussiana nula. O nome “toro plano” reflete, portanto, duas propriedades de Tj: a
identificacio dos lados do quadrado, sugerindo a forma do toro contido em R?, e a curvatura
nula, tal como o plano euclidiano.

Uma outra propriedade satisfeita pelos toros planos é a homogeneidade. Dizemos que uma
variedade M € homogénea se para qualquer par de pontos p e ¢ em M existir uma isometria de
M que leva p em q.

Construir uma isometria entre dois pontos de um toro plano é equivalente a construir uma
translagdo entre a pré-imagem destes pontos no cubo localmente isométrico ao toro. De fato,
se ¢ : 1112, [0,2m0;) — Ts é a isometria local (3.2) e p e ¢, pontos de Ty, considere a translagao
T que leva p = ¢~ 1(p) a ¢ = ¥ ~1(q), ambos em I1/",[0,27d;). Tal translagio é definida por

T(y)=y+q—p,ondeqg=(q1,---,qm) €p = (P1,---,Pm)-
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0

Figura 3.3: Construcio de uma isometria entre dois pontos do toro plano.

Yi + QZ: — P Jeas) =

Entao ¢ o T(y) = Z 5i(cos(w)egi_1 + sen( 5

1)
i=1 v

R(&lcos(gg—i), 518671(?—1), ce émcos(gg—m), 5msen(gg—m)),

1 m m
onde R é a matriz ortogonal cujos blocos sao as rotacoes 2-dimensionais de angulo qz’%’”. Logo
Yo7 (y) = Ry(y), de onde segue que ¢ = ¥(q) = 1 o T'(p) = Ry (p) = Rp. Note que R é uma

isometria euclidiana que preserva Ts. Assim, podemos concluir a seguinte proposicao:
Proposicao 3.2.1 Os toros planos Ts sao superficies homogéneas. Além disso, se
¥ I [0,276;) — T
é a isometria (3.2) e a € II}2[0,276;) , vale a igualdade
l(x +a) = (a)]] = [[¢(x) = L(0)]].

Um referéncia com maiores detalhes sobre curvatura e isometrias entre variedades é o livro

[10].

3.3 Cbdigos de Grupo Comutativo e Toros Planos

Considere o cédigo de grupo ciclico com M pontos, vetor inicial (x1,0,x3,0,...,29,-1,0) e
assinatura (ki, ..., kp). As palavras deste c6digo sao, para 1 <1< M — 1,

2wkl
M

2wkl
M

2wkl
M

2wkl

P(l) = (z1cos( i )

), x1sen( )y ey Tam—1€08( ), Tam—15en(

Se 1) é a isometria local (3.2) entre R™ e T5, ¢(y) = P(l) se

v 2wl

woi ki M’

0i = Toi—1 €
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: m. Y1 _ — Y A 3 3 5 A
O conjunto {(y1,...,ym) € R Sk T T m} € uma reta cuja parametrizacao €

r: R — R™ onde r(t) = (x1k1, z3ks, ..., Tom—1kn)t. Entao

{PO}L, c T = {e(r(t);t € R}

Geometricamente, I' é uma curva fechada sobre Ty chamada né. Identificando os lados do cubo
IT;" [0, 276;) perpendiculares ao lado correspondente & coordenada y;, obtemos um cilindro onde
I" se enrola k; vezes, conforme mostra a figura 3.4. A constelagao ciclica é formada pelos pontos

donéondet:%,paralzl,...,M—l.

&

Figura 3.4: Um né no toro plano.

Mais ainda, ladrilhando o cubo II} [0, 276;) com cépias do paralelepipedo |0, 2’;\;1] X ... X

[0, ij/}"*l], obtemos uma malha retangular, deformada a partir de % pela homotetia de R™

H(yi, ..., ym) = 27(21y1, T3Y2, - - -, T2m—1Ym)-

A intersecgao da reta, que gera o nd, com os vértices da malha da a pré-imagem da constelagao
pela isometria.

Assim, concluimos: O vetor inicial indica a deformacao desejada da malha quadrada. Em
outras palavras, implica na escolha de um toro plano. Enquanto que a assinatura indica qual o
né onde mora a constelacdo, por conseguinte quantas vezes o né se enrolara no toro. A diferenca
entre um codigo ciclico e um comutativo em dimensao par nao é grande quando os vemos sobre
um toro. O teorema 1.3.2 diz que todo grupo de matrizes comutativo pode ser visto, a menos de
uma similaridade ortogonal, como um conjunto de matrizes de rotacao. Uma vez fixado o vetor
inicial, tanto o cdédigo comutativo, quanto o ciclico deve morar no mesmo toro plano da esfera.
A diferenca é que no ciclico as palavras moram em apenas um né que se enrola no toro, o que

nao acontece com o comutativo. Estes tera tantos ndés quantos forem seus subgrupos ciclicos.
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Para colocar um vetor inicial qualquer no formato (z1,0,x3,0,...,Z2m,-1,0) tal qual assu-
mimos no comeco da secdio, aplicamos & constelacdo uma rotacao de R?™ que preserva o peso
dos pares formados pelas coordenadas 27 — 1 e 27, com 1 < ¢ < m e, portanto, deixam os toros

invariantes. Assim, de maneira concisa, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 Todo cddigo comutativo, com vetor inicial (x1, T2, ..., T2am—1,T2m), MOTG NO
2 _ .2 2 . P L,
toro T(s,, . 5, onde 0; = x5, 1 + x5, Em particular, se o cddigo de grupo for ciclico com

assinatura (ki, ..., kn), ele mora sobre o né T' = {1(r(t));t € R} C Ty, onde
r(t) = (w1k1, xsks, . .., Tom—1km)t

e € a isometria (3.2).

3.4 Os Anti-prismas

Uma glisso-reflexdo no plano é a composicao de uma translacao 7" ao longo de uma reta m
com uma reflexao R por m. Aplicando sucessivamente RT em um ponto do plano, obtém-se um
poligono chamado zigzag regular. O mesmo procedimento na esfera é produzido pela composigcao
de uma rotacao em torno de uma reta m e uma reflexdo por um plano ortogonal a m. O poligono
obtido é um zigzag esférico que mora alternadamente em dois circulos de mesmo raio e paralelos

ao plano tomado.

Figura 3.5: Orbitas de uma glisso reflexao planar e esférica

Se a rotacao for de angulo df, com d e p co-primos, o poliedro obtido possui 2p vértices,
divididos igualmente em dois meridianos de mesmo raio formando um poligono regular com p

vértices. Isto segue diretamente do corolario 2.1.2. Cada um desses poligonos pode ser obtido a
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partir do outro pela glisso-reflexdao que os definiram, o que faz com que o poliedro seja um prisma
com uma das base rotacionadas. Por esta razao, esses poliedros sao chamados anti-prismas. Por
serem constituidos por duas copias de um mesmo poligono, os anti-prismas sempre tem um

numero par de vértices (veja fig3.6).

Figura 3.6: O anti-prisma de oito pontos

Cédigos de grupo ciclico em dimensao impar também sao anti-prismas. De fato, a matriz

geradora é sempre da forma
[R(kl)v R(kQ)a tet aR(kq)a _1] = [R(kl)v R(k2)7 SRR R(kq>a 1][17 N _1]7

que claramente é o produto de uma rotacao em R?¢*! em torno do eixo gerado por €2¢+1 € uma
reflexao pelo hiperplano normal a ez, 1. Se a dimensao onde o cédigo mora for 2v + 1, as bases

do anti-prisma moram em toros planos em dimensao 2v.

Teorema 3.4.1 Em dimensao impar 2m + 1, todo cdédigo ciclico com M pontos, assinatura
(k1,...,km,—1) e vetor inicial Xg = (x1,T2,...,Tam+1) €, a menos de uma homotetia e uma
translacdo, formado por duas cépias do cédigo ciclico em R?™ com M/2 pontos, assinatura

(k1,...,km) e vetor inicial W(l‘l, ey X))

Demonstracao : Se R é matriz ortogonal de blocos [R( Qﬁl ),y R( 27}’}’“) —1], entao o cédigo
M2

ciclico com assinatura (ki,...,km,—1) e vetor inicial Xo é X = {R'Xo}Y, = {R*Xo},2]
{R?H1X, }M/2 ' Mas

.Y M/2 27kl 21kl M/2
= {R7Xo},24" = {[R( M/Q)""’ ( M2 ), 1 Xo}, 2
2mkil 2wk 2rky,l 2wk, M/2 _

_ {RQH—IX }M/2 I _ = {[R(

M2 T M b (M/Q M ), X0k
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2kl 2wk 2wkl 27k, M/2
. —1]X .
{[R( M/2) ( M )) ) (M/2 )R( M )7 ] 0}1:1
Logo Xy = [R(%),...,R(zﬁl),—l]Xl. Ou seja, X} e Xy sao cédigos isométricos que

formam X. Mais ainda, eles moram em R?*™ numa esfera de raio (212211 )2 < 1.

Colocamos X na esfera S?"~! através da composicio da translacio 7' : R?™+1 — R2m+1

T(y) =y —(0,...,0,29,41), € a homotetia H : R*™ — R?™ H(y) = W Em S§2m~1 a

nova constelagdo HoT' (X)) é a constelagao ciclica cuja assinatura e o vetor inicial sao (ki, ..., kp)
1 .

e W(m, ..., Tpy), respectivamente. |

3.5 Um Limitante da Uniao para Toros Planos

Para cada parametro 6 = (d1,...,0m), pode-se calcular a drea A(d) do toro Ts. Como todo
cédigo de grupo comutativo com vetor de pesos § mora em Ty , A(J) certamente traz restrigoes
sobre a distancia minima deste cédigo. O objetivo desta secao é construir um limitante que
expresse tal restricao. Ele sera feito nos moldes do limitante da unido, apresentado no primeiro

capitulo. Primeiro mostraremos que o toro de maior drea é aquele com pesos iguais.

Proposicao 3.5.1 O toro T, s, , de maior drea na esfera S?m=1 tem indices satisfazendo

a igualdade 61 = ... = dopp—1 = ﬁ e drea igual a (%)m

Demonstragao : Dado que v, tal como em (3.2), é uma isometria local entre o para-
lelepipedo II1%,[0,27d;) e Ts, segue que a drea desses objetos é a mesma. Ou seja, A(d) =
(2m)™ L2 1 0.

Para maximizar A(§) restrita a G(J) = |§]? — 1 = 0, usaremos o método multiplicadores de
Lagrange. Note que .

VA=(2m)™Y (61...0;...0m)ei,

=1

onde (5Aj denota a auséncia de ¢; no produto 91 ...9,, e
VG =2(01,...,0m).

Assim, o problema se resume a encontrar as solucoes do sistema

(2m)™(81...0;...0m) =A28; 1<j<m
62 =1 '
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Multiplicando a primeira equacao por ¢;, obtemos que todos os pesos devem ser iguais.

Usando este fato na segunda equacao, segue que

moé; = Zm:cs% = i(sf =1.
=1 =1

Logo, §; = ﬁ Portanto a maior area que um toro plano Ty pode ter é A(\/Lﬁ, cee Lm) =
(Z2)m. .

3.5.1 Empacotamentos de chapéus esféricos em Tj

Considere um codigo em Ts com M pontos e distancia minima p. Isto equivale a um empacota-
mento de M chapéus esféricos sobre Ty de maneira que seus centros distem entre si no minimo
p. Como a area ocupada por estes chapéus é no maximo a area do préprio toro Ty, o nimero
de chapéus também ¢ limitado. Vamos dar uma estimativa para a area destes chapéus e depois
apresentar um limitante para M, supondo que a distancia minima p é fixa.

Um chapéu esférico sobre o toro Ty centrado em zg e de raio p é definido por
BT (zg, p) = {x € Ts; (wo — x, 20 — )/ < p}.

Como a area de BTé(zg,p) é a mesma que a de S, = ¢~ 1(B5(xg, p)), procuramos uma
estimativa para esta ultima. A figura 3.7 mostra S, para diferentes valores de p. Segundo a
proposicao 3.2.1, os toros planos sao homogéneos, portanto a drea de .S, independe do ponto
central xy escolhido, depende apenas de p e do peso d da isometria. Assim, o problema se

restringe a obter uma estimativa da area do conjunto
S, ={y € R™; D(y) < p*}, onde D(y) = [[:(y) — ¥(0)||* = 42525%

Em [50], Vaishampayan e Costa, mostraram que, para pesos iguais, o bordo de S, é limi-

tado por duas esferas centradas na origem de R"™ com raios j—arcsen(p \/_) e 2arcsen(%). A

proposicao a seguir generaliza este resultado para toros com qualquer peso.

Proposigao 3.5.2 O mdzimo e o minimo de G(uy,...,um) = Y ivqu? restrita ao bordo de

Sk, ou seja, ao conjunto {u € R™ ; D(u) = p*}, onde D(u) = 45" 62sen? (25), sdo

i=1"1

4p arcsenz(%) e darcsen®(5), respectivamente, onde pu € o menor dos pesos §;.
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7
\

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 3.7: Imagem inversa de um chapéu esférico em um toro plano em dimensio 4 com pesos diferentes.

Demonstragao : Observe que o bordo do conjunto S, ¢ um compacto, portanto a funcao
G restrita a ele assume maximo e minimo. Usando o método dos multiplicadores de Lagrange,

vé-se que estes pontos u devem satisfazer o sistema de equagoes

2

VD(u) = AVG(u) =2 u e D(u)=p-.

~—

| e

Como g—g(u) = 44;sen (2“—[;2) cos (2 : ) = 20;sen (), o sistema fica

k3

=2

5 Ui S 2,020 Wiy _ 2
)\ul—ézsen(éi) e 4;(518672 (25i) P

Se I é o conjunto de indices i tais que u; # 0, segue que os quocientes

w
sen()
u

0;

. Uq
,parazele—ﬂgd—gw,
i

n(z)

~ o . se
sao todos iguais. Mas — c

¢ fungao par e injetora em [0, 7], logo 3 = - para todoielem I.
Estamos supondo u; positivo pois as fungdes D e G sao pares, o que acontece para u; positivo
se repete para u; negativo. Entao, da segunda equacao, para qualquer [ € I, segue que

U
4 Z (52-25677,2(2—51) = p2
iel
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Portanto, u que minimiza e maximiza G deve ter as coordenadas nao nulas iguais a

u; = 20;arcsen ___ P .
2(X e 091/

Logo, a distancia méxima e minima de G quando restrita ao bordo de S, deve ser
425? [arcsen2 <—2(Z p(s?)l/?)} )
icl iel v
para algum conjunto de indices I.
Para que a prova se complete, usaremos o fato (com prova posterior) de que a fungao f(z) =
4z [arcsen2 (ﬁ)] é decrescente em [(£)?,1]. Tal fato implica que o minimo de G se d4 quando

todas coordenadas de u sdo nao nulas e o0 méaximo na coordenada cujo respectivo peso d; é o

menor possivel. Isto conclui o lema. |

Observacgao 3.5.1 A funcdo f ndo € definida para x < (5)1/2. Isto quer dizer que para obter
codigos de grupo comutativo com distancia minima p, o menor dos pesos deve Ser Maior que
(5)1/2. Tal restricdao, na verdade, € geométrica. O menor dos pesos indica o maior diametro do
conjunto S, e este nio deve exceder o diametro do paralelepipedo II7~[0,275;). Note ainda que,

como p € sempre menor que dois, o intervalo de definicdo de f € ndo vazio.
Lema 3.5.1 A funcdo f(z) = 4x [arcsenQ (23%/2” ¢ decrescente em [(%)27 1].

Demonstracao : E equivalente demonstrar que a derivada de f é negativa, ou seja,

&
2\/5} I N

< 0.

f(z) = ArcSin [ + ArcSin [

od

Como ArcSin [ﬁ} é positiva para x € [(5)2, 1], olhemos para a fungao

—k , k
B(I) = m + ATCSZ’I’L [ﬁ}

k3

A derivada de B é , portanto positiva. Portanto B é crescente e assume seu
2

méximo em 1. Mas g(k) = B(1) = ( 7kk2 + ArcSin [%D é negativo para todo k em [0,2). De

\4—
fato, g(0) =0 e % = —ﬁ ¢é negativa. Sendo 0 o seu maior valor, o maximo de B é 0.
Pelo fato de ser crescente, B é negativa em [(£)2,1]. |

Decorre direto da proposicao anterior o seguinte corolario:
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Corolario 3.5.1 A drea do conjunto S, é no mdzimo V,(2 p Arcsen(ﬁ))m e no minimo

V(2 Aresen(£))™, onde Vi, € o volume da esfera S™1 C R™ de raio 1 e i é o menor dos

pesos ;.

Tendo feito estas estimativas sobre a drea de um chapéu esférico, voltemos ao problema de

empacotamento de chapéus esféricos em Tj.

Teorema 3.5.1 Todo empacotamento de M chapéus esféricos B15(xzy, p) no toro Ts satisfaz

UB L(z;), 2 arcsin(p/2)) Uw BT5 (z1,p)),
onde B(vy~1(x;),2arcsin(p/2)) = {x € R™; |z — 1 (x;)] < 2arcsin(p/2)}.

Demonstracgao : O chapéu esférico B3 (1(0), p), segundo a proposicio anterior, quando
trazido pela isometria v~! para o paralelepipedo I/, [0, 276;) contém a bola centrada na origem
de raio 2 arcsin(p/2). Por homogenenidade, B(¢)~!(x;), 2 arcsin(p/2)) C w_l(BlT‘S (x1,p)), 0 que
conclui a prova. [}

Todo cédigo {z;}12, com distancia minima p em Ty é um empacotamento de M chapéus
BT5 (1), p/2), implicando na unido disjunta de conjuntos UM, o~ (BT5 (2, p/2)) em TI7, [0, 2706;),
pois 1 é uma bijecao. Portanto a unido UL, B(v~1(x;), 2 arcsin(p/2)) é disjunta. Consequente-
mente, reduzimos o problema de empacotamento em T° para um problema de empacotamento
de M bolas no paralelepipedo I1[0,276;]. Como no paralelepipedo ¢! ({z;}},) é um sub-
conjunto de um subgrupo discreto de R™, ou seja, estd contido em um reticulado de R™, este

empacotamento deve satisfazer A,,, a densidade méxima de empacotamento de um reticulado

AV

2, onde Vi, é o volume da
m

em R™. Mais ainda, nos limitantes aparece o quociente A,, =
esfera de raio 1 em RR™. Este quociente é conhecido como a méxima densidade de centro de
um reticulado em R™. Os teoremas abaixo expressam este fato em termos da area deste novo

empacotamento.

Teorema 3.5.2 Limitante para codigos de grupo comutativo em dimensdo par.
Todo cédigo de grupo comutativo em R*™ com M pontos, distancia minima p e vetor inicial

(uy,ug, ..., usy) satisfaz

M < ”m\/Hﬁl(UgFl + u%x)Am

- (arcsin §)™ ’
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onde A,, ¢ a mdzima densidade de centro de um empacotamento de esferas em um reticulado

contido em R™.

Como o toro de drea méxima é aquele cujos pesos sao iguais, temos

1
2 2
\/H?Q(U%A +uz;) < YR
Logo, obtemos um limitante que independe da escolha do toro.

Teorema 3.5.3 Limitante para codigos de grupo comutativo em dimensao par. Todo codigo de
grupo comutativo em R*™ com M pontos, distancia minima p e vetor inicial (uy,us, ..., Usm)

satisfaz
T Ao,

M <
~ (arcsin §)mmm/2’

onde Ay, € a mdxima densidade de centro de um empacotamento de esferas em um reticulado

contido em R™.

3.6 Limitantes para Cédigos de Grupo Comutativo em Dimensao
Impar
Do que foi feito no teorema 3.4.1 e na secao anterior, podemos enunciar o seguinte teorema sobre

codigos de grupo ciclico em dimensao impar:

Teorema 3.6.1 Limitante para codigos de grupo ciclico em dimensao impar.
Em dimensdo impar 2m + 1, todo cddigo ciclico com M pontos, assinatura (ki,...,kpy,—1),

vetor inicial Xo = (x1, T2, ..., Tam41) € distdncia minima p satisfaz

M < 2Amﬂm\/nﬁ1($§i—1 + x%z)
- (1 — x%m+1)1/2(ATCS€n(4(1 m2'0 )1/2 ))m’

“P2m41

onde A, é a densidade de centro mdxima de empacotamentos de esferas em um reticulado

contido em R™.

Demonstragao : O teorema 3.4.1 garante que todo codigo ciclico com M pontos, assinatura
(k1,...,km,—1) e vetor inicial Xo = (z1, 2, ..., Z2m+1) é composto, a menos de uma homotetia

H e uma translacdo T, por duas copias do cédigo ciclico em R?™ com M /2 pontos, assinatura
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(k1,...,kmn) e vetor inicial W(ml, ..., Tom). Se a distdncia minima deste iltimo cédigo
i=1"1

é p, entao vale a seguinte desigualdade

”m\/H?ll( %zel + m%i)Agn
(2 )2 (arcsin )™
Mas as distancias minimas d,,;, X1 € p de X1 e H o T(X}), respectivamente, satisfazem

5 — AminX1
P = e

i=1"4

5 P < Cémanl
(Ot 5512)1/2 - 24 x?)l/Q
fungao ArcSen(x) é crescente, vale o resultado enunciado. [

= p. Dado que a

Como p < dpin X1, segue que

Este limitante também é valido para cédigos de grupo comutativo. De fato, o teorema 1.3.2
diz que se G é um grupo de matrizes ortogonais comutativas, toda matriz de G tem a forma
de bloco [Ry,...,Rk,1,...,1,—1,...,—1], onde R; é uma rotacao 2-dimensional. E claro que
os blocos 1 com “1” na entrada nao podem ocorrer simultaneamente em todas as matrizes, pois
o cbdigo estaria contido em um hiperplano. Da mesma maneira, os blocos “-1” nao podem
repetir-se, apesar de pelo menos um existir, dado que a dimensao é impar. Isto implica que a
6rbita de Xo = (z1, 22, ..., Z2m+1) pelo grupo G mora em dois toros Ty, cujos pesos satisfazem
62 = a3, +22,_,. Temos, portanto, M pontos com distancia minima p nos dois toros 7. Apesar
de nao sabermos como estes pontos estao divididos entre os toros, a desigualdade do teorema

anterior vale.

Para obter o limitante do toro independente do vetor inicial, basta ver que

172 (23,4 +a3;) 1 2 2
= < e (1- g z;) < 1.
2 = 2 i
POt E mm/ =

Assim, temos o seguinte teorema para codigos de grupo comutativo em dimensao fmpar:

Teorema 3.6.2 Limitante para codigos de grupo comutativo em dimensdo impar.
Em dimensdo impar 2m + 1, todo cédigo de grupo comutativo com M pontos, vetor inicial

Xo = (z1, 29, ..., 29m+1) € distdncia minima p satisfaz

20y m™ \/H;il(x%i—l + x%z)

(1 - x%m—‘rl)l/z (Arcsen(4(1_rgfn+l)l/2 ))m ’

M <

onde A, € a densidade de centro mdxrima de empacotamentos de esferas em um reticulado

contido em R™. Em particular,

2\, 7™
= (ArcSen(§))mmm/2
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3.7 Anadlise Comparativa do Limitante do Toro para Cdédigos de
Grupo Comutativo

Am

72, denotado nos limitantes por A, é conhecido como densidade de centro de

O quociente
um empacotamento de esferas. Em nosso caso, os centros das esferas moram sobre reticulados,
portanto A,, é a méxima densidade de centro de um reticulado de R™. Segundo [42], as melhores
densidades de centro conhecidas para reticulados, para m = 1,...10, sao as apresentadas na

tabela 3.1.

m A,

1 0.5

0.28868

0.17678

0.125

0.08839

0.07217

0.06250

0.06250

O© [0 | N | O | O | = W | N

0.04419

—_
)

0.03608

Tabela 3.1: Densidade de centro para m =1,...,10.

Ap6s alguns calculos, obtemos o grafico comparativo 3.8 para os limitantes da uniao do toro

em dimensao 4. O limitante do toro é melhor até distancia minima igual a 1,42324.
25 ’ N

15

10

Figura 3.8: Limitante da unido (hachurado) e o dos toros (cheio) encontrando em 1,42324 .
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Os graficos dos limitantes da uniao e do toro nas dimensoes 6, 8 e 10 estao esbogados na figura
3.9. Veé-se que os limitante do toro perde para distancias maiores que 1.511, 1.5378 e 1.58548,
respectivamente. Note que a densidade de centro decai com o aumento da dimensao. Isto
provavelmente ajuda o limitante melhorar em relacao ao limitante da unido. Mas a densidade
de centro nao tem comportamento decrescente em func¢ao da dimensao, ela decresce até dimensao
14, assumindo o valor 0.03608, e , depois disso, tem comportamento assintético varidvel. Além

disso, para algumas dimensdes nao se sabe ainda se as densidades de centro conhecidas sao

Otimas.

Num. Max de Pontos

100000
80000
60000
40000

20000

Dist. Minima

Num. Max de Pontos

5000

4000

3000

2000

1000

o
IS
o
o
o
o
o
]
o
@

Dist. Minima

Figura 3.9: A esquerda, o limitante da unido e , & direita, o limitante dos toros para cédigos esféricos em

dimensao n = 6,8 e 10.

Em dimensao impar, comportamento similar acontece com os limitantes, conforme figura

3.10. Comparando-os ( figura 3.11), vemos que o limitante do toro é melhor que o limitante da

uniao até 1.2816, 1.37116 e 1.41708, nas dimensoes 5, 7 e 9.

Num Max de Pontos

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000\\\\\\‘\\\\\\\"_\\__-_————_———_——________————

Dist. Minima

Num Max de Pontos

3000

2500

2000

1500

1000
~s\\\\___\~"_-—_—-——-—_——-———__‘-——___‘_———__‘_——___—_—

500

Dist. Minima

Figura 3.10: A esquerda, o limitante da unidio e , & direita, o limitante dos toros para cédigos esféricos em

dimensao n =5,7 ¢ 9.
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Num Max de Pontos
100
80
60
40

20

I —— L : . ‘5 Dist. Minima

Figura 3.11: Gréfico da diferenga entre os limitantes da unido e do toro em dimensdo 5, 7 and 9.

3.8 Limitantes para cédigos sobre 7.,

E comum associar a codigos sobre Z.; uma métrica inspirada na distancia dos pontos do poligono
regular de M lados. Se z; e y; pertencem a Z);, associamos a distancia ao quadrado entre
Z; € Y; como 486’02(W), que é o tamanho da corda definida pelo angulo (W} Se
z = (T1,...,2n) € y = (Y1,...,Yn) sdo0 palavras de um cédigo em Z7,, entdo definimos a
distancia ao quadrado entre elas como

n

d%(z,y) = 248671,2 (%) .
i=1

Tal métrica nada mais é do que a distancia euclidiana entre dois pontos de um codigo de

grupo comutativo onde o grupo é Z",, a menos de uma escolha adequada de pesos. De fato,

se Ry = [R(24T), ..., R(%a™)] e R, = [R(%(f), . ,R(zzj\}”)] sao as matrizes diagonais com as
rotagoes de angulo 2‘% na diagonal e Xy = n1/2(1, 0,1,0,...,1,0) € R?", entdo a distancia ao

quadrado euclidiana entre R, Xy e [, X é

4 (- y)m\ | dE(z,y)
;nsen ( 7 =

Isto quer dizer que cédigos comutativos em 7'}, com a métrica dg podem ser vistos como

codigos de grupo com o vetor inicial Xy = nl/z(l, 0,1,0,...,1,0) € R?". Dividindo dg por n,
obtemos a distancia euclidiana dos c6digos de grupo. Utilizando tal relacao, limitantes sobre a

distancia minima de cédigos de bloco sobre Z j; podem ser adaptados para limitantes de distancia
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minima de cédigos de grupo em dimensao par com vetor inicial Xy = nl/Q(l, 0,1,0,...,1,0) €

R,



Capitulo 4

Desempenho dos Cdédigos de Grupo

Ciclico

Este capitulo retoma a questao apresentada na introducao deste trabalho: Dada a dimensao e
uma quantidade de pontos, qual é o melhor cédigo de grupo ciclico com estes parametros? Qual
é o seu vetor inicial 6timo? Em outras palavras, dado um grupo ciclico e sua representagao,
qual é o toro que contém o melhor cédigo obtido através desta representacao e, dentre todas as
representagoes, qual é a melhor ?

Biglieri e Elia reduziram o problema do vetor inicial 6timo a um algoritmo de programacao
linear, cujo objetivo era minimizar uma forma linear restrita a um convexo. Utilizando alguns
pacotes do Mathematica e o algoritmo de Biglieri e Elia, desenvolvemos um programa que
obtem o melhor cédigo de grupo ciclico em dimensao 4, para qualquer quantidade de pontos.
Uma tabela com os melhores codigos de grupo ciclico em dimensao quatro, até 100 pontos, foi
gerada, comparando com os melhores c6digos esféricos conhecidos até agora.

Por fim, estudamos os cédigos de grupo ciclico que moram em toros de maior area. Uma
conjectura sobre uma classe de assinaturas cujos codigos de grupo ciclico étimos associados

moram em toros de area maxima é estabelecida.

76
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4.1 O Problema do Vetor Inicial

Seja X o cédigo de grupo ciclico com assinatura (ki,...,k,) e 9 = (z1,22,...,x,) seu vetor
inicial. Se R é a matriz que rotula X, entao a distancia ao quadrado de x( as outras palavras

R (o) ¢

- 2k
2722,1”605( MZ), para n = 2v
=1

d2(x07 Rl(x(])) = v ) (41>
2 —2(—1) -2 Z ~cos(27rlki) aran =2v+1
Hy+1 £ 2 M p
1=
onde p; = 23, + 23, |, parai = 1,...,v e, adicionalmente, 1,1 = 2, quando n for fmpar.

Procuramos saber qual a melhor escolha dos pesos p; de tal maneira que o minimo de

{|lzo — R'(20))||}, seja maior possivel. Interpretaremos esta questao segundo [7].
2

Se d?,;,, é a distancia minima ao quadrado de X, entdo d?(xo, R!(70)) > d2,,,, ou seja, em

man

dimensao par,
v

lk;
4" pisen?(520) = 2, 00 sca,
=1

v

4/1,1‘ 2 Wlki
ZdQ sen(M)Zl.

i=1 ~—min

Denote y; = d%r’:n. Logo Y ., yi = ﬁ. Portanto, maximizar d?m»n equivale a minimizar a
forma linear
v
PT
i=1
- ik,
sujeita as restricoes y; > 0 e ZyisenQ(Wl) >1,ondel =1,..., L%J Dada a simetria da

i=1
funcdo Sen?(r), somente metade das restricoes importam.

Em dimensdo fmpar, d?(zo, R'(2¢)) > d?,, fica
- 4p; lk; ((—1)l_1 + 1) Ay 41
Z 2 sen?( % )+ 5 e + > 1.

=1 min min

. . Au; e e e 1 . N
Assim, da mesma maneira, denotando y; = -2, queremos minimizar Z;jil y; restrito as
n

ds .
7'['”421

(-1 +1)
M )+ 2

12
condigoes y; > 0 e Z%’S@nZ( Yo41 > 1, ondel=1,..., |2

i=1
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Para saber qual é o melhor cédigo ciclico [M,n], deve-se entdo procurar entre todas as
assinaturas qual a que d4 a melhor distancia minima. Algumas restricdes permitem que esta

procura seja reduzida as assinaturas (ki,. .., kn) que satisfazem as seguintes condigoes:
1. MDC(ki,...,km, M) =1, segundo o teorema 2.2.1;

2. k; < L%J, pois, do contrario, existiria k tal que k;+k = M. Entao, do item 2 da proposigao

2.3.2, poderiamos trocar k; por k, obtendo cédigos equivalentes;

3. MDC(ky,...,kn) = 1. De fato, se MDC(ky,...,kn) = a, entdao duas possibilidades se
abrem: a dividir M ou nao. Se a dividir M, segue do item 1 que a = 1. Senao, o item 3
de 2.3.2 nos garante que ha uma outra assinatura (hq,. .., hy,), com méximo divisor igual

a 1 e que gera o mesmo cédigo.

A releitura do problema do vetor inicial, feita no comego da secdo, juntamente com as
observagoes acima permitiram a construcao de um programa numérico, desenvolvido no Mathe-
matica, que calcula qual o melhor ciclico em dimensao quatro. A tabela 4.1 resume os resultados
obtidos comparando com os melhores codigos esféricos conhecidos em dimensao quatro. Tanto
os calculos dos melhores ciclicos quanto a tabela dos melhores esféricos conhecidos em dimensao

quatro podem ser encontrados no apéndice deste trabalho.

4.2 O Vetor Inicial Otimo para os Cddigos de Grupo Ciclico em

Dimensao Treés

O problema do vetor inicial 6timo pode ser resolvido em dimensao trés. O resultado é um anti-
prisma cuja base é um poliedro regular. O conjunto de vértices deste poliedro é composto por
metade dos pontos da constelacao.

Sejam (1, z2,23) o vetor inicial e (k, —1) a assinatura de um cédigo ciclico com M pontos
em R3. Podemos supor 3 = 0, ndo alterando a configuracio dos pontos da constelacdo. Deste
modo, os pontos do cédigo sao

2mkl 2mkl
P(l) = <COS <7) x1,Sen <7> x1, (—1)l$3> , paral=1,..., M.
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Ciclico Geral M Ciclico Geral M Ciclico Geral

1.58114 1.58114 37 | 0.726279 | 0.859804 || 69 | 0.550862 | 0.703379

1.41421 1.41421 38 | 0.726504 | 0.847664 70 | 0.554069 | 0.701806
1.3569 1.41421 39 | 0.721177 | 0.840323 71 0.52921 | 0.698024
1.41421 1.41421 40 | 0.71449 | 0.836065 72 0.54199 | 0.695669
1.27549 1.29459 41 | 0.679374 | 0.830331 73 | 0.525076 | 0.693987

©lw|x|o|o |

10 | 1.22474 1.29099 42 | 0.695895 | 0.826534 74 0.53858 | 0.693469

11 | 1.22652 1.24064 43 | 0.661994 | 0.82138 75 | 0.538464 | 0.692013

12 | 1.22474 1.22474 44 | 0.654098 | 0.813874 76 | 0.533996 | 0.691282

13 | 1.14516 1.17703 45 | 0.68404 | 0.803835 77 | 0.528206 | 0.68527
14 | 1.09456 1.1666 46 | 0.673878 | 0.797087 78 | 0.518023 | 0.680051
15 | 1.09132 1.1393 47 | 0.655368 | 0.79322 79 | 0.503411 | 0.673706

16 | 1.01959 1.10668 48 | 0.63924 | 0.787615 80 | 0.523802 | 0.669788

17 | 0.987552 1.0842 49 | 0.64574 | 0.783053 81 | 0.510436 | 0.666634

18 1. 1.07441 50 | 0.628092 | 0.782654 || 82 | 0.503273 | 0.663691

19 | 0.970361 | 1.06371 51 | 0.624104 | 0.772819 83 | 0.497614 | 0.661707
20 | 0.959849 | 1.06371 52 | 0.63805 | 0.769899 84 | 0.508177 | 0.659738
21 | 0.892013 | 1.02822 53 | 0.633893 | 0.764629 85 0.4948 0.657687
22 | 0.928783 | 1.00211 54 | 0.610561 | 0.761952 86 | 0.503664 | 0.655812

23 | 0.923038 1. 55 | 0.589275 | 0.754106 87 | 0.487678 | 0.654957

24 | 0.91018 1. 56 | 0.62184 | 0.749398 88 | 0.489188 | 0.654328

25 | 0.871154 | 0.96196 57 | 0.595236 | 0.745159 89 | 0.470343 | 0.650354

26 | 0.838353 | 0.958343 || 58 | 0.592924 | 0.741669 90 | 0.495054 | 0.64747
27 | 0.821316 | 0.940647 || 59 0.5899 0.739344 91 | 0.478631 | 0.645921
28 | 0.847216 | 0.930227 || 60 | 0.586215 | 0.736521 92 | 0.466671 | 0.644653

29 | 0.799272 | 0.92396 61 | 0.590391 | 0.732779 93 | 0.477262 | 0.643355

30 | 0.831254 | 0.911885 || 62 | 0.569237 | 0.729544 || 94 | 0.479411 | 0.642567

31 | 0.779902 | 0.904692 || 63 | 0.57549 | 0.722876 95 | 0.473237 | 0.637208

32 | 0.765367 | 0.899199 || 64 | 0.563177 | 0.721723 96 | 0.475506 | 0.635639
33 | 0.765671 | 0.893582 || 65 | 0.542568 | 0.717658 97 | 0.461932 | 0.633272
34 | 0.773165 | 0.883029 || 66 | 0.563465 | 0.712742 98 | 0.453171 | 0.631243
35 | 0.749627 | 0.87003 67 | 0.54398 | 0.708562 99 | 0.465511 | 0.629614

36 | 0.717261 | 0.862196 || 68 | 0.558859 | 0.705556 || 100 | 0.461448 | 0.627382

Tabela 4.1: Os melhores [M, 4] cédigos esféricos conhecidos, segundo Sloane [42], e os ciclicos,

obtidos via o algoritmo de Elia e Biglieri.



CAPITULO 4. DESEMPENHO DOS CODIGOS DE GRUPO CICLICO 80

Segue que ||P(I) — P(m)||> = ||P(l —m) — P0)|]* = 23(2 — 2C0s(Z=m)yy 4 (—1 +

(=1)=™)222. Se | — m é par,

1P() = P(m)||? = 242(1 — COS(W)), sendio
[|P(l) — P(m)||* = —223(1 + C’os(%_m))) +4.

O minimo destas duas expressoes se da quando COS(W) estiver mais perto de 1. Se

[ —m for par, segue que k(I —m) é par em Zys, pois M é par. Da mesma maneira, se [ — m for
fmpar, entao k(I —m) é impar em Zjs. Logo, o minimo da distancia para [ —m par é quando

k(l—m)=2e k(l—m) =1, quando | — m for impar. Assim, o problema se resume a
9 4m 9 2m
Maxocy, <1{227(1 — COS(M)), —2z7(1+ COS(M)) +4}.

Enquanto que uma expressao cresce, quando x; cresce, a outra decresce. Portanto, a melhor

situacao é quando as duas expressoes sao iguais, ou seja,

4 2m
223(1 — COS(M)) = —222(1+ COS(M)) + 4.

Obtendo x1 desta igualdade, segue que a melhor distancia minima é

4(1 = Cos(£))
(2+ Cos(%) — Cos(%)) '

Da mesma maneira que o caso 2-dimensional, o caso 3-dimensional independe da repre-
sentacao tomada. Mas, ao contrario do caso planar, ele depende do vetor inicial. De fato, o

vetor inicial étimo (x1,0,x3) tem as coordenadas satisfazendo

2
22 2

2
2+ Cos(2E) — Cos(m)) © ™ 71

4.3 Codigos de Grupo Ciclico em Toros de Area Maxima

Em [11] e [12], Costa et alli propuseram uma nova classe de c6digos esféricos com simetrias
ciclicas que se relacionavam com grafos e cddigos perfeitos sobre toros. Estes cddigos eram
cédigos de grupo ciclico que moravam no toro de drea méxima em R* com assinatura (a,b) e
a® + b? pontos, onde mdc(a,b) = 1. Algumas questdes naturais aparecem: Vistos como 6rbitas

de grupos de matrizes, os cédigos de [11] e [12] s@o 6timos? Eles sdo os melhores, comparados
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com os de mesma cardinalidade? Os melhores cédigos de grupo ciclico moram nos toros de
maior area?

Nao é verdade que os melhores cédigos de grupo ciclico moram em toros de maior &area.
Em dimensao quatro, até 100 pontos, os tinicos que moram em toros de maior drea e sao os
melhores possiveis sao os de M = 5,6,8,10,12,13,15,17,30 e 41 pontos, vejam os resultados
nos anexos. Destes, somente os de 5,10, 13,17 e 41 pontos sdao da forma a? + b> pontos. Suas
assinaturas sdo, respectivamente, (1,2), (1,3), (2,3), (1,4) e (4,5). A tabela 4.2 mostra todos
os cbédigos 6timos em dimensao quatro que moram em toros de area maxima. Note que para
uma mesma quantidade de pontos, duas ou mais representacoes distintas dao a mesma distancia
minima. Por exemplo, para 15 pontos, as representagoes (1,4) e (2,7) dao a mesma distancia
minima. A razao ¢é simples: as assinaturas (1,4) e (2,8) dao o mesmo cédigo ciclico, uma vez
que diferem por 2, elemento invertivel em Zis5, e (2,8) é equivalente a (2,7), para 15 pontos,
segundo a proposicao 2.3.2. Operacoes similares mostram que na tabela 4.2, fixada a quantidade

de pontos, todos os cédigos sao equivalentes.

4.3.1 Os ciclicos com assinatura (a,b) e a® + b* pontos, onde mdc(a,b) =1

Um fenémero importante acontece na classe dos cédigos de grupo ciclico com assinatura (a, b)

e a® + b? pontos, onde mdc(a,b) = 1: Todos os casos analisados até 100 pontos possuem vetor

V2

inicial 6timo 5*(1,0,1,0), ou seja, moram nos toros de maior area. A tabela 4.3 mostra suas
respectivas distancias minimas, comparadas com os melhores ciclicos.

Afirmamos entao:

Conjectura 01: Todos os cédigos de grupo ciclico com assinatura (a,b) e a? + b? pontos,

onde mdec(a,b) = 1, sdo 6timos quando moram nos toros de drea maxima, ou seja, seu vetor

V2

inicial étimo é 72(1, 0,1,0).
Tal conjectura pode ser trocada por uma outra, aparentemente mais simples. Se F(y1,y2) =
y1+1Yy2, entao a conjectura 1 diz, de maneira mais explicita, que o minimo do funcional F' quando

restrito ao conjunto convexo

2. 2 mal 2 bl a® + b?
A={(y1,92) € R";y1,y2 > 0 e y1Sen (CLZ—W)—i—ygSen (m) >1paral <I< { 5 }

é assumido no ponto

1 1
Sen? (a{sz) + Sen? (%) Sen2 (a;T—Jbe) 1 Sen? <a27sz)

P =
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M | Representagao | Distancia Minima || M | Representacao | Distancia Minima
5 1.5811388 34 (3,5) 0.7396946
6 (1,2) 1.4142135 34 (7,11) 0.7396946
8 (1,3) 1.4142135 35 (1,6) 0.7363434
10 (1,3) 1.2247448 35 (3,17) 0.7363434
12 (2,3) 1.2247448 35 (4,11) 0.7363434
13 (1,5) 1.1451631 35 (8,13) 0.7363434
13 (2,3) 1.1451631 35 (9,16) 0.7363434
15 (1,4) 1.0913216 37 (1,6) 0.7000548
15 (2,7) 1.0913216 37 (4,13) 0.7000548
17 (1,4) 0.9875522 37 (5,7) 0.7000548
17 (3,5) 0.9875522 37 (8,11) 0.7000548
17 (6,7) 0.9875522 37 (9,17) 0.7000548
24 (1,5) 0.8804857 37 (15,16) 0.7000548
24 (7,11) 0.8804857 41 (1,9) 0.6793740
25 (1,7) 0.8574407 41 (3,14) 0.6793740
25 (2,11) 0.8574407 41 (4,5) 0.6793740
25 (3,4) 0.8574407 41 (7,19) 0.6793740
26 (1,5) 0.8212510 41 (11,17) 0.6793740
26 (3,11) 0.8212510 41 (11,17) 0.6793740
26 (7,9) 0.8212510 48 (1,7) 0.6322924
29 (1,12) 0.7899469 48 (5,13) 0.6322924
29 (2,5) 0.7899469 48 (11,19) 0.6322924
29 (3,7) 0.7899469 48 (17,23) 0.6322924
29 (8,9) 0.7899469 50 (1,7) 0.6086553
29 (11,13) 0.789946 50 (9,13) 0.6086553
30 (3,5) 0.8312538 50 (11,23) 0.6086553
50 (17,19) 0.6086553

Tabela 4.2: Os cédigos de grupo ciclico [M, 4] 6timos, com 5 < M < 50, que moram em toros

de 4rea maxima.
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M | Representagao | Distancia Minima | O Melhor Ciclico Possivel
5 (1,2) 1.58114 1.58114
10 (1,3) 1.22474 1.22474
13 (2,3) 1.14516 1.14516
17 (1,4) 0.98755 0.98755
25 (3,4) 0.85744 0.87115
26 (1,5) 0.82125 0.83835
29 (2,5) 0.78994 0.79927
34 (3,5) 0.73969 0.77316
37 (1,6) 0.70005 0.72627
41 (4,5) 0.67937 0.67937
50 (1,7) 0.60865 0.62809
53 (2,7) 0.59413 0.63389
58 (3,7) 0.57127 0.59292
61 (5,6) 0.56096 0.59039
65 (1,8) 0.53765 0.54256
65 (4,7) 0.54235 0.54256
73 (3,8) 0.51087 0.52507
74 (5,7) 0.51015 0.53858
82 (1,9) 0.48108 0.50327
85 (2,9) 0.47345 0.4948
85 (6,7) 0.47714 0.4948
89 (5,8) 0.46577 0.47034
97 (4,9) 0.44559 0.46193

Tabela 4.3: Distancia Minima dos ciclicos [M, 4], com M = a? +b% < 100 e a e b co-primos, cujo

vetor inicial 6timo tem pesos p; = pz = 0.5.
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o que implica que seu menor valor em A é 2/(Sen? (a{fbg) + Sen? (a;be)).
A teoria da programacgao linear nos diz que o minimo de F' é um vértice de A. Portanto,

antes de provar que P é ponto de minimo de F' em A é preciso mostrar que P é vértice de A.

Note que P é encontro das retas
Sen? [ T2 _ + y2Sen? _m ) le
. Zyz) a2 +b2)

9 b 9 Ta B
ylsen (m) —|—y256n <m> =1.

A primeira reta é obtida com [ = 1. Provemos que a segunda existe como restricdo em A.

Como mdec(a,b) = 1, existem inteiros m e n tais que am + bn = 1, logo b = b(am + bn)
bam +b*n + a*n — a®>n = n(a® + b%) — a(an — bm), ou seja, se | = an — bm, la = —b mod a® + b>.
E facil ver também que b = a — m(a® + b%), ou seja, b = a mod a® + b>. Assim, para tal [, a

segunda restricao é obtida.

Resta demonstrar que P = (p1, p2) estd em A. E equivalente demonstrar que

l bl
p1Sen? (CLQL—C:Z)Z) + paSen? (aQL—l—b?) >1, paral <Il<a®>+b>—1, ie,

2 Ta 2 b
Sen <a2+b2) + Sen (—a2+b2)

2 mal 2 bl
Sen <a2+b2> + Sen <a2+b2>

Agora podemos enunciar a segunda conjectura.

§1,para1§l§a2+62—1.

Sen? ( s ) + Sen? ( b )
b2 2152
Conjectura 2: O méximo da funcao f(z) = ot ot
SenQ( zox ) —I—Sen2< Tz )
a2+b?

no intervalo

[1,a%2 +b% —1] C R é 1, onde mdc(a,b) = 1.

Lo T e o]

Sen? (az"sz) + Sen? <—a21bb2)

2 Taxr 2 whx
Sen <a2+b2> + Sen <a2+bg>

para (a,b) = (2,5), (2,7), (3,4) e (3,5).

Figura 4.1: A fungdo f(z) =
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Uma vez demonstrada a conjectura 2, segue que P é ponto de minimo de F. De fato,

considere (z9,yo) € A. Entao

9 Ta 9 b
roSen <az—+b2> + yoSen (a2 —|—b2> >1le

9 b 9 b
xpSen <(12——|—l72) + yoSen (a2 n b2) > 1.

Somando estas duas desigualdades, obtemos que

b
(o + o) (Sen® <a27r_a> + Sen? <az7r—>) > 2.

Logo F(zo,y0) = F(P).

Para todos pares (a, b), coprimos, testados até agora, f é limitada por 1 no intervalo [1,a? +
b2 —1]. Mas néo temos uma prova explicita para esse fato. A figura 4.1 mostra a funcio f para
p P

véarias assinaturas.



Consideracoes Finais

"De tudo ficaram trés coisas: a certeza de que ele estava sempre
comegando, a certeza de que era preciso continuar e a certeza de que
seria interrompido antes de terminar. Fazer da interrupcao um cami-
nho novo. Fazer da queda um passo de danca, do medo uma escada, do

sono uma ponte, da procura um encontro marcado.” Fernando Sabino

Boa parte dos esforcos deste trabalho direcionou-se para desenvolver uma teoria mais geomé-
trica dos cédigos de grupo ciclico e comutativo. Procurar, dentro destas classes, cédigos étimos
foi também nosso objetivo.

O teorema 2.2.1 estabelece as condigbes necessirias para a existéncia de um cddigo de
grupo ciclico em termos de sua assinatura, que nada mais é que o gerador de um subgrupo
ciclico de (Zpr)™. Ao que parece, estes subgrupos de (Zj;)" desempenham papel importante na
geracao dos cddigos esféricos associados, mas essa relacao nao estd totalmente esclarecida. Quais
condigoes deve satisfazer a assinatura e a deformagao da malha que ela forma em (Zj;)" para
que o cédigo esférico associado nao esteja contido em um hiperplano do espago ? Sao também
suficientes as condicoes de 2.2.1 7

Quanto a cdédigos 6timos e bons limitantes, o grafico 4.2 ilustra bem a situacao em que
estamos: O limitante do toro é melhor que os limitantes classicos para c6digos sem simetrias até
valores bastante grandes de distancia minima. Entretanto, ainda ha espaco entre os codigos de
grupo ciclico étimos e o limitante do toro. Como o limitante é para c6digos de grupo comutativo,
é possivel que haja cédigos de grupo comutativo nao ciclico que se aproximem mais do limitante.
Isto demandaria um estudo, mais especifico do que foi feito aqui, sobre cédigos com simetrias

comutativas nao totalmente ciclicas.

86
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Num. Max. de Pontos

L L L L Dist. Minima

Figura 4.2: Os limitantes da unido (hachurada) , de Rankin (linha cheia), do Toro (hachurada e pontos) e uma

poligonal que contém os cédigos 6timos obtidos em dimensao quatro.

H4 ainda a relagdo, pouco explorada aqui, entre os codigos de grupo ciclico em dimensao
impar e par. Sabemos que, em dimensao impar, os cédigos de grupo ciclico sdo duas cépias de
um cédigo ciclico em dimensao par. Cédigos 6timos em dimensao impar vém de cédigos 6timos
em dimensao par? Que outras conexoes entre cédigos de grupo ciclico em dimensao impar e par
podemos obter?

Por fim, parece indispensavel o uso do computador na analise destas questoes, tanto na
procura de cdédigos melhores quanto para atestar a “qualidade” dos limitantes obtidos. E preciso
ressaltar que a solucao de problemas classicos de mesma natureza, como a conjectura de Kepler,

foram resolvidos com o intenso auxilio de programas computacionais.



Apeéendice

Procedimento no programa Mathematica que calcula o melhor

ciclico em dimensao quatro com M pontos

O programa abaixo, desenvolvido em Mathematica, calcula para uma determinada quantidade
de pontos M, em dimensao quatro, a assinatura que da a melhor distdncia minima e os pontos

(z1,x2) onde a forma linear, proposta por Biglieri e Elia, alcanga essa distancia minima. Os

x1 _ _ o
it CH2 T iia

pesos u; sao obtidos calculando os quocientes p; = . Os que moram em toros

de area méaxima estao indicados com asterisco.

clicotima := Function[M,
A = Table[0, {i, Floor[M/2]}];(* vetor de restrigdesx*)
otima =
Table[0, {i, Floor[M/2]*(Floor[M/2] - 1)/2}, {j,
5}]; (*matriz que vai receber os resultados de todas as \
representagdes*)
melhor = Table[0, {i, 5}];
1 = 1 (*variavel que indexa as linhas da matiz otima*); ki1 = 1; k2 = 2;
(* (k1, k2) é o vetor gerador da representagdo matricial *)
Dol
Do[ If[ GCD[k1, k2] == 1,
Clear[R]

Do[A[[il] :=
Sin[(k1*Pi*i)/M]~2*x1 + Sin[(k2*Pixi)/M] 2*x2 >= 1 , {i, 1,
Floor([M/2], 1}];
R=1> 1;
Do[R = A[[i]] & R , {i, 1, Floor[M/2], 1}] ;
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Resul := NMinimize[{x1 + x2, R}, {x1, x2}];

otimal[[1]] = {k1, k2, Sqrt[4/Resull[1]]1], Resull[2, 111,
Resul[[2, 211};
1=1+1],
{k2, k1 + 1, Floor[M/2], 1}] ,
{k1, 1, Floor[M/2] - 1, 1} 1;

melhor := otimal[[1]];
For[k = 1, k < Floor[M/2]*(Floor[M/2] - 1)/2,
If [otimal[[k, 3]] > melhor[[3]], melhor = otima[[k]]],
k++];
(#Print ["matriz de todas as representagdes"]; Print[otima];]*)
Print[M, " (", melhor([[1]1], " , ", melhor[[2]], ™) ", melhor[[3]],
" ", melhor[[4]], " ", melhor[[5]1];]

For[m=5, m<101, clicotima[m],m++]

6 *x (1 s 2) 1.41421 x1->1. x2->1.

7 (1 , 2) 1.3569 x1->0.775369 x2->1.39717
8 x (1 , 3) 1.41421 x1->1. x2->1.

9 (1 , 3) 1.27549 x1->1.33333 x2->1.12537
10 * (1 , 3) 1.22474 x1->1.33333 x2->1.33333
11 (1 , 3) 1.22652 x1->1.05467 x2->1.60426
12 x (2 , 3) 1.22474 x1->1.33333 x2->1.33333
13 (1 , 5) 1.14516 x1->1.52509 x2->1.52509
14 (1 , 4) 1.09456 x1->1.85285 x2->1.48587
15 x (1 , 4) 1.09132 x1->1.67929 x2->1.67929
16 (1 , 4) 1.01959 x1->2. x2->1.84776

17 x (1 , 4) 0.987552 x1->2.05074 x2->2.05074
18 (1 , 5) 1. x1->2.42028 x2->1.57972
19 (1 , 4) 0.970361 x1->1.72096 x2->2.52713
20 (1 , 8) 0.959849 x1->2. x2->2.34164

21 (1 , 4) 0.892013 x1->2.017 x2->3.01011
22 (1 , 6 ) 0.928783 x1->2.96803 x2->1.6689
23 (1 , 5) 0.923038 x1->2.29063 x2->2.40421
24 (3 , 4) 0.91018 x1->2. x2->2.82843

25 (1 , 10 ) 0.871154 x1->2.89443 x2->2.37629
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26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

AL A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

10 )
6 )
6)
5)
5)
12 )
7)
6 )
6)
10 )
14 )
8)
16 )
7)
5)
9)
12 )
12 )
8)
19 )
7)
7)
18 )
14 )
14 )
9)
22 )
8)
12 )
7)
7))
24 )
22 )
25 )
9)
8)

0.838353
0.821316
0.847216
0.799272
0.831254
0.779902
0.765367
0.765671
0.773165
0.749627
0.717261
0.726279
0.726504
0.721177
0.71449
0.679374
0.695895
0.661994
0.654098
0.68404
0.673878
0.655368
0.63924
0.64574
0.628092
0.624104
0.63805
0.633893
0.610561
0.589275
0.62184
0.595236
0.592924
0.5899
0.586215
0.590391

x1->2.53951 x2->3.15172
x1->3.62785 x2->2.30194
x1->3.10034 x2->2.47244
x1->2.61406 x2->3.64732
x1->2.89443 x2->2.89443
x1->3.76171 x2->2.81457
x1->4.4499 x2->2.37852
x1->3.51028 x2->3.31272
x1->3.18068 x2->3.51069
x1->2.89443 x2->4.22376
x1->5.15688 x2->2.61822
x1->4.88387 x2->2.69934
x1->3.59381 x2->3.9847
x1->4.28733 x2->3.40356
x1->2.89443 x2->4.9411
x1->4.33323 x2->4.33323
x1->4. x2->4.25985
x1->3.69395 x2->5.43357
x1->6.03302 x2->3.31619
x1->4.15063 x2->4.398
x1->4.17573 x2->4.63269
x1->4.49542 x2->4.81758
x1->4. x2->5.78886
x1->5.31194 x2->4.28086
x1->5.07747 x2->5.06196
x1->6.75337 x2->3.51605
x1->5.5698 x2->4.25562
x1->5.2471 x2->4.70761
x1->4. x2->6.73004
x1->5.02807 x2->6.49116
x1->5.31194 x2->5.03239
x1->6.0615 x2->5.22817
x1->5.26674 x2->6.11114
x1->7.17249 x2->4.32237
x1->6.8794 x2->4.76042
x1->5.32794 x2->6.14779
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62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97

AL A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

>

8)
14 )
19 )
10 )
10 )
10 )
9)
8)
7)
21
16
11
22
33

S = e e

10
9)
9)
9)
8)
18
30
11
25
10

S = e e

10
9)
16 )
20 )
9)
12
12
34
28
11
10

R =

10

0.569237
0.57549
0.563177
0.542568
0.563465
0.54398

0.558859

0.550862

0.554069

0.52921

0.54199

0.525076

0.53858

0.538464

0.533996

0.528206

0.518023

0.503411

0.523802

0.510436

0.503273

0.497614

0.508177

0.4948

0.503664

0.487678
0.489188
0.470343

0.495054

478631
466671
477262

473237

0.

0.

0.
0.479411
0.
0.475506
0.

461932

x1->6.01352
x1->5.31194
x1->4.69041
x1->9.05544
x1->7.92157
x1->8.71435
x1->6.76644
x1->5.39007
x1->5.31194
x1->6.97719
x1->6.82843
x1->9.78426
x1->5.59235
x1->6.76617
x1->7.91403
x1->6.66387
x1->7.04424
x1->7.73475
x1->6.82843
x1->8.54863
x1->5.61973
x1->10.1287
x1->7.14288
x1->8.76668
x1->8.01572
x1->7.10117
x1->6.82843
x1->9.82749
x1->8.54863
x1->11.3724
x1->12.156
x1->7.22791
x1->8.94285
x1->10.0481
x1->8.09631
x1->8.9649
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x2->6.33099
x2->6.76576
x2->7.92121
x2->4.53245
x2->4.67713
x2->4.80307
x2->6.04079
x2->7.79173
X2->7.71772
x2->7.30528
x2->6.78845
x2->4.72401
x2->8.1975
x2->7.02962
x2->6.11359
x2->7.67296
x2->7.8618
x2->8.04916
x2->7.75052
x2->6.80379
x2->10.1728
x2->6.02515
x2->8.34636
x2->7.57137
x2->7.75235
x2->9.71761
x2->9.88662
x2->8.25381
x2->7.7727
x2->6.08815
x2->6.211
x2->10.333
x2->8.46094
x2->7.81279
x2->9.59447
x2->9.78094



CAPITULO 4. DESEMPENHO DOS CODIGOS DE GRUPO CICLICO

98 (1 s 36 ) 0.453171 x1->10.3693 x2->9.10828
99 (1 s 18 ) 0.465511 x1->8.54863 x2->9.90999
100 (1 s 44 ) 0.461448 x1->11.3462 x2->7.43892

101 (1 s 30 ) 0.461769 x1->9.84987 x2->8.90914
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Tabela dos Melhores Cédigos Esféricos Conhecidos em Dimensao Quatro

M angulo distancia M angulo distancia M angulo distancia
5 104.478 1.58114 37 | 50.9227 | 0.859804 69 | 41.1814 | 0.703379
6 90. 1.41421 38 | 50.1535 | 0.847664 70 | 41.0851 | 0.701806
7 90. 1.41421 39 | 49.6896 | 0.840323 71 | 40.8538 | 0.698024
8 90. 1.41421 40 | 49.4209 | 0.836065 72 | 40.7099 | 0.695669
9 | 80.6761 1.29459 41 | 49.0595 | 0.830331 73 | 40.6071 | 0.693987

10 | 80.4059 1.29099 42 | 48.8204 | 0.826534 74 | 40.5754 | 0.693469

11 76.679 1.24064 43 | 48.4964 0.82138 75 | 40.4865 | 0.692013

12 | 75.5225 1.22474 44 | 48.0251 | 0.813874 76 | 40.4419 | 0.691282
13 | 72.1037 1.17703 45 | 47.3962 | 0.803835 7 40.075 0.68527
14 | 71.3662 1.1666 46 | 46.9743 | 0.797087 78 39.7568 | 0.680051

15 | 69.452 1.1393 47 | 46.7329 0.79322 79 | 39.3705 | 0.673706

16 | 67.193 1.10668 48 | 46.3833 | 0.787615 80 | 39.1322 | 0.669788

17 | 65.6532 1.0842 49 | 46.0991 | 0.783053 81 38.9405 | 0.666634
18 | 64.9873 1.07441 50 | 46.0742 | 0.782654 82 | 38.7617 | 0.663691
19 | 64.2619 1.06371 51 | 45.4625 | 0.772819 83 | 38.6412 | 0.661707
20 | 64.2619 1.06371 52 | 45.2812 | 0.769899 84 | 38.5216 | 0.659738

21 61.876 1.02822 53 | 44.9542 | 0.764629 85 | 38.3972 | 0.657687

22 | 60.1399 1.00211 54 | 44.7883 | 0.761952 86 | 38.2835 | 0.655812

23 60. 1. 55 | 44.3025 | 0.754106 87 | 38.2316 | 0.654957
24 60. 1. 56 | 44.0114 | 0.749398 88 | 38.1934 | 0.654328
25 | 57.4989 0.96196 57 | 43.7496 | 0.745159 89 | 37.9526 | 0.650354

26 | 57.2626 | 0.958343 58 | 43.5342 | 0.741669 90 | 37.7779 0.64747

27 | 56.1106 | 0.940647 59 | 43.3908 | 0.739344 91 37.6841 | 0.645921

28 | 55.4351 | 0.930227 60 | 43.2167 | 0.736521 92 | 37.6074 | 0.644653
29 | 55.0299 0.92396 61 | 42.9862 | 0.732779 93 | 37.5288 | 0.643355
30 | 54.2512 | 0.911885 62 | 42.7871 | 0.729544 94 | 37.4811 | 0.642567

31 | 53.7886 | 0.904692 63 | 42.377 | 0.722876 95 | 37.1571 | 0.637208

32 53.436 0.899199 64 | 42.3062 | 0.721723 96 | 37.0622 | 0.635639

33 53.076 0.893582 65 | 42.0566 | 0.717658 97 | 36.9192 | 0.633272
34 | 52.4011 | 0.883029 66 | 41.755 0.712742 98 | 36.7967 | 0.631243
35 | 51.5725 0.87003 67 | 41.4988 | 0.708562 99 | 36.6983 | 0.629614
36 | 51.0745 | 0.862196 68 | 41.3146 | 0.705556 100 | 36.5636 | 0.627382

Tabela 4.4: Os melhores [M, 4] cédigos esféricos conhecidos, segundo angulo minimo e distancia

minima (veja [42] ).
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