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Abstract

The basic reproduction number, usually denoted by Ry, is one of the most important quantities
defined in epidemiology and is associated with the potential of an infectious disease to spread
through a population. It provides a measure of the intensity needed to control the epidemic
interventions. At the same time, the compartmental epidemiological models SIR and SEIR. , both
in the deterministic and in the stochastic approach, have been very helpful for understanding the
mechanisms of infectious diseases transmission. This paper considers the four methods presented
by Chowell et al. (Mathematical Biosciences, 2007, v. 208, p. 571-589) to estimate Ry. All
methods are based on compartmental epidemiological models. The first method is based on the
epidemic (initial) exponential growth rate. Given an estimate of the exponential growth rate
and an underlying compartmental model we have an estimate of Ry;. The second method is
based on fitting SIR or SEIR compartmental models, and the third method in fitting an extended
SEIR model. The fourth method uses a Bayesian approach to a stochastic SIR model. The aim
of this work is to study the properties of estimators based on methods 1, 2 and 4. The bias,
the mean squared errors, the coverage and the widths of the confidence intervals are estimated
through simulation. The methods are studied when the true data generating processes are the
stochastic SIR or SEIR models. Initially the methods, as presented by Chowell et al. (2007),
were studied and then presented modifications to improve the performance of the estimators. The
dissertation is organized as follows: Chapter 2 consists of the presentation of compartmental SIR
and SEIR models, the deterministic and stochastic approaches for analysis of infectious diseases.
This chapter also presents the basic reproduction number. Chapter 3 explains the four estimation
methods presented in Chowell et al. (2007) to estimate the basic reproduction number. Chapter 4
discusses and compares three of the four methods by simulation when the data generating process
is a SIR or SEIR model. In this chapter the modifications of the methods are also considered. The
final conclusion and suggestions for future work are presented in Chapter 5.

Keywords: Compartmental models, Basic reproduction number, Exponential growth rate,
SIR and SEIR models.

Resumo

Uma das quantidades mais importante definida na epidemiologia é o nimero de reproducao basal,
ou basico, associado com a pandemia e denotado por Ry. Ele proporciona uma medida da inten-
sidade das intervengoes necessarias para o controle da epidemia. Ao mesmo tempo, os modelos

vi



epidemioldgicos compartimentais SIR, SEIR, tanto no enfoque deterministico quanto no estocas-
tico, tém sido de grande ajuda para a compreensao dos mecanismos de transmissao de doencas
infecciosas em todo o mundo. Esta dissertacdo apresenta alguns métodos para estimar esta quan-
tidade através da utilizagao dos modelos epidemiolégicos compartimentais. Sao considerados os
quatro métodos apresentados por Chowell et al. (Mathematical Biosciences, 2007, v. 208, p.
571-589). O primeiro método é baseado na taxa de crescimento (inicial) exponencial da epidemia.
Dada a taxa de crescimento exponencial e o modelo subjacente temos uma estimativa de Ry. No
caso dos métodos 2 e 3 o processo de estimacao do Ry baseia-se nos modelos compartimentais,
modelos SIR e SEIR no método 2, e em um modelo SEIR estendido no método 3. O método 4
utiliza uma abordagem bayesiana do modelo SIR estocastico.

O objetivo da dissertagao é estudar as propriedades dos estimadores baseados nos métodos 1, 2
e 4. Através de simulagoes sao estimados os vicios, os erros quadraticos médios, as cobertura e as
larguras dos intervalos de confianca. Os métodos sdo estudados quando os verdadeiros processos
geradores de dados sao os modelos SIR ou SEIR estocasticos. Inicialmente foram estudados os
métodos, como apresentados por Chowell et al. (2007), e depois apresentadas modificagoes para
melhorar o desempenho dos estimadores.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma: o Capitulo 2 consiste na apresentacao dos
modelos compartimentais, SIR e SEIR para analise das doengas infecciosas; tanto na abordagem
deterministica quanto estocastica. Este capitulo apresenta também o ntimero de reproducao basal.
O Capitulo 3 apresenta os quatro métodos de estimacao apresentados em Chowell et al. (2007)
para estimacao do nimero de reproducgao basal. O Capitulo 4 apresenta uma comparacao de trés
dos quatro métodos através de simulacao, quando o processo gerador de dados é um modelo SIR
ou SEIR estocasticos. Neste capitulo também sao apresentadas as modificagoes dos métodos. A
conclusao final e as sugestoes de trabalhos futuros sao apresentadas no Capitulo 5.

Palavras-chave: Modelos compartimentais, Ntmero de reproducao basal, Taxa de cresci-
mento exponencial, Modelos SIR e SEIR.
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Capitulo 1

Introducao

A primeira e maior epidemia registrada na histéria da humanidade foi a praga na cidade de
Atenas na Grécia (430-428 BC), cujas descrigoes foram fornecidas pelo historiador grego Tucidides
(460-400 BC), como é apresentado em Dagnino (2011). Tucidides descreve aspectos importantes
como os sintomas, avangos da epidemia e o ntimero de mortos. Hipdcrates (459-337), anos depois,
discute os fatores que influenciaram na propagacao desta doenca e sua forma de difusdo no tempo.
Ha diversos trabalhos esclarecedores sobre estas discussoes de Hipocrates. Veja, por exemplo, Suter
(1988) e Margotta (1968, cap. 2 e 3). Séculos depois, especificamente no século XVI, propagou-se
na Europa uma nova epidemia conhecida como a peste bubonica, que ocasionou aproximadamente
25 milhoes de mortes humanas no periodo de 1347 a 1353 (Haensch et al., 2010). Este virus nao
foi erradicado por completo e reapareceu na Gra-Bretanha no ano 1665 com o nome de praga
negra, cujo nome vem de seus sintomas. O virus da praga negra foi transmitido aos humanos por
pulgas que vivem em ratos. O virus se instalou na populacao e se manteve inicialmente num nivel
endémico sem ocasionar casos fatais. Entretanto, uma mutacao na sua estrutura genética tornou
o virus novamente letal e matou mais de 100 mil pessoas no periodo de 1665 e 1666 na cidade de
Londres (Haensch et al., 2010). Outros desastres epidémicos aconteceram nos séculos seguintes.
Podemos citar a propagacao da variola que matou aproximadamente 35 milhdes de pessoas no
século XVI no México (Brooks, 1993; Fenn, 2001) e, mais recentemente no século XX, depois da
primeira guerra mundial, a pandemia da gripe que matou aproximadamente 20 milhoes de pessoas
em todo o planeta (Barry, 2004, cap. 4; Jhonson, 2006).

Atualmente também temos a presenca de muitos surtos de epidemia, os quais sdo, em sua
maioria, endémicos. Por exemplo, a praga de Bombay na Africa (1905-1906) (Murray, 2002, cap.
10 ), a SARS (Sindrome respiratéria aguda) em Cingapura estudada em Donelly et al. (2003) e
Lipsitch et al. (2003). Outro problema de grande importancia na atualidade é a estrutura genética
de um virus. Hoje, a velocidade das mutacoes dos virus ¢ mais rapida do que em séculos passados
e, em consequéncia, podem passar mais facilmente ao humanos (Réhm, S. et al., 1995, Mark, et
al., 2004).

Embora as doencas infecciosas tenham uma longa histéria, o estudo mateméatico destas e sua
divulgagao tem pouco mais de 300 anos de idade.

A epidemiologia, a ciéncia que estuda as doencgas infecciosas, surgiu em 1662 quando Jhon
Graunt publicou seu livro Natural and Political Observations Made upon the Bills of Mortality.



Neste livro ele discute varios problemas demograficos do século dezessete na Inglaterra, faz observa-
¢oes sobre os relatos das mortes e calcula o risco de morte com relacdo a certas doencas. As andalises
de Graunt proporcionaram o primeiro método sistematico para estimar os riscos comparativos de
morte por causas de doengas infecciosas.

Um século mais tarde, em 1760, Daniel Bernoulli mostrou uma abordagem mais tedrica para
o estudo dos efeitos virais de uma doenca, publicando o primeiro modelo epidemiologico, com
o objetivo de demostrar que a inoculacao com o virus vivo obtida diretamente a partir de um
paciente com um caso leve de variola reduz a taxa de mortalidade. Depois, D’Alembert em 1761,
desenvolveu um método alternativo para lidar com os riscos concorrentes de mortes, que é aplicavel
a doengas nao-infecciosa e infecciosas. Uma discussao do método proposto por D’Alembert pode
ser encontrada em Hens et al. (2012, cap. 1). Pouco depois, em meados de 1800, Louis Pasteur
apresenta sua teoria germinal das doencas infecciosas, que diz que a maioria das doencas infecciosas
sao causadas por germes. Simultaneamente, Robert Koch tornou-se famoso pela descoberta dos
bacilos de antraz (1877), tuberculose (1882) e do vibrido da célera (1883) e por seu desenvolvimento
do postulado de Koch.

Estes novos estudos construiram as bases para o inicio da biologia matemética moderna, que
comecou com Hamer. Ele foi o primeiro que aplicou o principio de acao das massas no ano 1906 para
um modelo epidémico deterministico em tempo discreto. Logo, Ross em 1911 publicou um modelo
epidemiolégico simples que aplicou & maldria (Bacaér, 2011, cap. 10), e mais tarde, Kermarck e
McKendrick (1927) generalizaram este modelo.

Estes modelos classicos tém sido construidos segundo a abordagem deterministica e sao am-
plamente utilizados. A partir destes, novos modelos foram criados levando em consideragao vérios
fatores, como a migracao, a vacinacao e a perda gradual da sua eficiéncia, quimioterapia, quaren-
tena, imunidade passiva, heterogeneidade genética, distribuicao nao uniforme da populagao, etc.
Existe um ampla bibliografia sobre estes modelos. Ver, por exemplo, Hethcote (2000) e Fraser et
al. (2004).

Generalizagoes importantes foram feitas por Anderson e May (1991, p. 209-227) e, como uma
consequéncia dos estudos destes modelos, Liu et al. (1987) mostrou resultados importantes sobre
as taxas de incidéncia nao lineares em suas equagoes e, anos depois, uma grande variedade de
modelos foram formulados para o estudo de diferentes doencas infecciosas. Por exemplo, modelos
especiais foram criados para doencas como a variola, malaria, SIDA, SARS, sarampo, rubéola,
colera, coqueluche, difteria, gonorréia, sifilis, herpes, e outras.

A estimagao dos parametros para doencas infecciosas tem sido de grande ajuda para muitos
epidemiologistas porque ela permite a avaliagdo de estratégias de intervencgao através de enfoques
matematicos, que ajudam a controlar a propagacao de pandemia da gripe e outras doencas infec-
ciosas em todo o mundo (Flahault et al., 1988; Ferguson et al., 2006). Mais detalhes podem ser
encontrados em Cauchemez (2004), Gani et al. (2005) e Keeling e Rohani (2007, cap. 1 e 2).

Uma das quantidades mais importante definida na epidemiologia é o nimero de reproducao
basal, ou basico, associado com a pandemia. Ela proporciona uma medida da intensidade das
intervengoes necessarias para o controle da epidemia, denotado por Ry (Anderson e May, 1991, p.
17). Em outras palavras, esta quantidade é o nimero médio de casos infectados produzidos pelo
caso inicial infeccioso introduzido numa populagao completamente suscetivel (Dietz, 1993).

No trabalho desenvolvido nesta dissertagao estamos interessados em estimar esta quantidade



através da utilizacao dos modelos epidemioldgicos compartimentais. Estudaremos os quatro mé-
todos apresentados por Chowell et al. (2007), os quais utilizam alguns modelos epidemioldgicos
basicos, que tém sido usados em estudos de doengas infecciosas para estimar o Ry. Existem varios
métodos utilizados na literatura para estimacao desta quantidade. Ver, por exemplo, Farrington
et al. (2001), Heffernan et al. (2005), Li et al. (2011), Ma et al. (2014). O primeiro método é
baseado na taxa de crescimento (inicial) exponencial da epidemia. Dada a taxa de crescimento
exponencial e o modelo subjacente temos uma estimativa de Ry. No caso do método 2 e 3 o
processo de estimagao do Ry baseia-se no ajuste dos modelos SEIR (sucetivel, latente (exposto),
infectante, recuperado) e SIR (sucetivel, infectante, recuperado), enquanto o método 3 baseia-se
no ajuste do modelo SEIR estendido. O método 4 utiliza uma abordagem bayesiana do modelo
SIR estocastico.

O objetivo da dissertacao é estudar as propriedades de estimadores baseados nos métodos 1, 2
e 4. Através de simulacoes sdo estimados os vicio, os erros quadraticos médio, as cobertura e as
larguras dos intervalos de confianca. Os métodos sao estudados quando os verdadeiros processos
geradores de dados sao os modelos SIR estocastico e SEIR estocastico. Inicialmente foram estuda-
dos os métodos, como apresentados por Chowell et al. (2007), e depois apresentadas modifica¢oes
para melhorar o desempenho dos estimadores.

A dissertacao esta organizada em cinco capitulos. O Capitulo 2 consiste na apresentagao dos
modelos compartimentais SIR e SEIR para andlise das doencas infecciosas, tanto na abordagem
deterministica quanto estocastica. Este capitulo apresenta também o Ry, enquanto o Capitulo 3
apresenta os quatro métodos de estimacao apresentados em Chowell et al. (2007) para estima-lo.
O Capitulo 4 apresenta uma comparacgao de trés dos quatro métodos através de simulacao quando
o processo gerador de dados é um modelo SIR ou SEIR. Neste capitulo também sao apresentadas
as modificagoes dos métodos. A conclusao final e sugestoes de trabalhos futuros sao apresentados
no Capitulo 5.



Capitulo 2

Modelos Compartimentais

Este capitulo tem por objetivo apresentar os modelos compartimentais, principalmente quando
eles sao utilizados para modelar o espalhamento de doencas infecciosas. Serao apresentadas as
versoes deterministicas e estocasticas. Uma referéncia bésica para a abordagem deterministica é
o livro de Anderson e May (1991), e para a abordagem estocésticas podemos citar Andersson e
Britton (2000, cap. 1 e 2 ) e Lekone e Finkenstédt (2006).

O nome compartimental vem do fato de que os individuos da populacao em estudo sao divididos
em classes. A classificacdo dos individuos nestas classes depende das caracteristicas dos individuos
relevantes a infeccao sob estudo. Desta forma, as classes consideradas dependerao da forma de
transmissao da epidemia e dos objetivos do estudo. Quanto mais detalhado o estudo, maior o
numero de classes considerado. Por exemplo, um dos modelos mais simples, divide a populagao
em apenas trés classes ou compartimentos: suscetiveis (S), infectados (I) e removidos (R) (mortos
ou imunes). Brauer e Van den Driessche (2001) e Xia et al. (2005) aplicaram este modelo a
doencas infecciosas como o sarampo e rubéola. Este modelo é chamando de SIR, cujas letras
vem do tipo de classe. O nimero de individuos nas classes S, I e R, no tempo ¢, sao denotados
por S(t),I(t) e R(t), respectivamente. O modelo compartimental é completamente definido pelas
regras que movem temporalmente um individuo de um compartimento a outro, isto é, definida
pela dindmica da populacao. Estas regras podem ser deterministicas ou estocasticas, definindo se
o modelo é deterministico ou estocastico. Uma rapida discussao sobre a utilizagao da modelagem
deterministica ou estocastica é apresentada na Secao 2.1. Nas secoes seguintes serdo apresentados
alguns modelos e algumas regras deterministicas e estocasticas. A apresentacao partird do modelo
mais simples para os mais complexos, mas poderia também ser apresentado um modelo mais
complexo e depois os mais simples como casos particulares. Na Secao 2.2 é apresentado o modelo
SIR, na Sec¢ao 2.3 o modelo SEIR e na Secao 2.4 o modelo SEIR estendido. Finalmente, na Se¢ao
2.5 temos uma rapida discussao sobre a estimacao do Rj.

2.1 Modelagem deterministica ou estocastica

A modelagem matematica surgiu como uma ferramenta importante para possibilitar uma me-
lhor compreensao da dindmica da disseminagdao de doencas infecciosas. Nesta abordagem, os



modelos geralmente sdo descritos através de um sistema de equacoes diferenciais, sendo as taxas
de fluxo entre os compartimentos determinados pelos parametros, especificando a trajetéria da
doenca. Ver, por exemplo, Hethcote (1975) e Yang (2001, cap. 2).

Dentre suas caracteristicas, estes modelos descrevem e explicam o que acontece em média
em uma populacdo, e se encaixam bem em grandes populagoes para explicar a dinamica dos
individuos em diferentes compartimentos. Ver, por exemplo, o livro de Diekmann et al. (2012).
Comparado com a abordagem estocastica, a abordagem deterministica geralmente necessita de
menos observagoes, é relativamente mais facil de estimar e analisar, e existe maior disponibilidade
de programas de computador.

E também reconhecido que a modelagem estocéstica é importante (Bailey, 1975; Mollison,
1977; Andersson, 1999; Anderson e Britton, (2000, cap. 1); Artalejo e Lopez-Herrero, 2013;
Chowell et al., 2013). Os modelos estocédsticos explicam as flutuagoes aleatérias dos riscos de
exposicao a doenga e a outros fatores, e fornecem muito mais conhecimento em uma modelagem
ao nivel individual, levando em consideragao o tamanho pequeno da populagdo, em que cada
individuo desempenha um papel importante no modelo. Especificamente, os modelos estocésticos
permitem obter as variabilidades individuais, como prever a dinamica de um individuo em relagao a
doencga e determinam o periodo adequado de aplicacao de um tratamento de controle. Os modelos
estocédsticos permitem também considerar os parametros variando estocasticamente ao longo do
tempo, inclusive como funcao de covariaveis. No entanto, pode ser dificil trabalhar com estes
modelos e ser necessario realizar muitas simulagoes para se obter previsoes titeis. O primeiro modelo
estocéstico foi o modelo conhecido como modelo de cadeia binomial, proposto por En’ko (1889).
Este trabalho foi o precursor do modelo proposto por Reed e Frost em uma palestra em 1928 (Siettos
e Russo, 2013). Dietz (1988) analisou e aplicou este modelo para o estudo da doenga de transmissao
sexual VIH. Nesta abordagem assume-se que tanto os periodos latentes como os infecciosos sao
independentes e distribuidos exponencialmente. Como consequéncia, dada a propriedade de falta
de memoria da distribuicao exponencial, ndo é necessario guardar as informacoes sobre o tempo
de transicao de cada individuo, mas somente o nimero de individuos em cada compartimento.

2.2 Modelo SIR

No modelo SIR mais simples apresentado a seguir consideramos uma populacao fechada sem
nascimento e morte e que, apos a infeccao, os individuos recuperados ficam imunes a novas infec-
goes. Isto é uma boa aproximagdo quando a mortalidade pela doenga é baixa e/ou o tempo da
epidemia é curto em termos demograficos. A imunidade total também pode ser utilizada quando
o tempo da imunidade parcial é grande comparado com o tempo da epidemia. O diagrama deste
modelo ¢ dado na Figura 2.1, no qual as setas indicam o fluxo dos individuos. Os significados das
letras utilizadas no diagrama serao ainda explicados ainda nesta secao. O diagrama é o mesmo
para os modelos deterministicos e estocasticos, que serao apresentados nas subsegoes seguintes.
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Figura 2.1: Dinamica do fluxo dos individuos segundo o modelo SIR.

2.2.1 Modelo SIR deterministico simples

O modelo SIR mais simples é o modelo publicado por Kermarck e McKendrick (1927), que foi
o ponto de partida para estudos das propriedades das epidemias.
Este modelo é dado pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais:

S'(t) = —BS(t)I(t)/N,
I'(t) = BSHI{E)/N —~I(#), (2.2.1)
R(t) = ~1(),

onde N é o tamanho da populagao dado por N = S(t)+I(t)+ R(t); S(t), I(t), R(t) sdo os nimeros
de individuos suscetiveis, infecciosos e recuperados, respectivamente, no tempo t; S'(t), I'(t), R'(t),
denotam as derivadas de .S, I, R no tempo t, respectivamente; § é a taxa de transmissao da doenca;
e v ¢ a taxa de recuperagao.

Na formulacao do modelo em fun¢ao das derivadas do niimero de individuos em cada comparti-
mento, assumiremos que o numero de membros em um compartimento ¢ uma funcao diferenciavel
no tempo, o que pode ser uma aproximacao razoavel se houver muitos membros em um compar-
timento, mas nao é aceitavel no caso contrario.

O modelo é baseado nas seguintes suposicoes:

o A populagao é fechada, isto é, ndo existe imigracao e emigracao de novos individuos, nem
mortos nem nascimento, ou seja, o tamanho da populagdo é constante.

o A populacdo é homogénea, no sentido que, em média, os individuos tém intrinsecamente
propriedades similares, independente de sua idade, constituicdo genética, habitos sociais,
localizacao geografica.

e Um membro da populacdo, em média, faz contato para transmitir a infeccao para outro
individuo a uma taxa $1(t)/N por unidade de tempo (principio de agao das massas).



o Assumimos que os individuos infectados sao instantaneamente infectantes, isto é eles tém a
capacidade de propagar a doenga quando entram em contato com os individuos suscetiveis.

o Os individuos infectantes deixam a classe dos infectantes e passam a classe dos recuperados,
onde permanecem imunes durante o tempo de duracao da doenca.

Existem outros tipos de modelos SIR, por exemplo o modelo SIR com taxa de nascimento e
morte. Este modelo é similar ao modelo 2.2.1, com a diferenca que ele tem um influxo de recém-
nascidos na classe suscetivel e saida devido a mortalidade em cada compartimento. A literatura
sobre estes modelos é vasta, sendo que boas referéncias sdo encontradas; por exemplo, Hethcote
(2000) e Gordillo e Greendwood (2007, 2008).

2.2.2 Modelo SIR estocastico

Existem varias formas de se introduzir a estocasticidade em modelos compartimentais. Nesta
secao iremos apresentar trés formas, sem maiores detalhes, inclusive a forma através de equagoes
diferenciais estocasticas, que sera a utilizada nesta dissertacao. Como a generalizacao para modelos
mais complexos do que os modelos SIR é quase que direta, nao discutiremos estes modelos.

A decisao sobre qual modelo utilizar depende dos objetivos, e das caracteristica da epidemia e
da populagao em estudo.

Equacoes diferenciais estocasticas

O modelo estocastico baseado em equacoes diferencias estocasticas é muito parecido com o
modelo deterministico. A parte estocastica entra na derivada através de um movimento Browniano.
Apenas para ilustrar, no modelo SIR estocastico temos o seguinte sistema de equagdes estocasticas:

S'(t) = =BSHI(t)/N(t) + aWi(?),
I't) = BSWIM)/NE) —7I(t) + asWalt), (2.2.2)
R(t) = ~L(t) + asWa(t),

onde W;(t),7 = 1,2, 3 sdo movimentos brownianos independentes. Assim como nos modelos deter-
ministicos, nestes modelos estocasticos o nimero de individuos nao tem a restricao de ser inteiro.
Esta suposicao torna-se menos importante quando tratamos de grandes populagoes em todos os
compartimentos. Outra critica é que, no modelo, o nimero de individuos em cada compartimento
pode ser negativo, exceto se forem colocadas restri¢coes adequadas. Ha toda uma discussao sobre
estes modelos em Allen (2011, cap. 7 e 8) e Lahrouz et al. (2011).

Modelo de Reed-Frost

Reed e Frost, em um trabalho nao publicado utilizado em suas aulas na Universidade de Johns
Hopkins, modificaram um modelo em tempo discreto, originalmente proposto por Soper (1929).
Soper considerou uma populacao com as seguintes suposigoes:
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o Todos os individuos sao igualmente suscetiveis a doenca.
e Os individuos tem a mesma capacidade de transmitir a doenca.

e Os individuos passam ao compartimento dos removidos quando termina seu periodo de trans-
missao.

» Os periodos de incubagao (laténcia) e infec¢ao sao relativamente curtos.

A lei de acdo das massas também ¢é aplicado no processo de transmissao da doenca.

Reed e Frost modificaram este modelo considerando que o contato entre um suscetivel e um ou mais
infecciosos produzird s6 um novo infectado. Este modelo proposto por Reed e Frost, nomeado como
modelo Reed-Frost, é o modelo epidemiolégico mais simples para o estudo de algumas doencas
infecciosas num grupo pequeno de individuos. Este modelo é um exemplo de um modelo de
cadeia binomial, um modelo simplificado e iterativo que ajuda a analisar como se comportard uma
epidemia ao longo do tempo (Matthew, 2005).

Este modelo baseia-se nas seguintes suposicoes:

o A infeccao é transmitida de um individuo para outro, se acontece um contato entre um
suscetivel e um infectado.

e Qualquer individuo ndo imune na populagao depois de ter contato com um individuo infec-
tante em um periodo de tempo tornar-se-a infectante s6 no periodo de tempo seguinte, e so,
em periodos seguintes, podera passar para o compartimento de recuperado.

O modelo Reed-Frost geralmente é especificado utilizando uma dindmica em tempo discreto.
Neste contexto consideramos que o periodo infeccioso médio é curto e é precedido por um periodo
médio de laténcia, que se considera maior que o periodo infectantes médio. Entao a nova geracao de
individuos infectantes, que se origina quando finaliza o periodo de laténcia, é separada da geragao
infectada anteriormente por um periodo de laténcia.

As probabilidades dos eventos em uma geracao dependem somente do estado da doenca na ge-
ragao anterior (modelo markoviano). Estes eventos sao especificados por probabilidades binomiais.

Seja p a probabilidade de contato entre quaisquer dois individuos na populagao em um intervalo
de tempo dado. Entdo, ¢ = 1 — p é a probabilidade de um individuo suscetivel nao ter contato
potencialmente infectante.

O contato potencialmente infeccioso depende:

e da suscetibilidade ou resisténcia do individuo,
« do potencial infeccioso da doenca,
e do tempo de exposi¢ao de um individuo suscetivel a infeccao, e

o das condigoes do meio ambiente.



Reed e Frost consideram que uma epidemia nao esta determinada somente pelas condigoes
iniciais porque, em cada geragao ha variacoes ao acaso dos eventos. Assim, se consideramos S; e [;
o numero de individuos suscetiveis e infecciosos, respectivamente no tempo (ou geracao) j, entao
o modelo Reed e Frost pode ser formulado através das seguintes probabilidades condicionais:

P(Ijs1 =141 | So = 80, lo =g, ..., S; = 85, =15) = P(ljz1=1ij41|S;=s;1; =1ij)

= ( 5 )(1 — qij)ijJrl(qij)sj_ijJrl’

Lj+1

e Sj1 =55 — Ijt-

Isto significa que, dado um individuo suscetivel na geracao j, este individuo permanecera susce-
tivel na préxima geragao se ele nao entra em contato com nenhum individuo infectante na geragao
j. Todos estes eventos sao independentes e acontecem com probabilidade ¢, sendo que os diferentes
individuos suscetiveis em uma geracao j serao infectados de forma independente um do outro, e
esses individuos infectantes serao removidos nas geragoes seguintes.

Modelo baseado em agentes

Nos modelos estocasticos os individuos entram e saem em cada compartimento de forma esto-
castica. Os modelos baseados em agentes associam a cada individuo um modelo de probabilidade
para o tempo de transicao. O modelo probabilistico mais simples, que esta estreitamente ligado ao
modelo deterministico, é o modelo que considera que os tempos de transicao sao independentes,
com distribuicao exponencial, e com taxas de falhas iguais as taxas de transicdo dadas no modelo
deterministico. Ver, por exemplo, Gordillho e Greenwood (2007, 2008).

Considere o modelo SIR deterministico e a mesma notagao dada na Segao 2.2.1. Assim, o
tempo até o primeiro individuo passar de suscetivel a infectante tem uma distribuicao exponencial
com taxa de falha \g;(t) = 8S(t)I(t)/N(t), e o tempo até o préximo individuo infeccioso passar a
recuperado tem uma distribuigdo exponencial com taxa de falha A;g(t) = vI(t). Dada a suposigao
de independéncia e as propriedades da distribuicao exponenciall, no tempo ¢, a distribuicao do
tempo até a ocorréncia da préxima transicao tem distribuicao exponencial com taxa de falha
At) = Asr(t) + Arr(t), com a probabilidade da transi¢ao ser de suscetivel a infectante igual a
Asi(t)/A(t).

Na pratica, temos observacgdes apenas no final dos periodos, geralmente com espagamentos
iguais; por exemplo, no final do dia. Como s6 temos informagoes dos numeros de transigoes
entre periodos, a abordagem mais comum é considerar que, durante o intervalo, a probabilidade de
transicao de cada individuo ¢é constante, sendo as taxas de falhas dadas pelos ntimeros de individuos
no inicio do periodo. Assim temos que a probabilidade de um individuo suscetivel ser infectado
no intervalo (¢,t+ 1) é dada por 1 —exp (—Ag7(¢)), e de um individuo infectado ser recuperado no
intervalo (¢,¢4 1) é dada por 1 —exp (—Arg(t)). Considerando independéncia temos que o nimero
de individuos que passam de um compartimento a outro tem distribuicao binomial. No caso de

LA distribuicio do minimo entre varidveis aleatérias independentes com distribuicdo exponencial é uma distri-
buicao exponencial com taxa de falha dada pela soma das taxas de falhas



termos um nimero grande de individuos no compartimento de origem e probabilidade pequena
de sair deste compartimento, a distribuicdo binomial pode ser substituida pela distribuicao de
Poisson.

A exigéncia de que os tempos de transicao sejam exponencialmente distribuidos nao é essen-
cialmente restritiva, existem formas para generalizar estas suposi¢oes sem perder as propriedades
markovianas do processo. Por exemplo, podemos adicionar algumas etapas, tal que a o tempo de
transicao seja a soma de tempos exponenciais independentes.

2.3 Modelo SEIR

O modelo SEIR considera um compartimento adicional conhecido como classe dos latentes e
constituidos por individuos ja infectados, mas ainda nao infectantes. Muitas vezes, a classe dos
latentes é denominado de expostos, dai a utilizagdo da letra E. Assim, segundo este modelo, na
sua versao mais simples, a populagao é dividida em quatro compartimentos. As suposicoes sobre
a populagao sao as mesmas que as consideradas para o modelo SIR definido na Se¢ao 2.2.1.

Como ilustragao nos apresentamos na Figura 2.2 o diagrama que descreve a dindmica da po-
pulagao segundo este modelo. Assim, como no modelo SIR nao consideramos a entrada e saida de
individuos no sistema.

BI(t)/N(t) K ot

Figura 2.2: Dinamica do fluxo dos individuos segundo o modelo SEIR simples.

O modelo SEIR deterministico consiste do seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias
nao lineares:

S'(t) = =BSHIE)/N(t),
E't) = BSWHIM)/N(E) — kE(?), (2.3.1)
I'(t) KE(t) —vI(t),

R(t) = ~I(t),

onde E(t) é o nimero de individuos latentes no tempo t; S(t), I1(t), R(t),S'(t), E'(t), I'(t) e R'(t)
sao definidos como em 2.2; e N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t). Os pardmetros do modelo SEIR
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sao definidos como no modelo SIR, com o pardmetro adicional taxa de infec¢ao k. O parametro
é definido como a frequéncia por unidade de tempo em que os individuos saem do compartimento
dos latentes e entram no compartimento dos infectantes.

Existem outros tipos de modelos SEIR. Ver, por exemplo, Li et al. (1999). A formulacdo do
modelo SEIR estocastico é dada da mesma forma que o modelo SIR estocastico, apenas com a
inclusao de mais um compartimento, o compartimento dos latentes. Ver Secao 4.1

2.4 Modelo SEIR estendido

Existem varias formas de se estender o modelo SEIR apresentado. Dependendo da epidemia e
dos objetivos das andlises, os compartimentos podem considerar fatores como o sexo e a faixa de
idade dos individuos, ou outro tipo de heterogeneidade. Outras modificacdes podem ser o efeito de
imunizacao ou, no caso em que o vetor da infeccao nao é o ser humano, o ciclo de vida do parasita.
Nesta segao serd apresentada apenas a extensao utilizada por Chowell et al. (2007) no seu terceiro
método de estimagao do nimero de reproducao basal, e também por Chowell e Nishiura (2008).
O diagrama de fluxo deste modelo é dado na Figura 2.3.

t it u[ u[
pN(t) BU(t) + J(t) +gA(t)/N(?) Kp a 0
k(1 —p) M Y2
1

Figura 2.3: Dinamica dos individuos na populagao segundo o modelo deterministico SEIR esten-
dido.

O modelo apresentado nesta segao foi desenvolvido originalmente para estudar a transmissibi-
lidade e o efeito de intervengoes hipotéticas para a pandemia de gripe em Genebra, Suica (Chowell
et al., 2006). Neste modelo, os individuos sao classificado como suscetiveis (S), latentes (E), clini-
camente doentes e infecciosos (I), assintomaticos e parcialmente infecciosos (A), diagnosticados e
informados (J), recuperados (R) e mortos (D).

O processo de transmissao descrito anteriormente pode ser modelado através do seguinte sis-
tema de equagoes diferenciais nao lineares:
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onde:

S'(t) = pN(t) = BSO)U(L) + J(t) + qA(t))/N(t) — pS(1),

E'(t) = BS@U()+ J(t) +qAQR)/N(t) — (k+ p)E(1),

At) = K(1=p)E(t) — (71 + pAR),

I'(t) = kpE(t) — (a+y + p)(t), (2.4.1)
J(t) = al(t) = (v2+0+up)J(t),

R(t) = n(A®) + 1) +12J(t) — nR(),

D'(t) = 6J(),

C'(t) = all(t),

S'(t), E'(t), A'(t), I'(t), J'(t), R'(t), D'(t),C'(t) denotam as derivadas de S, E, A, I, J,R,D,C

no tempo t, respectivamente.
O tamanho da populacdo é dado por N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + A(t) + J(t) + R(t).

i € a taxa natural de mortalidade. No modelo foi considerado que a a taxa natural de
mortalidade ¢ igual a taxa de nascimento. Isto torna o tamanho da populacao constante,
facilitando bastante o tratamento do modelo.

Os individuos suscetiveis entram em contato com o grupo dos infectantes numa taxa (I (t)+
J(t)+qA(t))/N(t), em que § é a taxa de transmissao da classe portadora (individuos que sdo
portadores de uma doenga ou infeccao e tem a capacidade de infectar, mas assintomatica,
isto é, ndo experimentam sintomas). Esta classe é denotada por A, 5 > 0.

O parametro ¢, 0 < g < 1 é o fator de reducdo na transmissibilidade da classe A.

Os individuos saem da classe dos latentes a uma taxa x, x > 0. Uma proporcao 0 < p < 1
destes individuos passam a classe I (individuos clinicamente doentes e infectantes) & mesma
taxa K e a proporgao restante (1 — p) entram no compartimento A.

Os individuos da classe A se recuperam a uma taxa ;.

Os individuos infectantes passam ao compartimento J (individuos diagnosticados e notifica-
dos) a uma taxa a.

Os individuos na classe J morrem a uma taxa adicional J, ou se recuperam a uma taxa ~s.

Os individuos da classe I, sdo diagnosticados e observados a uma taxa a ou se recuperam
sem serem diagnosticados (exemplo, infecgoes leves) a uma taxa ;.

Os individuos diagnosticados se recuperam a uma taxa v2 = 1/(1/7; — 1/a) e tem uma taxa
uma taxa adicional de mortalidade 9.
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o A taxa de mortalidade da doenca é ajustada de acordo com a proporc¢ao de casos fatais C'F' P,
tal que 0 = [CFP/(1 — CFP)](1n+72), em que CFP # 1.

o Todos os parametros sao positivos.

As suposigoes deste modelo sdo:

A populacao é totalmente suscetivel no inicio da pandemia.

o As taxas de mortalidade em cada compartimento, exceto, no compartimento .J, sdo conside-
radas iguais a taxa de natalidade.

o Os individuos que sao hospitalizados e diagnosticados (J), sdo assumidos igualmente infec-
tantes.

« A populagao é homogénea; portanto, o quociente (I(t)+.J(t)+qA(t))/N(t) é a probabilidade
de um individuo suscetivel ter um contato aleatério com um individuo infectante.

2.5 O nuimero de reproducao basal R,

O ntmero de reproducao basal ¢ um conceito chave na epidemiologia e ¢, indiscutivelmente, uma
das mais avancadas e valiosas ideias que o pensamento matematico trouxe a teoria epidemioldgica.
Este conceito é fundamental para o estudo da dinamica entre o hospedeiro e o patdégeno. Mais
importante ainda, Ry serve como um parametro limite que prevé se uma infeccao se espalhara.
Originalmente este parametro foi utilizado para estudos em demografia (Sharpe e Lotka, 1911;
Dublin, 1925; Kuczynski, (1928, cap. 2 e 3)). De forma independente, também foi estudado
por Kermarck e McKendrick (1927) para infecgoes que podem ser transmitidas para humanos.
MacDonald et al. (1968) também utilizou este conceito para estudar a dindmica das doengas
transmitidas por vetores, como a maléria, e Dietz (1975) continuou com as ideias de Ross sobre
o estudo das doencas infecciosas. Este conceito é amplamente utilizado no estudo de doencas
infecciosas e, mais recentemente, em modelos de dindmica de populagoes. Ry é definido como o
numero esperado de individuos secundarios produzidos por um individuo em seu vida, quando
introduzido em uma populacao totalmente susceptivel. A interpretagao de "secundarios"” depende
do contexto; por exemplo, em demografia e em ecologia, R significa o sucesso reprodutivo de um
membro da mesma espécie na populagdo em seu tempo de vida, mas em epidemiologia significa
o numero médio de individuos infectados por um tnico membro infectado durante seu periodo
infeccioso. Se Ry < 1, entao, em média, os individuos infectados ndo sao substituidos e a doencga
nao se propagara. No caso em que Ry > 1, em média, o nimero de infectados aumentara com cada
geracao, e portanto, a epidemia podera se propagar. Desta forma, o nimero de reprodugao é um
parametro com grande potencial de utilizagdo como indice de vigilancia epidemioldgica. Quando
uma doenca inicia sua propagacao existem condigoes extrinsecas e intrinsecas que favorecerao sua
evolugdo e o nimero de reproducao pode ser uma boa medida do potencial de transmissao da
doenga. Em muitos modelos sobre doencas de transmissao, a prevaléncia (proporgao de individuos
que apresentam uma doenca durante um periodo de tempo, em relacdo ao tamanho total da
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populagdao) méxima do ntimero de individuos infectados e o tamanho final da epidemia é uma
funcao crescente do Ry, indicando que Ry pode ser considerado um parametro que mede a difusao
do agente transmissor. A propriedade de controle é o aspecto mais importante e util do conceito
Ry. Numa infeccao endémica podemos determinar quais medidas de controle e, em que magnitude,
seriam mais eficazes para a reducao de Ry abaixo de um, fornecendo orienta¢ées importantes para
gerar politicas de vigilancia na satde dos individuos.

A magnitude de Ry também é usada para medir o risco de uma epidemia ou pandemia infecciosa
emergente. Por exemplo, foi de grande importancia na compreensao da propagacao e o perigo
potencial de epidemias como a sindrome respiratéria aguda grave SARS (Choi e Pak, 2003; Lipsitch
et al., 2003; Riley et al., 2003; Chowell et al., 2003, 2004a), a encefalite bovina (Woolhouse et al.,
1997; Ferguson et al., 1999), a febre aftosa (Ferguson et al., 2001; Matthews et al., 2003), novas
estirpes de gripe (Mills et al., 2004; Stegeman et al., 2004, Chowell et al., 2013a, b), o virus do
oeste do Nilo (Wonham et al., 2004), a dengue (Luz et al., 2003), a maldria (Hagmann et al.,
2003), o Ebola (Chowell et al., 2004b; Gravenor et al., 2004), o virus do ar (Rudnick e Milton,
2003), bioterrorismo (Kaplan et al., 2002; Longini et al., 2004), o virus de computador (Lloyd e
May, 2001) e o virus bovino (De Koeijer et al., 2008).

Estes trabalhos tedricos desenvolvidos através da histéria ampliaram o conceito do Ry para
uma grande variedade de modelos complexos, tais como modelos com estrutura espacial (Lloyd e
May, 1996; Keeling, 1999), ou modelos com estrutura de idade (Anderson e May, 1991 p. 172-
179; Diekmann e Heesterbeek, 2000, cap. 7; Hyman e Li, 2000), modelos para microparasitos
(Anderson e May, 1991, cap. 1; Diekmann e Heesterbeek, 2000, cap. 1), incluindo também
modelos estocasticos e sistemas finitos (Nasell, 1995).

2.5.1 Uma breve revisao sobre o calculo do R,

Nesta se¢do apresentaremos uma breve revisao sobre os métodos utilizados para o caculo do
Ry. Para uma breve revisao histérica, ver Heesterbeek (2002). Além as varias referéncias de
aplicacoes e discussoes citadas anteriormente podemos acrescentar Vynnycky et al. (2007) e Van
den Driessche e Watmough (2008).

Método funcao de sobrevivéncia

Varios estudos tem assumido padroes de transmissao homogéneos para analizar a propagacao
de doengas infecciosas em modelos compartimentais definidos através de equacgoes diferenciais; ver,
por exemplo, Pugliese (1990) e Thieme (1992). Além disso, varios estudos mateméticos sobre a
dindmica de uma populacao em crescimento com perda de imunidade tem sido considerados. Ver,
por exemplo, Busenberg e Hadeler (1990) e Derrick e Van den Driessche (1993). Outros estudos,
como os de Inaba e Nishiura (2008) consideram a estrutura etaria e o crescimento da populagao
suscetivel. O método conhecido como fungdo de sobrevivéncia considera esta abordagem. Este
método é também descrito em Heesterbeek e Dietz (1996) e Heffernan et al. (2005).

Considere uma populacao grande. Seja Fy(a) a func¢ao de sobrevivéncia, ou seja, a probabilidade
que um recém-infeccioso permaneca infectante até um tempo a, e seja b(a) o nimero médio de
individuos infectados que um individuo infectante produzira, por unidade de tempo, quando estiver
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infectado por um periodo total de tempo a.
A fungao b(.)Fy(.) é conhecida como funcao de reproducao. Ry é definido por:

Ry = /0 "~ b(a) Fy(a)da. (2.5.1)

Esta abordagem é apropriada para qualquer modelo que apresente expressoes para a funcao de
sobrevivéncia, F'(a), e a infectividade como fun¢ao do tempo, b(a). Assim, esta derivacao de Ry
nao estd restrita s6 aos sistemas descritos por equagoes diferenciais ordinarias (EDO).

Este método também pode ser estendido de forma natural para descrever modelos em que uma
série de estados estao envolvidos na reproducao de um individuo infectado. Considere, por exemplo,
a modelagem da epidemia de maldria, como descrita em Heffernan et al. (2005). Inicialmente um
humano infectado pode transmitir a infeccdo para um mosquito, que por sua vez pode infectar
mais seres humanos. Este ciclo completo deve ser levado em consideracao para a derivacao de Ry,
o qual fornecera o ntimero total de pessoas infectadas por um ser humano infectado inicialmente.
Em geral, se apenas dois estados infecciosos distintos estao envolvidos neste ciclo de infecgao,
entdo F'(a) pode ser definida como a probabilidade de que um individuo no estado 1 no tempo
zero produza um individuo infeccioso no estado 2 até um tempo a. Do mesmo modo, b(a) é o
nimero médio de novos individuos no estado 1 produzidos por um individuo que tem permanecido
no estado 2 durante um tempo a. Na modelagem da maldaria, F'(a) pode ser a probabilidade de
que um humano infectado no tempo zero produza um mosquito infectado, que permanece vivo até
pelo menos um tempo a. Desta forma, F(a) é a integral do seguinte produto:

F(a) = / prob(humano infectado no tempo 0 exista ainda no tempo t) (2.5.2)
0

xprob(humano infectado durante um tempo total ¢ infecte um mosquito)

x prob(o mosquito infectado viva até um tempo a — t)dt,

enquanto que b(a) é simplesmente o nimero médio de humanos infectados por um mosquito que
permanecer infectado por um periodo de tempo a. Note que também poderiamos tomar o mosquito
infectado, no estado 1, e depois derivar uma expressao que daria o mesmo valor de Rj.

Infelizmente, derivagoes como as apresentadas na equacgao 2.5.2 tornam-se cada vez mais com-
plicadas quando este método é estendido para ciclos de infeccao envolvendo trés ou mais estados
(Hethcote e Tudor, 1980; Lloyd, 2001; Huang et al, 2003). Uma vasta bibliografia é encontrada
na literatura sobre a derivacao de Ry, quando se tem mais de uma classe de infecciosos envolvidos
no processo; por exemplo, Rushton e Mautner (1955); Hethcote (1978), Nold (1980) e Hethcote e
Thieme (1985).

Método da matriz da préxima geracao

Este método é aplicavel a uma ampla variedade de modelos compartimentais, em particular
aos modelos compartimentais SIR e SEIR deterministicos para calcular o Ry. O método da matriz
da préxima geragao foi introduzido por Diekmann et al. (1990). O método pode ser encontrado
em Heffernan et al. (2005). Este é um método geral para derivar Ry, em casos onde a populagao
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é dividida em classes disjuntas, e ele pode ser utilizado para modelos com estrutura espacial,
entre outras possibilidades. Para sua implementacao, as variaveis continuas dentro da populagao
sao aproximadas por um nuimero discreto de classes. Este método é amplamente utilizado e
aplicacoes importantes podem ser encontradas em Matthews et al. (1999), Van den Driessche e
Watmough (2002), Hill e Longini (2003) e Wonham et al. (2004). A teoria estd baseada na teoria
de matrizes nao negativas descrita em Berman and Plemmons (1974). Este método foi utilizado
para determinar a formulagao tedrica do nimero de reproducao basal considerando os modelos
SIR, SEIR e SEIR complexo apresentados na Subsecao 2.5.2.

Como ilustracao considere o modelo tipo SEIR dado por:

(t) = I —pS—pBSE)I{),

E'(t BSH)I(t) — (u+ w)E(t), (2.5.3)
I'(t KE(t) — (u+ a)I(t),

R(t) = al(t) - pR(t),

)
)
)

Este modelo é um caso geral do modelo SEIR deterministico apresentado na Se¢ao 2.3 porque,
considerando IT = 0, p = 0, @ = y, temos o modelo SEIR deterministico 2.3.1.

Este modelo foi utilizado para o estudo de doencas infecciosas em criancas; por exemplo, o
sarampo. Os novos infectados no compartimento £ surgem através de contatos entre os individuos
suscetiveis e infectados que estao nos compartimentos S e I, respectivamente a uma taxa 55(t)1(t).
Depois, os individuos passam do compartimento £ ao compartimento I a uma taxa x e finalmente
se tornam imunes a uma taxa «. Além disso, alguns individuos morrem a uma taxa natural .
Para maior simplicidade, este modelo assume uma constante de recrutamento II de individuos
suscetiveis. [ é a taxa de transmissao, com incidéncia SST (lei de agdo das massa). O sistema
2.5.3 tem um unico ponto de equilibrio Sy = I/ p.

Considere os dois compartimentos de infectados E e I. Utilizando a teoria do método da matriz
da proxima geracao temos: & = S, So =0, 1 = (u+K)E e vy =wE — (u+ o).

Assim:

@
I
/N
@ @
SN—

portanto,

F — (8\9(,50)/8E 8%1(0,5(])/8])
0990, 50)/0E  035(0,S,)/01)°

Vo <8ul<o,so)/aE ayl(o,so)/m)
— \0w(0,80)/0F 9u(0,8,)/01 )
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Assim, obtemos:

(0 BS
F- )

_ (ntr 0
Vo= (—/-4; /L—i—oz)'

Finalmente, a matriz de geragao seguinte denotada por K, é dada por

K = FV!

(HBSO/((M +8)(p+ @) BSof(p+ a))
0 0 ‘

Como consequéncia o numero de reproducao basal é dado pelo autovalor proprio nao negativo da
matriz K, isto é,

Ro = £fBSo/ (1 + 5) (1 + a)).

Método do Jacobiano

O método da matriz Jacobiana é um dos métodos mais utilizados para calcular o nimero de
reproducao e é utilizado quando o modelo é descrito por um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias. O método baseia no estudo dos autovalores do jacobiano no ponto de equilibrio do
sistema quando livre da doenca. O problema com este método é que o valor encontrado para
Ry pode nao ter significado biolégico. Este é um dos motivos que leva alguns pesquisadores a
considerar inapropriado chamar o valor encontrado por este método de Ry (Heffernen et al., 2005).
O método consiste de 6 passos:

o Calcular o ponto de equilibrio da doenca.

o Calcular a matriz jacobiana.

o Calcular a matriz jacobiana no ponto de equilibrio.
e Determinar os autovalores da matriz jacobiana.

» Se todos os autovalores sdo negativos entao existe estabilidade; caso contrario, existe insta-
bilidade.

® RO = )\maz-
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Método do termo constante do polin6mio caracteristico

Este é um método simples, amplamente utilizado também quando o modelo é dado por um
sistemas de equagoes diferenciais ordindrias. Considere o polinomio caracteristico relacionado com
o jacobiano anterior:

AN ap NP+ a N+ ap=0. (2.5.4)

Este método é relativamente facil de utilizar pois basta encontrar o maior valor préprio. Usando
este método, o pardmetro R, é derivado da condi¢ao de que todos os valores préprios do Jacobiano
devem ter uma parte real negativa. Isto pode facilmente ser feito utilizando o polinémio carac-
teristico 2.5.4 e as condi¢oes de estabilidade de Routh-Hurwitz. Uma discussao completa deste
método é dada em Brauer et al. (2008).

Todos os métodos descritos anteriormente formulam o pardmetro Ry em termos de algum
modelo deterministico; por exemplo, um modelo compartimental. Esta abordagem geralmente
considera que alguns pardmetros sao conhecidos para simplificar o processo de estimacao. Para
ter uma visdo mais completa destas técnicas considere, por exemplo Hethcote (2000).

Outros métodos de grande importancia sao:

 Suscetiveis em equilibrio endémico (Mollison, 1995).

« Método da idade média da infecgdo que estima Ry como o raio L/A, em que L é o tempo
médio de vida e A é a idade média de aquisicao da doenga (Dietz, 1975). Uma derivagao
completa é dada em Hethcote (2000), e para uma maior discussao ver Anderson e May (1991,
p. 72-74) e Brauer (2002).

Atualmente, um dos métodos mais utilizado na estimacao do R, utiliza a taxa de crescimento
constante no periodo inicial da epidemia. Esta taxa também é conhecida como taxa de crescimento
intrinseca da epidemia. Este método é utilizado, por exemplo, em Lipsitch et al. (2003) e Chowell
et al. (2007). Além disso, este método ¢é discutido em detalhes na Secao 3.1 desta dissertacao.

2.5.2 Ry nos modelos compartimentais

Nesta secao apresentaremos o valor de Ry apenas para os modelos compartimentais SIR, SEIR
e SEIR estendido apresentados anteriormente.

Segundo o método da matriz da préoxima geracao , o nimero de reproducao segundo o modelo
SIR deterministico apresentados na Secao 2.2.1 é dado por:

Ry =B/. (2.5.5)

Ha& diversos trabalhos esclarecedores sobre a formulacao teérica do Ry considerando o modelo
deterministico SIR. Ver, por exemplo Hethcote (2000) e Allen (2011, cap. 7 e 8).

Segundo o método da matriz da proxima geracao, o nimero de reprodugao basal para o modelo
SEIR deterministico apresentado na Secao 2.3 é dado por:
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Ro=p/(v+9). (2.5.6)

Existem diversas referéncias importantes sobre a formulagao tedrica do nimero de reproducao
basal para o modelo SEIR simples. Ver, por exemplo Hethcote (2000), Chowell et al. (2007) e
Chowell e Brauer (2009).

Aplicando o método da matriz da proxima geragdo (Diekmann e Heesterbeek, 2000, cap. 7)
ao sistema de equagoes diferenciais ordinarias do modelo SEIR estendido 2.4.1, apresentado em
Chowell et al. (2006), o nimero de reproducao basal ¢ dado por:

_ Bk 1 a - 7
RO_%+u{p<%+a+u+(%+a+u)(%+5+u>>+(1 p)<%+u>}' (2.5.7)
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Capitulo 3

Métodos Considerados para a Estimacao

do Ry

Existem varios métodos citados na literatura para a estimacao do Ry, como apresentado bre-
vemente na Secao 2.5. Neste capitulo, apresentaremos com maiores detalhes os quatro métodos
utilizados no artigo de Chowell et al. (2007). Dentro do escopo da dissertagdo todos os méto-
dos considerados sao relacionados a modelos compartimentais, deterministicos ou estocasticos. A
escolha do estimador depende, entre outras coisas, da informacao disponivel. Geralmente nao se
observa o nimero de individuos de todos os compartimentos e nem durante o inicio da epidemia.
Assim, como em Chowell et al. (2007), consideraremos que observamos apenas o nimero de casos
novos diarios de infectados durante um certo periodo, e utilizaremos os modelos SIR, SEIR e SEIR
estendido. Em cada um dos modelos consideraremos que alguns dos parametros sao conhecidos.
Serao analisados quatro métodos de estimacao. O método 1, apresentado na Secao 3.1 é baseado
na suposicao de que, no inicio de uma epidemia a taxa de crescimento é exponencial, e depois na
relacao entre esta taxa e o Ry. Na estimacao da taxa de crescimento exponencial nao é considerado
nenhum modelo em particular, mas na relacao entre a taxa e R é necessario adotar um modelo.
No caso, iremos considerar modelos SIR e SEIR deterministicos. Os métodos 2 e 3 utilizam os
modelos SEIR e SEIR estendido deterministicos, respectivamente. Estes métodos sdo apresenta-
dos nas Secoes 3.2 e 3.3, respectivamente. O método 4, apresentado na Secao 3.4, utiliza uma
abordagem bayesiana do modelo SIR estocastico para estimar o Rj.

3.1 Meétodo baseado na taxa de crescimento exponencial

Esta secao apresenta o método 1 para estimar o nimero de reproducao basal Ry. O método
estd baseado na natureza intrinseca da doenca, a qual geralmente apresenta um crescimento expo-
nencial no periodo inicial da epidemia, quando ela avanca livremente sem intervencao. O modelo
considera que a taxa de crescimento da populacao infectada é proporcional ao niimero de indi-
viduos infectados. Esta suposicao é geralmente védlida para periodos iniciais da doenca e para
populagoes grandes. Mais detalhes podem ser encontrados em Brauer e Castillo-Chavez (2001, p.
4 a 6). O conceito de crescimento exponencial das doengas infecciosas na sua fase inicial tem sido
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amplamente discutido em Lipsitch et al., (2003), Heffernann et al. (2005), Chowell et al. (2007) e
Gani et al. (2011).

Doengas infecciosas como a gripe de 1918 em San Francisco, a gripe A(HIN1) de 2009 no
México (Yang, et al. 2009), a sindrome respiratéria aguda severa (SARS) de 2002 em Cingapura,
e muitas outras sao exemplos de epidemias que mostram este comportamento exponencial na sua
fase inicial.

Denote por T o tempo até o qual podemos aproximar o nimero total de infectados pelo cres-
cimento exponencial. O valor de T deve ser selecionado segundo algum critério. Nesta dissertagao
serao utilizados dois critérios.

O método ¢ dividido em duas partes. Na primeira parte é estimada a taxa de crescimento expo-
nencial r utilizando a fase de crescimento exponencial. Nesta fase também é necessario selecionar
o periodo inicial da epidemia para selecionar as observacoes utilizadas para estimar a taxa, isto é,
¢é necessario selecionar o valor de T'. Na segunda parte, dada a estimativa da taxa de crescimento
exponencial r, utiliza-se um modelo subjacente para a epidemia em que é conhecida a relagao entre
Ry e r para estimar Ry. Esta relacao é derivada na Secao 3.1.2 para o modelo SIR e SEIR. Na
Secao 3.1.1 é apresentado o método de estimacgao de r.

3.1.1 Estimacao da taxa de crescimento exponencial

Em todos os métodos vamos considerar que sao observados apenas o numero total de casos
notificados da epidemia no final de cada dia. Denote por C,(t),t = 1,2,...,n, o nimero de casos
notificados até o final do dia ¢, com n o periodo total de observagoes. Observe que C,(1) é o
numero de caso observados no primeiro dia, mas nao é o numero de casos de infectados. Durante
a fase de crescimento inicial o nimero total de casos notificados é modelado por

f(a()a r, t) = Qo eXp(Tt)7t S T7 (311)

onde ag ¢ a condicao inicial e r é o parametro que mede a velocidade de propagacao da doenca,
conhecida como taxa de crescimento exponencial, e consideramos que até a observacao T' podemos
considerar um crescimento exponencial da epidemia e nao houve ainda nenhuma intervencao. O
valor de T" deve ser selecionado pelo pesquisador e ¢ no maximo igual ao niimero de observacoes.
O valor minimo depende de cada autor. Chowell et al. (2007) sugere utilizar o minimo de quatro
observacoes, de modo a ter pelo menos dois graus de liberdade!. Apds uma transformacao linear
do f(ag,r,t) temos um modelo linear, mas a estimativa por minimos quadrados nao é adequada
porque a variancia das perturbagdes nao é constante. Considerando que a variancia do erro deve ser
proporcional a f(ag,r,t), sugere-se estimar o modelo através da minimizacao da fungao objetivo,
ou funcao perda:

Li(ao,riT) = fj(f(ao”’i)_oo(i)) , (3.1.2)

i—1 f(ag,r,i)

!Ntimero de observacdes menos o niimero de pardmetros estimados
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que pode ser considerada uma medida de bondade de ajuste. Denote os valores de ag e r que
minimizam 3.1.2 de ao ¢ e 7, respectivamente.

Como para cada valor de T temos uma estimativa de r é necessario escolher um valor de 7.
Um critério, utilizado por Favier et al. (2006), Chowell et al. (2006, 2007) e Nishiura (2006)
baseia-se no fato de que, sendo o modelo adequado, a varidvel aleatéria associada a Ly (ao.r, 7r; T')
tem distribui¢ao aproximadamente qui-quadrado com T — 2 graus de liberdade. Assim, o valor de
T selecionado ¢ o que minimiza

P Xr_o < Ly(aor,7r;T)],

onde X7 o é uma variavel aleatoria com distribuicao qui-quadrado com T' — 2 graus de liberdade
e Ly(aor,7r;T) ¢ o valor observado.

Em algumas situagoes podemos dar a 7" um valor a priori Ty, menor do que n. Por exemplo,
se sabemos que o primeiro controle da epidemia ocorreu no vigésimo dia, podemos tomar 7 = 20.
Vamos denotar o valor do limite do periodo selecionado para a fase inicial da epidemia através
deste método como T7. Na Secao 3.2 apresentaremos outro método de selecao do periodo. Assim,
se os dois valores do periodo forem diferentes, teremos dois estimadores diferentes no método 1. Ma
et al. (2014) discutem e comparam outras formas alternativas de se estimar a taxa de crescimento
exponencial de epidemias.

3.1.2 Relacgao entre r e Ry no modelo SIR deterministico simples

Considere o modelo epidemiologico SIR deterministico dado pelo sistema de equagoes diferen-
ciais 2.2.1. Como S(t) + I(t) + R(t) = N, onde N ¢é o tamanho da populacdo que consideramos
constante Vt > 0, e supondo que S(t) = N perto do ponto de equilibrio, entao podemos considerar
o sistema:

St = —pI)
I(t) = BI(t)— L)

Portanto,
() = BI) - A1),
que é uma equagao diferencial ordinaria com solugao:
I(t) = 1(0)e¥ 1,

Pela definigao da taxa de crescimento exponencial 3.1.1, temos que r = f—+. Assim, utilizando
o resultado 2.5.5, temos que

Ry = 1+7/y. (3.1.3)
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3.1.3 Relacao entre r e Ry no modelo SEIR deterministico simples

Considere o modelo epidemiolégico SEIR deterministico dado na Segao 2.3. Considerando que
S(t) =~ N perto do ponto de equilibrio, o sistema de equacgoes diferenciais 2.3.1 pode ser escrito

E'(t) = BI(t)— kE(t),
I'(t) = kE(t)— (v+9)I(t).

(3.1.4)

Linearizando o sistema de equagoes diferenciais 3.1.4, omitindo o indice do tempo para facili-

dade de notacao, obtemos:

Seja

_ | B
7= l/ﬂ —(7+5)1 '
Segundo a definicdo dos autovalores para .J, temos:
(—k—x)(—g—x)—rB = 0,
kg + Kkr +xg+ 22— kB = 0,
P+ (k+gz+rlg—p8) =

Logo, a taxa de crescimento exponencial é dada por:

= (94wt —tnlg—9) /2

2 = (k+g)+/(k+9)*—4r(g - B),
A4 4 dr(k+g) + (k+9)? = (k+9)*—4k(g—p),
dr* v dr(k+g) = —4r(g—B),

dr? +dr(k+g) = 4rg(B/g —1).

Assim, substituindo 2.5.6 em 3.1.5, obtemos:

4r®° 4 4r(k+g) = 4rg(Ry—1),
Ry = 1+7*/kg+r(k+g)/kg.

Segundo este processo obtemos que
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Ry = 14+Vr+ f(1—f)(Vr)?, (3.1.6)

onde g =v+06,V =1/k+1/y,f = (1/g)/V. V é conhecido como intervalo serial (Wallinga e
Lipsitch, 2007).

Dependendo do modelo epidemiologico escolhido e considerando a estimativa do parametro r
na primeira parte do processo de estimacao do nimero de reproducao basal Ry, a estimativa deste
parametro ¢ obtida depois de substituir a estimativa do r na expressao 3.1.3, ou na expressao
3.1.6, que é o resultado da linearizagdo do modelo epidemiolégico SIR e SEIR deterministico,
respectivamente.

Existe uma ampla bibliografia sobre o processo de linearizacao dos modelos compartimentais
apresentados nesta se¢ao. Ver, por exemplo, Chowell e Brauer (2001), Lipsitch et al. (2003), Li e
Jin (2004, 2005), Heffernan et al. (2005), Allen (2011, cap.7 e 8).

3.1.4 Estimacgao por intervalos de confianca

Para quantificar as incertezas dos estimadores de R, baseados no método 1 utilizaremos a
técnica bootstrap paramétrica de Efron e Tibshirani (1986). Nesta se¢ao apresentaremos o método
utilizado por Chowell et al. (2007). Algumas modificagbes serdo apresentadas mais tarde na
Secao 4.2.1. A mesma técnica é utilizada para os estimadores baseados nos métodos 2 e 3, que
serdao apresentados nas Secoes 3.2 e 3.3, respectivamente. No método 4, que utiliza a abordagem
bayesiana, os intervalos de credibilidade sao obtidos das distribui¢oes a posteriori.

Considere C,(t), t = 1,...,n como sendo os dados observados, ou seja os casos acumulados de
individuos infectados, e a partir de estas observagoes queremos construir B conjuntos de realizagoes
de C, utilizando bootstrap paramétrico. O método de se obter as amostras bootstraps foi utilizado,
por exemplo, por Chowell et al. (2007) e Chowell e Nishiura (2008) para o mesmo problema. Na
série observada temos que C,(t) = Cy(t) — Cy(t — 1), é o niimero notificado de casos novos de
individuos infectados no periodo (t —1,¢). Dado os valores observados, a estimativa do parametro
da distribuicao de Poisson em um dado intervalo é dada pelo nimero de casos novos observados
neste intervalo. Denote por C. (), t = 1,...,n a i-ésima amostra bootstrap do niimero de casos
notificados no periodo (t — 1,¢) . A amostra C,(t) é obtida de uma distribuicio de Poisson com
média C)(t). Tomando-se C.,(1) = Cy(1),i = 1,2,..., B, a i-ésima amostra bootstrap é dada por
Coi(t) =35, C'.(j), t =1,...,n. Noestudo de simulacio a ser apresentado no Capitulo 4 veremos
que este procedlmento nao tem um bom desempenho e serdao apresentadas outras alternativas.

SeJa Roz a estimativa de Ry para ¢ = 1,...,B. Considerando a distribuicao emplrlca de
Rol, . RO p como uma estimativa da Verdadelra dlstrlbul(;ao do estimador de Ry, Ro, podemos
construir intervalos de confianca e estimar a variancia do estimador.

A suposicao de Poisson pode nao ser uma boa aproximagcao quando o nimero de individuos no
compartimento anterior ao compartimento de infectantes nao for grande e se a suposicao de que
a probabilidade de um individuo do compartimento anterior passar a infectante ser constante no
periodo nao for aproximadamente valida. Uma alternativa é a utilizacao da distribuicao binomial
negativa, que possui a vantagem adicional de nao ter a restricao da variancia ser igual a média, mas
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possui a desvantagem de possuir mais um parametro. No Capitulo 4 com um estudo de simulacao
serd verificado se este procedimento é capaz de construir intervalos com a cobertura correta.

3.2 Meétodo baseado nos modelos SEIR e SIR

Nesta se¢do nos apresentaremos o método 2 para estimar o Ry, que é baseado na escolha do
modelo SEIR ou SIR. Inicialmente, como em Chowell et al. (2007) iremos apresentar o método
quando ajustado o modelo SEIR deterministico dado pelas equacoes 2.3.1. A fungao objetivo, ou
funcao perda considerada é:

Ly(8,1(0);T) = Z(W) , (3.2.1)

onde C(t) = I(t) + R(t), ou seja C(t) é o nimero de casos notificados totais no tempo ¢ estimado
depois de ajustar o modelo 2.3.1 aos dados observados, e C,(t) é o niimero de casos infecciosos totais
observados no tempo t. Assim, como em Chowell et al. (2007), consideramos que os unicos valores
desconhecidos sao 1(0) e 3, e suas estimativas sdo os valores destes pardmetros que minimizam
3.2.1; denote-os por BT el (0)r, respectivamente. Os outros valores sdo considerados conhecidos e
iguais aos valores verdadeiros utilizados no modelo gerador de dados, que foi baseado em valores
encontrados na literatura. Observe que é necessario selecionar o valor de 7. Uma possibilidade é
utilizar o valor de T} como descrito na Sec¢ao 3.1.1. Outra sugestao, € estimar a fase de crescimento
exponencial, portanto, analogo como na Secao 3.1.1, a estimativa de T' é aquele valor que minimiza
o percentil de Ly (3T, I (0)r, T') na distribuicao qui-quadrado com 71" — 2 graus de liberdade. Denote
este valor de Ty,. Dada uma estimativa de 3, Ry é estimado substituindo a estimativa do 3 na
expressao 2.5.6. Assim, no modelo SEIR temos dois estimadores de Ry, um com o periodo dado
por T} e outro por Ts,. Podemos ajustar também o modelo SIR deterministico dado pelas equagoes
2.2.1. O processo de estimagao é similar ao caso do modelo SEIR. Para evitar confusoes denote o
periodo selecionado pelo modelo SIR de Tb,.

O processo para quantificar a incerteza do parametro R, neste método esta baseado na técnica
bootstrap, cujas amostras sao realizadas como na Secao 3.1.4

3.3 Meétodo baseado no modelo SEIR estendido

Nesta secao nés apresentaremos o método 3 para estimar o Ry, método este baseado no modelo
SEIR estendido 2.4.1. O método é o mesmo que o apresentado na Se¢do 3.2, apenas com o
modelo SEIR bésico substituido pelo modelo SEIR estendido. A fun¢ao objetivo, ou fun¢ao perda
considerada é:

Ls(B,q, p,y1, o, B(0),I(0); T) = Z(C(Z);(i(z)) , (3.3.1)
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onde C,(t) é o nimero de casos infecciosos totais observados no tempo t, e C(t) é o nimero de
casos infecciosos totais no tempo ¢ estimado depois de ajustar o modelo 2.4.1 ao dados observados.
Consideramos que os valores desconhecidos sao 3, ¢, p, 71, «, E(0) e I(0) e suas estimativas sdo os
valores que minimizam 3.3.1; denote-os por Az, §r, pr, A1y Qo E(O)T e f(O)T, respectivamente. Os
outros valores sao considerados conhecidos e encontrados na literatura. Observe que é necessario
selecionar o valor de T', em que T' > 7. Uma possibilidade é utilizar o valor de T} que foi escolhido
na Secao 3.1.1. Outra sugestao, andlogo ao realizado na Secao 3.1.1, é selecionar como valor
de T o valor que minimiza o percentil de Lg(BT,@T,ﬁT,%T, @T,E'(O)T,f(O)T;T) na distribuicao
qui-quadrado com T — 7 graus de liberdade. Denote este valor de T3. Dadas as estimativas
dos pardmetros f3,q, p,v1,«, E(0) e I(0), relativas ao periodo inicial escolhido, Ry é estimado
substituindo estas estimativas na expressao 2.5.7. Assim, no modelo SEIR estendido temos um
estimador de Ry, com o periodo dado por T;.

O processo para quantificar a incerteza do parametro Ry neste método, como no caso anterior,
é baseado no método bootstrap, cujas amostras sao realizadas como na Secao 3.1.4

3.4 Meétodo bayesiano baseado no modelo SIR estocastico

Nesta se¢ao é apresentada uma abordagem bayesiana baseado no modelo SIR estocastico. O
método ¢é utilizado para estimar o nimero de reproducao efetivo, denotado geralmente por Ry, no
lugar do Ry. O numero de reproducao efetivo é discutido amplamente na literatura, e existem
diversas referéncias onde nés podemos encontrar sua formulagao. Ver, por exemplo, Haydon et al.
(2003), Wallinga e Teunis (2004), Cauchemez et al. (2006), Nishiura (2006), Bettencourt e Ribeiro
(2008), Cowling et al. (2008) e Coelho et al. (2011).

Este parametro é definido como o nimero médio de casos secundarios produzidos por um caso
infectante no tempo t para t > 0.

A diferenca entre Ry e R; depende das mudancas na estrutura da populacao, evolucao de patoé-
genos, variacoes da doenga, declinio de individuos suscetiveis (fator intrinseco) e & implementagao
de medidas de controle (fator extrinseco), como é discutido em Bettencourt e Ribeiro (2008) e
Nishiura e Chowell (2009).

A formulagao do R; leva em consideracao a natureza probabilistica do processo de contagio e
permite uma estimacao direta da distribuicdo de probabilidade do niimero de reproducao efetivo
R; dos dados em tempo real sem precisar a pesquisa de pardmetros e otimizacao como foi feito
nos métodos anteriores (Cauchemez et al., 2006; Bettencourt e Ribeiro, 2008). Neste sentido, este
método, junto com os trés métodos apresentados nas trés segoes anteriores, ajudam na estimacao
do ntimero de reproducao de forma complementar, como é discutido em Chowell et al. (2007).

O método pode ser aplicado a qualquer modelo compartimental, mas, como em Chowell et al.
(2007), iremos considerar o modelo SIR apresentado na Sec¢ao 2.2.1. Chowell et al. (2007) chama a
atencao que a aplicagao a modelos, como o SEIR, é mais complexa. Como nos métodos anteriores,
este método considera que sdo observados apenas os nimeros de casos infectantes, e a formulacao
probabilistica é dada em funcao da série temporal do niimero de casos infectantes novos, que é
definido por:

AC(H) = C(t)— Ot — 1), (3.4.1)
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com C(t),t =1,2,...,n definido na Se¢ao 3.1.1 e 7 o intervalo de tempo entre observagoes.

Considere inicialmente o modelo na forma deterministica dado pelo sistema de equagoes 2.2.1.
Os casos novos de individuos infectantes sao os aqueles que saem do compartimento de suscetiveis;
portanto:

C'(t) = —S'(t) = —BSHI(t)/N, (3.4.2)

e I'(t)/1(t) = BS(t)/N — v que tem como solugao

He+7) = I0ep| [ (BS(s)/N —)ds]

[(t+7) = I(t)exp [’y/tHT (ﬂjj(vs)—1> ds].

Considerando que Ry = /v e R, = RoS(t)/N(t) e que S(t)/N(t) é aproximadamente constante
no intervalo [¢,t + 7] temos

It+7) ~ I(t)exp[yT (R — 1)] (3.4.3)
= b(R)I(t), (3.4.4)

onde b(R;) = exp [y7 (R; — 1)].
Da equagao 3.4.2, e utilizando 3.4.4, obtemos

Ct+r)—-C(t)  BS{t+7)
. = —w It+7)
BS(t)
Tb(Rt)I(t), (3.4.5)

Q

em que supomos que S(t) é aproximadamente constante no intervalo [t,t + 7|, porque geralmente
em doencas infecciosas, o nimero de suscetiveis na populagdo é muito maior que o ntimero de
notificacoes didrias. 7 pode variar entre intervalos sucessivos, contribuindo com a variabilidade do
R; . Além disso:

Ct)y-C(t—7)  BS(1)

= = N0 (3.4.6)

e substituindo 3.4.6 em 3.4.5 obtemos:

AC(t+1) = bR)AC(). (3.4.7)

A equagao apresentada em 3.4.7 da a evolugao do nimero de casos novos no tempo t no modelo
deterministico, que pode ser considerado como a evolucao da média no modelo estocastico. Note
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que o numero de casos novos de epidemia depende dos casos notificados no tempo imediatamente
anterior e do nimero de reproducio efetivo R;.

Um modelo probabilistico é crucial para a modelagem de casos novos notificados quando os
dados observados tem uma grande variabilidade em relagdo ao tempo. Considere que A(t + 7) é
uma variavel aleatoria discreta gerada por uma distribuigao de probabilidade com parametro igual
ao nimero médio de casos notificados no tempo ¢, dado por AC(t), isto é, supomos que:

Alt +7)|R(t),At) ~ P\, (3.4.8)

em que A = b(R;)A(t) e P[A] ¢ uma distribuicdo de probabilidade discreta com média A. Chowell
et al. (2007) sugerem a distribuicdo de Poisson. Outra possibilidade é a distribui¢cdo binomial
negativa, mas que exige o conhecimento de outras informacoes.

O célculo das distribuigbes a posteriori de R; é realizado recursivamente, a medida que sao
observados os casos novos de epidemia A(t). Por questao de facilidade de notagao considere que 7
é sempre igual a 1. No inicio considere II;(.) a distribuigao a priori de Rs e denote por ¢; o valor
observado de casos novos no periodo (¢t — 1,t]. Observado A(2) = ¢y, temos que a distribuicao a
posteriori de Ry, denotado por Ily(.) é dada por:

Hl(l’)P[AQ = CQ’Al = Cq, Hl(x)]
P[A} = ¢1, Ay = ¢
_ I (z)e= @) (b(x)cy ) (3.4.9)

co! const

HQ(ZL‘) =

onde a constante de proporcionalidade const no denominador é dada por:

—(b(z)ec1) b C2
const :/e (b(z)er) 11y (z)dz.

CQ!

Esta recursao é realizada até o final da fase inicial da epidemia. Observe que II;(.) denota a
distribuicao a posteriori de R; quando se observa os niimeros didrios de casos novos de infecciosos
até o dia t, e é a distribuicao a priori de Ry 1. No caso em que S(t)/N(t) é praticamente constante,
como R, = RyS(t)/N(t), temos que Ry ~ R;, e podemos utilizar a distribui¢do a posteriori de
R; para estimar Ry, inclusive construindo intervalos de confianca. Nesta dissertacao é utilizada
como distribuicdo a priori de Ry uma normal N (2, 1) truncada no intervalo [0,4]. Como estimativa
pontual serd utilizada a moda da distribui¢ao a posteriori e como intervalo de credibilidade 100(1—
a)%, o intervalo

(F ' (e/2), F7'(1 = a/2)), (3.4.10)

em que F' é a funcao de distribuicao a posteriori de R;. Outras estimativas pontuais, como a média
e a mediana poderiam ser utilizados. Intervalos de credibilidade de mais alta densidade poderia
também ser considerado, mas nada garante que iriamos ter um intervalo continuo.

A distribuicao a posteriori foi calculada da seguinte forma:
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1. Passo 1: Calcule 4001 valores de z igualmente espagados no intervalo [0, 4], isto é espagados
de 0.001. As densidades a posteriori serao calculadas apenas nestes pontos.

2. Passo 2: Calcule os valores da densidade a priori I1;(z) nestes 4001 pontos. Eles sdo os
valores da densidade da distribui¢ao normal N(2,1) truncada no intervalo [0, 4].

3. Passo 3: Calcule os valores da densidade a posteriori [Iy(z) dada pela equagao 3.4.9 sem a
constante

I —(b(@)er) (p c2
num(z) = 1(z)e ' (BO@)e)™ 0 001k, k = 0.1, 4000.
Cy.

Calcule a constante do denominador através de

4000 11 1k)e—(b(0,001k)cr) (p, 1) e )2
const = 0,001 ) 1(0,001k)e (b(0, 001K)cq) .

k=0

CQ!

4. Passo 4: Calcule as densidades a posteriori

[Ty (z) = num(x)/const.

5. Passo 5: Repita os passos 3 a 4 substituindo II;(z) e ¢; por II;(x) e ¢ e Ily(x) e ¢y por
I 1(z) e ¢ppq para t = 2,...,T — 1, onde T é a tltima observagdo do periodo inicial da
epidemia. No final teremos Il (x). Note que II;(.) é utilizado como distribuigao a priori de

I

6. Passo 5: A estimativa pontual vai ser o valor de x que d& o maior valor de Ilp(z),x =
0;0,001;...,4, e os intervalos de credibilidade utilizando os valores de Iy (z).

Neste método, pode-se utilizar as distribuigoes a posteriori para verificar se houve mudancas
na evolucao da epidemia. Seja IIr(.) a distribuicdo a posteriori de Ry no tempo 7', a qual é a
distribui¢ao a priori no tempo (7' + 1). Seja ¢y, o niimero de caso novos notificados no periodo
[T'—1,T]. Considere que no intervalo [T, T + 1] sejam observados k casos novos. Se P[A(T +1) €
[k — a,k + b]|lr, A(T) = ¢r] for muito pequeno, temos indicagoes de que houve mudancas. Os
valores de a e b podem ser escolhidos através da distribuicao de IIz(.).
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Capitulo 4
Simulacoes

Neste capitulo utilizaremos simulagao para comparar trés dos quatro métodos para estimacao da
taxa de reproducao Ry apresentados no Capitulo 3. Nao sera considerado no estudo das simulacao
o método 3, que é baseado no modelo SEIR estendido. Os métodos que serao utilizados para obter
as estimacoes podem ser classificados segundo os dados considerados na estimacao, a suposicao do
modelo subjacente e suposi¢oes em relagao a certos parametros.

A classificagao dos métodos segundo:

Dados considerados: Os trés métodos utilizados no processo de estimacao do Ry consideram
apenas os dados relativos a primeira fase de crescimento da epidemia, onde supostamente ainda
nao tem intervengdo e/ou estd na fase inicial da epidemia. Como o término desta fase nao é
conhecida, estes métodos incluem um estagio inicial de escolha do periodo.

Modelos subjacentes: O método 4 considera um modelo SIR estocastico subjacente, enquanto
os métodos 1 e 2 consideram o modelo SIR ou SEIR deterministico.

Suposicio sobre o parAmetros: E bastante comum considerar alguns dos parametros como
conhecidos. O modelo, bem como os valores dos pardmetros selecionados da literatura, dependerao
da epidemia sob estudo. Por exemplo, Chowell et al. (2007), no método 2 considerou v =
1/(4,1dias) e k = 1/(1,9 dias) e, no método 3, u = 4,56621e — 05, com v, kK e u definidos nas
Secoes 2.2, 2.3 e 2.4, respectivamente, com o tempo em dias.

Um resumo dos métodos estudados neste capitulo em relagao a estes critérios é dado na Tabela
4.1. Nesta tabela nao consta o método utilizado para estimacao por intervalos.

Tabela 4.1: Resumo dos estimadores utilizados na simulagao segundo o modelo subjacente, método
utilizado na selecao do periodo inicial e parametros conhecidos e parametros a ser estimados

Método  Modelo  Selecio Parametros Parametros

subjcente  dados estimados  conhecidos
1 SIR T1 € TQb T Y
SEIR T e Ty, r ~
2 SIR T1 € Tgb 6, I(O) Y
SEIR  T)eTy, B, 1(0) v, K
4 SIR T1 (§] Tgb B Y
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O objetivo das simulacoes apresentadas neste capitulo é estudar as propriedades estatisticas dos
estimadores dados pelos métodos 1, 2 e 4. Serdo considerados apenas os casos em que O processo
gerador dos dados é um modelo SIR estocastico simples ou SEIR estocastico simples, estes modelos
sao as versoes estocasticas dos modelos SIR deterministico e SEIR deterministicos apresentados
nas segoes 2.2.1 e 2.3. O capitulo é organizado da seguinte forma. A Se¢do 4.1 apresenta os
algoritmos de geracao de dados. A Secao 4.2 discute o caso em que o processo gerador dos dados
¢ um modelo SIR estocastico. A Secao 4.3 discute o caso em que o processo gerador dos dados é
um modelo SEIR estocastico. Serao consideradas as seguintes propriedades dos estimadores: vicio,
erro quadratico médio, cobertura e largura média dos intervalos de confianga (de confiabilidade no
caso bayesiano).

4.1 Algoritmo para geracao dos dados

Nesta secao nés apresentamos os algoritmos para os processos geradores dos dados que serao
utilizados para o estudo desenvolvido nesta dissertacao. O modelo SIR é um caso particular do
modelo SEIR. A justificativa tedrica foi apresentada na Secao 2.2.2 e é baseado nas propriedades
da distribuicao exponencial e sua relacdo com processos de Poisson. Para simplificar consideramos
que nao existe mudanca nos valores dos parametros. As notac¢oes sao as mesmas das apresentadas
na Se¢ao 2.3, onde N é o tamanho da populacao e S(t), E(t), I(t) e R(t) é nimero de individuos
suscetiveis, latentes, infectantes e recuperados no tempo ¢, respectivamente. Estes valores perma-
necem os mesmos até a proxima transicado que ocorre no tempo t + A, onde A é o comprimento
de tempo para que a proxima transi¢do ocorra, e os novos valores dos nimeros de individuos em
cada compartimento é dado pelos seguintes passos:

1. Seja Agg(t) = BS(t)I(t)/N(t), Aer(t) = KE(t) e A\ir(t) = vI(t) as taxas de ocorréncia
de uma transicao de suscetivel a latente, latente a infectante e de infectante a recuperado,
respectivamente. Defina A(t) = Asg(t) + Agr(t) + Arr(t) a taxa de falha total. Estas taxas
permanecem constantes até a proxima transicao.

2. Gere A, o tempo até a préoxima transicao, através da distribuicdo exponencial com taxa de
falha A(t).

3. Gere um valor a de uma distribuigao uniforme U(0, \(?)).

4. Sea < Asp(t), entdao S(t+A)=S(t)—1, E(t+A)=E{t)+1, I(t+A)=I(t) e R(t+A) =
R(t); caso contrario, se a < Agg(t) + Apr(t), entdo S(t + A) = S(t), E(t + A) = E(t
It+A)=1(t)+1e R(t+ A) = R(t); caso contrario, S(t + A) = S(t), E(t + A) = E(t),
It+A)=1(t)—1e R(t+ A)=R(t)+1.

Esta recursao termina quando o nimero de individuos suscetiveis e infectantes ¢ igual a zero,
ou se atingiu o tempo maximo de observacao da epidemia.

O algoritmo ¢ iniciado com valores iniciais do niimero de individuos em cada compartimento.
No final consideramos os valores que foram considerados observados, por exemplo, nas simulagoes
apresentadas para o estudo consideramos que sao observados apenas o nimero de casos acumulados
ao final de cada dia, isto é, sdo observados apenas C,(t) = C(t — 1), t =1,2,3,....
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4.2 Processo gerador de dados: SIR

Consideramos como o primeiro processo gerador dos dados, uma abordagem estocédstica em
tempo discreto do modelo epidemiolégico deterministico SIR dado pelo sistema de equacoes 2.2.1.
Esta abordagem estocastica foi tratada de forma breve na Subsecao 2.2.2 no modelo baseado em
agentes.

A escolha dos parametros utilizou as observagoes da série de influenza observadas durante a
epidemia de 1918-1919 na Califérnia e analisada por Chowell et al. (2007) como referéncia, além
dos valores dos parametros utilizados no mesmo artigo. Assim, temos o tamanho da populagao
N = 550000 e a taxa de remogao dada por v = 1/(4, 1 dias). O valor da taxa de transmissao [ e
1(0) foram escolhidos de forma que o niimero de casos novos dados pelo modelo SIR deterministico
associado, no trigésimo dia, fosse préximo do niimero maximo de casos novos observados na série
de influenza no trigésimo terceiro dia. Apds alguns testes foi escolhido 8 = 0,4865 e I(0) = 5,
que equivale a Ry = 1,995. Apds a intervencao nos consideramos g = 0,17. Este novo valor do
B foi estabelecido de forma que o ntimero de casos novos apds a intervencao, dado pelo modelo
SIR deterministico, decresgam de forma semelhante aos observados nos dados reais da série de
influenza. O grafico do nimero de notificagoes didrias de influenza, bem como o dado pelo modelo
deterministico com os valores selecionados é apresentado na Figura 4.1.

Na simulagao das séries consideramos que a epidemia é observada no maximo durante 60 dias,
com intervencao no trigésimo dia. Foram consideradas apenas séries geradas que continham pelo
menos 10 dias de observagdao. Para obter as 1000 séries de epidemia foi necessario gerar 1045
séries, ou seja, em 45 das 1045 séries simuladas, a epidemia durou menos do que 10 dias. Destas
1000 séries de observagoes simuladas, oito das séries de epidemias nao haviam terminado até o
sexagésimo dia.

Para este conjunto de observacoes, o parametro R, foi estimado inicialmente através dos se-
guintes métodos:

1. Método 1 com a fase inicial da epidemia selecionada pelos critérios T} (ver Secao 3.1.1) e Ty,
(ver Secao 3.2), e a relagdo entre Ry e a taxa de crescimento exponencial dada pela Equagao
3.1.3. Neste método ¢ estimado apenas a taxa de crescimento exponencial r, e considerado
conhecido a taxa de remocao . Para ter no minimo dois graus de liberdade, assim com
Chowell et al. (2007), é utilizado T} e Ty, no minimo igual a quatro.

2. Método 2 com modelo SIR deterministico com 77 e T, selecionados como o periodo para
estimacao do modelo. Neste método sao estimados a taxa de transmissao 5 e o nimero de
infectantes iniciais, e considerado conhecido a taxa de remoc¢ao v. Analogamente ao método
1 utilizou-se T7 e Ty, no minimo igual a quatro.

3. Método 4 utilizando as observacoes até os tempos T e Ty,. Como distribuicao a priori foi
utilizada a mesma distribuigao utilizada por Chowell et al. (2007), ver Secao 3.4.

4.2.1 Analise inicial dos estimadores

Primeiro iremos realizar uma anéalise dos estimadores da forma proposta inicialmente e, a partir
destas analises propor modificagbes. A Figura 4.2 mostra a distribuicao de frequéncias dos periodos
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Figura 4.1: Numero de casos novos didrios observados na epidemia de influenza na Califérnia em 1918-
1919 e dadas pelo modelo deterministico SIR com os valores dos parametros utilizados para gerar as séries
simuladas pelo modelo SIR estocéstico.

iniciais selecionados pelos critérios T} e T5,. Existe uma leve tendéncia dos valores de T} serem
maiores do que Ty, em 46,1% dos casos T; é maior do que Tyy; em 26,4% dos casos os dois valores sao
iguais e nos restantes 27,1% dos casos T7 é¢ menor do que Ty,. A correlacao entre os dois foi de 0, 351.
Em nenhum dos critérios de selecao foi escolhido um valor para a fase de crescimento exponencial
maior do que 30 dias, quando ocorre a mudanca dos valores dos pardmetros. As Figuras 4.3 a 4.5
mostram os box plots’ das estimativas de Ry pelos métodos 1, 2 e 4, respectivamente, segundo a
fase inicial da epidemia selecionada pelos critérios T e Ty,. A Tabela 4.2 apresenta as estatisticas
descritivas das estimativas segundo o niimero de observagoes selecionadas para cada série. Nos trés
métodos as estimativas tendem a ser melhores para as séries onde foram selecionadas maiores fases
iniciais da epidemia. A excecao ocorre no método 4, porque quando o periodo vai até 29 ou 30 dias
o desempenho do estimador diminui, tendendo a subestimar Ry. E esperado que R, deve diminuir
com o tempo, mas a diminuicao é maior do que o previsto pela diminui¢ao que ocorre no niimero
de suscetiveis. Os resultados indicam claramente que as estimativas sao piores para as séries para
as quais o periodo de crescimento selecionado é pequeno, com clara super-estimacao pelos métodos

1 Utilizaremos o nome em inglés, sem colocar em itélico porque o seu uso é bastante difundido
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1 e 2 (no método 2 até periodo igual a 6), e maior variabilidade pelos trés métodos. Isto vale tanto
pelo critério T7 quanto Ty, para a selecdo da fase. Para evitar este problema as estimativas foram
refeitas tomando como minimo de 10 observacoes. Pelo critério T; sao 46,9% dos casos com até
nove observacoes, enquanto pelo critério Ty, sao 61,8% dos casos. Para estas séries foram refeitas
as estimagoes considerando o minimo de 10 observagoes para o periodo inicial da epidemia. Nas
469 séries com 17 < 9, para o método 1, os quartis das estimativas com a restricao T} > 4 eram
iguais a (2,078;2,421;2,374) e passaram a (1,970;2,135;2,263) e o EQM diminuiu de 0,345 a
0,159, enquanto para o método 2, os quartis das estimativas com a restricao T} > 4 eram iguais
a (1,735;2,179;2,396) e passaram a (1,894;2 066;2,202) e o EQM diminuiu de 0,345 a 0, 089.
J&, para as 618 séries com Ty, < 9, para o método 1, os quartis das estimativas com a restricao
T} > 4 eram iguais a (2,190;2,461;2,694) e passaram a (1,976;2,117;2,235) e o EQM diminuiu
de 0,346 a 0,049, enquanto para o método 2, os quartis das estimativas com a restricao Ty, > 4
eram iguais a (1,833;2,163;2,425) e passaram a (1,847;2,020;2,171) e o EQM diminuiu de 0, 261
a 0,075. Estes resultados comprovam que, pelo menos quando a restricaio de tempo minimo igual
a 10 ndo ¢ inadequada, os resultados das estimativas melhoram bastante. Desta forma, a primeira
modificagao dos estimadores propostos por Chowell et al.(2007) é aumentar o niimero minimo de
observacoes de quatro para dez.

Na metodologia apresentada na Secao 3.1.4 foi considerado que em cada série bootstrap é
utilizado o mesmo periodo inicial da epidemia. Inicialmente foi realizado um experimento com
o método 1, com o critério 17 para selecionar o periodo inicial da epidemia. Neste experimento
foram simuladas 100 séries e os intervalos de confianca obtidos da forma tradicional, como descrito
na Secao 3.1.4, com 1000 réplicas bootstrap para cada série simulada. A cobertura dos intervalos
de confianca 90%, foi de apenas 20,0% considerando todas as 100 séries. Considerando as 80 séries
onde T} < 20 a cobertura foi de 18,75%, e entre as 20 séries restantes onde 77 > 21, a cobertura
foi de 25,0%. Para aumentar a largura dos intervalos e melhorar a cobertura, com as mesmas
100 séries simuladas foram geradas 1000 réplicas bootstrap para cada série simulada, mas para
cada réplica boostrap foram escolhidos novamente os periodos iniciais da epidemia. Embora as
coberturas ainda estejam longe do valor nominal de 90%, em todos os casos houve um aumento
da cobertura. Os valores de 20,0%, 18,7% e 25,0% foram aumentados para 38,8%, 30,0% e 70,0%,
respectivamente. Este aumento ainda esta longe do adequado e, como o vicio nao ¢é grande, a baixa
cobertura deve-se a pouca variabilidade das estimativas bootstrap. Outro problema verificado foi
a alta frequéncia de estimativas pontuais fora dos intervalos bootstrap. Por exemplo, no método
1, considerando o bootstrap tradicional, e considerando a fase de crescimento exponencial nos
intervalos [10, 20], [21, 30] e [10, 30], as porcentagens encontradas foram de 34,0%, 33,0% e 30, 0%,
respectivamente, e na modificada foram de 37,5%,40,0% e 38,0%, respectivamente. A utilizacao
da média ou mediana das estimativas bootstrap como estimadores pontuais resolve este problema,
mas nestas alternativas encontramos maiores vicios e EQM.

Para aumentar a cobertura dos intervalos de confianca foram testadas duas modificagoes. Como
a distribuicao da soma de variaveis aleatorias independentes com distribuicao de Poisson também
é uma Poisson, temos que, nas amostras bootstrap, Cy;(t) — C,(1) tem distribuicdo Poisson com
média C,(t) — Co(1) e desvio padrao 1/C,(t) — C,(1), e tudo indica que é necessario aumentar a
variabilidade. Para aumentar a variabilidade foram testadas duas alternativas. Na Secao 3.1.4
Cli(t) = Cui(t) — Coi(t — 1) é obtida de uma distribuigdo de Poisson com média C/(t) = C,(t) —
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Figura 4.2: Frequéncia da fase inicial da epidemia selecionada pelos critérios T} e Ty, nas 1000
séries geradas pelo modelo SIR estocastico.
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Figura 4.3: Box plot das estimativas de Ry pelo método 1, segundo a fase inicial da epidemia
selecionada pelos critérios T3 e Ty,. Baseados em 1000 séries geradas pelo modelo SIR estocastico.
A linha cheia indica o verdadeiro valor de Ry.
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Figura 4.4: Box plot das estimativas de Ry pelo método 2, segundo a fase inicial da epidemia
selecionada pelos critérios T3 e Ty,. Baseados em 1000 séries geradas pelo modelo SIR estocastico.
A linha horizontal cheia indica o verdadeiro valor de Ry.
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Figura 4.5: Box plot das estimativas de Ry pelo método 4, segundo a fase inicial da epidemia
selecionada pelos critérios T3 e Ty,. Baseados em 1000 séries geradas pelo modelo SIR estocastico.
A linha horizontal cheia indica o verdadeiro valor de Rj.
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Co(t — 1). A alternativa agora é gerar C’.(t) como uma mistura de distribui¢oes de Poisson, onde
obteremos C!,(t) de uma Poisson com média p,;, isto é, i, ndo é mais um valor fixo e igual a
C!(t), mas amostrada de uma distribuigdo com média C’(¢) . Foram testadas duas alternativas.
Na primeira, p,;(t) é amostrada de uma distribui¢do de Poisson com média C’(t), e na segunda
alternativa de uma distribui¢do gama com média e desvio padrao C!(t). Na primeira alternativa
foram construidos intervalos de confianca do 90% para 200 séries com 200 réplicas bootstrap para
cada série.

Para a fase de crescimento exponencial nos intervalos [10, 20], [21, 30] e [10, 30], as percentagens
encontradas nesta primeira alternativa foram de 42, 8%, 60, 9% e 49, 5%, respectivamente, enquanto
na segunda alternativa, considerando 1000 séries e 1000 réplicas bootstrap para cada série, estas
percentagens aumentaram para 69,9%,88,8% e 73,6%, respectivamente. Embora o resultado
para o intervalo [10,20] para o crescimento exponencial nao seja boa, esta modificagdo mostra-se
promissora.

Ao mesmo tempo, na primeira alternativa 22,0% das estimativas pontuais encontram-se dentro
dos intervalos de confianca bootstrap, enquanto na segunda alternativa esta percentagem diminuiu
para 3,8%.

Resultados semelhantes ocorreram para o método 2 e para outros intervalos. Desta forma, nos
métodos 1 e 2 as réplicas bootstrap sao construidas utilizando a segunda alternativa e, em cada
réplica bootstrap, é escolhido o periodo inicial da epidemia. Na se¢ao seguinte sao investigadas as
propriedades destes novos estimadores e do estimador bayesiano dado pelo método 4.

4.2.2 Estudo comparativo dos estimadores propostos

Nesta subsecao sao apresentados os resultados da simulacao utilizando os estimadores dado na
Tabela 4.1 com a restricdo de nimero minimo de 10 observagdes no periodo inicial da epidemia
selecionado, e com os intervalos de confianca construidos conforme dado na subsecao anterior.
Um sumario de todas as estimativas sdo apresentadas na Tabela 4.3 e os box plots nas Figuras
4.6 a 4.9. A classificagdo do tempo selecionado para o periodo inicial da epidemia é segundo o
tempo das séries simuladas consideradas observadas. Observe que nas séries bootstrap os periodos
podem ser diferentes. Na maioria das séries os critérios selecionaram, para as séries observadas,
um periodo inicial da epidemia menor ou igual a 20. As percentagens foram iguais a 80,3% e
91, 5% para os critérios T e Ty, respectivamente. Todos os resultados para estimativas pontuais e
para os intervalos de credibilidade do método 4 sao baseados em 1000 replicacoes. Na construcgao
dos intervalos de confianca para as estimativas do método 1 foram consideradas 1000 replicacoes
e para cada série simulada foram construidas 1000 réplicas bootstrap, enquanto no método 2, os
resultados para intervalos de confianca sao baseadas em 200 séries com 200 réplicas bootstrap para
cada série. Como nas estimativas pontuais nao foi selecionado nenhuma vez um periodo inicial
maior do que 30, embora para cada série fossem testados todos on intervalos de 10 a 60 dias, por
questao de tempo computacional, nas séries bootstrap foram testadas apenas intervalos de 10 a 30
dias.

Como sabemos que ocorrem mudancas dos valores dos parametros apés o trigésimo dia, foram
também obtidas as estimativas pelos trés métodos considerando o periodo de estimacao até o
trigésimo dia. Neste caso, tanto para o método 1 como para o método 2 nas estimativas pontuais
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e por intervalos foram consideradas 1000 replicagoes e, para cada série simulada foram construidas
1000 réplicas bootstrap para estimacgao por intervalos.

A Tabela 4.4 apresenta a matriz de covaridncia/correlacao das estimativas dos métodos consi-
derados.

A analise dos resultados indica que:

e Nos métodos 1 e 2 os melhores resultados ocorrem quando consideramos a fase inicial da
epidemia até o trigésimo dia.

e O aumento do nimero minimo de observagoes, de quatro para dez, melhorou bastante as
estimativas.

e Quando ¢é necessario escolher a fase inicial da epidemia, o critério 7}, com valor minimo 10,
foi o que apresentou os melhores resultados.

e Quando é necessario escolher a fase inicial da epidemia, utilizando-se o o critério 77, com
valor minimo 10, os trés métodos, em termos de EQM, sdo muito proximos, mas o método 1
tende a dar valores menos extremos.

« Asdiferencas entre a qualidade das estimativas utilizando como fase de crescimento exponen-
cial, o trigésimo dia, indica a necessidade de se encontrar um critério melhor para selecionar
o periodo.

o Quando as observagoes consideradas nas estimativas sao as mesmas, existe uma grande corre-
lacao entre os métodos 1 e 2, com os critérios T} e Ty, de escolha do periodo inicial. Como T}
e Ty, sao proximos, temos indicagao de que os métodos 1 e 2 dao resultados préoximos quando
as observacoes utilizadas sao aproximadamente as mesmas. No método 1, as correlacoes
considerando os periodos selecionados 17 ou Ty, com as estimativas considerando periodo
até o trigésimo dia sdo baixas. Isto ocorre porque T} e Ty, sao geralmente pequenos, levando
a um pequeno numero de observagoes utilizadas. Isto enfatiza a necessidade de encontrar
um critério melhor para selecionar o periodo inicial da epidemia.

o Embora a moda da distribui¢do a priori utilizada no método 4 seja préxima do valor ver-
dadeiro, seu desvio padrao, igual a 1,0, é quase trés vezes maior do que a variabilidade das
estimativas. Podemos considerar uma priori pouco informativa, mas ¢é interessante realizar
outros testes de sensibilidade utilizando outras distribui¢oes a priori. Para a primeira sé-
rie simulada foram também consideradas as seguintes distribui¢oes a priori: normal N(1;1)
truncada no intervalo [0, 4], normal N(3;2?) truncada no intervalo [0,6] e gama com média
2,0 e desvio padrao 2,0 truncada em [0, 6]. As distribui¢des priori e posteriori estdao dadas na
Figura 4.10. Embora as distribui¢oes a priori sejam bastante diferentes, as distribuigoes a
posteriori sdo bastante préximas mesmo considerando apenas 10 observagoes. Considerando
20 observacoes, as diferencas sao imperceptiveis a olho nu em um grafico com a mesma escala.
Podemos considerar que, pelo menos para os valores dos parametros do modelo considerado,
os resultados nao sao sensiveis a distribuicao a priori, caso sejam considerdas pelo menos 10
observacoes.
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Figura 4.6: Box plot das estimativas de Ry pelo método 1 segundo a fase inicial da epidemia
selecionada pelos critérios 77 e T5,, com nimero minimo de observagoes igual a 10. Baseados em
1000 séries geradas pelo modelo SIR estocastico. A linha horizontal cheia indica o verdadeiro valor
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Figura 4.7: Box plot das estimativas de Ry pelo método 2 segundo a fase inicial da epidemia
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o A cobertura dos intervalos de credibilidade do método 4, quando utilizados os critérios T}
e Ty, sao sempre maiores do que os valores nominais. As coberturas sao proximas ao utili-
zarmos os critérios T e Ty, mas como o comprimento médio é menor utilizando o critério
T1, sugere-se utilizar este critério. Observe que ao utilizar sempre todas as observagoes até
o trigésimo dia, embora o comprimento dos intervalos sejam menores, sua cobertura é bem
menor do que o valor nominal, o que nos leva a necessidade de escolher um periodo inicial
da epidemia.

o A analise dos intervalos de confianca bootstrap segundo o método 2 deve ser feita com cuidado
porque os resultados sao relativos a apenas 200 séries e com apenas 200 séries bootstrap para
cada série. Adicionalmente, considerando que sdo poucos os casos em que o periodo inicial
selecionado foi maior do que 20 nao é aconselhavel analisar os resultados para cobertura 95%
e nem para o intervalo [21,30]. Os intervalos de confianga bootstrap nos métodos 1 e 2,
construidos segundo o artigo de Chowell et al. (2007), mostraram-se péssimos. A sugestao
para gerar séries bootstrap levou a uma melhora significativa nas coberturas dos intervalos de
confianca 90% e 95%. Quando foi tomado o periodo até a trigésima observacao a cobertura
dos intervalos de confianca 95% é muito préximo do nominal, e para os intervalos de confianca
90%, a cobertura é inclusive maior do que o nominal. Isto demonstra que os resultados sao
promissores, e que talvez um melhor critério para selecionar o periodo inicial da epidemia
junto com a metodologia sugerida de geracao das séries bootstrap possam levar a construgao
de intervalos de confianca com a cobertura préxima do valor nominal. Os intervalos de
confianga construidos pelo método M2-Ty, teve uma cobertura um pouco maior dos que os
construidos pelos métodos M1-T}, M1-Ty, e M2-T}, mas a largura média dos seus intervalos
¢ em torno de 25% a 50% maior do que os outros trés métodos. Estes trés métodos tiveram
desempenhos melhores e muito parecidos em termos de cobertura e comprimento médio dos
intervalos.

4.3 Processo gerador de dados: SEIR

Considere agora o modelo epidemiolégico SEIR estocastico associado ao modelo deterministico
apresentado na Sec¢ao 2.3 e descrito pelo sistema de equagoes 2.3.1, mas sem a taxa de mortalidade,
isto é, com § = 0.

A escolha dos parametros foi realizada como no modelo SIR, isto é, utilizou as observacoes da
série de influenza analisada por Chowell et al. (2007) como referéncia e os valores dos pardmetros
utilizados no mesmo artigo. Além disso, como no modelo SIR, considerou-se o nimero de casos
novos no trigésimo dia e o decaimento apods a intervengao. Assim temos o tamanho da populagao
N = 550000, a taxa de remogao é dada por v = 1/(4, 1 dias) e o periodo de laténcia por Kk =
1/(1,9 dias). Antes da intervencao foi escolhido 8 = 0,67 e I(0) = 11, que equivale a Ry = 2, 747.
Apés a intervencao nos consideramos = 0,13. O grafico do nimero de notificagdes didrias de
influenza, bem como o dado pelo modelo deterministico com os valores selecionados é apresentado
na Figura 4.11. Assim como no modelo SIR, consideramos que a epidemia é observada no méaximo
durante 60 dias e foram escolhidas apenas as séries geradas que continham pelo menos 10 dias de
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Figura 4.10: Distribuigoes a priori e a posteriori para a estimagao do Ry para uma série SIR apés a
décima observagao. As distribuicoes a priori sdo as de maior variabilidade e a linha vertical indica
o verdadeiro valor do Ry.
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observacao. Para obter as 1000 séries de epidemia foi necessario gerar 1002 séries, ou seja, em duas
replicacoes, a epidemia durou menos do que 10 dias. Destas 1000 séries de observacoes simuladas
duas séries de epidemias nao haviam terminado até o sexagésimo dia.

SEIR deterministico

2500

----- Observados

Casos didrios de epidemia
1500 2000

1000
|

500
|

(0] 10 20 30 40 50 60
Tempo (dias)

Figura 4.11: Ndmero de casos novos didrios observados na epidemia de influenza na Califérnia em 1918-
1919 e dados pelo modelo deterministico SEIR com os valores dos parametros utilizados para gerar as
séries simuladas pelo modelo SEIR estocastico.

Para evitar os problemas encontrados quando o processo gerador de dados era o modelo SIR foi
considerado o minimo de 10 observacoes para a estimagao. Para o conjunto de observagoes obtido
do processo gerador SEIR, o parametro Ry foi estimado através dos seguintes métodos:

1. Método 1 com a fase inicial da epidemia sendo selecionada através dos critérios 77 (ver
Secao 3.1.1) e Ty, (ver Secao 3.2). Neste método é estimada apenas a taxa de crescimento
exponencial r, considerando conhecida a taxa de remocao 7, sendo a estimativa de Ry dada
pelo método da substituicao através da Equacgao 3.1.6, que da a relagdo entre Ry e a taxa
de crescimento exponencial. Sao utilizados 17 e T, com valores minimos iguais a 10. As
estimativas pontuais e por intervalos sao baseadas em 1000 replicagoes. Assim como no caso
SIR, na construcao dos intervalos de confianca foram construidas 1000 réplicas bootstrap
para cada série simulada.
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2. Método 2 com modelo SEIR deterministico com T} e Ts, selecionados como o periodo para
a estimacao do modelo. Neste método sao estimados a taxa de transmissao § e o niimero
de infectantes iniciais, e considerado conhecido a taxa de remocao . Analogamente ao
primeiro método utilizou-se T e T, no minimo igual a 10. As estimativas pontuais sao ba-
seadas em 1000 replicagoes. Como no caso SIR, os resultados para os intervalos de confianca
referem-se a 200 séries simuladas e, para cada série simulada, foram construidas 200 réplicas
bootstrap,exceto para o caso T = 30 quando os resultados para intervalo de confianca sao
baseadas em 1000 séries simuladas e, para cada série simulada, 1000 réplicas bootstrap

A Figura 4.12 mostra a distribuicao de frequéncia dos periodos iniciais selecionados pelos cri-
térios T} e Ty,. Existe uma tendéncia dos valores de T} serem menores do que Th,, em 64,1% dos
casos Ty, é maior do que T7; em 11,5% dos casos os dois valores sdo iguais e nos restantes 24,4%
dos casos Th, é menor do que 77. A correlagdo entre os dois foi de —0,040. Em nenhum dos
critérios de selegao foi escolhido um valor para a fase de crescimento exponencial maior do que 30
dias, quando ocorre a mudanga dos valores dos pardmetros. Como sabemos que ocorre mudanca
dos valores dos parametros apds o trigésimo dia, foi também realizadas as estimativas pelos dois
métodos considerando o periodo de estimagao até o trigésimo dia. Na maioria das séries os critérios
selecionaram um periodo inicial da epidemia menor ou igual a 20. As percentagens foram iguais
a 66,1% e 87,5% para os critérios T e Ty, respectivamente. As Figuras 4.13 e 4.14 mostram os
box plots das estimativas de Ry pelos métodos 1 e 2 | respectivamente, segundo a fase inicial da
epidemia selecionada pelos critérios 177 e Ts,. A Tabela 4.5 apresenta as estatisticas descritivas
das estimativas por intervalo do nimero de observagoes selecionadas e a Figura 4.15 os box plots
das estimativas. A Tabela 4.6 apresenta a matriz de covariancia/correlagdo das estimativas dos
métodos considerados.

Como no caso do processo gerador SIR, para evitar os problemas de pouca variabilidade e baixa
cobertura dos intervalos de confianga bootstrap foi utilizado a segunda alternativa de misturas de
distribuicoes Poisson para gerar as séries bootstrap.

A anadlise dos resultados indica que:

o Nos métodos 1 e 2 os melhores resultados ocorrem utilizando a fase inicial da epidemia até
o trigésimo dia. Neste caso, o método 1 apresentou o melhor desempenho.

« Para as séries para as quais a fase inicial da epidemia selecionada é maior do que 20 dias os
resultados dos dois métodos sao melhores.

e Quando é necessario escolher a fase inicial da epidemia, estranhamente o método 1 apresentou
melhor desempenho com o critério 15, e o método 2 com o critério 717.

e Quando é necessario escolher a fase inicial da epidemia, utilizando-se o o critério 717, os dois
métodos, em termos de EQM, sao muito préximos, sendo o EQM menor no método 1.

o As estimativas obtidas através do método 1, com os critérios 17, To, e T = 30 tem altas
correlagoes. Quando o processo gerador de dados foi o SIR, néo foi encontrada alta correlagao
entre as estimativas obtidas através do método 1 com 7' = 30, com as estimativas do mesmo
método com os critérios 17 e Ty,. Com o método 2 os resultados foram semelhantes, com
excecao de baixa correlagao entre as estimativas com os critérios T} e Th,.
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Figura 4.12: Frequéncia da fase inicial da epidemia selecionada pelos critérios T7 e Ty, nas 1000
séries geradas pelo modelo SEIR estocastico.
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Figura 4.13: Box plot das estimativas de Ry pelo método 1 segundo a fase inicial da epidemia
selecionada pelos critérios T e Th,, com niimero minimo de observagoes igual a 10. Baseados em
1000 séries geradas pelo modelo SEIR estocéastico. A linha horizontal cheia indica o verdadeiro
valor de Rj.
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Figura 4.14: Box plot das estimativas de Ry pelo método 2 segundo a fase inicial da epidemia
selecionada pelos critérios T e Th,, com niimero minimo de observagoes igual a 10. Baseados em
1000 séries geradas pelo modelo SEIR estocéastico. A linha horizontal cheia indica o verdadeiro
valor de Rj.
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Figura 4.15: Box plot das estimativas de Ry pelos métodos 1 e 2 com os critérios de selecao 77 e
T,, com nimero minimo de observagoes igual a 10 e com 30 observagoes. Baseados em 1000 séries
geradas pelo modelo SEIR estocastico. A linha horizontal cheia indica o verdadeiro valor de Ry.
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e A cobertura média dos intervalos de confianga construidos pelos métodos M1-T}, M1-T5,,
M2-T7 e M2-T5, foram sempre abaixo dos valores nominais. O método M2-T5, foi o que
apresentou pior desempenho por ter menor cobertura e ter a maior média dos comprimentos
dos intervalos. Os outros tiveram desempenhos muito préximos e coberturas proximos dos
valores nominais.
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Tabela 4.2: Resumo das estimativas de Ry para o modelo SIR estocastico. Resultados baseados
em 1000 replicagbes. Método 1: método da taxa de crescimento intrinseco; método 2: modelo
SIR deterministico; método 4: estimador bayesiano do modelo SIR estocastico. Fase inicial da
epidemia selecionada pelos critérios T e Ty,. Resultado por intervalo de Ty e Ty, em [4; 9], [10; 20],
[20; 30] e para todas os casos

Método 717 ou  Vicio 1° Mediana Média 3¢ Desvio EQM
Top quartil Quartil Padrao
[4,9] 0,379 2,084 2,421 2,374 2,669 0,450 0,345
M1-773  [10,20] —0,014 1,831 2,042 1,981 2,155 0,253 0,064
[21,30] —0,043 1,934 1984 1,952 2,021 0,146 0,023
todos 0,166 1,929 2,107 2,161 2,406 0,404 0,190
[4,9] 0428 2190 2461 2423 2,694 0,404 0,346
M1-Ty, [10,20] —0,058 1,794 1,974 1,937 2,117 0,259 0,070
[21,30] —0,037 1,944 1,985 1,958 2,024 0,135 0,019
todos 0,243 1,958 2,201 2,238 2,550 0,423 0,238
[4,9] 0,057 1,735 2,179 2,052 2,396 0,551 0,306
M2-77  [10,20] —0,167 1,659 1,913 1,828 2,076 0,341 0,143
[21,30] —0,072 1,903 1,974 1,923 2,008 0,193 0,042
todos —0,049 1,736 1,998 1,946 2,200 0,451 0,206
[4,9] 0,094 1,833 2,163 2,089 2,425 0,502 0,261
M2-Ty, [10,20] —0,235 1,567 1,842 1,760 2,032 0,363 0,186
[21,30] —0,056 1,929 1,989 1,939 2,029 0,179 0,035
todos —0,001 1,740 2,008 1,994 2,259 0,472 0,223
4,9 —0,319 1,443 1,686 1,675 1,903 0,370 0,239
M4-77  [10,20] —0,162 1,692 1,893 1,832 1,985 0,244 0,086
[21,30] —0.085 1,912 1,961 1,909 1,996 0,191 0,044
todos —0,225 1,594 1,835 1,769 1,979 0,318 0,152
[4,9] —0,447 1,296 1,556 1,547 1,788 0,375 0,341
M4-Ty, [10,20] —0,176 1,671 1,859 1,819 1,988 0,255 0,096
[21,30] —0,081 1,905 1,963 1,914 2,003 0,189 0,042
todos —0,338 1,406 1.698 1,657 1,938 0,360 0,244
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Método 717 ou  Vicio 1° Mediana Média 3° Desvio EQM  Cobertura Largura
Toy, quartil Quartil Padrao 90% 95% 90%  95%

[10,20] 0,058 1,901 2,113 2,083 2,225 0,249 0,066 69,9 794 0,676 0,809
M1-77  [21,30] —-0,038 1,934 1,976 1,957 2,020 0,128 0,018 88,8 91,9 0,637 0,764
todos 0,039 1,920 2,055 2,034 2,192 0,234 0,056 73,6 81,9 0,669 0,800

dex 00z

[10,20] 0,049 1,916 2,082 2,045 2,209 0,234 0,067 71,2 80,1 0,641 0,777
MI1-Ty, [21,30] —0,049 1,931 1,980 1,946 2,017 0,142 0,022 94,1 96,5 0,606 0,737
todos 0,041 1,921 2,057 2,036 2,191 0,229 0,054 73,2 81,5 0,638 0,773

*S005e01

M1 T=30 —-0,028 1,951 1,970 1,967 1,988 0,045 0,002 93,4 94,6 0,912 1,092

[10,20] —0,067 1,757 2,030 1,928 2,153 0,343 0,122 704 79,2 0,674 0,807
M2-T7  [21,30] —0,061 1,906 1,973 1,934 2,011 0,169 0,032 878 924 0,638 0,764
todos —0,066 1,826 2,000 1,929 2,118 0,316 0,104 73,8 81,8 0,667 0,799

qo ()¢ WO0D [RIOIUT dSBJ TWI0D

[10,20] —0,089 1,759 1,975 1,06 2,124 0,327 0,115 78,9 83,3 0,912 1,091
M2-Ty [21,30] —0,075 1,904 1,976 1919 2017 0,193 0,043 77,6 83,5 0,905 1,098
todos —0,088 1,776 1,976 1,907 2,105 0,318 0,108 78,8 834 0,912 1,092

S90HeAI0S

M2 T=30 —-0,015 1,953 1,994 1,979 2,024 0,088 0,008 93,8 94,8 0,370 0,437

[10,20] —0,148 1,719 1,900 1,847 1,994 0,241 0,080 94,1 984 0,999 1,185
L MAT [21,30] —0,080 1,903 1,953 1,914 1,993 0,169 0035 934 97,5 0304 0,361
& todos —0,134 1,768 1,917 1,860 1,993 0,230 0,071 94,0 98,2 0,862 1,022

[10,20) —0,191 1,650 1,870 1,804 2,010 0,331 0,146 93,4 97,9 1,134 1,346
M4-Ty, [21,30] —0,029 1,950 1,990 1,965 2,020 0,125 0,016 97,6 97,6 0,337 0,400
todos —0,177 1,670 1.900 1,818 2,010 0,322 0,135 93,8 979 1,066 1,265

M4 T=30 -0,132 1,917 1,943 1,863 1,970 0,230 0,070 66,4 74,9 0,147 0,175

Cobertura: Cobertura média dos intervalos de confianca. Largura: Largura média dos intervalos de confianga
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Método M- T3 MI-Ty, MI-T=30 M2 —T; M2Ty M2-T =30 Md4-T; M4-Ty M4-T=30
MI-T, 0,055 0,949 0,144 0,050 0,903 0,014 0,345 0,469 0,474
M1-Ty 0051 0,053 0,141 0,012 0,927 0,019 0,384 0,444 0,524

M1-T=30 0,001 0,001 0,002 0,100 0,096 0,083 0,172 0,220 0,232
M2-T, 0,070 0,066 0,001 0,0100 0,934 0,023 0,394 0,444 0,509
M2-Ty, 0,067 0,068 0,001 0,093 0,101 0,025 0,389 0,438 0,591

M2-T=30 0,0003 0,0004 0,0003 00006 0,0007  0,0081 0,049 -0,016 0,049
M4-T, 0,018 0,020 0,002 0,029 0,028 0,001 0,053 0,538 0,216
M4-Ty, 0,027 0,026 0,002 0,035 0,035  -0,0003 0,031 0,063 0,246

M4-T=30 0,025 0,028 0,002 0,037 0,043 0,001 0,011 0,014 0,053
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Método 717 ou  Vicio 1° Mediana Média 3° Desvio EQM  Cobertura Largura
T quartil Quartil Padrao 90% 95% 90%  95%
[10,20] 0,159 2,557 3,024 2,907 3,270 0,525 0,301 86,1 90,1 1,658 1,977
M1-77  [21,30] —0,037 2,649 2,738 2,710 2,822 0,185 0,035 97,0 97,3 1,569 1,868
todos 0,092 2,624 2,835 2,840 3,130 0,450 0,210 89,8 92,6 1,628 1,940
[10,20] —0,014 2,474 2,768 2,732 3,042 0,456 0,208 85,8 90,2 1,658 1,980
M1-Ty, [21,30] -0,033 2,662 2,736 2,714 2,798 0,186 0,036 96,7 97,9 1,563 1,867
todos —0,016 2,510 2,750 2,730 2,994 0,432 0,187 89,4 92,7 1,627 1,942
M1 T=30 —-0,026 2,687 2,732 2,720 2,768 0,097 0,010 94,3 96,2 0,694 0,825
[10,20] 0,017 2,455 2,976 2,764 3,168 0,642 0412 87,3 91,5 1,604 1,926
M2-77  [21,30] 0,046 2,731 2,838 2,793 2,919 0,221 0,061 96,1 984 1,802 2,139
todos 0,027 2,621 2,889 2,774 3,083 0,537 0,289 88,1 924 1,628 1,952
[10,20] -0,276 2,170 2,572 2,471 2,892 0,613 0,452 80,1 83,7 2,008 2,310
M2-Ty, [21,30] 0,045 2,738 2,834 2,793 2,899 0,233 0,056 784 85,6 2,031 2,340
todos —0,236 2,241 2,636 2,511 2,894 0,589 0,403 79,8 83,1 2,011 2,314
M2 T=30 0,045 2,750 2,825 2,793 2,882 0,162 0,028 96,1 96,5 0,825 0,970

Cobertura: Cobertura média dos intervalos de confianga. Largura: Largura média dos intervalos de confianga
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Tabela 4.6: Correlagao (acima da diagonal) e covaridncia das estimativas de Ry para o modelo SEIR
estocastico. Resultados baseados em 1000 replicagoes. Método 1: método da taxa de crescimento
intrinseco; método 2: modelo SEIR deterministico. Resultados com a fase inicial da epidemia
selecionada pelos critérios 7T e Th,, com nimero minimo de 10 observagoes, e com fase inicial com

30 observacoes

Método  MI- 77 Ml1-T, MI-T=30 M27T; M2-Th, M2-T=30
MI-T; 0,202 0,942 0,852 0,886 0,245 0,595
M1-Th, 0,228 0,289 0,856 0,902 0,248 0,612
MI-T=30 0,166 0,199 0,187 00945 0,286 0,627
M2-T; 0,235 0,286 0,241 0,348 0,269 0,618
M2-Th, 0,011 0,013 0,012 0015 0,010 0,814
M2-T=30 0,044 0,054 0,044 0,059 0,013 0,027
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Capitulo 5

Comentarios Finais

Os resultados de simulagao apresentados mostraram que as estimativas pontuais de Ry sao
razoaveis mas a medida de incerteza dada pelas estimativas intervalares nao sao boas, exceto pelo
método bayesiano quando o processo gerador de dados é o SIR estocastico. Para o caso em que é
considerado o processo gerador SIR, o método bayesiano apresentou um melhor desempenho. Para
o caso do processo gerador SEIR foram testados apenas os métodos 1 e 2 com os critérios de escolha
T, e Ts,. Neste caso o método 1 com o critério 15, foi o que apresentou o melhor desempenho. A
analise dos resultados encontrados mostram que ainda existem varios pontos a serem esclarecidos
em investigacoes futuras. Alguns destes pontos sao:

e Os métodos exigem a escolha do modelo compartimental a ser utilizado. E necessario criar
critérios para selecao do modelo e de técnicas de diagnostico.

o As estimativas dependem da escolha da fase inicial da epidemia. Os critérios utilizados nao
se mostraram eficientes.

e Os intervalos de confianca construidos através do método bootstrap, como utilizado por
Chowell et al. (2007) tiveram péssimo desempenho. Como o vicio ndo é grande, o problema
maior é a largura dos intervalos. Isto provavelmente ocorreu devido as amostras bootstrap
construidas. A modificagdo proposta de geracao das séries bootstrap melhoraram considera-
velmente o desempenho dos métodos. No caso do processo gerador de dados ser um SEIR, as
coberturas estiveram proximas das nominais. Este problema merece maiores investigacoes,
mas a sugestao apresentada, acoplada a um melhor critério para sele¢do da fase inicial da
epidemia parece ser bastante promissora.

o E necessario fazer um estudo de simulacdao mais completo. Por exemplo, no método 2 au-
mentando o nimero de replicagoes e de réplicas bootstrap.

o Alguns dos parametros foram considerados como conhecidos. Por exemplo, no método 1,
no caso do modelo SIR temos Ry = 1+ r/7v, em que v foi considerado como conhecido.
Isto significa que a estimativa de Ry nao é robusta em relacdo ao parametro . Assim, é
necessario comparar com métodos onde o parametro v é estimado para verificar se vale a
pena considerar este parametro como conhecido.
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« No método bayesiano é necesséario discutir melhor a sensibilidade em relacao a escolha da
priori e analisar outras prioris. Por exemplo, no método implementado no pacote Ry do R,
a distribuicao a priori por default é uma uniforme.

o Em muitos casos temos grandes conhecimentos sobre o valor do Ry. Por exemplo, sabemos
que é positivo e é possivel colocar um limite superior. Estas informacoes poderiam também
ser consideradas em uma versao bayesiana dos métodos 1 e 2.

e Os modelos que consideram os pardmetros variando no tempo merecem maiores estudos.
Algumas aplicagoes deste modelo podem ser encontrados em Chowell et al. (2004b) e Lekone
e Finkenstadt (2006).
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