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Resumo

Neste trabalho, investigamos as Identidades Polinomiais para a dlgebra de Weyl. Por defini-
cao a primeira algebra de Weyl A;, é a algebra associativa nao-comutativa sobre um corpo
IF, gerada pelos elementos z,y que satisfazem a condigdo yzr — zy = 1 (equivalentemente

[y, z] = 1, onde [y, x| = yx — xy), é dizer,
A, = Fz,y)/id{yx — xy — 1}.

Em geral, a n-ésima algebra de Weyl é a algebra associativa nao-comutativa sobre [

denotada por
A, =Tz, ....,x0,y1, ., Y/,

onde o ideal I é gerado pelas relagbes [y;, z;] = &5, (@i, z;] = 0, [yi,y;] = 0, e 6;5 é o
simbolo de Kronecker. Um dos resultados principais demonstrados nesta tese é: se I é
um corpo infinito de caracteristica positiva p > 0, entao as identidades polinomiais da
n-ésima algebra de Weyl sdo as mesmas que as identidades da dlgebra de matrizes M (FF)
de ordem p", é dizer, Id(A,)) = Id(Mn).

Por outro lado, consideremos a algebra associativa unitaria de dimensao infinita 4; gerada
pelos elementos x, y, que satisfazem a relacdo yx — xy = h, onde h € F[z]. Quando h # 0,
as algebras A, sdo uma familia parametrizada de subalgebras da algebra de Weyl A; sobre
. Outro resultado importante demonstrado neste trabalho é: se [F é um corpo infinito de
caracteristica positiva p > 0 e h # 0, entao 1d(Ay) = Id(M),).

Palavras-chave: Identidades Polinomiais. Algebra de Weyl. Identidades de matrizes.

Extensao de Ore. Caracteristica positiva.



Abstract

In this work, we investigate the Polynomial Identities for the Weyl algebra. By definition,
the first Weyl algebra A;, is the associative non-commutative algebra over a field F,
generated by the elements x,y that satisfy the condition yx — xy = 1 (equivalently
[y, z] = 1, where [y, x] = yx — zy), i.e.,

A, = Fz,y)/id{yx — xy — 1}.

In general, the n-th Weyl algebra is the associative non-commutative algebra over F
denoted by

A, =Tz, ....,x0,y1, ., Y/,

where the ideal [ is generated by [y;,x;] = d;j, [xi,z;] = 0, [y, y;] = 0, and §;; is the
Kronecker symbol. One the main results demonstrated in this thesis is: if F is an infinite
field of positive characteristic p > 0, then the polynomial identities of the n-th Weyl
algebra are the same as the identities of the algebra of matrices M. (F) of order p", that
is, Id(A,,) = Id(Mpn).

On the other hand, consider the unital associative algebra of infinite dimension A
generated by the elements z, y, which satisfy the relationship yx — xzy = h, where h € F|z].
When h # 0, the A, algebras are a parameterized family of subalgebras of Weyl algebra
A; over F. Another important result demonstrated in this work is: if I is an infinite field
of positive characteristic p > 0 and h # 0, then Id(Ay,) = Id(M,).

Keywords: Polynomial Identities. Weyl Algebra. Matrix identities. Ore extensions, Posi-

tive characteristic.
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INTRODUCAO

Uma identidade polinomial de uma &lgebra A é um polindmio nao nulo
f(z1,...,x,) nas varidveis nado comutativas zi,...,x, e com coeficientes num corpo
F que tem a seguinte propriedade: para todos ay,...,a, € A temos f(ay,...,a,) = 0.
Uma algebra que satisfaz uma identidade polinomial nao trivial é chamada de PI-algebra,
abreviacao do inglés Polynomial Identity. As PI-dlgebras formam uma classe importante
de algebras e, portanto, seu estudo tém sido atraente para os algebristas nos tltimos 70

anos.

Os primeiros estudos sobre PI-algebras apareceram nas décadas 20 e 30 com
os trabalhos de Dehn [23] e Wagner [31], em 1922 e 1936 respectivamente. O interesse e
desenvolvimento da Pl-teoria aumentaram a partir de 1948, apos o trabalho de Kaplansky
[14]. Neste trabalho foi provado que toda PI-dlgebra primitiva é uma &lgebra simples de
dimensao finita, o que sugeriu que a existéncia de uma identidade polinomial para uma
algebra pode ser usada para entender a estrutura da mesma. Dois anos depois, Amitsur
e Levitsky em [25], apresentam uma nova maneira de abordagem na drea: Dada uma
algebra “interessante”, descrever as identidades polinomiais satisfeitas por essa algebra.
Nesta direcao, eles provaram usando métodos combinatérios que o polindomio standard de

grau 2n ¢ a identidade de grau minimo da algebra de matrizes de ordem n.

Normalmente, o estudo da Pl-teoria é realizado em trés diregoes: a primeira
estuda as propriedades de uma &algebra (ou um anel, ou um grupo) sabendo-se que
ela satisfaz alguma identidade polinomial nao trivial. A segunda estuda as identidades
satisfeitas por uma &algebra dada e as classes de algebras que satisfazem essas identidades
(essas classes sdo chamadas de variedades de &dlgebras). A terceira estuda a estrutura
dos ideais de identidades. Embora historicamente esta seja a divisao que foi feita, isso
nao significa que seja definitiva ou exclusiva, pois na maioria dos casos os problemas na

Pl-teoria estao interligados.
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Nosso foco de estudo nesta tese sera centrado nas duas tltimas diregoes, e temos
como objetivo principal estudar as identidades polinomiais para uma algebra especifica
chamada algebra de Weyl e, em geral, para uma familia parametrizada de subalgebras da
algebra de Weyl. Em todos os casos, o estudo de ditas identidades sera realizado levando-
se em consideracao a caracteristica do corpo base para dlgebra, ou seja, analisaremos
inicialmente o que acontece quando o corpo base possui caracteristicas zero e posteriormente

estudaremos o que acontece quando ele possui caracteristica positiva p > 0.

A historia da algebra de Weyl comeca com o nascimento da mecéanica quéantica,
no ano 1925, com o objetivo de desenvolver os principios da mecanica que explicariam
o comportamento do atomo. Uma das primeiras pessoas a trabalhar nisso foi Werner
Heisenberg. Sua ideia era que essa mecanica deveria ser baseada em quantidades que
pudessem realmente ser observadas. Heisenberg originalmente introduziu analogos tedricos
quanticos da série classica de Fourier. Eles devem descrever as variaveis dinamicas dos
sistemas atomicos e devem ser nao-comutativos. Heisenberg resumiu suas idéias em um
artigo que apresentou a Max Born, quem percebeu que a teoria das matrizes oferecia o
formalismo correto para as idéias de Heisenberg. De acordo com a abordagem de Born, as
varidveis dinamicas (velocidade, posi¢do, momento) devem ser representadas por matrizes
na teoria quantica. Denotando a matriz de posicao por ¢ e a matriz de momento por
p, pode-se escrever a equagao para um sistema com um grau de liberdade na forma

pq — qp = ih, porém, as matrizes da teoria quantica tinham que ser infinitas.

Posteriormente, outros formalismos foram apresentados: Primeiro veio a me-
canica de ondas de E. Schrodinger. Nesta abordagem, tudo comega com uma equagao
diferencial parcial; um objeto mais familiar para os fisicos. Depois o formalismo de Dirac,
quem escolheu as relacoes entre as varidveis dindmicas como ponto de partida. As variaveis

dindmicas sujeitas a essas relagoes eram os elementos que ele chamou de algebra quantica.

Do ponto de vista de Dirac, estava interessado em expressoes polinomiais nas
variaveis dinamicas momento, denotada por p, e posi¢do, denotada por ¢. Ele assume que
as variaveis satisfazem a relacao (normalizada) pg—gp = 1. Isso é o que agora chamamos de
primeira algebra de Weyl. Em particular, ele mostrou como alguém poderia usar a relagao
entre p e g para diferenciar expressoes polinomiais com respeito a p e a g. As algebras de
Weyl de maior indice (denominadas nesta tese n-ésima algebra de Weyl) aparecem quando
se consideram sistemas com varios graus de liberdade. O ponto de vista de Dirac pode se

encontrar no livro [12] de H. Weyl, The theory of groups and quantum mechanics.

A seguir, descrevemos como os conceitos e resultados serao apresentados nesta

tese.

No capitulo 1 definimos o objeto central de nosso estudo as identidades poli-
nomiais, incluindo algumas defini¢cdes e teoremas da PI-Teoria relevantes neste trabalho.

Também incluimos um resultado classico sobre estrutura, conhecido como o Teorema de
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Kaplansky, dada a sua importancia no decorrer do trabalho.

No capitulo 2, apresentamos a algebra de Weyl, suas propriedades e sua
estrutura. Por definicdo, a primeira algebra de Weyl A;, é a algebra associativa nao-
comutativa sobre um corpo FF, gerada pelos elementos x,y que satisfazem a condicao

yr — zy = 1 (equivalentemente [y, z] = 1, onde [y, x| = yx — zy), é dizer,

A, = Fz,y)/id{yx — zy — 1}.

Em geral, definimos a n-ésima algebra de Weyl como a algebra associativa nao-comutativa
sobre um corpo F gerada pelas varidveis x1, ..., Ty, y1, . .., Yo com as relagoes [y;, x;] = d;j,

[zi, ;] = 0 e [y;,y;] = 0 para todo 1 < 4,5 < n, ou seja,

An = F<LL’1, ey Ty Yty - - ,yn>/ld{yzl’] — l’iyj — 573]’}7

onde d;; ¢ o simbolo de Kronecker.

Para cada 1 < i < n, consideremos as aplicagdes lineares de F[zy,..., z,],
oh
definidas por f;(h) = z;h e 0;(h) = 5, bara todo h € F[zy,..., 2,], onde a0 é a deri-
Zi Zi

vada parcial de h respeito a z;. E definimos a algebra A/ como sendo a subdlgebra de

Endg(F[z1, ..., 2,]) gerada pelos endomorfismos fi, ..., fn, 01, ..., 0n. E dizer,
Afn = algF{fla' . 'afn7alv s 7671}

Quando a caracteristica do corpo é zero, vamos mostrar que a n-ésima algebra
de Weyl A,, é isomorfa a dlgebra A. Esse resultado serd usado para mostrar que A,, é
central e simples. Existem véarias provas desses fatos, uma delas pode-se consultar no livro
[26]. A importancia desses resultados é que juntamente com o Teorema de Kaplansky, eles
nos permitem concluir que A,, nao possui identidades polinomiais nao trivial neste caso.

Isso sera justificado no capitulo 3.

Quando a caracteristica do corpo ¢ p > 0, vamos mostrar que a dlgebra A/,
nao é um dominio, enquanto que a algebra A,, nao é simples. Além disso, vamos fornecer
bases para A, e A/ que nos permitirdao concluir que o isomorfismo acima nao ocorre,
porém, provaremos que A/, é isomorfa a dlgebra F(x1, ..., 2, y1,...,yny/I’, onde I' é o
ideal bilateral de F(z1,...,Zy, ¥1, ..., Yn) gerado pelas relagdes [y;, x;| = 65, i, ;] = 0,
[y y;] = 0 ey = 0 para 1 <i,j < n.

No capitulo 3, estudamos as identidades polinomiais da algebra de Weyl A,,.
Primeiro, justificamos porque se a caracteristica do corpo é zero, entao algebra nao possui
identidades polinomiais nao triviais, para isto usamos o fato de que A,, é central e simples,
juntamente com o Teorema de Kaplansky. Em segundo lugar, se a caracteristica é positiva
(digamos p > 0), analisamos duas possibilidades: Quando o corpo ¢ infinito e quando é
finito. No caso infinito, demonstramos um dos principais resultados deste trabalho, o qual

afirma o seguinte (ver Teorema 3.11):
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Teorema A. Seja F um corpo infinito de caracteristica p, A, a dlgebra de Weyl sobre F e
M,

o @ dlgebra de matrizes p" x p" sobre IF, entdao

Id(A,) = Id(M,n).

Finalmente, no caso de corpo finito, apresentamos contraexemplos que permitem concluir

que igualdade anterior ndo se cumpre.

No Capitulo 4, investigamos as identidades polinomiais para uma familia
parametrizada de algebras isomorfas a subdlgebras da primeira algebra de Weyl. Essas
algebras sdo definidas como segue: Seja F um corpo, e h € F[z], a dlgebra A, é a dlgebra

associativa unitaria sobre [F com geradores x, y com a relacao yxr — xy = h, é dizer,
Ay, = Flx,y)/id{yx — zy — h}.

Novamente consideramos os casos em que a caracteristica do corpo é zero e em que é
positiva p > 0. No primeiro caso, usamos o fato que Aj; é central é simples (se h € F*),
que foi demonstrado por G. Benkart, S.A. Lopez e M. Ondrus em [10], e o Teorema de
Kaplansky para concluir que dita familia nao possui identidades polinomiais nao triviais.
No segundo caso, ou seja, quando a caracteristica é positiva, demonstramos outro dos

resultados importantes nesta tese, o qual diz (ver Teorema 4.26):

Teorema B. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 0, seja h € F[z] diferente de

zero, entao

1d(Ay) = 1d(M,).

Finalmente, se o corpo for finito fornecemos contra-exemplos que nos permitem concluir

que a igualdade nao ocorre.

Queremos enfatizar que os resultados dos capitulos 3 e 4 sdo novos, exceto

aqueles em que mencionamos o autor.



15

CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo vamos apresentar os conceitos basicos e alguns resultados ne-
cessarios para o desenvolvimento desta dissertacao. Comecaremos com os conceitos de
identidade polinomial e Pl-algebra, continuamos introduzindo as identidades multiho-
mogéneas e multilineares e alguns resultados importantes associados a esses conceitos.
Finalmente, e finalizamos com um resultado de estrutura, o teorema de Kaplansky. A
maioria dos teoremas e afirmagoes neste capitulo serdao apresentados sem demostracao,

caso o leitor esteja interessado nelas pode consultar os livros [1],[19], [29] e [30].

Em todo o texto F denotard um corpo, e todas as algebras e espacos vetoriais

serao definidas sobre IF, a menos que especifiquemos o contrario.

Ressaltamos que o leitor que tenha um bom conhecimento da teoria de PI-

algebras pode omitir este capitulo.

1.1 Identidades Polinomiais e Pl-Algebras

Nosso objeto de estudo sao as identidades polinomiais. No entanto, comegaremos
esta secao definindo o “ambiente” desses objetos, as algebras livres. Posteriormente, daremos

a definicao de identidade polinomial e PI-algebras e apresentaremos varios exemplos delas.

Definigao 1.1. Seja B uma classe de dlgebras e A € B wma dlgebra gerada por um
conjunto X. A dlgebra A é dita dlgebra livre na classe B, livremente gerada pelo
conjunto X, se satisfaz a sequinte propriedade universal: Para toda dlgebra B € *B,
qualquer aplicacao h : X — B pode ser estendida a um homomorfismo ¢ : A — B, i.e.,

¢©|x = h. A cardinalidade | X| do conjunto X serd chamada de posto de A.
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Observa-se que se Ay, Ay sdo algebras livres isomorfas, entao elas tem o mesmo

posto.

Seja X = {x1,29,...} um conjunto nao-vazio enumeravel de varidveis nao
comutativas. Uma palavra em X ¢ uma sequéncia z;, ---z;, onde n € N e z;, € X,
denotamos por 1 a palavra vazia. Duas palavras sao iguais se possuem o mesmo comprimento
e tem termos iguais nas respectivas posigoes, 1.e, T;, Ty, * Ty, = Tj, Tj, " - Tj,, S€, e somente

se,m=meil; =Ji,l2=7J2,...,0% = JIn.

Denotemos por F{X) o espago vetorial que tem por base o conjunto de todas
as palavras em X. Assim, os elementos de F(X) sao somas (formais) de termos que
sao produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X. Os produtos (formais)
de um escalar por uma palavra sdo chamados de monémios e os elementos de F(X)
sao chamados de polinémios. Escreveremos f = f(x1,...,z,) € F(X) para indicar que

x1,...,T, € X sao0 as Unicas variaveis que ocorrem em f.

Definimos o grau do monémio aU, a € F, denotado por degal/, como o
comprimento da palavra U; também o grau de aU na varidvel z;, denotado por deg,. aU,
como o nimero de ocorréncias de x; em «aU; finalmente, o grau de f = f(xy,...,z,),
denotado por deg f, é o grau maximo entre os graus de seus mondmios; de forma anéloga

o grau de f na varidvel z;, denotado deg,. f.

Agora, se consideramos em F(X) a seguinte multiplicagdo (ou produto),
(@i iy i) (T Tjo *+ Tj) = Tiy T+ Tiy Ty T "+ T

e estendemos por linearidade este produto para F(X ), entao o espago vetorial F{X ) munido
deste produto é uma algebra associativa com unidade (a palavra vazia). Note-se que X

gera F(X') como &lgebra.

Proposicao 1.2. A dlgebra F(X) € livre na classe das dlgebras associativas com unidade.

Demonstragdo. Seja B uma F-algebra associativa com unidade e h : X — B uma aplicacao
qualquer, com h(x;) = a; para i € N. Logo existe uma aplicacao linear ¢, : F(X) — B tal
que pi(1) =1 e pp(Tsymiy - ;) = az a4, - - a;, . Entdo @y é o tinico homomorfismo de

algebras satisfazendo ¢y|x = h. O]

Se f = f(x1,...,z,) € F(X), entdo a imagem de f por ¢, serd denotada por
f(ai,...,a,). Narealidade f(ay,...,a,) é o elemento de B obtido substituindo x; por a;

em f.

Definig¢ao 1.3. Seja A uma F-dlgebra associativa e f = f(xq,...,2,) € F{(X). Dizemos
que f =0 é uma Identidade Polinomial de A se f(ay,...,a,) = 0 para todo ay, ..., a, €

A.



Capitulo 1. Preliminares 17

Notemos que f = 0 é uma identidade polinomial para A se, e somente se, f

pertencer aos nicleos de todos os homomorfismos de ¢ : F(X) — A.

De fato, seja ® é o conjunto de todos os homomorfismos ¢ : F(X) — A.
Suponhamos que f = f(z1,...,x,) € F{(X) é identidade polinomial de A e seja ¢ €  um

homomorfismo qualquer, entao, se ¢(x;) = a;, temos

(ZS(f(SLj, v ,l‘n)) = f((b(l’l)’ .- ,¢($n)) = f(ah v 7an) = 07

dai que f € ker¢ para cada ¢ € ®. Por outro lado, suponhamos que f € ker¢ para cada
¢ e, esejam ay,...,a, € A. Seja h: X — A tal que h(x;) = a; para todoi =1,...,n,
entao, pela propriedade universal, existe um homomorfismo ¢ : F(X) — A, tal que

¢|x = h. Em particular a; = h(z1) = ¢(x1), assim

f(ab oo ’an) = f(so(xl)a S 790(5571)) = Qp(f(mlv ce ’xn>) = O’

Portanto, f é uma identidade polinomial de A.

Usualmente dizemos que f = 0 é uma Identidade Polinomial para A, ou que
A satisfaz f = 0. E claro que o polinémio trivial f = 0 é uma identidade para qualquer

algebra A.

Definicao 1.4. Se A satisfaz uma identidade polinomial nao-trivial f =0, entdo dizemos

que A é uma PI-Algebra.

A seguir apresentamos alguns exemplos bem conhecidos de PI-algebras.

Exemplo 1.5. Se A é uma dlgebra comutativa, entdo A é uma Pl-dlgebra, pois satisfaz a

identidade [z,y] = yr — xy = 0.

A expressao [11, 1] = wox1 — T129 € dito o comutador (de Lie) de 1 e x4, de
tamanho 2. Definimos indutivamente o comutador de tamanho n por: [z, za, ..., x,] =

[[x1, 22, ..., 2n_1], ;] para todo n = 3.

Exemplo 1.6. Se A € uma dlgebra nilpotente, é dizer existe n € N tal que A" = 0. Logo

A € uma Pl-dlgebra, pois satisfaz a identidade 1 - - - x, = 0.

Exemplo 1.7. Se A = M,(F) ¢é a dlgebra de matrizes 2 x 2 sobre F, entao A é uma
PI-dlgebra, pois satisfaz a Identidade de Hall [[z,y]?, 2] = 0.

Exemplo 1.8. Se A uma F-dlgebra com dim A < 4, entdo A € uma Pl-dlgebra, pois
satisfaz a Identidade Standard de grau 4,

St4($171327373,$4) = Z (—1)U$a(1)$a(2)$a(3)$a(4)7

o€ESY

onde Sy é o grupo das permutagoes de {1,2,3,4} e (—1)7 € o sinal de o.
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Observacao 1.9. Dada uma dlgebra A, o conjunto das identidades polinomiais de A é
denotado por Id(A), € dizer,

Id(A) ={f eFX): f(ay,...,a,) =0, para todo ai,...,a, € A}.

Notemos que:

a) Id(A) é um ideal bilateral de F(X).

b) Se f(xy,...,x,) €Id(A) e g1,..., g, € F(X), temos que f(g1,...,gn) € Id(A), pois

gi(ay,...,a,) € A para cada ay, ..., a, € A.

c) Como cada endomorfismo ¢ : F(X) — F(X) é determinado pela aplicacio h : X —
F(X) com h(z;) = g;, entao ¢(x;) = g;. Assim, se f(x1,...,x,) € Id(A) temos que:

(S (xr, s an)) = f(@(x1), - 0(2n)) = flg1s- -+ 9n) =0,

i.e, o(f(z1,...,x,)) € Id(A). Portanto, Id(A) é invariante com respeito a endomor-
fismo de F(X).

Defini¢ao 1.10. Um ideal I de F{(X ) é um T-Ideal se ¢(I) < I para todo endomorfismo
¢ de F(XD.

Proposicao 1.11. O conjunto Id(A) das identidades de uma dlgebra A é um T-ideal de
F{X). Reciprocamente, se I é um T-ideal de F{X), entdo existe alguma dlgebra B tal que
d(B) = 1.

Demonstragio. E claro, pela Observacio 1.9, que Id(A) é um T-ideal de F(X). Re-
ciprocamente, consideremos a dlgebra quociente B = F(X)/I e a proje¢do canonica
m o X)) - F(X)/I. Se f(x1,...,z,) € 1d(B), entdo f(xy,...,z,) € kery. Como
kerm = I, temos que Id(B) < I. De outro lado, se f(z1,...,z,) €l eq+1,...,g,+1 € B,
entdo g1, ...,g, € F{(X) e f(g1,--.,9n) € I, dai que

flar+1,....90+1)=f(g1,--,9n) + 1 =1,

assim f(xy,...,x,) € Id(B). Portanto I < Id(B). O

Note que a intersecao de uma familia arbitraria de T-ideais continua sendo um
T-ideal.

Defini¢ao 1.12. Dado um conjunto nao vazio S < F(X). O T-ideal gerado por S,

denotado por {(S)r , é a interse¢io de todos os T-ideais de F{X) que contém S, i.e.,

(Syr = (I | I é T-ideal}.

ScI
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Notemos que o T-ideal gerado por S, {S)r, é o menor T-ideal contendo S, além

disso coincide com o subespaco vetorial de F(X) gerado pelo conjunto

{hif(g1,--- s 9n)ho | f €S, hi,ha,gr,. .., g0 € F(X)}.

Dada uma algebra A, dizemos que S € F(X) é uma base das identidades
de A, se S < Id(A) e satisfaz Id(A) = (S)r.

Se uma algebra A tem uma base finita S para suas identidades, dizemos que A
tem a propriedade de Specht (ou propriedade de base finita). O conhecido problema

de Specht consiste em saber se toda dlgebra associativa tem a propriedade de base finita.

Em 1987, Kemer (ver [2]) deu uma resposta afirmativa para o problema de
Specht, no caso corpos de caracteristica 0. Para corpos de caracteristica positiva o problema
esteve aberto até 1999, quando Belov em [6] (ver também [7]) fornece contra-exemplos

para este problema.

Exemplo 1.13. Se A uma F-dlgebra comutativa com unidade e F um corpo infinito, temos
que 1d(A) = [z, y])r.

Exemplo 1.14. Seja Ms(F) a dlgebra de matrizes 2 x 2 sobre F. Se F tem caracteristica
zero, Drensky em 1981 (ver [28]) prova que

Id(MQ(IF)) = <St4(l‘1, To, T3, 1'4), [[.171, £L‘2]2, 1'3]>T.

O resultado obtido por Drensky foi generalizado por Koshlukov, em 2001, para
o caso de F infinito de caracteristica diferente de 2 e 3 (veja [24]). No caso de charF = 3
¢ necessario uma terceira identidade para gerar o T-ideal (veja [16]). Mas, se F tem
caracteristica 2, nao se sabe se Id(M;(FF)) é finitamente gerado ou nao, é dizer, o problema

ainda esta aberto.

Se n > 2, ndo é conhecida uma base das identidades de M,,(F), nem mesmo
em caracteristica 0. Sabemos que o polinémio standard Sts, mais a identidade de Hall
nao sao suficientes para gerar o T-ideal de M, (IF), ainda para n = 3. De fato, ndo existem
métodos nem teorias disponiveis que permitam determinar uma base para as identidades
de M, (F), para n > 2.

1.2 Polinémios homogéneos e multilineares

Nesta se¢ao estudaremos polinomios homogéneos e multilineares, a importancia
de estuda-los reside em que quando o corpo base F é infinito, o estudo das identidades
polinomiais de uma F-algebra dada pode ser reduzido a estudo deste tipo de polinémios.

Em particular, se F tem caracteristica 0, cada T-ideal é gerado por suas identidades
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polinomiais multilineares.

Definigao 1.15. Um polinomio f € F(X) é dito homogéneo de grau d; em x; se todos
0s seus monomios tém grau d; em x;. Mas ainda, f é dito multihomogéneo quando é
homogéneo em todas as varidveis, e ¢ multilinear se é multihomogéneo e cada varidvel

tem exatamente grau 1.
Exemplo 1.16. O polinémio f(z,y,2) = x°yz + y*2*z + 2°2® é homogéneo em = de grau
2, (deg, f = 2). O polinomio g(x,y) = %y + yz* é multihomogéneo de multigrau (2,1). O
polinomio h(x,y, z) = xyz + yzx + zxy € multilinear.
Observagao 1.17. Se f(xq,...,x,) € F(X) é multilinear. Entao f tem a forma
f(xl) cee ,J]n) = Z AoTo(1) " Lo(n)
o€eSy

onde o, € F € S,, é 0 grupo das permutagoes (ou o grupo simétrico) de {1,2,... n}.

Note que se f(z1,...,2,) € F(X) é linear em uma variavel, digamos z, entao
f (Zaiyiwx?a cee axn> = Za/if@/hm?a o axn)

Sem = m(zy,...,z,) ¢ um monémio de F(X) e deg, m = d; parai =1,...,n,
entdo o multigrau de m é a n-upla (di,...,d,). A soma de todos os mondémios de

f € F{X) com um multigrau dado, é dita uma componente multihomogénea de f.

Exemplo 1.18. Seja f(x,y,2) = ry+2iyz +axyze —yx. Temos que vy —yx e v2yz +xyza

sao as componentes multihomogéneas de f de multigrau (1,1,0) e (2,1,1) respectivamente.

Observacao 1.19. Seja A uma F-dlgebra gerada, como espago vetorial, pelo conjunto B
sobre F. Se f € um polinomio multilinear que se anula em B, entdao f é uma identidade

polinomial de A.

Demonstracio. Dados ay,...,a, € A, podemos escrever
mi Mn
a; = 2 alilblkila ceeyQn = Z Qni,, bk,
i1=1 in=1
onde os b}s € B, entdao como f(x1,...,x,) ¢ linear em cada uma das varidveis temos que:
mi Mn
flar,... an) = f 2 041i1b1k1-17 R Z iy, Uk,
i1=1 in=1
mi,...,Mn
= Z (OATT I aninf(blkrila EIR) bnkm)
it yeomin=1
=0, em A.

Portanto, f é uma identidade polinomial de A. n
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Proposicao 1.20. Se A uma F-dlgebra com dim A < n, entao A satisfaz a Identidade

Standard de grau n,

Stn(xla T, ... ,l’n) = Z <_1)Uxa(1)xa(2) " To(n),

€S

onde S, € o grupo das permutacoes de {1,2,...,n} e (—1)? € o sinal de o.

Demonstracao. Como St,, é multilinear, é suficiente verificar, pela Observacao 1.19, que
St,, se anula para todos os elementos de uma base de A. Suponhamos = {by,...,b,_1}
uma base de A, entao ao substituir cada z; por um elemento de 3, temos que algum b;
aparecera pelo menos duas vezes em cada mondémio de St,,. Denotemos por x; e x; duas
varidveis substituidas pelo mesmo b;. Logo, para cada o € S,, par, os monémios associados
as permutagoes o e (i k)o fornecem o mesmo elemento de A com o sinal trocado. Dai que

a soma de tais parcelas se anula, portanto St,, é uma identidade para A. O

Se A uma F-algebra com dim A < n entdao A também satisfaz a Identidade
de Capelli,

Cap,(T1, .-, T3 Y1y Uno1) = Y, (1) Zo)U1To(2)  ** Tono1)Yn—1To(n)-

o€S,

Em particular, a algebra M, (IF) de matrizes n x n satisfaz a identidade standard

de grau n? 4 1, e portanto é uma PI-algebra.

Um resultado conhecido em relagao a algebra de matrizes M, (F) é o Teorema

de Amitsur e Levitzki que estabelece o seguinte:

Teorema 1.21 ( de Amitsur e Levitzki). A dlgebra M, (F) de matrizes n x n satisfaz a
Identidade Standard de grau 2n,

Stgn(l’l, Lo, ... ,Ign) = Z (—1)0I0(1)(L‘0(2) o To(2n)-

o€Son

O polinémio standard Sts,, é o polindomio de menor grau que satisfaz a algebra

de matrizes.

Proposicao 1.22. A dlgebra M, (F) de matrizes n x n ndo satisfaz uma identidade

polinomial de grau menor que 2n.

Teorema 1.23. Seja F um corpo infinito (ou |F| > deg f). Se f = 0 é uma identidade
polinomial para a dlgebra A, entao toda componente multihomogénea de f também é uma

identidade polinomial para A.



Capitulo 1. Preliminares 22

Demonstracao. Para cada variavel x;, com 1 < t < n, é possivel decompor f na forma

seguinte:
d
f = Z fi7
i=0

onde f; é a componente homogénea de f de grau ¢ em z;. Provaremos que f; = 0 é uma

identidade polinomial de A, para cada 1 <17 < d.

Sejam ag, aq, . .., aq elementos distintos de F. Como f; é homogénea de grau ¢

em x; temos que
filzr, .o ogxy, .o xy) = a‘;fi(xl,...,xt,...,mn),

portanto, para todo 0 < j < d,

d
flxr, .. ajme, .. ) :Zaé-fi(xl,...,xt,...,xn) =0 (em A).
i=0

Para todo aj, ..., a, em A, se denotamos por f; = fi(a;,...,a,), temos o sistema
d ¢ —
Za}fi =0, paratodo0<j<d. (1.1)
i=0

Este sistema (1.1) tem determinante (o determinante de Vandermonde)

1 o af - ag
1 oy a2 - af
A= =TT (i—ap).
Lo : e 0<j<i<d
1 oy ag e afl
Como «; # «j parai # j, o sistema (1.1) tem solugdo tinica f; = 0. Portanto f;(a;, ..., a,) =
0, para cada a;,...,a, em A. n

O Teorema 1.23 ainda é certo se F é um corpo finito com |F| > deg f. Mas, se
F é um corpo com ¢ elementos, embora que o polinébmio z? — x é uma identidade para I,

suas componentes ¢ e x nao sao identidades.

Definicao 1.24. Dois conjuntos de polinomios sio equivalentes se geram o mesmo
T-ideal.

E claro do Teorema 1.23, que cada f € F(X) é equivalente ao conjunto de suas

componentes multihomogéneas.

Definigao 1.25. Seja S um subconjunto nao vazio de F{X). Se um polinomio f € (S)r

dizemos que f é uma consequéncia de S.
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Observagao 1.26. Sejam f(xy,...,x,) € F(X) um polindomio multihomogéneo de grau

d>1emxy, eyy,ys € X distintas de xy,...,x,. Consideremos o polinomio

h(ylvy%x??"'vxn) = f(y1+y27x2a"'7$n)_f(ybm?a"'axn)_f(y2ax27"'7xn)-

Desenvolvendo a expressao achamos que h tem uma componente homogénea, que denotare-

mos por hy, tal que deg, hy = d —1 edeg,, hy =1, assim

hl(ﬂf17$1,l’2, Ce ,.Z'n) = df(l'l,l'g, Ce ,.In)

Exemplo 1.27. Consideremos f(x1,x5) = x%xz — x1x911. Note que f € multihomogéneo

de grau 2 em x1. Fazendo a substituicio de x1 por y, + ya obtemos:

Fyr + o, m2) = (Y1 + y2)’x0 — (1 + y2) T2 (y1 + o)
= Yi%2 + Y1YaTa + Yol Ta + YsTa — Y1Tay1 — Y1TaYs — YaT2Y1 — YaTaya
= f(y1,22) + f(y2, X2) + Y1Y2%2 + Y21 T2 — Y1T2Y2 — YoZolh

Dai que, h(y1, Yo, T2) = Y1Yy2T2 + Y2y1To — Y1T2Y2 — Yo2Xoyy € um polindmio homogéneo com
deg, h =1=deg,, h.

Lema 1.28. Sejam A uma F-dlgebra e f(xq,...,x,) € F{(X) multihomogéneo de grau

d>1emxy. Se f € uma identidade polinomial de A entdo

h(y17y27x27"'7xn) :f(yl+y27$27"‘7$n)7f(y17$27"‘7xn)7f(y27x2""7'rn)

¢ também uma identidade polinomial ndo trivial (# 0) de A.

Demonstracio. E claro que h é uma Identidade polinomial. Provemos que h é um polindmio
nao nulo. Suponhamos h = 0. Como toda aplicacao g : X — X pode ser estendida a
um endomorfismo ¢ : F(X) — F(X), entdo substituindo y; e y, por x; em h obtemos

novamente um polinomio nulo. i.e.,
h(xy, 1,29, ..., 2,) =0,
de onde,

fQRxy,mo,. .. xy) = 2f (21,22, ..., Tpn).

Como deg,, f = d > 1, é possivel descompor f na forma:

d
F=>.1
=0

onde f; é a componente homogénea de f de grau ¢ em x;. entao,

d

d
2 fi<21'17£l]2, e ,l’n) = 22 fi(.fl'l,LCQ, e ,.’L'n)
=0

1=0
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de onde,
d d
Z QZfZ‘(IL‘l,ZEQ, e ,ZL‘n) = 22 fz‘(lL‘l,ZE27 e ,l’n).
i=0 i=0
Dai que d = 1, isto é uma contradi¢ao. Portanto, h ¢ um polinémio nao nulo. O

Teorema 1.29. Se a dlgebra A satisfaz uma identidade de grau k, entao A satisfaz uma

tdentidade multilinear de grau < k.

Demonstragdo. Seja f(x1,...,x,) € F(X) uma identidade polinomial de A. Se deg, m < 1
para cada mondémio m de f, entdo podemos escrever f = f'+ f” onde deg, f' = 1,

deg:cif” = 07 € f(xlv”wxn) x
polinomial de A. Logo, trocando f por f” temos uma identidade polinomial de A de grau

=0 = f"(x1,...,2,), assim f” é também uma identidade

< k com uma quantidade menor de variaveis. Continuamos o processo anterior até obter
uma identidade polinomial multilinear de grau < k£ como desejamos. Portanto, podemos
supor que existe uma varidvel, digamos z1, tal que deg,, f = d > 1. Consideremos o

polinémio
h(y17y2’x27"'7xn) = f(yl +y27x2""7xn) - f(y17x27""xn) _f(yQ’:L‘Q?"'?xn')

Pelo Lema 1.28 e a Observagao 1.26 , h(y1, Y2, T2, . . ., ;) é uma identidade nao
trivial de A que contém uma componente homogénea de grau d — 1 em y; e linear em 5.
Continuando o processo de aumentar o nimero de variaveis e diminuir seu grau, obtemos
um polindémio hy(y1, ..., Ya, e, - .., T,) que é linear nas varidveis yi, ..., yq. Repetindo o

processo em cada variavel obtemos o polindomio multilinear desejado. O

Teorema 1.30. Se charF = 0 (ou charF > deg f), entdo cada polinémio nao nulo

f e F(X) € equivalente a um conjunto finito de polindmios multilineares.

Demonstragio. Pelo Teorema 1.23 sabemos que f € F(X) é equivalente ao conjunto de
suas componentes multihomogéneas. Portanto podemos supor que f = f(xy,...,2,) é
multihomogeéneo. Utilizando o processo de multilinearizagao temos que, se deg,, f=d > 1

entao

d
F+y2, 2, n) = > filyr, vz, 0, -, 2)
=0

onde deg,, fi =1, deg,, fi = d —1i, e deg,, f; = deg,, f parat = 2,...,n. Entao todos os
polinémios f; = fi(y1,ye, T2, ..., x,) sdo consequéncias de f. Por outro lado, para cada i

temos,

d

fQRyr,xa, ... xy) = Zfi(yl,yl,:cg, cey X))

=0
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Como f é homogéneo de grau d em 1, entao

d
Qdf(ylax% S 7'Tn) = Zfi(ylvylvx% s 7xn)
=0

d /4 d
Z (Z,)f(yl,xg, ey ) = Zfi(yl,yl,xg,...,xn)
i=0

=0

logo para cada 1,

filyi, 1,20, ...,2y) = (C.i)f(yhfm ey Tp).

7

Como charF = 0 temos que | . | # 0, portanto f é consequéncia de qualquer f; para
i
i=1...,d—1. Como deg,, f; =1 edeg,, fi = d— i, aplicando um argumento de indugao

para o grau obtemos um conjunto de consequéncias multilineares de f. O

Corolario 1.31. Se charF = 0, entdo cada T-ideal I é gerado (como T-ideal) por seus

polinomios multilineares.

O seguinte resultado fornece uma equivaléncia entre as identidades polinomiais
de uma algebra A sobre um corpo infinito F e as identidades polinomiais do produto

tensorial C'®p A para C' uma algebra comutativa contendo F.

Proposigao 1.32. Seja F um corpo infinito, A uma F dlgebra e C' uma dlgebra comutativa

contendo T, entado A e C ®r A tem as mesmas identidades polinomiais.

Demonstracao. Seja f(xq,...,x,) € F(X) uma identidade polinomial de A, pelo Teorema
1.23 podemos supor f multihomogéneo de multigrau (ds, ..., d,). Sejam by, ..., b, € CRFA,
vamos provar que f(by,...,b,) = 0.
a) Seby =c1®ay,...,b, = ¢, ®a,, temos
flaa®ar,...,ca,®ay) =c @ flay,...,a,) =0
b) Se by = c11 ®an +c12®aig, by = c2a®as, ..., b, = ¢, ®a,, lembrado que
fyr +y2, w0, w0) — [y, 2o, 20) — fYy2, T2, o, Tn)

d
= Zfi(ylay%x% ey ).
i=1

onde deg,, f; =i, temos f(c11 ® a1 + c12 @ 12,2 R Az, ..., ¢, R ay) =

flen ®an,ca®ag,....cn®@ay) + f(c12®@ a1, c2@as, ..., c, ®ay)
d
+ > filer1 ®ain, cr12 ®arg, ca ®ag, . ..,c, Q ay).

=1
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Logo, como os polindmios f; sao consequéncias multihomogéneas de f, que é iden-
tidade polinomial de A, pelo Teorema 1.23 cada f; é identidade polinomial de A,

assim pelo que foi provado na parte a) temos que

flen®an + c12®ag, ca®ag,....c, ®ay,) = 0.

Para generalizar o argumento, sejam b; = Z Cijy @ Qijyy -y by = Z Cij, @ jj,, onde
cij, € C e a;; € A, entao podemos escrever f(z Cijy @ Qijy s - - . ,Z Cijp @ @;j,) COMO

uma soma de expressoes da forma

g= g(cilji ® Qivgys - -5 Ciggy ® aikjk)7

onde g(xy,...,xx) é¢ uma componente multihomogénea de f, de novo pela parte a)
g = 0. Portanto f(by,...,b,) =0 em C ®y A.

1.3 Teorema de Kaplansky

Nesta secao, apresentamos um teorema de estrutura da teoria de PI-algebras
conhecido como o teorema de Kaplansky, que foi provado em 1948 (ver [14]), e que
estabelece quais anéis primitivos satisfazem uma identidade polinomial. Comegaremos
lembrando algumas defini¢oes e resultados que nos permitirao apresentar uma prova deste

teorema. Para mais detalhes desses resultados pode consultar os livros [13], [20] e [21].

Seja A um anel e M um A-médulo & esquerda, denotemos por End 4 (M) o anel
de A-homomorfismos de M em M. Dizemos que M é simples se nao tem A-submddulos

proprios nao nulos.

Lema 1.33 (Lema de Schur’s). Se M é um A-modulo simples, entdo End (M) é um anel

de divisao.

Demonstracio. Seja 0 # f € Enda(M), entao kerf e Imf sdo A-submédulos de M.
Portanto, como M é simples e f # 0 temos que kerf = 0 e Imf = M. E dizer, f é um
isomorfismo, dai que existe 0 # f~ € Enda(M). O

O anulador de M sobre A é definido como Anng(M) = {a € A | aM = 0}.
Se 0 Anny (M) = 0 entdo A é dito fiel. Um anel A # 0 é dito simples se nao tem ideais

proprios nao nulos.

Definigao 1.34. Um anel A é dito primitivo a esquerda se existe um A-mddulo a

esquerda M simples e fiel.
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Exemplo 1.35. Cada anel simples A é um anel primitivo a esquerda. Isto seque do fato
que todo anel nao nulo A possui, pelo lema de Zorn, um ideal d esquerda mazimal I, entdo

M = A/I é um A-modulo da esquerda simples e fiel.

Proposigao 1.36. Seja D um anel de divisio com centro Z = Z(D), K um subcorpo de
D e seja A=D®y K. entdio

a) A é um anel simples e portanto primitivo.

b) D é um A-mdédulo d esquerda simples fiel, e se K é um subcorpo mazximal entdo
Enda(D) =~ K.

Demonstrag¢io. Suponhamos que A nao é simples, e seja I um ideal bilateral ndo nulo de
A. Seja {k; | j € J} uma Z-base para K e escolhamos o menor inteiro n para o qual existe
0+#ax= Z d; ® ki, € I. Entdo dy # 0 e assim, substituindo z com (d;' ® 1)z se fosse

7j=1
necessario, podemos assumir d; = 1. Assim, para qualquer d € D temos

Y (dd; — d;id) @Ky, = (d®@ 1)z —a(d®1) e 1.
j=1

De onde, pela minimalidade de n, obtemos que dd; = d;d, dai que d; € Z para todo j.
Logo v = 1®k para algum k€ K. Mas, 1, =1®1 = (1®%k "z e I, assim [ = A. Por

tanto, A é simples.

Para a segunda parte do teorema, definamos (d; ® k) - dy = dydsk para todo
di,dy € D e k € K, e estendemos por linealidade. E claro que com essa acdo D é um
A-modulo a esquerda. Como o anulador de D sobre A, Anny (D), é um ideal de A e A
é simples, entdo Anny (D) = 0, dai que D é um A-moddulo fiel. Agora, para provar que
D é um A-médulo simples, sejam dy,dy € D entdo (dyd;' ® 1)d; = dy, assim Ad; = D.
Portanto D é um A-mé6dulo simples. Para provar que End 4(D) =~ K, definamos a aplicagao
¢ : Ends(D) — K por ¢(f) = f(1) para todo f € Ends(D). Como K é um subcorpo

maximal segue que ¢ ¢ um isomorfismo, pois o centralizador de K em D ¢ o mesmo K. [J

Proposicao 1.37. Seja A um anel primitivo a esquerda com um A-mddulo M simples
fiel. Seja D = Ends(M). Entao

a) Se dimp M =n < o entdo A =~ M,(D).

b) Se dimp M = oo entao, para cada inteiro n = 1, M, (D) é a imagem homomdrfica

de algum subanel A, de A.

Lema 1.38. Seja A uma dlgebra primitiva a esquerda com um A-mddulo M simples
fiel. Seja D = Enda(M). Se A satisfaz uma identidade polinomial f de grau d entdo
dimp M =n < |d/2| e A= M, (D).
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Demonstra¢ao. Suponhamos que dimp M > |d/2|, entdo, pela Proposicao 1.37, existe
k> |d/2] tal que A =~ My(D) ou My (D) é a imagem homomorfica de algum subanel Ay
de A. Em ambos casos, My(D) e portanto My(Z(D)) satisfazem f, pois as identidades
polinomiais sao herdadas pelas subdlgebras e pelas imagens homomoérficas. Como da
Proposicao 1.22, My(Z(D)) nao satisfaz identidades de grau menor que 2k, entdo d >
2k = 2(|d/2] + 1) > d, o que é uma contradigao. O

Teorema 1.39 (de Kaplansky). Seja A uma dlgebra primitiva que satisfaz uma identi-
dade polinomial de grau d. Entdo A é uma dlgebra central simples de dimensdo finita e
dimZ(A) A < ([d/2j)2

Demonstracao. Seja f uma identidade polinomial de A de grau d e suponhamos, pelo
Teorema 1.29, que f é multilinear. Como A é primitiva, existe um A-médulo M simples
fiel. Seja D = End4(M). Se dimp M = oo, entdo, pela Proposi¢ao 1.37, para cada inteiro
n =1, M,(D) é a imagem homomorfica de algum subanel A, de A. Como identidades
polinomiais sao herdadas pelas subalgebras e pelas imagens homomorficas, segue que
M, (D) e portanto M, (Z(D)) sao satisfeitas por f. Pela Proposicao 1.22, M, (Z(D)) nao
satisfaz identidades de grau menor que 2n, entao n < d/2. Isto é uma contradicao. Portanto,

dimp M = n < o e de novo pela Proposi¢ao 1.37, A =~ M, (D). Escrevamos Z = Z(A).
Como f satisfaz M, (D) e D é subanel de M, (D), entdao f satisfaz D. Mas

ainda, se K é um subcorpo maximal de D, e como f é multilinear e K é comutativo
entao, pela Proposicao 1.32, f satisfaz D ®, K. Conforme, a proposicao 1.36, D ®, K
¢ primitivo, D é um D ®; K-moédulo simples fiel e Endpg, k(D) = K, entdo pelo Lema
1.38, dimg D =m < |d/2] e D®; K =~ M,,(K). Portanto,

ACA®z K = My(D)®z K = My(D®y K) = My(My(K)) = My (K).

Logo, como f é multilinear e satisfaz A, entao f satisfaz M,,,(K). E como, pela Proposigao
1.22, My, (K) nao satisfaz uma identidade de grau menor que nm, temos que nm < d/2.

Portanto, dimyz A = dimz(A ®z K) = (nm)? < (|d/2])?. O

Notemos que, pelo teorema de Kaplansky, um anel primitivo A satisfaz uma
identidade polinomial se, e somente se A é uma &algebra de divisao central e de dimensao
finita.
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CAPITULO 2

ALCEBRA DE WEYL

Neste capitulo, estudaremos a algebra de Weyl, algumas de suas propriedades
e sua estrutura. No caso em que a algebra seja definida sobre um corpo F de caracteristica
zero, no6s iremos demonstrar que essa algebra ¢é central e simples, além de ser isomorfa
ao anel de operadores diferenciais com coeficientes polinomiais, Alguns dos resultados
aqui apresentados podem-se encontrar em [9], mas as provas nao sao necessariamente as
mesmas. Porém, se a algebra é definida sobre um corpo [F de caracteristica positiva p > 0,
nos vamos demonstrar que a dita algebra contém uma subalgebra isomorfa a algebra
M, (F) das matrizes p x p sobre F. Deve-se notar que os resultados neste capitulo servirao
de base para estudar as identidades polinomiais da algebra de Weyl e sua relagao com as

identidades polinomiais da algebra de matrizes.

Definigao 2.1. Seja D um dominio, nao necessariamente comutativo. Definimos A(D)
sendo a dlgebra ndo comutativa sobre D gerada por x ey com a rela¢io yr = xy + 1. E
dizer,

A(D) := D{x,y)/id{yx — zy — 1}. (2.1)

Para cada monémio M em D{x,y) a relacdo yz = xy + 1 permite escrever M
como a soma de mondmios em que as potencias de x aparecem primeiro que as potencias

de y.

Na prova do lema a seguir usaremos a seguinte notacao: #,(M) o nimero
de termos z aparecendo em M (de forma andloga para #,(M)), e I(M) a soma sobre

cada termo y em M do nimero de termos z que estao a sua direita. Por exemplo, para
M = 2*y*zy temos que: #,(M) = #,(M)=3e I[(M)=1+1+0=2.
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Lema 2.2. Para qualquer dominio D, cada z € A(D) pode ser escrito como
Z = Z Oéijl’iyj,
J
para algum subconjunto finito J = {(i,7) | i, € N} e ayj € D.
Demonstracio. Seja z € A(D), entdo z pode ser escrito como uma soma finita na forma
z = 2 M;, onde M; = cz"ivy*1gmizgy®z .. g"migy®ine com oy € D, n; € ZT, e os exponentes
i

r;, ou s;, poderiam ser 0. Notemos que x e y comutam com os elementos do dominio D.
K2

Definamos I(z) = max{I(M;)}. Se I(z) = 0 entao z tem a forma desejada.
Suponhamos que I(z) > 0, entdo existe algum M; com I(M;) > 0, isto é M; tem pelo
menos um fator da forma yx. Assim M; = AyxB, onde A pode estar em D e B pode ser

1. Usando relagao yr = ry + 1 em M; nés obtemos,
M = AxyB + AB,
notemos que

I(M]) = max{I(AzyB),I1(AB)}
= max{/(M;) — 1, 1(M;) — #.(B) — #,(A) — 1}
= I(M;) — 1.
Portanto indutivamente, as sucessivas manipulagoes M; — Mz’ poderiam terminar em

um M com I(M}) = 0. Aplicando o mesmo processo para cada M; em z, temos uma

expressao para z na forma desejada. O]

A seguir algumas propriedades da algebra A(D). Em particular, estas serdo

usadas para provar que A(D) é um dominio.

Lema 2.3. Parai,je€Z" ex, y os geradores de A(D) temos,
a) yr' = r'y +ix" .
b) ' =xy + jy’

Demonstragio. Vamos demonstrar sé o item a), pois a prova do item b) é andloga. Usaremos

indugao sobre ¢ = 1. O caso i = 1 é valido, pela definigdo de A(D). Suponhamos que a

afirmacao ¢é verdadeira para ¢ = k, Entao

ya = (aPy + ket Tz = 2P (ay + 1) + kat = 2Py 4 (R D)2t

Portanto, yz" ™' = 2"y + (k 4+ 1)2*. Isso finaliza a prova. O
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Lembremos que (Z) é definido como sendo n!/k!(n — k)! para cada n = k = 0,

e sendo 0 em qualquer outro caso.

Lema 2.4. Parai,j € Z" ez, y os geradores de A(D) temos,

o minz{i’j} i\ (5\ .
Yy = k:!( >( )xz_kyj_k.
= k) \k

Demonstragao. Usaremos indugao sobre j > 1. Para j = 1, o resultado é claro pelo Lema

2.3. Pois,
min{i,1} i 1
% ) - i—1 i—k, 1—k
— 2y + = > K .
yxr Ty +11T Z (k) (k)x Y

Suponhamos que a afirmagao é certa para 7 = n, Entdo pelo Lema 2.3, e a igualdade

i i
(i — = 1!
Kl(i — k) (k) (k+1) (k—i— 1) temos
min{i,n} i n i i
n+1l,_.4 i—k n—
Yyt = Z k:'(k> (k)yx Y

k=0

min{i,n} i n i . min{i,n} i n i .
_ k! i—k, n—k+1 k 1)! i—k—1, n— )

2 () (e G L) )

Agora, consideremos dois casos:

Caso 1: Se i < n, entdo min{i,n} = min{i,n + 1} = i, temos que

n+l i _ |Z i—k, n—k+1 i n i—k—1, n—k
e = () (et S L) ()

1 n .
_ | i—k, n—k+1 | i—k, n—k+1
=2 (e () (1)
Portanto,

min{i,n+1} .
n+l i _ P\ [+ 1\ ik ki
Yyt = Z k|(k)( i )x Yy .

k=0

o

Caso 2: Se i > n, entdo min{i,n} = n e min{i,n + 1} = n + 1, temos

nil i N\ | i i—k, n—k+1 (k+1)! U NN i—k—1, n—k
v ;J <k)(> Y +Z * (k+1 p)t Y
& ) k k+1 n+1 . n i—k k+1
i—k, n— ] i—k n—
20 ()t Ze() ()

min{i,n+1} .
ntl i _ N (TN ik ekt
y Tt = Z k(k‘)( )Ty :

k=0

=

Assim,

Portanto a demonstracao é concluida. O
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Uma consequéncia imediata do Lema 2.4 é o seguinte resultado.

Corolario 2.5. Parai,j,r,s € Z" e x, y os geradores de A(D) temos,
min{r,j} ] ,
fﬂi jxr s k! xl’“r?”*k‘ j+sfk.
v = 3 () ()

Definigao 2.6. Seja z € A(D) tal que z = Zaijxiyj. Definimos o grau de z, denotado
por deg(z), como:

deg(z) :=max{i+j: (i,5) € S}
onde S = {(i,7) : ay; # 0}.

Definimos deg(0) = —o0, € os termos lideres de z como sendo os termos a;;x'y’

tais que i + j = deg(z), € dizer os termos de grau mazimal.

Lema 2.7. Sejam z,w € A(D) entdo deg(zw) = deg(z) + deg(w).

Demonstracao. Pelo Lema 2.2, podemos escrever z e w da maneira seguinte:

Z = Z O‘ijxiyj € w= 2 Br,sxrys7
4,5=0 r,5=0
logo, pelo Corolario 2.5,
min{r,j} ] ,
— o | i+r—k, j+s—k
ZW Z Z Qi Brs ( Z k(/{) (k)x Y > .
4,j=0 1,520 k=0
Como os termos lideres nesta soma sao da forma ozijﬁrsx”ryj“, onde i + j = deg(z) e

r + s = deg(w), entdo concluimos que:
deg(zw) =i+ 71+ j+ s = deg(z) + deg(w).

]

O Lema 2.7 permite provar que A(D) é um dominio, fato que serd usado para

definir as Algebras de Weyl, que sdo nossos objetos de estudo.

Proposicao 2.8. A(D) é um dominio

Demonstragio. Sejam 0 # z,w € A(D), entao deg(z),deg(w) = 0. Dai que deg(zw) =
deg(z) + deg(w) = 0. Portanto zw # 0, e assim A(D) é um dominio. O
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2.1 Algebra de Weyl sobre corpos de caracteristica zero

Nesta segao, consideramos F um corpo de caracteristica zero (charF = 0),
definimos a n-ésima algebra de Weyl sobre F, que sera denotada por A,,, e mostraremos
que dita algebra é isomorfa a uma subalgebra de endomorfismos lineares definidos no anel
de polinémios F|z, ..., z,]. Além disso, provaremos que A,, é uma algebra central simples.
Estas propriedades junto ao teorema de Kaplansky serao usadas, no capitulo seguinte,
para justificar porque a algebra de Weyl, definida sobre um corpo caracteristica zero, nao

possui identidades polinomiais.

Definicdo 2.9. Seja F um corpo. Definimos a primeira Algebra de Weyl, denotada
por Ay(F), sendo a dlgebra A(F). E dizer,

Ai(F) == Fz, y)/id{yz — zy — 1}.
Para n > 1 definimos a n-ésima Algebra de Weyl recursivamente por:
Au(E) i= A(A,1(F)).
Por conveniéncia, assumimos Ag(F) :=T.

As vezes, se ndo houver confusdo, escrevemos A, em vez de A, (F). A definicio
de A, tem sentido pois A, _; é um dominio (veja Proposi¢ao 2.8). Para n > 1, existe uma
relagao implicita dada por ;y; — y;z; = 0 para ¢ # j, ou seja os geradores de A,, de indice

distinto comutam. Podemos expressar A,, como quociente assim:

A, =TFxy,...,x0,y1, ., Y/,

onde o ideal I é gerado pelas relagoes [y;, z;] = &5, (@i, 2] = 0, [yi,y;] = 0, e §;5 é o

simbolo de Kronecker.

Proposicao 2.10. Para n € Z*, cada z € A,, pode ser escrito na forma

_ A N 9 L N
Z = Z 0521..‘1njl...]nx1 l'nnyl ynn
i1 yeeeytn =0
jlr“vj’ﬂzo

Demonstra¢io. Usamos indugao sobre n = 1. Como F é um dominio (pois é um corpo)
entao, pelo Lema 2.2, o resultado é verdadeiro para n = 1. Suponhamos que o resultado ¢
certo para n — 1. Seja z € A,,, entdo como A,, é definido recursivamente por A,, = A(A,_1),

onde A,_1 é um dominio, temos pelo Lema 2.2 que z € A,, pode se escrever na forma

- R
Z = Z B’Ln]n’rnnynn7

injn=0
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onde f3; ;. € A,_1. Pela hip6tese de inducao temos que,

o o i1, pin=1 01 dn—l
Binjn = Z Qiyin—1j1.Gin—1T1 Tpn—1¥Y1 Yn—1>
B1yeeyin—1=20
jlv"?jn—lzo

assim
- N MR M T R MR
= Z ( Z Qi i 11011 " Tp—1 Y1 Yn L )Ty
in,gn=0 1,...,in—1=20
jlv"?j’ﬂ—l?o
Finalmente, como yxx, = x,y, para todo k = 1,...,n — 1, pois em A, os geradores de

indice distinto comutam, entao

_ E Rt S WP U | B 1)

z = Qg ingr..n L1 Tn Yn -
i1,---7in20
J1y--3Jn=0

]

Por comodidade na escrita introduzimos a notacao multi-indice. Um multi-

indice i é um elemento de Ny (onde Ny = N U {0}), digamos i = (i1, ...,%,). Definimos
o comprimento de i como sendo |i| = iy + -+ + i,. Por ' denotamos o mondémio
- xir € Flay, ..., x,], o grau desse mondémio é o comprimento de i, é dizer deg(z*) = |i|.

Um par (i,j) de multi-indices em N é também um multi-indice em N§". Se néo houver
espago para confusdo, o multi-indice 0 = (0, ...,0) € Njj serd escrito simplesmente como 0.

7

Em Nj definimos a relacao de ordem parcial “ < 7 por: i < j se, e somente se
ir < ji para todo 1 < k < n. Note que, se ¢ < j entao |i| < [j|. Logo, se || > |j| existe um

ke{l,...,n} tal que i > ji, dai que i X j. Se i < j também escrevemos j > i.

Observacao 2.11. Usando notagdo multi-indice, reescrevemos a proposicao 2.10 assim.:

Para n € Z*, cada z € A, pode ser escrito na forma,

— by d
z = Eagxyf.

i,j>0

Agora, sejan € Z" e F[z,...,2,] o anel de polindmios em n varidveis com
coeficientes em F, entdo Endp(F[z1, ..., 2,]) é a F-dlgebra dos endomorfismos F-lineais do
F-espago vetorial |z, ..., z,], onde a multiplicagdo é a composigdo de endomorfismos.
E claro que Endg(F[z,...,2,]) é um anel ndo-comutativo com unidade a aplicacio
identidade.

Para cada 1 < i < n, as aplicagdes lineais f;, 0; : Flz1, ..., 2,] — Flz1, ..., 2,]

h
definidas por fi(h(z1,...,2n)) = zih(z1,...,2n) € Oi(h(z1, ..., 2,)) = 5, bara todo h €
Zi

Flz1,...,2,], onde — é a derivada parcial de h respeito a z;, sdo endomorfismo de

(921-
Flz1,. .., 2n]-
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Definigdo 2.12. Para n € Z*, definimos a dlgebra A!, como sendo a subdlgebra de

Endg(F[z1, . .., 2,]) gerada pelos endomorfismos fi,..., fa,01,-..,0n. E dizer,

A;’L = algF{fh“'7fn7ala"'7an}'

No caso particular n = 1, usaremos f e 0 no lugar de f1,0; € Endp(F[z]), respectivamente.
Assim, A = algp{f, d}.

Observe que em A}, aplicando a regra de Leibniz’s para a derivagao do produto

temos:
(@ F)() = ~(zh) = 20 b= f(om) + b = (f -0+ 1)(h),

portanto 0- f = f-0+1, onde 1 é a aplicacao identidade em Endp(F[z]). Esta propriedade

se estende naturalmente a A/

Lema 2.13. Em Al temos as sequintes relagoes:

a) dﬁj = (9](92 € fzf] = fjfz

b) 0ifj = [;0i + 0y,
onde 0;; € o simbolo de Kronecker.

Demonstragio. O item a) é claro pela definicao de f; e 0;. Vamos provar o item b). Seja

he€F[z ..., z,], entdo pela regra de Leibniz’s para a derivagao do produto temos,

6t () = 2u(esh) = h+ zdi(h) se z 2]: _ (1+ fidi)(h) se z :]:
2;0;(h) se i #J £i0i(h) se 1 #j

onde 1 é a aplicagao identidade em Endp(F[2; ..., 2,]). Portanto, 0;f; = f;0; + di;. a

As relagoes obtidas no lema anterior permitem expressar a dlgebra A/, como

um quociente assim,

Usando notacao multi-indice, denotamos por f* e 02 os monomios fi'--- fi" e

07" - - - 0;r, respectivamente.

Proposicao 2.14. Paran € Z", cada g € Al, pode ser escrito na forma

g= Z O@l-fiﬁi.

i,j=0

Demonstragio. Escrevendo A, recursivamente como A, _{f,,, 0, e usando a relacao o, f,, =

fnOn + 1, 0 resultado é obtido da mesma forma que na prova da Proposi¢ao 2.10. n
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Consideremos o homomorfismo de algebras ¢ : F(x1, ..., xn, Y1, ..., Yny —> A,

definida por:
o(xi) = fi e o) =0

Lema 2.15. O homomorfismo ¢ induz um homomorfismo de dlgebras ¢ : A, — Al .

Demonstragio. Pelo parte b) do Lema 2.13, temos que:
P(yixj — xjy; — 0ij) = 0i f; — [0 — 0y5 = 0.

Portanto, ¢ induz um homomorfismo de &lgebras ¢ : A, — A’ O]

Agora, vamos provar que a representagiao para os elementos de A/, obtida na

Proposicao 2.14, é tnica. Para isso, consideramos primeiro o seguinte resultado.

Lema 2.16. Sejam i,j € Nj entao

0 em outro caso

onde c(i,7) = i) eil =iyl -i,l. Em particular, 0%(z%) = c(i,i) = il.
< (i)

Demonstragio. B claro que ¢2(2%) = (9{‘1.(2?) -+ 00 (zim). Logo, se j < i entdo jj, < i) para

) ) ! S
todo 1 < k < n, dai que ¢/ (z") = e Portanto,
(2k — Ji)!
33‘( z) 1! i1—j1 in! in—j ! i—j
0=\27) = 77— <* 7277:” = . AN A
(i =)t (in = jn)! (i —j)!

Caso contrario, existe 1 < k < n tal que ji > iy, daf que 0/F (2)¥) = 0, assim ¢2(2%) = 0. [

Proposigao 2.17. A representacio de g € A, na forma

g = Z agfiﬁl.

0,70

Demonstracao. Suponhamos que g tem duas representacoes na forma desejada, digamos

2 cul'tt =g = ) Byfo.

0,0 i,j=0

Consideremos o operador linear

D= yfel=0,

0,§=0
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onde v;; = a;; — B Vamos provar que D # 0, € dizer que existe h € Flz1,..., 2] tal que
D(h) # 0, o que serd uma contradigao. Seja k& um multi-indice tal que 7;;, # 0 para algum

multi-indice i e v;; = 0 para todo indice j tal que |j| > |k|, entao

D(z%) = Z ’Yg’fial(zk) = Z ’Ygfial(zkﬁ
i,j=0 0<j=<k
i>0

Logo pelo Lema 2.16,

D(2) = Yy file(k, §)270) = Y yue(k, )25,

>0 >0
k!
onde c(k,j) = ﬁ Como char F = 0 temos que c¢(k, j) # 0, ademais pela escolha de
J k—j)! J
k temos que 7y, # 0 para algum i, daf que D(z%) # 0. Portanto, D # 0. ]

A seguir uma consequéncia do Lema 2.15 e da Proposicao 2.17.

Proposigao 2.18. A representacio de z € A, na forma

— el
z = 20@1563/*'

i,j=0

Demonstragdo. Suponhamos que z € A, tem duas representagoes digamos,

i,j>0 RE

Sabemos, pelo Lema 2.15, que o homomorfismo de dlgebras ¢ : A, —> A/ ¢ tal

que x; — f; e y; — 0;, dai que:
2 aif'dt = 6(z) = ) Byftd!
1,0 i,j>0

Portanto, ¢(z) € A/ tem duas representagdes, o qual ndo é possivel pois

contradiz a Proposic¢ao 2.17.

]

Teorema 2.19. A, ~ A),
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Demonstragio. Pelo Lema 2.15, o homomorfismo de algebras ¢ : A, — A! satisfaz que
x; — fi e y; — 0;, logo é suficiente provar que ¢ é bijetiva. De fato, pela Proposicio 2.14

todo g € A], pode ser expressado na forma:

i,j=0
logo existe z € A,, definido por
z = Z iyl
=0

tal que ¢(z) = h. Portanto ¢ é sobrejetora.

Por outro lado, seja w € A, e suponhamos que ¢(w) = 0. Pela Proposicao 2.14,

podemos escrever w assim:

i,j>0
dai que
d(w) = > Biftel =0.
0,70
Por conseguinte, pela unicidade da representagao de ¢(w), temos que 3;; = 0
para todos os multi-indices 7, j > 0. Logo w = 0, e portanto ¢ é injetora. O

A, é central e simples

Agora, focaremos nosso interesse em demonstrar que a algebra A,, é central
simples, ou seja, queremos provar que A, nao tem ideais préoprios nao nulos, e que seu
centro é F. A seguir, uma propriedade interessante sobre o produto tensorial de algebras

centrais simples, a prova deste resultado pode ser encontrada em ([8], Corolario 3.6.).

Lema 2.20. Se A e B sao dlgebras centrais simples, entio A Qp B ¢é uma dlgebra central

simples.

O resultado a seguir nos permite ver a algebra A,, como um produto tensorial
de n copias da &lgebra A;, denotamos esse produto por A®" = A; ® - @ A;.
| S N—

—
n-fatores

Lema 2.21. Para cada n € Z", a n-ésima dlgebra de Weyl A,, é isomorfa com o produto
tensorial de n copias da primeira dlgebra de Weyl A,. E dizer
An=A® @A =AF"
| S—— —

—_—
n-fatores
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Demonstragio. Consideremos a aplicacio ¢ : A, — AY" definida por:

T — 1®6=1) Rr® 1®(n—1)
v — 1961 QY 1®(n—1)
1— 1%

Note que ¢ esta bem definido, pois esta definido nos geradores. Para provar
que ¢ ¢ um homomorfismo é suficiente, pela propriedade universal, analisar as imagens

das relac¢oes definidas em A,,. Entao

190D @ (y — ) ® 180" D @ (1 — 1) ® 18" 504 < j
p(yir; — 2y — 05) = L 120D @ (ya — vy — 1) @ 190 sei =]
1V (2 —2)@1%V V@ (y —y) @197 sei> )

de onde p(y;z; — x;4; — 6;j) = 0 em AP". Portanto, ¢ é um homomorfismo de dlgebras.

Por outro lado, para cada 1 < ¢ < n, consideremos as aplicagoes ¢; : Ay — A,
definidas por © — z;, y — y;, 1 — 1. Como ¢;(yz —xy — 1) = y;x; —z;y;, — 1 = 0 em A,,,
entao, pela propriedade universal, ¢; ¢ um homomorfismo de algebras. Dado que para cada
i # 7, (A1) e ¢;(A1) comutam, e ¢;|r = ¢;|r entdo pela propriedade universal do produto
tensorial, existe um tinico homomorfismo de algebras ¢ : A®" — A, tal que ¢ - 7; = ¢;
(onde m; : Ay — A®" denota a inclusio candnica, definida por a — 1207 @ ¢ @ 199

para cada gerador a € Ay).

Nao é dificil ver que, - ¢ = idA1®n e ¢-p =idp,. Portanto, ¢ é um isomorfismo

de algebras. n

Em virtude dos dois lemas anteriores, para provar que A, é central simples,

basta demonstrar que A; possui essas propriedades. Isso serd provado abaixo.

Proposicao 2.22. A dlgebra de Weyl Ay € central simples.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.19, A; =~ A}. Provemos primeiro que A é central. Suponha-
mos que g € Z(A]), entdo como g € A existe um inteiro k > 1 e polinémios g, . . ., gx € F[f]
tais que
k
9= Z o [0 = Zgj(f)ﬁj.
i,j=0 =0

Pelo Lema 2.3 sabemos que [0, f'] = if"' = (f)’, entdo

0=1[0,9] = X [0,9;(N& = 3 4(N.

J=0
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dai que g;(f) = 0 para 0 < j < k. Logo g, s@o constantes, assim g;(f) € F para 0 < j < k.

Portanto,

onde a; = g;(f) para 0 < j < k. Pelo Lema 2.3 sabemos que [/, f] = j&~!, entdo

k k
0=1[g.f1 =D a;[&, f] = > ajjei ™",
j=0 j=0

de onde ja; = 0 para 0 < j < k. Como charF = 0 entao a; = 0 se j # 0, e assim
g = ag € F. Portanto Z(A}) = F.

Agora provemos que A] é simples. Seja 0 # [ um ideal bilateral de A}. Note
que para cada h € A} temos que [h,I] = hI — Ih < I. Seja 0 # g € I, entdo existe um
inteiro k = 0 e go, ..., gx € F[f], com g; # 0 tais que

k
g= ), oif'd =) 9.
=0

1,720 J

k
Pelo Lema 2.3 sabemos que [¢7, f] = ¢!, entdo [g, f] = Z g;(f)7o"~" e I. Repetindo o
j=1
processo k vezes temos,

de onde gi(f) € I. Pelo Lema 2.3 sabemos que [0, f'] = if*"!, entdo se a = deg(gx(f)) e

¢é seu coeficiente lider temos que

[0, ... [0, [0, qu(P)]] -] = lal € 1.

Logo, como charF = 0 e = [a! € I concluimos que 1 € I. Portanto, I = Al. O]

Teorema 2.23. A n-ésima dlgebra de Weyl Al é central simples.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.22 A; é central simples. Entao, pelos Lemas 2.20 e 2.21,
A, =A ®: - ®A; é central simples. ]

2.2 Algebra de Weyl sobre corpos de caracteristica positiva

Na segdo anterior definimos a dlgebra de Weyl A, e a dlgebra A/, sobre um
corpo de caracteristica zero, porém, as defini¢oes tem sentido sem nenhuma restri¢gao sobre

a caracteristica do corpo. Ainda varios resultados da secdo anterior continuam sendo certos
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quando a caracteristica é positiva, outros ndo. Aqui apresentamos alguns desses resultados

que nao sao preservados.

Desde agora, consideramos que F é um corpo de caracteristica positiva p > 0
e as dlgebras A, e Al definidas sobre F. Neste caso, demostraremos que A/, ndo é um
dominio, e que A, nao é simples, para mas detalhes ver [26]. Por outro lado, vamos provar
que o conjunto {f*2|i>0 e 0 < j < p} é uma base para A/, o que permite concluir,
junto com a Proposigdo 2.18, que A, e A/, nao sao isomorfos neste caso. Finalmente, damos

uma dlgebra isomorfa a A’ .

Lema 2.24. Em Al = alg{fi,..., fn,01,...,0n}, para todo i = 1,...,n temos &7 = 0
F
Além disso, &'~ # 0.

kn
n

Demonstrac¢io. E suficiente provar que P (2. 2k = 0. Observa-se que: Se k; < p entdo

(28 = 0, daf que

4 k1 k k1 ki1 4 ki k'+1 kn
G zyt) =2 2 0 (7 )z ezt =0,

Agora, como p | ki(k; —1) - (k; —p+1) entdo 07(2F) = kj(ki—1) - (ki —p+1)2/ 7 = 0,
portanto

D/ k1 kEn\ _ k1 ki1 Ap/ _ki\ _kit1 kn _
O (2" zt) =2t (2 )z et =0

Por outro lado, como é" ' (2#™) = (p —1)(p—2)---1 # 0, entdo &’ # 0. O

O lema anterior implica que A! tem elementos nilpotentes, e em particular

implica que A/, nao ¢ um dominio.

Corolario 2.25. A/, ndo é um dominio

Demonstracao. Pelo Lema 2.24, para cada 1 < ¢ < n temos que @,8?71 # 0, mais
o;00 =P = 0. O

Lema 2.26. Para todo z € A; temos

a) yz — z _dz
b) xz—z:pz—jz.

Demonstrag¢io. Provemos o item a). Sabemos que cada z € A; tem a forma z = Z a;;x"y’
i,j=0

logo é suficiente provar o resultado para cada termo z'y’. Pelo Lema 2.3 temos,

i—1

y(a'y) = 2’y + iy = (2 )y + @y,

A prova do item b) ¢ similar. O
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O seguinte resultado é consequéncia direta do lema anterior.

Corolario 2.27. A; nao ¢é simples.

Demonstracao. Seja z = xP € A,,, claramente 2 comuta com z. Vejamos que x” comuta

com ¥, de fato pelo Lema 2.26 temos

d
yal — 2Py = £($p> = pa~! = 0.

Assim 2P comuta com z e y, logo comuta com cada elemento de Ay, assim o ideal [ = id{z"}

¢ um ideal bilateral de A;. Portanto, A; nao é simples. O

Outra propriedade que nao se preserva quando trabalhamos com caracteristica
positiva é o fato que a dlgebra de Weyl seja central, pois por exemplo o centro de A; é o

anel de polindmios F[z”, y”].

Proposicao 2.28. O centro da dlgebra de Weyl Ay € Z(A,) = F[zP, yP].

Demonstracao. Do Lema 2.26, ¥ e y* comutam com x e y, dai que comutam com cada
elemento de A;, assim 2P, y? € Z(A;). Portanto, F[z”, y*] < Z(A;). Seja a € A \F[2P, "],

entao pela Proposicao 2.10, podemos escrever a € A; na forma

a = Z ag;z'y’.

1,520

Seja b € Ay, obtido de a eliminando os elementos a;;z'y’ tais que 4, j = 0(modp), e dizer

b= Z ity

pli, plj
E claro que b # 0. Se b contém algum aijxiyj tal que p 1 i, entdo podemos escrever b na

forma
b=>2'pi(y),
ol

assim, pelo Lema 2.26

d i i1
yb—by = ar (;ﬁpz(y)) = ;m pi(y) # 0

em Ay, daf que b ¢ Z(A;). Por outro lado, se b contém algum termo a;;z'y’ tal que p1 7,

entao podemos escrever b na forma
b= ij(x)yja
i
assim, pelo Lema 2.26
d ; . i
br — xb = T (Epj(x)yf) = ijj(a:)y] L0
Y\ i

em Ay, dai que b ¢ Z(A;). Em ambos casos, b nao é central. Portanto, Z(A;) = F[z?,y?]. O
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Observacao 2.29. O resultado anterior permite concluir que Ay € um mddulo sobre
F[zP,y?]. Mas ainda, € possivel provar que o centro da n-ésima dlgebra de Weyl A, é
Z(A,) =Tz, ... b b ]

Ainda que a algebra A nao seja isomorfa com A,, existe uma bélgebra que é
isomorfa A/, para mostrar isto, comegaremos dando uma base para A!,. Notamos por p

(ou simplesmente p) o multi-indice (p,...,p) € Ni.

Lema 2.30. Uma base de Al, = alge{fi,..., fn,C1,...,0n} € 0 conjunto

B ={fol|i>0 e 0<j<p}

Demonstragio. Pela Proposigao 2.14 e o Lema 2.24 é claro que 3, gera A/, como espago

vetorial. Portanto é suficiente provar que 3, é linearmente independente.

Suponhamos que existem escalares nao todos nulos «;; € IF, tais que

i
2 oiftol=0
0<j=<p
>0
em A/, Consideremos o operador
— 1]
D= ), ayf,
0<j<p
>0

e provemos que D # 0, e dizer que existe p € F[zy,...,z2,] tal que D(p) # 0. O que
constitui em uma contradicao. Seja £ € Nj um multi-indice, com 0 < k£ < p, tal que
o # 0 para algum ¢ > 0, mais a;; = 0 para todo multi-indice 0 < j < p tal que Il > ||,

entao

k!
onde c(k, j) = ﬁ Como char[F = p > 0 entao c(k, j) # 0, pois 0 < k < p. Ademais

pela escolha de k temos que a;; # 0 para algum i. Assim agc(k, J) # 0 para algum i,
Portanto, D(z%) # 0. O
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Denotemos por I’ o ideal bilateral de F(xy,..., 2., y1,...,Yny gerado pelas

relacoes [yi, z;] = 65, i, ;] = 0, [yi,y;] =0 e y? =0 para 1 <i,j < n.
Lema 2.31. A aplicagio linear ¢ : T xy, ..., &n,y1, ..., yny/I —> Al definida por:

o) =fi e py) =0

¢ um homomorfismo de dlgebras.

Demonstracao. Pela propriedade universal, é suficiente analisar as imagens das relagoes

definidas em F{xy, ..., 2n,y1, ..., yny/I’. Pelos Lemas 2.13 e 2.24 temos que,

o(yix; — xiy; — 1) = 0 fi — fi0; — 1
oYz — x5y:) = Oifj — fi0s
oyi) =0 =0

entdo temos que ¢ é um homomorfismo de algebras. O

Teorema 2.32. F(xq, ..., T, Y1, Yo/l = A

Demonstragio. Pelo Lema 2.31 a aplicacao ¢ : F(z1,...,Zn,y1,...,yny/I" — Al dada
por o(x;) = fi e p(y;) = 0; ¢ um homomorfismo de algebras. Assim é suficiente provar que
¢ é bijetiva. Seja g € Al, qualquer. Pelo Lema 2.30, é possivel escrever g de forma tinica na
forma,

g= >, ayfidl

0<j<p
>0

Logo existe z € A,,, definido por:

_ i
p= ), oyl

0=<j<p
>0

tal que p(z) = g. Portanto, ¢ é sobrejetora.

Por outro lado, seja w € F{x1, ..., 2n, Y1, .., yny/I" € suponhamos que p(w) = 0.
Pelas condigoes y;x; —x;y; —d;j e y para 1 < i,j < n, e de igual maneira que na Proposicao
2.10, se pode escrever w na forma,
w3 Byl

0<j<p
>0

de onde

plw) = ) Byftol=0.

0<j<p
>0

Assim, pela unicidade da representacao de p(w) € Al temos que ﬁél' = (0 para

todos os multi-indices 2 > 0, 0 < j < p. Logo w = 0, e portanto ¢ ¢ injetora. O
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CAPITULO 3

IDENTIDADES POLINOMIAIS DA
ALGEBRA DE WEYL

Neste capitulo, nos concentramos no estudo das identidades polinomiais da
algebra de Weyl. Comegamos justificando porque a algebra de Weyl A, definida sobre
um corpo F com caracteristica zero (charF = 0) ndo possui identidades polinomiais
nao triviais. Além disso, demonstramos que se F é um corpo infinito com caracteristica
positiva (char F = p > 0), entao as identidades de A,, sao as mesmas que as identidades da
algebra de matrizes da ordem p". No caso de F ser finito, a igualdade nao é certa, porém
provamos que as identidades da primeira algebra de Weyl A; estao contidas estritamente

nas identidades da algebra de matrizes de ordem p.

O seguinte resultado garante que a primeira algebra de Weyl A;, que é isomorfa

a dlgebra A| := alg{f, d}, nao é uma PI-dlgebra.
F

Proposigao 3.1. Se charF = 0, entdo A} ndo satisfaz uma identidade polinomial nao

trivial.

Demonstracdo. Antes de provar a afirmacdo, note que se h; := fi0" ! paral <i <n
entao, hph,—1---hy(1) = 1121+ (n — 1)12" # 0 para cada n > 1, isto pelo Lema 2.16.
Suponhamos que f é uma identidade polinomial nao trivial de A}, entdao pelo Teorema

1.29, podemos supor f multilinear de grau n, e dizer

f(xla Lo, 7xn) = TpTp—1"""T1+ Z OsTo(n)Lo(n—1) " Lo(1)-

o€eSy
o#l
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Se o é nao trivial, existe um indice jy tal que jo = min{j | o(j) # j}. Como o (i) = i para

cada i < jp entdo o(jo) > jo, assim
Mooy hotio—1)  Pa)(1) = Ao (Rjp—1 -+ - ha (1)) = 1121+ - (jo—2)1 f7URIQ7I =1 (207 ) =,
pois o (jo) > jo implica, pelo Lema 2.16, 0700~ (z70=1) = 0. Dai que

f(hi,hayo o hy)(1) = hphy g+ he(1) = 1120+ (n = 1)12" # 0,

pois a charF = 0. Assim, f(hy,hs,...,h,) # 0 em A]. Portanto, A} nao é uma PI-
algebra. O]

Em geral, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2. Se charF = 0, entdo A,, nao é uma Pl-dlgebra.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.23, sabemos que A,, é central simples, e dado que esta
dlgebra é unitéria temos que é primitiva (ver exemplo 1.35). Suponhamos que A,, satisfaz
uma identidade polinomial, entao pelo Teorema de Kaplansky a dimensao de A,, sobre F
devera ser finita, mas isto é uma contradi¢ao pois da Proposicao 2.18 a dimensao de A,, é

infinita. Portanto, A, nao é uma Pl-algebra. O]

Embora A,, ndao tenha identidades polinomiais nao triviais, alguns subespacos
de A,, satisfazem certas identidades polinomiais. A saber, denotemos por Ag’l) o F-span de
x;y; em A, para todos 1 <4,7 <n e por Afj”") o F-span de ay;, - - -y;, em A, para todos
1<j1,...,4r <neaclF[x,...,x,]. Lembremos que o polinémio standard de grau N é

definido por
Sta(t1, ... tn) = Z (=1)%toq) - Loy,

geSN
onde Sy denota o grupo simétrico sobre {1,..., N}. Dzhumadil’daev em [3, 4] estudo o
polinémio standard Sty de grau N sobre alguns subespacos de A,,. E dizer, ele mostrou

que:

Sty é uma identidade polinomial para A;_’l) no caso N = n? + 2n;

Sty ndo é uma identidade polinomial para A%_’l) no caso N < n? + 2n — 1;

Sty ¢ uma identidade polinomial para Ag_’r) se e somente se N > 2r;

e 0 grau minimo de uma identidade nao trivial em AS‘”") é2r+ 1.

Usando a abordagem tedrica de grafos combinatéria, Dzhumadil’daev e Yeliussizov [5]

estabeleceram que
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e Sto, ¢ uma identidade polinomial para Agl’l) se e somente se n = 1,2, 3.

Observe que o espago A,(j’l) junto com a multiplicacao dada pelo colchete de
Lie é a n-ésima algebra de Witt W,,, que é uma algebra de Lie de dimensao infinita simples.
As identidades polinomiais da algebra de Lie W, foram estudadas por Mishchenko em
[27], Razmyslov em [33] e outros. Uma conhecida conjectura aberta afirma que todas as

identidades polinomiais de W; seguem a identidade de Lie standard

D (1 MEos tony Vo) Ntoe) o]

€Sy

Identidades Z-graduadas para W; foram descritas por Freitas, Koshlukov e Krasilnikov
em [17].

3.1 ldentidades Polinomiais para A,, sobre um corpo de caracteris-
tica positiva

Nesta secao consideramos [F um corpo com charF = p > 0, e vamos estudar as
identidades polinomiais da algebra de Weyl A,, sobre . Comecaremos mostrando alguns

exemplos de identidades polinomiais multilineares para a algebra de Weyl.

O resultado a seguir pode ser util quando trabalhamos com identidades polino-

miais multilineares para a algebra de Weyl. Lembremos que em notagao multi-indice, 2

denota a n-tupla (i1, ...,i,) € N, e 2t denota o mondmio zi' ---z'* € Flxy, ..., z,].
Lema 3.3. Seja f € Fz,...,2,] um polindmio multilinear. Entao f é identidade polino-
mial para A, se, e somente se, f(ay,... a,) =0 para todo ay, ..., a, € S = {z4yl : 0 <
i,j < p}.

Demonstragio. Suponha que f é identidade nao trivial para A, entdao f(by,...,b,) =0
para cada by,...,b, € A,, em particular f(ay,...,a,) = 0 para todo ay,...,a, € S.

Reciprocamente, como f é multilinear é suficiente provar, pela Observacao 1.19, que f
se anula numa base de A,. Sabemos, pela Proposicao 2.10, que 3 = {2 : i,j = 0} é
uma base de A,,. Sejam by, ..., b, € (3, entdo como Z(A,) = F[a}, ... a2 y7 ... 7] (veja

Observagao 2.29) temos que by = cywy, onde ¢ € Z(A,) e wy, € S para 1 < k < n, dai que

f(bl, . ,bn> = f(clwl,. .. ,ann) =C1"" -cnf(wl,. .. ,wn) = 0,

pois, f(ai,...,a,) = 0 para todo a; € S. Portanto, f é identidade polinomial nao trivial

para A,,. O

O reconhecido teorema de Amitsur e Levitzki (Teorema 1.21) estabelece que o

polindémio standard Sto,, ¢ uma identidade polinomial para M,,, em particular Sto, satisfaz
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a algebra M, de matrizes p x p sobre F. O seguinte resultado mostra que o polinomio
standard Sty, ¢ uma identidade polinomial para a algebra de Weyl A;, no caso p = 2 e

p=3.

Proposicao 3.4. Para a dlgebra de Weyl Ay temos que:

a) Se charF = 2, entdo Sty = 0 € uma identidade polinomial para A;.

b) Se charF = 3, entdo Stg = 0 é uma identidade polinomial para A;.

Demonstrag¢io. a) Como o polinémio Sty é multilinear entdao, do Lema 3.3, é suficiente
provar que Sty torna-se zero no conjunto S = {1, z,y, zy}. Sejam ay, as, az, a4 € S, entdo
se a; = a; para algum i # j temos que Sty(aq, az, as, as) = 0, pois o polindémio standard
¢ anti-simétrico. Suponhamos que a; # a; para todo ¢ # j, entao para cada permutacao

o€ Sy existe 1 <1 < 4 tal que a,;) = 1, dai que

Sta(ar, az, as, as) = Z (—1)7a0(1)t0(2) G0 (3)0o(a) = 4 Z (=1)"br1)br(2)bx(3),
oESy TES3
onde by, b, b3 € {x,y, zy}. Assim, Sty(aq,as,as,ay) = 0, pois charF = 2. Portanto, Sty é

uma identidade polinomial para A;.

b) Como Stg é multilinear entao, pelo Lema 3.3, é suficiente provar que Stg se anula
no conjunto S = {1, z,y, vy, 2, 2%y, y*, xy*, 2°y*}. Sejam ay, as, as, a4, as, ag € S, entdo se
a; = a; para algum 7 # j temos que Stg(ay, as, ag, as, as, ag) = 0, pois o polindémio standard
¢ anti-simétrico. Suponhamos que a; # a; para todo ¢ # j. Como o polindmio standard

Ste se pode reescrever na forma

1 ag
St6(x17 e 71156) =3 Z (—1> [%(1)7 %(2)][330—(3), ma(4)][$0(5)7 130(6)]7
o€Se
entdo se a; = 1 para algum 1 < i < 6, temos que Stg(aq, as, as, aq, as,ag) = 0. Além disso,
se a; # 1 para cada 1 < i < 6, nos verificamos computacionalmente que para cada conjunto
B = {bl,bz, bg,b4,b5, b@} < S\{l} , com | B ’I 6, Stﬁ(bl,bg,bg, b4,b5,b6) = 0. POI‘t&DtO, Stﬁ

¢ uma identidade polinomial para A;. O]

Da Proposicao 3.4 surgem naturalmente as seguintes perguntas. Se charF = p,
o polinémio standard Sty, é uma identidade polinomial para a dlgebra de Weyl A;? E
véalida a igualdade Id(A,) = Id(M,)?

A continuacdo, provaremos que se F ¢é infinito entao Id(A,) = Id(M,n). En-

quanto se ' é um corpo finito a igualdade nao acontece.
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3.1.1 SeFF é um corpo infinito

Denotemos por M, = M, (F[z,y]) a dlgebra de matrizes n x n sobre F[x,y], e
por M, = M,(F) a algebra de matrizes n x n sobre I, I,, a matriz identidade em M, e
E;; é a matriz elementar n x n tal que a (7, j)-ésima entrada é 1 e as outras entradas sdo
0. Nesta subsecao, provaremos que as identidades polinomiais de A,, e M,» sao as mesmas,
é dizer, Id(A,) = Id(Mn).

Antes de apresentar a prova da igualdade referida, consideremos as propriedades

das seguintes matrizes de M,:

00 - 1 0

- 0 - 0 2 0
AOZZEZ‘—H,iz 01 .00 >Bo=zi'Ei,z‘+1=

i P P i 0 - p-—1

00 -+ 10 000 -+ 0

Lema 3.5. Para Ay e By temos as sequintes propriedades.

a) Para todo 1 < k < p temos que

p—k p—k .
(k+i—1)!
Ag = Z Ek+i,i e Bg = Zl WEi,k-i-h

i=1
onde AY e BY) sdo definidos sendo I,.

b) ByAg — AgBo = 1.

Demonstragio. a) Provemos a férmula para A’g por inducao sobre k. Para k = 1 a afirmacao

se cumpre. Suponha que a afirmacao é valida para algum k < p — 1. Entao
p—k p—1 p—(k+1)
A’S“ = <Z Ek:+j7j) <Z Er+1,r) = Z E(k+1)+’i,i7
j=1 r=1 i=1
e temos o resultado para A%

Agora, para BY também usamos inducio sobre k. Para k = 1 a afirmacio se

cumpre. Suponha que a afirmacao é valida para algum k < p — 1. Entao

p—k ; p—1 p—(k+1) ,.
k1 _ (k+i—1)! Z B Z (i + k)!
B(] - (Z WEZ‘,IH—Z’ r- Er,r-i-l - i 7(2 — 1)' Ei,(k+1)+i7

=1 r=1

e temos o resultado para Bj.
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b) Notemos que

p—1 p—1 p—1 p—1
ByAg — AoBy = (Z iEi,i+1> (Z Ej+1,j> - (2 Ej+1,j> <Z iEi,i+1>
j=1 J=1

i=1 i=1

p—1 p—1
= Z lEi,i - Z ZEz‘+1,i+1
i=1 i=1

— I,

Lema 3.6. Uma base para M,(F) é o conjunto
B ={AyB; | 0<rs<p}.

Demonstragio. Como || = p* = dimy M,(F) entdo é suficiente provar que 3 é um conjunto
linearmente independente. Suponhamos que existem escalares, nao todos nulos, a,, € F

com 0 < r,s < p tais que:
T S
é afTSAoBO == .

0<r,s<p
Seja sp = min{s | a,s # 0 para algim 0 <r < p} , entao temos
0= > o ApBY + ) anApB;.

0<r<p 0<<7‘<<p
SQ<S<p

Como(O<sy<s<pentaio0<p—sg—1<pes+p—s9—1>p—1daique, pelo Lema

3.5, Byt~ — 0 e BE*7! £ 0. Logo, multiplicando pela direita por BY*°"", temos

0= > o ApBE 4 D an AGBTTTOT,

o<sr<p o<sr<p
So<s<p

de onde

0= > o ApB5"

0<r<p

Seja ro = max{r | as,0}, entdao é claro que a,,s, # 0. Assim

-1 —1
0= s APBE ™+ ) ong ApBET

0<r<ro

Como ro = 0 entdo p—ro—1 < p, dai que, pelo Lema 3.5, AS""°~! = 0. Logo, multiplicando

pela esquerda por A5 temos

o p—1 pp—1 p—ro—1+r pp—1
0= sy A5 ' BE T 4+ Y e Al B

o<r<rog
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Como r < rg entdao p—ro—1+r < p—1, logo, pelo Lema 3.5, temos que Af)’*m*l” # A*g*l.

Dai que,
0= aroSoAg_lBg_l = a?‘oSo(p - 1)!EPP-

De onde a5, (p — 1)! = 0. Como (p — 1)! # 0 médulo p, temos que a5, = 0.

Isto é uma contradi¢ao. Portanto, 8 é uma base para M,(F).

Lembremos que dadas A e B duas F-algebras, o produto tensorial A ® B
também é uma algebra, em particular, temos que M, (F) ® M,,(F) é uma algebra, para

m,n € Z*. Além disso, esta algebra é isomorfa com a algebra M, (F).

Exemplo 3.7. M, (F) ® M,,(F) = M,,,(F), como dlgebra. De fato, dado que M,,,(F) é
um espago vetorial e f: M, (F) x M,,(F) — M,,,(F) definida por:

(leB s (IlnB
f(AB)=| :
amB - ap,B

para todo A € M,(F) e B € M,,(F), é uma aplicacao bilinear, entiao pela propriedade
universal existe uma unica transformacao linear ¢ : M, (F) ® M,,(F) — M,,,(F) tal
que Y(A® B) = f(A,B). Como dim(M,(F) ® M,,(F)) = dim(M,(F)) dim(M,,(F)) =
n*m? = dim(M,,(F)), de onde seque que M,(F) ® M, (F) = M,,,(F) como espaco
vetorial. Além disso, ndo € dificil verificar que Y((A® B)(C® D)) = Y(A® B)Y(C® D),
pois f(AC, BD) = f(A, B)f(C, D) para todo A,C € M, e B,D € M,,, e portanto ¢ é um

homomorfismo de dlgebras.

Para uma algebra A, denotaremos por A®" o produto tensorial A® ---® A.
—_—

n fatores
Note que, o exemplo anterior pode-se generalizar ao produto tensorial de mas de duas

algebras, e portanto temos que My (F) = M,(F) @ - - - ® M,(F) = M2".
Seja ¢, By, ... xn, Y1y Yn) = Mpn = M, ® - Q M, = M;?” o homo-

-
n fatores

morfismo de algebras definido por

2 I907) @ Ay @ IO,
yi = I8V @ By @ 190,

Xn
I

onde Ay, By € M, sao as matrizes definidas no inicio da segao.

Lema 3.8. O homomorfismo ¢,, induz um homomorfismo sobrejetivo ¢, : A, — Myn. Em
particular, Id(A,,) < Id(Myn).
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Demonstragio. Pela parte b) do Lema 3.5 temos que se M = ¢, (y;x; — x;4; — d;5), entao

Ig)(i—l) ® (By — By) ® [ng—i—l) ® (Ag — 4p) ® ISJ(p—j) sei<j
M = { 1%V @ (ByAg — AgBy — I,) @ IS se i = j
1—?(1‘—1) ® (Ag — Ag) ® [I?(jfifl) ® (By — By) ® [g(p*j) sei>j

de onde ¢,,(y;x; — xjy; — 0;5) = 0 em M,n. Portanto, ¢, induz o homomorfismo de algebras

¢n . An g Mpn.
Seja C =C1® - QC, € MI?” qualquer, onde cada C, € M), para 1 <k <n
Pelo Lema 3.6, {AéBg | 0 <i,j <p} éuma base de M, entao cada Cj pode ser escrito

na forma
_ ik RJk
Cr = Z i, Ag B,
0<ig,jrx<p

para alguns «;, ;; € F. Definamos z € A,, por

— PRIV 2 S Pt L S
<= Z Qiyjy Qi ** " Qi Ty Ty Y1 Yn's
0<i1,...,in<p
0<J1,-:3n<p
onde v, j, Qiyj, -+ - (5, € IF, entao temos que
o(z) = Qg (@ gy g
Pn(2) = Z iy jy Qigjy ** * Qi P (T Ty Y ')

0$’Li1 ,...,i‘n<p
0<J1,-sJn<p

Como ¢y (x% -~ alnylt ... yin) = A'Bl' ® --- @ A Bj", entéo

p _ i1 R in RJ
G(2) = DL Qg (AU B @+ @ A BY)
0<i1,...,in<p
0<]177]n<p

= Z Ozilleél Bgl R ® Z ainjnAéntn

0<i1,51<p 0<in,jn<p

201®"'®an0-

Assim, para cada C' € M, existe z € A, tal que ¢,(z) = C. Portanto, ¢, ¢
sobrejetiva. Em particular, Id(A,,) < Id(M»). O

Agora, seja ¢, : Flay, ..., Tn, Y1, Yn) — Mpn ~ ]L?IJ@‘--@MP = ]\7?” 0

n fatores

homomorfismo de dlgebras definido por

7> 190D @ A @ 1200,
®(i—1 ®(n—i
yi’_’]p( )®B®[p( ).

Xn
1 %,

onde A = zI, + Ay, B = yl, + By € M,
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Lema 3.9. O homomorfismo @, induz o homomorfismo injetivo @, : A, — Mpn. Em
particular, Id(]\f\fpn) c Id(A,).

Demonstragio. Seja o, (yix; — xy; — 6;;) = M, entdo

[g)(i—l) ®(B—-B)® I}g@(j—i—l) RA-A)® [S(n—j) sei<j
M=<{1%"Y®(BA—AB —1)® 12" se i =j
[N ®A-ARIVTVe(B-B)@IX"T) sei>j

Como BA — AB = (yI + By)(zl + Ao) — (xI + Ap)(y + By) = ByAo — AgBy, entdo da
parte b) do Lema 3.5, temos que ¢(y;x; — x;y; — 0;;) = 0 em ]\7?”. Portanto, ¢,, induz o

~

homomorfismo de algebras @, : A,, = M.

Suponha que existe um elemento nao nulo z € A, tal que p,(z) = 0. Pela

Proposicao 2.10, pode-se escrever z € A, na forma

— i I e

= Z azl"'lnjl"']n'rl mn yl yTL )
i1, rin =0
J1yeesin=0

dai que

F(2) = (gl ping L gin
Pulz) = Z Qi iy P (] TnY1 yi)
T1yeeeyin =0
jlr‘wjn?o

Como @p(ay - airyl' - yi") = A"B" @ -- - ® A™ B, entao

Bn(z) = Y Qi (ATBT @ @ Am B
i1y =0
jl}""jﬂ?o

= Z [( Z Oéiln-injlmjnAil le) X A2 Bi2 QR AZnB]n]

12,8020 41,5120

j2a~~-7]n>0
As igualdades
' 0 0 y] * *
E * 0 = #
A = e B = ,
* o ® 0 = #

implicam que a entrada (1,1) de A'B? é (A'B’)1; = 'y’ # 0 em F[x, y], por conseguinte
A'B? # 0 em Mp. Logo, em vista que @,(z) = 0 e A% B # ( para cada 1 < k < n, entdo

para cada s, ..., %,, J2, ..., jn = 0 temos que
. AR
Z all"'zn.]l"']nA B =0.
11,7120
Assim oy,..i, 1.5, = 0 para todo ii,...,%,j1,...,Jn 0. Logo, z = 0. Isto é uma

=
contradi¢do. Portanto, ¢, é injetiva. Em particular, Id(]\f\ipn) c Id(A,) O
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Uma prova alternativa do lema a seguir pode-se encontrar em ([8], Lema 4.1).

Este resultado serao usado na prova do Teorema 3.11.

Lema 3.10. Seja A uma F-dlgebra, entao M, (A) = M, (F)® A.

Demonstracao. Seja 5 uma base de A, entdao 5 ={ak;; | 1 <i,j <n, ae P} éuma base
de M,,(A). A transformacao linear ¢ : M,,(A) — M, (F)®A, definida por ¢(aE;;) = E;;®a,
¢ um isomorfismo de espacos vetoriais. Para provar que ¢ é un homomorfismo de algebras,

observe que para aF;, bE, € E temos que

0 se j #r;

(aEij>(bErs) = .
(ab)E;s se j =r.

Usando este fato, temos que ¢((aE;;)(bE,s)) = w(aE;;)e(bE,s), logo, pela linearidade ¢ é

um homomorfismo de algebras. O]

A igualdade dada no teorema seguinte é valida s6 no caso que FF seja um corpo
infinito, no entanto, todos os resultados apresentados nesta subsecao até aqui continuam
sendo validos para qualquer corpo [F de caracteristica positiva. Na subse¢do seguinte vamos

provar que a igualdade nao é certa quando o corpo I ¢ finito.

Teorema 3.11. Seja F um corpo infinito de caracteristica p, A, a dlgebra de Weyl sobre
F e My a dlgebra de matrizes p™ x p™ sobre F, entio Id(A,) = Id(Myn).

Demonstragio. Pelo Lema 3.8 temos que Id(A,) < Id(M,). Mas ainda, da Proposicao
1.32, para um corpo infinito F e uma [F-algebra comutativa C' as identidades para uma [F-
dlgebra A e C'®r A sdo as mesmas. Em particular como F[x, y| é uma F-algebra comutativa

e M, é uma algebra sobre o corpo F, entao
Pelo Lema 3.10 temos o isomorfismo Mpn = My (Flz,y]) = Flz, y] ® My (F), que implica
que Id(]vfpn) = Id(M,n). Portanto, do Lema 3.9, temos Id(M,») < Id(A,). O que finaliza

a prova. ]

3.1.2 SeF é um corpo finito

Nesta subsecao fornecemos identidades polinomiais da algebra de Matrizes M,
que nao sao identidade para a algebra de Weyl A;. Comegaremos considerando os casos
particulares p = 2 e p = 3, e finalmente analisamos o caso geral. Lembremos, do Lema 3.8,

que Id(A,) < Id(Mn).

Em 1978, Maltsev e Kuzmin em [32] descrevem as identidades polinomiais
para M(F), no caso que F é um corpo finito de ordem ¢ = p*. Eles provaram o seguinte

resultado.



Capitulo 3. Identidades Polinomiais da Algebra de Weyl 55

k

Teorema 3.12 (Maltsev e Kuzmin, 1978). Se F é um corpo finito de ordem q = p”, entdo

o ideal das identidades polinomiais da dlgebra My € gerado pelos polinomios

filz,y) = (x — a9 (y — y*)(1 — [z,y]"Y),
folw,y) = (x — %) o (y — y*)[(z — 29) o (y — y7)]",

onde [z,y] = xy —yx, roy = xy + yz.

O resultado anterior é valido no caso particular ¢ = 2%, daf que fi(z,y) e uma
identidade da dlgebra de matrizes Ms. Porém, fi(x,y) ndo é identidade para a dlgebra Aq,

definida sobre um corpo de caracteristica 2. De fato, para x € A; temos
filz,z) = (v — 29)(x — qu) @ g P e+l g2

Como g = 2" entdo ¢*> + ¢ > ¢* + 1 > ¢+ 1 > 2, logo fi(x,2) # 0 em A,. Portanto,
Id(A;) < Id(My).

Em 1981, G.k. Genov em [11] descreve as identidades polinomiais da édlgebra
de matrizes Mj, para um corpo finito F de ordem ¢ = p*. Além disso, provaram que o

polinémio F'(n,q,z,y) definido por:

g(@)[1 = (y(adz)" )T [1 = (y(adz)"*)* ]+ [1 = (yadz)" ' ](y" — y),

3

onde yadz = [y,z] e g(z) = (2% — 2)(2® — ) (27

n

— x), ¢ uma identidade polinomial

para M,,.

Proposicdo 3.13 (Genov, 1981). Se F é um corpo finito de ordem q = p*, entdo

F(n,q,z,y) = 0 € uma identidade polinomial para a dlgebra M,.

Em particular se ¢ = 3" e n = 3, da proposicdo anterior, temos que

3

F(3,q,2,y) = (@ —2)(@" —)(1 - (y(ade)?)*)(1 = (y(adz))” ") (y* - y)

é uma identidade da dlgebra de matrizes Mj. Nao obstante, F'(3, ¢, x,y) ndo é identidade
para A;, definida sobre um corpo de caracteristica 3. De fato, para x € A;, como zadx =
[2,2] = 0 e x(adx)? = [, [z, 7]] = 0 entdo

F(3,q,z,x) = (29— x)(xq2 - a:)(xq3 —xz)#0

em Aj, pois expandindo F'(3, ¢, x,z) obtemos

34,2 34,2 3 3 2 2
F(3,q,x,x) = x4 +q +q_xq +q +1_Iq +q+1+xq +2_xq +q+1+xq +2+xq+2_x3,

de onde é claro que cada termo é diferente ji que seus exponentes sao diferentes quando
q = 3". Dai que F(3,q,2,2) # 0 em A;. Portanto, Id(A;) < Id(Ms).

Da Proposicao 3.13, temos o seguinte resultado mas geral.
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Corolario 3.14. Se F ¢ um corpo finito de ordem q = p*, entdo 1d(A;) < 1d(M,)).

Demonstragio. Pelo Lema 3.8 temos em particular que Id(A;) < Id(M),). Além disso, pela
Proposigao 3.13, sabemos que F(p,q,x,y) = g(x)r(z)(y? — y), onde

9(@) = (@7 — 2@~ 2) - (" )

r(z) = [1 = (y(adz)" ) [1 - (y(adz)" )] - [1 — (yadz)']

¢ uma identidade para a algebra de matrizes M,. Considere x € A, logo como z(adx)™ =

[z[z,..., [z, x]]] = 0 para cada 1 < m < p — 1, entdo
F(p,q,z,x) = (27 — :z:)(xq2 —x)-- (Q;qp —2).

Dado que ¢ = p”, entdo cada termo na expansio de F(p,q, x,z) serd diferente, portanto
F(p,q,z,z) # 0 em A;y. Isto é, F(p,q,x,x) ndo é identidade para A;. Portanto, Id(A;) &
Id(M,(F)). ]
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CAPITULO 4

IDENTIDADES POLINOMIAIS PARA
UMA FAMILIA PARAMETRICA DE
SUBALGEBRAS DA ALGEBRA DE WEYL

Suponhamos F um corpo de caracteristica p > 0. Neste capitulo estudamos as
identidades polinomiais para uma familia de algebras A; unitarias de dimenséao infinita,
que sao parametrizadas por um polinémio h € F[z]. Quando h # 0 estas algebras sao
subalgebras da algebra de Weyl A;. Nosso objetivo principal é mostrar que cada subalgebra
desta familia tem as mesmas identidades polinomiais que a algebra M, de matrizes p x p
sobre F.

Definigao 4.1. Seja F um corpo, e seja h € F[x]. A dlgebra A, é a dlgebra associativa
unitdria sobre F com geradores z, y com a rela¢io yr—xy = h (equivalentemente |y, z] = h,

donde |y, z] = yzr — xy); i.e.
Ap = Fz,y)/id{yx — xy — h}

Os casos parciais da construcao dada sao a algebra de Weyl A; = Ay, a
algebra polinomial Ay = F[z,y], e a dlgebra universal envelopante A, da dlgebra de Lie

nao-abeliana de dimensao dois.

A algebra Ay, foi considerada em 2015 por G. Benkart, S.A. Lopes e M. Ondrus
em [10] como um objeto natural na teoria de extensoes de Ore (ou em inglés “skew
polynomial ring”). E dizer, A, é uma extensdo de Ore A = R[y; 0, ] obtida tomando

R =TF[z], 0 : R — R é o automorfismo identidade Idg sobre R ¢ 6 : R — R uma derivagao
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com §(f) = f'h para todo f € R, onde [’ é a derivada usual de f sobre R. Como os
geradores da dlgebra A, satisfazem a relacao [y,x] = h, entdo em A, se cumpre que

[y, f] = f'h para todo f € R.

4.1 Aj;, como extens3o de Ore

A seguir apresentamos alguns conceitos basicos sobre extensoes de Ore, as
provas podem-se consultar em ([18], capitulo 2). Seja R um anel com unidade e 0 : R — R

um endomorfismo de R.

Definigao 4.2. Uma o-derivag¢io de R € uma aplica¢ao linear § : R — R com a sequinte
propriedade,
i(rs) =

Notemos que 6(1) = §(1-1)

(r)s + o(r)i(s), para todor,se R

J
(1)1 +o(1)o(1) = (1) + 6(1), donde 6(1) = 0.

Se o é a aplicagao identidade de R, a propriedade acima é conhecida como

regra de Leibniz, e neste caso as o-derivagoes sao simplesmente derivagoes de R.

Exemplo 4.3. A sequir alguns exemplos de derivagoes.

a) § =0 é uma o-derivagao para toda o.

b) Seja R = TF|[z] o anel de polindmios sobre o corpo F entio 6 : R — R definida por

d
8(f(x)) = f'(x) é uma derivagio de R, onde 6 = df é a derivada usual de f respeito

x

ax.
c) Seja R =TF[xy,...,x,] o anel de polindmios em n varidveis sobre o corpo F. Entao a
regra §(f) = =— € uma derivagio de R, para todo 1 < i < n, onde ¢ a derivada

ox

(]
parcial de f com respeito a x;.

69@

Dado um anel R, ¢ : R — R um endomorfismo de R e § : R — R uma
o-derivacao de R, é possivel construir um anel A que contém a R como subanel, que
tem como elementos, “polindomios” numa variavel y com coeficientes a esquerda, e com
multiplicagdo que satisfaz a relacdo yr = o(r)y + d(r), para todo r € R. Dito anel é

chamado de extensao de Ore de R. Mas especificamente.

Definigao 4.4. Seja 6 : R — R uma o-derivagdo de R, uma extensdo de Ore de R é

um anel A que satisfaz as sequintes propriedades:

a) R é subanel de A.

b) Existe um elemento y € A tal que A é um R-mddulo livre a esquerda com base
{(Ly,y? ...}
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c) yr = o(r)y + 0(r), para todo r € R.
Denotamos dito anel por A = R|y;0,0].

Se d é a derivacao nula, escrevemos R[y; o], no lugar de R[y;0,0]. Se 0 = Idg
é a aplicagao identidade em R, escrevemos R[y;d], no lugar de R|y; I[dg, d]. O anel R[y;d]

é conhecido também como um anel de operadores diferenciais.

O lema a seguir (corolario da Observagoa 2.1 provada em [22] por Awami, Van
den Berg e Van Oystaeyen, ou Proposigao 3.2 de [15]) nos d& as maneiras de ver em geral

as extensoes de Ore.

Lema 4.5. Suponha que A = R[y;0,0] € uma extensiao de Ore de R = F[x], onde o é um

automorfismo de R. Entdo A € isomorfa a uma das sequintes dlgebras:

e 0 plano quantico, i.e., A =~ F{x,y)/id{yr — qxy} para algum q € F*;
e a dlgebra de Weyl quintica, i.e., A =~ F{x,y)/id{yxr — qry — 1} para algum q € F*;

e a dlgebra Aj, para algum h € Flz].

Muitas propriedades da extensao de Ore A = R|y; 0, | sdo herdadas da élgebra

subjacente R. A saber, quando ¢ é um automorfismo,entao

o A éum R-médulo livre & esquerda com base {1,y,9?, ...} (veja Proposicdo 2.3 de
[18]).

« Se R é Noetheriano a esquerda (resp. direita), entdo A = R[y; 0, ] é Noetheriano a

esquerda (resp. direita) (veja Teorema 2.6 de [18]).

e Se R é um dominio, entdo A = R|y;0,0] é um dominio (veja Exercicio 20 de [18]).

As extensoes de Ore possuem a seguinte propriedade universal.

Teorema 4.6. Seja A = R|y;0,0] uma extensio de Ore de R. Suponhamos que T é um
anel, ¢ : R — T é um homomorfismo de anéis e z € T tal que zp(r) = ¢(a(r))z + ¢(5(r))
para todo r € R. Entao existe um inico homomorfismo de anéis ® : A — T tal que ® |r= ¢
e d(y) = z.

Como consequéncia da propriedade universal e o seguinte lema, podemos

demonstrar que a algebra A4, é uma extensao de Ore.

Lema 4.7. Em A, temos que [y, f] = f'h para cada f € F[x].



Capitulo 4. Identidades para uma familia paramétrica de subdlgebras da Algebra de Weyl 60

Demonstracao. E suficiente considerar f = z* com ¢ € N. Para ¢ = 1 é claro. Suponhamos

que a afirmacao é valida para ¢+ = k£ — 1. Entao
[y, 2*] = 2[y, 2" + [y, 2]z = (k — 1)a* " h + ha*™' = ka2~ 'h,
E dizer, [y, z'] = (z')’h. E portanto, [y, f] = f'h para todo f € F[z]. O

Lema 4.8. A dlgebra Ay, é a extensao de Ore A = R|y;0,0], onde R =F|[z], c =1dg e
5(f) = hf'. E dizer,

Ay, =Flx,y)/id{yr — zy — h} = Flz][y; I]

Demonstrag¢io. Consideremos o homomorfismo de édlgebras ¢ : F{z,y) — A definido
por p(z) = x e p(y) = y, entdo como p(yr —xy — h) = yxr — xy — h = 0, pois em
A temos que §(z) = h = yx — xy, entdo id{yr — xy — h} < kery. Logo, pelo teorema
fundamental do homomorfismo, ¢ induz um homomorfismo de algebras ¢ : A, — A
tal que ¥ |papy= @, ie., ¥(z) = x e Y(y) = y. Por outro lado, dada a extensao de
Ore A = F[x][y; 0] o homomorfismo ¢ : F[z] — A} definido por ¢(x) = =, satisfaz que
yo(f) = o(a(f))y+ ¢(0(f)) para todo f € F[x]. De fato, seja f(z) = Zaixi € F[z], entdo

como o(x) = z e d(x') = iz" 'h temos

S(a())y + ¢(6(f) = ) aila’y +ix''h) = ) aiyz' = yo(f),
pois do Lema 4.7, y2' = x'y + iz" 'h. Logo, pela propriedade universal, ¢ induz um
homomorfismo ® : A — A, tal que @ |p)= ¢ e P(y) = y, é dizer P(x) =z e O(y) = y.

Notemos que 1 = ®~1. Portanto, ® é um isomorfismo de &lgebras. O

Dado que A, é a extensdo de Ore A = F[x][y; ], entdo das propriedades
mencionadas acima temos que Ay, é um F[x]-médulo livre & esquerda com base {1,, 12, ...},

portanto

A, = @Flz]y".

=0
Também A, é um dominio Noetheriano a esquerda (resp. direita), uma vez que essas
propriedades sdo herdadas de F[z]. Além disso, ambos conjuntos {z'y’ | 4,7 = 0} e

{y/z" | i,j = 0} sdo bases para a dlgebra Aj.

4.2 Propriedades para Ay,

Alguns resultados sobre a estrutura da algebra A, sao demonstrados por G.
Benkart, S.A. Lopes e M. Ondrus, [10], a continuagdo vamos apresentar alguns deles.
Considere f, g € F[z] elementos fixos e suponha que os geradores de Ay sejam x,y, 1, e os

geradores de A, sejam z, 7, 1. A afirmagao a seguir estabelece uma relagao entre Ay e A,.
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Lema 4.9. Para f,g € F[z], suponha que f|lg e g = fr. Entdo a aplicagio F-linear

Y Ay — Ay definido por x — x ey — yr, € um homomorfismo injetivo de dlgebras.

Demonstracao. Para provar que 1 é um homomorfismo, é suficiente, pela propriedade

universal, analisar as imagens da condicao em A,;. Como
Y(yr —xy—g)=yre —axyr —g= (yr —xy)r —g = fr—g =0,

temos que ¥ é um homomorfismo.

Para provar que v ¢ injetivo, suponha que keriy # 0, entdo existe a € A,
diferente de zero, tal que v(a) = 0. Como {z'§’ | 4,7 > 0} é uma base para A,, entdo a

tem a forma:
i~
a = Z ;'Y

i,j=0

onde «;; € F. Portanto,

Y(a) = Z Oéz',jxi(yT)j = Z oz@jxirjyj + termos inferiores,

1,520 1,520

dai que

Z o rizty’ = 0.
1,520
Como {z'y’ | i,j = 0} é uma base de Ay, entdo o, ;77 = 0. Logo, a;; = 0 pois r/ # 0,

assim a = 0, o que é uma contradicao. Portanto, ¢ é injetivo. O

Uma consequéncia imediata do lema anterior é a seguinte.

Corolario 4.10. Para todo h € F|x] diferente de zero, a aplica¢io ¢ : Ay, — Ay definida

por x — x e Y — yh é um homomorfismo injetivo.

Para distinguir os geradores da algebras A, e da algebra de Weyl A;, em diante
usaremos a seguinte Convencgao 1: Os geradores de A, serdo x, 7, 1 e os geradores de A;
serao z,y, 1. Quando A, for visto como uma subalgebra de A, o qual denotamos A, < Ay,

entao i = yh.
Observacao 4.11. Considerando A, < A1 como na convengao 1, temos:
a) Para jeZ, (§+ jh')h =h(y+ (j + 1)R').

b) ParaieN, y'hi = GG+ B)(G+21) - (§ + (i — DI
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Demonstragio. Para o item a) note que [, f] = f'h para todo f € F[z], entao
(g + jh)Yh =gh+ jhh=hy+ h'h+ jh'h = h(y + (5 + 1)R').
O item b) é obtido por indugao. Para ¢ = 1, é claro pois yh = y. Para i = 2 temos que
y*h* = ygh = y(hy + W'h) = yh§ + yh'h = 4§ + gh' = (7 + 1').

Suponhamos que a afirmacao é verdade para i = k — 1 > 1, e provemos que se cumpre

para i = k. De fato,

ykhk _ y(ykilhkilﬂl
=y@@+h)G+2h)-- G+ (k—=2)"))h

Aplicando o item a) k vezes, temos
yRE =G+ W)(G +21) - ([ + (k= 1)R)
Portanto, obtemos o resultado. O

O Lema a seguir descreve uma maneira de reconhecer os elementos da algebra
Aj, dentro da algebra de Weyl A;.

Lema 4.12. Considerando A, < Ay como na convencgdo 1, entao

A, = P F[z]h'y = @ y'h'Flz]

=0 =0
Demonstracao. Provemos que @ Tz @ y"h'F[z] para todo n = 0, de onde conclui-
i=0
remos também que A;, = @]F x]y'h'. Pela Observacdo 4.11, para cada i € N,

=0

Yy =g@+n)G+20) - G+ (i — D) € Ay,

isto implica que y'h'F[z] < ?FL%] para 0 < i < n, de onde @ y'h'Flz] = @ J'F[z].
i=0 i=0 i=0
Para a outra inclusdo, provemos usando inducgao que 3" € @y’hZ . Para

= 1, o resultado é verdadeiro pois y = yh. Para n = 2, da Observa(;ao 4.11 temos

y?h?* = 5% + gk, dai que 3° = y*h® — yhh' € @y h'F[z]. Suponhamos que a afirmacao
=0
é certa para n — 1 e provemos que se cumpre para n. De novo, pela Observagao 4.11,
n—1
tomando i = n temos y"h" = " + a, onde a € Z 7’F[x]. Entdo, pela hipotese de
7=0
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n—1 n
inducao y" = y"h"™ + a, onde a € (—Byth]F[m] dai que, " € (—Dyzhzlﬁ‘[x] E assim,
i=0 i=0

@ JF[z] =€ @ y'h'Flz]. Em conclusdo,
i=0 i=0

A, = @ yFlz] = Py h'Fla],
i=0 i=0

para todo n = 0.

Agora, para concluir a prova é suficiente provar que h'y’ € A;,. Consideremos o
anti-homomorfismo ¢ : Ay — Ay, definido por ¢(x) = z e ¢(y) = —y. Note que ¢(¥(y)) =
d(yh) = —hy = —yh + h' = =g+ I, logo ¢ restrito a A;, é um anti-homomorfismo de A,
Aplicando a restri¢io a A, = @ y'h'Fz], obtemos A, = (P F[z]h'y’, e também que

i>0 i>0
hy' = —ih')(§ — (i = DI) - (§ = h') € Ap.

[]

Lembremos da Proposicao 2.22 que: se a caracteristica de [ é 0, o centro de A;
¢ F; e da Proposicao 2.28, se a caracteristica de F é p > 0, o centro de A; é F[a?, y”]. Esses

resultados, juntamente com o seguinte lema, nos permitirao descrever o centro de Ay,.

Lema 4.13. Consideremos A, < Ay como na convengio 1, e seja § : Flz] — Flz] a
derivagao com 6(f) = hf’ para todo f € F[z]. Entao

o 7= (”) ST em A,

D =Y (Z‘) Oy em A,

Demonstrag¢io. Provamos o item a) por indugao sobre n. Para n = 1, o resultado é valido

pois [7, f] = f'h = §(f). Suponhamos que a afirmagao é verdadeira para n = k — 1. Note
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que [, f] = 6(f) para cada f € F[x], implica [7, 8 (f)] = ¢/**(f) para cada j > 1. Entdo

[5*, /]
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Isso conclui a prova. A prova de b) é similar. n

Antes de determinar o centro de Ay, observe que considerando A;, < Ay, é valida
a seguinte identidade, Z(A1) n A, = Z(Ay). De fato, como Aj, € Ay, entdo Z(A;) € Z(Ay),
dal que Z(A)) n A, € Z(Ap) n A, = Z(Ap). Reciprocamente, seja z € Z(Ay), entdo
[z,2] =0¢e [y,2] =0, entdo 0 = [y, z] = [yh, 2] = [y, z]h + y[h, z] = [y, z]h, mais como
h # 0 entao [y, z] = 0, logo z € Z(A). Dai que, z € Z(Ay) n Z(Ap) < Z(A1) n Ay, e assim
z € Z(A1) n Ay Portanto, Z(Ap) < Z(A1) N Ap. Em conclusao, Z(A1) n Ay, = Z(Ap)

Teorema 4.14. Consideremos A, < Ay como na convencao 1, temos que:

a) Se char[F = 0, entdo o centro de Aj, éF.

b) Se charF = p > 0, entdo o centro de Ay, € a dlgebra polinomial F|xP, hPyP], onde

@),

Wy =Pk = GG+ WG+ 2H) G+ (- D) =P~

Demonstragio. Se charF = 0, entdao da Proposigao 2.22 temos que Z(A;) = F, e pela
observagao anterior Z(Ay) = Z(A;) n Ay, assim Z(A,) = F. Suponhamos agora que
charF = p > 0, entao a?, hPy? € Z(A1) n Ay, dai que 2P, hPy? € Z(Ay,). Para cada k = 0,
WPy = (RPYF(yP)E = (RPyP)*, Assim 2P e hPyP sdo algebricamente independentes, de onde
temos que F[aP hPyP] < Z(Ap). Reciprocamente, seja z € Z(Ay), entao z € Z(A1) n Ap,
logo pelos Lemas 4.12 e 4.13, podemos escrever z na forma,

= Z Tiyia

¢=0( mod p)
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onde 7; € F[z”] tal que h' | r; para todo i = O(modp). Como h' € F[z"] para i =
O(modp), entao existe ¢; € F[aP] tal que z = Z cih'y’ € F[aP, hPy?]. Dai que,
1=0( mod p)
Z(Ap) < Fla?, hPy]. Portanto, Z(Ap) = F[a?, hy?]. Por outro lado, da Observacao 4.11
considerando ¢ = p obtemos a relagdo hy? = yPh? = g(y + h') (g +2h") - (T + (p — )I).
oF ()
h

Portanto, s6 falta mostrar que hPy? = y¥ — y. Pelo Lema 4.12 podemos escrever

hPy? € Aj, na forma
p
WyP =l
n=0

onde f, € F[z] para todon > 0, e f, = 1. Entao

como hPy? € Z(Ap) entao [hPy?, x] = 0, logo
-1
0=0"(z)+ (p ] >fp15(x)§p2 + termos de menor ordem,
como 6(z) = h # 0 entdo f,—1 = 0, assim

-2
0=0"(z)+ ( . )fpgé(a:)g?p_S + termos de menor ordem,

continuando desta forma, obtemos f, = 0 paran = p—1,p—2,...,2. Dal que 0 =
P
0P(z) + f10(z), ou de forma equivalente f; = 0 }(Lw), pois h sempre divide a 6"(x) para
5P
todo k > 1. Em consequéncia, hPy? = ¥ — }(lx)§+ fo. Entao
N 0P(x) . N . 0P(z) N ~  O0P(z), .

0= 0.5~ "5+ fil = .91+ - 2050 + 5.4 = -5~ 2 D + hfy

Mas entao,
_OP(x oP(x) . PN ~ N ~

7 =7 }(L Vi f=p - ,i 15+ f = oy =g+ h)G+20) - G+ (p— 1)) € GA,

0" (x)
h

e assim fy € yAyp. Isso sé acontece se fy = 0. E portanto, hfy? = ¢ — 7. O]



Capitulo 4. Identidades para uma familia paramétrica de subdlgebras da Algebra de Weyl 66

Outro resultado importante sobre a algebra A;, diz respeito a sua simplicidade,
ou seja, quais sao as condigOes para que essas subalgebras sejam simples. Lembremos que
um elemento v € A, é normal se vA;, = Apv. Em particular, na algebra Ay = F[z, y]
cada elemento é normal. Na algebra de Weyl A; os elementos normais sao precisamente os

elementos centrais.

Lema 4.15. Seja g um fator de h € F[z]. Entdo g é um elemento normal de Aj,.

Demonstragio. Escrevamos h = gf para f € F[z]. Entao, pelo Lema 4.7,

~ ~

9g=9y+hy =gy+9fd =9@+f+9)egA

Além disso, g = ( — fg')g € Ang. Como A; = (—BIF[:U]@’JL, temos que Apg < gA, e
i>0

g A, < Ang. Assim, gA;, = Ang ]

Lema 4.16. A algebra A), é simples se, e somente, se charF =0 e h € F*.

Demonstrag¢io. Suponhamos Aj, simples. Se b # 0 é um elemento normal de A, entao
bA, = Apb = A, isto pela simplicidade, assim b é uma unidade. Como as unidades de Ay,
sdo os elementos de F*, entao pelo Lema 4.15 temos que h € F*, e também Z(A,) = F.
Logo, pelo Teorema 4.14, charF = 0. Reciprocamente, se charF = 0 e h € F*, entao
Ay, € isomorfo com a algebra de Weyl A, mas sabemos que essa dlgebra é simples, pela

Proposicao 2.22. O

Proposicao 4.17. Seja h € F* ¢ F um corpo de caracteristica zero, entio Aj, ndo é uma
Pl-dlgebra.

Demonstrag¢io. Como charF = 0 e h € F* entdao do lema anterior A, é simples, e como
Ay, € unitaria, pelo Exemplo 1.35, é primitiva. Além disso A; é central. Portanto, pelo
Teorema de Kaplansky, se A;, tem uma identidade polinomial entdo sua dimensao deve ser
finita, mais sabemos que A; tem dimensao infinita, o que é uma contradi¢ao. Portanto,

A}, ndo possui identidades polinomiais nao triviais. O

Observa-se que se, F tem caracteristica positiva p > 0, o centro de A, é a
algebra polinomial F[a?, hPy?] e Aj, é um médulo livre sobre seu centro Z(Ap). Logo a
algebra Aj terd identidades polinomiais (veja [30], Lema 1.19). Portanto, faz sentido

estudar as identidades polinomiais para A; neste caso.

4.3 ldentidades polinomiais para A,

A partir de agora, seja IF um corpo infinito de caracteristica p > 0. Lembremos

da Subsecao 3.1.1 que, M, denota a algebra de matrizes p x p sobre T, Mp denota a algebra
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de matrizes p x p sobre F[z,y], e A = I, + Ay e B = yI, + By sao matrizes em Mp, onde

I, ¢ a identidade em M, e
p p
Ay = Z EiJrl,j e By= Z - Ei,jJrl-
i=1 i=1

~

Definamos o homomorfismo de algebras ¢ : F[z, y] — M, por

r— A, y— B, 1— 1,

~

Lema 4.18. O homomorfismo ¢ induz o homomorfismo injetivo g : Ay — M,. Em

particular, a restricio de  a Ay < Ay € o homomorfismo injetivo Ay — Mp.

Demonstragio. Pela parte b) do Lema 3.5 temos que
@(yx—my—l) :BA—AB—[p:BoAQ—AoBO—IPZO.

Portanto, ¢ induz o homomorfismo @ : A; — ]\71,. Suponhamos que existe um elemento

nio nulo z € A; tal que §(z) = 0. Como {x'y’ | i,j = 0} é uma F-base de A; temos que

z = Z o'y’

1,520

para alguns o;; € F. Assim,

Z a;;p(z ’ = Z Oz”A’BJ

1,j=0 1,j=0
As igualdades
, 0 = #
e B —
0 = *

implicam que a entrada (1,1) de A'B’ é (A'B’);; = x'y’. Dai que

0=(¥(2))11 = Z a;r'y’ em  Flz,y].

i,j=0
Dai que, «;; = 0 para cada 4,5 > 0, e z = 0; que ¢ uma contradicao. Portanto, © ¢

injetivo. O

O seguinte resultado é valido somente quando o corpo F for infinito, entretanto,

o lema anterior continua sendo valido para qualquer F com caracteristica positiva.

Corolario 4.19. Se F um corpo infinito, entio 1d(M,) < Id(Ay).
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Demonstragio. O Lema 4.18 implica que Id(Mp) c Id(.Ah). Pela Proposicao 1.32, como

F[z,y] é uma F-algebra comutativa e M, é uma algebra sobre o corpo F, entao
1d(Flz, 5] ® M,) = 1d(M,).

Além disso, pelo Lema 3.10 se A é uma F-algebra entao M, (A) =~ A@M (F). En particular
temos ]\7/;, = M,(F[z,y]) = Flz, y] ® M,(F). Portanto, Id(M,) = 1d(M, »). O que conclui a

prova. O

Para cada « € F consideremos o homomorfismo de avalia¢ao €, : F[z,y] —> F

de algebras unitarias definido por
r—a, y—0

e estendemos isso para o homomorfismo de avaliagao &, : ]\7[;, — M,,. Pelo Lema 4.18,temos
que A, é subalgebra de Mp, entdo podemos considerar as imagens de z,y € A, em M,

que iremos denotar por C, e D,, respectivamente.

Para obter a descrigao explicita da matriz D, nos calculamos h(A). Para r > 1

d"h
denotamos a r-ésima derivada de h por A" = e
x’/‘

Lema 4.20.

7

Demonstracao. Introduzimos a seguinte notacao, que sera usada apenas nesta prova. Ou

(=) () Ey;.

—r

seja, nds definimos ™" =0 no case r > 1 e = 0 no caso r > k. Comegamos com o
r

caso de h = z¥ para algum k > 1. Como A = 0 para todo r > p, temos

p—1
k —-T T
h(A) = A¥ = (I, + Ap)* = Z; (r> kT A

A parte a) do Lema 3.5 implica

h(A) = pi <I:) zh=r (132 E+> = pz_:lpi <’:) B

i=1 r=01=1

reagrupando os termos temos

-£5( )
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Note que para 0 < r < p nés podemos reescrever

k k—r 1 (r)
(T)m :ﬁh (.T),

onde r! é diferente de zero um F. Portanto, a equacao 4.1 implica que a afirmacao é valida

para h = z*. O caso geral segue da prova do caso parcial e da linearidade da derivada. O

O lema 4.20 junto com a defini¢do de D, implicam de forma imediata o seguinte

resultado.

Corolario 4.21.
—14+1

Z 2 (i—j+ 1) T h T () By

i=1j=1
Exemplo 4.22. Se a caracteristica do corpo F é p = 3 temos que
h'(a)  h(a) 0
Dy = | h'(a) 2h'(a) 2h(«a)
0 0 0

De maneira abreviada, denotamos a (i, j)-ésima entrada da matriz D, por

& ; € F e para todo 1 < k < p definimos
k—1p—r
ak B Z gkk’ r 0 - D Z Z gk,k—rEr-i-i,i (42)
r=0i=1
Aplicamos o seguinte lema técnico para demonstrar a Proposigao 4.24.

Lema 4.23. Para todo 1 <r <pel<k<ptemos

ErkDoz,k = kh(a)Er,kJrl .

Demonstracao. Temos que

—1i+1 k—1p—j
TkDa k= Z Z 51,] rkEz] Z Z gk,k—jErkEi-‘rj,i
i=1 j= 7=01=1
k+1

= Z gk,] rj Z gk,j vy

= k1B k41
A igualdade & 41 = kh(«) conclui a prova. O
Proposicao 4.24. Para cada oo € F com h(a) # 0 temos que
ca(An) = M,

Em particular, Id(Ap) < Id(M,) para h # 0.
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Demonstragio. Denotemos por £ = ¢,(Ap,) = alg{l,, Cy, Dy}. Como Ay = C, —al, € L,
F

obtemos que
p—k

Al = Z Eipiii€ L,

i=1
para todo 0 < k < p. Em particular, F,; = AS_I e L. A igualdade 4.2 implica que D, € £
0<k

AN

para todo < p. A igualdade £ = M, resultara da seguinte afirmacao:

{Eu |1<1<nrk<plcL. (4.3)

Para provar a afirmacao vamos usar indugao descendente sobre r.

Suponhamos r = p. Temos que E,; € £. O Lema 4.23 implica que E,1 D, =
h(a)Eys € L. Como E,1, Dy q € L e h(a) # 0, ndés concluimos que &,_5 € L. Similarmente
a equacao EppD, o = 2h(a)Eps € £ implica E,3 € L. Repetindo este argumento obtemos
que Fy, € £ para todo 1 < k < p. Suponhamos que para algum 1 < 7y < p a afirmacao
4.3 é valida para todo r > rg, é dizer, E,; € L para todo 1 < k < p. Dado que

p—r+1

At - Z E_1)1rr = B,

k+2

noés obtemos que E,q € L. O Lema 4.23 implica que E,1D,1 = h(a)E,2 € L. Portanto,
E,» € L. Repetindo o argumento obtemos que E, ;1 € £ para todo 1 < k < p, pois

E.; Dy = kh(a)E, ;11. Portanto, a prova da afirmacao 4.3 é concluida.

Existe h € F com h(a) # 0, porque h # 0 e F é infinito. Como &, é um
homomorfismo de algebras, nos obtemos que Id(Ay) < Id(M,). O

Para ilustrar a prova da Proposicao 4.24, repetimos essa mesma no caso

particular p = 3 no exemplo a seguir.

Exemplo 4.25. Suponha p =3 e h(a) # 0. Entio Ay = E9 + Esa,

a 0 0 h'(a)  h(a) 0
Co=11 a 0], e Do=|h'"(a) 20 (a) 2h(a)
0 1 « 0 0 0

Vamos a provar que L = alg{l,,Cy, Dy} coincide com Ms. Consideremos os sequintes
F

elementos de L:

Doy = Do — H(a)Is = | 1'(a) K(a) 2h(a) |,

—h(a)  h(a) 0
Dy2 = Dy — 20 (a)I3 — " () Ay = 0 0 2h(«)
0 —h"(a) —2h(«)
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Note que Ay = C, — als ¢ Ag = K3 pertencem L. Como
E31Doy = ha)Esy e E3Dgo = 2h(a)Ess3,

temos que Fso, E33 € L. Assim Ag — Eso = Fa1 pertence a L, Como
EonDy1 = h(a)Esy e EnDyo = 2h(a)Ess,

temos que Foo, oz € L. Dai que I3 — Eoy — FE33 = Eqq1 pertence a L, Como
E11Dyy = hMa)Ers e Ei1pDyo = 2h(a)Eys,

temos que Fio, E13 € L. Portanto, L = Ms;.

Teorema 4.26. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 0, seja h € Fz]| distinto

de zero, entao

1d(Ay) = Id(M,).

Demonstragio. Pelo Corolario 4.19 temos que Id(M,) < Id(.A;) e pela Proposicao 4.24

temos que Id(Aj) < Id(M,). Portanto, concluimos o resultado. O

Agora, suponhamos que F é um corpo finito de ordem ¢ = p*, e F ¢ K para
um corpo finito K. Quando consideremos a dlgebra A, sobre K, nos escrevemos A, (K).

Entao temos o seguente resultado.

Teorema 4.27. Se F € um corpo finito de ordem q = p*, e F < K para um corpo finito

K, entao:

a) Id(M,(K)) n F(X) < Td(Ay), se h # 0.
b) 1d(Ap) < Id(M,), se h € diferente de zero sobre F.

¢) 1d(A,) # 1d(M,).

Demonstragio. Como A, < A(K), como espagos vetoriais, entao temos que Id(A;(K)) n
F(X) < Id(Ap). Logo, o pelo Teorema 4.26, concluimos a prova da parte a), pois Id(Aj) =
Id(M,) se h # 0. Pela Proposicao 4.24, temos que I1d(A;) < 1d(M,,) para h # 0, de onde

concluimos a parte b). Agora, consideremos F'(n, q, z,y) definido por:

g9(x)[1 = (y(adz)" M) H[1 = (yladz)" )] - [1 = (yadz)? ] (y? —y),

onde yadz = [y,z] e g(z) = (2% — 2)(2*" — 2)--- (27" — z). Genov em ([11], Em 1981)
demonstro que F'(p, ¢, x,y) é uma identidade polinomial para M,. Como zadz = [z, x] =0

para x € A, entao

3

F(p,q,7,7) = (27 = 2) (2% —2)(2® —2) - (2" — ).
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Pelo Lema 4.12, temos que os elementos z, 22, 23, . .. sdo linearmente independentes em

Ay, portanto F(p,q,x,z) # 0 em Ay,. Portanto, F(p, q,x, ) nao é identidade polinomial

para Aj. Isso conclui a parte c¢).

O
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