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Resumo

Neste trabalho, investigamos as Identidades Polinomiais para a álgebra de Weyl. Por defini-

ção a primeira álgebra de Weyl A1, é a álgebra associativa não-comutativa sobre um corpo

F, gerada pelos elementos x, y que satisfazem a condição yx ´ xy “ 1 (equivalentemente

ry, xs “ 1, onde ry, xs “ yx ´ xy), é dizer,

A1 “ Fxx, yy{idtyx ´ xy ´ 1u.

Em geral, a n-ésima álgebra de Weyl é a álgebra associativa não-comutativa sobre F

denotada por

An “ Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I,

onde o ideal I é gerado pelas relações ryi, xjs “ δij, rxi, xjs “ 0, ryi, yjs “ 0, e δij é o

símbolo de Kronecker. Um dos resultados principais demonstrados nesta tese é: se F é

um corpo infinito de característica positiva p ą 0, então as identidades polinomiais da

n-ésima álgebra de Weyl são as mesmas que as identidades da álgebra de matrizes MpnpFq

de ordem pn, é dizer, IdpAnq “ IdpMpnq.

Por outro lado, consideremos a álgebra associativa unitária de dimensão infinita Ah gerada

pelos elementos x, y, que satisfazem a relação yx ´ xy “ h, onde h P Frxs. Quando h ‰ 0,

as álgebras Ah são uma família parametrizada de subálgebras da álgebra de Weyl A1 sobre

F. Outro resultado importante demonstrado neste trabalho é: se F é um corpo infinito de

característica positiva p ą 0 e h ‰ 0, então IdpAhq “ IdpMpq.

Palavras-chave: Identidades Polinomiais. Álgebra de Weyl. Identidades de matrizes.

Extensão de Ore. Característica positiva.



Abstract

In this work, we investigate the Polynomial Identities for the Weyl algebra. By definition,

the first Weyl algebra A1, is the associative non-commutative algebra over a field F,

generated by the elements x, y that satisfy the condition yx ´ xy “ 1 (equivalently

ry, xs “ 1, where ry, xs “ yx ´ xy), i.e.,

A1 “ Fxx, yy{idtyx ´ xy ´ 1u.

In general, the n-th Weyl algebra is the associative non-commutative algebra over F

denoted by

An “ Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I,

where the ideal I is generated by ryi, xjs “ δij, rxi, xjs “ 0, ryi, yjs “ 0, and δij is the

Kronecker symbol. One the main results demonstrated in this thesis is: if F is an infinite

field of positive characteristic p ą 0, then the polynomial identities of the n-th Weyl

algebra are the same as the identities of the algebra of matrices MpnpFq of order pn, that

is, IdpAnq “ IdpMpnq.

On the other hand, consider the unital associative algebra of infinite dimension Ah

generated by the elements x, y, which satisfy the relationship yx´ xy “ h, where h P Frxs.

When h ‰ 0, the Ah algebras are a parameterized family of subalgebras of Weyl algebra

A1 over F. Another important result demonstrated in this work is: if F is an infinite field

of positive characteristic p ą 0 and h ‰ 0, then IdpAhq “ IdpMpq.

Keywords: Polynomial Identities. Weyl Algebra. Matrix identities. Ore extensions, Posi-

tive characteristic.
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INTRODUÇÃO

Uma identidade polinomial de uma álgebra A é um polinômio não nulo

fpx1, . . . , xnq nas variáveis não comutativas x1, . . . , xn e com coeficientes num corpo

F que tem a seguinte propriedade: para todos a1, . . . , an P A temos fpa1, . . . , anq “ 0.

Uma álgebra que satisfaz uma identidade polinomial não trivial é chamada de PI-álgebra,

abreviação do inglês Polynomial Identity. As PI-álgebras formam uma classe importante

de álgebras e, portanto, seu estudo têm sido atraente para os algebristas nos últimos 70

anos.

Os primeiros estudos sobre PI-álgebras apareceram nas décadas 20 e 30 com

os trabalhos de Dehn [23] e Wagner [31], em 1922 e 1936 respectivamente. O interesse e

desenvolvimento da PI-teoria aumentaram a partir de 1948, após o trabalho de Kaplansky

[14]. Neste trabalho foi provado que toda PI-álgebra primitiva é uma álgebra simples de

dimensão finita, o que sugeriu que a existência de uma identidade polinomial para uma

álgebra pode ser usada para entender a estrutura da mesma. Dois anos depois, Amitsur

e Levitsky em [25], apresentam uma nova maneira de abordagem na área: Dada uma

álgebra “interessante”, descrever as identidades polinomiais satisfeitas por essa álgebra.

Nesta direção, eles provaram usando métodos combinatórios que o polinômio standard de

grau 2n é a identidade de grau mínimo da álgebra de matrizes de ordem n.

Normalmente, o estudo da PI-teoria é realizado em três direções: a primeira

estuda as propriedades de uma álgebra (ou um anel, ou um grupo) sabendo-se que

ela satisfaz alguma identidade polinomial não trivial. A segunda estuda as identidades

satisfeitas por uma álgebra dada e as classes de álgebras que satisfazem essas identidades

(essas classes são chamadas de variedades de álgebras). A terceira estuda a estrutura

dos ideais de identidades. Embora historicamente esta seja a divisão que foi feita, isso

não significa que seja definitiva ou exclusiva, pois na maioria dos casos os problemas na

PI-teoria estão interligados.
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Nosso foco de estudo nesta tese será centrado nas duas últimas direções, e temos

como objetivo principal estudar as identidades polinomiais para uma álgebra específica

chamada álgebra de Weyl e, em geral, para uma família parametrizada de subálgebras da

álgebra de Weyl. Em todos os casos, o estudo de ditas identidades será realizado levando-

se em consideração a característica do corpo base para álgebra, ou seja, analisaremos

inicialmente o que acontece quando o corpo base possui características zero e posteriormente

estudaremos o que acontece quando ele possui característica positiva p ą 0.

A história da álgebra de Weyl começa com o nascimento da mecânica quântica,

no ano 1925, com o objetivo de desenvolver os princípios da mecânica que explicariam

o comportamento do átomo. Uma das primeiras pessoas a trabalhar nisso foi Werner

Heisenberg. Sua ideia era que essa mecânica deveria ser baseada em quantidades que

pudessem realmente ser observadas. Heisenberg originalmente introduziu análogos teóricos

quânticos da série clássica de Fourier. Eles devem descrever as variáveis dinâmicas dos

sistemas atômicos e devem ser não-comutativos. Heisenberg resumiu suas idéias em um

artigo que apresentou a Max Born, quem percebeu que a teoria das matrizes oferecia o

formalismo correto para as idéias de Heisenberg. De acordo com a abordagem de Born, as

variáveis dinâmicas (velocidade, posição, momento) devem ser representadas por matrizes

na teoria quântica. Denotando a matriz de posição por q e a matriz de momento por

p, pode-se escrever a equação para um sistema com um grau de liberdade na forma

pq ´ qp “ ih, porém, as matrizes da teoria quântica tinham que ser infinitas.

Posteriormente, outros formalismos foram apresentados: Primeiro veio a me-

cânica de ondas de E. Schrõdinger. Nesta abordagem, tudo começa com uma equação

diferencial parcial; um objeto mais familiar para os físicos. Depois o formalismo de Dirac,

quem escolheu as relações entre as variáveis dinâmicas como ponto de partida. As variáveis

dinâmicas sujeitas a essas relações eram os elementos que ele chamou de álgebra quântica.

Do ponto de vista de Dirac, estava interessado em expressões polinomiais nas

variáveis dinâmicas momento, denotada por p, e posição, denotada por q. Ele assume que

as variáveis satisfazem a relação (normalizada) pq´qp “ 1. Isso é o que agora chamamos de

primeira álgebra de Weyl. Em particular, ele mostrou como alguém poderia usar a relação

entre p e q para diferenciar expressões polinomiais com respeito a p e a q. As álgebras de

Weyl de maior índice (denominadas nesta tese n-ésima álgebra de Weyl) aparecem quando

se consideram sistemas com vários graus de liberdade. O ponto de vista de Dirac pode se

encontrar no livro [12] de H. Weyl, The theory of groups and quantum mechanics.

A seguir, descrevemos como os conceitos e resultados serão apresentados nesta

tese.

No capítulo 1 definimos o objeto central de nosso estudo as identidades poli-

nomiais, incluindo algumas definições e teoremas da PI-Teoria relevantes neste trabalho.

Também incluímos um resultado clássico sobre estrutura, conhecido como o Teorema de
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Kaplansky, dada a sua importância no decorrer do trabalho.

No capítulo 2, apresentamos a álgebra de Weyl, suas propriedades e sua

estrutura. Por definição, a primeira álgebra de Weyl A1, é a álgebra associativa não-

comutativa sobre um corpo F, gerada pelos elementos x, y que satisfazem a condição

yx ´ xy “ 1 (equivalentemente ry, xs “ 1, onde ry, xs “ yx ´ xy), é dizer,

A1 “ Fxx, yy{idtyx ´ xy ´ 1u.

Em geral, definimos a n-ésima álgebra de Weyl como a álgebra associativa não-comutativa

sobre um corpo F gerada pelas variáveis x1, . . . , xn, y1, . . . , yn com as relações ryi, xjs “ δij,

rxi, xjs “ 0 e ryi, yjs “ 0 para todo 1 ď i, j ď n, ou seja,

An “ Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{idtyixj ´ xiyj ´ δiju,

onde δij é o símbolo de Kronecker.

Para cada 1 ď i ď n, consideremos as aplicações lineares de Frz1, . . . , zns,

definidas por fiphq “ zih e Biphq “
Bh

Bzi

para todo h P Frz1, . . . , zns, onde
Bh

Bzi

é a deri-

vada parcial de h respeito a zi. E definimos a álgebra A1
n como sendo a subálgebra de

EndFpFrz1, . . . , znsq gerada pelos endomorfismos f1, . . . , fn, B1, . . . , Bn. É dizer,

A1
n “ algFtf1, . . . , fn, B1, . . . , Bnu.

Quando a característica do corpo é zero, vamos mostrar que a n-ésima álgebra

de Weyl An é isomorfa à álgebra A1
n. Esse resultado será usado para mostrar que An é

central e simples. Existem várias provas desses fatos, uma delas pode-se consultar no livro

[26]. A importância desses resultados é que juntamente com o Teorema de Kaplansky, eles

nos permitem concluir que An não possui identidades polinomiais não trivial neste caso.

Isso será justificado no capítulo 3.

Quando a característica do corpo é p ą 0, vamos mostrar que a álgebra A1
n

não é um domínio, enquanto que a álgebra An não é simples. Além disso, vamos fornecer

bases para An e A1
n que nos permitirão concluir que o isomorfismo acima não ocorre,

porém, provaremos que A1
n é isomorfa à álgebra Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I 1, onde I 1 é o

ideal bilateral de Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny gerado pelas relações ryi, xjs “ δij, rxi, xjs “ 0,

ryi, yjs “ 0 e yp
i “ 0 para 1 ď i, j ď n.

No capítulo 3, estudamos as identidades polinomiais da álgebra de Weyl An.

Primeiro, justificamos porque se a característica do corpo é zero, então álgebra não possui

identidades polinomiais não triviais, para isto usamos o fato de que An é central e simples,

juntamente com o Teorema de Kaplansky. Em segundo lugar, se a característica é positiva

(digamos p ą 0), analisamos duas possibilidades: Quando o corpo é infinito e quando é

finito. No caso infinito, demonstramos um dos principais resultados deste trabalho, o qual

afirma o seguinte (ver Teorema 3.11):
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Teorema A. Seja F um corpo infinito de característica p, An a álgebra de Weyl sobre F e

Mpn a álgebra de matrizes pn ˆ pn sobre F, então

IdpAnq “ IdpMpnq.

Finalmente, no caso de corpo finito, apresentamos contraexemplos que permitem concluir

que igualdade anterior não se cumpre.

No Capítulo 4, investigamos as identidades polinomiais para uma família

parametrizada de álgebras isomorfas a subálgebras da primeira álgebra de Weyl. Essas

álgebras são definidas como segue: Seja F um corpo, e h P Frxs, a álgebra Ah é a álgebra

associativa unitária sobre F com geradores x, y com a relação yx ´ xy “ h, é dizer,

Ah “ Fxx, yy{idtyx ´ xy ´ hu.

Novamente consideramos os casos em que a característica do corpo é zero e em que é

positiva p ą 0. No primeiro caso, usamos o fato que Ah é central é simples (se h P F˚),

que foi demonstrado por G. Benkart, S.A. Lopez e M. Ondrus em [10], e o Teorema de

Kaplansky para concluir que dita família não possui identidades polinomiais não triviais.

No segundo caso, ou seja, quando a característica é positiva, demonstramos outro dos

resultados importantes nesta tese, o qual diz (ver Teorema 4.26):

Teorema B. Seja F um corpo infinito de característica p ą 0, seja h P Frxs diferente de

zero, então

IdpAhq “ IdpMpq.

Finalmente, se o corpo for finito fornecemos contra-exemplos que nos permitem concluir

que a igualdade não ocorre.

Queremos enfatizar que os resultados dos capítulos 3 e 4 são novos, exceto

aqueles em que mencionamos o autor.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Neste capítulo vamos apresentar os conceitos básicos e alguns resultados ne-

cessários para o desenvolvimento desta dissertação. Começaremos com os conceitos de

identidade polinomial e PI-álgebra, continuamos introduzindo as identidades multiho-

mogêneas e multilineares e alguns resultados importantes associados a esses conceitos.

Finalmente, e finalizamos com um resultado de estrutura, o teorema de Kaplansky. A

maioria dos teoremas e afirmações neste capítulo serão apresentados sem demostração,

caso o leitor esteja interessado nelas pode consultar os livros [1],[19], [29] e [30].

Em todo o texto F denotará um corpo, e todas as álgebras e espaços vetoriais

serão definidas sobre F, a menos que especifiquemos o contrário.

Ressaltamos que o leitor que tenha um bom conhecimento da teoria de PI-

álgebras pode omitir este capítulo.

1.1 Identidades Polinomiais e PI-Álgebras

Nosso objeto de estudo são as identidades polinomiais. No entanto, começaremos

esta seção definindo o “ambiente” desses objetos, as álgebras livres. Posteriormente, daremos

a definição de identidade polinomial e PI-álgebras e apresentaremos vários exemplos delas.

Definição 1.1. Seja B uma classe de álgebras e A P B uma álgebra gerada por um

conjunto X. A álgebra A é dita álgebra livre na classe B, livremente gerada pelo

conjunto X, se satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda álgebra B P B,

qualquer aplicação h : X Ñ B pode ser estendida a um homomorfismo ϕ : A Ñ B, i.e.,

ϕ|X “ h. A cardinalidade |X| do conjunto X será chamada de posto de A.



Capítulo 1. Preliminares 16

Observa-se que se A1, A2 são álgebras livres isomorfas, então elas tem o mesmo

posto.

Seja X “ tx1, x2, . . .u um conjunto não-vazio enumerável de variáveis não

comutativas. Uma palavra em X é uma sequência xi1
¨ ¨ ¨ xin

onde n P N e xij
P X,

denotamos por 1 à palavra vazia. Duas palavras são iguais se possuem o mesmo comprimento

e tem termos iguais nas respectivas posições, i.e, xi1
xi2

¨ ¨ ¨ xin
“ xj1

xj2
¨ ¨ ¨ xjm

se, e somente

se, n “ m e i1 “ j1, i2 “ j2, . . . , in “ jn.

Denotemos por FxXy o espaço vetorial que tem por base o conjunto de todas

as palavras em X. Assim, os elementos de FxXy são somas (formais) de termos que

são produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X. Os produtos (formais)

de um escalar por uma palavra são chamados de monômios e os elementos de FxXy

são chamados de polinômios. Escreveremos f “ fpx1, . . . , xnq P FxXy para indicar que

x1, . . . , xn P X são as únicas variáveis que ocorrem em f .

Definimos o grau do monômio αU , α P F, denotado por degαU , como o

comprimento da palavra U ; também o grau de αU na variável xi, denotado por degxi
αU ,

como o número de ocorrências de xi em αU ; finalmente, o grau de f “ fpx1, . . . , xnq,

denotado por deg f , é o grau máximo entre os graus de seus monômios; de forma análoga

o grau de f na variável xi, denotado degxi
f .

Agora, se consideramos em FxXy a seguinte multiplicação (ou produto),

pxi1
xi2

¨ ¨ ¨ xin
q ¨ pxj1

xj2
¨ ¨ ¨ xjm

q “ xi1
xi2

¨ ¨ ¨ xin
xj1
xj2

¨ ¨ ¨ xjm
,

e estendemos por linearidade este produto para FxXy, então o espaço vetorial FxXy munido

deste produto é uma álgebra associativa com unidade (a palavra vazia). Note-se que X

gera FxXy como álgebra.

Proposição 1.2. A álgebra FxXy é livre na classe das álgebras associativas com unidade.

Demonstração. Seja B uma F-álgebra associativa com unidade e h : X Ñ B uma aplicação

qualquer, com hpxiq “ ai para i P N. Logo existe uma aplicação linear ϕh : FxXy Ñ B tal

que ϕhp1q “ 1B e ϕhpxi1
xi2

¨ ¨ ¨ xin
q “ ai1

ai2
¨ ¨ ¨ ain

. Então ϕh é o único homomorfismo de

álgebras satisfazendo ϕh|X “ h.

Se f “ fpx1, . . . , xnq P FxXy, então a imagem de f por ϕh será denotada por

fpa1, . . . , anq. Na realidade fpa1, . . . , anq é o elemento de B obtido substituindo xi por ai

em f .

Definição 1.3. Seja A uma F-álgebra associativa e f “ fpx1, . . . , xnq P FxXy. Dizemos

que f ” 0 é uma Identidade Polinomial de A se fpa1, . . . , anq “ 0 para todo a1, . . . , an P

A.
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Notemos que f ” 0 é uma identidade polinomial para A se, e somente se, f

pertencer aos núcleos de todos os homomorfismos de φ : FxXy Ñ A.

De fato, seja Φ é o conjunto de todos os homomorfismos φ : FxXy Ñ A.

Suponhamos que f “ fpx1, . . . , xnq P FxXy é identidade polinomial de A e seja φ P Φ um

homomorfismo qualquer, então, se φpxiq “ ai, temos

φpfpx1, . . . , xnqq “ fpφpx1q, . . . , φpxnqq “ fpa1, . . . , anq “ 0,

daí que f P kerφ para cada φ P Φ. Por outro lado, suponhamos que f P kerφ para cada

φ P Φ, e sejam a1, . . . , an P A. Seja h : X Ñ A tal que hpxiq “ ai para todo i “ 1, . . . , n,

então, pela propriedade universal, existe um homomorfismo ϕ : FxXy Ñ A, tal que

ϕ|X “ h. Em particular ai “ hpx1q “ ϕpx1q, assim

fpa1, . . . , anq “ fpϕpx1q, . . . , ϕpxnqq “ ϕpfpx1, . . . , xnqq “ 0,

Portanto, f é uma identidade polinomial de A.

Usualmente dizemos que f ” 0 é uma Identidade Polinomial para A, ou que

A satisfaz f “ 0. É claro que o polinômio trivial f “ 0 é uma identidade para qualquer

álgebra A.

Definição 1.4. Se A satisfaz uma identidade polinomial não-trivial f ” 0, então dizemos

que A é uma PI-Álgebra.

A seguir apresentamos alguns exemplos bem conhecidos de PI-álgebras.

Exemplo 1.5. Se A é uma álgebra comutativa, então A é uma PI-álgebra, pois satisfaz a

identidade rx, ys “ yx ´ xy ” 0.

A expressão rx1, x2s “ x2x1 ´ x1x2 é dito o comutador (de Lie) de x1 e x2, de

tamanho 2. Definimos indutivamente o comutador de tamanho n por: rx1, x2, . . . , xns “

rrx1, x2, . . . , xn´1s, xns para todo n ě 3.

Exemplo 1.6. Se A é uma álgebra nilpotente, é dizer existe n P N tal que An “ 0. Logo

A é uma PI-álgebra, pois satisfaz a identidade x1 ¨ ¨ ¨ xn ” 0.

Exemplo 1.7. Se A “ M2pFq é a álgebra de matrizes 2 ˆ 2 sobre F, então A é uma

PI-álgebra, pois satisfaz a Identidade de Hall rrx, ys2, zs ” 0.

Exemplo 1.8. Se A uma F-álgebra com dimA ă 4, então A é uma PI-álgebra, pois

satisfaz a Identidade Standard de grau 4,

St4px1, x2, x3, x4q “
ÿ

σPS4

p´1qσxσp1qxσp2qxσp3qxσp4q,

onde S4 é o grupo das permutações de t1, 2, 3, 4u e p´1qσ é o sinal de σ.
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Observação 1.9. Dada uma álgebra A, o conjunto das identidades polinomiais de A é

denotado por IdpAq, é dizer,

IdpAq “ tf P FxXy : fpa1, . . . , anq “ 0, para todo a1, . . . , an P Au.

Notemos que:

aq IdpAq é um ideal bilateral de FxXy.

bq Se fpx1, . . . , xnq P IdpAq e g1, . . . , gn P FxXy, temos que fpg1, . . . , gnq P IdpAq, pois

gipa1, . . . , anq P A para cada a1, . . . , an P A.

cq Como cada endomorfismo φ : FxXy Ñ FxXy é determinado pela aplicação h : X Ñ

FxXy com hpxiq “ gi, então φpxiq “ gi. Assim, se fpx1, . . . , xnq P IdpAq temos que:

φpfpx1, . . . , xnqq “ fpφpx1q, . . . , φpxnqq “ fpg1, . . . , gnq “ 0,

i.e, φpfpx1, . . . , xnqq P IdpAq. Portanto, IdpAq é invariante com respeito a endomor-

fismo de FxXy.

Definição 1.10. Um ideal I de FxXy é um T -Ideal se φpIq Ď I para todo endomorfismo

φ de FxXy.

Proposição 1.11. O conjunto IdpAq das identidades de uma álgebra A é um T -ideal de

FxXy. Reciprocamente, se I é um T -ideal de FxXy, então existe alguma álgebra B tal que

IdpBq “ I.

Demonstração. É claro, pela Observação 1.9, que IdpAq é um T-ideal de FxXy. Re-

ciprocamente, consideremos a álgebra quociente B “ FxXy{I e a projeção canônica

π : FxXy Ñ FxXy{I. Se fpx1, . . . , xnq P IdpBq, então fpx1, . . . , xnq P kerφ. Como

kerπ “ I, temos que IdpBq Ď I. De outro lado, se fpx1, . . . , xnq P I e g1 `I, . . . , gn `I P B,

então g1, . . . , gn P FxXy e fpg1, . . . , gnq P I, daí que

fpg1 ` I, . . . , gn ` Iq “ fpg1, . . . , gnq ` I “ I,

assim fpx1, . . . , xnq P IdpBq. Portanto I Ď IdpBq.

Note que a interseção de uma família arbitrária de T -ideais continua sendo um

T -ideal.

Definição 1.12. Dado um conjunto não vazio S Ď FxXy. O T -ideal gerado por S,

denotado por xSyT , é a interseção de todos os T-ideais de FxXy que contêm S, i.e.,

xSyT “
č

SĎI

tI | I é T-idealu.
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Notemos que o T -ideal gerado por S, xSyT , é o menor T -ideal contendo S, além

disso coincide com o subespaço vetorial de FxXy gerado pelo conjunto

th1fpg1, . . . , gnqh2 | f P S, h1, h2, g1, . . . , gn P FxXyu.

Dada uma álgebra A, dizemos que S Ď FxXy é uma base das identidades

de A, se S Ď IdpAq e satisfaz IdpAq “ xSyT .

Se uma álgebra A tem uma base finita S para suas identidades, dizemos que A

tem a propriedade de Specht (ou propriedade de base finita). O conhecido problema

de Specht consiste em saber se toda álgebra associativa tem a propriedade de base finita.

Em 1987, Kemer (ver [2]) deu uma resposta afirmativa para o problema de

Specht, no caso corpos de característica 0. Para corpos de característica positiva o problema

esteve aberto até 1999, quando Belov em [6] (ver também [7]) fornece contra-exemplos

para este problema.

Exemplo 1.13. Se A uma F-álgebra comutativa com unidade e F um corpo infinito, temos

que IdpAq “ xrx, ysyT .

Exemplo 1.14. Seja M2pFq a álgebra de matrizes 2 ˆ 2 sobre F. Se F tem característica

zero, Drensky em 1981 (ver [28]) prova que

IdpM2pFqq “ xSt4px1, x2, x3, x4q, rrx1, x2s2, x3syT .

O resultado obtido por Drensky foi generalizado por Koshlukov, em 2001, para

o caso de F infinito de característica diferente de 2 e 3 (veja [24]). No caso de charF “ 3

é necessário uma terceira identidade para gerar o T-ideal (veja [16]). Mas, se F tem

característica 2, não se sabe se IdpM2pFqq é finitamente gerado ou não, é dizer, o problema

ainda esta aberto.

Se n ą 2, não é conhecida uma base das identidades de MnpFq, nem mesmo

em característica 0. Sabemos que o polinômio standard St2n mais a identidade de Hall

não são suficientes para gerar o T -ideal de MnpFq, ainda para n “ 3. De fato, não existem

métodos nem teorias disponíveis que permitam determinar uma base para as identidades

de MnpFq, para n ą 2.

1.2 Polinômios homogêneos e multilineares

Nesta seção estudaremos polinômios homogêneos e multilineares, a importância

de estudá-los reside em que quando o corpo base F é infinito, o estudo das identidades

polinomiais de uma F-álgebra dada pode ser reduzido a estudo deste tipo de polinômios.

Em particular, se F tem característica 0, cada T -ideal é gerado por suas identidades
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polinomiais multilineares.

Definição 1.15. Um polinômio f P FxXy é dito homogêneo de grau di em xi se todos

os seus monômios têm grau di em xi. Mas ainda, f é dito multihomogêneo quando é

homogêneo em todas as variáveis, e é multilinear se é multihomogêneo e cada variável

tem exatamente grau 1.

Exemplo 1.16. O polinômio fpx, y, zq “ x2yz ` y2x2z ` z3x2 é homogêneo em x de grau

2, pdegx f “ 2q. O polinômio gpx, yq “ x2y ` yx2 é multihomogêneo de multigrau p2, 1q. O

polinômio hpx, y, zq “ xyz ` yzx ` zxy é multilinear.

Observação 1.17. Se fpx1, . . . , xnq P FxXy é multilinear. Então f tem a forma

fpx1, . . . , xnq “
ÿ

σPSn

ασxσp1q ¨ ¨ ¨ xσpnq

onde ασ P F e Sn é o grupo das permutações (ou o grupo simétrico) de t1, 2, . . . , nu.

Note que se fpx1, . . . , xnq P FxXy é linear em uma variável, digamos x1, então

f
´ÿ

αiyi, x2, . . . , xn

¯
“

ÿ
αifpyi, x2, . . . , xnq

Se m “ mpx1, . . . , xnq é um monômio de FxXy e degxi
m “ di para i “ 1, . . . , n,

então o multigrau de m é a n-upla pd1, . . . , dnq. A soma de todos os monômios de

f P FxXy com um multigrau dado, é dita uma componente multihomogênea de f .

Exemplo 1.18. Seja fpx, y, zq “ xy`x2yz`xyzx´yx. Temos que xy´yx e x2yz`xyzx

são as componentes multihomogêneas de f de multigrau p1, 1, 0q e p2, 1, 1q respectivamente.

Observação 1.19. Seja A uma F-álgebra gerada, como espaço vetorial, pelo conjunto B

sobre F. Se f é um polinômio multilinear que se anula em B, então f é uma identidade

polinomial de A.

Demonstração. Dados a1, . . . , an P A, podemos escrever

a1 “
m1ÿ

i1“1

α1i1
b1ki1

, . . . , an “
mnÿ

in“1

αnin
bnkin

,

onde os b1
is P B, então como fpx1, . . . , xnq é linear em cada uma das variáveis temos que:

fpa1, . . . , anq “ f

˜
m1ÿ

i1“1

α1i1
b1ki1

, . . . ,

mnÿ

in“1

αnin
bnkin

¸

“
m1,...,mnÿ

i1,...,in“1

α1i1
¨ ¨ ¨αnin

fpb1ki1
, . . . , bnkin

q

“ 0, em A.

Portanto, f é uma identidade polinomial de A.
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Proposição 1.20. Se A uma F-álgebra com dimA ă n, então A satisfaz a Identidade

Standard de grau n,

Stnpx1, x2, . . . , xnq “
ÿ

σPSn

p´1qσxσp1qxσp2q ¨ ¨ ¨ xσpnq,

onde Sn é o grupo das permutações de t1, 2, . . . , nu e p´1qσ é o sinal de σ.

Demonstração. Como Stn é multilinear, é suficiente verificar, pela Observação 1.19, que

Stn se anula para todos os elementos de uma base de A. Suponhamos β “ tb1, . . . , bn´1u

uma base de A, então ao substituir cada xi por um elemento de β, temos que algum bj

aparecera pelo menos duas vezes em cada monômio de Stn. Denotemos por xi e xk duas

variáveis substituídas pelo mesmo bj. Logo, para cada σ P Sn par, os monômios associados

as permutações σ e pi kqσ fornecem o mesmo elemento de A com o sinal trocado. Daí que

a soma de tais parcelas se anula, portanto Stn é uma identidade para A.

Se A uma F-álgebra com dimA ă n então A também satisfaz a Identidade

de Capelli,

Capnpx1, . . . , xn; y1, . . . , yn´1q “
ÿ

σPSn

p´1qσxσp1qy1xσp2q ¨ ¨ ¨ xσpn´1qyn´1xσpnq.

Em particular, a álgebra MnpFq de matrizes nˆn satisfaz a identidade standard

de grau n2 ` 1, e portanto é uma PI-álgebra.

Um resultado conhecido em relação à álgebra de matrizes MnpFq é o Teorema

de Amitsur e Levitzki que estabelece o seguinte:

Teorema 1.21 ( de Amitsur e Levitzki). A álgebra MnpFq de matrizes n ˆ n satisfaz a

Identidade Standard de grau 2n,

St2npx1, x2, . . . , x2nq “
ÿ

σPS2n

p´1qσxσp1qxσp2q ¨ ¨ ¨ xσp2nq.

O polinômio standard St2n é o polinômio de menor grau que satisfaz a álgebra

de matrizes.

Proposição 1.22. A álgebra MnpFq de matrizes n ˆ n não satisfaz uma identidade

polinomial de grau menor que 2n.

Teorema 1.23. Seja F um corpo infinito (ou |F| ą deg f). Se f “ 0 é uma identidade

polinomial para a álgebra A, então toda componente multihomogênea de f também é uma

identidade polinomial para A.
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Demonstração. Para cada variável xt, com 1 ď t ď n, é possível decompor f na forma

seguinte:

f “
dÿ

i“0

fi,

onde fi é a componente homogênea de f de grau i em xt. Provaremos que fi “ 0 é uma

identidade polinomial de A, para cada 1 ď i ď d.

Sejam α0, α1, . . . , αd elementos distintos de F. Como fi é homogênea de grau i

em xt temos que

fipx1, . . . , αjxt, . . . , xnq “ αi
jfipx1, . . . , xt, . . . , xnq,

portanto, para todo 0 ď j ď d,

fpx1, . . . , αjxt, . . . , xnq “
dÿ

i“0

αi
jfipx1, . . . , xt, . . . , xnq “ 0 (em A).

Para todo ai, . . . , an em A, se denotamos por f i “ fipai, . . . , anq, temos o sistema

dÿ

i“0

αi
jf i “ 0, para todo 0 ď j ď d. (1.1)

Este sistema (1.1) tem determinante (o determinante de Vandermonde)

∆ “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 α0 α2

0
¨ ¨ ¨ αd

0

1 α1 α2

1
¨ ¨ ¨ αd

1

...
...

...
. . .

...

1 αd α2

d ¨ ¨ ¨ αd
d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“
ź

0ďjăiďd

pαi ´ αjq.

Como αi ‰ αj para i ‰ j, o sistema (1.1) tem solução única f i “ 0. Portanto fipai, . . . , anq “

0, para cada ai, . . . , an em A.

O Teorema 1.23 ainda é certo se F é um corpo finito com |F| ą deg f . Mas, se

F é um corpo com q elementos, embora que o polinômio xq ´ x é uma identidade para F,

suas componentes xq e x não são identidades.

Definição 1.24. Dois conjuntos de polinômios são equivalentes se geram o mesmo

T-ideal.

É claro do Teorema 1.23, que cada f P FxXy é equivalente ao conjunto de suas

componentes multihomogêneas.

Definição 1.25. Seja S um subconjunto não vazio de FxXy. Se um polinômio f P xSyT

dizemos que f é uma consequência de S.
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Observação 1.26. Sejam fpx1, . . . , xnq P FxXy um polinômio multihomogêneo de grau

d ą 1 em x1, e y1, y2 P X distintas de x1, . . . , xn. Consideremos o polinômio

hpy1, y2, x2, . . . , xnq “ fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq ´ fpy1, x2, . . . , xnq ´ fpy2, x2, . . . , xnq.

Desenvolvendo a expressão achamos que h tem uma componente homogênea, que denotare-

mos por h1, tal que degy1
h1 “ d ´ 1 e degy2

h1 “ 1, assim

h1px1, x1, x2, . . . , xnq “ dfpx1, x2, . . . , xnq

Exemplo 1.27. Consideremos fpx1, x2q “ x2

1
x2 ´ x1x2x1. Note que f é multihomogêneo

de grau 2 em x1. Fazendo a substituição de x1 por y1 ` y2 obtemos:

fpy1 ` y2, x2q “ py1 ` y2q2x2 ´ py1 ` y2qx2py1 ` y2q

“ y2

1
x2 ` y1y2x2 ` y2y1x2 ` y2

2
x2 ´ y1x2y1 ´ y1x2y2 ´ y2x2y1 ´ y2x2y2

“ fpy1, x2q ` fpy2, x2q ` y1y2x2 ` y2y1x2 ´ y1x2y2 ´ y2x2y1

Daí que, hpy1, y2, x2q “ y1y2x2 ` y2y1x2 ´ y1x2y2 ´ y2x2y1 é um polinômio homogêneo com

degy1
h “ 1 “ degy2

h.

Lema 1.28. Sejam A uma F-álgebra e fpx1, . . . , xnq P FxXy multihomogêneo de grau

d ą 1 em x1. Se f é uma identidade polinomial de A então

hpy1, y2, x2, . . . , xnq “ fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq ´ fpy1, x2, . . . , xnq ´ fpy2, x2, . . . , xnq

é também uma identidade polinomial não trivial (‰ 0) de A.

Demonstração. É claro que h é uma Identidade polinomial. Provemos que h é um polinômio

não nulo. Suponhamos h “ 0. Como toda aplicação g : X Ñ X pode ser estendida a

um endomorfismo ϕ : FxXy Ñ FxXy, então substituindo y1 e y2 por x1 em h obtemos

novamente um polinômio nulo. i.e.,

hpx1, x1, x2, . . . , xnq “ 0,

de onde,

fp2x1, x2, . . . , xnq “ 2fpx1, x2, . . . , xnq.

Como degx1
f “ d ą 1, é possível descompor f na forma:

f “
dÿ

i“0

fi,

onde fi é a componente homogênea de f de grau i em x1. então,

dÿ

i“0

fip2x1, x2, . . . , xnq “ 2
dÿ

i“0

fipx1, x2, . . . , xnq
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de onde,

dÿ

i“0

2ifipx1, x2, . . . , xnq “ 2
dÿ

i“0

fipx1, x2, . . . , xnq.

Daí que d “ 1, isto é uma contradição. Portanto, h é um polinômio não nulo.

Teorema 1.29. Se a álgebra A satisfaz uma identidade de grau k, então A satisfaz uma

identidade multilinear de grau ď k.

Demonstração. Seja fpx1, . . . , xnq P FxXy uma identidade polinomial de A. Se degxi
m ď 1

para cada monômio m de f , então podemos escrever f “ f 1 ` f2 onde degxi
f 1 “ 1,

degxi
f2 “ 0, e fpx1, . . . , xnq|xi“0 “ f2px1, . . . , xnq, assim f2 é também uma identidade

polinomial de A. Logo, trocando f por f2 temos uma identidade polinomial de A de grau

ď k com uma quantidade menor de variáveis. Continuamos o processo anterior até obter

uma identidade polinomial multilinear de grau ď k como desejamos. Portanto, podemos

supor que existe uma variável, digamos x1, tal que degx1
f “ d ě 1. Consideremos o

polinômio

hpy1, y2, x2, . . . , xnq “ fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq ´ fpy1, x2, . . . , xnq ´ fpy2, x2, . . . , xn.q

Pelo Lema 1.28 e a Observação 1.26 , hpy1, y2, x2, . . . , xnq é uma identidade não

trivial de A que contém uma componente homogênea de grau d ´ 1 em y1 e linear em y2.

Continuando o processo de aumentar o número de variáveis e diminuir seu grau, obtemos

um polinômio hdpy1, . . . , yd, x2, . . . , xnq que é linear nas variáveis y1, . . . , yd. Repetindo o

processo em cada variável obtemos o polinômio multilinear desejado.

Teorema 1.30. Se charF “ 0 (ou charF ą deg f), então cada polinômio não nulo

f P FxXy é equivalente a um conjunto finito de polinômios multilineares.

Demonstração. Pelo Teorema 1.23 sabemos que f P FxXy é equivalente ao conjunto de

suas componentes multihomogêneas. Portanto podemos supor que f “ fpx1, . . . , xnq é

multihomogêneo. Utilizando o processo de multilinearização temos que, se degx1
f “ d ą 1

então

fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq “
dÿ

i“0

fipy1, y2, x2, . . . , xnq

onde degy1
fi “ i, degy2

fi “ d ´ i, e degxt
fi “ degxt

f para t “ 2, . . . , n. Então todos os

polinômios fi “ fipy1, y2, x2, . . . , xnq são consequências de f . Por outro lado, para cada i

temos,

fp2y1, x2, . . . , xnq “
dÿ

i“0

fipy1, y1, x2, . . . , xnq
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Como f é homogêneo de grau d em x1, então

2dfpy1, x2, . . . , xnq “
dÿ

i“0

fipy1, y1, x2, . . . , xnq

dÿ

i“0

ˆ
d

i

˙
fpy1, x2, . . . , xnq “

dÿ

i“0

fipy1, y1, x2, . . . , xnq

logo para cada i,

fipy1, y1, x2, . . . , xnq “

ˆ
d

i

˙
fpy1, x2, . . . , xnq.

Como charF “ 0 temos que
ˆ
d

i

˙
‰ 0, portanto f é consequência de qualquer fi para

i “ 1 . . . , d ´ 1. Como degy1
fi “ i e degy2

fi “ d ´ i, aplicando um argumento de indução

para o grau obtemos um conjunto de consequências multilineares de f .

Corolário 1.31. Se charF “ 0, então cada T-ideal I é gerado (como T-ideal) por seus

polinômios multilineares.

O seguinte resultado fornece uma equivalência entre as identidades polinomiais

de uma álgebra A sobre um corpo infinito F e as identidades polinomiais do produto

tensorial C bF A para C uma álgebra comutativa contendo F.

Proposição 1.32. Seja F um corpo infinito, A uma F álgebra e C uma álgebra comutativa

contendo F, então A e C bF A tem as mesmas identidades polinomiais.

Demonstração. Seja fpx1, . . . , xnq P FxXy uma identidade polinomial de A, pelo Teorema

1.23 podemos supor f multihomogêneo de multigrau pd1, . . . , dnq. Sejam b1, . . . , bn P CbFA,

vamos provar que fpb1, . . . , bnq “ 0.

aq Se b1 “ c1 b a1, . . . , bn “ cn b an, temos

fpc1 b a1, . . . , cn b anq “ cd1

1
¨ ¨ ¨ cdn

n b fpa1, . . . , anq “ 0

bq Se b1 “ c11 b a11 ` c12 b a12, b2 “ c2 b a2, . . . , bn “ cn b an, lembrado que

fpy1 ` y2, x2, . . . , xnq ´ fpy1, x2, . . . , xnq ´ fpy2, x2, . . . , xnq

“
dÿ

i“1

fipy1, y2, x2, . . . , xnq.

onde degx1
fi “ i, temos fpc11 b a11 ` c12 b a12, c2 b a2, . . . , cn b anq “

fpc11 b a11, c2 b a2, . . . ,cn b anq ` fpc12 b a12, c2 b a2, . . . , cn b anq

`
dÿ

i“1

fipc11 b a11, c12 b a12, c2 b a2, . . . , cn b anq.
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Logo, como os polinômios fi são consequências multihomogêneas de f , que é iden-

tidade polinomial de A, pelo Teorema 1.23 cada fi é identidade polinomial de A,

assim pelo que foi provado na parte aq temos que

fpc11 b a11 ` c12 b a12, c2 b a2, . . . , cn b anq “ 0.

Para generalizar o argumento, sejam b1 “
ÿ

cij1
b aij1

, . . . , bn “
ÿ

cijn
b aijn

, onde

cijl
P C e aijl

P A, então podemos escrever fp
ÿ

cij1
b aij1

, . . . ,
ÿ

cijn
b aijn

q como

uma soma de expressões da forma

g “ gpci1j1
b ai1j1

, . . . , cikjk
b aikjk

q,

onde gpx1, . . . , xkq é uma componente multihomogênea de f , de novo pela parte aq

g “ 0. Portanto fpb1, . . . , bnq “ 0 em C bF A.

1.3 Teorema de Kaplansky

Nesta seção, apresentamos um teorema de estrutura da teoria de PI-álgebras

conhecido como o teorema de Kaplansky, que foi provado em 1948 (ver [14]), e que

estabelece quais anéis primitivos satisfazem uma identidade polinomial. Começaremos

lembrando algumas definições e resultados que nos permitirão apresentar uma prova deste

teorema. Para mais detalhes desses resultados pode consultar os livros [13], [20] e [21].

Seja A um anel e M um A-módulo à esquerda, denotemos por EndApMq o anel

de A-homomorfismos de M em M . Dizemos que M é simples se não tem A-submódulos

próprios não nulos.

Lema 1.33 (Lema de Schur’s). Se M é um A-modulo simples, então EndApMq é um anel

de divisão.

Demonstração. Seja 0 ‰ f P EndApMq, então kerf e Imf são A-submódulos de M .

Portanto, como M é simples e f ‰ 0 temos que kerf “ 0 e Imf “ M . É dizer, f é um

isomorfismo, daí que existe 0 ‰ f´1 P EndApMq.

O anulador de M sobre A é definido como AnnApMq “ ta P A | aM “ 0u.

Se o AnnApMq “ 0 então A é dito fiel. Um anel A ‰ 0 é dito simples se não tem ideais

próprios não nulos.

Definição 1.34. Um anel A é dito primitivo à esquerda se existe um A-módulo à

esquerda M simples e fiel.
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Exemplo 1.35. Cada anel simples A é um anel primitivo à esquerda. Isto segue do fato

que todo anel não nulo A possui, pelo lema de Zorn, um ideal à esquerda maximal I, então

M “ A{I é um A-modulo à esquerda simples e fiel.

Proposição 1.36. Seja D um anel de divisão com centro Z “ ZpDq, K um subcorpo de

D e seja A “ D bZ K. então

a) A é um anel simples e portanto primitivo.

b) D é um A-módulo à esquerda simples fiel, e se K é um subcorpo maximal então

EndApDq – K.

Demonstração. Suponhamos que A não é simples, e seja I um ideal bilateral não nulo de

A. Seja tkj | j P Ju uma Z-base para K e escolhamos o menor inteiro n para o qual existe

0 ‰ x “
nÿ

j“1

dj b ktj
P I. Então d1 ‰ 0 e assim, substituindo x com pd´1

1
b 1qx se fosse

necessário, podemos assumir d1 “ 1. Assim, para qualquer d P D temos

nÿ

j“1

pddj ´ djdq b ktj
“ pd b 1qx ´ xpd b 1q P I.

De onde, pela minimalidade de n, obtemos que ddj “ djd, daí que dj P Z para todo j.

Logo x “ 1 b k para algum k P K. Mas, 1A “ 1 b 1 “ p1 b k´1qx P I, assim I “ A. Por

tanto, A é simples.

Para a segunda parte do teorema, definamos pd1 b kq ¨ d2 “ d1d2k para todo

d1, d2 P D e k P K, e estendemos por linealidade. É claro que com essa ação D é um

A-módulo à esquerda. Como o anulador de D sobre A, AnnApDq, é um ideal de A e A

é simples, então AnnApDq “ 0, daí que D é um A-módulo fiel. Agora, para provar que

D é um A-módulo simples, sejam d1, d2 P D então pd2d
´1

1
b 1qd1 “ d2, assim Ad1 “ D.

Portanto D é um A-módulo simples. Para provar que EndApDq – K, definamos a aplicação

ϕ : EndApDq Ñ K por ϕpfq “ fp1q para todo f P EndApDq. Como K é um subcorpo

maximal segue que ϕ é um isomorfismo, pois o centralizador de K em D é o mesmo K.

Proposição 1.37. Seja A um anel primitivo à esquerda com um A-módulo M simples

fiel. Seja D “ EndApMq. Então

a) Se dimD M “ n ă 8 então A – MnpDq.

b) Se dimD M “ 8 então, para cada inteiro n ě 1, MnpDq é a imagem homomórfica

de algum subanel An de A.

Lema 1.38. Seja A uma álgebra primitiva à esquerda com um A-módulo M simples

fiel. Seja D “ EndApMq. Se A satisfaz uma identidade polinomial f de grau d então

dimD M “ n ď td{2u e A – MnpDq.
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Demonstração. Suponhamos que dimD M ą td{2u, então, pela Proposição 1.37, existe

k ą td{2u tal que A – MkpDq ou MkpDq é a imagem homomórfica de algum subanel Ak

de A. Em ambos casos, MkpDq e portanto MkpZpDqq satisfazem f , pois às identidades

polinomiais são herdadas pelas subálgebras e pelas imagens homomórficas. Como da

Proposição 1.22, MkpZpDqq não satisfaz identidades de grau menor que 2k, então d ě

2k ě 2ptd{2u ` 1q ą d, o que é uma contradição.

Teorema 1.39 (de Kaplansky). Seja A uma álgebra primitiva que satisfaz uma identi-

dade polinomial de grau d. Então A é uma álgebra central simples de dimensão finita e

dimZpAq A ď ptd{2uq2.

Demonstração. Seja f uma identidade polinomial de A de grau d e suponhamos, pelo

Teorema 1.29, que f é multilinear. Como A é primitiva, existe um A-módulo M simples

fiel. Seja D “ EndApMq. Se dimD M “ 8, então, pela Proposição 1.37, para cada inteiro

n ě 1, MnpDq é a imagem homomórfica de algum subanel An de A. Como identidades

polinomiais são herdadas pelas subálgebras e pelas imagens homomórficas, segue que

MnpDq e portanto MnpZpDqq são satisfeitas por f . Pela Proposição 1.22, MnpZpDqq não

satisfaz identidades de grau menor que 2n, então n ď d{2. Isto é uma contradição. Portanto,

dimD M “ n ă 8 e de novo pela Proposição 1.37, A – MnpDq. Escrevamos Z “ ZpAq.

Como f satisfaz MnpDq e D é subanel de MnpDq, então f satisfaz D. Mas

ainda, se K é um subcorpo maximal de D, e como f é multilinear e K é comutativo

então, pela Proposição 1.32, f satisfaz D bZ K. Conforme, a proposição 1.36, D bZ K

é primitivo, D é um D bZ K-módulo simples fiel e EndDbZKpDq – K, então pelo Lema

1.38, dimK D “ m ď td{2u e D bZ K – MmpKq. Portanto,

A Ď A bZ K – MnpDq bZ K – MnpD bZ Kq – MnpMmpKqq – MnmpKq.

Logo, como f é multilinear e satisfaz A, então f satisfaz MnmpKq. E como, pela Proposição

1.22, MnmpKq não satisfaz uma identidade de grau menor que nm, temos que nm ď d{2.

Portanto, dimZ A “ dimZpA bZ Kq “ pnmq2 ď ptd{2uq2.

Notemos que, pelo teorema de Kaplansky, um anel primitivo A satisfaz uma

identidade polinomial se, e somente se A é uma álgebra de divisão central e de dimensão

finita.
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CAPÍTULO 2

ÁLGEBRA DE WEYL

Neste capítulo, estudaremos a álgebra de Weyl, algumas de suas propriedades

e sua estrutura. No caso em que a álgebra seja definida sobre um corpo F de característica

zero, nós iremos demonstrar que essa álgebra é central e simples, além de ser isomorfa

ao anel de operadores diferenciais com coeficientes polinomiais, Alguns dos resultados

aqui apresentados podem-se encontrar em [9], mas as provas não são necessariamente as

mesmas. Porém, se a álgebra é definida sobre um corpo F de característica positiva p ą 0,

nós vamos demonstrar que a dita álgebra contém uma subálgebra isomorfa à álgebra

MppFq das matrizes p ˆ p sobre F. Deve-se notar que os resultados neste capítulo servirão

de base para estudar as identidades polinomiais da álgebra de Weyl e sua relação com as

identidades polinomiais da álgebra de matrizes.

Definição 2.1. Seja D um domínio, não necessariamente comutativo. Definimos ApDq

sendo a álgebra não comutativa sobre D gerada por x e y com a relação yx “ xy ` 1. É

dizer,

ApDq :“ Dxx, yy{idtyx ´ xy ´ 1u. (2.1)

Para cada monômio M em Dxx, yy a relação yx “ xy ` 1 permite escrever M

como a soma de monômios em que as potencias de x aparecem primeiro que as potencias

de y.

Na prova do lema a seguir usaremos a seguinte notação: #xpMq o número

de termos x aparecendo em M (de forma análoga para #ypMq), e IpMq a soma sobre

cada termo y em M do número de termos x que estão à sua direita. Por exemplo, para

M “ x2y2xy temos que: #xpMq “ #ypMq “ 3 e IpMq “ 1 ` 1 ` 0 “ 2.
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Lema 2.2. Para qualquer domínio D, cada z P ApDq pode ser escrito como

z “
ÿ

J

αijx
iyj,

para algum subconjunto finito J “ tpi, jq | i, j P Nu e αij P D.

Demonstração. Seja z P ApDq, então z pode ser escrito como uma soma finita na forma

z “
ÿ

i

Mi, onde Mi “ αix
ri1ysi1xri2ysi2 ¨ ¨ ¨ xrini ysini com αi P D, ni P Z`, e os exponentes

ri1
ou sini

poderiam ser 0. Notemos que x e y comutam com os elementos do domínio D.

Definamos Ipzq “ maxtIpMiqu. Se Ipzq “ 0 então z tem a forma desejada.

Suponhamos que Ipzq ą 0, então existe algum Mi com IpMiq ą 0, isto é Mi tem pelo

menos um fator da forma yx. Assim Mi “ AyxB, onde A pode estar em D e B pode ser

1. Usando relação yx “ xy ` 1 em Mi nós obtemos,

M 1
i “ AxyB ` AB,

notemos que

IpM 1
iq “ maxtIpAxyBq, IpABqu

“ maxtIpMiq ´ 1, IpMiq ´ #xpBq ´ #ypAq ´ 1u

“ IpMiq ´ 1.

Portanto indutivamente, as sucessivas manipulações Mi Ñ M 1
i poderiam terminar em

um M˚
i com IpM˚

i q “ 0. Aplicando o mesmo processo para cada Mi em z, temos uma

expressão para z na forma desejada.

A seguir algumas propriedades da álgebra ApDq. Em particular, estas serão

usadas para provar que ApDq é um domínio.

Lema 2.3. Para i, j P Z` e x, y os geradores de ApDq temos,

a) yxi “ xiy ` ixi´1.

b) yjx “ xyj ` jyj´1.

Demonstração. Vamos demonstrar só o item aq, pois a prova do item bq é análoga. Usaremos

indução sobre i ě 1. O caso i “ 1 é válido, pela definição de ApDq. Suponhamos que a

afirmação é verdadeira para i “ k, Então

yxk`1 “ pxky ` kxk´1qx “ xkpxy ` 1q ` kxk “ xk`1y ` pk ` 1qxk.

Portanto, yxk`1 “ xk`1y ` pk ` 1qxk. Isso finaliza a prova.
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Lembremos que
ˆ
n

k

˙
é definido como sendo n!{k!pn´ kq! para cada n ě k ě 0,

e sendo 0 em qualquer outro caso.

Lema 2.4. Para i, j P Z` e x, y os geradores de ApDq temos,

yjxi “

minti,juÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
j

k

˙
xi´kyj´k.

Demonstração. Usaremos indução sobre j ě 1. Para j “ 1, o resultado é claro pelo Lema

2.3. Pois,

yxi “ xiy ` ixi´1 “

minti,1uÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
1
k

˙
xi´ky1´k.

Suponhamos que a afirmação é certa para j “ n, Então pelo Lema 2.3, e a igualdade

k!pi ´ kq

ˆ
i

k

˙
“ pk ` 1q!

ˆ
i

k ` 1

˙
temos

yn`1xi “

minti,nuÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n

k

˙
yxi´kyn´k

“

minti,nuÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n

k

˙
xi´kyn´k`1 `

minti,nuÿ

k“0

pk ` 1q!
ˆ

i

k ` 1

˙ˆ
n

k

˙
xi´k´1yn´k.

Agora, consideremos dois casos:

Caso 1: Se i ď n, então minti, nu “ minti, n ` 1u “ i, temos que

yn`1xi “
iÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n

k

˙
xi´kyn´k`1 `

i´1ÿ

k“0

pk ` 1q!
ˆ

i

k ` 1

˙ˆ
n

k

˙
xi´k´1yn´k

“
iÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n

k

˙
xi´kyn´k`1 `

iÿ

k“1

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n

k ´ 1

˙
xi´kyn´k`1

Portanto,

yn`1xi “

minti,n`1uÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n ` 1
k

˙
xi´kyn´k`1.

Caso 2: Se i ą n, então minti, nu “ n e minti, n ` 1u “ n ` 1, temos

yn`1xi “
nÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n

k

˙
xi´kyn´k`1 `

nÿ

k“0

pk ` 1q!
ˆ

i

k ` 1

˙ˆ
n

k

˙
xi´k´1yn´k

“
nÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n

k

˙
xi´kyn´k`1 `

n`1ÿ

k“1

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n

k ´ 1

˙
xi´kyn´k`1

Assim,

yn`1xi “

minti,n`1uÿ

k“0

k!
ˆ
i

k

˙ˆ
n ` 1
k

˙
xi´kyn´k`1.

Portanto a demonstração é concluída.
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Uma consequência imediata do Lema 2.4 é o seguinte resultado.

Corolário 2.5. Para i, j, r, s P Z` e x, y os geradores de ApDq temos,

xiyjxrys “

mintr,juÿ

k“0

k!
ˆ
j

k

˙ˆ
r

k

˙
xi`r´kyj`s´k.

Definição 2.6. Seja z P ApDq tal que z “
ÿ

αijx
iyj. Definimos o grau de z, denotado

por degpzq, como:

degpzq :“ maxti ` j : pi, jq P Su

onde S “ tpi, jq : αij ‰ 0u.

Definimos degp0q “ ´8, e os termos líderes de z como sendo os termos αijx
iyj

tais que i ` j “ degpzq, é dizer os termos de grau maximal.

Lema 2.7. Sejam z, w P ApDq então degpzwq “ degpzq ` degpwq.

Demonstração. Pelo Lema 2.2, podemos escrever z e w da maneira seguinte:

z “
ÿ

i,jě0

αijx
iyj e w “

ÿ

r,sě0

βr,sx
rys,

logo, pelo Corolário 2.5,

zw “
ÿ

i,jě0

ÿ

r,sě0

αijβrs

˜
mintr,juÿ

k“0

k!
ˆ
j

k

˙ˆ
r

k

˙
xi`r´kyj`s´k

¸
.

Como os termos líderes nesta soma são da forma αijβrsx
i`ryj`s, onde i ` j “ degpzq e

r ` s “ degpwq, então concluímos que:

degpzwq “ i ` r ` j ` s “ degpzq ` degpwq.

O Lema 2.7 permite provar que ApDq é um domínio, fato que será usado para

definir as Álgebras de Weyl, que são nossos objetos de estudo.

Proposição 2.8. ApDq é um domínio

Demonstração. Sejam 0 ‰ z, w P ApDq, então degpzq, degpwq ě 0. Daí que degpzwq “

degpzq ` degpwq ě 0. Portanto zw ‰ 0, e assim ApDq é um domínio.
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2.1 Álgebra de Weyl sobre corpos de característica zero

Nesta seção, consideramos F um corpo de característica zero (charF “ 0),

definimos a n-ésima álgebra de Weyl sobre F, que será denotada por An, e mostraremos

que dita álgebra é isomorfa a uma subálgebra de endomorfismos lineares definidos no anel

de polinômios Frz1, . . . , zns. Além disso, provaremos que An é uma álgebra central simples.

Estas propriedades junto ao teorema de Kaplansky serão usadas, no capitulo seguinte,

para justificar porque a álgebra de Weyl, definida sobre um corpo característica zero, não

possui identidades polinomiais.

Definição 2.9. Seja F um corpo. Definimos a primeira Álgebra de Weyl, denotada

por A1pFq, sendo a álgebra ApFq. É dizer,

A1pFq :“ Fxx, yy{idtyx ´ xy ´ 1u.

Para n ą 1 definimos a n-ésima Álgebra de Weyl recursivamente por:

AnpFq :“ ApAn´1pFqq.

Por conveniência, assumimos A0pFq :“ F.

Às vezes, se não houver confusão, escrevemos An em vez de AnpFq. A definição

de An tem sentido pois An´1 é um domínio (veja Proposição 2.8). Para n ą 1, existe uma

relação implícita dada por xiyj ´ yjxi “ 0 para i ‰ j, ou seja os geradores de An de índice

distinto comutam. Podemos expressar An como quociente assim:

An “ Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I,

onde o ideal I é gerado pelas relações ryi, xjs “ δij, rxi, xjs “ 0, ryi, yjs “ 0, e δij é o

símbolo de Kronecker.

Proposição 2.10. Para n P Z`, cada z P An pode ser escrito na forma

z “
ÿ

i1,...,ině0

j1,...,jně0

αi1...inj1...jn
xi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n y
j1

1 ¨ ¨ ¨ yjn

n

Demonstração. Usamos indução sobre n ě 1. Como F é um domínio (pois é um corpo)

então, pelo Lema 2.2, o resultado é verdadeiro para n “ 1. Suponhamos que o resultado é

certo para n´ 1. Seja z P An, então como An é definido recursivamente por An “ ApAn´1q,

onde An´1 é um domínio, temos pelo Lema 2.2 que z P An pode se escrever na forma

z “
ÿ

injně0

βinjn
xin

n y
jn

n ,
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onde βinjn
P An´1. Pela hipótese de indução temos que,

βinjn
“

ÿ

i1,...,in´1ě0

j1,...,jn´1ě0

αi1...in´1j1...jn´1
xi1

1
¨ ¨ ¨ x

in´1

n´1 y
j1

1 ¨ ¨ ¨ y
jn´1

n´1 ,

assim

z “
ÿ

in,jně0

p
ÿ

i1,...,in´1ě0

j1,...,jn´1ě0

αi1...in´1j1...jn´1
xi1

1
¨ ¨ ¨ x

in´1

n´1 y
j1

1 ¨ ¨ ¨ y
jn´1

n´1 qxin

n y
jn

n .

Finalmente, como ykxn “ xnyk para todo k “ 1, . . . , n ´ 1, pois em An os geradores de

índice distinto comutam, então

z “
ÿ

i1,...,ině0

j1,...,jně0

αi1...inj1...jn
xi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n y
j1

1 ¨ ¨ ¨ yjn

n .

Por comodidade na escrita introduzimos a notação multi-índice. Um multi-

índice i é um elemento de Nn
0

(onde N0 “ N Y t0u), digamos i “ pi1, . . . , inq. Definimos

o comprimento de i como sendo |i| “ i1 ` ¨ ¨ ¨ ` in. Por xi denotamos o monômio

xi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n P Frx1, . . . , xns, o grau desse monômio é o comprimento de i, é dizer degpxiq “ |i|.

Um par pi, jq de multi-índices em Nn
0

é também um multi-índice em N2n
0

. Se não houver

espaço para confusão, o multi-índice 0 “ p0, . . . , 0q P Nn
0

será escrito simplesmente como 0.

Em Nn
0

definimos a relação de ordem parcial “ ĺ ” por: i ĺ j se, e somente se

ik ď jk para todo 1 ď k ď n. Note que, se i ĺ j então |i| ď |j|. Logo, se |i| ą |j| existe um

k P t1, . . . , nu tal que ik ą jk, daí que i ł j. Se i ĺ j também escrevemos j ľ i.

Observação 2.11. Usando notação multi-índice, reescrevemos a proposição 2.10 assim:

Para n P Z`, cada z P An pode ser escrito na forma,

z “
ÿ

i,jľ0

αijx
iyj.

Agora, seja n P Z` e Frz1, . . . , zns o anel de polinômios em n variáveis com

coeficientes em F, então EndFpFrz1, . . . , znsq é a F-álgebra dos endomorfismos F-lineais do

F-espaço vetorial Frz1, . . . , zns, onde a multiplicação é a composição de endomorfismos.

É claro que EndFpFrz1, . . . , znsq é um anel não-comutativo com unidade a aplicação

identidade.

Para cada 1 ď i ď n, as aplicações lineais fi, Bi : Frz1, . . . , zns Ñ Frz1, . . . , zns

definidas por fiphpz1, . . . , znqq “ zihpz1, . . . , znq e Biphpz1, . . . , znqq “
Bh

Bzi

para todo h P

Frz1, . . . , zns, onde
Bh

Bzi

é a derivada parcial de h respeito a zi, são endomorfismo de

Frz1, . . . , zns.
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Definição 2.12. Para n P Z`, definimos a álgebra A1
n como sendo a subálgebra de

EndFpFrz1, . . . , znsq gerada pelos endomorfismos f1, . . . , fn, B1, . . . , Bn. É dizer,

A1
n “ algFtf1, . . . , fn, B1, . . . , Bnu.

No caso particular n “ 1, usaremos f e B no lugar de f1, B1 P EndFpFrzsq, respectivamente.

Assim, A1
1

“ algFtf, Bu.

Observe que em A1
1
, aplicando a regra de Leibniz’s para a derivação do produto

temos:

pB ¨ fqphq “
B

Bz
pzhq “ z

Bh

Bz
` h “ fpBhq ` h “ pf ¨ B ` 1qphq,

portanto B ¨ f “ f ¨ B ` 1, onde 1 é a aplicação identidade em EndFpFrzsq. Esta propriedade

se estende naturalmente a A1
n.

Lema 2.13. Em A1
n temos as seguintes relações:

a) BiBj “ BjBi e fifj “ fjfi.

b) Bifj “ fjBi ` δij,

onde δij é o símbolo de Kronecker.

Demonstração. O item aq é claro pela definição de fi e Bi. Vamos provar o item bq. Seja

h P Frz1 . . . , zns, então pela regra de Leibniz’s para a derivação do produto temos,

Bifjphq “ Bipzjhq “

$
&
%
h ` ziBiphq se i “ j

zjBiphq se i ‰ j
“

$
&
%

p1 ` fiBiqphq se i “ j

fjBiphq se i ‰ j

onde 1 é a aplicação identidade em EndFpFrz1 . . . , znsq. Portanto, Bifj “ fjBi ` δij.

As relações obtidas no lema anterior permitem expressar a álgebra A1
n como

um quociente assim,

A1
n “ Fxf1, . . . , fn, B1, . . . , Bny{idtBifj ´ fjBi ´ δiju.

Usando notação multi-índice, denotamos por f i e Bj os monômios f i1

1
¨ ¨ ¨ f in

n e

Bi1

1
¨ ¨ ¨ Bin

n , respectivamente.

Proposição 2.14. Para n P Z`, cada g P A1
n pode ser escrito na forma

g “
ÿ

i,jľ0

αijf
iBj.

Demonstração. Escrevendo A1
n recursivamente como A1

n´1
xfn, Bny e usando a relação Bnfn “

fnBn ` 1, o resultado é obtido da mesma forma que na prova da Proposição 2.10.
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Consideremos o homomorfismo de álgebras φ : Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny ÝÑ A1
n

definida por:

φpxiq “ fi e φpyiq “ Bi

Lema 2.15. O homomorfismo φ induz um homomorfismo de álgebras φ : An ÝÑ A1
n.

Demonstração. Pelo parte bq do Lema 2.13, temos que:

φpyixj ´ xjyi ´ δijq “ Bifj ´ fjBi ´ δij “ 0.

Portanto, φ induz um homomorfismo de álgebras φ : An ÝÑ A1
n.

Agora, vamos provar que a representação para os elementos de A1
n, obtida na

Proposição 2.14, é única. Para isso, consideramos primeiro o seguinte resultado.

Lema 2.16. Sejam i, j P Nn
0

então

Bjpziq “

$
’’’&
’’’%

cpi, jqzi´j se j ĺ i

0 em outro caso

onde cpi, jq “
i!

pi ´ jq!
e i! “ i1! ¨ ¨ ¨ in!. Em particular, Bipziq “ cpi, iq “ i!.

Demonstração. É claro que Bjpziq “ Bj1

1 pzi1

1
q ¨ ¨ ¨ Bjn

n pzin

n q. Logo, se j ĺ i então jk ď ik para

todo 1 ď k ď n, daí que Bjk

k pzik

k q “
ik!

pik ´ jkq!
z

ik´jk

k . Portanto,

Bjpziq “
i1!

pi1 ´ j1q!
z

i1´j1

1 ¨ ¨ ¨
in!

pin ´ jnq!
zin´jn

n “
i!

pi ´ jq!
zi´j.

Caso contrario, existe 1 ď k ď n tal que jk ą ik, daí que Bjk

k pzik

k q “ 0, assim Bjpziq “ 0.

Proposição 2.17. A representação de g P A1
n na forma

g “
ÿ

i,jľ0

αijf
iBj.

é única.

Demonstração. Suponhamos que g tem duas representações na forma desejada, digamos
ÿ

i,jľ0

αijf
iBj “ g “

ÿ

i,jľ0

βijf
iBj.

Consideremos o operador linear

D “
ÿ

i,jľ0

γijf
iBj “ 0,
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onde γij “ αij ´ βij. Vamos provar que D ‰ 0, é dizer que existe h P Frz1, . . . , zns tal que

Dphq ‰ 0, o que será uma contradição. Seja k um multi-índice tal que γik ‰ 0 para algum

multi-índice i e γij “ 0 para todo índice j tal que |j| ą |k|, então

Dpzkq “
ÿ

i,jľ0

γijf
iBjpzkq “

ÿ

0ĺjĺk

iľ0

γijf
iBjpzkq,

Logo pelo Lema 2.16,

Dpzkq “
ÿ

iľ0

γikf
ipcpk, jqzk´jq “

ÿ

iľ0

γikcpk, jqz
i`k´j,

onde cpk, jq “
k!

pk ´ jq!
. Como charF “ 0 temos que cpk, jq ‰ 0, ademais pela escolha de

k temos que γik ‰ 0 para algum i, daí que Dpzkq ‰ 0. Portanto, D ‰ 0.

A seguir uma consequência do Lema 2.15 e da Proposição 2.17.

Proposição 2.18. A representação de z P An na forma

z “
ÿ

i,jľ0

αijx
iyj.

é única.

Demonstração. Suponhamos que z P An tem duas representações digamos,

ÿ

i,jľ0

αijx
iyj “ z “

ÿ

i,jľ0

βijx
iyj

Sabemos, pelo Lema 2.15, que o homomorfismo de álgebras φ : An ÝÑ A1
n é tal

que xi ÞÑ fi e yi ÞÑ Bi, daí que:

ÿ

i,jľ0

αijf
iBj “ φpzq “

ÿ

i,jľ0

βijf
iBj

Portanto, φpzq P A1
n tem duas representações, o qual não é possível pois

contradiz a Proposição 2.17.

Teorema 2.19. An – A1
n
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Demonstração. Pelo Lema 2.15, o homomorfismo de álgebras φ : An ÝÑ A1
n satisfaz que

xi ÞÑ fi e yi ÞÑ Bi, logo é suficiente provar que φ é bijetiva. De fato, pela Proposição 2.14

todo g P A1
n pode ser expressado na forma:

g “
ÿ

i,jľ0

αijf
iBj,

logo existe z P An definido por

z “
ÿ

i,jľ0

αijx
iyj,

tal que φpzq “ h. Portanto φ é sobrejetora.

Por outro lado, seja w P An e suponhamos que φpwq “ 0. Pela Proposição 2.14,

podemos escrever w assim:

w “
ÿ

i,jľ0

βijx
iyj,

daí que

φpwq “
ÿ

i,jľ0

βijf
iBj “ 0.

Por conseguinte, pela unicidade da representação de φpwq, temos que βij “ 0

para todos os multi-índices i, j ľ 0. Logo w “ 0, e portanto φ é injetora.

An é central e simples

Agora, focaremos nosso interesse em demonstrar que a álgebra An é central

simples, ou seja, queremos provar que An não tem ideais próprios não nulos, e que seu

centro é F. A seguir, uma propriedade interessante sobre o produto tensorial de álgebras

centrais simples, a prova deste resultado pode ser encontrada em ([8], Corolário 3.6.).

Lema 2.20. Se A e B são álgebras centrais simples, então A bF B é uma álgebra central

simples.

O resultado a seguir nos permite ver a álgebra An como um produto tensorial

de n cópias da álgebra A1, denotamos esse produto por Abn
1

“ A1 b ¨ ¨ ¨ b A1loooooomoooooon
n-fatores

.

Lema 2.21. Para cada n P Z`, a n-ésima álgebra de Weyl An é isomorfa com o produto

tensorial de n copias da primeira álgebra de Weyl A1. É dizer

An – A1 b ¨ ¨ ¨ b A1loooooomoooooon
n-fatores

“ Abn
1
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Demonstração. Consideremos a aplicação ϕ : An Ñ Abn
1

definida por:

xi Ñ 1bpi´1q b x b 1bpn´iq

yi Ñ 1bpi´1q b y b 1bpn´iq

1 Ñ 1bn.

Note que ϕ está bem definido, pois está definido nos geradores. Para provar

que ϕ é um homomorfismo é suficiente, pela propriedade universal, analisar as imagens

das relações definidas em An. Então

ϕpyixj ´ xjyi ´ δijq “

$
’’’&
’’’%

1bpi´1q b py ´ yq b 1bpj´i´1q b px ´ xq b 1bpn´jq se i ă j

1bpi´1q b pyx ´ xy ´ 1q b 1bpn´iq se i “ j

1bpi´1q b px ´ xq b 1bpj´i´1q b py ´ yq b 1bpn´jq se i ą j

de onde ϕpyixj ´ xjyi ´ δijq “ 0 em Abn
1

. Portanto, ϕ é um homomorfismo de álgebras.

Por outro lado, para cada 1 ď i ď n, consideremos as aplicações φi : A1 Ñ An,

definidas por x ÞÑ xi, y ÞÑ yi, 1 ÞÑ 1. Como φipyx ´ xy ´ 1q “ yixj ´ xjyi ´ 1 “ 0 em An,

então, pela propriedade universal, φi é um homomorfismo de álgebras. Dado que para cada

i ‰ j, φipA1q e φjpA1q comutam, e φi|F “ φj|F então pela propriedade universal do produto

tensorial, existe um único homomorfismo de álgebras φ : Abn
1

Ñ An tal que φ ¨ πi “ φi

(onde πi : A1 Ñ Abn
1

denota a inclusão canônica, definida por a ÞÑ 1bpi´1q b a b 1bpn´iq

para cada gerador a P A1).

Não é difícil ver que, ϕ ¨φ “ id
A

bn
1

e φ ¨ϕ “ idAn
. Portanto, ϕ é um isomorfismo

de álgebras.

Em virtude dos dois lemas anteriores, para provar que An é central simples,

basta demonstrar que A1 possui essas propriedades. Isso será provado abaixo.

Proposição 2.22. A álgebra de Weyl A1 é central simples.

Demonstração. Pelo Teorema 2.19, A1 – A1
1
. Provemos primeiro que A1

1
é central. Suponha-

mos que g P ZpA1
1
q, então como g P A1

1
existe um inteiro k ě 1 e polinômios g0, . . . , gk P Frf s

tais que

g “
ÿ

i,jě0

αijf
iBj “

kÿ

j“0

gjpfqBj.

Pelo Lema 2.3 sabemos que rB, f is “ if i´1 “ pf iq1, então

0 “ rB, gs “
kÿ

j“0

rB, gjpfqsBj “
kÿ

j“0

g1
jpfqBj,
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daí que g1
jpfq “ 0 para 0 ď j ď k. Logo gj são constantes, assim gjpfq P F para 0 ď j ď k.

Portanto,

g “
kÿ

j“0

ajBj,

onde aj “ gjpfq para 0 ď j ď k. Pelo Lema 2.3 sabemos que rBj, f s “ jBj´1, então

0 “ rg, f s “
kÿ

j“0

ajrBj, f s “
kÿ

j“0

ajjB
j´1,

de onde jaj “ 0 para 0 ď j ď k. Como charF “ 0 então aj “ 0 se j ‰ 0, e assim

g “ a0 P F. Portanto ZpA1
1
q “ F.

Agora provemos que A1
1

é simples. Seja 0 ‰ I um ideal bilateral de A1
1
. Note

que para cada h P A1
1

temos que rh, Is “ hI ´ Ih Ď I. Seja 0 ‰ g P I, então existe um

inteiro k ě 0 e g0, . . . , gk P Frf s, com gk ‰ 0 tais que

g “
ÿ

i,jě0

αijf
iBj “

kÿ

j“0

gjpfqBj.

Pelo Lema 2.3 sabemos que rBj, f s “ jBj´1, então rg, f s “
kÿ

j“1

gjpfqjBj´1 P I. Repetindo o

processo k vezes temos,

r¨ ¨ ¨ rrg, f s, f s, . . . , f s “ k!gkpfq P I,

de onde gkpfq P I. Pelo Lema 2.3 sabemos que rB, f is “ if i´1, então se α “ degpgkpfqq e l

é seu coeficiente líder temos que

rB, . . . , rB, rB, gkpfqss ¨ ¨ ¨ s “ lα! P I.

Logo, como charF “ 0 e “ lα! P I concluímos que 1 P I. Portanto, I “ A1
1
.

Teorema 2.23. A n-ésima álgebra de Weyl A1
n é central simples.

Demonstração. Pela Proposição 2.22 A1 é central simples. Então, pelos Lemas 2.20 e 2.21,

An – A1 b ¨ ¨ ¨ b A1 é central simples.

2.2 Álgebra de Weyl sobre corpos de característica positiva

Na seção anterior definimos a álgebra de Weyl An e a álgebra A1
n sobre um

corpo de característica zero, porém, as definições tem sentido sem nenhuma restrição sobre

a característica do corpo. Ainda vários resultados da seção anterior continuam sendo certos
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quando a característica é positiva, outros não. Aqui apresentamos alguns desses resultados

que não são preservados.

Desde agora, consideramos que F é um corpo de característica positiva p ą 0

e as álgebras An e A1
n definidas sobre F. Neste caso, demostraremos que A1

n não é um

domínio, e que An não é simples, para mas detalhes ver [26]. Por outro lado, vamos provar

que o conjunto tf iBj | i ľ 0 e 0 ĺ j ă pu é uma base para A1
n, o que permite concluir,

junto com a Proposição 2.18, que An e A1
n não são isomorfos neste caso. Finalmente, damos

uma álgebra isomorfa a A1
n.

Lema 2.24. Em A1
n “ alg

F
tf1, . . . , fn, B1, . . . , Bnu, para todo i “ 1, . . . , n temos Bp

i “ 0.

Além disso, Bp´1

i ‰ 0.

Demonstração. É suficiente provar que Bp
i pzk1

1
¨ ¨ ¨ zkn

n q “ 0. Observa-se que: Se ki ă p então

Bp
i pzki

i q “ 0, daí que

Bp
i pzk1

1
¨ ¨ ¨ zkn

n q “ zk1

1
¨ ¨ ¨ z

ki´1

i´1 Bp
i pzki

i qz
ki`1

i`1 ¨ ¨ ¨ zkn

n “ 0.

Agora, como p | kipki ´ 1q ¨ ¨ ¨ pki ´ p` 1q então Bp
i pzki

i q “ kipki ´ 1q ¨ ¨ ¨ pki ´ p` 1qzki´p
i “ 0,

portanto

Bp
i pzk1

1
¨ ¨ ¨ zkn

n q “ zk1

1
¨ ¨ ¨ z

ki´1

i´1 Bp
i pzki

i qz
ki`1

i`1 ¨ ¨ ¨ zkn

n “ 0.

Por outro lado, como Bp´1

i pzp´1

i q “ pp ´ 1qpp ´ 2q ¨ ¨ ¨ 1 ‰ 0, então Bp´1

i ‰ 0.

O lema anterior implica que A1
n tem elementos nilpotentes, e em particular

implica que A1
n não é um domínio.

Corolário 2.25. A1
n não é um domínio

Demonstração. Pelo Lema 2.24, para cada 1 ď i ď n temos que Bi, B
p´1

i ‰ 0, mais

BiB
p´1

i “ Bp
i “ 0.

Lema 2.26. Para todo z P A1 temos

a) yz ´ zy “
dz

dx
.

b) xz ´ zx “ ´
dz

dy
.

Demonstração. Provemos o item aq. Sabemos que cada z P A1 tem a forma z “
ÿ

i,jě0

αijx
iyj,

logo é suficiente provar o resultado para cada termo xiyj. Pelo Lema 2.3 temos,

ypxiyjq “ xiyj`1 ` ixi´1yj “ pxiyjqy `
d

dx
pxiyjq.

A prova do item bq é similar.
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O seguinte resultado é consequência direta do lema anterior.

Corolário 2.27. A1 não é simples.

Demonstração. Seja z “ xp P An, claramente xp comuta com x. Vejamos que xp comuta

com y, de fato pelo Lema 2.26 temos

yxp ´ xpy “
d

dx
pxpq “ pxp´1 “ 0.

Assim xp comuta com x e y, logo comuta com cada elemento de A1, assim o ideal I “ idtxpu

é um ideal bilateral de A1. Portanto, A1 não é simples.

Outra propriedade que não se preserva quando trabalhamos com característica

positiva é o fato que a álgebra de Weyl seja central, pois por exemplo o centro de A1 é o

anel de polinômios Frxp, yps.

Proposição 2.28. O centro da álgebra de Weyl A1 é ZpA1q “ Frxp, yps.

Demonstração. Do Lema 2.26, xp e yp comutam com x e y, daí que comutam com cada

elemento de A1, assim xp, yp P ZpA1q. Portanto, Frxp, yps Ď ZpA1q. Seja a P A1zFrxp, yps,

então pela Proposição 2.10, podemos escrever a P A1 na forma

a “
ÿ

i,jě0

αijx
iyj.

Seja b P A1, obtido de a eliminando os elementos αijx
iyj tais que i, j ” 0pmodpq, e dizer

b “
ÿ

p∤i, p∤j

αijx
iyj.

É claro que b ‰ 0. Se b contém algum αijx
iyj tal que p ∤ i, então podemos escrever b na

forma

b “
ÿ

p∤i

xipipyq,

assim, pelo Lema 2.26

yb ´ by “
d

dx

˜
ÿ

p∤i

xipipyq

¸
“

ÿ

p∤i

ixi´1pipyq ‰ 0

em A1, daí que b R ZpA1q. Por outro lado, se b contém algum termo αijx
iyj tal que p ∤ j,

então podemos escrever b na forma

b “
ÿ

p∤j

pjpxqyj,

assim, pelo Lema 2.26

bx ´ xb “
d

dy

˜
ÿ

p∤j

pjpxqyj

¸
“

ÿ

p∤i

jpjpxqyj´1 ‰ 0

em A1, daí que b R ZpA1q. Em ambos casos, b não é central. Portanto, ZpA1q “ Frxp, yps.
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Observação 2.29. O resultado anterior permite concluir que A1 é um módulo sobre

Frxp, yps. Mas ainda, é possível provar que o centro da n-ésima álgebra de Weyl An é

ZpAnq “ Frxp
1, . . . , x

p
n, y

p
1, . . . , y

p
ns.

Ainda que a álgebra A1
n não seja isomorfa com An, existe uma bálgebra que é

isomorfa A1
n, para mostrar isto, começaremos dando uma base para A1

n. Notamos por p

(ou simplesmente p) o multi-índice pp, . . . , pq P Nn
0
.

Lema 2.30. Uma base de A1
n “ algFtf1, . . . , fn, B1, . . . , Bnu é o conjunto

β1
n “ tf iBj | i ľ 0 e 0 ĺ j ă pu

Demonstração. Pela Proposição 2.14 e o Lema 2.24 é claro que β1
n gera A1

n como espaço

vetorial. Portanto é suficiente provar que β1
n é linearmente independente.

Suponhamos que existem escalares não todos nulos αij P F, tais que

ÿ

0ĺjăp

iľ0

αijf
iBj “ 0

em A1
n. Consideremos o operador

D “
ÿ

0ĺjăp

iľ0

αijf
iBj,

e provemos que D ‰ 0, e dizer que existe p P Frz1, . . . , zns tal que Dppq ‰ 0. O que

constitui em uma contradição. Seja k P Nn
0

um multi-índice, com 0 ĺ k ă p, tal que

αik ‰ 0 para algum i ľ 0, mais αij “ 0 para todo multi-índice 0 ĺ j ă p tal que |j| ą |k|,

então

Dpzkq “
ÿ

0ĺjăp

iľ0

αijf
iBjpzkq “

ÿ

0ĺjĺkăp

iľ0

αijf
iBjpzkq,

logo pelo Lema 2.16

Dpzkq “
ÿ

iľ0

αikf
ipcpk, jqzk´jq “

ÿ

iľ0

αikcpk, jqz
i`k´j,

onde cpk, jq “
k!

pk ´ jq!
. Como charF “ p ą 0 então cpk, jq ‰ 0, pois 0 ĺ k ă p. Ademais

pela escolha de k temos que αi,k ‰ 0 para algum i. Assim αikcpk, jq ‰ 0 para algum i,

Portanto, Dpzkq ‰ 0.
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Denotemos por I 1 o ideal bilateral de Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny gerado pelas

relações ryi, xjs “ δij, rxi, xjs “ 0, ryi, yjs “ 0 e yp
i “ 0 para 1 ď i, j ď n.

Lema 2.31. A aplicação linear ϕ : Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I 1 ÝÑ A1
n definida por:

ϕpxiq “ fi e ϕpyiq “ Bi

é um homomorfismo de álgebras.

Demonstração. Pela propriedade universal, é suficiente analisar as imagens das relações

definidas em Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I 1. Pelos Lemas 2.13 e 2.24 temos que,

ϕpyixi ´ xiyi ´ 1q “ Bifi ´ fiBi ´ 1

ϕpyixj ´ xjyiq “ Bifj ´ fjBi

ϕpyp
i q “ Bp

i “ 0

então temos que ϕ é um homomorfismo de álgebras.

Teorema 2.32. Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I 1 – A1
n

Demonstração. Pelo Lema 2.31 a aplicação ϕ : Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I 1 ÝÑ A1
n dada

por ϕpxiq “ fi e ϕpyiq “ Bi é um homomorfismo de álgebras. Assim é suficiente provar que

ϕ é bijetiva. Seja g P A1
n qualquer. Pelo Lema 2.30, é possível escrever g de forma única na

forma,

g “
ÿ

0ĺjăp

iľ0

αijf
iBj.

Logo existe z P An, definido por:

z “
ÿ

0ĺjăp

iľ0

αijx
iyj,

tal que ϕpzq “ g. Portanto, ϕ é sobrejetora.

Por outro lado, seja w P Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny{I 1 e suponhamos que ϕpwq “ 0.

Pelas condições yixj ´xjyi ´δij e yp
i para 1 ď i, j ď n, e de igual maneira que na Proposição

2.10, se pode escrever w na forma,

w “
ÿ

0ĺjăp

iľ0

βijx
iyj,

de onde

ϕpwq “
ÿ

0ĺjăp

iľ0

βijf
iBj “ 0.

Assim, pela unicidade da representação de ϕpwq P A1
n temos que βij “ 0 para

todos os multi-índices i ľ 0, 0 ĺ j ă p. Logo w “ 0, e portanto ϕ é injetora.
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CAPÍTULO 3

IDENTIDADES POLINOMIAIS DA

ÁLGEBRA DE WEYL

Neste capítulo, nos concentramos no estudo das identidades polinomiais da

álgebra de Weyl. Começamos justificando porque a álgebra de Weyl An definida sobre

um corpo F com característica zero (charF “ 0) não possui identidades polinomiais

não triviais. Além disso, demonstramos que se F é um corpo infinito com característica

positiva (charF “ p ą 0), então as identidades de An são as mesmas que as identidades da

álgebra de matrizes da ordem pn. No caso de F ser finito, a igualdade não é certa, porém

provamos que as identidades da primeira álgebra de Weyl A1 estão contidas estritamente

nas identidades da álgebra de matrizes de ordem p.

O seguinte resultado garante que a primeira álgebra de Weyl A1, que é isomorfa

a álgebra A1
1

:“ alg
F

tf, Bu, não é uma PI-álgebra.

Proposição 3.1. Se charF “ 0, então A1
1

não satisfaz uma identidade polinomial não

trivial.

Demonstração. Antes de provar a afirmação, note que se hi :“ f iBi´1 para 1 ď i ď n

então, hnhn´1 ¨ ¨ ¨h1p1q “ 1!2! ¨ ¨ ¨ pn ´ 1q!zn ‰ 0 para cada n ě 1, isto pelo Lema 2.16.

Suponhamos que f é uma identidade polinomial não trivial de A1
1
, então pelo Teorema

1.29, podemos supor f multilinear de grau n, e dizer

fpx1, x2, . . . , xnq “ xnxn´1 ¨ ¨ ¨ x1 `
ÿ

σPSn
σ‰1

ασxσpnqxσpn´1q ¨ ¨ ¨ xσp1q.
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Se σ é não trivial, existe um índice j0 tal que j0 “ mintj | σpjq ‰ ju. Como σpiq “ i para

cada i ă j0 então σpj0q ą j0, assim

hσpj0qhσpj0´1q ¨ ¨ ¨hσp1qp1q “ hσpj0qphj0´1 ¨ ¨ ¨h1p1qq “ 1!2! ¨ ¨ ¨ pj0´2q!fσpj0qBσpj0q´1pzj0´1q “ 0,

pois σpj0q ą j0 implica, pelo Lema 2.16, Bσpj0q´1pzj0´1q “ 0. Daí que

fph1, h2, . . . , hnqp1q “ hnhn´1 ¨ ¨ ¨h1p1q “ 1!2! ¨ ¨ ¨ pn ´ 1q!zn ‰ 0,

pois a charF “ 0. Assim, fph1, h2, . . . , hnq ‰ 0 em A1
1
. Portanto, A1

1
não é uma PI-

álgebra.

Em geral, temos o seguinte resultado.

Proposição 3.2. Se charF “ 0, então An não é uma PI-álgebra.

Demonstração. Pelo Teorema 2.23, sabemos que An é central simples, e dado que esta

álgebra é unitária temos que é primitiva (ver exemplo 1.35). Suponhamos que An satisfaz

uma identidade polinomial, então pelo Teorema de Kaplansky a dimensão de An sobre F

deverá ser finita, mas isto é uma contradição pois da Proposição 2.18 a dimensão de An é

infinita. Portanto, An não é uma PI-álgebra.

Embora An não tenha identidades polinomiais não triviais, alguns subespaços

de An satisfazem certas identidades polinomiais. A saber, denotemos por Ap1,1q
n o F-span de

xiyj em An para todos 1 ď i, j ď n e por Ap´,rq
n o F-span de ayj1

¨ ¨ ¨ yjr
em An para todos

1 ď j1, . . . , jr ď n e a P Frx1, . . . , xns. Lembremos que o polinômio standard de grau N é

definido por

StN pt1, . . . , tN q “
ÿ

σPSN

p´1qσtσp1q ¨ ¨ ¨ tσpNq,

onde SN denota o grupo simétrico sobre t1, . . . , Nu. Dzhumadil’daev em [3, 4] estudo o

polinômio standard StN de grau N sobre alguns subespaços de An. E dizer, ele mostrou

que:

‚ StN é uma identidade polinomial para Ap´,1q
n no caso N ě n2 ` 2n;

‚ StN não é uma identidade polinomial para Ap´,1q
n no caso N ă n2 ` 2n ´ 1;

‚ StN é uma identidade polinomial para A
p´,rq
1 se e somente se N ą 2r;

‚ o grau mínimo de uma identidade não trivial em A
p´,rq
1 é 2r ` 1.

Usando a abordagem teórica de grafos combinatória, Dzhumadil’daev e Yeliussizov [5]

estabeleceram que
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‚ St2n é uma identidade polinomial para Ap1,1q
n se e somente se n “ 1, 2, 3.

Observe que o espaço Ap´,1q
n junto com a multiplicação dada pelo colchete de

Lie é a n-ésima álgebra de Witt Wn, que é uma álgebra de Lie de dimensão infinita simples.

As identidades polinomiais da álgebra de Lie Wn foram estudadas por Mishchenko em

[27], Razmyslov em [33] e outros. Uma conhecida conjectura aberta afirma que todas as

identidades polinomiais de W1 seguem a identidade de Lie standard
ÿ

σPS4

p´1qσrrrrt0, tσp1qstσp2qstσp3qstσp4qs.

Identidades Z-graduadas para W1 foram descritas por Freitas, Koshlukov e Krasilnikov

em [17].

3.1 Identidades Polinomiais para An sobre um corpo de caracterís-

tica positiva

Nesta seção consideramos F um corpo com charF “ p ą 0, e vamos estudar as

identidades polinomiais da álgebra de Weyl An sobre F. Começaremos mostrando alguns

exemplos de identidades polinomiais multilineares para a álgebra de Weyl.

O resultado a seguir pode ser útil quando trabalhamos com identidades polino-

miais multilineares para a álgebra de Weyl. Lembremos que em notação multi-índice, i

denota a n-tupla pi1, . . . , inq P Nn
0
, e xi denota o monômio xi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n P Frx1, . . . , xns.

Lema 3.3. Seja f P Frz1, . . . , zns um polinômio multilinear. Então f é identidade polino-

mial para An se, e somente se, fpa1, . . . , anq “ 0 para todo a1, . . . , an P S “ txiyj : 0 ĺ

i, j ă pu.

Demonstração. Suponha que f é identidade não trivial para An, então fpb1, . . . , bnq “ 0

para cada b1, . . . , bn P An, em particular fpa1, . . . , anq “ 0 para todo a1, . . . , an P S.

Reciprocamente, como f é multilinear é suficiente provar, pela Observação 1.19, que f

se anula numa base de An. Sabemos, pela Proposição 2.10, que β “ txiyj : i, j ľ 0u é

uma base de An. Sejam b1, . . . , bn P β, então como ZpAnq “ Frxp
1, . . . , x

p
n, y

p
1, . . . , y

p
ns (veja

Observação 2.29) temos que bk “ ckwk, onde ck P ZpAnq e wk P S para 1 ď k ď n, daí que

fpb1, . . . , bnq “ fpc1w1, . . . , cnwnq “ c1 ¨ ¨ ¨ cnfpw1, . . . , wnq “ 0,

pois, fpa1, . . . , anq “ 0 para todo ak P S. Portanto, f é identidade polinomial não trivial

para An.

O reconhecido teorema de Amitsur e Levitzki (Teorema 1.21) estabelece que o

polinômio standard St2n é uma identidade polinomial para Mn, em particular St2p satisfaz
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a álgebra Mp de matrizes p ˆ p sobre F. O seguinte resultado mostra que o polinômio

standard St2p é uma identidade polinomial para a álgebra de Weyl A1, no caso p “ 2 e

p “ 3.

Proposição 3.4. Para a álgebra de Weyl A1 temos que:

a) Se charF “ 2, então St4 “ 0 é uma identidade polinomial para A1.

b) Se charF “ 3, então St6 “ 0 é uma identidade polinomial para A1.

Demonstração. aq Como o polinômio St4 é multilinear então, do Lema 3.3, é suficiente

provar que St4 torna-se zero no conjunto S “ t1, x, y, xyu. Sejam a1, a2, a3, a4 P S, então

se ai “ aj para algum i ‰ j temos que St4pa1, a2, a3, a4q “ 0, pois o polinômio standard

é anti-simétrico. Suponhamos que ai ‰ aj para todo i ‰ j, então para cada permutação

σ P S4 existe 1 ď i ď 4 tal que aσpiq “ 1, daí que

St4pa1, a2, a3, a4q “
ÿ

σPS4

p´1qσaσp1qaσp2qaσp3qaσp4q “ 4
ÿ

πPS3

p´1qπbπp1qbπp2qbπp3q,

onde b1, b2, b3 P tx, y, xyu. Assim, St4pa1, a2, a3, a4q “ 0, pois charF “ 2. Portanto, St4 é

uma identidade polinomial para A1.

bq Como St6 é multilinear então, pelo Lema 3.3, é suficiente provar que St6 se anula

no conjunto S “ t1, x, y, xy, x2, x2y, y2, xy2, x2y2u. Sejam a1, a2, a3, a4, a5, a6 P S, então se

ai “ aj para algum i ‰ j temos que St6pa1, a2, a3, a4, a5, a6q “ 0, pois o polinômio standard

é anti-simétrico. Suponhamos que ai ‰ aj para todo i ‰ j. Como o polinômio standard

St6 se pode reescrever na forma

St6px1, . . . , x6q “
1
8

ÿ

σPS6

p´1qσrxσp1q, xσp2qsrxσp3q, xσp4qsrxσp5q, xσp6qs,

então se ai “ 1 para algum 1 ď i ď 6, temos que St6pa1, a2, a3, a4, a5, a6q “ 0. Além disso,

se ai ‰ 1 para cada 1 ď i ď 6, nos verificamos computacionalmente que para cada conjunto

B “ tb1, b2, b3, b4, b5, b6u Ď Szt1u , com | B |“ 6, St6pb1, b2, b3, b4, b5, b6q “ 0. Portanto, St6

é uma identidade polinomial para A1.

Da Proposição 3.4 surgem naturalmente as seguintes perguntas. Se charF “ p,

o polinômio standard St2p é uma identidade polinomial para a álgebra de Weyl A1? É

válida a igualdade IdpA1q “ IdpMpq?

A continuação, provaremos que se F é infinito então IdpAnq “ IdpMpnq. En-

quanto se F é um corpo finito a igualdade não acontece.
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3.1.1 Se F é um corpo infinito

Denotemos por ĂMn “ MnpFrx, ysq a álgebra de matrizes n ˆ n sobre Frx, ys, e

por Mn “ MnpFq a álgebra de matrizes n ˆ n sobre F, In a matriz identidade em Mn, e

Eij é a matriz elementar n ˆ n tal que a pi, jq-ésima entrada é 1 e as outras entradas são

0. Nesta subseção, provaremos que as identidades polinomiais de An e Mpn são as mesmas,

é dizer, IdpAnq “ IdpMpnq.

Antes de apresentar a prova da igualdade referida, consideremos as propriedades

das seguintes matrizes de Mp:

A0 “
p´1ÿ

i“1

Ei`1,i “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 1 ¨ ¨ ¨ 0 0
...

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ 1 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
, B0 “

p´1ÿ

i“1

i ¨ Ei,i`1 “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ p ´ 1

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

Lema 3.5. Para A0 e B0 temos as seguintes propriedades.

a) Para todo 1 ď k ă p temos que

Ak
0

“
p´kÿ

i“1

Ek`i,i e Bk
0

“
p´kÿ

i“1

pk ` i ´ 1q!
pi ´ 1q!

Ei,k`i,

onde A0

0
e B0

0
são definidos sendo Ip.

b) B0A0 ´ A0B0 “ Ip.

Demonstração. aq Provemos a fórmula para Ak
0

por indução sobre k. Para k “ 1 a afirmação

se cumpre. Suponha que a afirmação é válida para algum k ă p ´ 1. Então

Ak`1

0
“

˜
p´kÿ

j“1

Ek`j,j

¸ ˜
p´1ÿ

r“1

Er`1,r

¸
“

p´pk`1qÿ

i“1

Epk`1q`i,i,

e temos o resultado para Ak
0
.

Agora, para Bk
0

também usamos indução sobre k. Para k “ 1 a afirmação se

cumpre. Suponha que a afirmação é válida para algum k ă p ´ 1. Então

Bk`1

0
“

˜
p´kÿ

i“1

pk ` i ´ 1q!
pi ´ 1q!

Ei,k`i

¸ ˜
p´1ÿ

r“1

r ¨ Er,r`1

¸
“

p´pk`1qÿ

i“1

pi ` kq!
pi ´ 1q!

Ei,pk`1q`i,

e temos o resultado para Bk
0
.
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bq Notemos que

B0A0 ´ A0B0 “

˜
p´1ÿ

i“1

iEi,i`1

¸ ˜
p´1ÿ

j“1

Ej`1,j

¸
´

˜
p´1ÿ

j“1

Ej`1,j

¸ ˜
p´1ÿ

i“1

iEi,i`1

¸

“
p´1ÿ

i“1

iEi,i ´
p´1ÿ

i“1

iEi`1,i`1

“ Ip

Lema 3.6. Uma base para MppFq é o conjunto

β “ tAr
0
Bs

0
| 0 ď r, s ă pu.

Demonstração. Como |β| “ p2 “ dimFMppFq então é suficiente provar que β é um conjunto

linearmente independente. Suponhamos que existem escalares, não todos nulos, αrs P F

com 0 ď r, s ă p tais que: ÿ

0ďr,săp

αrsA
r
0
Bs

0
“ 0.

Seja s0 “ mints | αrs ‰ 0 para algúm 0 ď r ă pu , então temos

0 “
ÿ

0ďrăp

αrs0
Ar

0
Bs0

0
`

ÿ

0ďrăp
s0ăsăp

arsA
r
0
Bs

0
.

Como 0 ď s0 ă s ă p então 0 ď p´ s0 ´ 1 ă p e s` p´ s0 ´ 1 ą p´ 1 dai que, pelo Lema

3.5, Bs`p´s0´1

0 “ 0 e Bp´s0´1

0 ‰ 0. Logo, multiplicando pela direita por Bp´s0´1

0 , temos

0 “
ÿ

0ďrăp

αrs0
Ar

0
B

p´1

0 `
ÿ

0ďrăp
s0ăsăp

arsA
r
0
B

s`p´s0´1

0 ,

de onde

0 “
ÿ

0ďrăp

αrs0
Ar

0
B

p´1

0 .

Seja r0 “ maxtr | αrs0‰0u, então é claro que αr0s0
‰ 0. Assim

0 “ αr0s0
Ar0

0
B

p´1

0 `
ÿ

0ďrăr0

αrs0
Ar

0
B

p´1

0 .

Como r0 ě 0 então p´r0 ´1 ă p, dai que, pelo Lema 3.5, Ap´r0´1

0 ‰ 0. Logo, multiplicando

pela esquerda por Ap´r0´1

0 temos

0 “ αr0s0
A

p´1

0 B
p´1

0 `
ÿ

0ďrăr0

αrs0
A

p´r0´1`r
0 B

p´1

0 .
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Como r ă r0 então p´r0 ´1`r ă p´1, logo, pelo Lema 3.5, temos que Ap´r0´1`r
0 ‰ A

p´1

0 .

Daí que,

0 “ αr0s0
A

p´1

0 B
p´1

0 “ αr0s0
pp ´ 1q!Epp.

De onde αr0s0
pp ´ 1q! “ 0. Como pp ´ 1q! ‰ 0 módulo p, temos que αr0s0

“ 0.

Isto é uma contradição. Portanto, β é uma base para MppFq.

Lembremos que dadas A e B duas F-álgebras, o produto tensorial A b B

também é uma álgebra, em particular, temos que MnpFq b MmpFq é uma álgebra, para

m,n P Z`. Além disso, esta álgebra é isomorfa com a álgebra MnmpFq.

Exemplo 3.7. MnpFq b MmpFq – MnmpFq, como álgebra. De fato, dado que MnmpFq é

um espaço vetorial e f : MnpFq ˆ MmpFq Ñ MnmpFq definida por:

fpA,Bq “

¨
˚̊
˝

a11B ¨ ¨ ¨ a1nB
...

...

an1B ¨ ¨ ¨ annB

˛
‹‹‚

para todo A P MnpFq e B P MmpFq, é uma aplicação bilinear, então pela propriedade

universal existe uma única transformação linear ψ : MnpFq b MmpFq Ñ MnmpFq tal

que ψpA b Bq “ fpA,Bq. Como dimpMnpFq b MmpFqq “ dimpMnpFqq dimpMmpFqq “

n2m2 “ dimpMnmpFqq, de onde segue que MnpFq b MmpFq – MnmpFq como espaço

vetorial. Além disso, não é difícil verificar que ψppAbBqpC bDqq “ ψpAbBqψpC bDq,

pois fpAC,BDq “ fpA,BqfpC,Dq para todo A,C P Mn e B,D P Mm, e portanto ψ é um

homomorfismo de álgebras.

Para uma álgebra A, denotaremos por Abn o produto tensorial A b ¨ ¨ ¨ b Alooooomooooon
n fatores

.

Note que, o exemplo anterior pode-se generalizar ao produto tensorial de mas de duas

álgebras, e portanto temos que MpnpFq – MppFq b ¨ ¨ ¨ b MppFq “ Mbn
p .

Seja φn : Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny Ñ Mpn – Mp b ¨ ¨ ¨ b Mplooooooomooooooon
n fatores

“ Mbn
p o homo-

morfismo de álgebras definido por

xi ÞÑ Ibpi´1q
p b A0 b Ibpp´iq

p ,

yi ÞÑ Ibpi´1q
p b B0 b Ibpp´iq

p ,

1 ÞÑ Ibn
p ,

onde A0, B0 P Mp são as matrizes definidas no início da seção.

Lema 3.8. O homomorfismo φn induz um homomorfismo sobrejetivo φn : An Ñ Mpn. Em

particular, IdpAnq Ă IdpMpnq.



Capítulo 3. Identidades Polinomiais da Álgebra de Weyl 52

Demonstração. Pela parte bq do Lema 3.5 temos que se M “ φnpyixj ´ xjyi ´ δijq, então

M “

$
’’’&
’’’%

Ibpi´1q
p b pB0 ´ B0q b Ibpj´i´1q

p b pA0 ´ A0q b Ibpp´jq
p se i ă j

Ibpi´1q
p b pB0A0 ´ A0B0 ´ Ipq b Ibpp´iq

p se i “ j

Ibpi´1q
p b pA0 ´ A0q b Ibpj´i´1q

p b pB0 ´ B0q b Ibpp´jq
p se i ą j

de onde φnpyixj ´xjyi ´ δijq “ 0 em Mpn . Portanto, φn induz o homomorfismo de álgebras

φn : An Ñ Mpn .

Seja C “ C1 b ¨ ¨ ¨ b Cn P Mbn
p qualquer, onde cada Ck P Mp para 1 ď k ď n

Pelo Lema 3.6, tAi
0
B

j
0 | 0 ď i, j ă pu é uma base de Mp, então cada Ck pode ser escrito

na forma

Ck “
ÿ

0ďik,jkăp

αikjk
Aik

0 B
jk

0 ,

para alguns αikjj
P F. Definamos z P An por

z “
ÿ

0ďi1,...,inăp
0ďj1,...,jnăp

αi1j1
αi2j2

¨ ¨ ¨αinjn
xi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n y
j1

1 ¨ ¨ ¨ yjn

n ,

onde αi1j1
αi2j2

¨ ¨ ¨αinjn
P F, então temos que

φnpzq “
ÿ

0ďi1,...,inăp
0ďj1,...,jnăp

αi1j1
αi2j2

¨ ¨ ¨αinjn
φnpxi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n y
j1

1 ¨ ¨ ¨ yjn

n q

Como φnpxi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n y
j1

1 ¨ ¨ ¨ yjn

n q “ Ai1

0
B

j1

0 b ¨ ¨ ¨ b Ain

0
B

jn

0 , então

φnpzq “
ÿ

0ďi1,...,inăp
0ďj1,...,jnăp

αi1j1
αi2j2

¨ ¨ ¨αinjn
pAi1

0
B

j1

0 b ¨ ¨ ¨ b Ain

0
B

jn

0 q

“
ÿ

0ďi1,j1ăp

αi1j1
Ai1

0
B

j1

0 b ¨ ¨ ¨ b
ÿ

0ďin,jnăp

αinjn
Ain

0
B

jn

0

“ C1 b ¨ ¨ ¨ b Cn “ C.

Assim, para cada C P Mpn existe z P An tal que φnpzq “ C. Portanto, φn é

sobrejetiva. Em particular, IdpAnq Ă IdpMpnq.

Agora, seja ϕn : Fxx1, . . . , xn, y1, . . . , yny Ñ ĂMpn – ĂMp b ¨ ¨ ¨ b ĂMplooooooomooooooon
n fatores

“ ĂMbn
p o

homomorfismo de álgebras definido por

xi ÞÑ Ibpi´1q
p b A b Ibpn´iq

p ,

yi ÞÑ Ibpi´1q
p b B b Ibpn´iq

p ,

1 ÞÑ Ibn
p ,

onde A “ xIp ` A0, B “ yIp ` B0 P ĂMp.
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Lema 3.9. O homomorfismo ϕn induz o homomorfismo injetivo ϕn : An Ñ ĂMpn. Em

particular, IdpĂMpnq Ă IdpAnq.

Demonstração. Seja ϕnpyixj ´ xjyi ´ δijq “ M , então

M “

$
’’’&
’’’%

Ibpi´1q
p b pB ´ Bq b Ibpj´i´1q

p b pA ´ Aq b Ibpn´jq
p se i ă j

Ibpi´1q
p b pBA ´ AB ´ Iq b Ibpn´iq

p se i “ j

Ibpi´1q
p b pA ´ Aq b Ibpj´i´1q

p b pB ´ Bq b Ibpn´jq
p se i ą j

Como BA ´ AB “ pyI ` B0qpxI ` A0q ´ pxI ` A0qpy ` B0q “ B0A0 ´ A0B0, então da

parte bq do Lema 3.5, temos que ϕpyixj ´ xjyi ´ δijq “ 0 em ĂMbn
p . Portanto, ϕn induz o

homomorfismo de álgebras ϕn : An Ñ ĂMpn .

Suponha que existe um elemento não nulo z P An tal que ϕnpzq “ 0. Pela

Proposição 2.10, pode-se escrever z P An na forma

z “
ÿ

i1,...,ině0

j1,...,jně0

αi1¨¨¨inj1¨¨¨jn
xi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n y
j1

1 ¨ ¨ ¨ yjn

n ,

daí que

ϕnpzq “
ÿ

i1,...,ině0

j1,...,jně0

αi1¨¨¨inj1¨¨¨jn
ϕnpxi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n y
j1

1 ¨ ¨ ¨ yjn

n q

Como ϕnpxi1

1
¨ ¨ ¨ xin

n y
j1

1 ¨ ¨ ¨ yjn

n q “ Ai1Bj1 b ¨ ¨ ¨ b AinBjn , então

ϕnpzq “
ÿ

i1,...,ině0

j1,...,jně0

αi1¨¨¨inj1¨¨¨jn
pAi1Bj1 b ¨ ¨ ¨ b AinBjnq

“
ÿ

i2,...,ině0

j2,...,jně0

rp
ÿ

i1,j1ě0

αi1¨¨¨inj1¨¨¨jn
Ai1Bj1q b Ai2Bj2 b ¨ ¨ ¨ b AinBjns

As igualdades

Ai “

¨
˚̊
˚̊
˝

xi 0 ¨ ¨ ¨ 0

˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ˚
...

...
...

˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

˛
‹‹‹‹‚

e Bj “

¨
˚̊
˚̊
˝

yj ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚
...

...
...

0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

˛
‹‹‹‹‚
,

implicam que a entrada p1, 1q de AiBj é pAiBjq1,1 “ xiyj ‰ 0 em Frx, ys, por conseguinte

AiBj ‰ 0 em ĂMp. Logo, em vista que ϕnpzq “ 0 e AikBjk ‰ 0 para cada 1 ď k ď n, então

para cada i2, . . . , in, j2, . . . , jn ě 0 temos que
ÿ

i1,j1ě0

αi1¨¨¨inj1¨¨¨jn
Ai1Bj1 “ 0.

Assim αi1¨¨¨inj1¨¨¨jn
“ 0 para todo i1, . . . , in, j1, . . . , jn ě 0. Logo, z “ 0. Isto é uma

contradição. Portanto, ϕn é injetiva. Em particular, IdpĂMpnq Ă IdpAnq
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Uma prova alternativa do lema a seguir pode-se encontrar em ([8], Lema 4.1).

Este resultado serão usado na prova do Teorema 3.11.

Lema 3.10. Seja A uma F-álgebra, então MnpAq – MnpFq b A.

Demonstração. Seja β uma base de A, então rβ “ taEij | 1 ď i, j ď n, a P βu é uma base

de MnpAq. A transformação linear ϕ : MnpAq Ñ MnpFqbA, definida por ϕpaEijq “ Eij ba,

é um isomorfismo de espaços vetoriais. Para provar que ϕ é un homomorfismo de álgebras,

observe que para aEij, bErs P rβ temos que

paEijqpbErsq “

$
&
%

0 se j ‰ r;

pabqEis se j “ r.

Usando este fato, temos que ϕppaEijqpbErsqq “ ϕpaEijqϕpbErsq, logo, pela linearidade ϕ é

um homomorfismo de álgebras.

A igualdade dada no teorema seguinte é válida só no caso que F seja um corpo

infinito, no entanto, todos os resultados apresentados nesta subseção até aqui continuam

sendo válidos para qualquer corpo F de característica positiva. Na subseção seguinte vamos

provar que a igualdade não é certa quando o corpo F é finito.

Teorema 3.11. Seja F um corpo infinito de característica p, An a álgebra de Weyl sobre

F e Mpn a álgebra de matrizes pn ˆ pn sobre F, então IdpAnq “ IdpMpnq.

Demonstração. Pelo Lema 3.8 temos que IdpAnq Ă IdpMpnq. Mas ainda, da Proposição

1.32, para um corpo infinito F e uma F-álgebra comutativa C as identidades para uma F-

álgebra A e CbFA são as mesmas. Em particular como Frx, ys é uma F-álgebra comutativa

e Mpn é uma álgebra sobre o corpo F, então

IdpFrx, ys b Mpnq “ IdpMpnq.

Pelo Lema 3.10 temos o isomorfismo ĂMpn “ MpnpFrx, ysq – Frx, ys bMpnpFq, que implica

que IdpĂMpnq “ IdpMpnq. Portanto, do Lema 3.9, temos IdpMpnq Ă IdpAnq. O que finaliza

a prova.

3.1.2 Se F é um corpo finito

Nesta subseção fornecemos identidades polinomiais da álgebra de Matrizes Mp

que não são identidade para a álgebra de Weyl A1. Começaremos considerando os casos

particulares p “ 2 e p “ 3, e finalmente analisamos o caso geral. Lembremos, do Lema 3.8,

que IdpAnq Ă IdpMpnq.

Em 1978, Maltsev e Kuzmin em [32] descrevem as identidades polinomiais

para M2pFq, no caso que F é um corpo finito de ordem q “ pk. Eles provaram o seguinte

resultado.
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Teorema 3.12 (Maltsev e Kuzmin, 1978). Se F é um corpo finito de ordem q “ pk, então

o ideal das identidades polinomiais da álgebra M2 é gerado pelos polinômios

f1px, yq “ px ´ xqqpy ´ yq2

qp1 ´ rx, ysq´1q,

f2px, yq “ px ´ xqq ˝ py ´ yq2

qrpx ´ xqq ˝ py ´ yqqsq,

onde rx, ys “ xy ´ yx, x ˝ y “ xy ` yx.

O resultado anterior é valido no caso particular q “ 2k, daí que f1px, yq e uma

identidade da álgebra de matrizes M2. Porém, f1px, yq não é identidade para a álgebra A1,

definida sobre um corpo de característica 2. De fato, para x P A1 temos

f1px, xq “ px ´ xqqpx ´ xq2

q “ xq2`q ` xq2`1 ` xq`1 ` x2.

Como q “ 2k então q2 ` q ą q2 ` 1 ą q ` 1 ą 2, logo f1px, xq ‰ 0 em A1. Portanto,

IdpA1q Ĺ IdpM2q.

Em 1981, G.k. Genov em [11] descreve as identidades polinomiais da álgebra

de matrizes M3, para um corpo finito F de ordem q “ pk. Além disso, provaram que o

polinômio F pn, q, x, yq definido por:

gpxqr1 ´ pypadxqn´1qq´1sr1 ´ pypadxqn´2qq´1s ¨ ¨ ¨ r1 ´ pyadxqq´1spyq ´ yq,

onde yadx “ ry, xs e gpxq “ pxq2

´ xqpxq3

´ xq ¨ ¨ ¨ pxqn

´ xq, é uma identidade polinomial

para Mn.

Proposição 3.13 (Genov, 1981). Se F é um corpo finito de ordem q “ pk, então

F pn, q, x, yq “ 0 é uma identidade polinomial para a álgebra Mn.

Em particular se q “ 3k e n “ 3, da proposição anterior, temos que

F p3, q, x, yq “ pxq2

´ xqpxq3

´ xqp1 ´ pypadxq2qq´1qp1 ´ pypadxqqq´1qpyq ´ yq

é uma identidade da álgebra de matrizes M3. Não obstante, F p3, q, x, yq não é identidade

para A1, definida sobre um corpo de característica 3. De fato, para x P A1, como xadx “

rx, xs “ 0 e xpadxq2 “ rx, rx, xss “ 0 então

F p3, q, x, xq “ pxq ´ xqpxq2

´ xqpxq3

´ xq ‰ 0

em A1, pois expandindo F p3, q, x, xq obtemos

F p3, q, x, xq “ xq3`q2`q ´ xq3`q2`1 ´ xq3`q`1 ` xq3`2 ´ xq2`q`1 ` xq2`2 ` xq`2 ´ x3,

de onde é claro que cada termo é diferente já que seus exponentes são diferentes quando

q “ 3k. Daí que F p3, q, x, xq ‰ 0 em A1. Portanto, IdpA1q Ĺ IdpM3q.

Da Proposição 3.13, temos o seguinte resultado mas geral.
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Corolário 3.14. Se F é um corpo finito de ordem q “ pk, então IdpA1q Ĺ IdpMpq.

Demonstração. Pelo Lema 3.8 temos em particular que IdpA1q Ă IdpMpq. Além disso, pela

Proposição 3.13, sabemos que F pp, q, x, yq “ gpxqrpxqpyq ´ yq, onde

gpxq “ pxq2

´ xqpxq3

´ xq ¨ ¨ ¨ pxqp

´ xq

rpxq “ r1 ´ pypadxqp´1qq´1sr1 ´ pypadxqp´2qq´1s ¨ ¨ ¨ r1 ´ pyadxqq´1s

é uma identidade para a álgebra de matrizes Mp. Considere x P A1, logo como xpadxqm “

rxrx, . . . , rx, xsss “ 0 para cada 1 ď m ď p ´ 1, então

F pp, q, x, xq “ pxq ´ xqpxq2

´ xq ¨ ¨ ¨ pxqp

´ xq.

Dado que q “ pk, então cada termo na expansão de F pp, q, x, xq será diferente, portanto

F pp, q, x, xq ‰ 0 em A1. Isto é, F pp, q, x, xq não é identidade para A1. Portanto, IdpA1q Ĺ

IdpMppFqq.
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CAPÍTULO 4

IDENTIDADES POLINOMIAIS PARA

UMA FAMÍLIA PARAMÉTRICA DE

SUBÁLGEBRAS DA ÁLGEBRA DE WEYL

Suponhamos F um corpo de característica p ą 0. Neste capítulo estudamos as

identidades polinomiais para uma família de álgebras Ah unitárias de dimensão infinita,

que são parametrizadas por um polinômio h P Frxs. Quando h ‰ 0 estas álgebras são

subálgebras da álgebra de Weyl A1. Nosso objetivo principal é mostrar que cada subálgebra

desta família tem as mesmas identidades polinomiais que a álgebra Mp de matrizes p ˆ p

sobre F.

Definição 4.1. Seja F um corpo, e seja h P Frxs. A álgebra Ah é a álgebra associativa

unitária sobre F com geradores x, y com a relação yx´xy “ h (equivalentemente ry, xs “ h,

donde ry, xs “ yx ´ xy); i.e.

Ah “ Fxx, yy{idtyx ´ xy ´ hu

Os casos parciais da construção dada são a álgebra de Weyl A1 “ A1, a

álgebra polinomial A0 “ Frx, ys, e a álgebra universal envelopante Ax da álgebra de Lie

não-abeliana de dimensão dois.

A álgebra Ah foi considerada em 2015 por G. Benkart, S.A. Lopes e M. Ondrus

em [10] como um objeto natural na teoria de extensões de Ore (ou em inglês “skew

polynomial ring”). É dizer, Ah é uma extensão de Ore A “ Rry;σ, δs obtida tomando

R “ Frxs, σ : R Ñ R é o automorfismo identidade IdR sobre R e δ : R Ñ R uma derivação
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com δpfq “ f 1h para todo f P R, onde f 1 é a derivada usual de f sobre R. Como os

geradores da álgebra Ah satisfazem a relação ry, xs “ h, então em Ah se cumpre que

ry, f s “ f 1h para todo f P R.

4.1 Ah como extensão de Ore

A seguir apresentamos alguns conceitos básicos sobre extensões de Ore, as

provas podem-se consultar em ([18], capítulo 2). Seja R um anel com unidade e σ : R Ñ R

um endomorfismo de R.

Definição 4.2. Uma σ-derivação de R é uma aplicação linear δ : R Ñ R com a seguinte

propriedade,

δprsq “ δprqs ` σprqδpsq, para todo r, s P R

Notemos que δp1q “ δp1 ¨ 1q “ δp1q1 ` σp1qδp1q “ δp1q ` δp1q, donde δp1q “ 0.

Se σ é a aplicação identidade de R, a propriedade acima é conhecida como

regra de Leibniz, e neste caso as σ-derivações são simplesmente derivações de R.

Exemplo 4.3. A seguir alguns exemplos de derivações.

a) δ “ 0 é uma σ-derivação para toda σ.

b) Seja R “ Frxs o anel de polinômios sobre o corpo F então δ : R Ñ R definida por

δpfpxqq “ f 1pxq é uma derivação de R, onde δ “
df

dx
é a derivada usual de f respeito

a x.

c) Seja R “ Frx1, . . . , xns o anel de polinômios em n variáveis sobre o corpo F. Então a

regra δpfq “
Bf

Bxi

é uma derivação de R, para todo 1 ď i ď n, onde
Bf

Bxi

é a derivada

parcial de f com respeito a xi.

Dado um anel R, σ : R Ñ R um endomorfismo de R e δ : R Ñ R uma

σ-derivação de R, é possível construir um anel A que contém a R como subanel, que

tem como elementos, “polinômios” numa variável y com coeficientes a esquerda, e com

multiplicação que satisfaz a relação yr “ σprqy ` δprq, para todo r P R. Dito anel é

chamado de extensão de Ore de R. Mas especificamente.

Definição 4.4. Seja δ : R Ñ R uma σ-derivação de R, uma extensão de Ore de R é

um anel A que satisfaz as seguintes propriedades:

a) R é subanel de A.

b) Existe um elemento y P A tal que A é um R-módulo livre à esquerda com base

t1, y, y2, . . .u.
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c) yr “ σprqy ` δprq, para todo r P R.

Denotamos dito anel por A “ Rry;σ, δs.

Se δ é a derivação nula, escrevemos Rry;σs, no lugar de Rry;σ, 0s. Se σ “ IdR

é a aplicação identidade em R, escrevemos Rry; δs, no lugar de Rry; IdR, δs. O anel Rry; δs

é conhecido também como um anel de operadores diferenciais.

O lema a seguir (corolario da Observaçõa 2.1 provada em [22] por Awami, Van

den Berg e Van Oystaeyen, ou Proposição 3.2 de [15]) nos dá as maneiras de ver em geral

as extensões de Ore.

Lema 4.5. Suponha que A “ Rry;σ, δs é uma extensão de Ore de R “ Frxs, onde σ é um

automorfismo de R. Então A é isomorfa a uma das seguintes álgebras:

‚ o plano quântico, i.e., A – Fxx, yy{idtyx ´ qxyu para algum q P F˚;

‚ a álgebra de Weyl quântica, i.e., A – Fxx, yy{idtyx ´ qxy ´ 1u para algum q P F˚;

‚ a álgebra Ah para algum h P Frxs.

Muitas propriedades da extensão de Ore A “ Rry;σ, δs são herdadas da álgebra

subjacente R. A saber, quando σ é um automorfismo,então

• A é um R-módulo livre à esquerda com base t1, y, y2, . . .u (veja Proposição 2.3 de

[18]).

• Se R é Noetheriano à esquerda (resp. direita), então A “ Rry;σ, δs é Noetheriano à

esquerda (resp. direita) (veja Teorema 2.6 de [18]).

• Se R é um domínio, então A “ Rry;σ, δs é um domínio (veja Exercício 20 de [18]).

As extensões de Ore possuem a seguinte propriedade universal.

Teorema 4.6. Seja A “ Rry;σ, δs uma extensão de Ore de R. Suponhamos que T é um

anel, φ : R Ñ T é um homomorfismo de anéis e z P T tal que zφprq “ φpσprqqz ` φpδprqq

para todo r P R. Então existe um único homomorfismo de anéis Φ : A Ñ T tal que Φ |R“ φ

e Φpyq “ z.

Como consequência da propriedade universal e o seguinte lema, podemos

demonstrar que a álgebra Ah é uma extensão de Ore.

Lema 4.7. Em Ah temos que ry, f s “ f 1h para cada f P Frxs.
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Demonstração. É suficiente considerar f “ xi com i P N. Para i “ 1 é claro. Suponhamos

que a afirmação é valida para i “ k ´ 1. Então

ry, xks “ xry, xk´1s ` ry, xsxk´1 “ pk ´ 1qxk´1h ` hxk´1 “ kxk´1h.

É dizer, ry, xis “ pxiq1h. E portanto, ry, f s “ f 1h para todo f P Frxs.

Lema 4.8. A álgebra Ah é a extensão de Ore A “ Rry;σ, δs, onde R “ Frxs, σ “ IdR e

δpfq “ hf 1. É dizer,

Ah “ Fxx, yy{idtyx ´ xy ´ hu – Frxsry; δs

Demonstração. Consideremos o homomorfismo de álgebras ϕ : Fxx, yy Ñ A definido

por ϕpxq “ x e ϕpyq “ y, então como ϕpyx ´ xy ´ hq “ yx ´ xy ´ h “ 0, pois em

A temos que δpxq “ h “ yx ´ xy, então idtyx ´ xy ´ hu Ď kerϕ. Logo, pelo teorema

fundamental do homomorfismo, ϕ induz um homomorfismo de álgebras ψ : Ah Ñ A

tal que ψ |Fxx,yy“ ϕ, i.e., ψpxq “ x e ψpyq “ y. Por outro lado, dada a extensão de

Ore A “ Frxsry; δs o homomorfismo φ : Frxs Ñ Ah definido por φpxq “ x, satisfaz que

yφpfq “ φpσpfqqy`φpδpfqq para todo f P Frxs. De fato, seja fpxq “
ÿ

i

aix
i P Frxs, então

como σpxq “ x e δpxiq “ ixi´1h temos

φpσpfqqy ` φpδpfqq “
ÿ

i

aipx
iy ` ixi´1hq “

ÿ

i

aiyx
i “ yφpfq,

pois do Lema 4.7, yxi “ xiy ` ixi´1h. Logo, pela propriedade universal, φ induz um

homomorfismo Φ : A Ñ Ah tal que Φ |Frxs“ φ e Φpyq “ y, é dizer Φpxq “ x e Φpyq “ y.

Notemos que ψ “ Φ´1. Portanto, Φ é um isomorfismo de álgebras.

Dado que Ah é a extensão de Ore A “ Frxsry; δs, então das propriedades

mencionadas acima temos que Ah é um Frxs-módulo livre à esquerda com base t1, y, y2, . . .u,

portanto

Ah “
à
iě0

Frxsyi.

Também Ah é um domínio Noetheriano à esquerda (resp. direita), uma vez que essas

propriedades são herdadas de Frxs. Além disso, ambos conjuntos txiyj | i, j ě 0u e

tyjxi | i, j ě 0u são bases para a álgebra Ah.

4.2 Propriedades para Ah

Alguns resultados sobre a estrutura da álgebra Ah são demonstrados por G.

Benkart, S.A. Lopes e M. Ondrus, [10], a continuação vamos apresentar alguns deles.

Considere f, g P Frxs elementos fixos e suponha que os geradores de Af sejam x, y, 1, e os

geradores de Ag sejam x, py, 1. A afirmação a seguir estabelece uma relação entre Af e Ag.
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Lema 4.9. Para f, g P Frxs, suponha que f |g e g “ fr. Então a aplicação F-linear

ψ : Ag Ñ Af definido por x ÞÑ x e py ÞÑ yr, é um homomorfismo injetivo de álgebras.

Demonstração. Para provar que ψ é um homomorfismo, é suficiente, pela propriedade

universal, analisar as imagens da condição em Ag. Como

ψppyx ´ xpy ´ gq “ yrx ´ xyr ´ g “ pyx ´ xyqr ´ g “ fr ´ g “ 0,

temos que ψ é um homomorfismo.

Para provar que ψ é injetivo, suponha que kerψ ‰ 0, então existe a P Ag

diferente de zero, tal que ψpaq “ 0. Como txipyj | i, j ě 0u é uma base para Ag, então a

tem a forma:

a “
ÿ

i,jě0

αijx
ipyj,

onde αij P F. Portanto,

ψpaq “
ÿ

i,jě0

αi,jx
ipyrqj “

ÿ

i,jě0

αi,jx
irjyj ` termos inferiores,

daí que

ÿ

i,jě0

αi,jr
jxiyj “ 0.

Como txiyj | i, j ě 0u é uma base de Af , então αi,jr
j “ 0. Logo, αi,j “ 0 pois rj ‰ 0,

assim a “ 0, o que é uma contradição. Portanto, ψ é injetivo.

Uma consequência imediata do lema anterior é a seguinte.

Corolário 4.10. Para todo h P Frxs diferente de zero, a aplicação ψ : Ah Ñ A1 definida

por x ÞÑ x e py ÞÑ yh é um homomorfismo injetivo.

Para distinguir os geradores da álgebras Ah e da álgebra de Weyl A1, em diante

usaremos a seguinte Convenção 1: Os geradores de Ah serão x, py, 1 e os geradores de A1

serão x, y, 1. Quando Ah for visto como uma subálgebra de A1, o qual denotamos Ah Ď A1,

então py “ yh.

Observação 4.11. Considerando Ah Ď A1 como na convenção 1, temos:

a) Para j P Z, ppy ` jh1qh “ hppy ` pj ` 1qh1q.

b) Para i P N, yihi “ pyppy ` h1qppy ` 2h1q ¨ ¨ ¨ ppy ` pi ´ 1qh1q
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Demonstração. Para o item aq note que rpy, f s “ f 1h para todo f P Frxs, então

ppy ` jh1qh “ pyh ` jh1h “ hpy ` h1h ` jh1h “ hppy ` pj ` 1qh1q.

O item bq é obtido por indução. Para i “ 1, é claro pois yh “ py. Para i “ 2 temos que

y2h2 “ ypyh “ yphpy ` h1hq “ yhpy ` yh1h “ pypy ` pyh1 “ pyppy ` h1q.

Suponhamos que a afirmação é verdade para i “ k ´ 1 ą 1, e provemos que se cumpre

para i “ k. De fato,

ykhk “ ypyk´1hk´1qh

“ yppyppy ` h1qppy ` 2h1q ¨ ¨ ¨ ppy ` pk ´ 2qh1qqh

Aplicando o item aq k vezes, temos

ykhk “ pyppy ` h1qppy ` 2h1q ¨ ¨ ¨ ppy ` pk ´ 1qh1q

Portanto, obtemos o resultado.

O Lema a seguir descreve uma maneira de reconhecer os elementos da álgebra

Ah dentro da álgebra de Weyl A1.

Lema 4.12. Considerando Ah Ď A1 como na convenção 1, então

Ah “
à
iě0

Frxshiyi “
à
iě0

yihiFrxs.

Demonstração. Provemos que
nà

i“0

pyiFrxs “
nà

i“0

yihiFrxs para todo n ě 0, de onde conclui-

remos também que Ah “
à
iě0

Frxsyihi. Pela Observação 4.11, para cada i P N,

yihi “ pyppy ` h1qppy ` 2h1q ¨ ¨ ¨ ppy ` pi ´ 1qh1q P Ah,

isto implica que yihiFrxs Ď
nà

i“0

pyiFrxs para 0 ď i ď n, de onde
nà

i“0

yihiFrxs Ď
nà

i“0

pyiFrxs.

Para a outra inclusão, provemos usando indução que pyn P
nà

i“0

yihiFrxs. Para

n “ 1, o resultado é verdadeiro pois py “ yh. Para n “ 2, da Observação 4.11 temos

y2h2 “ py2 ` pyh1, daí que py2 “ y2h2 ´ yhh1 P
2à

i“0

yihiFrxs. Suponhamos que a afirmação

é certa para n ´ 1 e provemos que se cumpre para n. De novo, pela Observação 4.11,

tomando i “ n temos ynhn “ pyn ` a, onde a P
n´1ÿ

j“0

pyjFrxs. Então, pela hipótese de
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indução pyn “ ynhn ` a, onde a P
n´1à
i“0

yihiFrxs. daí que, pyn P
nà

i“0

yihiFrxs. E assim,

nà
i“0

pyiFrxs Ď
nà

i“0

yihiFrxs. Em conclusão,

Ah “
nà

i“0

pyiFrxs “
nà

i“0

yihiFrxs,

para todo n ě 0.

Agora, para concluir a prova é suficiente provar que hiyi P Ah. Consideremos o

anti-homomorfismo φ : A1 Ñ A1, definido por φpxq “ x e φpyq “ ´y. Note que φpψppyqq “

φpyhq “ ´hy “ ´yh` h1 “ ´py ` h1, logo φ restrito a Ah é um anti-homomorfismo de Ah.

Aplicando a restrição a Ah “
à
iě0

yihiFrxs, obtemos Ah “
à
iě0

Frxshiyi, e também que

hiyi “ ppy ´ ih1qppy ´ pi ´ 1qh1q ¨ ¨ ¨ ppy ´ h1q P Ah.

Lembremos da Proposição 2.22 que: se a característica de F é 0, o centro de A1

é F; e da Proposição 2.28, se a característica de F é p ą 0, o centro de A1 é Frxp, yps. Esses

resultados, juntamente com o seguinte lema, nos permitirão descrever o centro de Ah.

Lema 4.13. Consideremos Ah Ď A1 como na convenção 1, e seja δ : Frxs Ñ Frxs a

derivação com δpfq “ hf 1 para todo f P Frxs. Então

a) rpyn, f s “
nÿ

j“1

ˆ
n

j

˙
δjpfqpyn´j em Ah,

b) ryn, f s “
nÿ

j“1

ˆ
n

j

˙
f pjqyn´j em A1,

onde f pjq “

ˆ
d

dx

˙j

pfq.

Demonstração. Provamos o item aq por indução sobre n. Para n “ 1, o resultado é valido

pois rpy, f s “ f 1h “ δpfq. Suponhamos que a afirmação é verdadeira para n “ k ´ 1. Note
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que rpy, f s “ δpfq para cada f P Frxs, implica rpy, δjpfqs “ δj`1pfq para cada j ě 1. Então

rpyk, f s “ pyrpyk´1, f s ` rpy, f spyk´1,

“
k´1ÿ

j“1

ˆ
k ´ 1
j

˙
pyδjpfqpyk´j´1 ` δpfqpyk´1,

“
k´1ÿ

j“1

ˆ
k ´ 1
j

˙
rδjpfqpy ` δj`1pfqspyk´j´1 ` δpfqpyk´1,

“
k´1ÿ

j“1

ˆ
k ´ 1
j

˙
δjpfqpyk´j `

k´1ÿ

j“1

ˆ
k ´ 1
j

˙
δj`1pfqpyk´j´1 ` δpfqpyk´1,

“
k´1ÿ

j“1

ˆ
k ´ 1
j

˙
δjpfqpyk´j `

k´1ÿ

j“1

ˆ
k ´ 1
j ´ 1

˙
δjpfqpyk´j ` δpfq,

“
k´1ÿ

j“1

ˆ
k

j

˙
δjpfqpyk´j ` δpfq,

“
kÿ

j“1

ˆ
k

j

˙
δjpfqpyk´j.

Isso conclui a prova. A prova de bq é similar.

Antes de determinar o centro de Ah, observe que considerando Ah Ď A1, é válida

a seguinte identidade, ZpA1q X Ah “ ZpAhq. De fato, como Ah Ď A1, então ZpA1q Ď ZpAhq,

daí que ZpA1q X Ah Ď ZpAhq X Ah “ ZpAhq. Reciprocamente, seja z P ZpAhq, então

rx, zs “ 0 e rpy, zs “ 0, então 0 “ rpy, zs “ ryh, zs “ ry, zsh ` yrh, zs “ ry, zsh, mais como

h ‰ 0 então ry, zs “ 0, logo z P ZpA1q. Daí que, z P ZpA1q X ZpAhq Ď ZpA1q X Ah, e assim

z P ZpA1q X Ah. Portanto, ZpAhq Ď ZpA1q X Ah. Em conclusão, ZpA1q X Ah “ ZpAhq

Teorema 4.14. Consideremos Ah Ď A1 como na convenção 1, temos que:

a) Se charF “ 0, então o centro de Ah é F.

b) Se charF “ p ą 0, então o centro de Ah é a álgebra polinomial Frxp, hpyps, onde

hpyp “ yphp “ pyppy ` h1qppy ` 2h1q ¨ ¨ ¨ ppy ` pp ´ 1qh1q “ pyp ´
δppxq

h
py.

Demonstração. Se charF “ 0, então da Proposição 2.22 temos que ZpA1q “ F, e pela

observação anterior ZpAhq “ ZpA1q X Ah, assim ZpAhq “ F. Suponhamos agora que

charF “ p ą 0, então xp, hpyp P ZpA1q X Ah, daí que xp, hpyp P ZpAhq. Para cada k ě 0,

hkpykp “ phpqkpypqk “ phpypqk, Assim xp e hpyp são algebricamente independentes, de onde

temos que Frxp, hpyps Ď ZpAhq. Reciprocamente, seja z P ZpAhq, então z P ZpA1q X Ah,

logo pelos Lemas 4.12 e 4.13, podemos escrever z na forma,

z “
ÿ

i”0p mod pq

riy
i,
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onde ri P Frxps tal que hi | ri para todo i ” 0pmodpq. Como hi P Frxps para i ”

0pmodpq, então existe ci P Frxps tal que z “
ÿ

i”0p mod pq

cih
iyi P Frxp, hpyps. Daí que,

ZpAhq Ď Frxp, hpyps. Portanto, ZpAhq “ Frxp, hpyps. Por outro lado, da Observação 4.11

considerando i “ p obtemos a relação hpyp “ yphp “ pyppy ` h1qppy ` 2h1q ¨ ¨ ¨ ppy ` pp ´ 1qh1q.

Portanto, só falta mostrar que hpyp “ pyp ´
δppxq

h
py. Pelo Lema 4.12 podemos escrever

hpyp P Ah na forma

hpyp “
pÿ

n“0

fnpyn,

onde fn P Frxs para todo n ě 0, e fp “ 1. Então

rhpyp, xs “
pÿ

n“1

fnrpyn, xs,

“
pÿ

n“1

fn

˜
nÿ

j“1

ˆ
n

j

˙
δjpxqpyn´j

¸
,

“ fpδ
ppxq `

p´1ÿ

n“1

fn

˜
nÿ

j“1

ˆ
n

j

˙
δjpxqpyn´j

¸
,

“ δppxq `

ˆ
p ´ 1

1

˙
fp´1δpxqpyp´2 ` termos de menor ordem,

como hpyp P ZpAhq então rhpyp, xs “ 0, logo

0 “ δppxq `

ˆ
p ´ 1

1

˙
fp´1δpxqpyp´2 ` termos de menor ordem,

como δpxq “ h ‰ 0 então fp´1 “ 0, assim

0 “ δppxq `

ˆ
p ´ 2

1

˙
fp´2δpxqpyp´3 ` termos de menor ordem,

continuando desta forma, obtemos fn “ 0 para n “ p ´ 1, p ´ 2, . . . , 2. Daí que 0 “

δppxq ` f1δpxq, ou de forma equivalente f1 “ ´
δppxq

h
, pois h sempre divide a δkpxq para

todo k ě 1. Em consequência, hpyp “ pyp ´
δppxq

h
py ` f0. Então

0 “ rpy, pyp ´
δppxq

h
py ` f0s “ rpy, pyps ` rpy,´δppxq

h
pys ` rpy, f0s “ ´rpy,´δppxq

h
spy ` hf 1

0
.

Mas então,

pyp ´ pyδ
ppxq

h
` f0 “ pyp ´

δppxq

h
py ` f0 “ hpyp “ pyppy ` h1qppy ` 2h1q ¨ ¨ ¨ ppy ` pp´ 1qh1q P pyAh,

e assim f0 P pyAh. Isso só acontece se f0 “ 0. E portanto, hpyp “ pyp ´
δppxq

h
py.
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Outro resultado importante sobre a álgebra Ah diz respeito à sua simplicidade,

ou seja, quais são as condições para que essas subálgebras sejam simples. Lembremos que

um elemento v P Ah é normal se vAh “ Ahv. Em particular, na álgebra A0 “ Frx, ys

cada elemento é normal. Na álgebra de Weyl A1 os elementos normais são precisamente os

elementos centrais.

Lema 4.15. Seja g um fator de h P Frxs. Então g é um elemento normal de Ah.

Demonstração. Escrevamos h “ gf para f P Frxs. Então, pelo Lema 4.7,

pyg “ gpy ` hg1 “ gpy ` gfg1 “ gppy ` f ` g1q P gAh.

Além disso, gpy “ ppy ´ fg1qg P Ahg. Como Ah “
à
iě0

Frxspyi, temos que Ahg Ď gAh e

gAh Ď Ahg. Assim, gAh “ Ahg

Lema 4.16. A álgebra Ah é simples se, e somente, se charF “ 0 e h P F˚.

Demonstração. Suponhamos Ah simples. Se b ‰ 0 é um elemento normal de Ah, então

bAh “ Ahb “ Ah, isto pela simplicidade, assim b é uma unidade. Como as unidades de Ah

são os elementos de F˚, então pelo Lema 4.15 temos que h P F˚, e também ZpAhq “ F.

Logo, pelo Teorema 4.14, charF “ 0. Reciprocamente, se charF “ 0 e h P F˚, então

Ah é isomorfo com a álgebra de Weyl A1, mas sabemos que essa álgebra é simples, pela

Proposição 2.22.

Proposição 4.17. Seja h P F˚ e F um corpo de característica zero, então Ah não é uma

PI-álgebra.

Demonstração. Como charF “ 0 e h P F˚ então do lema anterior Ah é simples, e como

Ah é unitária, pelo Exemplo 1.35, é primitiva. Além disso Ah é central. Portanto, pelo

Teorema de Kaplansky, se Ah tem uma identidade polinomial então sua dimensão deve ser

finita, mais sabemos que Ah tem dimensão infinita, o que é uma contradição. Portanto,

Ah não possui identidades polinomiais não triviais.

Observa-se que se, F tem característica positiva p ą 0, o centro de Ah é a

álgebra polinomial Frxp, hpyps e Ah é um módulo livre sobre seu centro ZpAhq. Logo a

álgebra Ah terá identidades polinomiais (veja [30], Lema 1.19). Portanto, faz sentido

estudar as identidades polinomiais para Ah neste caso.

4.3 Identidades polinomiais para Ah

A partir de agora, seja F um corpo infinito de característica p ą 0. Lembremos

da Subseção 3.1.1 que, Mp denota a álgebra de matrizes pˆp sobre F, ĂMp denota a álgebra
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de matrizes pˆ p sobre Frx, ys, e A “ xIp `A0 e B “ yIp `B0 são matrizes em ĂMp, onde

Ip é a identidade em ĂMp, e

A0 “
pÿ

i“1

Ei`1,j e B0 “
pÿ

i“1

i ¨ Ei,j`1.

Definamos o homomorfismo de álgebras ϕ : Frx, ys Ñ ĂMp por

x ÞÑ A, y ÞÑ B, 1 ÞÑ Ip,

Lema 4.18. O homomorfismo ϕ induz o homomorfismo injetivo ϕ : A1 Ñ ĂMp. Em

particular, a restrição de ϕ a Ah Ă A1 é o homomorfismo injetivo Ah Ñ ĂMp.

Demonstração. Pela parte bq do Lema 3.5 temos que

ϕpyx ´ xy ´ 1q “ BA ´ AB ´ Ip “ B0A0 ´ A0B0 ´ Ip “ 0.

Portanto, ϕ induz o homomorfismo ϕ : A1 Ñ ĂMp. Suponhamos que existe um elemento

não nulo z P A1 tal que ϕpzq “ 0. Como txiyj | i, j ě 0u é uma F-base de A1 temos que

z “
ÿ

i,jě0

αijx
iyj

para alguns αij P F. Assim,

0 “ ϕpzq “
ÿ

i,jě0

αijϕpxqiϕpyqj “
ÿ

i,jě0

αijA
iBj.

As igualdades

Ai “

¨
˚̊
˚̊
˝

xi 0 ¨ ¨ ¨ 0

˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ˚
...

...
...

˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

˛
‹‹‹‹‚

e Bj “

¨
˚̊
˚̊
˝

yj ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚
...

...
...

0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

˛
‹‹‹‹‚

implicam que a entrada p1, 1q de AiBj é pAiBjq1,1 “ xiyj. Daí que

0 “ pϕpzqq1,1 “
ÿ

i,jě0

αijx
iyj em Frx, ys.

Daí que, αij “ 0 para cada i, j ě 0, e z “ 0; que é uma contradição. Portanto, ϕ é

injetivo.

O seguinte resultado é válido somente quando o corpo F for infinito, entretanto,

o lema anterior continua sendo válido para qualquer F com característica positiva.

Corolário 4.19. Se F um corpo infinito, então IdpMpq Ă IdpAhq.
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Demonstração. O Lema 4.18 implica que IdpĂMpq Ă IdpAhq. Pela Proposição 1.32, como

Frx, ys é uma F-álgebra comutativa e Mp é uma álgebra sobre o corpo F, então

IdpFrx, ys b Mpq “ IdpMpq.

Além disso, pelo Lema 3.10 se A é uma F-álgebra então MnpAq – AbMnpFq. En particular

temos ĂMp “ MppFrx, ysq – Frx, ys b MppFq. Portanto, IdpMpq “ IdpĂMpq. O que conclui a

prova.

Para cada α P F consideremos o homomorfismo de avaliação ǫα : Frx, ys Ñ F

de álgebras unitárias definido por

x ÞÑ α, y ÞÑ 0

e estendemos isso para o homomorfismo de avaliação εα : ĂMp Ñ Mp. Pelo Lema 4.18,temos

que Ah é subálgebra de ĂMp, então podemos considerar as imagens de x, py P Ah em Mp,

que iremos denotar por Cα e Dα, respectivamente.

Cα “ εαpϕpxqq “ εαpAq “ αIp ` A0,

Dα “ εαpϕppyqq “ εαpBhpAqq “ B0εαphpAqq.

Para obter a descrição explícita da matriz Dα nos calculamos hpAq. Para r ě 1

denotamos a r-ésima derivada de h por hprq “
drh

dxr
.

Lema 4.20.

hpAq “
pÿ

i“1

iÿ

j“1

1
pi ´ jq!

hpi´jqpxqEij.

Demonstração. Introduzimos a seguinte notação, que será usada apenas nesta prova. Ou

seja, nós definimos x´r “ 0 no case r ě 1 e
ˆ
k

r

˙
“ 0 no caso r ą k. Começamos com o

caso de h “ xk para algum k ě 1. Como Ar
0

“ 0 para todo r ě p, temos

hpAq “ Ak “ pxIp ` A0qk “
p´1ÿ

r“0

ˆ
k

r

˙
xk´rAr

0

A parte aq do Lema 3.5 implica

hpAq “
p´1ÿ

r“0

ˆ
k

r

˙
xk´r

˜
p´rÿ

i“1

Er`i,i

¸
“

p´1ÿ

r“0

p´rÿ

i“1

ˆ
k

r

˙
xk´rEr`i,i.

reagrupando os termos temos

hpAq “
pÿ

i“1

iÿ

j“1

ˆ
k

i ´ j

˙
xk´pi´jqEij. (4.1)
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Note que para 0 ď r ă p nós podemos reescrever
ˆ
k

r

˙
xk´r “

1
r!
hprqpxq,

onde r! é diferente de zero um F. Portanto, a equação 4.1 implica que a afirmação é válida

para h “ xk. O caso geral segue da prova do caso parcial e da linearidade da derivada.

O lema 4.20 junto com a definição de Dα implicam de forma imediata o seguinte

resultado.

Corolário 4.21.

Dα “
p´1ÿ

i“1

i`1ÿ

j“1

i

pi ´ j ` 1q!
hpi´j`1qpαqEij

Exemplo 4.22. Se a característica do corpo F é p “ 3 temos que

Dα “

¨
˚̋
h1pαq hpαq 0

h2pαq 2h1pαq 2hpαq

0 0 0

˛
‹‚

De maneira abreviada, denotamos a pi, jq-ésima entrada da matriz Dα por

ξi,j P F e para todo 1 ď k ă p definimos

Dα,k “ Dα ´
k´1ÿ

r“0

ξk,k´rA
r
0

“ Dα ´
k´1ÿ

r“0

p´rÿ

i“1

ξk,k´rEr`i,i (4.2)

Aplicamos o seguinte lema técnico para demonstrar a Proposição 4.24.

Lema 4.23. Para todo 1 ď r ď p e 1 ď k ă p temos

ErkDα,k “ khpαqEr,k`1.

Demonstração. Temos que

ErkDα,k “
p´1ÿ

i“1

i`1ÿ

j“1

ξi,jErkEij ´
k´1ÿ

j“0

p´jÿ

i“1

ξk,k´jErkEi`j,i

“
k`1ÿ

j“1

ξk,jErj ´
kÿ

j“1

ξk,jErj.

“ ξk,k`1Er,k`1.

A igualdade ξk,k`1 “ khpαq conclui a prova.

Proposição 4.24. Para cada α P F com hpαq ‰ 0 temos que

εαpAhq “ Mp.

Em particular, IdpAhq Ă IdpMpq para h ‰ 0.
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Demonstração. Denotemos por L “ εαpAhq “ alg
F

tIp, Cα, Dαu. Como A0 “ Cα ´ αIp P L,

obtemos que

A
k
0

“
p´kÿ

i“1

Ek`i,i P L,

para todo 0 ď k ă p. Em particular, Ep1 “ A
p´1

0 P L. A igualdade 4.2 implica que Dα,k P L

para todo 0 ď k ă p. A igualdade L “ Mp resultará da seguinte afirmação:

tErk | 1 ď 1 ă r, k ď pu Ă L. (4.3)

Para provar a afirmação vamos usar indução descendente sobre r.

Suponhamos r “ p. Temos que Ep1 P L. O Lema 4.23 implica que Ep1Dα,1 “

hpaqEp2 P L. Como Ep1, Dα,1 P L e hpαq ‰ 0, nós concluímos que Ep´2 P L. Similarmente

a equação Ep2Dα,2 “ 2hpαqEp3 P L implica Ep3 P L. Repetindo este argumento obtemos

que Epk P L para todo 1 ď k ď p. Suponhamos que para algum 1 ă r0 ď p a afirmação

4.3 é válida para todo r ą r0, é dizer, Erk P L para todo 1 ď k ď p. Dado que

Ar´1

0
´

p´r`1ÿ

k`2

Epr´1q`k,k “ Er1,

nós obtemos que Er1 P L. O Lema 4.23 implica que Er1Dα,1 “ hpαqEr2 P L. Portanto,

Er2 P L. Repetindo o argumento obtemos que Er,k`1 P L para todo 1 ď k ă p, pois

ErkDα,k “ khpαqEr,k`1. Portanto, a prova da afirmação 4.3 é concluída.

Existe h P F com hpαq ‰ 0, porque h ‰ 0 e F é infinito. Como εα é um

homomorfismo de álgebras, nos obtemos que IdpAhq Ă IdpMpq.

Para ilustrar a prova da Proposição 4.24, repetimos essa mesma no caso

particular p “ 3 no exemplo a seguir.

Exemplo 4.25. Suponha p “ 3 e hpαq ‰ 0. Então A0 “ E21 ` E32,

Cα “

¨
˚̋
α 0 0

1 α 0

0 1 α

˛
‹‚, e Dα “

¨
˚̋
h1pαq hpαq 0

h2pαq 2h1pαq 2hpαq

0 0 0

˛
‹‚.

Vamos a provar que L “ alg
F

tIp, Cα, Dαu coincide com M3. Consideremos os seguintes

elementos de L:

Dα,1 “ Dα ´ h1pαqI3 “

¨
˚̋

0 hpαq 0

h2pαq h1pαq 2hpαq

0 0 ´h1pαq

˛
‹‚,

Dα,2 “ Dα ´ 2h1pαqI3 ´ h2pαqA0 “

¨
˚̋

´h1pαq hpαq 0

0 0 2hpαq

0 ´h2pαq ´2h1pαq

˛
‹‚.
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Note que A0 “ Cα ´ αI3 e A2

0
“ E31 pertencem L. Como

E31Dα,1 “ hpαqE3,2 e E32Dα,2 “ 2hpαqE3,3,

temos que E32, E33 P L. Assim A0 ´ E32 “ E21 pertence a L, Como

E21Dα,1 “ hpαqE22 e E22Dα,2 “ 2hpαqE23,

temos que E22, E23 P L. Daí que I3 ´ E22 ´ E33 “ E11 pertence a L, Como

E11Dα,1 “ hpαqE12 e E12Dα,2 “ 2hpαqE13,

temos que E12, E13 P L. Portanto, L “ M3.

Teorema 4.26. Seja F um corpo infinito de característica p ą 0, seja h P Frxs distinto

de zero, então

IdpAhq “ IdpMpq.

Demonstração. Pelo Corolário 4.19 temos que IdpMpq Ď IdpAhq e pela Proposição 4.24

temos que IdpAhq Ď IdpMpq. Portanto, concluímos o resultado.

Agora, suponhamos que F é um corpo finito de ordem q “ pk, e F Ă K para

um corpo finito K. Quando consideremos a álgebra Ah sobre K, nos escrevemos AhpKq.

Então temos o seguente resultado.

Teorema 4.27. Se F é um corpo finito de ordem q “ pk, e F Ă K para um corpo finito

K, então:

a) IdpMppKqq X FxXy Ď IdpAhq, se h ‰ 0.

b) IdpAhq Ă IdpMpq, se h é diferente de zero sobre F.

c) IdpAhq ‰ IdpMpq.

Demonstração. Como Ah Ă AhpKq, como espaços vetoriais, então temos que IdpAhpKqq X

FxXy Ă IdpAhq. Logo, o pelo Teorema 4.26, concluímos a prova da parte aq, pois IdpAhq “

IdpMpq se h ‰ 0. Pela Proposição 4.24, temos que IdpAhq Ă IdpMpq para h ‰ 0, de onde

concluímos a parte bq. Agora, consideremos F pn, q, x, yq definido por:

gpxqr1 ´ pypadxqn´1qq´1sr1 ´ pypadxqn´2qq´1s ¨ ¨ ¨ r1 ´ pyadxqq´1spyq ´ yq,

onde yadx “ ry, xs e gpxq “ pxq2

´ xqpxq3

´ xq ¨ ¨ ¨ pxqn

´ xq. Genov em ([11], Em 1981)

demonstro que F pp, q, x, yq é uma identidade polinomial para Mp. Como xadx “ rx, xs “ 0

para x P Ah, então

F pp, q, x, xq “ pxq ´ xqpxq2

´ xqpxq3

´ xq ¨ ¨ ¨ pxqp

´ xq.
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Pelo Lema 4.12, temos que os elementos x, x2, x3, . . . são linearmente independentes em

Ah, portanto F pp, q, x, xq ‰ 0 em Ah. Portanto, F pp, q, x, xq não é identidade polinomial

para Ah. Isso conclui a parte cq.
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