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Resumo

Nesta tese, com as lentes da teoria de Sophus Lie de simetrias de equagoes diferenciais,
trabalhamos com generalizacoes da equagao diferencial de Kummer-Schwarz (EKS). Inici-
amos com uma abordagem preliminar, envolvendo conceitos, aplicagoes na matematica,
propriedades, simetrias de Lie, simetrias de contato e linearizacao da EKS e da derivada
de Schwarz. Em seguida, sugerimos uma generalizacdo da EKS e obtivemos resultados
concernentes a ela. Tais resultados envolvem linearizacao de equacgoes, grupos continuos de
equivaléncia e simetrias de contato. Além disso, estendemos nossa pesquisa para sistemas
de equacgoes diferenciais de terceira ordem e apresentamos uma expressao geral para o
calculo das simetrias de Lie para tais sistemas. Por fim, fizemos um estudo sobre equagoes
diferenciais parciais (EDPs), mais especificamente, a equa¢ao Schwarziana de Korteweg-de
Vries (SKdV) e sistemas de EDPs envolvendo a derivada de Schwarz.

Palavras-chave: Simetrias de Lie. Derivada de Schwarz. Equacao de Kummer-Schwarz

generalizada. Linearizacao.



Abstract

In this thesis, under the lens of Sophus Lie’s theory of symmetries of differential equations,
we work with generalizations of the Kummer-Schwarz differential equation (KSE). We start
with a preliminary approach involving concepts, applications in mathematics, properties,
Lie point symmetries, contact symmetries and linearization of the KSE and the Schwarzian
derivative. Then, we suggest a generalization of KSE and we obtain results concerning to it.
Such results involve linearization of equations, continuous equivalence groups and contact
symmetries. Furthermore, we extend our research to systems of third-order differential
equations and we present a general expression for the calculation of Lie symmetries for
such systems. Finally, we carried out a study on partial differential equations (PDEs),
more specifically, the Schwarzian Korteweg-de Vries equation (SKdV) and PDE systems

involving the Schwarzian derivative.

Keywords: Lie symmetries. Schwarzian derivative. Generalized Kummer-Schwarz equa-

tion. Linearization.
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Introducao

O presente trabalho aborda uma pesquisa sobre equagoes diferenciais envolvendo a derivada

de Schwarz. A derivada de Schwarz, derivada Schwarziana ou apenas Schwarziano é definida

sy - L -3 (y) (1)

em que y é uma funcao de z, v',vy",y"” sao suas derivadas e ¢y # 0. De acordo com

pela seguinte expressao

[46], 0 nome derivada de Schwarz foi dado por Cayley. Entretanto, este afirma que o
préprio Schwarz disse nao ser o precursor dessa expressao e que essa, SuUrge mesmo
que implicitamente na dissertacdo de Lagrange em “Sur la construction des cartes
géographiques” (1781). Contudo, nao foi facil identificar o Schwarziano na obra de Lagrange.
Joseph Sylvester (1814-1897), um matematico inglés com contribuigdes na teoria de matrizes
[43], tentou encontrar a derivada Schwarziana nos trabalhos de Lagrange, mas nao obteve

éxito. Schwarz estava correto. Posteriormente foi descoberto que Lagrange introduziu uma
"

versdo do Schwarziano no seu trabalho mas, em lugar de S(y) encontra-se E em que

¢ = —=, 0 que mostra a dificuldade em identificar que Lagrange de fato foi o possivel

precursor de tal expressao.

Posterior a Lagrange, a expressao apareceu no artigo de Kummer em 1836,
tendo participagdo em diversas areas da matematica. Em Equagodes Diferenciais, por

exemplo, encontramos o Schwarziano relacionado ao potencial da equacgao de segunda

ordem de Sturm-Liouville ¢"(z) + u(z)p(x) = 0, em que u(z) = %, y(x) = Splgxi e ¢
p2\T

2
e 9 sao solugoes linearmente independentes da equagao [46]. Em Geometria Diferencial,

vemos o Schwarziano sendo tratado no espago de Lorentz [17]. Neste contexto, a derivada
de Schwarz apresenta a curvatura e é encontrada nos estudos de curvas geodésicas nos
espagos de curvatura constante [37]. Grande motivacao para esta tese, foi o fato de que
uma das equagoes envolvendo o Schwarziano, que iremos abordar, se encontra na prova do
teorema que diz que uma superficie no espaco Euclidiano R? com curvatura Gaussiana
constante K é (localmente) isométrica a esfera (K > 0), ao plano Euclidiano (K = 0) ou
ao plano de Lobachevsky (K < 0) [16].

Em Andlise Matemaética, os trabalhos [41, 42] de Nehari sdo dedicados aos
estudos de fungoes univalentes, nos quais o Schwarziano desempenha um papel muito
importante, vide também [35]. A formidavel j—fungdo de Dedekind [15] é definida por

uma equagao diferencial especifica envolvendo a derivada de Schwarz.

Gibbons faz aplicagoes na Fisica Matematica moderna, mostrando como a

derivada de Schwarz esta na férmula de mudanca de densidade da "dark energy" sob
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re-parameterizagoes temporais [24]. A chamada mecénica Schwarziana unidimensional,
cuja integral de acdo envolve a derivada de Schwarz, esta sendo estudada intensivamente
(ver por exemplo [49, 40, 2] e as referéncias neles). Além dessas dreas, podemos encontrar o

Schwarziano na Anélise Complexa, Mecanica Quéantica, Mecanica Cléssica, etc [8, 14, 46].

A derivada de Schwarz é um operador totalmente ligado a transformacao de

Mobius [3], isto é, a transformagao linear fracional definida por
ay + b

= d—bc # 0.
2(y) o d e a c #

Temos duas fungoes y(z) e z(z) que sao ligadas por uma transformagao de Mobius se, e
somente se, S(z) = S(y), e, em particular, S(z) = 0 quando y = z. Isso significa que o
Schwarziano é invariante sobre as transformagdes lineares fracionais. O grande fato das

transformacoes de Mobius é que elas mapeiam circulos em circulos e esferas em esferas.

Se tomarmos S(y) = 0, teremos a conhecida equacado de Kummer-Schwarz
(EKS), cuja solugao representa uma familia de hipérboles. Existem muitos resultados sobre
a EKS como solugoes, linearizagoes, simetrias de Lie, equagbes equivalentes, etc [19, 28, 46].
Além disso, tem-se estudado a partir dessa equagao, equagdes mais gerais, como € o caso

abordado por P. Leach [36], que considera as seguintes generalizagoes
y///y/ + n(y//)2 -0 e y(m—l)y(m+1) + n(y(m))Q —0.

H4 estudos que consideram o Schwarziano diferente de zero. Por exemplo, em [12, 14, 16, 18]
os autores trabalham a derivada de Schwarz igual a uma funcao especifica. H4 também na
literatura estudos envolvendo a EKS e sistemas de Lie, ou seja, um sistema de equacgoes
diferenciais que admite uma regra de superposi¢ao [14, 12]. Em artigos e pesquisas hé
estudos de equagoes diferenciais parciais que englobam a derivada Schwarziana, como é o
caso da equagdo Schwarziana de Korteweg-de Vries (SKdV) [22]

U Ugger U2,

o g = SW, w=u(to),

caso particular importante da equacao de Krichever-Novikov [34]

Uy

onde P(u) é polindmio cibico com coeficientes constantes.

Nosso objetivo nesta tese é propor e estudar, sob as lentes da teoria de Sophus
Lie de Simetrias de Equagoes Diferenciais [4, 29, 47], generalizagoes de equagoes diferenciais

envolvendo o Schwarziano e apresentar importantes resultados referente a tais equagoes.

A tese esta estruturada em trés partes: a parte I, que chamamos Preliminares,

envolve dois capitulos que abordam conceitos gerais do Schwarziano e da EKS. Nela serao
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encontrados defini¢ao, propriedades e exemplos de aplicagdes envolvendo a derivada de
Schwarz na matematica. Além disso, serdo apresentadas as simetrias de Lie e de contato
da EKS e calculos referentes a resolucao da EKS por simetrias de Lie e a linearizagao
dessa equacao, ainda, apresentaremos alguns resultados que serao uteis para os estudos na

parte II.

As partes II e III, sao destinadas a apresentar todos os nossos resultados
referentes as generalizagoes da EKS. Na parte II, teremos trés capitulos nos quais propomos

e estudamos uma nova generalizacao da EKS, denominada Equacao de Kummer-Schwarz
Generalizada (EKSG), a saber
m e 2
3;, +n (Z,) = f(y.9/), (2)
em que n € R é um parametro e f uma fungao arbitraria de seus argumentos. Inicialmente,
apresentaremos, no capitulo 3, resultados importantes sobre a linearizacao de tal equacao.
Veremos os casos em que (2) é linearizével a u"(t) = 0. Nesta tese, entende-se que uma
equagao diferencial é linearizavel quando existe uma transformacao (mudanga de varidvel)
que mapeia a equacao dada a uma equacao linear. Em seguida, no capitulo 4, faremos
consideracoes relacionadas ao grupo continuo de equivaléncia de casos particulares da
EKSG. Por fim, no capitulo 5, realizaremos o calculo das simetrias de contato de (2).

Resultados envolvendo um caso particular da EKSG, a saber,

S) =9W)",
foram publicados no artigo [8].

Na parte III, teremos dois capitulos que tém por objetivo estender o estudo de
generalizacoes da equagao de Kummer-Schwarz para sistemas de equagdes diferenciais e
para equagoes diferenciais parciais (EDPs). Primeiramente, no capitulo 6, levando para o
campo de sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO), mostramos explicitamente
a férmula para o calculo de simetrias de Lie de sistemas de EDO de terceira ordem
gerais e como exemplo, consideramos dois sistemas de EDO envolvendo o Schwarziano.
Apresentaremos seus respectivos grupos de simetrias de um parametro. Encontraremos o
sistema de EDO de ordem trés mais geral admitindo a representagao da algebra sI(2,R),
a saber, 0,, 20, e 220,, que serd um sistema de equacoes do tipo da EKSG. Além disso,

verificaremos a inexisténcia de Lagrangiano para uma generalizagao dos sistemas estudados.

Finalmente, o capitulo 7 é uma abordagem sobre Equagoes Diferenciais Parciais,
com destaque para a equagdo Schwarziana de Korteweg—de Vries (SKdV) que envolve
explicitamente o Schwarziano e, em seguida, um estudo em sistemas de EDPs envolvendo
a derivada de Schwarz. Além disso, apresentaremos uma possivel generalizagdo de um
caso particular da EKSG, a saber, n = —2 e [ = g(y)(¥)? para o campo de EDPs e
suas respectivas simetrias de Lie. Parte dos resultados obtidos nos capitulos 6 e 7 foram

publicados em [9].
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1 A derivada de Schwarz

1.1 O que é a derivada de Schwarz ou Schwarziano?

A derivada de Schwarz ou derivada Schwarziana ou ainda apenas Schwarziano, é dada

S(y) Zylﬂ—3<yﬂ>2, (1.1)

y o 2\Y
em que y é uma fungao de z (que pode ser real ou complexa) e ¥, 4" e y' sdo suas derivadas

pela seguinte expressao:

com relacdo a varidvel independente x e y' # 0. Também podemos encontrar na literatura,

a derivada de Schwarz (1.1) expressa na seguinte forma [5, 48]:

S(y(z)) = (Zl,/)l —; (Zl,/>2 (1.2)

Se S(y) = 0, temos a chamada equagao de Kummer-Schwarz (EKS). A EKS esta dire-

tamente relacionada com a equacao de Riccati w' — §w2 = 0 em que na expressao (1.2)
"
tomamos w = = . A derivada de Schwarz tem apari¢oes em diversas areas da matemdtica,

como Analise Complexa, Equacoes diferenciais, Dinamica Unidimensional, Sistemas Inte-
graveis, Teoria de Campo Conforme e ainda para a Teoria de Teichmiiller [46]. Observemos

alguns exemplos de aplicagoes em que o Schwarziano esta presente:

Exemplo 1. Equacgdo de Sturm-Liouville

Considere a equagao diferencial de 2% ordem de Sturm-Liouville [40]

V(x) + u(z)y(z) =0, (1.3)

tal que o potencial u(x) é uma fung¢io continua. As solugoes desta equagdo sio dadas por

duas solugoes linearmente independentes (LI) 11 e 1by. Se conhecermos y(z) = :Zl pode-se
2

reconstruir o potencial u(x) dado por

De fato, como y(x) = :il entao Y, = Yy e por serem Py e Yy duas solugoes LI, o
2
Wronskiano W (i1, 19) # 0. De acordo com [45], W (i1,19) = ¢ = cte, logo:
c
W (Wi, 1he) =Py =iy =c# 0 e hy =y =y = et
2
Dai,

1 B 1y/// 3 y// 2 B é/ B
3500 =55 -3 (L) = - uw
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Portanto, a partir do Schwarziano podemos obter o potencial da equagdo de

Sturm-Liouville.

Exemplo 2. Plano de Lorentz com métrica g = dxdy [40]

Considere uma curva y = f(z). Se f'(z) > 0 entdo a curvatura é o(z) = f"(f') 2

S(f)
N

e a derivada Schwarziana aparece em o' (x) = em outras palavras "a derivada

Schwarziana é curvatura”.

Exemplo 3. Geodésicas [37]
A derivada de Schwarz também é encontrada nos estudos de curvas geodésicas nos espacos
de curvatura constante, [37]. A equagio de Kummer-Schwarz S(y) = 0 é um caso particular
da Equagao Diferencial Ordindria (EDO) de terceira ordem para uma curva geodésica na
superficie

2y'y" = 3(y")* + A(y')* = B(y)* = 0.
Exemplo 4. Equag¢do de Ermakov-Pinney |19]

De acordo com [19], a equagao S(y) = 0 estd relacionada a equag¢io de Ermakov-Pinney.

Toda equacao de Ermakov-Pinney

Yy +b(a)y =y~
pode ser transformada em uma equacdo da forma v" = v=>. Por certo, utilizando a sequinte
transformagdo | 28]
Y
t= —dx e v(t) ==
f? f
tal que f € solugdo da equagio homogénea y" + b(x)y = 0, obtemos

y(x) = v(t)f(x),

dv dt U’
! o = !
dv' dt 1 ’f’ dv dt v’
" o o _
V@O =T Taad T Tt
que substituindo na equagdo de Ermakov-Pinney nos dd
v(t) = v(t)3
1
Realizando a sequinte mudanga u(t) = 20) temos
v
" § N2 4 _
uu —2(u) + 2u* = 0.
. N o W' (t) ) 1
A partir dai, utilizando a transformagdio de Riccati u(t) = « 0 em que a° = 1 obtemos
w

finalmente a equacdo de Kummer-Schwarz homogénea
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Além das aplicagoes acima encontramos muitas outras, por exemplo, em [5],
Brown e Porter em seus trabalhos, sob as lentes da derivada de Schwarz, estudam "mapea-
mentos numéricos conformais no disco unitério (ou um retdngulo) no dominio one-tooth
gear-shaped"[5], Bidabad e Sedighi tratam o Schwarziano em "transformagao conformal na
variedade de Finsler'[3], Langley que aborda a "derivada de Schwarz e a propriedade de

Wiman-Valiron'[33], etc.

1.2 Principais propriedades da derivada de Schwarz

As principais propriedades de S(y) sao:

Propriedade 1. Dadas duas funcoes f e g entao:

S(fog)(x) = S(Flg(@)(g'(@)* + S(g)(x) em que (fog)(x)=flg(z)). (1.4)

Demonstragio. Note que S(f o g)(z) = S(f(g))(z). Antes de calcular S(f o g)(z), vamos

calcular a derivada de f com relacao a x:

ddx2 (9(2)) = f"(9)d'(@))* + ' (9)g" (@),

jﬁ, (9(2)) = f"(9)(d' ()’ +3f"(9)g'()g"(x) + ['(9)g" (x).

Assim

f"(9)(g'(@))* + 3f"(9)g'(x)g"(x) + f'(9)g" (x)
f'(9)g (v)

)(g'())?f'(9)g" (x )+(f’(g))2(g”(x))2]
f(9))*(g'(x))?

/") 319N o2 o | 9@ 3 (g (@) ’
[f’(g) (70) ]<g( ) *[g'@:) 2(g'<x>)]

= S(Hg@)(g' (@) + S(g)(=).

S(feg)xr) =

3 [(J"”’(g))Q(g’(fC))4 +2f"(g
2 (
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ay(x) +b
(@)

abcdeRouCcomad—bc#Oey

Propriedade 2. Tem-se que z(z) =

transformacdo linear fracional, também chamada de Transformacdo de Mobius

ar +b
cr +d

z(x) =
se, e somente se, S(z) = 0.

Demonstragio. =) Calculamos as derivadas,

/

)= - cy'(ay +b)
cy+d  (cy+d)?

) = 2¢%y"% (ay + b) _ cy’(ay +b) ay" 2acy’?
(cy + d)? (cy+d)?  cy+d (cy+d)?
") 63y (ay +b)  6y'y"(ay +b) ¢y (ay + b)
2M(x) = — —
(cy + d)* (cy + d)? (cy + d)?
6@62y/3 N ay/// 6acy’y”

(cy+d)?  cy+d (cy+d)?

_l’_
% ¢ somente se, S(y) = S(z) em que

uma funcdo de x. Em particular, z é uma

(1.5)

tal que (") é a derivada da fungdo com relagdo ao seu argumento. Substituindo z na

derivada de Schwarz, obtemos:

cy"(ay +b)

6CLC2y/3

3,13 2,00 M
S(z) = (_60 y“(ay +0) | 6cy'y"(ay+b)

(cy +d)* (cy +d)?

n

(cy +d)?

cy' (ay + b)

N ay” 6acy'y” ay’ B
cy+d (cy+d)? cy+d

(cy + d)?

)1_

ay’  cy'(ay +)

(cy +d)?

2

que simplificando resulta em

O caso S(z) = 0 é percebido ao tomar y(x) = x na equagdo (1.6) acima.

3 <202y’2(ay +0)  cy'(ay +D) ay’  2acy”
(cy + d)? (cy+d)?  cy+d (cy+d)

)

cy +d

)]

(1.6)

<) Considere z = p(y) = (¢ oy)(z). Aplicando a Propriedade 1, obtemos que:

S(z)(x) = S(poy)(x) = S(e)(y(x) (¥ ()* + S(y)(z),

como S(y) = S(z) entdo



Capitulo 1. A derivada de Schwarz 22

e como ¢ (x) # 0 pela definigao do Schwarziano S(y) entao S(¢)(y) = 0, cuja solugao geral

¢ dada por

z(x) = ay(@) +b em que ad —bc = c. (1.7)

cy(x) +d
Il

1.3 Equacdo de Kummer-Schwarz (EKS)

Se a derivada de Schwarz é nula, isto é,

S(y) = y;;, 2 (yl,,)Q =0, (1.8)
v 2 \y

temos a chamada Equagao de Kummer-Schwarz (EKS). Essa equagao representa a

equagao de uma familia de hipérboles dada na seguinte forma [29]:
O=(y—a)(b—cx)—1=0. (1.9)

De fato, fazendo (D,®) = 0, (D2®) = 0 e (D2®) = 0, no qual D, é o operador de derivada

total com respeito a x

D, =0, +yd, +y'dy + - +yPd 0.

temos
D, ® =y (b—cx)—cly—a)=0, (1.10)
D2® = y"(b—cx) — 2cy =0, (1.11)
D3® = y" (b — cx) — 3cy” = 0. (1.12)

Vamos supor y' # 0 isto é, excluindo a solugao constante y = a, de (1.10) e (1.11), obtemos:

=IO (1.13)

(-5 (45)-
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Como excluimos a solugao y = a, concluimos que a equagao diferencial da familia de

v (Y
y 2 \Y ’

como querfamos mostrar. A EKS (1.8) pode ser facilmente resolvida pelo método tradicional,

hipérboles dada na forma (1.9) é

vide [6] para técnicas de resolucao de EDO, e sua solugao é dada por (1.7). A equagao (1.8)
pode ser resolvida a partir do conhecimento de Simetrias de Lie e sobre isto estudaremos

mais no préximo capitulo.
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2 Um estudo com Simetrias da EKS

Apesar de existir um campo vasto de estudos e resultados complexos a respeito da teoria
de Sophus Lie de simetrias, o conceito de simetria é bastante simples. E a acdo sobre
um determinado objeto, que pode ser uma simples imagem, funcao, sistema de equagoes
diferenciais, dentre outros, que o deixa inalterado, isto é, o objeto nao sofre variacdo com
esta acao. Neste caso dizemos que o objeto é simétrico ou invariante sobre esta agao. Por
exemplo, considere um circulo ¢;, se girarmos ¢; em torno de um angulo «, este nao sofrerd
nenhuma alteracao, da mesma forma, se fizermos uma reflexdao em torno do seu centro
de massa, o circulo resultante continuara idéntico ao primeiro, nisto dizemos que c¢; é
invariante ou simétrico por rotacao e por reflexdo em torno do centro de massa. Ambas

agoes fazem parte de um grupo de simetrias do circulo.

Em termos Matematicos [29], temos que: dado um objeto A qualquer, um grupo
de simetria de A é o conjunto G de todas as transformagdes invertiveis T : A — A, que
deixam A invariante, que contenha a identidade I, a inversa 7', ¥ T € G e o produto (ou
composicao) T1T», ¥ T1,T» € G. Um grupo de simetrias de Lie, sdo grupos de simetrias
infinitos e que dependem de um ou mais parametros continuos (consideraremos apenas o

caso de grupo de Lie de um pardmetro e equagdes com apenas uma variavel dependente).

Nas préoximas segOes, vamos apresentar as simetrias de Lie, ou seja, trans-
formacoes que dependem de uma varidvel independente x e uma variavel dependente
y(x) (podem ser mais de uma varidvel dependente e independente, porém neste capitulo
estaremos considerando apenas uma variavel) e as simetrias de contato que além da variavel
dependente e independente, também considera a primeira derivada da variavel dependente,
isto ¢, y/'(x). O leitor que deseja aprofundar seus conhecimentos de simetrias de Lie pode

consultar as seguintes referéncias: [4, 29, 44, 47, 50].

2.1 Simetrias de Lie da EKS

Antes de obtermos as simetrias de Lie admitidas pela EKS, vejamos de forma resumida,
como encontrar as simetrias de Lie admitidas por determinada equagao diferencial, vide
[4] e [29]. Em outras palavras, como encontrar transformagoes invertiveis que deixam uma

determinada equacao diferencial invariante.

Considere a transformacao de 1-parametro € dada pelas equagoes

T=p(z,y;8), Y=, y8), (2.1)

em que ¢ e 1 sdo funcionalmente independentes, isto é, o Jacobiano J(g, 1) # 0, ou seja,
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©pthy — Qg # 0. A (2.1) associamos o operador diferencial

0 0
ng(l‘vy)%—i_n(xay)aiya (22)

chamado gerador infinitesimal de (2.1), em que as fungoes £(z,y) e n(z,y), denominadas

infinitesimais, sao dadas pelas equacoes

P .
(o) = 2009
e=0
(2.3)
a .
(e, y) = w(sgzgy,&‘) .
e=0

O teorema a seguir pode ser considerado como definicao da nogao de Simetria

de Lie de uma equacao diferencial.

Teorema 1. [/] Uma equagio diferencial

y™ = F(x,y, 49", s g™ ) (2.4)

admite grupo de simetrias de Lie (2.1) se, e somente se,
X(n) (y(n) - F(LU, Y, y/> ylla ) y(nil))) =0 quandO y(n) = F(£7 Y, yl7 y”7 ) y(nil)% (25)

em que X™ € o prolongamento de ordem n do gerador de simetria (2.2)

0 0 0
XM = - e N ™ Ly 2.6
Syl gy tn@ )z +n @y, y) a5+ 0@y Ly g e 5 (26)
no qual
N =D =y D¢, (2.7)

d d
para i =1:n, 77(0> =neD,=—+y—+y"— + .. € derivada total com respeito a x.
dx dy dy’

Multiplicando a EKS (1.8) por 2y e aplicando a condicdo (2.5), obtemos:
3(y")*n ™ — 6y'y"n® +2(y')*n® =0, (2.8)

substituindo os valores de nV, n® e n® dados em (2.7) e utilizando a equacio (1.8),

obtemos a chamada equacao determinante

(y")*(3m) + () (y")(=38) + ¥y (=60) + (¥)*y" (=61y) +
(y/)gy”(_ngy) + (y,)4y”(_6§yy) + (y/)2(277mm) + (y/>3(677my — 280)+ (2.9)

(3//)4(677xyy — 642y) + (y/)5(2nyyy — 68ayy) + (3//)6(_257431@1) = 0.
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que é uma identidade em 1,y, e nas derivadas de y.

A partir dos coeficientes de (y")* e (y')*(y")? concluimos que 1, = 0 e &, = 0,
o que implica n = n(y) e £ = &(x). Por fim, nos resta as equagoes determinantes &, = 0

e Nyyy = 0 que produzem

(2.10)

E=¢(x) = a1 + asx + as,
n=ny) = asy® + asy + ag,

em que a; = cte para i = 1 : 6. Portanto as Simetrias de Lie admitidas por (1.8) sdo:

0 0 0
X, = Xy =p— Xo =2 2.11
1 83:’ 2 waxa 3 € 8:1:’ ( )
0 0 0
Xy=—.X — X¢=vy>=—. 2.12

Os geradores de simetria de Lie (2.11) e (2.12) formam uma &lgebra de Lie
isomorfa a &lgebra sl(2, R) @ sl(2,R) e os grupos continuos de simetrias de um parametro

se dao por resolver as chamadas equagoes de Lie que sao as seguintes:

dzT o B
di8 :g(xuy)7 .1]‘6:0:%,

(2.13)
- =10, U=,

Note que as solugoes (Z,7) de (2.13) sdo também solugoes da EKS, e esse é o ponto central
para entender a definicao de simetria de Lie, em outras palavras, uma simetria de Lie de
uma equacao diferencial é uma transformacao invertivel que mapeia qualquer solugao da

equacao diferencial a outra solugdo da mesma equacgao diferencial.

Uma vez encontrados os geradores de simetrias da equagao diferencial (1.8),
podemos utilizé-los para resolver nossa EDO. Observando a secao 3.4 do livro [4], vamos
resolver a EDO de EKS utilizando o método de invariantes diferenciais. Este método tem
como objetivo reduzir a ordem da equacgao diferencial utilizando seus invariantes, por
exemplo, busca-se u(x,y) e v(z,y,y') tal que Xu =0 e XWMv = 0 e em seguida, calcula-se
a derivada total de tais invariantes até a ordem menos um da equagdo original e fazendo
as devidas substituicoes tem-se uma nova equagao com a ordem reduzida. Considerando

os geradores X7 e Xy em (2.11), realizamos os seguintes passos:

Passo 1: Calculamos as extensoes de X; = p e Xy = :Ea— até a primeira e segunda
x x
ordens respectivamente.
0
X =x{V = —,
ox

o a0 0 @ 0 0,

Xo =2, =T — = e :
2 ox 2 ox Y oy ox Y oy’ 4 oy"
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Passo 2: Encontramos dois invariantes de X §2), calculando Xju =0 e Xl(l)v = 0 obtendo
dessa forma,

up = 0= u=uly) =y,

v, =0=v=0(y,y)=1y.

Assim,
dv_y'
du ‘
Passo 3: Calcular Xsu, Xz(l)v e X§2)v’ para que possamos escrever X2(1) e X§2) em termos
de u,v e v’
Xou=0, XPv=—v, XPv=—v.
Em termos de u,v e v/, X2(1) e X§2) se tornam, respectivamente,
(1) J @) o 0
=—v— e Xy =—-v——0v——.
2 ov 2 v ov'

! / "
dv ', vy
y o v y?
Assim, utilizando (1.8)
dV B V:r + y/% + y//‘/;/ 4 y///%” B —2?/”2 N y/// B 4V2 N 3y//2 B _V2
dU U: +y'U, Iz Y3 2 21 27
isto é,
awv -2
— = . 2.14
dU 2 (2.14)
Dessa forma, reduzimos a equagao (1.8) a uma equagao de ordem 1. A solugao de (2.14) é
dada por
_ 2 (2.15)
B U+ C1 ' '
Passo 5: Voltamos as varidveis u,v e v’ obtendo
!/
2
v , (2.16)
v u+c
cuja solucao ¢ dada por
v = cy(u+cp)’ (2.17)
Passo 6: Por fim, retornamos as varidveis originais z,y e 1/
Y = co(y + c1)?, (2.18)
obtendo, entdao, a solugao da equagao (1.8)
-1
_ . 2.19
Y CoZ + C3 “ ( )

em que cp,co € c3 sao constantes de integracgao.
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2.2 Simetrias de contato de EKS

Vimos na sec¢do anterior, que as Simetrias de Lie sao transformagoes que envolvem variaveis
independentes (no nosso caso x) e a varidvel dependente y(x). No caso das simetrias de
contato, além das variaveis dependente e independente, também consideramos a primeira
derivada da variavel dependente. Em outras palavras, uma transformacao de contato

de um paradmetro [26, 29] ¢ a transformacao invertivel

T =9y yse), y=v(yye), v =0y y;e), (2.20)

envolvendo a variavel independente z, a varidvel dependente y e sua primeira derivada 1/,

e satisfazendo a condic¢ao de contato

W T
dr  dx '
O correspondente gerador infinitesimal
0 0 0
¥ nY NG LW N2 2.21
é(x,y,y)éxﬂLn(w,y,y)ayﬂLn (l’,y,y)&y, (2.21)

determina simetria de contato (2.20) se, e somente se, as coordenadas &, 7 e 77(1) podem

ser representadas na forma

52_@ 77:@—?/@ (1):@4_ /@

2.22
oy’ oy’ m ox y&y’ (2.22)

com Q = Q(z,y,y'). A condi¢ao de invarianca para uma simetria de contato é andloga ao

teorema 1.

Teorema 2. Uma equagdo diferencial
v = F(z,y, 99",y ) (2.23)
admite grupo de simetrias de contato (2.21) se, e somente se,

X (y™ = Fz,y, 9,9, o y™) =0 quando y™ = F(z,y,y/ .y, ....y""™"),
(2.24)

em que X™ ¢ o prolongamento de ordem n do gerador de simetria (2.21)

xm_ _9Q9 . <Q _ y,acg) 9, <6Q H/}Q) D™ 2 (2.25)

oy ox oy ) oy ox oy ) oy oy
no qual
Q
n" = DiQ - y(’““)ﬁfy,, (2.26)

para k =2 :n.
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Com calculos semelhantes aos da se¢ao anterior encontramos as simetrias de

contato de EKS. As simetrias de contato da EKS sdo amplas e ja conhecidas em [37] e sdo

dadas por

0 0 0 0 0
Xi= - Xo =0 — ¢~ Xy = 2 — 23y —
L= 92T % oy T T oy T Gy
X 0 — E_i_ ’i - — 4 ’i
4 6 s <35 y@y Yy 6 79 <6 Yy 6 vy a IRl

/,l 6 /a /7l 5 Ia /a

Xz =2(y) [é@—y 3 ]7X8 2(y') lxﬁx xyé—y 2y 5y’] (2.27)

N

N\ — a la ! ! a
X0 =2(v") [:vyax Ry — 2y (zy +y)ay,] :

2.3 Linearizacdo da EKS

Sabemos que a maioria das equagoes diferenciais ordinarias nao sao lineares, o que dificulta
o processo de busca de solucoes, estudo de estabilidade e instabilidade e comportamentos do
modelo em determinada circunstancia, porém, existem equagoes nao-lineares que podem ser
linearizadas através de uma ou mais mudangas de variaveis e entao com quadraturas pode-se
encontrar suas solucoes e estudar seus comportamentos. Este processo de transformar uma
dada equacao diferencial nao-linear em equacoes lineares equivalentes chama-se problema

de linearizagao [38].

Segundo [38], o primeiro problema de linearizacdo de uma EDO foi feito
por Sophus Lie. Ele mostrou que as equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem
que podem ser reduzidas a equacoes lineares, pelas mudancas na variavel dependente e
independente devem ter uma determinada forma, a saber, a equacao deve ser no maximo
cubica na sua primeira derivada. Para equacgoes diferenciais ordinarias de terceira ordem,
Ibragimov e Meleshko [32, 38] chegaram a um resultado semelhante envolvendo simetrias

de contato, que serd apresentado posteriormente.

A equacao de Kummer-Schwarz (1.8) é um exemplo de equagao diferencial que
nao ¢ linear, contudo ¢ linearizavel por diversas transformacoes, dentre elas encontramos a

transformagao de Legendre [2§]

/

t=y, uw=zy -y, u=ux (2.28)
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Observe que

w_ Py _d (1N _d(1\dt W 1 W
vy = A3 dr \u" ) dt \u' ) dr (u//)z u" (u//)3’

du dy
! /
—_ — = = — :t
YT w T Y=~ "
,  d*u dr , A’y dy' dt 1 1
u = — = — = — = = — = = —
az " ar Y T T dr T de T B

substituindo na EKS (1.8), temos

u" + —u" =0, (2.29)

que é linear. Além disso, se realizarmos na equacao (2.29) a seguinte mudanca de varidvel

T =\t = dt = 2\/tdr = 27dr, (2.30)
observando que
du _ 1du
dt  2rdr’

Pu_d (deY L d(1de) 1 (@ 1
Atz dt \dt ]  2rdr \2rdr) 42 \dr2 rdr)’

Pu_d () 1A [0 (Ba 1h] L (@ Sdi 3k
a3 dt \dt2 )] 2rdr |42 \dr2 rdr 83 \dr3  r2dr  T1dr2)’

substituindo esses valores em (2.29), teremos a equagao linear

d*u

T3 =0, istoé u"(r)=0. (2.31)

Em [38] e [32] consta o teorema que nos possibilita testar diretamente se
uma equagdo de terceira ordem ¢é linearizavel a u"”(t) = 0 através de transformagoes de
contato e apresenta um sistema de equacgoes diferenciais que nos possibilitam encontrar a

transformacdo que lineariza tal equacao’.

Teorema 3. (N. Ibragimov e S. Meleshko) Uma EDO de terceira ordem da forma

n ! M3 ! 2 ! " !/

y" +alz,y,y) ") + b2, y,9) (") + el g,y )y" + d(z,y. ) =0, (2.32)
Vale ressaltar que tanto no livro [38], quanto no artigo [32] as equagdes do teorema néo estao completas,
todavia, o professor S. Meleshko nos enviou o sistema de equagodes correto, e é este que sera apresentado

a seguir. Deixamos a ele o nosso agradecimento por enviar tais equagoes e por tamanha prontidao em
nos responder.
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¢ linearizdvel a equagao u" (t) = 0 via transformagoes de contato se, e somente se, seus

coeficientes satisfazem as sequintes equagoes:

Ji = 27ap, + 27apyp — 18a,c — 18a,b — 18a,bp + 8la, + 18b,b0 — 9y, +
18b,a + 18b,ap — 36c,a — 54a*d + 18abe — 4b* = 0,
Jy = —18a,d — 18a,c + Yaz,; — 18a,cp + 18ay,p + 9a,,p® + 6byc + 3bp,+

3bpyp + 6b.b + 6b,bp + 24b, — 6¢,, — 36d,a — 18abd + 12ac® — 2b*c = 0,

(2.33)
Js3 = 36a,d + 36a,dp — 6byy — 12by,p — 6byyp® — 6¢,C + 3cpy + 3cpyp — 6Crb—
6c,bp — 21c, + 18d,b + 9d,, + 18d,a + 18d,ap — 18acd + 12b*d — 2bc* = 0,
Jy = —36b,d — 36b,dp + 18c,d + 18c,c + 9cgy + 18cycp + 18cy,p + 90yyp2—
18d,c — 27d,yy — 27d,,p — 18d,b — 18d,bp + 54d,, + 54ad® — 18bcd + 4¢” = 0,
no qual p =vy'. Visto que (2.33) sao satisfeitas, a transformagio de contato
t=op(r,y,p), uw=v@yp), q=gyp), (2.34)

que mapeia a equagio (2.32) d equagao linear u"(t) = 0 € obtida ao resolver as sequintes

equagoes para as fungoes p(x,y, p), Y(x,y,p), 9(x,y,p), k(z,y,p) e H(x,y,p):

e = gH —plgpy + k), (2.35)

vy = gpytEk (2.36)

U = g¢p, (2.37)
3¢02g: = —3kppy, + 3H (gp0, — akp) + ¢, (bkp — 3pgyp, — 3k) (2.38)
S@f)gy = 3kpy + 3aHk + ¢, (39,50, — bK), (2.39)
Gpfr = GpPw + ak, (2.40)
54g0yy<,012) = H (—27p2<,012)ayy — 54p<,0;axy + 99012,% + 9pgp§byp + 18abd30129 (2.41)

—12@029012) + 360&:5@; + 18@019022, + 36cpg0§ay + 18apgo§cy
+36acp,py — 54pp,aypy — S4aLpppy — 54@@2 — 27amg0§ + 2b20<p]20
—126%p,p, + 6beyl — 6cbypn — 18bbyyps — 18bppib, — 1842b,
+18bypp0y) + 20 (9> ©2byy + 18pP2bey — 92Cay — IDPaCy,
—|—18acd<p§7 — 27adm<pl2) — 54dagc<p§7 — 27apg0}2,dy — 54dpg012)ay
—2Tadp,p, — 12b2d90§ + 2b02<p12) + BCbxapZ + fibcajapf7 + SCpgoiby
—i—Gbpgo;cy + 3bcpppy — depgoi + 9dbp<,012) + 9200y + IDPpby 0y

—1—96903 + 9bm<p120 + 1830§cy — 9cp<,0pgpy) — 54gopp90§ + 108,04 Pyp
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540y 9012;

60pPppp =

549012,%:35

54(:0;2)903:3; =

©p (2TP*@rayy + 5ApPaaey, — 9pobay — Ipiby, — 36abdy’+ (2.42)
18aczg0f7 — 9acxg012, — 360@1@2 — 18acyp,p, — 9apgo§cy —

366])90]20% — 27adpgof, + 2Ta,ppy + 2TpPpayp, — 27ago§ +

27amgo§ — 2b2cg0§ + 3b%p,0, — Gbcpgof, + GCbpgoi + 18bbmg012) +

18bp¢§by + 36g0[2,by — 9bpg0p<py) — 54aH @,y

+54aH pypy, — 18bpp 0y, + 18b0pepppy — 2705,y + 10805 0n Py

+6H ¢, (9a2dg0p — abcy, — 3abyp, — 3app,b, + 3aby, + 3ac,p,—

Ippay) + 3aH? (—6acy, + 9a,p, + Ipp,a, — 9ap, + 2b*p, — 3bypy)

9901271, —9a’H? + ¢, (—3axg0p — 3ppya, — 12ap, — b*p,+ (2.43)
3byp) + 6H, (ab—ay),
54aH® + 6 (2pb® — 3b — 6acp — 3b,p + pa, + Ip’ay) e, H” + (2.44)

540, H® + (—27ayyg012)p4 + 360ayg012)p3 + 18acy<p§p3 — 18by<p§bp3—
54a,pp,p° — 54<pf)axyp3 + QQOZbyppg’ — 12p,0,b°p* — 12g0§ac2p2 —
27am<,0]2)p2 + 2b20g012)p2 + 18abd<p§p2 + 360(1;09012)])2 — 54by<,012)p2 +

6bcp<,012)p2 + 18acxg0]23p2 — 54902@]92 — 18bchfjbp2 — 6bpgpch2 +

36aceppyp” — 54a.0ppyp° + 18by0p0yp” + 992bepp” + 108adplp —
36bxg0§p + 36cpg0§p — 12g0120bcp — 18%290 + 54g0p<,0y) H —108pp,pypH —
54g0ppg0§p2 + 2 (992byyp" + 3cbypip® + Gbeypip® — Ieyppap’—

27dyg0;2)ap3 — 54aycpf,dp3 + 9b,0,0,p° + 184,0}2,bwyp3 + 2b02¢f,p2 + 9bmg012,p2 +
18acdgp§p2 — 54dax9012)p2 + 9dbpg012)p2 + 3cbx<p§p2 + 6bc$g02p2 + 27cyg0129p2 —
90xpg0127p2 + 9b<,0§p2 — 27dx<,0§ap2 — 9dp9012;bp2 — 12gofjb2dp2 — 27,0 adp® +
3bepppyp” + Mappoyp® — Iepppyp” + 6¢°0op + 9caipip — 27dppop —
2707p — 18p2bdp + 27d2) @, + 108p%0p0y0yp,

3 (—2b% + 6ac — ayp — 9a, + 3by) @, H? + (2T¢pray,p’+ (2.45)
18bbygof,p2 — 9byp<pl2,p2 — 180yg0§ap2 — 36ayg0§cp2 + 54ayg0pg0yp2 +
54g0§axyp2 + 12ac2<,012)p + 27am<pz2,p + 60bpg012)p + 18bb$g0§p +

36by<p12)p — 9bzp9012)p + 54a4p§p — 18cwapzap — 6cp<p]2)bp — 29012,b20p —
36%90123019 — 36, acp — 18goiabdp + 1202000 + 5da,pp 0y —
18b,pppyp + 6bcg0]23 + 1865,390?, — 18010@227 — 54gp§ad) H +

540y — 1080,0p0yp + 0 (—18by,pop” + 108day@rp®+

54adyg0§p2 — 36bmy¢§p2 — 120y¢f)bp2 — 6by<p§cp2 — 18bypppup® +
18¢2cypp2 — 4<pf,bc2p — 18bmgof)p + 24b2dg012,p + 1O8da$g0§p — 45cyg0[2)p +
18bdp90]23p + 54ad$g012,p — 120xg012)bp — 18cpsz — 6bxcp]2]cp — Gpppy,bep —
18bp<,012)dp - 36g0§acdp + 5dadp,pyp — 18bypppyD + 18cppppyp +

182 capp — bipac® + 18bd? — 9y + 27dyp7 + 2707 ) + 54PpLopp,
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30pPps = SH@, — 3poppyp + 3aH? — 2bHp, + 09012)7 (2.46)
18¢127Hx = 18H%p,, — 18Hpp,p,, + H? ¢, (—6acp + 9p*a, + Ipa,+ (2.47)
20%p — 3pb, — 6b) +2Hy, (9adp<pp — bepp, — 3p2g0pby—
3pbey + 3pcyp — e, + 90,) + 18aH? + ¢, (—6bdpg012,+

202p<,0§ + 3p2<pf,cy + 3pc$g012) + 18dg012) — 9pdpgoz2) — 9pg0§) ,
18¢,H, = 18H¢p,, + H? (6ac — 9pa, — a, — 2b* + 3b,) + (2.48)

2H p,, (—9ad + be + 3pby, + 3b, — 3c,) + 6bdyp), — 272 —
3eatps — 3ppicy + 9dppl + 997

3ppH, = 3Hyy, +3aH?* —20Hp, + ¢, (cp, + 3¢,) (2.49)

Wpks = IHkppy + Ikpppypy — 18kpoypyy + Hk (—6acpp, + 9p*ppa,+ (2.50)
Ipa,p, + Yapp, + 2b°pp, — 3bp, — 3pbyp,) + kiep (9adpp,—
bepe, — 3p°ppby — 3pbatp, — 3bpw, + 3pcyp, + 9<,0y) + 9aH?k

90’k = —kpppy + 18kpypy, + Hk (6ace, — 9a,p,— (2.51)
Iopay — apy — 20%p, + 3byp,) + ki, (~9adip,+
bewy + 3by0p + 3pypby + 3bp, — 3c,0p)

3opky, = 3k, + 3aHk — bk, (2.52)

H =@, +poy,, k=—0pde— 0pgyd+ Pugp + Pygpp # 0. (2.53)

Reescrevendo a equagao (1.8) como

3
mo 27y/(y/l)2 — O, (254)
. 3 o
temos uma equagao da forma (2.32),em quea=c=d=0e b= ot que substituindo

em (2.33) obtemos J; = Jy = J3 = J; = 0, 0 que prova que a EKS é linearizavel.

Outra forma de testar a linearizacdo da EKS é dada por Sophus Lie que criou
um teste para verificar se uma EDO de segunda ordem ¢ linearizavel e se o teste for
positivo, ele apresenta como encontrar a transformacao que lineariza a equacao. O teste

segue enunciado a seguir (para mais detalhes vide [38, 39]).

Teorema 4. (S.Lie) Uma EDO de sequnda ordem é linearizdvel, através da mudanga da

varidveis dependente e independente, d equagio w"(t) = 0 se, e somente se, tem a forma

v+ a(z,y) () + bz, y) () + clz, y)y + d(z,y) =0, (2.55)

com coeficientes satisfazendo as condicoes:

H = 3a,; — 2byy + cyy — 3azc + 3a,d + 2byb — 3cya — cyb + 6dya = 0,
(2.56)
K = byy — 2¢4y + 3dy, — 6a,d + byc + 3byd — 2¢,c — 3d,a + 3d,b = 0.
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As transformacoes que a linearizam, isto €,

t=p(x,y), w=1v(y), (2.57)

sao dadas ao resolver um sistema de equagdes diferenciais parciais (EDP), e este sistema

depende do coeficiente a:

e Sea=0 entio p = (x) e o sistema é dado por

¢yy = ¢yba 2¢xy = 90;1%%:5 + ¢, ¢xac = @;1¢x@xx + ¢yd7

(2.58)
e — 302 — G, + b) — (26, +¢%) = 0.
e Sea #0 entio ¢, # 0 e o sistema de EDPs € dado por
Pythyy = (Lyy¥y + ), 20,00y = 200500y — Py — (as — bipy)A,
Pothaz = 2PayPyths — PaPyye — obet + Paipyheb + @3 (1hyd — 1hec),
PyPoe = 20ayPatPy — PaPuyy — Pat + Laoyb — Popyc + @yd,
20y Pyyy = 3(@§y — 202y Py@ + 20:Py,a + pra?) — 20,0, (a, + ab)+ (2.59)

©2(2b, — da, + 4ac — b?),

605 Payy = 3(4PayPyyPy — PatPyy T 2020y Pyb — 202y 03b) + 3pia’+

30l (—2a, + 2ac — b?) + 25 (—b, + 2¢, + 3ad),

no qual A = @b, — oy # 0.

Para podermos aplicar o Teorema 4 de Lie a EKS (1.8), que é de terceira
ordem, no entanto, é necessario reduzir a ordem da equacao. Note que u = y e v = ¢ sdo
invariantes de d,” (simetria de Lie de (1.8)), entdo, fazendo essa mudanca de variavel, a

equacao (1.8) se torna:
1

2
Aplicando o Teorema 4 a (2.60), concluimos mais uma vez que (1.8) ¢ linearizavel. Com

"

(V)% = 0. (2.60)

este resultado, finalizamos a parte I desta tese que tratou algumas questoes preliminares
sobre a equagao de Kummer-Schwarz e o Schwarziano. A seguir, iniciaremos um estudo
envolvendo generalizagoes de tal equacao e apresentaremos uma série de resultados que

encontramos a partir dessas generalizacoes.

2 Neste tese, utilizaremos ambas notacoes para geradores de simetrias: 0, e —.

ox
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Generalizacoes de equacoes diferenciais

envolvendo a derivada de Schwarz

Na Parte 1, vimos que a EKS
2
y/// 3 y/l
S =2——_2(Z) =0 2.61
(y) y/ 2 y/ ) ( )
é notéavel por pelo menos duas razoes: a primeira delas é que (2.61) possui simetrias de

Lie isomorfas a &lgebra de Lie sl(2,R) @ sl(2,R) e sua representacao é dada pelos campos

vetoriais 5 5 5
1 aZE’ 2 maxv 3 € 8:17’ ( 6 )

0 0 0
X, — X = —. Xw = 12— 2.63
4 ﬁy’ 5 y&y’ 6 =Y oy ( )

Além disso, a equagao de KS é linearizavel por simetrias de contato. Leach [36]

em seus trabalhos sugeriu generalizacoes da equacao de KS, por exemplo, a equacao
ylylll + n(yl/)Z — O, (264)

que generaliza a equagao (2.61), Leach a estuda sob o ponto de vista de simetrias e faz
uma abordagem envolvendo andlise de singularidades. Em [16], encontramos a seguinte

equagao
s6) =2 - 3(%) = oWy (2.65)

na prova de um teorema que diz que uma superficie no espaco Euclidiano R? com métrica
dlI* = g(z,%)dzdz e curvatura Gaussiana constante K é (localmente) isométrica da esfera
(K > 0), ao plano Euclidiano (K = 0) ou ao plano de Lobachevsky (K < 0). A equagao
(2.65) pode ser considerada uma generaliza¢ao da equagao (2.61), em que o Schwarziano é
igual a f(y)(y')?. Fizemos um estudo sobre esta equacdo, com abordagem na teoria de S.
Lie de simetrias de equagoes diferenciais, que foi publicado em [8]. Casos particulares de
(2.65) também sao investigadas em [18]. De Lucas e Sardén [14] consideram uma equagao

da forma
S(y) = k(y')* + f(2),

em que k é constante e f(x) é uma fungao de z, todavia, ndo estudam sob o olhar de
simetrias de Lie, eles trabalham sob o ponto de vista de sistemas de Lie, isto é, "um sistema
de equagoes diferenciais que admite uma regra de superposigao'[12, 14]. N. Ibragimov, que

foi um contribuinte para a expansao da teoria de estudos sobre simetrias de Lie, em [28],
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juntamente com F. Mahomed, mostra uma série de equagoes diferenciais de terceira ordem
admitindo Algebras de Lie de dimensdo 1,2,3 e 4 reais e dentre elas encontramos uma
equagao envolvendo o Schwarziano, a saber, S(y) = f(x). Nossa proposta nos préximos

trés capitulos é estudar a seguinte generalizacao:

p i 2
Ln (L) = s (2.60)
em que n € R é um parametro e f uma funcao arbitraria de seus argumentos. Note que,
tanto (2.64) quanto (2.65) sao abrangidas em (2.66) e além dessas muitas outras. Usamos a
constante n para manter a forma como P. Leach escreve a equagao (2.64) em seu trabalho
[36]. Denotaremos (2.66) de Equagao Kummer-Schwarz generalizada (EKSG) e
Equag¢oes Kummer-Schwarz generalizadas (EKSGs) para as vérias equagoes que

sao formadas a partir da EKSG para n e f especificos.

Observagao 1. Nesta parte (") sempre serd a derivada da func¢io com relagio ao seu

argumento.
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3 Linearizacao da EKSG

Podemos observar que para a maioria dos casos, a EKSG néo é linear, no entanto, em
alguns casos (2.66) pode ser linearizdvel seja por transformacoes de contato ou outra
mudanca da varidvel dependente e independente e é isso que veremos neste capitulo. A
seguir, apresentaremos um dos nossos principais resultados. Mostraremos quais equacoes
do tipo da EKSG sao linearizaveis a w"” (t) = 0 que é a equagdo linear de terceira ordem
mais simples que conhecemos, além disso, mostraremos quais sao as transformagcoes que as

linearizam.

Teorema 5. As dnicas equagoes diferenciais da forma (2.66) que sdo linearizdveis

a w"(t) = 0 via transformagoes de contato
t=¢($ay7y,)7 UJ:QZJ(QZ',y,y/), ng(x7y7y,)v

sa0:

' _ ok

! yl

[\')\OO

(7
(7

em que ki e ky sdo constantes e f € uma fungdo arbitrdria de y.

Yy
) )W) +h, (3.2)
) W)+ k) (3.3)

@\‘@ QQ\‘@
@\\@ @\\@

Tais equacoes, sao linearizadas pelas sequintes transformacoes de contato:
e Para (3.1)

, 29/(z)2(h(z) + 1) 8
@) W) +p) + @ h@ +y)

2¢'(x)*(h(z) + y)
(9'(x) (W'(2) + p) + g"(x) (h(x) + )"

‘- 2¢'(z)
| g'(x) (W'(z) + p) + g"(x)(h(z) + y)
tal que
S(g)(z) = ke e h'"(x) — koh'(x) + k1 = 0. (3.5)
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+ Para (3.2)
()
| (x)h'( )29/(—5651(11)9’(96)’ (3.6)
()
e S(g)(z) = k1 e S(h)(y) = —f(y) (3.7)
+ Para (3.3)

t:

2y'g' (y)*(My) + x)
(

T WE W) + Dty v W)

oo 2(y')%9' ()’ (R(y) + ) | (3.8)

('(y) (WH(y) + 1) + y'g"(y)(h(y) + 2))?

i— 2y'9'(y)
(g () (I (y) + 1) +y'g"(y)(h(y) + 2))’
tal que
S@)w) =2 e W) + k() ~ 1) = 0. (39

em que S(*) é a derivada de Schwarz.

Demonstragdo. Para prova deste teorema, utilizaremos o Teorema 3 de Meleshko enunciado
no capitulo 1. Para isso, reescrevemos a equagao (2.66) na forma (2.32), em que p = ¢/’
n
n

y" + E(y”)2 — f(y,p)p = 0. (3.10)

Dessa forma, a = 0,b = = 0ed = —f(y,p)p- Substituindo esses coeficientes em

Ji, Ja, J3 e Jy dados em (2.

3 3
e J1=0<n(n+3) (n+2) =O®n€{—3,—2,0};
e« h=0VneRe f=f(y,9);

wm:

,C
3), obtemos que:

e J3 =0 se, e somente se

Spfoy +6(n + 1)f, + 2;(271 L 3)f = 0: (3.11)
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e Jy =0 se, e somente se
3pfyp + (2n—3)f, = 0. (3.12)

3
De J; = 0 ja obtemos que n € {—3, et 0} entdo, para que (2.66) seja linearizavel,

¢ preciso analisarmos as equagoes (3.11) e (3.12) para tais valores de n.
« Sen = —3, a equacgdo (3.11) produz p*f,, — 4pf, + 6f = 0, cuja solugio é dada por
fy.p) = 9W)®)° + h(y)(p)*, (3.13)
substituindo em (3.12) temos que
3p [39'(y)p* + 20 (y)p] = 9|d' (W)p* + ' (y)p*| = =31 (y)p* = 0 = h(y) = k1 = cte,
o que produz (3.3).

3
e Sen = ~3 de (3.11) temos que pfy,, — f, = 0, na qual a solucdo é

Fy,p) = 9(w)()* + h(y), (3.14)

substituindo em (3.12) temos que
6pg’(y)p — 6 [g'(y)p* + W (y)] = =6’ (y) = 0 = h(y) = ky = cte,
o que produz (3.2).

« Finalmente, se n = 0 de (3.11) temos que 3pf,, + 6f, = 0 0 que implica em

fly,p) = g(;/) + h(y), (3.15)

substituindo em (3.12) temos que

3p9;§§’> -3 (gI;y) + h/(y)) — 0= g(y) = k1 = cte e h(y) = ks = cte,

fornecendo a equagao (3.1), que por sua vez ja é uma equacao linear.

As transformagoes do teorema se verificam ao calcular w" (). Tais transformagoes foram
encontradas resolvendo o sistema do teorema 3 de Meleshko e o calculo para encontréa-las

pode ser visto no Apéndice A. n

Observagao 1. Note que em (3.5), (3.7) e (3.9) encontramos

S(g)(x) = a, (3.16)

em que a € uma constante. FEsta equacdo € integravel e sua solucao depende do valor de a.

e Para a =0 temos a EKS cuja solugio é dada em (2.19).
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e Para a = a®# 0, a solugio de (3.16) ¢ dada por

i (als o)

e Paraa=—a*+#0, a solugio de (3.16) ¢ dada por

g(x) = \/zCZ tanh (O‘(“:\};CQ) .

em que c1,Cy € c3 sao constantes de integracao.

g(r) =

A equagao para h(zx) em (3.7) também € integravel e a solugao depende da constante ko
ser nula (a solug¢do é um polindmio de grau no mdximo 3 em x), positiva (solucio dada
em termos da fungao exponencial) ou negativa (solugcao dada em termos das fungoes seno
e cosseno). Observe que a equagdo (3.1) jd é uma equagdo linear, todavia a transformagao
(3.4) wisa reduzi-la a w" (t) = 0.

Uma segunda alternativa para encontrar equacoes do tipo (2.66) que sao lineari-
zaveis é o teorema 4 de Sophus Lie, que visa linearizar uma equagao diferencial de segunda
ordem da forma (2.55) a equagao w”(t) = 0 através da mudanga na varidvel dependente e

independente. A partir dele, obtemos o resultado a seguir.

Teorema 6. As equacoes diferenciais da forma (2.66) que sdo linearizdveis através
da mudanga nas varidveis dependente e independente t = p(y) e w = V(y,y') a

w"(t) =0 tém a forma

. (y) _ () ") + &) o), (3.17)

em que h e g sdo fungoes arbitrarias de y. Algumas das transformacoes que linearizam
(3.17) sao

e Paran # —2

t=o(y) tal que S(p)(y) =—2(n+2)g(y), )
w= —— [P W)+ Bly) tal que B'(y)— ZBW) + /() = 0.

T2
(3.18)
e Paran= -2
1
t= )
1y 1] " 2 ! 1 (319>
w = ;ln(y) + B(y) tal que B"(y)— QB (v) + gg(y) =0,

em que S(¢)(y) € a derivada de Schwarz.
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Demonstragio. Primeiramente utilizamos a mudanga de varidvel y' = v(u) e reduzimos a

equacdo (2.66) a uma equacao diferencial de segunda ordem, em que u = 3. Note que

gy

du vy’ )

d,U/ 1! m
oo ) LY

Cdu ()P ()

e
i "\ 2
y—/ =’ + (@W)? e <y,> = (V)2
Y Y
Substituindo em (2.66), temos a equagao reduzida dada por
1
o+ (n + ) (U/)Q _ f(uﬂ})’ (320)
v v

A equagao (3.20) tem a forma (2.55), em que v representa a variavel dependente
y e u a variavel independente z, e portanto podemos utilizar as equagoes (2.56) do teorema
de S. Lie para verificar para quais valores de n e f a equagdo (3.20) é linearizavel a
w"(t) =0 em que t = (u) e w = ¥(u,v) . Note que, segundo o teorema 4, os coeficientes
de (3.20) sao:
n+1 f(u,v)

a=0, b= , c=0¢e d=—
v v

A equagao H = 0 em (2.56) é satisfeita diretamente dos valores dos coeficientes. J& a
equacao K = 0, ¢é satisfeita se, e somente se, d,, + b,d + d,b = 0, ou seja,

v (1= n)fo = vfu) + 2nf

V3

0, (3.21)

cuja solucdo é dada por f(u,v) = v "h(u) + v?g(u), isto significa que

+1
"+ (n+1) (') = v~ Dh(u) + vg(u), (3.22)
v
é linearizavel e voltando as varidveis originais obtemos (3.17). Note que a equagao (3.17)
abrange (3.1) e (3.2) para k = 0 e (3.3) do teorema 5. Para obter a mudanga de variavel
t = p(u) e w = Y(u,v) que lineariza (3.22), precisamos resolver o sistema de equagoes

(2.28), que substituindo os valores de a, b, ¢ e d se tornam

Vo = (n+ Do 1Y, (3.23)
2y = Py YoPuus (3.24)
Yuuw = 00 Vuuu — Yo (v VR(u) + vg(u)), (3.25)
S(p)(w) = —2(n+2)g(u), (3.26)

em que ¢ = @(u) e S(p) é a derivada de Schwarz. Da equagao (3.23) obtemos, para n # —2
A(u)on+?
v == e

Utilizamos u = y para evitar confusdo da varidvel y como varidvel dependente na mudanga de varidavel
e variavel dependente na variavel original.

+ B(u), (3.27)

1



Capitulo 3. Lineariza¢io da EKSG 43

que substituindo em (3.24) produz
VT 2A (u)¢ (u) — A(u)e" (u)) =0,
que resolvendo para A(u), obtemos
A(u) = e/ ¢' (u), (3.28)

em que ¢; é constante. Queremos que c¢; # 0 para que ¢ dependa de v, porém, como
buscamos uma transformagao que lineariza (3.22), podemos supor ¢; = 1 Substituindo o

que temos em (3.25), considerando a equagao (3.26) obtemos

B () — 2 5y 4 nuy /o) = 0. (3.29)

Portanto, para n # —2 temos a seguinte transformagao que lineariza (3.22)

t=p(u) tal que S(p)(u) =—=2(n+ 2)g(u),

1 " 3.30
W= 2\/51)”” + B(u) tal que B"(u)— ("%B’(u) +/¢'h(u) =0, (3.30)
n ¥
Para n = —2, realizando calculos semelhantes aos feitos acima, obteremos a seguinte
transformagao (neste caso atribuimos alguns valores as constantes que surgiram)
1
t = T
1" 9 1 (3.31)
w= —In(v) + B(u) tal que B"(u)— —B'(u)+ —g(u) = 0.
u u U

Utilizando o fato de que u =y e v = 3/, as equagoes (3.30) e (3.31) se tornam, respectiva-

mente, (3.18) e (3.19) como queriamos demonstrar. O

O processo de linearizagdo de uma equacao diferencial visa facilitar o processo
de busca de solugoes. Os teoremas 5 e 6 sdo fortes pois, uma vez que as equagoes (3.1), (3.2)
e (3.3) sao linearizaveis, respectivamente, pelas transformagoes de contato (3.4), (3.6) e
(3.8) & equagao w" (t) = 0 e (3.17) ¢ linearizdvel pelas transformagoes (3.18), para n # —2,

e (3.19), para n = =2, a w"(t) = 0, temos a seguinte solugao
w = oqt? + ast + as, (3.32)

em que ay, (ap € g 830 constantes (a; = 0 no caso da equagao (3.17)). Note que, ao retornar
(3.32) as varidveis originais = e y(z), teremos uma equagao de primeira ordem, visto que
as transformacoes dependem de ¢/, em outras palavras, de uma equacao diferencial de

terceira ordem, reduzimos a busca de solu¢des de uma equagao de primeira ordem.

Observe que o teorema 6 fornece um grupo maior de equagoes diferenciais
da forma da EKSG que podem ser linearizaveis e que inclusive as equagoes (3.1) e (3.2)

para k; = 0 e (3.3), abrangidas no teorema 5, sdo linearizadas por tal teorema. Com
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esta linearizacao abrimos as portas para que muitas EKSGs sejam estudadas com mais
profundidade, visto que caimos dentro do campo das EDOs lineares e existem amplos
estudos e resultados nesta area. Note que, neste capitulo abordamos equagoes do tipo da
EKSG que sao linearizaveis a w"” (t) = 0 através de um tipo determinado de transformagoes
e nao que apenas as que tratamos neste capitulo é que sao linearizaveis. Por exemplo, a

oy ay + b
equagao ~— =

+ ¢ é um caso de uma equacao do tipo EKSG linear que nao foi
abordado neste capitulo. Todavia, este capitulo apresenta uma variedade de equagoes que
ao serem reduzidas & equagao de terceira ordem mais simples, w”(t) = 0, possibilitam um

estudo aprofundado de suas solugoes, comportamentos, etc.
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4 O grupo continuo de equivaléncia da EKSG

Na parte I, vimos que simetrias de Lie levam solu¢oes de uma equagao diferencial a solugoes
da mesma equacao diferencial. Em contrapartida, neste capitulo, veremos sobre grupos
continuos de equivaléncia que, por sua vez, mapeiam uma determinada equacao diferencial
a outra equacgao diferencial da mesma familia, isto é, uma equacdo da mesma forma.
Por conta disso, muitas vezes podemos trabalhar com equagoes mais simples, tornando
o processo de encontrar solugoes menos trabalhoso. Neste capitulo, vamos calcular o
grupo continuo de equivaléncia das equagdes de Kummer-Schwarz generalizadas (EKSGs)
utilizando como referéncia os procedimentos anédlogos a [23], [30] e [31], e verificaremos se

existe uma equacao diferencial ordinaria da mesma forma, porém mais simples.

Em [30] podemos encontrar a definigdo de transformagao de equivaléncia para
uma familia de equag¢oes com a mudanga de variavel T = ¢(x,y) e ¥ = p(x,y) e a partir
dai podemos estender o conceito de transformacao continua de equivaléncia para o campo

das simetrias de contato.

Definig¢ao 1. (Grupo continuo de equivaléncia utilizando transformagoes de contato) [30]

Considere a sequinte familia de equagoes diferencias ordindrias de terceira ordem

nm

y"' = F(z,y,9,y"). (4.1)

Um grupo continuo® de equivaléncia para a familia de equagdes (4.1) é a mudanga de
variavel

T=op(@yyse), 7=rpyyie), ¥=pyy;e), (4.2)
em que € € um parametro continuo, que transforma toda equagao da forma (4.1) numa

equagdo da mesma forma:
7' =F(z,99.9"). (4.3)

A fungio F pode ser diferente da funcdo original F. As equagoes (4.1) e (4.3)
sdo ditas equivalentes. Como F pode mudar conforme a transformagdo, podemos tratar
F como nova varidvel adicionando a (4.2) uma transformagdio arbitraria F. Considere

entdo a transformacdo estendida:
TZSO(%%y/;g)’ g:w(mayayl;8)7 g, =¢($,y,yl;8), qu)(.%,y,yl,F;E). (44)

O gerador do grupo continuo de equivaléncia no espago estendido das varidveis (z,y,y, F)

¢ dado por

Y = &(z,y,y)0 + n(z,y,y")0, + ((x,y,9)0y + plz,y,y', F)0p. (4.5)

Nesta sec¢do, a palavra continuo(a) pode ndo aparecer no texto, por exemplo, pode aparecer apenas
transformagdes de equivaléncia, mas fica subentendido que se trata de grupo continuo de equivaléncia.
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Como consideramos transformagoes de contato, as coordenadas £,m e ¢ podem ser repre-

sentadas na forma
5 = _Qy’? n= Q - ley’7 C = Qx + leya (46)
com @ = Q(z,y.y).

4.1 Grupo continuo de equivaléncia da EKSG

Nesta secao, faremos o célculo do grupo continuo de equivaléncia da EKSG e

obteremos resultados concernentes a ele.

Teorema 7. A equagio de EKSG (2.66) admite grupo continuo de equivaléncia

gerado por

e Paran ¢ {—3, —:23}

Yy = —20, +y'0y + 3F0p, Yo=—0,, Y3=20, €

. (4.7)
Yi=y0, +y 0y + For,

e as transformacoes de equivaléncia sao dadas na tabela a sequir.

Tabela 1 — Grupos continuos de equivaléncia de Y7,Y5, Y3 e Y}

|
®
93
[0}

Yi: ZT=gze", 7=y, ¥ =vye, F=Fe¥,

Y5 r=—c+ux, Y=y, y/:y, E:Fv

3: z=gz, y=c+y, 7=, F = F,

Yy T =, Y = ye°, ¥ =€, F = Fe®.
e Paran = -3

Y, = 26, + y'ay: + 3F§F, Y, = _ax, Y; = ay>

Y, =yd, +y'0y + For e (4.8)
Yy = —=0(y)0x + ()¢ ()0y + ('’ W) F + () 9" (y)) 0.

Os grupos continuos de equivaléncias de Y1, Y, Ys e Yy ja foram dados acima.

A transformagao de equivaléncia para Yy é

-

T = —(y)e + 7,
Y=y,

17 =l (4.9)
A

| F= o= P @) e+ F).
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e Paran = —§
2

m:_xax+y/ay’+3FaFa }/2:_ z €

) (4.10)
Yy = ¢(y)0y +y'¢' (y)y + (¢'(W)F + (v')’¢"(y)) Or.

Os grupos continuos de equivaléncias de Y] e Y5 sao mostrados na tabela 1. A

transformacao de equivaléncia para Yy, é dada por

- Yodr
T=wletw em que w(y)=| —,
| % | e+w(y)) emque w(y) o) @1)
Y =y iy,
F o) (S0 + ) emaue v=7

em que ¢ = ¢(y) é uma funcao arbitraria de y.

Demonstracao. Vamos encontrar o grupo continuo de equivaléncia da equacao de EKSG.

A equagao de EKSG (2.66) pode ser escrita como

n 2
y/// + ? (yll) — f(y,yl)y/ (412)

e o gerador de um grupo de equivaléncia continuo de (4.12) é da forma (4.5). Considere o

sistema associado a (4.12):

" N2 /
Yy + = Y =F T, Y, Y ),
Y ) ( ) (4.13)
F,=0.
As condigbes de invarianca do sistema (4.13) sdo dadas pelas seguintes equagoes:
~ n
Y <y'” Ty (') - F(fﬂ,y,y’)) |(413)= 0, (4.14)
Y (Fy) a1s= 0, (4.15)
em que Y é a prolongacio de (4.5)
Y/ = _Qy’ax + (Q - ley’)ay + (Qx + y/Qy)ay’ + ,u(:v,y, y/a F)aF‘i‘ (4 16)

77(2)ay// =+ n(g)ay/// + ,ulany

em [44] vemos que
') = DEQ — y*HQ,, (4.17)
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em que k = 2,3, D, é o operador de derivada total,

pho= Dolp+QuF—(Q—y'Qy)Fy — (Qu + ¥ Qy)Fy]l — QyFux +
(Q =Y Qy)Fuy + (Qu + y'Qy) Fry — FyDuty = p1p — Fy1,
= Do [n—(Q~yQu)F, — (Qu +y'QyFy]
= o — (Qw — Y Quy) Iy — (Quo + Y Quy) Iy, (4.18)
e D, = 0, + F,0p = 0,. Da equacio (4.15), temos que ' = 0 e considerando que F,e Fy

sao agora algebricamente independentes, conclui-se que

e = 0= p=pyy,F), (4.19)

e
Qz - Z/sz' = 07 (420)
Q:cm + y,sz = 0. (421)

Derivando (4.20) com relagao a ', obtemos Qs = 0 0 que implica

Q=P(z,y)y +v(z,y) +w(y,y).
Substituindo @ encontrado em (4.20), teremos que ¥ = v¥(y). Em seguida, utilizando
(4.21) obteremos ®(z,y) = (qz + a2) + (y). Com isso,

Q= (r + )y + o)y +¢(y) +wly,v), (4.22)
A condigao (4.14) produz
2n n
(3) + n,_(2) N2~ _
—y Yy )¢ 0, 4.23

em que " = —ﬁ/ (y")’ + F(z,y,y). Utilizando (4.17) temos
Y

n

W)’ [w - yw] £ () [+ 3)( + ) + 3] +

Y [Bwyy F + 2(n + 3)(y)*¢" + 3(y ) 2wyyy + 20+ 3)y (" + wy,) | + (4.24)

(Bay + 4y’ + 3y wyy + ' +w,) F+ ()" + () (" + wyyy) — =0,
que é uma identidade em y" e y"F. Do coeficiente de y"F temos wy, = 0, 0 que implica,
w = wi (Y)Y + wa(y).

Substituindo w em (4.24) obteremos as seguintes equagoes determinantes:

(n+3)(¢ +w)) =0, (4.25)
(2n + 3)(Y" + wy) = 0, (4.26)
p= 3oy + 4y (¢ +wi) + ' +wh) F+ () (" + W) + @) @" + ). (4.27)

3

Dessa forma, temos trés casos a considerar: n ¢ {—3, —2}, n=-3en= —5
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3
411 Casol:n¢ {—3, —2}

De (4.25) obtemos que ¢’ +w] = 0 que produz ¢ = —w;(y) + as. A equagdo (4.26) produz

" +wy = 0 que implica ¥ = —wsy(y) + agy + a5 e com isso p = (3a; + ay) F. Dessa forma,
Q= (z + )y + oy + as,

que produz os geradores (4.7). Para encontrar os respectivos grupos continuos de equiva-

léncia, basta resolvermos o seguinte sistema de equacoes de Lie

( dx

% = f(j7y7 y/)a f‘s:[} =z,
dy _
2= @), Yl =y
. (4.28)
dy' _
di6 = C(xay7y,)7 y/‘e—o = y,7
F
L digzlu(x7y7y7F)7 F‘€:0:F7

os termos &, 71 e ¢ sdo dados em (4.6). Estas equagoes sao facilmente resolvidas para a

forma () dada acima e a solucao esta apresentada no enunciado deste teorema.

412 Caso2:n= -3

Se n = —3 entdao (4.25) estd satisfeita. De (4.26) ©» = —wq(y) + auy + a3 e fazendo
o(y) = o(y) + wi(y) teremos p = (3ay + ay + 4y ¢ (Y))F + (v')*¢" (y). Dessa forma,

Q= (nz + az + o)y + agy + as,

que produz os geradores (4.8). As transformagoes sao calculadas resolvendo o sistema de
equagoes de Lie (4.28) e ja foram comentadas no caso n # {—3, —2} com excegao da

transformagao envolvendo a fungao arbitraria ¢(y), cujo gerador é dado por

Yo = —0()d: + (¥)?¢' )0y + (4/¢' () F + (v/)'¢" (v)) or. (4.29)
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As equacgoes de Lie associadas sao

cdT

dy
£= ;
{ (4.30)

dF — —=
= @) "W+ I@F ; F|_=F

\

A segunda equagao em (4.30) produz § = y que substituindo na primeira equac¢ao obtemos

dz _
- = —0y) =T = —d(y)e +cte,
€
que ao aplicar a condi¢ao para e = 0 nos da T = —¢(y)e + x. Visto que § = y, a terceira

equacao ¢ facilmente resolvida produzindo

/

7= Y
L—y'¢'(y)e

Finalmente, substituindo o que temos na ultima equagao em (4.30)

ifz(1_;;@k)}ww+4(l_;;@k)wwwn

cuja solucao apos aplicar a condigao para € = 0 é dada por

= "W ) e+ F
P = o

Em resumo, a solugdo das equagoes de Lie (4.30) sdo dadas por

r

T =—¢(y)e + z,
Y=y,
A (4.31)

1—y%@k’

F: " N4 F).
-1y OV

3

413 Caso3:n= —3

Sen = —2 entdo (4.26) esta satisfeita. De (4.25) ¢ = —wi(y) + a3 e fazendo ¢(y) =
U(y) + wa(y) teremos p = (3ay + ¢'(y))F + (¥')°¢" (y). Da,

Q = (az + )y’ + 6(y),
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que produz os geradores (4.10). As transformagoes sao calculadas resolvendo o sistema

de equagoes de Lie (4.28) e ja foram comentadas no caso n # { —3, ——

com excecao da

transformagao envolvendo a fungao arbitraria ¢(y), cujo gerador é dado por

Yy = o(y)dy, +y'¢' )0y + (6’ W) F + ()°6" (y)) k.

As equacoes de Lie associadas sao

dr

— =0 ; =z
de

g .
dig_(ﬁ(y) Y

dy’_f//f -
dfg—ysb(y) ;T

e=0

dF _ _
X HTF —IN3 M — . F = F
| % @E+ @) " @) »

(4.32)

(4.33)

A primeira equagao nos dé claramente T = x, resolvendo a segunda equagao em (4.33)

temos
W) =ct+wly) =7=w(c+wy),
_ v dr . _ .
em que w(y) = ——. A terceira equagao pode ser reescrita como

(7)
dy _dy'de __,¢'(®)
dy ~d=dy o)
cuja solucao apos aplicar a condicao em € = 0 ¢ dada por

7 = ()

Y .
o(y)
Finalmente, a tltima equagao em (4.33) pode ser reescrita como
dF _dFde _ ¢ C®)°

dy — dedy  ¢(y) ¢(y)

<blll (?) 7

ou melhor,

jy (qu)) = Com)¢" (@),

cuja solucao geral é dada por

F = Co(s) (0@ + 6 (5) +1)

p3

(0(y))?

em que C' = e k = cte. Note que,

I de(p) _de+w(y) _ detw(y) dy _ doly)dy _

L dy

oy) dy  dy dy dy dy dy ¢(y)dy’

(4.34)

(4.35)
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.
tomando =2 = 1, temos:

dy
o) = oY)y (4.36)
Observe que:
do(y d
o) = 0 = 2 0000) 3 = (6 + )
ou seja,
5@ = o) + 60) (4.37
e da mesma forma temos
" Vyy @ijyywy B iy 1" i
") =¢'(y )wz + oy )—@ZJ;’ + ¢ (y)%~ (4.38)
Substituindo (4.36), (4.37) e (4.38) em (4.35) obtemos:
= i (~5 WP + 000 + GO +E). (43
Aplicando a condicao em € = 0 obtemos que 9, = 1 e
_ } / 2 1 F
k=5(0'(y)" = o(y)e¢"(y) + Coly)
assim,
F =/ (@0 + s ). (4.40)
Em resumo, a solugao das equagoes de Lie (4.33) sdo dadas por
( T =ux,
jow e twl) emaue wiy)= [ o
- o(7) (4.41)
y = wya
F= o, (S0)0) + ) emane v =7,
e com isso esta provado o teorema. O

Note que Y, dados em (4.8) e (4.10) dependem de uma funcdo arbitraria.
Ao calcular as respectivas transformacoes de contato podemos utilizar este fato para
modificarmos a funcdo F' de modo a obtermos uma equacio diferencial equivalente mais

simples para um dado F. Considerando o caso n = —3 e Y}, o grupo (4.31) nos d4

!

y/// _ 3 (yy)2 F(— —I) (4'42>

Se tomarmos F(y,y') = f(y)(y')*, obteremos a partir da transformacio (4.31) o resultado

a seguir.
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Teorema 8. A equacio

‘1;/:/ -3 (ZI,I)Z = [’ (=)

¢ equivalente, através da transformagio de equivaléncia (4.31), em que
Sy
Fuo) = f)@) e o) =12, (4.44)

e € € o parametro da transformagdao, a
_ s 2
y/// y/l

Considerando o caso n = —5 e Yy, o grupo (4.31) nos da

3@ -
m_ 2 - N. 4.46
Vo (v,7) (4.46)

Se tomarmos F'(y,y') = f(y)(y')?, obteremos a partir da transformacio (4.42) o resultado
a seguir.

o

Teorema 9. A equagdio (2.65)

S(y) = f)')? (4.47)

¢ equivalente, através da transformacio de equivaléncia (4.41), para F(y,y') =
fW)(y')’ a EKS

S@) =0 (4.48)
em que Y(y) € tal que

S @) () =—fy). (4.49)

Esse resultado foi obtido em nosso artigo [8].

12
4.2 Grupo continuo de equivaléncia de y" + n(y) =0
Y

Através de transformacoes de equivaléncia mostramos que (4.43) e (4.47) sao equivalentes

a, respectivamente, (4.45) e (4.48) que podem ser abrangidas na seguinte equagao

(Y//)Q
Y" +n v = 0. (4.50)
Se tomarmos y = Y, teremos uma equacao de segunda ordem
v W)
'+ n-2 = 0. (4.51)
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Considere o sistema associado a (4.51)

{ Y t E(fc,y) ()" =0, (452)

Vamos buscar as transformagoes de equivaléncia de (4.52), porém nao com transformagoes

de contato e sim da forma T = ¢(z,y) e ¥ = p(r,y) com procedimentos andlogos &
M ,~=

referéncia [30], com o objetivo de reduzir as equagoes (4.45) e (4.48) a Y (X) = 0.

Considere o gerador de grupo de equivaléncia no espaco estendido das varidveis (x,y,v)
X =&, y)0 + nlz, y)0y + p(x,y,v)0, (4.53)

e a prolongacao de (4.53) dada por
X =X +19Wa, + 1P 4 ué,,. (4.54)

com
n® =Dy —yOD,¢, (4.55)

em quet=1,2, 77(0) =1, D, é o operador de derivada total e 1 = i, — 9,1, Aplicando
a condicdo de invarianca X (v,) l(1.520= 0 obtemos p = pu(y,v) e n = n(y). Em seguida
X (v +v(@.9) (0)°) sz = 0 produz

n® + 2vy'n™W + u(y')? =0, (4.56)
isto é,
(?/I)S(ng - fyy) + (yl)Q(nyy — 28y + vy + ) — §aat) =0, (4.57)

que é uma identidade em y'. Resolvendo (4.57) chegamos em

£(x) = aqx + ao,
n=o(y), (4.58)
n=—9¢"(y) —ve'(y).

Portanto, os geradores de grupo de equivaléncia de (4.52) sdo dados por

Xy =00, Xo=20, ¢ Xo=0(y)o, —(¢"(y) +vd'(y)) o (4.59)

Resolvendo as equacoes de Lie para X, obtemos o seguinte grupo de equivaléncia associado

T =z,
YV d
7=w (e +w(y) emque w(y)= f <Z5(:)’ (4.60)
1 dy
U= E (wa - @byy) em que ¢y - dz

Note que,
7=0< ¢, —v(yy, =0. (4.61)
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3 3 1
Para v = —— uma solucdo ¢» em (4.61) é dada por ) = y 2 e para v = —5. ¥ =1y 2. Desse
Y )

modo, 7 = 0 e a equagao (4.51) para estes valores de v e ¢ é reduzida, com a transformagao

(4.60) ay” = 0. Voltando para y = Y’ isto ¢, a equacdo (4.59) obtemos o resultado a seguir.

Teorema 10. A equagdio (4.45)

ym” Y 2
y~‘3(y) =0

¢ equivalente, através da transformacao de equivaléncia

X

xz,

fY’(x)de,

~l
I

e a equagao (4.48)
y™ 3/Y" 2
SY)=——-=-(—=] =0
=3 (7s) =0
¢ equivalente, através da transformacao de equivaléncia

X =z,

5"~

aY (X)=0.

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

Se combinarmos os resultados obtidos nos teoremas 8, 9 e 10, teremos uma

transformagao que conduz as equagoes (4.43) e (4.47) a u"(t) = 0. Tais transformagoes

sao dadas no teorema a seguir.

Teorema 11. A equagdio (4.43)
y/// y// 2
? -3 (y’ = f(y)(y,)37

¢ equivalente, através da transformacdo

t= | [ |t +

u:f<1+y'§§,f(y)dy2)2dt

Y

(4.66)

(4.67)




Capitulo 4. O grupo continuo de equivaléncia da EKSG 56

e a equagao (4.47)
Sly) = fW), (4.68)

1 (4.69)

a u"(t) = 0.

Note que ambas equagoes (4.43) e (4.47) sado abrangidas nos teoremas 5 e 6.
Por outro lado, mostramos que tais equagoes também podem ser reduzidas a u"(t) = 0
por meio de transformacgoes de equivaléncia sem precisar resolver o extenso sistema de
equacoes do teorema 3 de Ibragimov e Meleshko. Podemos observar que as transformacoes
dadas no teorema 11 sdo mais simples e, diga-se de passagem, mais elegantes que as
transformagoes do teorema 5, visto que, por exemplo, em (4.69) sé precisamos nos atentar
para u pois t = x, isto é, ndo ha mudanca na variavel independente, e a integral tripla
em (4.67) também aparece nas transformagoes (3.8) todavia temos uma expressao mais
simples para t. Em contrapartida, se compararmos o teorema 11 com o teorema 6 veremos
que a transformagao (3.18) é mais simples visto que ¢ ndo dependera da fungao arbitraria
que no caso do teorema 11 é f(y). Neste capitulo, vimos mais uma forma de linearizar
equagoes ao trabalhar grupos de equivaléncia e uma vez que sao linearizadas, podemos

usufruir de todos os resultados concernentes a equagao u"(t) = 0.
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5 Simetrias de contato de EKSG

Até aqui, temos estudado a linearizacio da EKSG a w"”(t) = 0 e feito um estudo dentro
de grupo continuo de equivaléncia. Ambos, envolvendo em sua maioria transformagoes de
contato. No capitulo 2, vimos a definicao de simetria de contato, que é uma transformagao
que envolve as variaveis independente, dependente e sua primeira derivada. Neste capitulo,
vamos utilizar o teorema 2 para encontrar as transformagoes de contato da EKSG. Neste
calculo, vamos excluir os casos abordados nos capitulos 3 e 4, visto que ja encontramos
maneiras de simplificar equagoes e estudar equagoes mais simples. Primeiramente, considere

o gerador de simetria de contato de (2.66), estendido até a terceira derivada,

X =—Qyo: +(Q— y/Qy’)ay +(Qr + y/Qy)ay’ + 77(2)631” + 77(3)63/”’7 (5.1)

em que, Q = Q(z,y,y'), 77(2) e 77(3) sao dados em (2.26). Aplicando a condigao de invarianga
(2.24) a (2.66) temos

(y//)2
X (yl// + n y, - f(y7 y,)y,) ‘(266) - O?

que produz
2 "2
n® + ;y”n(” +(Qu + Y/ Qy) (—n((g;,))g — fy W, 9y — f(y, y’)) — 1,(Q =y Qy)y = 0.
(5.2)
Expandindo (5.2), temos:
"\ 3 n " ’ n n
Todod — — ) 3 ’ 3 1y — 5y — &y
(y") (nyy y,ny> +(y)<(n+ )Qyy + 3Y' Quyry (y,)gQ +y'Q
+3Quyy) + ¥ (3Y' Quy f + 3(Y)*Quyy + (4n + 3)Quy + (20 + 3)y' Qyy+
(5.3)

2
6 Qury + 2 Qs+ 3%) (= QFy + 2Oy fy + Qe

(y,)zfy’Qy + 3<y,)2ny’f + (yl)szyy - fo - ylfy’Qx + 3y,foy’+

3(yl)2Q:Byy + Sy/mey) = 0.

A equagao (5.3) é uma identidade em y”, que produz as seguintes equagoes determinantes:

n

Qy’y’y’ - ?Qy’y’ = 07 (5.4)
n n
(n+3)Qyy + 3Y' Quyry — WQz + ?me/ + 3Quyy =0, (5.5)
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2n
Sy'eryrf+3(y')2nyyr+(4n+3)@my+(2n—|—3)y'ny+6y'mey/+?Qm+3me/ =0, (5.6)

_y,ny + (y,)2Qy’fy + Quzz — (y,)2fy’Qy + S(y,)2ny’f+

"3 ! / "2 ’ (57)
(y) nyy - fo -y fy’Qx + 3y f@my’ + 3(y) szy + 3y Qxxy = 0.
Da equagao (5.4) temos inicialmente os seguintes casos a considerar:

e Paran = -2

Q =—In(y)ei(z,y) + ca(z, y) + y'es(z, y), (5.8)
e Paran =-—1

Q =y (-=1+Wy))e(r,y) + c2(z,y) + y'es(w,y), (5.9)

o Paran¢{-2 —1}
Q = (y,)n+2cl (ZL’, y) + 02(x7 y) + ylc3(x7 y)’ (51())

em que ¢ (z,y),c2(x,y) e cs(x,y) sdo fungdes arbitrarias de = e y. Se tomarmos

(5.10) e substituirmos em (5.5), teremos o seguinte:

()" [2(n + 2)(2n + B)er [+ (y)"* [2(n + 1)(2n + 3)ere]+(y)* (n+3)esy—ncze = 0.

(5.11)
Analisando as poténcias em 3/, encontramos trés casos a considerar:
on = —3;
oen =0;
e n ¢ {—3,0}. Neste caso, de (5.11) teremos
Cox =0, ¢c3,=0, 2n+3)c1, =0 e (2n+ 3)cyy, =0, (5.12)

o que produz, cs = c2(y) e c3 = c3(x). Quanto a ¢ (z,y) precisamos separar em mais

dois casos: n = ——en # ——.
2 2

5.1 Paran= -2

Substituindo @ dado em (5.8) em (5.5) obtemos o seguinte:

2y c1y + (Y)2esy + 5e1e — 2In(y)ery + 2¢9, = 0, (5.13)
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Derivando (5.13) com relagao a 3, teremos a identidade em 3’
y'ey + () esy — c1o = 0,

que produz ¢; = a; em que a; = cte' e c3 = c3(z). Substituindo em (5.13) temos ¢y, = 0,

isto é, ca = c2(y). Assim, @ = —a;ln(y’) + c2(y) + y'cs(x). Da equagao (5.6), obtemos

f(y7 yl) oM

3y m y'dh(y) — cs(x) = 0. (5.14)

Derivando (5.14) com relacdo a x, teremos cy (z) = 0, ou seja, c3 = apz”® + asr + ay e,

substituindo ¢3 em (5.14) obtemos

/
3041f(y7’,y) —y'dh(y) — 2 = 0. (5.15)

Y

Se a; # 0, entdo (5.15) nos d4 uma expressao para f(y,y')
20&2 ’

C,QI(y) AW
+ — )
30, () 30,V

fly,y) =

que substituindo em (5.7) produz

"

4asx + 20003 — 20000y (y) — 29/ (y) () + (21 — ca(y) + auln(y))y'cy (y) = 0.

Do termo com x, temos as = 0 e dai

o)) = Sy

que ja foi abordado no teorema 6, entao encerramos o caso oy # 0. Se a3 = 0, em (5.14),
1 n

y'c5(y)+2ay = 0, o que implica, c2(y) = asy+ag e ay = 0. Substituindo em (5.7), obtemos

=203 f + (a3 + as)y' fy + (a6 + asy) fy, = 0. (5.16)

Para a; # 0, consideremos a3 = A\jas e ag = A5 em que Ay e \y sao constantes, logo
(5.16) se torna
=20 f+ M+ DY fr + N+ y)f, =0. (5.17)

Resolvendo (5.17) para f, obtemos f(y,3') = (y+X2)* ' g(A), em que A = g/ (y+Ay) "M+,
Q ¢é dado por Q = as(y + \zy’ + X2) + aqy’, que produz,

§=—hasz—ay, n=as(y+r), 1V =\+1)asy’
Logo, neste caso temos os seguintes geradores de simetrias

X1=0, e Xo=—-Mxd,+ (y+ X2)0, + (M1 + 1)y 0y,

! @; para i natural, em todo este capitulo serd constante.
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Por outro lado, se a5 = 0, (5.16) se torna
as(y'fy —2f) + asfy = 0.
Para ag # 0, consideramos a3 = Aag e A = cte e dai, A(y'fy —2f) + f, = 0, cuja solugdo é
fly.y) =g (y'e™)

e com isso, @ = ag + ¥ (Aagz + ay) produz,

§ = —Aapr —ayq, 1= qg, 77(1) = Aagy/
e temos as seguintes simetrias

X1 =0, ¢ Xo=—Xx0, + 0, + \y0y.

Em contrapartida, para ag = 0, (5.16) se torna as(—2f + y'f,/) = 0, o que implica em
as = 0 pois, o caso —2f + y’fy/ = 0 recai no teorema 6 e, com isso, para f(y,y’) geral

temos @ = ayy’, isto é, temos um tnico gerador de simetria X; = 0,.

52 Paran= -1

Para n = —1, temos que @ é dado em (5.9). Substituindo em (5.5), temos:
Cox
(')
Derivando (5.18) com relagdo a ', temos, ¢; = oy e ¢a = c2(y). Voltando a (5.18), teremos
c3 = c3(x), assim, Q = a1(—1 +1In(y'))y" + c2(y) + ¢'c3(x). Substituindo em (5.6)

Clz
(3 + 2In(y'))cry + 2¢3, + 2? + = 0. (5.18)

Barf(y,y') + v c3(y) + c5(x) = 0. (5.19)

Derivando (5.19) com relacio a x, temos c3 = apz® + asz + ay e, substituindo em (5.19)
temos

Barf(y,y) +y'c5(y) + 202 = 0. (5.20)
Se a; # 0, entao

/!
/ __02(y) /_@
f(y7y)_ 3@1 3@1'

Substituindo o que temos em (5.7), analogamente ao caso n = —2, teremos uma identidade
com x que produzird as = 0 e com isso
5 (y)
no_ 92 /
fw.) 30, Y
que jé estd abordada no teorema 6. Se oy = 0, de (5.19) teremos co(y) = asy +ag e ag = 0,
logo @Q = (asy + ag) + ¥ (asx + ay). Substituindo em (5.7) produz (5.16) e a partir daf

temos calculos equivalentes ao feito no caso n = —2.



Capitulo 5. Simetrias de contato de EKSG 61

53 Paran= -3

Para este caso temos @) dado em (5.10), de (5.11) obtemos
4ty + Y (e + 2¢1y) = 0, (5.21)

que produz ¢; = ¢1(y) e co = —2¢;(y)x + c4(y). Assim,

Q- y” J(o,y) + ealy) — 206, (y),

que substituindo em (5.6) nos da

fW,y)ei(y)
(y')?

Derivando (5.22) com relagao a y' duas vezes, temos

2 +4c1(y) = e, y) + Y (2067 (y) — c4(Y) — camy(z,9)) = 0. (5.22)

() [6f =4y fy + () fyy] = 0. (5.23)

O caso 6f — 4y fy + (v')* f,ry = 0 tem solugio f = g(y)(v')* + h(y)(y')* e ja foi abordado
no teorema 6 sobre linearizagao e, portanto, vamos desconsiderar este caso. Dessa forma,

c1(y) = 0, ou seja, Q = c4(y) + y'cs(x, y). Com isso, de (5.22) obtemos:

Caea(2,y) + ' ((y) + c3ay(2,9)) = 0, (5.24)

que implica csz, = 0 e ¢ (y) + cazy (T, y) = 0, ou seja, ¢z = c5(y)x+c6(y) e c5 = = (y) + .
Dai, Q = c4(y) + v'(c6(y) + z(ay — 4(y))). Substituindo em (5.7)

z 3y f(y, v )i () + ()’ (w) — W) w) fy (. )] +
Fly, v (=200 + 2¢,(y) — 3y'c(v)) + (5.25)
Fo ) ey + ()W) + [, v )eay) + 2(¥)°¢ () — ()Pt (y) = 0,

A equagao (5.25) é uma identidade em x que produz

3y'f (. y)ci(w) + ()’ (y) — W) *ch W) fy (. y') = 0, (5.26)

fw,y') (=201 + 2¢)(y) — 3y'cs(y)) +
Fo W, 0 ey + (V)W) + fu (w9 )eay) +2(0) el () — ()’ (y) = 0.

Se considerarmos ¢j(y) # 0, resolvendo (5.26) com relagao a f(y,'), obtemos

(5.27)

f.y) = W)’hy) — (V)=

que ja foi estudado no teorema 6. Assim, seja cj(y) = 0, isto é, c4(y) = asy + a3, que

substituindo em (5.27) produz

f,y) 2(a2 — ar) — 3y'cs(y)) +

, , (5.28)
Ly ) (aay’ + () () + fy(y, ¥') (cay + as) — (y)cg (y) = 0.
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Se g # 0, considere a; = A\jag, az = Aaag € ¢(y) = azg(y) em que A; e Ay sdo constantes.
Assim (5.28) se torna

fly, v') (201 =X ) = 3y'd (v) +

’ / N2 1 ’ N3 _m <529)
Fo )My + )79 (W) + Loy v)(w + X2) = ()9 (y) = 0.
Que resolvendo para f(y,y') obtemos
, Y3y g (e)(Ag + )M + (20 —2)A )
, =e de
[y, y') = exp (L A0 £ )
iy 1 (5.30)
y exp <_ ‘15 3y'g'(e )()\?AJEZ:_;(?M 2>Ad€> ( /)3()\ + 5)3/\1719”/((5)
J ds + h (B)
) ((y + 2N + ¢ SV + T)M—1g/(7)dr)”
em que
Yy £
A= (y+ )M+ y'f (Ao 4+ 7)1 (1)dr — J (Ao 4+ 7)1 g (1)dr
1 1
e , \ R
B = J (Ao + )M (7)dr + Qe ty)™ +/y)
1 Y
Com isso, @ = as(y + A2 + ¥ (9(y) + (A1 — 1)) produz,
£=—as(g(y) + M = D), n=aaly+ ), n=as(\y +¢)Y)*),
temos a seguinte simetria
X1 =—(g(y) + M = 1)2) 0, + (y + X2)dy + (Mg + 3" () (1)),
Por outro lado, se as = 0 a equagao (5.28) se torna
oy (' + () ci(v) + asfy(y.y') — (¥')°cg (y) = 0.
Para a3 # 0, fagamos a; = Aag e ¢5(y) = asg(y) e entao (5.31) se torna
_ / 2A 3 /7
fly,y) @A+ 3y'd'(y) + (5.32)

Fo YO + )9 W) + f,(,9) — ()°g" (y) = 0,

cuja solugao em f(y,y') ¢ dada por

N _ N Ads Y exp (3)\7 — {7 Adé) (v')*q"(7) .
fy,9) (L v BYEL ~dr+h(B)|  (5.33)

y Sy ergl(e)de + evr — o S erg

em que

3€>\6 ! /(5)

A=2)\+
Yy’ Sy erg'(e)de + evr — o S erg

Yy
e B= J ey’ (e)de + —.
(e)de 1 © Y



Capitulo 5. Simetrias de contato de EKSG 63

Com isso, @ = az(1 + g(y)y' + A\zy'), produz,
£ =—(9(y) + Ar)as, n=as, Y=\ +dY)))as,
temos o seguinte gerador de simetria
X1 =—(9(y) + A2)0s + 0, + (N + g’ () (¥)*) oy,
Em contrapartida, para ag = s = 0 a equacao (5.31) se torna

—f(y,9) (200 + 3y c(y)) +
fo W, v ey’ + (V) c(y) — (¥)’cg (y) = 0.

Se c4(y) # 0, temos que (5.34) produz f(y,y') da forma f(y,vy') = g(v)(¥)* + h(y)(¥/)?
que j& foi abrangida no teorema 6. Considerando que c(y) = 0, isto é, cs(y) = a4 e (5.34)

(5.34)

se torna

—a1 2f(y, ) — ' fy(y.y)) = 0. (5.35)

Como, 2f(y,y') — ¥ f,(y,¥') = 0 produz f(y,y") = h(y)(¥')?, j4 foi abordado no teorema
6, entao a; = 0 e para f(y,y') geral, Q = ayy’, isto é, temos um tnico gerador de simetria
X1 =0,.

54 Paran=0

Neste caso temos, Q = (y')?c1(x,y) +c2(x,y) + ¢ es(, y), que substituindo em (5.5) produz

1y + c3y + 2015 = 0, (5.36)
isso implica ¢; = ¢1(x) e ¢z = —2¢)(z)y + c4(z) e assim @Q toma a forma
Q=ca(@) ) + eaxlz,y) + (=201 (@)y + ca(2))y'- (5.37)

Observe que, se ¢i(z) = 0, a caracteristica @ é linear na primeira derivada 3. Em [4]

encontramos o seguinte resultado a respeito disso, adaptado ao nosso caso:
Teorema 12. [}/ Uma simetria de contato
X = _Qy’ﬁx + (Q - ley’)ay + Qac + leyay’

é uma simetria de Lie se, e somente se, Qy =0, ou seja, Q € linear em y'.

Portanto, se ¢;(z) = 0 temos que as simetrias de contato encontradas serao
simetrias de Lie. Em [21] é estudada a classificacido de Lie, isso é, simetrias de Lie da

equagao y" = f(y,y') que é semelhante a este caso, a saber, quando n = 0. Portanto, visto
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que ja foram estudadas as simetrias de Lie da EKSG para n = 0, vamos desconsiderar
todos os casos em que encontrarmos a caracteristica () linear na primeira derivada, fazendo
uso do teorema 12 e de [21]. Substituindo (5.37) em (5.6) obtemos

2/ f(y. ) )er(@) + ¢ (—4c] (@) + cayy(2,y)) + ci(x) — 2yc)' (2) + cony(w,y) = 0. (5.38)
Consideremos o Wronskiano W do conjunto R = {1,¢', 4 f(y, ')}, a saber

W = =2f,(v,y") = fyy(v,vy).

541 ParaW #0

Para W # 0, isto é, o conjunto R é LI, temos que (5.38) implica ¢;(z) = 0,
Coyy(2,y) = 0 e cj(x) + cagy(x, y) = 0. Com isso, tiramos que ca(z,y) = (a1 —cy(2))y+ce(x)
e dai, Q = y'cs(x) + c6(z) + y(aq — ¢)(x)), que é linear na primeira derivada, e como dito

anteriormente, vamos desconsiderar este caso.

5472 ParaW =0

Por outro lado, se W = 0, temos que f(y,') tem a forma f(y,y") = _&KI/) + h(y). Vamos
Y

supor g(y) # 0, e se ¢'(y) = 0 entdo h'(y) # 0, caso contrario ja foi abordado nos teoremas
5 e 6. Substituindo em (5.38), temos

—2g(y)er () +ci(x) —2ycy (x) + cany (@, y) + 3 (2h(y) c1 () — 4] (2) + cayy (2, y)) = 0, (5.39)
que produz

—2g(y)er(x) + cf(x) — 2y (x) + cany(2,y) = 0, (5.40)
2h(y)er(x) — 4] (z) + coyy(z,y) = 0. (5.41)

Resolvendo (5.41) com relagdo a co(x,y), obtemos
ex(w9) = es(@y + eo(o) + [ [ —200r)er(w) — 26k
que substituindo em (5.40) nos da
~2g()ee) + @) + ela) — 20(o) + [ (2L + A @ 0. (.42

Derivando (5.42) duas vezes com relagdo a y, temos:

—h(y)c\(z) + er(x)g"(y) = 0, (5.43)
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« Considere que h'(y) = 0, logo, ¢'(y) # 0 e com isso h(y) = A = cte. Em (5.43),
ci(2)g"(y) = 0.

— Seja ¢"(y) =0, isso ¢, g(y) = ay + b em que a e b sdo constantes e a # 0.

Nota 1. Seja a expressio para ca(x,y) para h(y) = A dada por
cox,y) = cs(x)y + cg(x) — 1 (x) Ay* + 27)(x)y>.
Voltando a (5.42), temos
—2bey(z) + dy(x) + dj(x) + y(—2aci (z) — 2A (x) + 2¢)'(x)) = 0,
que produz

' (z) — Ady(z) — aci(z) = 0, (5.44)
c(z) + c5(x) — 2bey(x) = 0

Olhando para (5.7) temos um identidade em y e 3 que produz:

—acy(x) — TAC () + 7] (x) = 0, (5.46)

20c) (x) + 2Ad)(x) + 3¢5 () + ) (z) = 0, (5.47)

2ac) (x) — 10A(z) + 10c]"(x) = 0, (5.48)

adey(z) + A% (z) + dac(z) — 3A" (z) + 27 (z) = 0, (5.49)
2Abey () — 3ady(x) — Ack(x) + 2bc(z) + ¢ (z) = 0, (5.50)
—bes(z) + acg(x) — 3bcy(x) — Acg(z) + g (x) = 0. (5.51)

De (5.44), temos acy(z) = [ (x) — Acj(z). Substituindo em (5.46), obtemos
acy(x) = 0 como a # 0 entdo ¢i(xz) = 0. Com isso, @ da forma @ = co(x,y) +

y'cs(x,y), que é linear na primeira derivada e entdo paramos por aqui.

— Se ¢"(y) # 0, isso significa que (de (5.43)), c1(z) = 0 e de (5.42) temos que
cs(z) = —cj(z) + ay. Com isso, Q = y'ca(x) + () + y(an — () e novamente,

temos () linear na primeira derivada.

« Em contrapartida, seja h'(y) # 0. Substituindo @ e f na equagao (5.7), encontraremos
uma identidade em 7’ e observando o coeficiente de (y')*, temos ¢;(z)h'(y) = 0 o
que implica ¢;(x) = 0. Com isso, ¢35 = c4(x), 2 = c5(x)y + c6(z) e entdo Q =

y'ca(x) + c5(2)y + c6(x), mais uma vez, @ ¢ linear na primeira derivada.

Por fim, excluindo-se os casos abordados nos teoremas 5 e 6, todas as simetrias de contato
estudadas para o caso n = 0 sdo simetrias de Lie e para tal, utilizamos o fato de que em

[21] encontra-se a classificacao geral.
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3
55 Paran = ——
2

Neste caso, a equagao (5.11) é satisfeita e @) se torna

Q= Cl(xuy)\/?"i_ ca(y) + ¢ es(x).

Substituindo o que temos em (5.6) obtemos
—c1(@. ) f (YY) + 2(5) eryy (2,9) — 20100 (2, y) = 0, (5.52)
Note que o Wronskiano em 3 do conjunto S = {1, ()%, f(y,%')} é dado por
W =20fyy (y.4) = Ly (.1))-

Se W # 0, isto é, se S é LI, entdo (5.52) produz c¢;(x,y) = 0 dai Q = ca(y) + c3(2)y’.
Substituindo em (5.7)

2f(y, )5 (x) + ()5 (y) — v 2 () fy (v
y'cs(@) fy (v, o) — ea(y) [y (y, y') + ¢4 (2)

Derivando (5.53) com relagao a = e a y', temos

)-
. (5.53)

(@)Y fyy (v, 0) = fr(1,9) = 0= c4(2) = 0= c3 = aux + .
Com isso, (5.53) se torna
200 f(y, ) + V)’ () — ar/ fy (. 0) — V' W) fy (. y) — e2(W) fy(y.y) = 0. (5.54)

Se ca(y) # 0, resolvendo (5.54) com relagdo a f, temos

Fy.y) =g (ye D' (y)) + S(h(y)(Y)? (5.55)
2¢2(y)

em que S(h(y)) é o Schwarziano de h(y) e h'(y) = . Dessa forma, Q) = c2(y) +

(a1 + ag)y/, e dal,

aq 1 R (y)
5 = —(C\fll’ + a?)a n= 2h,(y)7 77( ) = alyl (1 - 2hl(y)2 )

que produz

X1: r € X2:—$6x+

1 h"(y)
0 1— 'Oy
W) ( 2 ()2 )
Se cx(y) = 0 entdo, (5.54) produz a; = 0, caso contrario, teremos f(y,v') = g(y)(y')* que
ja foi abordado nos teoremas 5 e 6. Com isso, temos para f geral Q = asy’ que implica

em X = 0,.
Por outro lado, se W = 0 entdo f(y,4') toma a forma f(y,y") = g(y)(y')* + h(y). Neste
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caso, vamos considerar apenas h'(y) # 0 pois o caso de h(y) constante ja foi abordado no

teorema 5. Substituindo em (5.52) obtemos

W) (9W)er (@, y) — 2c15(2,9) + (h(y)er (2, y) + 2c100(2, y)) = 0, (5.56)

que produz
h(y)er(x,y) + 210 (2, y) = 0, (5.57)
g (z,y) — 2ciyy(2,y) = 0, (5.58)

Substituindo em (5.7), temos uma identidade em y' que produz

—29(y)ch(y) — c2(y)g'(y) + 5 (y) = 0, (5.59)

2h(y)s(x) — ca(y) ' (y) + 5 (x) = 0, (5.60)

—c1(z,9)9'(y) — (2, 9)g(Y) + 219y (2, y) = 0, (5.61)

—g(y)c1x(2,y) + 2¢10yy (2, y) = 0, (5.62)

hy)era (2, y) + 201000 (2, y) = 0, (5.63)

1@ ) (5) + 3h(y)ery (5 5) + Brany(5,) = 0, (5.6

As equagoes (5.61), (5.62) e (5.63) seguem direto de (5.57) e (5.58). Substituindo (5.57) em

(5.64) resulta em —4c;(z,y)h' (y) = 0, que implica ¢1(z,y) = 0 pois h'(y) # 0. Derivando

(5.60) com relagao a x e y, obtemos h'(y)cs(z) = 0 e isto significa que c¢3(z) = 0, ou seja,
c3(x) = ayx + ay. Voltando a (5.60)

201 h(y) — ca(y)'(y) = 0,

= 2h(y)a ue em (5.5
que produz, ¢y = v 1 q (5.59)
- h,28;)4 (h(y) (¢ W)R' (v)* = 20" (y) (9(y)h' (y)* + 3h" (y)h' (y)— (5.65)

3h"(y)*) + R ()W (y)*) + W (y)” (2 (y) (9(W)W' () + 1"(y)) — 3h"(y)*)) = 0.
Para oy = 0, (5.65) é satisfeita e Q = oy’ produz X; = d,. Para ay # 0, temos que (5.65)

produz
h’(y))2
=k —S(h
o) =k (52 = 00
_ , : : _ 2h(y) ;
em que k = cte e S(h(y)) é a derivada de Schwarz. Com isso, () = W) ay + (o + a2)y
dai,

= —(mr+ay), n= 2hy) bt = (1 + 2h’(y)2 T hll(y)h(y)) ary,

o
h(y) h(y)?
que produz

_ L h(y) W (y)? —h"(y)h(y)\
X1 = QB, e X2 = xé‘z—l—th(y)@y—i— <1+2 h'(y)2 yﬁy/.
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3
5.6 Paran¢ {—3, —2, —5 —1, O}

Neste caso, temos Q = (y')" 2e1(x, y) +ea(x, y) +y'cs(w, y) e de (5.12) temos que ¢y = co(y),
c3 = c3(z) e ¢ = ay, logo, Q = (¥)" 2y + ca(y) + y'cs(z). Substituindo em (5.6)

Ban(n + 1)(n+2)(y)" [y, ) + (2n + 3)(d5(2) +y'e5(y)) = 0. (5.66)

Derivando (5.66) com relacdo a z, temos cy (z) = 0 que implica c3 = asz? + sz + oy, dai

(5.66) se torna
Bai(n +1)(n+2)(y")" f(y,y) + (20 + 3) (200 + y'c5(y)) = 0. (5.67)
Substituindo @ em (5.7), obtemos uma identidade em = que produz

s (2f(y,y") =y fy(y,9) =0, (5.68)

as2f (. y") — ' fy (. v) + W) () — ' SW) fy (v, 9+

ar(n+ VY2 F, (s o) — a(0)fy (9.5) = 0. (569)

De (5.68), observe que 2f —3'f, = 0 produz f = g(y)(y')* que é um caso ja abordado no
teorema 6. Vamos excluir este caso, logo, s = 0. Derivando (5.67) duas vezes com relacao

a 1, temos
ar (n(n+1)f(y,y) + 2y (n+ 1) f,(y,9) + (V)2 fyr (v, y')) = 0. (5.70)

Tome A = n(n + 1)f(y,y) + 2y (n + D f,(y,9') + (') fyry (y,4), logo, (5.70) produz
OélA = 0.

5.6.1 Para A=0

Neste caso temos, f(y,y') = ()" ""Vg(y) + (y) "h(y) e g(y) # 0, o caso g(y) = 0 jé foi

abordado no teorema 6. Substituindo em (5.67)
Bar(n+ 1)(n +2)g(y) + ¥ Bar(n + 1)(n + 2)h(y) + (2n + 3)c5(y)) = 0. (5.71)

Dai, temos o seguinte
a19(y) =0=a; =0,
3ar(n +1)(n +2)h(y) + (2n + 3)es(y) = 0= ch(y) = 0= 3 = azy + ap.
Nos resta analisar (5.69), esse fornece uma identidade em y" que produz

(as(n+1) + as(n +3)) g(y) — (asy + ag)g'(y) =0, (5.72)
(asn + az(n + 2))h(y) — (asy + )R’ (y) = 0. (5.73)
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Para aj # 0, facamos ag = Ajas e ag = A5 em que \; e Ay sa0 constantes.
Entdo (5.72) e (5.73) produzem g(y) = ki (Ag + )" HIMTOF 6 by = ky( g +y) DN
e Q= as(y+ X+ \izy') + auy e entao,

€= —ag—Maszt, 1= +y)as, 1Y =\ + Dasy’.
Assim, temos as seguintes simetrias

X1=0, e Xo=—- 20y + (N +9)0+ (M +1)y0,.
Por outro lado, se a5 = 0, as equagoes (5.72) e (5.73) se tornam

az(n +3)g(y) — asg'(y) = 0, (5.74)
az(n + 2)h(y) — agh’(y) = 0. (5.75)

Se considerarmos ag # 0 e com isso, tomando ag = Aag e A = cte, (5.74) e (5.75) produzem
9(y) = k™3 e h(y) = ke PN ¢ Q = ag + ¢ (a4 + Aagz), e entdo,

€= —ay— gz, n=oas 7=y,
Assim, temos as seguintes simetrias
X1 = 0; € Xg = —/\1'63; + 5y + )\y'ﬁy/.

Se a5 = ag = 0 entao (5.74) implica az = 0 e temos Q = auy’, que produz apenas a

simetria X = 0,.

562 Para A #0

De (5.70), ay = 0 e (5.67) implica dy(y) = 0, ou seja, co = azy + ag. Substituindo em
(5.69), temos

—2asf(y,y) + (s + a5)y' fy (4, 9) + (a6 + asy) fy(y, ") =0, (5.76)

Considerando que a5 # 0 e assim, escrevemos az = Az € ag = Ao, a

equagao (5.76) implica em
o) =+ 2™ F (5 (y + 2) MY
Com isso, @ = as(y + Ao + \zy’') + auy’ que produz
X1=0, e Xo=—-Mx0 + (N +y)o, + (M + 1)y'0y.
Em contrapartida, se a5 = 0, (5.76) se torna

=203 f(y,y") + sy fy(y.y) + as fy(y, ') = 0, (5.77)
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Para ag # 0 e a3 = Aag, (5.77) nos dé f(y,y') = e2VF (y'e’y)‘) e assim, Q = ag+ ¥y (g +
Aagx), e com isso,

X1 = O, € X2 = —/\Iém + (3y + )\y'éy/.

Se a5 = ag = 0, entdo (5.77) produz az = 0 e temos @) = ayy’ dando apenas a simetria
X =0,

Diante do que foi estudado neste capitulo, podemos unificar os resultados

encontrados no teorema a seguir.

Teorema 13. Fxcluindo-se os casos abordados nos teoremas 5 e 6, a EKSG admite,

para dados n e f(y,y'), as simetrias de contato dadas na Tabela 2.




Tabela 2 — Simetrias de contato EKSG

n fly,y") Simetrias de contato

neR f(y,y") caso geral X, =0,

e {-2,-1} (v +22)* M g(y (y + Aa) =), X1, Xy = =\z0: + (y + X2)dy + (M +1)y/0y
gy e™), X1, X3 = —A\x0; + 0y + Ay 0y

—3 da forma (5.30), Xy =—(9(y) + (M = 1)a)0s + (y + A2)0y + My + ¢ (1) (¥)?) 0y
da forma (5.33), X5 =—(g9(y) + \2)0r + 0y + (N + ¢'(v)(¥)?) 0y

-3 g (e 2 (y)) + S(h(w) (v)*, X1, Xg = —20, + Qh,#(y)ay + (1 = "(34)) oy

W (y) ? 72
lk<uw> —sww»}w)-+mw7

()T (Mg + )M (DA (k1 (A2 + )M + kayf),
(yl)f(nJrl)kle(nJrB))\y + (y/)7nk;2€(n+2))\y7

(v 4+ 22 F (y/(y +22) "),

62)\yF (y/e—y)\)7

21’ (y)?

_ h(y) 30" (y)* = 20" (y)(y) ,
Xl,X7 = x6m+2h/(y)0y+ hl(y)2 yay’

X1, Xo

X1, X3
X17X2

X1, X3

Nota: h'(y) # 0, ky # 0

e A\, A1, A2 e ko sdo constantes.

DS 9P 03DIU0I 2P SDILIPULG ¢ 0)npdD))

12
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Neste capitulo, foi feito o calculo das simetrias de contato da EKSG, excluindo-
se os casos em que EKSG sao linearizaveis pelos teoremas 5 e 6. Com esses célculos,
finalizamos a segunda parte desta tese. A seguir, na parte III, iniciaremos uma abordagem
sobre sistemas de EDOs e equagoes diferenciais parciais, ainda no campo de simetrias de

Sophus Lie.



Parte |11

Sistemas de equacoes diferenciais e EDPs

envolvendo o Schwarziano

73
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6 Sistemas de EDO envolvendo o Schwarzi-

ano

Neste capitulo, vamos estudar, ainda sobre as lentes de simetrias de Lie, sistemas de
equacoes diferenciais ordindrias de terceira ordem, especificamente, sistemas envolvendo
equagoes do tipo das EKSGs, estudadas no capitulo 3, para func¢oes f especificas. As
simetrias de Lie sao teis pois, podem simplificar o sistema, pelo método de reducao,
podem ser usadas para validar modelagens matematicas de equacoes diferenciais, etc.
Inicialmente, vamos realizar uma abordagem teérica sobre o calculo de simetrias de Lie de

um sistema de EDO de ordem 3, que serd dada na se¢do a seguir.

6.1 Simetrias de Lie de Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordina-

rias de 32 ordem

Em [50] é dada a condi¢ao de simetria para um sistema de equagoes diferenciais de segunda

ordem, no qual o sistema
qz :wi(quj’qj); Z?] = 1a'-'7Na (61)

admite simetria de Lie, gerada por

0 . 0
X = N—+n' 1) — 6.2
o))z + )5 (62)
se, e somente se,
[XW, Al = XWA - AXD = )4, (6.3)
em que A = \(x,¢’,¢’) e A é o operador diferencial equivalente ao sistema (6.1)
o 0 , o
A=+ §— +u'(z,¢,¢) =, 6.4
e Ty w'(z, q Q)ﬁqz (6.4)
e XM ¢ o prolongamento de X em (6.2) até a primeira derivada
0 b . .
XU =¢@,¢) 5 +0'(z,¢) == + 7D (@, ¢, @)= (6.5)

ox oqt

Nas equagoes (6.2), (6.4) e (6.5) temos a soma sobre o indice repetido i. Para
simplificacdo de notacdo, para sistemas de equagoes diferenciais, utilizaremos o ponto
acima de ¢' representando a derivada de ¢' com relacdo & varidvel independente ¢. Stephani
[50] desenvolve a equagao (6.3) e encontra a condigdo de simetria para o sistema (6.1) em

termos de & e n'.
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Seguindo essa premissa, nossa proposta para esta secao é estender a condigao
de simetrias para sistemas de equagoes diferenciais de ordem trés. Considere o seguinte

sistema:
q.L = wi(x7qj’q'j,q‘j); Za] = 15 "'7N7 (66)

e o gerador de simetria de Lie

X = JY g J . .
Elon) 2+ adl) (67
com extensao até a segunda derivada dada por
0 , 0 ‘ S0 ‘ 0
X@ = N 4t N 4 i) J g —— 4+ pni? J gl gy ——. 6.8
€(x,q)5x+n(w,q)aql+n (x,q,q)aqﬁn (x,q,q,q)ﬁq.z (6.8)
O sistema (6.6) admite simetria de Lie gerada por (6.7) se, e somente se,
[XP Al = XPA - AXP = A, (6.9)
em que A = Ax,¢’,¢,{’) e A é o operador diferencial equivalente ao sistema (6.6)
0 . 0 0 . o
A= —+¢—+{7 == ! I )= 6.10
Observe que de (6.9), temos que:
[ 0 . 0 1y 0 oy O 0 . 0 . 0 . 0]
v i (1) Y i(2) e -3 b i
Sor o T oG T a@ii] [ax T T e T o
_ _i + Zﬂ + i 0 +wi 0 é’i + Zi + 1(1)i + i@)i_ —
or o "o T o¢ | Yo T e T TG T | T

/\i+'ii+""a+wia
or " Tog "o TV o |

e, utilizando a propriedade distributiva e agrupando os termos em fun¢ao das componentes

0 oJ 0

e a—qi, a—ql e 571” obtemos:
(6.11)
)\;E + Aqia(; + ¢ a(; + A’ a(iji'
Comparando os termos da igualdade (6.11), observa-se da componente e que
A= — dé (6.12)

@7
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d . N . :
em que — ¢ a derivada total com relacao a x. Com isso, de — e —— respectivamente,
dx ot 0¢’
temos: , )
, dn* ., d¢ , dn’ . d€
i(1) _ 2 s i(2) =1 5 6.13
" dx 1 dx ¢ dx 1 dx ( )
Finalmente, a componente P fornece
qZ
) d )
Xyl 4+ w’dg — Ap'® =0, (6.14)
x

que nos dé a condigao para que X em (6.7) seja simetria de Lie do sistema (6.6), visto
que (6.12) e (6.13) estao inclusas no célculo de (6.14). Expandindo (6.14) em termos de

¢ e n', teremos (afim de simplificar a escrita, usaremos a seguinte notacio: ,, = 0/0z e
e = 0/0q°)

ow’

oqt

(7717:1:90 +anlvxj +q.k77lazk +qjqknl7jk +q.k77[7k _zglfax _2qjq.lfaj -
ow’
o

_niammj —ani,mj _q.krr]ia:m:k +q.i€7:mcx _éjknimk +2q157xz _qjq.kniamjk +2qjq.i€7xj +

3(5% +qj§7] )wl + gwim +,r]lwi7l + (nl):v +anl7j _q.lé.az _qqu£7] ) +

- (nivl _qigvl )wl

ql§7$x _qlqjng - q'lqual‘k _qlq]qk€7]k _qlquﬂc)

Q' E g +G 6 E o F Gk G P G E g — 0 et — G G0 et — 6 + (6.15)

G'Q € am =G TN 0 +26' G € o1 =7 G5 i 267G G E 1 G G g +
'i'k .l .i.l..k "L’ .j .k.l ) _2..l 1 "’i _.k..l ’L _.j..l Z )
0CCE et ¥4 CTE P CE i =20 01 +G0'Eoe =G N ot =¢GN 1 +

+ @G G 0 G+ G =0,

trocando os indices mudos, obtemos'

. /L /L Z . . o] oq awz
3(5733 +q]§7j )UJ + fw T +77lw T (nlm +q]77[7j _qlgax _qlqjgu' ) aiql‘i‘
(nlva:x +2q]77l7xj +q]qk771>]k +(‘jk/’7l7k _2ql€a$ _Zqulgvj _qlgaml‘ _2(]197]5903_
o] oq e o] oo 6(/‘) Z .i Z . Z
qlq]qum'k _qlquvk) aql - (77 1 —q gvl )wl — 1N szax —3q]77 yTT] +

7

(6.16)
§'€ave =340 o +34" €00 =3¢ 4" sz +607 '€ j +34"G € oy +
3G E ok +30 A " aje =34 TN i — P A i A3 T A3 T E o +
(7€ i +37' €= 0.

A equagao (6.16) é uma generalizacdo da férmula semelhante de Stephani [50] para sistemas de equagoes
diferenciais de ordem 2.
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Teorema 14. O sistema (6.16) determina as componentes &(z,¢”) e n'(z,¢’) do
gerador de simetria de Lie X em (6.7) em que um conjunto de equagoes w' em (6.6)

¢ dado.

6.2 Sistemas de EDO envolvendo o Schwarziano

Nesta secao, vamos encontrar as simetrias de Lie admitidas por dois sistemas de duas

equacoes diferenciais de terceira ordem, utilizando os calculos feitos na sec¢ao anterior.

6.2.1 Sistema de EDO 1 do tipo da EKSG

O primeiro sistema a ser estudado, envolve equagoes semelhantes a um caso particular da

EKSG (2.66), dado por

U 3 (u 2
sw =" 3 () =
X (6.17)
Vorr 3 (Vua\©
ECEE —2(%) o

com 7,5 € R, u® = |ul*"'uev” = |v["lv. Este sistema pode ser chamado sistema do tipo

Lane-Emden envolvendo o Schwarziano.

Observacao 2. O sistema de Lane-Emden

—Au =",

—Av =u’,
generaliza a equacao de Lane-Emden

Aw + wP =0,

cuja forma radial descreve uma estrela como bola de gds condensado, vide [7] e [10].

Teorema 15. O Sistema de equagdes (6.17) admite as simetrias de Lie dadas na
Tabela 3.

Tabela 3 — Simetrias de Lie do sistema (6.17)

Valores de r, s € R

r#0,s#0

r#0,s=0

r=0,s#0

Simetrias de Lie
2 2
X1 =0g5,X2 =20y — —u0y — —V0y
s r

X = aan2 = 0y, X3 = uau:aX4 = u2au

Xl = am7X2 = 61,,X3 = Uav,,X4 = 'UQav
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Demonstracdo. Inicialmente, vamos supor v = ¢' e v = ¢* para fins de substituicdo na

condigao de simetria (6.16). Note que

3(']‘12 . 36].22 ..
1 _ ( ) +(q2) ql’ w2:7( ) +(q1) q2

2 41 2 g2
wa=0 e = 0 para i =1,2, who=7(¢")""¢", wii=s(g")'¢,
aw_ § 2 w3 f2+(1)5 (6.18)
@2 C 92 T 2\ @ )
a 1 --1 a --2
S Y U
5q2 g 612 5611 o¢t ¢t o ¢
Substituindo os dados em (6.18) na condi¢do de simetria (6.16), obtém-se
9 1 o (G -1 -2 2yr -1
2(£7m +q 671 ‘H] ga?) q-l + 3(6%‘ +q 571 +q gaZ)(q ) q +

@,

(6t +iE0)

3(£7I +q'1£’1 +q2£72 )(ql)s(f + 7715(q )8 1q2 +

3,
<7
—~
NS
[\
S~—
4
R
()
"
+

) ) ) ) . 3 (¢ 2 .
(e +a'n' g +@n' 2 =06 —(")60 —¢'PE2) -5 (ql) +(A)" ] +
2 1,2 2,2 2 212 1:2 3 () 1
(77 e TG N1+ 2 —q gax _(q ) 572 —qq 571) _5 (q2> + (q )S +
(nl,zx +24'0" 01 4200 a2 +(0)°0" 1 240 12 +(6P) 0 a2 +G 0 1 +

627]172 _Qijlgm _3q.1q.1£71 _2q-2q.1£72 _q.lé-xﬂm _2(41)257‘%1 _2q1q2§7£2 _q'l ((j2)2§722 -
..1
Q'€ —(d")2E01 —2(¢")2%E 12) (341) + (7% 20 420" 01 26707 02 +
(41)2772711 +2q1q2n2712 +(q2)2772722 +ijln271 +C'].277272 _2(j2€71 _24162571 _3q2d2§72 -
q fazx —2(q ) o2 —2q q f,ml —(q 1)2425,11 —4251571 —(41)35722 -
c17 02\2 q‘z 1 .1 2 +2 3 (d1)2 2\r 1
2q (q ) 5712) 3? + (77 1 —(q 571 +1751 —¢q 571) _5 q-l - (q ) q +
. . 3 (i2)? Ny i o
(771,2 _qlfﬂ +T}272 _(12572) (_2 ( q2) - (ql) q2 — N szzx _3q]77 yTX] +
qlgawacw _3qk77l7xk +3ngamaz _3qjqk7717x]k: +6q]q2§7ac] +3qzq]§7mxj +3(]quf,mk +

(6.19)

3¢ 4" ujr =34 G0 0 — A i F3F GG E i 36 G G E o +

Q@G +3G' €1 =0

-] 2 ) 2
Atentando-se em (6.19) para os termos (ql) e (QQ) , respectivamente,
q q v
bté L 0en?. —0 ol; L= 5l(q) e n? = n2(q) . d (¢")
obtém-se que n°,, = 0 e °,, = 0 que implica, n° =7 (¢') e n° = n°(¢"), com isso, de i

--2 2
(gi]?) encontramos 7?1 =0 e ', = 0 e dai, n = 7' (¢") e n* = 7°(¢*), dos termos (§')*

e (62)2 temos que 571 = 572 =0 IOgO, 5 = g(l') :

e



Capitulo 6. Sistemas de EDO envolvendo o Schwarziano 79

Finalmente, utilizando-se do que foi encontrado, a equagao (6.19) sera reduzida

(Eszae 26,0 () + 7°7(@) ™G + (Esawe 72600 (¢")° + 0's(d")* NP+

1

n' 1 (1) 4 1002 (¢F)° = 0, (6.20)

que dos termos ¢*, ¢°, (¢*)* e (¢*)* se obtém

Esnn +26,0 (¢°) +1°r(¢*) " =0, (6.21)
Ernnn +26,2 () +1's(q') " =0, (6.22)
77 ;11 =0, (6.23)
%220 = 0. (6.24)

Derivando (6.21) com relacdo a = e em seguida, com relacdo a ¢*, tem-se:

éamx T(q2)r—1 =0= gaxm =0 ou r=0. (625>

e Ser #0, entao &,,,. = 0, o que implica que

g = ¥ + o7, (626)
em que ay, ap = cte. Substituindo (6.26) em (6.21) e dividindo a equagao por (¢*) 7,
tém-se:
2 2
rn° + 200q” = 0,
logo,
2
= —asq, (6.27)
e (6.24) est4 satisfeita. Substituindo (6.26) e (6.27) em (6.22) e dividindo por (¢*)*™*,
obtém-se
sn' + 2a0¢" =0, (6.28)
o Se s # 0,
2
n'=—aq, (6.29)

e (6.23) esta satisfeita. Portanto, o sistema (6.17) para r, s # 0 admite o grupo de

Lie de 2 parametros gerado por (voltando para as varidveis u e v):

0 0 2 0 2 6

o Se s = 0, entdo (6.28) implica que ay = 0 e entdo n? = 0. De (6.23) obtém-se:
n' = a5(¢*)? + aug® + as, (6.31)

em que o, oy, a5 = cte. Entao, temos que o sistema (6.17) para r # 0 e s = 0 admite
um grupo de simetria de Lie de 4 pardmetros gerados por (voltando para as variaveis
uev):
0 0 0 0
- = Xg=u— e X;=u’—. 6.32
: ou ( )
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e Ser =0, entao temos que s # 0 pois, caso contrario teremos em (6.17) duas equagoes
KS2 independentes. Derivando (6.22) com relacao a = e em seguida, com relagao a
ql, tem-se:

a2 5(0')° 1 = 0= Eua = 0= € = o +
com «, g = cte. Substituindo em (6.21) e utilizando o fato que r = 0, tem-se que
£,2= ay = 0. Logo, substituindo o que temos em (6.22), concluimos que n* = 0,

satisfazendo assim (6.23). Finalmente, da equacao (6.24) obtemos:
n' = as(q")? + auq' + as, (6.33)

em que as, ay, as = cte. Entao, o sistema (6.17) para r = 0 e s # 0 admite um grupo

de simetria de Lie de 4 pardmetros gerados por (voltando para as varidveis u e v):

0 9 9 , 0
%,XQ = %,Xg =V— ¢ X4 =V = (634)

X1 = ov ov

[]

6.2.2 Sistema de EDO 2 do tipo da EKSG

O segundo sistema a ser estudado, envolve equagoes semelhantes a equagao (2.65), dado

por
( 2
Ugza 3 Uzy _or 2
S0 = 2= - £ (%) = v
! (6.35)
Sy = Yz 3 (U} gy
L o, 2\ v, /] o

comr,s € R.

Teorema 16. O Sistema de equagdes (6.35) admite as simetrias de Lie dadas na

tabela 4.

Tabela 4 — Simetrias de Lie do sistema (6.35)

Valores de r,s € R Simetrias de Lie

r;éO,s;é{O,%} X1 = 0z, Xo = 205, X3 = 220,
riO,s:g X1 :a,,XQ:mam,xgzﬁaz,xz;:uauf%av
r#£0,s=0 X1 = 0, Xo = x0s, X3 = 220,, X4 = 0y

r=0,s#0 X1 = 0y, Xo = 203, X3 = 220, X4 = 0y
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Demonstracdo. Analogamente ao Teorema 15, suponha v = ¢* e v = ¢* para fins de

substitui¢do na condigao de simetria (6.16). Note que

wl _ ‘;’(%11)2 + (q2)r(q1)3’ w2 _ 2(%;)2 + (ql)s(q2)3, (636)

Substituindo (6.36) na condicdo de simetria (6.16), obtém-se

9 .1 .2 (G")? -1 .2 2y +1\3
5(5,1 +q &1 4+4¢°E2) + 3 +q 61 +47E2)(07)(¢)°+

1
9 : : q*)?
5 (Ee +0' 61 +072) ( qQ) +

3 +0' €1 +d%€2)(¢')(¢) +n's(q') (@) +Pr(@®) (@) +
G

(771730 +qln171 +4277172 _qlgvx _(ql)zfal _4142572) -

(772,;]0 I N 2 =P —(67) 2 =4 PE 0 ) —
(7717:13:1: +2¢'n" 1 42670 02 (370 a1 420" P02 H(P) 0 e +d 0+
@' 2 =246 =30" G €1 — 2077 €2 =" e —2(4") €1 —24" 02 —
6]1(6]2)25,22 —'G%E .o —(41)35711 —2(41)26}25712) (331) + (772a:c:r: +2€_§1772,x1 + (6.37)
26717 22 +(4")?10% 11 424" 0% 12 (7)1 22 +G 07 0 +G707 2 =267 0 —
20" €1 =302 =" e —2(0%) %602 =247 *E 01 —(¢)? 611 —G2G € —
(Ve -2 Pen) (35) +
(77171 —415,1 +?72,1 —42571) (—3 (qq11)2 - (QQ)T(Ql)S +
(Fa—iteatia—iea) (— L @y @) -

nim:zx _361]771,3;@ +qZ£aa:a:a: _qunlmk +3q257xac —3q]qk7717z]k +

64" q"€ aj +34" Q€ s +36°G € o 430 P 4 € ojp —34'0" 0" —¢' ¢ 4" jra +

3C]quéji57ﬂ +3qidl§kf>kz +quj(ikqlf,jkz +3difilf,z = 0.

Visto que da condigao de simetria (6.19) do exemplo anterior e a equagao

o] 2 ) 2 112 29\ 9
(6.37) os coeficientes dos termos € : € : (q. ) : (q‘ ) , (G9? e (¢%)? ndo se alteram,
q* ¢ ¢ ¢

obtemos analogamente que :
n=n'a), v =nc") e £=¢().
Desse modo, utilizando-se de (6.38), a equagao (6.37) serd reduzida a

[Pr (@) + 20" (@) = 0" 16" + 0" s(") " + 2020 (¢)° — 0P ae2 1(67)%+

(6.38)

(6.39)

gax:m ql + é.wcacm 42 = 07
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que dos termos ¢' e ¢* se obtém
Eaze = 0= & = na® + apx + ay, (6.40)
em que ay, ao, ag = cte. Dos termos, (¢')* e (¢%)® temos o seguinte:

(@) + 2040 (¢ =0t =0, (6.41)
n's(¢")* " + 2072 (¢")° — 71222 = 0. (6.42)

Derivando a equacdo (6.41) com relacdo a ¢' e em seguida, com relacdo a ¢?, temos

' r(q2)“1 =0=—=7r=0 ou n',11=0.

e Ser # 0 entdo

771,11 =0= 771 = a4q1 + as, (6.43)

em que ay, a5 = cte. Substituindo em (6.41) e dividindo a equacdo por (¢°) %,

obtemos 5
N = —;a4q2. (6.44)
Substituindo (6.43) e (6.44) em (6.42) e dividindo a equacdo resultante por (¢*)" ',
obtemos: A
(s — ) ay + azs = 0. (6.45)
T
oSes#0

4
o Se s # — entdo de (6.45) temos que oy = a5 = 0, 0 que implica n* = n* = 0.
r

4

Portanto, o sistema (6.35) para r # 0 e s # {O, } admite grupo de Lie de 3
r

parametros gerado por:

0 0 0
Qa—x,Xg =z e Xg=—. (6.46)

Xi=a or ox

4
© Se s = — entao de (6.45) conclui-se que a5 = 0, logo
r

( ¢ = a1 + T + as,
1 1
<= ouq,
2
n* = —Zauq?,
\ r

que produz um grupo de Lie de 4 parametros gerados por Xi, X, X3 em (6.46)

adicionado de (em termos de u e v)

Xy =u———-v—. (6.47)
u
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o Se s =0 em (6.45) entdo ay = 0 e com isso n' = a5 en® =0, logo o sistema,
(6.35) parar # 0 e s = 0 admite grupo de Lie de 4 pardmetros gerados por X, X, X3

em (6.46) adicionado de (em termos de u e v)

0

Xy =~
YT ou

(6.48)
e Seja r = 0 entdo temos que s # 0 pois, caso contrario teremos em (6.35) duas
equacdes KS1 independentes. Derivando (6.42) com relacdo a ¢' e em seguida com

relacdo a q2, como s # 0 entao
7]2722 =0= 7]2 = 044(]2 + s, (649>

em que ay, a5 = cte. Substituindo em (6.42) obtém-se

2
= —=auq.
S

Finalmente, substituindo o que temos em (6.41), visto que = 0, obtemos oy = 0 e
portanto, o sistema (6.35) para 7 = 0 e s # 0 admite grupo de Lie de 4 pardmetros

gerados por X7, X, X3 em (6.46) adicionado de (em termos de u e v)

0

Xy = <.
1T

(6.50)

]

6.3 Sistema gerais de EDOs de terceira ordem envolvendo o Schwar-

ziano admitindo sl(2, R)

No estudo de simetrias de Lie de equagoes diferenciais, temos que, dada uma equacao
diferencial, podemos obter seus respectivos geradores de simetrias de Lie. Por outro lado,
a partir de geradores de simetrias de Lie dados, podemos especificar as equagoes que

admitem tais operadores. Em [8], mostramos que a equagao (2.65)

2
ylll 3 yll "o
S = — — — _— =
() s 2 \y Fw))
é a equacio mais geral admitindo a algebra sI(2, R) gerada por Yi = 0,, Y = x0,, Y3 = 2%0,,
em que x é a variavel independente da equacao. O mesmo pode ser feito para sistemas de

equagoes diferenciais. Dessa forma, vamos buscar o sistema mais geral da forma

(6.51)

{ Ugrx = F(xvuavauxyvzauccmavxx)y

Vpgx = G(.T, U, Vy Ug, Ugy Ugy, Ura:)v
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admitindo a algebra sl(2,R) gerada pelos mesmos geradores citados anteriormente e

chegaremos ao seguinte resultado:

Teorema 17. O sistema de terceira ordem da forma (6.51) mais geral admitindo
a dlgebra sl(2,R) = Span {Y1 =0,, Yo = 20,,Y3 = x%’m} envolve a derivada de

Schwarz e € dado por:

(6.52)

0
Demonstracao. Primeiramente, aplicando Y1(3) =5 ao sistema (6.51) teremos que F, =
x

G, = 0, o que implica que o sistema nao depende explicitamente da variavel independente

x. Dal,
Upzr = F(uav7umvxvuwmyvxa§)a (653)
Vpga = G(U, UV, Uz, Vg Uz, 'sz)a
0 0 0 0 0 0
Para Y, ; x% temos, Yy = x% - uxa—ux - qux@ Sumxm — xa—vx —
2sz% — 3’szxM. Fazendo
Y2(3) (uzacac - F) = 07
(6.53)
obtém-se a seguinte EDP:
—3F + u,F,, +2uuF,,, +v.F, +20.,.F, =0 (6.54)

’ /u’$$ /UJJ /U$£U
que resolvendo nos dd a1 = ——,b1 = —,c1 = ——,d; =

()2’ (1) 3, €, portanto, a solugao
da EDP (6.54) é

(uz)?

F = (ux)gH(ua v, ay, bla Cl)'

Analogamente,

}/*2(3) (Uxx:c - G) = 07
(6.53)

nos da

—3G + u, Gy, + 2, Gy, + .Gy, + 20,,G,,, =0, (6.55)
’ sz ua: ul‘ﬂ? ~
que resolvendo nos da as = sibe=—, 0 = 5 d1 = —, e portanto a solugao da
(vz) Uz (vz) (vz)

EDP (6.54) é
G = (%)31(“7%@2, 52702)-
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Desse modo, (6.53) se reduz a:

Ugpzr = (ux)gH(u7vaalablacl)7 (6 56)
Vpzz = (Um)gj(uvvaa2762ac2)- .
Finalmente, de Y3 = x2£ temos Yi® = x2ﬁ — 20Uy — — 2(uy + 22U )i — 6(Ugs +
a7 3 aax7 3 66x T 5uw T Tx 6U$$ TT
TUTTIT) . 2331)96&—% —2(v, + 2:1:1)11)%—“ — 6(vgy + :z:vzm)aTm Fazendo
1/3(3) (urx:p - (ux)SH) = 07
(6.56)
obtém-se a seguinte EDP:
22 () Hy, +2(ug ) (g + 22U ) Hy,, — 6Usy + 200, (g )* Hy, + 2(0p 4+ 220050 ) (ug ) Hy,, = 0.
(6.57)
Pela regra da cadeia:
Uy Ve Uz
H, =-2 H, — —H,, —2—H,,
’ (uz)? (uz)? ’ (ug)?
(6.58)
H, = L H, H, = L H, H, = L H,
Ugr (uz)Q ays Ve Uy b1y Ve (Um)Q cy-

Assim, dividindo (6.57) por (u,)* e substituindo os dados obtidos em (6.58) teremos

Uy

(u2)?

22Uy (—2 Yoz H, —

. 1
(0.)? Hy, —2 Hcl) + 2(Uy + 22Uy ) 5 Hoy —

' (um)g (u$)2

U 1 1
6(1:;3 + QxeU—bel + 2(v, + 2:61):,390)WHC1 =0,

que simplificando nos da:

Ha1 + bchl = 3(11, (659)
3
resolvendo (6.59) temos, a3 = H — iaf e bs = ¢; — a1by e portanto a solugao da EDP

(6.59) é dada por

3
H = Ea’f + f(u,U7b1,Cl - albl)‘

De modo analogo,
Y:?.(S) (Ua:a:a: - (Ux)3]) =0,
(6.56)
obtemos a seguinte EDP
I, + b1, = 3as, (6.60)
cuja solucao é

3
I = §a§ + g(u, v, ba, co — asbs).
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Logo, (6.56) se reduz a:

3
Uggy = (ux)3 (2CL% + f(u,v, bla 1 — a1b1)> s

3 (6.61)
Vezxr = (Uz)s (20/; + g(u, v, bg, Cy — a/2b2)) .
Portanto, o sistema mais geral admitindo sl(2,R) gerado por Y] = p Y, =
iy
0 0
r— e Yy = 22—, substituindo os valores de aq, as, by, by, ¢1 € ¢o é
ox or
xrrT 3 xrx 2 T xVxx = Vxlxx
U :7(u ) iy u’v’i’uv Vplh (1)’
Uy 2 (uy)? Uy (ug)3 (6.62)
Vpzx 3 (U:c:r;)z + Uy VpUgy — UgUgy ( )2 '
= — u,v, —, ————— | ()7,
v, 92 (Uq;)Q g s Uy a;7 (Ux)‘5

que é equivalente ao sistema (6.52) o que prova o Teorema 17. Note que o sistema do tipo
da EKSG (6.35) é um caso particular desse sistema, em que f =v" e g = u*. Além disso,
as equagoes em (6.62) sdo semelhantes a (2.65) com a diferenga que agora temos a fungao

arbitraria dependendo também da primeira e segunda derivadas de u e v. O

Os resultados das segoes 6.2 ¢ 6.3 foram publicados em [9)].

6.4 Existéncia de um Lagrangiano para sistemas

A existéncia de um Lagrangiano classico para uma equagao ou sistemas de equacoes
diferenciais possui uma importante implicacao na matematica e na fisica matematica, a
saber, encontrar as suas leis de conservagao. Em outras palavras, uma vez encontrado
o Lagrangiano de um determinado sistema de equagbes diferenciais e tendo conhecidas
suas simetrias, podemos utilizar o Teorema de Noether [13, 27] para calcular as primeiras
integrais do sistema, ou seja, a fungao que é constante ao longo das solugoes do sistema
de equagdes. Nesta se¢ao, vamos verificar se os sistemas (6.17), (6.35) e (6.52) possuem
Lagrangiano. Em [44], existe um resultado a respeito da existéncia de um Lagrangiano L
envolvendo a derivada de Frechét Dp e o sua adjunta D}, em que P € /" e &/" é definido
como o espaco vetorial das r-uplas de funcoes diferenciais®. Antes de enunciarmos este

resultado, vamos definir o que ¢ a derivada de Frechét Dp e sua adjunta Dp.

Definigdo 2. [44] Seja Plu] = P(z,u™) € &" uma r-upla de fungées diferencidveis. A
derivada de Frechét de P ¢é o operador diferencial Dp : &/ — /" definida tal que

Dp(Q) Plu+ eQ[u]], VQ e 1.

de e=0

Uma fungdo diferencial P(x, u(”)) é uma funcdo que depende analiticamente de x, u e as derivadas de
u até uma ordem finita (no caso n) e P € C™ [44].

2
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Em geral, se u = (u*,u?,

u?) tal que u' com i = 1,...,q sdo varidveis de-
pendentes de z, Plu] = (P, Ps, ..., P,). A derivada de Frechét é o operador diferencial
matricial ¢ X r cujas componentes sao dadas por:

> 0P,
— ouY

[Dpluw = (D), pu=1,...,r e v=1,...¢q (6.63)

Y

em que uy = e D, € a derivada total com relagio a x. Definida a derivada de Frechét

Dp, sua adjunta Dy, : of " — o/ possui entradas

0
; 6u”’ w=1,..r e v=1,..4q (6.64)

Se Dp = D}, entdo Dp é dito autoadjunto.

Teorema 18. [//] Seja Plu] € &% definida sobre uma regido, verticalmente em forma

de estrela, M < X x U. Entao P é a expressao de Fuler-Lagrange para algum problema
variacional £ = Jde, isto é, P = E(L) se, e somente se, a derivada de Frechét Dp

¢ autoadjunta: Dp = D}. Neste caso, um Lagrangiano para P pode ser explicitamente

construido usando a formula
1
L[u] :f wP[u]d. (6.65)
0

A partir deste teorema podemos verificar se os sistemas (6.17), (6.35) e (6.52)

possuem Lagrangiano, ou melhor, podemos verificar se o sistema mais geral

{ S(u) = f(u, v, Uy, Vs, Ugg, Vas)

S(U) = g(u, UV, Uy, Vg Uz, Uﬂcm);

(6.66)

possui Lagrangiano.

Teorema 19. O sistema (6.66) nao possui Lagrangiano para quaisquer que sejam
F 0, U, Uiy U, Vi) € G(Uy V) Uy, Vg Ug, Vo). B particular, os sistemas (6.17),

(6.35) e (6.52) nao possuem Lagrangiano.

Demonstra¢io. Pelo Teorema 18, o Lagrangiano L existe se, e somente se, Dp = D7}.
Portanto, para mostrar que o sistema nao possui Lagrangiano, basta mostrar que uma das
componentes [Dp],, ¢é diferente de [D}],,. No caso do sistema (6.66), isto ja acontece na

primeira componente [Dp];;. Considerando u = u! e v = u?, escrevemos

- 1 3 1?2
Pl _ Yazx 2 (m) f(u u U U umz7uix)7
< (6.67)
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Note que:
= on oP . OP ., 0P .,
[Dplin = Z } =3a " au}EDx + 6u31me + o }cme (6.68)
ul (ul,)?
- _f, _ Yaaxx L A Dz .
Furt ( Y ) Do (069
u:}:w 2 1 3
-3 (ul)? — fur, | D; + @Dx, (6.70)

- P, P, P, P P
[DpliQ = Z 6 1 Zui - D, (g llQ) ((3 ) D (;11 Q)
_ % _Dw(apl) (3P1(DQ +D2(

0P 0P 0P
20, () (D.Q)+ S (D20) - ( )

rr rxr

6P1 aPl
3D <a ) (D:Q) = 3D, (a )

N _6P1 5P1 2 5P1 aPl
- W—Dm(ﬁ%)wx(%)— (

[ &Pl 8P1 2 a]Dl
o 20 () 902 (o )]ww@”

Q)

(o oP, ) 0P 1,
e (a )] (22Q) = [a ] (D=Q), (6.71)

logo, realizando as devidas substituigoes, teremos a componente [D}]1; dada por:

1 1\3 1
(u:p:v) +4ualcacux:r:p_ualmzx_fl+D fl—D2f1 :|+
u zJul zJ Ug

PPl = [‘3 @)t T )2

(6.72)

ul (ul )? 1
—2 - 322 4 1 — 2D, fur | Do — fur, D2 — — Dj.
2 S ¢ 20| D gt
Assim, [Dpli1 # [Dp)i1, 0 que faz com que [Dp] # [D}]. Desse modo, Dp
nao é autoadjunto e pelo Teorema 18 o sistema (6.66) ndo possui Lagrangiano. O sistema
(6.17), (6.35) e (6.52) sao casos particulares do sistema (6.66) para f e g especificos e

portanto nao possuem Lagrangiano. O

Uma vez que o sistema (6.66) nao possui Lagrangiano, nao podemos entao

utilizar o teorema de Noether como ferramenta para encontrar suas Leis de conservacao.
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Neste capitulo, mostramos uma expressao geral para o cdlculo de simetrias de
Lie de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de ordem trés, e como aplicacao,
sugerimos ideias de novos sistemas de EDOs envolvendo equagoes do tipo da EKSG vistas
na parte II e calculamos suas respectivas simetrias de Lie, também encontramos a partir
de uma dada Algebra de Lie, a saber, sl(2,R) = Span {Y1 =0,,Ys =20,,Ys = xQ@;} um
sistema de equagoes diferenciais semelhantes a respectiva EDO mais geral admitida por
esta algebra, que por sua vez, é uma equagao do tipo EKSG. Por fim, esclarecemos a
impossibilidade de sistemas de duas EDOs de terceira ordem envolvendo o Schwarziano
possuirem Lagrangiano, simplificando o processo para estudos posteriores de tais sistemas
no campo das leis de conservacao. No proximo capitulo, faremos uma reflexdo no campo

das equagoes diferenciais parciais, trabalhando EDPs envolvendo a derivada de Schwarz.
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7 O Schwarziano e equacoes diferenciais par-

clails

A derivada de Schwarz, além de possuir relevancia no campo de equagoes diferenciais
ordinarias, em particular, devido a equac¢ao de Kummer-Schwarz, também tem apari¢oes
no estudo de algumas equagoes diferenciais parciais (EDPs). O Schwarziano pode aparecer
ao longo da anélise de uma determinada EDP, como por exemplo, Weiss J. [51] ao estudar
a equacao de Kadomtsev-Petviashvili (KP), U, + ;;(Ut + UUy 4 Upyy) = 0, um modelo
que "descreve a dindmica de s6lidos e ondas nao lineares em plasmas e superfluidos"[25, 51],
inclui a derivada de Schwarz na abordagem sobre transformagoes de Backlund. Além disso,

a derivada Schwarziana pode se apresentar de forma explicita, como é o caso na equagao
de Krichever-Novikov [20, 22]

Ut _ Uzew 3 (l‘m>2 i Plu) PW(y) = 0. (7.1)

Uy Uy 2\ u, (ug)?’

Iniciaremos este capitulo, com uma abordagem sobre um caso particular da equacao (7.1)

em que P(u) = 0, denominada Equagao Schwarziana de Korteweg—de Vries (SKdV) e
outras EDPs envolvendo a derivada de Schwarz. Buscaremos uma boa extensao da equagao
SKdV para sistemas de duas equacgoes diferenciais envolvendo simetrias de Lie e por fim,
vamos propor uma generalizacao direta para EDPs de uma EKSG vista na parte II desta

tese.

7.1 A Equacao Schwarziana de Korteweg—de Vries

A equagao diferencial parcial (EDP) denominada Schwarziana de Korteweg—de Vries

(SKdV) [20] dada por
2
Uy Uz 3 Ugg
—=——-=|—] =9 7.2
ot 2 () ) (72)
é¢ uma EDP envolvendo a derivada de Schwarz que possui destaque nos estudos de simetrias
de Lie envolvendo EDPs por admitir grande ntimero de simetrias locais. Essas simetrias,

encontradas em [1] e [11], formam algebra 6-dimensional gerada por

2 P P P 0 o 1 0
Xi=—Xo=—,Xs=—Xg=u—, Xs =~ Xg=t—+ —x—. :
LT g T g T g T UGy s T W e T g T aTa) (7.3)

A equagao (7.2) envolvendo o Schwarziano, é um caso particular da equagio de

Krichever-Novikov e a equagao mais geral da forma

Uy = F(taxau7umumx7uwzz) (74)
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a ser invariante por tal dlgebra. De fato, considere uma EDP da forma (7.4). Note
que a invarianga de (7.4) por Xi, X5, X3 mostra que F(t, 2, u, Uy, Uy, Upyr) independe

explicitamente das variaveis ¢,z e u, reduzindo (7.4) a

Uy = F(uxa Ugg, uxcca:) (75)
Observe que, levando em conta somente 0s termos uy, Uy, Uz, € Uy, envolvidos em (7.5), a
0 0 0 0
extensdo de X, até a terceira ordem é Xf’) =U=— FUp=— F Ugg—=—— F Ugge——— + ...,
' ouy Oy, OUgy OUga
assim
3
XAE ) (ut - F(u:mumca u:ca:x)) =0
(7.5)
implica em
F—uyFy, — e Fupy — Ugza by, = 0.
Resolvendo a EDP acima, obtém-se
U U F
c= "2 w=" p="—, (7.6)

que implica na solugao F' = g(c¢, w)u,, no qual g é uma fungio arbitraria de ¢ e w. Portanto,
(7.5) se reduz a

uy = g(c, w)ug. (7.7)
Olhando para XV = 2uu i—i—2uu i—i—2(u2+uu )i+2(3u Uz + UL )L—i—
p 5 - taut x 6ux T TT augm x Wxx TTT aumzx (RS
tem-se que
X5 (e = glewyus) | =0,

(7.7)
Aplicando a regra da cadeia em ¢(c,w), em que ¢ e w sao dados em (7.6), obtemos a
seguinte EDP:

ge + 3cgy, = 0,
cuja resolucao nos da
3 U 3 (Uge \”
k=w—-c="2_"[2) =8 7.8
w-e =t 2 (M) < s, (75)

S(u) é a derivada de Schwarz. Desse modo, temos a solugdo da EDP dada por g = f(k) =

f(S(u)) e f é uma fungao arbitraria do Schwarziano. Assim, (7.7) se torna

w = f(S(u))uy. (7.9)
A equagao (7.9) é a equagao mais geral da forma (7.4) admitindo algebra gerada
0
por Xi, Xo, X3, X4 e X5 dados em (7.3). Finalmente, com operador Xég) = —U— —

ﬁut
1 0 2 0 0

—Up—=—— — —Ugy—=—— — Uppy——— + ... ODtEmMOSs
3 0u, 3 " Ouy, T Oy

X (uy — S(u)uy) =0,
(7.7)
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que através do uso da regra da cadeia em S(u) resulta na seguinte EDO:

F(S()) = Sw)f'(S(u)) = 0= f(S(u)) = aS(u), (7.10)
em que « = cte. Portanto, substituindo f(S(u)) dada em (7.10) na equagao (7.9) obtemos

up = aS(u)ug. (7.11)

A equagao (7.11) com o = 1 é a equacao (7.2). Podemos facilmente reduzir a

equagao (7.11) a (7.2) utilizando a seguinte transformacao
t=at, T=x U=u. (7.12)

Portanto, concluimos que a algebra gerada por (7.3) especifica a equagdo Schwarziana de

Korteweg—de Vries, ou seja, (7.2) é a equagao mais geral da forma (7.4) admitindo (7.3).

Outra equacgao da forma (7.4), envolvendo o Schwarziano e que admite também

uma algebra de 6-dimensional, porém gerada por outros operadores, ¢ dada por

S(u)
Uy = (0.)? (7.13)
e admite as seguintes simetrias:
0 0 0 0 0 0 0
Xi=—Xo=,Xs="Xs=2—, X5 = 2°=—, Xg = 3t— —. 14
1S g T g e T G M S gy A = TG Xe =8l gy (7.14)

Observe que, esses geradores de simetrias de Lie sao semelhantes aos geradores
admitidos pela equagdo SKdV em (7.3) com a diferenca que em X4, X5 e Xg a varidvel
dependente (u) é trocada com varidvel independente (x) e isso produziu uma equagao

diferencial diferente.

Uma terceira equagao da forma (7.4) envolvendo a derivada de Schwarz é dada

pela forma aparentemente mais simples
u = S(u), (7.15)

em que u = u(t, z). Note que, ao contrario de (7.2) e (7.13), quando realizados os célculos

de simetrias da equagao (7.15), é encontrada uma &lgebra de dimensao 5, a saber

0 0 0 0 0 0 0
%,Xz = a,Xzz %,X4=x%—2u%,X5 zta—l—u%. (7.16)

Por outro lado, a equagao mais geral da forma (7.4) admitindo tais simetrias é

2

e , 717

, . 3 /U/Jfl:xul'

no qual (7.15) é um caso particular de (7.17) para f = 5t e
uIEIE

(7.17) juntamente com as simetrias (7.16) nos induz a pensar que esté faltando pelo menos

X =

], ou seja, a equacao
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uma simetria de (7.15) em (7.16), todavia ao realizar um célculo "bragal" utilizando os
procedimentos para exibir as simetrias de Lie de uma equacao diferencial em [4] e [29]
ou até mesmo por meios computacionais, se chegara a uma algebra 5-dimensional como
em (7.16). Isso, nos leva a concluir que, existem equagoes diferenciais (parciais) que nao

podem ser completamente especificadas pela algebra a qual admite.

7.2 Sistemas de EDP envolvendo o Schwarziano

Na secao anterior, vimos que a equacao Schwarziana de Korteweg—de Vries

U Uaa 3 (U)2 _ S() (7.18)

Uy Uy 2\ uy,
¢ a EDP mais geral, envolvendo a derivada de Schwarz, que admite dlgebra 6-dimensional
gerada por

2 2 ? v o @
= %,X4—U%,X5 =U %,Xﬁ—gta‘f‘l‘% (719)

Considerando a algebra acima, vamos buscar um sistema de EDP da forma

Uy = F(t;xauaU;u:vyvxauxmavxmyurw:pavmxaj)a
(7.20)
V¢ = G(taxyuavauxavxauxxavxxaum:xaU:ca:x)a
admitindo os seguintes geradores
0 0 0 0 0 0
Yi==—Y,=— Y =— Y, =— Y-=u—.Ys =v—
LT T Tt T T et T Yo
(7.21)
0 0 0 0
Yo =ul—,Ys =0 —,Yy = 3t— 4+ x—.
T T e T e T Yo

Note que a invarianga de (7.20) por Y1, Y5, Y3, Y, mostra que F' e G independem explicita-

mente das varidveis ¢, z,u e v, reduzindo (7.20) a

{ U = F(ux, Vg Uz y Vzxy Uzax, szm)a (7 22)

Uy = G(uxa Vg Ugyy Vg Uzza, U:cxx)-

Considerando o gerador Y5 e seu prolongamento até a terceira derivada Y})(‘g) =

PR -
U + Upo— + Uy + Upy = + Uy =
ou " ouy ¥ Ouy " O T Oy

equagoes (7.22) obtemos

+ ..., aplicando a condi¢do de invarianca as

— 0, (7.23)

(7.22)

)/5(3) (ut - F(u:cy Vgy Ugyy Vgay Uzaa, Uazwx))

— 0, (7.24)

(7.22)

}/5(3) (Ut - G(uzvu Vg Uggs Vpxs Uzaa, Uzmm))



Capitulo 7. O Schwarziano e equagées diferenciais parciais 94

que resulta nas seguintes equagcoes diferenciais parciais lineares de primeira ordem:

F —u,F,, —uwFy,, — UpzaFo,,, =0, (7.25)
Up Gy + UGy + Uper Gy, = 0. (7.26)
~ umz /U/I.’L’QT . o
Resolvendo a equacao (7.25) obtemos ay = —, g = e o = —, que implica na
z Uy Uy
solugao de (7.25)
F= uxFl(a1a27 Vg Ugxs Uac:cx)~
Da mesma forma, de (7.26) obtemos oy = Yoz o gy = ua;aca:’ que implica na solucdo de
(7.26)
G = Gl (051062, Vg, Ve U:):xz)v
logo,
Uy = uxF A1, Uy Vgas Ugga )
! e ) (7.27)
Vg = Gl(ala% Vg Uz Uazxx)-
, P (3) 0 0 0
O analogo ¢ feito para Y5 e o prolongamento Y™ = v— 4+ vy=— + Vp=— + Vo =—— +
ov 51}15 ﬁvx avxw
Vpge = + ..., temos
0

TTx

=0, (7.28)
(7.27)

}/6(3) (ut - u:cFl (041042, Vs Vex,s Umcx))

=0, (7.29)
(7.27)

}/6(3) (Ut - Gl (ala27 Vg, Ve Umzz))

que resulta nas seguintes equagoes diferenciais parciais de primeira ordem:

prlvz + ’UxxFlvzz + 'U:c:(:asplvzmc = 07 (73())

Gl - Umlez - U:m:lezz - Uxmclezzz =0. (731>

Resolvendo a equacgao (7.30) obtemos 3 = Yaz o Bo = Urzz que implica na solucao de
,UCC xX

(7.30)
Fi = Fy(oqoo, B, Ba).

xrx Txrx G . . ~
Da mesma forma, de (7.31) obtemos 3; = U—, by = Y efs3 = =L que implica na solucgao
U;,; x Ux
de (7.31)
Gl = UxGQ(ala% 517 62)7

logo,

(7.32)

Uy = UxF2(041042,51752),
Uy = U:sz(OﬁO@, B, 52)-
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0
+ (6UzUpy + 2Ulggy) = + ...

0 0 0
De V¥ = u? —— + 2uup=— + 2utty = — + 2(u? + iy, P
uwxz

ou Oy OUy
em (7.32), obtemos

OUyy

Y7(3) (U’t - u$F2(a1a27 ﬁla 52)) = O, (733)
(7.32)
Vi (0 — 0,Ga(ara, B, B2)) =0, (7.34)
(7.32)
e entao as seguintes EDPs
Fouy + 301 F, = 0, (7.35)
G2a1 + 30&1G2a2 = O, (736)

que resolvendo ambas equagoes chega-se a oy = S(u), em que S(u) é a derivada de Schwarz,

e assim a solugao de (7.35) e (7.36) sdo, respectivamente,

Fy = Fy(au, B1, B2) = F3(S(u), b1, 52) e Ga = Gsla, b1, B2) = G3(S(u), b1, B2),

assim,
Uy = ung(S(U),51,62), (737>
Uy = UJ:G?)(S(u)a ﬁl) BQ)
. (3) 2 0 2 0
Analogamente, aplicando Y3~ = v*— + 200, — 4 200, — + 2(v5 + V04 ) =—— + (60U, +
) ov oy 0v, Oz
2Wmm)é‘7 + ... a (7.37), obtemos as seguintes EDPs
/UCU.'L’Z'
F351 + 361F3,32 =0, (738>
G351 + 351G352 =0, (7.39)
cujas solugoes sao dadas, respectivamente, por
F3 = Fy(S(u),S(v)) e Gs=G4(S(u),Sv)),
assim,
Uy = uxF4(S(u)7 S(/U))7 (740)
v = v, G4 (S(u), S(v)).
. 0 0 0 0 0 0
; Fl;lalmente, }/;(3) = BtE + 25[)’} — ?)Utailbt — UITU% — ZUMaTM — 3uxmmﬁTm —
3vta—vt — vxa—vx — 2vmav—m — 3%”@ + ... aplicado a (7.40), tomando ay = S(u) e

B4 = S(v), obtemos

Y (uy — upFa(a, Ba)) =0, (7.41)

(7.40)

Ya¥ (v —v.Galan, Br)) | =0, (7.42)

(7.40)
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que resulta nas seguintes EDPs, respectivamente:

—Fy + agFyo, + BaFup, =0, (7.43)
—Gy + 044G4o¢4 + 54G4/34 = 0. (744)

Resolvendo a equagao (7.43) obtemos o seguinte

Yy F4
=— e A=
Ba ’

e (39).

Da mesma forma, resolvendo a equagao (7.44) obtemos o seguinte

:& )\4:%7

Qay Qg

-5 3)

Com isso, concluimos com o seguinte teorema.

At

e portanto a solugdo de (7.43) é

A3

e entdo a solugdo de (7.44) é

Teorema 20. O sistema de EDPs da forma (7.20) mais geral admitida pelos gera-

dores de simetria (7.21) € dado por
U _ Su)
Uy Sl (S(U)> ,

2o (30).

e Se f =g =1, entao temos o sistema envolvendo equacoes semelhantes a

equagao de SKdV
{ u = S(v)uyg, (7.46)

(7.45)

, S(u) S(v)
e Seja a = % ep = S(0)

desacoplado de equagoes de SKdV.

. Se f(a) = a e g(B) = B, temos um sistema

Os resultados das se¢oes 7.1 e 7.2 foram publicados em [9].
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7.3 Generalizacao da equacao de Kummer-Schwarz para EDP hi-

perbdlicas

No capitulo 3, estudamos algumas generalizacoes da EKSG no ambito de Equacoes
Diferenciais Ordinérias, por exemplo, a equacio (2.65) S(y) = f(y)(y')*. Nesta secio vamos
propor uma generalizacao no ambito de Equagoes Diferenciais Parciais, esta generalizacao
se d4 por trocar y(x), que depende de apenas uma variavel, por u(t, x) e substituir o termo
(v/)? na equacdo (2.65), pela derivada parcial de segunda ordem de u(t, ) com relacdo a t
(ug), isto é:

S(u) = f(uuu (7.47)

em que S(u) é o Schwarziano. Primeiramente, vamos encontrar o grupo continuo de
equivaléncia da equacdo (7.47), com f(u) # 0 (caso contrario teremos a equacao de EKS

ja estudada). Em seguida, encontraremos os geradores de simetrias de Lie desta equagao.

7.3.1 Calculo do grupo continuo de equivaléncia da EDP

Nesta se¢ao, vamos calcular o grupo continuo de equivaléncia da EDP (7.47) seguindo
de modo andlogo ao procedimento adotado no capitulo 4, em [23], [30] e [31]. Seja Y o
gerador de um grupo de equivaléncia de (7.47) dado por

0 0 0 0
Y = fl(t,ﬂf,u)a + 52(t7x7u)aix + ﬁ(t,w,U)afu + ,U(t,CC,'U,, f)ﬁ? (748>

e sua prolongacao Y

o wd o d o0 & 0 J J

Y=Y 1 = - — — +... (7.49
+m E + 17 ou. + M1 Eo + Tga Eo + 7292 Eo + w o/, + wo ot + .. ( )

Considere o sistema associado a EDP (7.47):
)2

Ug g . §(uxa:

_ t =0
uttf( 7‘7;7“) + U, 9 (Ux)Q )
(7.50)
ft = 07 fx = O:
com 77(0> =1, 7]1(1) e ngﬁ-)%ik dadas em [4]
771(1) = Din — u;D;;, (7.51)
k _
771‘(12')2...1‘,9 = Dikﬁ(k - Uz‘lig...zk,ljDikfj, (7.52)
e wy e wy dados, respectivamente, por
w1 = Dt# — [iDi&y — faDi&s — qutU = it — fullt, (7.53)

wy = Dopt — fiDoby — foDpbs — fuDal) = fia — fulles (7.54)
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0 - 6 0 i As condigoes de invarianga do

D
of —at S +fl“af oz

sistema (7.50) sao dadas pelas segulntes equagoes:

em que D; = —l— ft

YV —uy Yoze 3(um)2> =0 7.55
( g f(t, z,u) + " 2 (uy)? (750) ) ( )
Y (fe) 7.50= 0, (fz) |(7.50)= 0 (7.56)

Das equagoes (7.56) e considerando que f e f’ sdo agora algebricamente

independentes, conclui-se que

w=0=u=0¢e n =0,
wey=0=p, =0 e n, =0,

isto significa que
n=nu) e p=pu,f). (7.57)
Olhando para a equagao (7.55), temos:

N Uz +3 (umx)2 . H Uz . §(uxx) f @ 2) Ugs n @ —0 (7 58)
BT T ) ) T e 2 gz ) T e Ty, T
1 @ (2

para solugoes de (7.50). Utilizando o que encontramos em (7.57) e os valores de 13 ’, m17’, 735
e 77%3)2 em (7.51) e (7.52), temos:

Ugzx UtUgrg UtUg e
(nu - 252&0 + 2511& - IM) glz ‘ 2€2uu:caza: + 3§1u L +

) u (uz)? Ug

3u 3 (Um)Q Ut(um)2 3 (um)2 15 ut(um)Q
<3f2x+2f+ =Ny — 361 t> (Um)2 — 31z (Uz)?’ +§€2u " —?5111 (uz)2 +

(glttf - Sglzmu) Uy + (€2ttf - 3£2xxu) Uy + (2£2tf - 6£l:pu) Uty + (2£1tu - nuu)f(ut)2+

(2§2tuf - Sélzuu) Uy + fluuf(ut) + §2uuf(ut) Uy + 2€2uututw + 3511:36 Q(L;ug)cg +

2
U U U g (U )
661:{: (OU ):m: 3521uuxz + 3£1xu = 3€2uuuxu:m: + 3€1u . +
Uy Uy Uy
Uty Ugy Uty

3§1u ( 3§2xuu + nuuu) (uz)2 - §2uuu(u$)3_

- £2$LE$ glmwz u 35111

x T T

Uz

gluuuut(ux)Z - Bfluuuxum - 36196 - 3€luum:{: = 0.

x

(7.59)

u
De (7.59) obtemos uma identidade em wy, tg, (s )?, Ustly, —

T

.. Observando

* obtemos que &, = &1, = 0 e isto implica que & = & (t). Da

T

. Ut
os coeficientes de uy,, €
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mesma forma, os coeficientes de ., € U, considerando que f(u) # 0 produz &, = &o; = 0
e assim, & = &(x). Substituindo o que encontramos em (7.59) obteremos as seguintes

equagoes determinantes:

77';+2§2x+77u—2§1t = 0, (7.60a)
$o0ee = 0, (7.60b)
§iw = 0, (7.60c)
N = 0 (7.60d)

Derivando (7.60a) com relagao a x, obtemos &,, = 0, isso implica em & =
a1 4+ ag em que aq, ay = cle, com isso, (7.60b) estd satisfeita. Da equagao (7.60c), temos
que & = ast + a4 com as, ay = cte e da equagao (7.60d) obtemos n = asu + ag, em que
as, ag = cte. Finalmente, substituindo o que temos em (7.60a) obtemos o valor de p dado

por i = (—2a;1 + 2a3 — as) f. Portanto, os geradores de grupo de equivaléncia sao:

Xi=ol —0r x= % xy =1l ol
X2 loxomul 5l x, = 2 '
T T e T e T

7.3.2 Calculo das Simetrias de Lie da EDP

Teorema 21. A equagao (7.47)

S(u) = f(w)us
admite as simetrias de Lie dadas na tabela a sequir.

Tabela 5 — Simetrias da equacdo S(u) = f(u)uy

valores de f(u) Simetrias de Lie

f(u) arbitraria X1 =0, Xo = 0z, X3 =t0 + 20,

L X1 =04, X2 =04, X3 =10t + 0y

fu) =k = cte X4 = 8y, X5 = t0u, Xo = t0; 1 2udy
_ 1 1 X4 =6t,X2=6$,X3=t5t+I5x

() = clau + )t a {0} Xa < (1 4 a)ter + 2au + byon

Xl = 6t,X2 = 617X3 = tat +m61

fu) = ce X4 = &y + 2bdy
B l b 3 X1 :5t7X2:az,X3:tai+xam
flu)=cl|zu+ Xa = 2t0; + (u + 3b)u, X5 = t°0; + (u + 3b)tdy

Demonstracao. Considere o gerador de simetria de Lie prolongado até a terceira ordem

X = €0, 4 &0, + 100 + 1500, + 0500, + 1000, + 155 0 + M5obOu + o

Ugzz
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Aplicando a equagao (7.47) a condig¢ao de invarianga (2.4)

xX®) (S(u) — f(w)uy) =0 quando  S(u) = f(u)uy,

obtemos
_ =z — 3 -3 =0
nf(u) w +277 f(u) (ux)Q Up) (ux)z + 97y (ux)g f( )7711 7722 ( x) U:p<7 62)7

para as solugoes de (7.47).

Observacao 3. Os infinitesimais 775 ), ng ), ng), ng) e néQ)z, utilizados nos cdalculos a sequir,

foram colocados, de forma explicita, no Apéndice B.
Assim, substituindo (7.51) e (7.52) em (7.62) obtemos
3

! TXT 3
(—77{;((5)) — 28, — N + 2§1t) uux + (277 + 382, — 381 + 2%) ()2 +

Uy (ux.t)Q
(ux)3

/U/JJZL’ZL‘

Nz (02)?

2
UtU U
tWrxx 2£2uugmz + 3§1u UtUgpx + 37]35( :cz) +

(ux) Uy (um)s

3 (Uee)? 9, ur(Ugs)?
gba T gbu (ug)?

+ £1w - 351:1:

+ (_nttf(u) + 377xwu - 521‘:1::5) +

(glttf(u) - 277tuf(u) - Bglwxu) Uy + (£2ttf(u) + Snxuu - 3&213:71) uz+

(2€2tf(u) - 6§1Iu) Uty + (2§1tu - nuu) f(u) (ut)2 + (2€2tuf(u) - 3€1xuu) UgUy+ (763)

- (7

gluuf(u) (ut)3 + €2uuf(u) (ut)qu + 2€2uf(u)ututx - 377:6:0(533)2 - 3nxuﬂ+

xT

UtUgy: ta:uzx

UtUy
3§1mz + 6£1x 3§2muuzm + 3§1mu - 3§2uuuajumm+
Uty Ugy 1 um
3flu + Negze — Sla::ca: 3€1J1x
Uy Uy Uy Ua:

U
(nuuu - 3£2xuu) (ux)2 - £2uuu(um)3 - £1uuuut (ux)2 - Bgluuumum - 351:1: ; - Bgluuta:x = 0

x

u
De (7.63) obtemos uma identidade em 1, ug, (uz)?, Ustly, —
X

= &4 = 0 e isso implica & = & (t). Da mesma

.. Observando os

X
forma, os coeficientes de u,y, € Uy, considerando que f(u) # 0 produzem &y = &, = 0,

(UM)Q

e assim, & = &(z). De ORE temos 7, = 0, logo, n = n(t,u). Substituindo o que
Uy
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encontramos em (7.63) obteremos, resumidamente, as seguintes equagoes determinantes:

UJ;@((;L)) + 28, + 0w — 28 = 0, (7.64a)
M f (W) + Souze = 0, (7.64D)

T = 07 (7 640)

St — 20 = 0. (7.64d)

Derivando (7.64a) com relacao a x, obtemos £y, = 0, isso implica em & =
a1+ ap em que aq, ay = cte. A equagao (7.64b) se torna 1, = 0, ou seja, n = a(u)t + b(u).
Substituindo 7 em (7.64c) obtemos a”(u)t + b"(u) = 0, assim, a"(u) = 0 e V'(u) = 0,
logo a(u) = asu + ay e b(u) = asu + ag em que asz, ay, a5, ap = cte, com isso, n =

azut + ayt + asu + ag. Substituindo o que temos até aqui em (7.64d) obtemos

"

l(t) —2a3 = 0:>§1 = Oégt2 + art + ag,

em que oy, ag = cte. Finalmente, substituindo em (7.64a)

f'(w)
f(u)
o Suponha f'(u) = 0, isto é, f(u) = k = cte # 0, de (7.65) obtemos a3 = 0 e

Q5
a7y = 5 + a1, dessa forma

(cgut + ayt + asu + ag) —3ast + as + 200 — 207 =0 (7.65)

fl(t) = (041 + %) t+ asg,
() = apx + g,

n(t,u) = agt + asu + ag.

Portanto, a EDP S(u) = kuy admite algebra de Lie 6-dimensional gerada por

0 0 0 0 0 0 0 0
%7)(2 = %,X:; =t— + r— X4 = %,X{; = ti,Xﬁ =t— + 2U7(766)

X1 = ot T ox u ot u

o Suponha f'(u) # 0. Derivando a equagdo (7.65) com relagao a t obtemos

f'(w)
~3a3 =0
(Oégu + 054) f(U) a3 ’
como f'(u) # 0, podemos reescrever a equagdo acima como
f(u)
(aszu + ay) — 303 i) =0. (7.67)

"
Derivando (7.67) duas vezes com relagdo a u, obtemos g (f(u)) = 0, o que

f'(u)
as = 0 ou (}i%)ﬂ —0.

significa
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"
o Suponha <;/((Z))> # 0, logo a3 = 0. Substituindo em (7.67) temos ay = 0,

dessa forma (7.65) se torna

!
u
(asu + ag)‘;((u)) + (a5 + 201 — 2a7) = 0.
Multiplicando a equagao acima por f(u) e dividindo por f'(u) obtemos
(a5t + o) + (a5 + 201 — 2ar7) J{,((Z)) — 0. (7.68)

Derivando duas vezes a equagao (7.68) com relacdo a u obtemos

(a5 + 201 — 2a) (;/((Z)))” o,

"
como <;/((u))) # 0 entdo a7 = a3 + % que substituindo em (7.68) produz
u
as = ag = 0. Assim, para f(u) arbitraria temos:
fl(t) = Oélt + ag,

&) = a1z + ao,

n(t,u) = 0.
Portanto, a EDP S(u) = f(u)uy admite algebra de Lie 3-dimensional gerada por
X, = ;,Xg — ;E,Xg _ t; + x;x. (7.69)
o Suponha (j:/ig)ﬂ = 0, ou seja,
j:,((z)) — qu + b, (7.70)

com a, b = cte, cuja solugdo para a # 0 é dada por

|~

f(u) = clau + b)=, (7.71)
em que ¢ = cte, e a solucao para a =0 é
flu) = cet, (7.72)
em que ¢ = cte e b # 0.
e Seja a # 0. Substituindo (7.71) em (7.67)
as(1 —3a)u + (ag — 3a3b) = 0, (7.73)
isso implica a3(1 — 3a) = 0, e ay = 3azb. Desse modo, temos dois casos a considerar

a # —, que implica a3 =0e a = —.
301 p 3 3
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® Se a # il)), entdo ag = 0 e neste caso oy = 0. Voltando para (7.65) obtemos
asu + ag + (a5 + 201 — 2a7)(au + b) = 0,
ou seja,
(1 + a)as + (200 — 2a7)a) u + (g + (a5 + 204 — 2a7)b) = 0. (7.74)

(1+a)as

Como a # 0, a equagao (7.74) implica em a7 = )
a

+ oy e ag = a5—. ASSiIIl,
a

1 1
para f(u) = c(au + b)s e a # {3,0} temos:
(14 a)as

gl(t) = (2@ + Oél) t+ as,

&(x) = g + ag,
t,u) = +é
n(t,u) = as | u =)
1

Portanto, a EDP S(u) = c(au + b)éutt, com a # {,O}, admite algebra de Lie

w

4-dimensional gerada por

0 0 0 0 0 0
Xi=—,Xo=—,Xs5=1t— — Xy=(1 t— +2 b)—. .
1= 5 X = o Xy é‘t+xé‘x e Xy=(1+a) 6t+ (au—i—)@u (7.75)
e Se a =0, teremos f(u) dada em (7.72). De (7.65) temos que
asu 4+ ag + (a5 + 200 — 2a7)b = 0
; O
edai, a5 =0e a; =a; + 5 Dessa forma,
o
fl(t) = (051 + 2*2) t+ as,
&(T) = a1z + ao,
n(t,u) = ag.
Portanto, as simetrias admitidas por S(u) = ce"uy sdo
0 0 0 0 0 0
Xi=—,Xo=—,X3=1t— — Xy =t— +2b—. 7.76
T T T %  a S M T T Ve (7.76)

1
O Sea= 3 temos de (7.71) que ay = 3asb. Voltando a (7.65)

2
5(2055 + oy — a7)u + ag + (045 + 20&1 — 20&7)[) = 0. (777)



Capitulo 7. O Schwarziano e equagées diferenciais parciais 104

Da equagao (7.77), ar = 25 + a1 € g = 3asb. Assim,

fl(t) = Oéth + (20[5 + ozl)t + as,
&(z) = gz + ao,
n(t,u) = az(u + 3b)t + as(u + 3b).

1 3
Portanto, a EDP S(u) = ¢ (3u + b> uy, admite algebra de Lie 5-dimensional

gerada por
0 0 0 0
X1 = %7)(2 = 671‘7)(3 = t& +x%,
(7.78)
9 9 L0 3
[l

Assim como com a equagao (7.47) foi feito calculo de simetrias de Lie para
a equacdo S(u) = f(u)(uy)® e observou-se a generalizacio no expoente de uy, dada no

teorema a seguir.

s )

Teorema 22. A equacao

S(u) = f(u)(ue)"
admite as simetrias de Lie dadas na tabela 6.

Tabela 6 — Simetrias da equacao S(u) = f(u)(uy)",n #0,f #0

Valores de f(u) Simetrias de Lie
f(u) arbitraria X1 = 0¢, Xo = 0y, X3 = t0r + Nxy
f(u)=k=cte X1 = 0¢, Xo = 0z, X3 = t0r + Nxoy

Xy = 0y, X5 = t0y, X = t0t + 2udy,

_ 1 X1 =0, Xo = 0z, X3 = t0 + nxdy
flu) =clau+b)e, a# {5’0} X4 = (1 + na)td; + 2nlau + b)dy
flu) = ce X1 =00, Xa = 0, X3 = 0 + nads
- X4 =tor + 2nbo,
f _ i b SR X1 =0, Xo = 0z, X3 = t0t + Ny
@=e| v X4 = 2t0; + (u + 3nb)dy, X5 = t20; + (u + 3nb)td,

Demonstracao. A prova desse teorema é feita de forma analoga ao que foi feito para o

cason = 1. O

Neste capitulo, fizemos uma reflexao sobre algumas equagoes diferenciais parci-
ais envolvendo o Schwarziano e suas simetrias, vimos a partir dai que, apensar de uma

determinada equacao admitir um certo conjunto de simetrias de Lie, tais simetrias nao
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necessariamente irdo especificar completamente aquela equacao, grosso modo, nem sempre
temos um se, e somente se. Além disso, assim como fizemos com os sistemas de EDOs no
capitulo 6, ao utilizar as simetrias de Lie admitidas pela equacao de SKdV, para encontrar
o sistema mais geral de um tipo de EDPs que admite tais geradores, encontramos sistemas
de equagoes que sao uma boa generalizacao da equagao de SKdV para sistemas, o que
nos faz pensar que geradores de simetrias admitidos por determinada equagao envolvendo
o Schwarziano levam a sistemas de equacgoes diferenciais semelhantes, mas, para provar
isto, seria necessario generalizar e nao apenas utilizar exemplos. Por fim, propomos uma
generalizacdo direta de um caso particular da equacao EKSG, a saber, S(y) = f(y)(y/)?

para o campo de EDPs e calculamos suas respectivas simetrias.

Os capitulos 6 e 7 sdo apenas um comeco para amplos estudos que podem ser
feitos envolvendo equagoes e sistemas de equagoes diferenciais envolvendo a derivada de
Schwarz, muito ainda pode ser estudado para tais equacoes e sistemas, como por exemplo,

buscar leis de conservacao e possiveis equivaléncias.
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8 Consideracoes Finais

Ainda ha muito o que estudar sobre equagoes envolvendo o Schwarziano, tanto no ambito
real, quanto em analise complexa. Nesta tese, obtivemos resultados que certamente serao
uteis para estudos posteriores de modelos e equagoes envolvendo a EKSG. Esses resultados
simplificarao o trabalho de futuros pesquisadores interessados, visto que nossos resultados
envolvem a linearizacao de equacoes do tipo da EKSG, nao s6 mostram um leque de EKSGs
que sdo linearizdveis a w”(t) = 0 como também apresentam as respectivas transformagoes
que as linearizam. Uma vez que tais equagoes sao linearizadas, podemos fazer uso de
numerosas ferramentas do campo das equagcoes lineares. Além de apresentar ideias de novos
sistemas de equacoes diferenciais envolvendo o Schwarziano mostramos a impossibilidade
de um sistema geral de duas equacoes diferenciais envolvendo a derivada de Schwarz
possuirem o Lagrangiano, o que implica nao ser possivel aplicar o famoso Teorema de
Noether [27] para tais sistemas. A seguir, seguem, resumidamente, uma lista dos resultados

que obtivemos nesta tese:

o Teorema 5: As tnicas equagoes da forma da EKSG linearizéveis a w” (t) = 0 via
transformagoes de contato sao: (3.1), (3.2) e (3.3) e as transformagdes que as

linearizam sao respectivamente (3.4), (3.6) e (3.8);

o Teorema 6: As equacoes diferenciais da forma EKSG que sao linearizaveis através da
mudanga na variavel dependente e independente a w”(t) = 0 tem a forma (3.17) e as

transformagoes que linearizam sdo dadas por (3.18) e (3.19);
o Teorema 7: Grupo de equivaléncia da EKSG;
o Teorema 8: A equagao (4.43) é equivalente a (4.45) através da transformacao (4.31);
o Teorema 9: A equacio (4.47) é equivalente a (4.48) através da transformacao (4.41);

« Teorema 10: As equacdes (4.45) e (4.48) sdo equivalentes a Y (X) = 0 através da

transformagao (4.63) e (4.65) respectivamente;

o Teorema 11: As equagoes (4.43) e (4.47) sdo equivalente a u"(t) = 0 através da

transformagao (4.67) e (4.69) respectivamente;

o Teorema 13: Excluindo-se os casos abordados nos teoremas 5 e 6, a EKSG admite,

para dados n e f(y,y'), as simetrias de contato dadas na Tabela 2.

o Teorema 14: O sistema (6.16) determina as componentes &(z,¢’) e n'(z,¢’) do
gerador de simetria de Lie X em (6.7) em que um conjunto de equacdes w’ em (6.6)
¢ dado.
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o Teorema 15: Simetrias de Lie do sistema (6.17);
o Teorema 16: Simetrias de Lie do sistema (6.35);

o Teorema 17: O sistema de terceira ordem da forma (6.51) mais geral admitindo
a algebra sl(2,R) = Span {Y1 =0,, Yo = 20,,Y3 = xQ@;} envolve a derivada de
Schwarz e é dado por (6.52);

o Teorema 19: O sistema (6.66) nao possui Lagrangiano para quaisquer que sejam
F U, 0, U, Uy Uy V) € (U, 0, Uy, Vg Uy, Vgr). Em particular, os sistemas (6.17),

(6.35) e (6.52) ndo possuem Lagrangiano;

o Teorema 20: O sistema de EDPs da forma (7.20) mais geral admitida pelos geradores
de simetria (7.21) é dado por (7.45);

o Teorema 21: Simetrias de Lie de S(u) = f(u)uy;

o Teorema 22: Simetrias de Lie de S(u) = f(u)uj.
A partir desta tese, até o presente momento foram realizadas as seguintes publicagoes:

o Bozhkov, Y. D.; da Conceicao, P. R. On the generalizations of the Kummer—Schwarz

equation. Nonlinear Analysis, Elsevier, v. 192, p. 111691, 2020.

o Bozhkov, Y. D.; da Conceicao, P. R. Differential Equations Involving the Schwarzian
Derivative. AIP Conf. Proc. 2020, 12a conferéncia online AMiTaNS’20. No prelo.

Finalmente, esta tese abordou, sob as lentes da teoria de simetria de Sophus Lie, um
estudo aprofundado de equagoes diferenciais envolvendo o Schwarziano. Com esse estudo,
obtivemos resultados relevantes. Com o objetivo de ampliar posteriormente os estudos
referentes as equagoes diferenciais envolvendo a derivada de Schwarz, propomos uma
extensao da EKSG no campo dos complexos. Consideramos soluges complexas da EKSG,

isso é, solucoes de
n "

2
Y Y
em que y : R — C, ou seja, y(z) é da forma y(z) = u(z) + iv(z). A partir disso, fazendo
fy,y) = flu+iv,u' + ') = Uu,v,u',0") + iV (u,v,u',v"), reduzimos o estudo de (8.1)
ao de um sistema de duas equacoes diferenciais relacionado as partes real e imaginaria, a

saber

ulu/// o U,U”, + nl(u//)Q o 2n2ullvll o nl(v”)2 U((UI)2 o (U/>2) o QVUIU/,
" + V" 4 ng(u)? 4 200" — nap (V") = V(W) — (V)?) + 200

(8.2)

O sistema acima é um sistema real de equagoes diferenciais. Para inicio da abordagem

podemos buscar um modo de simplifica-lo, utilizando grupos continuos de equivaléncia,
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semelhante ao que foi realizado nesta tese e, posteriormente, buscar por simetrias de

contato e possiveis solugoes de (8.1).
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APENDICE A - Calculo das transformacdes

de contato do teorema 5

Este apéndice tem como objetivo expor o calculo das transformacgoes de contato
(3.4), (3.6) e (3.8) que linearizam, respectivamente, as equagoes diferenciais (3.1), (3.2) e
(3.3) & equagao u"”(t) = 0. Para isso utilizamos o sistema de equagoes do teorema 3 de

Meleshko. Reescrevendo a equagao (2.66) na forma (3.10)

" n

+ E(y”f — f(y.p)p =0,

em que y' = p, extraimos os valores das constantes a,b,c e d

CLZO, b= ) Czoed:_f(yap)p

n
p

Considerando que a = ¢ =0, b = b(p) e d = d(y, p), as equagoes (2.35)-(2.52) se reduzem a

Ve = gH—p(gp, +k), (A1)

Yy = gpyt+k, (A.2)

Vp = g¥p, (A.3)
3o = —3kppyy + 3Hgyp, + ¢y (0kp — 3pgyp, — 3K) (A.4)
30p9y = 3kop + 9y (3gpy — UK) (A.5)
9o = GpPpps (A.6)
5480yy9012; = G0Hypppy (_2b2 + 3bp) + 2¢p (_12b2d§0§_ (A7)

9bd,p5 + Idbypr + 9bg0§) — 54%,9@; + 1080,y Pyp

SAopypy = 3¢hpy (0 — 3by) — 18b03py, + 18bppppipy — 27950y + (A.8)
108vpeppPyp

60pppp = 990,29;; + 902 (_b2 + 3bp) ’ (A.9)

540200 = 6 (20b% — 30— 3b,p) @, H? + 5dg,, H? + (A.10)

ey (—120°p* + 18b,p” + 54) H — 108ppppy, H —
540ppeap® + 2 (9dbyip® + 9bplp” — 9d,02bp” — 120207 dp*—
27dpg012)p — 279032/]7 — 18gof,bdp + 27d<p;2,) ©p + 108p2<,0pg0y<,0yp,

5Apppry = 3(=20° +3b,) o, H? + 60y, (20°p — 3b,p) H + (A.11)
540, H — 1080y,0,0y0 + 0y (240°dip + 18bd,0op — 1805 bp—
18bypadp + 18bdy + 27dy07 + 2707 + 54pp.opp,
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3ppppe = 3Hpp — 3pppipyy — 20H @y, (A.12)
18p2H, = 18H?p,, — 18Hpppp,, + H @, (2b°p — 3pb, — 6b) + (A.13)
18Hpypy + @p (—6bdpl + 18deps — Ipd,h — Ipys)
18p,H, = 18H¢p,, + H? (—2b* 4 3b,) + 6bdy. + 9dyp) + 907, (A.14)
3ppHy = 3Hepp —20He, + ¢, (3py) (A.15)
ke = 9Hkpy, + Ikppypy — 18kppypy, + (A.16)
Hko, (2b°p — 3b — 3pb,) + 3k, (—bp + 3)
902k, = —kpppy, + 18kpypy, + Hkpp (—20° + 3by,) + 3kgpbp,, (A7)
3ppkp = 3k, — bk, (A.18)
onde k e H sao dados em (2.53). Inicialmente, consideramos b = Z Resolvendo a equacao
(A.6) em termos de g, temos que’
9= q1(z,y)e + g2(z,y). (A.19)

Em seguida, utilizamos a equagao (A.18) para obter uma expressao para k
k= ky(z,y)p" 3 pp. (A.20)
Da equagao (A.4), sendo ki # 0, temos que

@ n
Ppp = 3p,’;1 ((n = 3)k1 = 3p"3(gratp + 922)) » (A.21)

substituindo (A.21) em (A.5) obtemos uma expressao para ¢

_ P92y + 92 +p ik

- (A.22)
pgly + 91z

A partir daqui, vamos considerar as trés equagoes (3.1), (3.2) e (3.3) particularmente.

A.1 Equacio (3.1)

A equacdo (3.1) fornece b = 0 e d = —C} — Cap. Substituindo (A.22) em (A.4), temos®

9oy9iz + gly(kl - g2x) = 07 (A23>

supondo g1, # 0 obtemos uma expressao para k;

_ 91992z — 92y91z
gly

Os célculos realizados neste apéndice foram feitos utilizando o software Mathematica [52]. O software
também foi utilizado para alguns célculos ao longo da tese, inclusive Wolfram|Alpha [53]
Trocamos as constantes k1 e ko pois utilizamos k; na expressdao para k em (A.20)

ki (A.24)

1

2
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Substituindo o que temos em (A.8), teremos
92yY1yy — J1yGayy = 0,
e isto implica que gy = g3(x)g1 + ga(x). A equacao (A.15) produz

_293x(gly)2 + g1 + 93xglyy + g4a:glyy = 07 (A25)
G491y — 29390913/91:0 + 94z G1zy + 0 (g?mglxy - ng:cgly) = 0. (A26)

Resolvendo (A.25) para g1, supondo g3, # 0 obtemos

95(7) 932942y + 95(2) g6 () g3 gz + 1 (A.27)

n= 95 () (y + g6(x)) g2, !

em que gs(x) # 0, substituindo g; em (A.26), temos

(95)2g3x (g3mg4rx - g3mmg4z) Y — gax ((95)2gﬁg3xxg4x + ng) + (95)2969§mg4mz — 0593z = 0

(A.28)

Em (A.28), temos uma identidade em y que produz
(9329422 — 9302942) = 0 (A.29)
—93z ((95)296g3xxg4z + g5x) + (g5)2g6g§$g4m — 959322 = 0. (A.30)

Resolvendo (A.29) para g4, obtemos g4 = @193 + a, tomemos oy = 0 e g = 0, assim

g4 = 0, que substituindo em (A.30) obtemos

93295z + 95932z = 07

1
cuja solucao para gs, tomando a constante de integracao igual a um, é g5 = —. Até aqui,
93z
temos

293,(96 + )

v 93z (g6x + p) + G3zz (gﬁ + y) 95
_ 2g3$

g 93z (961 + p) + G3ax (g6 + y) ’

) 293,

(932 (gﬁm + p) + 9322 (96 + y))2’
em que g3 = g3(z) e g¢ = gs(r). Com isso, (A.7),(A.9),(A.12),(A.16) e (A.17) estao
satisfeitas. A equagdo (A.14) fornece o seguinte

2931’1}$93$ - 3(3:5:(:)2 + 02(9390)2 = 07 (Agl)

C
ou seja, S(gs)(x) = ——=. Substituindo o que temos em (A.13), teremos uma equacio em
termos de gg, C7 e Cy
J6zza — 029633 + Cl = 0. (A32)
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Dai, as equagbes (A.9) e (A.9) sdo satisfeitas. Finalmente, nos resta analisar as equagoes

(A.1)-(A.3) e encontrar uma expressao para u. De (A.1), temos

2 3
P 93 (95 + ¥) (), (A.33)

(93:10 (96:1: + p) + G3aa (g6 + y))

substituindo nas equagoes (A.2) e (A.3) teremos, respectivamente, uy, = 0 e uy, = 0, ou
seja, u; = cte que tomaremos como nula. Portanto, a transformagao que lineariza (3.1) é

dada por

. 293, (96 + y) o
93z (g6x + p) + g?)mc(g6 + y) ’

3
u=— 2931(96 + y) - (A34)
(g3zv (gﬁx + p) + 93zx (96 + y))

_ 293x
93z (96a: + p) + g3xw(gﬁ + y)7

C
em que, gs(z) e gg(x) sdo tais que S(g3)(x) = —?2 e Jozzz — Cager + C1 = 0.

A.2 Equacio (3.2)

3
A equagao (3.2) fornece b = —5 ¢ d = —f(y)p® — Cp. Substituindo os dados que temos

P
em (A.4), utilizando n = —g3 obtemos uma identidade em p que produzird®
(glfngy - glngm)Q + glyglmk% =0 (A35>

Vamos supor que g1, = 0 e g2, = 0. Com isso (A.4), (A.5),(A.8),(A.9) e (A.17) estao
satisfeitas. As equagoes (A.12) e (A.15) produzem

9129222 — GJ1zaf2z = 07 (A36>

que resolvendo para gs nos da go = a1g1 + as. Tomamos a1 = as = 0 e com isso g = 0. A
equacao (A.16) produz
Greak1 — 2g1yk1. = 0 (A.37)

cuja solugdo para ki é dada por k1 = ka(y)\/g12- As equagoes (A.7) e (A.14) produzem
2kakayy — 4k3, + fy)ks = 0. (A.38)
As equagoes (A.9) e (A.13) nos fornecem uma expressao para g;

_291asmcglx + 3(91939:)2 + 2C(glx)2 = Oa (A39)

Trocamos as constantes k; pois utilizamos k; na expressdo para k em (A.20)

3
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ou seja, S(g1)(x) = C. Finalmente, de (A.1) temos uma expressao para u = 1 dada por

2

k
w=22p 4+ ui(y.p), (A.40)
91z

Substituindo em (A.3) temos que uy, = 0, isto é, u3 = u;(y) e entdo (A.2) produz

(desconsiderando a constante de integracao)

1 Y
Uy = —2J kQ(T)sz. (A41>
1

Portanto, a transformagao de contato que lineariza (3.2) a u”(t) = 0 é dada por

s ko
Y= b,
\/glx\f
L . fyk (7)%dr (A.42)
2glzp 2 1 ? ’ '
_ gika \/ﬁ,
\ Jix

em que, g1(z) e ky(y) sdo tais que S(g1)(z) = C e 2kokay, — 4k3, + f(y)k3 = 0. Note que,

como ky(y) é arbitraria, podemos tomar (k2)? = hy,(y) e o sistema (A.42) serd o seguinte:

( h %
Y= (yp) )
91z
glhyp - hgl:c
y = 2wl Tl A.43
291x ( )

1

h 2
g=—n (yp) :
L 91z

em que, g1(z) e ka(y) sdo tais que S(g1)(x) = C e S(h)(y) = —f(y)

A.3 Equacdo (3.3)

A equacgao (3.2) fornece b = 3 ed = —f(y)p* — Cp’. Substituindo (A.22) em (A.5),

p

temos”

92291y + glr(kl - g2y) = 07 (A44)
supondo g1, # 0 obtemos uma expressao para k;

kl _ 92y91z — J1y92z ) (A45)
91z

Trocamos as constantes k; pois utilizamos k; na expressdo para k em (A.20)

4
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Dessa forma, (A.4) e (A.9) estao satisfeitas. Substituindo o que temos em (A.15) produz

trés equacoes:

91292¢x — JlzaG2: = 07 (A46)
_2915092:091:01/ + 2(91:0)292961/ - (92yglx - glyQQz)glxI = 07 (A47)
(glm)ZQny - glenglyy - (92yglm - glngx)glxy = 0. (A48)

A equagao (A.44) produz g2 = ¢g3(y)g1 + 94(y) que substituindo em (A.47) e resolvendo

para g; obtemos (supondo gs, # 0)

o= —295(Y) g3y 94y . 95(4)96(y) g3y gay — L (A.49)
95(y) g3, (x + 96(y))

em que g5(y) # 0. Substituindo em (A.48) temos

9393y (93y9ayy — Y3yy9ay) T — g3y (959693y59ay + Gsy) + 929693, 9yy — Y593y = 0, (A.50)

que é uma identidade em x que produz

93yGayy — G3yy9ay = 0, (A.51)

— g3y (929693yu91y + Gsy) + 929695, 9ayy — 9593y = O- (A.52)

Resolvendo (A.51), temos g4 = ;g3 + ao. Tomemos oy = ay = 0 e entdo g4 = 0.

Substituindo em (A.52) e resolvendo para gs teremos gs = gi, (considerando a constante
Y

de integragao igual a 1). Com os dados que temos até aqui, (A.9) é completamente satisfeita.
As equagoes (A.11) e (A.13) produzem

—293yyy g3y + 3(93yy)2 + C(QSy)2 =0, (A.53)

ou seja, S(gs)(y) = g As equagdes (A.7) e (A.14) produzem

Yoyyy + C g6y — f(y) = 0. (A.54)

Finalmente, nos resta utilizar (A.1)-(A.3) para encontrar u = 1. De (A.1)

2023 +x
P POt ), (A.55)

(93y (Pgsy + 1) + PYsyy(96 + )
substituindo nas equacgoes (A.2) e (A.3) teremos, respectivamente, uy, = 0 e uy, = 0, ou

seja, u; = cte que tomaremos como nula. Portanto, a transformagao que lineariza (3.1) é

dada por
o= 2pg§y(96 + ZL’) q
= - Y3,
93y (Pgey + 1) + pgsyy (g6 + )
2 2.3
{u=— p gBy(96+x) -, (A56)

(93y (Pgey + 1) + Pgsyy(g6 + x))

g=— 2p93y
93y (Pgey + 1) + pYayy (g6 + x)’

o C
em que, g3(y) e ge(r) sdo tais que S(g3)(y) = 5 € Youyy T Cgoy — [ (y) = 0.



até a terceira ordem

(1) (1)

Este apéndice apresenta a férmula explicita dos infinitesimais 1y, 75
3)
2

de uma variavel dependente (u) e até duas variaveis independentes (t, z).

Considere u(t, x) e o gerador de simetria dado por

X =& (t,z,u)0, + &(t, x,u)0, + n(t, x,u)0d,

e o seu prolongamento até a terceira ordem

X® = 640, + &0, +ndu + 1100, + 0500, + 1 Ous + 057 Ou + 15200 +

Ugzx

De (7.51) e (7.52), temos:

0" = D — u;Dyg;,
k _
771‘(122‘..1‘,C = Dz’;ﬂl(k b UiliQ-nikﬂjDikgj'

Em [4] encontramos ngl), nél), nﬁ) e ngg) dados por

n%l) = 1 + (1 — E1) U — Eoptie — Exulue)” — Enutistiy,

1Y = e A (e — a0) e — Eratty — Eau(r)? — Eryustty,

778) = N + (27]tu - §1tt) up — Soglly + (TIu - 25115) Ugy — 221Uty

+ (T]uu - 2£1tu) (ut)2 - 2§2tuutum - gluu(ut)3 - quu(ut)2um
_Sgluututt - §2uuxutt - 2§2uututam

nég) = Nozx + (277:cu - 629690) Uy — flx:cut + (nu - 2521‘) Ugpy — 2€1xutx
+ (nuu - 252:cu) (ux)Z - 2€2xuutux - €2uu(ua:)3 - gluu(u:c)2ut

_3€2uuxuxx - fluutu:px - 2€2uumutfm

e para nég)g, de (B.3) obtemos

Sy = Duns) — (Dbt )taat — (Daa)tipza,

que de (B.7) produz

121

APENDICE B - Infinitesimais prolongados

2 2
) 7751)7 7752)

dados em [4] e 1395 utilizados para calcular as simetrias de Lie de uma equagao diferencial

(B.1)
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7753)2 = Nzax + (3nmmu - §2zxm) Uy — flmrmut + (37]a:u - 35211‘) Uy — Sglzzutm
+ (gnxuu - 3§2mxu) (ua:)2 - 3§1xmuutu$ + (nuuu - 3§2xuu) (u:v)3 - Sglxuuut(ux)Z

+ (377uu - 9§2xu) UgUgy — 3€1xuutuxa¢ - 6§1zuuacutx - €2uuu (ux)4 - gluuuut(uz)?’ (B9>

_6§2uu(ua:)2ux:c - 3€1uuutuxuxx - 3§1uu(ux)2utx - 3£2u(u1‘x)2 - Sgluuta:uxx

+ (nu - 3’52:1:) Upgr — 4’52uuzua:xx - gluutumzx - Bglxuxxt - Bfluumux:m:
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