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Resumo

Nesta tese, com as lentes da teoria de Sophus Lie de simetrias de equações diferenciais,

trabalhamos com generalizações da equação diferencial de Kummer-Schwarz (EKS). Inici-

amos com uma abordagem preliminar, envolvendo conceitos, aplicações na matemática,

propriedades, simetrias de Lie, simetrias de contato e linearização da EKS e da derivada

de Schwarz. Em seguida, sugerimos uma generalização da EKS e obtivemos resultados

concernentes a ela. Tais resultados envolvem linearização de equações, grupos contínuos de

equivalência e simetrias de contato. Além disso, estendemos nossa pesquisa para sistemas

de equações diferenciais de terceira ordem e apresentamos uma expressão geral para o

cálculo das simetrias de Lie para tais sistemas. Por fim, fizemos um estudo sobre equações

diferenciais parciais (EDPs), mais especificamente, a equação Schwarziana de Korteweg-de

Vries (SKdV) e sistemas de EDPs envolvendo a derivada de Schwarz.

Palavras-chave: Simetrias de Lie. Derivada de Schwarz. Equação de Kummer-Schwarz

generalizada. Linearização.



Abstract

In this thesis, under the lens of Sophus Lie’s theory of symmetries of differential equations,

we work with generalizations of the Kummer-Schwarz differential equation (KSE). We start

with a preliminary approach involving concepts, applications in mathematics, properties,

Lie point symmetries, contact symmetries and linearization of the KSE and the Schwarzian

derivative. Then, we suggest a generalization of KSE and we obtain results concerning to it.

Such results involve linearization of equations, continuous equivalence groups and contact

symmetries. Furthermore, we extend our research to systems of third-order differential

equations and we present a general expression for the calculation of Lie symmetries for

such systems. Finally, we carried out a study on partial differential equations (PDEs),

more specifically, the Schwarzian Korteweg-de Vries equation (SKdV) and PDE systems

involving the Schwarzian derivative.

Keywords: Lie symmetries. Schwarzian derivative. Generalized Kummer-Schwarz equa-

tion. Linearization.
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Introdução

O presente trabalho aborda uma pesquisa sobre equações diferenciais envolvendo a derivada

de Schwarz. A derivada de Schwarz, derivada Schwarziana ou apenas Schwarziano é definida

pela seguinte expressão

S♣yq ✏ y✸

y✶
✁ 3

2

✂
y✷

y✶

✡2

(1)

em que y é uma função de x, y✶, y✷, y✸ são suas derivadas e y✶ ✘ 0. De acordo com

[46], o nome derivada de Schwarz foi dado por Cayley. Entretanto, este afirma que o

próprio Schwarz disse não ser o precursor dessa expressão e que essa, surge mesmo

que implicitamente na dissertação de Lagrange em “Sur la construction des cartes

géographiques” (1781). Contudo, não foi fácil identificar o Schwarziano na obra de Lagrange.

Joseph Sylvester (1814-1897), um matemático inglês com contribuições na teoria de matrizes

[43], tentou encontrar a derivada Schwarziana nos trabalhos de Lagrange, mas não obteve

êxito. Schwarz estava correto. Posteriormente foi descoberto que Lagrange introduziu uma

versão do Schwarziano no seu trabalho mas, em lugar de S♣yq encontra-se
φ✷

φ
em que

φ ✏ 1❄
y✶

, o que mostra a dificuldade em identificar que Lagrange de fato foi o possível

precursor de tal expressão.

Posterior a Lagrange, a expressão apareceu no artigo de Kummer em 1836,

tendo participação em diversas áreas da matemática. Em Equações Diferenciais, por

exemplo, encontramos o Schwarziano relacionado ao potencial da equação de segunda

ordem de Sturm-Liouville ϕ✷♣xq � u♣xqϕ♣xq ✏ 0, em que u♣xq ✏ S♣yq
2

, y♣xq ✏ ϕ1♣xq
ϕ2♣xq e ϕ1

e ϕ2 são soluções linearmente independentes da equação [46]. Em Geometria Diferencial,

vemos o Schwarziano sendo tratado no espaço de Lorentz [17]. Neste contexto, a derivada

de Schwarz apresenta a curvatura e é encontrada nos estudos de curvas geodésicas nos

espaços de curvatura constante [37]. Grande motivação para esta tese, foi o fato de que

uma das equações envolvendo o Schwarziano, que iremos abordar, se encontra na prova do

teorema que diz que uma superfície no espaço Euclidiano R
3 com curvatura Gaussiana

constante K é (localmente) isométrica à esfera ♣K → 0q, ao plano Euclidiano ♣K ✏ 0q ou

ao plano de Lobachevsky ♣K ➔ 0q [16].

Em Análise Matemática, os trabalhos [41, 42] de Nehari são dedicados aos

estudos de funções univalentes, nos quais o Schwarziano desempenha um papel muito

importante, vide também [35]. A formidável j✁função de Dedekind [15] é definida por

uma equação diferencial específica envolvendo a derivada de Schwarz.

Gibbons faz aplicações na Física Matemática moderna, mostrando como a

derivada de Schwarz está na fórmula de mudança de densidade da "dark energy" sob
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re-parameterizações temporais [24]. A chamada mecânica Schwarziana unidimensional,

cuja integral de ação envolve a derivada de Schwarz, está sendo estudada intensivamente

(ver por exemplo [49, 40, 2] e as referências neles). Além dessas áreas, podemos encontrar o

Schwarziano na Análise Complexa, Mecânica Quântica, Mecânica Clássica, etc [8, 14, 46].

A derivada de Schwarz é um operador totalmente ligado à transformação de

M✿obius [3], isto é, a transformação linear fracional definida por

z♣yq ✏ ay � b

cy � d
e ad✁ bc ✘ 0.

Temos duas funções y♣xq e z♣xq que são ligadas por uma transformação de M✿obius se, e

somente se, S♣zq ✏ S♣yq, e, em particular, S♣zq ✏ 0 quando y ✏ x. Isso significa que o

Schwarziano é invariante sobre as transformações lineares fracionais. O grande fato das

transformações de M✿obius é que elas mapeiam círculos em círculos e esferas em esferas.

Se tomarmos S♣yq ✏ 0, teremos a conhecida equação de Kummer-Schwarz

(EKS), cuja solução representa uma família de hipérboles. Existem muitos resultados sobre

a EKS como soluções, linearizações, simetrias de Lie, equações equivalentes, etc [19, 28, 46].

Além disso, tem-se estudado a partir dessa equação, equações mais gerais, como é o caso

abordado por P. Leach [36], que considera as seguintes generalizações

y✸y✶ � n♣y✷q2 ✏ 0 e y♣m✁1qy♣m�1q � n♣y♣mqq2 ✏ 0.

Há estudos que consideram o Schwarziano diferente de zero. Por exemplo, em [12, 14, 16, 18]

os autores trabalham a derivada de Schwarz igual a uma função específica. Há também na

literatura estudos envolvendo a EKS e sistemas de Lie, ou seja, um sistema de equações

diferenciais que admite uma regra de superposição [14, 12]. Em artigos e pesquisas há

estudos de equações diferenciais parciais que englobam a derivada Schwarziana, como é o

caso da equação Schwarziana de Korteweg-de Vries (SKdV) [22]

ut

ux

✏ uxxx

ux

✁ 3
2
u2

xx

u2
x

✏ S♣uq, u ✏ u♣t, xq,

caso particular importante da equação de Krichever-Novikov [34]

ut

ux

✏ S♣uq � P ♣uq
u2

x

onde P ♣uq é polinômio cúbico com coeficientes constantes.

Nosso objetivo nesta tese é propor e estudar, sob as lentes da teoria de Sophus

Lie de Simetrias de Equações Diferenciais [4, 29, 47], generalizações de equações diferenciais

envolvendo o Schwarziano e apresentar importantes resultados referente a tais equações.

A tese está estruturada em três partes: a parte I, que chamamos Preliminares,

envolve dois capítulos que abordam conceitos gerais do Schwarziano e da EKS. Nela serão
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encontrados definição, propriedades e exemplos de aplicações envolvendo a derivada de

Schwarz na matemática. Além disso, serão apresentadas as simetrias de Lie e de contato

da EKS e cálculos referentes à resolução da EKS por simetrias de Lie e a linearização

dessa equação, ainda, apresentaremos alguns resultados que serão úteis para os estudos na

parte II.

As partes II e III, são destinadas a apresentar todos os nossos resultados

referentes às generalizações da EKS. Na parte II, teremos três capítulos nos quais propomos

e estudamos uma nova generalização da EKS, denominada Equação de Kummer-Schwarz

Generalizada (EKSG), a saber

y✸

y✶
� n

✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣y, y✶q, (2)

em que n P R é um parâmetro e f uma função arbitrária de seus argumentos. Inicialmente,

apresentaremos, no capítulo 3, resultados importantes sobre a linearização de tal equação.

Veremos os casos em que (2) é linearizável a u✸♣tq ✏ 0. Nesta tese, entende-se que uma

equação diferencial é linearizável quando existe uma transformação (mudança de variável)

que mapeia a equação dada à uma equação linear. Em seguida, no capítulo 4, faremos

considerações relacionadas ao grupo contínuo de equivalência de casos particulares da

EKSG. Por fim, no capítulo 5, realizaremos o cálculo das simetrias de contato de (2).

Resultados envolvendo um caso particular da EKSG, a saber,

S♣yq ✏ g♣yq♣y✶q2,

foram publicados no artigo [8].

Na parte III, teremos dois capítulos que têm por objetivo estender o estudo de

generalizações da equação de Kummer-Schwarz para sistemas de equações diferenciais e

para equações diferenciais parciais (EDPs). Primeiramente, no capítulo 6, levando para o

campo de sistemas de Equações Diferenciais Ordinárias (EDO), mostramos explicitamente

a fórmula para o cálculo de simetrias de Lie de sistemas de EDO de terceira ordem

gerais e como exemplo, consideramos dois sistemas de EDO envolvendo o Schwarziano.

Apresentaremos seus respectivos grupos de simetrias de um parâmetro. Encontraremos o

sistema de EDO de ordem três mais geral admitindo a representação da álgebra sl♣2,Rq,
a saber, ❇x, x❇x e x2❇x, que será um sistema de equações do tipo da EKSG. Além disso,

verificaremos a inexistência de Lagrangiano para uma generalização dos sistemas estudados.

Finalmente, o capítulo 7 é uma abordagem sobre Equações Diferenciais Parciais,

com destaque para a equação Schwarziana de Korteweg–de Vries (SKdV) que envolve

explicitamente o Schwarziano e, em seguida, um estudo em sistemas de EDPs envolvendo

a derivada de Schwarz. Além disso, apresentaremos uma possível generalização de um

caso particular da EKSG, a saber, n ✏ ✁3
2

e f ✏ g♣yq♣y✶q2, para o campo de EDPs e

suas respectivas simetrias de Lie. Parte dos resultados obtidos nos capítulos 6 e 7 foram

publicados em [9].
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Parte I

Preliminares
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1 A derivada de Schwarz

1.1 O que é a derivada de Schwarz ou Schwarziano?

A derivada de Schwarz ou derivada Schwarziana ou ainda apenas Schwarziano, é dada

pela seguinte expressão:

S♣yq ✏ y✸

y✶
✁ 3

2

✂
y✷

y✶

✡2

, (1.1)

em que y é uma função de x (que pode ser real ou complexa) e y✸, y✷ e y✶ são suas derivadas

com relação à variável independente x e y✶ ✘ 0. Também podemos encontrar na literatura

a derivada de Schwarz (1.1) expressa na seguinte forma [5, 48]:

S♣y♣xqq ✏
✂
y✷

y✶

✡✶

✁ 1
2

✂
y✷

y✶

✡2

(1.2)

Se S♣yq ✏ 0, temos a chamada equação de Kummer-Schwarz (EKS). A EKS está dire-

tamente relacionada com a equação de Riccati w✶ ✁ 1
2
w2 ✏ 0 em que na expressão (1.2)

tomamos w ✏ y✷

y✶
. A derivada de Schwarz tem aparições em diversas áreas da matemática,

como Análise Complexa, Equações diferenciais, Dinâmica Unidimensional, Sistemas Inte-

gráveis, Teoria de Campo Conforme e ainda para a Teoria de Teichmüller [46]. Observemos

alguns exemplos de aplicações em que o Schwarziano está presente:

Exemplo 1. Equação de Sturm-Liouville

Considere a equação diferencial de 2ª ordem de Sturm-Liouville r46s

ψ✷♣xq � u♣xqψ♣xq ✏ 0, (1.3)

tal que o potencial u♣xq é uma função contínua. As soluções desta equação são dadas por

duas soluções linearmente independentes (LI) ψ1 e ψ2. Se conhecermos y♣xq ✏ ψ1

ψ2

pode-se

reconstruir o potencial u♣xq dado por

u♣xq ✏ 1
2
S♣yq.

De fato, como y♣xq ✏ ψ1

ψ2

então ψ1 ✏ yψ2 e por serem ψ1 e ψ2 duas soluções LI, o

Wronskiano W ♣ψ1, ψ2q ✘ 0. De acordo com r45s, W ♣ψ1, ψ2q ✏ c ✏ cte, logo:

W ♣ψ1, ψ2q ✏ ψ✶
1ψ2 ✁ ψ1ψ

✶
2 ✏ c ✘ 0 e ψ1 ✏ yψ2 ùñ y✶ ✏ c

ψ2
2

.

Daí,
1
2
S♣yq ✏ 1

2
y✸

y✶
✁ 3

4

✂
y✷

y✶

✡2

✏ ✁ψ
✷
2

ψ2

✏ u♣xq.



Capítulo 1. A derivada de Schwarz 19

Portanto, a partir do Schwarziano podemos obter o potencial da equação de

Sturm-Liouville.

Exemplo 2. Plano de Lorentz com métrica g ✏ dxdy r46s
Considere uma curva y ✏ f♣xq. Se f ✶♣xq → 0 então a curvatura é ̺♣xq ✏ f✷♣f ✶q✁ 3

2

e a derivada Schwarziana aparece em ̺✶♣xq ✏ S♣fq❄
f ✶

, em outras palavras "a derivada

Schwarziana é curvatura".

Exemplo 3. Geodésicas r37s
A derivada de Schwarz também é encontrada nos estudos de curvas geodésicas nos espaços

de curvatura constante, r37s. A equação de Kummer-Schwarz S♣yq ✏ 0 é um caso particular

da Equação Diferencial Ordinária (EDO) de terceira ordem para uma curva geodésica na

superfície

2y✶y✸ ✁ 3♣y✷q2 � A♣y✶q2 ✁B♣y✶q4 ✏ 0.

Exemplo 4. Equação de Ermakov-Pinney r19s
De acordo com r19s, a equação S♣yq ✏ 0 está relacionada à equação de Ermakov-Pinney.

Toda equação de Ermakov-Pinney

y✷ � b♣xqy ✏ y✁3

pode ser transformada em uma equação da forma v✷ ✏ v✁3. Por certo, utilizando a seguinte

transformação r28s
t ✏

➺
1
f 2
dx e v♣tq ✏ y

f

tal que f é solução da equação homogênea y✷ � b♣xqy ✏ 0, obtemos

y♣xq ✏ v♣tqf♣xq,

y✶♣xq ✏ dv

dt

dt

dx
f � vf ✶ ✏ v✶

f
� vf ✶,

y✷♣xq ✏ dv✶

dt

dt

dx

1
f
✁ v✶f ✶

f 2
� dv

dt

dt

dx
f ✶ � vf✷ ✏ v✷

f 3
� vf✷,

que substituindo na equação de Ermakov-Pinney nos dá

v♣tq✷ ✏ v♣tq✁3.

Realizando a seguinte mudança u♣tq ✏ 1
v2♣tq temos

uu✷ ✁ 3
2
♣u✶q2 � 2u4 ✏ 0.

A partir daí, utilizando a transformação de Riccati u♣tq ✏ α
ω✶♣tq
ω♣tq em que α2 ✏ ✁1

4
obtemos

finalmente a equação de Kummer-Schwarz homogênea

S♣ωq ✏ ω✸

ω✶
✁ 3

2

✂
ω✷

ω✶

✡2

✏ 0.
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Além das aplicações acima encontramos muitas outras, por exemplo, em [5],

Brown e Porter em seus trabalhos, sob as lentes da derivada de Schwarz, estudam "mapea-

mentos numéricos conformais no disco unitário (ou um retângulo) no domínio one-tooth

gear-shaped"[5], Bidabad e Sedighi tratam o Schwarziano em "transformação conformal na

variedade de Finsler"[3], Langley que aborda a "derivada de Schwarz e a propriedade de

Wiman-Valiron"[33], etc.

1.2 Principais propriedades da derivada de Schwarz

As principais propriedades de S♣yq são:

Propriedade 1. Dadas duas funções f e g então:

S♣f ✆ gq♣xq ✏ S♣fq♣g♣xqq♣g✶♣xqq2 � S♣gq♣xq em que ♣f ✆ gq♣xq ✏ f♣g♣xqq. (1.4)

Demonstração. Note que S♣f ✆ gq♣xq ✏ S♣f♣gqq♣xq. Antes de calcular S♣f ✆ gq♣xq, vamos

calcular a derivada de f com relação a x:

d

dx
f♣g♣xqq ✏ f ✶♣gqg✶♣xq,

d2

dx2
f♣g♣xqq ✏ f✷♣gq♣g✶♣xqq2 � f ✶♣gqg✷♣xq,

d3

dx3
f♣g♣xqq ✏ f✸♣gq♣g✶♣xqq3 � 3f✷♣gqg✶♣xqg✷♣xq � f ✶♣gqg✸♣xq.

Assim

S♣f ✆ gq♣xq ✏ f✸♣gq♣g✶♣xqq3 � 3f✷♣gqg✶♣xqg✷♣xq � f ✶♣gqg✸♣xq
f ✶♣gqg✶♣xq

✁3
2

✒♣f✷♣gqq2♣g✶♣xqq4 � 2f✷♣gq♣g✶♣xqq2f ✶♣gqg✷♣xq � ♣f ✶♣gqq2♣g✷♣xqq2

♣f ✶♣gqq2♣g✶♣xqq2

✚

✏
✓
f✸♣gq
f ✶♣gq ✁

3
2

✂
f✷♣gq
f ✶♣gq

✡2
✛
♣g✶♣xqq2 �

✓
g✸♣xq
g✶♣xq ✁

3
2

✂
g✷♣xq
g✶♣xq

✡2
✛

✏ S♣fq♣g♣xqq♣g✶♣xqq2 � S♣gq♣xq.
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Propriedade 2. Tem-se que z♣xq ✏ ay♣xq � b

cy♣xq � d
se, e somente se, S♣yq ✏ S♣zq em que

a, b, c, d P R ou C com ad ✁ bc ✘ 0 e y é uma função de x. Em particular, z é uma

transformação linear fracional, também chamada de Transformação de M✿obius

z♣xq ✏ ax� b

cx� d
(1.5)

se, e somente se, S♣zq ✏ 0.

Demonstração. ñq Calculamos as derivadas,

z✶♣xq ✏ ay✶

cy � d
✁ cy✶♣ay � bq

♣cy � dq2 ,

z✷♣xq ✏ 2c2y✶2♣ay � bq
♣cy � dq3 ✁ cy✷♣ay � bq

♣cy � dq2 � ay✷

cy � d
✁ 2acy✶2

♣cy � dq2 ,

z✸♣xq ✏ ✁6c3y✶3♣ay � bq
♣cy � dq4 � 6c2y✶y✷♣ay � bq

♣cy � dq3 ✁ cy✸♣ay � bq
♣cy � dq2

� 6ac2y✶3

♣cy � dq3 �
ay✸

cy � d
✁ 6acy✶y✷

♣cy � dq2 ,

tal que ♣✶q é a derivada da função com relação ao seu argumento. Substituindo z na

derivada de Schwarz, obtemos:

S♣zq ✏
✂
✁6c3y✶3♣ay � bq

♣cy � dq4 � 6c2y✶y✷♣ay � bq
♣cy � dq3 ✁ cy✸♣ay � bq

♣cy � dq2 � 6ac2y✶3

♣cy � dq3

� ay✸

cy � d
✁ 6acy✶y✷

♣cy � dq2
✡✂

ay✶

cy � d
✁ cy✶♣ay � bq

♣cy � dq2
✡✁1

✁

3
2

✓✂
2c2y✶2♣ay � bq
♣cy � dq3 ✁ cy✷♣ay � bq

♣cy � dq2 � ay✷

cy � d
✁ 2acy✶2

♣cy � dq2
✡2✂

ay✶

cy � d
✁ cy✶♣ay � bq

♣cy � dq2
✡✁2

✛

que simplificando resulta em

S♣zq ✏ y✸

y✶
✁ 3

2
y✷2

y✶2
✏ S♣yq. (1.6)

O caso S♣zq ✏ 0 é percebido ao tomar y♣xq ✏ x na equação (1.6) acima.

ðq Considere z ✏ ϕ♣yq ✏ ♣ϕ ✆ yq♣xq. Aplicando a Propriedade 1, obtemos que:

S♣zq♣xq ✏ S♣ϕ ✆ yq♣xq ✏ S♣ϕq♣y♣xqq♣y✶♣xqq2 � S♣yq♣xq,

como S♣yq ✏ S♣zq então

S♣ϕq♣y♣xqq♣y✶♣xqq2 ✏ 0,
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e como y✶♣xq ✘ 0 pela definição do Schwarziano S♣yq então S♣ϕq♣yq ✏ 0, cuja solução geral

é dada por

z♣xq ✏ ay♣xq � b

cy♣xq � d
em que ad✁ bc ✏ c. (1.7)

1.3 Equação de Kummer-Schwarz (EKS)

Se a derivada de Schwarz é nula, isto é,

S♣yq ✏ y✸

y✶
✁ 3

2

✂
y✷

y✶

✡2

✏ 0, (1.8)

temos a chamada Equação de Kummer-Schwarz (EKS). Essa equação representa a

equação de uma família de hipérboles dada na seguinte forma [29]:

Φ ✑ ♣y ✁ aq♣b✁ cxq ✁ 1 ✏ 0. (1.9)

De fato, fazendo ♣DxΦq ✏ 0, ♣D2
xΦq ✏ 0 e ♣D3

xΦq ✏ 0, no qual Dx é o operador de derivada

total com respeito a x

Dx ✏ ❇x � y✶❇y � y✷❇y✶ � ☎ ☎ ☎ � y♣kq❇y♣k✁1q ...

temos

DxΦ ✏ y✶♣b✁ cxq ✁ c♣y ✁ aq ✏ 0, (1.10)

D2
xΦ ✏ y✷♣b✁ cxq ✁ 2cy✶ ✏ 0, (1.11)

D3
xΦ ✏ y✸♣b✁ cxq ✁ 3cy✷ ✏ 0. (1.12)

Vamos supor y✶ ✘ 0 isto é, excluindo a solução constante y ✏ a, de ♣1.10q e ♣1.11q, obtemos:

♣b✁ cxq ✏ c♣y ✁ aq
y✶

e

c ✏ y✷♣b✁ cxq
2y✶

. (1.13)

Substituindo em ♣1.12q, temos:

y✸
c♣y ✁ aq

y✶
✁ 3y✷

y✷♣b✁ cxq
2y✶

✏ 0,

✂
y✸ ✁ 3y✷2

2y✶

✡✂
c♣y ✁ aq

y✶

✡
✏ 0. (1.14)



Capítulo 1. A derivada de Schwarz 23

Como excluímos a solução y ✏ a, concluímos que a equação diferencial da família de

hipérboles dada na forma (1.9) é

y✸

y✶
✁ 3

2

✂
y✷

y✶

✡2

✏ 0,

como queríamos mostrar. A EKS (1.8) pode ser facilmente resolvida pelo método tradicional,

vide [6] para técnicas de resolução de EDO, e sua solução é dada por (1.7). A equação ♣1.8q
pode ser resolvida a partir do conhecimento de Simetrias de Lie e sobre isto estudaremos

mais no próximo capítulo.



24

2 Um estudo com Simetrias da EKS

Apesar de existir um campo vasto de estudos e resultados complexos a respeito da teoria

de Sophus Lie de simetrias, o conceito de simetria é bastante simples. É a ação sobre

um determinado objeto, que pode ser uma simples imagem, função, sistema de equações

diferenciais, dentre outros, que o deixa inalterado, isto é, o objeto não sofre variação com

esta ação. Neste caso dizemos que o objeto é simétrico ou invariante sobre esta ação. Por

exemplo, considere um círculo c1, se girarmos c1 em torno de um ângulo α, este não sofrerá

nenhuma alteração, da mesma forma, se fizermos uma reflexão em torno do seu centro

de massa, o círculo resultante continuará idêntico ao primeiro, nisto dizemos que c1 é

invariante ou simétrico por rotação e por reflexão em torno do centro de massa. Ambas

ações fazem parte de um grupo de simetrias do círculo.

Em termos Matemáticos [29], temos que: dado um objeto A qualquer, um grupo

de simetria de A é o conjunto G de todas as transformações invertíveis T : A ÝÑ A, que

deixam A invariante, que contenha a identidade I, a inversa T✁1, ❅ T P G e o produto (ou

composição) T1T2, ❅ T1, T2 P G. Um grupo de simetrias de Lie, são grupos de simetrias

infinitos e que dependem de um ou mais parâmetros contínuos (consideraremos apenas o

caso de grupo de Lie de um parâmetro e equações com apenas uma variável dependente).

Nas próximas seções, vamos apresentar as simetrias de Lie, ou seja, trans-

formações que dependem de uma variável independente x e uma variável dependente

y♣xq (podem ser mais de uma variável dependente e independente, porém neste capítulo

estaremos considerando apenas uma variável) e as simetrias de contato que além da variável

dependente e independente, também considera a primeira derivada da variável dependente,

isto é, y✶♣xq. O leitor que deseja aprofundar seus conhecimentos de simetrias de Lie pode

consultar as seguintes referências: [4, 29, 44, 47, 50].

2.1 Simetrias de Lie da EKS

Antes de obtermos as simetrias de Lie admitidas pela EKS, vejamos de forma resumida,

como encontrar as simetrias de Lie admitidas por determinada equação diferencial, vide

[4] e [29]. Em outras palavras, como encontrar transformações invertíveis que deixam uma

determinada equação diferencial invariante.

Considere a transformação de 1-parâmetro ε dada pelas equações

x ✏ ϕ♣x, y; εq, y ✏ ψ♣x, y; εq, (2.1)

em que ϕ e ψ são funcionalmente independentes, isto é, o Jacobiano J♣ϕ, ψq ✘ 0, ou seja,
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ϕxψy ✁ ϕyψx ✘ 0. À (2.1) associamos o operador diferencial

X ✏ ξ♣x, yq ❇❇x � η♣x, yq ❇❇y , (2.2)

chamado gerador infinitesimal de (2.1), em que as funções ξ♣x, yq e η♣x, yq, denominadas

infinitesimais, são dadas pelas equações✩✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✪

ξ♣x, yq ✏ ❇ϕ♣x, y; εq
❇ε

✞✞✞✞
ε✏0

,

η♣x, yq ✏ ❇ψ♣x, y; εq
❇ε

✞✞✞✞
ε✏0

.

(2.3)

O teorema a seguir pode ser considerado como definição da noção de Simetria

de Lie de uma equação diferencial.

Teorema 1. r4s Uma equação diferencial

y♣nq ✏ F ♣x, y, y✶, y✷, ..., y♣n✁1qq (2.4)

admite grupo de simetrias de Lie ♣2.1q se, e somente se,

X♣nq
�
y♣nq ✁ F ♣x, y, y✶, y✷, ..., y♣n✁1qq✟ ✏ 0 quando y♣nq ✏ F ♣x, y, y✶, y✷, ..., y♣n✁1qq, (2.5)

em que X♣nq é o prolongamento de ordem n do gerador de simetria ♣2.2q

X♣nq ✏ ξ♣x, yq ❇❇x � η♣x, yq ❇❇y � η♣1q♣x, y, y✶q ❇
❇y✶ � ...� η♣nq♣x, y, y✶, y✷, ..., y♣nqq ❇

❇y♣nq (2.6)

no qual

η♣iq ✏ Dxη
♣i✁1q ✁ y♣iqDxξ, (2.7)

para i ✏ 1 : n, η♣0q ✏ η e Dx ✏ d

dx
� y✶

d

dy
� y✷

d

dy✶
� ... é derivada total com respeito a x.

Multiplicando a EKS (1.8) por 2y✶2 e aplicando a condição (2.5), obtemos:

3♣y✷q2η♣1q ✁ 6y✶y✷η♣2q � 2♣y✶q2η♣3q ✏ 0, (2.8)

substituindo os valores de η♣1q, η♣2q e η♣3q dados em (2.7) e utilizando a equação (1.8),

obtemos a chamada equação determinante

♣y✷q2♣3ηxq � ♣y✶q2♣y✷q2♣✁3ξyq � y✶y✷♣✁6ηxxq � ♣y✶q2y✷♣✁6ηxyq�

♣y✶q3y✷♣✁6ξxyq � ♣y✶q4y✷♣✁6ξyyq � ♣y✶q2♣2ηxxxq � ♣y✶q3♣6ηxxy ✁ 2ξxxxq�

♣y✶q4♣6ηxyy ✁ 6ξxxyq � ♣y✶q5♣2ηyyy ✁ 6ξxyyq � ♣y✶q6♣✁2ξyyyq ✏ 0.

(2.9)
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que é uma identidade em 1,y, e nas derivadas de y.

A partir dos coeficientes de ♣y✷q2 e ♣y✶q2♣y✷q2 concluímos que ηx ✏ 0 e ξy ✏ 0,

o que implica η ✏ η♣yq e ξ ✏ ξ♣xq. Por fim, nos resta as equações determinantes ξxxx ✏ 0

e ηyyy ✏ 0 que produzem ★
ξ ✏ ξ♣xq ✏ a1x

2 � a2x� a3,

η ✏ η♣yq ✏ a4y
2 � a5y � a6,

(2.10)

em que ai ✏ cte para i ✏ 1 : 6. Portanto as Simetrias de Lie admitidas por (1.8) são:

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ x

❇
❇x,X3 ✏ x2 ❇

❇x, (2.11)

X4 ✏ ❇
❇y ,X5 ✏ y

❇
❇y ,X6 ✏ y2 ❇

❇y . (2.12)

Os geradores de simetria de Lie (2.11) e (2.12) formam uma álgebra de Lie

isomorfa à álgebra sl♣2,Rq ❵ sl♣2,Rq e os grupos contínuos de simetrias de um parâmetro

se dão por resolver as chamadas equações de Lie que são as seguintes:✩✬✬✬✫
✬✬✬✪

dx

dε
✏ ξ♣x, yq, x

✞✞
ε✏0

✏ x,

dy

dε
✏ η♣x, yq, y

✞✞
ε✏0

✏ y,

(2.13)

Note que as soluções ♣x, yq de (2.13) são também soluções da EKS, e esse é o ponto central

para entender a definição de simetria de Lie, em outras palavras, uma simetria de Lie de

uma equação diferencial é uma transformação invertível que mapeia qualquer solução da

equação diferencial a outra solução da mesma equação diferencial.

Uma vez encontrados os geradores de simetrias da equação diferencial (1.8),

podemos utilizá-los para resolver nossa EDO. Observando a seção 3.4 do livro [4], vamos

resolver a EDO de EKS utilizando o método de invariantes diferenciais. Este método tem

como objetivo reduzir a ordem da equação diferencial utilizando seus invariantes, por

exemplo, busca-se u♣x, yq e v♣x, y, y✶q tal que Xu ✏ 0 e X♣1qv ✏ 0 e em seguida, calcula-se

a derivada total de tais invariantes até a ordem menos um da equação original e fazendo

as devidas substituições tem-se uma nova equação com a ordem reduzida. Considerando

os geradores X1 e X2 em (2.11), realizamos os seguintes passos:

Passo 1: Calculamos as extensões de X1 ✏ ❇
❇x e X2 ✏ x

❇
❇x até a primeira e segunda

ordens respectivamente.

X1 ✏ X
♣1q
1 ✏ ❇

❇x,

X2 ✏ x
❇
❇x, X

♣1q
2 ✏ x

❇
❇x ✁ y✶

❇
❇y✶ X

♣2q
2 ✏ x

❇
❇x ✁ y✶

❇
❇y✶ ✁ 2y✷

❇
❇y✷ .
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Passo 2: Encontramos dois invariantes de X♣2q
1 , calculando X1u ✏ 0 e X♣1q

1 v ✏ 0 obtendo

dessa forma,

ux ✏ 0 ùñ u ✏ u♣yq ✏ y,

vx ✏ 0 ùñ v ✏ v♣y, y✶q ✏ y✶.

Assim,
dv

du
✏ y✷

y✶
✏ v✶.

Passo 3: Calcular X2u, X♣1q
2 v e X♣2q

2 v✶ para que possamos escrever X♣1q
2 e X♣2q

2 em termos

de u,v e v✶

X2u ✏ 0, X
♣1q
2 v ✏ ✁v, X

♣2q
2 v✶ ✏ ✁v✶.

Em termos de u,v e v✶, X♣1q
2 e X♣2q

2 se tornam, respectivamente,

X
♣1q
2 ✏ ✁v ❇❇v e X

♣2q
2 ✏ ✁v ❇❇v ✁ v✶

❇
❇v✶ .

Passo 4: Encontramos dois invariantes de X♣3q
2 , fazendo X♣1q

2 U ✏ 0 e X♣2q
2 V ✏ 0

Uv ✏ 0 Ñ U ✏ U♣uq ✏ u ✏ y,

dv

v
✏ dv✶

v✶
Ñ V ✏ v✶

v
✏ y✷

y✶2
.

Assim, utilizando ♣1.8q
dV

dU
✏ Vx � y✶Vy � y✷Vy✶ � y✸Vy✷

Ux � y✶Uy

✏ ✁2y✷2

y✶4
� y✸

y✶3
✏ ✁4V 2

2
� 3y✷2

2y✶4
✏ ✁V 2

2
,

isto é,

dV

dU
✏ ✁V 2

2
. (2.14)

Dessa forma, reduzimos a equação ♣1.8q a uma equação de ordem 1. A solução de ♣2.14q é

dada por

V ✏ 2
U � c1

. (2.15)

Passo 5: Voltamos às variáveis u,v e v✶ obtendo

v✶

v
✏ 2
u� c1

, (2.16)

cuja solução é dada por

v ✏ c2♣u� c1q2. (2.17)

Passo 6: Por fim, retornamos às variáveis originais x,y e y✶

y✶ ✏ c2♣y � c1q2, (2.18)

obtendo, então, a solução da equação ♣1.8q
y ✏ ✁1

c2x� c3

✁ c1, (2.19)

em que c1, c2 e c3 são constantes de integração.
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2.2 Simetrias de contato de EKS

Vimos na seção anterior, que as Simetrias de Lie são transformações que envolvem variáveis

independentes (no nosso caso x) e a variável dependente y♣xq. No caso das simetrias de

contato, além das variáveis dependente e independente, também consideramos a primeira

derivada da variável dependente. Em outras palavras, uma transformação de contato

de um parâmetro [26, 29] é a transformação invertível

x ✏ ϕ♣x, y, y✶; εq, y ✏ ψ♣x, y, y✶; εq, y✶ ✏ φ♣x, y, y✶; εq, (2.20)

envolvendo a variável independente x, a variável dependente y e sua primeira derivada y✶,

e satisfazendo a condição de contato

dy

dx
✏ dy

dx
✏ y✶.

O correspondente gerador infinitesimal

X ✏ ξ♣x, y, y✶q ❇❇x � η♣x, y, y✶q ❇❇y � η♣1q♣x, y, y✶q ❇❇y✶ (2.21)

determina simetria de contato (2.20) se, e somente se, as coordenadas ξ, η e η♣1q podem

ser representadas na forma

ξ ✏ ✁❇Q❇y✶ , η ✏ Q✁ y✶
❇Q
❇y✶ , η♣1q ✏ ❇Q

❇x � y✶
❇Q
❇y , (2.22)

com Q ✏ Q♣x, y, y✶q. A condição de invariança para uma simetria de contato é análoga ao

teorema 1.

Teorema 2. Uma equação diferencial

y♣nq ✏ F ♣x, y, y✶, y✷, ..., y♣n✁1qq (2.23)

admite grupo de simetrias de contato ♣2.21q se, e somente se,

X♣nq
�
y♣nq ✁ F ♣x, y, y✶, y✷, ..., y♣n✁1qq✟ ✏ 0 quando y♣nq ✏ F ♣x, y, y✶, y✷, ..., y♣n✁1qq,

(2.24)

em que X♣nq é o prolongamento de ordem n do gerador de simetria ♣2.21q

X♣nq ✏ ✁❇Q❇y✶
❇
❇x �

✂
Q✁ y✶

❇Q
❇y✶

✡ ❇
❇y �

✂❇Q
❇x � y✶

❇Q
❇y

✡ ❇
❇y✶ � ...� η♣kq

❇
❇y♣kq (2.25)

no qual

η♣kq ✏ Dk
xQ✁ y♣k�1q❇Q

❇y✶ , (2.26)

para k ✏ 2 : n.
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Com cálculos semelhantes aos da seção anterior encontramos as simetrias de

contato de EKS. As simetrias de contato da EKS são amplas e já conhecidas em [37] e são

dadas por

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ x

❇
❇x ✁ y✶

❇
❇y✶ , X3 ✏ x2 ❇

❇x ✁ 2xy✶
❇
❇y✶ ,

X4 ✏ ❇
❇y ,X5 ✏ y

❇
❇y � y✶

❇
❇y✶ , X6 ✏ y2 ❇

❇y � 2yy✶
❇
❇y✶ ,

X7 ✏ 2♣y✶q✁ 1

2

✒ ❇
❇x ✁ y✶

❇
❇y

✚
, X8 ✏ 2♣y✶q✁ 1

2

✒
x
❇
❇x ✁ xy✶

❇
❇y ✁ 2y✶

❇
❇y✶

✚

X9 ✏ 2♣y✶q✁ 1

2

✒
y
❇
❇x ✁ yy✶

❇
❇y ✁ ♣y✶q2 ❇

❇y✶
✚

X10 ✏ 2♣y✶q✁ 1

2

✒
xy

❇
❇x ✁ xyy✶

❇
❇y ✁ 2y✶♣xy✶ � yq ❇❇y✶

✚
.

(2.27)

2.3 Linearização da EKS

Sabemos que a maioria das equações diferenciais ordinárias não são lineares, o que dificulta

o processo de busca de soluções, estudo de estabilidade e instabilidade e comportamentos do

modelo em determinada circunstância, porém, existem equações não-lineares que podem ser

linearizadas através de uma ou mais mudanças de variáveis e então com quadraturas pode-se

encontrar suas soluções e estudar seus comportamentos. Este processo de transformar uma

dada equação diferencial não-linear em equações lineares equivalentes chama-se problema

de linearização [38].

Segundo [38], o primeiro problema de linearização de uma EDO foi feito

por Sophus Lie. Ele mostrou que as equações diferenciais ordinárias de segunda ordem

que podem ser reduzidas a equações lineares, pelas mudanças na variável dependente e

independente devem ter uma determinada forma, a saber, a equação deve ser no máximo

cúbica na sua primeira derivada. Para equações diferenciais ordinárias de terceira ordem,

Ibragimov e Meleshko [32, 38] chegaram a um resultado semelhante envolvendo simetrias

de contato, que será apresentado posteriormente.

A equação de Kummer-Schwarz (1.8) é um exemplo de equação diferencial que

não é linear, contudo é linearizável por diversas transformações, dentre elas encontramos a

transformação de Legendre [28]

t ✏ y✶, u ✏ xy✶ ✁ y, u✶ ✏ x. (2.28)
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Observe que

u✶ ✏ du

dt
✏ x, y✶ ✏ dy

dx
✏ t,

u✷ ✏ d2u

dt2
✏ dx

dt
, y✷ ✏ d2y

dx2
✏ dy✶

dx
✏ dt

dx
✏ 1

d2u
dt2

✏ 1
u✷
,

y✸ ✏ d3y

dx3
✏ d

dx

✂
1
u✷

✡
✏ d

dt

✂
1
u✷

✡
dt

dx
✏ ✁ u✸

♣u✷q2
1
u✷
✏ ✁ u✸

♣u✷q3 ,

substituindo na EKS (1.8), temos

u✸ � 3
2t
u✷ ✏ 0, (2.29)

que é linear. Além disso, se realizarmos na equação (2.29) a seguinte mudança de variável

τ ✏
❄
t ùñ dt ✏ 2

❄
tdτ ✏ 2τdτ, (2.30)

observando que

du

dt
✏ 1

2τ
du

dτ
,

d2u

dt2
✏ d

dt

✂
du

dt

✡
✏ 1

2τ
d

dτ

✂
1
2τ
du

dτ

✡
✏ 1

4τ 2

✂
d2u

dτ 2
✁ 1
τ

du

dτ

✡
,

d3u

dt3
✏ d

dt

✂
d2u

dt2

✡
✏ 1

2τ
d

dτ

✒
1

4τ 2

✂
d2u

dτ 2
✁ 1
τ

du

dτ

✡✚
✏ 1

8τ 3

✂
d3u

dτ 3
� 3
τ 2

du

dτ
✁ 3
τ

d2u

dτ 2

✡
,

substituindo esses valores em (2.29), teremos a equação linear

d3u

dτ 3
✏ 0, isto é, u✸♣τq ✏ 0. (2.31)

Em [38] e [32] consta o teorema que nos possibilita testar diretamente se

uma equação de terceira ordem é linearizável à u✸♣tq ✏ 0 através de transformações de

contato e apresenta um sistema de equações diferenciais que nos possibilitam encontrar a

transformação que lineariza tal equação1.

Teorema 3. (N. Ibragimov e S. Meleshko) Uma EDO de terceira ordem da forma

y✸ � a♣x, y, y✶q♣y✷q3 � b♣x, y, y✶q♣y✷q2 � c♣x, y, y✶qy✷ � d♣x, y, y✶q ✏ 0, (2.32)
1 Vale ressaltar que tanto no livro [38], quanto no artigo [32] as equações do teorema não estão completas,

todavia, o professor S. Meleshko nos enviou o sistema de equações correto, e é este que será apresentado
a seguir. Deixamos a ele o nosso agradecimento por enviar tais equações e por tamanha prontidão em
nos responder.
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é linearizável à equação u✸♣tq ✏ 0 via transformações de contato se, e somente se, seus

coeficientes satisfazem as seguintes equações:

J1 ✏ 27apx � 27apyp✁ 18apc✁ 18axb✁ 18aybp� 81ay � 18bpb✁ 9bpp�

18bxa� 18byap✁ 36cpa✁ 54a2d� 18abc✁ 4b3 ✏ 0,

J2 ✏ ✁18apd✁ 18axc� 9axx ✁ 18aycp� 18ayxp� 9ayyp
2 � 6bpc� 3bpx�

3bpyp� 6bxb� 6bybp� 24by ✁ 6cpp ✁ 36dpa✁ 18abd� 12ac2 ✁ 2b2c ✏ 0,

J3 ✏ 36axd� 36aydp✁ 6bxx ✁ 12byxp✁ 6byyp
2 ✁ 6cpc� 3cpx � 3cpyp✁ 6cxb✁

6cybp✁ 21cy � 18dpb� 9dpp � 18dxa� 18dyap✁ 18acd� 12b2d✁ 2bc2 ✏ 0,

J4 ✏ ✁36bxd✁ 36bydp� 18cpd� 18cxc� 9cxx � 18cycp� 18cyxp� 9cyyp
2✁

18dpc✁ 27dpx ✁ 27dpyp✁ 18dxb✁ 18dybp� 54dy � 54ad2 ✁ 18bcd� 4c3 ✏ 0,

(2.33)

no qual p ✏ y✶. Visto que ♣2.33q são satisfeitas, a transformação de contato

t ✏ ϕ♣x, y, pq, u ✏ ψ♣x, y, pq, q ✏ g♣x, y, pq, (2.34)

que mapeia a equação ♣2.32q à equação linear u✸♣tq ✏ 0 é obtida ao resolver as seguintes

equações para as funções ϕ♣x, y, pq, ψ♣x, y, pq, g♣x, y, pq, k♣x, y, pq e H♣x, y, pq:
ψx ✏ gH ✁ p ♣gϕy � kq , (2.35)

ψy ✏ gϕy � k, (2.36)

ψp ✏ gϕp, (2.37)

3ϕ2
pgx ✏ ✁3kpϕpp � 3H ♣gpϕp ✁ akpq � ϕp ♣bkp✁ 3pgpϕy ✁ 3kq , (2.38)

3ϕ2
pgy ✏ 3kϕpp � 3aHk � ϕp ♣3gpϕy ✁ bkq , (2.39)

gppϕp ✏ gpϕpp � ak, (2.40)

54ϕyyϕ
2
p ✏ H

�✁27p2ϕ2
payy ✁ 54pϕ2

paxy � 9ϕ2
pbxp � 9pϕ2

pbyp � 18abdϕ2
p (2.41)

✁12ac2ϕ2
p � 36caxϕ

2
p � 18acxϕ

2
p � 36cpϕ2

pay � 18apϕ2
pcy

�36acϕpϕy ✁ 54pϕpayϕy ✁ 54axϕpϕy ✁ 54aϕ2
y ✁ 27axxϕ

2
p � 2b2cϕ2

p

✁12b2ϕpϕy � 6bcpϕ
2
p ✁ 6cbpϕ

2
p ✁ 18bbxϕ

2
p ✁ 18bpϕ2

pby ✁ 18ϕ2
pby

�18bpϕpϕyq � 2ϕp

�
9p2ϕ2

pbyy � 18pϕ2
pbxy ✁ 9ϕ2

pcxp ✁ 9pϕ2
pcyp

�18acdϕ2
p ✁ 27adxϕ

2
p ✁ 54daxϕ

2
p ✁ 27apϕ2

pdy ✁ 54dpϕ2
pay

✁27adϕpϕy ✁ 12b2dϕ2
p � 2bc2ϕ2

p � 3cbxϕ
2
p � 6bcxϕ

2
p � 3cpϕ2

pby

�6bpϕ2
pcy � 3bcϕpϕy ✁ 9bdpϕ

2
p � 9dbpϕ

2
p � 9bxϕpϕy � 9pϕpbyϕy

�9bϕ2
y � 9bxxϕ

2
p � 18ϕ2

pcy ✁ 9cpϕpϕy

✟✁ 54ϕppϕ
2
y � 108ϕpϕyϕyp
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54ϕppyϕ
2
p ✏ ϕp

�
27p2ϕ2

payy � 54pϕ2
paxy ✁ 9ϕ2

pbxp ✁ 9pϕ2
pbyp ✁ 36abdϕ2

p� (2.42)

18ac2ϕ2
p ✁ 9acxϕ

2
p ✁ 36caxϕ

2
p ✁ 18acϕpϕy ✁ 9apϕ2

pcy ✁
36cpϕ2

pay ✁ 27adpϕ
2
p � 27axϕpϕy � 27pϕpayϕy ✁ 27aϕ2

y �
27axxϕ

2
p ✁ 2b2cϕ2

p � 3b2ϕpϕy ✁ 6bcpϕ
2
p � 6cbpϕ

2
p � 18bbxϕ

2
p �

18bpϕ2
pby � 36ϕ2

pby ✁ 9bpϕpϕy

✟✁ 54aHϕppϕy

�54aHϕpϕyp ✁ 18bϕ2
pϕyp � 18bϕpϕppϕy ✁ 27ϕ2

ppϕy � 108ϕpϕppϕyp

�6Hϕp

�
9a2dϕp ✁ abcϕp ✁ 3abxϕp ✁ 3apϕpby � 3abϕy � 3acpϕp✁

9ϕpayq � 3aH2
�✁6acϕp � 9axϕp � 9pϕpay ✁ 9aϕy � 2b2ϕp ✁ 3bpϕp

✟
,

6ϕpϕppp ✏ 9ϕ2
pp ✁ 9a2H2 � ϕp

�✁3axϕp ✁ 3pϕpay ✁ 12aϕy ✁ b2ϕp� (2.43)

3bpϕpq � 6Hϕp ♣ab✁ apq ,
54ϕ2

pϕxx ✏ 54aH3 � 6
�
2pb2 ✁ 3b✁ 6acp✁ 3bpp� 9pax � 9p2ay

✟
ϕpH

2 � (2.44)

54ϕppH
2 � �✁27ayyϕ

2
pp

4 � 36cayϕ
2
pp

3 � 18acyϕ
2
pp

3 ✁ 18byϕ
2
pbp

3✁
54ayϕpϕyp

3 ✁ 54ϕ2
paxyp

3 � 9ϕ2
pbypp

3 ✁ 12ϕpϕyb
2p2 ✁ 12ϕ2

pac
2p2 ✁

27axxϕ
2
pp

2 � 2b2cϕ2
pp

2 � 18abdϕ2
pp

2 � 36caxϕ
2
pp

2 ✁ 54byϕ
2
pp

2 �
6bcpϕ

2
pp

2 � 18acxϕ
2
pp

2 ✁ 54ϕ2
yap

2 ✁ 18bxϕ
2
pbp

2 ✁ 6bpϕ
2
pcp

2 �
36acϕpϕyp

2 ✁ 54axϕpϕyp
2 � 18bpϕpϕyp

2 � 9ϕ2
pbxpp

2 � 108adϕ2
pp✁

36bxϕ
2
pp� 36cpϕ

2
pp✁ 12ϕ2

pbcp✁ 18ϕ2
pc� 54ϕpϕy

✟
H ✁ 108pϕpϕypH ✁

54ϕppϕ
2
yp

2 � 2
�
9ϕ2

pbyyp
4 � 3cbyϕ

2
pp

3 � 6bcyϕ
2
pp

3 ✁ 9cypϕ
2
pp

3✁
27dyϕ

2
pap

3 ✁ 54ayϕ
2
pdp

3 � 9byϕpϕyp
3 � 18ϕ2

pbxyp
3 � 2bc2ϕ2

pp
2 � 9bxxϕ

2
pp

2 �
18acdϕ2

pp
2 ✁ 54daxϕ

2
pp

2 � 9dbpϕ
2
pp

2 � 3cbxϕ
2
pp

2 � 6bcxϕ
2
pp

2 � 27cyϕ
2
pp

2 ✁
9cxpϕ

2
pp

2 � 9bϕ2
yp

2 ✁ 27dxϕ
2
pap

2 ✁ 9dpϕ
2
pbp

2 ✁ 12ϕ2
pb

2dp2 ✁ 27ϕpϕyadp
2 �

3bcϕpϕyp
2 � 9bxϕpϕyp

2 ✁ 9cpϕpϕyp
2 � 6c2ϕ2

pp� 9cxϕ
2
pp✁ 27dpϕ

2
pp✁

27ϕ2
yp✁ 18ϕ2

pbdp� 27dϕ2
p

✟
ϕp � 108p2ϕpϕyϕyp,

54ϕ2
pϕxy ✏ 3

�✁2b2 � 6ac✁ 9ayp✁ 9ax � 3bp

✟
ϕpH

2 � �
27ϕ2

payyp
3� (2.45)

18bbyϕ
2
pp

2 ✁ 9bypϕ
2
pp

2 ✁ 18cyϕ
2
pap

2 ✁ 36ayϕ
2
pcp

2 � 54ayϕpϕyp
2 �

54ϕ2
paxyp

2 � 12ac2ϕ2
pp� 27axxϕ

2
pp� 6cbpϕ

2
pp� 18bbxϕ

2
pp�

36byϕ
2
pp✁ 9bxpϕ

2
pp� 54aϕ2

yp✁ 18cxϕ
2
pap✁ 6cpϕ

2
pbp✁ 2ϕ2

pb
2cp✁

36axϕ
2
pcp✁ 36ϕpϕyacp✁ 18ϕ2

pabdp� 12b2ϕpϕyp� 54axϕpϕyp✁
18bpϕpϕyp� 6bcϕ2

p � 18bxϕ
2
p ✁ 18cpϕ

2
p ✁ 54ϕ2

pad
✟
H �

54ϕpϕypH ✁ 108ϕypϕpϕyp� ϕp

�✁18byyϕ
2
pp

3 � 108dayϕ
2
pp

2�
54adyϕ

2
pp

2 ✁ 36bxyϕ
2
pp

2 ✁ 12cyϕ
2
pbp

2 ✁ 6byϕ
2
pcp

2 ✁ 18byϕpϕyp
2 �

18ϕ2
pcypp

2 ✁ 4ϕ2
pbc

2p✁ 18bxxϕ
2
pp� 24b2dϕ2

pp� 108daxϕ
2
pp✁ 45cyϕ

2
pp�

18bdpϕ
2
pp� 54adxϕ

2
pp✁ 12cxϕ

2
pbp✁ 18ϕ2

ybp✁ 6bxϕ
2
pcp✁ 6ϕpϕybcp✁

18bpϕ
2
pdp✁ 36ϕ2

pacdp� 54adϕpϕyp✁ 18bxϕpϕyp� 18cpϕpϕyp�
18ϕ2

pcxpp✁ 6ϕ2
pc

2 � 18bdϕ2
p ✁ 9cxϕ

2
p � 27dpϕ

2
p � 27ϕ2

y

✟� 54pϕ2
yϕpp,
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3ϕpϕpx ✏ 3Hϕpp ✁ 3pϕpϕyp � 3aH2 ✁ 2bHϕp � cϕ2
p, (2.46)

18ϕ2
pHx ✏ 18H2ϕpp ✁ 18Hpϕpϕyp �H2ϕp

�✁6acp� 9p2ay � 9pax� (2.47)

2b2p✁ 3pbp ✁ 6b
✟� 2Hϕp

�
9adpϕp ✁ bcpϕp ✁ 3p2ϕpby✁

3pbxϕp � 3pcpϕp ✁ 3cϕp � 9ϕyq � 18aH3 � ϕp

�✁6bdpϕ2
p�

2c2pϕ2
p � 3p2ϕ2

pcy � 3pcxϕ
2
p � 18dϕ2

p ✁ 9pdpϕ
2
p ✁ 9pϕ2

y

✟
,

18ϕpHy ✏ 18Hϕyp �H2
�
6ac✁ 9pay ✁ 9ax ✁ 2b2 � 3bp

✟� (2.48)

2Hϕp ♣✁9ad� bc� 3pby � 3bx ✁ 3cpq � 6bdϕ2
p ✁ 2c2ϕ2

p ✁
3cxϕ

2
p ✁ 3pϕ2

pcy � 9dpϕ
2
p � 9ϕ2

y,

3ϕpHp ✏ 3Hϕpp � 3aH2 ✁ 2bHϕp � ϕp ♣cϕp � 3ϕyq , (2.49)

9ϕ2
pkx ✏ 9Hkϕpp � 9kpϕppϕy ✁ 18kpϕpϕyp �Hk

�✁6acpϕp � 9p2ϕpay� (2.50)

9paxϕp � 9apϕy � 2b2pϕp ✁ 3bϕp ✁ 3pbpϕp

✟� kϕp ♣9adpϕp✁
bcpϕp ✁ 3p2ϕpby ✁ 3pbxϕp ✁ 3bpϕy � 3pcpϕp � 9ϕy

✟� 9aH2k

9ϕ2
pky ✏ ✁9kϕppϕy � 18kϕpϕyp �Hk ♣6acϕp ✁ 9axϕp✁ (2.51)

9pϕpay ✁ 9aϕy ✁ 2b2ϕp � 3bpϕp

✟� kϕp ♣✁9adϕp�
bcϕp � 3bxϕp � 3pϕpby � 3bϕy ✁ 3cpϕpq ,

3ϕpkp ✏ 3kϕpp � 3aHk ✁ bkϕp, (2.52)

e

H ✏ ϕx � pϕy, k ✏ ✁ϕpgx ✁ ϕpgyp� ϕxgp � ϕygpp ✘ 0. (2.53)

Reescrevendo a equação (1.8) como

y✸ ✁ 3
2y✶

♣y✷q2 ✏ 0, (2.54)

temos uma equação da forma (2.32), em que a ✏ c ✏ d ✏ 0 e b ✏ ✁ 3
2y✶

, que substituindo

em (2.33) obtemos J1 ✏ J2 ✏ J3 ✏ J4 ✏ 0, o que prova que a EKS é linearizável.

Outra forma de testar a linearização da EKS é dada por Sophus Lie que criou

um teste para verificar se uma EDO de segunda ordem é linearizável e se o teste for

positivo, ele apresenta como encontrar a transformação que lineariza a equação. O teste

segue enunciado a seguir (para mais detalhes vide [38, 39]).

Teorema 4. (S.Lie) Uma EDO de segunda ordem é linearizável, através da mudança da

variáveis dependente e independente, à equação w✷♣tq ✏ 0 se, e somente se, tem a forma

y✷ � a♣x, yq♣y✶q3 � b♣x, yq♣y✶q2 � c♣x, yqy✶ � d♣x, yq ✏ 0, (2.55)

com coeficientes satisfazendo as condições:

H ✏ 3axx ✁ 2bxy � cyy ✁ 3axc� 3ayd� 2bxb✁ 3cxa✁ cyb� 6dya ✏ 0,

K ✏ bxx ✁ 2cxy � 3dyy ✁ 6axd� bxc� 3byd✁ 2cyc✁ 3dxa� 3dyb ✏ 0.

(2.56)
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As transformações que a linearizam, isto é,

t ✏ ϕ♣x, yq, w ✏ ψ♣x, yq, (2.57)

são dadas ao resolver um sistema de equações diferenciais parciais (EDP), e este sistema

depende do coeficiente a:

• Se a ✏ 0 então ϕ ✏ ϕ♣xq e o sistema é dado por

ψyy ✏ ψyb, 2ψxy ✏ ϕ✁1
x ψyϕxx � c, ψxx ✏ ϕ✁1

x ψxϕxx � ψyd,

2ϕxϕxxx ✁ 3ϕ2
xx ✁ ϕ2

x♣4♣dy � bdq ✁ ♣2cx � c2qq ✏ 0.

(2.58)

• Se a ✘ 0 então ϕy ✘ 0 e o sistema de EDPs é dado por

ϕyψyy ✏ ♣ϕyyψy � a∆q, 2ϕ2
yψxy ✏ 2ϕxyϕyψy ✁ ϕyy∆✁ ♣aϕx ✁ bϕyq∆,

ϕ2
yψxx ✏ 2ϕxyϕyψx ✁ ϕxϕyyψx ✁ ϕ2

xψxa� ϕxϕyψxb� ϕ2
y♣ψyd✁ ψxcq,

ϕ2
yϕxx ✏ 2ϕxyϕxϕy ✁ ϕ2

xϕyy ✁ ϕ3
xa� ϕ2

xϕyb✁ ϕxϕ
2
yc� ϕ3

yd,

2ϕyϕyyy ✏ 3♣ϕ2
yy ✁ 2ϕxyϕya� 2ϕxϕyya� ϕ2

xa
2q ✁ 2ϕxϕy♣ay � abq�

ϕ2
y♣2by ✁ 4ax � 4ac✁ b2q,

6ϕ2
yϕxyy ✏ 3♣4ϕxyϕyyϕy ✁ ϕxϕ

2
yy � 2ϕxϕyyϕyb✁ 2ϕxyϕ

2
ybq � 3ϕ3

xa
2�

3ϕxϕ
2
y♣✁2ax � 2ac✁ b2q � 2ϕ3

y♣✁bx � 2cy � 3adq,

(2.59)

no qual ∆ ✏ ϕxψy ✁ ϕyψx ✘ 0.

Para podermos aplicar o Teorema 4 de Lie à EKS (1.8), que é de terceira

ordem, no entanto, é necessário reduzir a ordem da equação. Note que u ✏ y e v ✏ y✶ são

invariantes de ❇x
2 (simetria de Lie de (1.8)), então, fazendo essa mudança de variável, a

equação (1.8) se torna:

v✷ ✁ 1
2v
♣v✶q2 ✏ 0. (2.60)

Aplicando o Teorema 4 à (2.60), concluímos mais uma vez que (1.8) é linearizável. Com

este resultado, finalizamos a parte I desta tese que tratou algumas questões preliminares

sobre a equação de Kummer-Schwarz e o Schwarziano. A seguir, iniciaremos um estudo

envolvendo generalizações de tal equação e apresentaremos uma série de resultados que

encontramos a partir dessas generalizações.

2 Neste tese, utilizaremos ambas notações para geradores de simetrias: ❇x e
❇

❇x
.
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Parte II

Generalizações de equações diferenciais

envolvendo a derivada de Schwarz
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Generalizações de equações diferenciais

envolvendo a derivada de Schwarz

Na Parte 1, vimos que a EKS

S♣yq ✏ y✸

y✶
✁ 3

2

✂
y✷

y✶

✡2

✏ 0, (2.61)

é notável por pelo menos duas razões: a primeira delas é que (2.61) possui simetrias de

Lie isomorfas à álgebra de Lie sl♣2,Rq ❵ sl♣2,Rq e sua representação é dada pelos campos

vetoriais

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ x

❇
❇x,X3 ✏ x2 ❇

❇x, (2.62)

X4 ✏ ❇
❇y ,X5 ✏ y

❇
❇y ,X6 ✏ y2 ❇

❇y . (2.63)

Além disso, a equação de KS é linearizável por simetrias de contato. Leach [36]

em seus trabalhos sugeriu generalizações da equação de KS, por exemplo, a equação

y✶y✸ � n♣y✷q2 ✏ 0, (2.64)

que generaliza a equação (2.61), Leach a estuda sob o ponto de vista de simetrias e faz

uma abordagem envolvendo análise de singularidades. Em [16], encontramos a seguinte

equação

S♣yq ✏ y✸

y✶
✁ 3

2

✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣yq♣y✶q2 (2.65)

na prova de um teorema que diz que uma superfície no espaço Euclidiano R
3 com métrica

dl2 ✏ g♣z, zqdzdz e curvatura Gaussiana constante K é (localmente) isométrica da esfera

(K → 0), ao plano Euclidiano (K ✏ 0) ou ao plano de Lobachevsky (K ➔ 0). A equação

(2.65) pode ser considerada uma generalização da equação (2.61), em que o Schwarziano é

igual a f♣yq♣y✶q2. Fizemos um estudo sobre esta equação, com abordagem na teoria de S.

Lie de simetrias de equações diferenciais, que foi publicado em [8]. Casos particulares de

(2.65) também são investigadas em [18]. De Lucas e Sardón [14] consideram uma equação

da forma

S♣yq ✏ k♣y✶q2 � f♣xq,
em que k é constante e f♣xq é uma função de x, todavia, não estudam sob o olhar de

simetrias de Lie, eles trabalham sob o ponto de vista de sistemas de Lie, isto é, "um sistema

de equações diferenciais que admite uma regra de superposição"[12, 14]. N. Ibragimov, que

foi um contribuinte para a expansão da teoria de estudos sobre simetrias de Lie, em [28],
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juntamente com F. Mahomed, mostra uma série de equações diferenciais de terceira ordem

admitindo Álgebras de Lie de dimensão 1,2,3 e 4 reais e dentre elas encontramos uma

equação envolvendo o Schwarziano, a saber, S♣yq ✏ f♣xq. Nossa proposta nos próximos

três capítulos é estudar a seguinte generalização:

y✸

y✶
� n

✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣y, y✶q, (2.66)

em que n P R é um parâmetro e f uma função arbitrária de seus argumentos. Note que,

tanto (2.64) quanto (2.65) são abrangidas em (2.66) e além dessas muitas outras. Usamos a

constante n para manter a forma como P. Leach escreve a equação (2.64) em seu trabalho

[36]. Denotaremos (2.66) de Equação Kummer-Schwarz generalizada (EKSG) e

Equações Kummer-Schwarz generalizadas (EKSGs) para as várias equações que

são formadas a partir da EKSG para n e f específicos.

Observação 1. Nesta parte ♣✶q sempre será a derivada da função com relação ao seu

argumento.
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3 Linearização da EKSG

Podemos observar que para a maioria dos casos, a EKSG não é linear, no entanto, em

alguns casos (2.66) pode ser linearizável seja por transformações de contato ou outra

mudança da variável dependente e independente e é isso que veremos neste capítulo. A

seguir, apresentaremos um dos nossos principais resultados. Mostraremos quais equações

do tipo da EKSG são linearizáveis a w✸♣tq ✏ 0 que é a equação linear de terceira ordem

mais simples que conhecemos, além disso, mostraremos quais são as transformações que as

linearizam.

Teorema 5. As únicas equações diferenciais da forma ♣2.66q que são linearizáveis

a w✸♣tq ✏ 0 via transformações de contato

t ✏ ϕ♣x, y, y✶q, w ✏ ψ♣x, y, y✶q, q ✏ g♣x, y, y✶q,

são:

y✸

y✶
✏ k1

y✶
� k2, (3.1)

y✸

y✶
✁ 3

2

✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣yq♣y✶q2 � k1, (3.2)

y✸

y✶
✁ 3
✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣yq♣y✶q3 � k1♣y✶q2, (3.3)

em que k1 e k2 são constantes e f é uma função arbitrária de y.

Tais equações, são linearizadas pelas seguintes transformações de contato:

• Para ♣3.1q ✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

t ✏ 2g✶♣xq2♣h♣xq � yq
g✶♣xq ♣h✶♣xq � pq � g✷♣xq♣h♣xq � yq ✁ g♣xq,

w ✏ ✁ 2g✶♣xq3♣h♣xq � yq
♣g✶♣xq ♣h✶♣xq � pq � g✷♣xq♣h♣xq � yqq2 ,

q ✏ ✁ 2g✶♣xq
g✶♣xq ♣h✶♣xq � pq � g✷♣xq♣h♣xq � yq ,

(3.4)

tal que

S♣gq♣xq ✏ ✁k2

2
e h✸♣xq ✁ k2h

✶♣xq � k1 ✏ 0. (3.5)
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• Para ♣3.2q ✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

t ✏ ✁
✂
h✶♣yq
g✶♣xqy

✶

✡ 1

2

,

w ✏ g♣xqh✶♣yqy✶ ✁ h♣yqg✶♣xq
2g✶♣xq ,

q ✏ ✁g♣xq
✂
h✶♣yq
g✶♣xqy

✶

✡ 1

2

,

(3.6)

tal que

S♣gq♣xq ✏ k1 e S♣hq♣yq ✏ ✁f♣yq. (3.7)

• Para ♣3.3q✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

t ✏ 2y✶g✶♣yq2♣h♣yq � xq
g✶♣yq ♣y✶h✶♣yq � 1q � y✶g✷♣yq♣h♣yq � xq ✁ g♣yq,

w ✏ ✁ 2♣y✶q2g✶♣yq3♣h♣yq � xq
♣g✶♣yq ♣y✶h✶♣yq � 1q � y✶g✷♣yq♣h♣yq � xqq2 ,

q ✏ ✁ 2y✶g✶♣yq
♣g✶♣yq ♣y✶h✶♣yq � 1q � y✶g✷♣yq♣h♣yq � xqq ,

(3.8)

tal que

S♣gq♣yq ✏ k1

2
e h✸♣yq � k1h

✶♣yq ✁ f♣yq ✏ 0. (3.9)

em que S♣✝q é a derivada de Schwarz.

Demonstração. Para prova deste teorema, utilizaremos o Teorema 3 de Meleshko enunciado

no capítulo 1. Para isso, reescrevemos a equação (2.66) na forma (2.32), em que p ✏ y✶

y✸ � n

p
♣y✷q2 ✁ f♣y, pqp ✏ 0. (3.10)

Dessa forma, a ✏ 0, b ✏ n

p
, c ✏ 0 e d ✏ ✁f♣y, pqp. Substituindo esses coeficientes em

J1, J2, J3 e J4 dados em (2.33), obtemos que:

• J1 ✏ 0 ô n♣n� 3q
✂
n� 3

2

✡
✏ 0 ô n P

✧
✁3,✁3

2
, 0
✯

;

• J2 ✏ 0 ❅n P R e f ✏ f♣y, y✶q;

• J3 ✏ 0 se, e somente se

3pfpp � 6♣n� 1qfp � 2n
p
♣2n� 3qf ✏ 0; (3.11)



Capítulo 3. Linearização da EKSG 40

• J4 ✏ 0 se, e somente se

3pfyp � ♣2n✁ 3qfy ✏ 0. (3.12)

De J1 ✏ 0 já obtemos que n P
✧
✁3,✁3

2
, 0
✯

então, para que (2.66) seja linearizável,

é preciso analisarmos as equações (3.11) e (3.12) para tais valores de n.

• Se n ✏ ✁3, a equação (3.11) produz p2fpp ✁ 4pfp � 6f ✏ 0, cuja solução é dada por

f♣y, pq ✏ g♣yq♣pq3 � h♣yq♣pq2, (3.13)

substituindo em (3.12) temos que

3p
✏
3g✶♣yqp2 � 2h✶♣yqp✘✁ 9

✏
g✶♣yqp3 � h✶♣yqp2

✘ ✏ ✁3h✶♣yqp2 ✏ 0 ñ h♣yq ✏ k1 ✏ cte,

o que produz (3.3).

• Se n ✏ ✁3
2

, de (3.11) temos que pfpp ✁ fp ✏ 0, na qual a solução é

f♣y, pq ✏ g♣yq♣pq2 � h♣yq, (3.14)

substituindo em (3.12) temos que

6pg✶♣yqp✁ 6
✏
g✶♣yqp3 � h✶♣yq✘ ✏ ✁6h✶♣yq ✏ 0 ñ h♣yq ✏ k1 ✏ cte,

o que produz (3.2).

• Finalmente, se n ✏ 0 de (3.11) temos que 3pfpp � 6fp ✏ 0 o que implica em

f♣y, pq ✏ g♣yq
p

� h♣yq, (3.15)

substituindo em (3.12) temos que

3p
g✶♣yq
p2

✁ 3
✂
g✶♣yq
p

� h✶♣yq
✡
✏ 0 ñ g♣yq ✏ k1 ✏ cte e h♣yq ✏ k2 ✏ cte,

fornecendo a equação (3.1), que por sua vez já é uma equação linear.

As transformações do teorema se verificam ao calcular w✸♣tq. Tais transformações foram

encontradas resolvendo o sistema do teorema 3 de Meleshko e o cálculo para encontrá-las

pode ser visto no Apêndice A.

Observação 1. Note que em ♣3.5q, ♣3.7q e ♣3.9q encontramos

S♣gq♣xq ✏ a, (3.16)

em que a é uma constante. Esta equação é integrável e sua solução depende do valor de a.

• Para a ✏ 0 temos a EKS cuja solução é dada em ♣2.19q.
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• Para a ✏ α2 ✘ 0, a solução de ♣3.16q é dada por

g♣xq ✏
❄

2c2

α
tg
✂
α♣x� 2c1q❄

2

✡
� c3.

• Para a ✏ ✁α2 ✘ 0, a solução de ♣3.16q é dada por

g♣xq ✏
❄

2c2

α
tanh

✂
α♣x✁ 2c1q❄

2

✡
� c3,

em que c1, c2 e c3 são constantes de integração.

A equação para h♣xq em ♣3.7q também é integrável e a solução depende da constante k2

ser nula (a solução é um polinômio de grau no máximo 3 em x), positiva (solução dada

em termos da função exponencial) ou negativa (solução dada em termos das funções seno

e cosseno). Observe que a equação ♣3.1q já é uma equação linear, todavia a transformação

♣3.4q visa reduzi-la à w✸♣tq ✏ 0.

Uma segunda alternativa para encontrar equações do tipo (2.66) que são lineari-

záveis é o teorema 4 de Sophus Lie, que visa linearizar uma equação diferencial de segunda

ordem da forma (2.55) à equação w✷♣tq ✏ 0 através da mudança na variável dependente e

independente. A partir dele, obtemos o resultado a seguir.

Teorema 6. As equações diferenciais da forma ♣2.66q que são linearizáveis através

da mudança nas variáveis dependente e independente t ✏ ϕ♣yq e w ✏ ψ♣y, y✶q a

w✷♣tq ✏ 0 têm a forma

y✸

y✶
� n

✂
y✷

y✶

✡2

✏ ♣y✶q✁nh♣yq � ♣y✶q2g♣yq, (3.17)

em que h e g são funções arbitrárias de y. Algumas das transformações que linearizam

♣3.17q são

• Para n ✘ ✁2✩✫
✪

t ✏ ϕ♣yq tal que S♣ϕq♣yq ✏ ✁2♣n� 2qg♣yq,
w ✏ 1

n� 2

❛
ϕ✶♣y✶qn�2 �B♣yq tal que B✷♣yq ✁ ϕ✷

ϕ✶
B✶♣yq �

❛
ϕ✶h♣yq ✏ 0,

(3.18)

• Para n ✏ ✁2✩✬✫
✬✪

t ✏ ✁1
y
,

w ✏ 1
y

ln♣y✶q �B♣yq tal que B✷♣yq ✁ 2
y
B✶♣yq � 1

y
g♣yq ✏ 0,

(3.19)

em que S♣ϕq♣yq é a derivada de Schwarz.
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Demonstração. Primeiramente utilizamos a mudança de variável y✶ ✏ v♣uq e reduzimos a

equação (2.66) a uma equação diferencial de segunda ordem, em que u ✏ y1. Note que

v✶ ✏ dv

du
✏ y✷

y✶
,

v✷ ✏ dv✶

du
✏ ✁♣y

✷q2
♣y✶q3 �

y✸

♣y✶q2 ,
e

y✸

y✶
✏ vv✷ � ♣v✶q2 e

✂
y✷

y✶

✡2

✏ ♣v✶q2.

Substituindo em (2.66), temos a equação reduzida dada por

v✷ � ♣n� 1q
v

♣v✶q2 ✏ f♣u, vq
v

. (3.20)

A equação (3.20) tem a forma (2.55), em que v representa a variável dependente

y e u a variável independente x, e portanto podemos utilizar as equações (2.56) do teorema

de S. Lie para verificar para quais valores de n e f a equação (3.20) é linearizável a

w✷♣tq ✏ 0 em que t ✏ ϕ♣uq e w ✏ ψ♣u, vq . Note que, segundo o teorema 4, os coeficientes

de (3.20) são:

a ✏ 0, b ✏ n� 1
v

, c ✏ 0 e d ✏ ✁f♣u, vq
v

.

A equação H ✏ 0 em (2.56) é satisfeita diretamente dos valores dos coeficientes. Já a

equação K ✏ 0, é satisfeita se, e somente se, dvv � bvd� dvb ✏ 0, ou seja,

v ♣♣1✁ nqfv ✁ vfvvq � 2nf
v3

✏ 0, (3.21)

cuja solução é dada por f♣u, vq ✏ v✁nh♣uq � v2g♣uq, isto significa que

v✷ � ♣n� 1q
v

♣v✶q2 ✏ v✁♣n�1qh♣uq � vg♣uq, (3.22)

é linearizável e voltando às variáveis originais obtemos (3.17). Note que a equação (3.17)

abrange (3.1) e (3.2) para k ✏ 0 e (3.3) do teorema 5. Para obter a mudança de variável

t ✏ ϕ♣uq e w ✏ ψ♣u, vq que lineariza (3.22), precisamos resolver o sistema de equações

(2.28), que substituindo os valores de a, b, c e d se tornam

ψvv ✏ ♣n� 1qv✁1ψv, (3.23)

2ψuv ✏ ϕ✁1
u ψvϕuu, (3.24)

ψuu ✏ ϕ✁1
u ψuϕuu ✁ ψv

�
v✁♣n�1qh♣uq � vg♣uq✟ , (3.25)

S♣ϕq♣uq ✏ ✁2♣n� 2qg♣uq, (3.26)

em que ϕ ✏ ϕ♣uq e S♣ϕq é a derivada de Schwarz. Da equação (3.23) obtemos, para n ✘ ✁2

ψ♣u, vq ✏ A♣uqvn�2

n� 2
�B♣uq, (3.27)

1 Utilizamos u ✏ y para evitar confusão da variável y como variável dependente na mudança de variável
e variável dependente na variável original.
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que substituindo em (3.24) produz

vn�1♣2A✶♣uqϕ✶♣uq ✁ A♣uqϕ✷♣uqq ✏ 0,

que resolvendo para A♣uq, obtemos

A♣uq ✏ c1

❛
ϕ✶♣uq, (3.28)

em que c1 é constante. Queremos que c1 ✘ 0 para que ψ dependa de v, porém, como

buscamos uma transformação que lineariza (3.22), podemos supor c1 ✏ 1 Substituindo o

que temos em (3.25), considerando a equação (3.26) obtemos

B✷♣uq ✁ ϕ✷♣uq
ϕ✶♣uqB

✶♣uq � h♣uq
❛
ϕ✶♣uq ✏ 0. (3.29)

Portanto, para n ✘ ✁2 temos a seguinte transformação que lineariza (3.22)✩✫
✪

t ✏ ϕ♣uq tal que S♣ϕq♣uq ✏ ✁2♣n� 2qg♣uq,
w ✏ 1

n� 2

❛
ϕ✶vn�2 �B♣uq tal que B✷♣uq ✁ ϕ✷

ϕ✶
B✶♣uq �

❛
ϕ✶h♣uq ✏ 0,

(3.30)

Para n ✏ ✁2, realizando cálculos semelhantes aos feitos acima, obteremos a seguinte

transformação (neste caso atribuímos alguns valores às constantes que surgiram)✩✫
✪

t ✏ ✁1
u
,

w ✏ 1
u

ln♣vq �B♣uq tal que B✷♣uq ✁ 2
u
B✶♣uq � 1

u
g♣uq ✏ 0.

(3.31)

Utilizando o fato de que u ✏ y e v ✏ y✶, as equações (3.30) e (3.31) se tornam, respectiva-

mente, (3.18) e (3.19) como queríamos demonstrar.

O processo de linearização de uma equação diferencial visa facilitar o processo

de busca de soluções. Os teoremas 5 e 6 são fortes pois, uma vez que as equações (3.1), (3.2)

e (3.3) são linearizáveis, respectivamente, pelas transformações de contato (3.4), (3.6) e

(3.8) à equação w✸♣tq ✏ 0 e (3.17) é linearizável pelas transformações (3.18), para n ✘ ✁2,

e (3.19), para n ✏ ✁2, à w✷♣tq ✏ 0, temos a seguinte solução

w ✏ α1t
2 � α2t� α3, (3.32)

em que α1, α2 e α3 são constantes (α1 ✏ 0 no caso da equação (3.17)). Note que, ao retornar

(3.32) às variáveis originais x e y♣xq, teremos uma equação de primeira ordem, visto que

as transformações dependem de y✶, em outras palavras, de uma equação diferencial de

terceira ordem, reduzimos à busca de soluções de uma equação de primeira ordem.

Observe que o teorema 6 fornece um grupo maior de equações diferenciais

da forma da EKSG que podem ser linearizáveis e que inclusive as equações (3.1) e (3.2)

para k1 ✏ 0 e (3.3), abrangidas no teorema 5, são linearizadas por tal teorema. Com
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esta linearização abrimos as portas para que muitas EKSGs sejam estudadas com mais

profundidade, visto que caímos dentro do campo das EDOs lineares e existem amplos

estudos e resultados nesta área. Note que, neste capítulo abordamos equações do tipo da

EKSG que são linearizáveis a w✸♣tq ✏ 0 através de um tipo determinado de transformações

e não que apenas as que tratamos neste capítulo é que são linearizáveis. Por exemplo, a

equação
y✸

y✶
✏ ay � b

y✶
� c é um caso de uma equação do tipo EKSG linear que não foi

abordado neste capítulo. Todavia, este capítulo apresenta uma variedade de equações que

ao serem reduzidas à equação de terceira ordem mais simples, w✸♣tq ✏ 0, possibilitam um

estudo aprofundado de suas soluções, comportamentos, etc.
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4 O grupo contínuo de equivalência da EKSG

Na parte I, vimos que simetrias de Lie levam soluções de uma equação diferencial a soluções

da mesma equação diferencial. Em contrapartida, neste capítulo, veremos sobre grupos

contínuos de equivalência que, por sua vez, mapeiam uma determinada equação diferencial

a outra equação diferencial da mesma família, isto é, uma equação da mesma forma.

Por conta disso, muitas vezes podemos trabalhar com equações mais simples, tornando

o processo de encontrar soluções menos trabalhoso. Neste capítulo, vamos calcular o

grupo contínuo de equivalência das equações de Kummer-Schwarz generalizadas (EKSGs)

utilizando como referência os procedimentos análogos a [23], [30] e [31], e verificaremos se

existe uma equação diferencial ordinária da mesma forma, porém mais simples.

Em [30] podemos encontrar a definição de transformação de equivalência para

uma família de equações com a mudança de variável x ✏ ϕ♣x, yq e y ✏ ρ♣x, yq e a partir

daí podemos estender o conceito de transformação contínua de equivalência para o campo

das simetrias de contato.

Definição 1. (Grupo contínuo de equivalência utilizando transformações de contato) [30]

Considere a seguinte família de equações diferencias ordinárias de terceira ordem

y✸ ✏ F ♣x, y, y✶, y✷q. (4.1)

Um grupo contínuo1 de equivalência para a família de equações ♣4.1q é a mudança de

variável

x ✏ ϕ♣x, y, y✶; εq, y ✏ ρ♣x, y, y✶; εq, y✶ ✏ ρ♣x, y, y✶; εq, (4.2)

em que ε é um parâmetro contínuo, que transforma toda equação da forma ♣4.1q numa

equação da mesma forma:

y✸ ✏ F ♣x, y, y✶, y✷q. (4.3)

A função F pode ser diferente da função original F . As equações ♣4.1q e ♣4.3q
são ditas equivalentes. Como F pode mudar conforme a transformação, podemos tratar

F como nova variável adicionando a ♣4.2q uma transformação arbitrária F . Considere

então a transformação estendida:

x ✏ ϕ♣x, y, y✶; εq, y ✏ ψ♣x, y, y✶; εq, y✶ ✏ φ♣x, y, y✶; εq, F ✏ Φ♣x, y, y✶, F ; εq. (4.4)

O gerador do grupo contínuo de equivalência no espaço estendido das variáveis ♣x, y, y✶, F q
é dado por

Y ✏ ξ♣x, y, y✶q❇x � η♣x, y, y✶q❇y � ζ♣x, y, y✶q❇y✶ � µ♣x, y, y✶, F q❇F . (4.5)
1 Nesta seção, a palavra contínuo(a) pode não aparecer no texto, por exemplo, pode aparecer apenas

transformações de equivalência, mas fica subentendido que se trata de grupo contínuo de equivalência.
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Como consideramos transformações de contato, as coordenadas ξ, η e ζ podem ser repre-

sentadas na forma

ξ ✏ ✁Qy✶ , η ✏ Q✁ y✶Qy✶ , ζ ✏ Qx � y✶Qy, (4.6)

com Q ✏ Q♣x, y, y✶q.

4.1 Grupo contínuo de equivalência da EKSG

Nesta seção, faremos o cálculo do grupo contínuo de equivalência da EKSG e

obteremos resultados concernentes a ele.

Teorema 7. A equação de EKSG ♣2.66q admite grupo contínuo de equivalência

gerado por

• Para n ❘
✧
✁3,✁3

2

✯

Y1 ✏ ✁x❇x � y✶❇y✶ � 3F❇F , Y2 ✏ ✁❇x, Y3 ✏ ❇y e

Y4 ✏ y❇y � y✶❇y✶ � F❇F ,
(4.7)

e as transformações de equivalência são dadas na tabela a seguir.

Tabela 1 – Grupos contínuos de equivalência de Y1, Y2, Y3 e Y4

Y1 : x ✏ xe✁ε, y ✏ y, y✶ ✏ y✶eε, F ✏ Fe3ε,

Y2 : x ✏ ✁ε� x, y ✏ y, y✶ ✏ y✶ F ✏ F,

Y3 : x ✏ x, y ✏ ε� y, y✶ ✏ y✶, F ✏ F,

Y4 : x ✏ x, y ✏ yeε, y✶ ✏ y✶eε, F ✏ Feε.

• Para n ✏ ✁3

Y1 ✏ ✁x❇x � y✶❇y✶ � 3F❇F , Y2 ✏ ✁❇x, Y3 ✏ ❇y,

Y4 ✏ y❇y � y✶❇y✶ � F❇F e

Yφ ✏ ✁φ♣yq❇x � ♣y✶q2φ✶♣yq❇y✶ � �4y✶φ✶♣yqF � ♣y✶q4φ✸♣yq✟ ❇F .

(4.8)

Os grupos contínuos de equivalências de Y1, Y2, Y3 e Y4 já foram dados acima.

A transformação de equivalência para Yφ é

✩✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✪

x ✏ ✁φ♣yqε� x,

y ✏ y,

y✶ ✏ y✶

1 ✁ y✶φ✶♣yqε,

F ✏ 1
♣y✶φ✶♣yqε✁ 1q4

�
φ✸♣yq♣y✶q4ε� F

✟
.

(4.9)
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• Para n ✏ ✁3
2

Y1 ✏ ✁x❇x � y✶❇y✶ � 3F❇F , Y2 ✏ ✁❇x e

Yφ ✏ φ♣yq❇y � y✶φ✶♣yq❇y✶ �
�
φ✶♣yqF � ♣y✶q3φ✸♣yq✟ ❇F .

(4.10)

Os grupos contínuos de equivalências de Y1 e Y2 são mostrados na tabela 1. A

transformação de equivalência para Yφ é dada por✩✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✪

x ✏ x,

y ✏ ω✁1♣ε� ω♣yqq em que ω♣yq ✏
➺ y dτ

φ♣τq ,
y✶ ✏ y✶ψy,

F ✏ ψy♣y✶q3

✂
S♣ψq♣yq � F

♣y✶q3

✡
em que ψ ✏ y.

(4.11)

em que φ ✏ φ♣yq é uma função arbitrária de y.

Demonstração. Vamos encontrar o grupo contínuo de equivalência da equação de EKSG.

A equação de EKSG (2.66) pode ser escrita como

y✸ � n

y✶
♣y✷q2 ✏ f♣y, y✶qy✶ (4.12)

e o gerador de um grupo de equivalência contínuo de (4.12) é da forma (4.5). Considere o

sistema associado a (4.12):✩✫
✪

y✸ � n

y✶
♣y✷q2 ✏ F ♣x, y, y✶q,

Fx ✏ 0.
(4.13)

As condições de invariança do sistema (4.13) são dadas pelas seguintes equações:

Ỹ

✂
y✸ � n

y✶
♣y✷q2 ✁ F ♣x, y, y✶q

✡
|♣4.13q✏ 0, (4.14)

Ỹ ♣Fxq |♣4.13q✏ 0, (4.15)

em que Ỹ é a prolongação de (4.5)

Ỹ ✏ ✁Qy✶❇x � ♣Q✁ y✶Qy✶q❇y � ♣Qx � y✶Qyq❇y✶ � µ♣x, y, y✶, F q❇F�
η♣2q❇y✷ � η♣3q❇y✸ � µ1❇Fx

,
(4.16)

em [44] vemos que

η♣kq ✏ Dk
xQ✁ y♣k�1qQy✶ , (4.17)
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em que k ✏ 2, 3, Dx é o operador de derivada total,

µ1 ✏ D̃x rµ�Qy✶Fx ✁ ♣Q✁ y✶Qy✶qFy ✁ ♣Qx � y✶QyqFy✶s ✁Qy✶Fxx �
♣Q✁ y✶Qy✶qFxy � ♣Qx � y✶QyqFxy✶ ✁ FyD̃xη ✏ µx ✁ Fyηx

✏ D̃x rµ✁ ♣Q✁ y✶Qy✶qFy ✁ ♣Qx � y✶QyqFy✶s
✏ µx ✁ ♣Qx ✁ y✶Qxy✶qFy ✁ ♣Qxx � y✶QxyqFy✶ , (4.18)

e D̃x ✏ ❇x � Fx❇F ✏ ❇x. Da equação (4.15), temos que µ1 ✏ 0 e considerando que Fy e Fy✶

são agora algebricamente independentes, conclui-se que

µx ✏ 0 ñ µ ✏ µ♣y, y✶, F q, (4.19)

e

Qx ✁ y✶Qxy✶ ✏ 0, (4.20)

Qxx � y✶Qxy ✏ 0. (4.21)

Derivando (4.20) com relação a y✶, obtemos Qxy✶y✶ ✏ 0 o que implica

Q ✏ Φ♣x, yqy✶ � ψ♣x, yq � ω♣y, y✶q.
Substituindo Q encontrado em (4.20), teremos que ψ ✏ ψ♣yq. Em seguida, utilizando

(4.21) obteremos Φ♣x, yq ✏ ♣α1x� α2q � ϕ♣yq. Com isso,

Q ✏ ♣α1x� α2qy✶ � ϕ♣yqy✶ � ψ♣yq � ω♣y, y✶q, (4.22)

A condição (4.14) produz

η♣3q � 2n
y✶
y✷η♣2q ✁ n

♣y✶q2
♣y✷q2ζ ✁ µ ✏ 0, (4.23)

em que y✸ ✏ ✁ n

y✶
♣y✷q2 � F ♣x, y, y✶q. Utilizando (4.17) temos

♣y✷q3

✒
ωy✶y✶y✶ ✁ n

y✶
ωy✶y✶

✚
� ♣y✷q2 r♣n� 3q♣ϕ✶ � ωyy✶q � 3y✶ωyy✶y✶s �

y✷
✏
3ωy✶y✶F � 2♣n� 3q♣y✶q2ϕ✷ � 3♣y✶q2ωyyy✶ � ♣2n� 3qy✶♣ψ✷ � ωyyq

✘�
♣3α1 � 4y✶ϕ✶ � 3y✶ωyy✶ � ψ✶ � ωyqF � ♣y✶q4ϕ✸ � ♣y✶q3♣ψ✸ � ωyyyq ✁ µ ✏ 0,

(4.24)

que é uma identidade em y✷ e y✷F . Do coeficiente de y✷F temos ωy✶y✶ ✏ 0, o que implica,

ω ✏ ω1♣yqy✶ � ω2♣yq.
Substituindo ω em (4.24) obteremos as seguintes equações determinantes:

♣n� 3q♣ϕ✶ � ω✶
1q ✏ 0, (4.25)

♣2n� 3q♣ψ✷ � ω✷
2q ✏ 0, (4.26)

µ ✏ ♣3α1 � 4y✶♣ϕ✶ � ω✶
1q � ψ✶ � ω✶

2qF � ♣y✶q4♣ϕ✸ � ω✸
1 q � ♣y✶q3♣ψ✸ � ω✸

2 q. (4.27)

Dessa forma, temos três casos a considerar: n ❘
✧
✁3,✁3

2

✯
, n ✏ ✁3 e n ✏ ✁3

2
.
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4.1.1 Caso 1: n ❘

✧
✁3,✁

3
2

✯

De (4.25) obtemos que ϕ✶�ω✶1 ✏ 0 que produz ϕ ✏ ✁ω1♣yq �α3. A equação (4.26) produz

ψ✷�ω✷2 ✏ 0 que implica ψ ✏ ✁ω2♣yq�α4y�α5 e com isso µ ✏ ♣3α1 �α4qF . Dessa forma,

Q ✏ ♣α1x� α2qy✶ � α4y � α5,

que produz os geradores (4.7). Para encontrar os respectivos grupos contínuos de equiva-

lência, basta resolvermos o seguinte sistema de equações de Lie✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

dx

dε
✏ ξ♣x, y, y✶q, x

✞✞
ε✏0

✏ x,

dy

dε
✏ η♣x, y, y✶q, y

✞✞
ε✏0

✏ y,

dy✶

dε
✏ ζ♣x, y, y✶q, y✶

✞✞
ε✏0

✏ y✶,

dF

dε
✏ µ♣x, y, y✶, F q, F

✞✞
ε✏0

✏ F,

(4.28)

os termos ξ, η e ζ são dados em (4.6). Estas equações são facilmente resolvidas para a

forma Q dada acima e a solução está apresentada no enunciado deste teorema.

4.1.2 Caso 2: n ✏ ✁3

Se n ✏ ✁3 então (4.25) está satisfeita. De (4.26) ψ ✏ ✁ω2♣yq � α4y � α3 e fazendo

φ♣yq ✏ ϕ♣yq � ω1♣yq teremos µ ✏ ♣3α1 � α4 � 4y✶φ✶♣yqqF � ♣y✶q4φ✸♣yq. Dessa forma,

Q ✏ ♣α1x� α2 � φ♣yqqy✶ � α4y � α3,

que produz os geradores (4.8). As transformações são calculadas resolvendo o sistema de

equações de Lie (4.28) e já foram comentadas no caso n ✘
✧
✁3,✁3

2

✯
com exceção da

transformação envolvendo a função arbitrária φ♣yq, cujo gerador é dado por

Yφ ✏ ✁φ♣yq❇x � ♣y✶q2φ✶♣yq❇y✶ � �4y✶φ✶♣yqF � ♣y✶q4φ✸♣yq✟ ❇F . (4.29)
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As equações de Lie associadas são✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

dx

dε
✏ ✁φ♣yq ; x

✞✞✞
ε✏0

✏ x,

dy

dε
✏ 0 ; y

✞✞✞
ε✏0

✏ y,

dy✶

dε
✏ ♣y✶q2φ✶♣yq ; y✶

✞✞✞
ε✏0

✏ y✶,

dF

dε
✏ ♣y✶q4φ✸♣yq � 4y✶φ✶♣yqF ; F

✞✞✞
ε✏0

✏ F.

(4.30)

A segunda equação em (4.30) produz y ✏ y que substituindo na primeira equação obtemos

dx

dε
✏ ✁φ♣yq ñ x ✏ ✁φ♣yqε� cte,

que ao aplicar a condição para ε ✏ 0 nos dá x ✏ ✁φ♣yqε� x. Visto que y ✏ y, a terceira

equação é facilmente resolvida produzindo

y✶ ✏ y✶

1✁ y✶φ✶♣yqε.

Finalmente, substituindo o que temos na última equação em (4.30)

dF

dε
✏
✂

y✶

1✁ y✶φ✶♣yqε
✡4

φ✸♣yq � 4
✂

y✶

1✁ y✶φ✶♣yqε
✡
φ✶♣yqF ,

cuja solução após aplicar a condição para ε ✏ 0 é dada por

F ✏ φ✸♣yq♣y✶q4ε� F

♣y✶φ✶♣yqε✁ 1q4 .

Em resumo, a solução das equações de Lie (4.30) são dadas por✩✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✪

x ✏ ✁φ♣yqε� x,

y ✏ y,

y✶ ✏ y✶

1✁ y✶φ✶♣yqε,

F ✏ 1
♣y✶φ✶♣yqε✁ 1q4

�
φ✸♣yq♣y✶q4ε� F

✟
.

(4.31)

4.1.3 Caso 3: n ✏ ✁
3
2

Se n ✏ ✁3
2

então (4.26) está satisfeita. De (4.25) ϕ ✏ ✁ω1♣yq � α3 e fazendo φ♣yq ✏
ψ♣yq � ω2♣yq teremos µ ✏ ♣3α1 � φ✶♣yqqF � ♣y✶q3φ✸♣yq. Daí,

Q ✏ ♣α1x� α2qy✶ � φ♣yq,
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que produz os geradores (4.10). As transformações são calculadas resolvendo o sistema

de equações de Lie (4.28) e já foram comentadas no caso n ✘
✧
✁3,✁3

2

✯
com exceção da

transformação envolvendo a função arbitrária φ♣yq, cujo gerador é dado por

Yφ ✏ φ♣yq❇y � y✶φ✶♣yq❇y✶ � �φ✶♣yqF � ♣y✶q3φ✸♣yq✟ ❇F . (4.32)

As equações de Lie associadas são✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

dx

dε
✏ 0 ; x

✞✞✞
ε✏0

✏ x,

dy

dε
✏ φ♣yq ; y

✞✞✞
ε✏0

✏ y,

dy✶

dε
✏ y✶φ✶♣yq ; y✶

✞✞✞
ε✏0

✏ y✶,

dF

dε
✏ φ✶♣yqF � ♣y✶q3φ✸♣yq ; F

✞✞✞
ε✏0

✏ F.

(4.33)

A primeira equação nos dá claramente x ✏ x, resolvendo a segunda equação em (4.33)

temos

ω♣yq ✏ ε� ω♣yq ùñ y ✏ ω✁1♣ε� ω♣yqq,

em que ω♣yq ✏
➺ y dτ

φ♣τq . A terceira equação pode ser reescrita como

dy✶

dy
✏ dy✶

dε

dε

dy
✏ y✶

φ✶♣yq
φ♣yq ,

cuja solução após aplicar a condição em ε ✏ 0 é dada por

y✶ ✏ y✶
φ♣yq
φ♣yq .

Finalmente, a última equação em (4.33) pode ser reescrita como

dF

dy
✏ dF

dε

dε

dy
✏ φ✶♣yq
φ♣yq F �

C♣φ♣yqq3
φ♣yq φ✸♣yq,

ou melhor,
d

dy

✂
F

φ♣yq
✡
✏ Cφ♣yqφ✸♣yq, (4.34)

cuja solução geral é dada por

F ✏ Cφ♣yq
✂
✁1

2
♣φ✶♣yqq2 � φ♣yqφ✷♣yq � k

✡
, (4.35)

em que C ✏ p3

♣φ♣yqq3 e k ✏ cte. Note que,

1
φ♣yq ✏

dω♣yq
dy

✏ d♣ε� ω♣yqq
dy

✏ d♣ε� ω♣yqq
dy

dy

dy
✏ dω♣yq

dy

dy

dy
✏ 1
φ♣yq

dy

dy
,
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tomando
dy

dy
✏ ψy temos:

φ♣yq ✏ φ♣yqψy. (4.36)

Observe que:

φ✶♣yq ✏ dφ♣yq
dy

✏ d

dy
♣ψyφ♣yqq dy

dy
✏ ♣φ♣yqψyy � φ✶♣yqψyq 1

ψy

,

ou seja,

φ✶♣yq ✏ φ♣yqψyy

ψy

� φ✶♣yq (4.37)

e da mesma forma temos

φ✷♣yq ✏ φ✶♣yqψyy

ψ2
y

� φ♣yqψyyyψy ✁ ψ2
yy

ψ3
y

� φ✷♣yq 1
ψy

. (4.38)

Substituindo (4.36), (4.37) e (4.38) em (4.35) obtemos:

F ✏ φ♣yqψyC

✂
✁1

2
♣φ✶♣yqq2 � φ♣yqφ✷♣yq � ♣φ♣yqq2S♣φq♣yq � k

✡
. (4.39)

Aplicando a condição em ε ✏ 0 obtemos que ψy ✏ 1 e

k ✏ 1
2
♣φ✶♣yqq2 ✁ φ♣yqφ✷♣yq � F

Cφ♣yq ,

assim,

F ✏ ψy♣y✶q3
✂
S♣ψq♣yq � F

♣y✶q3
✡
. (4.40)

Em resumo, a solução das equações de Lie (4.33) são dadas por✩✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✪

x ✏ x,

y ✏ ω✁1♣ε� ω♣yqq em que ω♣yq ✏
➺ y dτ

φ♣τq ,
y✶ ✏ y✶ψy,

F ✏ ψy♣y✶q3
✂
S♣ψq♣yq � F

♣y✶q3
✡

em que ψ ✏ y,

(4.41)

e com isso está provado o teorema.

Note que Yφ dados em (4.8) e (4.10) dependem de uma função arbitrária.

Ao calcular as respectivas transformações de contato podemos utilizar este fato para

modificarmos a função F̄ de modo a obtermos uma equação diferencial equivalente mais

simples para um dado F . Considerando o caso n ✏ ✁3 e Yφ, o grupo (4.31) nos dá

y✸ ✁ 3
♣y✷q2
y✶

✏ F ♣y, y✶q. (4.42)

Se tomarmos F ♣y, y✶q ✏ f♣yq♣y✶q4, obteremos a partir da transformação (4.31) o resultado

a seguir.
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Teorema 8. A equação

y✸

y✶
✁ 3

✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣yq♣y✶q3 (4.43)

é equivalente, através da transformação de equivalência ♣4.31q, em que

F ♣y, y✶q ✏ f♣yq♣y✶q4 e φ✸♣yq ✏ ✁f♣yq
ε
, (4.44)

e ε é o parâmetro da transformação, à

y✸

y✶
✁ 3

✂
y✷

y✶

✡2

✏ 0. (4.45)

Considerando o caso n ✏ ✁3
2

e Yφ, o grupo (4.31) nos dá

y✸ ✁ 3
2
♣y✷q2

y✶
✏ F ♣y, y✶q. (4.46)

Se tomarmos F ♣y, y✶q ✏ f♣yq♣y✶q3, obteremos a partir da transformação (4.42) o resultado

a seguir.

Teorema 9. A equação ♣2.65q

S♣yq ✏ f♣yq♣y✶q2 (4.47)

é equivalente, através da transformação de equivalência ♣4.41q, para F ♣y, y✶q ✏
f♣yq♣y✶q3 à EKS

S♣yq ✏ 0 (4.48)

em que y♣yq é tal que

S ♣yq ♣yq ✏ ✁f♣yq. (4.49)

Esse resultado foi obtido em nosso artigo [8].

4.2 Grupo contínuo de equivalência de y✷ � n
♣y✶q2

y
✏ 0

Através de transformações de equivalência mostramos que (4.43) e (4.47) são equivalentes

a, respectivamente, (4.45) e (4.48) que podem ser abrangidas na seguinte equação

Y ✸ � n
♣Y ✷q2

Y ✶
✏ 0. (4.50)

Se tomarmos y ✏ Y ✶, teremos uma equação de segunda ordem

y✷ � n
♣y✶q2

y
✏ 0. (4.51)
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Considere o sistema associado a (4.51)★
y✷ � ν♣x, yq ♣y✶q2 ✏ 0,

νx ✏ 0.
(4.52)

Vamos buscar as transformações de equivalência de (4.52), porém não com transformações

de contato e sim da forma x ✏ ϕ♣x, yq e y ✏ ρ♣x, yq com procedimentos análogos à

referência [30], com o objetivo de reduzir as equações (4.45) e (4.48) a Y
✸♣Xq ✏ 0.

Considere o gerador de grupo de equivalência no espaço estendido das variáveis ♣x, y, νq

X ✏ ξ♣x, yq❇x � η♣x, yq❇y � µ♣x, y, νq❇ν (4.53)

e a prolongação de (4.53) dada por

X̃ ✏ X � η♣1q❇y✶ � η♣2q❇y✷ � µ❇νx
. (4.54)

com

η♣iq ✏ Dxη
♣i✁1q ✁ y♣iqDxξ, (4.55)

em que i ✏ 1, 2, η♣0q ✏ η, Dx é o operador de derivada total e µ ✏ µx ✁ ηxνy. Aplicando

a condição de invariança X̃ ♣νxq |♣4.52q✏ 0 obtemos µ ✏ µ♣y, νq e η ✏ η♣yq. Em seguida

X̃
✁
y✷ � ν♣x, yq ♣y✶q2

✠
|♣4.52q✏ 0 produz

η♣2q � 2νy✶η♣1q � µ♣y✶q2 ✏ 0, (4.56)

isto é,

♣y✶q3♣νξy ✁ ξyyq � ♣y✶q2♣ηyy ✁ 2ξxy � νηy � µq ✁ ξxxy
✶ ✏ 0, (4.57)

que é uma identidade em y✶. Resolvendo (4.57) chegamos em✩✬✫
✬✪

ξ♣xq ✏ α1x� α2,

η ✏ φ♣yq,
µ ✏ ✁φ✷♣yq ✁ νφ✶♣yq.

(4.58)

Portanto, os geradores de grupo de equivalência de (4.52) são dados por

X1 ✏ ❇x, X2 ✏ x❇x e Xφ ✏ φ♣yq❇y ✁ ♣φ✷♣yq � νφ✶♣yqq ❇ν . (4.59)

Resolvendo as equações de Lie para Xφ obtemos o seguinte grupo de equivalência associado

✩✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✪

x ✏ x,

y ✏ ω✁1♣ε� ω♣yqq em que ω♣yq ✏
➺ y dτ

φ♣τq ,

ν ✏ 1
ψ2

y

♣νψy ✁ ψyyq em que ψy ✏ dy

dy
.

(4.60)

Note que,

ν ✏ 0 ô ψyy ✁ ν♣yqψy ✏ 0. (4.61)
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Para ν ✏ ✁3
y

uma solução ψ em (4.61) é dada por ψ ✏ y✁2 e para ν ✏ ✁ 3
2y

, ψ ✏ y✁
1

2 . Desse

modo, ν ✏ 0 e a equação (4.51) para estes valores de ν e ψ é reduzida, com a transformação

(4.60) a y✷ ✏ 0. Voltando para y ✏ Y ✶, isto é, a equação (4.59) obtemos o resultado a seguir.

Teorema 10. A equação ♣4.45q

Y ✸

Y ✶
✁ 3

✂
Y ✷

Y ✶

✡2

✏ 0, (4.62)

é equivalente, através da transformação de equivalência✩✫
✪

X ✏ x,

Y ✏
➺
Y ✶♣xq✁2dx,

(4.63)

e a equação ♣4.48q
S♣Y q ✏ Y ✸

Y ✶
✁ 3

2

✂
Y ✷

Y ✶

✡2

✏ 0, (4.64)

é equivalente, através da transformação de equivalência✩✫
✪

X ✏ x,

Y ✏
➺
Y ✶♣xq✁ 1

2dx,
(4.65)

a Y
✸♣Xq ✏ 0.

Se combinarmos os resultados obtidos nos teoremas 8, 9 e 10, teremos uma

transformação que conduz as equações (4.43) e (4.47) a u✸♣tq ✏ 0. Tais transformações

são dadas no teorema a seguir.

Teorema 11. A equação ♣4.43q

y✸

y✶
✁ 3

✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣yq♣y✶q3, (4.66)

é equivalente, através da transformação✩✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✪

t ✏
➺ ➺ ➺

f♣yqdy3 � x,

u ✏
➺ ✂

1� y✶
➩ ➩
f♣yqdy2

y✶

✡2

dt

(4.67)
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e a equação ♣4.47q
S♣yq ✏ f♣yq♣y✶q2, (4.68)

é equivalente, através da transformação✩✫
✪

t ✏ x,

u ✏
➺
♣y✶ψ✶♣yqq✁ 1

2 dx em que S♣ψq♣yq ✏ ✁f♣yq, (4.69)

a u✸♣tq ✏ 0.

Note que ambas equações (4.43) e (4.47) são abrangidas nos teoremas 5 e 6.

Por outro lado, mostramos que tais equações também podem ser reduzidas a u✸♣tq ✏ 0

por meio de transformações de equivalência sem precisar resolver o extenso sistema de

equações do teorema 3 de Ibragimov e Meleshko. Podemos observar que as transformações

dadas no teorema 11 são mais simples e, diga-se de passagem, mais elegantes que as

transformações do teorema 5, visto que, por exemplo, em (4.69) só precisamos nos atentar

para u pois t ✏ x, isto é, não há mudança na variável independente, e a integral tripla

em (4.67) também aparece nas transformações (3.8) todavia temos uma expressão mais

simples para t. Em contrapartida, se compararmos o teorema 11 com o teorema 6 veremos

que a transformação (3.18) é mais simples visto que t não dependerá da função arbitrária

que no caso do teorema 11 é f♣yq. Neste capítulo, vimos mais uma forma de linearizar

equações ao trabalhar grupos de equivalência e uma vez que são linearizadas, podemos

usufruir de todos os resultados concernentes à equação u✸♣tq ✏ 0.
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5 Simetrias de contato de EKSG

Até aqui, temos estudado a linearização da EKSG a w✸♣tq ✏ 0 e feito um estudo dentro

de grupo contínuo de equivalência. Ambos, envolvendo em sua maioria transformações de

contato. No capítulo 2, vimos a definição de simetria de contato, que é uma transformação

que envolve as variáveis independente, dependente e sua primeira derivada. Neste capítulo,

vamos utilizar o teorema 2 para encontrar as transformações de contato da EKSG. Neste

cálculo, vamos excluir os casos abordados nos capítulos 3 e 4, visto que já encontramos

maneiras de simplificar equações e estudar equações mais simples. Primeiramente, considere

o gerador de simetria de contato de (2.66), estendido até a terceira derivada,

X ✏ ✁Qy✶❇x � ♣Q✁ y✶Qy✶q❇y � ♣Qx � y✶Qyq❇y✶ � η♣2q❇y✷ � η♣3q❇y✸ , (5.1)

em que, Q ✏ Q♣x, y, y✶q, η♣2q e η♣3q são dados em (2.26). Aplicando a condição de invariança

(2.24) a (2.66) temos

X

✂
y✸ � n

♣y✷q2

y✶
✁ f♣y, y✶qy✶

✡ ✞✞
♣2.66q

✏ 0,

que produz

η♣3q � 2n
y✶
y✷η♣2q � ♣Qx � y✶Qyq

✂
✁n♣y

✷q2

♣y✶q2
✁ fy✶♣y, y✶qy✶ ✁ f♣y, y✶q

✡
✁ fy♣Q✁ y✶Qy✶qy✶ ✏ 0.

(5.2)

Expandindo (5.2), temos:

♣y✷q3

✂
Qy✶y✶y✶ ✁ n

y✶
Qy✶y✶

✡
� ♣y✷q

✂
♣n� 3qQyy✶ � 3y✶Qyy✶y✶ ✁ n

♣y✶q2
Qx � n

y✶
Qxy✶

�3Qxy✶y✶q � y✷
�
3y✶Qy✶y✶f � 3♣y✶q2Qyyy✶ � ♣4n� 3qQxy � ♣2n� 3qy✶Qyy�

6y✶Qxyy✶ � 2n
y✶
Qxx � 3Qxxy✶

✡
� �✁y✶Qfy � ♣y✶q2Qy✶fy �Qxxx✁

♣y✶q2fy✶Qy � 3♣y✶q2Qyy✶f � ♣y✶q3Qyyy ✁ fQx ✁ y✶fy✶Qx � 3y✶fQxy✶�

3♣y✶q2Qxyy � 3y✶Qxxy

✟ ✏ 0.

(5.3)

A equação (5.3) é uma identidade em y✷, que produz as seguintes equações determinantes:

Qy✶y✶y✶ ✁ n

y✶
Qy✶y✶ ✏ 0, (5.4)

♣n� 3qQyy✶ � 3y✶Qyy✶y✶ ✁ n

♣y✶q2
Qx � n

y✶
Qxy✶ � 3Qxy✶y✶ ✏ 0, (5.5)
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3y✶Qy✶y✶f�3♣y✶q2Qyyy✶�♣4n�3qQxy�♣2n�3qy✶Qyy�6y✶Qxyy✶� 2n
y✶
Qxx�3Qxxy✶ ✏ 0, (5.6)

✁y✶Qfy � ♣y✶q2Qy✶fy �Qxxx ✁ ♣y✶q2fy✶Qy � 3♣y✶q2Qyy✶f�
♣y✶q3Qyyy ✁ fQx ✁ y✶fy✶Qx � 3y✶fQxy✶ � 3♣y✶q2Qxyy � 3y✶Qxxy ✏ 0.

(5.7)

Da equação (5.4) temos inicialmente os seguintes casos a considerar:

• Para n ✏ ✁2

Q ✏ ✁ln♣y✶qc1♣x, yq � c2♣x, yq � y✶c3♣x, yq, (5.8)

• Para n ✏ ✁1

Q ✏ y✶♣✁1 � ln♣y✶qqc1♣x, yq � c2♣x, yq � y✶c3♣x, yq, (5.9)

• Para n ❘ t✁2,✁1✉

Q ✏ ♣y✶qn�2c1♣x, yq � c2♣x, yq � y✶c3♣x, yq, (5.10)

em que c1♣x, yq, c2♣x, yq e c3♣x, yq são funções arbitrárias de x e y. Se tomarmos

(5.10) e substituirmos em (5.5), teremos o seguinte:

♣y✶qn�3 r2♣n� 2q♣2n� 3qc1ys�♣y✶qn�2 r2♣n� 1q♣2n� 3qc1xs�♣y✶q2♣n�3qc3y✁nc2x ✏ 0.

(5.11)

Analisando as potências em y✶, encontramos três casos a considerar:

✌ n ✏ ✁3;

✌ n ✏ 0;

✌ n ❘ t✁3, 0✉. Neste caso, de (5.11) teremos

c2x ✏ 0, c3y ✏ 0, ♣2n� 3qc1x ✏ 0 e ♣2n� 3qc1y ✏ 0, (5.12)

o que produz, c2 ✏ c2♣yq e c3 ✏ c3♣xq. Quanto a c1♣x, yq precisamos separar em mais

dois casos: n ✏ ✁3
2

e n ✘ ✁3
2

.

5.1 Para n ✏ ✁2

Substituindo Q dado em (5.8) em (5.5) obtemos o seguinte:

2y✶c1y � ♣y✶q2c3y � 5c1x ✁ 2ln♣y✶qc1x � 2c2x ✏ 0, (5.13)
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Derivando (5.13) com relação a y✶, teremos a identidade em y✶

y✶c1y � ♣y✶q2c3y ✁ c1x ✏ 0,

que produz c1 ✏ α1 em que α1 ✏ cte1 e c3 ✏ c3♣xq. Substituindo em (5.13) temos c2x ✏ 0,

isto é, c2 ✏ c2♣yq. Assim, Q ✏ ✁α1ln♣y✶q � c2♣yq � y✶c3♣xq. Da equação (5.6), obtemos

3α1

f♣y, y✶q
y✶

✁ y✶c✷2♣yq ✁ c✷3♣xq ✏ 0. (5.14)

Derivando (5.14) com relação a x, teremos c✸3 ♣xq ✏ 0, ou seja, c3 ✏ α2x
2 � α3x � α4 e,

substituindo c3 em (5.14) obtemos

3α1

f♣y, y✶q
y✶

✁ y✶c✷2♣yq ✁ 2α2 ✏ 0. (5.15)

Se α1 ✘ 0, então (5.15) nos dá uma expressão para f♣y, y✶q

f♣y, y✶q ✏ c✷2♣yq
3α1

♣y✶q2 � 2α2

3α1

y✶,

que substituindo em (5.7) produz

4α2
2x� 2α2α3 ✁ 2α2c

✶
2♣yq ✁ 2y✶c✶2♣yqc✷2♣yq � ♣2α1 ✁ c2♣yq � α1ln♣y✶qqy✶c✸2 ♣yq ✏ 0.

Do termo com x, temos α2 ✏ 0 e daí

f♣y, y✶q ✏ c✷2♣yq
3α1

♣y✶q2

que já foi abordado no teorema 6, então encerramos o caso α1 ✘ 0. Se α1 ✏ 0, em (5.14),

y✶c✷2♣yq�2α2 ✏ 0, o que implica, c2♣yq ✏ α5y�α6 e α2 ✏ 0. Substituindo em (5.7), obtemos

✁2α3f � ♣α3 � α5qy✶fy✶ � ♣α6 � α5yqfy ✏ 0. (5.16)

Para α5 ✘ 0, consideremos α3 ✏ λ1α5 e α6 ✏ λ2α5 em que λ1 e λ2 são constantes, logo

(5.16) se torna

✁2λ1f � ♣λ1 � 1qy✶fy✶ � ♣λ2 � yqfy ✏ 0. (5.17)

Resolvendo (5.17) para f , obtemos f♣y, y✶q ✏ ♣y�λ2q2λ1g♣Aq, em que A ✏ y✶♣y�λ2q✁♣λ1�1q.

Q é dado por Q ✏ α5♣y � λ1xy
✶ � λ2q � α4y

✶, que produz,

ξ ✏ ✁λ1α5x✁ α4, η ✏ α5♣y � λ2q, η♣1q ✏ ♣λ1 � 1qα5y
✶.

Logo, neste caso temos os seguintes geradores de simetrias

X1 ✏ ❇x e X2 ✏ ✁λ1x❇x � ♣y � λ2q❇y � ♣λ1 � 1qy✶❇y✶ ,

1 αi para i natural, em todo este capítulo será constante.
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Por outro lado, se α5 ✏ 0, (5.16) se torna

α3♣y✶fy✶ ✁ 2fq � α6fy ✏ 0.

Para α6 ✘ 0, consideramos α3 ✏ λα6 e λ ✏ cte e daí, λ♣y✶fy✶ ✁ 2fq� fy ✏ 0, cuja solução é

f♣y, y✶q ✏ e2λyg
�
y✶e✁λy

✟
e com isso, Q ✏ α6 � y✶♣λα6x� α4q produz,

ξ ✏ ✁λα6x✁ α4, η ✏ α6, η♣1q ✏ λα6y
✶

e temos as seguintes simetrias

X1 ✏ ❇x e X2 ✏ ✁λx❇x � ❇y � λy✶❇y✶ .

Em contrapartida, para α6 ✏ 0, (5.16) se torna α3♣✁2f � y✶fy✶q ✏ 0, o que implica em

α3 ✏ 0 pois, o caso ✁2f � y✶fy✶ ✏ 0 recai no teorema 6 e, com isso, para f♣y, y✶q geral

temos Q ✏ α4y
✶, isto é, temos um único gerador de simetria X1 ✏ ❇x.

5.2 Para n ✏ ✁1

Para n ✏ ✁1, temos que Q é dado em (5.9). Substituindo em (5.5), temos:

♣3� 2ln♣y✶qqc1y � 2c3y � 2
c1x

y✶
� c2x

♣y✶q2 ✏ 0. (5.18)

Derivando (5.18) com relação a y✶, temos, c1 ✏ α1 e c2 ✏ c2♣yq. Voltando a (5.18), teremos

c3 ✏ c3♣xq, assim, Q ✏ α1♣✁1� ln♣y✶qqy✶ � c2♣yq � y✶c3♣xq. Substituindo em (5.6)

3α1f♣y, y✶q � y✶c✷2♣yq � c✷3♣xq ✏ 0. (5.19)

Derivando (5.19) com relação a x, temos c3 ✏ α2x
2 � α3x� α4 e, substituindo em (5.19)

temos

3α1f♣y, y✶q � y✶c✷2♣yq � 2α2 ✏ 0. (5.20)

Se α1 ✘ 0, então

f♣y, y✶q ✏ ✁c
✷
2♣yq
3α1

y✶ ✁ 2α2

3α1

.

Substituindo o que temos em (5.7), analogamente ao caso n ✏ ✁2, teremos uma identidade

com x que produzirá α2 ✏ 0 e com isso

f♣y, y✶q ✏ ✁c
✷
2♣yq
3α1

y✶

que já está abordada no teorema 6. Se α1 ✏ 0, de (5.19) teremos c2♣yq ✏ α5y�α6 e α2 ✏ 0,

logo Q ✏ ♣α5y � α6q � y✶♣α3x � α4q. Substituindo em (5.7) produz (5.16) e a partir daí

temos cálculos equivalentes ao feito no caso n ✏ ✁2.
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5.3 Para n ✏ ✁3

Para este caso temos Q dado em (5.10), de (5.11) obtemos

4c1x � y✶♣c2x � 2c1yq ✏ 0, (5.21)

que produz c1 ✏ c1♣yq e c2 ✏ ✁2c✶1♣yqx� c4♣yq. Assim,

Q ✏ c1♣yq
y✶

� y✶c3♣x, yq � c4♣yq ✁ 2xc✶1♣yq,

que substituindo em (5.6) nos dá

2
f♣y, y✶qc1♣yq

♣y✶q2 � 4c✷1♣yq ✁ c3xx♣x, yq � y✶♣2xc✸1 ♣yq ✁ c✷4♣yq ✁ c3xy♣x, yqq ✏ 0. (5.22)

Derivando (5.22) com relação a y✶ duas vezes, temos

c1♣yq
✏
6f ✁ 4y✶fy✶ � ♣y✶q2fy✶y✶

✘ ✏ 0. (5.23)

O caso 6f ✁ 4y✶fy✶ � ♣y✶q2fy✶y✶ ✏ 0 tem solução f ✏ g♣yq♣y✶q2 � h♣yq♣y✶q3 e já foi abordado

no teorema 6 sobre linearização e, portanto, vamos desconsiderar este caso. Dessa forma,

c1♣yq ✏ 0, ou seja, Q ✏ c4♣yq � y✶c3♣x, yq. Com isso, de (5.22) obtemos:

c3xx♣x, yq � y✶♣c✷4♣yq � c3xy♣x, yqq ✏ 0, (5.24)

que implica c3xx ✏ 0 e c✷4♣yq�c3xy♣x, yq ✏ 0, ou seja, c3 ✏ c5♣yqx�c6♣yq e c5 ✏ ✁c✶4♣yq�α1.

Daí, Q ✏ c4♣yq � y✶♣c6♣yq � x♣α1 ✁ c✶4♣yqqq. Substituindo em (5.7)

x
✏
3y✶f♣y, y✶qc✷4♣yq � ♣y✶q3c✹4 ♣yq ✁ ♣y✶q2c✷4♣yqfy✶♣y, y✶q✘�

f♣y, y✶q ♣✁2α1 � 2c✶4♣yq ✁ 3y✶c✶6♣yqq�
fy✶♣y, y✶q♣α1y

✶ � ♣y✶q2c✶6♣yqq � fy♣y, y✶qc4♣yq � 2♣y✶q2c✸4 ♣yq ✁ ♣y✶q3c✸6 ♣yq ✏ 0,

(5.25)

A equação (5.25) é uma identidade em x que produz

3y✶f♣y, y✶qc✷4♣yq � ♣y✶q3c✹4 ♣yq ✁ ♣y✶q2c✷4♣yqfy✶♣y, y✶q ✏ 0, (5.26)

f♣y, y✶q ♣✁2α1 � 2c✶4♣yq ✁ 3y✶c✶6♣yqq�
fy✶♣y, y✶q♣α1y

✶ � ♣y✶q2c✶6♣yqq � fy♣y, y✶qc4♣yq � 2♣y✶q2c✸4 ♣yq ✁ ♣y✶q3c✸6 ♣yq ✏ 0.
(5.27)

Se considerarmos c✷4♣yq ✘ 0, resolvendo (5.26) com relação a f♣y, y✶q, obtemos

f♣y, y✶q ✏ ♣y✶q3h♣yq ✁ ♣y✶q2 c
✹
4 ♣yq
c✷4♣yq

,

que já foi estudado no teorema 6. Assim, seja c✷4♣yq ✏ 0, isto é, c4♣yq ✏ α2y � α3, que

substituindo em (5.27) produz

f♣y, y✶q ♣2♣α2 ✁ α1q ✁ 3y✶c✶6♣yqq�
fy✶♣y, y✶q♣α1y

✶ � ♣y✶q2c✶6♣yqq � fy♣y, y✶q♣α2y � α3q ✁ ♣y✶q3c✸6 ♣yq ✏ 0.
(5.28)
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Se α2 ✘ 0, considere α1 ✏ λ1α2, α3 ✏ λ2α2 e c6♣yq ✏ α2g♣yq em que λ1 e λ2 são constantes.

Assim (5.28) se torna

f♣y, y✶q ♣2♣1✁ λ1q ✁ 3y✶g✶♣yqq�
fy✶♣y, y✶q♣λ1y

✶ � ♣y✶q2g✶♣yqq � fy♣y, y✶q♣y � λ2q ✁ ♣y✶q3g✸♣yq ✏ 0.
(5.29)

Que resolvendo para f♣y, y✶q obtemos

f♣y, y✶q ✏ exp
✂➺ y

1

3y✶g✶♣εq♣λ2 � εqλ1 � ♣2λ1 ✁ 2qA
A♣λ2 � εq dε

✡

☎
✆➺ y

1

exp
✁
✁ ➩δ

1

3y✶g✶♣εq♣λ2�εqλ1�♣2λ1✁2qA
A♣λ2�εq

dε
✠
♣y✶q3♣λ2 � δq3λ1✁1g✸♣δq�♣y � λ2qλ1 � y✶

➩y

δ
♣λ2 � τqλ1✁1g✶♣τqdτ✟3 dδ � h ♣Bq

☞
✌

(5.30)

em que

A ✏ ♣y � λ2qλ1 � y✶
➺ y

1

♣λ2 � τqλ1✁1g✶♣τqdτ ✁ y✶
➺ ε

1

♣λ2 � τqλ1✁1g✶♣τqdτ

e

B ✏
➺ y

1

♣λ2 � τqλ1✁1g✶♣τqdτ � ♣λ2 � yqλ1

y✶
.

Com isso, Q ✏ α2♣y � λ2 � y✶ ♣g♣yq � ♣λ1 ✁ 1qxqq produz,

ξ ✏ ✁α2♣g♣yq � ♣λ1 ✁ 1qxq, η ✏ α2♣y � λ2q, η♣1q ✏ α2♣λ1y
✶ � g✶♣yq♣y✶q2q,

temos a seguinte simetria

X1 ✏ ✁♣g♣yq � ♣λ1 ✁ 1qxq❇x � ♣y � λ2q❇y � ♣λ1y
✶ � g✶♣yq♣y✶q2q❇y✶ .

Por outro lado, se α2 ✏ 0 a equação (5.28) se torna

✁f♣y, y✶q ♣2α1 � 3y✶c✶6♣yqq�
fy✶♣y, y✶q♣α1y

✶ � ♣y✶q2c✶6♣yqq � α3fy♣y, y✶q ✁ ♣y✶q3c✸6 ♣yq ✏ 0.
(5.31)

Para α3 ✘ 0, façamos α1 ✏ λα3 e c6♣yq ✏ α3g♣yq e então (5.31) se torna

✁f♣y, y✶q ♣2λ� 3y✶g✶♣yqq�
fy✶♣y, y✶q♣λy✶ � ♣y✶q2g✶♣yqq � fy♣y, y✶q ✁ ♣y✶q3g✸♣yq ✏ 0,

(5.32)

cuja solução em f♣y, y✶q é dada por

f♣y, y✶q ✏ e
➩y

1
Adδ

✄➺ y

1

exp
�
3λτ ✁ ➩τ

1
Adδ

✟ ♣y✶q3g✸♣τq�
y✶
➩y

1
eλεg✶♣εqdε� eyλ ✁ y✶

➩τ

1
eλεg✶♣εqdε✟3dτ � h ♣Bq

☛
(5.33)

em que

A ✏ 2λ� 3eλδy✶g✶♣δq
y✶
➩y

1
eλεg✶♣εqdε� eyλ ✁ y✶

➩δ

1
eλεg✶♣εqdε

e B ✏
➺ y

1

eλεg✶♣εqdε� eλy

y✶
.
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Com isso, Q ✏ α3♣1� g♣yqy✶ � λxy✶q, produz,

ξ ✏ ✁♣g♣yq � λxqα3, η ✏ α3, η♣1q ✏ ♣λy✶ � g✶♣yq♣y✶q2qα3,

temos o seguinte gerador de simetria

X1 ✏ ✁♣g♣yq � λxq❇x � ❇y � ♣λy✶ � g✶♣yq♣y✶q2q❇y✶ ,

Em contrapartida, para α3 ✏ α2 ✏ 0 a equação (5.31) se torna

✁f♣y, y✶q ♣2α1 � 3y✶c✶6♣yqq�
fy✶♣y, y✶q♣α1y

✶ � ♣y✶q2c✶6♣yqq ✁ ♣y✶q3c✸6 ♣yq ✏ 0.
(5.34)

Se c✶6♣yq ✘ 0, temos que (5.34) produz f♣y, y✶q da forma f♣y, y✶q ✏ g♣yq♣y✶q3 � h♣yq♣y✶q2
que já foi abrangida no teorema 6. Considerando que c✶6♣yq ✏ 0, isto é, c6♣yq ✏ α4 e (5.34)

se torna

✁α1 ♣2f♣y, y✶q ✁ y✶fy✶♣y, y✶qq ✏ 0. (5.35)

Como, 2f♣y, y✶q ✁ y✶fy✶♣y, y✶q ✏ 0 produz f♣y, y✶q ✏ h♣yq♣y✶q2, já foi abordado no teorema

6, então α1 ✏ 0 e para f♣y, y✶q geral, Q ✏ α4y
✶, isto é, temos um único gerador de simetria

X1 ✏ ❇x.

5.4 Para n ✏ 0

Neste caso temos, Q ✏ ♣y✶q2c1♣x, yq�c2♣x, yq�y✶c3♣x, yq, que substituindo em (5.5) produz

4y✶c1y � c3y � 2c1x ✏ 0, (5.36)

isso implica c1 ✏ c1♣xq e c3 ✏ ✁2c✶1♣xqy � c4♣xq e assim Q toma a forma

Q ✏ c1♣xq♣y✶q2 � c2♣x, yq � ♣✁2c✶1♣xqy � c4♣xqqy✶. (5.37)

Observe que, se c1♣xq ✏ 0, a característica Q é linear na primeira derivada y✶. Em [4]

encontramos o seguinte resultado a respeito disso, adaptado ao nosso caso:

Teorema 12. [4] Uma simetria de contato

X ✏ ✁Qy✶❇x � ♣Q✁ y✶Qy✶q❇y �Qx � y✶Qy❇y✶

é uma simetria de Lie se, e somente se, Qy✶y✶ ✏ 0, ou seja, Q é linear em y✶.

Portanto, se c1♣xq ✏ 0 temos que as simetrias de contato encontradas serão

simetrias de Lie. Em [21] é estudada a classificação de Lie, isso é, simetrias de Lie da

equação y✸ ✏ f♣y, y✶q que é semelhante a este caso, a saber, quando n ✏ 0. Portanto, visto
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que já foram estudadas as simetrias de Lie da EKSG para n ✏ 0, vamos desconsiderar

todos os casos em que encontrarmos a característica Q linear na primeira derivada, fazendo

uso do teorema 12 e de [21]. Substituindo (5.37) em (5.6) obtemos

2y✶f♣y, y✶qc1♣xq � y✶♣✁4c✷1♣xq � c2yy♣x, yqq � c✷4♣xq ✁ 2yc✸1 ♣xq � c2xy♣x, yq ✏ 0. (5.38)

Consideremos o Wronskiano W do conjunto R ✏ t1, y✶, y✶f♣y, y✶q✉, a saber

W ✏ ✁2fy✶♣y, y✶q ✁ y✶fy✶y✶♣y, y✶q.

5.4.1 Para W ✘ 0

Para W ✘ 0, isto é, o conjunto R é LI, temos que (5.38) implica c1♣xq ✏ 0,

c2yy♣x, yq ✏ 0 e c✷4♣xq�c2xy♣x, yq ✏ 0. Com isso, tiramos que c2♣x, yq ✏ ♣α1✁c✶4♣xqqy�c6♣xq
e daí, Q ✏ y✶c4♣xq � c6♣xq � y♣α1 ✁ c✶4♣xqq, que é linear na primeira derivada, e como dito

anteriormente, vamos desconsiderar este caso.

5.4.2 Para W ✏ 0

Por outro lado, se W ✏ 0, temos que f♣y, y✶q tem a forma f♣y, y✶q ✏ ✁g♣yq
y✶

� h♣yq. Vamos

supor g♣yq ✘ 0, e se g✶♣yq ✏ 0 então h✶♣yq ✘ 0, caso contrário já foi abordado nos teoremas

5 e 6. Substituindo em (5.38), temos

✁2g♣yqc1♣xq�c✷4♣xq✁2yc✸1 ♣xq�c2xy♣x, yq�y✶♣2h♣yqc1♣xq✁4c✷1♣xq�c2yy♣x, yqq ✏ 0, (5.39)

que produz

✁2g♣yqc1♣xq � c✷4♣xq ✁ 2yc✸1 ♣xq � c2xy♣x, yq ✏ 0, (5.40)

2h♣yqc1♣xq ✁ 4c✷1♣xq � c2yy♣x, yq ✏ 0. (5.41)

Resolvendo (5.41) com relação a c2♣x, yq, obtemos

c2♣x, yq ✏ c5♣xqy � c6♣xq �
➺ ➺ y

✁2♣h♣τqc1♣xq ✁ 2c✷1♣xqqdτ 2,

que substituindo em (5.40) nos dá

✁2g♣yqc1♣xq � c✶5♣xq � c✷4♣xq ✁ 2yc✸1 ♣xq �
➺ y

♣✁2h♣τqc✶1♣xq � 4c✸1 ♣xqqdτ ✏ 0. (5.42)

Derivando (5.42) duas vezes com relação a y, temos:

✁h✶♣yqc✶1♣xq � c1♣xqg✷♣yq ✏ 0, (5.43)
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• Considere que h✶♣yq ✏ 0, logo, g✶♣yq ✘ 0 e com isso h♣yq ✏ A ✏ cte. Em (5.43),

c1♣xqg✷♣yq ✏ 0.

– Seja g✷♣yq ✏ 0, isso é, g♣yq ✏ ay � b em que a e b são constantes e a ✘ 0.

Nota 1. Seja a expressão para c2♣x, yq para h♣yq ✏ A dada por

c2♣x, yq ✏ c5♣xqy � c6♣xq ✁ c1♣xqAy2 � 2c✷1♣xqy2.

Voltando a (5.42), temos

✁2bc1♣xq � c✶5♣xq � c✷4♣xq � y♣✁2ac1♣xq ✁ 2Ac✶♣xq � 2c✸1 ♣xqq ✏ 0,

que produz

c✸1 ♣xq ✁ Ac✶1♣xq ✁ ac1♣xq ✏ 0, (5.44)

c✷4♣xq � c✶5♣xq ✁ 2bc1♣xq ✏ 0 (5.45)

Olhando para (5.7) temos um identidade em y e y✶ que produz:

✁ac1♣xq ✁ 7Ac✶1♣xq � 7c✸1 ♣xq ✏ 0, (5.46)

2bc✶1♣xq � 2Ac✶4♣xq � 3c✷5♣xq � c✸4 ♣xq ✏ 0, (5.47)

2ac✶1♣xq ✁ 10Ac✷1♣xq � 10c✹1 ♣xq ✏ 0, (5.48)

aAc1♣xq � A2c✶1♣xq � 4ac✷1♣xq ✁ 3Ac✸1 ♣xq � 2c♣5q1 ♣xq ✏ 0, (5.49)

2Abc1♣xq ✁ 3ac✶4♣xq ✁ Ac✶5♣xq � 2bc✷1♣xq � c✸5 ♣xq ✏ 0, (5.50)

✁bc5♣xq � ac6♣xq ✁ 3bc✶4♣xq ✁ Ac✶6♣xq � c✸6 ♣xq ✏ 0. (5.51)

De (5.44), temos ac1♣xq ✏ c✸1 ♣xq ✁ Ac✶1♣xq. Substituindo em (5.46), obtemos

ac1♣xq ✏ 0 como a ✘ 0 então c1♣xq ✏ 0. Com isso, Q da forma Q ✏ c2♣x, yq �
y✶c3♣x, yq, que é linear na primeira derivada e então paramos por aqui.

– Se g✷♣yq ✘ 0, isso significa que (de (5.43)), c1♣xq ✏ 0 e de (5.42) temos que

c5♣xq ✏ ✁c✶4♣xq�α1. Com isso, Q ✏ y✶c4♣xq�c6♣xq�y♣α1✁c✶4♣xqq e novamente,

temos Q linear na primeira derivada.

• Em contrapartida, seja h✶♣yq ✘ 0. Substituindo Q e f na equação (5.7), encontraremos

uma identidade em y✶ e observando o coeficiente de ♣y✶q3, temos c1♣xqh✶♣yq ✏ 0 o

que implica c1♣xq ✏ 0. Com isso, c3 ✏ c4♣xq, c2 ✏ c5♣xqy � c6♣xq e então Q ✏
y✶c4♣xq � c5♣xqy � c6♣xq, mais uma vez, Q é linear na primeira derivada.

Por fim, excluindo-se os casos abordados nos teoremas 5 e 6, todas as simetrias de contato

estudadas para o caso n ✏ 0 são simetrias de Lie e para tal, utilizamos o fato de que em

[21] encontra-se a classificação geral.
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5.5 Para n ✏ ✁
3

2

Neste caso, a equação (5.11) é satisfeita e Q se torna

Q ✏ c1♣x, yq
❛
y✶ � c2♣yq � y✶c3♣xq.

Substituindo o que temos em (5.6) obtemos

✁c1♣x, yqf♣y, y✶q � 2♣y✶q2c1yy♣x, yq ✁ 2c1xx♣x, yq ✏ 0, (5.52)

Note que o Wronskiano em y✶ do conjunto S ✏ t1, ♣y✶q2, f♣y, y✶q✉ é dado por

W ✏ 2♣y✶fy✶y✶♣y, y✶q ✁ fy✶♣y, y✶qq.

Se W ✘ 0, isto é, se S é LI, então (5.52) produz c1♣x, yq ✏ 0 daí Q ✏ c2♣yq � c3♣xqy✶.
Substituindo em (5.7)

2f♣y, y✶qc✶3♣xq � ♣y✶q2c✸2 ♣yq ✁ y✶c2♣yqfy✶♣y, y✶q✁
y✶c✶3♣xqfy✶♣y, y✶q ✁ c2♣yqfy♣y, y✶q � c✸3 ♣xq ✏ 0.

(5.53)

Derivando (5.53) com relação a x e a y✶, temos

✁c✷3♣xq♣y✶fy✶y✶♣y, y✶q ✁ fy✶♣y, y✶qq ✏ 0 ñ c✷3♣xq ✏ 0 ñ c3 ✏ α1x� α2.

Com isso, (5.53) se torna

2α1f♣y, y✶q � ♣y✶q2c✸2 ♣yq ✁ α1y
✶fy✶♣y, y✶q ✁ y✶c✶2♣yqfy✶♣y, y✶q ✁ c2♣yqfy♣y, y✶q ✏ 0. (5.54)

Se c2♣yq ✘ 0, resolvendo (5.54) com relação a f , temos

f♣y, y✶q ✏ e4h♣yqg
�
y✶e✁2h♣yqh✶♣yq✟� S♣h♣yqq♣y✶q2, (5.55)

em que S♣h♣yqq é o Schwarziano de h♣yq e h✶♣yq ✏ α1

2c2♣yq . Dessa forma, Q ✏ c2♣yq �
♣α1x� α2qy✶, e daí,

ξ ✏ ✁♣α1x� α2q, η ✏ α1

2h✶♣yq , η♣1q ✏ α1y
✶

✂
1✁ h✷♣yq

2h✶♣yq2
✡
,

que produz

X1 ✏ ❇x e X2 ✏ ✁x❇x � 1
2h✶♣yq❇y �

✂
1✁ h✷♣yq

2h✶♣yq2
✡
y✶❇y✶ .

Se c2♣yq ✏ 0 então, (5.54) produz α1 ✏ 0, caso contrário, teremos f♣y, y✶q ✏ g♣yq♣y✶q2 que

já foi abordado nos teoremas 5 e 6. Com isso, temos para f geral Q ✏ α2y
✶ que implica

em X ✏ ❇x.

Por outro lado, se W ✏ 0 então f♣y, y✶q toma a forma f♣y, y✶q ✏ g♣yq♣y✶q2 � h♣yq. Neste
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caso, vamos considerar apenas h✶♣yq ✘ 0 pois o caso de h♣yq constante já foi abordado no

teorema 5. Substituindo em (5.52) obtemos

♣y✶q2♣g♣yqc1♣x, yq ✁ 2c1yy♣x, yqq � ♣h♣yqc1♣x, yq � 2c1xx♣x, yqq ✏ 0, (5.56)

que produz

h♣yqc1♣x, yq � 2c1xx♣x, yq ✏ 0, (5.57)

g♣yqc1♣x, yq ✁ 2c1yy♣x, yq ✏ 0, (5.58)

Substituindo em (5.7), temos uma identidade em y✶ que produz

✁2g♣yqc✶2♣yq ✁ c2♣yqg✶♣yq � c✸2 ♣yq ✏ 0, (5.59)

2h♣yqc✶3♣xq ✁ c2♣yqh✶♣yq � c✸3 ♣xq ✏ 0, (5.60)

✁c1♣x, yqg✶♣yq ✁ c1y♣x, yqg♣yq � 2c1yyy♣x, yq ✏ 0, (5.61)

✁g♣yqc1x♣x, yq � 2c1xyy♣x, yq ✏ 0, (5.62)

h♣yqc1x♣x, yq � 2c1xxx♣x, yq ✏ 0, (5.63)

✁c1♣x, yqh✶♣yq � 3h♣yqc1y♣x, yq � 6c1xxy♣x, yq ✏ 0, (5.64)

As equações (5.61), (5.62) e (5.63) seguem direto de (5.57) e (5.58). Substituindo (5.57) em

(5.64) resulta em ✁4c1♣x, yqh✶♣yq ✏ 0, que implica c1♣x, yq ✏ 0 pois h✶♣yq ✘ 0. Derivando

(5.60) com relação a x e y, obtemos h✶♣yqc✷3♣xq ✏ 0 e isto significa que c✷3♣xq ✏ 0, ou seja,

c3♣xq ✏ α1x� α2. Voltando à (5.60)

2α1h♣yq ✁ c2♣yqh✶♣yq ✏ 0,

que produz, c2 ✏ 2h♣yq
h✶♣yq α1 que em (5.59)

✁ 2α1

h✶♣yq4
�
h♣yq �g✶♣yqh✶♣yq3 ✁ 2h✷♣yq �g♣yqh✶♣yq2 � 3h✸♣yqh✶♣yq✁

3h✷♣yq2✟� h♣4q♣yqh✶♣yq2✟� h✶♣yq2 �2h✶♣yq ♣g♣yqh✶♣yq � h✸♣yqq ✁ 3h✷♣yq2✟✟ ✏ 0.
(5.65)

Para α1 ✏ 0, (5.65) é satisfeita e Q ✏ α2y
✶ produz X1 ✏ ❇x. Para α1 ✘ 0, temos que (5.65)

produz

g♣yq ✏ k

✂
h✶♣yq
h♣yq

✡2

✁ S♣h♣yqq

em que k ✏ cte e S♣h♣yqq é a derivada de Schwarz. Com isso, Q ✏ 2h♣yq
h✶♣yq α1 � ♣α1x�α2qy✶

daí,

ξ ✏ ✁♣α1x� α2q, η ✏ 2h♣yq
h✶♣yq α1, η♣1q ✏

✂
1� 2

h✶♣yq2 ✁ h✷♣yqh♣yq
h✶♣yq2

✡
α1y

✶,

que produz

X1 ✏ ❇x, e X2 ✏ ✁x❇x � 2
h♣yq
h✶♣yq❇y �

✂
1� 2

h✶♣yq2 ✁ h✷♣yqh♣yq
h✶♣yq2

✡
y✶❇y✶ .
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5.6 Para n ❘

✧
✁3,✁2,✁

3

2
,✁1, 0

✯

Neste caso, temos Q ✏ ♣y✶qn�2c1♣x, yq�c2♣x, yq�y✶c3♣x, yq e de (5.12) temos que c2 ✏ c2♣yq,
c3 ✏ c3♣xq e c1 ✏ α1, logo, Q ✏ ♣y✶qn�2α1 � c2♣yq � y✶c3♣xq. Substituindo em (5.6)

3α1♣n� 1q♣n� 2q♣y✶qn�1f♣y, y✶q � ♣2n� 3q♣c✷3♣xq � y✶c✷2♣yqq ✏ 0. (5.66)

Derivando (5.66) com relação a x, temos c✸3 ♣xq ✏ 0 que implica c3 ✏ α2x
2 � α3x� α4, daí

(5.66) se torna

3α1♣n� 1q♣n� 2q♣y✶qn�1f♣y, y✶q � ♣2n� 3q♣2α2 � y✶c✷2♣yqq ✏ 0. (5.67)

Substituindo Q em (5.7), obtemos uma identidade em x que produz

α2 ♣2f♣y, y✶q ✁ y✶fy✶♣y, y✶qq ✏ 0, (5.68)

α3♣2f♣y, y✶q ✁ y✶fy✶♣y, y✶qq � ♣y✶q2c✸2 ♣yq ✁ y✶c✶2♣yqfy✶♣y, y✶q�
α1♣n� 1q♣y✶qn�2fy♣y, y✶q ✁ c2♣yqfy♣y, y✶q ✏ 0.

(5.69)

De (5.68), observe que 2f ✁ y✶fy✶ ✏ 0 produz f ✏ g♣yq♣y✶q2 que é um caso já abordado no

teorema 6. Vamos excluir este caso, logo, α2 ✏ 0. Derivando (5.67) duas vezes com relação

a y✶, temos

α1

�
n♣n� 1qf♣y, y✶q � 2y✶♣n� 1qfy♣y, y✶q � ♣y✶q2fy✶y✶♣y, y✶q✟ ✏ 0. (5.70)

Tome A ✏ n♣n � 1qf♣y, y✶q � 2y✶♣n � 1qfy♣y, y✶q � ♣y✶q2fy✶y✶♣y, y✶q, logo, (5.70) produz

α1A ✏ 0.

5.6.1 Para A ✏ 0

Neste caso temos, f♣y, y✶q ✏ ♣y✶q✁♣n�1qg♣yq � ♣y✶q✁nh♣yq e g♣yq ✘ 0, o caso g♣yq ✏ 0 já foi

abordado no teorema 6. Substituindo em (5.67)

3α1♣n� 1q♣n� 2qg♣yq � y✶ ♣3α1♣n� 1q♣n� 2qh♣yq � ♣2n� 3qc✷2♣yqq ✏ 0. (5.71)

Daí, temos o seguinte

α1g♣yq ✏ 0 ñ α1 ✏ 0,

3α1♣n� 1q♣n� 2qh♣yq � ♣2n� 3qc✷2♣yq ✏ 0 ñ c✷2♣yq ✏ 0 ñ c2 ✏ α5y � α6.

Nos resta analisar (5.69), esse fornece uma identidade em y✶ que produz

♣α5♣n� 1q � α3♣n� 3qq g♣yq ✁ ♣α5y � α6qg✶♣yq ✏ 0, (5.72)

♣α5n� α3♣n� 2qqh♣yq ✁ ♣α5y � α6qh✶♣yq ✏ 0. (5.73)
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Para α5 ✘ 0, façamos α3 ✏ λ1α5 e α6 ✏ λ2α5 em que λ1 e λ2 são constantes.

Então (5.72) e (5.73) produzem g♣yq ✏ k1♣λ2� yq♣n�3qλ1�♣n�1q e h♣yq ✏ k2♣λ2� yq♣n�2qλ1�n

e Q ✏ α5♣y � λ2 � λ1xy
✶q � α4y

✶ e então,

ξ ✏ ✁α4 ✁ λ1α5x, η ✏ ♣λ2 � yqα5, η♣1q ✏ ♣λ1 � 1qα5y
✶.

Assim, temos as seguintes simetrias

X1 ✏ ❇x e X2 ✏ ✁λ1x❇x � ♣λ2 � yq❇y � ♣λ1 � 1qy✶❇y✶ .

Por outro lado, se α5 ✏ 0, as equações (5.72) e (5.73) se tornam

α3♣n� 3qg♣yq ✁ α6g
✶♣yq ✏ 0, (5.74)

α3♣n� 2qh♣yq ✁ α6h
✶♣yq ✏ 0. (5.75)

Se considerarmos α6 ✘ 0 e com isso, tomando α3 ✏ λα6 e λ ✏ cte, (5.74) e (5.75) produzem

g♣yq ✏ k1e
♣n�3qλy e h♣yq ✏ k2e

♣n�2qλy e Q ✏ α6 � y✶♣α4 � λα6xq, e então,

ξ ✏ ✁α4 ✁ λα6x, η ✏ α6, η♣1q ✏ λα6y
✶.

Assim, temos as seguintes simetrias

X1 ✏ ❇x e X2 ✏ ✁λx❇x � ❇y � λy✶❇y✶ .

Se α5 ✏ α6 ✏ 0 então (5.74) implica α3 ✏ 0 e temos Q ✏ α4y
✶, que produz apenas a

simetria X ✏ ❇x.

5.6.2 Para A ✘ 0

De (5.70), α1 ✏ 0 e (5.67) implica c✷2♣yq ✏ 0, ou seja, c2 ✏ α5y � α6. Substituindo em

(5.69), temos

✁2α3f♣y, y✶q � ♣α3 � α5qy✶fy✶♣y, y✶q � ♣α6 � α5yqfy♣y, y✶q ✏ 0, (5.76)

Considerando que α5 ✘ 0 e assim, escrevemos α3 ✏ λ1α5 e α6 ✏ λ2α5, a

equação (5.76) implica em

f♣y, y✶q ✏ ♣y � λ2q2λ1F
�
y✶♣y � λ2q✁♣λ1�1q

✟
Com isso, Q ✏ α5♣y � λ2 � λ1xy

✶q � α4y
✶ que produz

X1 ✏ ❇x e X2 ✏ ✁λ1x❇x � ♣λ2 � yq❇y � ♣λ1 � 1qy✶❇y✶ .

Em contrapartida, se α5 ✏ 0, (5.76) se torna

✁2α3f♣y, y✶q � α3y
✶fy✶♣y, y✶q � α6fy♣y, y✶q ✏ 0, (5.77)
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Para α6 ✘ 0 e α3 ✏ λα6, (5.77) nos dá f♣y, y✶q ✏ e2λyF
�
y✶e✁yλ

✟
e assim, Q ✏ α6 � y✶♣α4 �

λα6xq, e com isso,

X1 ✏ ❇x e X2 ✏ ✁λx❇x � ❇y � λy✶❇y✶ .

Se α5 ✏ α6 ✏ 0, então (5.77) produz α3 ✏ 0 e temos Q ✏ α4y
✶ dando apenas a simetria

X ✏ ❇x.

Diante do que foi estudado neste capítulo, podemos unificar os resultados

encontrados no teorema a seguir.

Teorema 13. Excluindo-se os casos abordados nos teoremas 5 e 6, a EKSG admite,

para dados n e f♣y, y✶q, as simetrias de contato dadas na Tabela 2.
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Tabela 2 – Simetrias de contato EKSG

n f♣y, y✶q Simetrias de contato

n P R f♣y, y✶q caso geral X1 ✏ ❇x

P t✁2,✁1✉ ♣y � λ2q
2λ1g♣y✶♣y � λ2q

✁♣λ1�1qq, X1, X2 ✏ ✁λ1x❇x � ♣y � λ2q❇y � ♣λ1 � 1qy✶❇y✶

e2λyg♣y✶e✁λyq, X1, X3 ✏ ✁λx❇x � ❇y � λy✶❇y✶

✁3 da forma ♣5.30q, X4 ✏ ✁♣g♣yq � ♣λ1 ✁ 1qxq❇x � ♣y � λ2q❇y � ♣λ1y✶ � g✶♣yq♣y✶q2q❇y✶

da forma ♣5.33q, X5 ✏ ✁♣g♣yq � λxq❇x � ❇y � ♣λy✶ � g✶♣yq♣y✶q2q❇y✶

✁
3

2
e4h♣yqg

✁
y✶e✁2h♣yqh✶♣yq

✠
� S♣h♣yqq♣y✶q2, X1, X6 ✏ ✁x❇x �

1

2h✶♣yq
❇y �

✂
1 ✁

h✷♣yq

2h✶♣yq2

✡
y✶❇y✶

✓
k

✂
h✶♣yq

h♣yq

✡2

✁ S♣h♣yqq

✛
♣y✶q2 � h♣yq, X1, X7 ✏ ✁x❇x � 2

h♣yq

h✶♣yq
❇y �

3h✶♣yq2 ✁ 2h✷♣yqh♣yq

h✶♣yq2
y✶❇y✶

❘

✧
✁3,✁2,✁

3

2
,✁1, 0

✯
♣y✶q✁n✁1♣λ2 � yqλ1♣n�2q�n

�
k1♣λ2 � yqλ1�1 � k2y✶

✟
, X1, X2

♣y✶q✁♣n�1qk1e♣n�3qλy � ♣y✶q✁nk2e♣n�2qλy, X1, X3

♣y � λ2q
2λ1F

✁
y✶♣y � λ2q

✁♣λ1�1q
✠

, X1, X2

e2λyF
�
y✶e✁yλ

✟
, X1, X3

Nota: h✶♣yq ✘ 0, k1 ✘ 0 e λ, λ1, λ2 e k2 são constantes.
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Neste capítulo, foi feito o cálculo das simetrias de contato da EKSG, excluindo-

se os casos em que EKSG são linearizáveis pelos teoremas 5 e 6. Com esses cálculos,

finalizamos a segunda parte desta tese. A seguir, na parte III, iniciaremos uma abordagem

sobre sistemas de EDOs e equações diferenciais parciais, ainda no campo de simetrias de

Sophus Lie.
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Parte III

Sistemas de equações diferenciais e EDPs

envolvendo o Schwarziano
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6 Sistemas de EDO envolvendo o Schwarzi-

ano

Neste capítulo, vamos estudar, ainda sobre as lentes de simetrias de Lie, sistemas de

equações diferenciais ordinárias de terceira ordem, especificamente, sistemas envolvendo

equações do tipo das EKSGs, estudadas no capítulo 3, para funções f específicas. As

simetrias de Lie são úteis pois, podem simplificar o sistema, pelo método de redução,

podem ser usadas para validar modelagens matemáticas de equações diferenciais, etc.

Inicialmente, vamos realizar uma abordagem teórica sobre o cálculo de simetrias de Lie de

um sistema de EDO de ordem 3, que será dada na seção a seguir.

6.1 Simetrias de Lie de Sistemas de Equações Diferenciais Ordiná-

rias de 3ª ordem

Em [50] é dada a condição de simetria para um sistema de equações diferenciais de segunda

ordem, no qual o sistema

✿qi ✏ ωi♣x, qj, ✾qjq; i, j ✏ 1, ..., N, (6.1)

admite simetria de Lie, gerada por

X ✏ ξ♣x, qjq ❇❇x � ηi♣x, qjq ❇
❇qi

(6.2)

se, e somente se,

rX♣1q, As ✏ X♣1qA✁ AX♣1q ✏ λA, (6.3)

em que λ ✏ λ♣x, qj, ✾qjq e A é o operador diferencial equivalente ao sistema (6.1)

A ✏ ❇
❇x � ✾qi ❇

❇qi
� ωi♣x, qj, ✾qjq ❇

❇ ✾qi
, (6.4)

e X♣1q é o prolongamento de X em (6.2) até a primeira derivada

X♣1q ✏ ξ♣x, qjq ❇❇x � ηi♣x, qjq ❇
❇qi

� ηi♣1q♣x, qj, ✾qjq ❇
❇ ✾qi

. (6.5)

Nas equações (6.2), (6.4) e (6.5) temos a soma sobre o índice repetido i. Para

simplificação de notação, para sistemas de equações diferenciais, utilizaremos o ponto

acima de qi representando a derivada de qi com relação à variável independente t. Stephani

[50] desenvolve a equação (6.3) e encontra a condição de simetria para o sistema (6.1) em

termos de ξ e ηi.
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Seguindo essa premissa, nossa proposta para esta seção é estender a condição

de simetrias para sistemas de equações diferenciais de ordem três. Considere o seguinte

sistema:

❀qi ✏ ωi♣x, qj, ✾qj, ✿qjq; i, j ✏ 1, ..., N, (6.6)

e o gerador de simetria de Lie

X ✏ ξ♣x, qjq ❇❇x � ηi♣x, qjq ❇
❇qi

, (6.7)

com extensão até a segunda derivada dada por

X♣2q ✏ ξ♣x, qjq ❇❇x � ηi♣x, qjq ❇
❇qi

� ηi♣1q♣x, qj, ✾qjq ❇
❇ ✾qi

� ηi♣2q♣x, qj, ✾qj, ✿qjq ❇
❇✿qi

. (6.8)

O sistema (6.6) admite simetria de Lie gerada por (6.7) se, e somente se,

rX♣2q, As ✏ X♣2qA✁ AX♣2q ✏ λA, (6.9)

em que λ ✏ λ♣x, qj, ✾qj, ✿qjq e A é o operador diferencial equivalente ao sistema (6.6)

A ✏ ❇
❇x � ✾qi ❇

❇qi
� ✿qi ❇

❇ ✾qi
� ωi♣x, qj, ✾qj, ✿qjq ❇

❇✿qi
. (6.10)

Observe que de (6.9), temos que:✒
ξ
❇
❇x � ηi ❇

❇qi
� ηi♣1q ❇

❇ ✾qi
� ηi♣2q ❇

❇✿qi

✚ ✒ ❇
❇x � ✾qi ❇

❇qi
� ✿qi ❇

❇ ✾qi
� ωi ❇

❇✿qi

✚

✁
✒ ❇
❇x � ✾qi ❇

❇qi
� ✿qi ❇

❇ ✾qi
� ωi ❇

❇✿qi

✚ ✒
ξ
❇
❇x � ηi ❇

❇qi
� ηi♣1q ❇

❇ ✾qi
� ηi♣2q ❇

❇✿qi

✚
✏

λ

✒ ❇
❇x � ✾qi ❇

❇qi
� ✿qi ❇

❇ ✾qi
� ωi ❇

❇✿qi

✚
,

e, utilizando a propriedade distributiva e agrupando os termos em função das componentes
❇
❇x ,

❇
❇qi

,
❇
❇ ✾qi

e
❇
❇✿qi

, obtemos:

✁dξ
dx

❇
❇x �

✂
ηi♣1q ✁ dηi

dx

✡ ❇
❇qi

�
✂
ηi♣2q ✁ dηi♣1q

dx

✡ ❇
❇ ✾qi

� �
X♣2qωi ✁ Aηi♣2q

✟ ❇
❇✿qi

✏

λ
❇
❇x � λ ✾qi ❇

❇qi
� λ✿qi ❇

❇ ✾qi
� λωi ❇

❇✿qi
.

(6.11)

Comparando os termos da igualdade (6.11), observa-se da componente
❇
❇x que

λ ✏ ✁dξ
dx
, (6.12)
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em que
d

dx
é a derivada total com relação a x. Com isso, de

❇
❇qi

e
❇
❇ ✾qi

respectivamente,

temos:

ηi♣1q ✏ dηi

dx
✁ ✾qi dξ

dx
e ηi♣2q ✏ dηi♣1q

dx
✁ ✿qi dξ

dx
. (6.13)

Finalmente, a componente
❇
❇✿qi

fornece

X♣2qωi � ωi dξ

dx
✁ Aηi♣2q ✏ 0, (6.14)

que nos dá a condição para que X em (6.7) seja simetria de Lie do sistema (6.6), visto

que (6.12) e (6.13) estão inclusas no cálculo de (6.14). Expandindo (6.14) em termos de

ξ e ηi, teremos (afim de simplificar a escrita, usaremos a seguinte notação: ,x ✏ ❇④❇x e

,c ✏ ❇④❇qc)

3♣ξ,x � ✾qjξ,j qωi � ξωi,x �ηlωi,l �
�
ηl,x � ✾qjηl,j ✁ ✾qlξ,x ✁ ✾ql

✾qjξ,j
✟ ❇ωi

❇ ✾ql
��

ηl,xx � ✾qjηl,xj � ✾qkηl,xk � ✾qj
✾qkηl,jk �✿qkηl,k ✁2✿qlξ,x ✁2 ✾qj

✿qlξ,j ✁
✾qlξ,xx ✁ ✾ql

✾qjξxj ✁ ✾ql
✾qkξ,xk ✁ ✾ql

✾qj
✾qkξ,jk ✁ ✾ql

✿qkξ,k
✟ ❇ωi

❇✿ql
✁ ♣ηi,l ✁ ✾qiξ,l qωl

✁ηi,xxx ✁ ✾qjηi,xxj ✁ ✾qkηi,xxk � ✾qiξ,xxx ✁✿qkηi,xk �2✿qiξ,xx ✁ ✾qj
✾qkηi,xjk �2 ✾qj

✿qiξ,xj �
✾qi
✾qjξ,xxj � ✾qi

✾qkξ,xxk � ✾qi
✿qkξ,xk � ✾qi

✾qj
✾qkξ,xjk ✁ ✾qlηi,xxl ✁ ✾qj

✾qlηi,xjl ✁ ✾qk
✾qlηi,xkl �

✾qi
✾qlξ,xxl ✁ ✾ql

✿qkηi,kl �2 ✾ql
✿qiξ,xl ✁ ✾qj

✾qk
✾qlηi,jkl �2 ✾qj

✾ql
✿qiξ,jl � ✾qi

✾qj
✾qlξ,xjl �

✾qi
✾qk

✾qlξ,xkl � ✾qi
✾ql
✿qkξ,kl � ✾qi

✾qj
✾qk

✾qlξ,jkl ✁2✿qlηi,xl �✿qiξ,xx ✁ ✾qk
✿qlηi,kl ✁ ✾qj

✿qlηi,jl �
2✿qi

✿qlξ,l � ✾qj
✿qiξ,xj � ✾qi

✿qlξ,xl � ✾qk
✿qiξ,xk � ✾qk

✿qlξ,xl �✿qi
✿qkξ,k

� ✾qj
✾qk

✿qiξ,jk � ✾qi
✾qk

✿qlξ,kl � ✾qi
✾qj
✿qlξ,jl ✏ 0,

(6.15)

trocando os índices mudos, obtemos1

3♣ξ,x � ✾qjξ,j qωi � ξωi,x �ηlωi,l �
�
ηl,x � ✾qjηl,j ✁ ✾qlξ,x ✁ ✾ql

✾qjξ,j
✟ ❇ωi

❇ ✾ql
��

ηl,xx �2 ✾qjηl,xj � ✾qj
✾qkηl,jk �✿qkηl,k ✁2✿qlξ,x ✁2 ✾qj

✿qlξ,j ✁ ✾qlξ,xx ✁2 ✾ql
✾qjξxj✁

✾ql
✾qj

✾qkξ,jk ✁ ✾ql
✿qkξ,k

✟ ❇ωi

❇✿ql
✁ ♣ηi,l ✁ ✾qiξ,l qωl ✁ ηi,xxx ✁3 ✾qjηi,xxj �

✾qiξ,xxx ✁3✿qkηi,xk �3✿qiξ,xx ✁3 ✾qj
✾qkηi,xjk �6 ✾qj

✿qiξ,xj �3 ✾qi
✾qjξ,xxj �

3 ✾qi
✿qkξ,xk �3 ✾qi

✾qj
✾qkξ,xjk ✁3 ✾ql

✿qkηi,kl ✁ ✾qj
✾qk

✾qlηi,jkl �3 ✾qj
✾ql
✿qiξ,jl �3 ✾qi

✾ql
✿qkξ,kl �

✾qi
✾qj

✾qk
✾qlξ,jkl �3✿qi

✿qlξ,l ✏ 0.

(6.16)

1 A equação ♣6.16q é uma generalização da fórmula semelhante de Stephani [50] para sistemas de equações
diferenciais de ordem 2.
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Teorema 14. O sistema ♣6.16q determina as componentes ξ♣x, qjq e ηi♣x, qjq do

gerador de simetria de Lie X em ♣6.7q em que um conjunto de equações ωi em ♣6.6q
é dado.

6.2 Sistemas de EDO envolvendo o Schwarziano

Nesta seção, vamos encontrar as simetrias de Lie admitidas por dois sistemas de duas

equações diferenciais de terceira ordem, utilizando os cálculos feitos na seção anterior.

6.2.1 Sistema de EDO 1 do tipo da EKSG

O primeiro sistema a ser estudado, envolve equações semelhantes a um caso particular da

EKSG (2.66), dado por ✩✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✪

S♣uq ✏ uxxx

ux

✁ 3
2

✂
uxx

ux

✡2

✏ vr,

S♣vq ✏ vxxx

vx

✁ 3
2

✂
vxx

vx

✡2

✏ us,

(6.17)

com r, s P R, us ✏ ⑤u⑤s✁1u e vr ✏ ⑤v⑤r✁1v. Este sistema pode ser chamado sistema do tipo

Lane-Emden envolvendo o Schwarziano.

Observação 2. O sistema de Lane-Emden★
✁∆u ✏ vr,

✁∆v ✏ us,

generaliza a equação de Lane-Emden

∆w � wp ✏ 0,

cuja forma radial descreve uma estrela como bola de gás condensado, vide r7s e r10s.

Teorema 15. O Sistema de equações ♣6.17q admite as simetrias de Lie dadas na

Tabela 3.

Tabela 3 – Simetrias de Lie do sistema (6.17)

Valores de r, s P R Simetrias de Lie

r ✘ 0, s ✘ 0 X1 ✏ ❇x, X2 ✏ x❇x ✁
2

s
u❇u ✁

2

r
v❇v

r ✘ 0, s ✏ 0 X1 ✏ ❇x, X2 ✏ ❇u, X3 ✏ u❇u, , X4 ✏ u2❇u

r ✏ 0, s ✘ 0 X1 ✏ ❇x, X2 ✏ ❇v, X3 ✏ v❇v, , X4 ✏ v2❇v
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Demonstração. Inicialmente, vamos supor u ✏ q1 e v ✏ q2 para fins de substituição na

condição de simetria (6.16). Note que

ω1 ✏ 3
2
♣✿q1q2

✾q1
� ♣q2qr

✾q1, ω2 ✏ 3
2
♣✿q2q2

✾q2
� ♣q1qs

✾q2

ωi,x ✏ 0 e ωi,i ✏ 0 para i ✏ 1, 2, ω1,2 ✏ r♣q2qr✁1
✾q1, ω2,1 ✏ s♣q1qs✁1

✾q2,

❇ω1

❇ ✾q1
✏ ✁3

2

✂
✿q1

✾q1

✡2

� ♣q2qr,
❇ω2

❇ ✾q2
✏ ✁3

2

✂
✿q2

✾q2

✡2

� ♣q1qs,

❇ω1

❇ ✾q2
✏ ❇ω2

❇ ✾q1
✏ ❇ω1

❇✿q2
✏ ❇ω2

❇✿q1
✏ 0,

❇ω1

❇✿q1
✏ 3

✿q1

✾q1
,

❇ω2

❇✿q2
✏ 3

✿q2

✾q2
.

(6.18)

Substituindo os dados em (6.18) na condição de simetria (6.16), obtêm-se

9
2
♣ξ,x � ✾q1ξ,1 � ✾q2ξ,2 q♣✿q

1q2

✾q1
� 3♣ξ,x � ✾q1ξ,1 � ✾q2ξ,2 q♣q2qr

✾q1�
9
2
♣ξ,x � ✾q1ξ,1 � ✾q2ξ,2 q♣✿q

2q2

✾q2
�

3♣ξ,x � ✾q1ξ,1 � ✾q2ξ,2 q♣q1qs
✾q2 � η1s♣q1qs✁1

✾q2 � η2r♣q2qr✁1
✾q1�

�
η1,x � ✾q1η1,1 � ✾q2η1,2 ✁ ✾q1ξ,x ✁♣ ✾q1q2ξ,1 ✁ ✾q1

✾q2ξ,2
✟✄✁3

2

✂
✿q1

✾q1

✡2

� ♣q2qr

☛
�

�
η2,x � ✾q1η2,1 � ✾q2η2,2 ✁ ✾q2ξ,x ✁♣ ✾q2q2ξ,2 ✁ ✾q1

✾q2ξ,1
✟✄✁3

2

✂
✿q2

✾q2

✡2

� ♣q1qs

☛
�

�
η1,xx �2 ✾q1η1,x1 �2 ✾q2η1,x2 �♣ ✾q1q2η1,11 �2 ✾q1

✾q2η1,12 �♣ ✾q2q2η1,22 �✿q1η1,1 �
✿q2η1,2 ✁2✿q1ξ,x ✁3 ✾q1

✿q1ξ,1 ✁2 ✾q2
✿q1ξ,2 ✁ ✾q1ξ,xx ✁2♣ ✾q1q2ξ,x1 ✁2 ✾q1

✾q2ξ,x2 ✁ ✾q1♣ ✾q2q2ξ,22 ✁
✾q1
✿q2ξ,2 ✁♣ ✾q1q3ξ,11 ✁2♣ ✾q1q2

✾q2ξ,12

✟✂
3
✿q1

✾q1

✡
� �

η2,xx �2 ✾q1η2,x1 �2 ✾q2η2,x2 �

♣ ✾q1q2η2,11 �2 ✾q1
✾q2η2,12 �♣ ✾q2q2η2,22 �✿q1η2,1 �✿q2η2,2 ✁2✿q2ξ,x ✁2 ✾q1

✿q2ξ,1 ✁3 ✾q2
✿q2ξ,2 ✁

✾q2ξ,xx ✁2♣ ✾q2q2ξ,x2 ✁2 ✾q1
✾q2ξ,x1 ✁♣ ✾q1q2

✾q2ξ,11 ✁ ✾q2
✿q1ξ,1 ✁♣ ✾q1q3ξ,22 ✁

2 ✾q1♣ ✾q2q2ξ,12

✟✂
3
✿q2

✾q2

✡
� �

η1,1 ✁ ✾q1ξ,1 �η2,1 ✁ ✾q2ξ,1
✟✂✁3

2
♣✿q1q2

✾q1
✁ ♣q2qr

✾q1

✡
�

�
η1,2 ✁ ✾q1ξ,2 �η2,2 ✁ ✾q2ξ,2

✟✂✁3
2
♣✿q2q2

✾q2
✁ ♣q1qs

✾q2

✡
✁ ηi,xxx ✁3 ✾qjηi,xxj �

✾qiξ,xxx ✁3✿qkηi,xk �3✿qiξ,xx ✁3 ✾qj
✾qkηi,xjk �6 ✾qj

✿qiξ,xj �3 ✾qi
✾qjξ,xxj �3 ✾qi

✿qkξ,xk �
3 ✾qi

✾qj
✾qkξ,xjk ✁3 ✾ql

✿qkηi,kl ✁ ✾qj
✾qk

✾qlηi,jkl �3 ✾qj
✾ql
✿qiξ,jl �3 ✾qi

✾ql
✿qkξ,kl �

✾qi
✾qj

✾qk
✾qlξ,jkl �3✿qi

✿qlξ,l ✏ 0.

(6.19)

Atentando-se em (6.19) para os termos
✂

✿q1

✾q1

✡2

e
✂

✿q2

✾q2

✡2

, respectivamente,

obtêm-se que η1,x ✏ 0 e η2,x ✏ 0 que implica, η1 ✏ η1♣qiq e η2 ✏ η2♣qiq, com isso, de
♣✿q1q2

✾q1

e
♣✿q2q2

✾q2
encontramos η2,1 ✏ 0 e η1,2 ✏ 0 e daí, η1 ✏ η1♣q1q e η2 ✏ η2♣q2q, dos termos ♣✿q1q2

e ♣✿q2q2 temos que ξ,1 ✏ ξ,2 ✏ 0 logo, ξ ✏ ξ♣xq .



Capítulo 6. Sistemas de EDO envolvendo o Schwarziano 79

Finalmente, utilizando-se do que foi encontrado, a equação (6.19) será reduzida

a

♣ξ,xxx�2ξ,x ♣q2qr � η2r♣q2qr✁1q ✾q1 � ♣ξ,xxx�2ξ,x ♣q1qs � η1s♣q1qs✁1q ✾q2�
η1,111 ♣ ✾q1q3 � η2,222 ♣ ✾q2q3 ✏ 0,

(6.20)

que dos termos ✾q1, ✾q2, ♣ ✾q1q3 e ♣ ✾q2q3 se obtêm

ξ,xxx�2ξ,x ♣q2qr � η2r♣q2qr✁1 ✏ 0, (6.21)

ξ,xxx�2ξ,x ♣q1qs � η1s♣q1qs✁1 ✏ 0, (6.22)

η1,111✏ 0, (6.23)

η2,222✏ 0. (6.24)

Derivando (6.21) com relação a x e em seguida, com relação a q2, tem-se:

ξ,xx r♣q2qr✁1 ✏ 0 ùñ ξ,xx✏ 0 ou r ✏ 0. (6.25)

• Se r ✘ 0, então ξ,xx✏ 0, o que implica que

ξ ✏ α2x� α1, (6.26)

em que α1, α2 ✏ cte. Substituindo (6.26) em (6.21) e dividindo a equação por ♣q2qr✁1,

têm-se:

rη2 � 2α2q
2 ✏ 0,

logo,

η2 ✏ ✁α2

2
r
q2, (6.27)

e (6.24) está satisfeita. Substituindo (6.26) e (6.27) em (6.22) e dividindo por ♣q1qs✁1,

obtém-se

sη1 � 2α2q
1 ✏ 0, (6.28)

✆ Se s ✘ 0,

η1 ✏ ✁α2

2
s
q1, (6.29)

e (6.23) está satisfeita. Portanto, o sistema (6.17) para r, s ✘ 0 admite o grupo de

Lie de 2 parâmetros gerado por (voltando para as variáveis u e v):

X1 ✏ ❇
❇x e X2 ✏ x

❇
❇x ✁

2
s
u
❇
❇u ✁

2
r
v
❇
❇v . (6.30)

✆ Se s ✏ 0, então (6.28) implica que α2 ✏ 0 e então η2 ✏ 0. De (6.23) obtém-se:

η1 ✏ α5♣q2q2 � α4q
2 � α3, (6.31)

em que α3, α4, α5 ✏ cte. Então, temos que o sistema (6.17) para r ✘ 0 e s ✏ 0 admite

um grupo de simetria de Lie de 4 parâmetros gerados por (voltando para as variáveis

u e v):

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ ❇

❇u,X3 ✏ u
❇
❇u e X4 ✏ u2 ❇

❇u. (6.32)
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• Se r ✏ 0, então temos que s ✘ 0 pois, caso contrário teremos em (6.17) duas equações

KS2 independentes. Derivando (6.22) com relação a x e em seguida, com relação a

q1, tem-se:

ξ,xx s♣q1qs✁1 ✏ 0 ùñ ξ,xx✏ 0 ùñ ξ ✏ α2x� α1,

com α1, α2 ✏ cte. Substituindo em (6.21) e utilizando o fato que r ✏ 0, tem-se que

ξ,x✏ α2 ✏ 0. Logo, substituindo o que temos em (6.22), concluímos que η1 ✏ 0,

satisfazendo assim (6.23). Finalmente, da equação (6.24) obtemos:

η1 ✏ α5♣q1q2 � α4q
1 � α3, (6.33)

em que α3, α4, α5 ✏ cte. Então, o sistema (6.17) para r ✏ 0 e s ✘ 0 admite um grupo

de simetria de Lie de 4 parâmetros gerados por (voltando para as variáveis u e v):

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ ❇

❇v ,X3 ✏ v
❇
❇v e X4 ✏ v2 ❇

❇v . (6.34)

6.2.2 Sistema de EDO 2 do tipo da EKSG

O segundo sistema a ser estudado, envolve equações semelhantes à equação (2.65), dado

por ✩✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✪

S♣uq ✏ uxxx

ux

✁ 3
2

✂
uxx

ux

✡2

✏ vr♣uxq2,

S♣vq ✏ vxxx

vx

✁ 3
2

✂
vxx

vx

✡2

✏ us♣vxq2,
(6.35)

com r, s P R.

Teorema 16. O Sistema de equações ♣6.35q admite as simetrias de Lie dadas na

tabela 4.

Tabela 4 – Simetrias de Lie do sistema (6.35)

Valores de r, s P R Simetrias de Lie

r ✘ 0, s ✘

✧
0,

4

r

✯
X1 ✏ ❇x, X2 ✏ x❇x, X3 ✏ x2❇x

r ✘ 0, s ✏
4

r
X1 ✏ ❇x, X2 ✏ x❇x, X3 ✏ x2❇x, X4 ✏ u❇u ✁

2

r
❇v

r ✘ 0, s ✏ 0 X1 ✏ ❇x, X2 ✏ x❇x, X3 ✏ x2❇x, X4 ✏ ❇u

r ✏ 0, s ✘ 0 X1 ✏ ❇x, X2 ✏ x❇x, X3 ✏ x2❇x, X4 ✏ ❇v
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Demonstração. Analogamente ao Teorema 15, suponha u ✏ q1 e v ✏ q2 para fins de

substituição na condição de simetria (6.16). Note que

ω1 ✏ 3
2
♣✿q1q2

✾q1
� ♣q2qr♣ ✾q1q3, ω2 ✏ 3

2
♣✿q2q2

✾q2
� ♣q1qs♣ ✾q2q3, (6.36)

Substituindo (6.36) na condição de simetria (6.16), obtêm-se

9
2
♣ξ,x � ✾q1ξ,1 � ✾q2ξ,2 q♣✿q

1q2

✾q1
� 3♣ξ,x � ✾q1ξ,1 � ✾q2ξ,2 q♣q2qr♣ ✾q1q3�

9
2
♣ξ,x � ✾q1ξ,1 � ✾q2ξ,2 q♣✿q

2q2

✾q2
�

3♣ξ,x � ✾q1ξ,1 � ✾q2ξ,2 q♣q1qs♣ ✾q2q3 � η1s♣q1qs✁1♣ ✾q2q3 � η2r♣q2qr✁1♣ ✾q1q3�
�
η1,x � ✾q1η1,1 � ✾q2η1,2 ✁ ✾q1ξ,x ✁♣ ✾q1q2ξ,1 ✁ ✾q1

✾q2ξ,2
✟✄✁3

2

✂
✿q1

✾q1

✡2

� 3♣q2qr♣ ✾q1q2

☛
�

�
η2,x � ✾q1η2,1 � ✾q2η2,2 ✁ ✾q2ξ,x ✁♣ ✾q2q2ξ,2 ✁ ✾q1

✾q2ξ,1
✟✄✁3

2

✂
✿q2

✾q2

✡2

� 3♣q1qs♣ ✾q2q2

☛
�

�
η1,xx �2 ✾q1η1,x1 �2 ✾q2η1,x2 �♣ ✾q1q2η1,11 �2 ✾q1

✾q2η1,12 �♣ ✾q2q2η1,22 �✿q1η1,1 �
✿q2η1,2 ✁2✿q1ξ,x ✁3 ✾q1

✿q1ξ,1 ✁2 ✾q2
✿q1ξ,2 ✁ ✾q1ξ,xx ✁2♣ ✾q1q2ξ,x1 ✁2 ✾q1

✾q2ξ,x2 ✁
✾q1♣ ✾q2q2ξ,22 ✁ ✾q1

✿q2ξ,2 ✁♣ ✾q1q3ξ,11 ✁2♣ ✾q1q2
✾q2ξ,12

✟✂
3
✿q1

✾q1

✡
� �

η2,xx �2 ✾q1η2,x1 �

2 ✾q2η2,x2 �♣ ✾q1q2η2,11 �2 ✾q1
✾q2η2,12 �♣ ✾q2q2η2,22 �✿q1η2,1 �✿q2η2,2 ✁2✿q2ξ,x ✁

2 ✾q1
✿q2ξ,1 ✁3 ✾q2

✿q2ξ,2 ✁ ✾q2ξ,xx ✁2♣ ✾q2q2ξ,x2 ✁2 ✾q1
✾q2ξ,x1 ✁♣ ✾q1q2

✾q2ξ,11 ✁ ✾q2
✿q1ξ,1 ✁

♣ ✾q1q3ξ,22 ✁2 ✾q1♣ ✾q2q2ξ,12

✟✂
3
✿q2

✾q2

✡
�

�
η1,1 ✁ ✾q1ξ,1 �η2,1 ✁ ✾q2ξ,1

✟✂✁3
2
♣✿q1q2

✾q1
✁ ♣q2qr♣ ✾q1q3

✡
�

�
η1,2 ✁ ✾q1ξ,2 �η2,2 ✁ ✾q2ξ,2

✟✂✁3
2
♣✿q2q2

✾q2
✁ ♣q1qs♣ ✾q2q3

✡
✁

ηi,xxx ✁3 ✾qjηi,xxj � ✾qiξ,xxx ✁3✿qkηi,xk �3✿qiξ,xx ✁3 ✾qj
✾qkηi,xjk �

6 ✾qj
✿qiξ,xj �3 ✾qi

✾qjξ,xxj �3 ✾qi
✿qkξ,xk �3 ✾qi

✾qj
✾qkξ,xjk ✁3 ✾ql

✿qkηi,kl ✁ ✾qj
✾qk

✾qlηi,jkl �
3 ✾qj

✾ql
✿qiξ,jl �3 ✾qi

✾ql
✿qkξ,kl � ✾qi

✾qj
✾qk

✾qlξ,jkl �3✿qi
✿qlξ,l ✏ 0.

(6.37)

Visto que da condição de simetria (6.19) do exemplo anterior e a equação

(6.37) os coeficientes dos termos
✂

✿q1

✾q1

✡2

,
✂

✿q2

✾q2

✡2

,
♣✿q1q2

✾q1
,
♣✿q2q2

✾q2
, ♣✿q1q2 e ♣✿q2q2 não se alteram,

obtemos analogamente que :

η1 ✏ η1♣q1q, η2 ✏ η2♣q2q e ξ ✏ ξ♣xq. (6.38)

Desse modo, utilizando-se de (6.38), a equação (6.37) será reduzida a

rη2r♣q2qr✁1 � 2η1,1 ♣q2qr ✁ η1,111 s♣ ✾q1q3 � η1s♣q1qs✁1 � 2η2,2 ♣q1qs ✁ η2,222 s♣ ✾q2q3�

ξ,xxx ✾q1 � ξ,xxx ✾q2 ✏ 0,

(6.39)
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que dos termos ✾q1 e ✾q2 se obtém

ξ,xxx ✏ 0 ùñ ξ ✏ α1x
2 � α2x� α3, (6.40)

em que α1, α2, α3 ✏ cte. Dos termos, ♣ ✾q1q3 e ♣ ✾q2q3 temos o seguinte:

η2r♣q2qr✁1 � 2η1,1 ♣q2qr ✁ η1,111 ✏ 0, (6.41)

η1s♣q1qs✁1 � 2η2,2 ♣q1qs ✁ η2,222 ✏ 0. (6.42)

Derivando a equação (6.41) com relação a q1 e em seguida, com relação a q2, temos

η1,11 r♣q2qr✁1 ✏ 0 ùñ r ✏ 0 ou η1,11 ✏ 0.

• Se r ✘ 0 então

η1,11 ✏ 0 ùñ η1 ✏ α4q
1 � α5, (6.43)

em que α4, α5 ✏ cte. Substituindo em (6.41) e dividindo a equação por ♣q2qr✁1,

obtemos

η2 ✏ ✁2
r
α4q

2. (6.44)

Substituindo (6.43) e (6.44) em (6.42) e dividindo a equação resultante por ♣q1qr✁1,

obtemos: ✂
s✁ 4

r

✡
α4 � α5s ✏ 0. (6.45)

✆ Se s ✘ 0

☞ Se s ✘ 4
r

então de (6.45) temos que α4 ✏ α5 ✏ 0, o que implica η1 ✏ η2 ✏ 0.

Portanto, o sistema (6.35) para r ✘ 0 e s ✘
✧

0,
4
r

✯
admite grupo de Lie de 3

parâmetros gerado por:

X1 ✏ x2 ❇
❇x,X2 ✏ x

❇
❇x e X3 ✏ ❇

❇x. (6.46)

☞ Se s ✏ 4
r

então de (6.45) conclui-se que α5 ✏ 0, logo

✩✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✪

ξ ✏ α1x
2 � α2x� α3,

η1 ✏ α4q
1,

η2 ✏ ✁2
r
α4q

2,

que produz um grupo de Lie de 4 parâmetros gerados por X1, X2, X3 em (6.46)

adicionado de (em termos de u e v)

X4 ✏ u
❇
❇u ✁

2
r
v
❇
❇v . (6.47)
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✆ Se s ✏ 0 em (6.45) então α4 ✏ 0 e com isso η1 ✏ α5 e η2 ✏ 0, logo o sistema

(6.35) para r ✘ 0 e s ✏ 0 admite grupo de Lie de 4 parâmetros gerados por X1, X2, X3

em (6.46) adicionado de (em termos de u e v)

X4 ✏ ❇
❇u. (6.48)

• Seja r ✏ 0 então temos que s ✘ 0 pois, caso contrário teremos em (6.35) duas

equações KS1 independentes. Derivando (6.42) com relação a q1 e em seguida com

relação a q2, como s ✘ 0 então

η2,22✏ 0 ùñ η2 ✏ α4q
2 � α5, (6.49)

em que α4, α5 ✏ cte. Substituindo em (6.42) obtém-se

η1 ✏ ✁2
s
α4q

1.

Finalmente, substituindo o que temos em (6.41), visto que r ✏ 0, obtemos α4 ✏ 0 e

portanto, o sistema (6.35) para r ✏ 0 e s ✘ 0 admite grupo de Lie de 4 parâmetros

gerados por X1, X2, X3 em (6.46) adicionado de (em termos de u e v)

X4 ✏ ❇
❇v . (6.50)

6.3 Sistema gerais de EDOs de terceira ordem envolvendo o Schwar-

ziano admitindo sl♣2,Rq

No estudo de simetrias de Lie de equações diferenciais, temos que, dada uma equação

diferencial, podemos obter seus respectivos geradores de simetrias de Lie. Por outro lado,

a partir de geradores de simetrias de Lie dados, podemos especificar as equações que

admitem tais operadores. Em [8], mostramos que a equação (2.65)

S♣yq ✏ y✸

y✶
✁ 3

2

✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣yq♣y✶q2

é a equação mais geral admitindo a álgebra sl♣2,Rq gerada por Y1 ✏ ❇x, Y2 ✏ x❇x, Y3 ✏ x2❇x,

em que x é a variável independente da equação. O mesmo pode ser feito para sistemas de

equações diferenciais. Dessa forma, vamos buscar o sistema mais geral da forma★
uxxx ✏ F ♣x, u, v, ux, vx, uxx, vxxq,
vxxx ✏ G♣x, u, v, ux, vx, uxx, vxxq,

(6.51)
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admitindo a álgebra sl♣2,Rq gerada pelos mesmos geradores citados anteriormente e

chegaremos ao seguinte resultado:

Teorema 17. O sistema de terceira ordem da forma ♣6.51q mais geral admitindo

a álgebra sl♣2,Rq ✏ Span
✥
Y1 ✏ ❇x, Y2 ✏ x❇x, Y3 ✏ x2❇x

✭
envolve a derivada de

Schwarz e é dado por:✩✬✬✫
✬✬✪

S♣uq ✏ f

✂
u, v,

vx

ux

,
uxvxx ✁ vxuxx

♣uxq3

✡
♣uxq2,

S♣vq ✏ g

✂
u, v,

ux

vx

,
vxuxx ✁ uxvxx

♣vxq3

✡
♣vxq2.

(6.52)

Demonstração. Primeiramente, aplicando Y ♣3q
1 ✏ ❇

❇x ao sistema (6.51) teremos que Fx ✏
Gx ✏ 0, o que implica que o sistema não depende explicitamente da variável independente

x. Daí, ★
uxxx ✏ F ♣u, v, ux, vx, uxx, vxxq,
vxxx ✏ G♣u, v, ux, vx, uxx, vxxq,

(6.53)

Para Y2 ✏ x
❇
❇x temos, Y2 ✏ x

❇
❇x ✁ ux

❇
❇ux

✁ 2uxx

❇
❇uxx

✁ 3uxxx

❇
❇uxxx

✁ vx

❇
❇vx

✁

2vxx

❇
❇vxx

✁ 3vxxx

❇
❇vxxx

. Fazendo

Y
♣3q

2 ♣uxxx ✁ F q
✞✞✞✞
♣6.53q

✏ 0,

obtém-se a seguinte EDP:

✁3F � uxFux
� 2uxxFuxx

� vxFvx
� 2vxxFvxx

✏ 0 (6.54)

que resolvendo nos dá a1 ✏ uxx

♣uxq2
, b1 ✏ vx

ux

, c1 ✏ vxx

♣uxq2
, d1 ✏ F

♣uxq3
, e, portanto, a solução

da EDP (6.54) é

F ✏ ♣uxq3H♣u, v, a1, b1, c1q.
Analogamente,

Y
♣3q

2 ♣vxxx ✁Gq
✞✞✞✞
♣6.53q

✏ 0,

nos dá

✁3G� uxGux
� 2uxxGuxx

� vxGvx
� 2vxxGvxx

✏ 0, (6.55)

que resolvendo nos dá a2 ✏ vxx

♣vxq2
, b2 ✏ ux

vx

, c2 ✏ uxx

♣vxq2
, d1 ✏ G

♣vxq3
, e portanto a solução da

EDP (6.54) é

G ✏ ♣vxq3I♣u, v, a2, b2, c2q.
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Desse modo, (6.53) se reduz à:★
uxxx ✏ ♣uxq3H♣u, v, a1, b1, c1q,
vxxx ✏ ♣vxq3I♣u, v, a2, b2, c2q.

(6.56)

Finalmente, de Y3 ✏ x2 ❇
❇x , temos Y ♣3q

3 ✏ x2 ❇
❇x ✁ 2xux

❇
❇ux

✁ 2♣ux � 2xuxxq ❇
❇uxx

✁ 6♣uxx �

xuxxxq ❇
❇uxxx

✁ 2xvx

❇
❇vx

✁ 2♣vx � 2xvxxq ❇
❇vxx

✁ 6♣vxx � xvxxxq ❇
❇vxxx

. Fazendo

Y
♣3q

3

�
uxxx ✁ ♣uxq3H

✟ ✞✞✞✞
♣6.56q

✏ 0,

obtém-se a seguinte EDP:

2x♣uxq4Hux
�2♣uxq3♣ux�2xuxxqHuxx

✁6uxx�2xvx♣uxq3Hvx
�2♣vx�2xvxxq♣uxq3Hvxx

✏ 0.

(6.57)

Pela regra da cadeia:

Hux
✏ ✁2

uxx

♣uxq3
Ha1

✁ vx

♣uxq2
Hb1

✁ 2
vxx

♣uxq3
Hc1

,

Huxx
✏ 1
♣uxq2

Ha1
, Hvx

✏ 1
ux

Hb1
, Hvxx

✏ 1
♣uxq2

Hc1
.

(6.58)

Assim, dividindo (6.57) por ♣uxq3 e substituindo os dados obtidos em (6.58) teremos

2xux

✂
✁2

uxx

♣uxq3
Ha1

✁ vx

♣uxq2
Hb1

✁ 2
vxx

♣uxq3
Hc1

✡
� 2♣ux � 2xuxxq 1

♣uxq2
Ha1

✁

6
uxx

♣uxq3
� 2xvx

1
ux

Hb1
� 2♣vx � 2xvxxq 1

♣uxq2
Hc1

✏ 0,

que simplificando nos dá:

Ha1
� b1Hc1

✏ 3a1, (6.59)

resolvendo (6.59) temos, a3 ✏ H ✁ 3
2
a2

1 e b3 ✏ c1 ✁ a1b1 e portanto a solução da EDP

(6.59) é dada por

H ✏ 3
2
a2

1 � f♣u, v, b1, c1 ✁ a1b1q.

De modo análogo,

Y
♣3q

3

�
vxxx ✁ ♣vxq3I

✟ ✞✞✞✞
♣6.56q

✏ 0,

obtemos a seguinte EDP

Ia2
� b2Ic2

✏ 3a2, (6.60)

cuja solução é

I ✏ 3
2
a2

2 � g♣u, v, b2, c2 ✁ a2b2q.



Capítulo 6. Sistemas de EDO envolvendo o Schwarziano 86

Logo, (6.56) se reduz a:✩✬✬✫
✬✬✪

uxxx ✏ ♣uxq3

✂
3
2
a2

1 � f♣u, v, b1, c1 ✁ a1b1q
✡
,

vxxx ✏ ♣vxq3

✂
3
2
a2

2 � g♣u, v, b2, c2 ✁ a2b2q
✡
.

(6.61)

Portanto, o sistema mais geral admitindo sl♣2,Rq gerado por Y1 ✏ ❇
❇x, Y2 ✏

x
❇
❇x e Y3 ✏ x2 ❇

❇x , substituindo os valores de a1, a2, b1, b2, c1 e c2 é

✩✬✬✫
✬✬✪

uxxx

ux

✏ 3
2
♣uxxq2

♣uxq2
� f

✂
u, v,

vx

ux

,
uxvxx ✁ vxuxx

♣uxq3

✡
♣uxq2,

vxxx

vx

✏ 3
2
♣vxxq2

♣vxq2
� g

✂
u, v,

ux

vx

,
vxuxx ✁ uxvxx

♣vxq3

✡
♣vxq2,

(6.62)

que é equivalente ao sistema (6.52) o que prova o Teorema 17. Note que o sistema do tipo

da EKSG (6.35) é um caso particular desse sistema, em que f ✏ vr e g ✏ us. Além disso,

as equações em (6.62) são semelhantes a (2.65) com a diferença que agora temos a função

arbitrária dependendo também da primeira e segunda derivadas de u e v.

Os resultados das seções 6.2 e 6.3 foram publicados em [9].

6.4 Existência de um Lagrangiano para sistemas

A existência de um Lagrangiano clássico para uma equação ou sistemas de equações

diferenciais possui uma importante implicação na matemática e na física matemática, a

saber, encontrar as suas leis de conservação. Em outras palavras, uma vez encontrado

o Lagrangiano de um determinado sistema de equações diferenciais e tendo conhecidas

suas simetrias, podemos utilizar o Teorema de Noether [13, 27] para calcular as primeiras

integrais do sistema, ou seja, a função que é constante ao longo das soluções do sistema

de equações. Nesta seção, vamos verificar se os sistemas (6.17), (6.35) e (6.52) possuem

Lagrangiano. Em [44], existe um resultado a respeito da existência de um Lagrangiano L

envolvendo a derivada de Frechét DP e o sua adjunta D✝
P , em que P P A

r e A
r é definido

como o espaço vetorial das r-uplas de funções diferenciais2. Antes de enunciarmos este

resultado, vamos definir o que é a derivada de Frechét DP e sua adjunta D✝
P .

Definição 2. r44s Seja P rus ✏ P ♣x, u♣nqq P A
r uma r-upla de funções diferenciáveis. A

derivada de Frechét de P é o operador diferencial DP : A
q ÝÑ A

r definida tal que

DP ♣Qq ✏ d

dǫ

✞✞✞✞
ǫ✏0

P ru� ǫQruss, ❅Q P A
q.

2 Uma função diferencial P ♣x, u♣nqq é uma função que depende analiticamente de x, u e as derivadas de
u até uma ordem finita (no caso n) e P P C✽ [44].
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Em geral, se u ✏ ♣u1, u2, ..., uqq tal que ui com i ✏ 1, ..., q são variáveis de-

pendentes de x, P rus ✏ ♣P1, P2, ..., Prq. A derivada de Frechét é o operador diferencial

matricial q ✂ r cujas componentes são dadas por:

rDP sµν ✏
✽➳

j✏0

❇Pµ

❇uν
j

♣Dxqj, µ ✏ 1, ..., r e ν ✏ 1, ..., q (6.63)

em que uν
j ✏

❇juν

❇xj
e Dx é a derivada total com relação a x. Definida a derivada de Frechét

DP , sua adjunta D✝
P : A

r ÝÑ A
q possui entradas

rD✝
P sµν ✏

✽➳
j✏0

♣✁Dxqj ❇Pµ

❇uν
j

, µ ✏ 1, ..., r e ν ✏ 1, ..., q (6.64)

Se DP ✏ D✝
P então DP é dito autoadjunto.

Teorema 18. r44s Seja P rus P A
p definida sobre uma região, verticalmente em forma

de estrela, M ⑨ X ✂ U . Então P é a expressão de Euler-Lagrange para algum problema

variacional L ✏
➺
Ldx, isto é, P ✏ E♣Lq se, e somente se, a derivada de Frechét DP

é autoadjunta: DP ✏ D✝
P . Neste caso, um Lagrangiano para P pode ser explicitamente

construído usando a fórmula

Lrus ✏
➺ 1

0

uP rλusdλ. (6.65)

A partir deste teorema podemos verificar se os sistemas (6.17), (6.35) e (6.52)

possuem Lagrangiano, ou melhor, podemos verificar se o sistema mais geral★
S♣uq ✏ f♣u, v, ux, vx, uxx, vxxq,
S♣vq ✏ g♣u, v, ux, vx, uxx, vxxq,

(6.66)

possui Lagrangiano.

Teorema 19. O sistema ♣6.66q não possui Lagrangiano para quaisquer que sejam

f♣u, v, ux, vx, uxx, vxxq e g♣u, v, ux, vx, uxx, vxxq. Em particular, os sistemas ♣6.17q,
♣6.35q e ♣6.52q não possuem Lagrangiano.

Demonstração. Pelo Teorema 18, o Lagrangiano L existe se, e somente se, DP ✏ D✝
P .

Portanto, para mostrar que o sistema não possui Lagrangiano, basta mostrar que uma das

componentes rDP sµν é diferente de rD✝
P sµν . No caso do sistema (6.66), isto já acontece na

primeira componente rDP s11. Considerando u ✏ u1 e v ✏ u2, escrevemos✩✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✪

P1 ✏ u1
xxx

u1
x

✁ 3
2

✂
u1

xx

u1
x

✡2

✁ f♣u1, u2, u1
x, u

2
x, u

1
xx, u

2
xxq,

P2 ✏ u2
xxx

u2
x

✁ 3
2

✂
u2

xx

u2
x

✡2

✁ g♣u1, u2, u1
x, u

2
x, u

1
xx, u

2
xxq.

(6.67)



Capítulo 6. Sistemas de EDO envolvendo o Schwarziano 88

Note que:

rDP s11 ✏
✽➳

j✏0

❇P1

❇u1
j

♣Dxqj ✏ ❇P1

❇u1
� ❇P1

❇u1
x

Dx � ❇P1

❇u1
xx

D2
x �

❇P1

❇u1
xxx

D3
x (6.68)

✏ ✁fu1 �
✂
✁ u1

xxx

♣u1
xq2

� 3
♣u1

xxq2

♣u1
xq3

✁ fu1
x

✡
Dx � (6.69)

✂
✁3

u1
xx

♣u1
xq2

✁ fu1
xx

✡
D2

x �
1
u1

x

D3
x, (6.70)

rD✝
P s11Q ✏

✽➳
j✏0

♣✁Dxqj ❇P1

❇u1
j

Q ✏ ❇P1

❇u1
Q✁Dx

✂❇P1

❇u1
x

Q

✡
�D2

x

✂ ❇P1

❇u1
xx

Q

✡
✁D3

x

✂ ❇P1

❇u1
xxx

Q

✡

✏ ❇P1

❇u1
Q✁Dx

✂❇P1

❇u1
x

✡
Q✁ ❇P1

❇u1
x

♣DxQq �D2
x

✂ ❇P1

❇u1
xx

✡
Q�

2Dx

✂ ❇P1

❇u1
xx

✡
♣DxQq � ❇P1

❇u1
xx

♣D2
xQq ✁D3

x

✂ ❇P1

❇u1
xxx

✡
Q✁

3D2
x

✂ ❇P1

❇u1
xxx

✡
♣DxQq ✁ 3Dx

✂ ❇P1

❇u1
xxx

✡
♣D2

xQq ✁
✂ ❇P1

❇u1
xxx

✡
♣D3

xQq

✏
✒❇P1

❇u1
✁Dx

✂❇P1

❇u1
x

✡
�D2

x

✂ ❇P1

❇u1
xx

✡
✁D3

x

✂ ❇P1

❇u1
xxx

✡✚
Q�

✒
✁❇P1

❇u1
x

� 2Dx

✂ ❇P1

❇u1
xx

✡
✁ 3D2

x

✂ ❇P1

❇u1
xxx

✡✚
♣DxQq �

✒ ❇P1

❇u1
xx

✁ 3Dx

✂ ❇P1

❇u1
xxx

✡✚
♣D2

xQq ✁
✒ ❇P1

❇u1
xxx

✚
♣D3

xQq, (6.71)

logo, realizando as devidas substituições, teremos a componente rD✝
P s11 dada por:

rD✝
P s11 ✏

✒
✁3

♣u1
xxq3

♣u1
xq4

� 4
u1

xxu
1
xxx

♣u1
xq3

✁ u1
xxxx

♣u1
xq2

✁ fu1 �Dxfu1
x
✁D2

xfu1
xx

✚
�

✒
✁2

u1
xxx

♣u1
xq2

� 3
♣u1

xxq2

♣u1
xq3

� fu1
x
✁ 2Dxfu1

xx

✚
Dx ✁ fu1

xx
D2

x ✁
1
u1

x

D3
x.

(6.72)

Assim, rDP s11 ✘ rD✝
P s11, o que faz com que rDP s ✘ rD✝

P s. Desse modo, DP

não é autoadjunto e pelo Teorema 18 o sistema (6.66) não possui Lagrangiano. O sistema

(6.17), (6.35) e (6.52) são casos particulares do sistema (6.66) para f e g específicos e

portanto não possuem Lagrangiano.

Uma vez que o sistema (6.66) não possui Lagrangiano, não podemos então

utilizar o teorema de Noether como ferramenta para encontrar suas Leis de conservação.
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Neste capítulo, mostramos uma expressão geral para o cálculo de simetrias de

Lie de um sistema de equações diferenciais ordinárias de ordem três, e como aplicação,

sugerimos ideias de novos sistemas de EDOs envolvendo equações do tipo da EKSG vistas

na parte II e calculamos suas respectivas simetrias de Lie, também encontramos a partir

de uma dada Álgebra de Lie, a saber, sl♣2,Rq ✏ Span
✥
Y1 ✏ ❇x, Y2 ✏ x❇x, Y3 ✏ x2❇x

✭
um

sistema de equações diferenciais semelhantes à respectiva EDO mais geral admitida por

esta álgebra, que por sua vez, é uma equação do tipo EKSG. Por fim, esclarecemos a

impossibilidade de sistemas de duas EDOs de terceira ordem envolvendo o Schwarziano

possuírem Lagrangiano, simplificando o processo para estudos posteriores de tais sistemas

no campo das leis de conservação. No próximo capítulo, faremos uma reflexão no campo

das equações diferenciais parciais, trabalhando EDPs envolvendo a derivada de Schwarz.
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7 O Schwarziano e equações diferenciais par-

ciais

A derivada de Schwarz, além de possuir relevância no campo de equações diferenciais

ordinárias, em particular, devido à equação de Kummer-Schwarz, também tem aparições

no estudo de algumas equações diferenciais parciais (EDPs). O Schwarziano pode aparecer

ao longo da análise de uma determinada EDP, como por exemplo, Weiss J. [51] ao estudar

a equação de Kadomtsev-Petviashvili (KP), Uyy � ❇
❇x♣Ut � UUx � Uxxxq ✏ 0, um modelo

que "descreve a dinâmica de sólidos e ondas não lineares em plasmas e superfluidos"[25, 51],

inclui a derivada de Schwarz na abordagem sobre transformações de Backlund. Além disso,

a derivada Schwarziana pode se apresentar de forma explícita, como é o caso na equação

de Krichever-Novikov [20, 22]

ut

ux

✏ uxxx

ux

✁ 3
2

✂
uxx

ux

✡2

� P ♣uq
♣uxq2

, P ♣4q♣uq ✏ 0. (7.1)

Iniciaremos este capítulo, com uma abordagem sobre um caso particular da equação (7.1)

em que P ♣uq ✏ 0, denominada Equação Schwarziana de Korteweg–de Vries (SKdV) e

outras EDPs envolvendo a derivada de Schwarz. Buscaremos uma boa extensão da equação

SKdV para sistemas de duas equações diferenciais envolvendo simetrias de Lie e por fim,

vamos propor uma generalização direta para EDPs de uma EKSG vista na parte II desta

tese.

7.1 A Equação Schwarziana de Korteweg–de Vries

A equação diferencial parcial (EDP) denominada Schwarziana de Korteweg–de Vries

(SKdV) [20] dada por
ut

ux

✏ uxxx

ux

✁ 3
2

✂
uxx

ux

✡2

✏ S♣uq (7.2)

é uma EDP envolvendo a derivada de Schwarz que possui destaque nos estudos de simetrias

de Lie envolvendo EDPs por admitir grande número de simetrias locais. Essas simetrias,

encontradas em [1] e [11], formam álgebra 6-dimensional gerada por

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ ❇

❇t ,X3 ✏ ❇
❇u,X4 ✏ u

❇
❇u,X5 ✏ u2 ❇

❇u,X6 ✏ t
❇
❇t �

1
3
x
❇
❇x. (7.3)

A equação (7.2) envolvendo o Schwarziano, é um caso particular da equação de

Krichever-Novikov e a equação mais geral da forma

ut ✏ F ♣t, x, u, ux, uxx, uxxxq (7.4)



Capítulo 7. O Schwarziano e equações diferenciais parciais 91

a ser invariante por tal álgebra. De fato, considere uma EDP da forma (7.4). Note

que a invariança de (7.4) por X1, X2, X3 mostra que F ♣t, x, u, ux, uxx, uxxxq independe

explicitamente das variáveis t, x e u, reduzindo (7.4) a

ut ✏ F ♣ux, uxx, uxxxq. (7.5)

Observe que, levando em conta somente os termos ut, ux, uxx e uxxx envolvidos em (7.5), a

extensão de X4 até a terceira ordem é X♣3q
4 ✏ ut

❇
❇ut

� ux

❇
❇ux

� uxx

❇
❇uxx

� uxxx

❇
❇uxxx

� ...,

assim

X
♣3q
4 ♣ut ✁ F ♣ux, uxx, uxxxqq

✞✞✞✞
♣7.5q

✏ 0

implica em

F ✁ uxFux
✁ uxxFuxx

✁ uxxxFuxxx
✏ 0.

Resolvendo a EDP acima, obtêm-se

c ✏ uxx

ux

, w ✏ uxxx

ux

, v ✏ F

ux

, (7.6)

que implica na solução F ✏ g♣c, wqux, no qual g é uma função arbitrária de c e w. Portanto,

(7.5) se reduz a

ut ✏ g♣c, wqux. (7.7)

Olhando para X♣3q
5 ✏ 2uut

❇
❇ut

�2uux

❇
❇ux

�2♣u2
x�uuxxq ❇

❇uxx

�2♣3uxuxx�uuxxxq ❇
❇uxxx

�...,
tem-se que

X
♣3q
5 ♣ut ✁ g♣c, wquxq

✞✞✞✞
♣7.7q

✏ 0.

Aplicando a regra da cadeia em g♣c, wq, em que c e w são dados em (7.6), obtemos a

seguinte EDP:

gc � 3cgw ✏ 0,

cuja resolução nos dá

k ✏ w ✁ 3
2
c2 ✏ uxxx

ux

✁ 3
2

✂
uxx

ux

✡2

✏ S♣uq, (7.8)

S♣uq é a derivada de Schwarz. Desse modo, temos a solução da EDP dada por g ✏ f♣kq ✏
f♣S♣uqq e f é uma função arbitrária do Schwarziano. Assim, (7.7) se torna

ut ✏ f♣S♣uqqux. (7.9)

A equação (7.9) é a equação mais geral da forma (7.4) admitindo álgebra gerada

por X1, X2, X3, X4 e X5 dados em (7.3). Finalmente, com operador X♣3q
6 ✏ ✁ut

❇
❇ut

✁
1
3
ux

❇
❇ux

✁ 2
3
uxx

❇
❇uxx

✁ uxxx

❇
❇uxxx

� ... obtemos

X
♣3q
6 ♣ut ✁ S♣uquxq

✞✞✞✞
♣7.7q

✏ 0,
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que através do uso da regra da cadeia em S♣uq resulta na seguinte EDO:

f♣S♣uqq ✁ S♣uqf ✶♣S♣uqq ✏ 0 ùñ f♣S♣uqq ✏ αS♣uq, (7.10)

em que α ✏ cte. Portanto, substituindo f♣S♣uqq dada em (7.10) na equação (7.9) obtemos

ut ✏ αS♣uqux. (7.11)

A equação (7.11) com α ✏ 1 é a equação (7.2). Podemos facilmente reduzir a

equação (7.11) a (7.2) utilizando a seguinte transformação

t̄ ✏ αt, x̄ ✏ x, ū ✏ u. (7.12)

Portanto, concluímos que a álgebra gerada por (7.3) especifica a equação Schwarziana de

Korteweg–de Vries, ou seja, (7.2) é a equação mais geral da forma (7.4) admitindo (7.3).

Outra equação da forma (7.4), envolvendo o Schwarziano e que admite também

uma álgebra de 6-dimensional, porém gerada por outros operadores, é dada por

ut ✏ S♣uq
♣uxq2 (7.13)

e admite as seguintes simetrias:

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ ❇

❇t ,X3 ✏ ❇
❇u,X4 ✏ x

❇
❇x,X5 ✏ x2 ❇

❇x,X6 ✏ 3t
❇
❇t � u

❇
❇u. (7.14)

Observe que, esses geradores de simetrias de Lie são semelhantes aos geradores

admitidos pela equação SKdV em (7.3) com a diferença que em X4, X5 e X6 a variável

dependente (u) é trocada com variável independente (x) e isso produziu uma equação

diferencial diferente.

Uma terceira equação da forma (7.4) envolvendo a derivada de Schwarz é dada

pela forma aparentemente mais simples

ut ✏ S♣uq, (7.15)

em que u ✏ u♣t, xq. Note que, ao contrário de (7.2) e (7.13), quando realizados os cálculos

de simetrias da equação (7.15), é encontrada uma álgebra de dimensão 5, a saber

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ ❇

❇t ,X3 ✏ ❇
❇u,X4 ✏ x

❇
❇x ✁ 2u

❇
❇u,X5 ✏ t

❇
❇t � u

❇
❇u. (7.16)

Por outro lado, a equação mais geral da forma (7.4) admitindo tais simetrias é

ut ✏
✂
uxx

ux

✡2

f

✂
uxxxux

♣uxxq2
✡
, (7.17)

no qual (7.15) é um caso particular de (7.17) para f ✏
✒
✁3

2
� uxxxux

♣uxxq2
✚
, ou seja, a equação

(7.17) juntamente com as simetrias (7.16) nos induz a pensar que está faltando pelo menos
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uma simetria de (7.15) em (7.16), todavia ao realizar um cálculo "braçal" utilizando os

procedimentos para exibir as simetrias de Lie de uma equação diferencial em [4] e [29]

ou até mesmo por meios computacionais, se chegará a uma álgebra 5-dimensional como

em (7.16). Isso, nos leva a concluir que, existem equações diferenciais (parciais) que não

podem ser completamente especificadas pela álgebra a qual admite.

7.2 Sistemas de EDP envolvendo o Schwarziano

Na seção anterior, vimos que a equação Schwarziana de Korteweg–de Vries

ut

ux

✏ uxxx

ux

✁ 3
2

✂
uxx

ux

✡2

✏ S♣uq (7.18)

é a EDP mais geral, envolvendo a derivada de Schwarz, que admite álgebra 6-dimensional

gerada por

X1 ✏ ❇
❇x,X2 ✏ ❇

❇t ,X3 ✏ ❇
❇u,X4 ✏ u

❇
❇u,X5 ✏ u2 ❇

❇u,X6 ✏ 3t
❇
❇t � x

❇
❇x. (7.19)

Considerando a álgebra acima, vamos buscar um sistema de EDP da forma★
ut ✏ F ♣t, x, u, v, ux, vx, uxx, vxx, uxxx, vxxxq,
vt ✏ G♣t, x, u, v, ux, vx, uxx, vxx, uxxx, vxxxq,

(7.20)

admitindo os seguintes geradores

Y1 ✏ ❇
❇t , Y2 ✏ ❇

❇x, Y3 ✏ ❇
❇u, Y4 ✏ ❇

❇v , Y5 ✏ u
❇
❇u, Y6 ✏ v

❇
❇v ,

Y7 ✏ u2 ❇
❇u, Y8 ✏ v2 ❇

❇v , Y9 ✏ 3t
❇
❇t � x

❇
❇x.

(7.21)

Note que a invariança de (7.20) por Y1, Y2, Y3, Y4 mostra que F e G independem explicita-

mente das variáveis t, x, u e v, reduzindo (7.20) a★
ut ✏ F ♣ux, vx, uxx, vxx, uxxx, vxxxq,
vt ✏ G♣ux, vx, uxx, vxx, uxxx, vxxxq.

(7.22)

Considerando o gerador Y5 e seu prolongamento até a terceira derivada Y ♣3q
5 ✏

u
❇
❇u � ut

❇
❇ut

� ux

❇
❇ux

� uxx

❇
❇uxx

� uxxx

❇
❇uxxx

� ..., aplicando a condição de invariança às

equações (7.22) obtemos

Y
♣3q

5 ♣ut ✁ F ♣ux, vx, uxx, vxx, uxxx, vxxxqq
✞✞✞✞
♣7.22q

✏ 0, (7.23)

Y
♣3q

5 ♣vt ✁G♣ux, vx, uxx, vxx, uxxx, vxxxqq
✞✞✞✞
♣7.22q

✏ 0, (7.24)
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que resulta nas seguintes equações diferenciais parciais lineares de primeira ordem:

F ✁ uxFux
✁ uxxFuxx

✁ uxxxFuxxx
✏ 0, (7.25)

uxGux
� uxxGuxx

� uxxxGuxxx
✏ 0. (7.26)

Resolvendo a equação (7.25) obtemos α1 ✏ uxx

ux

, α2 ✏ uxxx

ux

e α1 ✏ F

ux

, que implica na

solução de (7.25)

F ✏ uxF1♣α1α2, vx, vxx, vxxxq.
Da mesma forma, de (7.26) obtemos α1 ✏ uxx

ux

e α2 ✏ uxxx

ux

, que implica na solução de

(7.26)

G ✏ G1♣α1α2, vx, vxx, vxxxq,
logo, ★

ut ✏ uxF1♣α1α2, vx, vxx, vxxxq,
vt ✏ G1♣α1α2, vx, vxx, vxxxq.

(7.27)

O análogo é feito para Y6 e o prolongamento Y ♣3q
6 ✏ v

❇
❇v � vt

❇
❇vt

� vx

❇
❇vx

� vxx

❇
❇vxx

�

vxxx

❇
❇vxxx

� ..., temos

Y
♣3q

6 ♣ut ✁ uxF1♣α1α2, vx, vxx, vxxxqq
✞✞✞✞
♣7.27q

✏ 0, (7.28)

Y
♣3q

6 ♣vt ✁G1♣α1α2, vx, vxx, vxxxqq
✞✞✞✞
♣7.27q

✏ 0, (7.29)

que resulta nas seguintes equações diferenciais parciais de primeira ordem:

vxF1vx
� vxxF1vxx

� vxxxF1vxxx
✏ 0, (7.30)

G1 ✁ vxG1vx
✁ vxxG1vxx

✁ vxxxG1vxxx
✏ 0. (7.31)

Resolvendo a equação (7.30) obtemos β1 ✏ vxx

vx

e β2 ✏ vxxx

vx

que implica na solução de

(7.30)

F1 ✏ F2♣α1α2, β1, β2q.

Da mesma forma, de (7.31) obtemos β1 ✏ vxx

vx

, β2 ✏ vxxx

vx

e β3 ✏ G1

vx

que implica na solução

de (7.31)

G1 ✏ vxG2♣α1α2, β1, β2q,
logo, ★

ut ✏ uxF2♣α1α2, β1, β2q,
vt ✏ vxG2♣α1α2, β1, β2q.

(7.32)
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De Y ♣3q
7 ✏ u2 ❇

❇u � 2uut

❇
❇ut

� 2uux

❇
❇ux

� 2♣u2
x � uuxxq ❇

❇uxx

� ♣6uxuxx � 2uuxxxq ❇
❇uxxx

� ...

em (7.32), obtemos

Y
♣3q

7 ♣ut ✁ uxF2♣α1α2, β1, β2qq
✞✞✞✞
♣7.32q

✏ 0, (7.33)

Y
♣3q

7 ♣vt ✁ vxG2♣α1α2, β1, β2qq
✞✞✞✞
♣7.32q

✏ 0, (7.34)

e então as seguintes EDPs

F2α1
� 3α1F2α2

✏ 0, (7.35)

G2α1
� 3α1G2α2

✏ 0, (7.36)

que resolvendo ambas equações chega-se a α4 ✏ S♣uq, em que S♣uq é a derivada de Schwarz,

e assim a solução de (7.35) e (7.36) são, respectivamente,

F2 ✏ F3♣α4, β1, β2q ✏ F3♣S♣uq, β1, β2q e G2 ✏ G3♣α4, β1, β2q ✏ G3♣S♣uq, β1, β2q,

assim, ★
ut ✏ uxF3♣S♣uq, β1, β2q,
vt ✏ vxG3♣S♣uq, β1, β2q.

(7.37)

Analogamente, aplicando Y ♣3q
8 ✏ v2 ❇

❇v �2vvt

❇
❇vt

�2vvx

❇
❇vx

�2♣v2
x�vvxxq ❇

❇vxx

�♣6vxvxx�

2vvxxxq ❇
❇vxxx

� ... a (7.37), obtemos as seguintes EDPs

F3β1
� 3β1F3β2

✏ 0, (7.38)

G3β1
� 3β1G3β2

✏ 0, (7.39)

cujas soluções são dadas, respectivamente, por

F3 ✏ F4♣S♣uq, S♣vqq e G3 ✏ G4♣S♣uq, S♣vqq,

assim, ★
ut ✏ uxF4♣S♣uq, S♣vqq,
vt ✏ vxG4♣S♣uq, S♣vqq.

(7.40)

Finalmente, Y ♣3q
9 ✏ 3t

❇
❇t � x

❇
❇x ✁ 3ut

❇
❇ut

✁ ux

❇
❇ux

✁ 2uxx

❇
❇uxx

✁ 3uxxx

❇
❇uxxx

✁

3vt

❇
❇vt

✁ vx

❇
❇vx

✁ 2vxx

❇
❇vxx

✁ 3vxxx

❇
❇vxxx

� ... aplicado a (7.40), tomando α4 ✏ S♣uq e

β4 ✏ S♣vq, obtemos

Y
♣3q

9 ♣ut ✁ uxF4♣α4, β4qq
✞✞✞✞
♣7.40q

✏ 0, (7.41)

Y
♣3q

9 ♣vt ✁ vxG4♣α4, β4qq
✞✞✞✞
♣7.40q

✏ 0, (7.42)
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que resulta nas seguintes EDPs, respectivamente:

✁F4 � α4F4α4
� β4F4β4

✏ 0, (7.43)

✁G4 � α4G4α4
� β4G4β4

✏ 0. (7.44)

Resolvendo a equação (7.43) obtemos o seguinte

λ1 ✏ α4

β4

e λ2 ✏ F4

β4

,

e portanto a solução de (7.43) é

F4 ✏ S♣vqf
✂
S♣uq
S♣vq

✡
.

Da mesma forma, resolvendo a equação (7.44) obtemos o seguinte

λ3 ✏ β4

α4

e λ4 ✏ G4

α4

,

e então a solução de (7.44) é

G4 ✏ S♣uqg
✂
S♣vq
S♣uq

✡
.

Com isso, concluímos com o seguinte teorema.

Teorema 20. O sistema de EDPs da forma ♣7.20q mais geral admitida pelos gera-

dores de simetria ♣7.21q é dado por✩✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✪

ut

ux

✏ S♣vqf
✂
S♣uq
S♣vq

✡
,

vt

vx

✏ S♣uqg
✂
S♣vq
S♣uq

✡
.

(7.45)

• Se f ✏ g ✏ 1, então temos o sistema envolvendo equações semelhantes à

equação de SKdV ★
ut ✏ S♣vqux,

vt ✏ S♣uqvx.
(7.46)

• Seja α ✏ S♣uq
S♣vq e β ✏ S♣vq

S♣uq . Se f♣αq ✏ α e g♣βq ✏ β, temos um sistema

desacoplado de equações de SKdV.

Os resultados das seções 7.1 e 7.2 foram publicados em [9].
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7.3 Generalização da equação de Kummer-Schwarz para EDP hi-

perbólicas

No capítulo 3, estudamos algumas generalizações da EKSG no âmbito de Equações

Diferenciais Ordinárias, por exemplo, a equação (2.65) S♣yq ✏ f♣yq♣y✶q2. Nesta seção vamos

propor uma generalização no âmbito de Equações Diferenciais Parciais, esta generalização

se dá por trocar y♣xq, que depende de apenas uma variável, por u♣t, xq e substituir o termo

♣y✶q2 na equação (2.65), pela derivada parcial de segunda ordem de u♣t, xq com relação à t

(utt), isto é:

S♣uq ✏ f♣uqutt (7.47)

em que S♣uq é o Schwarziano. Primeiramente, vamos encontrar o grupo contínuo de

equivalência da equação (7.47), com f♣uq ✘ 0 (caso contrário teremos a equação de EKS

já estudada). Em seguida, encontraremos os geradores de simetrias de Lie desta equação.

7.3.1 Cálculo do grupo contínuo de equivalência da EDP

Nesta seção, vamos calcular o grupo contínuo de equivalência da EDP (7.47) seguindo

de modo análogo ao procedimento adotado no capítulo 4, em [23], [30] e [31]. Seja Y o

gerador de um grupo de equivalência de (7.47) dado por

Y ✏ ξ1♣t, x, uq ❇❇t � ξ2♣t, x, uq ❇❇x � η♣t, x, uq ❇❇u � µ♣t, x, u, fq ❇❇f , (7.48)

e sua prolongação Ỹ

Ỹ ✏ Y � η♣1q1

❇
❇ut

� η♣1q2

❇
❇ux

� η♣2q11

❇
❇utt

� η♣2q22

❇
❇utt

� η♣3q222

❇
❇uxxx

�ω1

❇
❇ft

�ω2

❇
❇fx

� ... (7.49)

Considere o sistema associado à EDP (7.47):✩✬✬✬✫
✬✬✬✪

✁uttf♣t, x, uq � uxxx

ux

✁ 3
2
♣uxxq2
♣uxq2 ✏ 0,

ft ✏ 0, fx ✏ 0,

(7.50)

com η♣0q ✏ η, η♣1qi e η♣kqi1i2...ik
dadas em [4]

η
♣1q
i ✏ Diη ✁ ujDiξj, (7.51)

η
♣kq
i1i2...ik

✏ Dik
η♣k✁1q ✁ ui1i2...ik✁1jDik

ξj, (7.52)

e ω1 e ω2 dados, respectivamente, por

ω1 ✏ D̃tµ✁ ftD̃tξ1 ✁ fxD̃tξ2 ✁ fuD̃tη ✏ µt ✁ fuηt, (7.53)

ω2 ✏ D̃xµ✁ ftD̃xξ1 ✁ fxD̃xξ2 ✁ fuD̃xη ✏ µx ✁ fuηx, (7.54)
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em que D̃t ✏ ❇
❇t � ft

❇
❇f ✏ ❇

❇t e D̃x ✏ ❇
❇x � fx

❇
❇f ✏ ❇

❇x . As condições de invariança do

sistema (7.50) são dadas pelas seguintes equações:

Ỹ

✂
✁uttf♣t, x, uq � uxxx

ux

✁ 3
2
♣uxxq2
♣uxq2

✡ ✞✞✞✞
♣7.50q

✏ 0, (7.55)

Ỹ ♣ftq |♣7.50q✏ 0, Ỹ ♣fxq |♣7.50q✏ 0. (7.56)

Das equações (7.56) e considerando que f e f ✶ são agora algebricamente

independentes, conclui-se que

ω1 ✏ 0 ùñ µt ✏ 0 e ηt ✏ 0,

ω2 ✏ 0 ùñ µx ✏ 0 e ηx ✏ 0,

isto significa que

η ✏ η♣uq e µ ✏ µ♣u, fq. (7.57)

Olhando para a equação (7.55), temos:

η
♣1q
2

✂
✁ uxxx

♣uxq2 � 3
♣uxxq2
♣uxq3

✡
✁ µ

f

✂
uxxx

ux

✁ 3
2
♣uxxq2
♣uxq2

✡
✁ fη♣2q

11 ✁ 3η♣2q
22

uxx

♣uxq2 �
η

♣3q
222

ux

✏ 0, (7.58)

para soluções de (7.50). Utilizando o que encontramos em (7.57) e os valores de η♣1q
2 , η

♣2q
11 , η

♣2q
22

e η♣3q
222 em (7.51) e (7.52), temos:✂

ηu ✁ 2ξ2x � 2ξ1t ✁ µ

f

✡
uxxx

ux

� ξ1x

utuxxx

♣uxq2 ✁ 2ξ2uuxxx � 3ξ1u

utuxxx

ux

�

✂
3ξ2x � 3µ

2f
� 3

2
ηu ✁ 3ξ1t

✡ ♣uxxq2
♣uxq2 ✁ 3ξ1x

ut♣uxxq2
♣uxq3 � 3

2
ξ2u

♣uxxq2
ux

✁ 15
2
ξ1u

ut♣uxxq2
♣uxq2 �

♣ξ1ttf ✁ 3ξ1xxuqut � ♣ξ2ttf ✁ 3ξ2xxuqux � ♣2ξ2tf ✁ 6ξ1xuqutx � ♣2ξ1tu ✁ ηuuqf♣utq2�

♣2ξ2tuf ✁ 3ξ1xuuqutux � ξ1uuf♣utq3 � ξ2uuf♣utq2ux � 2ξ2uututx � 3ξ1xx

utuxx

♣uxq2�

6ξ1x

utxuxx

♣uxq2 ✁ 3ξ2xuuxx � 3ξ1xu

utuxx

ux

✁ 3ξ2uuuxuxx � 3ξ1u

ut♣uxxq2
ux

�

3ξ1u

utxuxx

ux

✁ ξ2xxx ✁ ξ1xxx

ut

ux

✁ 3ξ1xx

utx

ux

♣✁3ξ2xuu � ηuuuq ♣uxq2 ✁ ξ2uuu♣uxq3✁

ξ1uuuut♣uxq2 ✁ 3ξ1uuuxutx ✁ 3ξ1x

utxx

ux

✁ 3ξ1uutxx ✏ 0.

(7.59)

De (7.59) obtemos uma identidade em ut, ux, ♣uxq2, utux,
uxx

ux

, .... Observando

os coeficientes de utxx e
utxx

ux

obtemos que ξ1u ✏ ξ1x ✏ 0 e isto implica que ξ1 ✏ ξ1♣tq. Da



Capítulo 7. O Schwarziano e equações diferenciais parciais 99

mesma forma, os coeficientes de uxxx e utx, considerando que f♣uq ✘ 0 produz ξ2u ✏ ξ2t ✏ 0

e assim, ξ2 ✏ ξ2♣xq. Substituindo o que encontramos em (7.59) obteremos as seguintes

equações determinantes:

η
µ

f
� 2ξ2x � ηu ✁ 2ξ1t ✏ 0, (7.60a)

ξ2xxx ✏ 0, (7.60b)

ξ1tt ✏ 0, (7.60c)

ηuu ✏ 0. (7.60d)

Derivando (7.60a) com relação a x, obtemos ξ2xx ✏ 0, isso implica em ξ2 ✏
α1x� α2 em que α1, α2 ✏ cte, com isso, (7.60b) está satisfeita. Da equação (7.60c), temos

que ξ1 ✏ α3t� α4 com α3, α4 ✏ cte e da equação (7.60d) obtemos η ✏ α5u� α6, em que

α5, α6 ✏ cte. Finalmente, substituindo o que temos em (7.60a) obtemos o valor de µ dado

por µ ✏ ♣✁2α1 � 2α3 ✁ α5qf . Portanto, os geradores de grupo de equivalência são:

X1 ✏ x
❇
❇x ✁ 2f

❇
❇f ,X2 ✏ ❇

❇x,X3 ✏ t
❇
❇t � 2f

❇
❇f ,

X4 ✏ ❇
❇t ,X5 ✏ u

❇
❇u ✁ f

❇
❇f ,X6 ✏ ❇

❇u.
(7.61)

7.3.2 Cálculo das Simetrias de Lie da EDP

Teorema 21. A equação ♣7.47q

S♣uq ✏ f♣uqutt

admite as simetrias de Lie dadas na tabela a seguir.

Tabela 5 – Simetrias da equação S♣uq ✏ f♣uqutt

valores de f♣uq Simetrias de Lie

f♣uq arbitrária X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � x❇x

f♣uq ✏ k ✏ cte
X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � x❇x

X4 ✏ ❇u, X5 ✏ t❇u, X6 ✏ t❇t � 2u❇u

f♣uq ✏ c♣au � bq
1

a , a ✘

✧
1

3
, 0

✯
X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � x❇x

X4 ✏ ♣1 � aqt❇t � 2♣au � bq❇u

f♣uq ✏ ceu X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � x❇x

X4 ✏ t❇t � 2b❇u

f♣uq ✏ c

✂
1

3
u � b

✡
3 X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � x❇x

X4 ✏ 2t❇t � ♣u � 3bq❇u, X5 ✏ t2❇t � ♣u � 3bqt❇u

Demonstração. Considere o gerador de simetria de Lie prolongado até a terceira ordem

X♣3q ✏ ξ1❇t � ξ2❇x � η❇u � η
♣1q
1 ❇ut

� η
♣1q
2 ❇ux

� η
♣2q
11 ❇utt

� η
♣2q
22 ❇uxx

� η
♣3q
222❇uxxx

� ...
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Aplicando à equação (7.47) a condição de invariança (2.4)

X♣3q ♣S♣uq ✁ f♣uquttq ✏ 0 quando S♣uq ✏ f♣uqutt,

obtemos

✁ηf
✶♣uq
f♣uq

uxxx

ux

� 3
2
η
f ✶♣uq
f♣uq

♣uxxq2
♣uxq2 ✁η

♣1q
2

uxxx

♣uxq2 �3η♣1q
2

♣uxxq2
♣uxq3 ✁f♣uqη

♣2q
11 ✁3η♣2q

22

uxx

♣uxq2 �
η

♣3q
222

ux

✏ 0,

(7.62)

para as soluções de (7.47).

Observação 3. Os infinitesimais η♣1q
1 , η

♣1q
2 , η

♣2q
11 , η

♣2q
22 e η♣3q

222, utilizados nos cálculos a seguir,

foram colocados, de forma explícita, no Apêndice B.

Assim, substituindo (7.51) e (7.52) em (7.62) obtemos✂
✁ηf

✶♣uq
f♣uq ✁ 2ξ2x ✁ ηu � 2ξ1t

✡
uxxx

ux

�
✂

3
2
η � 3ξ2x ✁ 3ξ1t � 3

2
ηu

✡ ♣uxxq2
♣uxq2 �

✁ηx

uxxx

♣uxq2 � ξ1x

utuxxx

♣uxq2 ✁ 2ξ2uuxxx � 3ξ1u

utuxxx

ux

� 3ηx

♣uxxq2
♣uxq3 ✁ 3ξ1x

ut♣uxxq2
♣uxq3 �

3
2
ξ2u

♣uxxq2
ux

✁ 9
2
ξ1u

ut♣uxxq2
♣uxq2 � ♣✁ηttf♣uq � 3ηxxu ✁ ξ2xxxq�

♣ξ1ttf♣uq ✁ 2ηtuf♣uq ✁ 3ξ1xxuqut � ♣ξ2ttf♣uq � 3ηxuu ✁ 3ξ2xxuqux�

♣2ξ2tf♣uq ✁ 6ξ1xuqutx � ♣2ξ1tu ✁ ηuuq f♣uq♣utq2 � ♣2ξ2tuf♣uq ✁ 3ξ1xuuqutux�

ξ1uuf♣uq♣utq3 � ξ2uuf♣uq♣utq2ux � 2ξ2uf♣uqututx ✁ 3ηxx

uxx

♣uxq2 ✁ 3ηxu

uxx

ux

�

3ξ1xx

utuxx

♣uxq2 � 6ξ1x

utxuxx

♣uxq2 ✁ 3ξ2xuuxx � 3ξ1xu

utuxx

ux

✁ 3ξ2uuuxuxx�

3ξ1u

utxuxx

ux

� ηxxx

1
ux

✁ ξ1xxx

ut

ux

✁ 3ξ1xx

utx

ux

�

♣ηuuu ✁ 3ξ2xuuq ♣uxq2 ✁ ξ2uuu♣uxq3 ✁ ξ1uuuut♣uxq2 ✁ 3ξ1uuuxutx ✁ 3ξ1x

utxx

ux

✁ 3ξ1uutxx ✏ 0

(7.63)

De (7.63) obtemos uma identidade em ut, ux, ♣uxq2, utux,
uxx

ux

, .... Observando os

coeficientes de utxx e
utxx

ux

concluímos que ξ1x ✏ ξ1u ✏ 0 e isso implica ξ1 ✏ ξ1♣tq. Da mesma

forma, os coeficientes de uxxx e utx, considerando que f♣uq ✘ 0 produzem ξ2t ✏ ξ2u ✏ 0,

e assim, ξ2 ✏ ξ2♣xq. De
♣uxxq2
♣uxq3 temos ηx ✏ 0, logo, η ✏ η♣t, uq. Substituindo o que
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encontramos em (7.63) obteremos, resumidamente, as seguintes equações determinantes:

η
f ✶♣uq
f♣uq � 2ξ2x � ηu ✁ 2ξ1t ✏ 0, (7.64a)

ηttf♣uq � ξ2xxx ✏ 0, (7.64b)

ηuu ✏ 0, (7.64c)

ξ1tt ✁ 2ηtu ✏ 0. (7.64d)

Derivando (7.64a) com relação a x, obtemos ξ2xx ✏ 0, isso implica em ξ2 ✏
α1x�α2 em que α1, α2 ✏ cte. A equação (7.64b) se torna ηtt ✏ 0, ou seja, η ✏ a♣uqt� b♣uq.
Substituindo η em (7.64c) obtemos a✷♣uqt � b✷♣uq ✏ 0, assim, a✷♣uq ✏ 0 e b✷♣uq ✏ 0,

logo a♣uq ✏ α3u � α4 e b♣uq ✏ α5u � α6 em que α3, α4, α5, α6 ✏ cte, com isso, η ✏
α3ut� α4t� α5u� α6. Substituindo o que temos até aqui em (7.64d) obtemos

ξ✷1♣tq ✁ 2α3 ✏ 0 ùñ ξ1 ✏ α3t
2 � α7t� α8,

em que α7, α8 ✏ cte. Finalmente, substituindo em (7.64a)

♣α3ut� α4t� α5u� α6qf
✶♣uq
f♣uq ✁ 3α3t� α5 � 2α1 ✁ 2α7 ✏ 0 (7.65)

• Suponha f ✶♣uq ✏ 0, isto é, f♣uq ✏ k ✏ cte ✘ 0, de (7.65) obtemos α3 ✏ 0 e

α7 ✏ α5

2
� α1, dessa forma

✩✬✬✫
✬✬✪

ξ1♣tq ✏
✁
α1 � α5

2

✠
t� α8,

ξ2♣xq ✏ α1x� α2,

η♣t, uq ✏ α4t� α5u� α6.

Portanto, a EDP S♣uq ✏ kutt admite álgebra de Lie 6-dimensional gerada por

X1 ✏ ❇
❇t ,X2 ✏ ❇

❇x,X3 ✏ t
❇
❇t � x

❇
❇x,X4 ✏ ❇

❇u,X5 ✏ t
❇
❇u,X6 ✏ t

❇
❇t � 2u

❇
❇u.(7.66)

• Suponha f ✶♣uq ✘ 0. Derivando a equação (7.65) com relação à t obtemos

♣α3u� α4qf
✶♣uq
f♣uq ✁ 3α3 ✏ 0,

como f ✶♣uq ✘ 0, podemos reescrever a equação acima como

♣α3u� α4q ✁ 3α3

f♣uq
f ✶♣uq ✏ 0. (7.67)

Derivando (7.67) duas vezes com relação a u, obtemos α3

✂
f♣uq
f ✶♣uq

✡✷

✏ 0, o que

significa

α3 ✏ 0 ou
✂
f♣uq
f ✶♣uq

✡✷

✏ 0.
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✆ Suponha
✂
f♣uq
f ✶♣uq

✡✷

✘ 0, logo α3 ✏ 0. Substituindo em (7.67) temos α4 ✏ 0,

dessa forma (7.65) se torna

♣α5u� α6qf
✶♣uq
f♣uq � ♣α5 � 2α1 ✁ 2α7q ✏ 0.

Multiplicando a equação acima por f♣uq e dividindo por f ✶♣uq obtemos

♣α5u� α6q � ♣α5 � 2α1 ✁ 2α7q f♣uq
f ✶♣uq ✏ 0. (7.68)

Derivando duas vezes a equação (7.68) com relação a u obtemos

♣α5 � 2α1 ✁ 2α7q
✂
f♣uq
f ✶♣uq

✡✷

✏ 0,

como
✂
f♣uq
f ✶♣uq

✡✷

✘ 0 então α7 ✏ α1 � α5

2
que substituindo em (7.68) produz

α5 ✏ α6 ✏ 0. Assim, para f♣uq arbitrária temos:✩✬✫
✬✪

ξ1♣tq ✏ α1t� α8,

ξ2♣xq ✏ α1x� α2,

η♣t, uq ✏ 0.

Portanto, a EDP S♣uq ✏ f♣uqutt admite álgebra de Lie 3-dimensional gerada por

X1 ✏ ❇
❇t ,X2 ✏ ❇

❇x,X3 ✏ t
❇
❇t � x

❇
❇x. (7.69)

✆ Suponha
✂
f♣uq
f ✶♣uq

✡✷

✏ 0, ou seja,

f♣uq
f ✶♣uq ✏ au� b, (7.70)

com a, b ✏ cte, cuja solução para a ✘ 0 é dada por

f♣uq ✏ c♣au� bq 1

a , (7.71)

em que c ✏ cte, e a solução para a ✏ 0 é

f♣uq ✏ ce
u
b , (7.72)

em que c ✏ cte e b ✘ 0.

✌ Seja a ✘ 0. Substituindo (7.71) em (7.67)

α3♣1 ✁ 3aqu� ♣α4 ✁ 3α3bq ✏ 0, (7.73)

isso implica α3♣1 ✁ 3aq ✏ 0, e α4 ✏ 3α3b. Desse modo, temos dois casos a considerar

a ✘ 1
3

, que implica α3 ✏ 0 e a ✏ 1
3

.
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❞ Se a ✘ 1
3

, então α3 ✏ 0 e neste caso α4 ✏ 0. Voltando para (7.65) obtemos

α5u� α6 � ♣α5 � 2α1 ✁ 2α7q♣au� bq ✏ 0,

ou seja,

♣♣1� aqα5 � ♣2α1 ✁ 2α7qaqu� ♣α6 � ♣α5 � 2α1 ✁ 2α7qbq ✏ 0. (7.74)

Como a ✘ 0, a equação (7.74) implica em α7 ✏ ♣1� aqα5

2a
� α1 e α6 ✏ α5

b

a
. Assim,

para f♣uq ✏ c♣au� bq 1

a e a ✘
✧

1
3
, 0
✯

temos:

✩✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✪

ξ1♣tq ✏
✂♣1� aqα5

2a
� α1

✡
t� α8,

ξ2♣xq ✏ α1x� α2,

η♣t, uq ✏ α5

✂
u� b

a

✡
.

Portanto, a EDP S♣uq ✏ c♣au � bq 1

autt, com a ✘
✧

1
3
, 0
✯

, admite álgebra de Lie

4-dimensional gerada por

X1 ✏ ❇
❇t ,X2 ✏ ❇

❇x,X3 ✏ t
❇
❇t � x

❇
❇x e X4 ✏ ♣1� aqt ❇❇t � 2♣au� bq ❇❇u. (7.75)

✌ Se a ✏ 0, teremos f♣uq dada em (7.72). De (7.65) temos que

α5u� α6 � ♣α5 � 2α1 ✁ 2α7qb ✏ 0

e daí, α5 ✏ 0 e α7 ✏ α1 � α6

2b
. Dessa forma,

✩✬✬✫
✬✬✪

ξ1♣tq ✏
✁
α1 � α6

2b

✠
t� α8,

ξ2♣xq ✏ α1x� α2,

η♣t, uq ✏ α6.

Portanto, as simetrias admitidas por S♣uq ✏ ceuutt são

X1 ✏ ❇
❇t ,X2 ✏ ❇

❇x,X3 ✏ t
❇
❇t � x

❇
❇x e X4 ✏ t

❇
❇t � 2b

❇
❇u. (7.76)

❞ Se a ✏ 1
3

, temos de (7.71) que α4 ✏ 3α3b. Voltando a (7.65)

2
3
♣2α5 � α1 ✁ α7qu� α6 � ♣α5 � 2α1 ✁ 2α7qb ✏ 0. (7.77)
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Da equação (7.77), α7 ✏ 2α5 � α1 e α6 ✏ 3α5b. Assim,✩✬✫
✬✪

ξ1♣tq ✏ α3t
2 � ♣2α5 � α1qt� α8,

ξ2♣xq ✏ α1x� α2,

η♣t, uq ✏ α3♣u� 3bqt� α5♣u� 3bq.

Portanto, a EDP S♣uq ✏ c

✂
1
3
u� b

✡3

utt, admite álgebra de Lie 5-dimensional

gerada por

X1 ✏ ❇
❇t ,X2 ✏ ❇

❇x,X3 ✏ t
❇
❇t � x

❇
❇x,

X4 ✏ 2t
❇
❇t � ♣u� 3bq ❇❇u,X5 ✏ t2

❇
❇t � ♣u� 3bqt ❇❇u.

(7.78)

Assim como com a equação (7.47) foi feito cálculo de simetrias de Lie para

a equação S♣uq ✏ f♣uq♣uttq2 e observou-se a generalização no expoente de utt, dada no

teorema a seguir.

Teorema 22. A equação

S♣uq ✏ f♣uq♣uttqn

admite as simetrias de Lie dadas na tabela 6.

Tabela 6 – Simetrias da equação S♣uq ✏ f♣uq♣uttqn, n ✘ 0, f ✘ 0

Valores de f♣uq Simetrias de Lie

f♣uq arbitrária X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � nx❇x

f♣uq ✏ k ✏ cte
X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � nx❇x

X4 ✏ ❇u, X5 ✏ t❇u, X6 ✏ t❇t � 2u❇u

f♣uq ✏ c♣au � bq
1

a , a ✘

✧
1

3
, 0

✯
X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � nx❇x

X4 ✏ ♣1 � naqt❇t � 2n♣au � bq❇u

f♣uq ✏ ceu X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � nx❇x

X4 ✏ t❇t � 2nb❇u

f♣uq ✏ c

✂
1

3n
u � b

✡
3n X1 ✏ ❇t, X2 ✏ ❇x, X3 ✏ t❇t � nx❇x

X4 ✏ 2t❇t � ♣u � 3nbq❇u, X5 ✏ t2❇t � ♣u � 3nbqt❇u

Demonstração. A prova desse teorema é feita de forma análoga ao que foi feito para o

caso n ✏ 1.

Neste capítulo, fizemos uma reflexão sobre algumas equações diferenciais parci-

ais envolvendo o Schwarziano e suas simetrias, vimos a partir daí que, apensar de uma

determinada equação admitir um certo conjunto de simetrias de Lie, tais simetrias não
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necessariamente irão especificar completamente aquela equação, grosso modo, nem sempre

temos um se, e somente se. Além disso, assim como fizemos com os sistemas de EDOs no

capítulo 6, ao utilizar as simetrias de Lie admitidas pela equação de SKdV, para encontrar

o sistema mais geral de um tipo de EDPs que admite tais geradores, encontramos sistemas

de equações que são uma boa generalização da equação de SKdV para sistemas, o que

nos faz pensar que geradores de simetrias admitidos por determinada equação envolvendo

o Schwarziano levam a sistemas de equações diferenciais semelhantes, mas, para provar

isto, seria necessário generalizar e não apenas utilizar exemplos. Por fim, propomos uma

generalização direta de um caso particular da equação EKSG, a saber, S♣yq ✏ f♣yq♣y✶q2

para o campo de EDPs e calculamos suas respectivas simetrias.

Os capítulos 6 e 7 são apenas um começo para amplos estudos que podem ser

feitos envolvendo equações e sistemas de equações diferenciais envolvendo a derivada de

Schwarz, muito ainda pode ser estudado para tais equações e sistemas, como por exemplo,

buscar leis de conservação e possíveis equivalências.



106

8 Considerações Finais

Ainda há muito o que estudar sobre equações envolvendo o Schwarziano, tanto no âmbito

real, quanto em análise complexa. Nesta tese, obtivemos resultados que certamente serão

úteis para estudos posteriores de modelos e equações envolvendo a EKSG. Esses resultados

simplificarão o trabalho de futuros pesquisadores interessados, visto que nossos resultados

envolvem a linearização de equações do tipo da EKSG, não só mostram um leque de EKSGs

que são linearizáveis a w✸♣tq ✏ 0 como também apresentam as respectivas transformações

que as linearizam. Uma vez que tais equações são linearizadas, podemos fazer uso de

numerosas ferramentas do campo das equações lineares. Além de apresentar ideias de novos

sistemas de equações diferenciais envolvendo o Schwarziano mostramos a impossibilidade

de um sistema geral de duas equações diferenciais envolvendo a derivada de Schwarz

possuírem o Lagrangiano, o que implica não ser possível aplicar o famoso Teorema de

Noether [27] para tais sistemas. A seguir, seguem, resumidamente, uma lista dos resultados

que obtivemos nesta tese:

• Teorema 5: As únicas equações da forma da EKSG linearizáveis a w✸♣tq ✏ 0 via

transformações de contato são: (3.1), (3.2) e (3.3) e as transformações que as

linearizam são respectivamente (3.4), (3.6) e (3.8);

• Teorema 6: As equações diferenciais da forma EKSG que são linearizáveis através da

mudança na variável dependente e independente a w✷♣tq ✏ 0 tem a forma (3.17) e as

transformações que linearizam são dadas por (3.18) e (3.19);

• Teorema 7: Grupo de equivalência da EKSG;

• Teorema 8: A equação (4.43) é equivalente a (4.45) através da transformação (4.31);

• Teorema 9: A equação (4.47) é equivalente a (4.48) através da transformação (4.41);

• Teorema 10: As equações (4.45) e (4.48) são equivalentes a Y
✸♣Xq ✏ 0 através da

transformação (4.63) e (4.65) respectivamente;

• Teorema 11: As equações (4.43) e (4.47) são equivalente a u✸♣tq ✏ 0 através da

transformação (4.67) e (4.69) respectivamente;

• Teorema 13: Excluindo-se os casos abordados nos teoremas 5 e 6, a EKSG admite,

para dados n e f♣y, y✶q, as simetrias de contato dadas na Tabela 2.

• Teorema 14: O sistema (6.16) determina as componentes ξ♣x, qjq e ηi♣x, qjq do

gerador de simetria de Lie X em (6.7) em que um conjunto de equações ωi em (6.6)

é dado.
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• Teorema 15: Simetrias de Lie do sistema (6.17);

• Teorema 16: Simetrias de Lie do sistema (6.35);

• Teorema 17: O sistema de terceira ordem da forma (6.51) mais geral admitindo

a álgebra sl♣2,Rq ✏ Span
✥
Y1 ✏ ❇x, Y2 ✏ x❇x, Y3 ✏ x2❇x

✭
envolve a derivada de

Schwarz e é dado por (6.52);

• Teorema 19: O sistema (6.66) não possui Lagrangiano para quaisquer que sejam

f♣u, v, ux, vx, uxx, vxxq e g♣u, v, ux, vx, uxx, vxxq. Em particular, os sistemas (6.17),

(6.35) e (6.52) não possuem Lagrangiano;

• Teorema 20: O sistema de EDPs da forma (7.20) mais geral admitida pelos geradores

de simetria (7.21) é dado por (7.45);

• Teorema 21: Simetrias de Lie de S♣uq ✏ f♣uqutt;

• Teorema 22: Simetrias de Lie de S♣uq ✏ f♣uqun
tt.

A partir desta tese, até o presente momento foram realizadas as seguintes publicações:

• Bozhkov, Y. D.; da Conceição, P. R. On the generalizations of the Kummer–Schwarz

equation. Nonlinear Analysis, Elsevier, v. 192, p. 111691, 2020.

• Bozhkov, Y. D.; da Conceição, P. R. Differential Equations Involving the Schwarzian

Derivative. AIP Conf. Proc. 2020, 12a conferência online AMiTaNS’20. No prelo.

Finalmente, esta tese abordou, sob as lentes da teoria de simetria de Sophus Lie, um

estudo aprofundado de equações diferenciais envolvendo o Schwarziano. Com esse estudo,

obtivemos resultados relevantes. Com o objetivo de ampliar posteriormente os estudos

referentes às equações diferenciais envolvendo a derivada de Schwarz, propomos uma

extensão da EKSG no campo dos complexos. Consideramos soluções complexas da EKSG,

isso é, soluções de
y✸

y✶
� ♣n1 � in2q

✂
y✷

y✶

✡2

✏ f♣y, y✶q, (8.1)

em que y : R ÝÑ C, ou seja, y♣xq é da forma y♣xq ✏ u♣xq � iv♣xq. A partir disso, fazendo

f♣y, y✶q ✏ f♣u� iv, u✶ � iv✶q ✏ U♣u, v, u✶, v✶q � iV ♣u, v, u✶, v✶q, reduzimos o estudo de (8.1)

ao de um sistema de duas equações diferenciais relacionado as partes real e imaginária, a

saber★
u✶u✸ ✁ v✶v✸ � n1♣u✷q2 ✁ 2n2u

✷v✷ ✁ n1♣v✷q2 ✏ U♣♣u✶q2 ✁ ♣v✶q2q ✁ 2V u✶v✶,

u✶v✸ � v✶u✸ � n2♣u✷q2 � 2n1u
✷v✷ ✁ n2♣v✷q2 ✏ V ♣♣u✶q2 ✁ ♣v✶q2q � 2Uu✶v✶.

(8.2)

O sistema acima é um sistema real de equações diferenciais. Para início da abordagem

podemos buscar um modo de simplificá-lo, utilizando grupos contínuos de equivalência,
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semelhante ao que foi realizado nesta tese e, posteriormente, buscar por simetrias de

contato e possíveis soluções de (8.1).
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APÊNDICE A – Cálculo das transformações

de contato do teorema 5

Este apêndice tem como objetivo expor o cálculo das transformações de contato

(3.4), (3.6) e (3.8) que linearizam, respectivamente, as equações diferenciais (3.1), (3.2) e

(3.3) à equação u✸♣tq ✏ 0. Para isso utilizamos o sistema de equações do teorema 3 de

Meleshko. Reescrevendo a equação (2.66) na forma (3.10)

y✸ � n

p
♣y✷q2 ✁ f♣y, pqp ✏ 0,

em que y✶ ✏ p, extraímos os valores das constantes a, b, c e d

a ✏ 0, b ✏ n

p
, c ✏ 0 e d ✏ ✁f♣y, pqp.

Considerando que a ✏ c ✏ 0, b ✏ b♣pq e d ✏ d♣y, pq, as equações (2.35)-(2.52) se reduzem à

ψx ✏ gH ✁ p ♣gϕy � kq , (A.1)

ψy ✏ gϕy � k, (A.2)

ψp ✏ gϕp, (A.3)

3ϕ2
pgx ✏ ✁3kpϕpp � 3Hgpϕp � ϕp ♣bkp✁ 3pgpϕy ✁ 3kq , (A.4)

3ϕ2
pgy ✏ 3kϕpp � ϕp ♣3gpϕy ✁ bkq , (A.5)

gppϕp ✏ gpϕpp, (A.6)

54ϕyyϕ
2
p ✏ 6Hϕpϕy

�✁2b2 � 3bp

✟� 2ϕp

�✁12b2dϕ2
p✁ (A.7)

9bdpϕ
2
p � 9dbpϕ

2
p � 9bϕ2

y

✟✁ 54ϕppϕ
2
y � 108ϕpϕyϕyp

54ϕppyϕ
2
p ✏ 3ϕ2

pϕy

�
b2 ✁ 3bp

✟✁ 18bϕ2
pϕyp � 18bϕpϕppϕy ✁ 27ϕ2

ppϕy � (A.8)

108ϕpϕppϕyp,

6ϕpϕppp ✏ 9ϕ2
pp � ϕ2

p

�✁b2 � 3bp

✟
, (A.9)

54ϕ2
pϕxx ✏ 6

�
2pb2 ✁ 3b✁ 3bpp

✟
ϕpH

2 � 54ϕppH
2 � (A.10)

ϕpϕy

�✁12b2p2 � 18bpp
2 � 54

✟
H ✁ 108pϕpϕypH ✁

54ϕppϕ
2
yp

2 � 2
�
9dbpϕ

2
pp

2 � 9bϕ2
yp

2 ✁ 9dpϕ
2
pbp

2 ✁ 12ϕ2
pb

2dp2✁
27dpϕ

2
pp✁ 27ϕ2

yp✁ 18ϕ2
pbdp� 27dϕ2

p

✟
ϕp � 108p2ϕpϕyϕyp,

54ϕ2
pϕxy ✏ 3

�✁2b2 � 3bp

✟
ϕpH

2 � 6ϕpϕy

�
2b2p✁ 3bpp

✟
H � (A.11)

54ϕpϕypH ✁ 108ϕypϕpϕyp� ϕp

�
24b2dϕ2

pp� 18bdpϕ
2
pp✁ 18ϕ2

ybp✁
18bpϕ

2
pdp� 18bdϕ2

p � 27dpϕ
2
p � 27ϕ2

y

✟� 54pϕ2
yϕpp,
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3ϕpϕpx ✏ 3Hϕpp ✁ 3pϕpϕyp ✁ 2bHϕp, (A.12)

18ϕ2
pHx ✏ 18H2ϕpp ✁ 18Hpϕpϕyp �H2ϕp

�
2b2p✁ 3pbp ✁ 6b

✟� (A.13)

18Hϕpϕy � ϕp

�✁6bdpϕ2
p � 18dϕ2

p ✁ 9pdpϕ
2
p ✁ 9pϕ2

y

✟
,

18ϕpHy ✏ 18Hϕyp �H2
�✁2b2 � 3bp

✟� 6bdϕ2
p � 9dpϕ

2
p � 9ϕ2

y, (A.14)

3ϕpHp ✏ 3Hϕpp ✁ 2bHϕp � ϕp ♣3ϕyq , (A.15)

9ϕ2
pkx ✏ 9Hkϕpp � 9kpϕppϕy ✁ 18kpϕpϕyp � (A.16)

Hkϕp

�
2b2p✁ 3b✁ 3pbp

✟� 3kϕpϕy ♣✁bp� 3q ,
9ϕ2

pky ✏ ✁9kϕppϕy � 18kϕpϕyp �Hkϕp

�✁2b2 � 3bp

✟� 3kϕpbϕy, (A.17)

3ϕpkp ✏ 3kϕpp ✁ bkϕp, (A.18)

onde k e H são dados em (2.53). Inicialmente, consideramos b ✏ n

p
. Resolvendo a equação

(A.6) em termos de g, temos que1

g ✏ g1♣x, yqϕ� g2♣x, yq. (A.19)

Em seguida, utilizamos a equação (A.18) para obter uma expressão para k

k ✏ k1♣x, yqp✁n
3ϕp. (A.20)

Da equação (A.4), sendo k1 ✘ 0, temos que

ϕpp ✏ ϕp

3pk1

�♣n✁ 3qk1 ✁ 3pn④3♣g1xϕ� g2xq
✟
, (A.21)

substituindo (A.21) em (A.5) obtemos uma expressão para ϕ

ϕ ✏ ✁pg2y � g2x � p✁
n
3 k1

pg1y � g1x

. (A.22)

A partir daqui, vamos considerar as três equações (3.1), (3.2) e (3.3) particularmente.

A.1 Equação (3.1)

A equação (3.1) fornece b ✏ 0 e d ✏ ✁C1 ✁ C2p. Substituindo (A.22) em (A.4), temos2

g2yg1x � g1y♣k1 ✁ g2xq ✏ 0, (A.23)

supondo g1y ✘ 0 obtemos uma expressão para k1

k1 ✏ g1yg2x ✁ g2yg1x

g1y

. (A.24)

1 Os cálculos realizados neste apêndice foram feitos utilizando o software Mathematica [52]. O software
também foi utilizado para alguns cálculos ao longo da tese, inclusive Wolfram|Alpha [53]

2 Trocamos as constantes k1 e k2 pois utilizamos k1 na expressão para k em (A.20)
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Substituindo o que temos em (A.8), teremos

g2yg1yy ✁ g1yg2yy ✏ 0,

e isto implica que g2 ✏ g3♣xqg1 � g4♣xq. A equação (A.15) produz

✁2g3x♣g1yq2 � g1 � g3xg1yy � g4xg1yy ✏ 0, (A.25)

✁g4xxg1y ✁ 2g3xg1yg1x � g4xg1xy � g1♣g3xg1xy ✁ g3xxg1yq ✏ 0. (A.26)

Resolvendo (A.25) para g1, supondo g3x ✘ 0 obtemos

g1 ✏ ✁g5♣xqg3xg4xy � g5♣xqg6♣xqg3xg4x � 1
g5♣xq♣y � g6♣xqqg2

3x

, (A.27)

em que g5♣xq ✘ 0, substituindo g1 em (A.26), temos

♣g5q2g3x ♣g3xg4xx ✁ g3xxg4xq y ✁ g3x

�♣g5q2g6g3xxg4x � g5x

✟� ♣g5q2g6g
2
3xg4xx ✁ g5g3xx ✏ 0.

(A.28)

Em (A.28), temos uma identidade em y que produz

♣g3xg4xx ✁ g3xxg4xq ✏ 0 (A.29)

✁g3x

�♣g5q2g6g3xxg4x � g5x

✟� ♣g5q2g6g
2
3xg4xx ✁ g5g3xx ✏ 0. (A.30)

Resolvendo (A.29) para g4, obtemos g4 ✏ α1g3 � α2, tomemos α1 ✏ 0 e α2 ✏ 0, assim

g4 ✏ 0, que substituindo em (A.30) obtemos

g3xg5x � g5g3xx ✏ 0,

cuja solução para g5, tomando a constante de integração igual a um, é g5 ✏ 1
g3x

. Até aqui,

temos

ϕ ✏ 2g2
3x♣g6 � yq

g3x ♣g6x � pq � g3xx♣g6 � yq ✁ g3,

g ✏ ✁ 2g3x

g3x ♣g6x � pq � g3xx♣g6 � yq ,

k ✏ 2g3
3x

♣g3x ♣g6x � pq � g3xx♣g6 � yqq2 ,

em que g3 ✏ g3♣xq e g6 ✏ g6♣xq. Com isso, (A.7),(A.9),(A.12),(A.16) e (A.17) estão

satisfeitas. A equação (A.14) fornece o seguinte

2g3xxxg3x ✁ 3♣3xxq2 � C2♣g3xq2 ✏ 0, (A.31)

ou seja, S♣g3q♣xq ✏ ✁C2

2
. Substituindo o que temos em (A.13), teremos uma equação em

termos de g6, C1 e C2

g6xxx ✁ C2g6x � C1 ✏ 0. (A.32)
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Daí, as equações (A.9) e (A.9) são satisfeitas. Finalmente, nos resta analisar as equações

(A.1)-(A.3) e encontrar uma expressão para u. De (A.1), temos

u ✏ ✁ 2g3
3x♣g6 � yq

♣g3x ♣g6x � pq � g3xx♣g6 � yqq2 � u1♣y, pq, (A.33)

substituindo nas equações (A.2) e (A.3) teremos, respectivamente, u1y ✏ 0 e u1p ✏ 0, ou

seja, u1 ✏ cte que tomaremos como nula. Portanto, a transformação que lineariza (3.1) é

dada por ✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

ϕ ✏ 2g2
3x♣g6 � yq

g3x ♣g6x � pq � g3xx♣g6 � yq ✁ g3,

u ✏ ✁ 2g3
3x♣g6 � yq

♣g3x ♣g6x � pq � g3xx♣g6 � yqq2 ,

g ✏ ✁ 2g3x

g3x ♣g6x � pq � g3xx♣g6 � yq ,

(A.34)

em que, g3♣xq e g6♣xq são tais que S♣g3q♣xq ✏ ✁C2

2
e g6xxx ✁ C2g6x � C1 ✏ 0.

A.2 Equação (3.2)

A equação (3.2) fornece b ✏ ✁ 3
2p

e d ✏ ✁f♣yqp3 ✁ Cp. Substituindo os dados que temos

em (A.4), utilizando n ✏ ✁3
2

, obtemos uma identidade em p que produzirá3

♣g1xg2y ✁ g1yg2xq2 � g1yg1xk
2
1 ✏ 0 (A.35)

Vamos supor que g1x ✏ 0 e g2x ✏ 0. Com isso (A.4), (A.5),(A.8),(A.9) e (A.17) estão

satisfeitas. As equações (A.12) e (A.15) produzem

g1xg2xx ✁ g1xxg2x ✏ 0, (A.36)

que resolvendo para g2 nos dá g2 ✏ α1g1 � α2. Tomamos α1 ✏ α2 ✏ 0 e com isso g2 ✏ 0. A

equação (A.16) produz

g1xxk1 ✁ 2g1yk1x ✏ 0 (A.37)

cuja solução para k1 é dada por k1 ✏ k2♣yq❄g1x. As equações (A.7) e (A.14) produzem

2k2k2yy ✁ 4k2
2y � f♣yqk2

2 ✏ 0. (A.38)

As equações (A.9) e (A.13) nos fornecem uma expressão para g1

✁2g1xxxg1x � 3♣g1xxq2 � 2C♣g1xq2 ✏ 0, (A.39)
3 Trocamos as constantes k1 pois utilizamos k1 na expressão para k em (A.20)
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ou seja, S♣g1q♣xq ✏ C. Finalmente, de (A.1) temos uma expressão para u ✏ ψ dada por

u ✏ g1k
2
2

2g1x

p� u1♣y, pq, (A.40)

Substituindo em (A.3) temos que u1p ✏ 0, isto é, u1 ✏ u1♣yq e então (A.2) produz

(desconsiderando a constante de integração)

u1 ✏ ✁1
2

➺ y

1

k2♣τq2dτ. (A.41)

Portanto, a transformação de contato que lineariza (3.2) à u✸♣tq ✏ 0 é dada por✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

ϕ ✏ ✁ k2❄
g1x

❄
p,

u ✏ g1k
2
2

2g1x

p✁ 1
2

➺ y

1

k2♣τq2dτ,

g ✏ ✁ g1k2❄
g1x

❄
p,

(A.42)

em que, g1♣xq e k2♣yq são tais que S♣g1q♣xq ✏ C e 2k2k2yy ✁ 4k2
2y � f♣yqk2

2 ✏ 0. Note que,

como k2♣yq é arbitrária, podemos tomar ♣k2q2 ✏ hy♣yq e o sistema (A.42) será o seguinte:✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

ϕ ✏ ✁
✂
hy

g1x

p

✡ 1

2

,

u ✏ g1hyp✁ hg1x

2g1x

,

g ✏ ✁g1

✂
hy

g1x

p

✡ 1

2

,

(A.43)

em que, g1♣xq e k2♣yq são tais que S♣g1q♣xq ✏ C e S♣hq♣yq ✏ ✁f♣yq

A.3 Equação (3.3)

A equação (3.2) fornece b ✏ ✁3
p

e d ✏ ✁f♣yqp4 ✁ Cp3. Substituindo (A.22) em (A.5),

temos4

g2xg1y � g1x♣k1 ✁ g2yq ✏ 0, (A.44)

supondo g1x ✘ 0 obtemos uma expressão para k1

k1 ✏ g2yg1x ✁ g1yg2x

g1x

. (A.45)

4 Trocamos as constantes k1 pois utilizamos k1 na expressão para k em (A.20)
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Dessa forma, (A.4) e (A.9) estão satisfeitas. Substituindo o que temos em (A.15) produz

três equações:

g1xg2xx ✁ g1xxg2x ✏ 0, (A.46)

✁2g1xg2xg1xy � 2♣g1xq2g2xy ✁ ♣g2yg1x ✁ g1yg2xqg1xx ✏ 0, (A.47)

♣g1xq2g2yy ✁ g1xg2xg1yy ✁ ♣g2yg1x ✁ g1yg2xqg1xy ✏ 0. (A.48)

A equação (A.44) produz g2 ✏ g3♣yqg1 � g4♣yq que substituindo em (A.47) e resolvendo

para g1 obtemos (supondo g3y ✘ 0)

g1 ✏ ✁xg5♣yqg3yg4y ✁ g5♣yqg6♣yqg3yg4y ✁ 1
g5♣yqg2

3y♣x� g6♣yqq , (A.49)

em que g5♣yq ✘ 0. Substituindo em (A.48) temos

g2
5g3y ♣g3yg4yy ✁ g3yyg4yqx✁ g3y

�
g2

5g6g3yyg4y � g5y

✟� g2
5g6g

2
3yg4yy ✁ g5g3yy ✏ 0, (A.50)

que é uma identidade em x que produz

g3yg4yy ✁ g3yyg4y ✏ 0, (A.51)

✁g3y

�
g2

5g6g3yyg4y � g5y

✟� g2
5g6g

2
3yg4yy ✁ g5g3yy ✏ 0. (A.52)

Resolvendo (A.51), temos g4 ✏ α1g3 � α2. Tomemos α1 ✏ α2 ✏ 0 e então g4 ✏ 0.

Substituindo em (A.52) e resolvendo para g5 teremos g5 ✏ 1
g3y

, (considerando a constante

de integração igual a 1). Com os dados que temos até aqui, (A.9) é completamente satisfeita.

As equações (A.11) e (A.13) produzem

✁2g3yyyg3y � 3♣g3yyq2 � C♣g3yq2 ✏ 0, (A.53)

ou seja, S♣g3q♣yq ✏ C

2
. As equações (A.7) e (A.14) produzem

g6yyy � Cg6y ✁ f♣yq ✏ 0. (A.54)

Finalmente, nos resta utilizar (A.1)-(A.3) para encontrar u ✏ ψ. De (A.1)

u ✏ ✁ 2p2g3
3y♣g6 � xq

♣g3y ♣pg6y � 1q � pg3yy♣g6 � xqq2 � u1♣y, pq, (A.55)

substituindo nas equações (A.2) e (A.3) teremos, respectivamente, u1y ✏ 0 e u1p ✏ 0, ou

seja, u1 ✏ cte que tomaremos como nula. Portanto, a transformação que lineariza (3.1) é

dada por ✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

ϕ ✏ 2pg2
3y♣g6 � xq

g3y ♣pg6y � 1q � pg3yy♣g6 � xq ✁ g3,

u ✏ ✁ 2p2g3
3y♣g6 � xq

♣g3y ♣pg6y � 1q � pg3yy♣g6 � xqq2 ,

g ✏ ✁ 2pg3y

g3y ♣pg6y � 1q � pg3yy♣g6 � xq ,

(A.56)

em que, g3♣yq e g6♣xq são tais que S♣g3q♣yq ✏ C

2
e g6yyy � Cg6y ✁ f♣yq ✏ 0.
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APÊNDICE B – Infinitesimais prolongados

até a terceira ordem

Este apêndice apresenta a fórmula explícita dos infinitesimais η♣1q1 , η
♣1q
2 , η

♣2q
11 , η

♣2q
22

dados em [4] e η♣3q222 utilizados para calcular as simetrias de Lie de uma equação diferencial

de uma variável dependente (u) e até duas variáveis independentes (t, x).

Considere u♣t, xq e o gerador de simetria dado por

X ✏ ξ1♣t, x, uq❇t � ξ2♣t, x, uq❇x � η♣t, x, uq❇y (B.1)

e o seu prolongamento até a terceira ordem

X♣3q ✏ ξ1❇t � ξ2❇x � η❇u � η
♣1q
1 ❇ut

� η
♣1q
2 ❇ux

� η
♣2q
11 ❇utt

� η
♣2q
22 ❇uxx

� η
♣3q
222❇uxxx

� ...

De (7.51) e (7.52), temos:

η
♣1q
i ✏ Diη ✁ ujDiξj, (B.2)

η
♣kq
i1i2...ik

✏ Dik
η♣k✁1q ✁ ui1i2...ik✁1jDik

ξj. (B.3)

Em [4] encontramos η♣1q1 , η
♣1q
2 , η

♣2q
11 e η♣2q22 dados por

η
♣1q
1 ✏ ηt � ♣ηu ✁ ξ1tqut ✁ ξ2tux ✁ ξ1u♣utq2 ✁ ξ2uutux, (B.4)

η
♣1q
2 ✏ ηx � ♣ηu ✁ ξ2xqut ✁ ξ1xux ✁ ξ2u♣utq2 ✁ ξ1uutux, (B.5)

η
♣2q
11 ✏ η1tt � ♣2ηtu ✁ ξ1ttqut ✁ ξ2ttux � ♣ηu ✁ 2ξ1tqutt ✁ 2ξ2tutx

�♣ηuu ✁ 2ξ1tuq ♣utq2 ✁ 2ξ2tuutux ✁ ξ1uu♣utq3 ✁ ξ2uu♣utq2ux (B.6)

✁3ξ1uututt ✁ ξ2uuxutt ✁ 2ξ2uututx,

η
♣2q
22 ✏ η2xx � ♣2ηxu ✁ ξ2xxqux ✁ ξ1xxut � ♣ηu ✁ 2ξ2xquxx ✁ 2ξ1xutx

�♣ηuu ✁ 2ξ2xuq ♣uxq2 ✁ 2ξ2xuutux ✁ ξ2uu♣uxq3 ✁ ξ1uu♣uxq2ut (B.7)

✁3ξ2uuxuxx ✁ ξ1uutuxx ✁ 2ξ2uuxutx,

e para η♣3q222, de (B.3) obtemos

η
♣3q
222 ✏ Dxη

♣2q
22 ✁ ♣Dxξ1quxxt ✁ ♣Dxξ2quxxx, (B.8)

que de (B.7) produz
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η
♣3q
222 ✏ ηxxx � ♣3ηxxu ✁ ξ2xxxqux ✁ ξ1xxxut � ♣3ηxu ✁ 3ξ2xxquxx ✁ 3ξ1xxutx

�♣3ηxuu ✁ 3ξ2xxuq ♣uxq2 ✁ 3ξ1xxuutux � ♣ηuuu ✁ 3ξ2xuuq ♣uxq3 ✁ 3ξ1xuuut♣uxq2

�♣3ηuu ✁ 9ξ2xuquxuxx ✁ 3ξ1xuutuxx ✁ 6ξ1xuuxutx ✁ ξ2uuu♣uxq4 ✁ ξ1uuuut♣uxq3 (B.9)

✁6ξ2uu♣uxq2uxx ✁ 3ξ1uuutuxuxx ✁ 3ξ1uu♣uxq2utx ✁ 3ξ2u♣uxxq2 ✁ 3ξ1uutxuxx

�♣ηu ✁ 3ξ2xquxxx ✁ 4ξ2uuxuxxx ✁ ξ1uutuxxx ✁ 3ξ1xuxxt ✁ 3ξ1uuxuxxx.
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