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Introducao

Esta tese trata da resolucSo de problemas de Programacio Linear por Pena-

lizacdo Interna.

Até a publicac3o do algoritmo de Karmarkar em 1984, nZo havia tent_ativas
vitoriosas no sentido de aplicar técnicas de programacio ndo linear para resolver
problemas lineares. Nesses dltimos anos, pesquisadores de todo o mundo fazem
implementacdo de métodos de pontos interiores, e existe uma grande discussio
a respeito do desempenho dos novos métodos, em comparacio ao método Sim-

plex,

Em nosso trahalho resolvemos problemas nio lineares que sdo uma apro-
ximacdo de problemas lineares usando uma penalizagio do tipo barreira. Os
métodos utilizados para resolver esses problemas ndo lineares sio o método de
Newton e alguns métodos quase-Newton. Dentre os quase-Newton, con-
sideramos; BFGS, DFP, Greenstadt, QN Diagonal, Corre¢do de Posto 1 e um

método desenvolvido por Martinez {quase-Newton Estruturado).

O nosso objetivo & verificar qual desses métodos é mais eficiente para resolver

o problema penalizado.

A fungdo barreira utilizada é a logaritmica, que foi inicialmente sugerida por
Frisch, em 1955,

No Capitulo 1 apresentamos a funcdo barreira, a aplicacio da fungdo
barreira logaritmica a problemas lineares e um tecrema que mostra que a solugao
Stima do problema irrestrito é uma boa aproximagio da solucdo Stima do pro-

blema restnto.

No Capitulo 2, analisamos uma familia de métodos quase-INewton intro-

duzide por Martinez e mostramos como alguns métedos quase-Newton se

aan
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enquadram nessa familia.

Mo Capitule 3 apresentamos o método quase-Newton Diagonal e o
método Corregao Posto 1 que sieo métodos que nio se enquadram na familia

descrita no capitulo anterior.

No Capitulo 4 descrevemos o teorema de convergéncia global adaptado &

fungio penalizada,

No Capitulo 5, temwos a documentac3o das subrotinas e no Capitulo 6,

alguns experimentos s3o mostrados.

Finalmente, no Capitulo T apresentamos as conclusdes finais.
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Capitulo 1

1 Meétodo de Barreira Aplicado a um Pro-
blema Linear

1.1 Método de Barreira

(O método de Barreira é um caso particular de uma familia de algoritmos
conhecidos como métodos de Penalidades, no qual um problema com restricdes
é transformado em uma sequéncia de problamas gem restricSes por meio de uma
penalizacdo das restricdes. A penalizacio pode ser externa ou interna,

No método de penalizacdo externa, uma func2o penalidade é adicionada
4 funcio objetivo para toda violac3o de restricSes. Esse método gera uma
sequéncia de pontos infactlvels, cujo limite é uma solugdo Stima do problema
onginal [1]. Os métodos de penalizacio externa nio serio abordados nessa dis-

sertacdo.

No método de penalizacio interna, ou Método de Barreira, uma funcio

barreira € adicionada 3 funcdo objetivo evitando que o3 pontos tgerados estelam
fora da regido factivel ou préximos da fronteira . O método gera uma sequéncia
de pontos factiveis cujo limite € a soluglo Stima do problema original. A essa
funcio barreira associa-se um pardmetro £ - chamado de par@metro barreira -

que determina o grau de interioridade da solugio do subproblema [1].



Considere o problema n3o linear:

min f{z)
sa | Mg TTT
oende F, g; € CO = 1,...,m
Seja § = {= € 1 talque gi(z) > O i = l,...,m }e

assutma que o interior de S & ndo vazio,

Aplicando-se a transformacdo barreira ao problema (1), obtemos o seguinte

problema sem restricdes:

min {(f(z) + t P(z)).

onde P{wx)} & uma funcdo barreira que é continua no interior do conjunte S

e tende a infinito & medida que aproximamos da fronteira de S .

A funglo barreira é definida por:

Pe) = 3 1 (o))
onde p;(.) satisfaz: _
(i) py) € C? para y € int S,
(it} Se limg.., g:(2") = 0 entdo lmy_. p; (gi(zF) = oo,_‘?’z,
(111) éﬂé%@l < 0 e éﬁ.e;iﬁ%».&ll > I}Q para ¢ € nt 5.

(iv) %—j’;‘ £ uma funcio monotdnica decrescente de g;{e) .

Yot & € o interior do conjunto §



Podemos resalver (1) através de problemas do tipo (2) para ¢ suficien-
temente pequeno, ou por uma sequéncia de problemas da forma (2) com valores
decrescentes de £ . Nesse dltimo caso, o ponto &timo de {2) para um determi-

nado #; serd o ponto inicial para o problema {2) para £pyy onde fr4y < i

Revisaremos alguns resultados que mostram gue 2 solucdo do problema {2)

tende para 3 solugdo do problema (1).

Considere o problema:
min flz}, © € Q

Teorema 1.1 Se f € continuga e §1 € ecompacio entdo I TF € 1 tal

que E € minimizador global de f em 1.
{ A demonstracdo encontra-se em [10] ).

Teorema 1.2 Seja f continuc em O C R™

{z € Q tal que flz) < F(z%} Lmitado => f tem minimizador
global em 2.

Demonstragio
Seja A = {& € (O talque f(z) < F(&9} = F' (~oe, f(=)]

Como {— oo, f{z") ] éfechadoem R e f ¢ continua, temos que

F1 {(— oo, f(2°)] éfechado em (.

Fechado e limitado em 3™ & compacto em {1 .

Portanto, pelo Teorema 1.1, f tem minimizador global =" em A, Pela

definicio de A, z* é também minimizador global em 1.



Considere, agora, o problema:

P manf(z)

s.q g:(m) > 0 7= 1,_...?m
. z € §1, Q fechado

onde f,g: € CH 1 = 1,..., m

¢ o problema penalizado

P min fi(z) = min [f(z) — ¢t > pi (g(2))).
=1
z € & onde ¥ = {2 € §tal gue gs(x) > 0}
Seja p(z) = — T pileilz))
S3o vilidas as seguintes propriedades:
Prop. 1:- Se £ < ¢t entio fi(z(t)) < FAl=(t)
Prop. 2:- Se t < ¢t entio p(x(t)) > ple(t))

Prop. 8- Se t < & entio f(z(¥)) < flz(t))

A demonstracio das propriedades descritas, encontram-se em [1}.

0 préximo resultado mostra-nos sob quais condicdes a solucie Stima (%)
do problema penalizado P, existe.

Teorema 1.3 Se {1 € limitado entdo existe minimizador global de Py,

Demonstracao

Seja A = {z € O talque file) < fi(x% }. Observemos que
A # B pois 2% € A e verifiqguemos que A & compacto:



1. A élimitado pois 4 C £, e {1 élimitado.
2. A é fechado

k

Entio, consideremos uma sequéncia (:z:k) C A talque 2 — F €
& {fechado}.
Suponhamos que & € ¥ — Q' => existe g(F) =0.
Logo limy ., » fi{®*) = oo (definicio de penalizacio interna).-
absurdo
Portanto & € Y
Agora, pela continuidade da f; em (1, temos:
. k ... contda fr .. k —
imz® = F == lm f{z") = f(F) {4)
o 28 koo
Como ¥ € AVE € AN.
Fu(=F) < (=% Yk e N (3}
De (4) e (5), temos Limp_.,, Ffilze®) = F(F) < F(=Y)
Portanto © & A
Assim, pelo Teorema 1.2, f (2} tem minimizador global em (1.
Portanto, se {1 é limitado, z(#) existe.
0
Teorema 1.4 Seja £, > 0 tal que limy .ty = 0.
Seja x&F = 2{t;) minimizador global de f,, e z" ponto de

acumulagdo de {xF) .

Fniie x* € minimizaedor global de f.

o



Demonstracio

Sem perda de generalidade lim;_ ., 2* = 2° € Q (fechado).

Ainda g(=*) > 0VEk
= limpe g{2®) = glz®) > 0.

= @" & ponto factivel de F.

Seja £ € 1 e g(&) > O

Vamos provar que f(&) > fla*).

Como f & continua, temos  limg...o f{&*) = F{z*). Pela Prop. 3,

temos que { f{w*)) & ndo crescente, logo:
fE*) 2 f(z) Yk (6)
Suponhamos f{&) < f(a). Existe um ¢ > 0 tal que
F&) € f=") — ¢
Seja

1 [11 e g(y):)g
v & el {f(y)Sf(x‘) - 5

Para ¥, suficientemente pequeno t,ply) < £,

Loga:

0

fly) = Fly) + tply) £ f(a7) —
se L £ suficientemente grande,

Por (8} temos:
fa) = 1< HE) < S+ () = =)

6



pois p(a*) é positiva pela definicdo de funcio barreira.

k

Como w«* & minimizador global de f; temos o absurdo procurado.

Logo f(2) > f{z*) e portanto

x* é minimizador global de Py

1.2 Funcao Barreira Logaritmica Aplicado a um Pro-
blema Linear

A fungo ba: sira que vamos trabalthar é

Plz) = — 3 log(g:(x)) (7)
1=
que foi primeiramente discutida por Frisch em 1955,

Considere o problema linear:

onde

Aédumamatiz n X m com m > n

b,y € M e c € R

Nosso objetivo é resolver o problema linear (8] usando uma estratégia nio
linear. Queremos reduzir o custo o mais rdpido possivel e caminhar 0 mais longe

possivel sem atingir a fronteira. O nosso receio, ao aproximarmos da fronteira,

7



é diminuir muito varidveis que no final nfo tender3o a zerg (varidveis bédsicas na
solugdo Stima). Uma maneira de se evitar a fronteira é usar uma fungdo barreira

[9]. lremos aplicar a transformagio barreira diretamente ao problema (8).

A transformacdo barreira pode ser aplicada apenas para as restrigles de
desigualdade, assim o subproblema associado ac (8} trata as restrigOes de igual-

dade diretamente, obtendo;

min fi(y) = min [Ty — t 3 logy]

i=1

sa{Ay = ¢ (9

onde
t éo pardmetro barmviva

Uma maneira de resolver (9} é usar um método de descida.

Partindo de g, factivel, as sucessivas iteracdes sdo obtidas por:

g = yf + A d A >0

onde o cdlculo de A {tamanho do passo) e d (direcio de descida) devem

assegurar qued

A yk“ = €

M) < flt)

Observe que para manter a factibilidade, a diregdo d  deve estar num
subespaco particular {o niicleo de A). Para evitar isso, vamos escrever uma al-

ternativa baseada no problema linear?:

“Todo problema linear pode ser colocado na forma (16)

8



min ¢t

$.4a {ATx < b (10)

x

onde

Aédumamatriz n X m com m > n

z,c & R e b & R

Aplicando a transformacio barreira a (10), temos:

minf(z) = min[cfz ~ ¢ i log(bjgaf’ z)]. {11}

F=1
que € um problema sem restrigdes.

Existem muitos métodos para se resolver problemas do tipo (11). Dentre

eles, destacam-se o3 métodos quase-Newton,



Capitulo 2

2 A Familia Geral de Métodos quase-Newton

2.1 Meétodos quase-Newton

A familia de métodos quase-Newton introduzida por Martinez [16] re-

solve sistemas de equacdes algébricas nfo lineares.

Considere o problema:

min f(z) onde f : 8 C R* — R, )} aberto {12}
Uma condigdo necessdria para encontrar a solugdo & de (12) é
ViE) = 0. w

Dessa maneira, podemos encontrar o ponto Stimo de (12) resolvendo o

seguinte sistema ndo linear:

Encontrar o € Qtalgue Fz) = 0
onde F:QC R — 8 F e CH
Identificando  F{z} = V f(z) (13}

Q método mais popular para resolver (13} é o método de Newton. O

método de Newton parte de um ponto 2% arbitrdrio, =® € ), ¢ caleula

10



as sucessivas aproxiracdes (&%), de acordo com a férmula:

%‘,!xv{-»l - Sﬁk . J(zk)ml F(:Bk)

onde J(z*) = W7f(a%). -

A cada iteracio do método de Newton:

(a) a matriz J{x*) deve ser calculada
(b) osistema linear n X n
J(x¥) z = — Fz¥)
deve ser reschvido

Para evitar o cileulo do J{o*} em toda iteragdo, foram introduzides os

métodos cuase-MNewion [3], que s3o baseados na iteracio :

K k -
AL L - Ble(mk)

onde B,y €chiida 2 partir de Fp usando procedimentos "baratos” que, em
principic nao envalvem derivadas,

Alternativamente, By, pode ser obtida diretamente a partir de B,
ou uma fatoracio adequadas de gy pode ser obtida a partir do mesmo tipe
de fatoracdo de B3, . Dxistem muitos métedos que usam a "idéia quase-
Newton”. Alguns utilizados em nosso trabalho sfor Greenstadt, DEP,
BFGS, Corregiio de Posto 1 [17)-, e outros que serio vistos nesse capitulo
e no prdximo.

Martines [16} introduziv uma familia de métodos que envolve muitos métodos
guase-Newton coshacidos. Os métodos dessa familia tem convrgencia su-

perlinear. Vamos, agorz, descrever essa familia,

11



2.2 A Familia Geral

Seja F : Q@ C R — R, & abertoeconvexoe F € CHO).

Suponhames uma condigdo Lipschitz para .J,. isto é, existem a* € 11,
p, M > 0 tais que, para tado = € {1,

31 J(z) - J@E) < M |z — 2 P (14)

(14} implica que para todo =, z € £,

| F(z} — F{z) — JaNez—2) |<m iz — 2| ofz,z) {15}
onde

o(z,z}) = maz{| 2 — & |,| 2z — & |}

Suponhamos F{a*} = (e J(z*} nio singular,
Seja x um espaco vetorial de dimensio finita, com um produts interno

{, ) cuja norma associada denotaremos por {] . |} .

Definimos  { , }.. um outro produto interne cuja norma associada é

{| « 12z, paracada =2, z € {.

Axioma 2.1 Suponhamos que ezisterm q, ¢; > 0 {lais gue, pare todo
x,z € £, F € y

1Elle: < [1 + e oz, 2)] [|E]

Axioma 2.2 Suponhamos gue existem ¢, ¢ > 0 lais que, para todo
T,z € Qs E € X

HEI < [t + e olz, 2)] |El..

3] . } denota uma norma veborial qualquer, ¢ sua norma matricisl subordinada

12



Esses dois Axiomas significam que as normas || . ||, ficam muito préximas

de | .}, quando = ¢ z sio préximos de z* .

Axioma 2.3 Seja B, € X, ¢ : B X y — R uma fungdo
continua definida numa vizinhanga de (z* , E.) ta que p(z,E) ¢ ndo

singular no seu dominio, e

| I — (e, BT J=") | < v < 1.

Esse axioma nos diz que ha um pardmetro "ideal” E., , tal que (™, E.)

& bastante proximo de J{z*).

O teorema {2.1), abaixo, mostra-nos que se E & suficientemente préximo

de K, , a aplicacio "Newtoniana”
2 — x - p(z, E)" Fx)
aproxima o ponto ® de =z com uma taxa préxima de =" .

Esse teorema, bem como sua demonstracio, encontram-se em [16]

Teorema 2.1 Seja v € (¢%,1) . Fnido, exisiem vizinhancas y de z*,
e N, de E., tais que, para todo = € Oy, E € N | ¢z, E) |

. | @lz, EY ' |, |EY estdo uniformemente limitados, ¢

lz — @@, EB)7" Flz) — =" | < r jz—2"].

Axioma 2.4 Parg cade par x, z € {1, seja V = V(z,z) uwme

variedade afim em y .

Supenhamos que, para todo =, z € £}, existe E € V{z,z) tal

que:
HWE — Ell| < eyo(z,z)
com Coy po> O,

13



Este axioma afirma que a distdncia entre cada variedade V{z,2) ¢ E, £
um e} . -

2.3 Convergéncia Local Linear para os Métodos da
Familia Geral

Nessa seccio, analisaremos as propriedades de convergéncis de algoritmos

cuja forma geral é dada abaixo.
Algoritmo 2.1

Seja 2° um ponto inicial, arbitririo, B, € x.

Para todo & = 0, 1,... definimos:
$k+1 — x.‘: . {P(mk,ﬁ:k)“i F(Q?k)

e, Eiy: a projegdo ortogonal de E; em V(z® 2!} relativa 3 norma
v ok zeer {chamaremos a norma {|.[l.x k41 daqui por diante de }] . }ic).
Os teoremas apresentados aqui, bem como suas respectivas demonstracdes,

encontram-se em {16].

Teorema 2.2 Seja vy € {r*,1) . Ezistem € = €(vry), § = 8{r;) tuis
que, se | z2° — x° | < ee|lEy — E.l < 8, enldo a sequéncia gerada

pelo Algoritmo 2.1 estd bem definido ¢, pare tode k = 0,1,2,...,
Pz — g <y [ 2F - 27
O tecrema 2.2 nos mostra que, se z° e By estio suficientemente prédximo

de x* e E, respectivamente, a sequéncia {@*) estd bem definida e converge

finearmente para a”.

14



Teorema 2.3 Vames supor que

Iim l [(p(x&‘!w]! E}c+1) - (p(ﬂ?', E*)] (xk+l - Ek) ‘ — G (16)
om0 | FH = 2k | .
Entdo
o oy L= |
1 e T S e 17
im sup (o o ] <r (17)
Logo, a convergéncia € superlinear se »* = .

Até aqui vimos a teoria da familia de métodos quase-INewton. Nas secgdes
seguintes analisaremos métodos especificos, verificando se eles sdo aplicdveis 3
teoria exposta. Muitos deles s3o métodos quase-Newton conhecidos. Para

verificar se eles estio incluidos nessa familia, devemas seguir o5 seguintes passos;

(a) Definicdo de x, @, E., Vieszh Il s I - ll=2

(b} Verificacdo dos Aziomas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 e de (16).

Com isso podemos afirmar que, se =% e Fj, estio suficientemente perto
de x* e E, , respectivamente, a sequéncia gerada converge para 2™ com a

taxa ideal #* (superlinearse r* = 0).

2.4 Método de Greenstadt

Algoritmo 2.2

Sejam % € |, Hy, € R, H, simétrica ndo singular. Para

B=0,1,2,..., caleular @Y, H,,y, seguindo os passos:

i5



Passo 1~ Obtencho de ab?

2 = p* o 5?{35&)

¥V e —Hay) (e-Hy)yyy’
¥y (v y)f

com 8 = 2" — 2f g = Pl - Fe)
Passo 3:- Cilculo da direcio d,

(g,{; e fi{};,}.l F(xk)

Passe 43- Otengdo do novo ponto

S
2 = 2* 4 dy

Esse zlgonitmo se ennuadra nz tooris da famlia Geral,
f) 3

e fato

{a) Definimos
o x = «{ B e v wlque I o= HTY
o ple, Y = Y paptodo = € O, I €& x.
e B, = [JF{a"}.
o Vim,a) = { 7 € y telque H[F(z)~ (2} = z—s}
o floll = .llee = . [IFtparatodo », 2 € (L
(b) o Awxtoma 3.1 e Awioma 32 sho trivisls, pois

ft-i =1

e & a novma de Probonius




e Azioma 2.3 : Devemos mostrar que
[ — ez, BY 7 @) ]< rm < 1

Mas p{e”, E,) = E' = J(x), portanto segue o resultado

com T = L
o Awioma 2.4: Sefa J = [} J(= + t{z — ))di

Jz—z) = F(z) - F(z)

1B~ Bl = WGE) T
< WG =T e I
< ) = [ I te -2t )T
[ I+ oz - 2 |
< m{[1I6) = Jatiz-2)]
[ 1 He +t(z =) [ a
< mifm e tte—a) e Pl [[ [Ttz -2) ]
< mm maz|z+t{z ~a)—z* | f; | J(z+t(z—2)) |7t dt
< molz ) ]; | J(z + t{z — 2)) |7 dt

< mo{z,z)P

pata [l [ Je +t{z —2)) |t dt limitado.
e Vamos verficar (16) “

Pela definicdo de V(x, z), temos que @{a*t! Ey . ) verifica:

Gz By (25 — 28 = Pl — P24 {18}

5(18) ¢ a equagho fundamental dos quase-Newton (tambdm chamado de Equacio
Secante)
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Fntia

| [‘F’(-”»‘HI:EHI) — (", )] (mk“ - I&} | =
[F(zM1) — F(2%) - oz, B (27 — 2%) | =

| F(z*) = P(2) = J(2") (&' = a*) | S M [+ —oF | o(a", oby

onde o(z*1,2¥) = maz{] "t ~ z* || 2% ~ 2"}
Assim

| [‘F(Ik“:ﬁ}ﬂ) ~ (", E.,)] (ka - ka <

Jm P ———

5 M lzkH — zF | a,(zk—Fl,xk)p
1T

PO zxk+l —_ ‘Ikl

}}im M o(e™ 2" = 0

Provamos assim que:

Existem €, § > 0 taisque,se|z® — 27| < e‘, | Ho —J{z=y"t < 6,2
sequéncia {2} gerada pelo Algoritmo Greendstadt converge superlinearmente
para «".

No restante deste Capitulo, apresentaremos métodos oride as normas || « |},

ndo coinctdem com {} .}
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2.5 Meétodo DFP (Davidon - Fletcher - Powell)

Algoritmo 2.3

Seja =® € W, Hy, € W™, H, nio singular e simétrica. Para

k= 0,1, 2,..., calcular =¥, Hy.y, , mediznte os passos seguintes:

Passo 1:- Cdlcula zht!

2 = b~ Hy F(25)

Passo Z:- Atualizacio de H;

sst  HyyT™ H
= H - 19
Hepa P Ty A Hy (19}

onde s = ' — gk e y = F(z*) — F(z¥)
Passo 3:- Cilculo da direcio

de = — Hpyy F(z*)
Passo 4:- oft1 = 2% 4 4, -

Supomos aqui que J(x) ésimétrico paratodo @ € 1 eque J(z*) é

simétrico e positivo definido.

Entdo podemos considerar J{x) semi-positivo definido em uma vizinhanca
de z*. Sem perda de generalidade, suponhamos que J{z) € semi-positivo
definido para todo = &€ . Como ) é convexo, J{z + t{z — z}) §é
seml-positivo definido paratode 2, z € 0,0 € & < 1, etambém:

Jz,2) = /; Iz -+ tz — z))dt
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& semi positive definide para todo x, z &€ (. Portanto, para todo
zy, & € 1 estd definido uma matriz trangular inferior  L{z,z) tal
que E(z,2) L{z,2)T = J{z,z) (fatoracio de Cholesky de J{z,z2) ).
Analisande o Algoritmo para obter a fatoracio de Cholesky, vemos que
cada coeficiente de E{e,z) é uma funcio continuamente diferencidvel dos
coeficientes de .}’(m,z)« Portanto, restringindo um pouco mais |, se for
necessario, obtemos pale Teorema do Valor Médio, que existe b, > 0

tal que:
| L{z, 2} — L{z", 2} 1 < b | J(z,2) — J(z"2") |
Por (14}, existe by > 0O tal que:
| L{z,2) ~ L{z*,z") | € by o{z,2)?

e pelo lema de Banach:

L7 Yz,2) — L7Mz",2") | € by a{z,2)P {20}

para certo by > 0, e uma desigualdade similar vale para L7.

Vamos, agora, provar a convergéncia superlinear do Algeritmo.

(a) Definimos

o x = {H € R talque H = H"}

o plz,H) = H™' paratodo 2 € 0, H € x

¢ B, = J{z*)!

¢ V(z,2) = {H € x tal que H [F(z) — F(z)] = z — =}
o H| = L7 (=", 27) H LT(z" )]lF

{Hle = LYz, 2) H L7 (z,2}||F paratodo z, z €

Lo

20



(b) Verificacio dos Axiomas e da relagdo (16)

e Axzioma 2.1 Vamos usar a seguinte notacio:

L7V = LY e*2') e L7 = LT(x",z%)

18l = L7 (z,2) H L7z, 2)|F
WL =,2) = L3 + LDV H (L7 (z,2) — LJ7 + L7]lp

< Mz, 2) ~ LTV H L (z,2) = L7 lr +

+ WLz, 2) ~ LI H L7F +

+ LI H (L (z,2) = LITle + (27" H L7 P

< JH I+ B L )~ LDV H BT (@, 2) - LT +
+ | [EMz,2) = L7VH LT +

+ | L7V H (L7 (=z,2) ~ LTT] 1)

pefa equivaléncia de norma em dimensio finita,

Pertanto:

WHle < WHY + b (H| (1 L7 (@2) = L2 [ L7 (@, 2) ~ LT | +
+ | LN, z) = L LIT ]+
+ LT L7 (= 2) — L7 )
< WHY + b | H {8 ole,2) + b | LT | o, +
+ bt LI oz, 2)}
por (20].
Seja by = maz{ by, b, bs}

HHN,.., < HHI + 803 1HI {bs oz, 2} + | 127 | oz, 2 +
+ | L7 oz, 2)P}
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Pela equivaléncia de normas em dimensio finita, existe 5, > 0

tat que | H | < by [|H|} paratodo H € x ., logo:
M lee < BH AL +bibobao (2, 2)7 [bao(a, )+ | LT[+ [ L7711 }

Esta desigualdade implica o Axioma 1, considrando 2 limitado.

e Axioma 2.2;

(7 = [LTPHLMr =
ML~ LY, 2y + L7z, 2V H (LT — L7 (2, 2) + L7 (7, 2)]lip
W = L7 e, )] H (LT = L%z, 2)]llr +
ML — LN e, 2)] H LT (z,2)fir +
(L7 Ma,2) HL;T = L™ {z,2)]llr +
127z, 2) H LT (2,2)||F
S [ Hfee + b {} (L7 = L2, 2)] H [LTT ~ L7z, 2)] |
+ L = LY, 2) H L7 (=, 2) |
+ | LN a2y H LT — L7 (z,2)] |}

IA

pefa equivaléncia de normas em dimensio finita.

Portanto:

N < JHlee + b VH L QLT = L7 e ) LT = 077 (2,2) | +
+ | L7 =LYz, ) BT (2, 2) | +
+ L ) LT - L7 (2, 2) ] )
S WHlee + b [ H| {8 0(2,2)" +
by | LT (2,2} | oz, 2)" +
+ b | L7 (z,2) | ofz,2)7}

por {20},

e
f )



Pela equivaléncia de normas em dimensdo finita, existe by > 0
tal que | H | < b ||H )., paratodo H € x, logo:

M < 8l + boby [ H]oe {8Bo(2,2) + bs | L7 (z,2) [o(z,2)" +

+ by | L7z, 2) | oz, 27 }
HH < [H. {1 + bybobyo(z, 2) [by o(x,2) + | Lz, 2y | +

{2 (z,2) 11}

Esta desigualdade implica o Axioma 2, considerando f) limitade.

¢ Azioma 2.3: (e, E.) = (EJ)7 = J(2*), portanto o

Axioma 2.3 se verifica com r* = 0.
o Azioma 2.4: A matriz simétrica J = Bz + t{z — z))dt
verihca:
J(z—2) = F(z) -~ F(z)
esatisfaz | J — J(=2) | < oz, 2y
Portanto, o Axioma 2.4 se verifica restringindo suficientemente { e

usando o lema de Banach:
B — A7 < 1B —~ Al B lA7Y]

Segue andlogo ao Algoritmo de Greenstadt

e Relacio (16) segue anilogo ao Algoritmo de Greenstadt.

Provamos assim que:

Existem €,8 > 0 tais que, se | =% — 2* i< 6 ﬁfn“‘”‘j(wv)nl < 6,

a sequéncia definida pelo Algoritmo DFP converge superlinearmente para «”.
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2.6 Meétodo BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb e
Shanno)

Algoritmo 2.4

Seja 2° € R, Hy € R, Hy nio singular simétrica.

Para k= 0,1,2,..., caleular =", H,,,, , mediante os passos seguintes:
k+1

Passo 1:~ Cilculo =

o* = 2 — H, F(z)

Passo 2:- Atuslizacio de H;

y Hyy, ss? syTH, + Hyys®

Hypy = Hy + 1+ Ty ] Ty e
onde 8 = zf! — gf e y = F(zFY) - F(a¥)
Passo 3:« Cilculo da direcio
dy = — Hy, Fla¥)
Passo 4:- Cdlculo do novo ponto:
2 = 2t 4 dy

Observacio: Todos os comentdrios feitos em relagio a0 J{z) e J no

método DEP, valem também aqui.

Provemos entio a convergéncia superlinear do Algoritmo:
(a) Dehnimos
e x = {H € R talque H = HT}.
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o ple, H}) = H ' paratodo =z € O, H ¢ x.

o B, = J{z*) . '

e Vi{iz,2) = {H € x talque H[F(z})— F(z)] = z - a}.
¢ |H|| = [[L7=" ") H L% (2", 2")||F.

o |Hllz = |1L7w,2z) H L (2, z)||p paratodo @,z € O

(b) Verificacio dos Axiomas e da relacio {16) seguem anslogos ao Algoritmo

DFP.

Portanto, existem €, § > 0 tais que,se |2 —z* | < ¢,
| Hy — J{z*)"' | < 6, a sequéncia definida pelo Algoritmo BFGS converge

superlinearmente para z°,

2.7 Método guase-Newton Estruturado

Nessa secdo vamos usar uma estratégia diferente da que temos usado

até aqui. N3o vamos apresentar o algoritmo diretamente e sim escrever sobre o
métode primelramente. .
O nosso objetivo € resolver o problema (11). A fungio fF é diferencidvel e

suas derivadas s3o dadas por:

(1) F(2) = Vf{z) = c + t A (é:ivf;) com a convencio

P S

{ ~AT};
b— ATz

(B-ATz)m

onde (b — AT z), éa 2-ésima linha de (b — AT 2) .
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(2) J{z) = Vf(e) = ¢t A D{z) AT onde

A 0 . O
Dy =] .
R 0 e 0 Ebﬁ‘i}i zjd, |

Para aproveitar a estrutura W2f | vamos aproximar A D{z**t!) 47
por A Hy AT onde H; é uma matriz simétrica e positiva definida, como
D{xk+1y,

Pela férmula DFP (19), Hiy & positiva definida se Hi €, sempre que
s’y > 0. Devemos, entio escolher 8 e y de maneira que 2 propriedade

s¥y > 0 seja garantida. Para manter a equacio secante, fazemos:
s = AT —2%) o gy = D(=F)s
Com essas idéias, Martinez [16] definiu o algoritmo:

Algoritmo 2.5

Seja g &€ 0,
- .
g 0 o 0
Hy = ¢ 0 .. T
: ’ ' 0
L 0 e 0 (5“;5 EILA
Para & = 1, 2, ..., caleular ®**', H,.,, pelos passos:

Passo 1:- 2! = 2% — (AH, ATY! F(z¥)

Passo 2i- § = AT(a"! — 2%, y = D{z")s

vy HyssTH,
sTy sTHys

Hppy = Hy +
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Passo 3:- (élculo da direcio d
dp = — (A H, A7) P(a®)
Passo 41~ 2! = % 4+ d,

Vejamos que o algoritmo supracitado é um método pratico.

De fato, da fdrmula (21) acima vem:

AyyT AT AHssT H AT
Ty sTHys
Portanto, a fatoraco de Cholesky de A H,, AY pode ser obtida a
partir da fatoracio de Cholesky de A H A7 .

AH AT = AHAT +

(22)

Fazendo B, = A H; AT podemos escrever a equacio acima como:
Ay(Ay)T AH s AH )T
Bu = B, ¢ AUAYT (A AT
sly st Hs

Esse Algoritmo estd incluido na familia de Métodos quase-Newton.

(a) Definimos
x J— 3&!1)(!1

wle, P) = A B AT

pm G 0 ] -
i
o= ] 0
¢ ’ 0
D P 0 m’%’;}"{"

Vie,z) = {E € xtal que E simétrica, Ey = s}
E]] = [|[DY*(=") E D'V*&")||r para todo E € x

1Bl = ||[DV*x) E DY*z)|lp paratedoz,z € Qe E € X
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{(b) e Awioma 2.1

1Bl = [DY¥z) E DY¥|f

= DYz}~ DY(z") + DV e")] E [DVP(z) ~ DY) + D' (=) |ir

< W DY) - DY) E (DY (=)~ DY) e +
+ || [DV3(z) —~ D) E D2} |Ir +
[D*z") E [DY*(z) — D'*(z")] [l« + [[D'*(z") E DY*(z") |I&
NEIL + 8 {] [DV*(e) — DY¥a")] E (DY) -~ DV¥{(=)] | +
+ | (DY)~ DY (z")] E DY(z) | +
+ | DY) E (DV3(z) - D7) |}

IA

Pela equivaléncia de normas em dimensado finita,

1Ble: < BN + B E| {| DYz} = D) || DYVP(2) ~ DV¥(z") |
+ { DV ()~ Do) || DV (a") | +
+ [ DV¥(z) || DY(z) ~ D'(z") [}

Pela definicio de DD e fazendo andlogo ac que foi feito para o

Algaritmo DEFP, temos:

1Bl < BN {1 + b o(e,2)'}-

e Awzioma 2.2 O procedimento é andlogo ao que foi feito para o

Axioma 2.1.

e Arioma 2.3
plz, B) = AE'AT = @z E.) = AET AT
onde E, = H' . Portanto
P — ple”,E) P Iz} =0 < 1
1sto é, o Axioma 2.3 é satisfeito com »* = 0.
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e Axioma 2.4 Viz,z) = {F € X talque E simétrica,
Ey = s }. Portanto:

(b— ATz} 0 ... 0
= 1 0 :
BEo= =
¢ : e 0
9 e 0 (b AT22

pertencente 3 V{z, %} e o Axioma 2.4 segue naturalmente,

¢ Relacio (16):- E uma consequéncia da definicio de s e ¥.
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Capitulo 3

3 OQOutros Métodos quase-Newton

Esse capitulo estd dedicado a métodos quase-Newton que ndo estio
incluidos na Familia de Métodos quase-Newton descrita no capitulo -

anterior,

3.1 Mdétodo Correcao de Posto 1

Algoritme 3.1

Seja 2% € R, Hy € R"*", Hy nio singular simétrica. Para

k= 0,1, 2...,calcular ¥, H, ., , mediante os passos seguintes:

Passo 1:- Célcvlo 2t

a:k“” = 3:;“ — H}; F(:z:k)

Passo 2:- Atualizacio de Hj

(s — Hyy) (8 — Hyy)”
(s - Hiy)Ty

—-xzf e y = y = F(a**) - F(z*).

Hiyyw = Hy +
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Passo 3;- Célculo da direcio d,

di = — Hipyy F(z¥)

Passo 4:- Novo ponto
! = 2F 4 4,

Nio se enquadra na familia de métodos quase-Newton.

3.2 Moétodo quase-Newton Diagonal

Seja f: R — R, f € C? g um inteiro positivo.
Algeritmo 3.2

O

Seja =% ponto inicial arbitrdrio.

Sejam wny, M; um niimero pequeno e grande, respectivamente,

Passo 1:- Se Vf{e*) ™ 0, parar

Passo 2:- 1. Se kB = 0 (mod q) proceder
Calcular a fatoracio de Cholesky de V*f(x¥),
= Seoprocesso "fracassa” pelo meio, acrescentar a diagonal V2 f{z*) :

Encontreum g > 0 talque (Wif(z2F) + pI) >0, pn
suficientemente pequeno. Encontre a fatoragdo de Cholesky dessa

Hessiana modificada,
Como resultado, teremos LDLT, D > 0.
Chamemos By, = LDLT '
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2. Se K Z 0 {mod ¢q) proceder '
Seja 5 = @M — ¥ e y = V(&) — Vf(=FH)

Caleular Doy da maneira que se descreve em [14]. Deixar a mesma

L.

Normalizar Dy, da seguinte maneira:

iS&d,’)M],dgle
o S5e d; < my, d; = my

Chamamos B, = LDET
Passo 3: Resolver Bid = —Vf(z*)
(Ouseja, LDLT d = —V f(z*))
Passo 4:- Calcular Ay usando o bem conhecido " backtracking” {3]
1Lx=1
2. Se flzt+2d) > fla*) + 107 MV f(a*),d) v4 para 4.
3. Ay = A, vdparao Paséc 5

4, Calcwlar um nove A € [0.1A,0.9A] por exemplo " Interpolagio
Ciibica”.

Passo 5:- Novo ponto

F = pF o4 A d,
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3.2.1 Resultados de Convergéncia

Os teoremas, bem como suas demonstracdes, se encontram em [14].

Teorema 3.1 Todo ponte limite gerado pelo Algoritmo 3.2 ¢ estaciondrio.

Teorema 3.2 Se &* £ minimizador local isoledo, eziste ume vizinhanga N

de =* tal que se ¥ € N, entio 2% — 2.

Teorema 3.3 O méilodo tem convergéncia linear ou superiinear s¢ ¢ método

for com recomegos.
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Capitulo 4

4 Globalizagao para minimizagao sem restrigoes

4.1 Conceitos Fundamentais

Considere o problema sem restricBes:

man f(x), onde f: & C R" — R, (I aberto

A idéia basica para encontrarmos o minimizador da fungio f &

k k

Dado um ponte «* , escolhemos uma direcio d a partir de z* e

k+1

encontramos um nove ponto = nessa diregio de tal modo que:

Fz*) < f(=%)

A essa direcdo chamamos direcio de descida. Formalmente podemos dizer

que d & uma diregio de descida se:

flz+Ad) < f(x} parad € (0,¢)

Para isso & suficiente que (V f(z),d) < 0.
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Do cdlculo conhecemos o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Seja .ga R R, 90 <0 e 8 € (0,1)

Entéo existe Ay tal que:

e(A) < ¢(0) + 8X4'(0), YA € (0,70)

Demonstracao:-

Pela definicio de derivada:

i P(A) — »(0) _

Jim 3 ¢ (0)

Ent3o:

wiA} — w{0}

lim — A
Ao '(0)

Dado 8 <« 1, existe Ay tal que para A < Xp, temos:

e(A) — ¢(0)
A £'(0)

(X)) — @(0) — Ag(0)

Ap'(0)
(M) — #(0) — XL (0) < 8X¢(0)

P(A) < @(0) + (1+8)Ap'(0)

I —1j< @

< 8

Como ¢'(0) < 0, temos:
P(A) < #(0) + 8 A (0)
0
Com isso, podemos demonstrar o Coroldrio de Armijo que nos d4 uma

condicio de descida suficiente.
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Corolarios

Se (Vf{z)yd) < 0 e D < 8§ < 1,entdoexiste Ap > 0 tal

que:

flz+Ad) < fle) + ONVF(z),d) para todo A € (0,A)

Demonstragio -

Definimos (A} = flz + Ad)

Entdo usando a Regra da Cadefa, temos:

@A) = (VF(z+Ad),d) = '(0) = (Vf{z),d) < 0.

Pelo teorema 4.1, temos:

Para A € (0, Ag).

e(A) < 90) + 8¢ (0) =

= flr+Ad) < f(z) + 8 A{VF(z),d) paratodo A € (0,X)

g

A condicio de Armijo, apesar de dar-nos uma condicio de descida suficiente,
ndo garante boas propriedades de convergéncia global. Temos que evitar passos
muito pequenos em relagdo ao decrescimento inicial da fungie f e dngulo
formade pelo W (gradiente da fun¢So f ) € d (direcio) arbitrariamente
préximo de 90°,

Assim podemos escrever um modelo de algoritmo para convergéncia global.
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Algoritmo 4.1

Dados

P

B, 8 >10
8,0 < 6, < 1

1. Se Vf(=*) ~ 0 parar
2. Seja d; tal que:

o (b 2k + d] C 0

o fdill 2 BU VA
o VM di < =0 [IVFEN) il

3, Fazer 2*' = @f 4 X, di onde A; é obtido pelo Algoritmao:

s (i) A = 1.
e (i) Se X satisfaz Armijo com 8 tomar Ay = X evd para (1}.

e (iii) Se A nio satisfaz Armijo com &, escolher um novo A no

intervalo [0y A, a2 A ] e repetimos o passo {ii).
Com esses conceitos vamos escrever o teorema de convergéncia global.

Teorema 4.2 ( Convergéneia Global ) Se x* € QO € um ponto limite

da sequéncia (x*) , gerada pelo Algoritmo {.1, entdo Vf{z*} = 0.

Demonstracio

Suponhamos que exista um ponto limite z* de {m"“} , kB € AN isto é,
Ik C N tal que limpes, @ = &* com VF(z*) # 0.
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Vamos provar que:

: % S T
kléngl (w ") = 0
Por Armijo:
FE*) < f@F) 4+ ad df V() =

= f#*) + a (e - 25T Vi(h) (23)
Mas

di ViF) < -0 VIl d ]l =
M VET) < — 0| V) r ] =
(&~ Vf(=) <~ 0| VI | " -2 (24)

Substituindo (24) em (23) , temos:

&) < F=F) + a (-0 [VFEN] ™ - 2t)) =

F&*) < F=") — a8 [VEEH la* — 28

Como ( f(x*) ) éuma sequéncia decrescente de nlimeros reais, limg¢n f(a¥)
existe [ finito ou { — oo )}, isto é limgen F(zF) = L onde I pode ser
(=00 ).

Logo Hmgeexr, F(x¥) = L, pois se uma sequéncia tem um limite, toda
subsequéncia tem o mesmo limite.

Agora, como f é contfnua, limgex, @* = x* implica que L = f{z*).

logo L # — oo e limen fle®) = f(z°).

Como f(w*) é decrescente:

f@*) > fla)VEk € N
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Pela convergéncia da sequéncia  f{x*):

Jim (f(e*) ~ f(h)) =0 (25)

Portanto:

() € f&*) — a8 ||VEHIH 2 ~ 2] =

fE) - @) o L |2 — 2% | =

f vH=5 )~
k k f(“’k) -~ fla*)
gt — <
I b= e s
Como :
hm 2 = 2* =

Jim Vi(xF) = Vf(z") £ 0 =

lim [VFER) # 0

Por {25) , segue que :

L B
Ji:,“%l (zFtt —2F) = 0 (26)

Existemn duas possibilidades:
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(1) Tk Coo Ky talque £ = 2F 44, VE € L, isto & sempre hd

sucesso em Armijo com diregdo pura para alguma subsequéncia.

(1) &, € N talque VEk 2> ko, 28 = 2F + X diy, A < 1
{a negacio de (4)).

¢ Analisando (2):

Temos que:
dy = & ~ 2F , VE € Kk
Portanto:
limgey di = limg ey, (@ — 28 @ 0 =
imyeg, dp = 0
Mas

dell > B IVF= =
limee | VEEH = 0 =

Vi) = 0

absurdo !
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s Analisando (22) :
Sejam:

b “k == Ancun tal QJ:IE f(;r’k + ‘\kdk) S f(mk) + akkd’{vf(mk) e

® Ay = A (fracassado) que gerou Ay

Assim:

Ap € 01X, 093] = A > 014 = A < 10X
Como Armijo nio foi satisfeito, para X, temos:
fla* + Xidy) > f(=%) + a Xl d] Vi)

ou seja:

feh + M) = &) gy
&

Pelo Tearema do Valor Médio:

k k. & Ar di)T Ak
f=* + X ;k) - f=) | VIE E’;\;"“ L AN R
& &

. —
L VA G X d)T Aedy o df Vi) & € [0,1].

Ak
Dividindo a desigualdade por || dy || e chamando:
d S
Eo_ 4 &
el
temos [|di]] = 1 (esfera unitdria - que é um conjunto compacto) e
V" + &N d)T de > o df Vf(2F). (27)

Como num conjunto compacto toda sequéncia possul uma subsequéncia con-

vergente, segue que;
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ks Coo by talque limypgy, di = d

Além disso,

kling Avd, = ki%én!}l 2l pF = ‘:#-kﬁéﬂgi fIAe dell < kﬁgfgl 10 f{Acdill = 0

= Mdp — 0 para k € k
= [lim (#F + & Xedy) = Jim zt =
Assim, passando {27) aolimitepara kB € ki (ks Co k1), temos
Jim Vit + & X d) de = Vi) d > a Vi) 4,
3

Agora, V(e d < 0.

De fato, como:

e d. étal que:

—

V) d < -0Vl 6 € (0,1

Vem gue -
F dk m zk
Logo
. T dk L - _ .
Jm VAT o = Vi) d £ -8 [ VFEI < 0
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Desta forma, V(2 )T d > a Vf(e")T di implica que & > 1
ahsurdo !

Logo Vf(=*) = 0

4.2 Globalizagiao do Método de Newton para mini-
mizacgao sem restrigdes

Algoritmo 4.2
Dado 2%, calcufar ¥ f(2%).

1. Se Vf(=*) = 0, pare.
2. Calewle V2f(x*)
3. Resolver o sistema

Vif(z¥) dy = — Vf(z¥)

4. Encontre X, tal que a condigdo de Armijo seja satisfeita (igual ao que

foi feito no Algoritmo 4.1)
5. Ik+1 = m" -+ /\k dk

6. Calcule W f(z*") eretornea (1)

Sabemos que o Método de Newton tem convergéncia local quadritica,
Vamos analisar o Algoritimo (4.2) para transformd-lo num método globalmente
convergente. -

Para as hipéteses do teorema de convergéncia global serem verificadas, a

diresdo ) deve satisfazer;

43



(a) Condicio de descida

df V(") < -0Vl (28)
(b) fldell > B IV F(=")l

& Analisemos a condigio (a)

Como dy = - V2f{x*)™! ¥V f(«*), podemos escrever (28) da seguinte

forma;

— V(") Vif(xh) V") < - 0| VA v f(=") 7 VAN =

= Vi(=t) VI VEEY) > 0

Isso acontece se tivermos V2f(z*) > 0 (Hessiana positiva definida).

# Condigdo (b)

IVl = VA < IV2FEN 1] =
IV £ M)l
d JLLE- L
= Al 2 o)

Se garantimos que [|[V2f(2b)l] € o, isto é, a matriz hessiana & uniforme-

mente imitada para todo & € (1, entdo:

1

ldell > — (¥ 5=l

isto &, a condig3o é satisfeita para 3 = i-
Assim, para o Método de Newton ter convergéncia global, temos que

resolver dois problemas:
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{1} A matriz hessiana deve sempre ser positiva definida.

(i) Garantir [|V2F(=})] < o,V 2 € Q.

¢ Resolvendo (i}

Uma maneira segura de verificarmos se a matriz & positiva definida é fazer

a decomposicdo de Cholesky.

Se V2f(z*) # 0 (Hessiana nio & positiva definida), entdo tomamos
o tal que (V2f(z*) + pI) > 0 (Hessiana modificada é positiva
definida).

0 Algoritmo (4.3), abaixo, é uma versio do Algoritmo (4.2) que resolve o

problema (i).
Algoritmo 4.3

Dade «° € Q, ¢ € (0,1), @, B

Passo 1:- Se Vf(z*) = 0, pare.
Passo 2:- Tentar a fatoragdo de Cholesky de V2f(xF).

Passo 3:~ Se o Passo 2 der certo, obter dy resolvendo
LLTdy = — Vf(x*).
Passo 4:- Se o Passo 2 nio der certo, definir
By = Vif(e*y + pud, p > 0
de maneira que B, > 0 (positiva definida)

[ Porexemplo: g = max Z,¢, | 2, 1]
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Obter a fatoracio de Cholesky da nova B e resolver:
LEYd, = — Vf{z")

Passo 5:- Testar o fato (improvivel) de que:

Vi dy > - 0|V ] (29)

Se {29) ndo se verifica v para o Passo 6. Sendo modificar d como

indicado abaixo:
dinovo = A (de + VF(=*)) — VF(x*) (ver Apéndice A).
di = diop
Passo 6:~ Se [|di]] > B[V f{=*)]] vé para o Passo 7. Se nio, faca:
A

Passo T:- Encontre A, tal que a condicio de Armijo seja satisfeita

BV (=]

di

(andloga ao Algoritmo 4.1)
Passo 8:- O novo ponto

mfc+1 — :t:k + )\kdk

Retorne ao Passo 1,

» Resolvendo (it}

Para garantir (i}, basta usar o fato de que o conjunto

A = {z tal que f(z) < f(z°)} é compacto®

Ent3o, temos:

A prova que A é compacto, encontra-se no Capitulo 1, Teorema {1.2)
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f: A C-éﬂ“ — R de classe C*, A compacto

Assim, F e todas as suas derivadas parciais até ordem 2 sdo limitadas,

isto &
HF U £ VAR sao limitados
Com isso, as hipdteses do teorema de converg@ncia global (4.2) s3o verificadas

para o Algoritmo de Newton. Logo o Método de Newton pode ser

transformado num método globalmente convergente.

4.3 Globalizacao dos Métodos quase-Newton para Mi-
nimizacgio sem restricées

Ja vimos que a direcdo de um Método Quase-Newton é dado por:
d = — H; Vf(z")

Para d ser uma direcio de descida devemos teri

(d, Vf(=") < 0 = (~HVf(="),Vi(=")) =

= ~Vf="T Hy Vf(z*) < 0 < H, > 0

( H), deve ser positiva definida para todo & )
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Para garantirmos que Hy > 0 em algumas férmulas de atualizagio de
H; partindo de Hy simétrica e positiva definida {exemplo: DFP, BFGS)
devemos ter yTs > 0 [17] isto & '

v's = (Vf(e*) ~ Vf(z")e)
= (Vf(*+ Ms) — Vf(a*),s)
= (Vf@*+Xhs) 3) — (Vf(a*)s) > 0

Assim

(V=" + As)y8) > (V ("), 9)

Temos, entdo, uma nova condigio do Método quase-Newton para mi-

nimizacido sem restricdes que é dada por:

(FF(z* + das),s) > (VF(=F), ). (30)

Escrevermos um novo algoritmo que garanta a condigdo nova e a condigdo de
Armijo.

Algoritmo 4.4

Sejam 2% € O, 8 > 0, ¢ € {(0,1), & € [0,1], Hy ndo singular,

simétrica e positiva definida.

Passo 1:- Se VF(a®) = 0 parar.

Passo 2:- Célculo da direcio d

dp = — Hy Vf(z")
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Passo 3:- Se Vf{a*)Td, < 8 |VF(=")] lid]] vi para o Passo 5.

Passo 4:- Modificacdo na direcio dy {ver Apéndice A)

_ (1= 8) IV ()
Vi@ d + (1-0) [VFEOIE + 0 IV F =Rl 1]

dp = &ldi + V(") — Vi)

Passo 5:- Encontrar X; tal que

o (1) fle*+Mdi) < F(aF) + ol (VS(=F),di)
o (i1) (VF(a*+ Medy),di) > BV f(=F),di)

sejam satisfeitos.

Passo 6:- Novo ponto
2Ft = z* 4 Apdi

Passo T:- Se Vf(z*'}) = 0 parar.

Passo 8:- Atualizacio H,
Sejam 8 = ! — &% e ¥ = VF(at) — V), Hin

é obtida a partir de Hy, 8¢, € Y , vsando procedimentos "baratos”.
(Hp1 simétrica e positiva definida),

Va para o Passo 2.

Teorema 4.3 ( Convergéneia Global ) Se z* & Q ¢ um ponto limite
da sequéncie (2*) gerada pelo Algoritmo (4.4), entie V f{z*) = 0.

Demonstragio:-
Seja limyer,cn @F = ©* esuponha VF{x*) # 0. Vamos provar que
limpgen (24 —2¥) = 0. |
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Por Armijo

f@™) < f(@®) + aM(VI(z5), d) =

= f#") + of=* - V().
Portanto

f(=*) € f(=*) + ala™? — 2TV f(2h). (31)

Mas

GVfF) <~V dill =
ATV (%) < =V FE [ de =
@™ - 2TV by < -0V (M) =5 - 2P|l (32)

Logo substituindo {32} em (31), temos:
[ s f@h) + « (S8 VfEN] A -2 =
Fey < f@h) ~ e [VF() |2 - 2
Mas { f{z*)) ¢ uma sequéncia decrescente de ndmeros reais, Logo, existe
Limycn f{2) (finito ou infinito)

Seja L = limueny f(z*).

Como f écontiuae limgex, ¢ = = temos L = flz*), logo:
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flz*) > fl=) vk € N.

2
Jim (f) = f(a4)) = 0, G
Portanto
F@) < f=¥) — of [V f(=H)]] ] — 2*)] =
f(‘”kw) — f("’k) b1 k
< —af -
N
x x f(=*) — f(=*)
e et < DS
Como lirger, ¥ = ®* ¢ f € C? temos:
limyes, V") = V") £ 0.
Por (33), segue que limyg, |l — 2%]] = ©

que implica limper, (28 —2F) = 0 {34}
Existem duas possibilidades:

(a) ks C bytalquez*t = % + di, ¥k € Iy

(b) 3ky € NtalqueV k> ko, ! = 2 + Apdy, 0 < M < 1
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¢ Analisando {a)

Sabemos que:

(V") de) =2 B (VF(s"),de)
df Vi) 2 Bdi Vf(z*) (35)

Sabemos que di V(') < 0 e df Vf(z*) <« 0, pois
dp Vi(z*) < 9 IVFENIlId]l < 0 VE € Ky

Assim, podemos escrever (35) da seguinte maneira:
—df Vf(E") < ~Bd Vi)
Aplicando o limite para & € kg temos:

— V() limuep, df < —B V(@) limyes, df =

1 < 3 onde 8 € (0,1)

absurdo !

¢ Analisando {b)

Por Armijo temos;

F(=*) — f(2f) < VI (2 - 2F)

FEHY < Y + (VAEY, ) < f(=)
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pois {(Vf(z*),d) < 0.

F(=" + Medi) < f(=F)
Passando o limite, temos:
Fla" + Md) < Flz®) para 0 < Ay <1
absurdo

Logo, a afirmacdo da tese ¢ verdadeira.
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Capitulo 5

5 Documentacao de Subrotinas

Apresentaremos, a seguir, as subrotinas por nés utilizadas, bem como seus

parametros,

A subrotina QIND "chama” as demais subrotinas e & "chamada” pelo pro-
grama principal, que consta, apenas, do problema linear a ser resolvido e dos

dados de saida.

5.1 Subrotina QND

Essa subrotina encontra o minimo de uma funcde f de N varidveis,

sem restricdes, por um método quase-Newton.

Parametros

(a) Pardmetros de Entrada

N ... Varidvel inteira que indica nimero de varidveis.
—M ... Varidvel interia que indica ndmero de restriSes.

~NMAX ... Varidvel inteira que indica o valor miximo que M pode
assumir. Primeira dimens3o das matrizes A, H, AUX, HK e

dos vetores 8, y, d.
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—1... Vandavel real; parametro da transformacio da funcio objetiva z

numa funcde F ndo linear.

—A... Matriz resl de dimensio NMAX X NN ; matriz de restricio.

—8... Vetor real de dimensido M é o vetor das constantes,

—~7. .. Vetor real de dimens3o N ; contém os coeficientes da fungdo
ohjetiva. |

—@ ... Varidvel inteira; frequéncia com que se faz vma iteragdo de New-
ton. Se @ =1 temos o método de Newton.

~IMPR ... Varidvel inteira que controla as impressGes internas da sub-
 rotina. Se IMPR = 0 nada serd impressa.-Se IMPR > 0,
serd impresso a cada ITM PR iteracBes: o nimero de iteragdes,
ndmero de avaliagio de fungio e gradiente, ndmero de iteracdes de

Newton.
—MAXIT ... Varidvel inteira; nimero maximo de iteracBes permitida.

~MAXAV ... Vanidvel inteira; nimero méximo de avaliacio de funcdo e
gradiente permitido,

—LP ... Varidvel inteira; nitmero da unidade de saida da subrotina.

—~MP .., Varidvel real, usada para normalizar 3 matriz D da decom-

posicio LIDLT de Cholesky. Todos os elementos de D estdo
no intervale ( MP, MG ).

—~-MG@G ... Varidvel real; andlogo.ao MP.

—~EPS... Varidvel real; 4 2 precisio usada pelo método, O processo
termina se a norma (MAX) do gradiente de f no ponto = for
menor que EPS (IER = 0).

—EPS1 ... Vandvel real; & a precisdo usada na decomposicio de Cholesky.
Se algum elemento da diagonal DD for menor do que EPS1 , 0

processo termina com IER = i.
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—~ALFA... Varidvel real, usada para atualizar a matriz I? no processo -

quase Newton.
~TIPQ ... Caracter que indica qual método serd utilizado.

e tipo = 'N’, usaremos Newton

¢ tipo = 'M’, usaremos Newton Modificado

e tipo = 'Q’, usaremos quase~ﬁewton Diagonal

e tipo = 'G’, usaremos Greenstadt
e tipo == ‘D', usaremos DFP
e tipo = 'B’, usaremos BIGS

e tipo = 'P’, usaremos Correcao de Posto 1

o tipo == ‘X', usaremos quase-Newton Estruturado

—Busea... Caracter que indica qual interpolagdo serd utilizada.

* Busca = 'N’, nio faz busca unidirecional.

o Busca = ‘C’, faz Interpolagio Ciibica.

¢ Busca = 'G’, faz Interpolagao Citbica com minimizacdo,

~X1.., Vetor real de dimensio IN. Na entrada X1 contém o ponto
inicial dado. No decorrer do processo, X1 conterd o ponto atual.

No final, X1 conterd o melhor ponto encontrado pelo método.

(b) Pardmetros Auxiliares

—-X8,G0,(G1,s,y,d... Vetores reais de trabalho, cada um com dimensao
N, [No método quase-Newton Estruturado os vetores &, y

tem dimensio A,

~WG... E um vetor real que guarda a diagonal da matriz D parao

cilculo do vetor y no método quase-Newton Estruturado.
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—AUX, H ... Matrizes reais,cada uma com dimens3o
NMAX x IN usadas como matnzes de trabalho, H contém

a hessiana de f (aproximada ou verdadeira) em cada iteragio do

processo,

—-BK ...

Matriz real de dimensfo N X [N, Esta matriz guarda a

subtragdo acumulada da nova hessiana (Hyyy = Hy + BX) nos
métodos: Greenstadt, DFP, BFGS, Correcido de Posto 1.

~HK...

Matriz real de dimens3o M X M.

{e) Pardmetros de Saida

—F1... Varidvel real; valor da funcdo £ no ditimo ponto encontrado.

—K ... Varidvel inteira; nimero de Hera¢Oes efetuadas,

—~KN...

Varidvel inteira; niimero de iteracSes de Newton.

~NAFG ... Vandvel inteira; ndmero de avaliacSes de funcdo e gradiente.

~IER..

L

. Varidvel inteira; diagndstico do erro.

IER =0 — o processo convergiu.

IER = 1 ~-» fracasso na decomposicio de Cholesky (a
hessiana n3o é positiva definida). )
IER == 2 -+ a derivada direcional ndo & negativa na busca
unidirecional.

IER = 3 -— foi atingido o ndmero maximo de iteracdes -
( MAXIT).

IER =4 - foi atingido o nimero miximo de avaliacdes de
funcio e gradiente { MAX AV )

IER = 5 -~ a varidvel lamb & muito pequena na busca

unidirecional, isto é, X,y ¢é muito préximo de X,
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—IFLAG ... Codigo de salda
e 0 — convergéncia

® 2 — o valor do passo é t3o pequeno que é insignificante em

comparagdo com o valor inicial. -

¢ 4 — niimero de avaliacSes de funcio e gradiente (nlimero de

chamada da FUNGR) ja atingiu MAX

e 5 — ou ovalor inicial de STEP nio é positivo e/ou a derivada

direcional inicial é n3o negativo.

5.2 Subrotina Factivel

Essa subrotina diminui, se necessdrio, a direcio d para o ponto nio sair

da regido factivel.

Parametrosg
{a) Pardmetros de Entrada

—~N ... Varidvel inteira; nlmero de varidveis.
—M ... Varidvel inteira; niimero de restrigles.

~NMAX ... Varidvel inteira; valor méximo que M pode assumir.

Primeira dimensio da matriz A e dimensio do vetor direcio d .
—A... Matnz real de dimensfio NMAX X IN ; matriz de restricdo.
—B... Vetor real de dimensio M ; vetor das constantes,

—~X ... Vetor real de dimensdo N ; contém o ponto na iteracdo atual.
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{b) Pardmetro de Saida

—d... Vetor real de dimensio NMAX . Direcio de descida.

5.3 Subrotina FUNGR,

Esta subrotina calcula o valor da funco f e de seu gradiente.
Pardmetros

—~N ... Varidvel inteira; ndmero de varidveis.
—M ... Variivel inteira; ndmero de restrigbes.

~NMAX ... Vanavel inteira; valor maximo que M pode assumir. Primeira

dimensio da matriz A e dimensio de vetor s,

~t... Vardvel real; parimetro da transformacgio da funcio objetiva z numa

funcde F ndo linear.

—-X ... Vetor real de dimensio N . Na entrada X contém o vetor X1

{ponto na atual iteraco).
~A... Matriz real de dimensio WMAX X N ; matriz de restricio.
—B... Vetor real de dimens3o A : vetor das constantes.
—C ... Vetor real de dimensio IV ; contém os coeficientes da fun¢do objetiva.

—8 ... Vetor real de dimensio NAM AX. Vetor de trabatho
(8 = A » X ).

~F ... Valor da fungio no ponto. na entrada F contém o valor da fungdo
no ponto X1 (F1).
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—G ... Vetor real de dimensio IV ; gradiente da funcio no ponto.

G contém o valor do gradiente no ponte X1 (G1).

—ITER... diagnéstico do erro. Vide subrotina QIND

54 Subrotina Hess

Nesta subrotina, temos o célculo da hessiana da fungdo f,
Parametros

—~N ... Varidvel inteira; niimerc de varidveis.
~M ... Varidvel inteira; ndmero de restrigdes.

—~NMAX ... Varidvel inteira; valor miximo que M pode assumir. Primeira

dimensio da matriz A , da matriz H e da matriz AUX .

—~t.., Vandvel real; pardmetro da transformacio da funcido objetiva z numa

fungdo f ndo lnear,

—~X ... Vetor real de dimensio IV . Na entrada X contém o vetor X1

{(ponto na atual iteracdo).
~A.., Matriz real de dimensio WMAX X N : matrz de restricio,
~8... Vetor real de dimensio M ; vetor das constantes.

—AUX ... Matriz real de dimensio WNMAX x M. Matriz de trabatho;
guarda o produto AT x ID, onde DD é a matriz diagonal cujos elementos

s3o da forma: y

d, =
T E —Ax)
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—H ... Matriz real de dimensio WMAX X N que contém a hessiana da.
fungio F.

—IER... Diagnéstico do erro. Vide subrotina QIND.

5.5 Subrotina Cholesky

Esta subrotina faz a decomposicio de Cholesky deumamatriz A{ 4 =
LbET ),de ordem N, simétnica e positiva definida.

Parametros

~A... Matriz real de ordem [N simétrica e definida positiva de dimensio
NMAX x IN. Naentrada, é a matriz Hessiana. Na saida contém a

matriz L.
~N ... Varidvel inteira; ordem da matriz A,
~NMAX ... Varidvel inteira; primeira dimensio da matriz 4 .
—-EFPS51... Precisdo desejada no teste do pive.

~R... Vetor trabalho; real e de dimensio V. Contém os elementos da matriz

diagonal.
~TERC ... Indica o que ocorreu com o processo.

e IERC = 0 — A decompoesicio de Cholesky foi feita com

SUCes50,

e IERC # 0 — Encontrado pivd negative na linha de nimero
IERC,
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5.6 Subrotina SOLVE

Esta subrotina resolve os sistemas triangulares da decomposicio de Cholesky,

ouseja, Lz = B; Dy = z ¢ ET 2 = y.

-

arametro

—A. .. Matriz real de dimensio NMAX X IV, contendo na parte triangular

inferior, a matriz L; e, na diagonal, a matriz D
—~N ... Ordem dos sitemas lineares,
~NMAX ... Primeira dimensio da matriz -4

—~B ... Vetor real de dimensdo IN. Na entrada B contém o lado direito do
sistema finear A @ = B. Nasalda, B contém a solugdo do sistema

finear.

5.7 Subrotina GSRCH

Essa subrotina minimiza f na direcio d.

Pardmetros

~N ... Varidvel inteira que indica nlimero de vanidvets.
—M ... Varidvel interia que indica niimero de restrigSes.

-~NMAX ... Varidvel inteira que indica o vafor méximo que M pode assumir.

Primeira dimensio das matrizes A,

~t... Varidvel real; pardmetro da transformacio da funcdo objetiva z numa

funcio f ndo linear.
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—A... Matriz real de dimensio NMAX X N ; matriz de restrigdo.
—B ... Vetor real de dimensio M ; é o vetor das constantes.

—X ... Vetor real de dimensio IN. Contém o ponto X1 na iteragio atual.

" Na salda terd o ponto

X!l + STEP x d

—~CF... Contém o vetor C (coeficientes da func3o objetiva).

—&... Vetor real de dimensio IV ; contém 2 diferenca X1 — X0.

—F ... Valor da funcio no ponto X1 (F1). Naida contém o valor da fungio - —

no ponto X1 4+ STEP » d.

~(... Valor do gradiente no ponto X1 (G1). Na salda contém o valor do
gradiente X1 4 STEP x d.

~IER... Diagndstico do erro. Vide subrotina QND.
—~d .., Vetor direc3o {direc3o de busca).

—~STEF... Comprimento do passo. Entra com valor LAMB.

5.8 Subrotina NormalD

Normaliza a Matriz I de modo que todos os seus elementos fiquem no
intervalo (M P, M G).

Parimetros

~H ... Matriz de dimensic WMAX X N, cuja diagonal contém a matriz
D da decomposigio de Cholesky (H = L D L7},
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—N ... Ordem da matriz H.
-~ NMAX ... Prmeira dimens3o da matriz H.

~MP ... Vartdvel real, usada para noermabizar a matniz DD da decomposicio
LDET de Cholesky.

—~MG... Andlogo ao anterior.
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Capitulo 6

6 Resultados Computacionais

Implementamos trés tipos diferentes de problemas de programacio linear

com solucao conhecida.

O programa estd implementade em linguagem de programacio FORTRAN

77 e os testes foram realizados no computador DigiRede.

Apresentaremos, a seguir, o tipo de problema abordado e os resultados obtidos

em tabelas. Cada tabela consta dos seguintes itens:

» Nimero de varidveis (N).
e Nimero de restriges (M).

s De quantas em quantas iteragdes, {Q}, o método realiza uma iteracio de-

Newton {Quando usamos o método de Newton, temos Q==1).
s Parimetro Barreira (2).
e Tipo de interpolacio usado,
e Método utilizado para resolver o PPL.
¢ Tempo total de CPU (incluindo o tempo gasto para a entrada de dados).

s O ndmero de iteragdes que o método realizou para encontrar as restricdes

ativas.
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s Nimero de iteracSes total realizados pelo método para um determinado
.

¢ Mensagem de erro,

6.1 Programa ESP

Esse programa gera o seguinte P.P.L,

Dado N, M = 2 « N — 1

s Gera a matriz A
Para T de 1 até M faca

Infcio
Para J de 1 até N faca
Inicio
A(IJ)Y = 0
Fim
Fim
Para I de 1 até (N —1) faca
inicio
AI ) = 1
AT, I +1) = 2
Fim
Para I de 1 até N faga
fnicio
AN ~1+LI) = -1
Fim
A{N,1) = §
A{N,2) = —1
AN+ 1,1} = ~1
AN +1L,2) = 0
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e Gera o vetor B
Para I de 1 até (N — 1) faca

{nicio
Fim
Para ¥ de N até M faga
Inicio
B(Iy =0
Fim
o (era o vetor
Para I de 1 até N faca
Infcio
Fim
e Solucio Otima
X0{1) = 10
Xo(2) = 0
Para I de 3 até N faca
infcio
J_fO(I) - m_!__..lm*xg -1
Fim
¢ Solugio Inicial
Para I de 1 até N faca -
Inicio
X1 = 0.
Fim

Os resultados sdo mostrados nas tabelas a seguir.
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N = 4 M=7 Q=20 t=0.1 Interpolagio Cibica B
Métodos CPU total | RestricSes Ativas | No lteragBes | Mensagem de Erro
Newton 00.30 6 G convergiu

DFEP 00.70 22 28 convergiu

- Greenstadt 00.50 ndo encontrou 11 IER = 2
Correcio 00.50 nio encontrou 11 [ER = 2
Posto 1

BFGS 00.50 18 24 convergiu

Q.N. Diagonal 01,00 21 41 convergiu

Q.N. Estruturado 03.50 41 53 convergiy ]

N=4 M=17 Q=20 t = 0.01 Interpolagio Cibica
Métodos CPU total | RestricBes Ativas | No lteracBes | Mensagem de Erro
Newton 00.10 4 10 convergiu l

DFP 00.50 8 29 convergiy

(reenstadt 00.20 nac encontrou 6 JER == 2
Correcio 00.30 ndo encontrou 10 [ER = 2
Posto 1

BFGS 00.50 6 22 convergiu

Q.N. Diagonal 01.30 21 54 convergiu

Q.N. Estruturado 02.80 21 42 convergiu

N = 4 M=7 Q=120 t =01 Interpolagdo: GSRCH
Métodos CPU total | RestricBes Ativas | No lteracBes | Mensagem de Erro

Newton 00.30 6 7 convergiy

DEFP 00.70 22 31 convergiu

Greenstadt 00.20 néo encontrou 7 COnvergiu
Correcao 00.60 nao encontrou 13 convergiu
Pasto 1

BFGS 00.40 17 23 convergiu
Q.N. Diagonal 01.70 41 44 convergiu
Q.N. Estruturado §f  02.40 32 41 convergiu
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| N=4 M=7 Q=120 t = 0.01 Interpolacio: GSRCH ]
Métodos CPU total | Restrigbes Ativas | No lteragdes | Mensagem de Erro
Newton 00.10 5 8 convergiu
DFP 00.20 nic encontrou 12 convergiu
Greenstadt 00.40 nio encontrou 7 convergiu
Corre¢io {10.30 ndo encontrou 7 convergiy
Posto 1
BFGS 00.40 8 21 convergiu
Q.N. Diagonal 02.10 22 51 [ER =5
Q.N. Estruturado 04.10 32 61 convergiu
| N =10 M =19 Q=20 = 0.1 Interpolacao Ciibica !
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No lteracSes | Mensagem de Erro
Newton 01.50 6 9 convergiu
DFEP 05.80 22 43 convergiu
Greenstadt 01.00 ndo encontrou 6 IER = 2
Corregdo 01.10 ndo encontrou 9 IER = 2
Posto 1
BFGS 04.10 21 30 convergiu
Q.N. Diagonal 05.70 21 43 convergiu
Q.N. Estruturado 20.70 24 51 convergiu
[ N =10 M = 19 Q=20 t =001 Interpolagio Ciibica |
-~ Métodos - i| CPU total | RestricBes Ativas | No lteragdes | Mensagem de Erro
Newton 01.90 4 10 convergiu
DFP 05.40 10 41  convergiy
Greenstadt 09.30 21 62 convergiy
Correcio 01.20 ndo encontrou 8 IER =2
Posto 1
BFGS 03.50 15 27 convergiu
Q.N. Diagonal 09.60 21 48 convergiy
Q.N. Estruturado 12.20 21 28 IER = 5§
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[ N=10 M=19 Q=20 t=01 Interpolagio: GSRCH |
Métodos CPU total | Restrigdes Ativas | No Iteracdes | Mensagem de Ermro
Newton 01.20 6 7 convergiu

DFP 04 .80 24 41 convergiu

* Greenstadt 01.50 nao encontrou 10 convergiu

Cotrecio 01.20 nie encontrou 6 convergit
Posto 1

BFGS 02.60 20 22 convergiu

Q.N. Diagonal 05.60 22 44 convergiu

Q.N. Estruturado 16.30 21 42 convergiu

[ N=10 M=19 Q=20 t=001 Interpolagio: GSRCH |
Métodos CPU total | RestricSes Ativas | No lteracBes | Mensagem de Erro
Newton (1.80 5 g convergiu

OFP 07.60 41 56 convergiu

Greenstadt 09.80 21 63 convergil

Cotrecdo 01.60 nao encontroy 9 convergiu
Posto 1

BFGS 03.70 12 31 convergiu

Q3.N. Diagonal 10.30 22 58 IER =5

Q.N. Estruturado 19.00 22 46 convergiu

[ N=20 M=39 Q=20 t=01 Interpolagio Cilibica |
Métodos CPU total | RestricBes Ativas | No lteragBes | Mensagem de Erro
Newton 08.30 £ 9 convergit

DFP 20.20 25 41 convergiu
Greenstadt 06.70 nio encontrou 11 HER =2
Correcio 04.50 ndo encontrou 8 I[ER = 2
Posto 1
BFGS 13.60 19 28 convergit
Q.N. Dizgonal 21.50 21 42 convergiy
@.N. Estruturade || 01:18.50 21 48 convergiu
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N = 20 M =39 Q = 20 t=0.1 Interpolagiao: GSRCH
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No lteragBes | Mensagem de Erro
Newton 06.80 6 7 convergiu
DFP 14.60 22 30 convergiu
Greenstadt 04.40 nio encontrou 7 convergiu
Correcio (14.80 n3o encontrou 9 convergiu
Posto 1 |
BFGS 11.50 19 22 convergiu
Q.N. Diagonal 19.00 21 43 convergiy
Q.N. Estruturado §} 01:50.30 | 21 42 convergiu
N = 40 M=179 Q=20 t=0.1  Interpolagio Cibica
Métodos CPU total | RestricSes Ativas | No lteracSes | Mensagem de Erro
Newton 46.60 6 9 convergiy
DFP 01:15.90 22 39 convergiu
Greenstadt 22.90 nio encontrou 9 JER = 2
Correcao 17.10 _ n3o encontrou 7 IER = 2
Posto 1
BFGS 52.70 21 26 convergiu
Q.N. Diagonal 01:19.80 21 41 convergig
Q.N. Estruturado || 05:36.40 21 49 convergiy
N = 40 M=T79 Q=20 t =01  Interpolagio: GSRCH
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No IteracBes | Mensagem de Erro
Newtaon 44.50 6 - & convergiu
DFP 01:27.00 26 34 convergiu
Greenstadt 24.20 nio encontrou 10 convergiu
Correcio 17.30 nio encontrou 7 convergiu
Posto 1
BFGS 48.70 21 24 convergiu
Q.N. Diagonal 01:15.90 22 43 convergiu
@Q.N. Estruturade }| 04:42.90 21 37 IER = 5
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| N =175 M = 149 Q=20 t =01 Interpolagdo Cibica ,
Métados CPU total | Restricdes Ativas | No lteragdes | Mensagem de Erro
Newton 05:14.00 6 10 convergiu

DFP 04:06.80 24 33 convergiu

Greenstadt 01:22.60 nao encontrou 8 HER = 2

Correcio 01:08.20 | n3o encontrou 7 IER = 2
Posto 1

BFGS 05:21.20 18 32 [ER =5

Q.N. Diagonal 05:27.20 21 41 convergiu

Q.N. Estruturado | 20:41.90 21 45 IER = 5§

| N = 100 M = 199 Q=20 1= 0.1 Interpolagio Ciabica I
Métodos CPU total | RestrigBes Ativas | Ng lteragGes | Mensagem de Erro
Newton 11:46.40 6 10 convergig

DFP 09:40.40 23 37 converigy

Greenstadt 04:34.40 nio encontroy 19 IER = 2

Correcdo 02:18.80 | n3o encontrou 7 IER = 2
Posto 1

BFGS 07:53.60 21 30 convergiu

Q.N, Diagonal 09:40.60 21 42 convergiu

Q.N. Estruturado || 44:23.00 21 48 fER =5
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6.2 Programa GD

Esse programa gera o seguinte P.P.L.

Dados N, M

¢ Gera o problema
Para I de 1 até M faca

Inicio

Para J de 1 até N faca
Inicio
A(I,J) =0
Fim

Fim

~ Gera a faixa diagonal da Matriz 4.
AUX1 = M — N

L =1
K = N
Para J de 1 até N faca
Inicio
Se J+ AUX1 <N entio k=J+ AUX]
Para I de J até kB faga
Inicio
A(F,J) = 5lsin{L}| + 5
L =L +1
Fim
Fim
Para I de 1 até N faca
Inicio
XTI = 2|sin(L)] + 1
L = L 41
Fim
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Para I de 1 até N faca

Inicio
B(I) = @
Para J de 1 até IN faca
lnicio )
B(I)= B(I)+ A(I, HX1(J)
Fim
Fim
— Gera as AUX linhas restantes.
Para I de (IN +1) att M faca
{nicio
K = I - AUX1
10 Para J de 1 até N faca
Inicio
Se J > K entio
Infeio
AL, J) = Blstn(L)| + 5
L =5 +1
Fim
Fim
B(I) = B{N) + 5|sin{L)]
L = 5 + 1
z = 0
Para J de 1 até vV faca
Inicio
z=z+ A(I,)X1J)
Fim
Se z > B(I) vapara 10
Fim
Para I de 1 até N faca
Inicio
MI(I) = 3lsin(L)] +3
Fim
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Para J de 1 até N faca

Inicio
C(J) = ¢
Para I de 1 até N faca
Inicio .
C(J)=CJ) —~ A(X, IYMI(I)
Fim
Fim
e Solucio inicial
Para J de 1 até N faca
Inicio
X0y = X1
XYy =0

Fim

As tabelas abaixo sio referentes ao problema descrito acima GD

| N=15 M =20 Q =20 t =101 Interpolagio Cibica |
Métodos CPU total | RestricGes Ativas | No lteraces | Mensagem de Erro
Newton 05.10 6 11 iER =58
BFGS 12.20 21 48 lER =5
Q.N. Diagonal 01:10.70 223 278 IER =5
Q.N. Estruturado || 04:55.80 nao encontrou K00 {ER = 3
[ N=15 M = 20 Q = 20 t=0.1 . Interpolacio: GSRCH
Métodos CPU total | RestricOes Ativas | No ReragGes | Mensagem de Erro
Newton 07.10 6 13 {ER = §
BFGS 14.70 22 48 {ER = &
Q.N. Diagonal (1:00.00 201 248 lER =5
Q.N. Estruturado | 04:45.30 nao encontrou R00 IER = 3
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| N=15 M = 20 Q = 20 t=0.01 Interpolagao Cibica |
Métodos CPU total | Restrighes Ativas | No lteracbes | Mensagem de Erro
Newton 05.00 6 12 IER = 5§
BFGS £8.30 18 36 lER = 2
Q.N. Diagonal 01:48.00 | ndo encontrou 452 [ER = 4
Q.N. Estruturado “ 20.40 n3o encontrou 37 lER = 5

| N =15 M = 20 Q=20 t = 0.01 Interpolagdo: GSRCH |
Métodos | CPU total | RestricBes Ativas | No IteracBes | Mensagem de Erro
Newton | 05.30 6 12 IER =5
BFGS | 2270 21 53 IER = 5
Q.N. Diagonal 01:53.30 | ndo encontrou 500 IER =3
Q.N. Estruturado §| 04:59.00 nio encontrou 500 IER = 3

| N=20 M = 50 Q =20 t = 0.1 Interpolagao Ciibica |
Métodos CPU total | Restri¢des Ativas | No lteracSes | Mensagem de Erro
Newton 39.30 7 22 [ER = 5§
BFGS 41.60 34 57 [ER = 5
Q.N. Diagonal 05:58.50 | ndo encontrou 365 IER = 4
Q.N. Estruturado {{ 18:59.00 | ndo encoentrou 500 IER = 3
[ N=20 M = 50 Q =20 t=10.1 Interpolacio GSRCH
Métodos CPU total | Restrigdes Ativas | No lteracdes | Mensagem de Erro
Newton 34.60 8 13 IER = 5§
BFGS 01:01.00 34 66 IER =5
Q.N. Diagonal 06:12.70 nio encontrou 403 IER = 4
Q.N. Estruturado || 01:32.00 nao encontroy 40 {ER = 5
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Interpolagio GSRCH |

P N =20 M =50 Q=20 t = 0.01
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No lteracdes | Mensagem de Erro
Newton 52.30 14 21 IER = 5
BFGS 01:03.70 23 50 IER = §
Q.N. Diagonal 01:04.20 | n3o encontrou 83 [ER =38
Q.N. Estruturado || 17:17.80 ndo encontrou 438 [ER = 4
{ N=70 M =72 Q=20 t= 0.1 Interpolacio Ciibica
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No lteragSes | Mensagem de Erro
Newton 03:25.20 5 13 IER = §
BFGS 31:01.90 416 419 lER = 2
Q.N. Diagonal 29:15.20 | nio encontrou 500 [ER = 3
Q.N. Estruturado | + 2 hs n3o encontrou 250 Interrempido
| N=20 M = 200 Q = 20 t= 0.1 Interpolagio Cibica |
Métodos CPU total | Restrictes Ativas | No lteracbes | Mensagem de Erro
Newton 02:44.70 9 22 IER =5
BFGS 03:03.30 48 68 IER = 5
Q.N. Diagonal 24:12.40 nio encontrou 341 IER = 4
.M. Estruturado 3 2:00 nie encontrou 248 Interrompido
| N =70 - M=72 Q=20 t = 0.1 Interpolacido: GSRCH
Métodos CPU total | RestrigSes Ativas | No ltera¢Bes | Mensagem de Erro
Q.M. Diagonal || 05:41.70 76 109 [ER =5
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6.3 Programa GERA

e Gera o Problema

L =1
Para J de 1 até N faca
Inicio
Para I de 1 até N faca
Inicio
A{I,J) = dlsin(L)] + 5
L =L +4+1
Fim
Fim
Para I de 1 até N faca
fnicio
XUI) = 2]sin(L}] + 1
L =L + 1
Fim
Para I de 1 até N faca
Inicio
B{I) = 0
Para J de 1 até N faca
Infcio
B(IN = B(I) + A(I, )X 1{.J)
) Fim
Fim
 Para I de (N +1) até M faca
fnicio
10 Para J de™ 1 até N faca
Inicio
A(I, J) = Blsin{L}] + 5
L = L + 1
Fim
B(I) = B(1) + 5sin(L)
L = L 4+ 1
z = {
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Para J de 1 até N faca
Inicio
z =z + AU, XU
Fim
Sez > B(I) vi para 10
Fim
Para I de 1 até N faca
Inicio
MI(I) = 3lsin{L}] +3
L =L +1
Fim
Para J de 1 atd N faca
Inicio
C(J) =0
Para I de 1 até N faca
Infcio
C(Jy=C(J) - A{J, NMI(I)
Fim
Fim

s Solucio inicial
Para J de 1 5té N faga
Inicio
X0{J)
XU
Fim

X105
0

[

As tabelas a seguir estdo relacionadas com o programa GERA

| N=20 M = 40 Q=20 t=101 Interpolagao Cibica |
Métodos CPU total | Restrices Ativas | No lteracSes | Mensagem de Erro
Newton 25.00 5 14 IER =5
BFGS 12.50 10 18 IER = 2
Q.N. Diagonal 04:22.10 njo encontrou 212 JER = 4
Q.N, Estrutyrado 12.60 n3o encontrou 6 IER =1
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[N =20 M=350 Q=20 t=01 Interpolagio Cibica |
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No lteracSes | Mensagem de Erro
Newton 45 .80 5 19 [ER =5

BFGS 38.30 g 42 [ER = &
Q.N. Diagonal 05:18.90 nae encontrou 201 {ER = 4
Q.N. Estruturado || 16.50 ndo encontrou 6 IER =1

| N=20 M = 50 Q=20 t = 0.1 Interpolagaoc GSRCH
Métodos CPU total | RestricBes Ativas | No Iteracdes | Mensagem de Erro
Newton - 32.50 7 13 lER = 5

BFGS 28.00 13 25 lER = 5
Q.N. Diagonal 37.60 ndo encontroy 30 IER =35
Q.N. Estruturado 19.20 nao encontrou 7 IER = 1

{'N =20 M = 50 Q = 20 t =001 Interpolagio GSRCH |
Métodos CPU total | Restriches Ativas | No lteracdes | Mensagem de Erro
Newton 47.20 nio encontrou 14 IER =5

BFGS 37.60 13 36 [ER = 5
Q.N. Diagonal 11.20 nio encontrou 10 JER = 5
Q.N. Estruturade 25.90 ndo encontrou L B [ER = 1

| N=20 M = 50 Q == 20 t = 0.01 Interpolagiao Ciibica |
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No lteragdes | Mensagem de Evro
Newion 25.20 nio encontrou 8 IER = &

BFGS 18.40 g 20 IER=5
Q.N. Diagonal 16.80 ndo encontrou 13 IER = 5
Q.N. Estruturado 43.50 nio encentrou 15 [FR=5
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| N=40 M = 80 Q=20 t=0.1 Interpolagioc Cibica |
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No fteracSes. | Mensagem de Erro
Newton 02:44.90 nao enconirou 10 lIER =5
BFGS 01:18.40 16 22 [ER = 5
Q.N. Diagonal 38.30 n3o encontrol g IER =5
.N. Estruturado | 01:19.20 n3a encontrot 7 fER = 5
‘ N =75 M=150 Q=20 t=01 Interpolagao Cibica
Métodos CPU total | Restricdes Ativas | No lteracSes | Mensagem de Erro
Newton 12:46.30 nao encontrou 8 IER =5
BFGS 06:12.80 ndo encontroy 26 IER = 2
Q.N. Diagonal (02:22.20 ndo encontroy 7 JER = §
Q.N. Estruturado || 06:34.30 n3o encontrou 11 [ER =5
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Capitulo 7

7 Conclusoes

A partir dos resultados obtidos nos dois tipos de Interpolagio, levando em
conta a variacao dos fatores: mimero de varidveis, ndmero de restrigles,
paridmetro barreira e tipo de interpolagdio , levantames algumas con-

clusGes a respeito dos métodos utilizados,

Os métodos Greenstadt, DFP, Correcgdo de Posto 1 n3o sdo com-
petitivos, quanto 3 eficigncia computacional, a0 serem comparados com o método

de Newton,

Quando o niimero de varidveis aumenta, o método BFGS torna-se mais
eficiente que o método de Newton, apesar do nimero de iteragGes ter aumen-
tado. Este resultado era esperado, pois o métado de Newton calcula a inversa

da matriz Hesstana em cada iteragdo.

Os resultados obtides pelo método quase-Newton Estruturado nde foram
satisfatorios, apesar de possuir boas propriedades tedricas. O tempo de CPU
{que foi expressivo) ndo pode ser considerado como tal, pois este método, parti-
cularmente, ndo atualiza B,‘;’:l em funcdo da Bk‘l ;e sitm, a B, em funcio
de B, (aproximacio da matriz Hesstana). Nio compensaria aplicar Sherman
Morrison para encontrarmos a By ', visto que o nlimero de iteracGes também

fol muito grande em relacio aos demais métodos,

Podemos colocar como pontos para futuros estudos, implementar um al-
goritmo para matrizes esparsas. Esperamos que um programa especifico para

problemas esparsos seja mais eficiente. Podemos, também, tentar um outro tipo
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de interpolagdo.
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8 Apéndice A

Modificacio na direcdo dy se a condigio:

Vi) de < -0V O] 1] (36)
nio for satisfeita,
Seja:
VA de = ~ 0 [V el > — 0 §VFEH] el (37)
Tomemos
dy = ad; + (1-a) [V (=), a € (0,1) (38)

8 vamos impor que:

Vi) de < = 0 [V il (39)

Vi d £ Vi) (adp + (@-1)VS(")]

) < O IVAEY] fledk + (a—1)ViEH] &
Vi de < ~0VHE] + Nl fdll + Ja—1] VAR &
Vi de < =0V falldd + (1-a) VA=) (40)
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Assim

Vi a € a VYA + (o~ DIV S

—a 8 [[VFN Il — 0 [V + a0 [[VFHIP
Entdo:

o [VE("dy + (1-8) IV F(=N + 8 IV ) < (1-8) [V =

(1 - 8) IVFE=hi?

* S T+ (L= DIV + v i@ iam < "
Como e« € [0,1] paratodo @ € [0,&]
Tomande
. (1-6) |V f(H)]? o

Vi@ de + (1-O§VIER)* + 0V F (= )]l
a direcio di = & [dp + VFleb)] — Vf(z*) vai satisfazer a condicio
(36).

Logo, se dp ndo satisfaz a condigio (36), tomemos
di novo = & (dr + Vf(z*)) — VF(=H

para & dado por (40).
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