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Resumo

Neste trabalho apresentamos a análise matemática de três modelos de campo de fase
que modelam processos isotérmicos. Em dois desses modelos consideramos efeitos de
movimentação descritos pelas equações de Navier-Stokes.

O primeiro problema diz respeito a um modelo tridimensional de solidificação de uma
liga binária com convecção e sob o efeito de um campo magnético. Discutimos a boa co-
locação do modelo. Além disso, investigamos a existência de solução quando o coeficiente
de difusão da concentração se anula para algum valor do campo de fase.

O segundo modelo estudado é um sistema Cahn-Hilliard/Allen-Cahn que modela um
processo de solidificação de uma liga binária. Esse modelo é capaz de prever um fenômeno
observável conhecido por solute trapping. Para um problema não degenerado revisitamos
resultados de existência de solução fraca, mostramos um princípio do máximo, provamos
a existência de solução forte (global para o caso bidimensional e local para o caso tri-
dimensional) e por fim obtemos um resultado de continuidade com respeito aos dados
iniciais. Além disso, provamos que um sistema degenerado tem uma solução fraca.

O último modelo descreve um fluido multifásico que está sob o efeito de um campo
elétrico. Provamos a existência de solução fraca global. Além disso mostramos resultados
de regularidade, global no caso bidimensional e local no caso tridimensional.

Palavras-chave: campo de fase, mudança de fase, existência e regularidade de solu-
ções, solidificação, equações de Navier-Stokes, equação de Allen-Cahn, equação de Cahn-
Hilliard.



Abstract

In this work, we present a mathematical analysis of three different phase-field models
which describe isothermal processes. In two of these models, we consider convection effects
that are described by Navier-Stokes equations.

In the first problem, we deal with a three-dimensional model of solidification for a
binary alloy with melt convection and under a magnetic field effect. The well-posedness of
the model is discussed. Moreover, the existence of a solution when the diffusion coefficient
of the concentration equation vanishes for some values of the phase-field is investigated.

The second model studied here is a Cahn-Hilliard/Allen-Cahn system that models
a process of solidification of a binary alloy. This model is able to predict an observa-
ble phenomenon called solute trapping. We revisit results of existence of weak solutions,
show a maximum principle, prove the existence of strong solution (global to the bidimen-
sional case and local to the three-dimensional case), and we take a result of continuity
with respect to initial data, to a non-degenerate problem. Furthermore, we prove that a
degenerate system has a weak solution.

The last problem concerns with a system of equations describing a multi-phase flow
under the effect of an electric field. We prove the existence of global weak solutions, global
regularity in the bidimensional case and local regularity in the three-dimensional case.

Keywords: phase-field, phase transition, existence and regularity of solution, solidi-
fication, Navier-Stokes equations, Allen-Cahn equation, Cahn-Hilliard equation.
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Introdução

Modelos de campo de fase alcançaram considerável importância por serem úteis na
modelagem e simulação de vários fenômenos complexos de crescimento de estruturas.
Esse tipo de modelo surge como uma aplicação da teoria fenomenológica de Ginzburg-
Landau [26]. Basicamente, o modelo é derivado a partir de um funcional de energia livre
ou de entropia livre que depende de um parâmetro de ordem, conhecido como campo de
fase, que caracteriza as diferentes fases. Podemos citar exemplos do modelo de campo
de fase aplicado para modelar: processos de solidificação de ligas binárias [46, 47, 48];
separação de fase de fluidos multifásicos [50, 31]; crescimento de tumores [5]; cristalização
[24]; forma de uma membrana celular [29]; dano de materiais [7], entre outros. Neste
trabalho o modelo de campo de fase é usado para descrever processos de solidificação e
processos de separação de fase, ou concentração de soluto no solvente.

Esse tipo de modelo tem sido usado com sucesso para modelar processos de solidificação
tanto para materiais puros quanto para ligas binárias. Podemos mencionar [12, 27, 13,
41, 28, 38, 8, 34], entre outros, onde são feitas análises teórica e numérica. No caso de liga
binária, o funcional de energia livre (ou de entropia) também depende da concentração
do soluto no solvente, veja por exemplo [46, 47, 48].

Modelos de campo de fase para solidificação têm sido estendidos para incluir efeitos
de convecção, veja, por exemplo, [3, 6, 45, 36, 37, 9]. De fato, a convecção tem um efeito
importante no comportamento do material influenciando no padrão da solidificação; a
microestrutura em evolução pode produzir fenômenos complicados e inesperados.

Recentemente, Belmiloudi e Rasheed propuseram, em [40], um modelo de campo de
fase para ligas binárias que incorpora convecção e a ação de um campo magnético. As
equações da concentração, do campo de fase e da temperatura são deduzidas de um
funcional de entropia, o efeito de convecção é incluído acoplando-se a equação de Navier-
Stokes e o efeito do campo magnético é introduzido por meio de uma termo de força de
Lorentz na equação de Navier-Stokes. Dessa forma, o modelo se transforma em um modelo
da magneto-hidrodinâmica (MHD) em que o campo magnético induzido é desprezível
quando comparado com o campo magnético imposto. Isso acontece, por exemplo, quando
o número de Reynolds magnético é suficientemente pequeno (para uma discussão mais
detalhada veja [15]). A análise matemática do caso bidimensional foi feita em [39], pelos
mesmos autores que propuseram o modelo. No Capítulo 2 desse trabalho fazemos a análise
matemática do caso isotérmico tridimensional e mostramos a existência de solução fraca
para um caso quando o coeficiente de difusão da equação da concentração pode se anular.
As incógnitas desse modelo são o campo de velocidade u, a pressão p, a função potencial
do campo elétrico φ, o campo de fase ψ que representa a fase sólida/líquida da liga e
a concentração c do soluto no solvente, cuja evolução é dada pelo seguinte sistema de
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equações:

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
= −∇p+ µ∆u+ A1(ψ, c) + b(ψ)((−∇φ+ u×B)×B),

div u = 0,

∆φ = div(u×B),

∂ψ

∂t
+ (u · ∇)ψ = ǫ2∆ψ + A2(ψ, c),

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = div(D(ψ)∇c+ A3(ψ, c)∇ψ),

em Ω × (0,+∞), onde B representa o campo magnético, ρ0 > 0 é a densidade, µ > 0
é a viscosidade, ǫ > 0 é um parâmetro pequeno, D ≥ 0 é o coeficiente de difusão e A1,
b, A2 e A3 são funções não lineares. No caso degenerado, as funções não lineares A1,
A2 e A3 tomam uma forma específica, que será discutida detalhadamente no Capítulo 2.
Consideramos a condição homogênea de Neumann sobre a fronteira para φ, ψ e c, já para
u admitimos a condição homogênea de Dirichlet.

Naturalmente, devido às equações de Navier-Stokes, no caso tridimensional os resul-
tados de regularidade são locais no tempo. Além disso, quando comparado com a análise
feita em [39], temos dificuldades adicionais devido ao termo extra b(ψ)∇φ na equação
da velocidade e por causa da equação do potencial elétrico φ, que, como explicado mais
detalhadamente no Capítulo 2, não aparece no modelo bidimensional.

Outras duas equações relacionadas com modelos de campo de fase são a equação de
Cahn-Hilliard (C-H) e a equação de Allen-Cahn (A-C), onde ambas as equações modelam
um campo auxiliar que descreve algum tipo de interface. Essencialmente, a diferença é
que a equação C-H está relacionada com algum parâmetro de ordem que é conservado
enquanto que a equação A-C está associada com um parâmetro de ordem que não é
conservado. No nosso caso, no Capítulo 3, a equação C-H está modelando a concentração
c de uma determinada substância na outra e a equação A-C está modelando um parâmetro
de ordem φ que descreve a solidificação da liga binária. Estas equações foram propostas
em [49] e surgiram a partir de uma modificação do modelo apresentado em [48], essa
modificação é feita com o intuito de abranger um fenômeno observado experimentalmente,
conhecido como solute trapping. Estudamos no Capítulo 3 um sistema de equações que
é obtido por meio de uma pequena modificação, que será detalhada na Seção 3.1, nas
seguintes equações propostas em [49]:

∂φ

∂t
= −M1

(
∂f

∂φ
(φ, c)− ǫ2∆φ

)
,

∂c

∂t
= ∇ ·M2

(
c(1− c)∇

(
∂f

∂c
(φ, c)− δ2∆c

))
,

em Ω × (0,+∞), com Ω um aberto e limitado de R
n, n = 2, 3, M1 e M2 constantes

positivas, f = f(φ, c) a densidade de energia livre e c, ∆c e φ satisfazendo a condição
homogênea de Neumann sobre a fronteira.
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Um profundo trabalho sobre existência de solução para um sistema degenerado de
Cahn-Hilliard/Allen-Cahn foi feito por Dal Passo, Giacomeli e Novick-Cohen em [14]. O
principal resultado neste artigo é um teorema sobre solução fraca para um problema dege-
nerado, onde eles permitem que a mobilidade se degenere (tanto com respeito a φ quanto
com respeito a c) bem como é permitido singularidade nas derivadas fφ e fc da densidade
de energia livre f . Para esse fim, primeiramente eles estudaram um sistema regularizado,
ou seja, quando a mobilidade é maior que uma constante positiva e as derivadas da den-
sidade de energia livre têm mais regularidade do que no problema original. Demonstra-se
a existência de solução fraca para esse problema regularizado, e então eles mostram que
uma sequência de soluções do problema regularizado converge para uma solução fraca do
problema singular-degenerado.

No Capítulo 3, procedemos na mesma direção que em [14], mas existem algumas di-
ferenças no problema resolvido aqui quando comparado com o deles. Primeiramente,
apesar de o nosso resultado sobre solução fraca para o problema não degenerado (veja
o Teorema 2.3.2) poder ser visto como um caso particular do Teorema 2.1 em [14], nós
exploramos mais a fundo, na Seção 3.2, o problema não degenerado, provando a existência
de solução forte local e a unicidade desta solução. Em segundo lugar, no caso degenerado,
fomos capazes de evitar as singularidades na derivadas da densidade de energia livre, que
é diferente da densidade de energia livre deles, e como veremos na Seção 3.1, essa forma
específica da energia livre nos permite estabelecer o sistema de equações de uma forma
ligeiramente diferente, de modo que os coeficientes das derivadas da concentração c não
tenham singularidades. Vamos permitir que a mobilidade se degenere apenas com res-
peito ao parâmetro de ordem φ, mas nossa demonstração de existência é independente
do princípio do máximo e nossa definição de solução fraca para o problema degenerado é
ligeiramente diferente. Por exemplo, no nosso caso não foi necessário tomar funções teste
que tenham suporte compactamente contido no conjunto onde 0 < c < 1, como pode ser
visto na Seção 3.3.

Como já comentamos anteriormente, os modelos de campo de fase são úteis para
descrever fluidos multifásicos, um caso bastante interesante e de grande importância na
ciência são os fenômenos da eletrohidrodinâmica em fluidos multifásicos, também conhe-
cidos com “electrowetting” no caso em que acontecem efeitos de “parede”, isto é, a solução
toca uma parede sólida. Este tipo de fenômeno ocorre, por exemplo, quando se tem uma
gota de uma determinada substância imersa em um fluido sofrendo o efeito de um campo
elétrico, veja por exemplo [16, 20, 31, 50]. Nestes tipos de modelos são combinadas as
equações de Navier-Stokes para a velocidade do fluido, de Cahn-Hilliard para o campo
de fase, da densidade de carga e do potencial elétrico, de modo que se tem um sistema
de equações altamente não linear e envolvendo equações de naturezas distintas. No nosso
caso, temos as equações de Navier-Stokes que é um sistema de equações de segunda ordem
(descrevendo a velocidade de fluido u e a pressão p), a equação de Cahn-Hilliard que é de
quarta ordem (modelando o parâmetro de ordem c e o potencial químico φ), a equação da
densidade de carga elétrica ρ que é essencialmente uma equação do transporte (e portanto
de primeira ordem) e a equação do potencial elétrico V que é uma equação elíptica de
segunda ordem. O sistema de equações que nos dá a evolução no tempo de u, p, V , ρ, c
e φ é dado por:
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ρ0

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇p+ 2div(µ(c)D(u))− ρ∇V + φ∇c,

div(u) = 0,

ǫ0ǫγ∆V = −ρ,
∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ = − σ

ǫ0ǫγ
ρ,

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = div(M(c)∇φ),

φ = Ψ′(c)− δ2∆c,

satisfeito em Ω × (0,+∞), onde D(u) = (∇u + ∇u
T )/2, ρ0 é a densidade de massa

volumétrica, µ é a viscosidade, ǫ0 é a permissividade do vácuo, ǫγ é a constante dielétrica,
σ é a condutividade elétrica, δ > 0 é o coeficiente do gradiente de energia do soluto, M é
a mobilidade do campo de fase e Ψ é um potencial de poço duplo (double well potential)
com mínimos em 0 e 1. Além disso, supomos que a densidade de carga elétrica total é
nula, isso é,

∫
Ω
ρ = 0, e admitiremos as seguintes condições de contorno:

u =
∂V

∂n
=
∂c

∂n
=
∂∆c

∂n
= 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

em que n é o vetor normal unitário exterior. Essas equações podem ser vistas como
um caso do sistema mais geral de equações proposto em [50], pois assumimos que a
densidade de massa, a constante dielétrica e a condutividade elétrica são constantes. Por
outro lado, diferentemente do proposto em [50], permitimos que a mobilidade dependa da
concentração.

Talvez o trabalho que mais se aproxime do que fizemos no Capítulo 4 da presente tese
seja o artigo [16]. Do ponto de vista físico, essencialmente a diferença é que em [16] é
considerado o efeito de parede citado anteriormente. No caso da gota imersa em um fluido
podemos pensar que o efeito de parede consiste do fato que a gota toca um eletrodo. Do
ponto de vista da análise matemática, em [16] são demonstrados resultados de existência
de solução fraca em dimensão dois e três. Foi estudado tanto o caso em que a condutivi-
dade elétrica não se degenera quanto o caso em que se degenera no exterior da gota. No
nosso caso, a equação para a densidade de carga elétrica ρ é uma equação de transporte,
já em [16], essa equação é de segunda ordem. Todavia, mostramos, além do resultado
de existência de solução fraca, resultados de regularidade de solução tanto para o caso
bidimensional quanto para o caso tridimensional. Naturalmente, por conta das equações
de Navier-Stokes, provamos apenas resultados de regularidade global para o caso bidi-
mensional. Observamos que as técnicas utilizadas em nosso trabalho são diferentes das
de [16] onde é aplicado o método de Galerkin. Aqui combinamos semi-Galerkin, regula-
rização parabólica e ponto fixo, o que nos permite aprofundar a análise da regularidade
das soluções.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos os principais resultados preliminares utilizados ao longo
dos demais capítulos. Começamos fixando algumas notações, depois apresentamos resul-
tados como a desigualdade de Young, desigualdades de Gronwall, resultados de imersão e
de interpolação e, por fim, uma vez que no Capítulo 4 aplicamos o método de regularização
parabólica, apresentamos alguns resultados para uma equação do transporte regularizada.

1.1 Notações

Notações de conjuntos

1. Em geral, Ω denotará um subconjunto aberto e limitado de R
n, n = 1, 2, 3, · · · .

2. Dado um T > 0 qualquer, em geral denotamos QT = Ω× (0, T ).

3. ∂Ω denotará a fronteira do conjunto Ω.

4. Diremos que a fronteira de Ω, ∂Ω, é de classe Ck se é uma superfície que localmente
pode ser parametrizada por uma função de classe Ck de forma que, localmente, os
pontos de Ω fiquem do mesmo lados da superfície. Diremos que ∂Ω é de classe C∞

se é de classe Ck para todo k = 1, 2, 3, · · · , (veja [17, Apêndice C.1]).

5. Dados x ∈ R
n, B1 = B(x, ρ) uma bola aberta centrada em x e de raio ρ e B2 uma

bola aberta que não contém x, o conjunto

Cx = B1 ∩ {x+ λ(y − x), y ∈ B2, λ > 0}

é chamado de cone finito em R
n de altura ρ e com vértice em x.

6. Dizemos que Ω ⊂ R
n tem a propriedade do cone se existe um cone finito C tal que

cada x ∈ Ω é o vértice de um cone finito Cx contido em Ω e congruente à C.

7. Nos capítulos 2, 3 e 4, Ω será um conjunto aberto, limitado e conexo de R
n, n =

2 ou 3, com fronteira ∂Ω de classe C∞. Veja em [2, Cap. 4, item 4.11] que Ω com
estas propriedades satisfaz a propriedade do cone.
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Notação de espaços de funções

1. Ck(Ω) = {u : Ω → R; u é k vezes continuamente diferenciável}.

2. Ck
c (Ω) = {u ∈ Ck(Ω); supp(u) é compacto}, supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}.

3. C∞(Ω) = ∩∞
k=0C

k(Ω) e C∞
c (Ω) = ∩∞

k=0C
k
c (Ω).

4. D(Ω) é o espaço C∞
c (Ω), com a seguinte noção de convergência: un → u em D(Ω)

se exite um compacto K ⊂ Ω tal que un ⊂ C∞
c (K) e Dαun → Dαu uniformemente

∀ α, onde α está denotando um multi-índice. Dizemos que D(Ω) é os espaço das
funções teste em Ω.

5. D′(Ω) é o dual topológico de D(Ω) e é chamado o espaço das distribuições sobre Ω.

6. Seja Ω ⊂ R
d aberto e γ ∈ (0, 1]. O espaço de Hölder

Ck,γ(Ω̄)

consiste de todas as funções u ∈ Ck(Ω̄), tal que a norma

‖u‖Ck,γ(Ω̄) :=
∑

|α|≤k

‖Dαu‖C(Ω̄) +
∑

|α|=k

[Dαu]C0,γ(Ω̄)

é finita. Onde,
‖u‖C(Ω̄) := sup

x∈Ω
|u(x)|,

e

[u]C0,γ(Ω̄) := sup
x,y∈Ω, x6=y

{ |u(x)− u(y)|
|x− y|γ

}
.

No caso particular em que u ∈ C0,1(Ω̄), dizemos que u é uma função Lipschitz.

7. Lp(Ω) = {u : Ω → R; u é Lebesgue mensurável, ‖u‖Lp(Ω) <∞}, estará munido com
a seguinte norma:

‖u‖Lp(Ω) =

{ (∫
Ω
|u|p
)1/p

se 1 ≤ p <∞,
ess sup|u| = inf{C > 0 : |{x : |f(x)| > C}| = 0} se p = ∞.

No caso p = 2 temos um espaço de Hilbert munido com o produto interno

(u, v) =

∫

Ω

uv,

para todo u, v ∈ L2(Ω).

8. Lp(Ω) = {u = (u1, · · · , un) | ui ∈ Lp(Ω)} = Lp(Ω)n, com norma

‖u‖L
p(Ω) =

(
n∑

i=1

‖ui‖Lp(Ω)

)1/n

.

No caso p = 2, o produto interno fica definido da seguinte maneira:

(u,v) =
n∑

i=1

(ui, vi),

onde u,v ∈ L2(Ω).
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9. W k,p(Ω) = {u | Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ α tal que |α| ≤ k} com k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞, α é um
multi-índice e Dαu denota a derivada de ordem α de u no sentido das distribuições.
Esse espaço estará munido com a norma

‖u‖Wk,p(Ω) =





(∑
|α|≤k ‖Dαu‖pLp(Ω)

)1/p
se 1 ≤ p ≤ ∞

∑
|α|≤k ‖Dαu‖Lp se p = ∞.

O espaço W k,p(Ω) munido com a norma acima é um espaço de Banach e é chamado
espaço de Sobolev.

10. Hk(Ω) = W k,2(Ω) é um caso particular em que o espaço de Sobolev é de Hilbert
quando munido do produto interno

(u, v)Hk(Ω) =
∑

|α|≤k

(Dαu,Dαv)L2(Ω) para todo u, v ∈ Hk(Ω).

11. W k,p
0 (Ω) = C∞

c (Ω)
Wk,p

munido com a mesma norma de W k,p(Ω) e Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω)
com produto interno de Hk(Ω).

12. Wk,p(Ω) = W k,p(Ω)n, Hk(Ω) = Hk(Ω)n, Wk,p
0 (Ω) = W k,p

0 (Ω)n e Hk
0(Ω) = Hk

0 (Ω)
n.

Todos esses espaços são munidos com as normas e produtos internos usuais, assim
como fizemos para Lp(Ω).

13. Hs(Ω) = [Hm(Ω), L2(Ω)]θ, para todo s ≥ 0 real ,m = s/(1 − θ), m inteiro, 0 <
θ < 1. Aqui [Hm(Ω), L2(Ω)]θ denota um espaço intermediário entre Hm(Ω) e L2(Ω),
veja [32, Seção 2 do Capítulo 1].

14. V = {v ∈ (C∞
c (Ω))n | div v = 0}.

15. H = VL
2

= {v ∈ (L2(Ω))n | div v = 0, v · n = 0 on ∂Ω}.

16. V = VH
1
0 = {v ∈ (H1

0 (Ω))
n | div v = 0}.

17. H = H × L2(Ω)× L2(Ω) e V = V ×H1(Ω)×H1(Ω).

18. Sejam X um espaço de Banach com norma ‖ · ‖ e T > 0 fixado.

(a) Lp(0, T ;X) = {u : [0, T ] → X | ‖u‖Lp(0,T ;X) ≤ ∞}, onde

‖u‖Lp(0,T ;X) =

{ (∫ T
0
‖u(t)‖pdt

)1/p
se 1 ≤ p ≤ ∞

ess supt∈[0,T ]‖u(t)‖ se p = ∞.

(b) C([0, T ];X) = {u : [0, T ] → X | ‖u‖C([0,T ];X) ≤ ∞}, onde

‖u‖C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖u(t)‖.

(c) W 1,p(0, T ;X) = {u : [0, T ] → X | u, u′ ∈ Lp(0, T ;X)}, onde u′ denota a
derivada fraca de u em [0, T ], ou seja,

∫ T

0

φ′(t)u(t)dt = −
∫ T

0

φ(t)u′(t) ∀ φ ∈ C∞
c (0, T ).
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Notações da Análise Funcional

1. Seja E um espaço normado, com norma ‖ · ‖, e E ′ seu dual topológico.

(a) Diremos que xn converge para x na topologia fraca de E, ou que xn converge
fracamente para x em E, e denotamos por

xn ⇀ x em E,

se para todo funcional em f ∈ E ′, f(xn) → f(x).

(b) Diremos que fn converge fraco-estrela para f em E ′, ou que fn converge para
f na topologia fraca-estrela de E ′, e denotamos por

fn
∗
⇀ f em E ′,

se para todo x ∈ E, fn(x) → f(x).

2. Sejam X e Y espaços de Banach, diremos que X está continuamente imerso em Y
e denotamos por

X →֒ Y,

se X ⊂ Y e o operador inclusão é contínuo, isto é, existe uma constante C > 0, tal
que

‖x‖Y ≤ C‖x‖X , ∀ x ∈ X.

3. Sejam X e Y espaços de Banach, diremos que X está compactamente imerso em Y
e denotamos por

X
c→֒ Y,

se X ⊂ Y e o operador inclusão é compacto e contínuo, isto é, toda sequência
limitada em X tem subsequência convergente em Y e

X →֒ Y.

1.2 Algumas desigualdades

Nesta seção, listamos algumas desigualdades que serão frequentemente usadas no de-
correr deste trabalho.

Os dois próximos teoremas podem ser encontrados no apêndice de Evans [17].

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Young com η). Sejam a, b > 0, 1 < p, q < ∞,
1
p
+ 1

q
= 1. Então para qualquer η > 0

ab ≤ ηap + C(η)bq

onde C(η) = 1
(ηp)p/qq

.

Teorema 1.2.2 (Desigualdades de Gronwall linear). Seja η(·) uma função não negativa,
absolutamente contínua em [0, T ] e que satisfaz:

d

dt
η(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t) q.t.p em [0, T ],
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onde φ(t) e ψ(t) são funções somáveis não negativas em [0, T ]. Então,

η(t) ≤ e
∫ T
0 φ(s)ds

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

]
∀ t ∈ [0, T ].

Em particular, se
d

dt
η ≤ φη em [0, T ] e η(0) = 0,

então,
η ≡ 0 em [0, T ].

Outro resultado que será importante é a seguinte desigualdade de Gronwall não linear
(veja página 362 de [35]):

Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Gronwall não linear). Sejam x, a, b, e k funções con-
tínuas e não negativas em [0, T ], n ≥ 2 um número natural e a/b uma função não decres-
cente. Se

x(t) ≤ a(t) + b(t)

∫ t

0

k(s)xn(s)ds, t ∈ [0, T ],

então

x(t) ≤ a(t)

(
1− (n− 1)

∫ t

0

k(s)b(s)an−1(s)ds

) 1
1−n

, 0 ≤ t ≤ T∗,

em que T∗ = sup

{
t ∈ [0, T ] : (n− 1)

∫ t

0

kban−1ds < 1

}
.

1.3 Resultados de imersões e de regularidade

O próximo teorema pode ser encontrado em [17, Teorema 3, cap. 5, sec. 5.6]. Como
veremos, uma consequência desse resultado é a desigualdade de Poincaré.

Teorema 1.3.1. Assuma que Ω seja um subconjunto aberto e limitado de R
n. Suponha

u ∈ W 1,p
0 (Ω) para algum 1 ≤ p < n. Então temos a seguinte estimativa

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω)

para cada q ∈ [1, p∗], onde p∗ = np
n−p

e C depende apenas de p, q, n e Ω.

Note que dado 1 ≤ q <∞, existe p < n, suficientemente próximo de n, tal que q = p∗.
Mas como q = p∗ > p, segue que, ‖∇u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lq , e portanto

‖u‖Lq ≤ C‖∇u‖Lq , ∀ u ∈ W 1,q
0 (Ω). (1.3.1)

Chamaremos esta última desigualdade de desigualdade de Poincaré.
Quando não temos a propriedade que u se anula na fronteira, temos a seguinte versão

da desigualdade de Poincaré que é conhecida como desigualdade de Poincaré-Wirtinger.
Esse resultado pode ser encontrado em [17, Teorema 1, cap. 5, sec. 5.8].

Teorema 1.3.2 (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger). Seja Ω um subconjunto aberto
limitado e conexo de R

n, com fronteira ∂Ω de classe C1. Assuma que 1 ≤ p ≤ ∞. Então
existe uma constante C, dependendo apenas de n, p e Ω, tal que

‖u− (u)Ω‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), (1.3.2)

para cada função u ∈ W 1,p(Ω), (u)Ω :=
1

|Ω|

∫

Ω

u.
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Os dois próximos resultados são, respectivamente, o Teorema 6 da seção 5.6 e o Teo-
rema 1 da seção 5.7 de Evans [17].

Teorema 1.3.3 (Desigualdade geral de Sobolev). Assuma que Ω é um subconjunto limi-
tado e aberto de R

n, e ∂Ω é C1.

(i) Se k < n
p
. Então,

W k,p(Ω) ⊂ Lq(Ω)

para cada 1 ≤ q ≤ np
n−pk

. Além disso, a inclusão é contínua, isto é, existe uma
constante C > 0 (que depende apenas de k, p e n) tal que

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖Wk,p(Ω).

(ii) se k > n
p
. Então,

W k,p(Ω) ⊂ Ck−l−1,γ(Ω̄),

para todo l satisfazendo l < n
p
< l + 1 e

γ =

{
l + 1− n

p
, se n

p
não é inteiro

qualquer número positivo menor que 1, se n
p

é inteiro.

Além disso, a inclusão é contínua.

Teorema 1.3.4 (Rellich-Kondrachov). Assuma que Ω é um subconjunto limitado e aberto
de R

n, e ∂Ω é C1. Então,

1. se 1 ≤ p < n tem-se
W 1,p(Ω)

c→֒ Lq(Ω)

para cada 1 ≤ q < p∗ := np
n−p

,

2. se p = n tem-se
W 1,p(Ω)

c→֒ Lq(Ω)

para cada 1 ≤ q < +∞.

Corolário 1.3.5. Assuma que Ω é um subconjunto limitado e aberto de R
n, e ∂Ω é C1.

Então,

1. se 1 ≤ p < n tem-se
Wm+1,p(Ω)

c→֒ Wm,q(Ω)

para cada 1 ≤ q < p∗ := np
n−p

,

2. se p = n tem-se
Wm+1,p(Ω)

c→֒ Wm,q(Ω)

para cada 1 ≤ q < +∞.
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Demonstração. Seja uk uma sequência limitada de W 1+m,p(Ω), então Dαuk é limitado em
W 1,p para todo α tal que |α| ≤ m. Então, pelo teorema de Rellich-Kondrachov, seque que
existe uma subsequência tal que

Dαuks → Dαu em Lq(Ω) ∀ |α| ≤ m.

Ou seja, existe u ∈ Lp(Ω) e uma subsequência uks , tal que

uks → u em Wm,q(Ω).

Note que essa argumentação se aplica para os dois itens do corolário.

O seguinte teorema nos dá um resultado de regularidade elíptica para um operador
coercivo, para a demonstração veja, por exemplo, [19, Theorem 7.32].

Teorema 1.3.6. Seja ∂Ω de classe C∞. Suponha que X seja H1
0 (Ω) ou H1(Ω), que D

seja tal que

D(v, u) =
∑

|α|,|β|≤1

(∂αv, aα,β∂
βu), aα,β ∈ C∞(Ω̄)

e que existem constantes C > 0 e λ > 0 tais que

D(v, v) ≥ C‖v‖2H1(Ω) − λ‖v‖2L2(Ω), ∀ v ∈ X.

Além disso, suponha que u ∈ X e f ∈ L2(Ω) satisfazem D(v, u) = (v, f) para todo
v ∈ X. Se f ∈ Hk(Ω) (k = 0, 1, 2, · · · ), então u ∈ Hk+2(Ω) e existe uma constante C > 0,
independente de u e f , tal que

‖u‖Hk+2(Ω) ≤ C(‖f‖Hk(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).

Quando k > 0, o próximo resultado é um corolário do último teorema, se trata do
caso em que D(v, u) = (∇u,∇v). No caso k = 0, veja [23, Teorema 2.3.3.6] junto com
[43, Proposição 7.7].

Corolário 1.3.7. Sejam ∂Ω de classe C∞, k ∈ N e u ∈ H1(Ω) tal que ∆u ∈ Hk(Ω)
e ∂u/∂n = 0 sobre ∂Ω, então vale que u ∈ Hk+2(Ω) e existe uma constante C > 0,
independente de u, tal que a seguinte estimativa elíptica é satisfeita

‖u‖Hk+2 ≤ C(‖∆u‖Hk + ‖u‖L2). (1.3.3)

Demonstração. Suponhamos que k > 0 e consideremos o caso particular do último teo-
rema em que D(v, u) = (∇v,∇u) tal que v, u ∈ H1(Ω). Pela desigualdade de Poincaré-
Wirtinger (1.3.2), existe C1 > 0 tal que

‖v − (v)Ω‖L2(Ω) ≤ C1‖∇v‖L2(Ω),

então,

D(v, v) =

∫

Ω

∇v · ∇v = ‖∇v‖2L2(Ω) ≥
1

2
‖∇v‖2L2(Ω) +

1

2C1

‖v − (v)Ω‖2L2(Ω)

≥ min{1/2, 1/(2C1)}(‖∇v‖2L2(Ω) + ‖v‖2L2(Ω))−
1

2C1

‖(v)Ω‖2L2(Ω)

≥ C‖v‖2H1(Ω) − λ‖v‖2L2 ,
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onde C = min{1/2, 1/(2C1)} e λ = 1/(2C1).
Assim, podemos aplicar o teorema anterior para f = −∆u, já que pelo fato de que

u ∈ H2(Ω) satisfaz ∂u/∂n = 0 sobre ∂Ω, segue, integrando por partes, que

D(v, u) = −
∫

Ω

∆uv = (v, f), ∀v ∈ H1(Ω).

Dessa forma, obtemos que se f ∈ Hk(Ω), segue que u ∈ Hk+2(Ω) e

‖u‖Hk+2 ≤ C(‖∆u‖Hk + ‖u‖L2).

Uma versão similar da próxima proposição pode ser encontrada em [43, Prop. 7.6].
Entretanto, apresentaremos uma demonstração utilizando o conhecido teorema de Lax-
Milgram, que afirma que dada uma forma bilinear, contínua e coerciva, D : H ×H → R,
onde H é um espaço Hilbert, e uma funcional f ∈ H ′, existe único u ∈ H tal que
D(u, v) = 〈f, v〉 para todo v ∈ H (veja, por exemplo, [17, Teorema 1, cap. 6]).

Proposição 1.3.8. Seja ∂Ω de classe C∞. Dado f ∈ L2(Ω), o problema

−∆u = f em Ω,
∂u

∂n
= 0 sobre ∂Ω

tem uma solução fraca u ∈ H1(Ω) se, e somente se,
∫

Ω

f = 0.

Desde que essa condição valha a solução u é única a menos da soma por uma constatante
e pertence a Hk+2(Ω) se f ∈ Hk(Ω), k ≥ 0.

Demonstração. Seja u ∈ H1(Ω) uma solução fraca do problema, isso é
∫

Ω

∇u · ∇v =

∫

Ω

fv, ∀ v ∈ H1(Ω).

Então, tomando em particular v = 1, segue que
∫

Ω

f = 0.

Suponhamos agora que
∫
Ω
f = 0. Consideremos o subespaço fechado de H1(Ω) (e portanto

de Hilbert com o produto interno induzido de H1(Ω)), definido por

A :=

{
u ∈ H1(Ω)

∣∣∣∣ (u)Ω =
1

|Ω|

∫

Ω

u = 0

}
.

Consideremos também a forma bilinear D : A× A→ R definida por

D(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v.
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É fácil ver que D é contínuo, além disso, pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger (1.3.2),
existe C1 > 0, tal que

|B(u, u)| = ‖∇u‖2L2(Ω) ≥
1

2
‖∇u‖2L2(Ω) +

1

2C1

‖u− (u)Ω‖2L2(Ω)

≥ min{1/2, 1/(2C1)}‖u‖2H1(Ω),

o que mostra que D é coercivo. Então, dado f ∈ L2(Ω), pelo teorema de Lax-Milgram,
existe único u ∈ A, tal que

D(u, v) = (f, v), ∀ v ∈ A.

Resta provar que essa última expressão vale para todo v ∈ H1(Ω). De fato, se v ∈ H1(Ω),
v − (v)Ω ∈ A, então

D(u, v) = D(u, v − (v)Ω) = (f, v − (v)Ω) = (f, v)− (v)Ω

∫

Ω

f.

Lembrando que
∫
Ω
f = 0, segue que D(u, v) = (f, v) para todo v ∈ H1(Ω).

Como A ≈ H1(Ω)/R, seque que a solução u é a única em H1(Ω) a menos da soma por
uma constante. A regularidade é dada pelo Corolário 1.3.7.

Assim como o corolário anterior, a próxima proposição pode ser vista como um resul-
tado de existência de solução. Essa proposição tem um papel importante para recuperar
a pressão nas equações de Navier-Stokes.

Proposição 1.3.9 (Prop. 1.1, Capítulo I em [44]). Seja Ω um conjunto aberto de R
n e

f = (f1, · · · , fn), tal que fi ∈ D′(Ω), i = 1, · · · , n. Uma condição necessária e suficiente
para que exista p ∈ D′(Ω) tal que

f = ∇p,
é que

〈f,v〉 = 0, ∀ v ∈ V .
O próximo resultado pode ser encontrado em [44, Prop.1.2 item (i), Capítulo I]. A van-

tagem do próximo teorema quando comparado com a desigualdade de Poincaré-Wirtinger
(1.3.2), é que neste caso não é necessário ter como hipótese que p ∈ L2(Ω) para obter a
desigualdade, ao invés disso, esse fato aparece como uma tese da proposição. Além disso,
essa proposição pode ser vista como um resultado de regularidade para a proposição
anterior.

Proposição 1.3.10. Sejam Ω um subconjunto aberto limitado de R
n cuja fronteira ∂Ω é

localmente Lipschitz e p ∈ D′(Ω). Se ∂p/∂xi ∈ L2(Ω), para i = 1, · · · , n, então p ∈ L2(Ω)
e

‖p‖L2(Ω)/R ≤ C‖∇p‖L2(Ω),

onde C > 0 é uma constante que pode depender de Ω, mas não da pressão p.

O próximo lema pode ser encontrado em [33, Lema 3.4], e nos dá uma estimativa para a
norma L2 da pressão que aparece na decomposição de Helmholtz de −∆v, v ∈ V ∩H2(Ω)n,
isso é ,

−∆v = Av +∇p, (1.3.4)

onde A é o operador de Stokes e p ∈ H1(Ω) é tal que
∫
Ω
p = 0.
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Lema 1.3.11. Seja v ∈ V ∩ (H2(Ω))n e considere a decomposição de Helmholtz de −∆v
(isso é, a decomposição em (1.3.4)). Então, para todo ǫ > 0 existe uma constante positiva
Cǫ independente de v tal que vale a seguinte estimativa:

‖p‖L2 ≤ Cǫ‖∇v‖L2 + ǫ‖Av‖L2 .

O teorema a seguir será de importância fundamental para se obter obter convergência
forte de subsequências que estão limitadas em espaços convenientes, e como veremos nos
próximos capítulos, estas convergências fortes serão essenciais devido às não linearidades
presentes em todas as equações estudadas neste trabalho. Este teorema é conhecido como
Lema de Aubin-Lions-Simon e sua demonstração pode ser encontrada em [42, Corolário
4].

Teorema 1.3.12. Sejam X, B e Y espaços de Banach, onde X
c→֒ B →֒ Y .

1. Sejam F limitado em Lp(0, T ;X), onde 1 ≤ p < ∞ e ∂F
∂t

=
{
∂f
∂t

: f ∈ F
}

limitado
em L1(0, T ;Y ). Então, F é relativamente compacto em Lp(0, T ;B).

2. Sejam F limitado em L∞(0, T ;X) e ∂F
∂t

limitado em Lr(0, T ;Y ) para algum r > 1.
Então, F é relativamente compacto em C([0, T ];B).

1.4 Resultados de Interpolação

Sejam X e Y espaços de Hilbert separáveis satisfazendo:

X ⊂ Y, X denso em Y com injeção contínua. (1.4.1)

Denotamos por [X, Y ]θ o espaço intermediário. Para detalhes sobre a definição desses
espaços veja [32, Seção 2 do Capítulo 1].

O seguinte resultado nos dá uma desigualdade de interpolação para X e Y com as
propriedades acima. Veja [32, Proposição 2.3].

Proposição 1.4.1. Para X e Y satisfazendo a propriedade (1.4.1) e todo u ∈ X,

‖u‖[X,Y ]θ ≤ C‖u‖1−θX ‖u‖θY .

Vale lembrar aqui a definição do espaço de Sobolev fracionário:

Hs(Ω) := [Hm(Ω), L2(Ω)]θ, para todo s ≥ 0 real ,m = s/(1− θ), m inteiro, 0 < θ < 1.

Estamos interessados em interpolações entre esses espaços de Sobolev, para isso apresen-
tamos primeiro o seguinte teorema que nos dá os espaços intermediários entre dois espaços
de Sobolev fracionários. Este teorema pode ser encontrado em [32, Teorema 9.6].

Teorema 1.4.2. Assuma que Ω seja um aberto limitado de R
n, com fronteira de classe

C1. Então,

[Hs1(Ω), Hs2(Ω)]θ = H(1−θ)s1+θs2(Ω)

para todo si > 0, s2 < s1, 0 < θ < 1.
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Desses dois últimos resultados, e também da definição de Hs(Ω), seque a seguinte
desigualdade de interpolação:

‖u‖H(1−θ)s1+θs2 ≤ C‖u‖1−θHs1‖u‖θHs2 (1.4.2)

para todo s1 > 0, s2 ≥ 0, s2 < s1, 0 < θ < 1. A constante C > 0 pode depender de θ, s1,
e s2.

Outro resultado que será importante nesse trabalho é a interpolação de Gagliardo-
Nirenberg (veja, [21, Teorema 10.1]):

Teorema 1.4.3. Seja Ω um domínio limitado de R
n com ∂Ω de classe Cm, e seja u ∈

Wm,r(Ω) ∩ Lq(Ω), 1 ≤ r, q ≤ ∞. Para qualquer inteiro j, 0 ≤ j < m, e para qualquer
número a no intervalo [j/m, 1], dado que

1

p
=
j

n
+ a

(
1

r
− m

n

)
+ (1− a)

1

q
.

Se m− j − n/r não é um inteiro não negativo, então

‖Dju‖Lp(Ω) ≤ C‖u‖aWm,r‖u‖1−aLq , (1.4.3)

onde a constante C depende apenas de Ω, r, q, m, j e a.
Se m− j − n/r é um inteiro não negativo, então (1.4.3) é satisfeita para a = j/m.

Temos dois casos particulares do último teorema que são de especial importância ao
longo deste trabalho:

1. n = 2, j = 0, p = 4, r = 2, m = 1, a = 1/2 e q = 2, temos que

‖u‖L4 ≤ C‖u‖1/2H1 ‖u‖1/2L2 , para todo u ∈ H1(Ω). (1.4.4)

Pela desigualdade de Poincaré, se u = 0 sobre ∂Ω, temos que

‖u‖L4 ≤ C‖∇u‖1/2L2 ‖u‖1/2L2 , for any f ∈ H1
0 (Ω). (1.4.5)

2. n = 3, j = 0, p = 4, r = 2, m = 1, a = 3/4 e q = 2, temos que

‖u‖L4 ≤ C‖u‖3/4H1 ‖u‖1/4L2 , para todo u ∈ H1(Ω). (1.4.6)

Pela desigualdade de Poincaré, se u = 0 sobre ∂Ω, temos que

‖u‖L4 ≤ C‖∇u‖3/4L2 ‖u‖1/4L2 , for any f ∈ H1
0 (Ω). (1.4.7)

Outro importante resultado de interpolação é o seguinte teorema:

Teorema 1.4.4 (Teorema 5.9 em [2]). Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de R
n

satisfazendo a propriedade do cone e com fronteira C1. Suponha também que q > p > 1,
mp > n e mp − p < n. Então, existe C (que pode depender de m, n, p, q e do volume
do cone) tal que se u ∈ Wm,p(Ω)

|u(x)| ≤ C‖u‖θWm,p‖u‖1−θLq ,

para todo x ∈ Ω, e θ = np
np+(mp−n)q

.
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Nos resultados a seguir admitimos que fronteira ∂Ω é de classe C∞, que em particular
satisfaz a propriedade do cone (veja o Capítulo IV [2]).

Um caso particular do último teorema que será importante no presente trabalho é
conhecido como desigualdade de Agmon.

Corolário 1.4.5 (Desigualdade de Agmon). Seja Ω um subconjunto aberto e limitado
de R

3 com fronteira de classe C∞. Então, existe C > 0 tal que se u ∈ H2(Ω)

‖u‖L∞ ≤ K‖u‖1/2H2 ‖u‖1/2H1 . (1.4.8)

Demonstração. Tomando n = 3, p = 2, q = 6, m = 2, no teorema anterior, temos
q > p > 1, 4 = mp > n = 3 e 2 = mp− p < n = 3. Então, θ = np

np+(mp−n)q
= 6

6+(4−3)6
= 1

2
.

Lembrando que a inclusão H1(Ω) ⊂ L6(Ω) é contínua, segue o corolário.

O próximo lema é uma consequência da desigualdade de Agmon apresentada no coro-
lário acima.

Lema 1.4.6. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de R
3 com fronteira de classe C∞.

Se u ∈ H3(Ω) e satisfaz ∂u
∂n

= 0 sobre ∂Ω, existe C = C(Ω) tal que

‖∇u‖L∞ ≤ C‖∆u‖1/2L2 ‖∇∆u‖1/2L2 (1.4.9)

Além disso, se u ∈ H4(Ω) e ∂∆u
∂n

= 0 sobre ∂Ω

‖∇u‖L∞ ≤ C‖∆2u‖1/4L2 ‖∆u‖3/4L2 . (1.4.10)

Demonstração. Observe que, pela desigualdade Agmon (1.4.8), temos que

‖∇u‖2L∞ = ‖∇(u− (u)Ω)‖2L∞ ≤ C‖∇(u− (u)Ω)‖H1‖∇(u− (u)Ω)‖H2

≤ C‖u− (u)Ω‖H2‖u− (u)Ω‖H3 .

Agora, pela regularidade elíptica e pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger (1.3.2), segue
que

‖∇u‖2L∞ ≤ C(‖∆u‖L2 + ‖u− (u)Ω‖L2)(‖∆u‖H1 + ‖u− (u)Ω‖L2(Ω))

≤ C(‖∆u‖L2 + ‖∇u‖L2)(‖∇∆u‖L2 + ‖∆u‖L2 + ‖∇u‖L2(Ω)).

Integrando por partes e usando novamente a desigualdade de Poincaré-Wirtinger, temos
que

‖∇u‖2L2 = ‖∇(u− (u)Ω)‖2L2 = −
∫

Ω

(u− (u)Ω)∆u+

∫

∂Ω

(u− (u)Ω)∇u · n

≤ ‖u− (u)Ω‖L2‖∆u‖L2 ≤ C‖∇u‖L2‖∆u‖L2 .

Dessa forma,
‖∇u‖L2 ≤ C‖∆u‖L2 .

Além disso, ‖∆u‖L2 ≤ C‖∇∆u‖L2 , já que

‖∆u‖2L2 = −
∫

Ω

∇u∇∆u+

∫

∂Ω

∆u∇u · n ≤ C‖∆u‖L2‖∇∆u‖L2 .
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Então,

‖∇u‖2L∞ ≤ C‖∆u‖L2(‖∇∆u‖L2 + 2‖∆u‖L2)

≤ C‖∆u‖L2‖∇∆u‖L2 .

Donde segue (1.4.9).
Ademais, temos o seguinte resultado de interpolação:

‖∇∆u‖L2 ≤ ‖∆2u‖1/2L2 ‖∆u‖1/2L2 . (1.4.11)

De fato, integrando por partes e usando que ∂∆u
∂n

= 0 sobre ∂Ω, temos que

‖∇∆u‖2L2 = −
∫

Ω

∆u∆2u+

∫

∂Ω

∆u∇∆u · n

≤ ‖∆u‖L2‖∆2u‖L2 .

Ou seja,
‖∇u‖L∞ ≤ C‖∆2u‖1/4L2 ‖∆u‖3/4L2 .

Lema 1.4.7. Seja Ω um subconjunto limitado e aberto de R
2 com fronteira de classe C∞.

Se u ∈ H4(Ω) e satisfaz ∂u
∂n

= ∂∆u
∂n

= 0 sobre ∂Ω, então existe C = C(Ω) tal que

‖∇u‖L∞ ≤ C‖∇u‖1/2L2 ‖∆2u‖1/2L2 . (1.4.12)

Demonstração. Pela imersão de SobolevH3/2(Ω) ⊂ L∞(Ω) e usando a definiçãoH3/2(Ω) :=
[H3(Ω), L2(Ω)]1/2, junto com a interpolação (1.4.2), obtemos que

‖∇u‖L∞ ≤ C‖∇u‖H3/2 ≤ C‖∇u‖1/2L2 ‖∇u‖1/2H3

≤ C‖∇u‖1/2L2 ‖u− (u)Ω‖1/2H4 .

Aplicando a regularidade elíptica e a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (1.3.2), segue
que

‖∇u‖2L∞ ≤ C‖∇u‖L2(‖∆u‖H2 + ‖∇u‖L2)

≤ C‖∇u‖L2(‖∆2u‖L2 + ‖∆u‖L2 + ‖∇u‖L2).

Como vimos no último lema

‖∇u‖L2 ≤ C‖∆u‖L2 ,

‖∆u‖L2 ≤ C‖∇∆u‖L2 ,

‖∇∆u‖L2 ≤ C‖∆2u‖L2 .

Então temos o resultado desejado.
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1.5 Resultados envolvendo operadores

Operador de superposição

Seja f : Ω×R → R.Dada uma função u : Ω → R, definimos o operador de superposição
gerado por f por f̃(u)(x) = f(x, u(x)). Eventualmente, pode ser que f : R → R, neste
caso f̃(u) = f ◦ u.

Um resultado envolvendo operadores de superposição é o Teorema 9.7 em [4], que
enunciamos abaixo.

Teorema 1.5.1. Seja Ω ⊂ R
n limitado, e seja kp > n. Suponha que a função f seja

k−vezes continuamente diferenciável em Ω × R. Então o operador de superposição f̃
gerado por f mapeia W k,p(Ω) em si mesmo e é limitado e contínuo.

Um caso que o último teorema não se aplica e que precisaremos na presente tese é
quando k = 1, p = 2 e n = 2, 3. Por isso enunciamos o próximo teorema como em Kavian
[25] Teorema 16.7.

Teorema 1.5.2. Sejam 1 ≤ q ≤ p < n, Ω um aberto de R
n e f uma função de R

em R. Então, f̃ é um operador contínuo de W 1,p(Ω) em W 1,q(Ω) se, e somente se, f é
localmente lipschitziana e sua derivada (que existe q.t.p em R) satisfaz a seguinte condição
de crescimento:

∃ a, b ≥ 0, tal que ∀ s ∈ R, |f ′(s)| ≤ a+ b|s|n(p−q)/(qN−qp).

Se 1 ≤ p ≤ ∞ e f é lipschitziana em R, então, para todo u ∈ W 1,p(Ω) temos que
f̃(u) ∈ W 1,p(Ω) e

∇f̃(u) = f ′(u)∇u q.t.p em Ω.

Além disso, se 1 ≤ p <∞, o operador f̃ é contínuo de W 1,p(Ω) em W 1,p(Ω) (em geral, se
p = ∞, f̃ não é contínuo de W 1,∞(Ω) em W 1,∞(Ω)).

A seguinte proposição é importante na demonstração de existência de solução fraca
para um caso degenerado das equações estudadas no Capítulo 2 e é demonstrada em
[30, Proposição 3.1]. Essencialmente, essa proposição estabelece que um operador de
Nemytskii é fracamente sequencialmente contínuo se, e somente se, a função que dá origem
à ele for afim.

Proposição 1.5.3. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de R
n e seja f ∈ C(R)

tal que |f(t)| ≤ a + b|t| para a, b ≥ 0. Então, o operador de superposição de Nemytskii
f̃ : Lp(Ω) → Lp(Ω), p < +∞, definido por f̃(u) = f ◦ u, é fracamente sequencialmente
contínuo se, e somente se, f é uma função afim.

Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder

Usaremos a seguinte versão do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder (veja o Teo-
rema 11.6 em [22]) no Capítulo 4:

Teorema 1.5.4. [Ponto fixo de Leray-Schauder] Seja X um espaço de Banach e S um
operador compacto de X × [0, 1] para X, tal que S(x, 0) = 0 para todo x ∈ X. Suponha
que exista uma constante M > 0 tal que

‖x‖X < M

para todo (x, λ) ∈ X × [0, 1] satisfazendo x = S(x, λ). Então, o operador S1 = S(·, 1) :
X → X tem um ponto fixo.
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1.6 Equação de transporte regularizada

Nesta seção demonstramos alguns resultados relacionados com a equação do trans-
porte regularizada. Apesar desses resultados serem, essencialmente, uma aplicação relati-
vamente simples do método de Faedo-Galerkin, daremos breves demonstrações dos mes-
mos. Faremos isso por não termos encontrado esses resultados enunciados exatamente na
maneira que desejamos aplicar.

Sejam Ω ⊂ R
n um domínio limitado com fronteira ∂Ω de classe C∞, T > 0. Nessa

seção estaremos interessados no problema:

∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ+ αρ = ǫ∆ρ em QT , (1.6.1)

ρ(0) = ρ0 em Ω (1.6.2)

∂ρ

∂n
= 0 sobre ∂Ω (1.6.3)

onde u ⊂ C([0, T ];V ), QT = Ω × (0, T ), α e ǫ são constantes positivas. Veja que, como
V = {v ∈ (H1

0 (Ω))
n | div v = 0}, em particular

div u = 0 em Ω. (1.6.4)

Ao longo desta seção estaremos interessados no caso particular em que u ∈ C([0, T ];Wk),
onde Wk = span{(wi)1≤i≤k}, com wi sendo as autofunções do operador de Stokes. Por
isso, por uma questão de simplicidade, sempre vamos enunciar os resultados a seguir com
essa hipótese sobre u, entretanto, certamente essa não é a hipótese mais fina para u.

Teorema 1.6.1. [Solução fraca] Se ρ0 ∈ L2(Ω) e u ∈ C([0, T ];Wk), existe uma única

ρ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′) ∩ C([0, T ];L2(Ω))

tal que ρ é uma solução fraca de (1.6.1)-(1.6.3), ou seja,
〈
∂ρ

∂t
, e

〉
+ ((u · ∇)ρ, e) + α (ρ, e) + ǫ (∇ρ,∇e) = 0 (1.6.5)

ρ(0) = ρ0 (1.6.6)

para todo e ∈ H1(Ω) e no sentido das distribuições em (0, T ). Além disso, se ρ0 ∈ L∞(Ω),
temos que

|ρ(x, t)| ≤ ‖ρ0‖L∞(Ω)

para todo t ∈ [0, T ] e q.t.p x ∈ Ω.

Demonstração. Consideremos 0 = µ1 ≤ µ2 ≤ · · · os autovalores do operador −∆ e
(ei)i≥1 ⊂ C∞(Ω̄) as autofunções associadas, de forma que (ei)i≥1 seja um conjunto orto-
normal e completo em L2(Ω), isto é

−∆ei = µiei em Ω,
∂ei
∂n

= 0 sobre ∂Ω, i = 1, 2, · · ·

(ei, ej) = δij.
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Denotamos por Em = span{ei}1≤i≤m e por Lm a projeção L2−ortogonal (e também
H1−ortogonal) em Em.

Para cada ǫ > 0 fixado temos o seguinte problema aproximado
(
∂ρm
∂t

, e

)
+ ((u · ∇)ρm, e) + α (ρm, e) + ǫ (∇ρm,∇e) = 0 (1.6.7)

ρm(0) = Lm(ρ0) (1.6.8)

com e ∈ Em. Esse sistema linear de EDO tem uma solução ρm =
∑m

i=1 ρ
m
i (t)ei ∈

C([0, T ];Em) em para todo T > 0. Escolhendo ρm como função teste, obtemos

1

2

d

dt
‖ρm‖2L2 + α‖ρm‖2L2 + ǫ‖∇ρm‖2L2 = 0, (1.6.9)

uma vez que, usando (1.6.4), temos que
∫

Ω

u · ∇ρmρm =

∫

Ω

u · ∇(ρ2m/2) = −1

2

∫

Ω

(div u)ρ2m +
1

2

∫

∂Ω

ρ2mu · n = 0.

Integrando (1.6.9) sobre (0, t), t ∈ (0, T ], segue que

‖ρm(t)‖2L2 + 2α

∫ t

0

‖ρm‖2L2 + 2ǫ

∫ t

0

‖∇ρm‖2L2 = ‖ρm(0)‖2L2 ≤ ‖ρ0‖2L2 .

Assim,

‖ρm‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + 2α‖ρm‖L2(0,T ;L2) + 2ǫ‖∇ρm‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ ‖ρ0‖2L2 . (1.6.10)

Além disso, por (1.6.7), temos que
〈
∂ρm
∂t

, e

〉
≤ C (‖u‖L4‖∇ρm‖L2‖e‖L4 + ‖ρm‖L2‖e‖L2 + ‖∇ρm‖L2‖∇e‖L2) .

Pela imersão de Sobolev, e como u ∈ C([0, T ];V ) ⊂ L∞(0, T ;L4(Ω)), obtemos
〈
∂ρm
∂t

, e

〉
≤ C (‖ρm‖L2 + ‖∇ρm‖L2) ‖e‖H1

para todo e ∈ Em. Assim,
∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
2

(H1)′
≤ C‖ρm‖2H1 .

De onde obtemos a estimativa
∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)′)

≤ C.

A demonstração de existência segue das estimativas feitas acima, tomando-se o limite
quando m→ ∞ na equação (1.6.7).

Para mostrar unicidade, tomemos ρ1 e ρ2 soluções de (1.6.5) com condições iniciais
ρ0,1 e ρ0,2 respectivamente. Sejam ρ = ρ1 − ρ2 e ρ0 = ρ0,1 − ρ0,2. Claro que ρ satisfaz
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(1.6.5) e (1.6.6). Como para q.t.p t ∈ [0, T ], ρ(t) ∈ H1(Ω), podemos tomar ρ(t) como
função teste em (1.6.5). Além disso, como ρ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′), temos
que ρ ∈ C([0, T ], L2(Ω)) e

1

2

d

dt
‖ρ‖2L2 + α‖ρ‖2L2 + ǫ‖∇ρ‖2L2 = 0,

Daí podemos concluir (integrando sobre (0, t)) que existe uma constante C > 0 tal que

‖ρ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖ρ‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C‖ρ0‖L2(Ω).

Em particular, se ρ0,1 = ρ0,2 obtemos a unicidade de solução.
Tomemos ρ+ρ0(x, t) = max{ρ(x, t)− ‖ρ0‖L∞ , 0} como função teste em (1.6.5), então

1

2

d

dt
‖ρ+ρ0‖

2
L2 + α‖ρ+ρ0‖

2
L2 + ǫ‖∇ρ+ρ0‖

2
L2 = 0.

Integrando sobre (0, t), t ∈ (0, T ], temos

‖ρ+ρ0(t)‖
2
L2 + 2α

∫ t

0

‖ρ+ρ0‖
2
L2 + 2ǫ

∫ t

0

‖∇ρ+ρ0‖
2
L2 = ‖ρ+ρ0(0)‖

2
L2 = 0.

De onde segue que
ρ(x, t) ≤ ‖ρ0‖L∞

para todo t ∈ [0, T ] e q.t.p x ∈ Ω.
Escolhendo ρ−ρ0(x, t) = min{ρ(x, t) + ‖ρ0‖L∞ , 0} como função teste, obtemos que

ρ(x, t) ≥ −‖ρ0‖L∞

para todo t ∈ [0, T ] e q.t.p x ∈ Ω.

Corolário 1.6.2. Sejam ρ0 ∈ L2(Ω), u1 e u2 em C([0, T ];Wk) e ρ1 e ρ2 as soluções fracas
associadas à u1 e u2 respectivamente. Então, existe uma constante C > 0, tal que

‖ρ‖2L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖ρ‖2L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C‖u‖2L2(0,T ;L∞(Ω))

onde ρ = ρ1 − ρ2 e u = u1 − u2.

Demonstração. Sabemos que
〈
∂ρ1
∂t

, e

〉
+ ((u1 · ∇)ρ1, e) + (ρ1, e) + ǫ(∇ρ1,∇e) = 0

〈
∂ρ2
∂t

, e

〉
+ ((u2 · ∇)ρ2, e) + (ρ2, e) + ǫ(∇ρ2,∇e) = 0,

(1.6.11)

para todo e ∈ H1(Ω).
Agora, subtraindo as equações em (1.6.11) e tomando ρ como função teste, como

div u = 0, temos

1

2

d

dt
‖ρ‖2L2 + ‖ρ‖2L2 + ǫ‖∇ρ‖2L2 =

∫

Ω

(u · ∇)ρρ1

≤ ‖ρ1‖L2‖∇ρ‖L2‖u‖L∞
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Então, usando que ρ1 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), pela desigualdade de Young

d

dt
‖ρ‖2L2 + 2‖ρ‖2L2 + ǫ‖∇ρ‖2L2 ≤ C‖u‖2L∞ .

Integrando sobre (0, t), com t ∈ [0, T ], temos

‖ρ(t)‖2L2 +

∫ t

0

‖ρ‖2H1 ≤ C

∫ T

0

‖u‖2L2 + ‖ρ(0)‖2L2 = C

∫ T

0

‖u‖2L∞ .

Teorema 1.6.3. Se ρ0 ∈ H1(Ω) e u ∈ C([0, T ];Wk), a solução fraca ρ dada pelo teorema
anterior tem a seguinte regularidade

ρ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;L2(Ω)).

Além disso, ρ é a única solução forte do problema (1.6.1)-(1.6.3), ou seja, existe única ρ
com a regularidade acima satisfazendo as equações (1.6.1)-(1.6.3) para q.t.p. (x, t) ∈ QT .
Mais ainda, assim como no Teorema 1.6.1, se ρ0 ∈ L∞(Ω) temos que

|ρ(x, t)| ≤ ‖ρ0‖L∞

para todo t ∈ [0, T ] e q.t.p x ∈ Ω.

Demonstração. Agora vamos supor que ρ0 ∈ H1(Ω). Tomando como função teste ∂ρm
∂t

−
∆ρm em (1.6.7) e integrando por partes, obtemos

∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+
1

2

d

dt
‖∇ρm‖2L2 +

α

2

d

dt
‖ρm‖2L2 + α‖∇ρm‖2L2 +

ǫ

2

d

dt
‖∇ρm‖2L2 + ǫ‖∆ρm‖2L2

= −
(
(u · ∇)ρm,

∂ρm
∂t

)
+ ((u · ∇)ρm,∆ρm) ,

afinal ∂ρm
∂n

= 0 sobre ∂Ω. Assim,

d

dt

(
1 + ǫ

2
‖∇ρm‖2L2 +

α

2
‖ρm‖2L2

)
+

∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+ α‖∇ρm‖2L2 + ǫ‖∆ρm‖2L2

≤ C(‖∇ρm‖L2

∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
L2

+ ‖∇ρm‖L2‖∆ρm‖L2).

Aplicando Young,

d

dt

(
1 + ǫ

2
‖∇ρm‖2L2 +

α

2
‖ρm‖2L2

)
+

1

2

∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+ c‖∇ρm‖2L2 +
ǫ

2
‖∆ρm‖2L2 ≤ C‖∇ρm‖2L2 .

De onde segue que, ρm é uma sequência uniformemente limitada em

L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;L2(Ω)).
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Observação 1.6.4. Na verdade, a demonstração do último teorema funciona para u ∈
L∞(0, T,W 1,∞(Ω)) com div u = 0 em Ω e u · n = 0 sobre ∂Ω. Então, se ρ0 ∈ H1(Ω) e u

satisfaz essas condições, temos uma solução forte para o problema, isto é, existe um único
ρ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;L2(Ω)) tal que

∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ+ αρ = ǫ∆ρ q.t.p em QT ,

ρ(0) = ρ0 q.t.p em Ω,

∂ρ

∂n
= 0 sobre ∂Ω.

Lema 1.6.5. Sejam ρ0 ∈ Lp(Ω), p ∈ [2,∞] e u ∈ C([0, T ];V ) tal que u · n = 0 sobre ∂Ω.
Seja ρ a solução fraca dada pelo Teorema 1.6.1, associada com u, então

‖ρ‖L∞(0,T ;Lp(Ω)) ≤ ‖ρ0‖Lp(Ω). (1.6.12)

Demonstração. Como C∞(Ω̄) é um subconjunto denso de Lp(Ω), temos que para cada
0 < δ < 1 existe ρδ0 ∈ C∞(Ω̄) tal que

‖ρ0 − ρδ0‖Lp ≤ δ.

Pelo Teorema 1.6.3, temos que existe ρδ satisfazendo

∂ρδ
∂t

+ (u · ∇)ρδ + αρδ = ǫ∆ρδ q.t.p em QT ,

ρδ(0) = ρδ0 q.t.p em Ω,

∂ρδ
∂n

= 0 sobre ∂Ω.

Multiplicando a equação acima por ρδ|ρδ|p−2 e integrando por partes, obtemos

1

p

d

dt
‖ρδ‖pLp + ‖ρδ‖pLp + (p− 1)ǫ

∫

Ω

|ρδ|p−2|∇ρδ|2 = 0.

Integrando sobre (0, t), com t ∈ (0, T ], obtemos

‖ρδ(t)‖pLp + p

∫ t

0

‖ρδ‖pLp + p(p− 1)ǫ

∫ t

0

∫

Ω

|ρδ|p−2|∇ρδ|2 = ‖ρδ(0)‖pLp = ‖ρδ0‖pLp (1.6.13)

Uma vez que |‖ρδ0‖Lp − ‖ρ0‖Lp | ≤ ‖ρ0 − ρδ0‖Lp ≤ δ, segue que

‖ρδ‖L∞(0,T ;Lp(Ω)) ≤ δ + ‖ρ0‖Lp(Ω),

Assim, quando δ → 0+,

ρδ
∗
⇀ ρ em L∞(0, T ;Lp(Ω)).

Então, pelo princípio da semicontinuidade inferior das normas,

‖ρ‖L∞(0,T ;Lp(Ω)) ≤ lim inf ‖ρδ‖L∞(0,T ;Lp(Ω)) ≤ ‖ρ0‖Lp(Ω).
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Capítulo 2

Modelo de Campo de Fase
Tridimensional para Solidificação Sob o
Efeito de um Campo Magnético

Nosso objetivo nesse capítulo é estender a análise de [39], onde os autores mostram
existência de solução fraca global e solução forte local para um caso bidimensional não
degenerado. No caso considerado em [39] a equação do potencial elétrico se trivializa, uma
vez que se consideramos que a movimentação ocorre plano xz, temos que u = (u1, 0, u3) e
B = (B1, 0, B3), de onde segue que u×B = (0, u3B1−u1B3, 0). Assim ∆φ = div(u×B) =
0 (veja a equação (2.0.3) abaixo). Com a condição de fronteira ∂φ

∂n
= 0 sobre ∂Ω, obtemos

que o campo elétrico no caso bidimensional E = −∇φ = 0. No caso tridimensional,
que é fisicamente mais interessante, essa simplificação não pode ser feita, de modo que
ficamos obrigados a lidar com a equação do potencial elétrico. Além disso surge um novo
termo nas equações de Navier-Stokes, devido ao efeito de convecção gerado pelo campo
elétrico. Contornamos esse problema introduzindo um operador linear T que depende de
u no lugar deste termo extra que aparece nas equações de Navier-Stokes, de forma que o
sistema de equações que apresentaremos a seguir será um caso particular do sistema com
o operador T (veja os detalhes na Seção 2.2). Além disso, permitimos, na Seção 2.4, que
o coeficiente de difusão na equação da concentração se anule, o que também é fisicamente
interessante, uma vez que é esperado que na fase sólida esta degeneração ocorra.

Mais precisamente, o modelo no caso em que Ω é um domínio aberto e limitado de R
3

com fronteira ∂Ω de classe C∞ é dado por:

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
= −∇p+ µ∆u+ A1(ψ, c) + b(ψ)((−∇φ+ u×B)×B), (2.0.1)

div u = 0, (2.0.2)

∆φ = div(u×B), (2.0.3)

∂ψ

∂t
+ (u · ∇)ψ = ǫ2∆ψ + A2(ψ, c), (2.0.4)

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = div(D(ψ)∇c+ A3(ψ, c)∇ψ), (2.0.5)

em Ω× (0,+∞) junto com as condições iniciais e de contorno

u =
∂φ

∂n
=
∂ψ

∂n
=
∂c

∂n
= 0 sobre ∂Ω× (0,+∞), (2.0.6)

u(0) = u0, ψ(0) = ψ0, c(0) = c0 em Ω, (2.0.7)
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onde n é a normal exterior à ∂Ω. As variáveis desconhecidas são o campo de velocidade
u, a pressão p, a função potencial φ do campo elétrico, o campo de fase ψ que representa
a fase sólida/líquida da liga e a concentração c do soluto no solvente. Aqui, B representa
o campo magnético, ρ0 > 0 é a densidade, µ > 0 é a viscosidade, ǫ > 0 é um parâmetro
pequeno, D ≥ 0 é o coeficiente de difusão e A1, b, A2, A3 são funções não lineares. Para
mais detalhes sobre o modelo, o leitor pode consultar [40], entretanto, por uma questão
de completude, vamos apresentar na seção 2.1 uma pequena dedução baseada em um
funcional de energia livre.

Como comentamos anteriormente, no caso bidimensional a equação (2.0.3) e o termo
∇φ na equação (2.0.1) não aparecem no sistema, de modo que os argumentos em [39]
falham aqui. Os maiores desafios na análise matemática do problema (2.0.1)-(2.0.7) vêm
do fato de que a equação (2.0.3) tem uma característica diferente das demais e da perda
do caráter parabólico da equação da concentração (2.0.5). Para lidarmos com o caso
degenerado, primeiramente consideramos o problema não degenerado (quando D ≥ D0 >
0) e investigamos a existência, regularidade e propriedades de suas soluções. Só então
atacamos o caso onde o coeficiente de difusão D pode se anular para algum valor do
campo de fase ψ, de modo que a equação da concentração se degenera nesses valores.
Do ponto de vista da física, o coeficiente de difusão se anula na fase sólida. Como é
esperado, para o caso degenerado, há uma perda de regularidade para a concentração
quando comparado com o caso não degenerado.

Este capítulo é organizado da seguinte forma: na Seção 2.1 apresentamos uma breve
dedução do modelo baseada em um funcional de energia livre. Na Seção 2.2 introduzimos
um problema mais geral a ser estudado, do qual o sistema (2.0.1)-(2.0.7) é um caso
particular. Também, estabelecemos as hipóteses e introduzimos algumas notações. Na
Seção 2.3 atacamos o problema não degenerado. Mostramos existência de solução fraca,
investigamos algumas propriedades da solução e provamos a existência de solução forte.
Um princípio do máximo é estabelecido assim como a continuidade da solução forte em
relação aos dados iniciais e ao campo magnético, consequentemente, a solução forte será
única. Finalmente, na Seção 2.4, é provada a existência de solução fraca (em um sentido
que será exposto precisamente) para o problema degenerado.

2.1 Uma breve dedução do modelo

Apresentamos aqui uma breve dedução do modelo baseada no funcional de energia
livre de Ginzburg-Landau. Observe que em [40] a descrição da equação de evolução do
campo de fase e da concentração é dada baseada em um funcional de entropia.

Seja Ω um domínio aberto e limitado de R
3 com fronteira suave ∂Ω. A região Ω é

ocupada por uma liga binária, onde B é o soluto e A é o solvente. Vamos considerar um
processo isotérmico onde a transição ocorre na temperatura crítica TM . A liga está sob
o efeito de um campo magnético que induz movimentação na parte líquida. Denotamos
por u a velocidade de fluido, c a concentração do soluto B no solvente A e ψ o campo de
fase. O funcional de energia livre de Ginzburg-Landau pode ser expresso na forma (veja
[48]):

F (ψ, c) =

∫

Ω

f(ψ, c) +
ε2

2
|∇ψ|2,

onde ε > 0 é uma constante e f é a densidade de energia livre dada por

f(ψ, c) = (1− c)fA(ψ) + cfB(ψ) +
RTM
vm

[(1− c) ln(1− c) + c ln(c)],



36

onde R é a constante de Boltzmann e vm é o volume molar. As densidades de energia
livre fA e fB dos materiais A e B, respectivamente, podem ser expressas como

fA(ψ) = WAψ
2(ψ − 1)2,

fB(ψ) = WBψ
2(ψ − 1)2,

onde WA e WB são constantes.
Como o campo de fase é uma quantidade não conservada e a concentração é uma

quantidade conservada, temos que

∂ψ

∂t
+ (u · ∇)ψ = −M1

δF

δψ
, (2.1.1)

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = −∇ · Jc, (2.1.2)

onde M1 > 0 é uma constante positiva,

Jc =M(ψ, c)∇δF

δc
,

e M é escolhida de forma que no estado sólido/líquido a equação se torne a equação
clássica de difusão. Em particular, M pode ter a forma (veja [47])

M(ψ, c) = − vm
RTM

D(ψ)c(1− c)

onde D é uma função crescente tal que D(0) = Ds e D(1) = Dl, onde Ds e Dl são,
respectivamente, os coeficientes de difusão do sólido e do líquido.

A derivada de Gâteaux de F com respeito à ψ na direção de η ∈ C∞(Ω) é dada por

δψη F (ψ, c) =
d

dλ
F (ψ + λη, c)

∣∣∣∣
λ=0

=

∫

Ω

d

dλ

(
f(ψ + λη, c) +

ε2

2
|∇(ψ + λη)|2

)∣∣∣∣
λ=0

=

∫

Ω

(
∂f

∂ψ
(ψ, c)η + ε2∇ψ · ∇η

)
=

∫

Ω

(
∂f

∂ψ
(ψ, c)− ε2∆ψ

)
η

onde integramos por partes e usamos que ∇ψ · n = 0 sobre ∂Ω× (0,∞), sendo n o vetor
normal exterior à ∂Ω. Então,

δF

δψ
=
∂f

∂ψ
(ψ, c)− ε2∆ψ.

Analogamente,
δF

δc
=
∂f

∂c
(ψ, c).

Dessa forma, (2.1.1) e (2.1.2) implicam que

∂ψ

∂t
+ (u · ∇)ψ =M1

(
ε2∆ψ − ∂f

∂ψ
(ψ, c)

)
, (2.1.3)

∂c

∂t
+ (u · ∇)c =−∇ ·

(
M(ψ, c)∇

(
∂f

∂c
(ψ, c)

))
. (2.1.4)
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Podemos ver que

∂f

∂ψ
= (1− c)

∂fA

∂ψ
+ c

∂fB

∂ψ
=
∂fA

∂ψ
+ c

(
∂fB

∂ψ
− ∂fA

∂ψ

)
,

então,

−∂f
∂ψ

= F1(ψ) + cF2(ψ),

onde F1 e F2 são polinômios cúbicos na variável ψ, satisfazendo F1(0) = F2(0) = F1(1) =
F2(1) = 0. Além disso,

∇∂f

∂c
=

∂2f

∂c∂ψ
∇ψ +

∂2f

∂2c
∇c = −F2(ψ)∇ψ +

RTM
vm

1

c(1− c)
∇c.

Substituindo as últimas expressões em (2.1.3) e (2.1.4), obtemos

∂ψ

∂t
+ (u · ∇)ψ =M1

(
ε2∆ψ + F1(ψ) + cF2(ψ)

)
,

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = −∇ ·

(
M(ψ, c)

(
−F2(ψ)∇ψ +

RTM
vm

1

c(1− c)
∇c
))

.

As equações para a evolução do campo de velocidade u do fluido e da pressão p são
deduzidas das leis de conservação de momento e de massa como em [40]. Devido ao efeito
do campo magnético, a força de Lorentz aparece na equação de Navier-Stokes. Dessa
forma, acoplamos a seguinte equação às equações anteriores:

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
= −∇p+ µ∆u+ A1(ψ, c) + b(ψ)((−∇φ+ u×B)×B),

div u = 0,

∆φ = div(u×B),

onde A1(ψ, c) = E1(ψ) + cE2(ψ) é a aproximação de Boussinesq tal que A1(0, c) = 0, b é
uma função satisfazendo b(0) = 0, φ é a função potencial do campo elétrico, ρ0 > 0 é a
densidade média do fluido, µ > 0 é a viscosidade e B é o campo magnético induzido.

Assim, denotando ǫ =
√
M1ε, A2(ψ, c) =M1(F1(ψ)+cF2(ψ)) eA3(ψ, c) =M(ψ, c)F2(ψ),

temos que a evolução de (u, p, φ, ψ, c) é dada pelo seguinte sistema:

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
= −∇p+ µ∆u+ A1(ψ, c) + b(ψ)((−∇φ+ u×B)×B),

div u = 0,

∆φ = div(u×B),

∂ψ

∂t
+ (u · ∇)ψ = ǫ2∆ψ + A2(ψ, c),

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = div(D(ψ)∇c+ A3(ψ, c)∇ψ).

2.2 Apresentação do problema, notações e hipóteses

Nessa seção estabelecemos um problema mais geral a ser estudado, do qual o sistema
(2.0.1)-(2.0.7) é um caso particular. Também, apresentamos as hipóteses sobre os termos
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que aparecem na equação e, além disso, fixamos algumas notações que serão usadas ao
longo do capítulo.

Vamos considerar seguinte sistema de equações:

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
= −∇p+ µ∆u+ A1(ψ, c) + b(ψ)((T (u) + u×B)×B) em QT ,

(2.2.1)

div u = 0 em QT , (2.2.2)

∂ψ

∂t
+ (u · ∇)ψ = ǫ2∆ψ + A2(ψ, c) em QT , (2.2.3)

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = div(D(ψ)∇c+ A3(ψ, c)∇ψ) em QT , (2.2.4)

u =
∂ψ

∂n
=
∂c

∂n
= 0 sobre ∂Ω× (0, T ), (2.2.5)

u(0) = u0, ψ(0) = ψ0, c(0) = c0 em Ω, (2.2.6)

onde QT = Ω×(0, T ), T > 0, e T : (L2(Ω))3 → (L2(Ω))3 é um operador linear satisfazendo

‖T (u)‖L2 ≤ C‖u‖L2 (2.2.7)

com C > 0 sendo uma constante independente de u.
Observe que, pela Proposição 1.3.8, para cada u ∈ (H1

0 (Ω))
3 podemos definir

T (u) = −∇φ

onde φ ∈ H2(Ω)/R é a única solução do problema



∆φ = div(u×B) em Ω,
∂φ

∂n
= 0 sobre ∂Ω,

(2.2.8)

com B ∈ W1,∞(Ω). Multiplicando a equação (2.2.8) por φ, integrando sobre Ω, aplicando
o teorema de integração por partes e a desigualdade de Young, vemos facilmente que
T satisfaz (2.2.7). De modo que, uma vez obtida uma solução de (2.2.1)-(2.2.6), pelo
argumento anterior, encontramos, em particular, uma solução de (2.0.1)-(2.0.7).

Para tratar o caso não degenerado usamos as mesmas hipóteses encontradas em [39]
para as funções não lineares e pedimos mais regularidade para o campo magnético para
lidar com o problema elíptico (2.2.8). Então, assumimos que

(H1) A1 : R
2 → R

3, Ai : R2 → R, i = 2, 3 e b : R → R são funções Lipschitz e limitadas,

(H2) D : R → R é uma função Lipschitz e limitada e existe uma constante D0 tal que

0 < D0 ≤ D(r), ∀ r ∈ R,

(H3) B ∈ L∞(0, T ;W1,∞(Ω)).

Note que, do ponto de vista da física, um princípio do máximo deve valer para ψ e c.
Então, admitimos mais hipóteses no comportamento dos termos não lineares que serão
necessárias para obtermos o princípio do máximo:

(H4) A2(r, s) = 0 para r ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞), ∀ s ∈ R,



39

(H5) A3(r, s) = 0 para s ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞), ∀ r ∈ R.

Entretanto, se permitirmos que o coeficiente D se anule, será necessário que A1 e A2

sejam funções afins na segunda variável e que A3 tenha a forma específica do modelo
apresentado na seção anterior. Do ponto de vista da matemática, devido a baixa regula-
ridade da concentração quando a equação se degenera, o argumento aplicado usa o fato
que os operadores de Nemytskii associados a A1 e A2 são fracamente sequencialmente
contínuos, que, na verdade, só ocorre se essas funções forem afins, veja, por exemplo a
Proposição 1.5.3. Isto significa que no modelo físico as formas destas funções têm um
papel importante.

Por mera questão de simplicidade, vamos assumir a partir de agora que

ρ0 = µ = ǫ = 1.

Como nesse capítulo estamos interessados apenas no caso tridimensional, a notação
dos espaços usuais de campos de vetores com divergente nulo fica da seguinte forma:

H = {v ∈ (L2(Ω))3 | div v = 0, v · n = 0 on ∂Ω},
V = {v ∈ (H1

0 (Ω))
3 | div v = 0}.

Lembrando que

H = H × L2(Ω)× L2(Ω) e V = V ×H1(Ω)×H1(Ω).

O produto interno tanto em H quanto em L2(Ω) será denotado por (·, ·) e o produto de
dualidade entre H1(Ω)′ (ou V ′) e H1(Ω) (ou V ) será denotado por 〈·, ·〉. Seja P a projeção
ortogonal de L2(Ω) em H e A = −P∆ o operador de Stokes.

Consideremos as seguintes formas trilineares contínuas

bu(u;v,w) =
3∑

i,j=1

∫

Ω

ui(∂ivj)wj, ∀ (u,v,w) ∈ (V )3,

bψ(u;ψ, z) =

∫

Ω

u · ∇ψz, ∀ (u, ψ, z) ∈ V,

bc(u; c, z) =

∫

Ω

u · ∇cz, ∀ (u, c, z) ∈ V,

onde u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) e w = (w1, w2, w3). Observe que

bu(u;u,u) = 0, bψ(u;ψ, ψ) = 0, bc(u; c, c) = 0 para (u, ψ, c) ∈ V.

A estimativa elíptica (1.3.3) e as desigualdades de interpolação (1.4.6) e (1.4.7) se-
rão frequentemente usadas durante esse capítulo, por isso reescrevo essa desigualdades a
seguir.

Seja k ∈ N e u ∈ H1(Ω) tais que ∆u ∈ Hk(Ω) e ∂u/∂n = 0 sobre ∂Ω, então vale
que u ∈ Hk+2(Ω) e existe uma constante C > 0, independente de u, tal que a estimativa
(1.3.3) é satisfeita, isto é

‖u‖Hk+2 ≤ C(‖∆u‖Hk + ‖u‖L2). (2.2.9)

Além disso, temos a interpolação de Gagliardo-Nirenberg em R
3 (1.4.6), ou seja,

‖f‖L4 ≤ C‖f‖3/4H1 ‖f‖1/4L2 , para todo f ∈ H1(Ω). (2.2.10)

E em particular, se f = 0 sobre ∂Ω, temos (1.4.7), isto é,

‖f‖L4 ≤ C‖∇f‖3/4L2 ‖f‖1/4L2 , para todo f ∈ H1
0 (Ω). (2.2.11)
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2.3 Problema não degenerado

Nessa seção, estudamos o problema (2.2.1)-(2.2.6) assumindo que o coeficiente de di-
fusão D ≥ D0 > 0. Dividimos a análise em três subseções, na primeira a existência de
solução fraca é estabelecida, na segunda investigamos algumas propriedades de regula-
ridade e, finalmente, a continuidade da solução forte em relação aos dados iniciais e ao
campo magnético é provada.

2.3.1 Existência de solução fraca

Nessa subseção, discutimos a existência de solução fraca para o problema (2.2.1)-
(2.2.6). A demonstração é baseada no método de Faedo-Galerkin e segue na mesma linha
do caso bidimensional considerado em [39, Theorem 2.1]. Entretanto, no nosso caso, temos
que lidar com o operador T e usar a desigualdade de interpolação de Gagliardo-Nirenberg
tridimensional, o que gera algumas dificuldades adicionais, em particular, para tratar os
termos não lineares.

Primeiramente introduzimos a definição de solução fraca para o problema (2.2.1)-
(2.2.6).

Definição 2.3.1 (Solução fraca). Dizemos que (u, ψ, c) é uma solução fraca para o pro-
blema (2.2.1)-(2.2.6) se

(u, ψ, c) ∈ L2(0, T ;V) ∩ L∞(0, T ;H) com
(∂u
∂t
,
∂ψ

∂t
,
∂c

∂t

)
∈ L4/3(0, T ;V′)

satisfaz
〈
∂u

∂t
,v

〉
+

∫

Ω

∇u · ∇v + bu(u;u,v),

=

∫

Ω

A1(ψ, c)v +

∫

Ω

b(ψ)((T (u) + u×B)×B)v, ∀ v ∈ V,

(2.3.1)

〈
∂ψ

∂t
, z

〉
+

∫

Ω

∇ψ · ∇z + bψ(u;ψ, z) =

∫

Ω

A2(ψ, c)z, (2.3.2)
〈
∂c

∂t
, z

〉
+

∫

Ω

(D(ψ)∇c+ A3(ψ, c)∇ψ) · ∇z + bc(u; c, z) = 0, (2.3.3)

para todo z ∈ H1(Ω), q.t.p. em (0, T ), e as condições iniciais u(0) = u0, c(0) = c0,
ψ(0) = ψ0.

Esta definição difere da definição de solução fraca em [39] por dois aspectos, em pri-
meiro lugar, aqui aparece o termo extra T (u) na equação da velocidade, além disso, as
derivadas temporais de u, ψ e c têm menos regularidade no tempo. Esta perca de re-
gularidade ocorre devido aos termos trilineares que aparecem na formulação fraca, que
são estimados utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg tridimensional, que é
diferente do da desigualdade no caso bidimensional.

Em seguida estabelecemos e provamos o teorema que garante existência de solução
fraca.

Teorema 2.3.2 (Existência de solução fraca). Assuma que as hipóteses (H1)-(H3) são
satisfeitas e que (u0, ψ0, c0) ∈ H. Então, existe pelo menos uma solução fraca para o
problema (2.2.1)-(2.2.6).
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Demonstração. Aplicamos o método de Faedo-Galerkin. Sejam 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · os au-
tovalores do operador de Stokes e (wi)i≥1 ⊂ C∞(Ω̄) as autofunções correspondentes. Essas
autofunções formam uma base ortogonal e completa em H, V e V ∩H2(Ω). Denotamos
Wm := span{w1, ...,wm} e seja Pm a projeção ortogonal de H em Wm.

De maneira similar, sejam 0 = µ1 ≤ µ2 ≤ · · · as autofunções do operador −∆ com con-
dição de fronteira de Neumann homogênea e (ei)i≥1 ⊂ C∞(Ω̄) as autofunções associadas,
tal que (ei)i≥1 forma uma base ortogonal e completa em L2(Ω) e em H1(Ω). Denotamos
Em := span{e1, ..., em} e seja Lm a projeção ortogonal de L2(Ω) em Em.

Introduzimos o seguinte problema aproximado: para cada m ∈ N encontrar

um(t) =
m∑

i=1

umi (t)wi ∈ Wm, ψm(t) =
m∑

i=1

ψmi (t)ei ∈ Em e cm(t) =
m∑

i=1

cmi (t)ei ∈ Em,

(2.3.4)
tais que

(
∂um
∂t

,v

)
+

∫

Ω

∇um · ∇v + bu(um;um,v)

=

∫

Ω

A1(ψm, cm)v +

∫

Ω

b(ψm)((T (um) + um ×B)×B)v (2.3.5)
(
∂ψm
∂t

, z

)
+

∫

Ω

∇ψm · ∇z + bψm(um;ψm, z) =

∫

Ω

A2(ψm, cm)z (2.3.6)
(
∂cm
∂t

, z

)
+

∫

Ω

(D(ψm)∇cm + A3(ψm, cm)∇ψm) · ∇z + bc(um; cm, z) = 0, (2.3.7)

(um, ψm, cm)(0) = (Pmu0, Lmψ0, Lmc0) (2.3.8)

para todo v ∈ Wm e z ∈ Em. Este é um sistema de equações diferenciais ordinárias não
linear de primeira ordem para (umi , ψ

m
i , c

m
i ) que tem uma única solução definida num

intervalo maximal (0, Tm) com 0 < Tm ≤ T . Para verificar que este sistema de EDO tem
única solução no intervalo maximal, essencialmente, é necessário mostrar que a parte não
linear do sistema é uma função localmente Lipschitz na segunda variável, e então aplicar
o teorema de Picard.

A seguir obteremos algumas estimativas independentes de m para (um, ψm, cm), que
nos permitirão mostrar que Tm = T , para qualquer T > 0, e também serão cruciais
para passarmos ao limite nas equações do problema aproximado (2.3.5)-(2.3.8). Vamos
denotar por C uma constante positiva independente de m que pode mudar em cada passo
das contas.

Tomando um, ψm, cm como funções teste em (2.3.5)-(2.3.7), respectivamente, inte-
grando por partes, usando as hipóteses (H1)-(H3), e as desigualdades de Hölder e de
Young, temos que

d

dt
‖um‖2L2 + 2‖∇um‖2L2 ≤ C(1 + ‖um‖2L2 + ‖T (um)‖2L2), (2.3.9)

d

dt
‖ψm‖2L2 + 2‖∇ψm‖2L2 ≤ C(1 + ‖ψm‖2L2), (2.3.10)

d

dt
‖cm‖2L2 +D0‖∇cm‖2L2 ≤ C‖∇ψm‖2L2 . (2.3.11)

Multiplicando a equação (2.3.11) por 1/C e adicionando (2.3.10) e (2.3.9), observando que,
por (2.2.7), ‖T (um)‖L2 ≤ C‖um‖L2 , podemos aplicar o Lemma de Gronwall e concluir



42

que, independentemente de m,

(um, ψm, cm) é limitada em L∞(0, Tm;H) ∩ L2(0, Tm;V). (2.3.12)

Com isso, podemos concluir que Tm = T .
Das equações (2.3.5)-(2.3.7), temos que

∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥
V ′

≤ C(‖∇um‖L2 + ‖um‖2L4 + 1 + ‖T (um)‖L2 + ‖um‖L2),
∥∥∥
∂ψm
∂t

∥∥∥
(H1)′

≤ C(‖∇ψm‖L2 + ‖um‖L4‖ψm‖L4 + 1),

∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥
(H1)′

≤ C(‖∇cm‖L2 + ‖∇ψm‖L2 + ‖um‖L4‖cm‖L4).

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (2.2.10) e (2.2.7), podemos estimar

∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥
V ′

≤ C(‖um‖V + ‖um‖3/2V ‖um‖1/2L2 + 1),
∥∥∥
∂ψm
∂t

∥∥∥
(H1)′

≤ C(‖∇ψm‖L2 + ‖um‖3/4V ‖um‖1/4L2 ‖ψm‖3/4H1 ‖ψm‖1/4L2 + 1),

∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥
(H1)′

≤ C(‖∇cm‖L2 + ‖∇ψm‖L2 + ‖um‖3/4V ‖um‖1/4L2 ‖cm‖3/4H1 ‖cm‖1/4L2 ).

Dessa forma, de (2.3.12), inferimos que, independentemente de m

(∂um
∂t

,
∂ψm
∂t

,
∂cm
∂t

)
é limitada em L4/3(0, T ;V′). (2.3.13)

Como a imersão de V em H é compacta, segue do Teorema 1.3.12 e das estimativas
(2.3.12)-(2.3.13), que existe (u, ψ, c) ∈ L∞(0, T ;H)∩L2(0, T ;V)∩W 1,4/3(0, T ;V′), e uma
subsequência de (um, ψm, cm), que denotamos com o mesmo subíndice, tal que

(um, ψm, cm)⇀ (u, ψ, c) fracamente em L2(0, T ;V), (2.3.14)

(um, ψm, cm) → (u, ψ, c) fortemente em L2(0, T ;H). (2.3.15)

Observe que pelas hipóteses (H1)-(H3), as não linearidades são funções Lipschitz e limi-
tadas, de forma que podemos passar ao limite nelas (veja, por exemplo [39, Lemma 2.4]).
Além disso, de (2.2.7) vale que T (um) → T (u) fortemente em L2(0;T ;L2(Ω)). Dessa
forma, com essas convergências podemos passar ao limite nas equações (2.3.5)-(2.3.8) e
concluir que existe pelo menos uma solução fraca para (2.2.1)-(2.2.6).

Como uma consequência do Teorema 2.3.2 obtemos a existência de uma solução fraca
para (2.0.1)-(2.0.7).

Corolário 2.3.3. Seja (u0, ψ0, c0) ∈ H e assuma que (H1)-(H3) são satisfeitas. Então,
existe uma solução fraca (u, φ, ψ, c) para o problema (2.0.1)-(2.0.7) no seguinte sentido:

(u, ψ, c) ∈ L2(0, T ;V) ∩ L∞(0, T ;H), φ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)/R) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)/R),

(∂u
∂t
,
∂ψ

∂t
,
∂c

∂t

)
∈ L4/3(0, T ;V′),
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e satisfazem
〈
∂u

∂t
,v

〉
+

∫

Ω

∇u · ∇v + bu(u;u,v) (2.3.16)

=

∫

Ω

A1(ψ, c)v +

∫

Ω

b(ψ)((−∇φ+ u×B)×B)v (2.3.17)
∫

Ω

∇φ · ∇zdx =

∫

Ω

(u×B) · ∇z (2.3.18)
〈
∂ψ

∂t
, z

〉
+

∫

Ω

∇ψ · ∇z + bψ(u;ψ, z) =

∫

Ω

A2(ψ, c)z (2.3.19)
〈
∂c

∂t
, z

〉
+

∫

Ω

(D(ψ)∇c+ A3(ψ, c)∇ψ) · ∇z + bc(u; c, z) = 0, (2.3.20)

para todo v ∈ V e z ∈ H1(Ω) no sentido das distribuições em (0, T ) e u(0) = u0, c(0) = c0,
ψ(0) = ψ0.

Demonstração. Seja (u, ψ, c) uma solução fraca dada pelo Teorema 2.3.2, com

T (u) = −∇φ,

onde φ(t) ∈ H2(Ω)/R é a única função satisfazendo (2.2.8). Em particular,
∫

Ω

∇φ · ∇zdx =

∫

Ω

(u×B) · ∇z para todo z ∈ H1(Ω).

Tomando φ(t) como função teste, segue que existe uma constante C > 0, tal que

‖T (u)‖L2 = ‖∇φ‖L2 ≤ C‖u‖L2 ,

daí ∇φ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Além disso, aplicando a Proposição 1.3.10, deduzimos que
φ(t) ∈ L2(Ω) e

‖φ(t)‖L2/R ≤ C‖∇φ(t)‖L2 .

Então, φ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)/R).
Além disso, devido ao fato que u ∈ L2(0, T ;V) e B ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)), segue que

div(u×B) ∈ L2((0, T )×Ω). Assim, multiplicando a equação (2.2.8) por ∆φ, integrando
sobre (0, T )× Ω e aplicabdo a desigualdade de Young, obtemos que

‖∆φ‖2L2((0,T )×Ω) ≤ C‖div(u× B)‖2L2((0,T )×Ω).

Então, φ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)/R).

2.3.2 Regularidade da solução

Nessa subseção, primeiro melhoramos a regularidade do campo de velocidade, e como
consequência mostramos que o campo de fase é mais regular. Diferentemente do caso
bidimensional, a solução forte das equações de Navier-Stokes no caso tridimensional é
local no tempo, de modo que isso implica regularidade local para o campo de fase e
para a concentração. Então, provaremos a existência de solução forte local para o pro-
blema (2.2.1)-(2.2.6). Finalmente, com hipóteses adicionais sobre as não linearidades, um
princípio do máximo para o campo de fase e para a concentração é estabelecido.
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Teorema 2.3.4 (Regularidade local). Seja (u0, ψ0, c0) ∈ V ×H1(Ω) × L2(Ω) e suponha
satisfeitas as hipóteses (H1)-(H3). Então, existe T∗ > 0 tal que a solução fraca dada pelo
Teorema 2.3.2 tem a seguinte regularidade

u ∈ L∞(0, T∗;V ) ∩ L2(0, T∗;H
2(Ω)) ∩H1(0, T∗;H),

ψ ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)).

Demonstração. Para estabelecer a regularidade da solução, obtemos estimativas a priori
para derivadas de maior ordem das soluções aproximadas. Primeiramente, como os dados
iniciais são mais regulares, vale que

‖Pmu0‖V ≤ C‖u0‖V e ‖∇Lmψ0‖L2 ≤ C‖∇ψ0‖L2 ,

onde C é uma constante independente de m.
Para o campo de velocidades, notamos que A1(ψm, cm)+b(ψm)((T (um)+um×B)×B)

é limitada em L∞(0, T ;H) independentemente de m. Assim, podemos proceder como no
Teorema 3.11 do capítulo III de [44] para obter que existe T ∗ > 0 tal que

(um) é limitada em L∞(0, T∗;V ) ∩ L2(0, T∗;H
2(Ω)) ∩H1(0, T∗;H) (2.3.21)

independentemente de m, daí segue a regularidade para o limite u. Ou seja, multiplicando
a equação (2.3.5) por λi (com v = wi) obtemos
(
∇∂um

∂t
,∇wi

)
+(Aum, Awi) + bu(um;um, Awi)

= (∇A1(ψm, cm),∇wi) + (∇b(ψm)((T (um) + um × B)× B),∇wi)

= (A1(ψm, cm), Awi) + (b(ψm)((T (um) + um × B)× B), Awi).

Multiplicando por umi e somando sobre i = 1, · · · ,m, obtemos

1

2

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω) +‖Aum‖2L2(Ω) + bu(um;um, Aum)

= (A1(ψm, cm), Aum) + (b(ψm)((T (um) + um × B)× B), Aum).

Agora, usando a desigualdade de Hölder, o fato que A1 e b são limitadas e (2.2.7),
segue que existe uma constante C > 0 satisfazendo

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω)+2‖Aum‖2L2(Ω)

≤ C
(
|bu(um;um, Aum)|+ ‖Aum‖L2(Ω) + ‖um‖L2(Ω)‖Aum‖L2(Ω)

)
.

Aplicando a desigualdade de Hölder e a imersão de Sobolev no termo |bu(um;um, Aum)|,
obtemos que existe uma constante C > 0 tal que

|bu(um;um, Aum)| ≤
∫

Ω

|um||∇um|1/2|∇um|1/2|Aum|

≤ ‖um‖L6(Ω)‖‖|∇um|1/2‖L4(Ω)‖|∇um|1/2‖L12(Ω)‖Aum‖L2(Ω)

= ‖um‖L6(Ω)‖‖∇um‖1/2L2(Ω)‖∇um‖1/2L6(Ω)‖Aum‖L2(Ω)

= C‖∇um‖3/2L2(Ω)‖Aum‖
3/2

L2(Ω).
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Assim,

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω)+2‖Aum‖2L2(Ω)

≤ C
(
‖∇um‖3/2L2(Ω)‖Aum‖

3/2

L2(Ω) + ‖Aum‖L2(Ω) + ‖um‖L2(Ω)‖Aum‖L2(Ω)

)
.

Lembrando que um é uniformemente limitado em L∞(0, T ;H) e usando adequada-
mente a desigualdade de Young, seque que

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω) + ‖Aum‖2L2(Ω) ≤ C

(
1 + ‖∇um‖6L2(Ω)

)
.

Agora, usando a equivalência das normas ‖Aum‖2L2(Ω) e ‖um‖2H2(Ω) (veja, por exemplo, o
Lema 3.7 no capítulo III de [44]), obtemos que

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω) + ‖um‖2H2(Ω) ≤ C

(
1 + ‖∇um‖6L2(Ω)

)
. (2.3.22)

Dessa forma, integrando sobre (0, t), com t ∈ (0, T ) e usando que

‖∇um(0)‖L2(Ω) ≤ C‖∇u0‖L2(Ω),

obtemos

‖∇um‖2L2(Ω) ≤ ‖∇u0‖2L2(Ω) + Ct+ C

∫ t

0

‖∇um‖6L2(Ω).

Então, do Teorema 1.2.3 segue que

‖∇um‖2L2(Ω) ≤ (‖∇u0‖2L2(Ω) + Ct)

[
1− 2C

∫ t

0

(‖∇u0‖2L2(Ω) + Cs)2ds

]− 1
2

para todo t ∈ [0, T∗], onde T∗ = sup
{
t
∣∣∣2C

∫ t
0
(‖∇u0‖2L2(Ω) + Cs)2ds < 1

}
. Vale observar

que T∗ não depende de m.
Dessa forma, um é uniformemente limitada em L∞(0, T∗;V ). Daí, usando (2.3.22),

segue que um está uniformemente limitada em L2(0, T∗;H
2(Ω)).

Agora, multiplicando a equação (2.3.5) por ∂umi
∂t

(com v = wi) e somando sobre i =
1, 2, · · · ,m, obtemos

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
1

2

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω) + bu(um;um,

∂um
∂t

)

=

∫

Ω

A1(ψm, cm)
∂um
∂t

+

∫

Ω

b(ψm)((T (um) + um × B)× B)
∂um
∂t

.

Aplicando a desigualdade de Hölder, usando (2.2.7) e o fato que as funções b e A1 são
limitadas, segue que existe uma constante C > 0, tal que

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
1

2

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω)

≤ C
(
‖um‖L4(Ω)‖∇um‖L4(Ω)

∥∥∥∥
∂um
∂t

)

∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ‖um‖L2(Ω)

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

)
.
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Usando a imersão de Sobolev (i. e., H1(Ω) ⊂ L4(Ω), com imersão contínua), a estima-
tiva (2.3.21) e a desigualdade de Young, segue que existe uma constante (que também
denotaremos por C) tal que

1

2

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
1

2

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω) ≤ C

(
‖um‖2H2(Ω) + 1

)
,

para todo t ∈ [0, T∗].
Integrando sobre [0, T∗], temos

1

2

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,T∗;L2(Ω))

+
1

2
‖∇um(T∗)‖2L2(Ω) ≤ CT∗+C‖um‖2L2(0,T∗;H2(Ω))+

1

2
‖∇um(0)‖2L2(Ω).

Dessa forma, usando que um é uniformemente limitada em L2(0, T∗;H
2(Ω)), que

‖∇um(0)‖L2(Ω) ≤ C‖∇u0‖L2(Ω)

e que u0 ∈ V , segue que existe uma constante C > 0 que não depende de m e tal que
∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T∗;L2(Ω))

≤ C. (2.3.23)

Dessa forma, concluímos que u ∈ H1(0, T∗;H).
Agora, mostraremos a regularidade de ψ. Para isso, tomamos −∆ψm ∈ Em como uma

função teste em (2.3.6) e usamos a desigualdade de Hölder para obter que

1

2

d

dt
‖∇ψm‖2L2 + ‖∆ψm‖2L2 ≤ |bψm(um;ψm,∆ψm)|+

∣∣∣∣
∫

Ω

A2(ψm, cm)∆ψm

∣∣∣∣
≤ C (‖um‖L4‖∇ψm‖L4‖∆ψm‖L2 + ‖∆ψm‖L2) .

Como H1(Ω) ⊂ L4(Ω), usando a estimativa (2.3.21) e a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg (2.2.10), segue que, para todo t ∈ [0, T∗],

d

dt
‖∇ψm‖2L2 + 2‖∆ψm‖2L2 ≤ C(‖∇ψm‖3/4H1 ‖∇ψm‖1/4L2 ‖∆ψm‖L2 + ‖∆ψm‖L2).

Aplicando a desigualdade de Young e usando a estimativa elíptica (2.2.9), obtemos que

d

dt
‖∇ψm‖2L2 + 2‖∆ψm‖2L2 ≤ C(‖ψm‖3/2H2 ‖∇ψm‖1/2L2 + 1) + ‖∆ψm‖2L2

≤ C(‖∆ψm‖3/2L2 ‖∇ψm‖1/2L2 + ‖∇ψm‖2L2 + 1) + ‖∆ψm‖2L2 .

Usando novamente a desigualdade de Young e rearranjando os termos, chegamos em

d

dt

(
‖∇ψm‖2L2 + 1

)
+ ‖∆ψm‖2L2 ≤ C

(
‖∇ψm‖2L2 + 1

)
. (2.3.24)

Então, o lema de Gronwall implica que, independentemente de m

(∇ψm) é limitada em L∞(0, T∗;L
2(Ω)),

que, junto com a estimativa (2.3.12), nos dá que

(ψm) é limitada em L∞(0, T∗;H
1(Ω)) (2.3.25)
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independentemente de m. Integrando-se (2.3.24) sobre [0, T∗], usando-se (2.3.25) e a esti-
mativa elíptica (2.2.9), deduzimos que independentemente de m

(ψm) é limitada em L2(0, T∗;H
2(Ω)). (2.3.26)

Consequentemente, o limite ψ ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)).

Finalmente, tomando
∂ψm

∂t
∈ Em como função teste em (2.3.6) e usando as desigual-

dades de Hölder e de Young, temos que
∥∥∥∥
∂ψm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+
1

2

d

dt
‖∇ψm‖2L2 ≤ C

(
‖um‖L4‖∇ψm‖L4

∥∥∥∥
∂ψm
∂t

∥∥∥∥
L2

+

∥∥∥∥
∂ψm
∂t

∥∥∥∥
L2

)

≤ C
(
‖um‖2V ‖ψm‖2H2 + 1

)
+

1

2

∥∥∥∥
∂ψm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

.

Integrando sobre [0, T∗], usando (2.3.21) e (2.3.26), segue que
(∂ψm
∂t

)
é limitada em L2(0, T∗;L

2(Ω)). (2.3.27)

Isso completa a demonstração.

Observação 2.3.5. Com a regularidade obtida, do Teorema 1.3.9, existe uma distribuição
p ∈ L2(0, T∗;H

1(Ω)/R) tal que

∂u

∂t
+ (u · ∇)u−∆u(t)− A1(ψ, c)− b(ψ)((T (u) + u×B)×B) = −∇p

q.t.p. em Ω× (0, T∗).

Teorema 2.3.6 (Existência de solução forte). Seja (u0, ψ0, c0) ∈ V ×H2(Ω)×H1(Ω) com
∂ψ0

∂n
= 0 sobre ∂Ω e assuma que (H1)-(H3) são satisfeitas. Então, existe T∗ > 0 tal que

u ∈ L∞(0, T∗;V ) ∩ L2(0, T∗;H
2(Ω)) ∩H1(0, T∗;H),

p ∈ L2(0, T∗;H
1(Ω)/R)

ψ ∈ L∞(0, T∗;H
2(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

3(Ω)) ∩H1(0, T∗;H
1(Ω)),

c ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)),

e (u, p, ψ, c) satisfaz as equações (2.2.1)-(2.2.6) q.t.p. em Ω× (0, T∗).

Demonstração. A regularidade de u é dada no teorema anterior. A seguir, vamos obter
novas estimativas a priori para as soluções aproximadas. Tomando ∆2ψm ∈ Em como
função teste em (2.3.6), integrando por partes e usando que ∂∆ψm

∂n
= 0 sobre ∂Ω, obtemos

que

d

dt
‖∆ψm‖2L2 + 2‖∇∆ψm‖2L2

≤ 2
(
|bψm(um;ψm,∆

2ψm)|+
∫

Ω

|∇A2(ψm, cm)||∇∆ψm|
)
.

(2.3.28)

Para estimar o primeiro termo do lado direito, integramos por partes, de modo que po-
demos reescrevê-lo da seguinte forma

bψm(um;ψm,∆
2ψm) = −

∫

Ω

(∇um · ∇ψm + um ·D2ψm) · ∇∆ψm,
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então, usando a desigualdade de Hölder e de Gagliardo-Nirenberg, segue que

|bψm(um;ψm,∆
2ψm)|

≤
(
‖∇um‖L4‖∇ψm‖L4 + ‖D2ψm‖L4‖um‖L4

)
‖∇∆ψm‖L2

≤ C
(
‖um‖H2‖ψm‖H2 + ‖D2ψm‖1/4L2 ‖D2ψm‖3/4H1 ‖um‖V

)
‖∇∆ψm‖L2

≤ C
(
‖um‖H2‖ψm‖H2 + ‖ψm‖1/4H2 ‖ψm‖3/4H3

)
‖∇∆ψm‖L2 ,

onde foi usada a imersão de Sobolev e o fato que a sequência um é limitada em L∞(0, T∗;V )
(veja (2.3.21)).

Agora, usando a desigualdade de Young e a estimativa elíptica (2.2.9), obtém-se que

|bψm(um;ψm,∆
2ψm)|

≤ C
((

‖um‖2H2 + 1
)
‖ψm‖2H2 + ‖ψm‖1/2H2 ‖∇∆ψm‖3/2L2

)
+

1

4
‖∇∆ψm‖2L2

≤ C
(
‖um‖2H2

(
‖∆ψm‖2L2 + ‖ψm‖2L2

)
+ ‖ψm‖2H2

)
+

1

2
‖∇∆ψm‖2L2 .

A limitação do segundo termo do lado direito de (2.3.28) segue das desigualdades de
Hölder e Young,

∫

Ω

|∇A2(ψm, cm)||∇∆ψm| ≤ C
(
‖∇ψm‖2L2 + ‖∇cm‖2L2

)
+

1

2
‖∇∆ψm‖2L2 .

Usando as últimas estimativas em (2.3.28), temos que

d

dt
‖∆ψm‖2L2+‖∇∆ψm‖2L2 ≤ C

(
‖um‖2H2‖∆ψm‖2L2+‖um‖2H2+‖ψm‖2H2+‖cm‖2H1

)
. (2.3.29)

Por (2.3.12) e das regularidades melhoradas (2.3.21) e (2.3.26), sabemos que um e ψm
estão limitadas em L2(0, T∗;H

2(Ω)) e cm em L2(0, T∗;H
1(Ω)). Consequentemente, pelo

lema de Gronwall
(∆ψm) é limitada em L∞(0, T∗;L

2(Ω)),

onde usamos que ψ0 ∈ H2(Ω) e ∂ψ0

∂n
= 0 sobre ∂Ω implica que ‖∆ψm(0)‖L2 ≤ ‖∆ψ0‖L2 .

Então, pela estimativa elíptica com (2.3.12), concluímos que

(ψm) é limitada em L∞(0, T∗;H
2(Ω)). (2.3.30)

Integrando (2.3.29) sobre [0, T∗], usando as limitações acima e a estimativa elíptica (2.2.9),
inferimos que

(ψm) é limitada em L2(0, T∗;H
3(Ω)). (2.3.31)

Agora mostremos a regularidade de cm. Tomando −∆cm ∈ Em com função teste em
(2.3.7), integrando por partes e usando as hipóteses (H1)-(H3), temos que

1

2

d

dt
‖∇cm‖2L2 +D0

∫

Ω

|∆cm|2

≤ C

∫

Ω

(
|∇ψm||∇cm|+ |∇ψm|2 + |∆ψm|

)
|∆cm|+ bc(um; cm,∆cm),
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Aplicando a desigualdade de Hölder e a imersão de Sobolev, segue que

d

dt
‖∇cm‖2L2 + 2D0‖∆cm‖2L2

≤C
(
‖∇ψm‖L4‖∇cm‖L4 + ‖∇ψm‖2L4 + ‖∆ψm‖L2 + ‖um‖L4‖∇cm‖L4

)
‖∆cm‖L2

≤C
(
‖ψm‖H2‖∇cm‖L4 + ‖ψm‖2H2 + ‖ψm‖H2 + ‖um‖V ‖∇cm‖L4

)
‖∆cm‖L2 .

Note que um é limitada em L∞(0, T∗;V ) e ψm em L∞(0, T∗;H
2), assim, aplicando a

desigualdade de Young, inferimos

d

dt
‖∇cm‖2L2 +D0‖∆cm‖2L2 ≤C(‖∇cm‖2L4 + 1).

Aplicando as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg (2.2.10), a desigualdade de Young, e
então a estimativa elíptica (2.2.9), temos que

d

dt
‖∇cm‖2L2 +D0‖∆cm‖2L2 ≤ C

(
‖∇cm‖1/2L2 ‖∇cm‖3/2H1 + 1

)

≤ C
(
‖∇cm‖2L2 + 1

)
+
D0

2
‖∆cm‖2L2 .

Pelo lema de Gronwall junto com (2.3.12), e usando que c0 ∈ H1(Ω), deduzimos que

(cm) é limitada em L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)). (2.3.32)

Uma vez que melhoramos a regularidade da solução, usando as equações, pode ser
provado que ∂ψ

∂t
∈ L2(0, T∗;H

1(Ω)) e ∂c
∂t

∈ L2(0, T∗;L
2(Ω)) como no Teorema 2.3 em

[39], já que a demonstração não depende da dimensão. Ou seja, para provar que ψ ∈
H1(0, T∗;H

1(Ω)) multiplicamos a equação (2.3.6), com z = ei, por µi
∂ψm

i

∂t
e somamos

sobre i = 1, 2, · · · ,m, obtendo
∥∥∥∥∇

∂ψm
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
ǫ2

2

d

dt
‖∆ψm‖2L2(Ω) = bψm

(
um;ψm,∆

∂ψm
∂t

)
+

∫

Ω

A2(ψm, cm)∆
∂ψm
∂t

=−
∫

Ω

∇(um · ∇ψm) · ∇
∂ψm
∂t

−
∫

Ω

∇A2(ψm, cm) · ∇
∂ψm
∂t

=−
∫

Ω

(∇um · ∇ψm +∇(∇ψm) · um) · ∇
∂ψm
∂t

−
∫

Ω

∇A2(ψm, cm) · ∇
∂ψm
∂t

≤C
(
(
‖∇um‖L4(Ω)‖∇ψm‖L4(Ω) + ‖∇(∇ψm)‖L4(Ω)‖um‖L4(Ω)

) ∥∥∥∥∇
∂ψm
∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

+
(
‖∇ψm‖L2(Ω) + ‖∇cm‖L2(Ω)

) ∥∥∥∥∇
∂ψm
∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

)
.

Então, aplicando a imersão de Sobolev, as estivas (2.3.30) e (2.3.21) e a desigualdade de
Young, obtemos que
∥∥∥∥∇

∂ψm
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ ǫ2
d

dt
‖∆ψm‖2L2(Ω)

≤ C
(
‖∇um‖2H1(Ω) + ‖∇(∇ψm)‖2H1(Ω) + ‖∇ψm‖2L2(Ω) + ‖∇cm‖2L2(Ω)

)
.
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Integrando sobre [0, T∗], usando as estimativas (2.3.21), (2.3.31) e (2.3.32), segue que
∥∥∥∥∇

∂ψm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T∗;L2(Ω))

≤ C

onde usamos também que ‖∆ψm(0)‖L2(Ω) ≤ C‖∆ψ0‖L2(Ω), já que ψ0 ∈ H2(Ω) e ∂ψ0

∂t
= 0.

Dessa forma, de (2.3.27) temos que

‖ψm‖H1(0,T∗;H1(Ω)) ≤ C. (2.3.33)

Portanto, de (2.3.30), (2.3.31) e (2.3.33), concluímos que

ψ ∈ L∞(0, T∗;H
2(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

3(Ω)) ∩H1(0, T∗;H
1(Ω)).

Agora, multiplicamos a equação (2.3.7) por ∂cmi
∂t

, com z = ei, e somando sobre i =
1, 2, · · · ,m, temos
∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

= −
∫

Ω

(D(ψm)∇cm + A3(ψm, cm)∇ψm) · ∇
∂cm
∂t

− bc

(
um; cm,

∂cm
∂t

)

=

∫

Ω

∇(D(ψm)∇cm + A3(ψm, cm)∇ψm)
∂cm
∂t

− bc

(
um; cm,

∂cm
∂t

)

=

∫

Ω

∇D(ψm) · ∇cm
∂cm
∂t

+

∫

Ω

D(ψm)∆cm
∂cm
∂t

+

∫

Ω

∇A3(ψm, cm)∇ψm
∂cm
∂t

+

∫

Ω

A3(ψm, cm)∆ψm
∂cm
∂t

− bc

(
um; cm,

∂cm
∂t

)

≤ C
(∫

Ω

|∇ψm||∇cm|
∣∣∣∣
∂cm
∂t

∣∣∣∣+
∫

Ω

|∆cm|
∣∣∣∣
∂cm
∂t

∣∣∣∣+
∫

Ω

|∇ψm|22
∣∣∣∣
∂cm
∂t

∣∣∣∣

+

∫

Ω

|∇cm||∇ψm|
∣∣∣∣
∂cm
∂t

∣∣∣∣ +
∫

Ω

|∆ψm|
∣∣∣∣
∂cm
∂t

∣∣∣∣+
∣∣∣∣bc
(
um; cm,

∂cm
∂t

)∣∣∣∣
)
.

Aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos
∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

≤ C
(
‖∇ψm‖L4(Ω)‖∇cm‖L4(Ω) + ‖∆cm‖L2(Ω) + ‖∇ψm‖2L4(Ω) + ‖∆ψm‖L2(Ω)

+ ‖um‖L4(Ω)‖∇cm‖L4(Ω)

)∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Usando a imersão de Sobolev e as estimativas (2.3.21) e (2.3.30), concluímos que existe
uma constante C > 0, tal que para todo t ∈ [0, T∗]

∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

≤ C
(
‖∇cm‖H1(Ω) + ‖∆cm‖L2(Ω) + 1

) ∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C
(
‖cm‖H2(Ω) + 1

) ∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

Aplicando a desigualdade de Young, obtemos que
∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

≤ C
(
‖cm‖H2(Ω) + 1

)
.
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Integrando sobre [0, T∗], concluímos que
∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T∗;L2(Ω))

≤ C. (2.3.34)

Sendo assim, por (2.3.32) e (2.3.34) concluímos que

c ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)).

Isso completa a prova.

Agora, retornamos para o problema original (2.0.1)-(2.0.7) e discutimos a regularidade
da função potencial φ. Temos duas situações dependendo da regularidade do campo
magnético B.

1. Se B ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)), como u ∈ L∞(0, T∗;V ), vale que div(u(t)× B(t)) ∈
L∞(0, T∗;L

2(Ω)). Então, para q.t.p. t ∈ (0, T∗) a solução de (2.2.8) satisfaz φ(t) ∈
H2(Ω)/R. Dessa forma, multiplicando a equação (2.2.8) por ∆φ(t) e integrando
sobre Ω, segue que

‖∆φ‖2L2 ≤ C‖div(u× B)‖2L2 .

Isso implica que φ ∈ L∞(0, T∗;H
2(Ω)/R)).

2. Se B ∈ L∞(0, T ;W 2,∞(Ω)), como u ∈ L2(0, T∗;H
2(Ω)), temos que div(u(t)× B(t)) ∈

L2(0, T∗;H
1(Ω)). Então, para q.t.p. t ∈ (0, T∗), φ(t) ∈ H3(Ω)/R. Aplicando o gradi-

ente na equação (2.2.8), multiplicando a equação resultante por ∆∇φ(t) e integrando
sobre Ω, obtemos

‖∇∆φ‖2L2 ≤ C‖∇div(u× B)‖2L2 ,

daí φ ∈ L2(0, T∗;H
3(Ω)/R)).

Finalizamos a presente seção notando que, sobre hipóteses físicas nos termos não
lineares, um princípio do máximo para o campo de fase e para a concentração é válido.
Isto será útil para lidarmos com o caso degenerado. Assim, assumindo que os termos não
lineares A2 e A3 satisfazem as hipóteses extras (H4) e (H5), ou seja,

(H4) A2(r, s) = 0 para r ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞), ∀ s ∈ R,

(H5) A3(r, s) = 0 para s ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞), ∀ r ∈ R,

vale a seguinte proposição:

Proposição 2.3.7 (Princípio do Máximo). Além das hipóteses no Teorema 2.3.6 assuma
que (H4)-(H5) são satisfeitas e que

0 ≤ ψ0 ≤ 1, 0 ≤ c0 ≤ 1, q.t.p. em Ω.

Então,
0 ≤ ψ ≤ 1, 0 ≤ c ≤ 1, q.t.p. em Ω× (0, T∗).

Vamos omitir a demonstração, uma vez que não difere em nada da demonstração em
[39].
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2.3.3 Dependência contínua

Nesta subseção provamos a continuidade da solução forte em relação aos dados iniciais
e ao campo magnético, consequentemente temos a unicidade da solução forte local.

Teorema 2.3.8. Sejam (ui0, ψ
i
0, c

i
0) ∈ V × H2(Ω) × H1(Ω) satisfazendo ∂ψi

0

∂n
= 0 sobre

∂Ω, i = 1, 2. Assuma que (H1)-(H3) são satisfeitas. Sejam (ui, φi, ci) as soluções fortes
locais de (2.2.1)-(2.2.6) com dados iniciais (ui0, ψ

i
0, c

i
0) e campo magnético Bi, definidas

em [0, T i∗], i = 1, 2. Então, vale que

‖u1 − u2‖L∞(0,T∗;L2) + ‖ψ1 − ψ2‖L∞(0,T∗;H1) + ‖c1 − c2‖L∞(0,T∗;L2)

≤ C
(
‖u1

0 − u
2
0‖L2 + ‖ψ1

0 − ψ2
0‖H1 + ‖c10 − c20‖L2 + ‖B1 −B2‖L∞(Q)

) (2.3.35)

e

‖u1 − u2‖L2(0,T∗;H1) + ‖ψ1 − ψ2‖L2(0,T∗;H2) + ‖c1 − c2‖L2(0,T∗;H1)

≤ C
(
‖u1

0 − u
2
0‖L2 + ‖ψ1

0 − ψ2
0‖H1 + ‖c10 − c20‖L2 + ‖B1 −B2‖L∞(Q)

) (2.3.36)

onde C > 0 é uma constante e T∗ = min{T 1
∗ , T

2
∗ }. Consequentemente, a solução forte

local dada pelo Teorema 2.3.6 é única.

Demonstração. Denotamos u = u1 − u2, φ = φ2 − φ1, c = c1 − c2 e B = B1 − B2.
Vamos derivar uma desigualdade diferencial que nos permitirá aplicar o lema de Gronwall
e concluir o resultado. Observe que u, ψ e c satisfazem, para todo v ∈ V e z ∈ H1(Ω), as
seguintes equações
∫

Ω

∂u

∂t
· v +

∫

Ω

∇u · ∇v + bu(u;u1,v) + bu(u2;u,v)

=

∫

Ω

[(A1(ψ1, c1)− A1(ψ2, c2))v + (b(ψ1)− b(ψ2))T (u1)v + b(ψ2)T (u)v]

+

∫

Ω

(b(ψ1)− b(ψ2))((u1 ×B1)×B1)v

+

∫

Ω

b(ψ2)
(
(u×B1)×B1 + (u2 ×B)×B1 + (u2 ×B2)×B

)
v,

(2.3.37)∫

Ω

∂ψ

∂t
z +

∫

Ω

∇ψ · ∇z + bψ(u;ψ1, z) + bψ(u2;ψ, z) =

∫

Ω

(A2(ψ1, c1)− A2(ψ2, c2))z,

(2.3.38)∫

Ω

∂c

∂t
z +

∫

Ω

[D(ψ2)∇c+ (D(ψ1)−D(ψ2))∇c1] · ∇z + bc(u; c1, z) + bc(u2; c, z)

=

∫

Ω

[(A3(ψ1, c1)− A3(ψ2, c2))∇ψ1 · ∇z + A3(ψ2, c2)∇ψ · ∇z]
(2.3.39)

com
u(0) = u

1
0 − u

2
0, ψ(0) = ψ1

0 − ψ2
0 e c(0) = c10 − c20.

Tomando u ∈ V como uma função teste em (2.3.37), usando as hipóteses (H1)-(H3),
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(2.2.7), e a desigualdade de Hölder, podemos estimar

1

2

d

dt
‖u‖2L2 +‖∇u‖2L2

≤C
(
‖u‖2L4‖∇u1‖L2 + (‖ψ‖L2 + ‖c‖L2)‖u‖L2 + ‖ψ‖L4‖u‖L4‖T (u1)‖L2

+ ‖T (u)‖L2‖u‖L2 + ‖ψ‖L4‖u1‖L4‖u‖L2 + ‖u‖2L2 + ‖u2‖L2‖u‖L2‖B‖L∞

)
.

Observe que ui ∈ L∞(0, T∗;V ). Então, por Gagliardo-Nirenberg (2.2.11) e pela desigual-
dade de Young segue que

d

dt
‖u‖2L2 + ‖∇u‖2L2 ≤ C

(
‖u‖2L2 + ‖ψ‖2H1 + ‖c‖2L2 + ‖B‖2L∞

)
. (2.3.40)

Tomando ψ ∈ H1(Ω) como função teste em (2.3.38), notando que ψ1 ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)),

como anteriormente temos que

d

dt
‖ψ‖2L2 + 2‖∇ψ‖2L2 ≤ C

(
‖u‖L4‖∇ψ1‖L2‖ψ‖L4 + ‖ψ‖2L2 + ‖c‖L2‖ψ‖L2

)

≤ C
(
‖ψ‖2H1 + ‖c‖2L2

)
+

1

4
‖∇u‖2L2 . (2.3.41)

Agora, escolhemos −∆ψ ∈ H1(Ω) como função teste em (2.3.38) e usamos a desigualdade
de Hölder para encontrar

1

2

d

dt
‖∇ψ‖2L2 + ‖∆ψ‖2L2 ≤ C

(
‖u‖L4‖∇ψ1‖L4 + ‖u2‖L4‖∇ψ‖L4 + ‖ψ‖L2 + ‖c‖L2

)
‖∆ψ‖L2 .

Como ψ1 ∈ L∞(0, T∗;H
2(Ω)) e u2 ∈ L∞(0, T∗;V ), usando a desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg (2.2.10), obtemos

1

2

d

dt
‖∇ψ‖2L2 + ‖∆ψ‖2L2

≤ C
(
‖u‖1/4L2 ‖∇u‖3/4L2 + ‖∇ψ‖1/4L2 ‖∇ψ‖3/4H1 + ‖ψ‖L2 + ‖c‖L2

)
‖∆ψ‖L2 .

Aplicando a desigualdade de Young e a estimativa elíptica (2.2.9), inferimos que

d

dt
‖∇ψ‖2L2 + ‖∆ψ‖2L2 ≤ C

(
‖u‖2L2 + ‖ψ‖2H1 + ‖c‖2L2

)
+

1

4
‖∇u‖2L2 . (2.3.42)

Finalmente, tomamos c ∈ H1(Ω) como função teste em (2.3.39) e usamos as hipóteses
(H1)-(H3), e como antes

1

2

d

dt
‖c‖2L2 +D0‖∇c‖2L2

≤ C
(
‖ψ‖L∞‖∇c1‖L2 + ‖ψ‖L4‖∇ψ1‖L4 + ‖c‖L4‖∇ψ1‖L4 + ‖∇ψ‖L2

)
‖∇c‖L2

+ ‖u‖L4‖∇c1‖L2‖c‖L4 .

Relembrando que ψ1 ∈ L∞(0, T∗;H
2(Ω)) e c1 ∈ L∞(0, T∗;H

1(Ω)), usando a desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg (2.2.10), e a estimativa elíptica (2.2.9) obtém-se que

1

2

d

dt
‖c‖2L2 +D0‖∇c‖2L2

≤ C
(
‖∆ψ‖L2 + ‖c‖1/4L2 ‖c‖3/4H1 + ‖ψ‖H1

)
‖∇c‖L2 + C‖∇u‖L2‖c‖H1 .
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Aplicando a desigualdade de Young chegamos em

d

dt
‖c‖2L2 +D0‖∇c‖2L2 ≤ C

(
‖c‖2L2 + ‖ψ‖2H1 + ‖∆ψ‖2L2 + ‖∇u‖2L2

)
. (2.3.43)

Somando (2.3.40), (2.3.41), (2.3.42) e (2.3.43) multiplicado por η > 0, obtemos

d

dt
(‖u‖2L2 + ‖ψ‖2H1 + η‖c‖2L2) +

1

2
‖∇u‖2L2 + ‖∆ψ‖L2 + ηD0‖∇c‖2L2

≤ C
(
‖u‖2L2 + ‖ψ‖2H1 + ‖c‖2L2 + ‖B‖2L∞

)
+ ηC

(
‖∆ψ‖2L2 + ‖∇u‖2L2

)
.

(2.3.44)

Escolhemos ηC = 1
4

e aplicamos o lema de Gronwall para obter

‖u(t)‖2L2 + ‖ψ(t)‖2H1 + ‖c(t)‖2L2 ≤ C
(
‖u1

0 − u
2
0‖2L2 + ‖ψ1

0 − ψ2
0‖2H1 + ‖c10 − c20‖2L2 + ‖B‖2L∞

)
,

para todo t ∈ [0, T∗], que é (2.3.35). Integrando (2.3.44) sobre (0, T∗) deduzimos (2.3.36).
Isso finaliza a demonstração.

Observação 2.3.9. Observemos que dados u e B, a solução φ do problema (2.2.8) é
única e uma vez que o operador T (u) = −∇φ é linear, segue que o problema (2.0.1)-
(2.0.7) também tem uma única solução forte local.

2.4 Problema degenerado

Nessa seção consideramos uma versão estendida do problema (2.2.1)-(2.2.6) quando a
equação da concentração se degenera. Como mencionado, essa degeneração ocorre quando
o coeficiente de difusãoD se anula, que, do ponto de vista da física, acontece na fase sólida.
Mais precisamente, no lugar da hipótese (H2) assumiremos que D(r) ≥ 0, ∀ r ∈ R.
Dessa forma, perde-se o caráter parabólico da equação da concentração (2.2.4). Como
é esperado, a regularidade da concentração será muito fraca, de modo que para sermos
capazes de lidarmos com as não linearidades do problema teremos que explorar as formas
específicas das funções A1, A2 e A3 dadas no modelo

Então, assumiremos as seguintes hipóteses para o caso degenerado:

(H1’) A1 : R
2 → R

3 e A2 : R
2 → R são dadas por

A1(r, s) = E1(r) + sE2(r) e A2(r, s) = F1(r) + sF2(r),

onde Ei : R
2 → R

3, Fi : R → R, i = 1, 2, são funções Lipschitz e limitadas,

(H2’) D : R → R é uma função Lipschitz e limitada tal que

0 ≤ D(r), ∀ r ∈ R,

(H3’) A3 : R
2 → R é dada por

A3(r, s) = D(r)D2(r, s),

onde D2 : R
2 → R e b : R → R são funções Lipschitz e limitadas,

(H4’) B ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)).

Como no caso não degenerado, admitiremos mais hipóteses no comportamento dos
termos não lineares que levam ao princípio do máximo:
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(H5’) Fi(r) = 0, para todo r ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞),

(H6’) D2(r, s) = 0 para todo s ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞) e r ∈ R.

O princípio do máximo é importante para superar as dificuldades que surgem por causa
da baixa regularidade da concentração.

Assim como anteriormente, assumimos que T : (L2(Ω))3 → (L2(Ω))3 é uma transfor-
mação linear satisfazendo (2.2.7).

Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.4.1 (Existência de solução para o problema degenerado). Seja (u0, ψ0, c0) ∈
V × H1(Ω) × L2(Ω) tal que 0 ≤ ψ0, c0 ≤ 1 q.t.p. em Ω e suponha que as hipóteses
(H1’)-(H6’) são satisfeitas. Então, existem T∗ > 0 e (u, p, ψ, c, J) tais que

u ∈ L∞(0, T∗;V ) ∩ L2(0, T∗;H
2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L

2(Ω)),

p ∈ L2(0, T∗;H
1(Ω)/R),

ψ ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)),

c ∈ L∞(0, T∗;L
2(Ω)) ∩H1(0, T∗; (H

1(Ω))′),

J ∈ (L2(QT∗))
3,

0 ≤ ψ, c ≤ 1 q.t.p. em QT∗ ,

e satisfazem

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+∆u

+ A1(ψ, c) + b(ψ)((T (u) + u×B)×B) q.t.p. em QT∗ , (2.4.1)

div(u) = 0 q.t.p. em QT∗ (2.4.2)

∂ψ

∂t
+ (u · ∇)ψ = ∆ψ + A2(ψ, c) q.t.p. em QT∗ , (2.4.3)

∂ψ

∂n
= u = 0 q.t.p. em ∂QT∗ , (2.4.4)

〈
∂c

∂t
, z

〉
+

∫

Ω

(
J +D(ψ)D2(ψ, c)∇ψ − uc

)
· ∇z = 0

q.t.p. t ∈ (0, T∗), para todo z ∈ H1(Ω), (2.4.5)

u(0) = u0, ψ(0) = ψ0 q.t.p. em Ω e c(0) = c0 em H1(Ω)′, (2.4.6)

onde J é dado por:

J = ∇(D(ψ)c)− c∇D(ψ),

com derivadas no sentido das distribuições.

Demonstração do Teorema 2.4.1

Para demonstrar esse teorema, vamos regularizar o coeficiente D seguindo as ideias
em [41, 28]. Mais precisamente, seja

Dλ(r) = D(r) + λ onde 0 < λ ≤ 1.
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Portanto, Dλ é uma função Lipschitz e limitada tal que

0 < λ ≤ Dλ(r) para todo r ∈ R.

Além do mais, para aplicarmos os resultados do caso não degenerado, definimos

Ã1(r, s) =E1(r) + Π(s)E2(r),

Ã2(r, s) =F1(r) + Π(s)F2(r),

onde Π é uma função de truncamento

Π(s) =





1, s > 1
s, 0 ≤ s ≤ 1
0, s < 0.

Dessa forma, Ã1 e Ã2 são funções Lipschitz e limitadas. Observemos que, uma vez que o
princípio do máximo é provado, Ã1 e Ã2 serão funções afins na segunda variável.

Para um λ > 0 fixado, consideramos o sistema (2.2.1)-(2.2.6) substituindo D por Dλ

apenas na frente de ∇c na equação da concentração:

∂uλ
∂t

+ (uλ · ∇)uλ = −∇pλ +∆uλ + Ã1(ψλ, cλ) + b(ψλ)((T (uλ) + uλ ×B)×B),

(2.4.7)

div(uλ) = 0, (2.4.8)

∂ψλ
∂t

+ (uλ · ∇)ψλ = ∆ψλ + Ã2(ψλ, cλ), (2.4.9)

∂cλ
∂t

+ (uλ · ∇)cλ = div(Dλ(ψλ)∇cλ +D(ψλ)D2(ψλ, cλ)∇ψλ), (2.4.10)

uλ =
∂ψλ
∂n

=
∂cλ
∂n

= 0 on ∂Ω× (0,+∞), (2.4.11)

uλ(0) = u0, ψλ(0) = ψλ0 , cλ(0) = cλ0 in Ω, (2.4.12)

onde ψλ0 ∈ H2(Ω) e cλ0 ∈ H1(Ω) são tais que ψλ0 → ψ0 ∈ H1(Ω) e cλ0 → c0 em L2(Ω). Note
que ‖ψλ0‖H1 e ‖cλ0‖L2 são limitadas independentemente de λ. Esse fato será usado quando
estivermos obtendo estimativas uniformes em λ.

Os Teoremas 2.3.6 e 2.3.8 fornecem existência de uma única solução forte local para
este sistema regularizado e, das demonstrações, fica claro que o tempo local de existência
não depende de λ. Além disso, o princípio do máximo vale para o campo de fase e para a
concentração (veja a Proposição 2.3.7). Reunimos esses resultados na seguinte proposição.

Proposição 2.4.2 (Solução local para o sistema regularizado). Suponha que as hipóteses
(H1’)-(H6’) são satisfeitas e que (u0, ψ

λ
0 , c

λ
0) ∈ V × H2(Ω) × H1(Ω) com 0 ≤ ψλ0 , c

λ
0 ≤

1 q.t.p. em Ω. Então, para cada λ ∈ (0, 1], existem T∗ > 0 (independente de λ) e
(uλ, pλ, ψλ, cλ) tais que

uλ ∈ L∞(0, T∗;V ) ∩ L2(0, T∗;H
2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L

2(Ω)),

pλ ∈ L2(0, T∗;H
1(Ω)/R),

ψλ ∈ L∞(0, T∗;H
2(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

3(Ω)) ∩H1(0, T∗;H
1(Ω)),

cλ ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)),

0 ≤ ψλ, cλ ≤ 1 q.t.p. em Ω× (0, T∗),

e satisfazem as equações (2.4.7)-(2.4.12) q.t.p. em Ω× (0, T∗).
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Note que, como 0 ≤ cλ ≤ 1, vale que Π(cλ) = cλ, então

Ã1(ψλ, cλ) = E1(ψλ) + cλE2(ψλ) = A1(ψλ, cλ) e

Ã2(ψλ, cλ) = F1(ψλ) + cλF2(ψλ) = A2(ψλ, cλ).

Agora, nosso objetivo é obter algumas estimativas uniformes em λ, e, consequente-
mente, convergências para a solução do problema regularizado, de modo que sejamos
capazes de passar o limite no sistema (2.4.7)-(2.4.12), quando λ → 0+, e mostrar a exis-
tência de solução para o problema degenerado.

Lema 2.4.3 (Estimativas de energia). Existe C > 0 independente de λ, tal que

‖uλ‖L∞(0,T∗;H) + ‖uλ‖L2(0,T∗;V ) ≤ C, (2.4.13)

‖ψλ‖L∞(0,T∗;L2(Ω)) + ‖ψλ‖L2(0,T∗;H1(Ω)) ≤ C, (2.4.14)

‖cλ‖L∞(0,T∗;L2(Ω)) +

∫ T∗

0

∫

Ω

Dλ(ψλ)|∇cλ|2 ≤ C. (2.4.15)

Demonstração. Multiplicando (2.4.7) por uλ, integrando sobre Ω, e usando as hipóteses
(H1’)-(H6’), segue que

1

2

d

dt
‖uλ‖2L2 + ‖∇uλ‖2L2 =

∫

Ω

A1(ψλ, cλ)uλ +

∫

Ω

b(ψλ)((T (uλ) + uλ ×B)×B)uλ

≤ C
(
‖uλ‖L1(Ω) + ‖T (uλ)‖L2‖uλ‖L2 + ‖uλ‖2L2

)

≤ C
(
1 + ‖uλ‖2L2

)
.

Assim, pelo lema de Gronwall obtemos (2.4.13).
De forma análoga, multiplicando (2.4.9) por ψλ, integrando sobre Ω, e usando que A2

é limitada, obtemos que

1

2

d

dt
‖ψλ‖2L2 + ‖∇ψλ‖2L2 =

∫

Ω

A2(ψλ, cλ)ψλ ≤ C‖ψλ‖L1(Ω) ≤ C
(
1 + ‖ψλ‖2L2

)
.

O lema de Gronwall nos dá (2.4.14).
Finalmente, multiplicando (2.4.10) por cλ, integrando sobre Ω, e usando que D2 é

limitada e que D < D + λ = Dλ, vale que

1

2

d

dt
‖cλ‖2L2 +

∫

Ω

Dλ(ψλ)|∇cλ|2 = −
∫

Ω

D(ψλ)D2(ψλ, cλ)∇ψλ · ∇cλ

≤ C

∫

Ω

Dλ(ψλ)|∇ψλ||∇cλ|

≤ 1

2

∫

Ω

Dλ(ψλ)|∇cλ|2 + C‖∇ψλ‖2L2 .

Rearranjando os termos e integrando no tempo obtemos (2.4.15).

As estimativas acima só nos garantem convergência fraca. Para passar o limite nos
termos não lineares é necessário algumas convergências fortes. Para esse fim, vamos obter
novas estimativas independentes de λ.
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Lema 2.4.4 (Estimativas adicionais). Existe C > 0, independente de λ, tal que

‖uλ‖L∞(0,T∗;V ) + ‖uλ‖L2(0,T∗;H2(Ω)) ≤ C, (2.4.16)

‖ψλ‖L∞(0,T∗;H1(Ω)) + ‖ψλ‖L2(0,T∗;H2(Ω)) ≤ C, (2.4.17)∥∥∥∥
∂uλ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T∗;L2(Ω))

+

∥∥∥∥
∂ψλ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T∗;L2(Ω))

≤ C, (2.4.18)

∥∥∥∥
∂cλ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T∗;(H1(Ω))′)

≤ C. (2.4.19)

Demonstração. As estimativas (2.4.16)-(2.4.18) são provadas de forma análoga às do Te-
orema 2.3.4 já que elas não dependem da regularidade da concentração.

Multiplicando (2.4.10) por z ∈ H1(Ω), integrando sobre Ω, e usando a desigualdade
de Hölder, obtemos que

∣∣∣∣
∫

Ω

∂cλ
∂t

z

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

Dλ(ψλ)|∇cλ||∇z|+ C

∫

Ω

|∇ψλ||∇z|+
∫

Ω

|uλcλ · ∇z|

≤ C

((∫

Ω

Dλ(ψλ)|∇cλ|2
)1/2

+ ‖∇ψλ‖L2 + ‖uλ‖L2‖cλ‖L∞

)
‖∇z‖L2 .

Usando as estimativas do Lema 2.4.3 e o fato que 0 ≤ cλ ≤ 1, chegamos em (2.4.19).

Das estimativas uniformes obtidas nos lemas anteriores, deduziremos algumas conver-
gências para a solução do sistema regularizado.

Lema 2.4.5. Existe (u, ψ, c) tal que

u ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)),

ψ ∈ L∞(0, T∗;H
1(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)),

c ∈ L∞(0, T∗;L
2(Ω)) ∩H1(0, T∗; (H

1(Ω))′),

0 ≤ ψ, c ≤ 1 q.t.p. em Ω× (0, T∗),

e uma subsequência de (uλ, ψλ, cλ) (denotada com o mesmo subíndice), tal que, quando
λ→ 0+,

(uλ, ψλ)⇀ (u, ψ) fracamente em L2(0, T∗; (H
2(Ω))2), (2.4.20)

(uλ, ψλ) → (u, ψ) fortemente em L2(0, T∗;V ×H1(Ω)) ∩ C([0, T∗];H × L2(Ω)),
(2.4.21)

cλ ⇀ c fracamente em L2(Ω× (0, T∗)), (2.4.22)

cλ → c fortemente em C([0, T∗];H
1(Ω)′), (2.4.23)

cλ
∗
⇀ c fracamente-* in L∞(Ω× (0, T∗)). (2.4.24)

Demonstração. As convergências (2.4.20) e (2.4.22) seguem diretamente dos lemas acima.
Além disso, como as imersões de (H2(Ω) ∩ V ) ×H2(Ω) em V ×H1(Ω) e de V ×H1(Ω)
em H × L2(Ω) são compactas, aplicando o Teorema 1.3.12, concluímos que (uλ, ψλ) é
relativamente compacto em L2(0, T∗;V ×H1(Ω)) ∩ C([0, T∗];H × L2(Ω)) e portanto vale
(2.4.21).

Analogamente, pelas estimativas (2.4.14) e (2.4.19) e como a imersão de L2(Ω) em
(H1(Ω))′ é compacta, temos que (cλ) é relativamente compacta em C([0, T∗]; (H

1(Ω))′),
daí seque (2.4.23).

A convergência (2.4.24) é uma consequência direta do princípio do máximo.
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Relembre que 0 ≤ cλ, c ≤ 1, então Ã1 = A1 e Ã2 = A2 são afins na segunda variável.
Assim, a partir de agora, A1(r, s) = E1(r) + sE2(r) e A2(r, s) = F1(r) + sF2(r).

Comparando com a passagem ao limite na demonstração de existência da solução fraca,
a principal diferença aqui consiste em lidarmos com os termos não lineares envolvendo a
concentração. Juntamos essas convergências no próximo lema.

Lema 2.4.6. Quando λ→ 0+, vale que

A1(ψλ, cλ)⇀ A1(ψ, c) fracamente em L2(QT∗)
3, (2.4.25)

A2(ψλ, cλ)⇀ A2(ψ, c) fracamente em L2(QT∗), (2.4.26)

Dλ(ψλ)∇cλ ⇀ ∇(D(ψ)c)− c∇D(ψ) fracamente em L2(QT∗)
3, (2.4.27)

D(ψλ)D2(ψλ, cλ)∇ψλ ⇀ D(ψ)D2(ψ, c)∇ψ fracamente em L2(QT∗)
3, (2.4.28)

uλcλ ⇀ uc fracamente em L2(QT∗), (2.4.29)

lembrando que QT∗ = Ω× (0, T∗).

Demonstração. Devido a convergência fraca de cλ, o fato de que A1 e A2 são afins na
segunda variável é crucial para mostrar as convergências (2.4.25) e (2.4.26). De fato,
como Ei e Fi, i = 1, 2, são funções Lipschitz e limitadas, vale que

Ei(ψλ) → Ei(ψ) fortemente em (Lp(QT∗))
3 e

Fi(ψλ) → Fi(ψ) fortemente em Lp(QT∗), para qualquer p ∈ [1,∞).

Além disso, como os operadores de Nemytskii associados a A1 e A2 são sequencialmente
contínuos (veja a Proposição 1.5.3), usando (2.4.22), seguem (2.4.25) e (2.4.26).

A demonstração das convergências (2.4.27) e (2.4.28) são mais técnicas e análogas às
demonstrações em [41, Lemas 2,3,4], então vamos omitir alguns detalhes.

Utilizando a estimativa (2.4.15), existe uma constante C > 0, independente de λ, tal
que

‖Dλ(φλ)∇cλ‖2L2(QT∗ )
=

∫

QT∗

|Dλ(φλ)∇cλ|2

≤ C

∫

QT∗

Dλ(φλ)|∇cλ|2

≤ C.

Então, existe J ∈ L2(QT )
3 tal que uma subsequência de Dλ(φλ)∇cλ satisfaz

Dλ(φλ)∇cλ ⇀ J em L2(QT∗)
3. (2.4.30)

Por outro lado, segue do fato que D(ψλ)cλ ⇀ D(ψ)c em L2(QT∗), que

∇(D(ψλ)cλ) → ∇(D(ψ)c) em D′(QT∗). (2.4.31)

Além disso temos que

∇D(ψλ)cλ → ∇D(ψ)c em D′(QT∗), (2.4.32)

pois

∇D(ψλ)cλ ⇀ ∇D(ψ)c em L1(QT∗)
3.



60

Para ver que essa última convergência é verdadeira, seja v ∈ L∞(QT∗)
3, então

∫

QT∗

(cλ∇D(ψλ)− c∇D(ψ)) · v (2.4.33)

=

∫

QT∗

(cλ − c)∇D(ψ) · v +

∫

QT∗

cλ(∇D(ψλ)−∇D(ψ)) · v.

Mas, por (H2’), D ∈ W 1,∞(R). Assim, usando a desigualdade de Hölder, segue que
existem constantes positivas C1 e C2, tais que

‖∇D(ψ) · v‖2L2(QT∗ )
= ‖D′(ψ)∇ψ · v‖2L2(QT∗ )

≤ C1‖∇φ · v‖2L2(QT∗ )

≤ C1‖v‖2L∞(QT∗ )
‖∇φ‖2L2(QT∗ )

≤ C2.

Isso mostra que ∇D(ψ) · v ∈ L2(QT∗). Como cλ ⇀ c em L2(QT∗), segue que o primeiro
termo do lado direito de (2.4.33) tende a zero. Usando que ∇D(ψλ) → ∇D(ψ) em L2(QT∗)

3

e que 0 ≤ cλ ≤ 1 q.t.p em QT∗ , segue que o segundo termo do lado direito de (2.4.33)
tende a zero.

Note ainda que, como λ ≤ Dλ

λ

∫

QT∗

|∇cλ|2 ≤
∫

QT∗

Dλ(ψλ)|∇cλ|2 ≤ C,

onde usamos (2.4.15). Disso segue que

‖λ∇cλ‖L2(QT∗ )
≤ λC.

Ou seja, quando λ→ 0+

λ∇cλ → 0 em L2(QT∗)
3.

Como,

Dλ(ψλ)∇cλ = D(ψλ)∇cλ + λ∇cλ = ∇(D(ψλ)cλ)−∇D(ψλ)cλ + λ∇cλ
segue de (2.4.31), (2.4.32) e da última convergência que

Dλ(ψλ)∇cλ → ∇(D(ψ)c)− c∇D(ψ) em D′(QT∗).

Então, pela unicidade do limite, obtemos que J = ∇(D(ψ)c)− c∇D(ψ).
Para demostrar (2.4.28), começamos observando que em [41] foi provado que

D(ψλ)D2(ψλ, cλ)∇ψλ ⇀ D(ψ)D2(ψ, c)∇ψ fracamente em L1(QT∗)
3. (2.4.34)

Entretanto, como D(ψλ)D2(ψλ, cλ)∇ψλ é uniformemente limitada em L2(QT∗)
3, pela uni-

cidade do limite segue (2.4.28).
Para demonstrar (2.4.34), seja v ∈ L∞(QT∗)

3, então
∫

QT∗

(D(ψλ)D2(cλ, ψλ)∇ψλ −D(ψ)D2(c, ψ)∇ψ) · v

=

∫

QT∗

D(ψλ) (D2(cλ, ψλ)−D2(c, ψ))∇ψ · v

+

∫

QT∗

(D(ψλ)−D(ψ))D2(c, ψ)∇ψ · v

+

∫

QT∗

D(ψλ)D2(cλ, ψλ)(∇ψλ −∇ψ) · v.



61

Devido à convergência forte (2.4.21) e usando as hipóteses sobre as não linearidades, é
fácil ver que os dois últimos termos da última equação tendem a zero. Assim, a dificuldade
está em mostrar a convergência do primeiro termo do lado direito da última equação.
Omitimos os detalhes dessa demonstração, mas, essencialmente, isto segue do fato que

D(ψλ)cλ → D(ψ)c fortemente em L2(QT∗), (2.4.35)

pois, usando que D2 é Lipschitz, que D é não negativa e aplicando a desigualdade de
Hölder, segue que existe uma constante C > 0, independente de λ, tal que

∣∣∣∣
∫

QT

D(ψλ) (D2(cn, ψλ)−D2(c, ψ))∇ψ · v
∣∣∣∣

≤
∫

QT

D(ψλ) (|cn − c|+ |ψλ − ψ|) |∇ψ||v|

≤ C

(∫

QT

|D(ψλ)cn −D(ψλ)c||∇ψ|+
∫

QT

|ψλ − ψ||∇ψ|
)

≤ C

(∫

QT

|D(ψλ)cn −D(ψ)c||∇ψ|+
∫

QT

|D(ψ)−D(ψλ)||c||∇ψ|
)

+C

(∫

QT

|ψλ − ψ||∇ψ|
)
.

Note que os dois últimos termos tendem a zero pela convergência forte (2.4.21) e usando
que c ∈ L∞(QT∗), já o primeiro termo por causa de (2.4.35). A demonstração de (2.4.35)
é exatamente como em [41, Lema 4].

Finalmente, para v ∈ L2(QT∗), temos que

∫ T∗

0

∫

Ω

(uλcλ − uc)v =

∫ T∗

0

∫

Ω

cλ(uλ − u)v +

∫ T∗

0

∫

Ω

(cλ − c)uv.

Já que 0 ≤ cλ ≤ 1, pela convergência forte (2.4.21), o primeiro termo do lado direito tende
a zero quando λ→ 0+. O segundo termo tende a zero por (2.4.24).

As convergências dos Lemas 2.4.5 e 2.4.6 nos permitem passar o limite no sistema
(2.4.7)-(2.4.12), quando λ → 0+, e mostrar a existência de solução para o problema
degenerado. Isso completa a demonstração do Teorema 2.4.1.
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Capítulo 3

Análise Matemática para um Sistema
do Tipo Cahn-Hilliard/Allen-Cahn

Wheeler, Boettinger e McFadden em 1992 propuseram um modelo de campo de fase
para um processo de solidificação isotérmico de uma liga binária (veja [48]), esse modelo
descreve a concentração do soluto no solvente c e campo de fase φ e é deduzido a partir
do seguinte funcional de energia livre:

F (φ, c) =

∫

Ω

f(φ, c) +
ǫ2

2
|∇φ|2dV,

onde ǫ é uma constante positiva e f é a densidade de energia livre.
No ano seguinte, em [49], os mesmos autores generalizaram esse funcional de energia

livre, permitindo a dependência de ∇c, ou seja,

F (φ, c) =

∫

Ω

f(φ, c) +
ǫ2

2
|∇φ|2 + δ2

2
|∇c|2dV.

onde δ > 0 é uma constante.
A equação da concentração obtida a partir desse primeiro funcional de energia livre é

uma equação de segunda ordem na variável espacial, enquanto o novo funcional fornece
uma equação de quarta ordem para a concentração, conhecida como equação de Cahn-
Hilliard. A evolução de φ é dada por uma equação do tipo Allen-Cahn e permanece a
mesma nos dois modelos. A vantagem desse novo modelo é a capacidade de prever um
fenômeno observado experimentalmente, conhecido como solute trapping, que é o aprisi-
onamento de soluto na parte sólida (especialmente quando se tem um processo de rápida
solidificação), provocando assim uma diminuição da segregação entre soluto e solvente na
parte líquida. As equações para a evolução do campo de fase φ e para a concentração c
propostas em [49] são as seguintes:

∂φ

∂t
= −M1

(
∂f

∂φ
(φ, c)− ǫ2∆φ

)
em QT ,

∂c

∂t
= ∇ ·M2

(
c(1− c)∇

(
∂f

∂c
(φ, c)− δ2∆c

))
em QT ,

onde QT = Ω × (0, T ), com Ω um aberto e limitado de R
n, n = 2, 3, T > 0, M1 e M2

constantes positivas e f = f(φ, c) a densidade de energia livre que apresentaremos na
próxima seção, onde faremos uma breve dedução do modelo.
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A análise matemática (i. e., existência, unicidade, e princípio do máximo) para o
problema proposto em [48], foi feita por Rappaz e Scheid em [38], e um caso degenerado
foi estudado por Scheid em [41]. Assim como foi sugerido em [49], admitimos que M2 seja
uma função de φ, digamos que M2 := D(φ), e provamos a existência de solução fraca,
um princípio do máximo, regularidade e um resultado de continuidade das soluções em
relação aos dados iniciais, para um sistema não degenerado. Esse sistema não degenerado
consiste essencialmente em substituir D(φ)c(1− c) por (D(φ) + λ)(c(1− c) +α) onde λ e
α são constantes positivas. Por causa desta substituição o coeficiente de mobilidade não
se degenera. Por fim, tomamos o limite quando λ → 0+, encontrando uma solução para
um caso degenerado.

3.1 Uma breve dedução do modelo

Seja Ω um domínio aberto e limitado de Rn, n = 2, 3, com fronteira suave ∂Ω. A região
Ω é ocupada por uma liga binária, onde B é o soluto e A o solvente. Supomos que seja um
processo isotérmico de transição que ocorre na temperatura crítica TM . Denotamos por
c a concentração do soluto B no solvente A e por φ a variável campo de fase. Seguindo
Wheeler, Boettinger e McFadden [49], começamos por introduzir o funcional de energia
livre de Ginzburg-Landau:

F (φ, c) =

∫

Ω

f(φ, c) +
ǫ2

2
|∇φ|2 + δ2

2
|∇c|2dV

onde ǫ e δ são constantes positivas e f é a densidade de energia livre dada por

f(φ, c) = (1− c)fA(φ) + cfB(φ) +
RTM
vm

[(1− c) ln(1− c) + c ln(c)]

em que R é a constante de Boltzmann, vm é o volume molar e as funções fA e fB são as
densidades de energia livre de A e B respectivamente, e podem ser dadas por

fA(φ) = WAφ
2(φ− 1)2,

fB(φ) = WBφ
2(φ− 1)2,

onde WA e WB são constantes. A única diferença entre o modelo proposto em [49] quando

comparado com o proposto em [48] é a adição do termo
δ2

2
|∇c|2 no funcional de energia

livre.
Usando que φ é uma quantidade não conservada e a concentração é uma quantidade

conservada, os autores de [49] deduziram que

∂φ

∂t
= −M1

δF

δφ
, (3.1.1)

∂c

∂t
= −∇ · Jc, (3.1.2)

onde M1 é uma constante positiva e Jc = −M2c(1− c)∇δF

δc
, sendo que M2 pode ser uma

constante positiva ou M2 pode depender de φ, o que permite diferenciar a mobilidade da
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liga nas fases sólida e líquida. Aqui consideramos o caso em que M2 depende de φ, mais
precisamente, tomamos

Jc =M(φ, c)∇δF

δc
,

onde M é escolhida do seguinte modo:

M(φ, c) = − vm
RTM

D(φ)c(1− c),

com D sendo uma função crescente tal que D(0) = Ds e D(1) = Dl, onde Ds e Dl são os
coeficientes de difusão no estado líquido e sólido, respectivamente. Note que é esperado
que Ds = 0 (veja [41]), uma vez que espera-se que no estado sólido não haja mais mudança
na concentração. Daí a importância de se estudar o caso degenerado. Vamos tratar essa
situação na última seção do presente capítulo.

Agora, calculando-se a derivada variacional, temos que

δF

δφ
=
∂f

∂φ
(φ, c)− ǫ2∆φ,

δF

δc
=
∂f

∂c
(φ, c)− δ2∆c.

Assim, (3.1.1) e (3.1.2) implicam que

∂φ

∂t
=M1

(
ǫ2∆φ− ∂f

∂φ
(φ, c)

)
, (3.1.3)

∂c

∂t
= ∇ ·

(
vm
RTM

D(φ)c(1− c)∇
(
∂f

∂c
(φ, c)− δ2∆c

))
. (3.1.4)

Podemos ver que

∂f

∂φ
= (1− c)

∂fA

∂φ
+ c

∂fB

∂φ
=
∂fA

∂φ
+ c

(
∂fB

∂φ
− ∂fA

∂φ

)
,

dessa forma,

−∂f
∂φ

= F1(φ) + cF2(φ),

onde F1 e F2 são polinômios cúbicos na variável φ, satisfazendo F1(0) = F2(0) = F1(1) =
F2(1) = 0. Além disso,

∇∂f

∂c
=

∂2f

∂c∂φ
∇φ+

∂2f

∂2c
∇c = −F2(φ)∇φ+

RTM
vm

1

c(1− c)
∇c.

Então, (3.1.3) e (3.1.4) nos dá

∂φ

∂t
=M1

(
ǫ2∆φ+ F1(φ) + cF2(φ)

)
, (3.1.5)

∂c

∂t
= ∇ ·

(
D(φ)

(
D2(φ, c)∇φ−D1(c)δ

2∇∆c+∇c
))
, (3.1.6)

onde estamos denotando D1(c) :=
vm
RTM

c(1− c) e D2(φ, c) := −D1(c)F2(φ).
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3.2 O problema não degenerado

Vamos começar estudando uma versão regularizada das equações (3.1.5)-(3.1.6). Ad-
mitiremos que c, ∆c e φ satisfazem a condição de Neumann homogênea sobre a fronteira.
Além disso, consideraremos as condições iniciais φ(0) = φ0 e c(0) = c0. Por simplicidade,
ǫ = δ = M1 = 1, e no lugar das funções F1(φ) + cF2(φ), D(φ)D2(φ, c), e D(φ)D1(c)δ

2,
colocaremos, respectivamente, A1(φ, c), A2(φ, c) e A3(φ, c). Ou seja, estamos em busca
de φ e c satisfazendo as equações

∂φ

∂t
= ∆φ+ A1(φ, c), em QT , (3.2.1)

∂c

∂t
= ∇ · (A2(φ, c)∇φ− A3(φ, c)∇∆c+D(φ)∇c) em QT , (3.2.2)

∂φ

∂n
=
∂c

∂n
=
∂∆c

∂n
= 0 sobre ∂Ω× (0, T ), (3.2.3)

φ(0) = φ0, c(0) = c0 em Ω. (3.2.4)

onde QT = Ω× (0, T ), T > 0.
Ao longo dessa seção estaremos sob as seguintes condições:

(H1) D : R → R e Ai : R2 → R, i = 1, 2, são funções Lipschitz e limitadas.

(H2) A3 : R
2 → R é uma função Lipschitz e limitada e existe A0 > 0 tal que

0 < A0 ≤ A3(r), ∀ r ∈ R
2.

O próximo teorema pode ser visto como uma extensão para os casos de dimensão 2 e 3
do Teorema 2.1 em [14], onde é demonstrado um caso unidimensional. Usando o método
de Faedo-Galerkin, não é difícil obter a demonstração diretamente para o nosso caso.
Entretanto, como a demonstração é muito similar a do teorema citado, vamos apenas dar
um esboço da demonstração.

Teorema 3.2.1 (Solução fraca). Se (φ0, c0) ∈ L2(Ω) ×H1(Ω), existe uma solução fraca
(φ, c) para o problema (3.2.1)-(3.2.4) no seguinte sentido:

φ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′),

c ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′)

e as equações
〈
∂φ

∂t
, z

〉
+

∫

Ω

∇φ · ∇z =
∫

Ω

A1(φ, c)z, (3.2.5)
〈
∂c

∂t
, z

〉
+

∫

Ω

(A2(φ, c)∇φ− A3(φ, c)∇∆c+D(φ)∇c) · ∇z = 0, (3.2.6)

φ(0) = φ0, c(0) = c0 q.t.p em Ω (3.2.7)

são satisfeitas para todo z ∈ H1(Ω) e no sentido das distribuições em (0, T ).

Demonstração. Vamos aplicar o método de Faedo-Galerkin. Sejam 0 = µ1 ≤ µ2 ≤ · · · os
autovalores de −∆ e (ei)i≥1 ⊂ C∞(Ω̄) as autofunções associadas satisfazendo a condição
de Neumann sobre a fronteira, de forma que (ei)i≥1 é um conjunto ortonormal e completo
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em L2(Ω) e ortogonal em H1(Ω). Denotemos por Em := span{(ei)1≤i≤m} e Lm a projeção
ortogonal de L2 (and também H1) em Em.

Seja (φm, cm) ∈ H1(0, Tm; (Em)
2), onde Tm > 0 é o tempo maximal de existência, a

solução do seguinte problema aproximado:
(
∂φm
∂t

, z

)
+

∫

Ω

∇φm · ∇z =
∫

Ω

A1(φm, cm)z (3.2.8)
(
∂cm
∂t

, z

)
+

∫

Ω

(D(φm)∇cm + A2(φm, cm)∇φm − A3(φm, cm)∇∆cm) · ∇z = 0, (3.2.9)

(φm(0), cm(0)) = (Lm(φ0), Lm(c0)) (3.2.10)

para todo z ∈ Em. Nesse caso, a solução (φm, cm) tem a seguinte forma:

φm =
m∑

i=1

φim(t)ei, e cm =
m∑

i=1

cim(t)ei

onde φim, c
i
m ∈ H1([0, Tm]).

Multiplicando a equação (3.2.8) por φim(t), com z = ei, e somando sobre i = 1, 2, · · · ,m,
vemos que existe uma constante C > 0, independente de m, tal que

d

dt
‖φm‖2L2 + 2‖∇φm‖2L2 ≤ C

(
1 + ‖φm‖2L2

)
. (3.2.11)

Escolhendo z = eiµi na equação (3.2.9), multiplicando esta equação por cim(t) e so-
mando sobre i = 1, 2, · · · ,m, temos que existe uma constante C, tal que

d

dt
‖∇cm‖2L2 + A0‖∇∆cm‖2L2 ≤ C

(
‖∇φm‖2L2 + ‖∇cm‖2L2

)
. (3.2.12)

Multiplicando a equação (3.2.12) por δ = 1/C e somando com (3.2.11), obtemos

d

dt

(
‖φm‖2L2 + δ‖∇cm‖2L2 + 1

)
+ ‖∇φ‖2L2 + δA0‖∇∆cm‖2L2 ≤ C

(
1 + ‖φm‖2L2 + δ‖∇cm‖2L2

)
.

Com essa estimativa de energia, aplicando a desigualdade de Gronwall, usando que cm
é conservado, aplicando estimativas elípticas e a desigualdade de Poincaré-Wirtinger,
concluímos que

‖φm‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖cm‖L∞(0,T ;H1(Ω)) ≤ C, (3.2.13)

‖φm‖L2(0,T ;H1(Ω)) + ‖cm‖L2(0,T ;H3(Ω)) ≤ C, (3.2.14)

onde C > 0 é uma constante independente de m. Daí Tm = T, para todo T > 0.
Aplicando a desigualdade de Hölder nas equações (3.2.8) e (3.2.9), fica fácil mostrar

que
∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)′)

+

∥∥∥∥
∂φm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)′)

≤ C, (3.2.15)

Lembrando que pelo Corolário 1.3.4, H3(Ω)
c→֒ H2(Ω), usando essas últimas estima-

tivas junto com o lema de Aubin-Lions-Simon, obtemos as seguintes convergências:

φm ⇀ φ em L2(0, T ;H1(Ω)), (3.2.16)

cm ⇀ c em L2(0, T ;H3(Ω)), (3.2.17)

φm → φ em L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ], (H1(Ω))′), (3.2.18)

cm → c em L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)). (3.2.19)
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Essas convergências são suficientes para tomar o limite nas equações (3.2.8)-(3.2.9), ob-
tendo assim as equações (3.2.5)-(3.2.6).

Observação 3.2.2. Uma solução fraca c, dada pelo teorema acima, satisfaz a condição
de fronteira

∂c

∂n
= 0 sobre ∂Ω q.t.p. em (0, T )

no sentido do operador traço. De fato, o espaço

V :=

{
v ∈ H2(Ω)

∣∣∣∣
∂v

∂n
= 0 sobre ∂Ω

}

é um subespaço fechado de H2(Ω). Então, L2(0, T ;V ) é um subespaço fechado de
L2(0, T ;H2(Ω)). Dessa forma cm ∈ L2(0, T ;V ) e por (3.2.19) segue que

cm → c em L2(0, T ;V ).

Para ver que V é de fato um subespaço fechado de H2(Ω), consideremos o operador
linear T : H2(Ω) → L2(∂Ω) definido por

T (v) :=
∂v

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= ∇v · n|∂Ω .

O operador T está bem definido no sentido do traço, já que ∇v · n ∈ H1(Ω). Além disso,
como o operador traço é contínuo, segue que T é contínuo e portanto V = T−1(0) é um
subespaço fechado de H2(Ω).

Teorema 3.2.3 (Regularidade para φ). Suponha que as hipóteses (H1)-(H2) são satis-
feitas e c0 ∈ H1(Ω).

(i) Se φ0 ∈ H1(Ω), φ tem a seguinte regularidade:

φ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)).

(ii) Se φ0 ∈ H2(Ω) e ∂φ0
∂n

= 0 sobre ∂Ω,

φ ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω))

e a equação (3.2.1) é satisfeita q.t.p. em QT .

Demonstração. No item (i) a ideia é tomar (φim(t)µi +
∂φim
∂t

(t))ei como função teste em
(3.2.8), somar sobre i = 1, · · · ,m, obtendo

1

2

d

dt
‖∇φm‖2L2 + ‖∆φm‖2L2 +

∥∥∥∥
∂φm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+
1

2

d

dt
‖∇φm‖2L2

= −
∫

Ω

A1(φm, cm)∆φm +

∫

Ω

A1(φm, cm)
∂φm
∂t

.

Então, depois de aplicar as desigualdades de Hölder e Young e o lema de Gronwall,
obtemos a seguinte estimativa:

‖φm‖L∞(0,T ;H1(Ω)) + ‖φm‖L2(0,T ;H2(Ω)) +

∥∥∥∥
∂φm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

≤ C. (3.2.20)
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No item (ii) tomamos (φim(t)µ
2
i+

dφim
dt

(t)µi)ei como função teste em (3.2.8), somamos sobre
i = 1, · · · ,m, e obtemos

1

2

d

dt
‖∆φm‖2L2 + ‖∇∆φm‖2L2 +

∥∥∥∥∇
∂φm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+
1

2

d

dt
‖∆φm‖2L2

=

∫

Ω

A1(φm, cm)∆
2φm +

∫

Ω

∇A1(φm, cm)∇
∂φm
∂t

= −
∫

Ω

(
∂A1

∂φ
∇φm +

∂A1

∂c
∇cm

)
∇∆φm +

∫

Ω

(
∂A1

∂φ
∇φm +

∂A1

∂c
∇cm

)
∇∂φm

∂t
.

Aplicando a desigualdade de Hölder, usando o fato que A1 ∈ W 1,∞(R2), aplicando a
desigualdade de Young, integrando sobre [0, T ] e aplicando as estimativas (3.2.13), (3.2.14)
e (3.2.20) junto com as estimativas elípticas obtemos a seguinte estimativa:

‖φm‖L∞(0,T ;H2(Ω)) + ‖φm‖L2(0,T ;H3(Ω)) +

∥∥∥∥
∂φm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω))

≤ C. (3.2.21)

Nosso principal resultado nessa seção é o seguinte teorema que nos dá uma solução
forte global no tempo quando Ω ⊂ R

2, e solução forte local no tempo quando Ω ⊂ R
3.

As ideias centrais para provar esse teorema podem ser encontradas na demonstração do
Teorema 2.2 em [10].

Teorema 3.2.4 (Solução forte). Suponha que as hipóteses (H1)-(H2) são satisfeitas. Se
(φ0, c0) ∈ H2(Ω) × H2(Ω) e ∂φ0

∂n
= ∂c0

∂n
= 0 em ∂Ω, a solução (φ, c) dada pelo Teorema

3.2.1 tem a seguinte regularidade:

• se Ω ⊂ R
2,

φ ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)), (3.2.22)

c ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H4(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)), (3.2.23)

para todo T > 0 fixado;

• se Ω ⊂ R
3,

φ ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)), (3.2.24)

c ∈ L∞(0, T∗;H
2(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

4(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)), (3.2.25)

para todo T∗ satisfazendo 4T∗C
5(‖c0‖2H2 + 1)4 < 1 (a constante C aparece na de-

monstração do teorema).

Demonstração. Note que, como φ0 ∈ H2(Ω) e ∂φ0
∂n

= 0 sobre ∂Ω, a regularidade de φ
é dada no Teorema 3.2.3, item (ii), tanto para Ω ⊂ R

2 e Ω ⊂ R
3. Multiplicando a

equação (3.2.9) por cimµ
2
i , com z = ei, somando sobre i = 1, · · · ,m, e integrando por

partes, usando que ∂φm
∂n

= ∂cm
∂n

= ∂∆cm
∂n

= 0 sobre ∂Ω, segue que

1

2

d

dt
‖∆cm‖2L2 +

∫

Ω

A3(φm, cm)|∆2cm|2

=

∫

Ω

∇ · (D(φm)∇cm + A2(φm, cm)∇φm)∆2cm

+

∫

Ω

(
∂A3

∂φ
(φm, c)∇φm +

∂A3

∂c
(φm, c)∇cm

)
· ∇∆cm∆

2cm.

(3.2.26)
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Caso Ω ⊂ R
2: Usando as hipóteses (H1)-(H2) e a desigualdade de Hölder na última

equação, temos que existe uma constante C > 0, tal que

d

dt
‖∆cm‖2L2 + 2A0‖∆2cm‖2L2 ≤C

(
‖∇φm‖L4‖∇cm‖L4 + ‖∇φm‖2L4 + ‖∆cm‖L2 + ‖∆φm‖L2

+
(
‖∇φm‖L4 + ‖∇cm‖L4

)
‖∇∆cm‖L4

)
‖∆2cm‖L2 .

Então, pelas imersões de Sobolev H1 ⊂ L4, a estimativa (3.2.21) e a desigualdade de
Young, obtemos

d

dt
‖∆cm‖2L2 + A0‖∆2cm‖2L2

≤ C
(
1 + ‖∇cm‖2L4 + ‖∆cm‖2L2 + ‖∇∆cm‖2L4 + ‖∇cm‖2L4‖∇∆cm‖2L4

)
. (3.2.27)

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, estimativa elípticas, e a estimativa
(3.2.13), segue que

‖∇cm‖2L4 ≤ C‖∇cm‖L2‖∇cm‖H1 ≤ C(‖∆cm‖L2 + 1),

e que

‖∇∆cm‖2L4 ≤ C‖∇∆cm‖L2‖∇∆cm‖H1

≤ C‖∇∆cm‖L2

(
‖∆cm‖H2 + ‖cm‖L2

)

≤ C‖∇∆cm‖L2

(
‖∆2cm‖L2 + ‖∆cm‖L2 + 1

)
.

Aplicando essas estimativas em (3.2.27) e usando a desigualdade de Young, obtemos

d

dt
‖∆cm‖2L2 +

A0

2
‖∆2cm‖2L2

≤ C
(
1 + ‖∆cm‖2L2 + ‖∇∆cm‖2L2 + ‖∇∆cm‖2L2‖∆cm‖2L2

)
.

(3.2.28)

Como ‖∇∆cm‖2L2 é uma função integrável (veja a estimativa (3.2.14)) podemos aplicar
a desigualdade de Gronwall, obtendo

‖∆cm(t)‖2L2 ≤ C
(
‖∆cm(0)‖2L2 + 1

)
.

Usando que ‖∆cm(0)‖L2 ≤ C‖c0‖2H2 , c0 ∈ H2(Ω), a estimativa elíptica (1.3.3) e a estima-
tiva (3.2.13), concluímos que

‖cm‖L∞(0,T ;H2(Ω)) ≤ C. (3.2.29)

Agora, podemos obter que

‖cm‖L2(0,T ;H4(Ω)) ≤ C (3.2.30)

integrando a desigualdade (3.2.28) sobre [0, T ], usando a estimativa (3.2.29) e que

‖cm‖H4 ≤ C(‖∆2cm‖L2 + ‖∆cm‖L2 + ‖cm‖L2).

Caso Ω ⊂ R
3: Nesse caso a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg não funciona para

estimar ∫

Ω

|∇cm · ∇∆cm∆
2cm|.
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Aplicando a desigualdade de Hölder e a desigualdade (1.4.10), no Lema 1.4.6, obtemos
∫

Ω

|∇cm · ∇∆cm∆
2cm| ≤ ‖∇cm‖L∞‖∇∆cm‖L2‖∆2cm‖L2

≤ C‖∆2cm‖1/4L2 ‖∆cm‖3/4L2 ‖∆2cm‖1/2L2 ‖∆cm‖1/2L2 ‖∆2cm‖L2

≤ C‖∆2cm‖7/4L2 ‖∆cm‖5/4L2

≤ C(ǫ‖∆2cm‖2L2 + C(ǫ)‖∆cm‖10L2),

onde foi usada a desigualdade de Young com p = 8/7 e q = 8.
Escolhendo ǫ adequadamente na última estimativa, usando a estimativa (3.2.26), e

estimando os outros termos como no caso Ω ⊂ R
2, somos capazes de obter que

d

dt
‖∆cm‖2L2 + A0‖∆2cm‖2L2

≤ C
(
‖∇cm‖2H2 + ‖∇φm‖2H2 + 1 + ‖∆cm‖10L2 + ‖∇∆cm‖2L2

)
.

(3.2.31)

Integrando sobre (0, t), com t ∈ [0, T ], temos que existe C > 0, tal que

‖∆cm(t)‖2L2 ≤ C

(
‖c0‖2H2 + 1 +

∫ t

0

‖∆cm‖10L2dt

)
.

Então, aplicando o Lema de Gronwall não linear (Teorema 1.2.3), temos que

‖∆cm‖L∞(0,T∗;L2(Ω)) ≤ C

para todo T∗ satisfazendo 4T∗C
5(‖c0‖2H2 + 1)4 < 1. Ou seja,

‖cm‖L∞(0,T∗;H2(Ω)) ≤ C.

Integrando a desigualdade (3.2.31) sobre [0, T∗], é fácil ver, usando as estimativas
obtidas até aqui, que

‖cm‖L2(0,T∗;H4(Ω)) ≤ C.

Agora podemos multiplicar a equação (3.2.9) por ∂cim
∂t

, com z = ei, e somar sobre
i = 1, · · · ,m, aplicar as desigualdades de Hölder, a desigualdade de Young e usar que
D ∈ W 1,∞(R) e A1, A2 ∈ W 1,∞(R2), obtendo

∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

≤ C
(
‖∇φm · ∇cm‖2L2 + ‖∆cm‖2L2 + ‖∇φm‖4L4

+ ‖∇φm · ∇∆cm‖2L2 + ‖∇cm · ∇∆cm‖2L2

)
.

Usando a imersão de Sobolev (H1 ⊂ L4), a desigualdade de Young e as estimativa (3.2.29)
e (3.2.21), temos que

∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

≤ C
(
1 + ‖cm‖2H4

)
.

Integrando essa estimativa sobre [0, T ] e usando a estimativa (3.2.30), obtemos
∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

≤ C.
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Observação 3.2.5. Com o último teorema estamos em condições de recuperar as equa-
ções (3.2.1)-(3.2.4). Para esse fim, tomamos z ∈ C∞

c (Ω) nas equações (3.2.8)-(3.2.9).
Então aplicamos integração por partes, usamos as estimativas obtidas na demonstração
do último teorema e tomamos o limite nessas equações. Assim, as equações (3.2.1) e
(3.2.2) são recuperadas. Por outro lado, tomamos z ∈ H1(Ω) em (3.2.5)-(3.2.6). Então,
integrando novamente por partes e comparando as equações obtidas com as equações
(3.2.1)-(3.2.2), podemos dizer que para q.t.p. t ∈ (0, T )

∫

∂Ω

z∇φ · n = 0,
∫

∂Ω

z(A2(φ, c)∇φ− A3(φ, c)∇∆c+D(φ)∇c) · n = 0,

para todo z ∈ H1(Ω). Então,

∂φ

∂n
= 0, a.e. on ∂Ω and

∫

∂Ω

z(D(φ)∇c− A3(φ, c)∇∆c) · n = 0.

Pela observação 3.2.2, segue que

∂φ

∂n
=
∂c

∂n
=
∂∆c

∂n
= 0, a.e. in ∂Ω× (0, T )

com T sendo T∗ no caso Ω ⊂ R
3 e qualquer constante positiva no caso Ω ⊂ R

2.

3.2.1 Continuidade em relação aos dados iniciais

Nessa seção provamos um resultado que garante que as soluções fortes dependem
continuamente dos dados iniciais (φ0, c0), de onde concluímos que a solução forte é única.
Para demonstrar isso precisamos tomar os dados iniciais (φ0, c0) ∈ H2(Ω)×Hα

2 (Ω), onde
Hα

2 (Ω) é o seguinte subespaço fechado de H2(Ω) :

Hα
2 (Ω) :=

{
c ∈ H2(Ω)

∣∣∣∣
∫

Ω

c = α

}
.

Antes de apresentarmos o principal teorema, provamos dois lemas técnicos. O primeiro
lema afirma, essencialmente, que a concentração c é uma quantidade conservada. O
segundo lema fornece duas consequências da desigualdade de Poincaré-Wirtinger (veja o
Teorema 1.3.2).

Lema 3.2.6. Suponha que as hipóteses (H1)-(H2) são satisfeitas, (φ0, c0) ∈ H2(Ω) ×
Hα

2 (Ω) e ∂φ0
∂n

= ∂c0
∂n

= 0 sobre ∂Ω. Então, a solução forte c, dada pelo Teorema 3.2.4,
satisfaz

∫

Ω

c =

∫

Ω

c0 ∀ t ∈ [0, T ],

em que T = T∗ se Ω ⊂ R
3 e T > 0 se Ω ⊂ R

2.
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Demonstração. Pelo Teorema 3.2.4 temos que a equação (3.2.2) é satisfeita q.t.p. em Ω
e no sentido das distribuições em [0, T ], isso é, para todo φ ∈ C∞

c (0, T )

−
∫

Ω

∫ T

0

cφ′(s)dsdx =

∫

Ω

∫ T

0

∇ · (A2(φ, c)∇φ− A3(φ, c)∇∆c+D(φ)∇c)φ(s)dsdx.

Então, usando as condições sobre a fronteira

−
∫ T

0

∫

Ω

c dx φ′(s)ds =

∫ T

0

∫

∂Ω

(A2(φ, c)∇φ− A3(φ, c)∇∆c+D(φ)∇c) · ndA φ(s)ds = 0.

Assim,

d

dt

∫

Ω

c dx = 0

no sentido das distribuições. Isso implica que
∫
Ω
c dx é constante q.t.p. em [0, T ]. Mas,

como c ∈ C([0, T ];L2(Ω)), segue que
∫
Ω
c dx ∈ C([0, T ]), e então é constante para todo

t ∈ [0, T ]. Ou seja,
∫

Ω

c dx =

∫

Ω

c0 dx.

Lema 3.2.7. Se c ∈ H0
2 (Ω), então

‖c‖H1 ≤ C‖∇c‖L2 .

Se, além disso ∆c ∈ H1(Ω) e ∂c
∂n

= 0 sobre ∂Ω, então c ∈ H3(Ω) e

‖c‖H3 ≤ C‖∇∆c‖L2 .

Demonstração. Como c ∈ H0
2 (Ω), (c)Ω = 0, então pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger

‖c‖2H1 = ‖∇c‖2L2 + ‖c− (c)Ω‖2L2 ≤ C‖∇c‖2L2 .

Agora, se além disso temos que ∆c ∈ H1(Ω) e ∂c
∂n

= 0 sobre ∂Ω, segue da estimativa
elíptica (veja, por exemplo, o Teorema 7.32 em [19]) que c ∈ H3(Ω) e

‖c‖2H3 ≤ C(‖∆c‖2H1 + ‖c‖2L2) = C(‖∇∆c‖2L2 + ‖∆c‖2L2 + ‖c− (c)Ω‖2L2)

≤ C(‖∇∆c‖2L2 + ‖∆c‖2L2 + ‖∇c‖2L2).
(3.2.32)

Assim como na demonstração do Lema 1.4.6, é fácil ver, integrando por partes, que

‖∇c‖L2 ≤ C‖∆c‖L2 e ‖∆c‖L2 ≤ C‖∇∆c‖L2 . (3.2.33)

Então, usando (3.2.32) e (3.2.33), segue que

‖c‖H3 ≤ C‖∇∆c‖L2 .

Agora estamos em condições de demonstrar o seguinte teorema:
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Teorema 3.2.8 (Continuidade em relação aos dados iniciais). Suponha que (H1) e (H2)

são satisfeitas e que (φi0, c
i
0) ∈ H2(Ω) × Hα

2 (Ω) com ∂φi0
∂n

=
∂ci0
∂n

= 0 sobre ∂Ω, i = 1, 2.
Considere (φi, ci) a solução forte associada com o dado inicial (φi0, c

i
0), definida no intervalo

(0, T i∗), i = 1, 2. Então, temos as seguintes estimativas:

‖φ1 − φ2‖L∞(0,T ;H1(Ω)) + ‖c1 − c2‖L∞(0,T ;H1(Ω)) ≤ C(‖φ1
0 − φ2

0‖H1(Ω) + ‖∇c10 −∇c20‖L2(Ω))

e

‖φ1 − φ2‖L2(0,T ;H2(Ω)) + ‖c1 − c2‖L2(0,T ;H3(Ω)) ≤ C(‖φ1
0 − φ2

0‖H1(Ω) + ‖∇c10 −∇c20‖L2(Ω))

onde T = T∗ = min{T 1
∗ , T

2
∗ } se Ω ⊂ R

3, T > 0 se Ω ⊂ R
2, e C > 0 é uma constante.

Demonstração. Sejam φ = φ1 − φ2 e c = c1 − c2, então pelas equações (3.2.5) e (3.2.6),
temos que ∫

Ω

∂φ

∂t
z +

∫

Ω

∇φ · ∇z =
∫

Ω

(A1(φ
1, c1)− A1(φ

2, c2))z, (3.2.34)

∫

Ω

∂c

∂t
z +

∫

Ω

(
A2(φ

1, c1)∇φ1 − A3(φ
1, c1)∇∆c1 +D(φ1)∇c1

)
· ∇z

−
∫

Ω

(
A2(φ

2, c2)∇φ2 − A3(φ
2, c2)∇∆c2 +D(φ2)∇c2

)
· ∇z = 0

(3.2.35)

φ(0) = φ1
0 − φ2

0, c(0) = c10 − c20 q.t.p em Ω

para todo z ∈ H1(Ω).
Tomando z = φ − ∆φ na equação (3.2.34) e usando que A1 é uma função Lipschitz,

as desigualdades de Hölder e de Young e que c ∈ H0
2 (Ω) junto com a desigualdade de

Poincaré-Wirtinger (1.3.2), obtemos que

1

2

d

dt
‖φ‖2H1 + ‖∇φ‖2L2 + ‖∆φ‖2L2

≤ C(‖φ‖2L2 + ‖c‖L2‖φ‖L2) ≤ C(‖φ‖2L2 + ‖∇c‖2L2).
(3.2.36)

Agora, escolhendo z = −∆c na equação (3.2.35) e rearranjando os termos,

1

2

d

dt
‖∇c‖2L2 +

∫

Ω

A3(φ
1, c1)|∇∆c|2 = −

∫

Ω

(A3(φ
1, c1)− A3(φ

2, c2))∇∆c2 · ∇∆c
∫

Ω

(D(φ1)−D(φ2))∇c1 · ∇∆c+

∫

Ω

D(φ2)∇c · ∇∆c

+

∫

Ω

(A2(φ
1, c1)− A2(φ

2, c2))∇φ1 · ∇∆c+

∫

Ω

A2(φ
2, c2)∇φ · ∇∆c.

Usando que Ai e D, i = 2, 3 são funções de Lipschitz e limitadas, que 0 < A0 ≤ A3 e a
desigualdade de Hölder, obtemos

1

2

d

dt
‖∇c‖2L2 + A0‖∇∆c‖2L2

≤ C
(
‖φ‖L4‖∇∆c2‖L4 + ‖c‖L4‖∇∆c2‖L4 + ‖φ‖L4‖∇c1‖L4

+‖∇c‖L2 + ‖∇φ‖L2 + ‖φ‖L4‖∇φ1‖L4 + ‖c‖L4‖∇φ1‖L4

)
‖∇∆c‖L2 .
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Então, aplicando a desigualdade de Young, usando que c1, φ1 ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) e a
imersão de Sobolev (H1(Ω) ⊂ L4(Ω)) junto com o Lema 3.2.7, concluímos que

d

dt
‖∇c‖2L2 +

A0

2
‖∇∆c‖2L2

≤ C
(
‖φ‖2H1‖c2‖2H4 + ‖∇c‖2L2‖c2‖2H4 + ‖φ‖2H1 + ‖∇c‖2L2

)

= C
(
‖φ‖2H1(‖c2‖2H4 + 1) + ‖∇c‖2L2(‖c2‖2H4 + 1)

)

= C(‖c2‖2H4 + 1)(‖φ‖2H1 + ‖∇c‖2L2).

(3.2.37)

Assim, as desigualdades (3.2.36) e (3.2.37) implicam que existe uma constante C > 0,
tal que

d

dt
(‖φ‖2H1 + ‖∇c‖2L2) + ‖∇φ‖2L2 + ‖∆φ‖2L2 + ‖∇∆c‖2L2

≤ C(‖c2‖2H4 + 1)(‖φ‖2H1 + ‖∇c‖2L2)

Como c2 ∈ L2(0, T ;H4(Ω)), podemos aplicar o lema de Gronwall e concluir que

‖φ‖L∞(0,T ;H1(Ω)) + ‖∇c‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(‖φ1
0 − φ2

0‖H1(Ω) + ‖∇c10 −∇c20‖L2(Ω)),

e que

‖φ‖L2(0,T ;H2(Ω)) + ‖∇∆c‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(‖φ1
0 − φ2

0‖H1(Ω) + ‖∇c10 −∇c20‖L2(Ω))

onde T = T∗ no caso Ω ⊂ R
3, T > 0 se Ω ⊂ R

2 e C > 0 é uma constante.
Deste modo, pelo Lema 3.2.7, o resultado desejado fica provado.

3.2.2 Princípio do Máximo

Nossa intenção agora é provar que, impondo hipóteses apropriadas sobre as não line-
aridades e escolhendo as condições iniciais φ0 e c0 com valores dentro do intervalo [0, 1],
os valores de φ e c permanecem dentro do intervalo [0, 1]. Do ponto de vista da física,
essa propriedade é esperada. Entretanto, para provar isso é necessário impor hipóteses
mais restritivas sobre as não linearidades. Contudo, exatamente essa propriedade espe-
rada pode ser usada para justificar que essas hipóteses adicionais são razoáveis, como
discutiremos mais detalhadamente na observação depois do teorema.

Teorema 3.2.9 (Princípio do máximo). Suponha válidas as mesmas hipóteses do Teo-
rema 3.2.1. Seja (φ, c) uma solução fraca para as equações (3.2.1)-(3.2.4).

(i) Se 0 ≤ φ0 ≤ 1 q.t.p. em Ω e

(H3) A1(φ, c) = 0 ∀ φ ∈ (−∞, 0] ∩ [1,∞),

então 0 ≤ φ ≤ 1 q.t.p. em Ω e para todo t ∈ [0, T ].

(ii) Se 0 ≤ c0 ≤ 1 q.t.p. em Ω e

(H4) A2(φ, c) =
∂A3

∂φ
(φ, c) =

∂A3

∂c
(φ, c) = 0 ∀ c ∈ (−∞, 0] ∩ [1,∞),

então 0 ≤ c ≤ 1 q.t.p. em Ω e para todo t ∈ [0, T ].
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Demonstração. Provaremos apenas o item (ii), o item (i) é demostrado da mesma maneira
e as contas são mais simples.

Tomando z = c− = −max{0,−c} na equação (3.2.6), obtemos

1

2

d

dt
‖c−‖2L2 +

∫

Ω

D(φ)|∇c−|2 −
∫

Ω

A3(φ, c)∇∆c · ∇c− = −
∫

Ω

A2(φ, c)∇φ · ∇c−.

Integrando por partes, obtemos

1

2

d

dt
‖c−‖2L2 +

∫

Ω

D(φ)|∇c−|2 +
∫

Ω

A3(φ, c)|∆c−|2

= −
∫

Ω

∂A3

∂φ
(φ, c)∆c∇φ · ∇c− −

∫

Ω

∂A3

∂c
(φ, c)∆c|∇c−|2 −

∫

Ω

A2(φ, c)∇φ · ∇c−.

Usando a hipótese (H4) segue que o lado direito da última equação é nulo, assim, pela
hipótese (H2) segue que

d

dt
‖c−‖2L2 + 2D0‖∇c−‖2L2 + 2A0‖∆c−‖2L2 ≤ 0.

Integrando sobre [0, t], com t ∈ [0, T ], obtemos

‖c−(t)‖2L2 + 2D0

∫ t

0

‖∇c−‖2L2dt+ 2A0

∫ t

0

‖∆c−‖2L2dt ≤ ‖c−(0)‖2L2 = 0.

Então, temos que c−(t) = 0 para todo t ∈ [0, T ] e q.t.p. em Ω, isto é, 0 ≤ c(t) para todo
t ∈ [0, T ] e q.t.p. em Ω.

Escolhendo z = (c− 1)+ = max{0, c− 1} podemos concluir, usando os mesmos argu-
mentos, que (c − 1)+(t) = 0 para todo t ∈ [0, T ] e q.t.p. em Ω, e portanto, c ≤ 1 para
todo t ∈ [0, T ] e q.t.p. em Ω.

Observação 3.2.10. As hipóteses sobre os termos não lineares dadas em (H1) − (H4)
são muito fortes quando comparadas com os termos que aparecem no modelo original
(3.1.5)-(3.1.6). Isso acontece por dois motivos, primeiramente porque o termo A3(φ, c) =
D(φ)D1(c) = D(φ)c(1 − c) degenera quando c = 0, c = 1 ou φ = 0. Enfrentaremos, em
partes, esse primeiro problema na próxima seção, onde consideraremos o caso em que A3

se degenere quando φ = 0.
O segundo problema é que no modelo original os termos não lineares não são limitados.

Para resolver essa questão, a ideia é tomar A1(r, s) = F1(r)+sF2(r) se (r, s) ∈ [0, 1]×[0, 1]
e A1(r, s) = 0 caso contrário; A2(r, s) = D(r)D2(r, s) se (r, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] e A1(r, s) = 0
caso contrário; A3(r, s) = D(r)D1(s) + A0 se s ∈ [0, 1] e A3(r, s) = A0 caso contrário. A
função D é suave e crescente dentro do intervalo [0, 1], satisfazendo D(r) = 0 se r ≤ 0 e
D(r) = Ds se r ≥ 1. Com essas restrições nossos resultados são aplicáveis. Além disso,
nesse caso as hipóteses (H3) e (H4) são satisfeitas, de modo que o teorema do princípio
do máximo acima implica que 0 ≤ c ≤ 1 e 0 ≤ φ ≤ 1. Assim, a forma dos termos não
lineares fora de [0, 1]× [0, 1] não é importante no modelo.

3.3 Um caso degenerado

Lembre que no problema original, apresentado na Seção 3.1, a função A3 tem basica-
mente a forma D(r)s(1−s), onde D(0) = 0. Entretanto, o caso estudado até aqui pode ser
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aplicado apenas para uma função A3 que não se degenera. Podemos, por exemplo, depois
de fazer os ajustes discutidos na Observação 3.2.10, aplicar os resultados anteriores para
A3(r, s) = (D(r) + λ)(s(1 − s) + α), para λ e α constantes positivas, já que A3 definida
assim satisfaz a hipótese (H2). Nessa seção, nosso objetivo é, essencialmente, provar a
existência de solução fraca no caso λ = 0, ou seja, em um caso onde A3 se degenera.
O fato de que A3 pode se degenerar faz com que percamos as estimativas para cm em
L2(0, T ;H3(Ω)), de modo que não é possível abordar esse caso via o método de Faedo-
Galerkin, como foi feito na seção anterior. Além disso, pelo mesmo motivo, precisamos
introduzir uma nova noção de solução faca do problema, uma vez que o termo que envolve
derivadas espaciais de ordem 3 na formulação fraca da equação de Cahn-Hilliard não fica
bem definido.

Estabelecemos esse problema da seguinte maneira: encontrar φ e c tais que

∂φ

∂t
= ∆φ+ A1(φ, c), em QT , (3.3.1)

∂c

∂t
= ∇ ·

(
D(φ)

(
D2(φ, c)∇φ−D1(c)∇∆c+∇c

))
em QT , (3.3.2)

∂φ

∂n
=
∂c

∂n
=
∂∆c

∂n
= 0 sobre ∂Ω× (0, T ), (3.3.3)

φ(0) = φ0, c(0) = c0 in Ω. (3.3.4)

onde QT = Ω × (0, T ) e T > 0. Admitimos as seguintes hipóteses sobre os termos não
lineares:

(H1’) A1 : R2 → R, D : R → R, D1 : R → R e D2 : R2 → R, i = 1, 2, são funções
Lipschitz e limitadas. Além disso,

0 ≤ D(r), 0 < D0 ≤ D1(r) ∀ r ∈ R.

(H2’) D ∈ C2(R) e D′′ é limitada.

Observação 3.3.1. No modelo original D1(c) =
vm
RTM

c(1−c), assim, D1 degenera quando
c = 0 ou c = 1, mas aqui não permitiremos que isso ocorra, ou seja, ainda estaremos em
um caso aproximado do modelo original. Apesar disso, nessa seção estamos admitindo
que D se degenere quando φ = 0.

Definição 3.3.2. Diremos que (φ, c, J) é uma solução fraca para o problema degenerado
(3.3.1)-(3.3.4) se

φ ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)),

c ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ; (H1(Ω))′),

J ∈ L2(QT )
n

e satisfazem as seguintes equações

∂φ

∂t
= ∆φ+ A1(φ, c), q.t.p em QT , (3.3.5)

〈
∂c

∂t
, z

〉
+

∫

Ω

(D(φ)(∇c+D2(φ, c)∇φ)−D1(c)J) · ∇z = 0, (3.3.6)

φ(0) = φ0, c(0) = c0 q.t.p em Ω, (3.3.7)
∂φ

∂n
= 0 sobre ∂Ω, (3.3.8)
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para todo z ∈ H1(Ω), no sentido das distribuições em (0, T ) e para todo v ∈ C∞
c (QT )

n,
J satisfaz: ∫

QT

J · v =

∫

QT

∇c · ∇(D(φ)∇ · v) +
∫

QT

∇c · ∇(∇D(φ) · v). (3.3.9)

Observação 3.3.3. A caracterização de J foi motivada pelo fato que gostaríamos que
J = D(φ)∇∆c, mas isso não é possível por causa da baixa regularidade de c. Poderíamos
primeiramente tentar definir J = ∇(D(φ)∆c)−∇D(φ)∆c, mas sequer sabemos se c(t) ∈
H2(Ω). Entretanto, sabemos que, integrando por partes, para todo v ∈ C∞

c (QT )
n

∫

QT

(∇(D(φ)∆c)−∇D(φ)∆c) · v =

∫

QT

∇c · ∇(D(φ)∇ · v) +
∫

QT

∇c · ∇(∇D(φ) · v),

e o lado direito da última equação faz sentido mesmo para c ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)).

O teorema que apresentamos a seguir estabelece a existência de solução no sentido da
última definição e é, talvez, o resultado mais importante desse capítulo.

Teorema 3.3.4. Seja (φ0, c0) ∈ H2(Ω) × H1(Ω), ∂φ0
∂n

= 0 sobre ∂Ω e suponha que as
hipóteses (H1’) e (H2’) são satisfeitas. Então, existe uma solução fraca (φ, c, J) para o
problema degenerado no sentido da Definição 3.3.2.

A ideia essencial para provar esse teorema é substituir D(·) por D(·) + λ, onde λ > 0,
no termo com derivadas de quarta ordem, então aplicamos o Teorema 3.2.1 para esse
problema modificado, obtendo assim uma solução aproximada que depende de λ. Então
deduzimos algumas estimativas independentes de λ, estimativas essas que nos permitem
tomar o limite quando λ → 0+. Finalmente provamos a caracterização de J dada em
(3.3.9).

Mais precisamente, seja 0 < λ < 1 e Dλ(·) = D(·) + λ. Suponhamos que (φ0, c0) ∈
L2(Ω) × H1(Ω) e que a hipótese (H1’) é válida. Aplicando o Teorema 3.2.1 temos que
(φλ, cλ) satisfaz

φλ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ; (H1(Ω))′),

cλ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ; (H1(Ω))′)

e 〈
∂φλ
∂t

, z

〉
+

∫

Ω

∇φλ · ∇z =
∫

Ω

A1(φλ, cλ)z, (3.3.10)
〈
∂cλ
∂t

, z

〉
+

∫

Ω

(D(φλ)(∇cλ +D2(φλ, cλ)∇φλ)−D1(cλ)Dλ(φλ)∇∆cλ) · ∇z = 0, (3.3.11)

φλ(0) = φ0, cλ(0) = c0 q.t.p em Ω (3.3.12)

para todo z ∈ H1(Ω) e no sentido das distribuições em (0, T ).

Lema 3.3.5. Se (φ0, c0) ∈ L2(Ω) × H1(Ω) e (H1’) é satisfeita, a solução (cλ, φλ) de
(3.3.10)-(3.3.12) satisfaz as seguintes estimativas

‖cλ‖L∞(0,T ;H1(Ω)) + ‖φλ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C, (3.3.13)

‖φλ‖L2(0,T ;H1(Ω)) +

∫ T

0

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2 ≤ C, (3.3.14)
∥∥∥∥
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;(H1(Ω))′)

+

∥∥∥∥
∂cλ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;(H1(Ω))′)

≤ C, (3.3.15)

com C > 0 independente de λ.
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Demonstração. Escolhendo z = −∆cλ na equação (3.3.11) e integrando por partes, obte-
mos

1

2

∂

∂t
‖∇cλ‖2L2 +

∫

Ω

D1(cλ)Dλ(φλ)|∇∆cλ|2 =
∫

Ω

(D(φλ)(∇cλ +D2(φλ, cλ)∇φλ)) · ∇∆cλ.

Usando a hipótese (H1’) e que D(φλ) ≤ Dλ(φλ), temos que

1

2

d

dt
‖∇cλ‖2L2+D0

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2

≤ C

(∫

Ω

Dλ(φλ)∇cλ · ∇∆cλ +

∫

Ω

Dλ(φλ)D2(φλ, cλ)∇φλ · ∇∆cλ

)
.

Agora, a aplicação da desigualdade de Young e o fato deDλ eD2 serem limitadas implicam
que

d

dt
‖∇cλ‖2L2 +D0

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2 ≤ C
(
‖∇cλ‖2L2 + ‖∇φλ‖2L2

)
. (3.3.16)

Além disso, tomando φλ como função teste na equação (3.3.10), segue que

d

dt
‖φλ‖2L2 + 2‖∇φλ‖2L2 ≤ C(‖φλ‖2L2 + 1)

Portanto, multiplicando a equação (3.3.16) por δ e somando com essa última equação,
obtemos

d

dt

(
δ‖∇cλ‖2L2 + ‖φλ‖2L2

)
+δD0

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2 + 2‖∇φλ‖2L2

≤ C(δ‖∇cλ‖2L2 + δ‖∇φλ‖2L2 + ‖φλ‖2L2 + 1).

Escolhendo δ =
1

C
seque a seguinte estimativa de energia

d

dt

(
1

C
‖∇cλ‖2L2 + ‖φλ‖2L2

)
+
D0

C

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2 + ‖∇φλ‖2L2

≤ C
( 1

C
‖∇cλ‖2L2 + ‖φλ‖2L2 + 1

) (3.3.17)

Então, pelo lema de Gronwall, segue que existe uma constante C > 0 independente de λ,
tal que

‖∇cλ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖φλ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C.

Além disso, integrando a equação (3.3.17) sobre [0, T ], temos que

‖φλ‖L2(0,T ;H1(Ω)) +

∫ T

0

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2 ≤ C.

Como
‖cλ(t)‖2H1(Ω) = ‖cλ(t)‖2L2(Ω) + ‖∇cλ(t)‖L2(Ω),

precisamos provar que
‖cλ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C.
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Para isso, tomemos cλ como uma função teste em (3.3.11). Então,

1

2

d

dt
‖cλ‖2L2 ≤C

∫

Ω

(
|∇cλ|2 + |∇φλ||∇cλ|+Dλ(φλ)|∇∆cλ||∇cλ|

)

≤ C

(
‖∇cλ‖2L2 + ‖∇φλ‖2L2 +

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2
)
.

Integrando sobre (0, t), com t ∈ [0, T ], temos

‖cλ(t)‖2L2 ≤ C

(
‖∇cλ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖∇φλ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) +

∫ T

0

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2
)
+ ‖c0‖2L2 .

Usando as estimativas obtidas até aqui, segue que ‖cλ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C, como queríamos
demonstrar.

Agora, para todo z ∈ H1(Ω), temos que
∣∣∣∣
〈
∂cλ
∂t

, z

〉∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

(D(φλ)(∇cλ +D2(φλ, cλ)∇φλ)−D1(cλ)Dλ(φλ)∇∆cλ) · ∇z
∣∣∣∣

≤ C

(∫

Ω

(Dλ(φλ) (|∇cλ|+ |∇φλ|+ |∇∆cλ|))2
)1/2

‖∇z‖L2

≤ C

(∫

Ω

(
|∇cλ|2 + |∇φλ|2 +Dλ(φλ)|∇∆cλ|2

))1/2

‖z‖H1 .

Dessa forma,
∥∥∥∥
∂cλ
∂t

∥∥∥∥
2

(H1(Ω))′
≤ C

∫

Ω

(
|∇cλ|2 + |∇φλ|2 +Dλ(φλ)|∇∆cλ|2

)
.

Integrando sobre [0, T ] e usando as estimativas já obtidas, segue que
∥∥∥∥
∂cλ
∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;(H1(Ω))′)

≤ C

(
‖∇cλ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖∇φλ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) +

∫ T

0

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2
)

≤ C.

Além disso, podemos ver que
∥∥∥∥
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;(H1(Ω))′)

≤ C
(
‖∇φλ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + 1

)
≤ C.

Lema 3.3.6. Seja (φ0, c0) ∈ L2(Ω) × H1(Ω) e suponha válida a hipótese (H1’). Então
existe uma subsequência de (φλ, cλ) satisfazendo

φλ → φ em L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ]; (H1(Ω))′), (3.3.18)

cλ → c em L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), (3.3.19)

A1(φλ, cλ) → A1(φ, c) em Lp(QT ), p ∈ [1,∞), (3.3.20)

D2(φλ, cλ) → D2(φ, c) em Lp(QT ), p ∈ [1,∞), (3.3.21)

D(φλ) → D(φ) em Lp(QT ), p ∈ [1,∞), (3.3.22)

D1(cλ) → D1(c) em Lp(QT ), p ∈ [1,∞), (3.3.23)

D(φλ)∇cλ ⇀ D(φ)∇c em L2(QT ), (3.3.24)

D(φλ)D2(φλ, cλ)∇φλ ⇀ D(φ)D2(φ, c)∇φ em L2(QT ), (3.3.25)

λ∇∆cλ → 0, em L2(QT )
n. (3.3.26)
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Além disso, existe J ∈ L2(QT )
n tal que

Dλ(φλ)∇∆cλ ⇀ J in L2(QT )
n. (3.3.27)

Demonstração. As convergências fortes (3.3.18) e (3.3.19) são consequências das estima-
tivas no lema acima e da aplicação do lema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.3.12).

Com essas convergências fortes para φλ e cλ e o fato que A1, D, D1 e D2 são funções
Lipschitz e limitadas, usando o teorema da convergência dominada provamos as conver-
gências (3.3.20), (3.3.21), (3.3.22) e (3.3.23).

As convergências fracas (3.3.24) e (3.3.25) podem ser provadas usando as convergências
fortes para as funções não lineares junto com as convergências fracas:

∇cλ ∗
⇀ ∇c em L∞(0, T ;L2(Ω)),

∇φλ ⇀ ∇φ em L2(0, T ;L2(Ω)),

que são consequências imediatas do último lema. De fato, para mostrar (3.3.25), note
que, como D e D2 são funções limitadas e por (3.3.14), segue que

‖D(φλ)D2(φλ, cλ)∇φλ‖L2(QT ) ≤ ‖∇φλ‖L2(QT ) ≤ C.

Assim, existe I ∈ L2(QT ) tal que uma subsequência D(φλ)D2(φλ, cλ)∇φλ ⇀ I fracamente
em L2(QT ). Para ver que I = D(φ)D2(φ, c)∇φ, seja v ∈ Lp(QT ), com p > 2, então

∫

QT

(D(φλ)D2(φλ, cλ)∇φλ −D(φ)D2(φ, c)∇φ)v

=

∫

QT

(D(φλ)−D(φ))D2(φλ, cλ)∇φλv +
∫

QT

D(φ)(D2(φλ, cλ)−D2(φ, c))∇φλv

+

∫

QT

D(φ)(∇φλ −∇φ)D2(φ, c)v.

O terceiro termo tente a zero por causa da convergência ∇φλ ⇀ ∇φ em L2(0, T ;L2(Ω)).
Para ver que os dois primeiros também tendem a zero, aplicamos a desigualdade de Hölder
e obtemos que

∫

QT

(D(φλ)−D(φ))D2(φλ, cλ)∇φλv +
∫

QT

D(φ)(D2(φλ, cλ)−D2(φ, c))∇φλv

≤‖D(φλ)−D(φ)‖Lq‖D2(φλ, cλ)‖L∞‖∇φλ‖L2‖v‖Lp

+ ‖D(φ)‖L∞‖D2(φλ, cλ)−D2(φ, c)‖Lq‖∇φλ‖L2‖v‖Lp ,

onde 1
p
+ 1

2
+ 1

q
= 1. Como p > 2, temos que q <∞, então, podemos usar as convergências

(3.3.21) e (3.3.22), o fato que D e D2 são limitadas e a estimativa (3.3.14), para concluir
que esses termos também tendem a zero. Assim, pela unicidade do limite temos que
I = D(φ)D2(φ, c)∇φ. A demostração de (3.3.24) é análoga.

Para provar (3.3.26) note que, como D é uma função não negativa, temos que

‖λ∇∆cλ‖2L2(QT ) = λ2
∫

QT

|∇∆cλ|2 ≤ λ

∫

QT

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2 ≤ λC,

onde estamos usando (3.3.14) novamente.
A convergência (3.3.27) é uma aplicação imediata do último lema, já que

‖Dλ(φλ)∇∆cλ‖2L2(QT ) ≤ C

∫ T

0

∫

Ω

Dλ(φλ)|∇∆cλ|2 ≤ C.
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Observação 3.3.7. Veja que com essas últimas convergências podemos tomar o limite
nas equações (3.3.10)-(3.3.11) e obter as equações (3.3.5)-(3.3.6) na definição 3.3.2. En-
tretanto, não podemos fornecer ainda a caracterização de J como apresentado em (3.3.9).
Nosso propósito nos próximos resultados é provar exatamente essa caracterização de J .
Até aqui foi exigido apenas que φ0 ∈ L2(Ω) e foi usada apenas a hipótese (H1’), agora,
para caracterizar J , precisamos de mais regularidade para φ e para o termo não linear D,
dessa forma, vamos impor mais regularidade para φ0.

Lema 3.3.8. Seja (φ0, c0) ∈ H2(Ω)×H1(Ω), ∂φ0
∂n

= 0 sobre ∂Ω e suponha que a hipótese
(H1’) é valida. Então,

‖φλ‖L∞(0,T ;H1(Ω)) + ‖φλ‖L2(0,T ;H2(Ω)) +

∥∥∥∥
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

≤ C, (3.3.28)

a menos de uma subsequência φλ → φ in L2(0, T ;H1(Ω)), (3.3.29)

e para todo v ∈ C∞
c (QT )

n,
∫

QT

∇(Dλ(φλ)∆cλ) · v →
∫

QT

∇c · ∇(D(φ)∇ · v).

Demonstração. Como (φ0, c0) ∈ H1(Ω)×H1(Ω), pelo Teorema 3.2.3, item (ii), temos que
(φλ, cλ) satisfaz as equações (3.3.10)-(3.3.12), com

φλ ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)).

Então, escolhendo z = −∆φλ na equação (3.3.10) e integrando por partes, obtemos

1

2

d

dt
‖∇φλ‖2L2 + ǫ2‖∆φλ‖2L2 = −

∫

Ω

A1(φλ, cλ)∆φλ ≤ C‖∆φλ‖L2 .

Aplicando a desigualdade de Young e integrando sobre (0, t), onde t ∈ (0, T ], segue que

‖∇φλ(t)‖2L2 +

∫ t

0

‖∆φλ‖2L2 ≤ CT + ‖∇φ0‖2L2 .

Assim,

‖φλ‖L∞(0,T ;H1(Ω)) + ‖φλ‖L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C.

Agora, escolhendo z = ∂φλ
∂t

na equação (3.3.10), segue que

∥∥∥∥
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+
1

2

d

dt
‖∇φλ‖2L2 = −

∫

Ω

A1(φλ, cλ)
∂φλ
∂t

≤ C

∥∥∥∥
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
L2

.

Dessa forma, a desigualdade de Young implica que
∥∥∥∥
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+
d

dt
‖∇φλ‖2L2 ≤ C.

Então,
∥∥∥∥
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

≤ C.
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Como H2(Ω) ⊂ H1(Ω) com imersão compacta, H1(Ω) ⊂ L2(Ω) continuamente, {φλ} é
limitado em L2(0, T ;H2(Ω)) e

{
∂φλ
∂t

}
é limitado em L2(0, T ;L2(Ω)), segue que {φλ} é

relativamente compacta em L2(0, T ;H1(Ω)). Ou seja, existe uma subsequência de φλ, tal
que

φλ → φ em L2(0, T ;H1(Ω)).

Agora, seja v ∈ (C∞
c (QT ))

n, integrando por partes duas vezes temos que
∫

QT

∇(D(φλ)∆cλ) · v =

∫

QT

∇cλ · ∇(D(φλ)∇ · v).

Então,
∫

QT

∇(D(φλ)∆cλ) · v −
∫

QT

∇c · ∇(D(φ)∇ · v)

=

∫

QT

(∇cλ · ∇(D(φλ)∇ · v)−∇c · ∇(D(φ)∇ · v))

=

∫

QT

(∇cλ −∇c) · ∇(D(φ)∇ · v) +
∫

QT

∇cλ · (∇(D(φλ)∇ · v)−∇(D(φ)∇ · v))

=

∫

QT

(∇cλ −∇c) · ∇(D(φ)∇ · v) +
∫

QT

(D(φλ)−D(φ))∇cλ · ∇(∇ · v)

+

∫

QT

∇cλ · ∇(D(φλ)−D(φ))∇ · v.

O primeiro termo do lado direito da última equação tende a zero, uma vez que como
sabemos ∇(D(φ)∇ · v) ∈ L2(QT )

n e ∇cλ ⇀ ∇c em L2(QT )
n. O segundo termo também

tende a zero, já que ∇cλ ·∇(∇·v) está limitada em L2(QT ) e D(φλ) → D(φ) em L2(QT ).
Agora, como D é uma função Lipschitz segue que D(·) : H1(Ω) → H1(Ω) é um operador
contínuo, para todo t ∈ [0, T ] fixado (veja o Teorema 1.5.2). Então, como ∇ · v∇cλ está
uniformemente limitado em L2(QT ), segue que o terceiro termo tende a zero. De fato,
para todo t ∈ [0, T ], e usando (3.3.29), segue que

‖D(φλ)−D(φ)‖L2(0,T ;H1(Ω)) → 0.

Em particular, temos que

‖∇(D(φλ)−D(φ))‖L2(QT ) → 0,

de onde segue que facilmente que o terceiro termo tende a zero quando λ→ 0+.
Com isso fica provado que

∫

QT

∇(D(φλ)∆cλ) · v →
∫

QT

∇c · ∇(D(φ)∇ · v).

Agora, note que
∫

QT

∇(Dλ(φλ)∆cλ) · v =

∫

QT

∇(D(φλ)∆cλ) · v +

∫

QT

λ∇∆cλ · v.
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Mas, por causa de (3.3.26), segue que
∣∣∣∣
∫

QT

λ∇∆cλ · v
∣∣∣∣ ≤ ‖λ∇∆cλ‖L2(QT )‖v‖L2(QT ) → 0.

Dessa forma,
∫

QT

∇(Dλ(φλ)∆cλ) · v →
∫

QT

∇c · ∇(D(φ)∇ · v).

Lema 3.3.9. Se (φ0, c0) ∈ H2(Ω) × H1(Ω) e as hipóteses (H1’) e (H2’) são válidas,
temos que

‖φλ‖L∞(0,T ;H2(Ω)) + ‖φλ‖L2(0,T ;H3(Ω)) +

∥∥∥∥
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω))

≤ C, (3.3.30)

φλ → φ em L2(0, T ;H2(Ω)), (3.3.31)

e para todo v ∈ C∞
c (QT )

n,

−
∫

QT

∇Dλ(φλ)∆cλ · v →
∫

QT

∇c · ∇(∇D(φ) · v).

Demonstração. Nesta demonstração precisamos fazer as estimativas no problema aproxi-
mado, pois não temos regularidade suficiente para utilizar o teorema de integração por
partes no problema apenas regularizado. Ou seja, dado (φ0, c0) ∈ H2(Ω)×H1(Ω), assim
como no Teorema 3.2.1, consideramos (φλ, cλ) ∈ H1(0, T ; (Em)

2) a solução do seguinte
problema aproximado:

(
∂φλ
∂t

, z

)
+

∫

Ω

∇φλ · ∇z =
∫

Ω

A1(φλ, cλ)z,

(
∂cλ
∂t

, z

)
+

∫

Ω

(D(φλ)(∇cλ +D2(φλ, cλ)∇φλ)−D1(cλ)Dλ(φλ)∇∆cλ) · ∇z = 0,

(φλ(0), cλ(0)) = (Lm(φ0), Lm(c0)),

para todo z ∈ Em. Apesar de estarmos indexando a solução (φλ, cλ) do sistema acima
apenar em λ, evidentemente, estas soluções dependem também de m. Com isso, podemos
proceder exatamente como no Teorema 3.2.3, para obter a seguinte equação:

1

2

d

dt
‖∆φλ‖2L2 + ‖∇∆φλ‖2L2 +

∥∥∥∥∇
∂φλ
∂t

∥∥∥∥
2

L2

+
1

2

d

dt
‖∆φλ‖2L2

= −
∫

Ω

(
∂A1

∂φ
∇φλ +

∂A1

∂c
∇cλ

)
∇∆φλ +

∫

Ω

(
∂A1

∂φ
∇φλ +

∂A1

∂c
∇cλ

)
∇∂φλ

∂t
.

Aplicando a desigualdade de Hölder, usando o fato que A1 ∈ W 1,∞(R2), aplicando a desi-
gualdade de Young, integrando sobre [0, T ] e aplicando as estimativas (3.3.13) e (3.3.14)
junto com as estimativas elípticas, obtemos exatamente a estimativa (3.3.30) para as solu-
ções do problema aproxima. Mas como a constante C é independente de m e λ, podemos
tomar o limite nas estimativas obtidas quando m→ ∞, chegando assim precisamente em
(3.3.30).
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Com essas estimativas temos que {φλ} é limitado em L2(0, T ;H3(Ω)) e
{
∂φλ
∂t

}
é limi-

tado em L2(0, T ;H1(Ω)). Como H3(Ω) ⊂ H2(Ω) compactamente (veja o Corolário 1.3.5)
e H2(Ω) ⊂ H1(Ω) continuamente, segue que

φλ → φ em L2(0, T ;H2(Ω)).

Agora podemos ver que

−
∫

QT

∇D(φλ)∆cλ · v −
∫

QT

∇c · ∇(∇D(φ) · v)

=

∫

QT

∇cλ · ∇(∇D(φλ) · v)−
∫

QT

∇c · ∇(∇D(φ) · v)

=

∫

QT

(∇cλ −∇c) · ∇(∇D(φ) · v) +
∫

QT

∇cλ · ∇((∇D(φλ)−∇D(φ)) · v)

=

∫

QT

(∇cλ −∇c) · ∇(∇D(φ) · v) +
∫

QT

∇cλ ·
(
∂2[D(φλ)−D(φ)]v

)

+

∫

QT

∇cλ · ∇(D(φλ)−D(φ))∇ · v,

onde ∂2[D(φλ)−D(φ)] está denotando a matriz hessiana
[
∂2(D(φλ)−D(φ))

∂xi∂xj

]
.

O primeiro termo do lado direito da última equação tende a zero, pois ∇cλ ⇀ ∇c em
(L2(QT ))

n e (∇D(φ) · v) ∈ L2(QT )
n. O terceiro termo vai a zero pela mesma razão que

no lema anterior.
Para mostrar que o segundo termo tende a zero note que usando a hipótese (H2’) e

aplicando o Teorema 1.5.1, podemos concluir que, D(·) : H2(Ω) → H2(Ω) é um operador
contínuo, para todo t ∈ [0, T ], dessa forma, usando (3.3.31), temos que para todo t ∈ [0, T ]

‖D(φλ(t))−D(φ(t))‖H2 → 0.

Particularmente,

‖∂2D(φλ(t))− ∂2D(φ(t))‖L2 → 0.

Sendo assim, como D′′ é uma função limitada e φλ está limitada em L∞(0, T ;H2(Ω)),
segue que

‖∂2D(φλ(t))‖2L2 ≤ C

onde a constante C > 0 é independente de λ e estamos usando a estimativa (3.3.30).
Então, pelo teorema da convergência dominada, obtemos que

‖∂2D(φλ)− ∂2D(φ)‖L2(QT ) → 0.

Com isso é fácil ver que o segundo termo tende a zero.
Isso prova que

−
∫

QT

∇D(φλ)∆cλ · v →
∫

QT

∇c · ∇(∇D(φ) · v).

Entretanto

−
∫

QT

∇Dλ(φλ)∆cλ · v = −
∫

QT

∇D(φλ)∆cλ · v −
∫

QT

λ∇∆cλ · v,

e já vimos no último lema que este último termo tende a zero.
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Observação 3.3.10. Com esse dois lemas a caracterização de J em (3.3.9) fica estabele-
cida. De fato, por um lado, usando os dois lemas, temos

∫

QT

Dλ(φ)∇∆cλ · v =

∫

QT

∇(Dλ(φλ)∆cλ) · v −
∫

QT

∇Dλ(φλ)∆cλ · v

→
∫

QT

∇c · ∇(D(φ)∇ · v) +
∫

QT

∇c · ∇(∇D(φ) · v),

por outro lado, usando a convergência (3.3.27) obtemos que
∫

QT

Dλ(φ)∇∆cλ · v →
∫

QT

J · v.

Então,
∫

QT

J · v =

∫

QT

∇c · ∇(D(φ)∇ · v) +
∫

QT

∇c · ∇(∇D(φ) · v).

Com isso o Teorema 3.3.4 fica demonstrado.

Observação 3.3.11. Note que não foi necessário o princípio do máximo para provar a
existência de solução fraca. No entanto, o fato que 0 ≤ c ≤ 1 e 0 ≤ φ ≤ 1 é uma
propriedade física esperada. Para ver a validade dessa propriedade assumimos que 0 ≤
φ0 ≤ 1 e A1(r, s) = 0 ∀ r ∈ (−∞, 0]∪ [1,∞), então aplicando o Teorema 3.2.9, temos que
0 ≤ φλ ≤ 1. Mas usando a convergência (3.3.18), podemos afirmar que φλ(x, t) → φ(x, t)
q.t.p. em QT . Dessa forma, concluímos que 0 ≤ φ ≤ 1 a.e. in QT .

Da mesma forma, assumindo que 0 ≤ c0 ≤ 1, que D é uma função crescente e suave
dentro do intervalo [0, 1], D(r) = 0 se r ≤ 0, D(r) = Ds se r ≥ 1 e D2(r, s) = D′

1(s) =
0 ∀ s ∈ (−∞, 0] ∪ [1,∞), temos que 0 ≤ c ≤ 1 q.t.p. em QT , onde estamos usando a
convergência (3.3.19).
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Capítulo 4

Existência e Regularidade para a
Solução de um Sistema Multifásico da
Eletrohidrodinâmica

Yang, Li e Ding propuseram em [50] o seguinte sistema de equações para descrever
um fluido multifásico sob o efeito de um campo elétrico:

ρ0(c)

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇p+ 2div(µ(c)D(u))− ρ∇V − 1

2
ǫ0|∇V |2∇ǫγ(c) + φ∇c,

div(u) = 0,

∇ · (ǫ0ǫγ(c)∇V ) = −ρ
∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ = ∇ · (σ(c)∇V ),

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = div(M∇φ),

φ = Ψ′(c)− δ2∆c

todas as equações satisfeitas em QT = Ω × (0, T ), com Ω um domínio aberto e limitado
de R

n, n = 2, 3. As incógnitas são: a função u que representa o campo de velocidade
do fluido, a pressão p, o potencial elétrico V (E = −∇V onde E é o campo elétrico), a
densidade de carga livre ρ, o campo de fase c e o potencial químico φ. Os demais termos
são dados: ρ0 > 0 é a densidade de massa volumétrica, µ > 0 é a viscosidade, ǫ0 > 0 é a
permissividade de vácuo, ǫγ é a constante dielétrica, σ é a condutividade elétrica, δ > 0 é
o coeficiente do gradiente de energia do soluto, M é a mobilidade do campo de fase e Ψ
um polinômio de quarta ordem com mínimos em 0 e 1, e é conhecido como potencial de
poço duplo (double well potential). Aqui D(u) := (∇u +∇u

T )/2 é a parte simétrica do
gradiente.

Vamos estudar o caso em que a densidade de massa volumétrica ρ0, a constante dielé-
trica ǫγ e a condutividade dielétrica σ são constantes positivas. Nesse caso a equação do
potencial elétrico e a equação de densidade de carga livre podem ser reescritas da seguinte
maneira:

∆V = − 1

ǫ0ǫγ
ρ,

∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ = σ∆V = − σ

ǫ0ǫγ
ρ.
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Assumimos aqui que a mobilidade do campo de fase M dependa de c. Admitimos a
condição de contorno de Neumann homogênea para c, V e ∆c, já para u colocamos a
condição de Dirichilet homogênea. Além disso, supomos que a carga livre total é nula,
isso é,

∫
Ω
ρ = 0. Veja que essa condição é aceitável do ponto de vista da física, uma vez

que a carga elétrica pode ser negativa em uma determinada região e positiva em outra,
de modo que a carga livre total seja nula.

Então, no nosso caso, as equações que descrevem a evolução no tempo de u, p, V , ρ,
c e φ são dadas por:

ρ0

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇p+ 2div(µ(c)D(u))− ρ∇V + φ∇c em QT , (4.0.1)

div(u) = 0 em QT , (4.0.2)

ǫ0ǫγ∆V = −ρ em QT , (4.0.3)
∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ = − σ

ǫ0ǫγ
ρ em QT , (4.0.4)

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = div(M(c)∇φ) em QT , (4.0.5)

φ = Ψ′(c)− δ2∆c em QT , (4.0.6)

u =
∂V

∂n
=
∂c

∂n
=
∂∆c

∂n
= 0 sobre ∂Ω× (0, T ), (4.0.7)

∫

Ω

ρ = 0, (4.0.8)

u(0) = u0, ρ(0) = ρ0, c(0) = c0 em Ω, (4.0.9)

onde T > 0, a fronteira ∂Ω é classe C∞ e n é o vetor normal unitário exterior.
Provamos a existência de solução para um problema mais geral, que é introduzido na

próxima seção.

4.1 O sistema de equações e algumas notações

A partir de agora, por uma questão de simplicidade, vamos supor que todas as cons-
tantes sejam unitárias, ou seja, ρ0 = σ

ǫ0ǫγ
= δ = 1. Além disso, investigaremos o seguinte

modelo mais geral:

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+ 2div(µ(c)D(u)) + ρT (ρ) + φ∇c em QT , (4.1.1)

div(u) = 0 em QT , (4.1.2)
∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ+ ρ = 0 em QT , (4.1.3)

∂c

∂t
+ (u · ∇)c = div(M(c)∇φ) em QT , (4.1.4)

φ = Ψ′(c)−∆c em QT , (4.1.5)

u =
∂c

∂n
=
∂ρ

∂n
=
∂∆c

∂n
= 0 sobre ∂Ω× (0, T ), (4.1.6)

∫

Ω

ρ = 0, (4.1.7)

u(0) = u0, ρ(0) = ρ0, c(0) = c0 em Ω, (4.1.8)
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onde T : L2(Ω) → (H1(Ω))n, n = 2, 3, é um operador linear satisfazendo

‖T (ρ)‖H1 ≤ C‖ρ‖L2 . (4.1.9)

As hipóteses sobre M , µ, e Ψ são:

0 < µ0 < µ(s) < µ1, ∀ s ∈ R, e µ ∈ C1(R) com µ′ ≤ C, (4.1.10)

0 < M0 < M(s) < M1, ∀ s ∈ R, e M ∈ C2(R) com M ′ e M ′′ limitadas. (4.1.11)

A função Ψ : R → R é três vezes diferenciável e existem constantes C1 > 0 e C > 0, tais
que

Ψ(s) ≥ −C1, (4.1.12)

|Ψ′′′(s)| ≤ C(|s|+ 1) ∀ s ∈ R. (4.1.13)

Consequentemente,

|Ψ(s)| ≤ C(|s|4 + 1),

|Ψ′(s)| ≤ C(|s|3 + 1),

|Ψ′′(s)| ≤ C(|s|2 + 1),

(4.1.14)

para todo s ∈ R e alguma constante C > 0.

Observação 4.1.1. As hipóteses sobre Ψ são satisfeitas para o caso do potencial de poço
duplo Ψ(x) = x2(x − 1)2, que é a situação de maior interesse aqui, uma vez que nossas
equações estão baseadas no modelo proposto em [50], onde Ψ tem exatamente essa forma.
As nossas hipóteses sobre Ψ são similares, por exemplo, às hipóteses em [10, 1].

Observação 4.1.2. Se ρ ∈ L2(Ω) satisfizer a condição (4.1.7), pela Proposição 1.3.8,
existe único V ∈ H2(Ω)/R satisfazendo

∆V = −ρ em Ω, (4.1.15)
∂V

∂n
= 0 sobre ∂Ω. (4.1.16)

Assim, T : L2(Ω) → (H1(Ω))n, n = 2, 3, dado por T (ρ) = −∇V , está bem definido.
Como V ∈ H2(Ω)/R, podemos supor, sem perda de generalidade, que

∫

Ω

V = 0. (4.1.17)

Com isso vemos que a condição (4.1.9) é satisfeita nesse caso particular. De fato, multi-
plicando a equação (4.1.15) por −V + ∆V , integrando sobre Ω, aplicando o teorema de
integração por partes e a desigualdade de Hölder, obtemos que

‖divT (ρ)‖2L2(Ω) + ‖T (ρ)‖2L2(Ω) ≤
(
‖ρ‖L2(Ω)‖V ‖L2(Ω) + ‖ρ‖L2‖divT (ρ)‖L2

)
.

Então, por (4.1.17) a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (1.3.2) pode ser aplicada para
se obter que

‖V ‖L2(Ω) ≤ C‖∇V ‖L2(Ω) = C‖T (ρ)‖L2(Ω).

Dessa forma, usando a desigualdade de Young, segue que

‖divT (ρ)‖2L2(Ω) + ‖T (ρ)‖2L2(Ω) ≤ C‖ρ‖2L2(Ω).
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Assim,

‖T (ρ)‖H1 = ‖∇V ‖H1 ≤ ‖V ‖H2 ≤ C(‖∆V ‖L2 + ‖V ‖L2)

≤ C (‖∆V ‖L2 + ‖∇V ‖L2) = C (‖divT (ρ)‖L2 + ‖T (ρ)‖L2) ≤ C‖ρ‖L2 .

Isso mostra que, se o problema (4.1.1)-(4.1.8) tem uma solução, então, em particular,
o problema (4.0.1)-(4.0.9) também tem uma solução.

Observação 4.1.3. Na formulação integral podemos escrever o termo “φ∇c” (do lado
direito da equação da velocidade) de duas outras maneiras: −∇φc e −∆c∇c. Isso ocorre
porque a função teste para a equação de Navier-Stokes tem divergente nulo. Então, por
meio do teorema de integração por partes, temos que

∫

Ω

φ∇c · v = −
∫

Ω

c∇φ · v −
∫

Ω

div(v)φc = −
∫

Ω

c∇φ · v (4.1.18)

Por outro lado, usando que φ = Ψ′(c)−∆c, e integrando por partes, segue que
∫

Ω

φ∇c · v =

∫

Ω

Ψ′(c)∇c · v −
∫

Ω

∆c∇c · v

= −
∫

Ω

Ψ(c)div(v)−
∫

Ω

∆c∇c · v = −
∫

Ω

∆c∇c · v.
(4.1.19)

Observação 4.1.4. Relembramos aqui as definições dos seguintes espaços:

V = {v ∈ (C∞
c (Ω))n | div v = 0},

H = VL
2

= {v ∈ (L2(Ω))n | div v = 0, v · n = 0 on ∂Ω},

V = VH
1
0 = {v ∈ (H1

0 (Ω))
n | div v = 0},

onde n = 2 ou n = 3.
Na próxima seção definiremos o que é uma solução fraca para problema (4.1.1)-(4.1.8),

nessa definição aparecerão as seguintes formas trilineares contínuas:

bu(u;v,w) =
n∑

i,j=1

∫

Ω

ui(∂ivj)wj, ∀ (u,v,w) ∈ (V )3,

b(u; c, z) =

∫

Ω

u · ∇cz, ∀ (u, c, z) ∈ V ×H1(Ω)×H1(Ω),

onde u = (u1, · · · , un), v = (v1, · · · , vn) e w = (w1, · · · , wn), n = 2, 3. Observe que

bu(u;u,u) = 0, b(u; c, c) = 0 para (u, c) ∈ V ×H1(Ω).

4.2 Solução fraca

Nosso propósito nessa seção é provar o seguinte resultado de existência de solução
fraca para o problema (4.1.1)-(4.1.8).
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Teorema 4.2.1. Suponha que Ω ⊂ R
n, n = 2, 3 e (u0, ρ0, c0) ∈ H × L2(Ω) × H1(Ω).

Então, existem u, ρ, c e φ tais que

u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ),

∂u

∂t
∈ L2(0, T ;V ′) se n = 2 e

∂u

∂t
∈ L4/3(0, T ;V ′) se n = 3,

ρ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩H1(0, T ;W 1,3(Ω)′),

c ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′),

φ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

e satisfazem as seguintes equações:
〈
∂u

∂t
,v

〉
+

∫

Ω

µ(c)D(u) : D(v) + bu(u;u,v) =

∫

Ω

ρT (ρ) · v +

∫

Ω

φ∇c · v, (4.2.1)

∂ρ

∂t
+∇ · (uρ) + ρ = 0 em D′(QT ), (4.2.2)

〈
∂c

∂t
, z

〉
+ b(u; c, z) +

∫

Ω

M(c)∇φ · ∇z = 0, (4.2.3)

φ = Ψ′(c)−∆c q.t.p. em QT , (4.2.4)

u(0) = u0, c(0) = c0 q.t.p. em Ω e ρ(0) = ρ0 em H1(Ω)′, (4.2.5)

para todo v ∈ V e z ∈ H1(Ω) e no sentido das distribuições em t. Na equação (4.2.1),
D(u) : D(v) := tr(D(u)TD(v)). A solução (u, ρ, c, φ) é chamada solução fraca para o
problema (4.1.1)-(4.1.8).

A estratégia consiste em demonstrar que um problema aproximado regularizado tem
solução, então mostramos que o limite dessas soluções é uma solução fraca no sentido
introduzido no teorema acima. Na próxima subseção introduzimos precisamente esse
problema aproximado regularizado e mostramos que esse problema tem uma solução.

4.2.1 Problema aproximado regularizado

Utilizamos o método de regularização parabólica que consiste em adicionar ǫ∆ρ do
lado direito da equação (4.1.3) (veja, por exemplo, [18]). As equações restantes são
aproximadas pelo método de Faedo-Galerkin. Nessa seção usamos o teorema do ponto
fixo de Leray-Schauder (veja o Teorema 1.5.4) para mostrar que este problema aproximado
regularizado tem uma solução.

Para introduzir esse problema, sejam 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · os autovalores do operador
de Stokes e (wi)i≥1 ⊂ C∞(Ω̄) as autofunções associadas. Essas autofunções formam uma
base ortogonal em H, V e V ∩H2(Ω). Denotamos por Wm = span{w1, ...,wm} e seja Pm
a projeção ortogonal de H em Wm.

Semelhantemente, sejam 0 = µ1 ≤ µ2 ≤ · · · os autovalores do operador −∆ com
condição de Neumann homogênea sobre a fronteira e (ei)i≥1 ⊂ C∞(Ω̄) as autofunções
correspondentes, tal que (ei)i≥1 forma uma base ortogonal completa em L2(Ω) e emH1(Ω).
Denotamos por Em = span{e1, ..., em} e por Lm a projeção ortogonal de L2(Ω) em Em.

A dependência de ǫ > 0 é omitida na próxima proposição para simplificar a notação.

Proposição 4.2.2. Suponha que (u0, ρ0, c0) ∈ H × L2(Ω)×H1(Ω). Existe (um, cm, ρm),
onde um ∈ C([0, T ];Wm), cm ∈ C([0, T ];Em) e

ρm ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′) ∩ C([0, T ];L2(Ω))
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satisfazendo o seguinte sistema aproximado regularizado:
(
∂um
∂t

,v

)
+

∫

Ω

µ(cm)D(um) : D(v) + bu(um;um,v) = (ρmT (ρm) + φm∇cm,v), (4.2.6)
〈
∂ρm
∂t

, e

〉
+ b(um; ρm, e) + (ρm, e) + ǫ(∇ρm,∇e) = 0, (4.2.7)

(
∂cm
∂t

, z

)
+ b(um; cm, z) +

∫

Ω

M(cm)∇φm · ∇z = 0, (4.2.8)

φm = Lm(Ψ
′(cm))−∆cm, (4.2.9)

(um, cm)(t = 0) = (Pm(u0), Lm(c0)), ρm(0) = ρ0, (4.2.10)

para todo v ∈ Wm, e ∈ H1(Ω) e z ∈ Em. Na equação (4.2.6), D(um) : D(v) :=
tr(D(um)

TD(v)).

Demonstração. A ideia é mostrar que o seguinte operador tem ponto fixo:

ũ → ρ→ (um, cm) → um,

onde ũ ∈ C([0, T ];Wm), ρ é a solução de (4.2.7) com ũ no lugar de um, (um, cm) é
a solução das equações aproximadas (4.2.6), (4.2.8) e (4.2.9), com ρ no lugar de ρm na
equação (4.2.6) e um é a projeção de (um, cm) na primeira variável. Essa construção nos dá
um operador S1 que leva ũ em um. Vamos usar o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
(Teorema 1.5.4) para provar que esse operador tem um ponto fixo. Mais precisamente,
queremos provar que existe um ∈ C([0, T ];Wm) tal que S1um = um.

O Teorema 1.5.4 será aplicado no operador S, tal que S(ũ, λ) = um, em que S é
construído da seguinte forma:

(ũ, λ) ∈ C([0, T ];Wm)× [0, 1] → ρ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′)

→ (um, cm) ∈ H1(0, T ;Wm × Em) → um ∈ H1(0, T ;Wm) ⊂ C([0, T ],Wm),

onde ũ ∈ C([0, T ];Wm) e pelo Teorema 1.6.1 existe um único ρ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′) satisfazendo

〈
∂ρ

∂t
, e

〉
+ ((ũ · ∇)ρ, e) + (ρ, e) + ǫ (∇ρ,∇e) = 0,

ρ(0) = ρ0,

para todo e ∈ H1(Ω) e no sentido das distribuições em (0, T ).
Tomando λ ∈ [0, 1], para cada ρ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;H1(Ω))∩H1(0, T ;H1(Ω)′)

fixado, existe (um, cm) ∈ H1(0, Tm;Wm × Em), tal que

um(·, t) =
m∑

i=1

umi (t)wi, cm(·, t) =
m∑

i=1

cmi (t)ei, (4.2.11)

onde umi , c
m
i ∈ H1(0, Tm), e de modo que (um, cm) é a única solução para o sistema

(
∂um
∂t

,v

)
+

∫

Ω

µ(cm)D(um) : D(v) + bu(um;um,v) = (λρT (ρ) + φm∇cm,v) , (4.2.12)
(
∂cm
∂t

, z

)
+ b(um; cm; z) +

∫

Ω

M(cm)∇φm · ∇z = 0, (4.2.13)

φm = Lm(Ψ
′(cm))−∆cm, (4.2.14)

(um, cm)(t = 0) = λ(Pm(u0), Lm(c0)), (4.2.15)
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para todo v ∈ Wm e z ∈ Em, onde [0, Tm], Tm > 0 é o intervalo maximal de existência.
Podemos afirmar que essa solução existe e é única pelo fato destas equações formarem

um sistema de EDO em que a parte não linear é uma função localmente Lipschitz.
Agora precisamos mostrar que a solução do sistema acima é válida em [0, T ], para

todo T > 0. Por (4.2.12), tomando um como função teste, temos que

1

2

d

dt
‖um‖2L2 +

∥∥∥
√
µ(cm)D(um)

∥∥∥
2

L2
= λ

∫

Ω

ρT (ρ)um +

∫

Ω

φm∇cm · um (4.2.16)

Escolhendo φm como função teste em (4.2.13), segue que

1

2

d

dt

(
‖∇cm‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm)

)
+

∫

Ω

M(cm)|∇φm|2 = −
∫

Ω

φm∇cm · um.

Somando essa última estimativa com (4.2.16), obtemos que

d

dt

(
‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm)

)

+ 2
∥∥∥
√
µ(cm)D(um)

∥∥∥
2

L2
+ 2

∫

Ω

M(cm)|∇φm|2 = λ

∫

Ω

ρT (ρ)um.

(4.2.17)

Assim, usando a desigualdade de Hölder, a imersão de Sobolev H1(Ω) ⊂ L4(Ω), a estima-
tiva (4.1.9) e a desigualdade de Young, temos que

d

dt

(
‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm)

)
+ 2µ0 ‖∇um‖2L2 + 2M0‖∇φm‖2L2

≤ C(‖ρ‖L2‖T (ρ)‖L4‖um‖L4)

≤ C‖ρ‖4L2 + µ0‖∇um‖2L2 .

Como 2
∫
Ω
Ψ(cm) ≥ −C1 (veja (4.1.12)), concluímos que

d

dt

(
‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm) + C1

)
+ µ0 ‖∇um‖2L2 + 2M0‖∇φm‖2L2

≤ C
(
‖ρ‖4L2 + ‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm) + C1

)
.

Dessa maneira, pela desigualdade de Gronwall, pela propriedade (4.1.14), e usando que a
inclusão H1(Ω) ⊂ L4(Ω) é contínua, segue que

‖∇cm(t)‖2L2 + ‖um(t)‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm(t)) + C1

≤ C

(
‖∇cm(0)‖2L2 + ‖um(0)‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm(0)) + 1 +

∫ Tm

0

(‖ρ‖4L2 + C1)

)

≤ C

(
‖∇c(0)‖2L2 + ‖u(0)‖2L2 + ‖cm(0)‖4L4 + 1 +

∫ Tm

0

(‖ρ‖4L2 + C1)

)

≤ C

(
‖c0‖2H1 + ‖u0‖2L2 + ‖c0‖4H1 + 1 +

∫ Tm

0

(‖ρ‖4L2 + C1)

)
,

para todo t ∈ [0, Tm].
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Consequentemente, nossa solução é definida em [0, T ], para todo T > 0, uma vez que,
caso contrário limt→Tm ‖um‖L2 = ∞, mas isso não é possível por causa da nossa última
estimativa.

Como H1(0, T ;Wm) ⊂ C([0, T ];Wm), o operador

S : C([0, T ];Wm)× [0, 1] → C([0, T ],Wm)
(ũ, λ) → S(ũ, λ) = um

(4.2.18)

está bem definido.
Devemos provar que S, como definido acima, satisfaz as hipóteses do Teorema 1.5.4.

Temos que S(ũ, 0) = 0, para todo ũ ∈ C([0, T ];Wm), já que a equação (4.2.12)-(4.2.15)
com λ = 0 é um sistema de EDO que tem apenas a solução trivial.

Vejamos a continuidade de S. Sejam (ũ1, λ1) e (ũ2, λ2) em C([0, T ];Wm)× [0, 1]. Pelo
Teorema 1.6.1, existem ρ1, ρ2 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩ H1(0, T ;H1(Ω)′)
satisfazendo

〈
∂ρi
∂t
, e

〉
+ ((ũi · ∇)ρi, e) + (ρi, e) + ǫ (∇ρi,∇e) = 0,

ρi(0) = ρ0 em Ω,

para todo e ∈ H1(Ω) e no sentido das distribuições em (0, T ), i = 1, 2.
Seja (uim, c

i
m) a solução do sistema (4.2.12)-(4.2.15), associada com (λi, ρi), i = 1, 2.

Definimos um = u
1
m − u

2
m, ũ = ũ1 − ũ2, cm = c1m − c2m, φm = φ1

m − φ2
m, ρ = ρ1 − ρ2 e

λ = λ1 − λ2. Pela equação (4.2.12) e usando (4.1.19), obtemos:

(
∂u1

m

∂t
,v

)
+

∫

Ω

µ(c1m)D(u1
m) : D(v) + bu(u

1
m;u

1
m,v) = λ1

∫

Ω

ρ1T (ρ1) · v −
∫

Ω

∆c1m∇c1m · v;
(
∂u2

m

∂t
,v

)
+

∫

Ω

µ(c2m)D(u2
m) : D(v) + bu(u

2
m;u

2
m,v) = λ2

∫

Ω

ρ2T (ρ2) · v −
∫

Ω

∆c2m∇c2m · v.

Subtraindo a segunda equação da primeira e tomando um como função teste, segue que

1

2

d

dt
‖um‖2L2 +

∫

Ω

µ(c1m)D(um) : D(um)

= λ1

∫

Ω

ρT (ρ1) · um + λ

∫

Ω

ρ2T (ρ1) · um + λ2

∫

Ω

ρ2T (ρ) · um

−
∫

Ω

∆c1m∇cm · um −
∫

Ω

∆cm∇c2m · um

− bu(um;u
2
m,um)−

∫

Ω

(µ(c1m)− µ(c2m))D(u2
m) : D(um)

(4.2.19)

Ademais, usando a equação (4.2.13), obtemos que

(
∂c1m
∂t

, z

)
+ b(u1

m; c
1
m, z) +

∫

Ω

M(c1m)∇φ1
m · ∇z = 0,

−
(
∂c2m
∂t

, z

)
− b(u2

m; c
2
m; z)−

∫

Ω

M(c2m)∇φ2
m · ∇z = 0.
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Somando essas equações e tomando −∆cm como função teste, obtemos que

1

2

d

dt
‖∇cm‖2L2+

∫

Ω

M(c1m)|∇∆cm|2 = b(um; c
1
m,∆cm) + b(u2

m; cm,∆cm)

+

∫

Ω

M(c1m)(Ψ
′′(c1m)−Ψ′′(c2m))∇c1m · ∇∆cm

+

∫

Ω

M(c1m)Ψ
′′(c2m)∇cm · ∇∆cm

+

∫

Ω

(M(c1m)−M(c2m))Ψ
′′(c2m)∇c2m · ∇∆cm

−
∫

Ω

(M(c1m)−M(c2m))∇∆c2m · ∇∆cm.

(4.2.20)

As equações (4.2.19) e (4.2.20) implicam que

d

dt

(
‖um‖2L2 + ‖∇cm‖2L2

)
+ 2µ0‖∇um‖2L2 + 2M0‖∇∆cm‖2L2

≤ λ1

∫

Ω

|ρ||T (ρ1)||um|+ λ

∫

Ω

|ρ2||T (ρ1)||um|+ λ2

∫

Ω

|ρ2||T (ρ)||um|

+

∫

Ω

|∆c1m||∇cm||um|+
∫

Ω

|∆cm||∇c2m||um|+ |bu(um;u2
m,um)|

+

∫

Ω

|(µ(c1m)− µ(c2m))||D(u2
m)||D(um)|+ |b(um; c1m,∆cm)|

+ |b(u2
m; cm,∆cm)|+

∫

Ω

|M(c1m)||Ψ′′(c1m)−Ψ′′(c2m)||∇c1m||∇∆cm|

+

∫

Ω

|M(c1m)||Ψ′′(c2m)||∇cm||∇∆cm|

+

∫

Ω

|M(c1m)−M(c2m)||Ψ′′(c2m)||∇c2m||∇∆cm|

+

∫

Ω

|M(c1m)−M(c2m)||∇∆c2m||∇∆cm| =
13∑

i=1

Ji,

(4.2.21)

onde os Ji, i = 1, · · · , 13, são definidos de acordo com a ordem de aparição em (4.2.21).
O próximo passo é estimar termo a termo do lado direito dessa última equação. Aqui

C denota uma constante genérica que pode depender de m, ρ0, |Ω|.
Pela desigualdade de Hölder, pela hipótese (4.1.9), usando a imersão H1(Ω) ⊂ L4(Ω)

e o fato que ρi ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), i = 1, 2, obtemos que

J1 ≤ C‖ρ‖L2‖T (ρ1)‖L4‖um‖L4 ≤ C‖ρ‖L2‖T (ρ1)‖H1‖∇um‖L2 ≤ C‖ρ‖L2‖∇um‖L2

J3 ≤ C‖ρ2‖L2‖T (ρ)‖L4‖um‖L4 ≤ C‖ρ2‖L2‖T (ρ)‖H1‖∇um‖L2 ≤ C‖ρ‖L2‖∇um‖L2 .

Usando novamente que ρi ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), i = 1, 2, segue que

J2 ≤ C|λ|‖um‖L2 .

Aplicando a desigualdade de Hölder e usando que ‖∆c1m‖L∞ ≤ C, ‖∇c2m‖L∞ ≤ C
(lembrando que aqui C pode depender de m) e que ‖∆cm‖L2 ≤ C‖∇∆cm‖L2 , vemos que

J4 ≤ C‖∇cm‖L2‖um‖L2

J5 ≤ C‖∆cm‖L2‖um‖L2 ≤ C‖∇∆cm‖L2‖um‖L2 .
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Como ‖∇u
2
m‖L∞ ≤ C, existe uma constante C > 0 (que depende de m), tal que

J6 ≤ C‖um‖2L2 .

Usando que ‖D(u2
m)‖L∞ ≤ C, µ é uma função Lipschitz e que

∫

Ω

cm =

∫

Ω

c1m −
∫

Ω

c2m = λ1

∫

Ω

Lmc0 − λ2

∫

Ω

Lmc0 = λ

∫

Ω

Lmc0,

segue que

J7 ≤ ‖D(u2
m)‖L∞‖µ′‖L∞‖cm‖L2‖um‖L2

≤ C (‖cm − (cm)Ω‖L2‖um‖L2 + ‖(cm)Ω‖L2‖um‖L2)

≤ C (‖∇cm‖L2‖um‖L2 + |λ|‖um‖L2) .

Uma vez que ‖c1m‖L∞ ≤ C, ‖u2
m‖L∞ ≤ C e usando novamente que ‖∆cm‖L2 ≤

‖∇∆cm‖L2 , concluímos que

J8 ≤ C‖u‖L2‖∆cm‖L2 ≤ C‖u‖L2‖∇∆cm‖L2 ;

J9 ≤ C‖∇cm‖L2‖∆cm‖L2 ≤ C‖∇cm‖L2‖∇∆cm‖L2 .

A próxima estimativa é consequência do fato que M é uma função limitada, que Ψ′′ é
uma função Lipschitz e que ‖∇c1m‖L∞ ≤ C,

J10 ≤ C‖cm‖L2‖∇∆cm‖L2 ≤ C (‖∇cm‖L2‖∇∆cm‖L2 + |λ|‖∇∆cm‖L2) .

Usando (4.1.11) e (4.1.14), o fato que ‖c2m‖L∞ ≤ C, obtemos

J11 ≤ C‖M‖L∞‖∇cm‖L2‖∇∆cm‖L2 .

Aplicando (4.1.11), a estimativa (4.1.14) e usando que ‖cim‖L∞ ≤ C, ‖∇cim‖L∞ ≤ C e
‖∇∆cim‖L∞ ≤ C, i = 1, 2, podemos obter as duas próximas estimativas:

J12 ≤ C‖M‖L∞‖cm‖L2‖∇∆cm‖L2 ≤ C (‖∇cm‖L2‖∇∆cm‖L2 + |λ|‖∇∆cm‖L2) ;

J13 ≤ C‖M‖L∞‖cm‖L2‖∇∆cm‖L2 ≤ C (‖∇cm‖L2‖∇∆cm‖L2 + |λ|‖∇∆cm‖L2) .
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Agora, usando a desigualdade de Young, segue que

J1 ≤ C‖ρ‖2L2 +
µ0

2
‖∇um‖2L2 ;

J2 ≤ C
(
|λ|2 + ‖um‖2L2

)
;

J3 ≤ C‖ρ‖2L2 +
µ0

2
‖∇um‖2L2 ;

J4 ≤ C
(
‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2

)
;

J5 ≤ C‖um‖2L2 +
M0

7
‖∇∆cm‖2L2 ;

J6 ≤ C‖um‖2L2 ;

J7 ≤ C
(
|λ|2 + ‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2

)
;

J8 ≤ C‖um‖2L2 +
M0

7
‖∇∆cm‖2L2 ;

J9 ≤ C‖∇cm‖2L2 +
M0

7
‖∇∆cm‖2L2 ;

J10 ≤ C
(
|λ|2 + ‖∇cm‖2L2

)
+
M0

7
‖∇∆cm‖2L2 ;

J11 ≤ C‖∇cm‖2L2 +
M0

7
‖∇∆cm‖2L2 ;

J12 ≤ C
(
|λ|2 + ‖∇cm‖2L2

)
+
M0

7
‖∇∆cm‖2L2 ;

J13 ≤ C
(
|λ|2 + ‖∇cm‖2L2

)
+
M0

7
‖∇∆cm‖2L2 .

Usando as estimativas para cada Ji em (4.2.21), segue que

d

dt

(
‖um‖2L2 + ‖∇cm‖2L2

)
+ µ0‖∇um‖2L2 +M0‖∇∆cm‖2L2

≤ C
(
‖um‖2L2 + ‖∇cm‖2L2 + ‖ρ‖2L2 + |λ|2

)
.

Aplicando a desigualdade de Gronwall segue que

‖um(t)‖2L2 + ‖∇cm(t)‖2L2 ≤ eCT
(
‖um(0)‖2L2 + ‖∇cm(0)‖2L2 +

∫ t

0

(
‖ρ‖2L2 + |λ|2

))

≤ eCT
(
|λ|2‖Pmu0‖2L2 + |λ|2‖∇Lmc0‖2L2 +

∫ t

0

(
‖ρ‖2L2 + |λ|2

))
.

Como ‖Pmu0‖L2 ≤ ‖u0‖L2 , ‖∇Lmc0‖L2 ≤ C‖∇c0‖L2 e (u0, c0) ∈ H × H1(Ω), obtemos
que

‖um(t)‖2L2 + ‖∇cm(t)‖2L2 ≤ C
(
|λ|2 + ‖ρ‖2L2(0,T ;L2(Ω))

)

onde C > 0 é uma constante independente de ũi, i = 1, 2.
Usando o Corolário 1.6.2, obtemos que

‖um(t)‖2L2 + ‖∇cm(t)‖2L2 ≤ C
(
|λ|2 + ‖ũ‖2L2(0,T ;L∞(Ω))

)
,

com C > 0 sendo uma constante independente de ũ1 e ũ2.
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Sendo assim,

‖um‖C([0,T ];Wm) ≤ C
(
|λ|2 + ‖ũ‖2C([0,T ];Wm)

)1/2
= C‖(ũ, λ)‖C([0,T ];Wm)×[0,1].

Ou seja, S é um operador uniformemente contínuo.
Agora provemos que S é um operador compacto. Seja (ũn, λn) uma sequência limitada

em C([0, T ];Wm)× [0, 1] e ρn a solução fraca associada com ũn (veja o Teorema 1.6.1).
Seja (un, cn) a solução do sistema (4.2.12)-(4.2.15) associado com (λn, ρn) (por uma

questão de simplicidade omitimos o índice m). Então, usando (4.1.18), segue que
(
∂un
∂t

,v

)
+

∫

Ω

µ(cn)D(un) : D(v) + bu(un;un,v) = (λnρnT (ρn)− cn∇φn,v) . (4.2.22)

Procedendo como em (4.2.17), obtemos que

d

dt

(
‖∇cn‖2L2 + ‖un‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cn)

)
+ 2µ0 ‖∇un‖2L2 + 2M0‖∇φn‖2L2 = λn

∫

Ω

ρnT (ρn)un.

Então, usando a estimativa (1.6.12) e a hipótese (4.1.9) temos que existe uma constate
C > 0 independente de n, tal que

d

dt

(
‖∇cn‖2L2 + ‖un‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cn)

)
+ 2µ0 ‖∇un‖2L2 + 2M0‖∇φn‖2L2

≤ C|λn|‖ρn‖L2‖T ρn‖L4‖un‖L4

≤ C|λn|‖ρn‖2L2‖∇un‖L2

≤ C|λn|2 + µ0‖∇un‖2L2 .

Ou seja,

d

dt

(
‖∇cn‖2L2 + ‖un‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cn)

)
+ µ0 ‖∇un‖2L2 + 2M0‖∇φn‖2L2 ≤ C|λn|2.

Integrando sobre (0, T ) e usando (4.1.14), segue que

‖∇cn(t)‖2L2 + ‖un(t)‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cn)

≤ C
(
|λn|2‖c0‖2H1 + |λn|2 ‖u0‖2L2 + |λn|4‖c0‖4H1 + 1 + T |λn|2

)
,

onde a constante C é independente de n.
Mas, veja que

‖cn‖H1 ≤ ‖cn − (cn)Ω‖H1 + ‖(cn)Ω‖H1 ≤ ‖∇cn‖L2 + ‖(cn)Ω‖H1 ,

e como
∫
Ω
cn =

∫
Ω
Lmc0

‖(cn)Ω‖2H1 = ‖∇(cn)Ω‖2L2 + ‖(cn)Ω‖2L2 =
1

|Ω|

∣∣∣∣
∫

Ω

cn

∣∣∣∣
2

=
1

|Ω|

∣∣∣∣
∫

Ω

Lmc0

∣∣∣∣
2

≤ C‖c0‖2L2

com C independente de n.
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Desse modo, existe uma constante C > 0 independente de n, tal que

‖cn‖L∞(0,T ;H1(Ω)) ≤ C;

‖un‖L∞(0,T ;H) ≤ C;

‖∇φn‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C;

‖un‖L2(0,T ;V ) ≤ C.

Então, escolhendo ∂un/∂t como função teste em (4.2.22), temos que

∥∥∥∥
∂un
∂t

∥∥∥∥
2

L2

≤ C (‖D(un)‖L2 + ‖un‖L∞‖un‖L2 + |λn|‖ρn‖L2‖T (ρn)‖L4 + ‖∇φn‖L2‖cn‖H1)

∥∥∥∥
∂un
∂t

∥∥∥∥
H1

.

Como a constante C > 0 pode depender de m, e usando a ortogonalidade de (wi)1≤i≤m
em H e V , obtemos que

∥∥∥∥
∂un
∂t

∥∥∥∥
2

Wm

=

∥∥∥∥
∂un
∂t

∥∥∥∥
2

L2

≤ C
(
‖∇un‖2L2 + 1 + |λn|2 + ‖∇φn‖2L2

)
.

onde a constante C > 0 não depende de n. Dessa forma,
∥∥∥∥
∂un
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;Wm)

≤ C.

Então, provamos que un é uma sequência limitada em H1(0, T ;Wm). Como a inclusão
H1(0, T ;Wm) ⊂ C([0, T ];Wm) é compacta pelo teorema de Arzelà-Ascoli, concluímos que
S é um operador compacto.

Finalmente, mostraremos que se (um, λ) ∈ C([0, T ];Wm)× [0, 1], é tal que S(um, λ) =
um, então

‖um‖C([0,T ];Wm) ≤ C

onde C > 0 é independente de (um, λ). De fato, como S(um, λ) = um, segue que
(
∂um
∂t

,v

)
+

∫

Ω

µ(cm)D(um) : D(v)+bu(um;um,v)

= (λρmT (ρm) + φm∇cm,v) ,
(4.2.23)

〈
∂ρm
∂t

, e

〉
+ b(um; ρm, e) + (ρm, e) + ǫ(∇ρm,∇e) = 0, (4.2.24)

(
∂cm
∂t

, z

)
+ b(um; cm; z) +

∫

Ω

M(cm)∇φm · ∇z = 0, (4.2.25)

φm = Lm(Ψ
′(cm))−∆cm, (4.2.26)

(um, cm)(t = 0) = λ(Pm(u0), Lm(c0)), ρm(0) = ρ0, (4.2.27)

para todo v ∈ Wm, e ∈ H1(Ω) e z ∈ Em.
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Adicionalmente, procedemos como em (4.2.17) para obter

d

dt

(
‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm)

)
+ 2

∥∥∥
√
µ(cm)D(um)

∥∥∥
2

L2
+ 2

∫

Ω

M(cm)|∇φm|2

= λ

∫

Ω

ρmT (ρm) · um.

Então, usando as desigualdades de Hölder e de Sobolev, a estimativa (4.1.9), e que λ ≤ 1,
temos que

d

dt

(
‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm)

)
+ 2µ0 ‖∇um‖2L2 + 2M0‖∇φm‖2L2

≤ C(‖ρm‖L2‖T (ρm)‖L4‖um‖L4)

≤ C(‖ρm‖L2‖T (ρm)‖H1‖∇um‖L2)

≤ C‖ρm‖4L2 + µ0‖∇um‖2L2 .

Então, a estimativa (1.6.12), que é independente de m e ǫ, implica que

d

dt

(
‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm)

)
+ µ0 ‖∇um‖2L2 + 2M0‖∇φm‖2L2 ≤ C. (4.2.28)

Integrando sobre (0, t), t ∈ (0, T ], e pela propriedade (4.1.14), segue que

‖∇cm(t)‖2L2 + ‖um(t)‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm(t))

≤ C
(
|λ|2‖c0‖2H1 + |λ|2 ‖u0‖2L2 + |λ|4‖c0‖4L4 + 1

)
.

(4.2.29)

Uma vez que c0 ∈ H1(Ω) ⊂ L4(Ω) e λ ≤ 1, essa última desigualdade nos dá que existe
uma constante C > 0, independente de um e λ, tal que

‖um‖C([0,T ];Wm) ≤ C. (4.2.30)

Dessa forma, todas as hipóteses no Teorema 1.5.4 são satisfeitas. Assim,

S1 = S(·, 1) : C([0, T ];Wm) → C([0, T ];Wm)

tem um ponto fixo.

4.2.2 Existência de solução fraca global para um problema regu-
larizado

Um resultado intermediário, importante para provar o Teorema 4.2.1, é o seguinte
lema, que nos dá a solução para o problema regularizado. Aqui a constante C > 0 nas
estimativas sempre serão independentes de m, mas podem depender de ǫ.
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Lema 4.2.3 (Solução fraca para o problema regularizado). Suponha que (u0, ρ0, c0) ∈
H×L2(Ω)×H1(Ω). Então, existem uǫ, ρǫ, cǫ e φǫ satisfazendo as seguintes regularidades

uǫ ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ),

ρǫ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)),
(
∂uǫ
∂t

,
∂ρǫ
∂t

)
∈ L2(0, T ;V ′)× L2(0, T ;H1(Ω)′) se n = 2,

(
∂uǫ
∂t

,
∂ρǫ
∂t

)
∈ L4/3(0, T ;V ′)× L4/3(0, T ;H1(Ω)′) se n = 3,

cǫ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′),

φǫ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)),

e as seguintes equações
〈
∂uǫ
∂t

,v

〉
+

∫

Ω

µ(cǫ)D(uǫ) : D(v) + bu(uǫ;uǫ,v) =

∫

Ω

(ρǫT (ρǫ) + φǫ∇cǫ) · v, (4.2.31)
〈
∂ρǫ
∂t
, z

〉
+ b(uǫ; ρǫ, z) +

∫

Ω

ρǫz + ǫ

∫

Ω

∇ρǫ · ∇z = 0 (4.2.32)
〈
∂cǫ
∂t
, z

〉
+ b(uǫ; cǫ, z) +

∫

Ω

M(cǫ)∇φǫ · ∇z = 0 (4.2.33)

em D′((0, T )), para todo v ∈ V e z ∈ H1(Ω).

φǫ = Ψ′(cǫ)−∆cǫ q.t.p. em QT , (4.2.34)

uǫ(0) = u0, cǫ(0) = c0, ρǫ(0) = ρ0 q.t.p. em Ω. (4.2.35)

Demonstração. Seja (um, ρm, cm) uma sequência de soluções das equações (4.2.6)-(4.2.10),
dada pela Proposição 4.2.2. Assim como foi feito para obter (1.6.10), temos que

‖ρm‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ǫ‖∇ρm‖L2(QT ) ≤ ‖ρ0‖L2 . (4.2.36)

Pelas equações (4.2.6)-(4.2.10), obtemos aqui exatamente a estimativa (4.2.28):

d

dt

(
‖∇cm‖2L2 + ‖um‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm)

)
+ µ0 ‖∇um‖2L2 + 2M0‖∇φm‖2L2 ≤ C.

Integrando sobre (0, t), t ∈ (0, T ], e usando (4.1.14), obtemos a estimativa (4.2.29) com
λ = 1:

‖∇cm(t)‖2L2 + ‖um(t)‖2L2 + 2

∫

Ω

Ψ(cm(t)) + µ0

∫ t

0

‖∇um‖2L2 + 2M0

∫ t

0

‖∇φm‖2L2

≤ C
(
‖c0‖2H1 + ‖u0‖2L2 + ‖c0‖4L4 + 1

)
.

Dessa forma, usando novamente que ‖(cm)Ω‖H1(Ω) ≤ C‖c0‖L2(Ω) e lembrando que de
(4.1.12), 2

∫
Ω
Ψ(cm(t)) + 2|Ω|C1 ≥ 0, segue que existe uma constante C > 0, tal que

‖cm‖L∞(0,T ;H1(Ω)) ≤ C; (4.2.37)

‖um‖L∞(0,T ;H) ≤ C; (4.2.38)

‖∇φm‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C; (4.2.39)

‖um‖L2(0,T ;V ) ≤ C. (4.2.40)
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Observe ainda que, multiplicando (4.2.9) por −∆cm, integrando sobre Ω e integrando
por partes, obtemos que

‖∆cm‖2L2 =

∫

Ω

∇φm∇cm +

∫

Ω

Ψ′(cm)∆cm.

Assim, pela aplicação da desigualdade de Hölder segue que

‖∆cm‖2L2 ≤ ‖∇φm‖L2‖∇cm‖L2 + ‖Ψ′(cm)‖L2‖∆cm‖L2 .

Então, a desigualdade de Young implica que

‖∆cm‖2L2 ≤ C(‖∇φm‖2L2 + ‖∇cm‖2L2 + ‖Ψ′(cm)‖2L2).

Usando (4.1.14) e a imersão de Sobolev (H1(Ω) ⊂ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ 6), temos que

‖∆cm‖2L2 ≤ C(‖∇φm‖2L2 + ‖∇cm‖2L2 + ‖cm‖6L6 + 1)

≤ C(‖∇φm‖6L2 + ‖cm‖2H1 + 1).

Isso implica que cm é uniformemente limitada em L2(0, T ;H2(Ω)), ou seja

‖cm‖L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C. (4.2.41)

Multiplicando (4.2.9) por ∆2cm, integrando sobre Ω, e integrando por partes, segue
que

‖∇∆cm‖2L2 =

∫

Ω

∇φm∇∆cm +

∫

Ω

∇Ψ′(cm)∇∆cm

≤ ‖∇φm‖L2‖∇∆cm‖L2 + ‖∇Ψ′(cm)‖L2‖∇∆cm‖L2 .

Então, concluímos usando a desigualdade de Young que

‖∇∆cm‖2L2 ≤ C(‖∇φm‖2L2 + ‖∇Ψ′(cm)‖2L2).

Agora, a hipótese (4.1.14), a desigualdade de Hölder com p = 3 e q = 3/2, a imersão de
Sobolev (H1 ⊂ L6) e a estimativa (4.2.37) implicam que

‖∇Ψ′(cm)‖2L2 =

∫

Ω

|Ψ′′(cm)∇cm|2 ≤ C

∫

Ω

(|cm|4 + 1)|∇cm|2

≤ C

(
‖∇cm‖2L2 +

∫

Ω

|cm|4|∇cm|2
)

≤ C
(
‖∇cm‖2L2 + ‖|cm|4‖L3/2‖|∇cm|2‖L3

)

= C
(
‖∇cm‖2L2 + ‖cm‖4L6‖∇cm‖2L6

)

≤ C
(
‖∇cm‖2L2 + ‖cm‖4H1‖∇cm‖2H1

)

≤ C
(
1 + ‖cm‖2H2

)
.

(4.2.42)

Dessa forma,

‖∇∆cm‖2L2 ≤ C(‖∇φm‖2L2 + ‖cm‖2H2 + 1).

Então, integrando sobre [0, T ] e usando a estimativa (4.2.39) e (4.2.41), obtemos que

‖cm‖L2(0,T ;H3(Ω)) ≤ C. (4.2.43)
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Agora queremos estimar φm em L2(0, T ;H1(Ω)). Veja que, usando (4.2.9), o teorema
do divergente, e o fato que ∂cm

∂n
= 0 sobre ∂Ω, podemos ver que

∫

Ω

φm =

∫
Lm(Ψ

′(cm))−
∫

∆cm =

∫

Ω

Lm(Ψ
′(cm)) +

∫

∂Ω

∇cm · n =

∫

Ω

Lm(Ψ
′(cm)).

Então, a hipótese (4.1.14) e a imersão de Sobolev (H1 ⊂ L6) implicam

(φm)Ω =
1

|Ω|

∫

Ω

φm ≤ C

∫

Ω

|Lm(Ψ′(cm))| ≤ C‖LmΨ′(cm)‖L2

≤ C‖Ψ′(cm)‖L2 ≤ C(‖cm‖3L6 + 1) ≤ C(‖cm‖3H1 + 1) ≤ C,

onde a estimativa (4.2.37) foi usada. Aplicando a desigualdade de Poincaré-Wirtinger
(1.3.2), obtemos

‖φm‖2H1 = ‖∇φm‖2L2 + ‖φm‖2L2 = ‖∇φm‖2L2 + ‖φm + (φm)Ω − (φm)Ω‖2L2

≤ ‖∇φm‖2L2 + ‖φm − (φm)Ω‖2L2 + ‖(φm)Ω‖2L2

≤ C(‖∇φm‖2L2 + 1).

Integrando sobre [0, T ] e usando (4.2.39), segue que

‖φm‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C. (4.2.44)

Por causa da não linearidade, as estimativas acima não são suficientes para tomar o
limite nas equações (4.2.6)-(4.2.9). Por isso, estimamos as derivadas temporais de um, ρm
e cm. Por (4.2.6), para todo v ∈ Wm temos que
∣∣∣∣
(
∂um
∂t

,v

)∣∣∣∣
≤ C

(
(‖∇um‖L2 + ‖um‖2L4)‖∇v‖L2 + (‖ρm‖L2‖T (ρm)‖L4 + ‖φm‖L4‖∇cm‖L2)‖v‖L4

)

≤ C
(
‖∇um‖L2 + ‖um‖2L4 + ‖ρm‖2L2 + ‖φm‖H1‖cm‖H1

)
‖v‖H1 ,

onde a imersão de Sobolev (H1 ⊂ L4) e a estimativa (4.1.9) foram usadas. Usando as
estimativas (4.2.37) e (1.6.12), segue que

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
V ′

≤ C
(
‖∇um‖L2 + ‖um‖2L4 + ‖φm‖H1 + 1

)
.

Pela equação (4.2.7), para todo e ∈ H1(Ω),
〈
∂ρm
∂t

, e

〉
≤ C (‖um‖L4‖ρm‖L4 + ‖ρm‖L2 + ǫ‖∇ρm‖L2) ‖∇e‖L2 .

Por (4.2.36), temos que
∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
(H1)′

≤ C (‖um‖L4‖ρm‖L4 + 1 + ǫ‖∇ρm‖L2)

• Ω ⊂ R
2: neste caso, da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg em R

2 (‖f‖L4 ≤
C‖f‖1/2L2 ‖f‖1/2H1 ) e usando a estimativa (4.2.38), obtemos

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
V ′

≤ C (‖∇um‖L2 + ‖φm‖H1 + 1) .
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Isso implica que
∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;V ′)

≤ C. (4.2.45)

Analogamente,
∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
(H1)′

≤ C
(
‖∇um‖1/2L2 ‖ρm‖1/2H1 + 1 + ǫ‖∇ρm‖L2

)

≤ C (‖∇um‖L2 + ‖ρm‖H1 + 1 + ǫ‖∇ρm‖L2) .

Daí, usando as estimativas (4.2.40) e (4.2.36), segue que
∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)′)

≤ C. (4.2.46)

• Ω ⊂ R
3: já neste caso, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg em R

3 (‖f‖L4 ≤
C‖f‖1/4L2 ‖f‖3/4H1 ) e pela estimativa (4.2.38), segue que

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
V ′

≤ C
(
‖∇um‖L2 + ‖∇um‖3/2L2 + ‖φm‖H1 + 1

)
.

Dessa foram,
∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L4/3(0,T ;V ′)

≤ C. (4.2.47)

Analogamente,
∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
(H1)′

≤ C
(
‖∇um‖3/4L2 ‖ρm‖3/4H1 + 1 + ǫ‖∇ρm‖L2

)

≤ C
(
‖∇um‖3/2L2 + ‖ρm‖3/2H1 + 1 + ǫ‖∇ρm‖L2

)
.

Daí, usando as estimativas (4.2.40) e (4.2.36), segue que
∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
L4/3(0,T ;H1(Ω)′)

≤ C. (4.2.48)

Agora, a equação (4.2.8) implica que
〈
∂cm
∂t

, z

〉
≤ C (‖um‖L4‖cm‖L4 + ‖∇φm‖L2) ‖∇z‖L2 .

A imersão de Sobolev (H1 ⊂ L4) e as estimativas (4.2.36), (1.6.12) e (4.2.37) nos dão que
∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
(H1)′

≤ C (‖um‖H1 + ‖∇φm‖L2) .

Então, podemos usar as estimativas (1.6.10) e (4.2.40) para mostrar que
∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)′)

≤ C. (4.2.49)
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As estimativas acima nos dão as seguintes convergências:

um ⇀ uǫ em L2(0, T ;V ), (4.2.50)

ρm ⇀ ρǫ em L2(0, T ;H1(Ω)), (4.2.51)

cm ⇀ cǫ em L2(0, T ;H3(Ω)), (4.2.52)

φm ⇀ φǫ em L2(0, T ;H1(Ω)), (4.2.53)

um → uǫ em L2(0, T ;H), (4.2.54)

ρm → ρǫ em L2(0, T ;L2(Ω)), (4.2.55)

cm → cǫ em L2(0, T ;H2(Ω)), (4.2.56)

onde as convergências fracas seguem diretamente das estimativas, e as convergências fortes
são consequências das estimativas juto com o teorema de Aubin-Lions-Simon (veja o
Teorema (1.3.12)).

Essas últimas convergências nos permitem tomar o limite quandom→ ∞ nas equações
(4.2.6)-(4.2.10), nos dando as equações (4.2.31)-(4.2.35).

4.2.3 Demonstração do teorema de solução faca (Teorema 4.2.1)

Para concluir a demonstração do Teorema 4.2.1 é suficiente mostrar que as seguintes
convergências são satisfeitas:

uǫ ⇀ u em L2(0, T ;V ); (4.2.57)

ρǫ
∗
⇀ ρ em L∞(0, T ;L2(Ω)); (4.2.58)

cǫ ⇀ c em L2(0, T ;H3(Ω)); (4.2.59)

φǫ ⇀ φ em L2(0, T ;H1(Ω)); (4.2.60)

uǫ → u em L2(0, T ;H); (4.2.61)

ǫ∇ρǫ → 0 em L2(QT ); (4.2.62)

cǫ → c em L2(0, T ;H2(Ω)); (4.2.63)

ρǫ → ρ em C(0, T ; (H1(Ω))′). (4.2.64)

Algumas dessas convergências são obtidas aplicando-se o princípio da semicontinui-
dade inferior das normas nas estimativas independentes de ǫ, dadas na subseção anterior.
Entretanto, algumas das estimativas não são independentes de ǫ, por isso precisaremos
de novas estimativas satisfazendo essa condição. Além disso, aqui não temos que ρǫ con-
verge fortemente para ρ em L2(QT ), de modo que precisamos justificar adequadamente a
convergência do termo

∫
Ω
ρǫT (ρǫ) · v para

∫
Ω
ρT (ρ) · v, na formulação fraca da equação

da velocidade (4.2.1), apenas utilizando as convergências mais fracas (4.2.58) e (4.2.64).
Note que as estimativas (4.2.36)-(4.2.40), (4.2.43)-(4.2.45), (4.2.47) e (4.2.49) são todas

independentes de ǫ, de forma que pelo princípio da semicontinuidade inferior das normas,
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temos que

‖uǫ‖L2(0,T ;V ) ≤ lim inf
m→∞

‖um‖L2(0,T ;V ) ≤ C,

‖ρǫ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ lim inf
m→∞

‖ρm‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C,

ǫ‖∇ρǫ‖2L2(QT ) ≤ lim inf
m→∞

ǫ‖∇ρm‖2L2(QT ) ≤ C,

‖cǫ‖L2(0,T ;H3(Ω)) ≤ lim inf
m→∞

‖cm‖L2(0,T ;H3(Ω)) ≤ C,

‖φǫ‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ lim inf
m→∞

‖φm‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C,
∥∥∥∥
∂cǫ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)′)

≤ lim inf
m→∞

∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)′)

≤ C,

∥∥∥∥
∂uǫ
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;V ′)

≤ lim inf
m→∞

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;V ′)

≤ C, se n = 2,

∥∥∥∥
∂uǫ
∂t

∥∥∥∥
L4/3(0,T ;V ′)

≤ lim inf
m→∞

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L4/3(0,T ;V ′)

≤ C, se n = 3,

onde C > 0 é independente de ǫ.
Ademais, usando que ǫ‖∇ρǫ‖2L2 ≤ C, segue que

‖ǫ∇ρǫ‖2L2(QT ) = ǫ2‖∇ρǫ‖2L2(QT ) ≤ ǫC.

Com essas estimativas seguem as convergências (4.2.57)-(4.2.63). Resta provar a con-
vergência (4.2.64). Pela equação (4.2.32) e usando a desigualdade de Hölder temos, para
todo z ∈ W 1,3(Ω) ⊂ H1(Ω), que

〈
∂ρǫ
∂t
, z

〉
≤ C(‖uǫ‖L6‖ρǫ‖L2‖∇z‖L3 + ‖ρǫ‖L2‖z‖L2 + ǫ‖∇ρǫ‖L2‖∇z‖L2)

≤ C(‖uǫ‖L6‖ρǫ‖L2 + ‖ρǫ‖L2 + ǫ‖∇ρǫ‖L2)‖z‖W 1,3 .

Usando a imersão H1(Ω) ⊂ L6(Ω), as estimativas independentes de ǫ acima, e o fato que
ǫ < 1, segue que

∥∥∥∥
∂ρǫ
∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;(W 1,3)′)

≤ C(‖uǫ‖2L2(0,T ;V ) + 1 + ǫ2‖∇ρǫ‖2L2(QT )) ≤ C,

onde C > 0 é independente de ǫ.
Agora, como L2(Ω)

c→֒ H1(Ω)′ →֒ W 1,3(Ω)′, ρǫ está limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)) e ∂ρǫ
∂t

está limitada em L2(0, T ;W 1,3(Ω)′), segue, pelo Teorema 1.3.12, que, a menos de uma
subsequência,

ρǫ → ρ fortemente em C([0, T ];H1(Ω)′).

Agora podemos provar que
∫

Ω

ρǫT (ρǫ) · v →
∫

Ω

ρT (ρ) · v, (4.2.65)

para todo v ∈ V.
Como ‖ρǫ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C, segue pela desigualdade de Hölder (p = 4/3, q = 4), pela

imersão H1(Ω) ⊂ L6(Ω) e pela estimativa ‖T (ρ)‖H1 ≤ C‖ρ‖L2 que

‖ρǫT (ρǫ)‖3/2L3/2(Ω)
≤ ‖ρǫ‖3/2L3(Ω)‖T (ρǫ)‖3/2L6(Ω) ≤ C‖T (ρǫ)‖3/2H1(Ω) ≤ C‖ρǫ‖3/2L2(Ω) ≤ C.
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Integrando sobre (0, T ), segue que

‖ρǫT (ρǫ)‖Lp(0,T ;L3/2(Ω)) ≤ C, ∀ p > 1,

e portanto existe J ∈ Lp(0, T ;L3/2(Ω)) tal que ρǫT (ρǫ)⇀ J em Lp(0, T ;L3/2(Ω)), ∀ p > 1.
Em particular, para todo v ∈ V ⊂ L3(Ω), temos que

∫

Ω

ρǫT (ρǫ) · v →
∫

Ω

J · v.

Então basta mostrar que converge para ρT (ρ) no sentido das distribuições e usar a unici-
dade do limite. Seja v ∈ C∞

c (QT ), temos que mostrar que
∫
QT

(ρǫT (ρǫ)− ρT (ρ)) · v → 0.
Mas como

∫

QT

ρǫ(T (ρǫ)− ρT (ρ)) · v =

∫

QT

(ρǫ − ρ)T (ρǫ) · v +

∫

QT

(T (ρǫ)− T (ρ))ρ · v,

ρǫ ⇀ ρ em L2(QT ), T é fracamente sequencialmente contínuo (veja a Observação 4.2.4
abaixo) e ρv ∈ L2(QT ) temos que o segundo termo tende a zero. Então bata demonstrar
que ∫

QT

(ρǫ − ρ)T (ρǫ) · v → 0.

Mas,

∫

QT

(ρǫ − ρ)T (ρǫ) · v =

∫ T

0

〈(ρǫ − ρ), T (ρǫ) · v〉(H1)′,H1

≤
∫ T

0

‖ρǫ − ρ‖H1(Ω)′‖T (ρǫ) · v‖H1(Ω)

≤ T‖v‖C∞(QT )‖ρǫ − ρ‖C([0,T ];H1(Ω)′)‖ρǫ‖L∞(0,T ;L2(Ω)).

Basta usar que ρǫ → ρ fortemente em C([0, T ];H1(Ω)′). Pela unicidade de limite J =
ρT (ρ), portando vale a convergência (4.2.65).

Essas convergências nos permitem tomar o limite nas equações no Lema 4.2.3 e obter
as equações no Teorema 4.2.1.

Observação 4.2.4. Todo operador linear contínuo é fracamente sequencialmente contí-
nuo (Veja [11, Teorema 3.10]). Para ver isso no caso particular de T : L2(QT ) → L2(QT ),
sejam ρǫ ⇀ ρ fracamente em L2(QT ) e f ∈ L2(QT )

′ = L2(QT ). Definimos g(ρ) := f(T (ρ)).
Então,

|g(ρ)| = |f(T (ρ))| ≤ ‖f‖‖T (ρ)‖L2(QT ) ≤ ‖f‖‖T ‖‖ρ‖L2(QT ).

Portanto g ∈ L2(QT )
′ e f(T (ρǫ)) = g(ρǫ) → g(ρ) = f(T (ρ)). Que é o mesmo que dizer

que T (ρǫ)⇀ T (ρ) fracamente em L2(QT ).

4.3 Regularidade da solução

Nessa seção demonstramos alguns resultados de regularidade para a solução dada no
Teorema 4.2.1. Aqui é necessário pedir que u0 ∈ V , c0 ∈ H2(Ω) e ∂c0

∂n
= 0 sobre ∂Ω.

Além disso, como é sabido, para obtermos regularidade para o campo de velocidades, é
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necessário que a força externa na equação da velocidade esteja em L2(QT ). Para que isso
seja possível, pedimos que ρ0 ∈ Lp(Ω), p ≥ 3. Assim, pela estimativa (1.6.12), ρm satisfaz
a seguinte estimativa

‖ρm‖L∞(0,T ;Lp(Ω)) ≤ ‖ρ0‖Lp(Ω), p ≥ 3. (4.3.1)

Daí já segue que ρ ∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)).
Então, usando essa regularidade para ρ, ou seja, que ρ ∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)), p ≥ 3,

podemos aplicar a desigualdade de Hölder e obter que

‖ρT (ρ)‖2L2(Ω) ≤ ‖ρ‖2Lp(Ω)‖T (ρ)‖2L2q(Ω),

onde 2
p
+ 1

q
= 1. Assim, 2 ≤ 2q ≤ 6, e então pela propriedade (4.1.9),

‖ρT (ρ)‖2L2(QT ) ≤ C

∫ T

0

‖T (ρ)‖2H1(Ω) ≤ ‖ρ‖2L2(QT ) ≤ C.

Além disso, como p ≥ 3, pela equação (4.2.7), temos que
〈
∂ρm
∂t

, z

〉
≤ C(‖um‖L6‖ρm‖L3‖∇z‖L2 + ‖ρm‖L2‖z‖L2 + ǫ‖∇ρm‖L2‖∇z‖L2)

≤ C(‖um‖L6‖ρm‖L3 + ‖ρm‖L2 + ǫ‖∇ρm‖L2)‖z‖H1 .

Usando a imersão H1(Ω) ⊂ L6(Ω), as estimativas (4.2.40) e (4.2.36) (que são indepen-
dentes de m e ǫ), e o fato que ǫ < 1, segue que

∥∥∥∥
∂ρm
∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;(H1)′)

≤ C(‖um‖2L2(0,T ;V ) + 1 + ǫ2‖∇ρm‖2L2(QT )) ≤ C,

onde C > 0 é independente de m e ǫ. Ou seja, temos o seguinte resultado de regularidade
para ρ.

Proposição 4.3.1. Suponha que Ω ⊂ R
n, n = 2, 3 e (u0, ρ0, c0) ∈ H × Lp(Ω) ×H1(Ω),

p ≥ 3. Então,
ρ ∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′). (4.3.2)

Observação 4.3.2. Note que a regularidade de ρ dada em (4.3.2) é independente da
regularidade de u e c, isso é, essa regularidade vale para as soluções fracas, bastando para
isso pedir que ρ0 seja mais regular.

A ideia para obter mais regularidade para u e c é fazer estimativas mais regulares,
independentes de m e ǫ, para a solução do problema aproximado regularizado (4.2.6)-
(4.2.10), e então aplicar o princípio da semicontinuidade inferior. Isso nos dará as mesmas
estimativas para o sistema regularizado.

Como é de se esperar, mostramos regularidade global apenas para o caso bidimensional,
para o caso tridimensional temos um resultado de regularidade local.

Teorema 4.3.3 (Regularidade global). Seja Ω ⊂ R
2. Suponha que u0 ∈ V , ρ0 ∈ Lp(Ω),

p ≥ 3, c0 ∈ H2(Ω) e ∂c0
∂n

= 0 sobre ∂Ω. Então, u, c e ρ dados pelo Teorema 4.2.1 satisfazem
as seguintes regularidades:

u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)),

c ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H4(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)),

ρ ∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)) ∩H1(0, T ;H1(Ω)′).

para todo T > 0.
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O teorema que estabelece regularidade local para o caso tridimensional é o seguinte:

Teorema 4.3.4 (Regularidade local). Seja Ω ⊂ R
3. Suponha que u0 ∈ V , ρ0 ∈ Lp(Ω),

p ≥ 3, c0 ∈ H2(Ω) e ∂c0
∂n

= 0 sobre ∂Ω. Então, existe T∗ suficientemente pequeno, tal que
u e c dados pelo Teorema 4.2.1 satisfazem as seguintes regularidades:

u ∈ L∞(0, T∗;V ) ∩ L2(0, T∗;H
2(Ω)) ∩H1(0, T∗;L

2(Ω)),

c ∈ L∞(0, T∗;H
2(Ω)) ∩ L2(0, T∗;H

4(Ω)) ∩H1(0, T∗;L
2(Ω)).

Estimativas independentes da dimensão

Seja (um, ρm, cm) a solução aproximada-regularizada, dada pela Proposição 4.2.2. Ape-
sar dassa solução depender de m e ǫ, por simplicidade, indexamos apenas em m. Mas,
como já dissemos, queremos estimativas independentes de m e ǫ, de modo que aqui C
representa uma constante genérica positiva independente de m e ǫ.

Multiplicando a equação (4.2.6) por λi (com v = wi) e usando (4.1.19), segue que
(
∇∂um

∂t
,∇wi

)
−
∫

Ω

div(µ(cm)∇um) · Awi + bu(um;um, Awi)

= (ρmT (ρm), Awi)− (∆cm∇cm, Awi).

Agora, multiplicando a equação acima por umi e somando sobre i = 1, · · · ,m, obtemos
que

1

2

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω) −

∫

Ω

µ(cm)∆um · Aum + bu(um;um, Aum)

= (ρmT (ρm), Aum)− (∆cm∇cm, Aum)−
∫

Ω

µ′(cm)∇cm · ∇um · Aum.

Pelo Lema 1.3.11, como um ∈ (H2(Ω))n∩V , existe pm ∈ H1(Ω), satisfazendo
∫
Ω
pm =

0, tal que

Aum = −∆um +∇pm.

Dessa forma,

1

2

d

dt
‖∇um‖2L2(Ω) +

∫

Ω

µ(cm)|Aum|2 + bu(um;um, Aum) = (ρmT (ρm), Aum)

−(∆cm∇cm, Aum)−
∫

Ω

µ′(cm)∇cm · ∇um · Aum +

∫

Ω

µ(cm)∇pm · Aum.

Agora, usando que µ′ é Lipschitz, a desigualdade de Hölder, a estimativa (4.1.9) e (1.6.12),
o fato que

∫

Ω

µ(cm)∇pm · Aum = −
∫

Ω

µ′(cm)pm∇cm · Aum,

e a desigualdade de Young, segue que existe uma constante C > 0 satisfazendo

d

dt
‖∇um‖2L2 + µ0‖Aum‖2L2 ≤ C

(
‖um · ∇um‖2L2 + ‖∆cm‖2L2‖∇cm‖2L∞

+‖∇cm‖2L∞‖∇um‖2L2 + ‖pm‖2L4‖∇cm‖2L4 + 1
)

=
4∑

i=1

Ji + C.

(4.3.3)
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Tomando ∆2cm como função teste em (4.2.8) e integrando por partes, obtemos que

1

2

d

dt
‖∆cm‖2L2 + b(um; cm,∆

2cm)−
∫

Ω

div(M(cm)∇φm)∆2cm = 0.

Então,

1

2

d

dt
‖∆cm‖2L2 +

∫

Ω

M(cm)|∆2cm|2

= −b(um; cm,∆2cm) +

∫

Ω

M ′(cm)∇cm · ∇φm∆2cm +

∫

Ω

M(cm)∆Ψ′(cm)∆
2cm.

Aplicando a desigualdade de Hölder, usando que M e M ′ são ambas funções limitadas e
aplicando a desigualdade de Young, temos que

d

dt
‖∆cm‖2L2 +M0‖∆2cm‖2L2

≤ C
(
‖um · ∇cm‖2L2 + ‖∇cm · ∇φm‖2L2 + ‖∆Ψ′(cm)‖2L2

)
=

3∑

i=1

Ki.
(4.3.4)

Caso bidimensional: demonstração do Teorema 4.3.3

Primeiro vamos estimar cm, para isso precisamos estimar os três termos Ki, i =
1, · · · , 3, no lado direito de (4.3.4).

Usando a interpolação (1.4.12) e as estimativas (4.2.37) e (4.2.38), segue que

K1 ≤ ‖um‖2L2‖∇cm‖2L∞ ≤ M0

6
‖∆2cm‖2L2 + C.

Para estimar K3 seguimos as ideias presentes em [10, Teorema 2.2]. Veja que

∆Ψ′(cm) = ∇ · (Ψ′′(cm)∇cm) = Ψ′′′(cm)∇cm · ∇cm +Ψ′′(cm)∆cm.

Então, usando (4.1.13), segue que

‖∆Ψ′(cm)‖L2 ≤ ‖Ψ′′′(cm)|∇cm|2‖L2 + ‖Ψ′′(cm)∆cm‖L2

≤ ‖Ψ′′′(cm)‖L∞‖∇cm‖2L4 + ‖Ψ′′(cm)‖L∞‖∆cm‖L2

≤ C((‖cm‖L∞ + 1)‖∇cm‖2L4 + (‖cm‖2L∞ + 1)‖∆cm‖L2)

≤ C((‖cm − (cm)Ω‖L∞ + 1)‖∇cm‖2L4 + (‖cm − (cm)Ω‖2L∞ + 1)‖∆cm‖L2),

onde (cm)Ω =
1

|Ω|

∫

Ω

cm e nessa última desigualdade a constante C é reajustada usando

que
∫

Ω

cm =

∫

Ω

Lmc0,

isso é, ‖(cm)Ω‖L∞ ≤ C
∫
Ω
|Lmc0| ≤ C‖c0‖L2 .

Agora, seja 0 < θ < 3, como Ω ⊂ R
2, H1+θ(Ω) ⊂ L∞ e pela interpolação H1+θ =

[H4, L2] 3−θ
4

(note que 0 < (3 − θ)/4 < 3/4 < 1, como exigido no Teorema 1.4.2 e veja
(1.4.2)), segue que

‖cm − (cm)Ω‖L∞ ≤ C‖cm − (cm)Ω‖H1+θ

≤ C‖cm − (cm)Ω‖
1+θ
4

H4 ‖cm − (cm)Ω‖
3−θ
4

L2

≤ C‖∇cm‖
3−θ
4

L2 ‖∆2cm‖
1+θ
4

L2 .
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Usando que H2 = [H4, H1] 2
3

temos que

‖∆cm‖L2 ≤ ‖cm − (cm)Ω‖H2

≤ C‖cm − (cm)Ω‖
2
3

H1‖cm − (cm)Ω‖
1
3

H4

≤ C‖∇cm‖
2
3

L2‖∆2cm‖
1
3

L2 .

Usando que H1/2(Ω) ⊂ L4(Ω) continuamente e a interpolação H1/2 = [H3, L2]1/6,
segue que

‖∇cm‖L4 ≤ C‖∇cm‖H1/2 ≤ C‖∇cm‖5/6L2 ‖∆2cm‖1/6L2 .

Por essas três últimas estimativas a usando que a sequência cm é uniformemente limitada
em L∞(0, T ;H1(Ω)), temos que

‖∆Ψ′(cm)‖2L2 ≤ C
(
(‖cm − (cm)Ω‖2L∞ + 1)‖∇cm‖4L4 + (‖cm − (cm)Ω‖4L∞ + 1)‖∆cm‖2L2

)

≤ C
(
(‖∆2cm‖

1+θ
2

L2 + 1)‖∆2cm‖
2
3

L2 + (‖∆2cm‖(1+θ)L2 + 1)‖∆2cm‖
2
3

L2

)
.

Escolhendo, em particular, θ = 1
4

(é suficiente qualquer θ < 1/3), obtemos

‖∆Ψ′(cm)‖2L2 ≤ C
(
‖∆2cm‖

23
12

L2 + ‖∆2cm‖
3
2

L2 + ‖∆2cm‖
2
3

L2

)
. (4.3.5)

Como todas as potências acima são menores que 2, segue, aplicando a desigualdade de
Young, que

K3 ≤ C +
M0

6
‖∆2cm‖2L2 .

Para estimar K2, usamos a desigualdade de Gagliardo-Nirenbeng no caso Ω ⊂ R
2.

Isso nos dá que

K2 ≤ ‖∇cm‖2L4‖∇φm‖2L4 = ‖∇(cm − (cm)Ω)‖2L4‖∇(φm − (φm)Ω)‖2L4

≤ C‖∇cm‖L2‖∆cm‖L2‖∇φm‖L2‖∆φm‖L2 .

Agora, por (4.3.5), temos que

‖∆φm‖L2 ≤ ‖∆Ψ′(cm)‖L2 + ‖∆2cm‖L2 ≤ C(1 + ‖∆2cm‖L2) (4.3.6)

Dessa forma,

K2 ≤ C‖∇cm‖L2‖∆cm‖L2‖∇φm‖L2(1 + ‖∆2cm‖L2)

≤ C(‖∇cm‖2L2 + ‖∆cm‖2L2‖∇φm‖2L2 + ‖∇cm‖2L2‖∆cm‖2L2‖∇φm‖2L2) +
M0

6
‖∆2cm‖L2 .

Então, substituindo K1, K2 e k3 em (4.3.4), obtemos

d

dt
‖∆cm‖2L2 +

M0

2
‖∆2cm‖2L2

≤ C(‖∇cm‖2L2 + ‖∆cm‖2L2‖∇φm‖2L2 + ‖∇cm‖2L2‖∆cm‖2L2‖∇φm‖2L2 + 1).
(4.3.7)

Como (4.2.37) e (4.2.44) implicam que a função fm = ‖∇φm‖2L2 + ‖∇cm‖2L2‖∇φm‖2L2 é
integrável sobre [0, T ], podemos aplicar a desigualdade de Gronwall, de modo que obtemos

‖∆cm(t)‖2L2 ≤ exp
(∫ T

0

fm

)(
‖∆cm(0)‖2L2 +

∫ T

0

(
‖∇cm‖2L2 + C

))
.
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Assim, usando a estimativa (2.3.32), obtemos que

‖cm‖L∞(0,T ;H2(Ω)) ≤ C, (4.3.8)

‖cm‖L2(0,T ;H4(Ω)) ≤ C, (4.3.9)

onde a última estimativa segue integrando (4.3.7) sobre [0, T ], usando (4.3.8) e aplicando
as estimativas elípticas e a estimativa (4.2.43).

Além dessas estimativas, por (4.3.6) e usando (4.3.9) junto com estimativa elíptica,
temos que

‖φm‖L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C. (4.3.10)

Agora vamos estimar os termos Ji, i = 1, · · · , 4 , do lado direito de (4.3.3). Usando
a desigualdade de Hölder, a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg no caso Ω ∈ R

2 e a
desigualdade de Young, é fácil ver que

J1 ≤
µ0

4
‖Aum‖2L2 + C‖∇um‖4L2 .

Usando a interpolação (1.4.12), a estimativa (4.3.8), e a desigualdade de Young, segue
que

J2 ≤ C‖∆cm‖2L2‖∆2cm‖L2 ≤ C(‖∆2cm‖2L2 + 1);

J3 ≤ C‖∇um‖2L2‖∆2cm‖L2 ≤ C(‖∆2cm‖2L2 + ‖∇um‖4L2);

Aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, relembrando que
∫
Ω
pm = 0, e

usando que H1(Ω) ⊂ L4(Ω), segue que

J4 ≤ C‖pm‖L2‖∇pm‖L2‖cm‖2H2 .

Lembrando que cm é uniformemente limitada em L∞(0, T ;H2(Ω)) e usando o Lema 1.3.11,
obtemos que para todo δ > 0 existe Cδ, tal que

J4 ≤ C(Cδ‖∇um‖L2 + δ‖Aum‖L2)‖Aum‖L2

≤ CCδ‖∇um‖L2‖Aum‖L2 + δC‖Aum‖2L2

≤ µ0

8
‖Aum‖2L2 + C̃δ‖∇um‖2L2 + δC‖Aum‖2L2 ,

onde foi aplicada a desigualdade de Young, C é independente de δ, e C̃δ = CCδ. Esco-
lhendo δ = µ0/8C, obtemos

J4 ≤
µ0

4
‖Aum‖2L2 + C‖∇um‖2L2 .

Substituindo Ji, i = 1, · · · , 4, em (4.3.3), seque que

d

dt
‖∇um‖2L2 +

µ0

2
‖Aum‖2L2 ≤ C

(
(‖∇um‖2L2 + 1)‖∇um‖2L2 + ‖∆2cm‖2L2 + 1

)
(4.3.11)

Dessa forma, usando as estimativas (4.2.40) e (4.3.9) e aplicando a desigualdade de
Gronwall , segue que

‖um‖L∞(0,T ;V ) ≤ C. (4.3.12)
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Integrando (4.3.11) sobre [0, T ] e usando (4.3.12), usando que ‖um‖H2 ≤ C‖Aum‖V ,
concluímos que

‖um‖L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C. (4.3.13)

Multiplicando (4.2.8) por dcim
dt

com z = ei e somando sobre i = 1, 2, · · · , temo que

∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

= −
∫

Ω

um · ∇cm
∂cm
∂t

−
∫

Ω

M(cm)∇φm · ∇∂cm
∂t

= −
∫

Ω

um · ∇cm
∂cm
∂t

+

∫

Ω

M ′(cm)∇cm · ∇φm
∂cm
∂t

+

∫

Ω

M(cm)∆φm
∂cm
∂t

≤ C(‖um‖L4‖∇cm‖L4 + ‖∇cm‖L4‖∇φm‖L4 + ‖∆φm‖L2)

∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
L2

Pela desigualdade de Young, usando a imersão H1(Ω) ⊂ L4(Ω) e as estimativas (4.3.10),
(4.3.12) e (4.3.8), segue que

∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2(QT )

=

∫ T

0

∥∥∥∥
∂cm
∂t

∥∥∥∥
2

L2

≤ C

∫ T

0

(‖um‖2V ‖cm‖2H2 + (‖cm‖2H2 + 1)‖φm‖2H2) ≤ C.

Agora, multiplicando a equação (4.2.6) por duim
dt

com v = wi, obtemos

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
2

L2

=

∫

Ω

div(µ(cm)D(um))
∂um
∂t

− bu(um;um,
∂um
∂t

) +
(
ρmT (ρm) + φm∇cm,

∂um
∂t

)

≤
(
‖∇cm‖L4‖Dum‖L4 + ‖um‖H2 + ‖um‖L4‖∇um‖L4

+ ‖ρm‖L3‖T (ρm)‖L6 + ‖φm‖L4‖∇cm‖L4

) ∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L2

.

Usando a desigualdade de Young, as imersões H1(Ω) ⊂ Lk(Ω), 4 ≤ k ≤ 6, e as estimativas
(4.3.1), (4.1.9), (4.3.12) e (4.3.8)

∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
2

L2

≤
(
‖um‖2H2 + 1 + ‖φm‖2H1

)
.

Integrando sobre [0, T ] e usando as estimativas (4.2.44) e (4.3.13), seque que
∥∥∥∥
∂um
∂t

∥∥∥∥
L2(QT )

≤ C.

Como a constante C > 0 em todas as estimativas acima é independente de m e ǫ, segue
o resultado desejado.

Caso tridimensional: demonstração do Teorema 4.3.4

Como no caso bidimensional, mostraremos primeiro a regularidade para c. Usando a
interpolação (1.4.10), a estimativa (4.2.38) e a desigualdade de Young, segue que

K1 ≤ C‖um‖2L2‖∆cm‖3/2L2 ‖∆2cm‖1/2L2 ≤ M0

6
‖∆2cm‖2L2 + C‖∆cm‖2L2 .
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Agora vamos estimar K3. Usando a desigualdade de Agmon (1.4.8) e a interpolação
H2 = [H4, H1] 2

3
(veja (1.4.2)), temos

‖cm − (cm)Ω‖L∞ ≤ C‖cm − (cm)Ω‖1/2H1 ‖cm − (cm)Ω‖1/2H2

≤ C‖∇cm‖1/2L2 (‖∇cm‖2/3L2 ‖∆2cm‖1/3L2 )
1/2

≤ C‖∇cm‖5/6L2 ‖∆2cm‖1/6L2 .

Como no caso bidimensional, por essa mesma interpolação, temos que

‖∆cm‖L2 ≤ ‖cm − (cm)Ω‖H2 ≤ C‖∇cm‖
2
3

L2‖∆2cm‖
1
3

L2 .

Usando que H3/4(Ω) ⊂ L4(Ω) continuamente e pela interpolação H3/4 = [H3, L2]3/4, segue
que

‖∇cm‖L4 ≤ C‖∇(cm − (cm)Ω)‖H3/4

≤ C‖∇cm‖3/4L2 ‖∆2cm‖1/4L2 .

Por essas três últimas estimativas, e usando que cm está uniformemente limitado em
L∞(0, T ;H1(Ω)) temos que

‖∆Ψ′(cm)‖2L2 ≤ C((‖cm − (cm)Ω‖2L∞ + 1)‖∇cm‖4L4 + (‖cm − (cm)Ω‖4L∞ + 1)‖∆cm‖2L2)

≤ C((‖∆2cm‖
1
3

L2 + 1)‖∆2cm‖L2 + (‖∆2cm‖
2
3

L2 + 1)‖∆2cm‖
2
3

L2)

Então, reajustando a constante C > 0, temos

‖∆Ψ′(cm)‖2L2 ≤ C(‖∆2cm‖2/3L2 + ‖∆2cm‖L2 + ‖∆2cm‖4/3L2 )

Aplicando a desigualdade de Young seque que,

K3 ≤ C +
M0

6
‖∆2cm‖2L2 .

Para estimar K2, usamos a desigualdade de Agmon (1.4.10), então

K2 ≤ ‖∇cm‖2L∞‖∇φm‖2L2 ≤ C‖∆2cm‖1/2L2 ‖∆cm‖3/2L2 ‖∇φm‖2L2

Agora, por (4.2.42) e usando que ‖∇∆cm‖2L2 ≤ ‖∆2cm‖L2‖∆cm‖L2 , temos que

‖∇φm‖2L2 ≤ C(‖∇Ψ′(cm)‖2L2 + ‖∇∆cm‖2L2) ≤ C(1 + ‖∆cm‖2L2 + ‖∆2cm‖L2‖∆cm‖L2).

Então,

K2 ≤ C(‖∆2cm‖1/2L2 ‖∆cm‖3/2L2 + ‖∆2cm‖1/2L2 ‖∆cm‖7/2L2 + ‖∆2cm‖3/2L2 ‖∆cm‖5/2L2 ).

Assim, aplicando a desigualdade de Young, obtemos que

K2 ≤
M0

6
‖∆2cm‖2L2 + C‖∆cm‖10L2 .

Substituindo K1, K2 e K3 em (4.3.4) obtemos que

d

dt
‖∆cm‖2L2 +

M0

2
‖∆2cm‖2L2 ≤ C

(
1 + ‖∆cm‖10L2

)
. (4.3.14)
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Integrando sobre (0, t), com t ∈ [0, T ], temos que existe C > 0, tal que

‖∆cm(t)‖2L2 ≤ C

(
‖c0‖2H2 + 1 +

∫ t

0

‖∆cm‖10L2dt

)
.

Então, aplicando o Teorema 1.2.3, temos que

‖∆cm‖L∞(0,T 1
∗
;L2(Ω)) ≤ C

para todo T 1
∗ satisfazendo 4T 1

∗C
5(‖c0‖2H2 + 1)4 < 1. Ou seja,

‖cm‖L∞(0,T 1
∗
;H2(Ω)) ≤ C. (4.3.15)

Integrando (4.3.14) sobre [0, T 1
∗ ], usando (4.3.15) e estimativas elípticas, obtemos que

‖cm‖L2(0,T 1
∗
;H4(Ω)) ≤ C. (4.3.16)

Agora vamos estimar os termos Ji, i = 1, · · · 4, em (4.3.3). Usando as desigualdades
de Hölder, Gagliardo-Nirenberg no caso Ω ∈ R

3 e de Young, é fácil ver que

J1 ≤
µ0

4
‖Aum‖2L2 + C‖∇um‖6L2 .

Usando a interpolação (1.4.10), a estimativa (4.3.15) e a desigualdade de Young, segue
que

J2 ≤ C‖∆2cm‖1/2L2 ≤ C(‖∆2cm‖2L2 + 1),

J3 ≤ C‖∇um‖2L2‖∆2cm‖1/2L2 ≤ C(‖∆2cm‖2L2 + ‖∇um‖8/3L2 ),

para todo t ∈ [0, T 1
∗ ].

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, lembrando que
∫
Ω
pm = 0, e aplicando

a imersão H1(Ω) ⊂ L4(Ω), temos

J4 ≤ C‖pm‖1/2L2 ‖∇pm‖3/2L2 ‖cm‖2H2 .

Lembrando que cm está uniformemente limitado em L∞(0, T 1
∗ ;H

2(Ω)) e usando o Lema
1.3.11, temos que para qualquer ǫ > 0 existe Cǫ, tal que

J4 ≤ C(Cǫ‖∇um‖L2 + ǫ‖Aum‖L2)1/2‖Aum‖3/2L2

≤ C
√
Cǫ‖∇um‖1/2L2 ‖Aum‖3/2L2 +

√
ǫC‖Aum‖2L2

≤ µ0

8
‖Aum‖2L2 + C̃ǫ‖∇um‖2L2 +

√
ǫC‖Aum‖2L2 ,

onde na última desigualdade aplicamos a desigualdade de Young, C não depende de ǫ e
C̃ǫ é uma constante que depende de ǫ. Escolhendo

√
ǫ = µ0/8C, segue que existe C > 0,

tal que

J4 ≤
µ0

4
‖Aum‖2L2 + C‖∇um‖2L2 ,

para todo t ∈ [0, T 1
∗ ].
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Assim, substituindo J1, · · · , J4 em (4.3.3), temos que vale a seguinte estimativa de
energia no intervalo (0, T 1

∗ ):

d

dt
‖∇um‖2L2 + µ0‖Aum‖2L2

≤ C(‖∇um‖6L2 + ‖∆2cm‖2L2 + ‖∇um‖8/3L2 + ‖∇um‖2L2 + 1)

≤ C(‖∇um‖6L2 + ‖∆2cm‖2L2 + 1)

(4.3.17)

onde C > 0 é uma constante que não depende de m e ǫ.
Integrando essa última estimativa sobre (0, t), t ∈ (0, T 1

∗ ], usando a estimativa (4.3.16),
segue que

‖∇um(t)‖2L2 ≤ C
(
‖u0‖2V + 1 +

∫ t

0

‖∇um‖6L2

)

Aplicando novamente o Teorema 1.2.3, segue que

‖∇um(t)‖2L2 ≤ C

para todo t ∈ [0, T∗], para todo T∗ ∈ (0, T 1
∗ ] satisfazendo 2C3(‖u0‖2V +1)2T∗ < 1. Ou seja,

‖um‖L∞(0,T ;V ) ≤ C. (4.3.18)

Integrando (4.3.17) sobre [0, T∗], usando (4.3.18) e a equivalência das normas ‖Aum‖L2 e
‖um‖H2 , segue que

‖um‖L2(0,T∗;H2(Ω)) ≤ C.

O fato que
∂cm
∂t

e
∂um
∂t

estão uniformemente limitadas em L2(0, T∗;L
2(Ω)) seque exata-

mente como no caso bidimensional.
Com essas estimativas são independentes de m e ǫ, segue o resultado de regularidade

local dado no Teorema 4.3.4.
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