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Resumo

Neste trabalho apresentamos a anélise matemaética de trés modelos de campo de fase
que modelam processos isotérmicos. Em dois desses modelos consideramos efeitos de
movimentagao descritos pelas equagoes de Navier-Stokes.

O primeiro problema diz respeito a um modelo tridimensional de solidificagao de uma
liga bindria com conveccao e sob o efeito de um campo magnético. Discutimos a boa co-
locagao do modelo. Além disso, investigamos a existéncia de solu¢ao quando o coeficiente
de difus@o da concentragao se anula para algum valor do campo de fase.

O segundo modelo estudado é um sistema Cahn-Hilliard/Allen-Cahn que modela um
processo de solidificagao de uma liga binaria. Esse modelo é capaz de prever um fené6meno
observavel conhecido por solute trapping. Para um problema nao degenerado revisitamos
resultados de existéncia de solugao fraca, mostramos um principio do méximo, provamos
a existéncia de solugao forte (global para o caso bidimensional e local para o caso tri-
dimensional) e por fim obtemos um resultado de continuidade com respeito aos dados
iniciais. Além disso, provamos que um sistema degenerado tem uma solucao fraca.

O 1ultimo modelo descreve um fluido multifasico que esta sob o efeito de um campo
elétrico. Provamos a existéncia de solugao fraca global. Além disso mostramos resultados
de regularidade, global no caso bidimensional e local no caso tridimensional.

Palavras-chave: campo de fase, mudanca de fase, existéncia e regularidade de solu-
¢oes, solidificagao, equagoes de Navier-Stokes, equacao de Allen-Cahn, equagao de Cahn-
Hilliard.



Abstract

In this work, we present a mathematical analysis of three different phase-field models
which describe isothermal processes. In two of these models, we consider convection effects
that are described by Navier-Stokes equations.

In the first problem, we deal with a three-dimensional model of solidification for a
binary alloy with melt convection and under a magnetic field effect. The well-posedness of
the model is discussed. Moreover, the existence of a solution when the diffusion coefficient
of the concentration equation vanishes for some values of the phase-field is investigated.

The second model studied here is a Cahn-Hilliard/Allen-Cahn system that models
a process of solidification of a binary alloy. This model is able to predict an observa-
ble phenomenon called solute trapping. We revisit results of existence of weak solutions,
show a maximum principle, prove the existence of strong solution (global to the bidimen-
sional case and local to the three-dimensional case), and we take a result of continuity
with respect to initial data, to a non-degenerate problem. Furthermore, we prove that a
degenerate system has a weak solution.

The last problem concerns with a system of equations describing a multi-phase flow
under the effect of an electric field. We prove the existence of global weak solutions, global
regularity in the bidimensional case and local regularity in the three-dimensional case.

Keywords: phase-field, phase transition, existence and regularity of solution, solidi-
fication, Navier-Stokes equations, Allen-Cahn equation, Cahn-Hilliard equation.
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Introducao

Modelos de campo de fase alcancaram considerdvel importancia por serem tteis na
modelagem e simulagao de varios fenomenos complexos de crescimento de estruturas.
Esse tipo de modelo surge como uma aplicagao da teoria fenomenologica de Ginzburg-
Landau [26]. Basicamente, o modelo ¢ derivado a partir de um funcional de energia livre
ou de entropia livre que depende de um parametro de ordem, conhecido como campo de
fase, que caracteriza as diferentes fases. Podemos citar exemplos do modelo de campo
de fase aplicado para modelar: processos de solidificacao de ligas binarias [46, 47, 48|;
separagao de fase de fluidos multiféasicos [50, 31]; crescimento de tumores [5]; cristalizagao
[24]; forma de uma membrana celular [29]; dano de materiais [7], entre outros. Neste
trabalho o modelo de campo de fase é usado para descrever processos de solidificagao e
processos de separacao de fase, ou concentracao de soluto no solvente.

Esse tipo de modelo tem sido usado com sucesso para modelar processos de solidificagao
tanto para materiais puros quanto para ligas binarias. Podemos mencionar [12, 27, 13,
41, 28, 38, 8, 34], entre outros, onde sdo feitas analises tedrica e numeérica. No caso de liga
binaria, o funcional de energia livre (ou de entropia) também depende da concentragao
do soluto no solvente, veja por exemplo [46, 47, 48|.

Modelos de campo de fase para solidificacao tém sido estendidos para incluir efeitos
de convecgao, veja, por exemplo, [3, 6, 45, 36, 37, 9]. De fato, a convec¢ao tem um efeito
importante no comportamento do material influenciando no padrao da solidificacao; a
microestrutura em evolucao pode produzir fenémenos complicados e inesperados.

Recentemente, Belmiloudi e Rasheed propuseram, em [40], um modelo de campo de
fase para ligas binarias que incorpora convecc¢ao e a acao de um campo magnético. As
equacoes da concentragao, do campo de fase e da temperatura sao deduzidas de um
funcional de entropia, o efeito de conveccao ¢é incluido acoplando-se a equacao de Navier-
Stokes e o efeito do campo magnético é introduzido por meio de uma termo de forga de
Lorentz na equagao de Navier-Stokes. Dessa forma, o modelo se transforma em um modelo
da magneto-hidrodinaAmica (MHD) em que o campo magnético induzido é desprezivel
quando comparado com o campo magnético imposto. Isso acontece, por exemplo, quando
o numero de Reynolds magnético é suficientemente pequeno (para uma discussao mais
detalhada veja [15]). A analise matematica do caso bidimensional foi feita em [39], pelos
mesmos autores que propuseram o modelo. No Capitulo 2 desse trabalho fazemos a anélise
matemaética do caso isotérmico tridimensional e mostramos a existéncia de solucao fraca
para um caso quando o coeficiente de difusao da equagao da concentragao pode se anular.
As incognitas desse modelo sao o campo de velocidade u, a pressao p, a funcao potencial
do campo elétrico ¢, o campo de fase ¥ que representa a fase solida/liquida da liga e
a concentracao c¢ do soluto no solvente, cuja evolucao ¢ dada pelo seguinte sistema de
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equagoes:

po<g—? + (u- V)u) = —Vp+ pAu+ A (¢, c) + b()((—=Ve +u x B) x B),

divu =0,
A¢ = div(u x B),
oY

= + -V = A + Ay (1, ¢),

% + (u-V)e=div(D()Ve + As(v, c)Vih),

em () x (0,400), onde B representa o campo magnético, py > 0 é a densidade, u > 0
é a viscosidade, € > 0 é um paradmetro pequeno, D > 0 é o coeficiente de difusao e A,
b, Ay e Az sao fungoes nao lineares. No caso degenerado, as fun¢des nao lineares A,
Ay e Az tomam uma forma especifica, que sera discutida detalhadamente no Capitulo 2.
Consideramos a condi¢ao homogénea de Neumann sobre a fronteira para ¢, ¥ e ¢, ja para
u admitimos a condi¢ao homogénea de Dirichlet.

Naturalmente, devido as equacoes de Navier-Stokes, no caso tridimensional os resul-
tados de regularidade sao locais no tempo. Além disso, quando comparado com a analise
feita em [39], temos dificuldades adicionais devido ao termo extra b(¢))V¢ na equagao
da velocidade e por causa da equacao do potencial elétrico ¢, que, como explicado mais
detalhadamente no Capitulo 2, nao aparece no modelo bidimensional.

Outras duas equacoes relacionadas com modelos de campo de fase sao a equacao de
Cahn-Hilliard (C-H) e a equagcao de Allen-Cahn (A-C), onde ambas as equagoes modelam
um campo auxiliar que descreve algum tipo de interface. Essencialmente, a diferenca é
que a equacao C-H esta relacionada com algum parametro de ordem que é conservado
enquanto que a equacao A-C estd associada com um pardmetro de ordem que nao é
conservado. No nosso caso, no Capitulo 3, a equacao C-H estd modelando a concentracao
¢ de uma determinada substancia na outra e a equacao A-C estd modelando um parametro
de ordem ¢ que descreve a solidificacao da liga binaria. Estas equacoes foram propostas
em [49] e surgiram a partir de uma modificagdo do modelo apresentado em [48], essa
modificagao é feita com o intuito de abranger um fenémeno observado experimentalmente,
conhecido como solute trapping. Estudamos no Capitulo 3 um sistema de equacoes que
é obtido por meio de uma pequena modificagdao, que serd detalhada na Secao 3.1, nas
seguintes equagdes propostas em [49]:

06 _ of
o~ M (a—¢
0 0

(9_; =V - M, (c(l — o)V (a—£(¢,c) — 62Ac>) :

em {2 X (0,400), com {2 um aberto e limitado de R™, n = 2,3, M; e M, constantes
positivas, f = f(¢,c) a densidade de energia livre e ¢, Ac e ¢ satisfazendo a condigao
homogénea de Neumann sobre a fronteira.

(6,0) - e2A¢) |
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Um profundo trabalho sobre existéncia de solugao para um sistema degenerado de
Cahn-Hilliard / Allen-Cahn foi feito por Dal Passo, Giacomeli e Novick-Cohen em [14]. O
principal resultado neste artigo é um teorema sobre solucao fraca para um problema dege-
nerado, onde eles permitem que a mobilidade se degenere (tanto com respeito a ¢ quanto
com respeito a ¢) bem como é permitido singularidade nas derivadas f, e f. da densidade
de energia livre f. Para esse fim, primeiramente eles estudaram um sistema regularizado,
ou seja, quando a mobilidade é maior que uma constante positiva e as derivadas da den-
sidade de energia livre tém mais regularidade do que no problema original. Demonstra-se
a existéncia de solugao fraca para esse problema regularizado, e entao eles mostram que
uma sequéncia de solugoes do problema regularizado converge para uma solugao fraca do
problema singular-degenerado.

No Capitulo 3, procedemos na mesma dire¢ao que em [14], mas existem algumas di-
ferencas no problema resolvido aqui quando comparado com o deles. Primeiramente,
apesar de o nosso resultado sobre solugao fraca para o problema nao degenerado (veja
o Teorema 2.3.2) poder ser visto como um caso particular do Teorema 2.1 em [14], nos
exploramos mais a fundo, na Sec¢ao 3.2, o problema nao degenerado, provando a existéncia
de solucgao forte local e a unicidade desta solu¢ao. Em segundo lugar, no caso degenerado,
fomos capazes de evitar as singularidades na derivadas da densidade de energia livre, que
é diferente da densidade de energia livre deles, e como veremos na Secao 3.1, essa forma
especifica da energia livre nos permite estabelecer o sistema de equagoes de uma forma
ligeiramente diferente, de modo que os coeficientes das derivadas da concentracao ¢ nao
tenham singularidades. Vamos permitir que a mobilidade se degenere apenas com res-
peito ao parametro de ordem ¢, mas nossa demonstragao de existéncia ¢ independente
do principio do maximo e nossa definicao de solucao fraca para o problema degenerado é
ligeiramente diferente. Por exemplo, no nosso caso nao foi necessario tomar fungoes teste
que tenham suporte compactamente contido no conjunto onde 0 < ¢ < 1, como pode ser
visto na Secao 3.3.

Como ja comentamos anteriormente, os modelos de campo de fase sao tuteis para
descrever fluidos multifasicos, um caso bastante interesante e de grande importancia na
ciéncia sao os fenémenos da eletrohidrodindmica em fluidos multifasicos, também conhe-
cidos com “electrowetting” no caso em que acontecem efeitos de “parede”, isto é, a solugao
toca uma parede solida. Este tipo de fendomeno ocorre, por exemplo, quando se tem uma
gota de uma determinada substancia imersa em um fluido sofrendo o efeito de um campo
elétrico, veja por exemplo [16, 20, 31, 50|. Nestes tipos de modelos sdo combinadas as
equacoes de Navier-Stokes para a velocidade do fluido, de Cahn-Hilliard para o campo
de fase, da densidade de carga e do potencial elétrico, de modo que se tem um sistema
de equagoes altamente nao linear e envolvendo equagoes de naturezas distintas. No nosso
caso, temos as equacoes de Navier-Stokes que é um sistema de equacgoes de segunda ordem
(descrevendo a velocidade de fluido u e a pressao p), a equacao de Cahn-Hilliard que é de
quarta ordem (modelando o pardmetro de ordem ¢ e o potencial quimico ¢), a equagao da
densidade de carga elétrica p que é essencialmente uma equagao do transporte (e portanto
de primeira ordem) e a equacdo do potencial elétrico V' que é uma equagao eliptica de
segunda ordem. O sistema de equagoes que nos da a evolu¢ao no tempo de u, p, V, p, ¢
e ¢ é dado por:
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Po (6_u + (u- V)u) = —Vp+2div(u(c)D(u)) — pVV + ¢Ve,

ot
div(u) =0,
€€, AV = —p,
ot V==
Jc

o T Ve =div(M (Vo).

¢ =V'(c) — *Ac,

satisfeito em Q x (0,+00), onde D(u) = (Vu + Vu?)/2, py ¢ a densidade de massa
volumétrica, p € a viscosidade, €y é a permissividade do vicuo, €, é a constante dielétrica,
o ¢ a condutividade elétrica, d > 0 é o coeficiente do gradiente de energia do soluto, M é
a mobilidade do campo de fase e ¥ é um potencial de pogo duplo (double well potential)
com minimos em 0 e 1. Além disso, supomos que a densidade de carga elétrica total é
nula, isso é, fQ p = 0, e admitiremos as seguintes condi¢oes de contorno:
u:g—‘;:%:%zo sobre 9 x (0, 4+00),

em que n é o vetor normal unitirio exterior. KEssas equacoes podem ser vistas como
um caso do sistema mais geral de equagdes proposto em [50], pois assumimos que a
densidade de massa, a constante dielétrica e a condutividade elétrica sao constantes. Por
outro lado, diferentemente do proposto em [50], permitimos que a mobilidade dependa da
concentracao.

Talvez o trabalho que mais se aproxime do que fizemos no Capitulo 4 da presente tese
seja o artigo [16]. Do ponto de vista fisico, essencialmente a diferenca é que em [16] é
considerado o efeito de parede citado anteriormente. No caso da gota imersa em um fluido
podemos pensar que o efeito de parede consiste do fato que a gota toca um eletrodo. Do
ponto de vista da analise matematica, em [16] sdo demonstrados resultados de existéncia
de solugao fraca em dimensao dois e trés. Foi estudado tanto o caso em que a condutivi-
dade elétrica nao se degenera quanto o caso em que se degenera no exterior da gota. No
nosso caso, a equagao para a densidade de carga elétrica p ¢ uma equacao de transporte,
ja em [16], essa equagao é de segunda ordem. Todavia, mostramos, além do resultado
de existéncia de solucao fraca, resultados de regularidade de solucao tanto para o caso
bidimensional quanto para o caso tridimensional. Naturalmente, por conta das equacoes
de Navier-Stokes, provamos apenas resultados de regularidade global para o caso bidi-
mensional. Observamos que as técnicas utilizadas em nosso trabalho sao diferentes das
de [16] onde é aplicado o método de Galerkin. Aqui combinamos semi-Galerkin, regula-
rizacao parabolica e ponto fixo, o que nos permite aprofundar a analise da regularidade
das solugoes.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os principais resultados preliminares utilizados ao longo
dos demais capitulos. Comecamos fixando algumas notagoes, depois apresentamos resul-
tados como a desigualdade de Young, desigualdades de Gronwall, resultados de imersao e
de interpolacao e, por fim, uma vez que no Capitulo 4 aplicamos o método de regularizacao
parabolica, apresentamos alguns resultados para uma equacgao do transporte regularizada.

1.1 Notacoes

Notacoes de conjuntos

1.
2.

Em geral, €2 denotard um subconjunto aberto e limitado de R", n =1,2,3,---.

Dado um T > 0 qualquer, em geral denotamos Q1 = Q x (0, 7).

. 082 denotara a fronteira do conjunto 2.

. Diremos que a fronteira de Q, 92, é de classe C* se ¢ uma superficie que localmente

pode ser parametrizada por uma funcao de classe C* de forma que, localmente, os
pontos de €2 fiquem do mesmo lados da superficie. Diremos que 02 é de classe C*°
se & de classe C* para todo k =1,2,3, -+, (veja [17, Apéndice C.1]).

. Dados x € R", By = B(z, p) uma bola aberta centrada em z e de raio p e By uma

bola aberta que nao contém x, o conjunto
C, :Blﬂ{x+)\(y—x),y€ Bg,)\>0}

¢ chamado de cone finito em R" de altura p e com vértice em .

. Dizemos que 2 C R" tem a propriedade do cone se existe um cone finito C' tal que

cada x € ) é o vértice de um cone finito C, contido em {2 e congruente a C.

Nos capitulos 2, 3 e 4, {2 serd um conjunto aberto, limitado e conexo de R"™, n =
2 ou 3, com fronteira J9) de classe C*°. Veja em [2, Cap. 4, item 4.11] que © com
estas propriedades satisfaz a propriedade do cone.



16

Notacao de espagos de fungoes

1.

- W N

CH(Q) = {u:Q — R; ué k vezes continuamente diferenciavel}.
C*(Q) = {u € C*(Q); supp(u) é compacto}, supp(u) = {x € Q; u(x) # 0}.
C(Q) = My C*(Q) e C2(Q) = ML, Ce ().

D(2) é o espago C°(2), com a seguinte no¢ao de convergéncia: u, — u em D({2)
se exite um compacto K C Q tal que u,, C C*(K) e D%, — D“u uniformemente
V «, onde « estda denotando um multi-indice. Dizemos que D(2) é os espago das
fungoes teste em ().

. D'(2) é o dual topolégico de D(Q2) e é chamado o espago das distribui¢des sobre (.

Seja Q C R? aberto e v € (0,1]. O espago de Holder
CH(Q)
consiste de todas as fungoes u € C*(Q), tal que a norma

[ullora @y = Z 1D%ull o0y + Z [Dau]cow(ﬂ)

jal<k =k
¢ finita. Onde,

HUHC(Q) := sup |u(w)],

e
) u(e) — uly)|
u(z) —u(y
(U] ho(q) = sup {—}
oo @) Y€, xty |z —y|

No caso particular em que u € C%(), dizemos que u ¢ uma fungao Lipschitz.

LP(Q) = {u : Q = R; u & Lebesgue mensuravel, ||ul|»(q) < 0o}, estard munido com
a seguinte norma:

|l ey = (fQ |u|p)1/p se 1 <p< oo,
ess suplu| = inf{C' > 0: [{z : |f(x)] > C} =0} sep=oc.

No caso p = 2 temos um espaco de Hilbert munido com o produto interno

(u,v) :/ﬂuv,

LP(Q) ={u=(u1, - ,up) | v, € L*(Q)} = LP(Q)", com norma

n 1/n
[ullur@) = <Z ||Uz'||LP(Q)) .
i=1

No caso p = 2, o produto interno fica definido da seguinte maneira:

para todo u, v € L*().

n

() = 3 (),

=1

onde u,v € L*(Q).



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

17

WHhP(Q) = {u | D*u € LP(Q), ¥V o tal que |a] <k} comk €N, 1 <p < oo, @ é um
multi-indice e D®u denota a derivada de ordem « de u no sentido das distribuigoes.
Esse espaco estard munido com a norma

1/p
o = 4 (S Dulg) " se1<p <00
2 joj<k D0l o se p = 0.

O espago W"?(£2) munido com a norma acima é um espaco de Banach e ¢ chamado
espaco de Sobolev.

H*(Q) = WF2(Q)) é um caso particular em que o espago de Sobolev ¢ de Hilbert
quando munido do produto interno

(u, V) gy = Z (D%u, D*v)2(q) para todo u, v € H*(Q).
o] <k
— _Wwhkwp
WyP(Q) = C’(?O(Q)W munido com a mesma norma de W*?(Q) e H¥(Q) = Wy?(Q)
com produto interno de H*().

WEP(Q) = WhEr(Q)", HY(Q) = HHQ)", WP (Q) = WP ()" e HG(Q) = HE ()"
Todos esses espacos sao munidos com as normas e produtos internos usuais, assim
como fizemos para LP().

H*(Q) = [H™(Q), L*(Q)]s, para todo s > 0real ,m = s/(1 — 6), m inteiro, 0 <
0 < 1. Aqui [H™(Q), L*(Q)]s denota um espaco intermediario entre H™(Q2) e L*(),
veja [32, Segao 2 do Capitulo 1].

V={ve (Cxr)"|divv=0}
H=V" = {ve (LXQ)" |divv=0, v-n=0on Q).
V=Y = (v e (H(Q)" | div v =0}.
H=HxL*Q) x L*(Q) e V=V x H(Q) x H'(Q).
Sejam X um espaco de Banach com norma || - || e 7" > 0 fixado.

(a) LP(0,T;X) ={u:[0,T] = X | |Jullzr(o,r;x) < 00}, onde

ull o o.z0) = { (foT Hu(t)det>1/p se 1 <p<oo
ess supye(o,rl[u(t)|  se p = oo.
(b) C(0, T X) = {u: [0,T] = X | Jullequmy < oo}, onde

X) = t)-
o = mas ()]

(c) WtP(0,T;X) = {u : [0,T] — X | u, v € LP(0,T;X)}, onde v/ denota a
derivada fraca de u em [0, T, ou seja,

/0 & (t)u(t)dt = — / Bt (t) ¥ 6 € C2(0,T).



18

Notacgoes da Analise Funcional

1. Seja E um espago normado, com norma || - ||, e E’ seu dual topologico.

(a) Diremos que x,, converge para = na topologia fraca de E, ou que x, converge
fracamente para x em F, e denotamos por

T, = em F,

se para todo funcional em f € E', f(x,) — f(x).
(b) Diremos que f, converge fraco-estrela para f em E’, ou que f,, converge para
f na topologia fraca-estrela de E’, e denotamos por
fo = fem E,
se para todo x € E, f,(z) — f(z).

2. Sejam X e Y espacos de Banach, diremos que X esta continuamente imerso em Y

e denotamos por
X =Y,

se X CY e o operador inclusao é continuo, isto é, existe uma constante C' > 0, tal
que
zlly < Cllzlx, V2 e X

3. Sejam X e Y espagos de Banach, diremos que X esta compactamente imerso em Y
e denotamos por
XSy,

se X C Y e o operador inclusao ¢ compacto e continuo, isto é, toda sequéncia
limitada em X tem subsequéncia convergente em Y e

X =Y.

1.2 Algumas desigualdades

Nesta secao, listamos algumas desigualdades que serao frequentemente usadas no de-
correr deste trabalho.
Os dois proximos teoremas podem ser encontrados no apéndice de Evans [17].

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Young com 7). Sejam a, b > 0, 1 < p, ¢ < o0,
% + % = 1. Entao para qualquer n > 0

ab < na? + C(n)b?

onde C(n) = —

(np)r/aq’

Teorema 1.2.2 (Desigualdades de Gronwall linear). Seja 7(-) uma fungao nao negativa,
absolutamente continua em [0, 7] e que satisfaz:

d

2(t) < o(t)n(t) + () q.tpem [0, 7],
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onde ¢(t) e (t) sdo fungdes somaveis nao negativas em [0, 7]. Entao,

o0 <520 [0+ [Cuias] vie

Em particular, se

d
51 < ¢nem [0,T] e n(0) =0,

entao,
n=0em [0,7T].
Outro resultado que serd importante ¢ a seguinte desigualdade de Gronwall nao linear
(veja pagina 362 de [35]):

Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Gronwall nao linear). Sejam z, a, b, e k fung¢oes con-
tinuas e nao negativas em [0, 7], n > 2 um nimero natural e a/b uma fungao nao decres-
cente. Se

() < a(t) + b(t) /0 k(s)2"(s)ds, t € [0, T,

entao

1-n

2() < a(t) (1 - 1) /0 t k(s)b(s)a"‘l(s)d5> L 0<t<T,

t
em que T, = sup {t €0,7]):(n— 1)/ kba" 'ds < 1}.
0

1.3 Resultados de imersoes e de regularidade

O proximo teorema pode ser encontrado em [17, Teorema 3, cap. 5, sec. 5.6]. Como
veremos, uma consequéncia desse resultado é a desigualdade de Poincaré.

Teorema 1.3.1. Assuma que §2 seja um subconjunto aberto e limitado de R™. Suponha
u € VVO1 () para algum 1 < p < n. Entdo temos a seguinte estimativa

1l 2oy < ClVullzro)

para cada ¢ € [1,p*], onde p* = n”—_";) e C depende apenas de p, g, n e Q.

*

Note que dado 1 < ¢ < o0, existe p < n, suficientemente proximo de n, tal que ¢ = p*.
Mas como g = p* > p, segue que, ||Vul/r» < C||Vu|| L, e portanto

|ullze < C||\Vullpe, ¥ u € Wy (Q). (1.3.1)

Chamaremos esta tltima desigualdade de desigualdade de Poincaré.

Quando nao temos a propriedade que u se anula na fronteira, temos a seguinte versao
da desigualdade de Poincaré que é conhecida como desigualdade de Poincaré-Wirtinger.
Esse resultado pode ser encontrado em [17, Teorema 1, cap. 5, sec. 5.8].

Teorema 1.3.2 (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger). Seja € um subconjunto aberto
limitado e conexo de R", com fronteira 99 de classe C'. Assuma que 1 < p < co. Entao
existe uma constante C', dependendo apenas de n, p e €2, tal que

[u = (Wallzr@) < ClIVullrr (@), (1.3.2)

1
para cada fungao u € Wh(Q), (u)q := l / u.
Q
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Os dois proximos resultados sao, respectivamente, o Teorema 6 da secao 5.6 e o Teo-
rema 1 da se¢do 5.7 de Evans [17].

Teorema 1.3.3 (Desigualdade geral de Sobolev). Assuma que 2 é um subconjunto limi-
tado e aberto de R", e 90 é C*.

(i) Se k < 2. Entao,

WkP(Q) c LI(Q)
np
—pk”
constante C' > 0 (que depende apenas de k, p e n) tal que

para cada 1 < ¢ < ~ Além disso, a inclus@o é continua, isto é, existe uma

[ullzag) < Cllullwrr)-

(ii) se k> . Entao,
Wk2(Q) c CF17171(Q),

para todo [ satisfazendo [ < % <l+1le

57
n

[+1—1% se % nao é inteiro
T qualquer niimero positivo menor que 1, se > ¢ inteiro.

Além disso, a inclusao é continua.

Teorema 1.3.4 (Rellich-Kondrachov). Assuma que 2 ¢ um subconjunto limitado e aberto
de R", e 902 ¢ C'. Entao,

1. se 1 < p < n tem-se
WhP(Q) <5 LI(Q)

np_
n—p’

para cada 1 < ¢ < p* :=
2. se p = n tem-se
Whr(Q) < LI(Q)
para cada 1 < g < +o0.

Corolario 1.3.5. Assuma que  é um subconjunto limitado e aberto de R™, e 9Q é C*.
Entao,

1. se 1 < p < n tem-se
WmP(Q) <& Wme(Q)

para cada 1 < ¢ < p* := &

n—p’

2. se p = n tem-se
WP (Q) <5 Wma(Q)

para cada 1 < ¢ < +o0.
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Demonstragdo. Seja uy uma sequéncia limitada de W T™?(Q), entao D%uy, ¢ limitado em
WP para todo « tal que |a| < m. Entéao, pelo teorema de Rellich-Kondrachov, seque que
existe uma subsequéncia tal que

D%y, — D% em L) VY |af <m.
Ou seja, existe u € LP(§2) e uma subsequéncia uy,, tal que
ug, — u em W™Q).
Note que essa argumentacao se aplica para os dois itens do corolério. O

O seguinte teorema nos da um resultado de regularidade eliptica para um operador
coercivo, para a demonstragao veja, por exemplo, [19, Theorem 7.32].

Teorema 1.3.6. Seja 90 de classe C*. Suponha que X seja Hj(Q) ou H'(Q2), que D
seja tal que

D(v,u) = Z (00, a0 30°U), Gap € CF(Q)

e, BI<1
e que existem constantes C' > 0 e A > 0 tais que
D(U,U) > C”'UH%P(Q) - )\HUH%Z(Q), VovelX.

Além disso, suponha que u € X e f € L?(Q) satisfazem D(v,u) = (v, f) para todo
veX. SefeH¥Q) (k=0,1,2,--+), entdo u € H*2(Q) e existe uma constante C' > 0,
independente de u e f, tal que

[ullzzee2i) < CUf lan@) + llullz2@)-

Quando k£ > 0, o proximo resultado é um corolario do ultimo teorema, se trata do
caso em que D(v,u) = (Vu,Vv). No caso k = 0, veja [23, Teorema 2.3.3.6] junto com
[43, Proposigao 7.7|.

Corolario 1.3.7. Sejam 0 de classe C®, k € N e u € H'(Q) tal que Au € H*(Q)
e Ou/On = 0 sobre ), entdo vale que u € H*2(Q) e existe uma constante C' > 0,
independente de u, tal que a seguinte estimativa eliptica é satisfeita

[ullrse < Cl| Aull gz + [lul ). (1.3.3)

Demonstracao. Suponhamos que k£ > 0 e consideremos o caso particular do ultimo teo-
rema em que D(v,u) = (Vov, Vu) tal que v, u € H'(Q). Pela desigualdade de Poincaré-
Wirtinger (1.3.2), existe C; > 0 tal que

[v = (v)all2@) < Cil|VollLz @),
entao,
D(,0) = [ Vo Vo= [VolZae > 2 VolZa + oo — (W)al?
0= = 12(0) = 5 2@+ 50 ellz>(o)

. 1
> min{1/2,1/(2C1) (V2@ + [0ll720) — 2—Cl||(v)ﬂ!|%z(m

> Cllvlln ) — AllvIze,
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onde C'=min{1/2,1/(2C})} e A = 1/(2C}).
Assim, podemos aplicar o teorema anterior para f = —Auwu, ja que pelo fato de que
u € H%(Q) satisfaz Ou/On = 0 sobre 95, segue, integrando por partes, que

D(v,u) = —/QAUU = (v, f), Yv € H'(Q).

Dessa forma, obtemos que se f € H"(Q), segue que u € H*2(Q) e
[ullzrier < O AU gx + [l 22)-

]

Uma vers@o similar da proxima proposi¢ao pode ser encontrada em [43, Prop. 7.6].
Entretanto, apresentaremos uma demonstracao utilizando o conhecido teorema de Lax-
Milgram, que afirma que dada uma forma bilinear, continua e coerciva, D : H x H — R,
onde H é um espago Hilbert, e uma funcional f € H’ existe unico u € H tal que
D(u,v) = (f,v) para todo v € H (veja, por exemplo, [17, Teorema 1, cap. 6]).

Proposigao 1.3.8. Seja 02 de classe C*. Dado f € L*(f2), o problema

du

—Au = f em (), In

= (0 sobre 0N2

tem uma solugao fraca u € H*(f2) se, e somente se,

| =0

Desde que essa condi¢ao valha a solucao u € tinica a menos da soma por uma constatante
e pertence a H*2(Q) se f € H*(Q), k > 0.

Demonstragdo. Seja u € H'(2) uma solucio fraca do problema, isso é
/Vu-sz/fv, Vue HYQ).
Q Q

Entao, tomando em particular v = 1, segue que

|i=o

Suponhamos agora que [, f = 0. Consideremos o subespaco fechado de H'() (e portanto
de Hilbert com o produto interno induzido de H*(£2)), definido por

A::{ueHl(Q) ‘(u)gzﬁ/gu:O}.

Consideremos também a forma bilinear D : A x A — R definida por

D(u,v) = / Vu - V.
0
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E facil ver que D é continuo, além disso, pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger (1.3.2),
existe C > 0, tal que

1 1
|Bu, u)l = [Vullz) = 51Vullzz@) + ac; v = (u wallZz o)

> min{1/2,1/(201) }|ullF gy,

o que mostra que D ¢é coercivo. Entao, dado f € L*(Q), pelo teorema de Lax-Milgram,
existe tnico u € A, tal que

D(u,v) = (f,v), Vv e A

Resta provar que essa tltima expressao vale para todo v € H*(2). De fato, se v € H'(Q),
v— (v)q € A, entao

D(u,v) = D(u,v — (v)a) = (f,v — (v)a) = / ;.

Lembrando que [, f = 0, segue que D(u,v) = (f,v) para todo v € H'(Q)
Como A~ H 1( )/R, seque que a solugao u ¢ a tnica em H'(§)) a menos da soma por
uma constante. A regularidade é dada pelo Corolério 1.3.7. O

Assim como o coroléario anterior, a proxima proposi¢ao pode ser vista como um resul-
tado de existéncia de solugao. Essa proposicao tem um papel importante para recuperar
a pressao nas equagoes de Navier-Stokes.

Proposigao 1.3.9 (Prop. 1.1, Capitulo I em [44]). Seja © um conjunto aberto de R" e
f= 1, fa), tal que f; € D'(Q), 71 =1,--- ,n. Umna condi¢do necessaria e suficiente
para que exista p € D'(Q2) tal que
f=Vp,
é que
(f,v)=0,VveVl.

O proximo resultado pode ser encontrado em [44, Prop.1.2 item (i), Capitulo I]. A van-
tagem do proximo teorema quando comparado com a desigualdade de Poincaré-Wirtinger
(1.3.2), é que neste caso nao é necessario ter como hipotese que p € L*(2) para obter a
desigualdade, ao invés disso, esse fato aparece como uma tese da proposicao. Além disso,

essa proposicao pode ser vista como um resultado de regularidade para a proposicao
anterior.

Proposigao 1.3.10. Sejam () um subconjunto aberto limitado de R™ cuja fronteira OS2 é
localmente Lipschitz e p € D'(Q2). Se dp/dx; € L*(Q2), parai=1,--- ,n, entao p € L*()
e

[pllz2 0= < Cl VDl L2,
onde C' > 0 é uma constante que pode depender de €2, mas nao da pressao p.

O proximo lema pode ser encontrado em [33, Lema 3.4], e nos da uma estimativa para a
norma L? da pressao que aparece na decomposicao de Helmholtz de —Awv, v € VNH?(Q)",
isso € ,

—Av = Av + Vp, (1.3.4)
onde A ¢é o operador de Stokes e p € H'(Q) é tal que [,p =0.
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Lema 1.3.11. Sejav € V N (H?(Q))" e considere a decomposigao de Helmholtz de —Awv
(isso é, a decomposi¢ao em (1.3.4)). Entao, para todo € > 0 existe uma constante positiva
C. independente de v tal que vale a seguinte estimativa:

Ipllze < Cel[ V]| 22 + €l Av][ 2.

O teorema a seguir sera de importancia fundamental para se obter obter convergéncia
forte de subsequéncias que estao limitadas em espagos convenientes, e como veremos nos
proximos capitulos, estas convergéncias fortes serao essenciais devido as nao linearidades
presentes em todas as equagcoes estudadas neste trabalho. Este teorema é conhecido como
Lema de Aubin-Lions-Simon e sua demonstra¢ao pode ser encontrada em [42, Corolario
4].

Teorema 1.3.12. Sejam X, B e Y espacos de Banach, onde X S BoyY.

1. Sejam F' limitado em LP(0,7;X), onde 1 <p < oo e %—I; = {g—{ [ € F} limitado
em L'(0,7;Y). Entao, F é relativamente compacto em L?(0,T’; B).

2. Sejam F' limitado em L*>(0,7; X) e %—i limitado em L"(0,7;Y’) para algum r > 1.
Entao, F' é relativamente compacto em C([0,T]; B).
1.4 Resultados de Interpolacao
Sejam X e Y espacos de Hilbert separaveis satisfazendo:
X CY, X denso em Y com inje¢ao continua. (1.4.1)
Denotamos por [X,Y]s o espago intermediario. Para detalhes sobre a defini¢ao desses
espagos veja 32, Segao 2 do Capitulo 1].
O seguinte resultado nos da uma desigualdade de interpolagao para X e Y com as
propriedades acima. Veja [32, Proposi¢ao 2.3].
Proposicao 1.4.1. Para X e Y satisfazendo a propriedade (1.4.1) e todo u € X,
lull ey, < Cllullx S
Vale lembrar aqui a definicao do espago de Sobolev fracionério:

H*(2) == [H™(), L*(Q)]y, para todo s > 0 real ,m = s/(1 — ), m inteiro, 0 < 6 < 1.

Estamos interessados em interpolagoes entre esses espacos de Sobolev, para isso apresen-
tamos primeiro o seguinte teorema que nos dé os espagos intermediarios entre dois espagos
de Sobolev fracionérios. Este teorema pode ser encontrado em [32, Teorema 9.6].

Teorema 1.4.2. Assuma que {2 seja um aberto limitado de R"™, com fronteira de classe
C'. Entao,

(21 (©), H*(@)]y = HO-0o105 ()

para todo s; > 0, s < 51, 0 <0 < 1.
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Desses dois ultimos resultados, e também da definicao de H*(Q2), seque a seguinte
desigualdade de interpolagao:

- (1.4.2)

lull ga-osi 00, < Cllullzzed ul

para todo s; > 0, s5 > 0, so < s1, 0 < 0 < 1. A constante C' > 0 pode depender de @, sq,
€ So.

Outro resultado que sera importante nesse trabalho é a interpolacao de Gagliardo-
Nirenberg (veja, [21, Teorema 10.1]):

Teorema 1.4.3. Seja 2 um dominio limitado de R™ com 02 de classe C™, e seja u €
Wwmr(Q)N L1(Q), 1 <r, g < oo. Para qualquer inteiro 7, 0 < j < m, e para qualquer
namero a no intervalo [j/m, 1], dado que

1 ) 1 m 1
—:l—l—a(———)—l—(l—a)—.
p n roon q

Se m — j —n/r ndo é um inteiro ndo negativo, entao
ID7ull Loy < Cllullfymelull ", (1.4.3)

onde a constante C' depende apenas de €2, 7, ¢, m, j e a.
Se m — j —n/r é um inteiro nao negativo, entao (1.4.3) ¢ satisfeita para a = j/m.

Temos dois casos particulares do dltimo teorema que sao de especial importancia ao
longo deste trabalho:

1.n=27=0,p=4,r=2m=1,a=1/2 e g =2, temos que
ull s < Cllull 7 |lul|¥2, para todo u € H'(R). (1.4.4)
Pela desigualdade de Poincaré, se u = 0 sobre 052, temos que

ull s < C||Vul| o[l ks, for any f € HE(€). (1.4.5)

2.n=3,j=0,p=4,r=2,m=1,a=3/4eq=2, temos que

3/4) 111/4

lull s < CllulP4jul¥, para todo u € HY(R). (1.4.6)

Pela desigualdade de Poincaré, se u = 0 sobre 052, temos que

ullps < C|[Vul|2H|ullis!, for any f € HE(€). (1.4.7)

Outro importante resultado de interpolagao é o seguinte teorema:

Teorema 1.4.4 (Teorema 5.9 em [2]). Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de R"
satisfazendo a propriedade do cone e com fronteira C'. Suponha também que g > p > 1,
mp >n e mp—p < n. Entdo, existe C' (que pode depender de m, n, p, ¢ e do volume
do cone) tal que se u € W™P(Q)

[u(@)] < Cllullymollull

np

para todo z € (), e 0 = P e g
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Nos resultados a seguir admitimos que fronteira 02 é de classe C*°, que em particular
satisfaz a propriedade do cone (veja o Capitulo IV [2]).

Um caso particular do tltimo teorema que serd importante no presente trabalho é
conhecido como desigualdade de Agmon.

Corolario 1.4.5 (Desigualdade de Agmon). Seja € um subconjunto aberto e limitado
de R? com fronteira de classe C*. Entdo, existe C' > 0 tal que se u € H?({)

1/2 1/2
full e < B [l 12 1z (1.4.8)

Demonstracao. Tomando n = 3, p = 2, ¢ = 6, m = 2, no teorema anterior, temos
g>p>1l,4=mp>n=3e2=mp—p<n=3. Entao, § = anr(:;in)q = 6+(4673)6 :%,

Lembrando que a inclusao H'(Q) C L°(Q) é continua, segue o corolario. O

O proximo lema é uma consequéncia da desigualdade de Agmon apresentada no coro-
lario acima.

Lema 1.4.6. Seja Q um subconjunto aberto e limitado de R? com fronteira de classe C*°.

Se u € H*(Q) e satisfaz % = 0 sobre 02, existe C' = C((2) tal que

IVullp= < Cll Al 2|V Aul 2 (1.4.9)
Além disso, se u € H4(Q) e 224 = () sobre 91

IVl < Ol A% 5 Al (1.4.10)

L2 L2
Demonstrag¢ao. Observe que, pela desigualdade Agmon (1.4.8), temos que

IVullie = [V (u = (o)~ < CIV(u— (W) mIV(u— (w)o)ll:
< Cllu = (Wallm2llu = (wall s

Agora, pela regularidade eliptica e pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger (1.3.2), segue
que

IVullie < C(Aullzz + [lu = @allz2) (Al g + u = (wal 2@)
< C([[Aullrz + [[Vull 2)(IVAull 2 + [[Aull 2 + [Vl 2(@)-

Integrando por partes e usando novamente a desigualdade de Poincaré-Wirtinger, temos
que

IValf: = 19 = )l == [ (= @a)du+ [ (w=(we)Vu-n

o0
< lu = (Wall2[Aull2 < Cl[Vul| 2| Aull 2.

Dessa forma,
[Vullr2 < Cl|Aul| 2.
Além disso, ||Au||2 < C||VAu||L2, ja que

|Aul|7: = — / VuVAu+ | AuVu-n < Cll|Aul|rz||VAu 2.
0 20



27

Entao,

IVl < CllAul 2 (IVAul 22 + 2] Aul|2)

Donde segue (1.4.9).
Ademais, temos o seguinte resultado de interpolagao:

IV Au||2 < [|A2u]| 5] Aul )y (1.4.11)
De fato, integrando por partes e usando que aaA“ = 0 sobre 012, temos que

|V Au|3. z—/AuA2u+/ AuVAu-n
Q o9
< | Aul21A%] o

Ou seja,
IVl e < C|| A% 51 Aul) 25"

]

Lema 1.4.7. Seja 2 um subconjunto limitado e aberto de R? com fronteira de classe C°.

Se u € HY(Q) e satisfaz 2% = 224 = () sobre 0f2, entéo existe C' = C(€) tal que

[Vl < OV} A2} (1.4.12)

Demonstragdo. Pelaimersio de Sobolev H*2(Q) € L>(f2) e usando a definicio H/%(Q) :=
[H?(2), L*(Q)]1/2, junto com a interpolagdo (1.4.2), obtemos que

V|| < C|Vullgare < C|Vull 2 Vull s
< OVl e — (wall}:-

Aplicando a regularidade eliptica e a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (1.3.2), segue
que

IVullie < ClIVul2(|Aullgz + [[Vull )
< ClIVullz2 (A%l 22 + [[Aul g2 + | Vull2).

Como vimos no ultimo lema

IVul[r2 < Cf|Aul|ze,
[Aulr2 < C|VAuU| L,
IV A2 < C|| A2z

Entao temos o resultado desejado. O
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1.5 Resultados envolvendo operadores

Operador de superposicao

Seja f : QxR — R. Dada uma funcao u : 2 — R, definimos o operador de superposic¢ao
gerado por f por f(u)(z) = f(x,u(z)). Eventualmente, pode ser que f : R — R, neste
caso f(u) = fou.

Um resultado envolvendo operadores de superposicao ¢ o Teorema 9.7 em [4], que
enunciamos abaixo.

Teorema 1.5.1. Seja €2 C R" limitado, e seja kp > n. Suponha que a fungao f seja
k—vezes continuamente diferencidvel em €2 x R. Entao o operador de superposi¢ao f
gerado por f mapeia W*P(Q) em si mesmo e ¢ limitado e continuo.

Um caso que o ultimo teorema nao se aplica e que precisaremos na presente tese é
quando k =1, p =2 en = 2,3. Por isso enunciamos o proximo teorema como em Kavian
[25] Teorema 16.7.

Teorema 1.5.2. Sejam 1 < ¢ < p < n, () um aberto de R" e f uma fungao de R
em R. Entao, f é um operador continuo de WhP(Q) em Wh(Q) se, e somente se, f &
localmente lipschitziana e sua derivada (que existe q.t.p em R) satisfaz a seguinte condigao
de crescimento:

Ja, b>0, tal que Vs € R, |f/(s)] < a+ b|s|"P-2/(aN=ap),

Vf(u) = f'(u)Vu q.t.p em Q.
Além disso, se 1 < p < 00, o operador f é continuo de WhP(Q) em WP(Q) (em geral, se
p =00, f nao é continuo de W>°(Q) em Wh>(Q)).

A seguinte proposicao é importante na demonstracao de existéncia de solugao fraca
para um caso degenerado das equagoes estudadas no Capitulo 2 e é demonstrada em
[30, Proposi¢ao 3.1]. Essencialmente, essa proposigao estabelece que um operador de
Nemytskii é fracamente sequencialmente continuo se, e somente se, a fungao que da origem
a ele for afim.

Proposicao 1.5.3. Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de R™ e seja f € C(R)
tal que |f(t)] < a+ b|t| para a,b > 0. Entao, o operador de superposigdo de Nemytskii
[ LP(Q) = LP(Q), p < +oo, definido por f(u) = f ou, é fracamente sequencialmente
continuo se, e somente se, f é uma funcao afim.

Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
Usaremos a seguinte versao do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder (veja o Teo-
rema 11.6 em [22]) no Capitulo 4:

Teorema 1.5.4. [Ponto fixo de Leray-Schauder| Seja X um espago de Banach e S um
operador compacto de X x [0, 1] para X, tal que S(z,0) = 0 para todo z € X. Suponha
que exista uma constante M > 0 tal que

lzllx < M

para todo (z,\) € X x [0, 1] satisfazendo = = S(z, \). Entdo, o operador S; = S(-,1) :
X — X tem um ponto fixo.
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1.6 Equacao de transporte regularizada

Nesta secao demonstramos alguns resultados relacionados com a equacao do trans-
porte regularizada. Apesar desses resultados serem, essencialmente, uma aplicacao relati-
vamente simples do método de Faedo-Galerkin, daremos breves demonstragoes dos mes-
mos. Faremos isso por nao termos encontrado esses resultados enunciados exatamente na
maneira que desejamos aplicar.

Sejam 2 C R™ um dominio limitado com fronteira 02 de classe C*°, T > 0. Nessa
secao estaremos interessados no problema:

0
a—f +(u-V)p+ap=ecApem Qr, (1.6.1)
p(0) = py em Q (1.6.2)
dp
0 = 0 sobre 0N (1.6.3)

onde u C C([0,T]; V), Qr = Q x (0,T), a e € s@o constantes positivas. Veja que, como
V ={v e (H}Q))" | div v = 0}, em particular

divu =0 em . (1.6.4)

Ao longo desta segao estaremos interessados no caso particular em que u € C([0, T]; W),
onde Wy, = span{(w;)1<i<x}, com w; sendo as autofunc¢oes do operador de Stokes. Por
isso, por uma questao de simplicidade, sempre vamos enunciar os resultados a seguir com
essa hipotese sobre u, entretanto, certamente essa nao é a hipotese mais fina para u.

Teorema 1.6.1. [Solucio fraca| Se py € L*(Q2) e u € C([0,T]; W},), existe uma tnica
p € L=(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H'(Q)) N HY(0,T; HY(Q)') N C([0,T1]; L*(2))

tal que p ¢ uma solugao fraca de (1.6.1)-(1.6.3), ou seja,

(%.e) (@) +alp.c) +e(Vp Vo) =0 (1.65)
p(0) = po (1.6.6)

para todo e € H*(€2) e no sentido das distribuigoes em (0, 7). Além disso, se py € L=(12),
temos que

(2, 8)] < llpollLoe (e
para todo t € [0,7] e q.t.p z € Q.

Demonstra¢ao. Consideremos 0 = p; < pus < --- os autovalores do operador —A e

(€1)i>1 C C*°(Q) as autofungdes associadas, de forma que (e;);>1 seja um conjunto orto-
normal e completo em L?((Q), isto é

de;
—Ae; = pie; em €, a—e:Osobre o, i=1,2,---
n

(€Z', Gj) = 5@]
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Denotamos por E,, = span{e;}1<i<m € por L, a projecio L*—ortogonal (e também
H'—ortogonal) em E,,.
Para cada € > 0 fixado temos o seguinte problema aproximado

Ipm
(%, e) + ((u-V)pm,e) + a(pm,e) + € (Vpm, Ve) =0 (1.6.7)
com e € E,. Esse sistema linear de EDO tem uma solugao p,, = Y .o, pi*(t)e; €

C([0,T]; Ey,) em para todo T > 0. Escolhendo p,, como funcado teste, obtemos

1d

thHPmHm + allpmllze + €l Vomlliz =0, (1.6.9)

uma vez que, usando (1.6.4), temos que

1 1
/u‘mepmz/u-V(pfn/% =——/(div u)p?nJr—/ -1 = 0.
0 0 2 Jo 2 Joo
Integrando (1.6.9) sobre (0,t), t € (0,77, segue que

t t
waw§+m/mMm+%/nww@:wamsmwé
0 0

Assim,

lom |z 0m22(0)) + 20| ol L2(0.7502) + 2€[|V ol 2007:22(02)) < Ilpoll72- (1.6.10)

Além disso, por (1.6.7), temos que

Opm
<W’e> < C(alleallVomllzellellzs + lpmll 2 llel 2 + [[Voml 22| Vel 2) -

Pela imersao de Sobolev, e como u € C([0,T); V) C L*(0,T; L*(2)), obtemos

0pm
(%) < C Ul + 19pml) el

para todo e € E,,. Assim,

(9pm
H < Cllomli.

Hl)/

De onde obtemos a estimativa

<C.

L2(0,T;H ()')

71,

A demonstragao de existéncia segue das estimativas feitas acima, tomando-se o limite
quando m — oo na equagao (1.6.7).

Para mostrar unicidade, tomemos p; e ps solugoes de (1.6.5) com condigoes iniciais
Po1 € po2 respectivamente. Sejam p = p; — p2 € po = po1 — po2. Claro que p satisfaz
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(1.6.5) e (1.6.6). Como para q.t.p t € [0,T], p(t) € H'(Q), podemos tomar p(t) como
fungao teste em (1.6.5). Além disso, como p € L?(0,T; H*(2)) N H' (0, T; H*(2)"), temos
que p € C([0,T], L*(Q2)) e

1d

5 = llpl3 + allplEs + eVl = 0,

Dai podemos concluir (integrando sobre (0,t)) que existe uma constante C' > 0 tal que

|l Lo 0,2 (0)) + || ol 220,731 () < Cllpoll L2

Em particular, se pp1 = po2 obtemos a unicidade de solugao.
Tomemos p} (v,t) = max{p(z,t) — ||po||z,0} como funcdo teste em (1.6.5), entao

1d
2 dt

Integrando sobre (0,t), t € (0,77, temos

oo lI22 + ellog, Iz + el Vg, llz: = 0.

H%OHm+2a/HpHp+ﬂ§/HVpHm=HmJ)ﬁr=0

De onde segue que
p(e,t) < lpol e

para todo t € [0,7] e q.t.p z € Q.
Escolhendo p (7,t) = min{p(z,t) + |[po|/,0} como fungao teste, obtemos que

o(2,) > ~ ol
para todo t € [0,T] e q.t.p x € Q. O

Coroléario 1.6.2. Sejam py € L*(Q), u; e uy em C([0,T]; W},) e p1 e py as solugoes fracas
associadas & u; e uy respectivamente. Entao, existe uma constante C' > 0, tal que

o0 2o0 0 220) + 1120220 21 62y < CllallZ2(0.7:000 00
onde p=p; —pz e U= 1u; — Uy.

Demonstracao. Sabemos que

<8aptl > + (a1 - V)p1,e) + (p1,e) + €(Vp1,Ve) =0

(1.6.11)

<%th > + ((ug - V)pa,e) + (pa,€) + €(Vpe, Ve) = 0,

para todo e € H'(Q).
Agora, subtraindo as equagoes em (1.6.11) e tomando p como fungao teste, como
div u = 0, temos

1d
5Pl + llolize + el Vollze = /(u -V)pps
Q

< a2Vl g2 [[alf o
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Entao, usando que p; € L>(0,T; L*(2)), pela desigualdade de Young

d
T lolze +2llpllzz + el Volze < Cllulz~.

Integrando sobre (0,t), com ¢ € [0, 7], temos

t T T
oo + [ ol < C / Il + [lo(O)|2% = C / 2.

O

Teorema 1.6.3. Se py € H'(Q2) e u € C([0,T]; W}), a solugdo fraca p dada pelo teorema
anterior tem a seguinte regularidade

p € L®0,T; H'(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N L*(0, T; L*()).

Além disso, p é a unica solugao forte do problema (1.6.1)-(1.6.3), ou seja, existe tnica p
com a regularidade acima satisfazendo as equagoes (1.6.1)-(1.6.3) para q.t.p. (x,t) € Qr.
Mais ainda, assim como no Teorema 1.6.1, se py € L>(2) temos que

lp(x, )] < {lpoll £

para todo t € [0,7] e q.t.p z € Q.

Demonstragao. Agora vamos supor que py € H'(Q). Tomando como funcao teste 8”—7” —

App, em (1.6.7) e integrando por partes, obtemos

AOpm |I?
2 m 2 m 2 m 2 A m 2
|%| + 5T+ o+ all Vol + 5 51l + el ol
0pm
- ((u V0 %) (0 o ),

afinal %’l" = () sobre 0f). Assim,

d (1+¢€ a Apm |I?
— Y oo ||? —l pmll? —m
ot ( 5 IVomllze + 5 [l HL?) + H ot

+al|[Vomliz + €l Apmlli:

L2
Pm
< CUIVpmllez |7+ IVomllzel|Apmllz2).

ot |2
Aplicando Young,
d (1+€ o 0pm €
— IV omllz2 + 5 llpmllZ +l[Vomllzz + 5 180ml7: < ClIVpmle-
dt \ 2 2 L 2

De onde segue que, p,, é uma sequéncia uniformemente limitada em

L>(0,T; HY(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; L*(2)).
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Observagao 1.6.4. Na verdade, a demonstracao do ultimo teorema funciona para u €
L>(0, T, Wh(Q)) com divu=0em Q e u-n = 0 sobre 9Q. Entao, se py € H'(2) e u
satisfaz essas condigoes, temos uma solugao forte para o problema, isto é, existe um tnico
p € L>(0,T; H(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; L*(Q2)) tal que

0
a—f +(u-V)p+ap=eApqtpem Qr,
p(0) = po q.t.p em €,
% = 0 sobre 0f2.
on

Lema 1.6.5. Sejam py € LP(2), p € [2,00] e u € C([0,T]; V) tal que u-n = 0 sobre 0.
Seja p a solugao fraca dada pelo Teorema 1.6.1, associada com u, entao

ol o< 0.7:20 @) < llP0llr(e)- (1.6.12)
Demonstragao. Como C*(€2) ¢ um subconjunto denso de LP(Q), temos que para cada
0 < & < 1 existe p) € C*°(Q) tal que

o = pYll» < 6.

Pelo Teorema 1.6.3, temos que existe ps satisfazendo

0
% +(u-V)ps + aps = €Ap;s q.t.p em Qr,
ps(0) = pg a.t.p em Q,
% = (0 sobre 0f2.
on

Multiplicando a equagao acima por ps|ps|P~2 e integrando por partes, obtemos

1d _
e loslls + sl + (o= e [ losp 2195l =0.
p Q

Integrando sobre (0,t), com ¢t € (0, 7], obtemos

t t
los()]1% + p / 1osl2, + p(p — 1)e / / s 21 sl = s (Ol = 1751, (1.6.13)
0 0

Uma vez que [Ilo8]lr — llpollis| < lloo — pillis < 6, segue que
195 Lo (0,720 ()) < 6 + [l poll Lo ()
Assim, quando § — 07,
ps — pem L®(0,T; LF(Q)).
Entao, pelo principio da semicontinuidade inferior das normas,

1]l oo 0,720 (2)) < Hminf || ps]| Loc 0,150 (2)) < [0 zr(02)-
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Capitulo 2

Modelo de Campo de Fase
Tridimensional para Solidificacao Sob o
Efeito de um Campo Magnético

Nosso objetivo nesse capitulo é estender a anélise de [39], onde os autores mostram
existéncia de solucao fraca global e solucao forte local para um caso bidimensional nao
degenerado. No caso considerado em [39] a equagao do potencial elétrico se trivializa, uma
vez que se consideramos que a movimentagao ocorre plano xz, temos que u = (ug,0,u3) e
B = (B4,0, Bs), de onde segue que uxB = (0, u3 By —u; B3,0). Assim A¢p = div(uxB) =
0 (veja a equagao (2.0.3) abaixo). Com a condigao de fronteira g—ﬁ = 0 sobre 02, obtemos
que o campo elétrico no caso bidimensional £ = —V¢ = 0. No caso tridimensional,
que é fisicamente mais interessante, essa simplificacdo nao pode ser feita, de modo que
ficamos obrigados a lidar com a equacao do potencial elétrico. Além disso surge um novo
termo nas equacgoes de Navier-Stokes, devido ao efeito de convecgao gerado pelo campo
elétrico. Contornamos esse problema introduzindo um operador linear 7 que depende de
u no lugar deste termo extra que aparece nas equacoes de Navier-Stokes, de forma que o
sistema de equagoes que apresentaremos a seguir sera um caso particular do sistema com
o operador T (veja os detalhes na Secao 2.2). Além disso, permitimos, na Se¢ao 2.4, que
o coeficiente de difusao na equacao da concentragao se anule, o que também ¢é fisicamente
interessante, uma vez que é esperado que na fase sélida esta degeneracao ocorra.

Mais precisamente, o modelo no caso em que € é um dominio aberto e limitado de R3?
com fronteira 9€) de classe C'*° é dado por:

po( 224 (- V)u) =~V pdu+ Ay(w,6) +HE)(~T6 +u x B) < B),  (20.1)
div u =0, (2.0.2)
A¢ = div(u x B), (2.0.3)
2 (0 V) = A+ Al o), (2.0.4)
% + (u-V)e = div(D(®) Ve + As(¥, ) Vi), (2.0.5)

em €2 x (0,+00) junto com as condigoes iniciais e de contorno
_9% _9%b_ % =0 sobre 02 x (0,+00), (2.0.6)

“T9n on om
U(O) = Uy, ¢(0) = 1/)0, C(O) = Cp €m Q, (207)
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onde n é a normal exterior a d€). As variaveis desconhecidas sao o campo de velocidade
u, a pressao p, a fungao potencial ¢ do campo elétrico, o campo de fase 1) que representa
a fase solida/liquida da liga e a concentragao ¢ do soluto no solvente. Aqui, B representa
o campo magnético, pg > 0 é a densidade, p > 0 é a viscosidade, € > 0 é um parametro
pequeno, D > 0 é o coeficiente de difusao e A1, b, Ay, A3 sdo fungoes nao lineares. Para
mais detalhes sobre o modelo, o leitor pode consultar [40], entretanto, por uma questao
de completude, vamos apresentar na secao 2.1 uma pequena deducao baseada em um
funcional de energia livre.

Como comentamos anteriormente, no caso bidimensional a equagao (2.0.3) e o termo
V¢ na equagao (2.0.1) ndo aparecem no sistema, de modo que os argumentos em [39]
falham aqui. Os maiores desafios na analise matematica do problema (2.0.1)-(2.0.7) vém
do fato de que a equagao (2.0.3) tem uma caracteristica diferente das demais e da perda
do carater parabolico da equagdo da concentracao (2.0.5). Para lidarmos com o caso
degenerado, primeiramente consideramos o problema nao degenerado (quando D > Dy >
0) e investigamos a existéncia, regularidade e propriedades de suas solugoes. S6 entdo
atacamos o caso onde o coeficiente de difusao D pode se anular para algum valor do
campo de fase 1, de modo que a equacao da concentragao se degenera nesses valores.
Do ponto de vista da fisica, o coeficiente de difusao se anula na fase sélida. Como é
esperado, para o caso degenerado, hd uma perda de regularidade para a concentracao
quando comparado com o caso nao degenerado.

Este capitulo é organizado da seguinte forma: na Secao 2.1 apresentamos uma breve
deducao do modelo baseada em um funcional de energia livre. Na Secao 2.2 introduzimos
um problema mais geral a ser estudado, do qual o sistema (2.0.1)-(2.0.7) é um caso
particular. Também, estabelecemos as hipoteses e introduzimos algumas notacoes. Na
Secao 2.3 atacamos o problema nao degenerado. Mostramos existéncia de solugao fraca,
investigamos algumas propriedades da solucao e provamos a existéncia de solucao forte.
Um principio do méximo ¢é estabelecido assim como a continuidade da solugao forte em
relacao aos dados iniciais e ao campo magnético, consequentemente, a solucao forte seré
tnica. Finalmente, na Sec¢ao 2.4, é provada a existéncia de solugao fraca (em um sentido
que sera exposto precisamente) para o problema degenerado.

2.1 Uma breve deducao do modelo

Apresentamos aqui uma breve dedugao do modelo baseada no funcional de energia
livre de Ginzburg-Landau. Observe que em [40] a descrigdo da equagao de evolugao do
campo de fase e da concentragao é dada baseada em um funcional de entropia.

Seja  um dominio aberto e limitado de R3 com fronteira suave 9. A regiao € é
ocupada por uma liga binaria, onde B é o soluto e A é o solvente. Vamos considerar um
processo isotérmico onde a transi¢ao ocorre na temperatura critica Th;. A liga esta sob
o efeito de um campo magnético que induz movimentacao na parte liquida. Denotamos
por u a velocidade de fluido, ¢ a concentracao do soluto B no solvente A e ¥ o campo de
fase. O funcional de energia livre de Ginzburg-Landau pode ser expresso na forma (veja

[48]): ,
Fiv.c) = [ f0.0)+ SIV0P,

onde € > 0 é uma constante e f é a densidade de energia livre dada por

FW,0) = (1= ) fA W) + () + (1~ ) In1 ) + o)),

m
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onde R é a constante de Boltzmann e v,, ¢ o volume molar. As densidades de energia
livre f4 e fP dos materiais A e B, respectivamente, podem ser expressas como

FAW) = Wah? (i — 1)%,
fP(p) = Wp? (v — 1)?,

onde W4 e Wgy sao constantes.
Como o campo de fase é uma quantidade nao conservada e a concentracao é uma
quantidade conservada, temos que

9 5F

+(u- V) =-M, (2.1.1)

ot S’

dc

— =-V- 2.1.2
5 T V)e=-V-I, (2.1.2)

onde M; > 0 é uma constante positiva,

e M é escolhida de forma que no estado solido/liquido a equagdo se torne a equagao
classica de difusdo. Em particular, M pode ter a forma (veja [47])

Um

RTy

M, c) = — D(4)e(1 = ¢)

onde D ¢é uma fungdo crescente tal que D(0) = Dy e D(1) = D,;, onde Ds e D; sdo,
respectivamente, os coeficientes de difusao do soélido e do liquido.
A derivada de Gateaux de F' com respeito a ¢ na diregao de n € C*°(Q2) é dada por

2
3P0 = P e = [ (fws e+ FIVE0F)
0

=/(a;’;<w, O+ VY Vn) /( 1) >—52Aw)n

onde integramos por partes e usamos que Vi - n = 0 sobre 92 x (0, 00), sendo n o vetor
normal exterior a df). Entao,

A=0

oF _of
Analogamente, sF f
=0
Dessa forma, (2.1.1) e (2.1.2) implicam que
0
azf +(u- V)¢ :Ml( At — (2.1.3)

#.9).
% 4w V)= ((w) (waQ). 214
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Podemos ver que

of off  OfF  afr  (0fF  ofh
a0 =% T % T By “(aw B aw)’
entao, 5
—% = Fi($) + cFa(o),

onde F} e Fy sdo polindmios cubicos na variavel 1, satisfazendo F;(0) = F5(0) = Fi(1) =
F5(1) = 0. Além disso,

af  0%f 9% f RTy 1

2c Uy (1 —=c¢)

Ve.

Substituindo as dltimas expressoes em (2.1.3) e (2.1.4), obtemos

o
E +
Oc

o V)e= -V <M(¢,c> (-fg@)w + %0(11_0)%)) |

(u-V)y =M (€2A¢ + F1(¢¥) + CF2<¢)) ;

As equacgoes para a evolucao do campo de velocidade u do fluido e da pressao p sao
deduzidas das leis de conservagao de momento e de massa como em [40]|. Devido ao efeito
do campo magnético, a forca de Lorentz aparece na equacao de Navier-Stokes. Dessa
forma, acoplamos a seguinte equacgao as equagoes anteriores:

po(g—? + (u- V)H) = —Vp+ pAu+ Ay (¥, ¢) + b()((=Ved +u x B) x B),

div u =0,
A¢ = div(u x B),

onde A (¢, c) = E1(¢0) + cEq(v) é a aproximagao de Boussinesq tal que A1(0,¢) =0, b ¢

uma fungao satisfazendo b(0) = 0, ¢ é a fung¢ao potencial do campo elétrico, po > 0 é a

densidade média do fluido, > 0 é a viscosidade e B ¢ o campo magnético induzido.
ASSiHl, denotando € = \/Mg, AQ(qu)’ C) = M1<F1(77Z)>+CF2<¢)) € A3<¢7 C) = M(qu)? C>F2(¢)7

temos que a evolugao de (u,p, ¢, 1, c) é dada pelo seguinte sistema:

o <%—1; + (u- V)u) = —Vp+ pAu+ A(¢,¢c) +b(¥)((—=Ve +ux B) x B),

div u =0,
A¢ = div(u x B),

Z_@é} +(u- V) = EAY + As(1, ),
% + (u-V)e=div(D()Ve+ As(v, ) V).

2.2 Apresentacao do problema, notacoes e hipoteses

Nessa secao estabelecemos um problema mais geral a ser estudado, do qual o sistema
(2.0.1)-(2.0.7) & um caso particular. Também, apresentamos as hipoteses sobre os termos
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que aparecem na equagao e, além disso, fixamos algumas notagoes que serao usadas ao
longo do capitulo.
Vamos considerar seguinte sistema de equagoes:

Po <8_u + (u- V)u> = —Vp+pAu+ Ay (¥, ¢) +b(¥)((T(u) +ux B) x B) em Qr,

ot
(2.2.1)
divu=0 em Qrp, (2.2.2)
08_1? +(u- V) =AY+ Ay(,¢) em Qr, (2.2.3)
% + (u-V)e=div(D(W)Ve+ As(¢,c)VyY) em Qr, (2.2.4)
u= Z_ﬁ = % =0 sobre 002 x (0,7, (2.2.5)
u(0) =uy, P(0) =1, c(0)=co em Q, (2.2.6)

onde Qr = Ox(0,T), T > 0,eT : (L*(R))* — (L*(Q))? & um operador linear satisfazendo
[T ()2 < Cllul| 2 (2.2.7)

com C > 0 sendo uma constante independente de u.
Observe que, pela Proposigao 1.3.8, para cada u € (H}(Q2))? podemos definir

T(u)=-V¢
onde ¢ € H?*(Q2)/R ¢ a tinica solugao do problema

A¢p =div(u x B) em ,

O (2.2.8)

— =0 sobre 01,

on
com B € W'*(Q). Multiplicando a equagdo (2.2.8) por ¢, integrando sobre €2, aplicando
o teorema de integracao por partes e a desigualdade de Young, vemos facilmente que
T satisfaz (2.2.7). De modo que, uma vez obtida uma solugao de (2.2.1)-(2.2.6), pelo
argumento anterior, encontramos, em particular, uma solugao de (2.0.1)-(2.0.7).

Para tratar o caso nao degenerado usamos as mesmas hipoteses encontradas em [39)

para as fungoes nao lineares e pedimos mais regularidade para o campo magnético para
lidar com o problema eliptico (2.2.8). Entao, assumimos que

(H1) A :R* - R3 A, :R2 > R,i=2,3¢b:R — R sao fungoes Lipschitz e limitadas,
(H2) D:R — R é uma funcao Lipschitz e limitada e existe uma constante Dy tal que

0< Do < D(r), VreR,

(H3) B € L>(0,T; Wh®(Q)).

Note que, do ponto de vista da fisica, um principio do méximo deve valer para v e c.
Entao, admitimos mais hipoteses no comportamento dos termos nao lineares que serao
necessarias para obtermos o principio do maximo:

(H4) As(r,s) =0 parar € (—o0,0]U[l,4+00), V s € R,
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(H5) As(r,s) =0 para s € (—o0,0] U [1,4+00), V17 € R.

Entretanto, se permitirmos que o coeficiente D se anule, seré necessario que A e A,
sejam fungoes afins na segunda varidvel e que Az tenha a forma especifica do modelo
apresentado na se¢ao anterior. Do ponto de vista da matemaética, devido a baixa regula-
ridade da concentracao quando a equagao se degenera, o argumento aplicado usa o fato
que os operadores de Nemytskii associados a A; e Ay sao fracamente sequencialmente
continuos, que, na verdade, s6 ocorre se essas funcoes forem afins, veja, por exemplo a
Proposigao 1.5.3. Isto significa que no modelo fisico as formas destas func¢oes tém um
papel importante.

Por mera questao de simplicidade, vamos assumir a partir de agora que

po=p=€e=1

Como nesse capitulo estamos interessados apenas no caso tridimensional, a notacao
dos espagos usuais de campos de vetores com divergente nulo fica da seguinte forma:

H={ve(L*2)?|divv=0, v-n=0on 0N},
V ={ve (H)(Q)®|divv=0}.
Lembrando que
H=HxL*Q)x L*(Q) e V=V x H'(Q) x H(Q).

O produto interno tanto em H quanto em L?*(Q) sera denotado por (-,-) e o produto de
dualidade entre H'(Q)" (ou V') e H*(2) (ou V) sera denotado por {-,-). Seja P a projecao
ortogonal de L*(Q)) em H e A = —PA o operador de Stokes.

Consideremos as seguintes formas trilineares continuas

3
bu(u;v,w) = Z / ui(ﬁivj)wj, W (u,V,W) S (V)g,
ij=1"%
boluw,2) = [ Vs ¥ (w iz € V.
Q
be(u;c, z) = / u-Vez, V (u,¢,2) €V,
Q

onde u = (ug, ug, u3), v = (v1,v9,03) € W = (wq, wy, w3). Observe que
by(w;u,u) =0, by(u;¢,¢9) =0, b.(u;c,c) =0 para (u,,c) € V.

A estimativa eliptica (1.3.3) e as desigualdades de interpolacao (1.4.6) e (1.4.7) se-
rao frequentemente usadas durante esse capitulo, por isso reescrevo essa desigualdades a
seguir.

Seja k € N e u € HY(Q) tais que Au € H*(Q) e Ou/On = 0 sobre 99, entdo vale
que u € H*2(Q) e existe uma constante C' > 0, independente de u, tal que a estimativa
(1.3.3) ¢ satisfeita, isto &

[ul[ e < CUlAu] g + Jlullz2)- (2.2.9)
Além disso, temos a interpolagao de Gagliardo-Nirenberg em R? (1.4.6), ou seja,
1 £l < CIFIRRIAIL, para todo f € H'(9). (2:2.10)
E em particular, se f = 0 sobre 0f2, temos (1.4.7), isto é,
1£lls < CIVAL IS, para todo f € Hy(<2). (22.11)
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2.3 Problema nao degenerado

Nessa segao, estudamos o problema (2.2.1)-(2.2.6) assumindo que o coeficiente de di-
fusao D > Dy > 0. Dividimos a analise em trés subsecoes, na primeira a existéncia de
solugao fraca é estabelecida, na segunda investigamos algumas propriedades de regula-
ridade e, finalmente, a continuidade da solugao forte em relagao aos dados iniciais e ao
campo magnético é provada.

2.3.1 Existéncia de solucao fraca

Nessa subse¢ao, discutimos a existéncia de solu¢ao fraca para o problema (2.2.1)-
(2.2.6). A demonstragao ¢ baseada no método de Faedo-Galerkin e segue na mesma linha
do caso bidimensional considerado em [39, Theorem 2.1|. Entretanto, no nosso caso, temos
que lidar com o operador 7T e usar a desigualdade de interpolagao de Gagliardo-Nirenberg
tridimensional, o que gera algumas dificuldades adicionais, em particular, para tratar os
termos nao lineares.

Primeiramente introduzimos a definicdo de solucao fraca para o problema (2.2.1)-
(2.2.6).

Definigao 2.3.1 (Solucao fraca). Dizemos que (u, ), c) é uma solugao fraca para o pro-
blema (2.2.1)-(2.2.6) se

ou oY Oc
2 . 00 . 4/3 . /
(u,%,¢) € L2(0,T; V) N L=(0, T; H) com <_6t’_8t’_8t> e L3(0,T; V')

satisfaz

<a—u,v>+/Vu-Vv+bu(u;u,v),
ot Q

(2.3.1)

- /§2A1(¢,c)v+/9b(zp)((7'(u) +uxB)xB)v, VvevV,
<%—f, z> + /Q Vip - Vz + by(u; 1, 2) = /QAz(w,c)z, (2.3.2)
<%, z> + /Q(DW)VC + A3(v, )V) - Vz + b.(u; ¢, z) = 0, (2.3.3)

para todo z € H'(Q), q.t.p. em (0,7), e as condigoes iniciais u(0) = ug, ¢(0) = co,
¥(0) = to.

Esta defini¢ao difere da definigao de solugao fraca em [39] por dois aspectos, em pri-
meiro lugar, aqui aparece o termo extra 7 (u) na equacao da velocidade, além disso, as
derivadas temporais de u, ¥ e ¢ tém menos regularidade no tempo. Esta perca de re-
gularidade ocorre devido aos termos trilineares que aparecem na formulagao fraca, que
sao estimados utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg tridimensional, que é
diferente do da desigualdade no caso bidimensional.

Em seguida estabelecemos e provamos o teorema que garante existéncia de solugao
fraca.

Teorema 2.3.2 (Existéncia de solugao fraca). Assuma que as hipoteses (H1)-(H3) sao
satisfeitas e que (up, %y, o) € H. Entédo, existe pelo menos uma solugao fraca para o
problema (2.2.1)-(2.2.6).
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Demonstracao. Aplicamos o método de Faedo-Galerkin. Sejam 0 < A\; < Xy < -+ 0s au-
tovalores do operador de Stokes e (w;);>1 C C®(Q) as autofungdes correspondentes. Essas
autofungoes formam uma base ortogonal e completa em H, V e V N H?(2). Denotamos
W, := span{wy, ..., w,,,} e seja P, a projegao ortogonal de H em W,,.

De maneira similar, sejam 0 = p1 < pg < --- as autofungdes do operador —A com con-
digao de fronteira de Neumann homogénea e (¢;);>1 C C°(Q) as autofungoes associadas,
tal que (e;);>; forma uma base ortogonal e completa em L*(2) e em H'(£2). Denotamos
E,, := span{ey, ...,e, } e seja L, a projegao ortogonal de L*(Q2) em E,,.

Introduzimos o seguinte problema aproximado: para cada m € N encontrar

U (8) = D" (Wi € W, () = 3 07" (e € B e en(t) = D€' (D)es € B,
=1 =1 i=1 (234)
tais que
(ag—tm,v) + /Q Vu,, - Vv + b, (u,; up,, V)
_ / Ay (s e )V + / b)) (T (1) + 1y, x B) x B)v (2.3.5)
Q Q
(ag—tm,z) —|—/QV2/Jm -Vz+ by, (W U, 2) = /QAg(z/Jm,cm)z (2.3.6)

(ag_?’z) * /<D(¢m>vcm + As(Vms ) V) - V2 + be(W i, 2) = 0, (2.3.7)
Q

(um7 wmv Cm)<0) - (PmU-Oa Lm¢0; LmCO) (238)

para todo v € W,, e z € E,,. Este é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao
linear de primeira ordem para (ul*, ¥!", ¢/') que tem uma tunica solu¢ao definida num
intervalo maximal (0,7,,) com 0 < T,, <T. Para verificar que este sistema de EDO tem
Unica solucao no intervalo maximal, essencialmente, é necessario mostrar que a parte nao
linear do sistema é uma funcao localmente Lipschitz na segunda variavel, e entao aplicar
o teorema de Picard.

A seguir obteremos algumas estimativas independentes de m para (W, ¥, ¢n), que
nos permitirao mostrar que 7, = T, para qualquer T" > 0, e também serao cruciais
para passarmos ao limite nas equagoes do problema aproximado (2.3.5)-(2.3.8). Vamos
denotar por C' uma constante positiva independente de m que pode mudar em cada passo
das contas.

Tomando W,,, ¥, ¢, como fungoes teste em (2.3.5)-(2.3.7), respectivamente, inte-
grando por partes, usando as hipoteses (H1)-(H3), e as desigualdades de Holder e de
Young, temos que

d
allumllia +2||Vuy |72 < C(1+ a7 + | T (wn)|72), (2.3.9)
d
all%lliz + 2|V l72 < C(1+ [[tbml|72), (2.3.10)
d
EHCmH%z + Do||Vem||2s < C|| Vb |2 (2.3.11)

Multiplicando a equagao (2.3.11) por 1/C' e adicionando (2.3.10) e (2.3.9), observando que,
por (2.2.7), || T (um)|lzz < C|lun||L2, podemos aplicar o Lemma de Gronwall e concluir
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que, independentemente de m,
(W, Y, Cm) € limitada em L>(0, Tp,,; H) N L2(0, T;,; V). (2.3.12)

Com isso, podemos concluir que 7T, = T.
Das equagoes (2.3.5)-(2.3.7), temos que

ou,,
|52, < COVRmlle: + e + 1+ 1T () e + ),
8¢m
1555 ey < COUT ol + Nl ol + 1),
80m
|G e < COUV el + 19052 + sl 1)

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (2.2.10) e (2.2.7), podemos estimar

duy, 3/2 1/2
[ % < Ol + w222+ 1),
8¢m 3/4 1/4 3/4 1 4
|5 H(H < CUIVmllz2 + Il |5 om0 o | o'+ 1),
0cm 3/4 1/4 3/4 1/4
|Gy, < Oz + 19l + ol Bl el e 1)
Dessa forma, de (2.3.12), inferimos que, independentemente de m
8 m a m 8 m .
( ;t ! gt ! act ) ¢ limitada em L**(0, T V). (2.3.13)

Como a imersao de V em H é compacta, segue do Teorema 1.3.12 e das estimativas
(2.3.12)-(2.3.13), que existe (u,%,c) € L=(0,T; H)NL?(0,T; V)NW4/3(0,T; V'), e uma
subsequéncia de (W, ¥m, ¢m), que denotamos com o mesmo subindice, tal que

(W, Y, Cm) — (0,7, ¢) fracamente em L*(0,T;V), (2.3.14)
(W, Ui, ) — (1,9, ¢) fortemente em L?(0,T; H). (2.3.15)

Observe que pelas hipoteses (H1)-(H3), as nao linearidades sao fungoes Lipschitz e limi-
tadas, de forma que podemos passar ao limite nelas (veja, por exemplo [39, Lemma 2.4]).
Além disso, de (2.2.7) vale que T (u,,) — T (u) fortemente em L?(0;T;L*(S2)). Dessa
forma, com essas convergéncias podemos passar ao limite nas equagoes (2.3.5)-(2.3.8) ¢
concluir que existe pelo menos uma solugao fraca para (2.2.1)-(2.2.6). O

Como uma consequéncia do Teorema 2.3.2 obtemos a existéncia de uma solugao fraca
para (2.0.1)-(2.0.7).

Corolario 2.3.3. Seja (ug, 1o, cp) € H e assuma que (H1)-(H3) sao satisfeitas. Entao,
existe uma solugao fraca (u, ¢, 1, ¢) para o problema (2.0.1)-(2.0.7) no seguinte sentido:

(w,,c) € L*(0,T; V)N L>*(0,T;H), ¢ € L>*(0,T; H'(Q)/R) N L*(0,T; H*(Q)/R),

<8u oy de

4/3 7/
8t8t&)€L(QﬂV%
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e satisfazem

<a—u >+/QVu-Vv+bu(U;u7V) (2.3.16)

ot
_ /QAl(zp,c)v 4 /Q b()((—Vé +u x B) x B)v (2.3.17)
/Qw Vede = /Q(u % B)-Vz (2.3.18)
<%—1fz> b [ V0 Vat b = [ o (2:3.19)
<g_§, z> + /Q (D()Ve+ Ag(th, ) Vi) - Vz + by(us ¢, 2) = 0, (2.3.20)

paratodov € Ve z € H'(Q2) no sentido das distribui¢oes em (0,7) e u(0) = uy, ¢(0) = co,
¥(0) = vo.

Demonstragao. Seja (u, 1, c) uma solucao fraca dada pelo Teorema 2.3.2, com

onde ¢(t) € H*(Q2)/R ¢ a tinica fungao satisfazendo (2.2.8). Em particular,

/ng-Vzdx—/(uxB)-Vz para todo z € H' ().
Q Q

Tomando ¢(t) como fungao teste, segue que existe uma constante C' > 0, tal que
[T ()[> = IVeL2 < Cllulle,

dai V¢ € L>=(0,T;L*(Q)). Além disso, aplicando a Proposigao 1.3.10, deduzimos que
¢(t) € L2(Q) e
[6() || 22/m < C[[V(L)] 2.
Entéo, ¢ € L0, T; H'(Q)/R).
Além disso, devido ao fato que u € L*(0,7;V) e B € L>(0,T; WH>(Q)), segue que
div(u x B) € L*((0,T) x ). Assim, multiplicando a equagao (2.2.8) por A¢, integrando
sobre (0,7 x € e aplicabdo a desigualdade de Young, obtemos que

”A(bH%?((O,T)xQ) < Cl|div(ua x B)H%%(O,T)xg)-

Entao, ¢ € L*(0,T; H*(Q)/R). O

2.3.2 Regularidade da solucao

Nessa subsecao, primeiro melhoramos a regularidade do campo de velocidade, e como
consequéncia mostramos que o campo de fase é mais regular. Diferentemente do caso
bidimensional, a solugao forte das equagoes de Navier-Stokes no caso tridimensional é
local no tempo, de modo que isso implica regularidade local para o campo de fase e
para a concentragao. Entao, provaremos a existéncia de solucao forte local para o pro-
blema (2.2.1)-(2.2.6). Finalmente, com hipéteses adicionais sobre as nao linearidades, um
principio do maximo para o campo de fase e para a concentracao ¢ estabelecido.
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Teorema 2.3.4 (Regularidade local). Seja (ug, %o, o) € V x H'(2) x L*(2) e suponha
satisfeitas as hipoteses (H1)-(H3). Entao, existe T, > 0 tal que a solugao fraca dada pelo
Teorema 2.3.2 tem a seguinte regularidade

uc L>(0,T,; V)N L*0,T,; H*(Q)) N H'(0,T,; H),

€ L0, T,; H'(Q)) N L*(0, T.; H*(Q)) N H'(0, Ts; L2(€2)).
Demonstracao. Para estabelecer a regularidade da solugao, obtemos estimativas a priori

para derivadas de maior ordem das solugoes aproximadas. Primeiramente, como os dados
iniciais sao mais regulares, vale que

[ Pnuolly < Cllaolly e [[V Lmthollze < Cl[ Vo[ 2,

onde C é uma constante independente de m.

Para o campo de velocidades, notamos que A1 (¢, ¢n)+b(¢n) ((T (W) + 1, X B) X B)
¢ limitada em L*°(0,7; H) independentemente de m. Assim, podemos proceder como no
Teorema 3.11 do capitulo 111 de [44] para obter que existe T > 0 tal que

(0,,) & limitada em L*(0,T,;V) N L*(0, T,; H*(Q)) N H*(0, T,; H) (2.3.21)

independentemente de m, dai segue a regularidade para o limite u. Ou seja, multiplicando
a equagao (2.3.5) por \; (com v = w;) obtemos

(Vag—tm, VWZ') +(Au,,, AW;) + by (W uyy,, AW)

= (VALY cm), VWi) + (VO(Yr) ((T'(0r) + 1 x B) x B), Vwy)
= (A1(Um, cm), AW;) + (0(r) (T (0) + X B) x B), Aw;).

Multiplicando por u]" e somando sobre i = 1,--- ,m, obtemos

—— ||Vum||L2 +||Aum||L2 +bu(um;um,Aum)
- <A1<1/}m7 Cm): Aum) + (b(¢m>((T(um) +u,, X B) X B): Aum)'

Agora, usando a desigualdade de Hélder, o fato que A; e b sdo limitadas e (2.2.7),
segue que existe uma constante C' > 0 satisfazendo

d
%||Vum||%2(Q)+2||Aum”%2(ﬂ)

<C (’bU(um;uvaum” + || A r2(0) + ”um||L2(Q)HAumHL2(Q)) .

Aplicando a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev no termo |by, (W, U, Auy,)|,
obtemos que existe uma constante C' > 0 tal que

wmmmmmmﬂs/maww$ﬂw%W%mm
0
< ol 2o @) 1V Y2 g 1V | 2| 200 [| At | 2202
1/2 1/2
= [t | oo 11Vt | gy | V00 7 | A 20
3/2 3/2
=mwmm/nAmW

L2(Q) L2(Q)
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Assim,

d
E”vum||%2(9)+2HAum||%2(Q

3/2 3/2
< C (V| AW 350y + AW 22(0) + ]l 20y | A 120 )

Lembrando que u,, é uniformemente limitado em L*°(0,7; H) e usando adequada-
mente a desigualdade de Young, seque que

d
V20 + [ AunlFae) < C (14 [Vl )

Agora, usando a equivaléncia das normas || Aty [|72q) © [[Wnl72(q, (veja, por exemplo, o
Lema 3.7 no capitulo I11 de [44]), obtemos que

d

Dessa forma, integrando sobre (0,t), com t € (0,7") e usando que
||Vum(0)||L2(Q) < CHVUOHL%Q)’

obtemos

t
IV 72 < HVuoHiz(Q)JrCHC/O IV 122 0)-

Entao, do Teorema 1.2.3 segue que

N

t
1Vl < (V0] + CF) {1 e / (178020 + cs>2ds]

para todo ¢ € [0,T.], onde T, = sup {t ‘20 fOt(HVuOH%Q(Q) +Cs)?ds < 1 } Vale observar
que T, nao depende de m.

Dessa forma, u,, é uniformemente limitada em L>(0,7%;V’). Dai, usando (2.3.22),
segue que U, estd uniformemente limitada em L*(0, T,; H?(2)).

Agora multiplicando a equagao (2.3.5) por 8;? (com v = w;) e somando sobre i =
,m, obtemos

d ou,,

ou
- m || [,2 bu ms Wmy —5,
H K S

L2(Q)
ou,,

_ /QAlwm,cm)a%;W [ (T )+ < B) < B

Aplicando a desigualdade de Holder, usando (2.2.7) e o fato que as fungoes b e A; sdo
limitadas, segue que existe uma constante C' > 0, tal que

ou,, 2 1d
o S V2
‘ Ot oy 24t @
ou Ju ou
< C(Jlunll e [ Van e | ) \—m Il |2 ).
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Usando a imersao de Sobolev (i. e., H'(Q) C L*(f2), com imersao continua), a estima-
tiva (2.3.21) e a desigualdade de Young, segue que existe uma constante (que também
denotaremos por C') tal que

2 1d
+ 52 1Vl < € (funlee +1).

ou,,
ot

oo

para todo t € [0, T].

Integrando sobre [0, 7], temos
1
2

Dessa forma, usando que u,, ¢ uniformemente limitada em L?(0,T,; H?(f2)), que

2
ou,,

1 1
- + 51V (1) @) < OT- + Clun oz + 5171t 0) ey

L2(0,Tw;L2(Q))

IV, (0)22() < Cl[Vuol| 220

e que uy € V, segue que existe uma constante C' > 0 que nao depende de m e tal que

i

Dessa forma, concluimos que u € H'(0,T,; H).
Agora, mostraremos a regularidade de 1. Para isso, tomamos —A),, € E,, como uma
funcao teste em (2.3.6) e usamos a desigualdade de Holder para obter que

ou,,
ot

L2(0,T%;L2(Q))

<C. (2.3.23)

3 i1Vl + 180 s < b (i s S0+ | [ Aol ) B
< C ([l IVl | A 12 + |Gl 1)

Como H'Y(Q) C L*), usando a estimativa (2.3.21) e a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg (2.2.10), segue que, para todo t € [0, 7],

IIWJmllLa + 2 A¢n7e < CUVElI IVl 1A 2 + | A0 12).

Aplicando a desigualdade de Young e usando a estimativa eliptica (2.2.9), obtemos que

3/2 2
vaml\m + 20| A 172 < CUmll5a I Vemll s + 1) + | A2
< CUAGwll 2 IVl 2 + 1V %mll2 + 1) + 1A 3.
Usando novamente a desigualdade de Young e rearranjando os termos, chegamos em

d
- (V72 + 1) + |AUR |72 < C (|VYnll72 +1) . (2.3.24)

Entao, o lema de Gronwall implica que, independentemente de m
(Vih) € limitada em L>(0,T,; L*(Q)),
que, junto com a estimativa (2.3.12), nos da que

(¢m) € limitada em L>°(0,T,; H*(Q)) (2.3.25)
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independentemente de m. Integrando-se (2.3.24) sobre [0, 7%, usando-se (2.3.25) e a esti-
mativa eliptica (2.2.9), deduzimos que independentemente de m

(¢m) € limitada em L*(0,T,; H*(Q)). (2.3.26)
Consequentemente, o limite ¢ € L*>(0, T; H'(Q2)) N L*(0, T.; H*(Q)).

Finalmente, tomando € E,, como fungao teste em (2.3.6) e usando as desigual-

dades de Hélder e de Young, temos que

O || Mm O
G100l < ClunluslFomler| % |+ | %
o, simenti << )
81/Jm
(||umuvnwm||m+1)+2 R
Integrando sobre [0, 7%, usando (2.3.21) e (2.3.26), segue que
(ag—tm) ¢ limitada em L2(0, T.; L*(52)). (2.3.27)

Isso completa a demonstracao.
O

Observacgao 2.3.5. Com a regularidade obtida, do Teorema 1.3.9, existe uma distribuicao
p € L*(0,T,; H'(Q)/R) tal que

Ou

57 T Vju—2Au(t) — Ay, ) = b#)((T(u) + ux B) x B) = —Vp
q.t.p. em Q x (0,T%).
Teorema 2.3.6 (Existéncia de solugao forte). Seja (uo, v, co) € V' x H?*(2) x H'(Q) com
9 — () sobre N e assuma que (H1)-(H3) sdo satisfeitas. Entdo, existe T, > 0 tal que

on
uc L>0,T,;V)n L*0,T.; H*(Q)) N H*(0,T.; H),
p € L*(0,T,; H(Q)/R)
Y € L=(0,T.; H*(Q)) N L*(0, Ty; H*(Q)) N H'(0,T.; H'(2)),
c € L>=(0,T,; H(Q)) N L*(0, T,; H*(2)) N H'(0, T,; L*(2)),

e (u,p, 1, c) satisfaz as equagoes (2.2.1)-(2.2.6) q.t.p. em Q x (0,T%).

Demonstracao. A regularidade de u é dada no teorema anterior. A seguir, vamos obter
novas estimativas a priori para as solucoes aproximadas. Tomando A%y, € E,, como
funcao teste em (2.3.6), integrando por partes e usando que 8%% = 0 sobre 02, obtemos
que

d

SIAG s + 2V A3
(2.3.28)

< 2(Ihi s A20) + [ [V A2tV 805

Para estimar o primeiro termo do lado direito, integramos por partes, de modo que po-
demos reescrevé-lo da seguinte forma

0 (Wi Yy A% ) = — /Q<Vum NV A+ Uy - D2) - VA,
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entao, usando a desigualdade de Holder e de Gagliardo-Nirenberg, segue que
[0 (Wi Y, A%
< (IVlle 9 L2 + 1Dl g2 1) 1V A1
3/4
< C(llunllmellmllie + 1020l S ND2e I3 ety )1V At 12

< C(llumllmzlltmllie + 22 13 1V A2,

onde foi usada a imersao de Sobolev e o fato que a sequéncia u,, ¢ limitada em L>°(0,T; V)
(veja (2.3.21)).
Agora, usando a desigualdade de Young e a estimativa eliptica (2.2.9), obtém-se que

|b1/1m (uma 77Z)m7 A2¢m)’
1
< C(((lumliZe + 1) llemll3e + meH”QHVMmH?’”) + 71V A1

S C Hum||%{2(||A¢m||%2 + ||77Z)m||%2) + H#’m”%{? + _HVAme%Q
2

A limitag¢ao do segundo termo do lado direito de (2.3.28) segue das desigualdades de
Holder e Young,

1
| 920, o986 < (196 + [ nlz) + 51920 e

Usando as ultimas estimativas em (2.3.28), temos que

d
AU+ VA 72 < C(IlumllfgfzIIAwm||%z+||um||%2+||¢m||§12+llcmllip)~ (2.3.29)

Por (2.3.12) e das regularidades melhoradas (2.3.21) e (2.3.26), sabemos que u,, € ¥,
estao limitadas em L?(0,T,; H*(Q)) e ¢, em L*(0,T,; H'(Q)). Consequentemente, pelo
lema de Gronwall

(At),,) € limitada em L>°(0,T,; L*(Q2)),
onde usamos que ¥y € H*(Q) e % = 0 sobre 09 implica que [|AY,(0)||z2 < [[Aty]| 2.
Entao, pela estimativa eliptica com (2.3.12), concluimos que

() € limitada em L>°(0,T,; H*()). (2.3.30)

Integrando (2.3.29) sobre [0, .|, usando as limitagdes acima e a estimativa eliptica (2.2.9),
inferimos que

(¥m) € limitada em L*(0,T,; H*(Q)). (2.3.31)

Agora mostremos a regularidade de ¢,,. Tomando —Ac,, € E,, com funcao teste em
(2.3.7), integrando por partes e usando as hipoteses (H1)-(H3), temos que

1d

337 1Venllt=+ Do [ 180

<C [ (I90nlIVen] + 1900l + [ 860]) 86| + b s B,
Q
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Aplicando a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev, segue que

d 9 9

19 en2 + 2D A
<C IVl Femllis + 19mllEs + 1A% 52 + 24 Vel ) | e
<C (Il Venlles + lmle + lmll + [y [ Vel ) | Az

Note que u,, ¢ limitada em L*(0,T,;V) e ¥, em L>(0,T,; H?), assim, aplicando a
desigualdade de Young, inferimos

d
7 IVeunllze + Doll AcwllF2 <C(IVewl|Zs + 1).

Aplicando as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg (2.2.10), a desigualdade de Young, e
entdo a estimativa eliptica (2.2.9), temos que

d
- VenllFa + DollAcnllE < € (IVenl 2 1VenlE +1)
<O (IVemlze +1) + 7“||Acm\|22.

Pelo lema de Gronwall junto com (2.3.12), e usando que ¢y € H'(Q2), deduzimos que
(cm) € limitada em L>°(0,T,; H'(Q)) N L*(0,T,; H*(Q)). (2.3.32)

Uma vez que melhoramos a regularidade da solucao, usando as equacgoes, pode ser
provado que % € L2(0,T.; H'(Q)) e % € L*0,T,; L*(R)) como no Teorema 2.3 em
[39], j& que a demonstra¢ao nao depende da dimensao. Ou seja, para provar que ¢ €
HY(0,T.; H'(Q)) multiplicamos a equagao (2.3.6), com z = e;, por ulagt"

sobre ¢ = 1,2,--- ,m, obtendo

€ S0INaImos

Hv ot L2(Q) 2 dt”AmeLQ(Q) bwm (um’ww“AW) +/A2(1/)macm)AW
ot Q ot
M
(VW 22 V¥l 220) + IV (V) 22 [ || 220 ven
L3 (Q)

O,
(190l + 1 Ven ) |75

L2 Q)) '

Entéao, aplicando a imersao de Sobolev, as estivas (2.3.30) e (2.3.21) e a desigualdade de
Young, obtemos que

Hv%

d
2 2
- e TV

L2(Q)

< C (IVunls@) + 19Vl ) + IV emlZa) + [ Veml3z) -
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Integrando sobre [0, 7], usando as estimativas (2.3.21), (2.3.31) e (2.3.32), segue que

I,

v <c

L2(0,T.;L2(Q))

ot

onde usamos também que || A, (0)]120) < C|| At 120), j& que ¥y € H*(Q) e 8épto =0.
Dessa forma, de (2.3.27) temos que

||¢m||H1(O,T*;H1(Q)) S C (2333)
Portanto, de (2.3.30), (2.3.31) e (2.3.33), concluimos que
¢ € L0, T,; H*(2)) N L*(0, To; H3(Q)) N H'(0, To; H' ().

Agora, multiplicamos a equagao (2.3.7) por 8;?, com z = e;, e somando sobre i =
1,2,--- ,m, temos

Ocn|” [ DT+ Al ) V) - T = (s 2
815 )_ 0 m Cm 3\ Wm, Cm m at ms Cm 825
e, oc,
/V ¢m)vcm+A3<¢mvcm)v¢m) 8t _b <umacm7 875 )

e Ocm dcm

+ / A3(wmacm)Awm% - bc (um;cma %)

Ocm 8Cm 80m
<(J(/ V| [V ] /IA m] /!V%Iz
acm 8cm . acm

Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

e, 2
' r <C (vam\lm(g)I\chHL4(9) + 1Acmllz2@) + IVPmllTa) + 1A%mll 220
L3(Q)
e
Hlanl ol Vel |52
2(Q)

Usando a imersao de Sobolev e as estimativas (2.3.21) e (2.3.30), concluimos que existe
uma constante C' > 0, tal que para todo t € [0, T]

\86’” (I Venlliy + [Aen ey + 1) \ Oem
_— ~ Cm Hl Cm L2
at LQ(Q) 8t L2 Q)
ey,
L2(Q)

Aplicando a desigualdade de Young, obtemos que

2
oc,

ot C (||Cm||H2(Q) + 1) .

L2(Q)
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Integrando sobre [0, 7], concluimos que

Sendo assim, por (2.3.32) e (2.3.34) concluimos que

e,

— < (C. .9,
gy <C (2.3.34)

L2(0,Ts;L2(R))

c € L>(0,T,; H(Q)) N L*(0, T,; H*(Q)) N HY (0, T,; L*(2)).
Isso completa a prova. ]

Agora, retornamos para o problema original (2.0.1)-(2.0.7) e discutimos a regularidade
da funcgao potencial ¢. Temos duas situagoes dependendo da regularidade do campo
magnético B.

1. Se B € L>(0,T;Wh*(Q)), como u € L*>(0,T,; V), vale que div(u(t) x B(t)) €
L>=(0,T,; L*(Q)). Entdo, para q.t.p. t € (0,7%) a solugdo de (2.2.8) satisfaz ¢(t) €
H?*(Q)/R. Dessa forma, multiplicando a equagao (2.2.8) por A¢(t) e integrando

sobre (), segue que
|Ag[|7: < Clldiv(u x B)]|Z..
Isso implica que ¢ € L>(0,T,; H*(Q2)/R)).
2. Se B € L>*(0,T; W%>(Q)), comou € L*(0,T,; H*(Q)), temos que div(u(t) x B(t)) €
L*(0,T,; H'(Q)). Entao, para q.t.p. t € (0,T%), ¢(t) € H*(Q)/R. Aplicando o gradi-
ente na equagao (2.2.8), multiplicando a equagao resultante por AV¢(t) e integrando

sobre (2, obtemos
IVAg|[7. < C|[Vdiv(u x B)|Ze,

dai ¢ € L2(0,T.; H3(Q)/R)).

Finalizamos a presente secao notando que, sobre hipdteses fisicas nos termos nao
lineares, um principio do maximo para o campo de fase e para a concentragao é valido.
Isto ser4 util para lidarmos com o caso degenerado. Assim, assumindo que os termos nao
lineares Ay e Aj satisfazem as hipoteses extras (H4) e (H5), ou seja,

(H4) As(r,s) =0 parar € (—o0,0]U[1,4+00), V s € R,
(H5) Asz(r,s) =0 para s € (—o0,0]U[1,400), V r € R,
vale a seguinte proposic¢ao:

Proposigao 2.3.7 (Principio do Méaximo). Além das hipoteses no Teorema 2.3.6 assuma
que (H4)-(H5) sao satisfeitas e que

0<9Ypg<1,0<¢ <1, qt.p. em Q.

Entao,
0<9<1,0<ec<1, qt.p. emQx(0,T,).

Vamos omitir a demonstracao, uma vez que nao difere em nada da demonstracao em

[39].
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2.3.3 Dependéncia continua

Nesta subse¢ao provamos a continuidade da solugao forte em relagao aos dados iniciais
e ao campo magnético, consequentemente temos a unicidade da solugao forte local.
Teorema 2.3.8. Sejam (u, v}, ch) € V x H*(Q) x H'(Q) satisfazendo % = 0 sobre
09, i = 1,2. Assuma que (H1)-(H3) sao satisfeitas. Sejam (u;, ¢;,¢;) as solugoes fortes
locais de (2.2.1)-(2.2.6) com dados iniciais (uj, ¢, c}) e campo magnético By, definidas
em [0,77], i = 1,2. Entao, vale que

Hul - UQHLOO(O,T*;LQ) + |W1 - w2HL°°(O,T*;H1) + Hcl - C2HL°°(O,T*;L2)

(2.3.35)
< C (llug = wgllze + g — ¢l + lleg — cgllzz + [1Br — Ball=(o))

lar — wsl[ 20,100y + |1 — V2|l L200,15m2) + |1 — c2ll 2011

(2.3.36)
< C (lug — ugllze + 1o — ¥l + lleg — cgllzz + [B1 — Bal =)

onde C' > 0 ¢ uma constante e T, = min{7}, T?}. Consequentemente, a solugao forte
local dada pelo Teorema 2.3.6 é tnica.

Demonstra¢ao. Denotamos u = uy — g, ¢ = ¢9 — ¢1, ¢ = ¢y —cp € B = By — Bs.
Vamos derivar uma desigualdade diferencial que nos permitira aplicar o lema de Gronwall
e concluir o resultado. Observe que u, e ¢ satisfazem, para todo v e V e z € H*(Q), as
seguintes equagoes

a—u-V—l—/Vu-Vv—irbu(u;ul,v)%—l)u(ug;u,v)
o Ot Q

- / (A (1, 1) — Aty )V + (b(eo) — b(e6n)) T (wr)v + b(aéa) T (w)v]
" / (b(t1) — b)) () x By) x By)v

+ / b(12)((u x By) x By 4 (uz x B) x By + (1 x By) x B)v,
’ (2.3.37)

[ Gret [0 Ve by +butun2) = [ (Aalwrien) - Aava )z
(2.3.38)

/Q %Z + /Q [D(2)Ve+ (D(1) — D(v2))Ver] - Vz 4 be(u; e, 2) + be(uz; ¢, 2)

= /Q [(A3(11, 1) — As(Wa, ¢2))Vihy - Vz + A3(1he, c2) VY - V2]
(2.3.39)

com
u0) =uj —uj, ¥0)=ys—vZ e c(0)=ch—ci
Tomando u € V' como uma funcao teste em (2.3.37), usando as hipoteses (H1)-(H3),
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(2.2.7), e a desigualdade de Holder, podemos estimar

1d

52 Il +I vl

§C<Ilulli4IIVulllL2 + (1llee + llell2)lallz + [ | llal 2l T (@) | 22
T (@llzz [l g2 + 1 palba f[zs allze + [[ullZ + HU2HL2HUHL2HBHLOO)-

Observe que u; € L>(0,7,; V). Entao, por Gagliardo-Nirenberg (2.2.11) e pela desigual-
dade de Young segue que

d
= lullz: + [VulZe < C(lalZ + 15 + llellZ: + IBIIZ-)- (2.3.40)

Tomando ¢ € H'(2) como funcao teste em (2.3.38), notando que ¢, € L>(0,T,; H*(Q)),
como anteriormente temos que

d
7 72 + 20Vl7 < C(l[ulla Vel zallbllzs + 1013 + llellz2lle]l 22)
1
< Ol + Nellzz) + 7IVullze. (2.3.41)

Agora, escolhemos —Avy € H'(2) como fungdo teste em (2.3.38) e usamos a desigualdade
de Holder para encontrar

2dtHWJHL2 +1AY[I7: < C(lullall Ve llzs + [luell I Vellzs + [9lz2 + llellz2) [ A o

Como ¢y € L>®(0,T,; H*(Q)) e uy € L>=(0,T,; V), usando a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg (2.2.10), obtemos

5 dtuwny + | AY|2,
< C(J[ullB Va5t + VLIV + 19l + llell2) A 22

Aplicando a desigualdade de Young e a estimativa eliptica (2.2.9), inferimos que

d 1
ZIVOlz: + 1A¢IE: < C(llulze + [l + llelze) + 71 Vullze. (2.3.42)

Finalmente, tomamos ¢ € H'()) como fungio teste em (2.3.39) e usamos as hipoteses
(H1)-(H3), e como antes

1d

5= lellZs + Dol Vel

< O([0ll=IVerllze + |l zal| Vel s + [lel al [ Vo] o 4+ |V 22) [ Vel| 22
+ [[ufl sl Ver| 2 lefl za-

Relembrando que ¢; € L=(0,T,; H*(Q)) e ¢; € L*>(0,T.; H'(2)), usando a desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg (2.2.10), e a estimativa eliptica (2.2.9) obtém-se que

1d

S lellZ + Dol Vel

< (1A% 2 + el el3h + 18l m ) | Vel 22 + OVl el .
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Aplicando a desigualdade de Young chegamos em
d
7 lellz + Dol|VelFa < C(llellzz + 1l + 1AY[I7 + | VullZ2). (2.3.43)

Somando (2.3.40), (2.3.41), (2.3.42) e (2.3.43) multiplicado por n > 0, obtemos

1
[ullze + 105 +nllellze) + 51 Vullze + 1A 2 +nDol| Vel

it (2.3.44)

< C(lIallZz + 19l + llellZe + IBIlZs) +nC (I1Av[IZ: + ||VUI|ia>-

1

1 € aplicamos o lema de Gronwall para obter

Escolhemos nC' =
la(@)I72 + W@l + le@®)l7: < C(lug —wgllz + llvo — Y5l + leo — collze + IBll7~),
)

para todo t € [0,T,], que é (2.3.35). Integrando (2.3.44) sobre (0, T}) deduzimos (2.3.36).
Isso finaliza a demonstracao. O]

Observagao 2.3.9. Observemos que dados u e B, a solugdo ¢ do problema (2.2.8) é
tnica e uma vez que o operador 7 (u) = —V¢ é linear, segue que o problema (2.0.1)-
(2.0.7) também tem uma tnica solugao forte local.

2.4 Problema degenerado

Nessa sec@o consideramos uma versao estendida do problema (2.2.1)-(2.2.6) quando a
equacao da concentracao se degenera. Como mencionado, essa degeneragao ocorre quando
o coeficiente de difusao D se anula, que, do ponto de vista da fisica, acontece na fase solida.
Mais precisamente, no lugar da hipotese (H2) assumiremos que D(r) > 0, V r € R.
Dessa forma, perde-se o carater parabolico da equagao da concentragao (2.2.4). Como
é esperado, a regularidade da concentracao serd muito fraca, de modo que para sermos
capazes de lidarmos com as nao linearidades do problema teremos que explorar as formas
especificas das funcoes A, A; e A3 dadas no modelo

Entao, assumiremos as seguintes hipoteses para o caso degenerado:

(HD’) A} :R? 5 R?® e Ay : R? — R sdo dadas por
Aq(r,s) = Eq(r) + sEs(r) e Ay(r,s) = Fi(r) + sFy(r),
onde E; : R? - R?, F; : R — R, i = 1,2, sao funcoes Lipschitz e limitadas,
(H2’) D :R — R é uma funcao Lipschitz e limitada tal que

0<D(r), Vr eR,
(H3) A3 :R? — R é dada por
As(r,s) = D(r)Da(r, s),
onde Dy : R? - R e b: R — R sao funcoes Lipschitz e limitadas,
(H4) B € L*°(0,T; W= (Q)).

Como no caso nao degenerado, admitiremos mais hipoteses no comportamento dos
termos nao lineares que levam ao principio do méaximo:



(H5") Fi(r) =0, para todo r € (—o0,0] U [1, +00),

(H6") Dy(r,s) =0 para todo s € (—00,0] U [1,+00) e r € R.

25

O principio do maximo é importante para superar as dificuldades que surgem por causa

da baixa regularidade da concentragao.
Assim como anteriormente, assumimos que 7 : (L*(Q2))? — (L*(Q))? é uma transfor-

magao linear satisfazendo (2.2.7).
Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.4.1 (Existéncia de solugdo para o problema degenerado). Seja (ug, ¥, c¢y) €
V x HY(Q) x L*(Q) tal que 0 < 1, ¢ < 1 q.t.p. em € e suponha que as hipoteses
(H17)-(H6’) sao satisfeitas. Entao, existem T, > 0 e (u,p, v, ¢, J) tais que

e satisfazem

ue L®0,T.; V)N L*0,T.; H*(Q)) N H*(0,T,; L*()),

p € L*0,T.; H'(Q)/R),

Y € L0, T.; H'(Q)) N L*(0, T.; H*(Q)) N H*(0, T; L*(Q)),
c € L2(0,T.; L*() N H' (0, To; (H'(Q)),

J € (L*(Qr.))%,

0< ¥, c<1qtp em Qr,

%—?—F(U-V)u:—Vp—FAu

+A1(¢Y,¢) +b(¥)((T(u) +uxB) xB) q.t.p. em Qr,,
div(u) =0 q.t.p. em Qr,

0

a_zf —+ (u . V)w — Aw -+ Az(w’ C) qtp em Q’]’;,
6_¢ =u=0 qt.p. em IQr,

on

<%,z> —|—/Q(J+D(w)D2(z/1,c)Vz/z—uc) Vz=0

q.t.p. t € (0,7,), para todo z € H*(Q),
u(0) = ug, ¥(0) =1y qtp. emQ e c(0)=cy em H'(Q),

onde J é dado por:

J =V(D¥)c) = cVD(1h),

com derivadas no sentido das distribuigoes.

Demonstracao do Teorema 2.4.1

(2.4.3)

(2.4.4)

Para demonstrar esse teorema, vamos regularizar o coeficiente D seguindo as ideias
em [41, 28|. Mais precisamente, seja

DMr)=D(r)+ X onde 0<A<1.
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Portanto, D* é uma funcao Lipschitz e limitada tal que
0 < A < D*r) para todo r € R.
Além do mais, para aplicarmos os resultados do caso nao degenerado, definimos
Ai(r, s) =Ei(r) + II(s)Ea(r),
Ay(r,s) =Fy(r) + I(s) Fy(r),

onde II é uma funcao de truncamento

1, s>1
[I(s)=4¢ s, 0<s<1
0, s<0.

Dessa forma, A, e A, sio fungoes Lipschitz e limitadas. Observemos que, uma vez que o
principio do méximo é provado, A; e As serao fungoes afins na segunda variavel.

Para um \ > 0 fixado, consideramos o sistema (2.2.1)-(2.2.6) substituindo D por D*
apenas na frente de Ve na equacao da concentracao:

% + (U_)\ . V)uA = —Vp,\ + AU)\ + Al(’(ﬁ)\, C)\) + b(l/))\)((T(uA) —+ uy X B) X B),
(2.4.7)
div(uy) = 0, (2.4.8)
2 (- V)i = A+ Dol ), (24.9)
% + (uy - V)ex = div(DMeha) Ve + D(1hx) Da(ha, ) Vib), (2.4.10)
uy) = % = % =0 on 90 x (0,+00), (2.4.11)
u)(0) =ug, ©A(0) =), cx(0)=cy in Q, (2.4.12)

onde ) € H2(Q) e ¢y € HY(Q) sao tais que ¥ — 1y € HY(Q) e ¢ — ¢o em L*(). Note
que ||Y3]|m e ||cd|lz2 sao limitadas independentemente de A. Esse fato sera usado quando
estivermos obtendo estimativas uniformes em A.

Os Teoremas 2.3.6 e 2.3.8 fornecem existéncia de uma tunica solucao forte local para
este sistema regularizado e, das demonstragoes, fica claro que o tempo local de existéncia
nao depende de A\. Além disso, o principio do maximo vale para o campo de fase e para a
concentragao (veja a Proposi¢ao 2.3.7). Reunimos esses resultados na seguinte proposi¢ao.

Proposigao 2.4.2 (Solugao local para o sistema regularizado). Suponha que as hipoteses
(H1’)-(H6’) sao satisfeitas e que (ug,4),cy) € V x H*(Q) x HY(Q) com 0 < ), ¢ <
1 q.t.p. em Q. Entdo, para cada A € (0,1], existem 7, > 0 (independente de \) e
(wy, pa, ¥, c) tais que

uy € L=(0,T,; V)N L*(0, Ty; H*(2)) N H'(0, Ty; L*(2)),

px € L*(0,T,; H(Q)/R),

Yy € L0, T,; H*(Q)) N L*(0,T,; H*(Q)) N H*(0, T.; H(Q)),

cx € L0, T,; H(Q)) N L*(0,T,; H*(Q)) N HY(0,T,; L*(Q)),

0<1vy, cax<1 qt.p. em Q x(0,7T,),

e satisfazem as equagoes (2.4.7)-(2.4.12) q.t.p. em Q x (0,7%).
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Note que, como 0 < ¢y < 1, vale que II(cy) = ¢y, entdo

1&1(1/1,\, cx) = E1(¥n) + exEq(a) = Ai(Pa,en) e
Az, ex) = Fi(¥n) + exFa(a) = Az(tha, cr).
Agora, nosso objetivo é obter algumas estimativas uniformes em A, e, consequente-
mente, convergéncias para a solucao do problema regularizado, de modo que sejamos

capazes de passar o limite no sistema (2.4.7)-(2.4.12), quando A — 07, e mostrar a exis-
téncia de solucao para o problema degenerado.

Lema 2.4.3 (Estimativas de energia). Existe C' > 0 independente de \, tal que

[urllzo .1 + l[unllz20mvy) < C, (2.4.13)
oAl Lo 0,122 + 1all 220,101 2)) < C, (2.4.14)
T*
||C)\”LOO(O7T*;L2(Q)) —|—/ / DA(¢)\)|VC)\|2 < C. (2415)
0o Ja

Demonstra¢ao. Multiplicando (2.4.7) por u,, integrando sobre €2, e usando as hipoteses
(H17)-(H6’), segue que

1d
gl IVl = [ Aiwn e+ [ be0((T(w) + u x B) x B,
Q Q
< O (Il + I () aellmalzs + s 32)

< C(1+ [ul72) -

Assim, pelo lema de Gronwall obtemos (2.4.13).
De forma anéloga, multiplicando (2.4.9) por 1y, integrando sobre €, e usando que As
¢ limitada, obtemos que

1d

2dt||%||%2 +IVhallz. = /9142(%,@)% < Cllallii) < C (1+ [[4allZ2) -

O lema de Gronwall nos da (2.4.14).
Finalmente, multiplicando (2.4.10) por c,, integrando sobre 2, e usando que D, é
limitada e que D < D + X\ = D*, vale que
1d

2dt||CA||%2 + /QDA(%)WCAF = —/QD(%)Dz(l/%CA)V% - Ve

<c / D) [V [Ver|
Q
1
<3 / D) [Vesl? + Cl[ V2o

Rearranjando os termos e integrando no tempo obtemos (2.4.15). O

As estimativas acima s6 nos garantem convergéncia fraca. Para passar o limite nos
termos nao lineares é necessario algumas convergéncias fortes. Para esse fim, vamos obter
novas estimativas independentes de .
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Lema 2.4.4 (Estimativas adicionais). Existe C' > 0, independente de A, tal que

[unllzo0,z.3vy + llanl| 20,7120 < C, (2.4.16)
||¢/\||Loo 07w H(Q)) T ||¢/\||L2(0,T*;H2(Q)) <C, (2.4.17)
0 0
‘ u, H ¥ <C (2.4.18)
ot 2(0,Ty;L2(Q)) L2(0,Tx;L2(2))
0
‘ CA <C. (2.4.19)
(975 L2(0,T.;(HY(Q))")

Demonstracao. As estimativas (2.4.16)-(2.4.18) sao provadas de forma analoga as do Te-
orema 2.3.4 ja que elas nao dependem da regularidade da concentracao.

Multiplicando (2.4.10) por z € H'(2), integrando sobre €2, e usando a desigualdade
de Holder, obtemos que

80)\

/D)\ % ‘VC)\HVZ“FC/ |V¢)\HVZ‘+/ ’11)\0)\ VZ‘

1/2
<C <(/ D/\(i/f,\)‘va\\?) + Va2 + Hu,\HLzHc,\HLOO> V2| 2.
Q

Usando as estimativas do Lema 2.4.3 e o fato que 0 < ¢, < 1, chegamos em (2.4.19). O

Das estimativas uniformes obtidas nos lemas anteriores, deduziremos algumas conver-
géncias para a solucao do sistema regularizado.

Lema 2.4.5. Existe (u,,c) tal que
uc L>(0,T,; H(Q)) N L*(0, T.; H*(Q)) N H*(0, T,; L*(Q)),
€ L0, T,; H'(Q)) N L*(0,T.; H*(Q)) N H'(0, Ts; L2(52)),
¢ € L0, T; L*(Q)) N H* (0, To; (H'(Q))),
0<1, c<1qt.p. emQx(0,T,),

e uma subsequéncia de (uy, v, cy) (denotada com o mesmo subindice), tal que, quando
A— 0T,

(uy,¥n) — (,9) fracamente em L*(0,T.; (H?*(Q))?), (2.4.20)
(ux,¥n) — (0,9)  fortemente em L*(0,T%; V x H'(Q)) N C([0,T.); H x L*()),

(2.4.21)

cy — ¢ fracamente em L*(Q2 x (0,73,)), (2.4.22)

cx — ¢ fortemente em C([0, T.]; H*(Q)'), (2.4.23)

cx — ¢ fracamente-* in L*°(Q2 x (0,T5,)). (2.4.24)

Demonstragao. As convergéncias (2.4.20) e (2.4.22) seguem diretamente dos lemas acima.
Além disso, como as imersoes de (H*(Q)NV) x H*(Q) em V x HY(Q) e de V x H' ()
em H x L*() sao compactas, aplicando o Teorema 1.3.12, concluimos que (uy,1)y) é
relativamente compacto em L?(0,T,;V x HY(Q)) N C([0,T.]; H x L*(2)) e portanto vale
(2.4.21).

Analogamente, pelas estimativas (2.4.14) e (2.4.19) e como a imersao de L?(Q) em
(H'(Q)) é compacta, temos que (cy) é relativamente compacta em C([0, T.]; (H'(2))'),
dai seque (2.4.23).

A convergéncia (2.4.24) é uma consequéncia direta do principio do méaximo. O
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Relembre que 0 < ¢y, ¢ <1, entao _Kl =A e Eg = A, sao afins na segunda variavel.
Assim, a partir de agora, Ai(r,s) = Ei(r) + sEq(r) e As(r,s) = Fi(r) + sFy(r).

Comparando com a passagem ao limite na demonstragao de existéncia da solucao fraca,
a principal diferenca aqui consiste em lidarmos com os termos nao lineares envolvendo a
concentracao. Juntamos essas convergéncias no proximo lema.

Lema 2.4.6. Quando A — 0", vale que

A (Py, cr) — Ai(¢,c) fracamente em L*(Qr,)?, ( )

Ay(thy, cx) — Ay(1,¢) fracamente em L*(Qr,), ( )

DMy )Vey — V(D(Y)c) — eV D(¢) fracamente em L*(Qr,)*,  (2.4.27)
D(1p\) Dy (thy, cx)Vihy — D(¥)Dy(1p, ¢)Vp fracamente em L*(Qr, ), ( )
( )

uycy — uc fracamente em L*(Qr,),
lembrando que Qr, = Q x (0, T%).

Demonstracao. Devido a convergéncia fraca de ¢y, o fato de que A; e A, sao afins na
segunda variavel é crucial para mostrar as convergéncias (2.4.25) e (2.4.26). De fato,
como E; e F;, i = 1,2, sao funcoes Lipschitz e limitadas, vale que

Ei(¢y) — E;(v) fortemente em (LP(Qr,))* e
F;(¢y)) — F;(¢) fortemente em LP(Qr,), para qualquer p € [1,00).

Além disso, como os operadores de Nemytskii associados a A; e A, sao sequencialmente
continuos (veja a Proposicao 1.5.3), usando (2.4.22), seguem (2.4.25) e (2.4.26).

A demonstracao das convergéncias (2.4.27) e (2.4.28) s@o mais técnicas e andlogas as
demonstragoes em [41, Lemas 2,3.4|, entdo vamos omitir alguns detalhes.

Utilizando a estimativa (2.4.15), existe uma constante C' > 0, independente de A, tal
que

1D o0 VerlEagr) = /Q DM (62) Ve ?

IN

C [ DYNowlVa
Qr.
< C.
Entdo, existe J € L?(Qr)? tal que uma subsequéncia de D*(¢y)Vey, satisfaz
DM¢\)Vey — J  em L*(Qr,)>. (2.4.30)
Por outro lado, segue do fato que D(¢y)cy — D(v)c em L*(Q7,), que
V(D(@r)ex) = V(D(¥)e) em D(Qr.). (2.4.31)
Além disso temos que
VD(y)ex — VD()e em D'(Qr,), (2.4.32)
pois

VD(y)ex — VD(b)e em LY(Qr,)?.
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Para ver que essa tltima convergéncia é verdadeira, seja v € L>®(Qr, )3, entao

/Q (3 VD(y) — ¥ D(5)) - v (2.4.33)

= / (cA—c)VD(@Z))-VjL/ (VDY) = VD())) - v.
Qr,

Qr,

Mas, por (H2’), D € Wh*(R). Assim, usando a desigualdade de Holder, segue que
existem constantes positivas C] e (5, tais que

IVD(y) - VH%Q(QT*) = [|D'(¢)Vi) - VH%Q(QT*) <Ci||Ve- VH%%QT*)
< GV IVElZ20p ) < Co
Isso mostra que VD(v)) - v € L*(Qr,). Como ¢y — ¢ em L*(Qr,), segue que o primeiro
termo do lado direito de (2.4.33) tende a zero. Usando que VD (¢y) — VD(¢)) em L*(Qr,)?
e que 0 < ¢y, <1q.t.pem Qr, segue que o segundo termo do lado direito de (2.4.33)

tende a zero.
Note ainda que, como A < D*

A / Va2 < [ DNo)Veal <,
Q. Q.

onde usamos (2.4.15). Disso segue que
H)‘VCAHLZ(QT*) S AC.

Ou seja, quando A — 0%
AVey — 0 em L*(Qr)®.

Como,
D px)Vexr = D(5)Ven + AVey = V(D(hy)ex) — VD(1hy)ex + AVey
segue de (2.4.31), (2.4.32) e da ltima convergéncia que
D1ha)Ver = V(D(¥)e) = cVD(4) em D'(Qr.).

Entao, pela unicidade do limite, obtemos que J = V(D(¢)c) — ¢V D(¥).
Para demostrar (2.4.28), comegamos observando que em [41] foi provado que

D(1p\) Do (1hy, cx)Vby — D(p)Dy(1p, c)V1p fracamente em L'(Qr,)*. (2.4.34)

Entretanto, como D(1y) Dy (1, cx) Vb é uniformemente limitada em L?(Qr, )3, pela uni-
cidade do limite segue (2.4.28).
Para demonstrar (2.4.34), seja v € L®(Qr,)?, entao

/ (D(2) Daler, 1n)Vibs — D() D (e, $) V) - v

D(y) (Da(cx, ¥n) — Da(c,¥)) Vi - v

T

S

+

s~

(D) = D)) Dy(c, ) Vip - v

+ D(¥5)Da(cx, a)(Vor — V) - v.

T
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Devido a convergéncia forte (2.4.21) e usando as hipoteses sobre as nao linearidades, é
facil ver que os dois ultimos termos da tltima equacao tendem a zero. Assim, a dificuldade
estd em mostrar a convergéncia do primeiro termo do lado direito da tltima equacao.
Omitimos os detalhes dessa demonstragao, mas, essencialmente, isto segue do fato que

D(¢y)ex — D(¥)c  fortemente em L*(Qr,), (2.4.35)

pois, usando que Dy é Lipschitz, que D é nao negativa e aplicando a desigualdade de
Holder, segue que existe uma constante C' > 0, independente de A, tal que

D(thy) (Da(cn, n) — Da(c, ) Vb - v

‘QT

< g D(y) (|en — ¢| + [1x — ¥]) [VY||v]
< ( / 1D = D)l T+ /Q s wuw)
< c ( [ 1@ = p@idivel + [ 10w —D(%)chw)

T

e </Q [ — wuw) |

Note que os dois ultimos termos tendem a zero pela convergéncia forte (2.4.21) e usando
que ¢ € L*(Qr,), j& o primeiro termo por causa de (2.4.35). A demonstracao de (2.4.35)
¢ exatamente como em [41, Lema 4.

Finalmente, para v € L*(Qr,), temos que

/OT* /Q(ll)\C)\ —ucjv = /OT* /QC,\(U)\ —u)v+ /OT* /Q(cA — o)uw.

Ja que 0 < ¢y, < 1, pela convergeéncia forte (2.4.21), o primeiro termo do lado direito tende
a zero quando A — 07. O segundo termo tende a zero por (2.4.24). O

As convergéncias dos Lemas 2.4.5 e 2.4.6 nos permitem passar o limite no sistema
(2.4.7)-(2.4.12), quando A — 07, e mostrar a existéncia de solugdo para o problema
degenerado. Isso completa a demonstracao do Teorema 2.4.1.
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Capitulo 3

Analise Matematica para um Sistema
do Tipo Cahn-Hilliard /Allen-Cahn

Wheeler, Boettinger e McFadden em 1992 propuseram um modelo de campo de fase
para um processo de solidificagao isotérmico de uma liga binaria (veja [48]), esse modelo
descreve a concentracao do soluto no solvente ¢ e campo de fase ¢ e é deduzido a partir
do seguinte funcional de energia livre:

2
Fi6.0) = [ 16,0+ SIVoPdV,

onde € ¢ uma constante positiva e f ¢ a densidade de energia livre.
No ano seguinte, em [49], os mesmos autores generalizaram esse funcional de energia
livre, permitindo a dependéncia de Ve, ou seja,

2 52
F(g,c) = /Q F(6.0) + SIVo + L |velav.

onde ¢ > 0 é uma constante.

A equacao da concentracao obtida a partir desse primeiro funcional de energia livre é
uma equagao de segunda ordem na variavel espacial, enquanto o novo funcional fornece
uma equacao de quarta ordem para a concentracao, conhecida como equacgao de Cahn-
Hilliard. A evolucao de ¢ é dada por uma equagao do tipo Allen-Cahn e permanece a
mesma nos dois modelos. A vantagem desse novo modelo é a capacidade de prever um
fenomeno observado experimentalmente, conhecido como solute trapping, que é o aprisi-
onamento de soluto na parte solida (especialmente quando se tem um processo de rapida
solidificagao), provocando assim uma diminui¢ao da segregagao entre soluto e solvente na
parte liquida. As equagOes para a evolucao do campo de fase ¢ e para a concentracao c
propostas em [49] sdo as seguintes:

% = —M, (g—i(éf), c) — €2A¢) em Qr,
% =V - M, (c(l —c)V (%(gb, c) — 52Ac)) em Qr,

onde Qr = Q x (0,7), com Q um aberto e limitado de R", n = 2,3, T" > 0, M; e M,
constantes positivas e f = f(¢,¢) a densidade de energia livre que apresentaremos na
proxima se¢ao, onde faremos uma breve deducao do modelo.
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A analise matematica (i. e., existéncia, unicidade, e principio do maximo) para o
problema proposto em [48], foi feita por Rappaz e Scheid em [38|, e um caso degenerado
foi estudado por Scheid em [41]. Assim como foi sugerido em [49], admitimos que M, seja
uma fungao de ¢, digamos que M, := D(¢), e provamos a existéncia de solucao fraca,
um principio do méaximo, regularidade e um resultado de continuidade das solugoes em
relacao aos dados iniciais, para um sistema nao degenerado. Esse sistema nao degenerado
consiste essencialmente em substituir D(¢)c(1 — ¢) por (D(¢) + A)(¢(1 —¢) + «) onde X e
« sao constantes positivas. Por causa desta substituicao o coeficiente de mobilidade nao
se degenera. Por fim, tomamos o limite quando A — 0%, encontrando uma solucao para
um caso degenerado.

3.1 Uma breve deducao do modelo

Seja 2 um dominio aberto e limitado de R™, n = 2, 3, com fronteira suave 0€). A regiao
(2 é ocupada por uma liga binéria, onde B é o soluto e A o solvente. Supomos que seja um
processo isotérmico de transi¢ao que ocorre na temperatura critica Ty,;. Denotamos por
¢ a concentracao do soluto B no solvente A e por ¢ a variavel campo de fase. Seguindo
Wheeler, Boettinger e McFadden [49], comegamos por introduzir o funcional de energia
livre de Ginzburg-Landau:

2 52
Fi6.0) = [ 1(6.0)+ GIV0F + GIVePav

onde € e § sao constantes positivas e f é a densidade de energia livre dada por

F(6.¢) = (1— ) FA4() + cfP(&) + "4 [(1 - ) In(1 - ¢) + ln(e)]

m

em que R é a constante de Boltzmann, v,, é o volume molar e as funcoes f“ e fZ sao as
densidades de energia livre de A e B respectivamente, e podem ser dadas por

FA9) = Wag? (o —1)°,
fP(¢) = Wge* (6 — 1)%,

onde Wy e W séo constantes. A tnica diferenca entre o modelo proposto em [49] quando
2

J
comparado com o proposto em [48]| é a adigao do termo §|Vc|2 no funcional de energia

livre.
Usando que ¢ ¢ uma quantidade nao conservada e a concentragao ¢ uma quantidade
conservada, os autores de [49] deduziram que

1)) OF

— = —-M;— 3.1.1

ot Vg’ (3-1.1)

oc

“_ _v.1, 3.1.2
onde M; é uma constante positiva e J. = —Masc(1 — ¢)V—, sendo que M, pode ser uma

constante positiva ou M, pode depender de ¢, o que permite diferenciar a mobilidade da
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liga nas fases solida e liquida. Aqui consideramos o caso em que M, depende de ¢, mais
precisamente, tomamos

oF
- M((b? C>V%7
onde M é escolhida do seguinte modo:
M(@,¢) =~z D(@)e(1 — <),

com D sendo uma funcao crescente tal que D(0) = Dy e D(1) = D;, onde D, e D; sdo os
coeficientes de difusao no estado liquido e so6lido, respectivamente. Note que é esperado
que Dy = 0 (veja [41]), uma vez que espera-se que no estado solido ndo haja mais mudanga
na concentracao. Dai a importancia de se estudar o caso degenerado. Vamos tratar essa
situacgao na tultima secao do presente capitulo.

Agora, calculando-se a derivada variacional, temos que

oF _of ,
SF0f
% = %((b,C) — 52AC.

Assim, (3.1.1) e (3.1.2) implicam que

0 0
a_f < 2NG — i(gb )> (3.1.3)
dc U of
i V- (RTMD(gb)c(l —c)V (%(gb, c) — 52Ac)> . (3.1.4)
Podemos ver que
af ofA off  of aft  ofA
96 =195 T8 = o9 *C(a_qs_a_eb)
dessa forma, 5
-5 = R0 + chlo),

onde Fy e F;, sao polindmios ctibicos na variavel ¢, satisfazendo Fy(0) = F5(0) = Fi(1) =
F5(1) = 0. Além disso,
of  0*f

0 f RTy 1

VE aca¢v¢ + aQCVC = —Fg(@ﬁ)V(ﬁ o ch
Entao, (3.1.3) e (3.1.4) nos da
00 M (B0 -+ Fi(6) + cFa(e) (3.15)
gi V - (D(¢) (D2(¢,c)Vé — D1 (c)0*VAc+ Ve)) (3.1.6)

onde estamos denotando Di(c) := z-c(1 — ¢) e Da(¢, ¢) := —Di(c) F2(9).
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3.2 O problema nao degenerado

Vamos comegar estudando uma versao regularizada das equagoes (3.1.5)-(3.1.6). Ad-
mitiremos que ¢, Ac e ¢ satisfazem a condicao de Neumann homogénea sobre a fronteira.
Além disso, consideraremos as condigoes iniciais ¢(0) = ¢g e ¢(0) = ¢y. Por simplicidade,
e =0 = M, =1, e no lugar das fungoes Fy(¢) + cFy(¢), D(¢)Da(¢,c), e D(p)D1(c)d?,
colocaremos, respectivamente, A;(¢,c), Aa(p,c) e As(p,c). Ou seja, estamos em busca
de ¢ e c satisfazendo as equagoes

% = Ao+ Ai(o,¢), em Qr, (3.2.1)

% =V - (As(¢,0)Vé — A3(p,c)VAc+ D(¢)Ve) em Qr, (3.2.2)
0 0 OA

a_ﬁ - 8_:1 - 8—; —0 sobre 9Q x (0,T), (3.2.3)

#(0) = ¢o, ¢(0) =c¢o em S (3.2.4)

onde Qr = Q2 x (0,7), T > 0.
Ao longo dessa secao estaremos sob as seguintes condigoes:

(H1) D:R—Re A;: R? - R, i = 1,2, sdo funcoes Lipschitz e limitadas.
(H2) Az :R? — R ¢ uma funcao Lipschitz e limitada e existe 4y > 0 tal que

0< Ay < As(r), Vr eR

O proximo teorema pode ser visto como uma extensao para os casos de dimensao 2 e 3
do Teorema 2.1 em [14], onde ¢ demonstrado um caso unidimensional. Usando o método
de Faedo-Galerkin, nao é dificil obter a demonstragao diretamente para o nosso caso.
Entretanto, como a demonstragao ¢ muito similar a do teorema citado, vamos apenas dar
um esbogo da demonstracao.

Teorema 3.2.1 (Solucao fraca). Se (¢o, o) € L*(Q) x H'(Q), existe uma solugdo fraca
(¢, c) para o problema (3.2.1)-(3.2.4) no seguinte sentido:

¢ € L=(0,T; L*(Q)) N L*0,T; H'(Q)) N H'(0,T; H(Q)"),

ce L™0,T; H'(Q)) N L*0,T; H*(Q)) N H'(0,T; H'(Q)")

<%,z>+/gv¢-v,z:/gfll(¢,c)z, (3.2.5)

<%, z> + /Q (As(o, )V — As(p,c)VAc+ D(p)Ve) - Vz =0, (3.2.6)
#(0) = ¢o, ¢(0) =cy q.t.pem (3.2.7)

e as equacoes

sao satisfeitas para todo z € H*(Q2) e no sentido das distribui¢oes em (0, T).

Demonstra¢ao. Vamos aplicar o método de Faedo-Galerkin. Sejam 0 = pq < pp < -+ 0s

autovalores de —A e (e;);>1 C C(Q2) as autofungdes associadas satisfazendo a condigao
de Neumann sobre a fronteira, de forma que (e;);>1 ¢ um conjunto ortonormal e completo
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em L?(2) e ortogonal em H'(Q)). Denotemos por E,, := span{(€;)1<i<m} € L, a projegao
ortogonal de L? (and também H') em E,,.

Seja (Gm,cm) € HY(0, Tpn; (En)?), onde T,,, > 0 é o tempo maximal de existéncia, a
solugao do seguinte problema aproximado:

(8%’ ) /vgbm vz_/A1<¢m’Cm) (3.2.8)

(aac—;", z) + /(D(¢m)ch + Ao (P )V — As(dm, cm)VAC,) - V2 =0, (3.2.9)
Q

(@m(0),m(0)) = (Lm(¢0), Lm(co)) (3.2.10)

para todo z € E,,. Nesse caso, a solu¢ao (¢, ¢,;,) tem a seguinte forma:
= Zgzﬁfn(t)ei, e Cp = Zcfﬂ(t)e
i=1 i=1
onde ¢!, . € H'([0,T,.]).

Multiplicando a equagao (3.2.8) por ¢! (), com z = ¢;, e somando sobrei = 1,2, -+ ,m,
vemos que existe uma constante C' > 0, independente de m, tal que

d 2
T 0mllze +21Vomlz < C (14 [[omlz2) - (3.2.11)
Escolhendo z = e;p; na equagao (3.2.9), multiplicando esta equagao por ¢!, (t) e so-
mando sobre 1 = 1,2,--- ,m, temos que existe uma constante C', tal que
d
%chmH%? + Aol VA7 < C([[Vonllie + I Venllz:) - (3.2.12)

Multiplicando a equagéo (3.2.12) por § = 1/C e somando com (3.2.11), obtemos

d
7 (1omll72 + 01 Venliz +1) + [IVEll7z + 040 [ VACHIIZ: < C (1 + [dml]72 + 0] Veml72)

Com essa estimativa de energia, aplicando a desigualdade de Gronwall, usando que ¢,
¢ conservado, aplicando estimativas elipticas e a desigualdade de Poincaré-Wirtinger,
concluimos que

|Pmll Lo 0,7:22(0)) + lem | Los 0,711 (0)) < C, (3.2.13)
[émll 20,1501 () + [lemll L2072 0)) < C, (3.2.14)
onde C' > 0 é uma constante independente de m. Dai T}, = T, para todo T" > 0.
Aplicando a desigualdade de Holder nas equagoes (3.2.8) e (3.2.9), fica facil mostrar
que

Lembrando que pelo Corolério 1.3.4, H3( ‘—> H?(2), usando essas tltimas estima-
tivas junto com o lema de Aubin-Lions- Slmon obtemos as seguintes convergéncias:

(9cm

< 2.1
s <C, (3.2.15)

S,

2(0,T;HL(Q L2(0,T;H(R))

Gm — ¢ em L*(0,T; H'(2)), (3.2.16)
cm — cem L*(0,T; H*(Q)), (3.2.17)
Gm — ¢ em L*(0,T; L*(Q)) N C([0, T, (H' (2))), (3.2.18)
cm — cem L*(0,T; H*(Q)) N C([0,T], L*(Q)) (3.2.19)
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Essas convergéncias sao suficientes para tomar o limite nas equagoes (3.2.8)-(3.2.9), ob-
tendo assim as equagoes (3.2.5)-(3.2.6). O

Observacao 3.2.2. Uma solucao fraca ¢, dada pelo teorema acima, satisfaz a condicao
de fronteira

aC—O sobre 02 q.t.p. em (0,7)
on

no sentido do operador trago. De fato, o espaco
V= {v € H*(Q) ‘ 9 = 0 sobre E)Q}
on
¢ um subespaco fechado de H?(R2). Entao, L*(0,7;V) ¢ um subespago fechado de
L*(0,T; H*(Q)). Dessa forma c,, € L*(0,T;V) e por (3.2.19) segue que
cm — cem L*(0,T; V).

Para ver que V é de fato um subespago fechado de H?((?), consideremos o operador
linear T : H2(Q2) — L*(09) definido por
ov

T(v) = —

ml = Vou-n|,,.
o0

O operador T esta bem definido no sentido do traco, ja que Vv -n € H*(2). Além disso,
como o operador traco ¢ continuo, segue que T' é continuo e portanto V = T-1(0) ¢ um
subespago fechado de H?(2).

Teorema 3.2.3 (Regularidade para ¢). Suponha que as hipoteses (H1)-(H2) sao satis-
feitas e co € H'(Q).

(i) Se ¢p € H (), ¢ tem a seguinte regularidade:
¢ € L=0,T; H (Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N H'(0,T; L*(Q)).

(if) Se ¢ € HA(Q) e % = 0 sobre 09,
¢ € L=(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N H'(0, T; H'(Q))
e a equagao (3.2.1) é satisfeita q.t.p. em Q7.

Demonstragao. No item (i) a ideia ¢ tomar (¢! (¢)u; + 6¢>m (t))e; como fungao teste em
(3.2.8), somar sobre i = 1,--- ,m, obtendo

1d

1d H(?cbm
L 2dt

S V6l + 186l +

— Vol

Opm
_/QAl(gbmacm)Agbm /Al(gb’rmcm) 8t

Entao, depois de aplicar as desigualdades de Hélder e Young e o lema de Gronwall,
obtemos a seguinte estimativa:

<C. (3.2.20)

L2(0,T5L2(Q))

0P,
|l Los (0,317 () + [|Oml| L2 (0,112 (02)) + H
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No item (77) tomamos ((bfn(t)u?+%(t)m)ei como fungao teste em (3.2.8), somamos sobre
t=1,---,m, e obtemos

1d , , 00n | 1d
sailAonl+ 19800l + [ V252 |+ 5 180mE

OPm

— [ A1 en) 6+ [ VAoV

Q Q ot

8A1 8A1 3A1 aAl a‘bm
= — —_— — A —_— —_— —
/Q(%v¢m+ acvcm)v ¢m+/§2(a¢v¢m+ o Vem )Vat

Aplicando a desigualdade de Hélder, usando o fato que A; € WH(R?), aplicando a
desigualdade de Young, integrando sobre [0, 7| e aplicando as estimativas (3.2.13), (3.2.14)
e (3.2.20) junto com as estimativas elipticas obtemos a seguinte estimativa:

’ OPm

< (C. 2.
o <C (3.2.21)

L2(0,T;H(Q))

|Gl Lo (0,73 12(00)) + || Om | L2 (0,113 02)) +

]

Nosso principal resultado nessa secao é o seguinte teorema que nos déa uma solugao
forte global no tempo quando € C R2, e solucao forte local no tempo quando € C R3.
As ideias centrais para provar esse teorema podem ser encontradas na demonstragao do
Teorema 2.2 em [10].

Teorema 3.2.4 (Solugao forte). Suponha que as hipoteses (H1)-(H2) sao satisfeitas. Se
(do,co) € H2(Q) x H2(Q) e %0 — 90 — (0 em 092, a solugio (¢, c) dada pelo Teorema

on o
3.2.1 tem a seguinte regularidade:

e se ) C R?
¢ € L>°(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H'(Q)), (3.2.22)
c€ L™(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N H'(0,T; L*()), (3.2.23)

para todo T" > 0 fixado;

e se ) C R,
¢ € L>°(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H*(Q2)), (3.2.24)
c€ L™(0,T,; H*(Q)) N L*(0,T,; H*(Q)) N H'(0,T,; L*(2)), (3.2.25)

para todo T, satisfazendo 4T,C®(||col/3. + 1)* < 1 (a constante C' aparece na de-
monstra¢ao do teorema).

Demonstragdo. Note que, como ¢y € H?() e ‘98% = 0 sobre 02, a regularidade de ¢
¢ dada no Teorema 3.2.3, item (i7), tanto para Q@ C R* e Q C R* Multiplicando a

equagao (3.2.9) por ¢’ pu? com z = e;, somando sobre i = 1,--- ,m, e integrando por
partes, usando que ‘%"L = 85—;1" = 8%% = 0 sobre 0f1, segue que

1d
saplAenlis+ [ Auon )|,

/ V- (D(60)Vem + s, ) V) A2, (3.2.26)

+ / (%‘1‘”‘(%, OV, + ‘9’43(%, )ch> -VAc, A%,,.
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Caso ) C R?: Usando as hipoteses (H1)-(H2) e a desigualdade de Holder na tltima
equacao, temos que existe uma constante C' > 0, tal que

d
Tl Acnlzz + 240 A%en]IZ2 SC(HV%HMHV%HM +IVomlLs + 1Acmllzz + | Adnll e
+ (IVémllzs + \!ch!|L4)!!VACm\|L4) 1A% |2

Entao, pelas imersdes de Sobolev H' C L%, a estimativa (3.2.21) e a desigualdade de
Young, obtemos

d
%Hﬁcmlliz + Aol| A%, |72
< (14 IVenlBe + 1 Aculs + VA + [ Vel Bl VACHI: ). (3.2.27)

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, estimativa elipticas, e a estimativa
(3.2.13), segue que

IVenllzs < ClIVenlr2lVenllm < C(l|Acn]z: + 1),
e que

IVAenll7a < CIVACH ([ VA
< ClIVAeullzz ([ Acwllaz + llenllz2)
< CV A 22 (| A%l + | A 22 + 1).

Aplicando essas estimativas em (3.2.27) e usando a desigualdade de Young, obtemos
d Ap
Ellﬁcmlliz + 5 1A%
< C(L+ [[Acnllfe + [IVACH][72 +[[VAc T2l Acu|1Z2).-

(3.2.28)

Como ||VA¢,||2, é uma fungao integravel (veja a estimativa (3.2.14)) podemos aplicar
a desigualdade de Gronwall, obtendo

[Acm(t)]2: < C (| Acn(0)]|22 + 1) .

Usando que [|Ac,,(0)|72 < C|leol|F2, co € H*(2), a estimativa eliptica (1.3.3) e a estima-
tiva (3.2.13), concluimos que

lem | oo 0,7:m2(0)) < C. (3.2.29)
Agora, podemos obter que
lemll2rm90)) < C (3.2.30)
integrando a desigualdade (3.2.28) sobre [0, 7], usando a estimativa (3.2.29) e que
lemllzs < C(IA% eIz + | Acmllz2 + llemll2).

Caso ) C R3: Nesse caso a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg nao funciona para
estimar

/ (Ve - VA, A2c,,|.
Q
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Aplicando a desigualdade de Holder e a desigualdade (1.4.10), no Lema 1.4.6, obtemos
/ (Vem - VAC, A% cn| < [|[Vemllzo | VACK | 2| A% || 12
Q

< O A2 || A2 1A% |15 | Al |15 A2 2
< O A2, |75 A 135"
< O(e|| A%en||2: + C ()| Acn12),

onde foi usada a desigualdade de Young com p = 8/7 e g = 8.
Escolhendo ¢ adequadamente na ultima estimativa, usando a estimativa (3.2.26), e
estimando os outros termos como no caso 2 C R?, somos capazes de obter que

d
Tl Acnlze + Aol A% 72
< C(IVenlli + IVomllze + 1+ 1Acnl 2 + [IVAcn][Z:) -

(3.2.31)

Integrando sobre (0,t), com ¢ € [0, 7], temos que existe C' > 0, tal que

t
|1Ac, ()7 < C (Hcoufqz +1 +/ HAcmHlL%dt) .
0

Entéao, aplicando o Lema de Gronwall nao linear (Teorema 1.2.3), temos que
| Al Lo (0,1.5020)) < C

para todo T satisfazendo 4T,C®(||co||}2 + 1)* < 1. Ou seja,
lemll Lo 0,1 m2(0)) < C.

Integrando a desigualdade (3.2.31) sobre [0,7.], é facil ver, usando as estimativas
obtidas até aqui, que

lemll 20,754 0)) < C.

Agora podemos multiplicar a equagao (3.2.9) por % com z = e;, € somar sobre

at
1 = 1,---,m, aplicar as desigualdades de Hélder, a desigualdade de Young e usar que
D e W (R) e Ay, Ay € WH*°(R?), obtendo

8cm
H < O(I96m - Venlis + 1AclZs + [Vonll

IV 6m - VA2 + [ Ve - VAcy|:).

Usando a imersao de Sobolev (H' C L*), a desigualdade de Young e as estimativa (3.2.29)
e (3.2.21), temos que

Integrando essa estimativa sobre [0, 7] e usando a estimativa (3.2.30), obtemos

B

2
OCm,

L2

<C.

L2(0,T;L2(Q))
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Observacao 3.2.5. Com o ultimo teorema estamos em condi¢oes de recuperar as equa-
goes (3.2.1)-(3.2.4). Para esse fim, tomamos z € C°(Q2) nas equagoes (3.2.8)-(3.2.9).
Entao aplicamos integracao por partes, usamos as estimativas obtidas na demonstracao
do ultimo teorema e tomamos o limite nessas equagoes. Assim, as equagoes (3.2.1) e
(3.2.2) sdo recuperadas. Por outro lado, tomamos 2z € H'(Q) em (3.2.5)-(3.2.6). Entao,
integrando novamente por partes e comparando as equagoes obtidas com as equagoes
(3.2.1)-(3.2.2), podemos dizer que para q.t.p. t € (0,7)

/ zVo-n=0,

o0

/ 2(A(6, &)V — Ag(6h,)VAC+ D($)Ve) - =0,
o0

para todo z € H'(2). Entao,

% =0, a.e. on 0f) and
on

Agdpwﬁh—A4¢QVA@-n:o

Pela observagao 3.2.2, segue que

dp  dc  OAc )
a_n_%_a—n_(], a.e. in 0Q x (0,7

com T sendo T, no caso Q0 C R? e qualquer constante positiva no caso  C R2.

3.2.1 Continuidade em relagao aos dados iniciais

Nessa secao provamos um resultado que garante que as solugoes fortes dependem
continuamente dos dados iniciais (¢, ¢o), de onde concluimos que a solugao forte é tnica.
Para demonstrar isso precisamos tomar os dados iniciais (¢g, co) € H?(2) x H$(Q), onde
HE(Q) ¢ o seguinte subespago fechado de H?*(Q) :

/ c= a} )
Q

Antes de apresentarmos o principal teorema, provamos dois lemas técnicos. O primeiro
lema afirma, essencialmente, que a concentracao ¢ é uma quantidade conservada. O
segundo lema fornece duas consequéncias da desigualdade de Poincaré-Wirtinger (veja o
Teorema 1.3.2).

HﬂQy:{ceH%m

Lema 3.2.6. Suponha que as hipoteses (H1)-(H2) sao satisfeitas, (¢o,cp) € H?(Q2) x
H$(Q) e 9% — du — () gobre 9. Entao, a solucdo forte ¢, dada pelo Teorema 3.2.4,

on on
satisfaz
/c:/co Vtelo,T],
Q 9]

emque T =T, se QCR3eT >0secC R
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Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.4 temos que a equagao (3.2.2) ¢ satisfeita q.t.p. em Q
e no sentido das distribuigdes em [0, 7], isso é, para todo ¢ € C°(0,T)

/ / §)dsdz — / / V- (As(6, )V — Ay(6r,¢)VAC + D(6)Ve) d(s)dsda.

Entao, usando as condigoes sobre a fronteira

/ /cdm ds—/ /6Q (As(¢,c)V — As(¢, )V Ac + D(¢)Ve) - ndA ¢(s)ds = 0.

d
S cdr=0
dt/gcx

no sentido das distribui¢ées. Isso implica que [, ¢ dz é constante g.t.p. em [0,7]. Mas,
como ¢ € C([0,T]; L*(2)), segue que [, c dx € C([0,T]), e entdo é constante para todo

t € [0,T]. Ou seja,
/c dxr = / co dz.
Q Q

Lema 3.2.7. Se ¢ € HY(2), entdo

Assim,

el < Cl[Vell .
Se, além disso Ac € H'(Q) e 25 = 0 sobre 99, entdo c € H*(Q2) e
lellas < CIVAC] L2
Demonstragao. Como ¢ € HY(R), (c)q = 0, entao pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger
lellz = IVellz> + lle = (e)allz> < ClIVelZa.

Agora, se além disso temos que Ac € H'(2) e % = 0 sobre 0f2, segue da estimativa
eliptica (veja, por exemplo, o Teorema 7.32 em [19]) que ¢ € H3(Q) e

lellZs < CUlAClZn + llellz2) = CUVACllZ: + [[AclZz + [le = (e)allZ2)

(3.2.32)
< C(|VAC|[72 + [|Acll7z + [[Vell72)-

Assim como na demonstragao do Lema 1.4.6, é facil ver, integrando por partes, que
HVCHLQ S CHAC”LQ € ”ACH[} S OHVACHLQ (3233)
Entao, usando (3.2.32) e (3.2.33), segue que

el zs < C||VAe| Lz

Agora estamos em condigoes de demonstrar o seguinte teorema:
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Teorema 3.2.8 (Continuidade em relagao aos dados iniciais). Suponha que (H1) e (H2)
sdo satisfeitas e que (¢, c})) € H*(Q) x H$(2) com % = gir? = 0 sobre 09, i = 1,2.
Considere (¢, ¢') a solugao forte associada com o dado inicial (¢}, ¢), definida no intervalo

(0,T%), i = 1,2. Entao, temos as seguintes estimativas:

6" — ||z or.m@) + It = Ellrxrm@) < Clloe — dollm@ + [IVeh — Vgl r2@)

16" = &*| 202 ()) + ¢t = Pl ez, msm3@) < Clldg — il + IVes — Vi lliz)

onde T =T, =min{T}, T?} se Q CR3 T > 0se Q C R? e C' > 0 ¢ uma constante.

* ) *

Demonstragao. Sejam ¢ = ¢ — ¢? e ¢ = ¢! — ¢?, entao pelas equagoes (3.2.5) e (3.2.6),
temos que

/—z+/qu-Vz:/Q(Al(qﬁl,cl)—A1(¢2,02))z, (3.2.34)

Oc

e + /Q (Az(0', Vo' — A3(¢', VAL + D(¢")Ve!) - Vz

—/ (A2(¢?, )V — A3(¢°, )VAC + D(¢*)Ve?) - Vz =0
Q

¢(0) = ¢y — ¢p, c(0) =cy —ci qt.pem

para todo z € H*(Q).

Tomando z = ¢ — A¢ na equagdo (3.2.34) e usando que A; é uma fungao Lipschitz,
as desigualdades de Holder e de Young e que ¢ € HY(2) junto com a desigualdade de
Poincaré-Wirtinger (1.3.2), obtemos que

(3.2.35)

L1612 + 1912 + 12012
< C(IglIz + llellz=1¢lz2) < CUUIBIIL + [[VellZ2)-

2 dt (3.2.36)

Agora, escolhendo z = —Ac na equagao (3.2.35) e rearranjando os termos,

1d

i dt||VcHL2 + / Asz(¢', M| VA = /Q(Ag(qﬁl,cl) — A3(¢?,*)) VA - VAc

/(D((;Sl)—D(¢2))Vcl-VA0+/D(¢2)VC-VAC
Q

Q

—|—/(A2(q§1,cl)—A2(¢2,c2))v¢1-VAc+/A2(¢2,c2)V¢-VAc.
Q Q

Usando que A; e D, i = 2,3 sao fungoes de Lipschitz e limitadas, que 0 < Ay < Az e a
desigualdade de Holder, obtemos
IVl + Aol ACE,

< C(I8llsllVAC| s + llella I VA s + I8]] 4 Vet | s
HIVellzz + 1Vellz2 + 19l V 24 + llell 2l Ve [ 24) IV A r2.
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Entao, aplicando a desigualdade de Young, usando que c', ¢! € L>(0,T; H*(Q2)) e a
imersao de Sobolev (H(Q2) C L*(€)) junto com o Lema 3.2.7, concluimos que

d Ao

SNVl + 22V A2

< C (Il ez + IVellZalle® Iz + Iola + [VelZ2) (3.2.37)
= C (lIgllz (e*[IZs + 1) + [IVellZ2 (e*[1Z4 + 1))
= C(ll Iz + DUIgllzn + [IVellZ2)-

Assim, as desigualdades (3.2.36) e (3.2.37) implicam que existe uma constante C' > 0,
tal que

d
I8l +11Vellze) + [IVolZe + 1AGIIZ: + [[VAc] 7
< C(lle* 1 + DUl ol + [1Vellz2)

Como ¢? € L*(0,T; H*(Q)), podemos aplicar o lema de Gronwall e concluir que

1]l Lo, ) + IVl oo 0.7 0200)) < Clldg — Gl ey + IVey — Vgl rze),

e que

6l 220071200 + [V AC|| 220070200 < Clldg — ol ey + IVey — Vgl rz@)

onde T'=T, no caso Q C R3, T > 0se Q C R? e C > 0 é uma constante.
Deste modo, pelo Lema 3.2.7, o resultado desejado fica provado. O

3.2.2 Principio do Maximo

Nossa intencao agora é provar que, impondo hipoéteses apropriadas sobre as nao line-
aridades e escolhendo as condigoes iniciais ¢g e ¢y com valores dentro do intervalo [0, 1],
os valores de ¢ e ¢ permanecem dentro do intervalo [0,1]. Do ponto de vista da fisica,
essa propriedade é esperada. Entretanto, para provar isso é necessario impor hipoteses
mais restritivas sobre as nao linearidades. Contudo, exatamente essa propriedade espe-
rada pode ser usada para justificar que essas hipoteses adicionais sao razodveis, como
discutiremos mais detalhadamente na observacao depois do teorema.

Teorema 3.2.9 (Principio do maximo). Suponha vélidas as mesmas hipoteses do Teo-
rema 3.2.1. Seja (¢, c) uma solugao fraca para as equagoes (3.2.1)-(3.2.4).

(i) Se 0 < ¢g <1 q.t.p. em Qe

(H3) Ai(¢,c) =0 V¢ € (—00,0]N[1,00),

entdo 0 < ¢ <1 q.t.p. em Q e para todo t € [0,7].
(i) Se0< ¢y <1qt.p.emQe

_ o,
o

entdo 0 < ¢ <1 q.t.p. em € e para todo t € [0,T].

04y

(H4) A2<¢7 C) (¢7 C) - %(Qﬁ, C) =0 Vce (_OO’O] N [1700)7
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Demonstra¢ao. Provaremos apenas o item (i7), o item (i) é demostrado da mesma maneira
e as contas sao mais simples.
Tomando z = ¢~ = —max{0, —c} na equagao (3.2.6), obtemos

th”C 12, + /D Ve |2 —/Ag(gb,c)VAc-Vc_:—/QAQ(gb,c)qu-Vc_.

Integrando por partes, obtemos

c 2+/D )| Ve |? + /A o, ¢)|Ac|?
Sl Ve + [ Ao

o . aA3
—— [ GR6.08ev6- Ve -

Usando a hipotese (H4) segue que o lado direito da ultima equagao é nulo, assim, pela
hipotese (H2) segue que

(¢, ¢)Ad Ve |* — /QAQ(¢,C)V¢-VC.

d - — —
eIz + 2Dol| Ve |[7: + 240l| Ac |7 < 0.

Integrando sobre [0, ], com ¢ € [0, T], obtemos

t t
Hawmﬁa%/WVEMM+Z%/HMﬂ@ﬁswwwmza
0 0

Entao, temos que ¢~ (t) = 0 para todo t € [0,T] e q.t.p. em €, isto &, 0 < ¢(¢t) para todo
t€[0,7] e q.t.p. em €.

Escolhendo z = (¢ — 1)t = max{0, ¢ — 1} podemos concluir, usando os mesmos argu-
mentos, que (¢ — 1)7(¢) = 0 para todo t € [0,7] e q.t.p. em €, e portanto, ¢ < 1 para
todo t € [0,T] e q.t.p. em . O

Observacao 3.2.10. As hipoteses sobre os termos nao lineares dadas em (H1) — (H4)
sao muito fortes quando comparadas com os termos que aparecem no modelo original
(3.1.5)-(3.1.6). Isso acontece por dois motivos, primeiramente porque o termo As(¢,c) =
D(¢)D:(c) = D(¢)c(1 — ¢) degenera quando ¢ = 0, ¢ = 1 ou ¢ = 0. Enfrentaremos, em
partes, esse primeiro problema na proxima secao, onde consideraremos o caso em que As
se degenere quando ¢ = 0.

O segundo problema é que no modelo original os termos nao lineares nao sao limitados.
Para resolver essa questao, a ideia é tomar A;(r, s) = Fy(r)+sFy(r) se (r,s) € [0,1] x [0, 1]
e Ai(r, s) = 0 caso contrario; As(r,s) = D(r)Ds(r, s) se (r,s) € [0,1] x[0,1] e A;(r,s) =0
caso contrario; As(r,s) = D(r)Di(s) + Ag se s € [0,1] e Az(r,s) = Ay caso contrario. A
fungao D é suave e crescente dentro do intervalo [0, 1], satisfazendo D(r) =0se r <0 e
D(r) = Dy se r > 1. Com essas restrigdes nossos resultados sao aplicaveis. Além disso,
nesse caso as hipoteses (H3) e (H4) sao satisfeitas, de modo que o teorema do principio
do méaximo acima implica que 0 < c < 1e 0 < ¢ < 1. Assim, a forma dos termos nao
lineares fora de [0,1] x [0, 1] ndo é importante no modelo.

3.3 Um caso degenerado

Lembre que no problema original, apresentado na Secao 3.1, a funcao As tem basica-
mente a forma D(r)s(1—s), onde D(0) = 0. Entretanto, o caso estudado até aqui pode ser
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aplicado apenas para uma funcao As que nao se degenera. Podemos, por exemplo, depois
de fazer os ajustes discutidos na Observacao 3.2.10, aplicar os resultados anteriores para
As(rys) = (D(r) + A)(s(1 — s) + «), para A e a constantes positivas, ja que As definida
assim satisfaz a hipotese (H2). Nessa se¢do, nosso objetivo é, essencialmente, provar a
existéncia de solug¢ao fraca no caso A = 0, ou seja, em um caso onde Az se degenera.
O fato de que A3z pode se degenerar faz com que percamos as estimativas para ¢, em
L*(0,T; H3(Q)), de modo que nao é possivel abordar esse caso via o método de Faedo-
Galerkin, como foi feito na se¢ao anterior. Além disso, pelo mesmo motivo, precisamos
introduzir uma nova nocao de solucao faca do problema, uma vez que o termo que envolve
derivadas espaciais de ordem 3 na formulagao fraca da equacao de Cahn-Hilliard nao fica
bem definido.
Estabelecemos esse problema da seguinte maneira: encontrar ¢ e c tais que

9¢

i Ap+ Ai(p,c), em Qr, (3.3.1)

% ~V. (D(¢)(D2(¢, V6 — Dy(e)VAc + w)) em Qp, (3.3.2)
3} 0 OA

a—z = 8—161 = a—nc =0 sobre 02 x (0,7, (3.3.3)

#(0) = ¢, ¢(0) =¢o in Q. (3.3.4)

onde Qr = 2 x (0,7) e T > 0. Admitimos as seguintes hipoteses sobre os termos nao
lineares:

(H’)) Ay, :R2 2R, D:R—-R D;:R—=ReDy:R*— R, i=1,2, sdo fungoes
Lipschitz e limitadas. Além disso,

0<D(r), 0< Dy <Di(r)VreR.

(H2’) D € C2(R) e D" ¢ limitada.

Observagao 3.3.1. No modelo original D;(c) = z#—c(1—c), assim, D degenera quando
¢ =0 ou c =1, mas aqui nao permitiremos que isso ocorra, ou seja, ainda estaremos em
um caso aproximado do modelo original. Apesar disso, nessa se¢ao estamos admitindo
que D se degenere quando ¢ = 0.

Definig¢ao 3.3.2. Diremos que (¢, ¢, J) é uma solugao fraca para o problema degenerado
(3.3.1)-(3.3.4) se

¢ € L>=(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; H*(Q) N H'(0,T; H(Q)),
ce L0, T; H'(Q) N HY(0,T; (H'(Q))"),

J e L*(Qr)"
e satisfazem as seguintes equacoes
% Do+ A6, atpem Qr, (3:3.5)
<%, z> + / (D(é)(Ve + Da(6,0)Ve) — Di(e)J) - Tz =0, (3.3.6)
t Q
#(0) = ¢, ¢(0) =cy q.t.pem €, (3.3.7)

g—z =0 sobre 05, (3.3.8)



7

para todo z € H'(Q), no sentido das distribui¢oes em (0,7) e para todo v € C=(Qr)",
J satisfaz:

/T Jov= / Ve V(D(@)V - v) + / Ve V(VD(9) - v). (3.3.9)

Observacao 3.3.3. A caracterizacao de J foi motivada pelo fato que gostariamos que
J = D(¢)V Ac, mas isso nao é possivel por causa da baixa regularidade de c¢. Poderiamos
primeiramente tentar definir J = V(D(¢)Ac) — VD(¢)Ac, mas sequer sabemos se ¢(t) €
H?(Q). Entretanto, sabemos que, integrando por partes, para todo v € C°(Qr)"

/(V(D(¢)Ac)—VD(¢)Ac)-v:/ vc-V(D(¢)v-v)+/ Ve V(VD(9) - v),

T Qr Qr
e o lado direito da tltima equagao faz sentido mesmo para ¢ € L>(0,T; H'(Q2)).

O teorema que apresentamos a seguir estabelece a existéncia de solugao no sentido da
ultima definicao e é, talvez, o resultado mais importante desse capitulo.

Teorema 3.3.4. Seja (¢o, co) € H2(Q) x HY(Q), 2 = 0 sobre 0 e suponha que as
hipoteses (H1’) e (H2’) sdo satisfeitas. Entdo, existe uma solugao fraca (¢, ¢, J) para o

problema degenerado no sentido da Definicao 3.3.2.

A ideia essencial para provar esse teorema é substituir D(-) por D(:) + A, onde A > 0,
no termo com derivadas de quarta ordem, entao aplicamos o Teorema 3.2.1 para esse
problema modificado, obtendo assim uma solucao aproximada que depende de \. Entao
deduzimos algumas estimativas independentes de ), estimativas essas que nos permitem
tomar o limite quando A — 07. Finalmente provamos a caracterizacao de J dada em
(3.3.9).

Mais precisamente, seja 0 < A < 1 e D,(-) = D(-) + A. Suponhamos que (¢g,cy) €
L*(Q) x H'(Q) e que a hipotese (H1’) é valida. Aplicando o Teorema 3.2.1 temos que
(P, ) satisfaz

bx € L(0,T; L2(9) 0 L2(0,T; HY(©)) 1 HY(0, T (HA(Q))),

ex € L2(0,T; HY(Q)) N LX(0,T; H3(Q)) N HY(0,T; (H'()))

0
<%,Z> —|—/QV¢)\ -Vz= /§2A1(¢A;CA>Z7 (3310)

0
<§, Z> + / (D(QZS)\)(VC)\ + DQ(QS)\, C)\)V(,b)\) - Dl(C)\)D)\<¢>\)VAC>\) -Vz= 0, (3311)
Q
ox(0) = ¢o, cA(0) =y q.t.pem Q (3.3.12)
para todo z € H'(Q) e no sentido das distribui¢oes em (0, 7).

Lema 3.3.5. Se (¢g,c0) € L*(Q) x H(Q) e (H1’) é satisfeita, a solucao (cy,dy) de
(3.3.10)-(3.3.12) satisfaz as seguintes estimativas

el oo o.zsm1 (@)) + 10l oo 0.15220)) < O (3.3.13)
T
N F— / / Da(63)[VAG2 < C, (3.3.14)
0 Q
B 0
Hﬂ ‘ gex <C (3.3.15)
O |2y I O 2 @)y

com C' > 0 independente de .
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Demonstragao. Escolhendo z = —Ac, na equagdo (3.3.11) e integrando por partes, obte-
mos

10

35l + [ Die)DAGITAE = [ (D(@x)(Ter + Dafér,ex)V6n) - VA,
Q Q

Usando a hipotese (H1’) e que D(¢y) < Dy(¢y), temos que

Ld

5 1VelE+Do [ Da@nIvaa
Q

<C (/ Dy(¢x)Vey - VAcy + / Di(¢x)Da(dr, cx)Vy - VAC}\) :
Q Q

Agora, a aplicagao da desigualdade de Young e o fato de Dy e D5 serem limitadas implicam
que

d
auvqu; + DO/ Di(¢x)|[VAa]> < C ([[Verlliz + IVoall7e) - (3.3.16)
Q

Além disso, tomando ¢, como fungao teste na equagao (3.3.10), segue que

d
Zloallze +21Vorlie < Clloallz: + 1)

Portanto, multiplicando a equagao (3.3.16) por § e somando com essa ultima equagao,
obtemos
d
= (@lIVerlze + l1:llZ2) +5Do/ DA(6:)IVAG* +2[[ V[
Q
< COIVerlzz +8Vorllze + lloallz2 + 1).

1
Escolhendo § = — seque a seguinte estimativa de energia

C

d

1 D
= (5!\%!\%2 - H@n;) +F°/ Dy(62)[VAG* + [[Veal7:
Q (3.3.17)

1
< C(ZIVarl: + oAl +1)

Entao, pelo lema de Gronwall, segue que existe uma constante C' > 0 independente de A,
tal que

Vel e o,rc2(0) + | Oalle 0,220 < C.

Além disso, integrando a equagao (3.3.17) sobre [0, T], temos que

T
léall o msmncan + / / D) VAG[ < C.
0 Q

Como
lex® ) = llea® iz + 1Vex®)ll 2,
precisamos provar que
leallze 0,22 (0)) < C.
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Para isso, tomemos ¢, como uma fungao teste em (3.3.11). Entéo,
1d
2dt

enlz <C / (IVerl? + [VorllVer| + Da(62)[V A [Ver))
<c (uwuiz Vol + | Dmnmcm) .
Q
Integrando sobre (0,t), com t € [0,T], temos
T
lex(® < © (nwxniz(o,w(m) N / / Dm)mcﬁ) T ol 2.

Usando as estimativas obtidas até aqui, segue que ||cx|zo(0,r;L2()) < C', como queriamos
demonstrar.
Agora, para todo z € H'(Q), temos que

‘@—t >‘ < | [ (DT + Dafin. V) = Daen) Da(2)V ) - U

1/2
<c ( [Ox60) (9] + V6 + mw) 1921

1/2
= C(/ (|VC)\|2+IV¢A’2+D,\<¢>\)|VAC/\|2)> [E
Q

Dessa forma,

2
‘ %? e C/ (IVerl? + [Voal? + Da(oa) [V AcH?) .
Integrando sobre [0, 7] e usando as estimativas ja obtidas, segue que
ocy 2
ot L2(0,T;(H())")

T
< ¢ (I9eBaprsnen + 196 nrasan + [ [ DA@IIVAGP) <
Além disso, podemos ver que

5]

C (HV(bAH%Q(O,T;LQ(Q)) + 1) <C.
20T @))

]

Lema 3.3.6. Seja (¢g,cp) € L*(2) x H'(Q) e suponha vélida a hipotese (H1’). Entao
existe uma subsequéncia de (¢,, ¢, ) satisfazendo

dr — ¢ em L2(0,T; L*(Q)) N C([0,T; (H'())), (3.3.18)

cx — cem L2(0,T; L*(Q)) N C([0,T); L*(2)), (3.3.19)
Ai(gx,cn) = Ai(p,c) em LP(Qr), p € [1,00), (3.3.20)

Ds(¢n, cx) = Do(¢,¢) em LP(Qr), p € [1,00), (3.3.21)
D(@) D(¢) em LP(Q7), p € [1,00), (3.3.22)

Di(cy) = Dy(c) em LP(Qr), p € [1,0), (3.3.23)

D(¢»)Veyr — D(¢)Ve em L*(Qr), (3.3.24)
D($2)Da(¢r,ex)Vor = D(¢)Ds(4,¢)V¢ em L*(Qr), (3.3.25)
AVAc, — 0, em L*(Qr)". (3.3.26)
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Além disso, existe J € L*(Qr)" tal que
Dy(¢r)VAcy — J in L*(Qr)". (3.3.27)

Demonstragao. As convergéncias fortes (3.3.18) e (3.3.19) sao consequéncias das estima-
tivas no lema acima e da aplica¢do do lema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.3.12).
Com essas convergéncias fortes para ¢, e ¢, e o fato que Ay, D, Dy e D, sao fungoes
Lipschitz e limitadas, usando o teorema da convergéncia dominada provamos as conver-
géncias (3.3.20), (3.3.21), (3.3.22) e (3.3.23).
As convergéncias fracas (3.3.24) e (3.3.25) podem ser provadas usando as convergéncias
fortes para as fungdes nao lineares junto com as convergéncias fracas:

Ve, = Ve em L™®(0,T; L*()),
Vo, — Vo em Lz(OaT; LQ(Q))v

que sdo consequéncias imediatas do ultimo lema. De fato, para mostrar (3.3.25), note
que, como D e Dy sao fungoes limitadas e por (3.3.14), segue que

1D (1) Da(dr, ex)Vorll2@r) < IVOrllLzgr) < C-

Assim, existe I € L?(Qr) tal que uma subsequéncia D(¢py)Da(¢y, cx) Vo — I fracamente
em L?(Qr). Para ver que I = D(¢)Dy(¢,c)Vo, seja v € LP(Qr), com p > 2, entao

/ (D(pr)Da(r, cx)Vor — D(¢)Do(¢, c)Vo)v

T

- / (D) = DOIDdr, 1) Vore + | D(E)Dafon,ex) = Dafo, o) T

+ o D(¢)(Vox — V) Ds(o, c)v.

O terceiro termo tente a zero por causa da convergéncia Vo, — V¢ em L?*(0,T; L*(9)).
Para ver que os dois primeiros também tendem a zero, aplicamos a desigualdade de Holder
e obtemos que

/ (D(#2) — D(6)) Daldas ex)Vérv + / D(6)(Dalén, ) — Da(6 ) Voo

T T

<[ID(@2) = D(d)l el D2(a, ex) | o= IV @l 2 [[v]| o
+1D(@) [ [|1D2(¢r, €2) = Da(@, ¢ La[Vorl 2 [v]] 2o

onde %%— % —I—é = 1. Como p > 2, temos que ¢ < oo, entao, podemos usar as convergéncias
(3.3.21) e (3.3.22), o fato que D e D, sao limitadas e a estimativa (3.3.14), para concluir
que esses termos também tendem a zero. Assim, pela unicidade do limite temos que
I = D(¢)Dy(¢,c)Vep. A demostragao de (3.3.24) é anéloga.

Para provar (3.3.26) note que, como D é uma fungao nio negativa, temos que

INVAG 20 = v/ IVAc\> <A [ Di(gr)|VAc? < AC,
Qr Qr

onde estamos usando (3.3.14) novamente.
A convergéncia (3.3.27) é uma aplicagao imediata do tltimo lema, ja que

T
1DV, <C [ [ Drovaak<c.
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Observagao 3.3.7. Veja que com essas ultimas convergéncias podemos tomar o limite
nas equagoes (3.3.10)-(3.3.11) e obter as equagoes (3.3.5)-(3.3.6) na defini¢ao 3.3.2. En-
tretanto, nao podemos fornecer ainda a caracterizagao de J como apresentado em (3.3.9).
Nosso propésito nos proximos resultados é provar exatamente essa caracterizagao de J.
Até aqui foi exigido apenas que ¢y € L*(2) e foi usada apenas a hipotese (H1’), agora,
para caracterizar J, precisamos de mais regularidade para ¢ e para o termo nao linear D,
dessa forma, vamos impor mais regularidade para ¢q.

Lema 3.3.8. Seja (¢g,co) € H*(Q) x HY(Q), % = 0 sobre 92 e suponha que a hipotese
(H1’) é valida. Entao,

<cC, (3.3.28)

L2(0,T5L%(Q))
a menos de uma subsequéncia ¢, — ¢ in L*(0,T; H*(Q2)), (3.3.29)

oAl Loo (0,10 (90)) + DAl L2 (0,112 (02))

|

e para todo v € C°(Qr)",

V(Dx(pr)Acy) - v — Ve -V(D(g)V -v).
Qr Qr

Demonstragao. Como (dg, co) € H'(Q2) x HY(Q), pelo Teorema 3.2.3, item (i4), temos que
(¢, cy) satisfaz as equagdes (3.3.10)-(3.3.12), com

¢ € L>(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H(Q)).

Entéao, escolhendo z = —Ag¢, na equagao (3.3.10) e integrando por partes, obtemos

3170l + @180 == [ Arlon,e)A0n < b1

Aplicando a desigualdade de Young e integrando sobre (0,t), onde t € (0,77, segue que

t
IVér(0)IPa + / 1AG 2 < OT + IV o2

Assim,

H<Z5AHL°<>(0,T;H1(Q)) + H<Z5/\|’L2(07T;H2(9)) <C.

‘z’* na equagao (3.3.10), segue que

0 0
+yglvonlt = [ A% <o %

Agora, escolhendo z =

5.

Dessa forma, a desigualdade de Young implica que

ol

d 2
— 9 < .
2+ 2Ivelta < C

Entao,

<C.

L2(0,T;L2(Q))

o
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Como H?*(Q) C H'(Q) com imersao compacta, H'(2) C L?(Q) continuamente, {¢y} ¢
limitado em L*(0,T; H2(Q)) e {22} ¢ limitado em L2(0,T;L*(R)), segue que {¢r} ¢
relativamente compacta em L%(0,T; H'(Q)). Ou seja, existe uma subsequéncia de ¢y, tal
que

¢y — ¢ em L*(0,T; H'(Q)).

Agora, seja v € (C°(Qr))", integrando por partes duas vezes temos que

V(D(pr)Acy) - v = Ve - V(D(pA)V - v).
Qr Qr

Entao,

/ V(D(qb/\)AC)\) VvV — / Ve- V(D(¢)v : V)
Qr

T

:/ (Ver - V(D(¢A)V - v) — Ve V(D(¢)V - v))

T

- / (Ver — Vo) - V(D(6)V - v) + / Ver- (V(D(@)V - v) — V(D(@)V - v))

T T

— [ (Vo= VO VD@V + [ (D62) = D@)Ver- V(T v)

T T

) Ver - V(D(¢y) — D)V - v.

O primeiro termo do lado direito da tltima equacao tende a zero, uma vez que como
sabemos V(D(¢)V - v) € L*(Qr)" e Vey — Ve em L?(Qr)™. O segundo termo também
tende a zero, ja que Vey - V(V - v) esta limitada em L*(Q7) e D(¢y) — D(¢) em L*(Qr).
Agora, como D ¢ uma funcao Lipschitz segue que D(-) : H(Q2) — H'(Q2) é um operador
continuo, para todo ¢ € [0, 7] fixado (veja o Teorema 1.5.2). Entao, como V - vVe¢, esta
uniformemente limitado em L?(Qr), segue que o terceiro termo tende a zero. De fato,
para todo t € [0,7], e usando (3.3.29), segue que

1D(¢x) — D(D)| 20,11 (2)) — O-

Em particular, temos que

V(Do) = D)l 2@r) = 0,

de onde segue que facilmente que o terceiro termo tende a zero quando A — 0.
Com isso fica provado que

g V(D(pr)Acy) - v — g Ve -V(D(@)V -v).

Agora, note que

/ V(D)\(Qﬁ/\)AC)\) -V = V(D(QﬁA)AC)\) “V + / /\VAC)\ V.
Qr

Qr T
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Mas, por causa de (3.3.26), segue que

’/ AVAc, - v

g V(Dx(pr)Acy) - v — g Ve -V(D(p)V -v).

< H)‘VAC)\HLQ(QT)||V||L2(QT) — 0.

Dessa forma,

[]

Lema 3.3.9. Se (dg,co) € H*(R2) x HY(Q) e as hipoteses (H1’) e (H2’) sdo validas,
temos que

0
| Ol Lo 0, 12(0)) + | DAl L2(0,1 13 (02)) + H% <C, (3.3.30)
L2(0,T;H(Q))
by — ¢ em L*(0,T; H*(2)), (3.3.31)

e para todo v € C°(Qr)",
—/ VD)\(QZ)A)AC)\ -V — Ve- V(VD<¢) . V).
T QT

Demonstra¢ao. Nesta demonstragao precisamos fazer as estimativas no problema aproxi-
mado, pois nao temos regularidade suficiente para utilizar o teorema de integragao por
partes no problema apenas regularizado. Ou seja, dado (¢, co) € H?*(2) x H'(£2), assim
como no Teorema 3.2.1, consideramos (¢y,cy) € H'(0,T;(E,,)?) a solugdo do seguinte

problema aproximado:
0
( (b)\az) + / VQS)\ Vz= / A1(¢)\7C)\)Zv
ot Q Q

(%,z) + /Q (D(¢2)(Vex + Do(dy, ex)Vor) — Di(ex)Da(dr)VAc) - Vz = 0,
(62(0),x(0)) = (Lim(0), Lim(c0)),

para todo z € F,,. Apesar de estarmos indexando a solugao (¢, c,) do sistema acima
apenar em \, evidentemente, estas solugoes dependem também de m. Com isso, podemos
proceder exatamente como no Teorema 3.2.3, para obter a seguinte equacao:

1d ooNll> 14
slaols + 1926l + [v52| 43180
L2
B 0A; 0A; 0A; 0A; o)\
= /Q(%quw aCVC)\)VAQﬁA—I-/gZ(aquQﬁ)\—I- @Cvck)vﬁt'

Aplicando a desigualdade de Holder, usando o fato que A; € Wh*°(R?), aplicando a desi-
gualdade de Young, integrando sobre [0, 7] e aplicando as estimativas (3.3.13) e (3.3.14)
junto com as estimativas elipticas, obtemos exatamente a estimativa (3.3.30) para as solu-
¢oes do problema aproxima. Mas como a constante C' é independente de m e A, podemos
tomar o limite nas estimativas obtidas quando m — oo, chegando assim precisamente em
(3.3.30).
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Com essas estimativas temos que {¢,} ¢ limitado em L2(0,T; H3(Q2)) e {22} ¢ limi-

tado em L?(0,T; H'(2)). Como H3(2) C H?*(Q2) compactamente (veja o Corolério 1.3.5)
e H*(Q) C H'(Q) continuamente, segue que

¢ — ¢ em L*(0,T; H*(Q)).

Agora podemos ver que

- VD(pr)Acy - v — Ve-V(VD(o)-v)
Qr Qr

= Vey - V(VD(py) - v) — Ve-V(VD(9) - v)
Qr Qr

- /Q (Ver — Vo) - V(VD(6) - v) + / Ver - V((VD(6y) — VD(@)) - v)

Qr

- / (Ver — Vo) - V(VD(6) - v) + / Ver- (2°1D(6x) — D(@)V)

T T

+ / Ve - V(D(éy) — D(6)V - v,

onde 9?[D(¢y) — D(¢)] esta denotando a matriz hessiana [mgi?—w

O primeiro termo do lado direito da tltima equagao tende a zero, pois Ve, — Ve em
(L*(Q7))" e (VD(9) - v) € L*(Qr)". O terceiro termo vai a zero pela mesma razao que
no lema anterior.

Para mostrar que o segundo termo tende a zero note que usando a hipotese (H2’) e
aplicando o Teorema 1.5.1, podemos concluir que, D(-) : H*(Q) — H?*(2) é um operador
continuo, para todo t € [0, 77, dessa forma, usando (3.3.31), temos que para todo ¢t € [0, 7]

1D(oa(t)) — D(6(t)) [z — 0.

Particularmente,
102D(4a(t)) — 0 D(¢(t))|Iz2 — 0.

Sendo assim, como D” ¢ uma fungao limitada e ¢, esta limitada em L°°(0,T; H*(Q)),
segue que
102D(a())]|7: < C

onde a constante C' > 0 ¢ independente de A\ e estamos usando a estimativa (3.3.30).
Entao, pelo teorema da convergéncia dominada, obtemos que

10°D(éx) = 0*D(9)l| 2(@r) — 0.

Com isso é facil ver que o segundo termo tende a zero.
Isso prova que

— VD(py)Acy - v — Ve -V(VD(¢) - v).
Qr Qr
Entretanto

- VD)\(¢)\)AC)\ V= — VD(QS)\)AC/\ VvV — / )\VAC)\ *V,
Qr Qr T

e ja vimos no tltimo lema que este dltimo termo tende a zero. O]
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Observacao 3.3.10. Com esse dois lemas a caracterizacao de J em (3.3.9) fica estabele-
cida. De fato, por um lado, usando os dois lemas, temos

DA(gZﬁ)VAC)\ V= / V(D)\(¢>\)AC>\) -V — / VD)\(gb/\)ACA -V
Qr T T

- vc-V(D(¢)v-v)+/ Ve-V(VD(6) - v),
Qr T

por outro lado, usando a convergéncia (3.3.27) obtemos que

D)\(qZﬁ)VAC)\ -V — J-v.
Qr Qr

Entao,

/J-v:/ Ve V(D(G)V-v)+ | Ve V(VD(©$) - v).
T T Qr

Com isso o Teorema 3.3.4 fica demonstrado.

Observacao 3.3.11. Note que nao foi necessario o principio do maximo para provar a
existéncia de solucao fraca. No entanto, o fato que 0 < ¢ < 1e 0 < ¢ < 1 é uma
propriedade fisica esperada. Para ver a validade dessa propriedade assumimos que 0 <
do<1leA(r,s)=0 Vre(—o0,0]U[l,00), entao aplicando o Teorema 3.2.9, temos que
0 < ¢» < 1. Mas usando a convergéncia (3.3.18), podemos afirmar que ¢y(z,t) = ¢(x,t)
q.t.p. em Q7. Dessa forma, concluimos que 0 < ¢ < 1 a.e. in Q7.

Da mesma forma, assumindo que 0 < ¢y < 1, que D é uma func¢ao crescente e suave
dentro do intervalo [0,1], D(r) = 0ser <0, D(r) = Dyse r > 1 e Dy(r,s) = Di(s) =
0 Vsé€ (—o0,0]Ullo00), temos que 0 < ¢ < 1 q.t.p. em Qr, onde estamos usando a
convergéncia (3.3.19).
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Capitulo 4

Existéncia e Regularidade para a
Solucao de um Sistema Multifasico da
Eletrohidrodinamica

Yang, Li e Ding propuseram em [50] o seguinte sistema de equagbes para descrever
um fluido multifasico sob o efeito de um campo elétrico:

po(c) (88_1: +(u- V)u) = —Vp+ 2div(u(c)D(u)) — pVV — %60|VV|2V67(0) + ¢Ve,

div(u) =0,
V - (€0e,(c)VV) = —p
dp

% + (u-V)e=div(MVg),

¢ =V(c)— 5*Ac

todas as equagoes satisfeitas em Qr = Q x (0,7, com Q um dominio aberto e limitado
de R™", n = 2,3. As incodgnitas sao: a funcao u que representa o campo de velocidade
do fluido, a pressao p, o potencial elétrico V' (EF = —VV onde E é o campo elétrico), a
densidade de carga livre p, o campo de fase ¢ e o potencial quimico ¢. Os demais termos
sao dados: pg > 0 é a densidade de massa volumétrica, ;o > 0 é a viscosidade, €9 > 0 € a
permissividade de vacuo, €, ¢ a constante dielétrica, o é a condutividade elétrica, d > 0 ¢
o coeficiente do gradiente de energia do soluto, M é a mobilidade do campo de fase e ¥
um polinémio de quarta ordem com minimos em 0 e 1, e é conhecido como potencial de
pogo duplo (double well potential). Aqui D(u) := (Vu + Vu?l)/2 ¢ a parte simétrica do
gradiente.

Vamos estudar o caso em que a densidade de massa volumétrica pg, a constante dielé-
trica €, e a condutividade dielétrica o sao constantes positivas. Nesse caso a equagao do
potencial elétrico e a equacao de densidade de carga livre podem ser reescritas da seguinte
maneira:

AV = —Lp,
€0€y
dp o
— +(u-V)p=0cAV = ——np.

ot €0€y
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Assumimos aqui que a mobilidade do campo de fase M dependa de c¢. Admitimos a
condi¢ao de contorno de Neumann homogénea para ¢, V e Ac, ja para u colocamos a
condi¢ao de Dirichilet homogénea. Além disso, supomos que a carga livre total é nula,
isso é, fQ p = 0. Veja que essa condicao é aceitavel do ponto de vista da fisica, uma vez
que a carga elétrica pode ser negativa em uma determinada regiao e positiva em outra,
de modo que a carga livre total seja nula.

Entao, no nosso caso, as equagoes que descrevem a evolugao no tempo de u, p, V, p,
c e ¢ sao dadas por:

<?9_;1 +(u-Vju ) = —Vp+ 2div(u(c)D(w)) — pVV + ¢Ve em Qr, (4.0.1

div(u) =0 em Qr,

€e,AV = —p em Qr,
9 +(u-V)p= ——p em Qr, 4.0.4
ot €€~
0
a—g + (u-V)e=div(M(c)V¢) em Qr, (4.0.5)
¢ =V (c)—5Ac em Qr, (4.0.6)
oV 0c  0JAc
=50 = n " on =0 sobre 002 x (0,7, (4.0.7)
/ p=0, (4.0.8)
Q
u(O) = Up, p(O) = po, C(O) = (g e Qa (409)

onde T > 0, a fronteira 02 é classe C*° e n é o vetor normal unitéario exterior.
Provamos a existéncia de solugao para um problema mais geral, que ¢é introduzido na
proxima segao.

4.1 O sistema de equacoes e algumas notagoes

A partir de agora, por uma questéo de simplicidade, vamos supor que todas as cons-
tantes sejam unitarias, ou seja, py = =0 = 1. Além disso, investigaremos o seguinte

€0€y
modelo mais geral:

@8_1; + (u-V)u=—-Vp+2div(u(c)D(u)) + pT(p) + Ve em Qr, (4.1.1)

div(u) =0 em Qr, (4.1.2)

%—l—(u V)p+p=0 em Qr, (4.1.3)

%—{— (u-V)e=div(M(c)V¢) em Qr, (4.1.4)

¢»=V'(c) — Ac em Qr, (4.1.5)
0 0 0A

= 8_:1 = (9_51 = anc =0 sobre 02 x (0,7), (4.1.6)

/p:Q (4.1.7)
u(0) =ug, p(0)=py, c(0)=cy em €, (4.1.8)
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onde T : L*(Q2) — (H' ()", n = 2,3, ¢ um operador linear satisfazendo
[T ()l < Cllpllze- (4.1.9)
As hipoteses sobre M, u, e ¥ sao:

0<po<p(s)<p,VseR, epcCR)compy <C, (4.1.10)
0< My< M(s)< M, VseR, eMecC*R)com M e M” limitadas.  (4.1.11)

A funcao ¥ : R — R é trés vezes diferenciavel e existem constantes C; > 0 e C' > 0, tais
que

U(s) > —C, (4.1.12)
[U”(s)| < C(ls|+1) VseR. (4.1.13)
Consequentemente,
[T(s)] < C(ls[* + 1),
W(s)] < ClsP + 1), (11.14)
[P7(s)| < C(s]* + 1),

para todo s € R e alguma constante C' > 0.

Observacao 4.1.1. As hipdteses sobre ¥ sao satisfeitas para o caso do potencial de poco
duplo ¥(x) = 2%(x — 1)2, que é a situagdo de maior interesse aqui, uma vez que nossas
equagoes estao baseadas no modelo proposto em [50], onde ¥ tem exatamente essa forma.
As nossas hipoteses sobre W sao similares, por exemplo, as hipoteses em [10, 1.

Observagao 4.1.2. Se p € L?*() satisfizer a condigao (4.1.7), pela Proposicao 1.3.8,
existe tinico V' € H*(Q)/R satisfazendo

AV =—p em (, (4.1.15)
g—‘; =0 sobre Of). (4.1.16)

Assim, T : L*(Q) — (H' ()", n = 2,3, dado por T(p) = —VV, esta bem definido.
Como V € H*(Q)/R, podemos supor, sem perda de generalidade, que

/szo. (4.1.17)

Com isso vemos que a condi¢ao (4.1.9) é satisfeita nesse caso particular. De fato, multi-
plicando a equagao (4.1.15) por —V + AV, integrando sobre €, aplicando o teorema de
integracao por partes e a desigualdade de Holder, obtemos que

HdiVT(P)”%2(9) + HT(P)|’%2(Q) < (HPHL2(Q)HVHL2(Q) + HPHLQHdiVT(P)Hm) .

Entao, por (4.1.17) a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (1.3.2) pode ser aplicada para
se obter que
Vlz2@) < ClIVVI2@) = ClIT(0) |20

Dessa forma, usando a desigualdade de Young, segue que

1divT (p)1 72y + 1T (DI 720) < CllolZ2 (-



89

Assim,

1T = IVV e < V[ < CUIAV]2 +[[V]z2)
< C([AV][ez + [VVe2) = C(IdivT (p) > + [T (p)]l2) < Cllpll 2

Isso mostra que, se o problema (4.1.1)-(4.1.8) tem uma solugao, entdo, em particular,
o problema (4.0.1)-(4.0.9) também tem uma solugao.

Observagao 4.1.3. Na formulagao integral podemos escrever o termo “¢Vc” (do lado
direito da equagao da velocidade) de duas outras maneiras: —V¢oc e —AcVe. Isso ocorre
porque a funcao teste para a equagao de Navier-Stokes tem divergente nulo. Entao, por
meio do teorema de integracao por partes, temos que

/ngVc-V:—/QchzS-v—/Qdiv(V)gbc:—/QchzS-v (4.1.18)

Por outro lado, usando que ¢ = ¥’(¢) — Ac, e integrando por partes, segue que

/Q¢VC'V=/Q\IJ’(C)VC-V—/QACVC-V

:—/Q\If(c)diV(V)—/QACVC'V:—/QACVC'V.

Observagao 4.1.4. Relembramos aqui as defini¢oes dos seguintes espacos:

(4.1.19)

V={ve(CrQ)"|divv=0}
H=7" ={ve (L*)" |divv=0, v-n=0on dQ},
V=Y" = [v e (H{Q)" | divv =0},

onde n =2 oun = 3.
Na proxima segao definiremos o que é uma solugao fraca para problema (4.1.1)-(4.1.8),
nessa definicao aparecerao as seguintes formas trilineares continuas:

by(w; v, w) = Z /Qui((‘?ivj)wj, Y (u,v,w) € (V)3

ij=1
b(u;e, z) = / u-Vez, V (u,¢,2) €V x HY(Q) x H'(Q),
Q
onde u = (ug, -+ ,uy), v= (01, ,0,) e w=(wy, - ,w,), n=2,3. Observe que

bu(w;u,u) =0, b(uje,c) =0 para (u,c) €V x H(Q).

4.2 Solucao fraca

Nosso proposito nessa secao ¢ provar o seguinte resultado de existéncia de solugao
fraca para o problema (4.1.1)-(4.1.8).
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Teorema 4.2.1. Suponha que Q@ C R", n = 2,3 e (ug, po,co) € H x L*(Q) x HY(Q).
Entao, existem u, p, c e ¢ tais que

ue L>0,T;H)NL*0,T;V),

g—tGLQ(OTV’) sen=2 e aa—l;€L4/3(0,T;V') sen =3,
p € L®(0,T; L*(Q)) N H'(0,T; W(Q)"),

c € L¥(0,T; H'(Q)) N L*(0, T H*(Q)) N H'(0, T3 H(Q)),
¢ € L*(0,T; H'(Q)).

e satisfazem as seguintes equagoes:

<g—ltl,v> + /Q,u(c)D(u) : D(v) + by(u;u,v) = /QpT(p) v +/Q¢Vc v, (4.21)

% + V- (up) +p=0em D (Qr), (4.2.2)
<g§ >+b(u ¢, 2) /M W -Vz =0, (4.2.3)
¢ ="'(c) — Ac q.t.p. em Qr, (4.2.4)
u(0) = ug, c(0) =cy q.t.p. em Q e p(0) = py em H'(Q), (4.2.5)

para todo v € V e z € H'(Q) e no sentido das distribuigoes em ¢t. Na equagao (4.2.1),
D(u) : D(v) := tr(D(u)"'D(v)). A solugao (u,p,c,¢) é chamada solugio fraca para o
problema (4.1.1)-(4.1.8).

A estratégia consiste em demonstrar que um problema aproximado regularizado tem
solugao, entao mostramos que o limite dessas solugoes é uma solugao fraca no sentido
introduzido no teorema acima. Na proxima subsecao introduzimos precisamente esse
problema aproximado regularizado e mostramos que esse problema tem uma solugao.

4.2.1 Problema aproximado regularizado

Utilizamos o método de regularizagao parabolica que consiste em adicionar eAp do
lado direito da equagdo (4.1.3) (veja, por exemplo, [18]). As equagbes restantes sao
aproximadas pelo método de Faedo-Galerkin. Nessa se¢ao usamos o teorema do ponto
fixo de Leray-Schauder (veja o Teorema 1.5.4) para mostrar que este problema aproximado
regularizado tem uma solugao.

Para introduzir esse problema, sejam 0 < A\; < Ay < --- os autovalores do operador
de Stokes e (w;);>1 C C>(Q) as autofungoes associadas. Essas autofuncdes formam uma
base ortogonal em H, V e V N H?(2). Denotamos por W,, = span{wy, ..., w,,} e seja P,
a projecao ortogonal de H em W,,.

Semelhantemente, sejam 0 = pu; < po < --- os autovalores do operador —A com
condigdo de Neumann homogénea sobre a fronteira e (e;);>; C C®(£) as autofuncoes
correspondentes, tal que (e;);>1 forma uma base ortogonal completa em L?(Q) e em H' ().
Denotamos por E,, = span{ey, ..., e, } € por L,, a projegao ortogonal de L?(Q) em E,,.

A dependéncia de € > 0 é omitida na préxima proposicao para simplificar a notacao.

Proposigao 4.2.2. Suponha que (g, po, co) € H x L*(Q2) x H*(Q). Existe (W, ¢, Pm),
onde u,, € C([0,T]; Wy,.), ¢ € C([0,T]; Ep) €

pm € L(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H(Q)) N HY(0,T; H*(Q)) N C([0,T]; L*(Q))
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satisfazendo o seguinte sistema aproximado regularizado:

(%l_tm’v) * /Q“(C’”)D(“m) F D(V) + bu(W; W, V) = (o T (Pm) + omVem, V), (4.2.6)

<35;;n’ €> + b(Wpm; pmy €) + (pms€) + €(Vpm, Ve) = 0, (4.2.7)
(35_:1, z) bt s 2) + /Q M () V- V2 = 0, (4.2.8)
Gm = Lin(V'(cn)) — A, (4.2.9)
(umv Cm)(t = 0) = (Pm(u0)7 Lm<00))7 pm(()) = pPo, (4-2-10)

para todo v.€ W,,, e € H'(Q) e 2 € E,. Na equagao (4.2.6), D(u,,) : D(v) :=
tr(D(u,)"D(v)).

Demonstragao. A ideia é mostrar que o seguinte operador tem ponto fixo:
U — p— (W, Cpn) — Uy,

onde u € C([0,T);W,,), p é a solu¢ao de (4.2.7) com @ no lugar de u,,, (Wy,cn) €
a solugao das equagoes aproximadas (4.2.6), (4.2.8) e (4.2.9), com p no lugar de p,, na
equagao (4.2.6) e u,, ¢ a projegao de (W, ¢;,,) na primeira variavel. Essa construgao nos da
um operador S; que leva u em u,,. Vamos usar o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
(Teorema 1.5.4) para provar que esse operador tem um ponto fixo. Mais precisamente,
queremos provar que existe u,, € C([0,7]; W,,) tal que Siu,, = u,,.

O Teorema 1.5.4 sera aplicado no operador S, tal que S(a,\) = u,,, em que S é
construido da seguinte forma:

(@,\) € C([0,T]; Wy,) x [0,1] = p € L>(0,T; L*()) N L*(0, T; H(Q)) N HY(0,T; H*(Q)')
— (W, C) € HY(0,T; W, X Ep) =, € HY(0,T; W,,,) € C([0,T), W),

onde u € C([0,T];W,,) e pelo Teorema 1.6.1 existe um tnico p € L>®(0,T; L*()) N
L*(0,T; HY(Q)) N HY(0,T; H'(Q)') satisfazendo

<g€ > +((@-V)p,e) + (p,e) +€(Vp,Ve) =0,

p(O) = Po,
para todo e € H'(Q) e no sentido das distribuigoes em (0, 7).
Tomando A € [0, 1], para cada p € L>(0, T; L>(Q))NL*(0, T; HY(Q))NH' (0, T; H'(Q))
fixado, existe (W, ) € HY(0, Ty; Wi X Ep), tal que

= zm:u;”(t)wi, Cm(-,t) = Y cl'(t)e, (4.2.11)
' i=1
onde u, ¢™ € H'(0,T,,), e de modo que (u,,,c,,) ¢ a tnica solugao para o sistema
<8um V> D(u,,) : D(v) + by(W; U, V) = (MNoT (p) + ¢ Vem, v), (4.2.12)
(acm ) (W e 2) + /Q M(cy)Vey - Vz =0, (4.2.13)
Ly (W

"(em)) — Acp, (4.2.14)
(um,cm)(t 0) = A(Py (o), Lin(co)), (4.2.15)
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para todo v € W,, e z € E,,, onde [0,7,,], T,,, > 0 & o intervalo maximal de existéncia.
Podemos afirmar que essa solucao existe e é tnica pelo fato destas equagoes formarem
um sistema de EDO em que a parte nao linear é uma funcao localmente Lipschitz.
Agora precisamos mostrar que a solugao do sistema acima é valida em [0, 7], para
todo T' > 0. Por (4.2.12), tomando u,, como funcao teste, temos que

1d 2
3 g ol [Vt D[ = A [ T+ [ 0nVen w1216
Q Q

Escolhendo ¢,, como fun¢ao teste em (4.2.13), segue que

1d
5o (19enlie +2 [ W) + [ M wontt = = [ 6u¥en -,
Q Q

Somando essa tltima estimativa com (4.2.16), obtemos que

d
@v%my+nwmp+2/w<m)
2
+2HM cmDum L+2/A4%AV@M2 / T (p)up,.

Assim, usando a desigualdade de Holder, a imersao de Sobolev H'(Q) C L*(Q2), a estima-
tiva (4.1.9) e a desigualdade de Young, temos que

(4.2.17)

d
i (196l Tl 2 [ W) + 200 [Tl -+ 20060 T

< CUlell 2 IT (o) callamll )
< Clipllz> + poll V172

Como 2 [, U(¢,) > —C (veja (4.1.12)), concluimos que

d
ot (196l + Tl 2 [ Wen) +C1) a1V + 2000 9617
Q
< C(Iollts + I9enli + s +2 | ¥lem) +Cr).

Dessa maneira, pela desigualdade de Gronwall, pela propriedade (4.1.14), e usando que a
inclusao H'(2) C L*(Q2) é continua, segue que

Ve

—~

w;+wmm@+zéw%@wua

Tm
cow%mmﬁw%wﬁﬁaéw%@wﬂ+l<wm+a0
Tm
SCOWﬂWé+W@MﬁW%@Mﬁﬂ+A(Wm+a0
Tm
0@mm+mwgﬂmmﬁwfé<mm+a0,

para todo t € [0,T,,].



93

Consequentemente, nossa solugao ¢ definida em [0, 7|, para todo 7' > 0, uma vez que,
caso contrario lim;_,7 ||u;,||z2 = oo, mas isso nao é possivel por causa da nossa ultima
estimativa.

Como H'(0,T;W,,) € C(]0,T]; W,,), o operador

S C([0,T]; W) % [0,1] — C([0,T], W)

(W, A\) — S(,\) = u, (4.2.18)

estd bem definido.

Devemos provar que S, como definido acima, satisfaz as hipoteses do Teorema 1.5.4.
Temos que S(a,0) = 0, para todo u € C([0,T]; W,,), ja que a equagao (4.2.12)-(4.2.15)
com A = 0 é um sistema de EDO que tem apenas a solucao trivial.

Vejamos a continuidade de S. Sejam (g, A1) e (G2, A2) em C([0, T]; Wy,) x [0,1]. Pelo
Teorema 1.6.1, existem p1, py € L>®(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)) n H'(0,T; H'(R))
satisfazendo

0p; .
<8_€€’ e> + ((0; - V)pi, e) + (pi,e) + € (Vp;, Ve) =0,

pi(0) = po em €,

para todo e € H'(€) e no sentido das distribuigoes em (0,7), i = 1,2.
Seja (ul ! ) a solugdo do sistema (4.2.12)-(4.2.15), associada com (N;, p;), i = 1,2.

m7cm
: 1 2 & = ~ _ o 2 _ 1 2 _
Definimos u,, = u,, —u;,, 0 =0; — Uy, ¢ = C,, — Copp, Oy = Oy, — Qs p = P1 — P2 €

A = \; — \y. Pela equagao (4.2.12) e usando (4.1.19), obtemos:
1
(8(‘91tm,v) + / p(cy,)D(uy,) : D(v) + by(u,,;u,,,v) = Al/plT(pl) v — / Al Vel v
Q o ;

2
(ac})l_tm’v) * / p(c) D) = D(V) + bu Uy, g, v) = Ao / p2T (p2) - v — / A2V - v.
) o 0

Subtraindo a segunda equacao da primeira e tomando u,, como funcao teste, segue que

1d 2 / 1
——lu,, + [ wle,,)D(wy,) : D(uy,
thH 172 Q( )D(uy,) ()

Y / T (p1) W+ A / 2T (p1) -t + Ao / T (p) -
Q Q Q
— / Act Ve, -up, — / Ac,, V2 -y,
Q

Q
S / (ulch) — p(c2))D(u2) - D(u,y)

(4.2.19)

Ademais, usando a equagao (4.2.13), obtemos que
ey, 1.1 1 1
o ) sk, 2) + [ M(eh)VeL, Yz =0,
o)

ey, 2. .2 2 2
“\ %) b(u;;c52)— | M(c,,)Vor, -Vz=0.
Q



Somando essas equagoes e tomando —Ac,, como funcao teste, obtemos que
2dt||vcm||L2+/ M2 )| VACK? = b(un; ek, Acy) + b(U2; e, Acy,)

n / M(eh )(W"(ch) — W(2)Vel, - VA,
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/ M ()" (c2)Vem - VA, (4.2.20)
+ [ Q(ch) = MDYV, - VA,
— /Q(M(c}n) — M(2))VAC, - VAc,
As equagoes (4.2.19) e (4.2.20) implicam que
& (Rl + 1V6nl) + 200Vl + 206V Ao 2
< [ 1oliT 0l 3 [ Il T(llnl + 3 [ 1ol T
+/VMMW%MMA+/VMMW&meHmmmuauM|
[ ek = mEDIDGE D) -+ b Ac)
—wwmmmA%|+/M4 (k) — W Vb [VAe, Y
+ [ IMEIV ) Venl Ve
+ [ M) = M@V E)IVEIT A,
/WM‘;-— WVA%MVA%J—EZL,
onde os J;, i = 1,--- 13, sdo definidos de acordo com a ordem de apari¢ao em (4.2.21).

O préximo passo € estimar termo a termo do lado direito dessa tltima equagao. Aqui

C' denota uma constante genérica que pode depender de m, po, €.

Pela desigualdade de Hélder, pela hipotese (4.1.9), usando a imersao H*(Q) C L*(Q2)

e o fato que p; € L>(0,T; L*())), i = 1,2, obtemos que

Ju < ClipllzIT (el s llaml[zs < Clipll2[IT (o) [t [Vl 2 < Clipll2 ][V 2
Js < Cllp2|l 21T (0 sl wmll s < Cllpal[ 2| T (D) [ [Vl 2 < Clipll 2 |V am|| 2.

Usando novamente que p; € L>=(0,T; L*(Q)), i = 1,2, segue que
Jo < C|A|||am| L2

Aplicando a desigualdade de Holder e usando que ||Acl ||z~ < C, ||V |1~ < C
(lembrando que aqui C' pode depender de m) e que [|Acy,||2 < C||VAc,| 12, vemos que

Ji < ClVen]l 2l
Js < Cll Azl < CIVAC |2 [l o
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Como [|[Vu? ||p~ < C, existe uma constante C' > 0 (que depende de m), tal que
Jo < Clluy,[72.

Usando que ||D(u?)||z~ < C, p ¢ uma funcao Lipschitz e que

/Cm:/C}n_/CEn:)‘l/meo_)\Q/LmCOZ)‘/LmCO7
Q Q Q Q Q Q

segue que
Jr < ID(ag) e [l el |22 e | 2
< C(llem = (em)allzlumllz + | (em)all2 lum | 2)
< C([IVemll 2 lluml 2 + [All[am][22)

|\VAc,| 2, concluimos que

Uma vez que ||l |z~ < C, ||[u? ]z~ < C e usando novamente que ||Ac,|lzz <

Js < Cllullz2||[Acm]lzz < Cllull 2 [VAen] 2
Jo < ClIVenlliz|Acwllzz < ClIVenlli2| VA 2

A proxima estimativa é consequéncia do fato que M é uma funcao limitada, que U” é
uma funcao Lipschitz e que ||Vel ||z~ < C,

J10 S Clleml| 2 [VAer| 2 < C([Vemll 2| VAR 2 + AV A 22) -
Usando (4.1.11) e (4.1.14), o fato que ||c2 ||z~ < C, obtemos
Ji S CIM ||z [Vem|| 2]V A || 2.

Aplicando (4.1.11), a estimativa (4.1.14) e usando que ||c! ||z~ < C, ||Vl ||z < C e
IVAC ||z < C, i = 1,2, podemos obter as duas préximas estimativas:

Sz < ClIM || oe|emll 2|V A 2 < C([Vemll2[[VACH ] 2 + [A[VACH] £2) ;
Ji3 < Ol M| < llemll 2l VACH| 2 < C([Veml 2 [V Aem] 2 + AV Acm||z2) -
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Agora, usando a desigualdade de Young, segue que

Ji < Cllplzs + 21V nlla;

Jy < C (AP + lunl7)

Jy < Cllolle + 2 Vunllfa;

Jo < C(IVenlie + llumlz2)
s < Cllunlfs + =7 A

s < Cllup | 72;
Jr < C (AP + [IVemlZz + lanllz2) ;

M,
Iy < Cllwnlfa + 20V 83
M
Jo < C|Veml2a + =2 VACK122;
7
M,
Jio < C (AP + Vemlliz) + 7°||VAcm||%2;
M
I < Cl[Venllfz + =2V A7
M,
D2 < C (AP +IVenl2) + =2 VAel72:
M
Jis < C (A2 + || Vem|22) + 7OHVAcmH%2.
Usando as estimativas para cada J; em (4.2.21), segue que

d
= (lwnllzz + [ Venllzz) + ol Vanzz + Mol |V Acn|I72
< C (lunlize + [ Vemlize + lIpll72 + M) -

Aplicando a desigualdade de Gronwall segue que
t
[wn(@®))172 + [ Ven(t)ll7 < e <|Ium(0)||iz +[[Ven(0)]1Z: +/0 (llpllZ> + |A|2))
t
< T (WPIP ol + WA Lcolls + [ (lol + 1))

Como ||Puolrz < ||uollzz, [|VELmcollzz < C||Veollre e (ug, o) € H x HY(Q), obtemos
que

lun(®)132 + IVen(®)2: < C (IR + 6132070200

onde C' > 0 é uma constante independente de u;, ¢ = 1, 2.
Usando o Corolario 1.6.2, obtemos que

[ (8)132 + IVen(®)2 < € (IN2 + Nl )

com C' > 0 sendo uma constante independente de 1y e Q.
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Sendo assim,

N 1/2 .
[umllcqoriwn < C (M + 10l2omw,.y) " = Cl@ M lleqorywmxio.-

Ou seja, S é um operador uniformemente continuo.
Agora provemos que S é um operador compacto. Seja (1, \,,) uma sequéncia limitada
em C([0,T]; W,,) x [0,1] e p,, a solucdo fraca associada com u,, (veja o Teorema 1.6.1).
Seja (uy, ¢,) a solugao do sistema (4.2.12)-(4.2.15) associado com (A, p,) (por uma
questao de simplicidade omitimos o indice m). Entao, usando (4.1.18), segue que

(%’O - /Q“<C”)D(“n> $ D(V) 4 bu(; Uy, V) = MapuT (pn) = eV, v) . (4.2:22)

Procedendo como em (4.2.17), obtemos que

d

(196l + e 2 [ 00)) + 200 9wl + 200 V6013 = Ao [ puT (o

Entao, usando a estimativa (1.6.12) e a hipotese (4.1.9) temos que existe uma constate
C > 0 independente de n, tal que

d
& (9l + ol 42 [ 0(6)) + 22090 2 + 200 V0
Q

< CIAulllonll 2T pall ol s
< Clalllonll72l Va2
< C|>‘n|2 +ﬂ0||vun||%2-

Ou seja,
d 2 2 2 2 2
7 \IVenllze + [l +2 g W(cn) | 4 o [[Vanlz +2Mo[[Vonllze < ClAn["
Integrando sobre (0,7) e usando (4.1.14), segue que
IVen(®)72 + llun ()72 + Q/Q‘I’(Cn)

< O (IMallleoliFn + Al [luollz2 + [Aal*llcollzn + 1+ TIAaf)

onde a constante C' é independente de n.
Mas, veja que

lenllm < llen = (ea)allm + [[(en)allm < Ve[l + [[(en)allar,

e como fQ Cp = fQ L,.co

2

1
I(cn)allin = IV(en)alliz + [(cn)allf: = @ ‘/an

2
/ LmCO
Q

1

— <C 2
|Q| = ||CO||L2

com C' independente de n.
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Desse modo, existe uma constante C' > 0 independente de n, tal que

llcnll oo 0,1 () < O
|| oo o,y < C
IVonllr2omrc2@) < C;
an |20,y < C.

Entao, escolhendo Ou,, /dt como fungao teste em (4.2.22), temos que

ou, 2
ot
ou,
< C(ID(un)llz2 + [[unllze [wnllz2 + [Anllloall 2T (pn) e + [V fnllz2lleall ) | =,
Hl

Como a constante C' > 0 pode depender de m, e usando a ortogonalidade de (W;)1<ij<m
em H eV, obtemos que

onde a constante C' > 0 nao depende de n. Dessa forma,

Entao, provamos que u,, ¢ uma sequéncia limitada em H'(0,T; W,,). Como a inclusao
HY0,T;W,,) C C([0,T]; W,,) é compacta pelo teorema de Arzela-Ascoli, concluimos que
S é um operador compacto.

Finalmente, mostraremos que se (u,,, ) € C([0,T]; W,,,) x [0, 1], é tal que S(u,, \) =
u,,, entao

2

ou, 2
ot

ou,

ot

‘ < O (Ve + 1+ Pl + [[Vn]22) -
Wm

ou,,

ot

<C.

L2(0,T;Wy,)

Ianllcqorw,) < C

onde C' > 0 ¢ independente de (u,,, A). De fato, como S(u,,, \) = u,,, segue que

(a;_:,v) + /Q 1(en) D (W) = D(V) by (Wi U, V)

(4.2.23)

= (Ame(pm) + OmVem, V) )
<aa’;:’ e> +0(Wn; P, €) + (pm, €) + €(Vpm, Ve) =0, (4.2.24)
(%%) + b(W; €3 2) + /Q M ()V - Vz =0, (4.2.25)
Om = Ly (V' () — Ao, (4.2.26)
(W, &) (t = 0) = A(Prm(10), Lin(co)); pm(0) = po, (4.2.27)

para todo v € W,,, e € H'(Q) e 2z € E,,,.
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Adicionalmente, procedemos como em (4.2.17) para obter

i (19t anlfs 2 [ wien)) + 2| Vatem D[}, +2 [ bl i9on?

= >\/ P T (Pm) - Q.
Q

Entao, usando as desigualdades de Holder e de Sobolev, a estimativa (4.1.9), e que A < 1,
temos que

d

ot (19l + Tanls + 2 [ W) + 200 [Tl + 2001 T

< Cllomll2 1T (om) | ][ 24)
< Cllomll2 1T Com) | [V 22)
< Cllpmllze + pol V|1 Z-.

Entao, a estimativa (1.6.12), que é independente de m e €, implica que

d

< (19l Tanlls 2 [ Wen)) + oIVl + 2061 9613 < €. (1229
Q

Integrando sobre (0,t), t € (0,7T], e pela propriedade (4.1.14), segue que

IVem(®)22 + um(6)]2 + 2 / (1))

< C (IAPlleoliF + A1 [[ollz2 + A *leol| 74 + 1) -

(4.2.29)

Uma vez que ¢o € H*(Q2) € L*(Q) e A < 1, essa tltima desigualdade nos da que existe
uma constante C' > 0, independente de u,, e A, tal que

W lleqo,mw.,) < C. (4.2.30)
Dessa forma, todas as hipoteses no Teorema 1.5.4 sao satisfeitas. Assim,
S1=5(,1):C([0,T]; W,,) = C([0,T]; W)

tem um ponto fixo. n

4.2.2 Existéncia de solugao fraca global para um problema regu-
larizado
Um resultado intermediario, importante para provar o Teorema 4.2.1, é o seguinte

lema, que nos dé a solugao para o problema regularizado. Aqui a constante C' > 0 nas
estimativas sempre serao independentes de m, mas podem depender de €.
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Lema 4.2.3 (Solugao fraca para o problema regularizado). Suponha que (uy, po, o) €
H x L*(Q) x H'(Q). Entao, existem u,, p., c. e ¢ satisfazendo as seguintes regularidades

u. € L0, T; H) N L*(0,T;V),
pe € L¥(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H(2)),

aue 8p6 2 . / 2 . 1 / o
(at7 8t)GL(O7T7V)XL(07T7H(Q))Sen—2,

ce € L(0,T; HY(Q)) N L*(0,T; H3(Q)) N H(0,T; H*(Q)),
¢ € L*(0,T; H'(Q)),

e as seguintes equacgoes

<%,v> + /QM(CE)D(uE) : D(v) + by (ugu,, v) = /Q(peT(pe) + ¢ Veo) - v, (4.2.31)

<%, z> +b(ue; pe, 2) + / Pz + e/ Vp.-Vz=0 (4.2.32)
<%, z> + b(ug; ¢, 2) +/ M(c )V -Vz=0 (4.2.33)
Q
em D'((0,T)), para todo v e V e z € H(Q).
de = V'(c) — Ace q.t.p. em Qr, (4.2.34)
u.(0) = up, c(0) =co, p(0) = po q.t.p. em €. (4.2.35)

Demonstracao. Seja (W, pm, ) uma sequéncia de solugoes das equagoes (4.2.6)-(4.2.10),
dada pela Proposigao 4.2.2. Assim como foi feito para obter (1.6.10), temos que

| om || e 0,m522(0)) + €|V PmllL2(0r) < |lPollL2- (4.2.36)

Pelas equagoes (4.2.6)-(4.2.10), obtemos aqui exatamente a estimativa (4.2.28):

d
7 (HVCmHi2 + w72 + 2/ ‘P(Cm)) + o |Vt 72 + 2Mo | Vol|Z < C.
Q

Integrando sobre (0,t), t € (0,7, e usando (4.1.14), obtemos a estimativa (4.2.29) com
A=1

t t
IVem@)IIZ2 + l[um @)z +2/Q\If(cm(t))+uo/ V|17 +2Mo/ IV dunl|72
0 0
2
< C (lleollr + Il 72 + lleollzs +1) -

Dessa forma, usando novamente que ||(cy)ollm1@) < Cllcollr2) e lembrando que de
(4.1.12), 2 [, ¥(cm(t) + 2|Q|Cy > 0, segue que existe uma constante C' > 0, tal que

lem | oo 0.1 (2)) < C (4.2.37)
W[ oo 0,1:01) < C; (4.2.38)

IV ol r2(0,7:02(0)) < C; (4.2.39)
[l L2 0.rv) < C. (4.2.40)
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Observe ainda que, multiplicando (4.2.9) por —Ac,,, integrando sobre ) e integrando
por partes, obtemos que

A, |72 = / Vo Ve, + / U () Acp,.
Q Q
Assim, pela aplicagao da desigualdade de Holder segue que
[Aculze < IVomllzzlVemllze + 19 (em)ll 2l Acn | 2.
Entao, a desigualdade de Young implica que
1Acu|72 < CUIVOmllZ: + [ Vemllz: + 1P (cn)1Z2).
Usando (4.1.14) e a imersao de Sobolev (H'(Q2) C L(Q), 1 < ¢ < 6), temos que

A7 < CUIVmlZ: + IVenlZ: + llemllfs +1)
< C(IVmlize + llemllzn +1).

Isso implica que ¢, ¢ uniformemente limitada em L?(0,T; H*(12)), ou seja
HCmHL2(o,T;H2(Q)) <C. (4.2.41)

Multiplicando (4.2.9) por A?c,,, integrando sobre €2, e integrando por partes, segue
que

IVAC,|3: = /QqumVAcm + /QV\IJ’(cm)VAcm
< Vomll2 IV ACk ][22 + VY (cm) [ 2]V Al 2.
Entao, concluimos usando a desigualdade de Young que
IVAculze < CUIVml72 + IV (em)l72)-

Agora, a hipotese (4.1.14), a desigualdade de Holder com p = 3 e ¢ = 3/2, a imersao de
Sobolev (H! C L) e a estimativa (4.2.37) implicam que

IWW@M%:LNW%W%FSQA%#+DW%F

<C (||ch|!%2 +/Q|cm|4|ch\2)

C (IVemll2> + el Il o2l Vel 22) (4.2.42)
cmv%mrw%mﬂv%ma
< C (IVeml2e + lemllin IV eml2)
< C(1+lleml3e) -

Dessa forma,
VA7 < CUIVomlliz + llemllz: +1)-
Entao, integrando sobre [0, 7] e usando a estimativa (4.2.39) e (4.2.41), obtemos que

llem 20,113 (0)) < C. (4.2.43)
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Agora queremos estimar ¢, em L?(0,T; H*(2)). Veja que, usando (4.2.9), o teorema

do divergente, e o fato que 35’" = 0 sobre 0f2, podemos ver que

/¢m=/Lm(‘I’/(Cm))—/Acm:/Lm(\Il’(cm))—i- chm‘n:/ﬂLm(\Il’(cm)).

Entao, a hipotese (4.1.14) e a imersao de Sobolev (H! C L%) implicam

Gm) ‘Q‘/@n_ /]L "(em))] < Cl LV ()| 22
< O (em)ll2 < Clllemllis +1) < Clllemllin +1) < C,

onde a estimativa (4.2.37) foi usada. Aplicando a desigualdade de Poincaré-Wirtinger
(1.3.2), obtemos

16mllin = IV dmllZ2 + 16mllZe = IVEmlL2 + [6m + (dm)a — (Sm)alli:
< IVémllz> + lém — (Sm)alzz + (m)allz:
< C(IVémliz> +1).

Integrando sobre [0, 7] e usando (4.2.39), segue que

|l 20,751 (0)) < C. (4.2.44)

Por causa da nao linearidade, as estimativas acima nao sao suficientes para tomar o
limite nas equagoes (4.2.6)-(4.2.9). Por isso, estimamos as derivadas temporais de u,,, pm,
e ¢p. Por (4.2.6), para todo v € W, temos que

ou,,
ot "
< C((IVumllz2 + n 7OV V2 + (lom 2| T (om) |25 + (|l 2|V eml £2)]1 V]| 24)

< C(IVunllzz + lnllZs + lomllZe + | Smll e lemlla) ],

onde a imersdao de Sobolev (H!' C L*) e a estimativa (4.1.9) foram usadas. Usando as
estimativas (4.2.37) e (1.6.12), segue que

Pela equagao (4.2.7), para todo e € H'(Q),

ou,,

ot = C(HvumHL2+Hum’|%4+u¢mHH1+1)-

V/

0pm
(%) <€ Uanlluslpolls + ool + e Tpallz) 19l

Por (4.2.36), temos que

dp
H w2 O (umllisllomlls + 1+ el Vomllz)

Hl)/

e ) C R? neste caso, da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg em R? (|| f|lp+ <
C||f]|1/2||f||1/2) e usando a estimativa (4.2.38), obtemos

ou,,

5t |l = CUVanllze +{lomllm +1).

V/
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Isso implica que

<C. (4.2.45)

%

L2(0,T;V7)

Analogamente,

an

2 1/2
< O (IVanl 2l pmliff +1+ el Vonllz:)
(H1)

< C(IVunllrz + [[oml e + 1+ €[ Vpnl|2) -
Dai, usando as estimativas (4.2.40) e (4.2.36), segue que

Hapm <. (4.2.46)

L2(0,T;H ()')

e O C R3: ja neste caso, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg em R? (|| f]|z+ <
C||f]|1/4||f||3/4) e pela estimativa (4.2.38), segue que

ou,,
Sl < (Ve + 1Vl + Iomllm +1)
ot ||, —
Dessa foram,
duy,
’ im <C. (4.2.47)
ot LA/3(0,T;V7)
Analogamente,
8Pm 3/4 3/4
C (V|72 | omll g + 1+ €l Vo2
Hl

3/2 3/2
(||Vum|| 24 lpmlfE + 1+ el Vonlz2)

Dai, usando as estimativas (4.2.40) e (4.2.36), segue que

H pm <C. (4.2.48)

LA3(0,TH1(2))

Agora, a equagao (4.2.8) implica que

oc,
(% =) < C lamlluslonlls + 1V nliz) 19211

A imersdo de Sobolev (H! C L?) e as estimativas (4.2.36), (1.6.12) e (4.2.37) nos dao que

oc,,
H C (s + [V mllz2)

(HY)
Entao, podemos usar as estimativas (1.6.10) e (4.2.40) para mostrar que

’ dem <c. (4.2.49)

L2(0,T;H(Q)")

ot




104

As estimativas acima nos dao as seguintes convergéncias:

u, —=u, em L*0,T;V), ( )
pm — pe em L*(0,T; H'(Q)), (4.2.51)
cm — ¢ em L*(0,T; H*(Q)), ( )
Gm — ¢ em L*(0,T; H(Q)), (4.2.53)
u,, - u. em L*(0,T;H), ( )
pm = e em L30T LA(Q), (4.2.55)
cm — ce em L*(0,T; H*(Q)), ( )

onde as convergéncias fracas seguem diretamente das estimativas, e as convergéncias fortes
sao consequéncias das estimativas juto com o teorema de Aubin-Lions-Simon (veja o
Teorema (1.3.12)).

Essas ultimas convergéncias nos permitem tomar o limite quando m — oo nas equagoes
(4.2.6)-(4.2.10), nos dando as equagdes (4.2.31)-(4.2.35). O

4.2.3 Demonstragao do teorema de solugao faca (Teorema 4.2.1)

Para concluir a demonstracao do Teorema 4.2.1 é suficiente mostrar que as seguintes
convergéncias sao satisfeitas:

u. —u em L*(0,T;V);

pe = p em L>(0,T; L*(Q));
ce—c em L*0,T;H*(Q));
b— 6 em L0, T; HY(Q)):
u. —u em L*0,7T;H);
eVpe — 0 em L*(Qr);

ce —c em L*(0,T; H*(Q));
pe—p em C(0,T;(H'(Q))).

7

Algumas dessas convergéncias sao obtidas aplicando-se o principio da semicontinui-
dade inferior das normas nas estimativas independentes de €, dadas na subsegao anterior.
Entretanto, algumas das estimativas nao sao independentes de €, por isso precisaremos
de novas estimativas satisfazendo essa condi¢ao. Além disso, aqui ndao temos que p, con-
verge fortemente para p em L?(Q7), de modo que precisamos justificar adequadamente a
convergéncia do termo [, pT (pe) - v para [, pT (p) - v, na formulagéo fraca da equagao
da velocidade (4.2.1), apenas utilizando as convergéncias mais fracas (4.2.58) e (4.2.64).

Note que as estimativas (4.2.36)-(4.2.40), (4.2.43)-(4.2.45), (4.2.47) e (4.2.49) sao todas
independentes de e, de forma que pelo principio da semicontinuidade inferior das normas,
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temos que
el 20,1y < hmﬂi)iolgf || 220,730y < C,
||p€||L°°(07T;L2(Q)) < hmIgiO%f ||pm||L°°(O,T;L2(Q)) <C,
IVl ey < i inf eVl < C.
llcell 20,mm3(0)) < lim inf lem | 220,530 < C,
||¢e||L2(o,T;H1(Q)) < liénﬁioféf ||¢m||L2(0,T;H1(Q)) <C,
dce

olem
‘ < lim inf L' <C,
L2(0,T;H(Q)") m—oo || Ot L2(0,T;H(2)")
8u€ .. 8um
< liminf ||— <(C, sen=2,
L2(0,T;V") m—oo || Ot L2(0,T;V")
ou, .|| Oun,
H v < lim inf gtm <, sen =3,
Ot || parsoravy — moe || O | Loz

onde C' > 0 é independente de e.
Ademais, usando que €||Vp||7. < C, segue que

”6VP€H%2(QT) = EQHVPeH%?(QT) <eC.

Com essas estimativas seguem as convergéncias (4.2.57)-(4.2.63). Resta provar a con-
vergéncia (4.2.64). Pela equacao (4.2.32) e usando a desigualdade de Holder temos, para
todo z € W3(Q) c H'(Q), que

0pe
< o 2> < Clllucllzollpell 21V 2]l s + llpell 2|2l 2 + €IV pell 2] V2] 2)

< Clluclizollpellzz + llpellzz + €l Vel ) 2l lwrs.

Usando a imersao H'(Q2) C L%(Q2), as estimativas independentes de € acima, e o fato que
€ < 1, segue que

0pe 2
ot

< Clluelzz o) + 1+ €lVpeliz ) < C,

L2(0,T;(W13Y")

onde C' > 0 ¢ independente de e.

Agora, como L*(Q) <> HY(Q)' — W'3(Q)', p. estd limitada em L>(0,T; L*(Q)) e %=
estd limitada em L2(0,7T; W13(Q)"), segue, pelo Teorema 1.3.12, que, a menos de uma
subsequéncia,

pe — p fortemente em C([0, T]; H'(2)").

Agora podemos provar que

/QpET(pE)-v — /QpT(p) Vv, (4.2.65)

para todo v € V.
Como ||pe|| Lo (0,r;02(02)) < C, segue pela desigualdade de Hélder (p = 4/3, ¢ = 4), pela
imersao H'(Q) C L(Q) e pela estimativa || T (p)||z: < C|lpllz2 que

3/2 3/2 3/2 3/2 3/2
10T (o)l Farz ) < Mol sty IT (0 1350y < CIT ()3 < Clloelloig) < C-
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Integrando sobre (0,7), segue que
||PeT(Pe)||LP(0,T;L3/2(Q)) <C, Vp>1,

e portanto existe J € LP(0,T; L32(Q2)) tal que p. T (pe) — J em LP(0,T; L*?(Q)), ¥V p > 1.
Em particular, para todo v € V C L3(Q), temos que

/QpET(pe)-v—>/QJ-v.

Entao basta mostrar que converge para p7T (p) no sentido das distribui¢oes e usar a unici-
dade do limite. Seja v € C2°(Qr), temos que mostrar que fQT (pT (pe) — pT(p)) - v — 0.
Mas como

[ o) =oTo) v = [ =0Tl v+ [ (To)=T@e-v,

T T T

pe — pem L*(Qr), T ¢ fracamente sequencialmente continuo (veja a Observacao 4.2.4
abaixo) e pv € L*(Qr) temos que o segundo termo tende a zero. Entao bata demonstrar
que

| o= 0Tt v 0

T

Mas,
/(&—mﬂme:A<@fwﬁn&Vmem

T
s/|m—mmmwﬂm»wm@
0

< Tlvlles@rlle = plleo,rmm @ 1pell L o,r:02@))-

Basta usar que p. — p fortemente em C([0,T]; H'(Q)'). Pela unicidade de limite J =
pT (p), portando vale a convergéncia (4.2.65).

Essas convergéncias nos permitem tomar o limite nas equagoes no Lema 4.2.3 e obter
as equacoes no Teorema 4.2.1.

Observagao 4.2.4. Todo operador linear continuo é fracamente sequencialmente conti-
nuo (Veja [11, Teorema 3.10]). Para ver isso no caso particular de 7 : L?(Q7) — L*(Q7),
sejam p, — p fracamente em L*(Q7) e f € L*(Qr) = L*(Q7). Definimos g(p) := f(T (p)).
Entao,

9() = (T )| < WFANT D)2y < IFINT Mol 221

Portanto g € L*(Q7) e f(T(p.)) = g(p) — g(p) = f(T(p)). Que é o mesmo que dizer
que T (p.) — T (p) fracamente em L*(Q7).

4.3 Regularidade da solucao

Nessa secao demonstramos alguns resultados de regularidade para a solucao dada no

Teorema 4.2.1. Aqui é necessario pedir que uy € V, c¢g € H*(Q) e % = 0 sobre 0.

Além disso, como é sabido, para obtermos regularidade para o campo de velocidades, é



107

necessério que a forga externa na equagao da velocidade esteja em L?(Qr). Para que isso
seja possivel, pedimos que py € LP(Q2), p > 3. Assim, pela estimativa (1.6.12), p,, satisfaz
a seguinte estimativa

[pmll Lo 0.1;20(2)) < llpollo(), P> 3. (4.3.1)

Dai ja segue que p € L>=(0,T; LP(£2)).
Entao, usando essa regularidade para p, ou seja, que p € L>*(0,T;LP(Q2)), p > 3,
podemos aplicar a desigualdade de Holder e obter que

1P T (P22 < llolIZe @) I T () 12200y
onde % + % = 1. Assim, 2 < 2¢g < 6, e entdo pela propriedade (4.1.9),

T
T < C [ 1Ty < lolen < C.

Além disso, como p > 3, pela equagao (4.2.7), temos que

Opm
<W’ Z> < C(lwnllzsllpmllzsl| V2l 2 + lpml 2 12] 2 + €|V om|| 22 [V 2| £2)

< Clwnllzsllpmllzs + llomll 2 + €V omll22)l|2]] -
Usando a imerséo HY(Q) C L%(Q), as estimativas (4.2.40) e (4.2.36) (que sao indepen-

dentes de m e €), e o fato que € < 1, segue que

Apm ||”
H < Clllun ey + 1+ 1V pmlZaan) < C.

L2(0,T;(H)")

onde C' > 0 é independente de m e €. Ou seja, temos o seguinte resultado de regularidade
para p.

Proposigao 4.3.1. Suponha que Q C R™, n = 2,3 e (ug, po,co) € H x LP(Q) x H(Q),
p > 3. Entao,

p € L>(0,T; LP(Q)) N H*(0,T; H(Q)). (4.3.2)

Observacao 4.3.2. Note que a regularidade de p dada em (4.3.2) é independente da
regularidade de u e ¢, isso é, essa regularidade vale para as solugoes fracas, bastando para
isso pedir que py seja mais regular.

A ideia para obter mais regularidade para u e ¢ é fazer estimativas mais regulares,
independentes de m e €, para a solu¢do do problema aproximado regularizado (4.2.6)-
(4.2.10), e entao aplicar o principio da semicontinuidade inferior. Isso nos daré as mesmas
estimativas para o sistema regularizado.

Como é de se esperar, mostramos regularidade global apenas para o caso bidimensional,
para o caso tridimensional temos um resultado de regularidade local.

Teorema 4.3.3 (Regularidade global). Seja Q C R2. Suponha que ug € V, py € LP(Q),

p>3,00 € HX(Q) e %er = 0 sobre 0). Entao, u, c e p dados pelo Teorema 4.2.1 satisfazem

as seguintes regularidades:
uec L>0,T;V)N L*0,T; H*(Q)) N H*(0,T; L*(Q)),
c € L(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; HY(Q)) N H'(0,T; L*(5)),
p € L®0,T; LF(Q)) N H*(0,T; H(Q)).

para todo T" > 0.



108

O teorema que estabelece regularidade local para o caso tridimensional é o seguinte:

Teorema 4.3.4 (Regularidade local). Seja 2 C R3. Suponha que ug € V, py € LP(Q),
p>3,c€ HX(Q) e % = 0 sobre 0f). Entao, existe T, suficientemente pequeno, tal que
u e ¢ dados pelo Teorema 4.2.1 satisfazem as seguintes regularidades:

uec L>0,T,; V)N L*0,T.; H*(Q)) N H*(0,T,; L*(Q)),

c € L™(0,T,; H*()) N L*(0, T,; H*()) N H'(0,T,; L*(Q)).

Estimativas independentes da dimensao

Seja (W, Pm, Cm) & solugao aproximada-regularizada, dada pela Proposi¢ao 4.2.2. Ape-
sar dassa solucao depender de m e ¢, por simplicidade, indexamos apenas em m. Mas,
como ja dissemos, queremos estimativas independentes de m e ¢, de modo que aqui C'
representa uma constante genérica positiva independente de m e e.

Multiplicando a equagao (4.2.6) por \; (com v = w;) e usando (4.1.19), segue que

(Vaum Vwi) — / div(p(em)Vuy) - Aw; + by (wy; wpy,, Aw;)
Q

ot ’
= (pmT (pm), AW;) — (Ac,, Ve, Aw;).
Agora, multiplicando a equagao acima por u]" e somando sobre ¢ = 1,--- ,m, obtemos
que
1d

—— Vw2 —/u Cm) AW, - Au,, + b,(u,,; u,,, Au,,
51 IVl = | we) ( )

= (pmT (pm), Auy,) — (A, Ve, Au,,) — / 1 (cm)Vem -V, - Au,,.
Q

Pelo Lema 1.3.11, como u,, € (H*(Q2))" NV, existe p,, € H' (), satisfazendo [, p,, =
0, tal que
Au, = —Au,, + Vp,,.

Dessa forma,
1d

3t 1Tl [ ) 4 bttt ) = T () At

—(Ac,, Ve, Auy,) — /

W (cm)Ven -V, - Au, + / () Vo, - Auy,.
Q

Q

Agora, usando que p' é Lipschitz, a desigualdade de Holder, a estimativa (4.1.9) e (1.6.12),
o fato que

/ :U’(Cm)me : Aum = - / ,U//(Cm>pmvcm . Auma
Q Q
e a desigualdade de Young, segue que existe uma constante C' > 0 satisfazendo

d
SVl + proll At 32 < € (g - ViR + 1Ay [ Ve -~
HIVen B [Tl + DomlBall FenllE +1) (45

4
=> Ji+C.
=1
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Tomando AZc,, como fungio teste em (4.2.8) e integrando por partes, obtemos que

1d
ST [ACH||7> + bW} oy A2Cn) — /le (cm)Vm)A%c,, = 0.
0
Entao,
1d
3 1Aenllia+ [ Menlate

= —b(Wp; Cm, A%c) + / M (c)Vem - Vo Ale, + / M () AV () A%c,y,.
Q Q

Aplicando a desigualdade de Hoélder, usando que M e M’ sao ambas func¢oes limitadas e
aplicando a desigualdade de Young, temos que

d 2
— 1 AcmllLe + Mol A%enllz2

3 (4.3.4)
c (Hum Ven|te +Vem - Vomllie + HA\P,(Cm)H%?) - ZKZ

=1
Caso bidimensional: demonstragao do Teorema 4.3.3

Primeiro vamos estimar c,,, para isso precisamos estimar os trés termos K;, i =
1,---,3, no lado direito de (4.3.4).
Usando a interpolagao (1.4.12) e as estimativas (4.2.37) e (4.2.38), segue que

K1 < a1 Vel < 22 1A%0 3, +C.
Para estimar K3 seguimos as ideias presentes em [10, Teorema 2.2|. Veja que
AV () =V - (V" (c)Vem) = V" (en)Venm - Ve, + 9" (en) Ac.
Entao, usando (4.1.13), segue que

1A (en)llz2 < 19" () [ Vem (|2 + 197 (em) Acy]| 2
< " (em) o [ Veml s + 1" (o) [l o0 | Acin]| 2
< C(lemllze + DIVenlZs + (llemllioe + Dl Aci|lz2)
< C(lem = (em)allz> + DIVenlLs + (llem = (em)allie + Dl Acn]l2),

onde (¢p) = ﬁ / cm € nessa ultima desigualdade a constante C' ¢ reajustada usando

/Cm:/Lm007
Q Q

iss0 &, |[(cm)alle < C [o [Lmcol < Cllcol| 2

Agora, seja 0 < 6 < 3, como Q C R?, H?(Q) C L™ e pela interpolagio H'*? =
[H4,L2]¥ (note que 0 < (3 —60)/4 < 3/4 < 1, como exigido no Teorema 1.4.2 e veja
(1.4.2)), segue que

[em — (em)alle < Cllem — (em)allgive
116 3-6
< Cllem = (em)all g llem — (em)all 2
3-8 146
< CVemll 3 1A% 5

que
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Usando que H? = [H*, H']: temos que

[Acm|z2 < llem = (em)al a2
< Cllem — (emdallipllem — (cndallfr
< O VenlljllA%enl
Usando que HY2(Q) C L*(Q) continuamente e a interpolagio H'/? = [H?, L?],,
segue que

[Vemllzs < ClIVenlle < C Tl A%

Por essas trés tltimas estimativas a usando que a sequéncia c¢,, é uniformemente limitada
em L>(0,T; H'(Q)), temos que
IAY () 172 < C((lem = (em)allze + DIIVenlzs + (lem = (cm)allze + Dl Acnll72)
146 2 2
< O((I8%wml 2+ DlIA el + (1A%l =" + DIA% ] ).
1

Escolhendo, em particular, § = ; (& suficiente qualquer 6 < 1/3), obtemos

23
12

1AV (em)l[Z2 < C (1A%l 2 + 1A% 72 + [|A%mn]72)- (4.3.5)

Como todas as poténcias acima sao menores que 2, segue, aplicando a desigualdade de
Young, que

M,
Ks <C+ ?OHA%mH%Z‘

Para estimar K5, usamos a desigualdade de Gagliardo-Nirenbeng no caso  C R2.
Isso nos da que

Ky < [[Ven|21Vemlzs = 1V (em = (em)) 24V (8 — (6m)a) 14
< COlIVeml2|Acml 21V dmll 2 | Al 2

Agora, por (4.3.5), temos que
[AGm|Iz2 < AV (cm)ll2 + [ A%cmlre < C(1+ [|A%p][12) (4.3.6)
Dessa forma,

Ky < C||Venll2 | Akl 22Vl 2 (1 + | A% ]| 12)

My
< O(IVemlze + 1 Acnl 721V mll7z + IVenlZ2lAch 1721V émll72) + THAQCmHLQ-
Entao, substituindo Kj, Ky e k3 em (4.3.4), obtemos
d 9 My, s 9
— [|A —||A
Al + 1A% e

< C(IVenlliz + [AcnlZ2 [V omllzz + IV eml[Z2 [ Acml L2V émllZ: + 1)-

Como (4.2.37) e (4.2.44) implicam que a fungao f, = [|[Vén 2. + Ve |2l V2. ¢
integréavel sobre [0, T'], podemos aplicar a desigualdade de Gronwall, de modo que obtemos

2en®le <ol [ 1) (Aen @ + [ (I¥enlis +€)).
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Assim, usando a estimativa (2.3.32), obtemos que
lemll Lo 0,12 (0)) < C,
eml 20,120 < C,

onde a tultima estimativa segue integrando (4.3.7) sobre [0, T], usando (4.3.8) e aplicando
as estimativas elipticas e a estimativa (4.2.43).

Além dessas estimativas, por (4.3.6) e usando (4.3.9) junto com estimativa eliptica,
temos que

| mll 2 0,7;m2(0)) < C. (4.3.10)

Agora vamos estimar os termos J;, i = 1,--- ,4 | do lado direito de (4.3.3). Usando
a desigualdade de Holder, a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg no caso Q € R? e a
desigualdade de Young, é facil ver que

7 < FllAug | + CIVu,a.

Usando a interpolagao (1.4.12), a estimativa (4.3.8), e a desigualdade de Young, segue
que

Jy < Cl|Acy|[12[A%enm|l2 < C(IA eIz + 1);
Jy < C|[Vun |12 [A%nlz2 < C([A%enl[7: + |V |72):

Aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, relembrando que fQ Pm = 0, e
usando que H'(Q2) C L*(Q), segue que

Ji < Cllpm|l 221 VPl 22 | e 32

Lembrando que ¢,, ¢ uniformemente limitada em L>(0,T; H?(f2)) e usando o Lema 1.3.11,
obtemos que para todo § > 0 existe Cy, tal que

Ji < C(Cs[ Vg [ 2 + 6] Av || 2) | Awy | 2
< CC3l| V|| 2l Awpn |2 + 6C| Au |72

< R Au 32 + G5l Vunllf + 5C1 Aun 72,

onde foi aplicada a desigualdade de Young, C' é independente de ¢, e Cs = CCj. Esco-
lhendo 6 = py/8C, obtemos

T < 2 Aug 22 + Ol V[,
Substituindo J;, 1 = 1,--- ,4, em (4.3.3), seque que
d Ho
EHVUmH%z + ?||Aum||%2 < C((IVunllfz + DIIV,|7e + [|A%n[[7. +1)  (4.3.11)

Dessa forma, usando as estimativas (4.2.40) e (4.3.9) e aplicando a desigualdade de
Gronwall , segue que

||umHL°°(O,T;V) S C. (4312)
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Integrando (4.3.11) sobre [0,7] e usando (4.3.12), usando que ||u,|g2 < ClAu,||v,
concluimos que

W 20,7020 < C. (4.3.13)

Multiplicando (4.2.8) por di” com z = e; e somando sobre i = 1,2,---, temo que
dem ||* / v /M Vo g om
A, = Uy, - Cm Cm m A,
ot Q 815

m a m

_ / u, - ch / M () Ve - Ve, 2m / M(e) Ay 2™

0 ot /g ot

OC,

< CllumllzallVemllzs + Vel 2l Vomllos + | Admz2) || =

Pela desigualdade de Young, usando a imersao H'(Q2) C L*(Q2) e as estimativas (4.3.10),
(4.3.12) e (4.3.8), segue que

2 /T
L2(Qr) 0

Agora, multiplicando a equagao (4.2.6) por d“— com v = w;, obtemos

e,

ot

oc, 2 T
Tl < [ umlllenlye + lemlB + Dlonle) <
L2 0

2

ou,, _ ou,, ~ Ouy, duy,
[, = [ Dt % bt T (T o)+ e )
< (IVemll sl Damll s + [z + [ 2l V| s
ou,,
+lpmlles 1T (om)llzs + Ndmllza [ Vemllee) || =57
L2

Usando a desigualdade de Young, as imersoes H'(Q) C L*(Q), 4 < k < 6, e as estimativas
(4.3.1), (4.1.9), (4.3.12) e (4.3.8)

1

Integrando sobre [0, 7] e usando as estimativas (4.2.44) e (4.3.13), seque que

2

< (llwmllfe + 1+ lmll7n).
L2

ou,,
ot

H Ou,, <C.

L2(Qr)

Como a constante C' > 0 em todas as estimativas acima ¢é independente de m e €, segue
o resultado desejado.

Caso tridimensional: demonstragao do Teorema 4.3.4

Como no caso bidimensional, mostraremos primeiro a regularidade para c¢. Usando a
interpolagao (1.4.10), a estimativa (4.2.38) e a desigualdade de Young, segue que

3/2 1 2 0
Ky < Ol |2al|Ac || 35| A%]15 < 2 18%u 172 + CllAcn|Z.
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Agora vamos estimar K3. Usando a desigualdade de Agmon (1.4.8) e a interpolagao
H? = [H*, H']z (veja (1.4.2)), temos

1/2 1/2
em — (em)allze < Cllem — (em)allifillem — (em)allis
1/2 2/3 1/3
< CVen S (IVeml 25| A2 1)1
5/6 1/6
< O|Ven |31 A%15 .

Como no caso bidimensional, por essa mesma interpolacao, temos que
2 1
[Acmllze < llem — (em)elluz < ClIVeml2ll A%l 7.

Usando que H**(Q2) C L*(Q) continuamente e pela interpolagio H** = [H?, L%]3,4, segue
que

1Vemllr < CIV(em — (em)a) | gasa
< O Ven |2t 1A%]15"

Por essas trés tltimas estimativas, e usando que ¢, estd uniformemente limitado em
L>(0,T; H(2)) temos que

IAY ()72 < C((llem = (em)allZe + DIVenllzs + (lem = (em)allze + Dl Acnl72)
< C((1A%m 72 + DIA ez + (1A% 22 + DI A%cnl|72)

Entao, reajustando a constante C' > 0, temos
|AY ()72 < CUIAP 7 + [ A%l 2 + [|A%enI75)
Aplicando a desigualdade de Young seque que,
M,
K; <C+ ?OHAQCmH%%
Para estimar K5, usamos a desigualdade de Agmon (1.4.10), entao
1/2 3/2
Ky < | Vel 21V éml72 < ClA% el | Acw 7211V émll2
Agora, por (4.2.42) e usando que ||[VAc,|12: < [|A%¢| 22| Acy] 22, temos que
IVénlliz < CUVE (cn)llz2 + [VACK|Z2) < O+ | Acuzz + [ A%l 2| Acy r2).
Entao,
1/2 3/2 1/2 7/2 3/2 5/2
Ky < O 8%l 12| Acull7" + 1Aenl| 12l Acul| 12 + 1A%l |72l A1 72):
Assim, aplicando a desigualdade de Young, obtemos que
M,
Ky <~ A% [ + CllAc 12

Substituindo K, Ky e K3 em (4.3.4) obtemos que

d M,
7 |AC |72 + TOHA%mHiQ <C(1+ [ Acnl}2) - (4.3.14)
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Integrando sobre (0,t), com ¢ € [0, 7], temos que existe C' > 0, tal que

t
[Aen(DIlZ: < C (HcOH%p s [ ||Acm||z%dt) .
0

Entao, aplicando o Teorema 1.2.3, temos que
| Ac|Leor1;020) < C
para todo T7} satisfazendo 4T} C%(||co||32 + 1)* < 1. Ou seja,
|l Loo 0,12 12(02)) < C. (4.3.15)
Integrando (4.3.14) sobre [0, T"'], usando (4.3.15) e estimativas elipticas, obtemos que

lem | 20,152 0)) < C. (4.3.16)

Agora vamos estimar os termos J;, i = 1,---4, em (4.3.3). Usando as desigualdades
de Holder, Gagliardo-Nirenberg no caso Q € R3 e de Young, é facil ver que

o< Pl Aw e + O [

Usando a interpolagao (1.4.10), a estimativa (4.3.15) e a desigualdade de Young, segue
que

Jo < Ol A2, |17 < C(| A2, |12 + 1),

L2

1/2 8/3
Ty < O V|22 ]| A%, 115 < C(I|A%0]22 + [ Vu[[32),

L2 2

para todo ¢ € [0, T].
Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, lembrando que fQ Pm = 0, e aplicando
a imersao H'(Q) C L*(Q), temos

1/2 3/2
J1 < Cllpmll2 VD25 [ e

Lembrando que ¢, esta uniformemente limitado em L>(0,7}; H*(€)) e usando o Lema
1.3.11, temos que para qualquer € > 0 existe C,, tal que

Ji < C(CIV U 12 + el Auy [ 12) 2| Ay |7
< OV Va2 | Awn 72 + VeC | Auy -
u ~
< gOHAumH%z + Cel[Vup |72 + VeC | Ay |7,
onde na ultima desigualdade aplicamos a desigualdade de Young, C' nao depende de € e

C. é uma constante que depende de €. Escolhendo /e = 19/8C, segue que existe C' > 0,
tal que

Ji < FllAun|t + CIVua,

para todo t € [0, T}].
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Assim, substituindo Jy,---,J; em (4.3.3), temos que vale a seguinte estimativa de
energia no intervalo (0,7}):

d
allvllmlliz + ol A 72

4.3.17
< O([VunllSs + | A2, 2 + IVl + Va2 + 1) G317

< C(IVumllzz + 1 A%m1Z2 + 1)

onde C' > 0 é uma constante que nao depende de m e €.
Integrando essa tltima estimativa sobre (0,t), t € (0,7T?}], usando a estimativa (4.3.16),
segue que

\WwﬁMéSCMm%+1+AWWmMQ
Aplicando novamente o Teorema 1.2.3, segue que
IVun ()7 < C
para todo t € [0, T}], para todo T, € (0, T}] satisfazendo 2C3(||ug||? + 1)*T, < 1. Ou seja,
W || oo, < C. (4.3.18)

Integrando (4.3.17) sobre [0, T.], usando (4.3.18) e a equivaléncia das normas ||Au,,||2 e
[l 2, segue que

Wl 20, m2(0)) < C.

de,, Ou,, - ) .
O fato que ——— e — estao uniformemente limitadas em L*(0,T; L*(Q)) seque exata-

ot ot

mente como no caso bidimensional.
Com essas estimativas sao independentes de m e €, segue o resultado de regularidade
local dado no Teorema 4.3.4.
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