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Resumo

Nesta tese consideramos o espago das funcoes holomorfas limitadas, o espago das fungoes
holomorfas de tipo limitado e o espaco das funcbes holomorfas, respectivamente, e estu-
damos as relacOes entre eles € a propriedade de aproximacdo e a propriedade de aproximacao
compacta. Comegamos com o estudo da propriedade de aproximacdo e a propriedade de
aproximacac compacta. Depois disso, nds investigamos as condicdes necessarias e suficientes
para o pré-dual do espago das func¢bes holomorfas limitadas, G™(U), construido por J.
Mujica em [33], ter a propriedade de aproximagfo compacta. Depois nés investigamos
as condigbes necessérias e suficientes para o pré-dual do espaco das fungées holomorfas de
tipo limitado, Gu(U), construido por P. Galindo, D. Garcia e M. Maestre em [20], ter a
propriedade de aproximacido e a propriedade de aproximacao compacta. Finalmente con-
sideramos quando o pré-dual do espaco de fungdes holomortas, G{U), construido por P.
Mazet em [27], tem a propriedade de aproximacao compacta. Como temos a linearizacéo
dos polinémios homogéneos, obtemos resultados andlogos para os pré-duais dos espagos de

polindmios m-homogéneos, Q("E)}, também.



Abstract

In this thesis we consider the space of bounded holomorphic mappings, the space of holo-
morphic mappings of bounded type and the space of holomorphic mappings, respectively,
and study relations between them and the approximation property and the compact approx-
imation property. We begin with the study of the approximation property and the compact
approximation property. After this. we examine necessary and sufficient conditions for the
predual of the space of bounded holomorphic mappings, G*(U), constructed by J. Mujica
in [33]

sufficient conditions for the predual of the space of holomorphic mappings of bounded tvpe,

, to have the compact approximation property. Then, we examine necessary and
Go(U), constructed by P. Galindo, D. Garcia e M. Maestre in {20], to have the approxi-
mation property and the compact approximation property. Finally we consider when the
predual of the space of holomorphic mappings, G(I7), constructed by P. Mazet in [27],
has the compact approximation property. Since we have the linearization of homogeneous
polynomials, we obtain also similar results for the preduals of spaces of m-homogeneous

polynomials, Q(™E).
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Lista de Simbolos

e R C: o corpo de todos os numeros reais, e o corpo de todos os nimeros complexos, re-
spectivamente.

o [£: 0 corpo dos escalares sendo K= C, ou R.

e R7,N: o conjunto de todos os nimeros reais positivos, e o conjunto de todos os nimeros
inteiros positivos, respectivamente, e Ny = N U {0}.

e £ F: espacos de Banach complexos (ou espagos localmente convexos complexos de Haus-
dorff).

e [J: subconjunto aberto nao-vazio de E.

o ['p: a bola upitaria aberta de £

e Bp: a bola unitdria fechada de £,

o [p. Iy a aplicacao identidade sobre E| e sobre qualquer subespaco M de E| respecti-
vamente.

e ¢ espago das seqiiéncias que tendem a zero.

» [P espaco das seqiiénelas p-somaveis.

e o isomorfismo algébrico.

s = isomorfismo topoldgico.

e | .| o maédulo.

e |l.]: anorma.

e fi4: arestricio da aplicaggdo f ao conjunto A.

A®: o polar do conjunto A.

e ['{A4): aenvoltéria convexa e equilibrada do conjuntc A.
e A7 :0fecho de conjunto A para a topologia 7.
o < A >: o0 subespago gerado pelo conjunto A.

e < E,F >: adualidade (ou sistema dual) entre £ e F.

X



. ® E : 0 espago de produtos tensoriais simétricos de n-coépias de E com a topologia

&L
projetiva .
o A um conjunto dirigido.

: o produto topoldgico dos espagos localmente convexos E,.

—
o

« ¢ & soma direta localmente convexa dos espagos localmente convexos E,.

D
[

® projesa Eot o limite projetivo dos espacos localmente convexos E.,.

o nduen E, @ o limite indutivo dos espagos localmente convexos £,

L{(E; F): o espaco vetorial de todos os operadores lineares continuos de £ em F.

Li(E; F): o subespaco vetorial de L{E; F) de todos os operadores compactos.

»

E'® F : 0 subespaco vetorial de L{E; F) de todos os operadores de posto finito.

P{E: F) : 0 espago vetorial de todos os polindémios continuos de E em F.

P(E; Fy =P E)Q F : o subespaco de todos os membros de tipo finito de P(E.F).

Pi(E; F) : o subespaco de todos os membros compactos de P(EF).

* Pu(E:F): o subespaco de todos os membros de P(E: F) que sio fracamente continuos
nos limitados de E.

o Puu.(E:F): o subespaco de todos os membros de P(E:. F) que sdo fracamente uniforme-
mente continuos nos limitados de E.

e P(ME;F): o subespago de todos os membros m-homogéneos de P(E.F), para cada
m € Ng.

e Pu,(TE; F): osubespaco de todos os membros de P(™E: F ) que sdo fracamente continuos
nos limitados de E, para cada m € N,.

® Puu(TEF) : o subespago de todos os membros de P(™E; F )} que sado fracamente uni-
formemente continuos nos limitados de F, para cada m ¢ Nj.

o H({U:F): oespago vetorial de todas as funcdes holomorfas de U em F.

e H>(U; F): o subespago de todos os membros limitados de HUF).

o HE(U;F): o subespago de todos os membros de H®(L F} que tém imagem relativa-

mente compacta.



o U = (Up)nen : cobertura aberta enumerdvel e crescente de subconjuntos de U.

e H>®(U; F) : o subespago de todas os membros de H(U: F) que sao limitadas sobre U,,
para cada n € N.

e H3(U; F) : o subespago de todos os membros de H{U: F) que tém imagem relativamente
compacta sobre U, para cada n € N.

o H=2{U)® F : o subespago de todos os membros de H*(U; F) que tém posto finito.

o Hy(U; F) : o subespago de todos os membros de tipo limitado de H(U; F).

o H.(U;F): o subespaco de todos os membros de H(U: F) que tém imagem relativamente
compacta sobre subconjuntos U-limitados.

o G2(U), G=(U), GolU), G(U), Q("E) : o pré-dual de H>*(U), H>(U), Hy(U), HU), P("E)
para cada n € N, (respectivamente).

o Vo(E) : a colegdo de vizinhangas de zero em E.

s 7. a topologia compacto-aberta.

e 7, a topologia de Nachbin (compacto-portada).

e 75 a topologia bornoldgica.

7. - a topologia localmente convexa sobre H™(U: F) ou H=U; F).

*

o(E.E') : a topologia fraca sobre F.

(
e (L', E): a topologia fraca-estrela sobre E.

r(E, F) : a topologia de Mackey sobre E.

(L(F; F),¢) : o espago de aplicagdes lineares continuas de £ em F, com a topologia da

convergéncia uniforme sobre os subconjuntos compactos. convexos e equilibrados de E.

e E :odualde E com a topologia c.

e L{E.;F) : o espago de aplicacdes lineares continuas de E. em F, com a topologia da
convergéncia uniforme sobre os subconjuntos equicontinuos de E.

e EeF: o produto-e dos espacos E e F.

e E,:0dualde E com a topologia da convergéncia uniforme sobre os subconjuntos limi-
tados de E.

e S: o conjunto de todas as seqiéncias escalares (a,)i%, tal que limsup Loy [7< 1

i s ® )
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Introducao

A propriedade de aproximacio foi introduzida por A. Grothendiek em [21]. A investigacdo
de diversas variantes da propriedade de aproximagao e as relagdes entre elas foram iniciadas
por ele. O contra-exemplo de P. Enflo [17], que mostra a existéncia de espagos de Banach
sem a propriedade de aproximagdo, deu um Tumo para pesquisar mais profundamente e
descobrir que espagos encontrados em anélise funcional tém essa propriedade ou nao. Por
exemplo, ainda néo se sabe se 0 espago de fungdes holomorfas limitadas sobre o disco unitario
aberto, H>{/A), tem a propriedade de aproximagdo. O objetivo deste trabalho € investigar
as relacdes entre certas variantes da propriedade de aproximagao e certas classes de fungdes
holomorfas.

O fundamento de nossos resultados nesta diregdo, essencialmente, é baseado na lin-
earizacdo de funcdes holomorfas. Nos primeiros trés capitulos restringimos a nossa atencao
20 caso dos espacos de Banach. No primeiro capitulo damos o teorema de linearizagao, tanto
para funcdes holomorfas limitadas guanto para polinémios homogeéneos, e suas conseqliéncias.

No segundo capitulo estudamos as variantes da propriedade de aproximagao (propriedade
de aproximagdo métrica, propriedade de aproximacao compacta e propriedade de aprox-
imacio compacta métrica} e as relacdes entre elas. E neste capitulo estudamos também a
relacio entre espacos de Banach e seus duals no sentido de ter a propriedade de aproximagaoc
(métrica) e a propriedade de aproximagao compacta (métrica). Os seguintes problemas, que
ainda permanecem abertos, foram as motivagbes principais neste capitulo:

1) Serd que um espaco de Banach E tem a propriedade de aproximacao compacta cada
vez que seu dual E a tem ?

2) Se E' tem a propriedade de aproximagdo compacta serd que ele tem a propriedade
de aproximagcdo compacta métrica 7

Na secdo 3.1 mostramos que uml espago de Banach E tem a propriedade de aproximagao
compacta se e sé se o pré-dual do espago de polindmios m-homogenéos, Q(™E), tem a
propriedade de aproximagdo compacta para cada m € N. Em seguida adaptando um

resultado de J. Mujica ([33], Theorem 5.4) mostramos que um espago de Banach £ tema

xilz



Introducdo xiv

propriedade de aproximac&o compacta se e s6 se o pré-dual do espago de fungdes holomorfas
limitadas, G*(U). tem a propriedade de aproximacao compacta, onde [/ é um aberto
limitado e equilibrado em E. Na secdo 3.2 obtemos resultados andlogos para & propriedade
de aproximacéo compacta métrica.

O espago G*(U) foi construido por J. Mujica em 134]. No capitulo 4, obtemos resul-
tados preliminares que serfo usados no capitulo 6 em que obtemos condi¢des necessdrias
e suficientes para G*°(U{) ter a propriedade de aproximagdo e a propriedade de aprox-
imagao compacta. Para conseguir nossos resultados usamos o limite projetivo de espacos
H>{U,: F), onde U, ésubconjunto aberto limitado equilibrado de um subconjunto aberto
equilibrado U para cada n € N, e o limite indutivo de espagos G*=(U,). que é topologica-~
mente isomorfo a G*(U), obtido por J. Mujica em (34]. Usando estas ferramentas damos
isomorfismos algébricos entre H*(U; F}) e L{(G™(U); F) e entre alguns de seus subespacos.
Além disso, definimos uma espécie da topologia projetiva 7, sobre H*(U;F) e provamos
que (H™(U:F),r,) ¢ topologicamente isomorfo a (L{(G=(U); F),7.), sendo F um espago
localmente convexo. Na Proposicao 4.2.15 (no caso geral Proposicéo 4.2.18) damos uma
caracterizacao desta topologia através de seminormas que sera 1til na Proposicio 4.2.21.

No capitulo 5, paralelamente ao capitulo 2, primeiro damos resultados basicos para a
propriedade de aproximacio em espacos localmente convexos. Na se¢ao 9.3 tentamos obter
resultados correspondentes para a propriedade de aproximacac compacta. Em geral é mais
dificil conseguir resultados andlogos para o caso da propriedade de aproximacao compacta.
Porém, mostramos que se {E,}%, é uma S-decomposicao absoluta de um espaco local-
mente convexo £, entdao E tem a propriedade de aproximacao compacta se e sé se cada
£, tem a propriedade de aproximagio compacta, que € similar a um resultado de C. Boyd,
S. Dineen, P. Rueda em [9].

Usando os resultados dos capitulos 3, 4 e 3, na secdo 6.1 mostramos que se U & um
subconjunto aberto e equilibrado de um espaco de Banach £ e U = (U,)nen € uma cober-
tura enumeravel crescente de subconjuntos abertos equilibrados e limitados de U/, entdo
G*(U) tem a propriedade de aproximagao se e sé se E tem a propriedade de aproximacao

seesose H¥U)QF é 7,-densoem H®(U; F) para cada espage localmente convexo F
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(equivalentemente para cada espago de Banach F). Para obter este resultado usamos as
técnicas de J. Mujica [33] (que foram usadas também no capitulo 3 para provar o Teorema
3.1.3 e a Proposicdo 3.2.2). Na secdo 6.3 obtemos os mesmos resultados para a propriedade
de aproximacdo compacta. Entretanto, nac sabemos se 0 mesmo método funciona no caso
da propriedade de aproximacdo compacta. Para obter o resultado correspondente no caso
da propriedade de aproximacéo compacta. primeiro mostramos que {QMMEY e, é uma
S-decomposicio absoluta de G®(U) e consegilentemente obtemos que G*(U) tem a
propriedade de aproximag®o compacta se e s se L tem a propriedade de aproximagao
compacta. Mas o fato que £ tem a propriedade de aproximagao compacta se e s6 se
HE(U; F) é 7,-denso em H>{U:;F) para cada espago localmente convexo completo F
(equivalentemente para cada espago de Banach F), foi obtido independentemente {usando o
método do Teorema 6.1.1). Os resultados das secdes 6.2 e 6.4 sdo consequiencias particulares
das secdes 6.1 e 6.3 (respectivamente). Pois em [34] (Proposition 7.1}, J. Mujica provou que
sempre existe uma seqiiéncia fundamental de subconjuntos, com as propriedades dadas no
Teorema 6.1.1 (e no Teorema 6.3.5), de um subconjunto aberto e equilibrado [ num espago
de Banach E.

No capitulo 7, o dltimo capitulo, usando S-decomposigio absoluta de espagos de fungoes
holomorfas e de seus pré-duais, e um resultado de M.Schottenloher [44], provamos que para
um subconjunto aberto equilibrado U de um espaco de Fréchet E sao equivalentes:

(a) E tem a propriedade de aproximagao compacta,

(b) (H(U),7.) tem a propriedade de aproximagao compacta,

(¢) G(U) tem a propriedade de aproximagao compacta,

(d) Q("E) tem a propriedade de aproximagdo compacta, para cada n € N.

Isto é andlogo a um resultado de C. Boyd [8]. em que foi provado para a propriedade de

aproximacao, sendo E Fréchet-Montel.



Capitulo 1

Espacos de Polinémios Homogéneos e
Espacos de Fungoes Holomorfas

Limitadas

A malor parte deste capftulo estd dedicada aos resultados de J. Mujica [33] sobre fungdes
holomorfas limitadas em espacos de Banach. Os resultados principais sdo os teoremas da
linearizacdo, um para fungdes holomorfas limitadas, devido a J. Mujica [33], e outro para
polindmios homogéneos, essencialmente devido a R. Ryan [42], que aqui nds provaremos
usando o método de J. Mujica. Citamos [14], [15] e [32] para as propriedades de polinémios

e funcdes holomorfas em espagos de dimensdo infinita.

1.1 Espacos de Polinémios Homogéneos e Espacos de
Funcoes Holomorfas Limitadas

As letras R e C denotam respectivamente o corpo de todos os nimeros reais e ¢ corpo de
todos os nimeros complexos, e K denota o corpo dos escalares sendo K =C ou R. R7
denota o conjunto de todos os nimeros reais positivos e N denota o conjunto de todos os

niimeros inteiros positivos, e Ng = NU {0}.



1.1. Espagos de Polinémios Homogéneos e de Fung¢ées Holomorfas Limitadas 2

E e F, amenos que indicado, denotam espacos de Banach complexos e Ig, s denotam
a aplicacdo identidade sobre E. e sobre qualquer subespago M de E respectivamente.

L{(E; F) denota o espaco vetorial de todos os operadares lineares continuos de [ em
F' e 7. denota a topologia compacto-aberta.

Seja U um subconjunto aberto de um espago de Banach E. Denotamos por H{U,F) o
espaco vetorial de todas as fungdes holomorfas de U em F, por H>(U; F) osubespaco de
todos os membros limitados de H(U; F) e por H%E(U; F) o subespaco de todos os membros
de H*(U; F) que tém imagem relativamente compacta. No caso F = C denotaremos
H>=(U;C) por H™(U). |
Teorema 1.1.1. (/35], Theorem 2.1) Seja U wm subconjunio aberto de um espaco de
Banach E. Entdo existem um espaco de Banach G*=(U) e uma fungdo oy € H®(U: G=(U))
com [l 8y |l=1 e com a sequinte propriedade universal: Parg cada espaco de Banach F e
cada fungdo f € H®(U: F), existe um 4nico operador Ty € L(G={U); F) tal que Trody = f.
A correspondéncia

f € H®(UIF) — Ty € LG=(U); F)
€ um isomorfismo isométrico. Essas propriedades caracterizam G=(U) de maneira dnica

a menos de um isomorfismo isométrico.

O espago G**(U) ¢ definido como o subespaco fechado de todos os € He(UY
tals que U |gye.,, € T-continue, e a funcio avaliagao dy 1z € U — 4§, € G=(U) &
definida por 4, : f € H*(U) — f(z) € C paratodo z € U. G=(U) é dito o pré-dual
de H*(U). O seguinte resultado da relacio entre £ e G>=(U).

Proposicéo 1.1.2. (/33], Proposition 2.3) Seja E um espaco de Banach.

(o) Se U € um conjunto aberto limitado em E, entdo E € topologicarnente wsomorfo a um
subespaco complementado de G=({U).

() Se U € a bola unitdria aberta de E, entio E € isometricamente isomorfo a um subespaco

I-complementado de G=(U).

Definicdo 1.1.3. Sejam E e F espagos vetoriais sobre K e seja

Ty} € EXF <z y>c K



1. Espacos de Polinémios Homogéneos e de Funcées Holomorfas Limitadas 3

uma forma bilinear com o0s seguintes propriedodes:
(1) se <z,y>=0 para cade y € F, entdo z =0,
(%) se <z,y>=0 para cada z€E, entdéo y = 0.

Neste caso diremos que o par < E,F > € um sistema dual ou umae dualidade.

Definicio 1.1.4. O conjunto A° = {z' € E'{|< 2’z >|< 1 paratodo x € A} ¢ chamado

o polar do subconjunto A C E.

Denotamos por P{E; F) o espaco vetorial de todos os polinémios continuos de E em
F e por P(™E:F) o subespago de todos os membros m-homogéneos de P(E;F) para
cada m € No. No caso F =C denotaremos P({™E;C) por P(™E).

O resultado correspondente do problema de linearizacae para o espago P(mE,F) foi
provado por R.Ryan [42] usando métodos de produto tensorial. Este resultado fol enunciade
em [33] sem demonstragio. A demonstracio é uma modificagao ébvia da demonstragao do

Teorema 2.1 em [33], que nds inclufmos aqui para a conveniéncia do leitor.

Teorema 1.1.5. ([33], Theorem 2.4) Seja E um espago de Banach ¢ seja m &€ N. FEntdo
existem wm espaco de Banach Q(™E) eum polinémio ¢n € P("E;Q(TE)) com | gm I=1
e com a sequinte propriedade universal: Para cada espago de Banach F e cada polinomio
P € P(™E; F), existe um wnico operador Tp € L(Q(ME): F) tal que Tpogn, = FP. A
correspondéncia

PeP("E;F) — Tp € LIQIME) F)
€ um isomorfismo isométrico. Essas propriedades carocterizam Q(ME) de maneira unica

a menos de um isomorfismo isométrico.

Demonstragio: Seja m € N, e seja Bp=gy a bola unitaria fechada de P(™L).
Pelo Tecrema de Ascoli Bpmp ¢ um subconjunto compacto de P(™E) para a topologia
compacto-aberta .. Seja Q(™FE) o subespago fechado de todos 08 v € P(™E) tais que
é Tecontinuo. Seja

Jg: P € P("E) — PeQE)

a funcho avaliac@o, i.e, P(v) = v(P) paracada P € P(™E) e v € Q(™E). Pelo teorema

U Bpme,
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de Ng [39] Jp é um isomorfismo isométrico. Seja
Gm 1 T € £~ 8, € Q(™E)
a fungio avaliagio, i.e, 6,(P) = P(z) paracada 2z £ ¢ Pc P(mE). Como
JEP(gm(2)) = P(6;) = 6.(P) = P(z) paratodo z€ E (%)

segue que ¢, € P(™E;Q(™F)). Mais ainda temos

| Ti=i§1j}}§l I am(@) ll= sup [|6; [|= sup (sup | &(P) )

=<1 =<1 1P

= sup {sup | P(z} |) = sup (sup | P(z)|)

fzll<t fPI<t 1Pl i<
= sup || Pi=1
Pli<1

Denotamos por ° os polares com respeito ao sistema dual < QUE}, Q(™E) >. Afir-
mamos que a bola unitdria fechada Jp(Bping))°® de Q(™E) coincide com a envoltéria con-
vexa, equilibrada, fechada “I:'qm(UE) de ¢n(Ug), onde Up denota a bola unitéria aberta de
£. Para mostrar que Jp(Bpp))® = Tg,(Ug), basta provar que Jg(Bpmg)) = Lgn(Ug)°.

Para isso vamos usar a sobrejetividade de J £. Consideremos os seguintes conjuntos.
Te(Bping) = {J5(P) € Q"E) : | P <1, P e P("E)},
4n(Up)" = {P € Q("E) : | Pv) |< 1 para todo v € g, (Ug)).

Se JE(P) & Jz-j(B'p(mE}j}, entao temos que

| Te(P)am(z)) =] Plgm(2)) |=] 6.(P) |=| P(z) |<|| P]|< 1 paratodo z ¢ Ug.

Dal Jg(P) € ¢n(Ug)®, e portanto Je(Bprmp)) C ¢n(Ug)°. Agora se P € I (UE)",
como Jp € sobrejetiva, existe P € P(™E) tal que Je(P) = P e portanto temos
| Plx) |=] 8,(P) |=] ﬁ(c?x) |< 1 paratodo z € Ug. Logo | P(z) < 1 para todo T € Bg.
Daf || Pl|< 1 eportanto P = Je(P) € Jp(Bpmg). Logo gm(lg)® C J5(Bppmg,). Logo
Je(Breg)) = ¢.(Ug)°, 0 que querfamos provar. Portanto pelo Teorema do Bipolar e pelo

Teorema de Hahn-Banach temos que

Je(Bpingy)® = (gm(Ug)°)° = Tgm(Ur).
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Note que, em particular, ¢.(Ug) gera um subespaco denso de Q(™E). De fato: Se

. o . v .
v e Q(mE), existe n €N tal que || v < n. Portanto | " i< 1 edal

Y S

B =1 JePYE | < TP L S I < U P A ST para P,
Entao ;1- € Jp(Bpemgy)® = Tgn(Ug). Logo v & nlgm{Ug) C < gm(Ug) >. Portanto
Q("E) C < gn(Ug) >, e dal temos Q(™E) = < gu(Ug) >

Afirmamos que o par (Q(™E).¢) tem a propriedade universal desejada. De fato:
Se P & P(™E), entdo definamos Tp = JgFP € Q("E). Portanto por (*) temos que
Tp o gm = JgP 0 gn = P. Se P& P("E;F), entéo definamos Tp: Q(™E) — F' por
Tpu(y) = vy o P)
para cada v € Q(TE) e wE€F ' E facil mostrar que Tp ¢ linear. Como
| Tp fi= sup || Tpv |=| sup (sup || Tew(¥) |} =[i sup (sup [ v(wo P}
flvii<l Il =t el fri<l

— sup [wo P = sup (sup [0 P(z)])

il Ppli<l Yzl <

= sup (sup |w(Plz)) )= sup | Plz) |

lzli=1 <1 =<1

=] P |

entdo Tp € LIQ(™E): F"). Mais ainda, como

e

(Tpdy) (W) = 6.(¢ o P) = wo Plz) = ¥(P(x)) = P(z)(¥) paratodo z €L e veF,

et

(onde P(z) € F” corresponde & P(x) € F) temos que Tp o gn(z) = Tpdy = Plz)e F
para cada = € E. Logo Tp(< ¢n(Uk) >} C F. Portanto como

Tp(Q(E)) = Tp(< ¢n(Us) >) C Te(< gn(lg) >) C F =1

concluimos que Tp € L(Q(™E); F). A unicidade de Tp segue também do fato que gn{Ug)
gera um subespago denso de Q(™E). Com efeito; se Tp —Tp = 0 em ¢n(Ug), entdo
por linearidade Tp — Tp =0 em < gn(Ug) >. e dal por continuidade Tp —Tp = 0 em

< gm(Us) > = Q(™E). Logo Tp = Tp.

Finalmente, a unicidade de Q(™E) com respeito o isomorfismo isomeétrico segue da
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propriedade universal, junto com a isometria || Tp [l=]} P ||. De fato: Suponhamos que
existe outro espaco de Banach Q(™E); e existe outro polindmio ¢} com a propriedade

universal. Entéo temos o seguinte diagrama comutativo -

gl

7,

qmr %
i
QME)

Notemos que a existéncia de T: e T, sio garantidas pela propriedade universal com

F T =l gm ll= 1 e | T3 =l 4}, = 1. Como T2 o gn(z) = gl(z) pera todo z € E,
entdo T, o T)% o g(z) = T o gL (z) = gm(z) paratodo z € E, e por densidade temos
que T, 0 T%(v)=v paratodo v e Q(™E). Analogamente temos que T} o Tlvy) = 1y
para todo vy € Q(ME):. Logo T, 0Ty, =T, oTL = Id. Logo Q(™E) = Q(™E);. Como
s =l T o Ton) 1 < Tonlon) < [l 3 [ segue que | g |l Ton(on) || pore cada

m € QME),. Entdo Q(™E) é isometricamente isomorfo g Q(™E),. Isto completa a

demonstracio. n

Observagao 1.1.8. {a) Ng demonstracdo do teorema anterior para cadec m € N nds
definimos

QIME) ={v e P(™E) : v \Bppmg, € Te-continuol.
Mas por ([30], Theorem 2.1) se v < P(mE) € t.-continuo sobre Bpmpy, entio ele é
Te-continuo sobre toda P(TE). (Para demonstracdo vejo [29], Teorema 30.7 e Corolario
30.9.) Portanto podemos tomar QME) = (P(ME). 7).
(b) No teorema anterior a correspondéncia

P& (P("E;F),7.) ~— Tp € (L(Q(™E); F), 7.)
€ um isomorfismo topoldgico também com respeito o topologia compacto-aberta .. {Veja

[42], ou [38], Theorem 4.1.)

Q(TME) édito o pré-dual de P(™E). A seguinte proposicao d4 a relacio entre Q(mE)
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e G=(U).

Proposicio 1.1.7. (/33]. Proposition £.6) Seja E um espago de Banach.

(a) Se U é um subconjunio aberto limitado de E, entdo Q(™E) ¢é topologicamente isomorfo
o um subespaco complementado de G=(U).

(b} Se U € a bola unitdria aberta de E, entao Q(™E) ¢ isometricamente isomorfo a um

subespaco 1-complementado de G=(U).

Observe que Q('E) é isometricamente isomorfo a E. Portanto a Proposicdo 1.1.7 inclui

a Proposicio 1.1.2 como caso particular.

Definicao 1.1.8. (Operador compacto) Sejam E e F espagos de Banach.
(a) Diz-se que T € L(EF) €um operador compacto se existe alguma vizinhanga V' de
zero em E tal que T(V) € relativamente compacto em F, ou seja equivalentemente, se

T leva subconjuntos limitados de B em subconjuntos relativamente compactos de F.

(b} (Polindémio compacto) Diz-se que o polinémio P & P(E: F) € compacto se cada = € E
tem uma vizinhanga Ve C E tal que P(Vy) € relativamente compacto em F (veja [3], py

16, au [15], pg 88).

Li(E;F) denota o subespaco vetorial de todos os operadores compactos de L(E; F).
Pu(E; F) denota o subespago de todos os membros compactos de P(E; F), e Pr("E; F)
denota o subespaco de todos os membros de P(™E:;F) que sdo compactos, para cada
m € Ny.

Por ({3], Proposition 3.4), o polindmio P € P(E; F) ¢& compacto se e $6 se existe uma
vizinhanca de zero V em FE tal que P(V) ¢ relativamente compacto em F. Portanto,
analogamente ao caso linear, o polindmio P € P(E;F) é compacto se e s6 se P{B) é

relativamente compacto em F para cada limitado B em E.

Observacio 1.1.9. Sejam E,F.G espagos de Banach.
() Se T € L(E;F) e Ty € Ly(FiG) entio ThoT < Li(E;G). Se T e Ly(EF) e
T, € L{F;G) entdo TyoT € L.(E:G).
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Em geral temos o seguinte:
(b) Se PeP(E;F) e P, € Py(F:G), entio PioP e PulE;G). Se PePyEF) e
P e P(FiG), entdo PioP € Pu(E;G).

Usando os teoremas da linearizacio podemos traduzir certas propriedades de uma funcio
f € HU:F) ({(resp. de um polinémio P € P(™E;F)) em propriedades do operador
correspondente Ty € L(G™(U); F) (resp. Tp € L(Q(™E); F)}. O resultado a seguir € um

exemplo nesta direcio.

Proposicao 1.1.10. (/33/, Proposition 3.4) Sejamn E e F espacos de Banach, seja U um
subconjunto aberto de E, e seja m & N,

(a) Um polinémio P € P("E;F) ¢ compacto (resp. fracamente compacto) se, e s6 se o
operador correspondente Tp € L(Q(ME); F) ¢ compacto(resp. fracamente compacto).

(b) Uma fungio f € H®(U. F) tem imagem relativamente compacta (resp. imagem relati-

vamente fracamente compacta) se, e s se o operador correspondente Ty € L(G={U); F) ¢

compacto(resp. fracamente compacto).

O seguinte teorema vai fornecer uma das ferramentas mais importantes deste trabalho,
que é uma caracterizacio através de seminormas da tnica topologia localmente convexa
7y sobre H¥(U;F) tal que a aplicagio f — T; € um isomorfismo topolégico entre
(H=(U:F),m) e (L{G®(U); F),7.) . No capitulo 4, usando esta topologia, definiremos
um espécie da topologia projetiva que nés permitira obter alguns resultados importantes

neste trabalho,

Teorema 1.1.11. (/35], Theorem 4.8) Sejam E ¢ F espacos de Banach, e seja U um
subconjunto aberto de E. Seja 7, a topologia localmente conveza sobre H>®(U,F) gerada
por todes as seminormas da forma
plf) = Sup a | flzs) |,
onde (2;)32, varia sobre todas as seqiéncias em U, e (o), varia sobre todas as seqiiéncias
de nimeros positivos tendendo a zero. Entdo a funcao
FeR2U:F)r) — T e (LIG=(UY); F), 1)

¢ um isomorfismo topoldgico.
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O resultado seguinte dé a relagho entre a topologia compacto-aberta 7. e a topologia

7, sobre H*(U;F) e P(MEF}.

Proposicao 1.1.12. ([35]. Proposition 4.9) Sejam E ¢ F espacos de Banach, e seja U um
subconjunto aeberto de . Entdo

(a) 7y, > 7. sobre H*(U;F).

(b) 7, coincide com T. sobre cada subconjunto limitado (em norma) de H*{U; F).

(¢) Se U € limitado, entdo 7., coincide com 7. sobre P(™E; F) para cade m € N.

Trocando a topologia 7., pela topologia compacto-aberta 7. sobre H>(U; F) temos

o seguinte resultado.
Corolério 1.1.13. (/33], Corollary 4.10) Sejam E e F espagos de Banach, e seja U um
subconjunto aberto de E. Entao:
fa) A funcdo

T € (L(G®(U): F), 7o) — T o dy € (H*(U; F). 7e)
€ continud.
(b) A restrigdo da funcdo inversa

fe (MU F)y ) — Ty € (LG V) F). 7o)

a cada subconjunto limitado (em norma) de H*(U; F) € continua.
A seguir enunciaremos uma parte de um resultado de J. Mujica em [33].

Proposicao 1.1.14. ([33], Proposition 5.2) Sejam F e F espagos de Banach, e seja U um
subconjunto aberto, equilibrado de E. Seja f € H>=(U; F) e seja

Snflz) = PFF0)(x).
k=0

m

o f(a mﬂZskf By 06}

k=0
Se || flz) |€ ¢ para todo z € U, entdo | onflz) |[< ¢ para todo €l e meN,e¢
Omf — f em (H®U:F), 7).
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Para conseguir nossos resultados neste trabalho, um dos conceitos utilizados é o de

polinémio fracamente continuo sobre os conjuntos limitados, que definiremos a seguir.

Definicdo 1.1.15. A funcgdo f: E — F € dita fracamente continua nos limitados de E
se para cada conjunto limitado B C E, ¢ >0 e To € B existem ¢i,....p. € F ¢

0 >0 tais que se x € B, | p(zp—z) |< 4, =1,... k), entao | flzo)— flz) ||< .

Pu{E; F) denota o subespaco de todos os membros de P(E:F) que sio fracamente
continuos nos limitados de F e P,(™E;F) denota o subespaco de todos os membros de
P(™E; F) que sho fracamente continuos nos limitados de E, para cada m € N,

A préxima definicAo estd inspirada nos polinémios homogéneos e sera ttilizada nas
Proposicbes 1.1.19 e 1.1.21, e usando estas provaremos que £ tem a propriedade de
aproximagao compacta métrica se e s6 se Q(™E) tem a propriedade de aproximacio com-

pacta métrica para cada m € N,

Definicao 1.1.16. Para cada polinémio P & P(E; F) definamos a norma de P por
| P il:= sup || P(z)|.

lzi<1
Lema 1.1.17. Sejam E e F espagos de Banach.
(a) Se Pe P, (E:F) étalque P= P '+ pli -+ P, onde para cada j=0,1,...,n P
€ um polindmio j-homogéneo, entdo P? ¢ Pu(PE;F) para cada j = 0,1,....n. Se
I Pli<e ¢>0, entdo | P/l<c para cada j=0,1,... 1.
(b) Se PePy(E:F) étal que P= POL Pl . .+ P, onde para cada 7 =10,1,...,n P?
€ um polindmio j-homogéneo. entdo P7 & P.UE,F) para cada J=01....,n. 8e

| Pll<e ¢>0, entdo || PP i< c para cada J=0,1,... ., n.

Demonstracgo: (a) Seja P € P (F:F) talque P= PO+ Pl 4 P™, onde para
cada 7 =10,1....n P é um polinémio j-homogéneo. Como P & P(E:F), a demon-
stragao de ([32], Proposition 2.9.(b)) mostra que P’ € PPE;F) paracada j=0,1... n.
Mas a mesma demonstragéo mostra que P? € P (JE: F ) paracada j=0,1....n também.
De fato; se n =0, entdo P'=P € P,(°E:F). Se n = 1, entdo paratodos z € E e

AERK temos
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1 1
POa) =S NPz} e AP)=Y MPiz)
j==(

7==0
Daf. P{(Az) — A'P(z) = (1 — A\)P%(z). Escolhamos um X # 1. Entdo P° ¢ P(UE; F).
Como P= PP+ P! logo Ple P,E;F). Se n=2,entdoparatodos z €L e A€EK

temaos

2 2
P(z)=3 NPi{z) e XPla)=Y XNP(z).

Dai, P(A\z)— MNPz} = (1 - )P%z) + (A — A P*{z), que é um polinémio fracamente
continuo nos limitados de E e tem grau no maximo 1, onde escolhamos A € K tal que
M— X2 0 para j = 0,1 Entio pelo caso n = 1 temos que P° e P (°E;F)e
Ple P,(lE.F). Como P =P+ P'+ P? entdo P? ¢ P,(*E; F). Continuando assim

suponhamos que para n — 1 > 2 isto é verdade e provemos para n. Paratodos z € E e

A€ K temos ) .
P(hx) =Y NPi(z) e APlzr)=>Y \Plz).
=3 =0
n—1 .
Dai, P{Az)—-A\"P(z) = Z(AJ — A"V P?(x), queé um polindmio fracamente continuo nos lim-
=0

itados de E etem grau no méximo n-—1, onde escolhamos A € K tal que M ~A"# 0 para
5=20,1,...,n— 1. Portanto por hipétese de indugdo concluimos que Pi e P,E,F) para

cada 7=0,1,....n—1. Mascomo P= P'+Pl4. +P1+P" entho P*c P, ("E; F).

Agora suponhamos que para ¢ > 0 temos || P |< ¢ Entdo, como pela formula integral

de Cauchy (veja {[32], Corollary 7.3.})

: 1 P
FPlr) = — fi? df paratodo r€ £, 7=0,1,....n
27 [Eimal £m
segue que || P?|i<ll Pil<c¢ paracada j=0,1,....n.
(b) A mesma demonstracao de (a) funciona. [ |

O resultado seguinte é enunciado sem demonstragdo em [37] para polindmios com valores

escalares.
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Proposigao 1.1.18. (/37], Proposition 2.1) Sejam E e F espagos de Banach. Sdo
equivalentes:

(a) P(E;F) = P,(E.F) ™.

(b) P("E; F) = P.("E; F) ™ para cada m € N.

Demonstragao: (a) = (b): Sejam m € N, P ¢ P("E; Fy, e>0 ¢ K um
subconjunto compacto de E {podemos supor que K ¢ convexo e equilibrado também).
Como P &€ P(ELF), por (a) existe um P, € P,(E; F) tal que W P(z)— Pu(z) < € para
todo z € K. Sempre podemos escrever P, = P? + P,+ ...+ P com n>m, onde
P? 4 um polinémio J-homogéneo para cada j=0,1,....n. Pelo Lema 1.1.17 temos que
Pl € P,UE;F) paracada j=0,1.....n, Agora pela formula integral de Cauchy para
todo z € E temos que

Plz) = 3/ Pln) e e P;?(@:J—/ Puler) oo

T 94 f=1 gm+l Qi i£j=1 gm+l

Portanto para todo = € K temos que

1P - P =l g | TR e
<5 [ PR - Rule | 1 ae
1
< 'é; I€§=€l l d‘g = €

Logo temos (b).

(b) = (a): Scjam P P(EF), ¢>0e KCE um subconjunto compacto, convexo
e equilibrado. Suponhamos que P = P°+ P+ ... P" onde P/ € PUE; F) para cada
7=01...,n Por{(b), paracada j=0,1,....n existe um Pl e P.PE; F) tal que

| Piz) ~ P(z) i< ﬂn{—i para todo z € K.

Seja P,=P2+ P+ . + F. Portanto para todo x € K temos que

1 Plz) = Py(e) <l Plz) ~ Pila) | + || PY(z) = Pi(z) | +...+ || P"(z) ~ P(x) |

w
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Logo temos (a). |

Proposicao 1.1.19. Sejam E e F espacos de Banach. Se Bppr) = Bp,p.ry ¢ entdo

B’p{mE;F) w= prw(mg;p) e para cada m € N.

Demonstracio: A mesma demonstragio da Proposicdo 1.1.18 funciona.

As mesmas demonstracdes das Proposides 1.1.18 e 1.1.19 funcionam para os seguintes

resultados:

Proposigio 1.1.20. Sejam E ¢ F espagos de Banach. Sao equivalentes:

(a) P(E; F)=P(E;F) ™.
(b) P(ME; F) = Py("E,F) ™ para cada m € N.

Proposigdo 1.1.21. Sejam E e F espagos de Banach. Se Bpm.p) = Bpysr) ™ entdo

Bpmg.py = Bp,mep) ™ para cada m € .



Capitulo 2

A Propriedade de Aproximacao e a
Propriedade de Aproximagao

Compacta em Espacos de Banach

Neste capitulo estudamos a propriedade de aproximagao {métrica) e a propriedade de aprox-
imacio compacta (métrica). Nas segbes 2.1 e 2.2 enunciamos defini¢des e resultados con-
hecidos sobre a propriedade de aproximacdo (métrica). Entre estes resultados os mais in-
teressantes sio os sobre espacos de Banach e seus duais topolégicos com relagao a ter a
propriedade de aproximacio (métrica) e a relagao entre a propriedade de aproximagao e a
propriedade de aproximacdo métrica. Nesta direcdo, nas se¢oes 2.3 e 2.4 investigamos o
caso da propriedade de aproximagéo compacta (métrica). No caso do espagos de Banach
reflexivo, mostramos que F tem a propriedade de aproximagao compacta (métrica) se e s6
se E' tem a propriedade de aproximagao compacta (métrica). Mas o caso geral permanece
um problema aberto para a propriedade de aproximagao compacta, e para a propriedade de
aproximacio compacta métrica temos resposta negativa, devida a P.G. Casazza e H. Jar-
chow [11]. No segfo 2.4 mostramos a relagao entre a propriedade de aproximagao compacta
e a propriedade de aproximagao compacta métrica, provando que um espago de Banach E

reflexivo tem a propriedade de aproximaco compacta se e sé se E tem a propriedade de

15
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aproximacao compacta métrica. Mas aqui também o caso geral é um problema aberto, i.e,
i~ 3 . . ~ . . el
nao sabemos se £ tem a propriedade de aproximacao compacta métrica cada vez que F

tem a propriedade de aproximacio compacta.

2.1 A Propriedade de Aproximacao em Espacos de Ba-
nach

O problema da aproximacio em espacos de Banach, superficialmente, ¢ decidir se é verdade
que para um espago de Banach £ dado, cada operador em L(E: E) pode ser aproximado
pelos operadores de posto finito, uniformemente sobre conjuntos compactos. “Quase todos”
0s espacos concretos que aparecem em andlise funcional tém essa propriedade. Os espacos
que admitem uma resposta positiva para o problema acima sio ditos tendo a propriedade
de aproximacéo.

Embora S. Banach [4] e contemporaneos dele soubessem varias formulacdes equivalentes
da propriedade de aproximacdo (veja [40] também), o primeiro trabalho sistemético de vari-
antes dessa propriedade foi feito por A. Grothendieck [21]. Ele encontrou vérias formulagdes
equivalentes e conseqiiéncias mas nao a solucao. Ele conjecturou uma resposta negativa. Foi
P. Enflo [17] quem respondeu o problema da aproximagao de forma negativa, construindo o

primeiro exemplc de um espaco de Banach sem a propriedade de aproximacio.

Definicao 2.1.1. Um espaco de Banach E tem a propriedade de aprozimagdo (o PA
abreviado) se para todo € > 0 e para todo conjunto compacto K C E  existe um operador
de posto finito T € L(E:E) (ie, dim T(E) < o) tal que | Tz — z ||< € para todo
re K.

Cada espago de Banach com uma base de Schauder tem a PA. De fato: se (Pypen C
L(E:E} é a sequéncia de projecdes canonicas, entdo F,r — 1 paracada z € E. Mas
como (Fplneny € uma familia equicontinua e como topologia da convergéncia pontual e

a topologia da convergéncia uniforme sobre os conjuntos compactos coincidem sobre sub-
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conjuntos equicontinuos (veja [32], Proposition 9.11), entdo concluimos que F,r — &
uniformemente sobre cada subconjunto compacto K C E.

Se E tem a PA, entdo é ficil mostrar que cada subespago complementado de E também
tem a PA. Porém os exemplos de Enflo [17] e Davie [13] mostram que existem espagos de
Banach separdveis reflexivos (por exemplo os espagos de todas as sequéncias p-somavels
.2 < p<oo) quetém a PA, mas tem um subespaco fechado sem a PA.

Para estudar a PA (e a PA compacta) precisamos o seguinte resultado, devido a Grothendieck

[21], 0 que d4 uma representagio do dual de espago dos operadores (L(E; F), 7).

Proposicdo 2.1.2. (/26], Proposition 1.e.3) O dual do espago (L{E; F),7.) € formado por

todos o0s funcionais @ L(E; F) — K que admitem uma representacdo da forma

= Zy;(Tzz) para todo T € L{E; F),

dz=1

onde (z,)%, CE, e (y)2; CF tais que Z e || 1y < o
i=1

Lembramos que o subespago de todos os operadores de posto finito de L{E; F) pode ser
canonicamente identificado com E'QF, ouseja T € L(E;F) tem posto finito se e s0 se

podemos escrever T(x Z:z: y;, paracada r € E, com (z;)%, C E e (g, CF.

(Isto segue do Teorema de Hahn Banach.} Portanto denotaremos por E'@ F osubespago

de todos os membros de L(E;F) que tém posto finito.

Teorema 2.1.3. (/26], Theorem 1.e.4) Seja E um espaco de Banach. Sao equivalentes:
(i) E tem a PA.

(i) L(E:E)=E QFE ™

(#i) Para cada espago de Banach F, L(F1 E) = FRFE ™.

(iv) Para cada espaco de Banach F, L{E; F) = EQF ™.

(v) Para todo (z,)oe, C E e (), CE tais que

o0

Z[lanl 7. 1< oc eZa: zHzn) =0 paratodo z € E,

n=1
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o
temos que Zaz%(mn) = ()

=zl
Este teorema tem vdrias conseqiiéncias. Por exemplo: Se E é um espaco de Banach sem a
PA, entdo existe um subespaco separdvel M ¢ E tal que para cada subespagco M C N C E,
N nao tem a PA. (Veja {10}, pg 14.) Outra consequéncia, devida a A.Grothendieck ([21],

Proposition 36), é a seguinte:

Proposicao 2.1.4. (Veja [26] Theorem 1.e.7) Seja E um espago de Banach. Se E' tem
a PA entdo E tem a PA. Em particular, se E é reflevivo entdo E tem o PA se e s6 se

E' tem a PA.

No caso nio reflexivo existem espacos de Banach com base de Schauder mas cujo dual
nao tem a PA (veja [26], Theorem 1l.e.7 (b)), i.e. a reciproca da proposicao anterior é falsa

(veja [10], pg's 16-19 também).

2.2 A Propriedade de Aproximacio Métrica em Espacos
de Banach

Na definicdo da propriedade de aproximagao nio tem nenhuma restricio sobre a norma dos
operadores de posto finito que aproximam & identidade sobre um conjunto compacto. Agora
definiremos uma forma mais forte da propriedade de aproximacdo colocando a restricao sobre

a norma do operador aproximado de posto finito.

Definicdo 2.2.1. Um espaco de Banach E tem a propriedade de aprozimacio métrica
(a PAM abreviado) se para todo € >0 ¢ para todo conjunto compacto K C E existe um
operador de posto finito T € L{E:E) com | T 1< 1 tal que | Tz — z [[< ¢ para todo
rze K.

Analogamente ao caso da PA, se E tem a PAM, entdo cada subespa¢o complementado

de F tem a PAM.
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Proposigao 2.2.2. ([26], Proposition l.e.14) Seja E um espago de Banach. Sao equiva-
lentes:

/i) E tem a PAM.

(ii) Brer =Brgs

(i) Para cada espago de Banach F, Byr.py = m e,

(iv) Para cada espage de Banach F. Buer =Bpgr ™

(v) Paratodo (zn)ie, CTE e ()2, CE' tais que

n=1
e8] oC
Z |zl |z, <00 e | an{Tmn) <1 paratodo T € Bpgp.
==l n=l

o
temos que | Z:c’n(a:n) < 1.

re==l

Em ([21], Proposition 40) A. Grothendieck mostra que se F tem a PAM entdo E fem
a PAM.

Os resultados seguintes, devidos a A. Grothendieck [21], déo relagles entre a PAea

PAM.

Teorema 2.2.3. (veja [26], Theorem 1.e.15, € [10], Theorem 3.6) Cada espago dual separduvel
com a PA tem a PAM.

Teorema 2.2.4. (veja [10], Theorem 3.7) Cada espago Banach reflexivo com a PA tem a
PAM.

Notemos que a PA, em geral, ndo implica a PAM. Em [18] T. Figiel e W.B. Johnson

construiram um espaco de Banach com a PA. mas ndo tem a PAM.

2.3 A Propriedade de Aproximacao Compacta em Espagos
de Banach

Nesta secio estudaremos um variante da propriedade de aproximacao, chamado a pro-

priedade de aproximagéo compacta, gue é uma propriedade mais fraca. No inicio da parte
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da PA mencionamos sobre a existéncia de espagos de Banach sem a PA. Depois de primeiro
contra-exemplo de P. Enflo para a PA, o método que foi usado por P. Enflo para resolver a
problema de aproximacéo foi simplificado por A.M. Davie [13]. Essa versio modificada do
método de Enflo d& um critério geral para um espago nao ter a PA, Como mencionado em
([26], Vol I, pg 94), os espacos que foram obtidos por AM. Davie em [13] na verdade nio
tem a propriedade de aproximacao compacta (veja [26], Vol II, pg 102, e (10}, pg’s 15, 16

também).

Definicao 2.3.1. Um espuco de Banach E tem a propriedade de aprozimacgdo compacta
(o PAC abreviado) se para todo ¢ > 0 ¢ para todo congunto compacto K C E eriste um

operador compacto T € L(E;E) tal que || Tz —z |< ¢ para todo z € K.

E claro que a PA implica a PAC. Mas a reciproco em geral nio é verdade. Em 47 G.
Willis construiu um espago de Banach separdvel e reflexivo que tem a PAC, mas nao tem a

PA. Analogamente ao caso da PA temos

Observacao 2.3.2. Se E tem a PAC, entdo cada subespago complementado de E tem a

PAC.

Demonstracao: Seja M um subespace complementado de FE. Entdo existe uma
projecao P € L{E:M). Seja K C M compactoe ¢ >0 dados. J& que £ tem a PAC,

existe um operador compacto T : E — E tal que

[Tz -z <

i ;fl para tode z € K.

Portanto existe Ty =7 |y M — E linear compacto tal que

€
| Ty(z) — 2 i< —— — paratodo z € K.
i

Dai temos que || PoTy(z) ~z =] Po Try{z) - P(z) ||[< ¢ para todo z € K. Como
PoTy € Le(M; M), entdo provamos que M tem a PAC, ]

A seguir apresentamos uma caracterizagao da PAC, que é similar & uma caracterizacio

da PA devida a A. Grothendieck [21].
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Proposicio 2.3.3. Sejo E um espago de Banach. Sdo equivalentes:

(i) E tem a PAC.

(ii) L{E; E) = Ly(E; E) ™.
(ii) Para cada espago de Banach F, L(F; E)y= Li(F; E) ™.

(iv) Pare cada espago de Banach F, L(E; F) = Liy(E: F) ™.
{v) Para tode (Tn)hey C E ¢ ()22, C E tais que

z laon |z, <o e Zx;(Txn) =0 para todo T € L (E; E),
n=1 ==l

oG
temos que Z z,(z,) = 0.

-
Demonstragao: (i) == (i4i) Seja T € L(F;E). Seja K C F compacto. Entéo
T{K) é compacto em FE. Daf dadoe>0, por (1) temos um operador compacto
T, : E— E tal que
| 3Ty — Ty |< € paratodo y € K.
Como T,T é compacto, temos (%ii).
(i) = (iv) Seja T € L(E;F). Dado K C E compacto ¢ € > 0, por (i) temos um
operador compacto 17 : B ~— E tal que
| Tz —z ||< ﬂ_;—-ﬁ para todo x € K.
Entio || TTiz — Tz <€ paratodo z € K. Como TT) € compacto, temos (iv).
(#i1), (iv) = (#) Fazendo F =E temos (i1},
(ii) == (i) Como Ig € L(E:E), temos (i}.
(i) <> (v) Pela Proposigio 2.1.2 (v) diz que, se ¢ € (L(E; E),7.) e @(T) =0 para
cada T € Ly(E: E), entdo (Ig) = 0. Por um coroldrio do teorema de Hahn-Banach isto é

equivalente dizer que Ip € Li(E: E) ™, ouseja (i}. n

Definicdo 2.3.4. Um espago de Banach E € dito fracamente compactamente gerado

(FCG abreviado) se existe um subcongunto fracamente compacto K de E tal que E =
(Unzi nK).

Notemos que 0 espacos separdveis e reflexives sdo FCG. (Veja (25].)



Z.3. A FAU em Espacos de Banach 22

Teorema 2.3.5. (/25], Theorem 2.1) Seja E um espago de Banach FCG, e seja M um
subespago fechado separdvel de E. Entdo eriste um subespaco separdvel N de E contendo

M e uma projecio P de E sobre N tal que || Pll=1.

Este teorema ¢ dado em [24] (Proposition 1) para espagos reflexivos, que é um caso

particular.

Coroldrio 2.3.6. Seja E um espaco de Banach FOG sem a PAC. Entio
(a) Existe um subespaco fechado separdvel M C E tal que para cada subespago comple-
mentado N com M C N CE, N ndo tem a PAC.

(b) Eriste um subespaco complementado e separdvel de £ sem o PAC.

Demonstracao: Como (b) é consequéncia de (a) e 0 Teorema 2.3.5, s6 provaremos (a).
Pela Proposicao 2.3.3 existem (2,)%, C E e (z,)%, C E' tais que

oc

Z*[In . :z:' < oo, Zr {(Tz,) =0 para todo T e Ly(EE), Z:z: ()

n==] n==]
Seja M =< (z,)2, >. Seja N um subespago complementado de E tal que M CNCE
e seja P € L(E:N) uma projecdo. Provaremos que NV nao tem a PAC. Suporhamos que

N tem a PAC. Sejam (g, 1= 12,), C N e (Y =z, In)o2, € N'. Entdo temos que

Dol Ny < Z]lznéf.ﬂx;ékm e

n=] n=1
iy;(Syn)m . T, | (Sya) = Z:c (Sz,) _i (SoPz,) =0
n=l n=] ne=xl n=1

para todo § & Ly(N;N), pois SoP ¢ Li(E;N) C Li(E; E) para todo § ¢ Li(N; N,

Dai pela Proposicio 2.3.3 temos que

oo o oc
Zy;(yn) =0, ou seja ZI; v {Y) = Zx;(xn) == ().
n==1 n=] na=l

Contradi¢do. Logo N ndo tem a PAC. n

Coroldrio 2.3.7. Seja E um espago de Banach FCG. Sio equivalentes:
(a) E tem a PAC.
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(b} Cada subespago complementado de E tem a PAC.
(c) Cada subespago complementado e separdvel de E tem a PAC.

O corolario anterior foi enunciado em [12] para espacos de Banach reflexivos COImMo con-
e

seqiiéncia de ([24], Propositior 1)). Portanto isto melhora [12], Proposition 3.

Lema 2.3.8. Sejam E e F espacos de Banach com F reflezivo. Dado S e L(F EN,
sempre eriste um dnico T € L(E;F) talque S =T . 8¢ § ¢ Ly(F' E)), entdo
Te L{E F).

Demonstracdo: Seja 5 € L{F:E'). Como F é reflexivo, temos que S ¢ LIE" F") =
L(E":F). Seja T =5 lg € L{E;F). Entao T ¢ L{F';E"). Como paratodo y € F'
e t€E <Ty.z>=<y Te>=<y Sz>=<Sy,z> dai T =S, Suponha existe
Ty € L(E;F) talque T; = § também. Dai T = T,. Portanto para todo 4 € F e
z€E temos <y, Tz >=<Ty z>=<Tiy z>=<y Tz > Logo T=T,. Se S é

compacto, entao por Teorema de Schauder T ¢ compacto. |

Coroldrio 2.3.9. Seja E um espago de Banach reflezivo. Entdo E tem a PAC se e 56 se

E tem a PAC.

Demonstracao: (i) Suponhamos que E  tem a PAC. Sejam ()i, C E e
(z,)2, C E' tais que

Z ool .z, [<oo e Z(T Z:z: (Tz,.) = 0 paratodo T € Ly(E; E).

=1

Como E ¢ reflexivo, pelo Lema 2.3.8 segue que Z(Sz;)(xn) = () para todo § €
i=1

L.(EE"), ouseja ZJ )=0 paratodo S€ Ly(E E), onde J: E— E" ¢
a aplicagdo candnica com J{(z)(z ’) =z (z) paratodo 7 €E e 1€ E.

Dal, como ()2, C E e (J(z.))22, C E” tais que

Z W 11T (z) f<oc e Zj(a:n )(Sz,) =0 para todo Se Li{EE)

n=1 =]
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!

e como E tem a PAC, entdo pela Proposicio 2.3.3 temos que Z J{zo)z, ) = 0.

[

oS
Logo Z I;(:L’n} = {J. Portanto, novamente pela Proposicao 2.3.3 FE tem a PAC.

n==]

(ii) Suponhamos que E tem a PAC. Como E & reflexivo, entdo E~ tem a PAC. Mas pelo (i)

isto implica que E tem a PAC. [ |

No caso ndo reflexivo, existem espagos de Banach com a PAC, cujos duais ndo tem a
PAC (veja [10], pg’s 16-19).

Notemos que existem vdrios resultados importantes sobre a PA que ainda néo se sabe
se permanecem vialidos no caso da PAC. Por exemplo, se E é um espago de Banach (néo
reflexivo)., néo sabemos se E tem a PAC cada vez que E tem a PAC. Porém temos o

seguinte resultado:

Proposicio 2.3.10. Seja E um espago de Banach. Se E' tem o PAC, entdo para cada
espago de Banach F reflerivo L(E:F) = L (E, F) ™

Demonstragao: Seja T € L(E,F) eseja ¢ € (L{E;F),7.) tal que ¢(S)=0 para

todo S € Ly(E; F). Daf pela Proposi¢do 2.1.2 existem (z;)2, CE e ()2, CF com

Z oz -y lI< oo tais que Z{Sfy;)(xi} = Zyg(S:ci) = p(S) = 0 para todo

n=:l

S € Lg(E; F). Como F éreflexivo, pelo Lema 2.3.8 temos que Z(Ry;)(:tl) = (} para todo

i=1
o

Re L {F:E). Dai Z(Ryz)(zz) =0 paratodo R € L(F';E'). De fato; se definimos um

f=1
fe- o

funcional v sobre (L{F;E'),7.) por ¢(R) = Z(Ry;)(arz) paratodo Re€ L(F,E),

i=1
entdo pela Proposicdo 2.1.2 ¢ € (L(F';E'),7.). Seja R L{F:E'). Como E' tem a PAC,
pela Proposicgo 2.3.3 temos que L{F;E) = L,(F;E’) ™. Agora, como ¥(FP)=0 para
todo P € Ly(F;E'}, entdio temos que ¥(R) = 0. Dai, como T € L(F'; E') entdo temos

P(T) =3 wiTz) = 3 (Ty)lw) = oT) =0,
1=l i=1
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Entao T € Li(E; F) ™, pois caso contrario pelo teorema de Hahn-Banach existiria um
v € (L(E;F),7.) tal que ¢(8) =0 para todo S & Li(E;F) "™, mas o(T) # 0, o que é
absurdo. Logo L(E:F) = Li(E:F)™ paratodo F Banach reflexivo. [

Observagao: A proposicio anterior, em particular, implica o Coroldrio 2.3.9.

2.4 A Propriedade de Aproximacao Compacta Métrica
em Espacos de Banach

Nesta secdo vamos colocar a restricio sobre a norma dos operadores compactos que aproxi-

mam a identidade sobre um conjunto compacto dado.

Definigao 2.4.1. Um espaco de Banach E tem a propriedade de aprozimacdo compacta
métrica (a PACM abreviado) se para todo ¢ > 0 e para todo subconjunto compacto K C E
eriste um T € Ly(EYE) com [T I<1 talgue | Tz -z ||[<e paratodo ¢ K.

J& sabemos que mesmo o PACM nio implica a PA (veja [47], Proposition 4).
As demonstracdes desta segdo sio andlogas as demonstragGes da seco 2.3. por isso vamos

omiti-las.

Observagao 2.4.2. Se E tem a PACM, entdo cade subespago 1-complementado de E tem
a PACM.

Proposicao 2.4.3. Seja E um espaco de Banach. Sio equivalentes:
(i) E tem a PACM.

(1) Brie.sy = Brem ™

(1ti) Pare cada espaco de Banach F, Brrp = m e,

(i) Para cada espaco de Banach F, Brer = m e,

(vj Para todo (z,)32, CE e (z,)2, CE tais que

o0

Z laoll . Jo, l<oo e | Zz;(Txn) <1 para todo T € By, p.p),

n=1 iz ]
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o
temos que | szn(;cn) < 1.

n=1
Demonstragao: A demonstragio da equivaléncia de (¢), (i), (i), ¢ {iv) € andloga &
demounstracio do Proposicdo 2.3.3. Por outro lado, pela Proposicdo 2.1.2, (v) diz que, se
v € (LIE:E).7.) e | @T)|<1 paracade T € Bryppm, eméo | ¢{Jg) |< 1. Por um
teorema de separacdo de Hahn-Banach isto é equivalente a dizer que Igp € m e ou

seja (). |

Corolario 2.4.4. Seja E wum espaco de Banach FCG sem a PACM. Entdo
(a) Eriste um subespago fechado separdvel M C E tal que para cada subespago I-
complementado N com M C N CE, N ndotem a PACM.

(b) Ewiste um subespago I-complementado e separdvel de £ sem o PACM.

Coroldrio 2.4.5. Seja E um espaco de Banach FCG. Sdo equivalentes:
(a) E tem a PACM.

(b) Cada subespago 1-complementado de E tem a PACM.

{c) Cada subespago 1-complementado e separdvel de E tem a PACM.

Lema 2.4.6. Sejam E e F espagos de Banach com F  reflexrivo. Dado S€ By,
sempre eziste um tnico T € Bpgp.r talque S=T. Se S € B gy entdo T €

B, g.F

Demonstragao: Seja S € By ). Entdo pelo Lema 2.3.8 existe um tnico T €

L(E;F) talque S=T.Mas || T{<1, pois | Si=|T" ||=lT1. n

Corolério 2.4.7. Seja E um espaco de Banach reflexivo. Entdo E tem a PACM se, e 56
se E tem o PACM.

O coroldrio anterior no caso geral ndo é verdade. Em [11] P.G. Casazza e H. Jarchow
mostraram que existe um espaco de Banach F sem a PACM cujos duais £, E'.... téma
PACM. (Na verdade eles mostraram que existe um espago de Banach E sem a propriedade
de aproximacéo compacta limitada, & propriedade mais fraca do que a PACM, mas cujos

duais E', E",... tém a PACM. (Para definicdes veja [10] também.))
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Proposicéo 2.4.8. Sejo E wm espaco de Banach. Se E' tem o PACM, entdo para cada

espago de Banach F TeﬂEIiUO BL(E;F) = BLk{E:F) e,

A seguir vamos dar as relacdes entre a PAC e a PACM.
Diremos que um operador linear S: E — F' é fraca-estrela continuo se
S:{E.0c(E.E)) — (F,o(F,F))
¢ continuo, onde o(E . E) e o(F,F) denotam as topologias fraca-estrelas sobre E e F'

respectivamente.

Teorema 2.4.9. (/10], Theorem 8.6) Se E' ¢ separdvel ¢ tem o PAC dado por operadores

fraca-estrela continuos, entio E tem a PACM.
Coroldrio 2.4.10. Cade espago de Banach E reflexivo com a PAC tem a PACM.

Demonstragao: Suponhamos que E tem a PAC. Portanto pelo Coroldrio 2.3.9 E
tem a PAC. Provaremos que E tem a PACM. Suponhamos, por absurdo, que F néo tem
a PACM. Entéo pelo Coroldrio 2.4.4 existe um subespaco 1-complementado e separdvel M
de E' sem a PACM. Agora, pela Observacéo 2.3.2 o subespaco M tem a PAC. Portanto
como M € reflexivo, pelo Teorema 2.4.9 M tem a PACM. Contradicdo. Logo £’ tem a
PACM. Dai pelo Coroléario 2.4.7 E tem a PACM. |

Portanto, pelo coroldrio anterior, se E é um espaco de Banach reflexivo, entdo E  tem
a PAC se e s6 se E tem a PACM. Mas caso geral permanece um problema aberta. ie,

ainda ndo se sabe se £ tem a PACM cada vez que E tem a PAC (veja [10], pg 50).



Capitulo 3

Funcoes Holomorfas Limitadas e a
Propriedade de Aproximacao

Compacta

Neste capitulo examinamos quando o pré-dual de H>=(U), G®(U), com U aberto equili-
brado e limitado num espago de Banach E. (resp. o pré-dual de P("E), Q("E)) tem a
PAC e a PACM. Primeiro mostramos que para cada n € N QUEY temaPACseesése E
tem a PAC se e s6 se cada polindmio sobre E com valores num espago de Banach pode ser
aproximado uniformemente sobre conjuntos compactos por polindmios compactos. ou equiv-
alentemente por polindmios que sdo fracamente continuos nos limitados. Nés mostramos
também que G™{U) tem a PACseesése E tem a PAC se e 56 se para cada espago de
Banach F, cada f & H™(U:F) estdno 7,-fecho do subespaco de todas as g € H={U: F)
com imagem relativamente compacta. Usando as mesmas técnicas na secio 3.2 estendemos

estes resultados para a PACM.

Os resultados principais deste capitulo serdo publicados no artigo [12].

29
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3.1 Funcoes Holomorfas Limitadas e a Propriedade de
Aproximacao Compacta

Nesta sec&o temos dois resultados. O primeiro melhora um resultado de J. Mujica e M.
Valdivia em {37}. o que fol provado em [12] (Corollary 7) usando ¢ Teorema 3.1.3. Mas aqui
nds provaremos diretamente que E tem a PAC se e s6 se Q{"E) tem a PAC para cada
n € N. O outro é a versdo da PAC de um resultado de J. Mujica ([33], Theorem 5.4) em
que fol provado para o casc da PA. Neste resultado, Teorema 3.1.3, usando as técnicas de
J. Mujica e os resultados de R.M. Aron, C. Hervés e M. Valdivia [1]. e R.M. Aron e

J.B. Prolla [2] obtemos condigbes necessdrias e suficientes para G=(U), com U aberto

equilibrado e limitado em E, ter a PAC.

Defini¢do 3.1.1. {(Veja /2], pg 197.) Sejam E e F espagos de Banach. A fungdo
f i E s F € dita frucamente uniformemente continua nos limitados de E  se para cada
conjunto limitado B C E e ¢ >0, ezistem ¢1,...,0r € E e 8 >0 tais que se

ry€B, [uda—y)|<d (=1, k) entio || flz)~ f(y) l<e.

Pu{E; F) denota o subespaco de todos os membros de P{L; F) que sido fracamente
uniformemente continuos nos limitados de £ e P, ("E: F) denota o subespacgo de todos
os membros de P(™E: F) que sfo fracamente uniformemente continuos nos limitados de E,
para cada m € Ny. Lembramos que por R.M. Aron, C. Hervés e M. Valdivia ([1], Theorem

2.9) sempre temos que Py (E; F) = P, (E; F).

Proposicao 3.1.2. Seja E um espago de Banach. Sdo equivalentes:

{a) E tem a PAC.

(b) Para cada espaco de Banach F, P(E;F)=Pu(E.F) ™.

(¢) Para cada espago de Banach F e para cada m € N, P("E;F) = P,("E,F) ™.
{d) Pare cada espago de Banach F, P(E;F) = P.(E. F) .

(e} Para cada espaco de Banach F e para cada m € N, P("E; F) = P,("E; F) ™.

(f} QI™E) tem a PAC para cada m € N.
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Demonstragdo: (a)== (b) ([35], Proposition 3.3) Sejam P & P(E;F), K CE um
subconjunto compacto e ¢ > 0. Entéo existe ¢ > 0 tal que || P(z) — P{y) ||< ¢ sempre
qﬁe ze€ K e [ly—zll<d Seja T e L (EE) talque || Tz —x ||< & para todo
x € K. Entao || P(T(z)) — P(z) ||< ¢ para todo z € K. Como por (2], Proposition 2.5)
Tel (EE) entao PoT &€ P,(E; F). Dal temos (b).

(b)== (¢) Segue da Proposi¢do 1.1.18.

(¢)== (e) Por ([1], Theorem 2.9) temos P, ("E:F) = Pu.("E;F) e por ({2, Lemma
2.2) temos Pu ["E; F) C Pip("E; F). Portanto por {¢) temos que
PMEF)=P,("E:F)™ C P, ("E: F) ™ C P("E, F).

Logo temos {e).

(e)== (f) Suponhamos que P{"E;F) = P("E;F) ™ para cada espaco de Banach
F e para cada m € N. Daf pela Observacao 1.1.6 (b) e Proposicio 1.1.10 temos que
LIQ{ME). F) = Ly(Q(mE); F) ™ para cada espago de Banach F e para cada m € N.
Logo Q(™E) tem a PAC para cada m € N.

(f)==(a): Suponhamos que Q(™E) tem a PAC para cada m € N. Como Q'E) é

Isometricamente isomorfo a F, entdo E tem a PAC também.
(b)== (d) Por ([1], Theorem 2.9) temos P,{E;F) = Pu.(F;F) e por {2, Lemma 2.2)

temos Py (E: F) C Pe(E; F}. Portanto por (b) temos gue
PESF)=Pu(E:F)™ CPJIEF)™ CP(E;F).

Logo temos {d).
(d)== (e) Segue da Proposi¢do 1.1.20. n
Este resultado melhora [35], Proposition 3.3 e [37], Proposition 2.2.

O resultado seguinte é similar a um resultado de J. Mujica ([33], Theorem 5.4). Lem-

bramos que a topologia 7, fol introduzido no Teorema 1.1.11, que a seguir nds usaremos.

Teorema 3.1.3. Seja E um espaco de Banach, e seja U C E, um subconjunto aberto,

limitado e eguilibrado. Sdo equivalentes:
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(a) E tem a PAC.

(b) Para cada espago de Banach F, H*{(U:F) = P (E;F) ™.

(¢) Para cada espaco de Banach F, H®(U;F) =P, E; F) ™.

(d) Para cada espago de Banach F, H®(U;F) =Hz(U,F) ™.

(e} 6y € HEU;G={U)) ™.

(f) G={U) tem a PAC.

{g) Para cada espago de Banach F, ¢ para cada subconjunto aberto V C F,
H®(V,E) =H2(V . E) ™.

(h) Iy € HE(U;E) ™.

Demonstragao: (a) == (b) : Seja f € H*(U; F). Seja p uma seminorma continua
sobre (H™(U;F). 7,). Entdo pela Proposicao 1.1.14 existe P € P(E:F) tal que
pP-f<s.
Seja. P =P+ P+ ...+ P" onde P/ ¢ PUE;F) paracada j = 0.1,....n. Pela
Propesiciio 1.1.12 7, = 7, sobre P(*E;F) paracada k € Ny. Dai, como E tem a PAC,
pela Proposicdo 3.1.2 existem @ € P,(YE; F) tais que

. . €
T o 7
20 P)<'2(n+1)

Note que Q'+Q'+...+Q*=Q € P,(E: F). Agora como

paracada 7=40.1,... n.

p(Q—P) < plQ°~ P°) +p(@Q' — P+ ...+ p(Q™ — P")

£ £
<(nw1)2(n~+~1) T2

entao segue-se que p(Q — f) <p(@—-P)+p(P~ f) < ; + % =¢. Daf temos {b).
(b) == (c): Por ([1], Theorem 2.9) temos que P.(E:F) = P, (E; F), por {[2], Lemma
2.2) temos que Py, (E.F) C Py(E; F). Entdo segue que
PAEF} CPE F)yc H=(U: F).
Portanto por (b) temos que
H*¥(U; F) = Pu(E F) ™ CPE; F) ™ ¢ H®(U; F).

Logo temos {c).
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(c) = (d): Como U ¢ limitado temos que Pu(E; F) C HE(U; F) C H=(U; F).
Portanto por (¢) temos que

H(U; F) = Po(E- F) ™ C HE(DLE) ™ C H®(U; F).

Logo temos {d}.

(d) = (e): Sabemos do Teorema 1.1.1 que dy € H={U;G>(U)). Mas em (d) tomando
F=G"U) temos que H*(U;G™{U)) = HE(U;G>(U)) ™. Portanto temos (e).

(e) = (f): Consideremos I: G=(U) — G*>(U'}) a aplicacio identidade. Por (e) existe
uma rede (foaen C HE{UG=(U)) tal que f, . 6. Pelo Tearema 1.1.1 e Proposicao
1.1.10 temos uma rede correspondente (77, )aen © Le{G™(U); G=(U)). Além disso, pelo
Teorema 1.1.1 7T corresponde a dy. Por outro lado. pelo Teorema 1.1.11 temos o isomor-

fismo topolégico

(H=UG=U)), 7) = (LIG=():G=(U), 7).

Entéo pelo isomorfismo Tj, > I. Daf temos que [ € L (G=(U); G={U)) ™. Portanto
G>(U) tem a PAC.

(f) = (a): Pela Proposicdo 1.1.2 E é topologicamente isomorfo a um subespaco comple-

mentado M de G=(U). Como G™ (U} tem a PAC, entio M tem a PAC. Daf E tem a PAC.

(a) == (g): Suponhamos que E tem a PAC. Seja F um espaco de Banach eseja V C F

um aberto. Entdo pela Proposicio 2.3.3

LGV E) = Ly(G=(V), E) ™.
Seja f € H*(V; E). Entdo, pelo Teorema 1.1.1 existe Ty € L{(G=(V):E). Dali existe uma
rede (To)aca C Le(G®(V) E) tal que T, — T%. Pelo Teorema 1.1.11 temos que
(L(G=(V): E), 7o) 2 (H=(VIE), 7,) (x).

Pelo Teorema 1.1.1  (T.)aea = (T7.)aca corresponde a uma rede (falaes em H<(V: E).
Como para todo o € A Ty, ¢ compacto, entdo pela Proposicio 1.1.10 paratodo o € A f,
tem imagem relativamente compacto, i.e, (falaen € HF(V:E). J4 que pelo isomorfismo

(*) fa ~> f, entdo mostramos que HE(V,;E} é 1,—~denso em H>®(V;E).
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(g) = (a): Para cada espaco de Banach F e para cada V C F' aberto, suponhamos que
H>(V: E) = HE(V: E) ™. Entéo, em particular, temos gue
H*(Up: E) = HRUpE) ™ (%)
onde Up € a bola unitdria aberta em F. Seja T € L(G={Ur); E}. Entao pelo Teorema 1.1.1
existe f € H™(Up; E) tal que T = T;. Dal por (*) existe uma rede (fs)acs C HE(Up: E)
tal que fa A f. Por outro lado pelo Teorema 1.1.11 temos o isomorfismo topoldgico
(H*(Ur; E), 7) = (LIGT(UF ) E), 7o) ().

Pelo Teorema 1.1.1 (fa)aea corresponde a uma rede {75, Jaen em L{(G®(Up); £). Como
(fa)acn C HE(Up: E), entdo pela Proposi¢io 1.1.10 (T}, Jaea € Li(G™=(Ur): E). Mais

ainda, por (**) temos T, —= T;, ou seja, para todo espaco de Banach F temos que

L(G*(Up): B) = L{G=(Ur ) E) ™

Agora, seja A € L(F:E). Pela Proposicdo 1.1.2 existem operadores S € L(F:G®(Ur)) e
Re L{G™®(Up); F) ralsque RoS(y) =1y paratode y € F. Entdo AoR € L(G*(Ufr); E)
e portanto existe uma rede (Balaen C Le(G®{Ur)iE) que 7.-converge a Ao R,
Dai, B,o S € L(F;E) e 7.-converge a Ao RoS = A Portanto mostramos que
L{F.E) = L,(F.E) ™. Entao pela Proposicdo 2.3.3 E tem a PAC.

(d) == (h): De (d) temos que H*(U;E)=H¥(U;E) ™. Considere Iy : U — UCE

a aplicacdo identidade. Como U ¢ limitado, entdo Iy € H™(U; E}. Dal temos (h}.

(h) == (d): Suponhamos que [y € HF({U:E) ™. Seja F um espago de Banach, seja
feH®U.F) eseja p uma seminorma continua sobre (H™(U;F), 7). Queremos en-

contrar g € HY(U: F) tal que p(g— f) < 1. Podemos supor que

plh) =supa; | h{z;) | paratodo h € H*(U;F)

7

onde (x;)3%2, CU e {(q;)%2, €co com ¢; >0 paratodo j € N. Pela Proposicio 1.1.14
existe P € P(E;F) tal que
pP—f)<3.
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Escrevemos P =P+ Pl 4+ ...+ P™ com PrFec P(*E;F) paratodo k=0.1,...,m.
Certamente PY € HE(U; F) (pois por definicio P’ € F ). Agoraparacadak=1,....m

encontraremos U € HE(U; E) tal que
1

ke .k _ (
p(P oug — P ) < 5 \*)~
Entédo segue-se que
PO " Prou, € HE(U; F)
k=1
e
PP+ Prow—f)=p(P~P' =P —... = P"+3 Prou—f)
k==l k=1

Sp(P=f)+p(Plouy— Py +. ...+ p(P"ou, — P™)

<=+m—=1
m

o que prova {d).

Agora fixamos & com 1 < k< m. Seja 3; = ¥4, paratodo j € N e seja
K= {8 z;: j € NJu{0}. Como U ¢ limitado, entdo lim 8, x; — 0. Dal K &
Fo o

compacto. Portanto existe § > 0 tal gue

E ‘ 1
| PP(y) — P*(z) |i< 5

sempre que T € K e ||y —z [|<d. Por (b} existe u, € HE(U; E) tal que
sup G; | ue(x;) — I{zy) {|= sup || Sju(x;) — Gz, < 6.
3 7

Portanto temos que

p(P*our — P¥) = supa; || P owelzy) — PH(z;) ||
J

= sup || P*(Guxlz;)) — P*(B; ;) Ii<

7

2m
mostrando que wuy satisfaz (). |
Observacao: No item (g) se escrevemos H™(Up: E) = H¥(Ug; E) ™, o teorema continua

valido.
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3.2 Funcoes Holomorfas Limitadas e a Propriedade de
Aproximacao Compacta Métrica

Os resultados desta segao s&o similares aos resultados da secfo anterior. Aqui provamos que
para cada n € N Q"E) tem a PACM seesése E tem a PACM seesése G=(U), U
bola unitdria aberta em £, tem a PACM. Para as demonstragbes os mesmos raciocinios
que foram usados l& aqui funcionam também. Para a conveniéncia do leitor nds incluimos
as demonstracoes.

O resultado seguinte € similar & Proposicao 3.1.2.

Proposicao 3.2.1. Seja £ um espaco de Banach. Sdo equivalentes:
{aj E tem a PACM.

(b) Para cada espago de Banach F, Bpp.p = m e,

(¢) Para cada espago de Banach F e para cada m € N, Bpmpp = Bp,mp.r; ™.
(d) Para cada espago de Banach F, Bpp.r) = Bp,(g.r) ™.

(e) Para cada espago de Banach F e pure cada m € N, Bpmpp) = Bp mp.p .

(f) Q("E) tem a PACM para cada m € N.

Demonstragdo: (a)= (b) Sejam P € Bppr,, K C F um subconjunto compacto e
€ > 0. Entéo existe 6 >0 talque || P(z)~F(y) |[<e¢ sempreque z€ K e [Jy~z|<é.
Seja T € BrrEy talque || Tz—z ||<é paratodo z € K. Entao || P(T{(z))— P{z) {|<e
para todo z € K. Como por ([2], Proposition 2.5} T € L, (E; E), entdo PoT € P,(E;F).
Como || PoT ||< 1, temos (b).

(b)== (c) Segue da Proposicdo 1.1.19.

(c)== (e) Por ([1]. Theorem 2.9) temos Bp, mg.r, = Bp,,mer, € por ([2]. Lemma 2.2)

temos Bp, (mgr C Bp g r). Portanto por (¢) temos que

BP(mE;F) = BPw(mE;F} Te (T By:vk(mg;p) Te B;D(mE;F).

Logo temos (e).

(e)== (f) Suponhamos que Bpmp.p = Bp, g ™ para cada espaco de Banach F e
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para cada m € N. Dai pelo Teorema 1.1.5 e Proposico 1.1.10 temos que Brigme.m =
Brqueyr 7 para cada espago de Banach F e para cada m € N. Entdo pela Proposicio

24.3 Q(ME) tem a PACM para cada m € N,

(f)==(a): Suponhamos que Q(™F) tem a PACM para cada m € N. Como Q(*E) ¢

isometricamente isomorfo a E, entdo E tem a PACM também.

(b)= (d) Por ([1], Theorem 2.9) temos Bp,g:ry = Bp,r) € por {[2], Lemma 2.2)

temos Bp,, g,y C Bp, (g.m). Portanto por (b) temos que

Bpg.r) = Br,z.ry ” C Bpypr  C Bpg.p).

Logo temos (d).
(d)== (e) Segue da Proposicdo 1.1.21. [

Proposicao 3.2.2. Seju E um espaco de Banach e seja U a bola unitdria aberta de E.
Sdo equivalentes:
(a) E tem a PACM.
(b} Para cada espaco de Banach F, Byoo(r.ry = Bp,_(m.py ™.
(¢) Pare cada espaco de Banach F, Byesw.ry = Bp,mor) ™.
(d) Para cada espago de Banach F, By (riry = m e,
(¢) 0v € Brgewa=y ™.
(f) G=(U) tem a PACM.
(g) Para cada espago de Banach F, e cada subconjunto aberto V C F ,
By vip) = m .

(h) Iy e W e

Demonstragdo: (a) == (b): Seja f < By=w.ry, €seja p uma seminorma contfnua
sobre (H*(U; F), 7). Como || f|< 1, entdo l| flz) [I< 1 paratodo z e U. Portanto
pela Proposicao 1.1.14 temos que || oy, f(2) <1 paratodo z €U e m e N. Dai, como

pela Proposicdo 1.1.12 =, = 7. sobre By ,r), existe P € P(E;F) tal que

p(P—f)<

Como E tem a PACM, entdo pelo Proposicio 3.2.1 existe @ € Pu(E; F) tal que

com | P(z) €1 paratodo z € U.

o
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p{@ - P) < com || Qz) |<1 paratodo z€U.

€
2
Portanto temos que p(@ — f) < p(@—-P)+p(P—-fi < ; + % =¢ Como | Q(T) <1

-

para todo Z € Bp também, entdo provamos que Bye(y.ry = Bp,(E.r) .

(b)==(c): Por ([1], Theorem 2.9} temos que P {E;F) = Pu.[E;F}. por {[2], Lemma

2.2) temos que Py (E; F) C Py(E; F). Entéo segue que Bp, p-ry C Bp,ar) C Byeeriry.

Portanto por (b) temos que B’HC“’(U;F} = B'pwig;p} e B‘pk(g;p) Te C B‘Hoc{{j;p}.

Entéo temos (c).

(c)==>(d): Como U € bola unitdria (aberta) temos que Bp,gr) C Bupw.r) C Bus=wr)-

Daf por (C) temos que B’HOC-(U;F) = Bpk(g;;p) e B’H}‘\?{U;F} Te C BHOC(U’;F). Entao temos {d).

(d) = (e): Sabemos, por Teorema 1.1.1, que Jy € By=(,c=wy. No item (d) tomando

F oo GOO(U) obteremos BHOG(U;GOC(U)) s BH%(LGOC(L}) T, LOgO temos (e)

(e) == (f): Suponhamos que dy € Brmwe=wy " Seja [ : G¥(U) — G®(U) a
aplicacdo identidade. Por (e) existe uma rede (fa)aea C Bugpwe=wy tal que fq = 6y
Portanto pelo Teorema 1.1.1 e pela Proposicdo 1.1.10 temos uma rede correspondente
(Ts)aen C Brye=unc=wy para ([a)eea. Pelo Teorema 1.1.1 I corresponde a e pelo
Coroldrio 1.1.13

(Brssw.a=y): Te) = (Bra=myc=w): Te)-

Entdo pelo isomorfismo Ty, —= . Dai temos [ € Bp o=@y e=wy * Portanto pela

Proposicéo 2.4.3 G™(U) tem a PACM.

(f) = (a): Pela Proposicdo 1.1.2 E ¢ isomorfo a um subespaco I-complementado A de
G={U). Como G={U) tem a PACM entdo M tem a PACM, e daf pelo isomorfismo E
tem a PACM.

(a) == (g): Suponhamos que E tem a PACM. Entfo pela Proposicdo 2.4.3, para cada

espago de Banach £ e para cada conjunto V' C F' aberto temos que

Brgevye = Bro=wye ™ ().
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Seja f € Bps(v,g;. Entéo pelo Teorema 1.1.1 existe um Gnico operador Ty € LIG™=(V}, E)
com || f|=l Ty [l<1.ie, existe dnico T} & Brig=wy:g. Por cutro lado por (*) existe
uma rede (7, )aen C Brie=pye tal que T, —= T:. Pelo Corolério 1.1.13 temos

Y

(Brievve), Te) = (Brsvipy, 7o) (%)

Pelo Teorema 1.1.1 (T, )acs = (I} )aea corresponde a uma rede (falaen em Bysepv. £y, €
daf pela Proposicdo 1.1.10 (f,)es C Breewv.gy - Além disso pelo isomorfismo (**) f, —

Isto quer dizer que Byw(v.p) = Brs(vig) ™.

(g) = (a): Suponhamos que para cada espago de Banach F e para cada subconjunto

aberto V. C F Byeeqv.py = Brgs(vig) ™. Entéo, em particular, temos que

Te

Breewee) = Brgwrr)

Seja T € Brg=w,.r. Entdo pelo Teorema 1.1.1 T = Ty, onde f € By=w,p , e dai
pela igualdade acima existe uma rede (fy)aes C BH?(UF;E} tal que f, — f. Por outro

lado, pelo Coroldrio 1.1.13 temos que

~

(Briss(piBy: Te) = (Briowws)m), Tl

Pelo Teorema 1.1.1 (f,)aeca corresponde a uma rede (T7,)aca em Brigewpyg). Como
(fa)aen C Brse(upr), entdo pela Proposicio 1.1.10 (Tt )aea C Brce=wrye). Além disso

pelo isomorfismo acima 77, - T;. Isto quer dizer que para cada espago de Banach F

e

Brie=wrp) = Bricews):E

Agora, seja A € Brr.p) dado. Pela Proposicio 1.1.2 sabemos que existermn S € Brp.goe )
e R€ Byg=wy)r) taisque RoS{y) =y paratodo y € F. Entdo Ao R e Brig=(uz:E)
e portanto existe uma rede (By)aea C Br,a=wy)-B) que Te~converge a A o R. Dai, para
todo @€ A ByoS € By, r. E) € Toconvergea Ao RoS = A Portanto mostramos que

Brir.p = Br,(r.zy ™. Entdo pela Proposicio 2.4.3 E tem a PACM.

(d) = (h) Por (d) temos BHx(U;E) = BH?{U;E) "=, Considere I[; U —UCE a

aplicagao identidade. Como U é a bola unitéria aberta, entio Iy € H*®(UE) e || Iy IS 1.
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Dal Iy € Byeeqy.py- Logo temos (h).

(h) == (d): Suponhamos que Iy € Brsrg) - Seja F um espago de Banach qualquer,
seja f € Byeer,py € seja p uma seminorma continua sobre (H*(U;F). 7.). Podemos

supor que
plh) == sup || h{z) || paratodo h & H™(U;F),

zeK
onde K ¢ um subconjunto compacto de /. Entdo pela Proposicao 1.1.14 existe um
P € P(E:F) tal que
p(P— f)< 5 com il P(z) |l<1 paratodo z & U.

Como K §é compacto, existe 4 > 0 tal que

| Ply) - Py < 5

sempre que z € K e |y —z [|< d. Por outro lado, por (h) existe h € Byg g tal que

sup || A{z) —z |i< 6.
zeK

[

Entdo p(Poh— P)=sup || Poh(z)— P(z) |=sup | P(h{z)) — P(z) |i<
e K ek

Note que Poh e HE(U: F), e como

| Pohli=sup | Poh(x) |=sup | P(h(z)) < 1,

zell zell

(pois [l A{z) (<1 paratodo z €U) entdo P oh € Byygu.r)- Dal temos que

1 1
p(Poh—f) gp(Poth)w%p(me)<§+~~2~=1.
Isto quer dizer que f € Bygw.r ™. Portanto Bys<w.ry = Brew.r) ™. |
Observagao: No item (g) se escrevemos Bye(.py = Byss(u:p) . a proposigao continua

valida.



Capitulo 4

Espacos de Funcoes Holomorfas de

Tipo Limitado

Este capitulo estd dedicado aos resultados preliminares que serdo usados no Capftulo 6, em
particular, para examinar sob que condi¢bes G*(U) tem a PAC cada vez que E atem. A
ferramenta principal desta segéo ¢ o limite projetivo. Usando a topologia localmente convexa
que foi definida no Capitulo 1 (Teorema 1.1.11), definimos uma topologia projetiva sobre
H>=(UF) por (H®(U; F), 7)) i= projees (H®{Uy; F), 7). onde paracada n€ N 7, é
a topologia associada a cada U, que foi definida no Teorema 1.1.11. Através do limite pro-
jetivo obtemos alguns isomorfismos dlgebricos e topoldgicos entre espagos (H®(U: F),7,) e
(L{G={U): F),7.) e entre seus subespacos H¥(U)Q F e G*(U) K F (resp. HE(U; F)
e L {G>{U): F)). Além disso daremos uma descrigio da topologia projetiva 7. através
de seminormas que serd usada na demonstragdo da Proposigio 4.2.21. Na ultima secio
deste capitulo, observamos que os resultados que foram obtidos para os espacos H=(UF)
e G*(U} em particular sdio vélidos para espagos de funcgdes holomorfas de tipo limitado,
Hy(U; F), e conseqliéntemente para G,(U), escolhendo uma seqiiéncia fundamental ade-

quada U = (U, )nen de conjuntos U-limitados.

41
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4.1 Topologias Projetivas e Indutivas

Nesta secao daremos definices da topologia indutiva {resp. projetiva) e do limite indutivo
(resp. projetivo). Citamos [5], [7], [15], [19], [22], [23] e [43] para as propriedades do
limite projetivo e indutivo.

Denotaremos por Vo{E) a colecio de vizinhancas de zero num espaco vetorial topolégico
E, por I'(A) aenvoltdria convexa e equilibrada do subconjunto A C E. Todos os espacos

localmente convexos {abreviado elc) serdo considerados Hausdorff e complexos.

Definicao 4.1.1. Seja E wm espaco vetorial, seja (E,)aen uma famdlia de elc’s, indezados
por um conjunto dirigido A, e seja Il : E, — E uma aplicacio linear parae cada o € A.
Chamemos de topologia indutiva em E  com relagdo & familia de aplicacées My)aea, a

topologia localmente conveza mais fina em E  tal que cada 11, € continua.

Os subconjuntos convexos, equilibrados e absorventes V' de E com II7YH(V) € Vy(E,)

para cada « € A, formam uma base de vizinhangas de zero para a topologia indutiva.

Observacao 4.1.2. (Veja [7], TVS 11.28, § 4, 4, ou [22], pg. 157.) Sejam (En)aes uma
Jamilia de elc’s, e E um espaco vetorial, munido da topologia indutiva com relacao a uma
familia de aplicagdes lineares I, : E, — E. Se E coincide com o subespago vetorial gerado

pelo conjunto U .{E,), entdo os conjuntos V = T{ U I.(VL)), onde V, € VW(E,)

aEA GEA

formam uma base de vizinhancas de zero para a topologia indutiva.

Definicao 4.1.3. Sejo (Ey)aen uma familia de elc’s. Seja @E‘a o subespaco de
a&A
todos os elementos (Ty)aen € H E, tais que . # 0 para apenas um conjunto finito de
axEA

indices. O espaco @ Es, munido da topologia indutiva com relagio ds aplicacdes canénicas
agh
I, : E, — @Ea € chamado de soma direta localmente conveza da familio (Enlach-

aEA

Definicdo 4.1.4. (Veja (5] pg 41.) Seja E um espago vetorial, e seja (Eq, To)aea

uma familia de subespacos localmente convezos de E  com as topologias 7, tal que
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E = U E.. Se o < 3 suponhamos que FE, ¢€ subespaco de Egz tol que a inclusdo

a@.«"\
candnica iap: (Ea, Ta) — (Es.73) € continua. Entdo (E..Talaea € dito sistema indutivo

injetivo de ele’s. Agora o espagco E  tem a topologia localmente convera mais fina 7 tal
que faz todas as injecoes naturais i @ (E,, 7o) <= (E,7) continuas. (E,r) € dito limite

indutivo localmente convera do sistema (Eg.To)aca € €screvamos F = ind,en Eo.

Temos os seguintes defini¢des: (Veja [3], Appendix.)
(a) O limite indutivo F = ind,cs E, é dito compactamente regular se para cada compacto

K de {E,7) existe o= o(K) & A tal que K estd contido e é compacto em (Ea, 7o)

(b) O limite indutivo F = ind.ep £, € dito limitadamente retrativo se para cada lmitado
B de (E,7) existe a=«a(B) € A talque B estd contido e ¢ limitado em (E,,7.) €

7 |6=7a |B-

Claramente (b) implica (a).

O limite indutivo enumerdvel E = ind,enw £, de espagos Fréchet (resp. Banach) é dito

espago-(LF) {resp., -(LB}).

Definicao 4.1.5. Seja £ um conjunto, seja (En)aen uma familia de espagos topoldgicos,
indezados por um congunto dirigido A, e seja Ily : E — E, wma aplicacdo para cada
o € A, Chamemos de topologia projetiva em E  com relagdo & familic de aplicagdes

(Il )aen, @ topologia mais fraca em FE tal que cada T, € continua.

Os conjuntos ﬂ M-H(V,) com AC A finitoe V, aberto em E,, formam uma base

e A
para os abertos da topologia projetiva.

Definicao 4.1.6. Seja (E,)aen wma familia de espagos vetoriais topoldgicos. A familia
{Eo. Ius}t € dito sistema projetivo se dado o« < 3 em A, eriste o5 € L{FEs E,) tal que
(1) po : Eo — E, € a identidade para cada o € A,
(2) Hago g,y =y, sea< <.

O limite projetivo dos espagos E,,, ou mais precisamente, do sistema projetivo {Fy, as},

denotaremos por projaen Fo. ¢é definido por
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Projacs o = {{Ta)aen € H Eo i zo = az(xg) sempre que a < 3}
acA

Projaca £o € um subespago fechado de H E,. com a topologia induzida pela topologia
aEA
produto. J& sabemos que cada elc completo é topologicamente isomorfo a um limite projetivo

de espagos de Banach. (Veja, por exemplo, [43], § 5.4, pg 53.)

4.2 Os Espagos H™(U;F) e G>(U)

Em [20] P. Galindo, D. Garcia e M. Maestre obtiveram um teorema de linearizacio para
fungdes holomorfas de tipo limitado. Eles construiram, para um subconjunto aberto e equi-
librado U de um espago de Banach E, um espago-(LB) G4(U/) e uma funcio holomorfa de
tipo limitado dy: U — G4(U) tal que para cada espaco de Banach F e cada funco holo-
morfa de tipo limitado f: U — F' existe um tnico operador continuo Ty : Gy(U) — F
tal que Ty ody = f. Em [34] J. Mujica generalizou o resultado deles a uma classe de
fangbes holomorfas mais geral, H>(lf; F). incluindo as funcdes holomorfas de tipo lim-
itado, Hu(U; F). e obteve um teorema de linearizacdo para esta classe construindo um
espaco-(LB) completc G*(U), onde U = (U,) é uma cobertura aberta enumerével e
crescente de um subconjunto aberto U de um espaco localmente convexo E.

Nesta segdo nos estudaremos em espagos H™(U; F) e G™(U). Para isso definire-
mos uma espécie da topologia projetiva sobre H™(U:; F) e daremos algumas isomorfismos

algébricas e topoldgicas com relacdao a H>*(U; F) e G=(U).

Definigao 4.2.1. Sejam E e F elc’s, seja U wm subconjunto aberto de E, e seja
U = (Un)nen uma cobertura aberta enumerdvel e crescente de U. H™(U: F) denota o elc
H2UF)={f € H(U; F) : f(Us,) € limitado em F pora cada n},

munide da topologia da convergéncia uniforme sobre todos os conguntos U,.

Se X éum conjunto e Y é um espaco vetorial, entdo a aplicagdo f: X — Y ¢
dita de posto finito se o subespaco < f(X) > gerado por f(X) é de dimensio finita.

O subespaco de todas as fungdes de posto finito de H{U; F) pode ser canonicamente
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identificado com H(U)Q F, ouseja f & H(U:F) tem posto finito se e s6 se podemos

escrever f(z) = Zfz-(x)bé, para cada z € U, com f; € H{U) e b € F para todo

{==l

i=1,....n. (De maneira abreviado escrevemos f = }: fi®@b.) Portanto H®(U)QF
=t

denota o subespago de todos os membros de H>®{U; F'} que tém posto finito.
Denotamos por HF{U; F) o subespago de H™(U; F) definido por
HE (U, Fy = {f € H(U; F): f(U,) é relativamente compacto em F para cada n}.
Se F=C entdo denotamos H*U;C) por H@{U).
Sela U = (U,)nen uma cobertura aberta enumerdvel e crescente de um subconjunto
aberto U deumele F, eseja F umele. Paracada n, m € N, com n <m, definamos

as aplicacoes
Hom : HE(Up; F) — H®(U,; F)

por I, (f) = flu,, paratodo f & H™(U,;F). Entdo claramente {H>={U,; F), L}
¢ um sistema projetivo e denotaremos por projren H™(U,; F} o limite projetivo deste

sistema.

Observacao 4.2.2. Seja E  um espaco de Banach, seja U wm subconjunto aberto e
conexo de E, e seja U = (U, )nex uma cobertura aberta enumerdvel e crescente de U.
Entao temos os seguintes isomorfismos algébricos:

(o) H*{U; F) = projaeny H*{Un; F) para cada elc F.

(b) HZU) R F = [projeen HEWU) Q F = projpen H¥(U,)Q F] para cada elc F.
(¢) HEUF) = projpes HE(U, F) para cada ele F.

Demonstragao: (a) Consideramos a funcdo h : H®U; F) — projeen H=(U,; F),
definido por A{f} = (f |v. )nen. Como para cada n < m, pela definicdo das aplica¢des
Oy @+ H¥( Uy F) — H®(Us F) temos o (f v = (f jv.) lv.= f v, entdo
(f |z nen € projeeny H®(Un: F). Logo h esté bem definida. E claro que & & linear e
injetiva. h € scbrejetiva também, pois dado (fujnen € projney H*(Un; F) definimos uma
fungdo f sobre U por f(x):= folz) se z €U, Como (filnen € projueny H>¥(Un: F),
entdo temos que fn, v, = (fm) = fn paracada n, m € N com n < m. Isto mostra

que f estd bem definida. E claro que f = H™(U; F). Logo h é sobrejetiva.
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(b) Se f € H®(U)QF entdo claramente (f |v,)nen € projuen [H®(U,) @ F]. Para
mostrar & reciproca seja (fn)nex € projen [H¥(U,) @ F). Entdo a funcio correspondente
[, definido por f{z) = f.{x) para cada =z € U,, pertence a H*{U)R F, pois como
fU) = AU € < (1L >, e Uy C U, entdo por ([32]. Exercise 5.F) temos que f(U) C
< A1) >, ouseja < F(U) > C < fillh) >. Logo dim < f(U) >=dim < f(U}) > e
portanto f &€ H*(U)Q F.

(c) Se f € HEUF) entdo claramente ([ |, Jnen € projrex HE(U,: F). Reciprocamente

seja (fr)new € projnen HE(Un; F). Entdo a funcio correspondente f, definido por f (z) =
fnlz) para cada x € U,, pertence a HE(U; F). n

Definicao 4.2.3. Sejam ‘E e F espagos de Banach, seja U um subconjunto aberto de
E, eseja U = {U,)nes uma cobertura aberta enumerdvel e crescente de U. Definamos a
topologia projetiva 7., sobre H™(U;F) com relagdo as restricdes

Ryt (H®U P, 7)) — (H®(Uns F), 70 ),
onde para cada n € N 7, ¢ a topologia associada a cada U, que foi definida no Teorema

1.1.11.

Observacao 4.2.4. Sejam E e F espacos de Banach, seja U um subconjunto aberto
de E, e seja U = (Uy)new uma cobertura aberta enumerdvel e crescente de U tal que
cada U, € limitado e equilibrado. Se f € H®¥(U; F) entdo on.f — f, onde a sequéncia

(Omflmen € a mesma sequéncia que foi definida na Proposicdo 1.1.14.

Demonstragao: Seja f € H*(U; F). Entdo para cada n € N f |, € H={U,; F).
Portanto pela Proposigao 1.1.14 para cada n € N temos que om(f |1,) —% f v, Como
para cada f € H*(U; F) on(f 1) = (omf) v, entdo para cada n € N temos que
Ro{omf) ShR Rn(f), onde R.’s sdo da definigio anterior. Daf por ([19], § 6, Satz 2.4, pg
36) temos que opf — f. [ ]

Proposigao 4.2.5. Sejam E e F espacos de Banach, sejo U um subcongunto aberto
de E, esejo U = (U,)nex uma cobertura aberta enumerdvel e crescente de U. Entdo

(H*=(U; F),7.) ¢ topologicamente isomorfo a projpen (H®(Un: F),7s.) com respeito a
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topologia compacta aberta e a topologia projetive respectivamente, onde T, € a topologia

compacta aberta associada a U, para cada n € N.

Demonstragao: Pelo Observaciio 4.2.2 (a) H¥{U; F) e projeeny HZ(U,; F) séo
algebricamente isomorfos. Agora definamos a topologia projetiva 7 sobre H™(U; F) com
relacio as restricdes R, : (H>*(U; F),7) — (H®{U,; F), 7, ). Paracada n € N a restrigio
R, : (H®(U;F),7) — (H®(U,: F),7.,) é continua. De fato; dado uma seminorma
continua ¢ sobre (H™(U,;F), 7., ), entdo para cada f € H*(U;F) temos que

go R, (f) = q(f

v.) S e sup | [y, (@) [l=c sup || flz) |
TzEX €K

onde K ¢ um subconjunto compacto de U,, e ¢ > 0. Como K é um subconjunto
compacto de U também. entdo sup || f{z) | define uma seminorma continua sobre
(H*{U; F),7,). Logo R, é cont{n;g{Dai pela definicdo da topologia projetiva + temos
que 7. > 7 sobre H>(U:F). Agora consideremos a aplicacao
b profren (M (Uni F) 7o) — (H®(U; F), 7)

definida por A{(fn)nex) = f para todo (fi)nen € projueny H*(Un: F), onde f(z) = fu(z)
para todo z € U,. Seja K um subconjunto compacto em U e sela ¢ a seminorma
continua sobre (H>({U:F),7.) tal que ¢{f) =l f |lx peara todo f € H™{U;F). Mas
como cada compacto K de U estd contido e € compacto em algum U,. entéo temos
go h{{falnen) = qlf) =l f &=l fo k= 20 o a{(fa)nen), onde p, ¢é uma seminorma
continua sobre (H*>(U,: F),1.,) e I, éa projecdo sobre proj,en (H>®{(U,: F), 7, ). Como
pr o 1l define uma seminorma continua sobre projuesx (H™(U,; F).7,,), isto mostra que
h € continua. Portanto a topologia projetiva 7 ¢ mais fina do que 7. sobre H>{U;F).

Logo 7= 7, sobre H>™{U;F). ]

Proposigao 4.2.6. Sejam E e F espacos de Banach, seja U wm subconjunto aberto
de E, e seja U = (Uplnew uma cobertura aberta enumerdvel e crescente de U tal gque cada
U, € limitado e equilibrado. Entdo

(o) 7, > 7, sobre H>(U;F).

(b) 7, =1, sobre P(™E;F) para cada m € N.

Demonstracao: (a) Pela Proposicio 4.2.5 7. é a topologia mais fraca sobre H*®{U; F)
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tal que cada restricio R, : {H®(U; F).7.) — (H®(Un; F),7.,) é continua. Consideremos

0 seguinte diagrama comutativo:

Id
(H=WU: F)o 7)) —— (H={U:F), 7)
R, R;afd R’]ﬂ
Id

(H>=(Un; F), T ) — (H=(Uy; F) e,

onde Id e Id, séo aplicacdes identidades sobre H*(U; F) e H>™(U,; F), respectivamente.
Por defini¢do de 7, e pela Proposigdo 1.1.12 para cada n € N o composto Id, o R, é
continua. Como R; old =1d,o R, entio R; o Jd ¢é continua para cada n € N. Logo
Id é continua. Logo 7, > 7, sobre H>(U;F).

(b) Seja m € N. Por (a) temos que 7, > 7, sobre P(™E;F). Agora mostremos que

T

5 £ 7 sobre P("E:F). Seja n € N qualquer e consideremos o seguinte diagrama

comutativo: ;
(P(ME; F), 7o) = (H®(U; F),7,)

Seja ¢ uma seminorma continua sobre (H*®(U,: F). 7, ). Paracada P € P(™E;F) temos

qo Ru(P) = q(Plv,) <csup a5 || Ply, (z;) ]
=csup oy || Pz) |=c sup || P{(a;)7z,) |,

onde (z;)72, C Uny, {ay)38; € ¢co com @; > 0 paracada j € N, e ¢ > 0. Seja
O; = g/6; paratodo j €N eseja K ={8;z;:75€N}U{0}. Como U, é limitado,

entdo lim g; z; — 0. Daf K é compacto em U, (daf é compacto em FE). Portanto
j—o0
sup || P{8;x;) || define uma seminorma continua sobre (P(™E;F). 7). Logo R, é
J
continua. Como para cada n € N R, = R, oI, entéo pelas propriedades da topologia

projetiva a aplicagao incluséo I é continua. Logo 7, < 7. sobre P(™E;F). |



4. Espacgos de Fungoes Holomorfas de Tipo Limitado 49

Teorema 4.2.7. ([34], Theorem 2.1) Seja U um subconjunto aberto de um ele E, e
seja U = (Up)nen uma cobertura aberta enumerdvel e crescente de U. Entdo existem um
espago-DF completo tonelado G™(U) e uma fungdo &y € H(U; G=U)) com a sequinte
propriedade universal: Para cada elc completo F e cada funcdo f € H™(U: F), existe um
unico operador Ty € LIG*(U); F) tal que Tyody = f. Esta propriedade caracteriza G=(U)

de maneira dnica a menos de um isomorfismo topoldgico.

Lembramos que um ele F é dito tonelado se cada subconjunto convexo, equilibrado,
absorvente e fechado de F é uma vizinhanca de zero em E (veja (23], § 21, 2.}, e um elc
E € dito um espago-DF se

(a) E tem uma seqiiéncia fundamental de conjuntos limitados, e

(b) se U, ¢ uma segiiéncia de vizinhangas convexas, equilibradas e fechadas de zero
[l

em E ese /= ﬂ Un absorve cada conjunto limitado, entdo U é uma vizinhanca de
Fpm]

zero em E (Veja [23], § 29, 3). Cada espaco normado é um espaco-DF, e o dual forte de

um espago metrizével é um espaco-DF.

O espago G™(U} ¢ definido da seguinte maneira: Para cada sequéncia a = (an) de
numeros estritamente positivos, seja B = {f € H>*U) : || f |y, < an. para cada n}.
Entao definimos G*{U) = {u € H®U) : u | Bz € Tcontinuo para cada o}, munido
da topologia da convergéncia uniforme sobre todos os conjuntos Bf. A funcdo avaliacio
by 1z € U~ d; € G*(U) & definida por &, : f € H®U) — f(z) € C para todo
z € U. Como no caso das funcdes holomorfas limitadas aqui também as avaliacdes 4,
r &€ U, geram um subespago vetorial denso de G™(U) (veja [34], Theorem 2.1 e 136,

Theorem 2.1).

Teorema 4.2.8. (/3] Theorem 3.2) Seja U um subconjunto aberto e eguilibrado de um

espago de Banach E, e seja U = (U )nen wma seqiéneia de subconjuntos abertos, limitados,
e equilibrados de U tal que U = U Un e paUn CUnpur, com p, > 1, para cada n € N,

n=1
Entio G™(U) = ind,ex G=(U,) e este limite indutive é limitadamente retrativo.

Definigao 4.2.9. Sejam E e F espacos localmente converos. Diz-se que wm operador
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linear e continuo T € L{E:F) € um operador compacto se exriste alguma vizinhanca V de

zero em E tal que T(V) € relativamente compacto em F.

Observacao 4.2.10. Seja E um espago de Banach, seja U wm subconjunto aberto e

equilibrado de E, e seja U = (U, )nen uma seqiéncia de subconjuntos abertos, limitados,
o

e equiltbrados de U tal qgue U = U Un € puU, CUpii, com p, > 1, para cade n € N,
n=1
Entao temos os seguintes isornorfismos algébricos:

(a) L{G™{U); F) = projpen L(G®(U,); F) para cada ele F.
(b) L{G=U); F) = projres Li(G®(U,); F) para cada espaco de Fréchet F.

Demonstracao: (a) Segue do Teorema 4.2.8 e ([28], § 1, Satz 3).
(b) Suponhamos que T & Ly (G®(U);F). Entdo existe V € Wo(G®({U)) tal que
T(V) ¢é compacto em F. Portanto i7'(V) € Vo(G™={U,)), onde para cada =n € N

e

i, + GX(U,) < G*{U) ¢é a aplicacdo inclusdo. Portanto para a aplicacio correspon-

dente (T [go(u))nen € Projuen L(G=(UL): F) temos que T g, (i1(V)) € T(V)
para cada n € N. Logo (T |gee())nen € projnen Le(G™=(U,); F). Reciprocamente seja
(Ta)nen € profuen Le(G™(U,): F). Mostraremos que existe W € Vo(G®(U)) tal que T(W)
é compacto em F, onde o operador correspondente T é definido por T'(z) = T,,(z) para
cada z € G*>(U,). Por hipétese para cada n € N existe U, € Vo(G=(1},)) tal que
T.(U,) écompacto em F. Dai por (31] Lemma 7.8} existe uma seqiiéncia {c,)neny de

nlmeros estritamente positivos tal que U ¢, 1 (U,) € relativamente compacto em F. Pela

nazl
Observacao 4.1.2 o conjunto W = I'( U in{cnlUn)) é uma vizinhanga de zero em G=(U) e
n=1
temos que T(W) = U T oi,{c,U,)) = (U Ta(e,U)) C F(U el (Un))
n=]1 n=1

Como I'{ U cn15(Un)) € relativamente compacto em F, entdo T(W) é relativamente

compacto em F. Portanto provamos que T € Ly(G>(U); F). |

Proposigao 4.2.11. Sejam E e F' espagos de Banach, seja U um subconjunto aberto

e equilibrado de E, e seja U = (Uyjnen uma seqiiéncia de subconjuntos abertos, limitados,
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¢ equilibrados de U tal gue U = U U e p U, C Uy, com pn, > 1, para cadae n € N,
Entdo (L(G®(U): F),7.) ¢ topologicamente isomorfo a projues (LG™(Us): F).7..).
Demonstragao: Pela Observacio 4.2.10 L(G®(U); F) e projeexn L(G®(U,): F) sio
algebricamente isomorfos. Como o limite indutive ind,en G™(U,) ¢ limitadamente retra-
tivo, entdo € compactamente regular. Portanto cada compacto de G™(If) estd contido e
é compacto em G*(U,) para algum n € N. Reciprocamente como cada G*={{/,} é um
subespaco vetorial de G™({U), e ainclusio G=(U,) — G™(U) é continua, entdo para cada

n € N, cada compacto de G™{l/,) € um compacto de G*(U). Portanto pelo racfocinio da

Proposicéo 4.2.5 temos o isomorfismo. n

Observagao 4.2.12. Seja E um espaco de Banach, seja U wm subconjunto aberto e

equilibrado de E, e seja U = (U, )nen wma segiiéneia de subconjuntos abertos, limitados,

e equilibrados de U tal que U = 6 Uy e po Uy CUnsq, com p, > 1, para cade n € N.
Entdo temos 0s seguintes isomorﬁgﬂﬂllos algébricos:

(o) H®(U; F) =~ L(G>=U); F) para cede elc completo F.

(b) HUYRF = G=U)Y QF para cada elc completo F.

(c) HEUF) = Ly(G>™(U); F) para cada espaco de Banach F .

Demonstragao: (a) Por ([34]. Proposition 2.2) temos que H>(U; F) =~ L(G={U); F).
(b) Pelo Teorema 4.2.7 temos que f € H¥U)QF seesése dim < f(U) >= dim <
Tiodu(U) ><oc seesése dim < Tp(dy(U)) >< oc seesése Ty € GF(U) @ F. Daf
termos {b}.

(c) Se f € HFE(U; F) entdo pelo Observaco 4.2.2 temos que (f |17, Jnen € projnes H2{(Un; F).
Portanto pela parte (a) e pela Proposi¢ic 1.1.10 temos uma aplicaciio correspondente
(T, Inex € projrex Le(G™{U,): F) e pela Observacio 4.2.10 o operador correspondente

Ty pertence a Lp(G>=(U): F). Da mesma maneira podemos mostrar o reciproco também. M

Observacao 4.2.13. Sejam E e F espagos de Banach, seja U um subconjunto aberto e

equilibrado de F, e seja U = (Up)nen wma segiiéneia de subconjuntos abertos, limitados, e
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equilibrados de U tal que U = U Un e puU, C Uy, com p, > 1, para cada n € N. Entdo
=]

temos G=(U) Q@ F = [projuen GZ(U) | QF = projaen [G={U,) "Q F] algébricamente.

Demonstrag@o: Pelo Teorema 4.2.8 e por ([19], § 26, Satz 1.2, pg 142) temos
que GZU) @ F =~ [projueny G=(U,)|Q F. Agora provaremos que GU) RF =~
Projuen [G2(U,) & F]. Pela Observacio 4.2.12 (a) temos que projpen L(G={U,); F) x~
projren H*(Un: F). Dal por ([33], Proposition 3.1) temos que projpex [G=(U,) & Fl ~
projnen [H¥(Ua) @ F]. Pela Observagio 4.2.2 (b) temos que projnex [H*(U,) ® F| ~
H®(U) @ F. Como pela Observacio 4.2.12 (b) H®U) R F ~ G=(U) ® F, entdo prova-

mos o isomorfismo. [ |

Proposicao 4.2.14. Sejam E e F espacos de Banach, seja U um subcongunto aberto

e equilibrado de E, e seja U = (Un)ney\ uma sequéencia de subconjuntos abertos, limitados,
e equilibrados de U tal que U = U Up e poUnp CUppr, com p, > 1, para cada n € N,

n=1

Entdo (H®(U; F),7,) € topologicamente isomorfo a (L{G®(U); F),7.).

Demonstragdo: Pordefinicaode 7., temos (H™®(U; F), 7,) & projeex (H=(Uy; F), 7,

R

Pelo Teorema 1.1.11 temos isomorfismo topolégico (H™(U,; F), Tom ) = (L(G=(U,); F), 7

€n

para cada n € N. Portanto temos isomorfismo topolégico projaen (H*(Up: F), 7, ) &
projren (LG (U,): F). 7,). Como pela Proposicao 4.2.11 projnen (L(G(U,); Flr, )=
(L{G™{U); F}.7.), entdo provamos o isomorfismo topolégico. N

Proposicdo 4.2.15. Seja E um espago de Banach, seja U wm subconjunto aberto de E,
e seja U = (U, )n;v\ uma seqiéncia de subconjuntos abertos, limitados, e equilibrados de U
tal que U = U Up e pU, CUssy, com p, > 1, para cada n € N. Entdo pare cada
espaco de chach F, a topologia projetiva 7., sobre H™{U;F) ¢ gerada por todas as

seminormas continuas da forma

p(f) =supoy || flz;) |.

J
onde (z;)32, wvaria sobre todus as seqiéncias em U  tais que (z;)52; < Un para algum

ne N, e (o), varia sobre todas as seqiiéncias de nimeros positivos tendendo a zero.
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Demonstragao: A topologia projetiva 7, sobre H™(U; F) estd definida pelas semi-
normas continuas da forma ¢, o R,, onde R, : (H*(U;F), 7,) — (H*{U.; F), ) é
a restrigdo, e ¢, varia sobre as seminormas continuas que definem & topologia 7., sobre
H>={U,; F). (Veja [7), TVS 11, pg 5.) Em particular podemos tomar

G{f) =sup a; || flz;) || paratodo f & H>(U,F),
7
onde (z;)52, CU. e (@)%, € co com o; >0 paracada 7 & N. Portanto para todo
F € H®(U; F) temos que
G0 Balf) = ¢u(f ) = Sup 0 £ le. (25) [[= Sup @ | fla) |-

Isto completa a demonstragdo. [ |

Como na definicdo da topologia projetiva 7, o espago de chegada das funcdes holomorfas
€ um espago de Banach, para estudar a relacao entre o espaco H>*{U; F), sendo F espaco
localmente convexo, e a PA e a PAC, vamos precisar de uma forma mais geral desta definicio,
pois mais adiante, no secdo 6.1, para provar que G*(U) tem a PA cada vez que E a tem,
vamos ter que usar a forma mais geral da definicdo da topologia projetiva 7,. Por isso,
antes temos que redefinir & topologia 7, de forma mais geral do que foi dada no Teorema

1.1.31.

Definicao 4.2.16. Sejo E wum espago de Banach, seja F um ele, e seja U um
subconjunto aberto de E. Seja 7., a topologia localmente conveza sobre H>™(U; F) gerada

pelas seminormas continuas da forma

pif) =sup o; p(f(z;)). feE€HZU;F)

7
onde (z;)72; varia sobre todas as segiéncias em U e ()32, varia sobre todas as segiiéncias

de nimeros positivos tendendo a zero, € p wvaria sobre as seminormas continuas sobre F.

Se F for espago normado esta topologia coincide com a topologia 7., dada no Teorema

1.111. Ea observagdo acima e esta definicdo que motiva a seguinte definicio.

Definicao 4.2.17. Seja E um espago de Banach e seja F um ele. Seja U um

subconjunto aberto de E e sejoa U = (U, )new uma cobertura aberta enumerdvel e crescente
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de U. Definamos a topologia projetiva 7, sobre H>™(U; F) com relag¢do ds restrigbes

Ry (H*(U: F),7,) — (K= (Ui F), 7).
onde para cade n € N %, € a topologia associada a cada U, que foi dada na definicio

anterior,

Proposicao 4.2.18. Seja E um espaco de Banach, seja U um subconjunto aberto de E,

e seja U = (Up)nen wma segliéncia de subconjuntos abertos, limitados, e equilibrados de U
o0

tal que U = U Un e pulUn CUnyq, com pn, > 1, para cada n € N. Entdo
(e) Para cadgzéic F, a topologia projetiva 7, sobre H™{U;F) € gerada por todas as
seminormas continuas da forma

plf) = SUP @ plf(z;)),
onde (x;)52, varia sobre todas as segiiéncias em U tal que (z;)52, C Un para algum
n €N, e (a;)%; varia sobre todas as segiéncias de nimeros positivos tendendo a Zero, €

p varia sobre as seminormas continuas sobre F.

(b) 7, coincide com a topologia projetiva 7, sobre H™(U;F) se F for normado.

Demonstragao: (a) A mesma demonstracio da Proposicéo 4.2.15 funciona.

(b) Seja F' um espago normado e consideremos a aplicacio identidade
Id: (H=U: F),m) — (HU; F), )

Dada uma seminorma continua p sobre (H*(U;F),%,), paracada f & H®(U;F) temos
que pold(f) = B(f) S e sup a; p(f(z;) < er sup o || flz,) |, onde ¢ >0 tal que
p(f(z;)) <cll flz;) | para "Zaodo jeN, e ¢ >]O. Como sup (a; ¢) || f(z;) || define
uma seminorma continua sobre (H™(U: F), ), entdo a identidjade Id ¢ contitma. Logo

Ty Z T,. Agora consideremos o seguinte diagrama comutativo:
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Seja ¢ uma seminorma continua sobre (H™(U,; F), 7, ). Entdo para cada f € H>{U:F)
temos que go R, (fl=q(flv.)<c sup a; || f |v. (z5) [|= ¢ sup ay || f(z;) |, onde c> 0.
Como a norma || . || também é uma ;emincrma continua Sobrej F entdo sup; o || fz;)
define uma seminorma continua sobre (H™(U;F),#,). Portanto para cada n € N R, §

continua. Daf pelas propriedades da topologia projetiva Id™! é continua. Logo 7, < 7.l

Considerando a proposicac anterior, por conveniéncia, s6 usaremos a notacao 7. para a

topologia projetiva 7.

Definicao 4.2.19. (Veja [15]. pg 84.) Sejam E e F elc’s, e sejan € N.  Um
polinémio P € P("E.F) € dito de tipo finito se ele ¢ gerado pela combinacdo linear das

fungies " Ry {(p€E, yeF), onde ¢"Rylz) = ¢"{(z)y para cada = € E.

Py("E; F) denota o subespago de todos os membros de P("E: F) que sédo de tipo finito,
para cada n € N, e P;(E;F) denota o subespago de todos os P € P(E; F) da forma
P=PFP+P+...+P5, comP€P:VE;F) paracada j=0,1,...,m. E claro que
PHE:F)=PrE)QF.

Definicao 4.2.20. Dado um conjunto A num espaco vetorial E, o funcional de Minkowski

Py de A € uma fungdo de E em R7¥[J{oc} definido por

Pula) inf{p>0:z€pA}l | se z€pA paraalgum p>10
alr) =
20 . se x¢pA paratodo p>0

Se A ¢ absorvente, entdao F, ¢ finito. Se A ¢ absorvente, equilibrado e convexo,
entdo P4 € umaseminormaem E e {z € E: Py(z) <1} CAC{z € E: Py(z) <1}
Ja sabemos que um conjunto absorvente, equilibrado e convexo A num espago vetorial
topolégico é uma vizinhanca de zero se e s6 se o funcional de Minkowski P4 é continua.

(Veja, por exemplo, [22], 2, § 4, pg’s 94-95.)

Proposicao 4.2.21. Seja E um espaco de Banach, seja U wum subconjunto aberto e

equilibrado de E| e seja U = (U, )nen uwma segiéncia de subconjuntos abertos, limitados, e

equilibrados de U tal que U = U Up e ppUn C Upsy, com pn, > 1, para cada n & N.

nwel
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(o) Se (HC’C(Z/{ F),7) = H®(U)Q F para cada F Banach, entio temos que
2) = H(U)VQF para cada F elc.
s Ty) = P E;F) para cada F Banach, entdo temos que

{(H*>(U; F) Ty ) = Pf(E F) para cada F  ele.

Demonstracao: (a) Suponhamos que (H>®{U;G),7,) = W para cada G
Banach. Seja F' umelc eseja V € Vo(F), V convexa equilibrada e aberta. Seja Py o
funcional de Mirkowski de V, seja Fy o espago normado Fy = (F, Py)/P7H0) e seja
Fy seu completamento. Entdo por hipdtese temos que (H™(U; ﬁv), 7, ) = H®{U) ®Z?V
Seja p uma seminorma continua sobre [H>(U; f‘y)??ﬂ/). Pela Proposicio 4.2.15 podemos
supor que N 3 N ~
p(f) =sup o | fla:) || paratodo fe&H*U; Fy),
onde (a;)iex € co, &y > 0 paratode j €N, e (z:)ien C U, para algum n € N. Seja
f e H®U:F), sefa ¢ >0 eseja P uma seminorma continua sobre (H=(U; Fir,)
Queremos encontrar g € H*(U} @ F tal que P(f —g) < e. DPela Proposiciao 4.2.18
podermnos supor que

P(f)=sup a; Pv(f(x;)) paratodo f& H*U;F).
Seja Ily € L(F; Fy) a aplicagio canénica, ou seja a aplicacio composta

v : F— (F,Py) — (F, Py)/P;Y0) = Fy < Fy.
k

Como Ily o f &€ H>={U; F}), entdo existe um § € H>{U) @ﬁv com glz)= Z;ﬁj(x)bj
j=1
para cada z € U, onde ¢; € H®(U) e b; € Fyy, tal que

- | . . €
pUlv o f—g)=sup o [[ v o flz:) - glzs) |I1< 5.
Por outro lado para cada j € N existe um a; € F tal que

; ; €
[ T (a;) = b; |I<

2k SU—p o Lz |

Portanto para cada 7 € N temos que

Iyt () = 03 gs(adas) =1 aull o 12— o >_#ile)lv(ay) |

Jw
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k k
<|l ailly o flz) — m_}jmm |+ an%(f&:)(bj — Hv(a;)) i

<

+ - =c

€
2

BOF

s
Dai paracada i € N temos que Hy{af—f(:ﬁi)—a-iz wi{zi)a;) € elly (V) pois Iy (V) = Up,
j=1
pela propriedade de aplicacdo quociente Iy, Portanto temos que

k
a; flz;) — aizt,ﬁj(mi)aj € el (TIy (V) = ¢V para cada ¢ € N. Dai definindo uma
F=1

k
funcgéo de tipo finite ¢g: U — F com g{z) = Ziﬁj(.’b)&j para cada z € U/, obtemos
j=1
o flai) —oug(zi) = oa(flzi) —glz:)) € €V paracada i € N, ouseja, a;Py(f(z:)-glx:)) <e¢

para cada i € N. Logo P(f —g)=sup a; Pv(f(z:) ~ g(z)) < e

(b) Como PrE;F)=P:E}QF amesma demonstracio de (a) funciona. |

Definigdo 4.2.22. (Veja /53], pg 10, € [15], pg 166.) Sejam E e F elcseseja U um
subconjunto aberto de E. Seja 7. @ topologia compacto-aberta sobre H(U: F) gerada pelas
seminormaes da forma

plf) = sup q(f(zx)), [feH{UF)

onde K waria sobre todos os compactos de U e ¢ wvaria sobre as seminormas continuas

sobre F.
As mesmas demonstracoes das Proposigdes 4.2.11 e 4.2.14 funcionam para o seguinte:

Proposigao 4.2.23. Seja E um espaco de Banach, seja F um elc completo, seja U um

T

subconjunto aberto e equilibrado de E, e seja U = (U, )nen uwma segiiéncia de subconjuntos

o
abertos, limitados, e equilibrados de U tal que U = U U e p U, CUpiqr, com p, > 1,
nw=l

para cada n € N. Entdo
(o) (LIG=(U}; F} 1) € topologicamente isomorfo a projpen (L{(G™{U,); F),7.,), onde
para cada n € N 7. € a topologia compacto-aberta associada a cada U,.

(b) (H®(U:F},~,) ¢ topologicamente isomorfo a (L(G=(U); F). 7).
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4.3 O Espago das Funcoes Holomorfas de Tipo Limi-

tado

Um caso especial importante da se¢dio anterior é dado pelas funcdes holomorfas de tipo

limitado, que introduziremos a seguir.

Definicao 4.3.1. Seja U um subconjunto aberto de um espaco de Banach E. Se U # E
¢ x €U, entio dy(z) denota a distancia de x a E\U. Como | dy(z)—dy(y) [<|| z—y ||
para todo z,y € U, entdo diy € wma funcdo continua sobre U. Se U = E entdo por
conveniéncta definimos dy(x) = oo para tede = € E. Um conjunto A € dito U-limitado

se A € limitado e ixgg du(z) > 0.
Se F éum elc, entdo H,(U: F) denota o seguinte espaco localmente convexo
Ho(Us F) = {f € H(U;F) : f(A) élimitado em F para cada conjunto U-limitado A I

munido da topologia da convergéncia uniforme sobre todos os conjuntos U-limitados. Se
F=C entdo denotamos H,(U;C) por H,(U). Chamemos os membros de Hy(U; F) de

fungoes holomorfas de tipo limitado.

Observacao 4.3.2. E claro que Ho(Us F) = H*(U. F) se U = (Up)nex € uma seqiiéncia
fundamental de conjuntos abertos U-limitados, e portanto temos G,(U) = G*={U). Em
(/34], Proposition 7.1) J. Mujica mostrou que dado um subconjunio aberto e equilibrade
U num espago de Banach, sempre eziste uma segiiéncia fundamental U = (Uplnen de
conguntos abertos U-limitados que satisfaz os hipdteses de todos os resultados da secao
anterior. Neste caso obtemos todos os resultados da secdo anterior como casos particulares
tomando Hy(U: F) e Gy(U) no lugar de H*(U;F) e G=(U) respectivamente. {Veja
[34] também. )



Capitulo 5

A Propriedade de Aproximacao e a
Propriedade de Aproximacao
Compacta em Espacos Localmente

Convexos

No Capftulo 2 estudamos a PA e a PAC em espagos de Banach. Neste capitulo estudamos
as mesmas propriedades em espacos localmente convexos. Na se¢do 5.1 mostramos a relagio
entre as topologias ¢ e € sobre L{E:;F) eredemonstramos o isomorfismo topolégico entre
EeF e FeE quee dito produto-¢ de £ e F introduzido por L. Schwartz (]45], [46]). Na
secao 5.2 enunciamos os resultados conhecidos sobre a PA em espagos localmente convexos.
Na secao 5.3 paralelamente a se¢do 5.2 tentamos provar os resultados andlogas para a PAC, e
mostramos que se {E,}2%, é uma decomposicao S-absoluta de espaco localmente convexo

E, entao £ tem a PAC se e s6 se cada E, tem a PAC.

59
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5.1 O Produto-=

Para estudar a PA e a PAC em espagos localmente convexos vamos dar as definicoes
necessarias e alguns resultados preliminares.

Nesta secdo £ e F, a menos que indicado. denotam espacos localmente convexos de
Hausdorff (abreviado elc). o(E,E') denota a topologia fraca sobre E, e o(E, E} denota

a topologia fraca-estrela sobre F .

Definicao 5.1.1. Sejo 7(E, F) o topologia da convergéncia uniforme sobre os subconjuntos
convezos, equilibrados e o(F, E)-compactos de F, com respeito qo sistema dual < E, F >.
T(E,F) € chamada a topologia de Mackey. Diremos que E ¢ um espago de Mackey se E

¢ um ele cuja topologia coincide com T(E,E').

Notemos que um elc £ ¢é um espago de Mackey se, e s6 se para cada elc F, uma
aplicacéo linear 7' : B — F pertence a L(E;F) sempre que v oT € E para cada

v € F'. (Veja 138!, Proposition. 28 e Exercise 21.)

Definicdo 5.1.2. (L(E:F),¢) denota o espago vetorial L(E: F), munido da topologia da
convergéncia uniforme sobre os subconjuntos compactos, convezos e equilibrados de E, ou
seja a topologia que admite como base de vizinhancas de zero os conjuntos da forma

WK V) ={T € LE;F): T(K) C V}, onde K waria entre os subconjuntos compactos,
convezos e equilibrados de E, ¢ 'V wvaria entre as vizinhancas de zero de F, que sdo

converas, equilibradas e fechadas. No caso F = C denotaremos (L{E;F),c) por E..

LAE; F) denota o espago vetorial L{E; F), munido da topologia da convergéncia uni-

forme sobre 0s subconjuntos equicontinuos de E', ou seja a topologia que admite como base
de vizinhangas de zero os conjuntos da forma W(U°: V) = {T € L(E_;F): T(U®) c V},
onde U e V' wariam entre as vizinhangas de zero de E e F respectivamente, que $do

convezas, equilibradas e fechadas.

Paraele’s £ e £ oproduto¢ de E e F fol introduzido por L. Schwartz ([45], [46])

como o espago localmente convexo EeF := L (E; F).
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Nesta secao a colecdo de vizinhancas de zero emm E  que sdo convexas, equilibradas e
fechadas, serd denotada por Vo(E).
Sejam E e F elc’s. Diremos que T € L{(E: F) é um mergutho se T é um isomorfismo

topolégico entre £ e um subespago de F.

Proposigao 5.1.3. Seje E um elc.
(a) (E)) = E (algebricamente).
(b} Se E € um espago de Mackey, entio (E.), = E.
(¢) Se E=F., onde F ¢ espago de Mackey, entio (E.), = FE. Se E, em particular, é
um espaco-DFC, entio (E,). = E.
fd) A inclusdo
T (L(B; F),¢) = L{(E),; F)
¢ sempre um mergulho. Se (E,), = E, entdo J € sobrejetivo.
{e) A identidade
[ {L{ESF).c) — LJELF)

- 2 Iy ! ~ #
é sempre continua. Se (E,), = E, entdo I € um homeomorfismo.

Demonstragdo: (a) Como os compactos de E sio o{F, E )-compactos, entio temos

que ¢ <7(E" E), onde 7(EE) denota a topologia de Mackey sobre E’. Portanto temos
o(E E) < ¢ < 7(E',E). Dai pelo Teorema de Mackey-Arens temos que (E . ¢) = E. ou
seja (E.) = E.
(b) Consideremos a fungéo identidade Id : (E.). — E. Esta funcdo é continua. De
fato; seja V € Vp(E). Entdo pelo Teorema de Alaoglu V° é o(E', E)-compacto em E .
Dai como V° é equicontinua, e como (£, E) e a topologia de E; induzem a mesma
topologia sobre os subconjuntos equicontinuos (veja, por exemplo, [23], § 21, 6.(2)), V° é
um subconjunto compacto de E,. Portanto (V°)° = V*° é uma vizinhanca de zero em (E.)..
Dai, pelo Teorema do Bipolar e pelo Teorema de Hahn-Banach temos que

E)N\E)) +o(E.E)

1d(Ve) = Voo = TV O -7V V=V

Logo Id é continua. Por outro lado, como E é espago de Mackey, a aplicacao inversa Jd~?
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LN ! !

pertence a L{E; (E,).), pois ¢ old =€ ((E))
(E).=F

<

= E, paracada v € ((E.).). Logo

(¢c) Seija E = F,, onde F & espago de Mackey. Entdo pelo item (b) obtemos que
(E), = ((F.).). = F, = E. Lembremos que E ¢ dito um espago-DFC, se E = F, para
um espaco de Fréchet F' adequado. Como cada espago de Fréchet é um espaco de Mackey

entdo, se £ € um espaco-DFC, neste caso também temos (E.). = E.

4

(d) No item (b} mostramos que a funco identidade Id: (E.), — F é continua. Portanto

para cada elc F temos que L(E;F) C L{{E.),: F). Agora consideremos a inclusio

J:Te(LE;F),c)y—>Tolde L{(E.)., F).

P

Se © C (E.) $ equicontinuo (podemos supor que ® é convexo e equilibrado também)
e o((E.), E,)-fechado, entdo pelo teorema de Alaoglu & é a((E.), E.)-compacto, logo
® & compacto em (E.).. Logo @ = Id(®) é compacto em E. Dai J é continua.
Reciprocamente se /A é um subconjunto compacto, convexo e equilibrado de E, entdo K°
é uma vizinhanca de zero em E.. Dai {K°)° & equicontinua em (E.)'. Como pelo Teorema

do Bipolar e pelo Teorema de Hahn-Banach K = (K°)°, entdo a funcio inversa

JHiTolde (J(L{E:F)),€) C L(E).; F) — T € (L(E; F), )

/

¢ continua. Logo J ¢ um mergulho. Se (E,), = E. é claro que L((E.),; F) = L(E: F).

Logo L.((E.).;F) = (L(E;F),c).

(e) Seja ' um elc. Se ® ¢ um subconjunto equicontinuo de E (podemos supor que
$ € convexo e equilibrado também) e o(E’, E)-fechado, entdo pelo Teorema de Alaoglu @
é o(E' E)-compacto em FE', e portanto ® & compacte em E,. Dai a funcio identidade

I (L{E; F),¢) — LJE,F) é continua, Agora suponhamos que (E.). = F . Se K

€ compacto, convexo e equilibrado em E,, entdo K° € V((E))), e dai K = K* &
equicontinua em ((E.).). = E.. Entao a funcio inversa [~ : L(E;F) — (L{E,; F),c) é
continua. Logo L.(E,; F) = (L(E.;: F).c). [ |

Lema 5.1.4. Sejam E ¢ F elc’s, sejam A e B subconjuntos de F' e E, respectivamente,
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e sejo T:E — F um operador linear continuo. Se T{B) C A, entdo T {A°) C B°.

Demonstracao: Seja 7 : E -— F um operador linear continuo. Entéo temos o
operador adjunto T : F' — E  definido por < T'y'.z >=< 1y, Tz > paratodo y € F

e ze E. Como ACF e B CE, entdo temos que
A°={y € Fi<y,y >|< 1 paratodo y€ A},
B°={z € E <1’ ,r><1 paratodo z € B}.

Como T(B) C A, paracada y € A° segue que < Ty, z >|=|<y’ Tz >|<1 para todo
v & B,edai T'(y) € B°. Logo T (A°) C B |

Proposicao 5.1.5. (/{5], Ezpose n° 8) Sejam E e F elc’s. FzE £ topologicamente

tsomorfo a EsF.

Demonstragio: (Para demonstracio veja [41], Proposition 81 também.) Primeiro
mostraremos que se 1 € L(F.;E) entdo o operador adjunto T  pertence a L{E.; F),
onde 7" é definido por < T'z',y »>=< 2, Ty > paratodo 2 € E. ¢ 3 € F'. Como
pela Proposigio 5.1.3 (F.) = F entdo Tz € F para todo = € E'. Mostremos que
T’ é linear. Sejam x'}x’bx; € E,yv € FF e o€ K quaisquer. Entéo temos que
< T (2 +20)y =<2, Ty >+ <2y, Ty >=<Tz,+Tx0v > e <Tlaz)y >=
a <z, Ty >=<a(T'z),y > Logo T élinear. Provaremos que 7  é continua. Seja
V € Vy(F). Pelo Teorema de Alaoglu V° é o(F', F)-compacto em F'. Como V° é
equicontinua, entdo V° é compacto em F,. Dafl T(V®) é compacto em F, e portanto
T(V)]° € Vo(E,). Por outro ladoj, pelo Teorema de Hahn-Banach e pelo Teorema do Bipo-
lar temos V = I(V) = WJ(F'F} = V. Como T(V®) C T{V®}, pelo Lema 5.1.4 temos
TH{[T(V°)]?) C V*° = V. Portanto T é wm operador linear e continuo de E. em F. Agora
consideremos a aplicagéo

h:TeL(F:E)— T ¢ L(E:F).

Como paratode T, T3, Ts € L(Fc'; E) e para todo escalares a € X, (T} + 1) = T; + Té
e (aT) =aT, e comoT =0 implica T = 0, entéo h é linear e injetiva. E h é sobre-

jetiva também. pois dado T € L(E,;F) entdo T € L(F,E) e T" € L(E.;F). Como
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T" =T, entdo R(T") =T. Daf mostramos que h é um isomorfismo algébrico. Provaremos
que h ¢éum homeomorfismo. Seja W = {S € L{E;F): S(U°) C V}, com U & Vy(E)
e V €Vy(F), uma vizinhanga bdsica de zero em LE(E;; F). Como V*° é um subconjunto
equicontinuo de F', entdo M = {T € L{F;E): T(V®) C U} é uma vizinhanca basica
de zero em L(F.:E). Agorase T(V°} C U, entéo pelo Lema 5.1.4 T{U) C Ve = V.
Isto quer dizer que se T € M, entdo T € W, ouseja k(M) C W. Logo k é continuo.
Intao, pela simetria, a aplica¢do inversa hA~! também é continua. Daf temos isomorfismo

topolégico entre FeE e EcF. [

Proposicao 5.1.6. Sejam E e F elc’s. Entgo T € L(F.;E) é compacto se e 56 se
T € L(E;F) é compacto.

Demonstracao: (=) Suponhamos que T € Li(F.: E). Entdc existe K C F com-
pacto, convexo e equilibrado tal que m é compacto em £, onde K° é uma vizinhanca
de zero em F.. Seja L = T(K°). Entdo L° é uma vizinhanga de zero em E. e como
T{K®) C L, pelo Lema 5.1.4 temos que T (L°) C K*°* = K. Logo T'(L°) C K. Logo T(L*)
é compacto em F. Entdo T € Lk(E';; .

(¢==) Suponhamos que T € Ly(E.; F). Entdo pela parte anterior T < L{F,;E). Como

T" =T, entdo T € Ly(F.: E). |

5.2 A Propriedade de Aproximagao em Espacos Local-
mente Convexos

A seguinte definigdo, de L. Schwartz [45] para a PA, foi denominada a PA fraca por G. Kéthe

(veja (23], § 43, 1).

Definigdo 5.2.1. Diz-se que um elc E tem a PA se para cada subconjunto convezo,
compacto e equilibrado K de E e para cada vizinhanca de zero V. em E  existe um

operador de posto finito T € L{E;E) tal que Tx~z €V para todo z € K.
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Esta definicao de L. Schwartz é um pouco diferente daquela de A. Grothendieck (veja
[21], § 5, pg 167) que usa a topologia da convergéncia uniforme sobre todos os precompactos
de E no lugar da topologia da convergéncia uniforme sobre todos os compactos, convexos e
equilibrados de E. Se E for quase-completo entfo as duas definicoes coincidem pelo fato
que num espago quase-completo, o envoltéria convexo e equilibrado de um precompacto é
relativamente compacto.

Se um ele £ tem a PA, entdo cada subespaco complementado de E tem a PA. (Veja
23], § 43, 4.(3).)

O teorema seguinte resume os resultados de A. Grothendieck ([21], Chapitre I, no 5) e

L. Schwartz ([45], Exposé no 14) (veja [16], Theorem 1.2 também).

Teorema 5.2.2. ({21],/45]) Para um elc E os seguintes condicées sdo equivalentes:

(1) E tem a PA.

(2) (L(E;E),c)=E QE.

(3) (L(E,F),¢)=E @F paratodo elc F (equivalentemente pare todo espago de Banach
F).

(4) (L{F;E),c)=F QFE para todo elc F.

(5) FeE=F®E para todo elc F (equivalentemente para todo espago de Banach F).
(6) FeF =EQ®F paratodo elc F [equivalentemente para todo espaco de Banach F ).

Como mencionado em [16] no teorema acima ndo se sabe se a condicdo (4) para cada F

Banach é eqguivalente & mesma condigdo para cada F ele.
Corolario 5.2.3. ([16], Corollary 1.3.) Um elc E tem o PA se E, tem a PA.
Em particular temos o seguinte resultado.

Corolério 5.2.4. (/23], § 43, 4.(12)) Um elc E reflexivo tem a PA se e 56 se E, tem a
PA.
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5.3 A Propriedade de Aproximacido Compacta em Espacos
Localmente Convexos

Paralelamente aos resultados sobre a PA vamos obter alguns resultados para a PAC. Com-

parando com o caso da PA, é mais dificil obter resultados andlogas a PAC.

Definigao 5.3.1. Diremos que um elc E termn a PAC se para cada subconjunto convezo,
compacto e equilibrado K de E e para cada vizinhanga de zero em E  existe um operador
compacto T € L{EE) tal que Tx—x €V para todo = € K, ou seja, equivalentemente,

um ele E tem a PAC se Ip € Ly(E;E) ©.

Como no caso da PA temos o seguinte resultado conhecido, cuja demonstracio incluimos

para a conveniéncia do leitor.

Proposigao 5.3.2. Se um elc E tem a PAC, entdo cada subespaco complementado de E

tem o PAC.

Demonstracao: Seja M um subespago complementado de F. Entdo existe uma
projecao P € L{E:M). J& que E tem a PAC, existe uma rede (T.)aca C Li(E; E)
tal que T, — Ip. Portanto temos uma rede (TH = Ty, {ar)aen C Liy(M; E) tal que
THM = Iy = Ig |u. Entdio, como PoTM o Poly temos que Po THM 2o Iy, e

como (PoTM),en C Ly(M; M) provamos que M tem a PAC. [ |

A demonstragao da seguinte proposicdo segue do argumento em [23] (§ 43, 4.(2) e (3)),

onde foi feito para a PA.

Proposicao 5.3.3. (a) A soma direta localmente convera E = @ E, doselc’s E, tem
oA

a PAC se e sd se todo E, tem a PAC.
(b) O produto topolégico E == H E, doselc’s E, tem a PAC se e s6 se todo E, tem

aEA

a PAC.

Demonstragdo: (a) (==} Segue da Proposicdo 5.3.2.

(<=) Suponhamos que E, tem a PAC para cada o € A. Seja K C @E& um sub-
a€A
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conjunto compacto. Entdo por ([23], §18. 5. (4)) segue que K estd contido num conjunto
Kay ... P K,, talgue K,, écompactoem E, paracada i=1...n. Seja U € Vo(E).
Entéo U contém umasoma U1 &3... @ U,. onde U; € Vi(F,,) paracada i=1...n. Por
hip6tese existe T, € Ly(E,,; Ea,) tal que (T, — I)z'" e U; paratodo z'¥ ¢ K, onde
[; éaidentidade sobre E,, paracada i=1...n. Estendendocada 7,, a T(;i e L (E E)Y,

através da projecdo Il,,. obteremos (Z T;i —Deel;@P...6pU, paratodo =€ K.

(b) {=) Segue da Proposicao 5.3.2.

{<=) Suponhamos que E, tem a PAC paracada a € A. Seja K C H E, um subcon-
e

junto compacto. Entdo K estd contido num conjunto H K, tal que K, é compacto em

af A

E, paracada a € A. Podemos supor que U € Vy(E) € da forma H Uy, ) % HE
o8 A

onde A éum subconjunto finito de A. Sejam H E. = H Ua, = Ua, H To, = TA-

e A A o EA

Como A é finito temos E4 = @ E,.. Portanto aplicando a parte (a) a E4, encontramos
a; EA

Ty € L(Ear Ey) talque (Ty—Is)xs €U, paratodo x4 € H K,,. Estendemos T4 a
O(-,;EA

T ¢ Ly(E; E) definindo Tz, =0 paratodo z, € F,, a ¢4, e obteremos (T — Iz e U
para todo r € K. n

O resultado seguinte é similar a Teorema 5.2.2,

Proposicao 5.3.4. Seja F um elc. Consideremos os sequintes condigdes:

(1) E tem a PAC.

(2) (L{E:E),c) = Ly(ES E).

(8) (L(E;F),¢) = Ly(E, F) para todo F elc.

(4) (L(F:E).c) = Lx(F; E) para todo F elc.

(5) FeE = Ly(F.; E) para todo F elc.

(6) EeF = Ly(E.: F) para todo F elc.

Sempre temos que (1) <= (2) <= (3) <= (4) = (5) <= (6), € mais ainda (5) implica

(4 (L(F:E).¢) = Ly(F; E) para todo F elc tal que (F).=F.

C
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Demonstracao: (1}==(3): Suponhamos que E tem a PAC. Dai existe uma rede
(To)aea © Li(ELE) tal que T, —— Ig. Seja F um elc qualquer e seja T € L(E; F).
Entéo temos que ToT, — Tolp=T. Como (T o Ty)aca C Li(E; F) temos (3).
(1)=>(4): Suponhamos que E tem a PAC. Daf existe uma rede (T, )aen C Li(E; E)
tal que 7T, — Ir. Seja F um elc qualquer ¢ seja T € L(F,E). Entao temos que
TooT 5 IpoT =T. Como (T, o T)aer C Li(F: E) temos (4).

(4)=(2) . (3)==(2) e (2)==(1): Obvios.

(5)«=(6): Consegiiéncia imediata da Proposicio 5.1.5 e da Proposicio 5.1.6,

(4)==(5): Por (4) temos que (L{F.;E),c) = Li(F,;E) paratodc F elc. Portanto pela
Proposigdo 5.1.3 (e) temos que L. (F.;E) = m para todo F elc.

(5)== (4'): Por (5) temos que L.({(F/).: E) = L.{(F));E) paratodo F elc. Se (F.),=F,
entdo pela Proposico 5.1.3 (d) temos que (L(F;E),c)= Ly(F.E). n

Nao sabemos se na proposicéo anterior, em geral, {5) implica (4), e ndo sabemos se as
condigdes (3), (4}, (5) e (6) para cada espaco de Banach F sdo equivalentes is mesmas

condictes para cada elc F.

L

Corolério 5.3.5. Seja £ um elc tal que (E.), = E. Entdo E tem a PAC se, e s se
E, tem a PAC. Em particular um elc E reflexivo tem a PAC se e s6 se E. tem a PAC.

Demonstragao: (== } Supcnhamos que E tem a PAC. Pela Proposigao 5.3.4 temos
que L(E.F)= m para todo F' ele. Entdo pelo Proposicao 5.1.3 temos que
(L(E,; F),c) = Ly(E; F) paratodo F elc. Pela Proposicio 5.3.4 E. tem a PAC.

(«=) Suponhamos que E; tem a PAC. Pela Proposicdo 5.3.4 temos que

Y

L{(E)s F) = Li((£,),; F) paratodo F elc. Daf pelo Proposicio 5.1.3 temos gue

——————

(L{E;F),c) = Ly(E; F) paratodo F elc. Logo E tem a PAC.

A segunda afirmacéo segue do fato que cada elc reflexivo é em particular tonelado e por-

tanto espago de Mackey. n

A seguir daremos a definigéo de decomposicio de Schauder que é util em holomorfia em
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dimensao infinita.

Definicao 5.3.6. (Veja [15/, pg 188-190.} Uma segiéncia de subespagos {E,}22, de um
elc E € uma decomposicdo de Schauder de E  se

{a) para cada z € E existe uma umca sequiéncic de vetores (Tnlnen. Tn € E, para

todo n, tal que T = an = mlir_nx Zﬂfn

[iE-31
m

o0
(b) as projecdes (u,)>, definidas por um(z Tn) = an sGo continuas.

= n=1
Denotaremos por § o conjunto de todas as seqiléncias escalares {0,)22, tal que

, r 1
limsup | o, (=< 1.

Definigao 5.3.7. (a) Uma decomposicdo de Schauder {E,}>, de um ele E € uma
o0

S-decomposigdo se para cada a={a,)02, €S e z= }:xn € E, z, € E, para todo n,

=l

(o)
Q.= Zan:ﬁ’n e E.

n=1

(b) Uma S-decomposicio € uma S-decomposicdo absoluta se para cadae seminorma continua
oc o

p sobre E e cade o= (a,)>, €S, pa(z I, € E) = Z P oy | plr,) define uma
na=] =]
seminormae continua sobre E.
Para outros detalhes sobre decomposicdo de Schauder e S-decomposicio veja [15], § 3.3
Em [9] C. Boyd, S. Dineen e P. Rueda provaram que se {F,}2%, é uma decomposicio
S-absoluta de um elc E, entdo E tem a PA se e $6 se cada F, tem a PA (veja [9],

Proposition 1). A demonstragio deles funciona no caso da PAC também, que nés incluimos

aqui para a conveniéncia do leitor.

Proposigao 5.3.8. Se {E,}2, € uma S-decomposicio absoluta do ele E, entdo E tem
a PAC se e 50 se cada E, tem a PAC.

Demonstragdo: (=) Suponhamos que E tem a PAC. Como cada E, ¢ comple-
mentado em F, entdo cada E, tem a PAC.

(<=} Suponhamos que cada E, tem a PAC. Seja K um subconjunto compacto de E,
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seja p uma seminorma continua sobre FE satlsfazendo a condlgao da deﬂmgao acima com

=1 paratode n eseja ¢>0. Sela u, Z Ty ) Z I, Ppara todo Z Tm € F

mwsl =]

eseja u" = Ip—u, Por ([15], Lemma 3.33) existe um inteiro positivo ng tal que

sup {p(u™(z)): 2 € K} <e. Como u,(E Z En = F,, tem a PAC (pela Proposicio

=]

5.3.3), e como un,(K) € um subconjunto compacto de F,,, entdo existe um operador

compacto I' € Li(F,,: F,,) tal que sup Pltng () — T{un,(2)}) < e. Usando a inclusio

ze K

natural Fp, = E temos um operador compactc R := T ou, € Ly(E;E). Se ze¢ K

entdo; p(z — B(z)) = p(& — wny (7)) + plting () — T{ng(2)))
= p(u™(z)) + plune(z) — T{un,(z)))

e portanto temos que sup p{z — R(z)) < 2e. Dai obtemos que Iz € Ly(E; E) . Logo E
tem a PAC. < N
Este resultado sera 1til nas préximas segdes.
Jd sabemos que se L = proj.en E, ¢ tal que cada elc F, tem a PA, entdo E tem a
PA. (Isto segue de dois resultados do livro de G. Kéthe ([23], § 43, 1, (2) e {3))). Mas ndo

sabemos se 0 mesmo vale no caso da PAC, ie, se E = projacs Ea 6 tal que cada elc £,

tem a PAC, serd que E tem a PAC?



Capitulo 6

Funcoes Holomorfas de Tipo
Limitado, a Propriedade de
Aproximacao e a Propriedade de

Aproximacao Compacta

Em [33] J. Mujica investigou condigdes necessarias e suficientes para G™(U), U aberto
limitado e equilibrado em F. ter a PA. e no Capitulo 3 usando as técnicas de J. Mu-
jica obtemos condigoes necessdrias e suficientes para G™(U) ter a PAC. Aqui nés vamos
obter resultados analogas para uma classe de fungbes holomorfas mais geral, H>(U; F), e
em particular para fungoes holomorfas de tipo limitado. O método que foi usado no [33]
(Theorem 5.4) (e no Teorema 3.1.3) aqui também funciona para obter condicdes necessdrias
e suficientes para G™(U{) ter a PA, onde U = (U,)nen é uma seqiiéncia fundamental
adequada de subconjuntos abertos, limitados e equilibrades de um aberto e equilibrado U
em FE (Teorema 6.1.1). Mas ndo sabemos se o mesmo método funciona no caso da PAC
(Teorema 6.3.5). Por isso para obter que G™=({U) tem a PAC cada vez que E a tem nds
seguimos outro caminho. Damos uma S-decomposico absoluta de G°°(U/) e usando isto

provamos o resultado desejado. Os resultados principais deste capitulo (Teorema 6.1.1, e

71
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Teorema 6.3.3), em particular, sio vilidos para a classe de funcdes holomorfas de tipo limi-
tado, escolhendo uma seqiiéncia fundamental adequada U = (Upn)nen de conjuntos abertos

U-limitados.

6.1 A Propriedade de Aproximacao e H>™(U; F)

O seguinte resultado methora um resultado de J. Mujica ([34], Theorem 4.2) que afirma que
um espago de Banach E tem a PA se e 56 se 0 espago-DF completo tonelado G™(U) tem

a PA. e que fol obtido usando um resultado de K.D. Bierstedt e R. Meise ([6], Satz 1.2).

Teorema 6.1.1. Seja E um espago de Banach, seja U wm subconjunto aberto e equilibrado
de E, eseja U = (bn)nw uma seqiéncia de subconjuntos abertos, limitados, e equilibrados
de U tal que U = U Un € ppUn C Uiy, com p, > 1, para cada n € N. Sdo equivalentes:
(a) E tem a PA.

(b) H=U; F) = m ™ para cada espago de Banach F (equivalentemente para cada
el F).

(¢) H*(U;F)=H*U)QF ™ para cada espaco de Banach F (eguivalentemente para
cada elc F).

(d) by € HU)RG>(U) ™.

(e) G=(U) tem a PA.

(f) Para cada espago de Banach F, e para cada subconjunio aberto e eguilibrado V C F,
H>(V, E) ®E conde V=V, ey € uma sequéncia de subconjuntos
abertos, limitados, e eguilibrados de V tal que V = U Vi, e pnV,, C Vw1, com

=]

pr > 1, para cade n € N,
(9) I e HU) QE ™.

Demonstragao: (a) = (b) : Seja F um espaco de Banach, seja f & H*(U; F)
e seja p uma seminorma continua sobre (H>*(U; F), 7). Entdo pela Observacio 4.2.4

existe P € P(E.F) tal que
£
pP-f) <3
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Seja P =P+ P+, ..+ P onde P/ € PUE;F) paracada j = 0,1,....n. Pela
Proposigao 4.2.6 7, = 7. sobre P{*E;F) para cada k € Ny. Dai, como E tem a PA,

Py

entdo por ([33], Lemma 5.3) existem @7 € P;(?E; F) tais que

p(Qj_Pj)<2(n+l} para cada j=0,1,....n.
Note que Q'+ Q'+ ...+ Q" =Q € PHE:F), ecomo

p(@—-P)<p@ - P +p(Q = P)+...+p(Q" - P

€
2n+~1) 2
entdo p{Q@—f)<pl@—-P)+p(P~f)< g~+~ -% =¢. Daf temos (b).

(b) == (c): Seja F um espaco de Banach. Como
PH(E; F) = PHE)QF € H*U) @ F € H™(U: F),
entdo por (b) temos que

H®UF) =P EF) ™ C HoIDQF ™ © H=U: F).

Logo temos {c}.

O fato que as condigdes (b) e (¢) para cada espago de Banach F sio equivalentes as

mesmos condigbes para cada elc F segue da Proposigéo 4.2.21.
(c) = (d): Por {c) e pela Proposicdo 4.2.21 para cada F elc temos que H>(U; F) =

H=U)R F ™. Como G¥{U) é um elc (completo) entdo obtemos que H™(U: G™(U)) =
He(U) @ G=(U) ™. Mas pelo Teorema 4.2.7 &y € H™{U; G*(U)). Logo temos (d).

(d) == (e): Por (d) existe um rede (gu)aes C HZU) R G=(U) tal que go — Oy
Como G™{U) é um elc {completo), pela Observagio 4.2.12 temos um rede correspon-
dente (T, )acr C G=U) Q G=(U). Pelo Teorema 4.2.7 & aplicacdo identidade I :
G=(U) — G*=(U) corresponde a &y. Como pela Proposigao 4.2.23 (H=(U; G=(U)}, 7.,) =
L{G=(U); G=(U)), 7.} entdo temos que T, — I, ouseja [ € G=(U) & G>={U) ™. Logo
G=(U) tem a PA.

(e) == (a): Por ([34], Proposition 2.4} E ¢ topologicamente isomorfo a um subespaco
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complementado de G™(Uf). Portanto por (¢) E tem a PA.

(c) == (g): Por (c) temos que H®(U; £) = H=(U)® E ™. Como a aplicacio identidade
fy U — U C E € limitada sobre cada U, enmtdo [y € H®(U; E). Daf temos (g).

(g) == (a): Suponhamos que [;- € H*=(U) Q) E ™. Provaremos que I |, € HU ) K E ™
para cada n € N. Por hipdtese existe um rede (g,)acn C HEU)Q E tal que g, —= Iy
Pelo Observagao 4.2.2 para cada « € A g, corresponde a uma sequéncia (¢M)nex em
projaes [H®(U,) Q E], onde g7 = g, |y, € H¥(U,) ® E paracada n € N. Portanto temos
9o [v.= Ru(ga) == Ru(I) = Iy |y, paracada n € N. Entio Iy |y, € H¥(Un R E ™.
Dai por {[33], Theorem 5.4) E tem a PA, ou seja (a).

(a) = (f): Seja V um subconjunto aberto e equilibrado de F, eseja V = (Vi)nen uma

seqiiéncia de subconjuntos abertos, limitados, e equilibrados de V tal que V = U V. e
n=]

PrVr C Vigr, com p, > 1, para cada n € N. Entdo por (a) temos que (LIG=(V), By 1) =

G=(V) @ E. (Veja [21], § 5, Proposition 35, ou [23], § 43, 1, (1).) Dai pela Proposico 4.2.14

e Observagao 4.2.12 temos que (H™(V; E), 7,) = H>(V) RE.

(f) = (a): Por (f) temos que (H*(V:E),7,) = H*(V)&® E. Dai pela Proposicio 4.2.14
¢ Observagio 4.2.12 temos que (L(G=(V):E),7.) = G=(V) QE. Seja A ¢ L{F E}.
Entéo por ([34], Proposition 2.4) existem operadores S € L(F; G=(V)} e Re L(G™(V); F)
tais que floS(y) =y paratodo y € F. Entdo Ao R e L(G=(V); E) e portanto existe
uma rede {Bylaea € G¥(VY QF talque B, 2> Ao R em (LIG>={(V}: E),7.). Dai,
(BaoS)aen CF QE ¢ ByoS -5 AoRoS=A em (L{F; E), 7.). Portanto mostramos
que L(F:E)=F QE ™. Entio pelo Teorema 2.1.3 E tem a PA. |

6.2 A Propriedade de Aproximacao e Funcées Holo-
morfas de Tipo Limitado

Como falamos no inicio deste capitulo, a proposicio seguinte é um caso particular do teorema

anterior pela mesma razado que nos mencionamos na secio 4.3, ou seja, por um resultado de
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J. Mujica em [34] que mostra gue dado um subconjunto aberto e equilibrade U num espago
de Banach FE sempre existe uma seqiiéncia fundamental U = {U,)nen de subconjuntos
U-limitados que satisfaz as hipdteses do Teorema 6.1.1. Portanto do Teorema 6.1.1 em

particular obtemos o seguinte resultado.

Proposicio 6.2.1. Seja E um espaco de Banach, seja U um subconjunto aberto e equili-

bradeo de E. Sdo equivalentes:

fo) E tem a PA.

(b) H(UF) = _7—9_}"(_5-?5 ™ para cada espaco de Banach F (equivalentemente pare cada

ele F).

le) Ha(U: F) = W ™ para cada espaco de Banach F (equivalentemente para cada

elc F).

(d) 6u € Ho(U) Q Gu(U) ™.

fe) Go(U) tem a PA.

(f) Para cada espago de Banach F, e para cade subconjunio aberto e equilibrado V C F,
Hu(ViE)=H,(VIQE ™.

(9) Iv e H,(U) R E ™.

6.3 A Propriedade de Aproximacao Compactae H™(U: F)

A seguir enunciaremos um resultado de C.Boyd no qual a soma
> P f(0)()
n=>0

denota a expansdo da série de Taylor da fungdo f € H(U), U C E aberto, ao redor de 0

com P"f{0) e P*E) paracada n € N.

Lema 6.3.1. (8], Lermma 2.12) Seja U um subconjunto aberto e equilibrado de um espago
de Banach E, seja {(on)nen € S e sejo (fs)s uma familia de fungées em H{U) gue
€ uniformemente limitado sobre alguma vizinhanca de um conjunto compacto e egquilibrado

K. FEntio existe um M >0 tal que
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oC

D lan [ P fs(0) [lvs M

n=0
para cada 3 e pare clguma vizinhanca V de K.

Em [8] C. Boyd deu uma S-decomposicao absoluta de G(U7), pré-dual de H(U), U
sendo um subconjunto aberto e equilibrado de um ele E. Usando o mesmo raciocinio
de demonstragio dele (veja (8], Proposition 2.15) provaremos um resultado parecido para
G>{U). Com este resultado é possivel obter propriedades topolégicas de G*{U) utilizando

as propriedades correspondentes de Q("E).

Proposicao 6.3.2. Seja U wum subconjunto aberto e equilibrado de um espaco de Banach
E, eseja U = (U, )nen uma cobertura aberta enumerduvel crescente de subconjuntos abertos,
limitados, e equilibrados de U. Entdo {Q("E)}}2, ¢ uma S-decomposiciao absoluta para

G=(U).

Demonstragdo: Seja B == {fs}s uma familia de funcées localmente limitadas em
H>=(U). Como (1,2%,....n%...) € S segue do Lema 6.3.1 que para cada = podemos
escolher uma vizinhanca V, de [, envoltéria equilibrada de {z}, que é compacta, tal
que

supan | P"f3(0) o= M, < .
S

Portanto para cada m e para cada £ temos que

Im ZP”fs(U ) v, < }:nz | P £5(0) v, < M,

x5

o~

Portanto o conjunto B = {m Z P"f3(0) a5 € localmente limitado também.

n=m

Seja © € G=(U) eparacada n € N definamos ¢,(>_ P*f(0)) == (P £(0)), f e H=(U).
k=0
Como para cada n € N B® := {P € P("E): | P = sup | P(z) < 1} é um conjunto
fzl<1
localmente limitado de fungdes holomorfas em H>(Uf), entdo segue da definicdo de G*(U)

que on (p»= ¢ [p» é T-continua e portanto o, € Q"E). Como ¢ é t.-continua sobre

B e a expanséo da série de Taylor de fs ao redor de 0 converge a fz na topologia 7.,
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femos que
~1
1
mmz@k la=sup| (¢ Z )(fa) | sup\mz P fs(0) 1S — 16 l5—0

k==0 FrE100)

quando m — oc. Dai ¢ = Z on € GT(U).

1y =={}

Como (a1,2%s,...,n%p,...) € S para (Gnlnen € S. segue do Lemma 6.3.1 que para

cada z € U/, podemos encontrar N, > 0 tal que

| P fs(0) w S NV

para algum vizinhanca W, de I.. Em particular o conjunto B’ = {n®c,P"f5(0)}ns é
localmente limitado (em P("E)).

Seja ¢, — 0 em G™(U) (para a topologia da convergéncia uniforme sobre os subcon-
juntos localmente limitados de H*({lU{)). Como cada subconjunto localmente limitado de

P("E} ¢ localmente limitado em H™{U) e

| (Dn)n liprsston)s= Sup Lo (P f5(0)) 1< I ol

nie,
entdo (@y), — 0 em Q("E) paracada n € N. Isto mostra que {Q("E)}>, éuma

decomposi¢do de Schauder para G=(U).

Para Z O € GZ(U) e (a,), €S temos que

n=0
1E Zan@n lir Z ”é Dn iB“’ Zsup ol P fJ( D [
=k n=k ek

U Al P T

Isto mostra que {Q("E)}%2, ¢é uma S-decomposicio para G>(U), e tomando k = 0

vemos que a S-decomposigio é absoluta. R

A seguir daremos duas definices, que jd foram dadas antes no caso de espacos de Banach.

Definicdo 6.3.3. Sejam E e F elc’s. Uma fungio f: E — F € dita fracamente
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continua nos limitados de E  se para cada conjunto limitado B C E, €>0, 2z € B e

. - . . ’ - .
semanorma continua p sobre F existem oy, ..., cr €L € 0 >0 tais que se x € B,

Como no caso de espagos de Banach P, (£; F) denota o subespago de todos os membros
de P(E:; F) que séo fracamente continuos nos limitados de E e P {mE:F } denota o
subespago de todos os membros de P(™E: F) que séo fracamente continuos nos limitados de
E. para cada m € Ny. A definicio do polindmio compacto no caso de ele’s é a mesma do

caso de espagos de Banach, ou seja:

Definicdo 6.3.4. (Veja [3], pg 16, ou [15], pg 88.) Sejam E e F elc’s. Dizse que o
polindmio P e P(E; F) € compacto se cada r € E tem uma vizinhanca Vy C E tal que

PV} € relativamente compacto em F.

Novamente P(E; F) denota o subespago de todos os membros compactos de P(EF),
e Py(™E:F) denota o subespaco de todos os membros de P(™E; F) que séo compactos,
para cada m € Nj.

Agora vamos dar o resultado principal desta secéo.

Teorema 6.3.5. Sejo E um espaco de Banach, seja U um subcongunto aberto e equilibrado

de E, esejo U = (Uplnen uma sequéneia de subconjuntos abertos, limitados, e equilibrados
o0

de U tal que U = U Un € puUy CUpe1, com p, > 1, paracada n € N. Sio equivalentes:

n=1

(o) E tem a PAC.

(b) H®(U:F)=Pu(E: F) ™ para cada espago de Banach F (equivalentemente pare cada
elc completo F ).

(c) H®(U;F)=P(E.F) ™ para cada espago de Banach F [equivalentemente para cada
elc completo F).

(d) H®U;F)=HZ(U.F) ™ para cada espago de Banach F {equivalentemente para cada
elc completo F).

() 8 € HE (U G=(U)) ™.

(f) G=(U) tem a PAC.
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(g} Para cada espago de Banach F, ¢ para cada subconjunto aberto e equilibrado 'V C F,
H>(V,E)Y=HE(V:E) ™, onde V= (Vilhex € uma segiiéncia de subconjuntos
oG
abertos, limitados, e equilibrados de 'V tal que V = U Ve e ppVio C Vi1, com

Tz ]

On > 1, parae cada n € N,

(h) Iy € HR(U E) ™.
Demonstragdo: Primeiro mostraremos as implicagdes para F Banach.

(a) == (b) : Na demonstra¢io do Teorema 3.1.3 em (a) == (b) usando Observacio

4.2.4 e Proposigao 4.2.6 obtemos {b).

(b) = (c): Seja F um espaco de Banach. Pela demonstraciio do Teorema 3.1.3 temos
que P,(E;F) CPu(E; F)C H*(U; F). Entdo por (b) temos que
H¥UF) =Py (B F)™ CPlE F) ™ CH®(U F).

Logo temos (c].

(¢) = (d): Seja F um espago de Banach. Como Pu(E; F) C HE(U; F) C H>™(U: F),
por (¢} temos que H™¥(U: F) =P(E:F) ™ CHE(U F) ™ C H™(U; F). Logo temos {d).

(d) == (h): Por (d) temos que H*(U; E) = HF U, E) ™. Como a aplicagio identidade
Iy : U — U C E élimitada sobre cada U,, entdo Iy € H*(U; E). Dal temos {(h).

(h) == (a): Suponhamos que Iy € HZ(U; E) ™. Provaremos que I |1, € HE (Un: E) ™
para cada n € N. Por hipétese existe um rede (go)aca C HEU; E) tal que g, AN I
Pelo Observacac 4.2.2 para cada o € A g, corresponde a uma sequéncia (gh)n.en em
projueny HE(UL E), onde g2 = gq v,€ HE(U, E) para cada n € N. Portanto temos
o .= Rn(ga) == Ro(I) = Iy |y, paracada n & N. Entdo Iy |y, € HE(Un: E) ™. Dai

pelo Teorema 3.1.3 E tem a PAC, ou seja {a).

(a) <= (f): Por (a) e pela Proposigio 3.1.2 E tem a PACseesése Q("E) tem a PAC
para cada n € N. Portanto pelas Proposices 5.3.8 € 6.3.2 paracada n € N Q{"F) tema
PAC se e 56 se G*={U{) tem a PAC.

(a) == (g): Seja V wm subconjunto aberto e equilibrado de F, e seja V =
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(Valnen uma seqgiiéncia de subconjuntos abertos. limitados, e equilibrados de V tal que

V = U Vi e gV C Vo, com p, > 1, para cada n € N. Entdo por (a) temos
rzxi

que (L(G=(V); E),7.) = Lp(G>=(V); E). Daf pela Proposicdo 4.2.14 e Observacio 4.2.12
(H=(V: E),7.) = HE (Vi E).

(g) == (a): Por (g) temos que (H>(V;E),7,) = H$(V;E). Dai pela Proposicio 4.2.14
e Observagao 4.2.12 temos que (L(G™(V): E),7.) = Le(G=(V); E). Seja A € L(F:E).
Entdo por ([34], Proposition 2.4} existem operadores S € L(F;G=(V)) e R & L(G=(V); F)

tals que Ro S(y) =y paratodo y € F. Entdo Ao R € L(G®(V);E) e portanto existe
uma rede (Bylaea C Le{(G®(V); E) talque B, —> AoR. Dai, (Byo S)oer C Li(FLE)
e ByoS "+ AcRoS = A Portanto mostramos que L(F: E)=L.F.,FE) ™. Logo E
tem a PAC.

Para mostrar a equivaléncia de (e) com os items anteriores precisa mostrar que a condicdo
(d) para cada espago de Banach F ¢ equivalente & mesma condicio para cada elc completo
F. S6 mostraremos a equivaléncia para o item (b), e a mesma demonstracio vai funcionar
para (c) também. Como Pu(E;F) C HFE(U: F), sendo F ele, entdo por (c) a mesma

equivaléncia segue-se para item {d).

Suponhamos que H>*(U:F) = P,(E;F) ™ para cada espago de Banach F. Seja
f e H(U; F), sendo F elc completo, seja € > 0 e seja § uma seminorma continua

sobre (H>{U; F), 7). Pela Proposigao 4.2.18 podemos supor que

plf) =sapa; p(f(z;)) paratodo fe H™(U:F),

V)

onde (&;)jen € co. &; > 0 paratodo j €N, (z;)jen C Up paraalgum meN, e p é
uma seminorma continua sobre . Como U, ¢é limitado, entdo B = T(f(U/,,)) é limitado
em F. Como F € um elc completo, j4 sabemos que o subespaco vetorial gerado por B,
ie, Fg=|J'",nB éum espaco de Banach, normado pelo funcional de Minkowski pp, tal
que a injecao ig: Fp — F é continua. Como, por hipétese e pelas equivaléncias anteriores,
E tem a PAC, entéo pelo Teorema 3.1.3 temos que H®(U,,; Fg) = Py(E; Fg) ™=. Como
f o€ H*(Un; Fig) entéo existe P € P,{E; Fp) tal que
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€
sup oy pp(Ple;) = f v, (25)) < -
4 :
onde ¢> 0 étal que p(y) < cpply) paratodo y € Fp. Dal temos que
PP — f)=supa; p(Plz;) — flz;)) = supa; p(Plz;) — f lu,. (25))
2 2

<supa; ¢ pp(Pla;) = f v, (25))
2

Portanto, como P =igo P &€ P,{E,F), entéo temos que H*¥U:; F} =P,(E,F) ™ para

cada elc completo F.

Agora podemos mostrar a equivaléncia de (e} com os items anteriores.
(d) == (e): Por (d) e pela observacdo acima para cada F elc completo temos
que H¥(U; F) = HEU, F) ™. Como G={U) é um elc completo entdo obtemos que
H=(U; G=(U)) = HEU: G=(U)) ™. Mas pelo Teorema 4.2.7 &y € H*({U; G=(U)). Logo

temos (e).

(e) == (h): Por (e} existe um rede (ga)aca © HZU:G=U)) tal que gn — by.
Consideramos a identidade Iy : U — U C E. Como Iy € H™(U;E) entdo pelo
Teorema 4.2.7 existe Ty, € LIG™(U) E) tal que Ty, ody = Iy. Portanto temos que
Tr, 0 9o Ty, 08y = Iy, Como (Tr, © Gajaes C HFE(U; E), entdo temos (h). [

Nao sabemos se o método que foi usado no Teorema 6.1.1, para provar que G>{lf)
tem a PA cada vez que E =& tem, funciona no caso da PAC. {Pois nao sabemos se
Ty € L(G=(U);G=(U)} cada vez que [ € HE(U;G>*(U)).) Mas observe que usando
a &S-decomposicgo absoluta de G™(Uf). que nds usamos na demonstracio do teorema an-
terior para provar que G={U) tem a PAC cada vez que FE a tem, é possivel dar outra

demonstracdo que G™(Uf) tem a PA cada vez que E a tem (usando [9], Proposition 1, e

(33!, Corollary 5.5)
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6.4 A Propriedade de Aproximacao Compacta e Funcoes
Holomorfas de Tipo Limitado

Seja H.(U: F) o espago vetorial de todas as funcdes holomorfas f € H(U; F) tal que f{A)
é relativamente compacto em F para cada conjunto U-limitado A. Se F = C. entdo
denotamos H.(U;C) por HJ(U). E claro que HEUF) =H(U F) se U = (Up)nen
€ uma sequéncia fundamental de conjuntos abertos U-limitados. Analogamente ao caso da

PA {na Proposigfo 6.2.1) do Teorema 6.3.5 em particular obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 6.4.1. Seje E um espago de Banach, seja U wm subconjunto aberto e equili-

brado de FE. Sdo equivalentes:

(o) E tem a PAC.

(b) Hy(U;F) = Pu(E;F) ™ para cada espaco de Banach F [equivalentemente parae cada

ele completo F).

(c) Hy(U; F) = Py(E;F) ™ para cada espago de Bunach F (equivalentemente para cade

elc completo F ).

(a) Ho(U; F) = W ™ pare cada espago de Banach F - (equivalentemente para cada

elc completo F').

(e) by € H(U:Go(T)) ™.

() Gy(U} tem a PAC.

(g) Para cada espago de Banach F, e para cada subconjunto aberto e equilibrado V C F.
Ho(V:E) = HV  E) ™.

(h) Iy € H(US E) ™.



Capitulo 7

Funcoes Holomorfas e a Propriedade

de Aproximacao Compacta

No ultimo capitulo deste trabalho a ferramenta chave é a  S-decomposicdo absoluta de
espagos H(U: F) (resp. M(K;F)) e G(U) (resp. G(K)), onde U (resp. K) ¢
aberto (resp. compacto) e equilibrado num ele £, e F é um espaco de Banach. Na secio
7.1 usando resultados de S-decomposicio absoluta de H(U; F) e H(K:;F), devidos a S.
Dineen (veja [15]), obtemos facilmente dois resultados gerais para a PAC que serdo usados
na segao seguinte. Em seguida, na segéo 7.2. combinando resultados de S-decomposicio
absoluta de G(U) e G(K), devidos a C. Boyd [8], e resultados da secdo 7.1, provamos
nosso resultado principal, Proposicao 7.2.8, que é andloga a um resultado de C. Bovd 18] que

foi provado para a PA.

7.1 Fungoes Holomorfas e a Propriedade de Aprox-
imacao Compacta

Como mencionamos acima a ferramenta principal desta secéo é a S-decomposicao absoluta
de espagos localmente convexos que nés definimos na secdo 5.3. Gracas a esta decomposicio

conseguiremos alguns resuitados imediatamente.

83



7.1. Fungoes Holomorfas e a PAC 84

Definicao 7.1.1. Seja U um subconjunto aberto de um elc E e seja F um espaco
normado. Uma seminerma p sobre H(U; F) € dita portada pelo conjunto compacto K
de U se para cada vizinhanga V, K CV C U, existe Cy >0 talque p{f) < Cy | fllv,
para todo f € MU F). A topologia v, sobre H(U; F) ¢ a topologia gerada por todas as
serminormas portados por subconjuntos compactos de U.

Seja U um subconjunto aberto de um elc E e seja F wum espaco normado. Uma
senuinorma p sobre E € dito Ts-continua, se para cada cobertura aberta enumerduvel
crescente {Un}ss, de U existe um inteiro ng ¢ C >0 tal que p(f)y <C || f 6y
para todo f € H(U; F). A topologia 5 sobre H(U:F) € a topologia gerado por todas as

seminormas Ts-continuas.

7.. chama-se topologia de Nachbin (ou topologia compacto-portada), e 75 chama-se

W

topologia bornolégica.

Proposicao 7.1.2. ([15], Proposition 3.36) Seja U um subconjunto aberto e equilibrado
de um elec E e seja F um espaco de Banach. Entdo

(e) {(P("E; F),m)}oso € uma S-decomposicao absoluta para (H{U: F),r.).

(b) {{(P"E F),7.) %0 €uma S-decomposicio absolute para (H{U; F), 7)) e (H(U; F). 7).

Seja K um subconjunto compacte de um elc E e seja F um ele. Denotamos
por H(K;F) o espago dos germes de fungdes holomorfas de K em F. Se sabe que
H{K F) = ind v-x H®(V,F), onde V varia sobre os subconjuntos abertos de E que

T

contém K (veja [15]). Citamos [15] para as propriedades dos germes de funcdes holomorfas.

Proposicao 7.1.3. ({15], Proposition {.29) Seja K wm subconjunto compacto e equilibrado
de um elc E eseja F um ele completo. Entdo

{a) {{P("E; F),7e)}5lo € uma S-decomposicdo absoluta para (H{K:F),7.).

(b) {(P("E;F).7.)}i%0 € uma S-decomposicio absoluta para (H(K;F),7.).

Das Proposigoes 5.3.8, 7.1.2 e 7.1.3 imediatamente obtemos os seguintes resultados.

Proposicao 7.1.4. Seja E um elc e seja F um espaco de Banach. Sdo equivalentes:

(a) (P{T"E;F),7.) tem a PAC para cada m € N.
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(b) (H(U;F),7.) tem a PAC para um (daf para cada) aberto e equilibrado U de E.
fe) (H(K:;F),7.) tem a PAC para um (dai para cada) compacto e equilibrado K de E.

Proposicao 7.1.5. Seja F wm elc € sejo F um espaco de Banach. Sdo equivalentes:
la) (P(ME;,F),7.) tem a PAC para cade m € N.

/) (H(U:F).7,) tem a PAC para wm (dai para cada) aberto e equilibrado U de E.
(c) (H{U;F),75) tem a PAC para um (dof para cada) aberto e equilibrado U de E.

o

(d) (M(K;F),7.) tem a PAC para um {daf para cada) compacto e equilibrado K de E.

7.2 Pré-duais de Espacos de Funcoes Holomorfas e a
Propriedade de Aproximacao Compacta

Em [27] P. Mazet mostra que para um subconjunto aberto U de um elc E existe um elc
completo G(U) euma fungdo éy € H(U: G{U)) com o seguinte propriedade universal: Para
cada elc completo F e cada fungio f € H(U; F) existe um unico operador Ty € L(GU); F)
tal que f=T1700y. Em particular, tomando F = C obtemos que G(U) é o pré-dual de
H(U). Em {36] J. Mujica e L. Nachbin deram outra demonstragdo desse resultado baseado
um resultado sobre limites indutivos de espacos de Banach, onde G(U) é definido da seguinte
maneira: Se U = {U;};en € uma cobertura enumerdvel aberta de U, e a = (aj)jen ¢
uma sequéncia de nimeros estritamente positivos, seja B = {f € H{U) : || f v, < a4
para cada j}. Entdo definimos G{U)} = {u € H(U) : u | Bs & T-continuo para cada «},
munido da topologia da convergéncia uniforme sobre todos os conjuntos Bg.

Enquanto G(U) é o pré-dual do H(U), paracada n € N e cadaelc F PE)
também tem o pré-dual. De fato; em [42] R. Ryan mostra que para cada elc £ e cada

n € N existe 6, € P("F, ®E) com a seguinte propriedade universal: Dado um elc

ERR

completo F e P &€ P("E;F) existe um dnico Tp € L(@E; FY talque P = Tpod,.

5,78,
T ——

onde ®E‘ é o completamento do espaco de produtos tensoriais simétricos de n-cdpias de

8,70, 7

E, com a topologia projetiva = (para definicdo veja [153], pg’s 18-19). Em [8] C. Boyd
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adaptando a demonstragéo de {[36], Theorem 2.1) deu uma demonstracio alternativa deste
——

resultado, onde ®E ¢ substituido por Q("E) o qual foi definido da seguinte maneira
ST

(veja (8], Theorem 2.10): Seja ¢ uma seminorma sobre E e seja
Bl ={PeP"E): | P(z)|<1 para 7€ E com alz) < 1}.

Entao definimos Q("E) = {¢ € P("E) : ¢ | By € Trcontinuo para cada o}, munido da

o —

topologia da convergéncia uniforme sobre todos os conjuntos Bj. Notamos que ®E é
8\ 1L, T

topologicamente isomorfo ao Q("E) ([8], Corollary 2.11). Usando esta descricdo de Q("E),
et [8], C. Boyd deu uma S-decomposicio absoluta para G(U) com U um subconjunto
aberto e equilibrado de E. Além disso, em [8] C. Boyd provou a existéncia de um ele
completo G(K), com K compacto em E, tal que H{K) = G(K);, onde G(K), denota
o dual indutivo de G(K). Portanto, G(K) é o pré-dual de H{K). Analogamente ao
G{U), usando a descricio acima de Q("E) em [8] C. Boyd deu uma S-decomposicio
absoluta para G(K) também, onde K é um subconjunto compacto e equilibrado em E.

Citamos [8] para as propriedades de G(K) e citamos [5] para a definigio do dual indutivo

de um elc.

Proposigao 7.2.1. (/8], Proposition 2.15) Se U ¢ um subconjunto aberto e equilibrado de

umele E, entdo {Q"E)}32, € uma S-decomposicio absoluta para G(U),

Proposicao 7.2.2. (/8], Proposition 2.16) Se K ¢ um subcongunto compacto e equilibrado
de um elc B, entdo {Q("E)}>, ¢ wna S-decomposicdo absoluta para G(K).

Das Proposigées 5.3.8, 7.2.1 e 7.2.2 imediatamente obtemos O seguinte resultado.

Proposicao 7.2.3. Seja E um ele. Sdo equivalentes:

(a} Q(™E) tem a PAC para cada m € N.

(b) G(U) tem a PAC para um [dai para cada) aberto equilibrado U de E.
(¢c) G(K) tem a PAC para um (dai para cada) compacto equilibrade K de E.

Para obter o resultado principal desta se¢ao precisamos alguns resultados preliminares.
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Definicao 7.2.4. Um espaco topoldgico de Hausdorff X € dito um k-espaco se um conjunto
AC X € aberto sempre gue ANK ¢é aberto em K para cada subconjunto compacto K

de X.

Cada espago localmente compacto, cada espago primeiro enumeravel (em particular cada
espaco metrizavel) e cada espaco-DFC é um k-espago. Cada subconjunto aberto (fechado)

de um k-espago também é um k-espago.

Teorema 7.2.5. (/44 Theorem 2.5.) Seja E wum k-espago e seja F um elc quase-
completo.

(a} Seja U wum subconjunto aberto de E, entdo a aplicacdo
1 € (MU F).m) — S; € L Fl: (H(U), 7).

€ um isomorfismo topoldgico, onde para cada f € H(U,F), Sy F, — (H(U),7) é

definida por Si(y) = @of se € F.. A aplicacio inversa € dada por
S € LE(F;; (U}, 7)) — Soze (H(U: F), 7e),

onde S € a aplicagdo adjunta de S, e £: U — (H{U), 7). € a fun¢io avaliacio definida

por e{z) g€ H(U) — g(x) € C paratodo €U e ge& H{U).
(b) (Veja [3], Proposition 1.1.) Seja n € N gualquer, entdo a aplicagdo

P e (P("E:iF).7;) — Sp € L(F.: (P(*E), 7).

¢ um isomorfismo topoldgico, onde para cada P € P("E;F), Sp:F, — (P("E),7.) ¢

definida por Splp) = poP se & F.. A aplicacdo inversa ¢ dada por

S € L(F:(P("E), 7)) — S ce e (PE: F),7.),

onde S € a aplicacdo adjunta de S, e = : E —s (P("E), 7). € a funcdo avaliagdo

definida por e(z) : Q € P("E) — Q(z) € C paratodo € F e Q< P("E).

Definicao 7.2.6. (Veja [3]) Sejam E e F elc’s e seja U um subconjunto aberto de E.
Diz-se gue a funcdo f € H{U; F) é compacta se cada = €U tem uma vizinhanca V, C U

tal que f(V.) € relativamente compacto em F.
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Proposicao 7.2.7. Seja E um espago metrizdvel e seja F um ele quase-completo.

(a) Se U € um subconjunto aberto de E, entdo f € H(U:F) € compacta se ¢ s6 se
S¢ e L{F; (H{U), 7)) € compacto.

(b) Seja n € N qualquer. Entdo P € P("E; F) é compacto sc e s6 se Sp € L(FL; (P("E), 7.))

€ compacto.

Demonstracao:(a) (=) Consideramos a aplicacio
feHUF) — Sy € L{F; (H(U), 7).

Seja f € H{U,F) compacto e seja a € U. Entéo ¢ tem wma vizinhanca V, em U
tal que f(V,) é compacto em F. Seja K = f(V.). Entdo K° & Vo(F,). Dal S;(K°) é
localmente limitado. De fato: como K° 2 {w € F, :|< v, f{z) >|< 1 paratodo z € Vob
entdo | Sy(v)(z) |=lwo f(z) <1 paratodo z €V, e v & K° Logo Sp(K°) é localmente
limitado. Portanto, por ([15], 3.2, Lemma 3.25) S;(K°) é compacto em (H(U), 7). Logo
Sy é um operador compacto.

(=) Agora consideramos a aplicacdo inversa
S e L(F;(H{U). 7)) — § oc € H(U; F),

onde S° é a aplicagio adjunta de S, e £: U — (H(U),7.), é a funcio avaliacio que
fol definida no Teorema 7.2.5. Seja S € L{F,: (H(U},.)) compacto. Entdo pela Proposicao
5.1.6 a aplicacdo adjunta S" € L((H(U),7.).; F) também ¢ compacta. Portanto existe um
conjunto compacto K < (H(U),7.) tal que _S’_(_ﬁ ¢ compacto em F, onde K° =
{v € (H{U).7) : | ¥{g) |< 1 paratodo g€ K} e K° € Vo((H(U),7.).). Como K ¢
limitado em (H{U), ) a mesma demonstracio de ([32], Proposition 9.15) mostra que K
¢ localmente limitado. Entdo para cada a € U existe uma vizinhanca V, em U e ¢, > 0
tais que | g(z) < ¢, paratodo z €V, e g€ K, ou seja = ez)(g) =] 2elz)(g) 1< 1
1

para todo z € V, e g € K. Como =s(z) € (H(U),7.) paracada z € V,, entdo

Ca

c2(Va) C K°. Portanto L5 oe(V,) = S'(ze(Va)) € S(K°). Logo S 0&(V,) é compacto

em F. Entdio S océuma aplicacio comipacta.

(b) A mesma demonstracio de (a) funciona. u
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Combinando a Proposicido 7.1.4 e a Proposicio 7.2.3, para espagos de Fréchet obtemos

o seguinte resultado.

Proposicao 7.2.8. Seja E wum espace de Fréchet. Sao equivalentes:

(o) (H{U),7.) tem a PAC pore um (dai para cada) aberto e equilibrado U de E.
(b) (H{(K}, 7.) tem a PAC para um (dei para cada) compacto e equilibrado K de E.
(¢ (P(ME). 7.} tem a PAC para cada m € N.

fd) Q(ME)} tem a PAC para cada m € N.

fe) G(U) tem a PAC para um (daf para cada) aberto e equilibrado U de FE.

(f) G{K) tem a PAC para um (dai pare cada) compacto e eguilibrado K de E.

(g) E tem a PAC.

(h) (P(ME:F),7.) = P.("E;F) para cada F elc (equivalentemente para cada F Frichet)

e pare cada m € N.

Demonstragdo: A equivaléncia de (a) <= (b) <= (¢) segue da Proposicdo 7.1.4 e
a equivaléncia de {d) <= (e) <= (f} segue da Proposicdo 7.2.3.
(c)&=(d): Como E ¢ espaco de Fréchet entio Q(™E) também é espago de Fréchet (para
cada m € N) {veja [42], pg 50). Portanto pelo Corolério 5.3.5, Q(™E) tem a PAC se e sb
se Q(ME), tem a PAC, para cada m € N. Por {[42], Corollary 2.2}, Q(™E). tem a PAC
se e 86 se (P{™E),r.) tem a PAC, para cada m € N.
(¢)==(g): Por (c) E. tem a PAC. Portanto pelo Coroldrio 5.3.5 E tem a PAC.
(g)==(h): Suponhamos que E tem a PAC. Seja m € N, seja F um elc e seja p uma
seminorma continua sobre F. Seja P &€ P{™E;F), seja K um subconjunto compacto de
E eseja > 0. Entdoexiste ¢ > 0 tal que p(P(z) — Ply)) <e sempreque z € K e
d{y,x) < 6, onde d é uma métrica sobre E. Seja T € L, (E; E) tal que d{Tz,z) < § para
todo z € K. Entéo p(P(T(2)) — P{x)) <e¢ paratodo z€ K. Comoc PoT € P,(™E; F)
dai temos (h}.
(h)=>(c): Seja m € N e suponhamos que (P("E;F),7.) = Po("E; F) paratodo F elc
(quase-completo). Como E §é Fréchet, entdo em particular é um k-espago. Portanto pelo

Teorema 7.2.5 e pela Proposicdo 7.2.7 obteremos
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Fe(P(ME),7) = Le(F; (P(ME), 7)) paratodo F elc quase-completo. (¥)

Por ([42], Proposition 3.3) e ([8], Corollary 2.11) temos que (P(™E), 7.}, = Q(™E). Como
um subespago fechado de um espago semi-Montel é semi-Montel, e como (P({™E),7.) é um
subespgo fechado (e complementado) em (H(U),7,) (veja. por exemplo [14], Proposition
2.40). entdo (P(™E),7.) é um espaco semi-Montel. Daf temos que (P(™E),7.), =
(P(™E),7.), = Q(™E), que é um espago de Fréchet (em particular quase-completo), onde

b indica a topologia da convergéncia uniforme sobre os limitados de (P(™E), 7.). Portanto

por (*) temos que

(P(™E) 7e)e(P("E), 7.) = L((PME), 7)) (P(™E), 72))-

Por ([42]. Corollary 2.2) e ([8], Corollary 2.11) temos que (P(™E),7,) = Q(™E),. Como

!

(P(™E), 7)) = Q(™E). = (P(™E),7.) pela Proposi¢éo 5.1.3 (d) temos que

(LUP(ME) 1) (P(ME). 7)) ¢) = Li((P("E), 7o); (P("E), 7).

Entdo pela Proposicao 5.3.4 (P(™E),7,) tem a PAC, ou seja temos (c).
O fato que o item (h) para cada Fréchet F é equivalente & mesma condicdo para cada
elc F segue do fato que, para m = 1, pela Proposicdo 5.3.4, E tem a PAC. Portanto

pela implicaciio (g} == (h) temos a equivaléncia. [ |

Coroldrio 7.2.9. Seja E em espago de Fréchet-Montel tal gue G{E) € Montel e seja U
um subcongunto aberto e equilibrado de E. Entio FE tem a PAC se e s6 se (H(U), 75)

tem a PAC.

Demonstragao: (=) Suponhamos que F tem a PAC. Entdo pela Proposi¢io 7.2.8
(P("E),7.) tem a PAC para cada n € N. Como por hipétese e por ([8], Theorem 4.2)
7. =7, sobre P("E) paracada n €N, entdo (P("E),7,) tem a PAC para cada n & N.
Dal pelas Proposigdes 7.1.2 e 5.3.8 (H(U),75) tem a PAC.

(&=} Como, por ([15], Proposition 3.22), E. é complementado em (H(U).75) entdo E,
tem a PAC e pelo Coroldrio 5.3.5 E tem a PAC. n
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