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Abstract

In this thesis we consider a family of dissipative active scalar equations whose velocity fields
are coupled by means of multiplier operators that can be of high-order. In the first part, we
prove global well-posedness, decay of LP’s norms and some symmetry properties of solutions for
initial data in the critical Lebesgue space and without smallness condition. In the second part,
we introduce the Fourie-Besov-Morrey spaces, which seems to be new in the analysis of PDEs
in order to find self-similar solutions and to consider a larger class of couplings and initial data.
Smallness conditions on the norm of the space are assumed for these results. Furthermore, we

show an asymptotic stability result and obtain a class of asymptotically self-similar solutions.

Keywords: Active scalar equations, global well-posedness, decay of solutions, symmetry, self-

similarity, asymptotic behavior of solutions.

Resumo

Nesta tese consideramos uma familia de EDPs dissipativas do tipo escalar ativo cujos campos
velocidades sao acoplados aos escalares através de operadores multiplicadores de Fourier que podem
ser de alta ordem. Na primeira parte, provamos boa-colocagao global, decaimento de normas L”, e
algumas propriedades de simetria, para dados iniciais no espaco de Lebesgue critico e sem assumir
condicao de pequenez. Na segunda parte, introduzimos os espagos de Fourier-Besov-Morrey, o
qual parece ser novo na analise de EDPs, com o objetivo de encontrar solu¢des auto-similares e
considerar uma classe maior de acoplamentos e dados iniciais. Condigoes de pequenez na norma do
espaco sao assumidas para estes resultados. Além disso, mostramos um resultado de estabilidade

assintotica e obtemos uma classe de solucgoes assintoticamente auto-similares.
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Palavras-chave: Equagoes do tipo escalar ativo, boa colocacgao global, decaimento de solugoes,

simetria, auto-similaridade, comportamento assintotico de solugoes.
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Introducao

Nesta tese consideramos o problema de valor inicial para uma familia de equacoes dissipa-
tivas do tipo escalar ativo com campos velocidades acoplados aos escalares através de operadores
multiplicadores de Fourier. Os tipos de acoplamentos incluem casos de EDPs com estrutura de
fluxo hamiltoniano ou gradientes.

Esta familia foi primeiro estudada em [14] (veja também [16]) e é dada por

gé)+/<:(—A)79+Vx-(u6):0, reR™ t>0,
t (0.0.1)
0(z,0) = (), r € R,

onde, n > 1, v > 1/2, k > 0 e (—A)” denota o operador laplaciano fracionéario (veja Definigao

1.2.4). O campo velocidade u é acoplado ao escalar § através do vetor de operadores multiplicadores

de Fourier
u = P[0] = (uy, uz, ..., uy) (0.0.2)
onde .
up =Y apR;AT'Pj[0], paral <k <n, (0.0.3)
j=1
A= (=A)z, R; = —@-(—A)’% ¢ a j-ésima transfomada de Riesz, a;;’s sdo constantes e
Pi[0](§) = P;(£)8(6). (0.0.4)

No caso n = 1, os operadores R;’s devem ser entendidos como a transformada de Hilbert #(u)
(veja a Segao 1.3 para mais detalhes sobre as trasformadas de Riesz e Hilbert). Estes operadores
sao do tipo multiplicador de Fourier de ordem zero.

Por (0.0.3) e (0.0.4), podemos escrever

(&) = P(£)0(E) (0.0.5)



onde P(§) = (151, ., P,) com

Zakzng , 1<k <n.
Tlep

Assumindo que os simbolos P;’s sdo homogéneos de grau 3, (0.0.1) tem a seguinte relagao de

escala (veja Segao 4.1.2)
0 — 0y = NP P9(\x, \1't), para todo A > 0, (0.0.6)
a qual induz a relagao de escala para a condigao inicial
0y — NP0y (\x). (0.0.7)

Mesmo quando os P;’s ndo sao homogéneos, a aplicagao (0.0.6) funciona bem como uma relagao de
escala intrinseca para (0.0.1)-(0.0.2), no sentido em que ela é til para identificar espagos funcionais
adequados para a existéncia global e fornece uma nocgao de criticalidade. De fato, temos trés casos
bésicos: subecritico (8 < 27v), critico (8 = 27), e supercritico (8 > 27), os quais correspondem ao
sinal e a nulidade do expoente em (0.0.7).
Assuma que P;’s sao fungdes mensuraveis tais que (0.0.4) faz sentido de um subconjunto de S’
para &’ e
|P;(¢)|< Cl€)P, q.t.p em € € R™, (0.0.8)

para todo 1 < j < n, onde € [0,n+ 1) com 3 < 2. Por (0.0.5) vemos que
a©)|< Cle” M8 (0.0.9)

Nas secoes 0.1 e 0.2, damos condigoes sobre os simbolos P;’s para que (0.0.4) faga sentido de um
subconjunto de &’ para .

Em vista de (0.0.9), os acoplamentos com [ > 1 serao chamados aqui de acoplamentos de
ordem positiva. Eles se comportam moralmente como uma derivada positiva de ordem (8 — 1),
e produzem novas dificuldades técnicas em comparagdo com a equagao quase-geostréfica (SQG)
(B=1) e com o caso § < 1; por exemplo, no contexto de H® e LP-teoria.

Equacgoes do tipo escalar ativo aparecem em um ntmero grande de modelos matematicos e
fisicos. Por exemplo, no caso n = 1 temos a equagao de Burgers (f =1 e u = ) e a equagao de
transporte

0, + (H(6)0), + k(—A)8 =0 (0.0.10)
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onde 5 =1eu=H(0) é a transformada de Hilbert. Para a equacao de Burgers referimos o leitor
aos trabalhos [24] e [43] para resultados de blow-up, existéncia global e regularidade de solugoes em
espacos de Lebesgue ou em alguns espacos de funcoes suaves. Resultados de existéncia global, auto-
similaridade (veja Definicao 4.1.4), regularidade local e comportamento assintdtico para (0.0.10)
tem sido obtidos por diversos autores, veja por exemplo [10],[11],[12],[13],[52] e suas referéncias.
Substituindo H(0)0 por A*H(6) em (0.0.10), obtemos a equagao

0, + (OA“H(9)), + k(—A)0 = 0 (0.0.11)

que tem a forma (0.0.1)-(0.0.2) com f = a+1eu = A*H(0). As equagoes (0.0.10) e (0.0.11) estao
relacionadas a modelos de dinamica de deslocamento em cristais com 6 positivo representando
a densidade do nimero de fraturas por unidade de comprimento (veja, por exemplo, [23, 38]).
Comportamento assintético auto-similar para solugoes de (0.0.11) com uy € BUC(R) e k = 0 foi
provado em [4] mostrando a importancia das solugoes auto-similares na descri¢ao dos assint6ticos
deste e de modelos relacionados (veja também [38]).

No caso bidimensional, temos a equacgio da vorticidade u = V+(—=A)710 e a equacao SQG u =
V4 ((A)~26). O primeiro é um modelo de dindmica dos fluidos muito famoso, enquanto o segundo
tem sido objeto de muitos trabalhos sobre existéncia, unicidade, regularidade e comportamento as-
sintético de solugoes; seja no caso nao-viscoso (k = 0) ou nos casos subcritico (1/2 < v < 1), critico
(v = 1/2) e supercritico (v € (0,1/2)), veja por exemplo [6],[9],[17],[18],[19],[21],[25],[39],[42],[43],[44],
[53],[56], e suas referéncias.

No caso tridimensional, um exemplo de equacao dissipativa do tipo escalar ativo aparece em
modelos magneto-geostroficos na situacao de um fluido eletricamente carregado e com alta veloci-

dade de rotagao. Tal equacgao é dada por

gf +uV0+ (=A)"0 =0, com div(u) =0 e u; = Eizlé)kaje, (0.0.12)

onde (Tj;)sxs ¢ uma matriz de operadores do tipo Calderén-Zygmund (veja [35],[51] para mais
detalhes). Note que (0.0.1)-(0.0.2) cobre (0.0.12) com n = 3 e § = 2. De fato, (0.0.12) é uma
generalizacao do caso fisico v = 1 (que é critico) para incluir uma dissipagao fracionaria. Uma ca-
racteristica importante deste modelo é que a presenga do campo magnético subjacente a dinamica,
gera uma estrutura nao-isotrépica para o simbolo de Ty;, e portanto, os simbolos P;’s em (0.0.3)
associados com (0.0.12) nao sdo radialmente simétricos (veja [32] para uma expressao explicita
de T};). Existéncia global de solugdes suaves com 7 = 1 e dado inicial em L? podem ser encon-

trados em [32], onde os autores usaram técnicas de Giorgi para mostrar que solugoes fracas sao

3



Holder continuas. Veja também [33],[34] e suas referéncias para mais resultados de boa-colocagao,
regularidade e estabilidade em um L?-framework ou em alguns espacos de funcoes suaves.

A dindmica das solugoes naturalmente depende do acoplamento entre o campo velocidade e o
escalar ativo. Assim, a EDP (0.0.1) permite analisar varios tipos de dindmicas variando o simbolo
P;. Os resultados de [14] consideram P[-] em (0.0.2) tais que P; € C*°(R"\{0}), P; é radialmente
simétrico, ndo decrescente em ||, e satisfazendo um certo tipo de condi¢ao de Hérmander-Mikhlin.
Nesta referéncia, os autores mostraram existéncia de solugoes globais em L*°((0,00);Y’), onde
Y =L'NL® ﬂBS:OAg com s >1e2 < q < oo, por meio de estimativas a priori em espagos de Besov
e um esquema de aproximacoes sucessivas. O espaco Bg:é‘f é uma extensao do espaco de Besov
classico B;  cuja norma cresce dependendo do crescimento de M. Os resultados de [14] podem

ser aplicados de maneira unificada para varias equagoes de escalares ativos. Por exemplo, para a

equacao quase-geostrofica generalizada (GSQG) com acoplamento em (0.0.1) dado por
u= V1 (AP720) = AP~H(—R,0,R10), (0.0.13)

onde 0 < 8 < 2y < 1en =2. Variando o parametro [ de 0 a 1, esta equacdo interpola a equagao
da vorticidade em dimensao dois e a equagao SQG, e é chamada de quase-geostrofica modificada no
caso critico § = 2 (caso critico). A equagao (0.0.1) com (0.0.13) tem sido estudada por exemplo
em [16],[20],[43],[48],[49],[50]onde o leitor pode encontrar resultados de existéncia e regularidade
com condicao inicial no espago de Sobolev H™ para m > 0. As condigoes k > 0, 5 € [0,1] e
f = 2v foram assumidas em [20],[43],[48],[50], e as condi¢oes k > 0 e 1 < f < 2y < 2 em [49].
Também, boa-colocagao local de solugoes em H™ para (0.0.1)-(0.0.13) foi provada no caso £ = 0,
para 3 € [1,2] e m > 4.

Outra aplicagdo dos resultados de [14] é para operadores do tipo logaritmo, tais como

P;(€) = [¢]* (log(1 + [€])X, x >0, (0.0.14)
P;(€) = |€]* (log(1 + log(1 + [¢[*)))X, x > 0. (0.0.15)

Em [54], o autor apresentou evidéncias numéricas que, mesmo para k = 0, a EDP (0.0.1) com
campos de velocidades

u = V+(log(I — A))X6, x >0, (0.0.16)

pode ser globalmente bem-colocada. Como um primeiro passo para a prova desta conjectura,
[16] provou boa-colocagio local de solugdes em H? para (0.0.1)-(0.0.16) com v > 0. No caso
a=0en=2,(0.0.14) e (0.0.15) correspondem a log e log-log Navier-Stokes, respectivamente; os

quais sao modelos intermediarios entre a equagao da vorticidade bidimensional e a equagao SQG.
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Considerando o caso k = 0, ou seja, as equagoes log e log-log Euler, os autores de [15] provaram

resultados de existéncia global para 0 < y < 1 e condicdo inicial 6y € L' NL* N B __, onde s > 1,

2,007
q>2e B €oespaco de Besov nao homogéneo.

Alguns simbolos com crescimento logaritmo também fornecem exemplos de equagdes do tipo
escalar ativo que sdo ligeiramente supercriticos e ainda assim comportam-se bem do ponto de
vista de existéncia global de solugbes suaves. Baseado no método de [44], que emprega mddulo
de continuidade, o trabalho [22] mostrou existéncia e unicidade de solugdes globais suaves para

(0.0.1) com n =2, v = 1/2, e o acoplamento
u= VA" 'm(A)G, (0.0.17)

onde m é uma funcido suave, radial, ndo-decrescente, tal que m(£) > 1 para todo £ € R% Os
autores de [22] também assumiram um tipo de condigao de Hérmander-Mikhlin e uma hipdtese de

crescimento

m(§)
log log [¢]
Em um certo sentido, o acoplamento (0.0.17) é critico na origem e supercritico no infinito, ao

— 0 quando [{| — oc. (0.0.18)

menos por um fator log-log.

0.1 Existéncia Global no Espago Critico L% 7(R")

Um dos nossos objetivos nesta tese é provar boa-colocagao global no tempo para o problema
(0.0.1)-(0.0.2) no espaco critico L3 (R") para n > 2 e no caso suberitico 0 < 8 < 2. Nossos
resultados sao provados sem assumir condi¢ao de pequenez na condi¢ao inicial. O caso 1 < g < 2v

é tratado no Teorema 2.2.1, enquanto o caso 0 < < 1 < 2v é tratado na Observagao 2.2.6.

O espaco Lﬁ(R”) é critico no sentido que sua norma é invariante pelo scaling (0.0.7), isto é,
16 ]] = 19| -, onde 0 = 0(z, t) é uma solugdo para o problema (0.0.1)-(0.0.2), e 0, é definida
como em (0.0.6). Assumimos que o campo velocidade é divergente livre, ou seja,

n

2y

V-u=0

e também que os simbolos P;(¢) em (0.0.4) pertencem a CEITH(R™\{0}) e

0P,

aTa(f) < Cle|Pl, (0.1.1)

para todo o € (NU{0})", [a|< [5] +1e & # 0. A condicdo (0.1.1) também é uma do tipo
Hormander-Mikhlin. Mesmo para um dado singular 6y € L%-7 (R") (e.g. 0, ¢ C(R™)), a solucao
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global 6 € BC(]0,00); L%-#(R™)) é instantancamente suavizada (pertence a C* para ¢ > 0)
e verifica (0.0.1)-(0.0.2) no sentido classico. Além disso, mostramos algumas propriedades de

decaimentos das LP-normas das solugdes (veja Teorema 2.2.1). Mais precisamente, para 27”7 5 <

q < o0 e by e LT3 (R"), obtemos o decaimento polinomial
10(-,t)] 0 < Ot~*5" 57 | para todo t > 0. (0.1.2)

Assumindo ainda que 6y € L7 (R™)N LY(R™), provamos que a correspondente solugao @ pertence

a BC([0,00); L*(R™)) e melhoramos o decaimento da estimativa (0.1.2) para
10C )0 < ot (52057 -1 , para todo t > 0, (0.1.3)

onde 1 < g < <.

Para o caso 0 < § < 1, analisamos o comportamento da solu¢do no infinito e mostramos que
a solucdo da parte linear do problema (0.0.1)-(0.0.2) determina o comportamento assintético da
solugio 0 quando #y € L*(R™) N L%-7 (R") (veja Teorema 3.0.1). Também, obtemos estimativas
de decaimento e analisamos o comportamento assintético para as derivadas da solugao de (0.0.1)-
(0.0.2).

Tecnicamente falando, para mostrar existéncia de solugoes, seguimos algumas ideias contidas
em [9] usando normas do tipo Kato, argumentos de scaling, principio do maximo em L7, e ar-
gumentos do tipo parabdlico de Giorgi-Nash-Moser. Contudo, para o caso de operadores de alta
ordem, ou seja, § > 1, a EDP (0.0.1)-(0.0.2) é mais dificil de ser manuseada que SQG a qual foi
considerada em [9]. Por exemplo, como P[-] ndo é continuo em LP para > 1, precisamos usar

uma norma auxiliar do tipo Kato baseada nos espacos de Sobolev homogéneo HI‘;’ (veja Definicao

1.2.8) com p > 5" para controlar o termo néo-linear em (0.0.1)-(0.0.2). Assim, diferentemente
para SQG, normas de Sobolev desempenham um papel crucial para a existéncia local e para a
extensao de solugoes de (0.0.1)-(0.0.2) com 5 > 1 e dado inicial nos espagos de Lebesgue. O caso
0 <8 <2y com <1 nao requer o uso de normas tipo Kato baseadas em espagos de Sobolev
homogéneos (veja Observacao 2.2.6).

Devido a estrutura de transporte de (0.0.1), é natural se perguntar sobre simetrias das solugoes,
quando temos alguma simetria para os simbolos P;({) e o dado inicial 6. No Teorema 2.2.7,
provamos que a solugdo dada no Teorema 2.2.1 é radialmente simétrica, para todo ¢ > 0, desde
que Oy e dive(P(€)) apresentem esta mesma propriedade. Além disso, mostramos que a solugao é
fmpar (resp. par) desde que P;(§)’s e 6 sejam impares (resp. pares). Provamos também, resultados

de nao simetria e de ndo paridade para solugoes do problema (0.0.1)-(0.0.2).
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Gracas a inclusdao L' NL>® C Lﬁ, nossa classe de dados iniciais é maior que a de [14], e pode-
mos considerar dados fora do espago funcional L?. Em comparacao com [14], alguns novos simbolos
P;(€) sao considerados aqui; por exemplo, simbolos nao-radialmente simétricos. Finalmente, ob-
servamos que nossos resultados cobrem os acoplamentos (0.0.13), (0.0.14) (0.0.15) e (0.0.16). Por
exemplo, (0.1.1) é claramente satisfeita por (0.0.13), e se f € [1,2] e 26 —1 < 2y < min{2 + %, 3}
entdo as condigoes do Teorema 2.2.1 sao verificadas. Além disso, (0.0.16) satisfaz (0.1.1) com
B = 1+ ¢, para qualquer € > 0, e temos as condi¢oes do Teorema 2.2.1 quando % < v < % e
0 <& <~ — i. Analogamente, para (0.0.14) e (0.0.15) com y > 0.

Os principais resultados desta se¢do sao o contetido do artigo preprint [30].

0.2 Auto-similaridade no Espaco de Fourier-Besov-Morrey

Espagos funcionais baseados na transformada de Fourier permitem uma forma elegante de
manusear EDPs e podem revelar aspectos matematicos e fisicos relacionados a frequéncias altas e
baixas.

Nesta tese, consideramos um espaco funcional baseado na transformada de Fourier no qual a
teoria de existéncia funciona de uma forma unificada, tanto para acoplamentos de baixa ordem
(6 < 1) quanto para de ordem positiva.

Seja A o conjunto de todas as distribuicoes f € S’ tal que f]UE D’ é uma medida de Radon
complexa para todo aberto limitado U, e a variacdo total |f| (estendida para R™) ¢ uma medida
temperada, ou seja, [pn(1 + |z|™V)d|f|< oo, para todo N > 0. Assumimos que os simbolos
P;(€) sdo funcoes mensuraveis satisfazendo (0.0.8) (note que neste caso, P;[-] faz sentido de A

para §’) e provamos resultados de boa colocacao global e estabilidade assintética para (0.0.1)-

(0.0.2) com um dado inicial pequeno na norma do espago de Fourier-Besov-Morrey FA7 , o (veja
(4.1.1) para a defini¢ao), onde s = n — =E - (2v — p), T <P <00, 0 < <,

v#£1/2e0< <2y < %ﬂ“ (veja Teorema 4.2.1). Nossos resultados permitem considerar

alguns dados iniciais grandes em H® e LP (veja Observagao 4.2.3), e fung¢oes homogéneas de grau

S
P,p,007

—(27 — B). De fato, na escala dos espagos F. a ultima propriedade ocorre somente quando
s=n-— ";% — (2v— ). Assim, obtemos que a solugao é auto-similar, quando os simbolos P;’s sdo
homogéneos de grau f e 6y é homogénea de grau —(2y — ). Além disso, analisamos a estabilidade
assintotica das solugoes e obtemos uma classe de solugoes assintoticamente auto-similares quando

t — oo (veja Teorema 4.2.4 e a Observacao 4.2.5).

S

Um espago naturalmente relacionado a FN |

¢ o espago de Fourier-Besov FB, ., que foi
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introduzido por Konieczny-Yoneda [45] com o intuito de estudar o sistema de Corioles-Navier-

S

P,p,007 que €

Stokes em R® com s = 1 — % e p > 3. Inspirado por [45], nos introduzimos o espago F.

maior que FB; (quando os dois tem a mesma relagao de escala), e parece ser novo na andlise de

s
P00

EDPs. Em particular, o espago F. pode ser usado para obter um novo e maior espago onde
o sistema de Corioles-Navier-Stokes é soltvel uniformemente com respeito a velocidade angular.
Veja também [7] para uma andlise do sistema de Navier-Stokes nos espagos PM™~! o qual também
¢ um subespaco de FB;  baseado na transformada de Fourier.

Em comparacao com a literatura atual, obtemos solugoes auto-similares e resultados de com-
portamento assintético em um novo espago funcional (que contém funcgoes fora de L?) por meio de
uma abordagem baseada na transformada de Fourier. Estes resultados podem ser aplicados de uma
forma unificada para os acoplamentos mencionados acima no intervalo subcritico § < 2+, exceto
(0.0.17), pois m(0) # 0. Nossas condi¢oes cobrem simbolos P; ¢ C(R"\{0}), e ndo-radialmente
simétricos como sao os simbolos da equag¢ao magneto-geostréfica (0.0.12).

Os principais resultados desta se¢do sao o contetido do artigo preprint [29].

0.3 Organizacao da tese

Esta tese estd organizada em quatro capitulos. No Capitulo 1 relembramos alguns resultados e
defini¢des que serao usados neste trabalho. No Capitulo 2 estao enunciados e demonstrados nossos
resultados de boa-colocagao, decaimento e simetria de solugoes para o problema (0.0.1)-(0.0.2) com
dado inicial em Lﬁ(R") e no caso 8 > 1. Para uma melhor organizacao, preferimos apresentar
os resultados de comportamento assintotico para o caso 0 < g <1lefy € L%%B(]R") no capitulo
subsequente (isto é, Capitulo 3).

Os resultados nos espacos de Fourier-Besov-Morrey, bem como sua defini¢io, estao enunciados

e demonstrados no Capitulo 4.



Capitulo 1
Preliminares

O objetivo deste capitulo é relembrar algumas defini¢des e resultados preliminares utilizados
nesta tese. Aqui, relembramos as defini¢oes e principais propriedades das versdes homogéneas dos
espacos de Besov, Sobolev e dos espagos de Morrey. Também relembramos a decomposicao de
Littlewood-Paley e fatos sobre as transformadas de Riesz e de Hilbert.

Nesta tese S = S(R") e &' = §'(R™) denotam o espago de Schwartz e o espaco das distribuigdes
temperadas, respectivamente. O par de dualidade entre 8’ e S serd denotado por < -, - >.

Como usual, se f € 8§’ entao a transformada de Fourier de f é definida por
< f,(b >=< f,qg >, para toda ¢ € S.

Em particular, se f € L'(R") C S’ entdo f coincide com [p. e ¢ f(€) dE.

1.1 Decomposicao de Littlewood-Paley e Paraproduto de
Bony

Nesta se¢ao, relembramos a decomposicao de Littlewood-Paley e o paraproduto de Bony, os
quais serdo ferramentas tteis para o estudo do problema (0.0.1)-(0.0.2) nos espagos de Fourier-
Besov-Morrey (veja Capitulo 4).

Seja ¢ € S uma fungao radialmente simétrica tal que

3 8
supp ¢ C {5 € R”;Z <[l 3} (1.1.1)
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e satisfazendo
> (277¢) = 1 para todo £ € R™\{0}. (1.1.2)

JET
Considere a familia {¢;};ecz definida por ¢;(§) = p(277€). Dado j € Z, o j-ésimo bloco diddico A;

e o operador soma parcial S; sao definidos, respectivamente, por

A () = (0 F©) (@) (1.13)
Sifl) = Y Muf(a). (1.1.4)

Em [2, pg. 59], o autor mostra a existéncia de fungdes ¢ € S satisfazendo as condigdes (1.1.1)
e (1.1.2).

Observagao 1.1.1. Os operadores (1.1.3) e (1.1.4) satisfazem as seguintes identidades

AN ALf =0, se|j—Ek[>2, (1.1.5)
A;(Sk—1fArg) =0, se |j — k|> 5, (1.1.6)

para toda f,g € S.
Para provar (1.1.5), basta mostrar que se |j — k|> 2 ent@o supp ¢; Nsupp i = 0. De fato,

como ; A
suppier € {€ € R 5271 < Jgl< 221}

temos que se supp ¢; Nsupp g # 0 e k > j entdo %2’“ < I §2j+1, e portanto kK — j < 1, o que

contradiz a hipétese de |j — k|> 2.

Observe agora que
k+1

3

— 3 4
supp Si_1fArg C Ay = {§ e R™; €< } + {f € R"; §2k_1 < I 32k+1} .
Assim, se Ay N {€ € R™; 32771 < |¢|< 32071} £ () entdo

.4 2 3 1.
2 < g€ 22k 2 gu Z9F < 2lgl< =27t

o que implica que j < k+2 ou k—j < 5. Portanto, se |[j—k|> 5 entdo AyN{& € R"; 277 < |€|< 27} =
(), o que prova (1.1.6).

A seguir definiremos a decomposicao de Littlewood-Paley de uma distribuicdo temperada.
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Definig¢ao 1.1.2. (Decomposigao de Littlewood-Paley) A decomposigao de Littlewood-Paley
de f € &' é dada por

JEL
A seguinte proposicao, que enunciaremos sem demonstracao, garante a convergéncia da série
(1.1.7) em S8’/P, onde P denota o conjunto de todos os polindmios de n varidveis reais com

coeficientes complexos.

Proposicao 1.1.3. ([47, pg. 24]) Dada f € &', existe um inteiro N e uma sequéncia de polindmios
P;, j € Z, com grau de P; menor ou igual a N tal que a série Z(Ajf + P;) converge para f em
s "

Uma ferramenta muito 1til quando se trabalha com a decomposicao de Littlewood-Paley é o

paraproduto de Bony.

Definigao 1.1.4. (Paraproduto de Bony) Para uma fixada f € &', definimos o operador
paraproduto 7T por
Trg =Y Sk-1fArg, para toda g € S". (1.1.8)

keZ

O operador resto de f e g é definido por
R(f, g) = Z Akak% com Ak = Z Apg.
keZ k' —k|<1

Formalmente, podemos escrever o produto de duas distribui¢oes temperadas f e g da seguinte

maneira
fg=Tig+T,f + R(f,9)- (1.1.9)

Além disso, gragas as identidades (1.1.5) e (1.1.6) temos que
Ai(fo) = 20 Ni(SkoifArg)+ 30 Aj(Seoighif) + X0 Aj(AnfAvg), (1.1.10)
Ik—j|<4 lk—j|<4 k>j—2

para todo j € Z.

Para mais detalhes sobre a decomposicao de Littlewood-Paley e o paraproduto de Bony, suge-
rimos [2], [5], [47] e suas referéncias.

Finalizamos esta secao, enunciando um lema do tipo Bernstein que sera tutil em algumas de-

monstragoes contidas na secao subsequente.
Lema 1.1.5. (Veja [2, pg. 52]) Sejam 1 <p<qg<ooe f e LP(R").
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(i) Se supp f C {€ € R |€|< Ap27}, entdo existe uma constante C' > 0 independente de f e
Jj € 7Z tal que
|07 flly< €21 G 1.

(ii) Se supp fc {€ e R™; A1 27 < |€|< Ap27} entdo existem constantes positivas C, Cy indepen-
dentes de f e j € Z tais que

Ca27l| £, 07 < Co27 1],

1.2 Espacos Homogéneos

Nesta secao, relembramos as defini¢oes e as principais propriedades das versdes homogéneas dos
espacos de Sobolev, Besov e de Morrey. O termo "homogéneo" é justificado por uma propriedade
de homogeneidade da norma destes espacos. Tal propriedade é 1til para o estudo de equagoes
diferenciais parciais via técnicas de scaling. Provaremos tal propriedade para cada espaco nas

proximas subsegoes.

1.2.1 Espacos de Besov Homogéneos

A seguir definimos os espagos de Besov homogéneos em R™.

Definicao 1.2.1. Sejam s € Re 1 < p,q < oo. O espago de Besov homogéneo em R", denotado
por B;q(R”), ¢ o conjunto de todas as f € S'/P tais que

/] (1.2.1)

keZ

1/q
(Z 2ksq HAka;];) ) q < o9,
Byg~

sup 2% [| A, £, q = oo.
k€EZ

Observe que || f] s, = 0 se e somente se A;f = 0 para todo j € Z. Pela defini¢do do operador
A;, isto é equivalente a goj(f)f(f) = ( para todo j € Z, o que é equivalente a supp f = {0}, e

1
portanto f € P. Este fato, juntamente com o fato de ||-||, ser uma norma em LP(R"™) e (3 ,cz|ar|?)e
norma no [%(Z), mostra que (1.2.1) é uma norma no espago B; ,(R™). De fato, B; ,(R™) é um espaco

de Banach, veja [57].
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Observacgao 1.2.2. A definicdo do espaco de Besov homogéneo nao depende da particular ¢
usada para definir os blocos diddicos A;. Ao mudar ¢, em (1.1.1)-(1.1.2) obtém-se uma norma

equivalente a (1.2.1).
A seguir, listamos algumas propriedades dos espacos de Besov homogéneos.
Proposicao 1.2.3.

(i) (Homogeneidade da norma) Sejam s € R, 1 < p,qg < oo e A > 0. Entao

165f]

Bs, C S_EHJC| Bs 0 (1-2-2>

onde J, denota a dilatagdo por A, ou seja, 0, f(z) = f(Az), e C' é uma constante positiva.

(ii) (Inclusdo continua) Sejam 1 <p; <ps <o el < q < g < co. Para quaisquer niimeros
reais si, So tais que s; — pﬂl = 89 — p% temos

B (R") C B

P1,q1 P2,92

(R"). (1.2.3)

(iii) (Interpolagao) Sejam s1,s0 € R, com s; < s5 e a € (0,1). Para quaisquer 1 < p,q < oo e
f eS8 /P, temos que

HfHB;‘flﬁ(l—a)wS | f] B | f jlg;g (1.2.4)
(iv) (Imersdes em L9(R™)) Para 1 < p < ¢ < oo temos que
501" (RY) C LI(RY), (1.2.5)
e
LY(R™) C B (R™). (1.2.6)

Demonstracdo: A demonstracdo do item (i) pode ser encontrada em [57], enquanto as
demonstragoes dos itens (ii), (iii), (iv) podem ser encontradas em [2], [3] e [47]. Daremos uma
breve ideia das demonstragoes dos itens (ii), (iii), e (iv).

Demonstracao de (ii): Pelo item (i) do Lema 1.1.5, temos que
,jn(L,L)
2 A 2 A fllp < CNA;F lp,-
Multiplicando a desigualdade acima por 2751 e usando o fato que (% (Z) C (%(Z), concluimos que

If1

51
BPval ’

y<Cllf

1
1= (75 -
p2,92

1
P2
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o que prova (1.2.3).
Demonstracao de (iii): Para provar a desigualdade (1.2.4), basta aplicar a desigualdade de

Holder na igualdade
st IA fl= (27| fllp)* (272 1A £ 1)
n(lo1
Demonstracao de (iv): Seja f € Bpff’ q)(R”). Pelo item (i) do Lema 1.1.5, temos que

14 fllg< C2G A £l

(L1

Tomando a soma em j € Z, vemos que a série Y A;f € LY(R"). Mas, Bp,(l” q)(R”) C S/Pe
jez

portanto f = > A;f € LYR") e

JEZ

£l = D2 A f

<
S| < Wlggb

q

o que é equivalente a (1.2.5).

Agora iremos provar (1.2.6). Pela defini¢do do j-ésimo bloco diddico, temos que
Aif(w) = (2;()[())"(w) = 2"3(2) = f, para toda f € LI(R").
Usando a desigualdade de Young, obtemos
185 £l < 1277227 )1l £l < CllF g, (1.2.7)

onde usamos que [|3(27-)|l;= 27"||@(-)||;. Tomando o supremo em j € Z na desigualdade (1.2.7),

concluimos que

11z < 1]

1.2.2 Espacos de Sobolev Homogéneos

Nesta secao, vamos relembrar a definicao e algumas propriedades dos espacos de Sobolev ho-

N . . . s . Z
mogéneos. Comegamos definindo o operador laplaciano fracionario (—A)z.

Definigao 1.2.4. (Operador laplaciano fracionario) Seja z € C. O operador laplaciano fraci-
onario é definido por

(~A) f(x) = (1EF19) (@), (1.2.8)
para toda f € S.
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Observe que se Rez < —n entao a fungao |£|* nao é localmente integravel em R™ e portanto
(1.2.8) nao estd bem definida. Neste caso, é necessério que f se anule suficientemente rapido na
origem. Assim, para que a expressao em (1.2.8) faga sentido, é preciso supor que ou Rez > —n,
ou que f se anula suficientemente rapido na origem quando Re z < —n.

A familia de operadores (—A)? satisfaz a seguinte propriedade de semigrupo
(A (=A)? = (—A)*T=. (1.2.9)

Definigao 1.2.5. (Potencial de Riesz) Seja s um nimero complexo com parte real positiva. O

potencial de Riesz de ordem s ¢ o operador
I, = (—A)73, (1.2.10)

Observagao 1.2.6. Para certos s, p e ¢, o potencial de Riesz I, é continuo de LP(R") para LI(R").

Com efeito (veja [37, pg. 3]),se s >0e 1 < p < ¢ < oo sdo tais que % — % = 2 entdo existe uma
constante C'(n, s,p) tal que, para toda f € LP(R"), tem-se
IS, < ClAAL - (1.2.11)

Observagao 1.2.7. Quando f € §’/P o valor de f na origem ¢€ irrelevante, pois podemos adicionar
a f uma distribuicdo com suporte na origem e obter outro elemento na classe de equivaléncia de
f. Assim, podemos definir (|§ |* f)v sem supor que f se anula suficientemente rapido na origem
quando s < —n. Precisamente, para s € R e f € §'/P, podemos definir (\E!Sf)v da seguinte

maneira;
(€1, o) = lim <f, n @ Iélsw(§)> , para toda ¢ €S, (1.2.12)

desde que este limite exista, onde 7(¢) € R™ é fixada tal que é igual a 1 quando |£|> 2 e se anule
quando |£|< 1. Note que (1.2.12) define |€]*f como um novo elemento de &'/P ¢ esta definicio
nao depende da escolha de n (veja [37, pg. 16] para maiores detalhes).

A seguir definiremos os espacos de Sobolev homogéneos em R™.

Defini¢ao 1.2.8. (Espaco de Sobolev homogéneo). Sejam s € Re 1 < p < 0o. Definimos o
espaco de Sobolev homogéneo HS(R”) como o espago de todas as fungoes f em §’/P para os quais
a expressao
s 7 \
(1&°7)
existe e pertence a LF(R™). Para f € H;(]R”) definimos

1F 1y = |12 (1.2.13)

p
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Assim como no caso dos espagos de Besov, temos que || f||z:= 0 se e somente se f € P. Ou
P

fz= 0 se e somente se f = 0 em S'/P. Usando este fato, juntamente com o fato de |[|-||,

ser uma norma em LP(R"), mostra-se facilmente que (1.2.13) é uma norma em H; (R™). Além
disso, o espaco H;(]R”) é um espaco normado completo com esta norma, ou seja, é um espago de

Banach, como mostraremos a seguir.

Proposicao 1.2.9. (Veja [3] e [37]) Seja s um nimero real e 1 < p < co. O espago H;(R”) é um

espaco de Banach.

Demonstracgao:

Seja { fx}72, uma sequéncia de Cauchy em H; (R™). Pela defini¢ao da norma em H;(R") Vemos
que {(—A)‘5 fk}k_l é uma sequéncia de Cauchy em LP(R"). Pela completude de LP(R™) temos que
existe g € LP(R") tal que

H(—A)%fk — ng — 0, quando k — oo. (1.2.14)

Seja f = (—A)"3g. Vamos mostrar que f € H;(R”) e que ||fx — f]

fato, escrevendo

Hy ™ 0, quando k — oo. De

(—A)5f = (=A)3 ((A)73g) =g — (D)5 fi + (-A) i,

e usando que {(—A)% fk}zo_l é limitada em LP(R"), temos que

1l = (=2035] <o = C2)En] +|-a)kn] <c.

onde usamos também a convergéncia (1.2.14).
Seja agora € > 0. Desde que {(—A)%fk}:il ¢ de Cauchy em LP(R") e temos (1.2.14), existe
ng € N tal que

H(_A)ifk - (—A)%le < %, para todo k, > ny,
H(—A)%fk - gH < g, para todo k > ny.
Portanto, se [ > ng é fixo, temos
1= Flla = | (=2)2fi = (=2)3
< =i —A)?ﬁHp Hleayn—g) <S4 E=e

para todo k > ng, o que prova que fr — f em H;(]R”) e portanto H;(R”) é completo.
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Vamos agora relembrar algumas propriedades dos espagos de Sobolev homogéneos que serao
uteis nesta tese. A primeira é a propriedade de homogeneidade da norma que comentamos no
inicio da secao. A segunda propriedade, que usaremos com frequéncia no Capitulo 2, é um tipo de

imersao de Sobolev.
Lema 1.2.10. ([3, cap. 6])

(i) (Homogeneidade da norma) Para s € R, A > 0e 1 < p < 00, temos

(1.2.15)

(ii) (Imersao de Sobolev) Sejam 51,50 € Re 1 < py < p; < 00 tais que s, —n/py = s1 —n/ps.
Entao
H22(R™) C HSH(R™) (1.2.16)

Demonstracao de (i):
Recordemos que a transformada de Fourier de uma distribuicao f € &’ satisfaz a seguinte

propriedade
(03" (€) = A6 (F) (©). (1.2.17)
Pela definicdo do operador (—A)? e a propriedade (1.2.17), temos que
((=2)F G () " (©) = E1* Balh) (€) = X /Al A1 () ()
= XAy (1) (€) = XA, ((( A )A) (). (1.2.18)

Assim, aplicando a transformada de Fourier inversa em (1.2.18) e usando a propriedade (1.2.17)

para a transformada inversa, obtemos que (—A)2(6x(f)) = A*dx((—=A)2 f). Segue que

(-aig)],
A ]| = x7v

llox(f

== <f>Hp =X
— N\

Hs >

como desejavamos.
Demonstragao de (ii):

Gragas a propriedade de grupo (1.2.9), podemos escrever (—A)*! da seguinte maneira
(A" f = (A" (=A)=f.
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1

s1—s2 _
Como py < p; e *— o

- p%, segue de (1.2.11) com s = s — 1 > 0 que

/1

= =) L, = [[(ay 2oy < =8 fll,, = 1 g

Antes de enunciarmos o proximo lema vamos relembrar a definicdo de operadores multiplica-

dores de Fourier

Defini¢ao 1.2.11. (Operadores multiplicadores de Fourier) Seja m uma fun¢ao mensuravel
e seja X C &'. Assuma que mf € &, para toda f € X. O operador multiplicador de Fourier

associado a m é o operador F), : X — &’ definido por

(Enf)(@) = (m() f(€))" ().
A fungao m(§) = m(&,...&,) é denominada o simbolo do multiplicador de Fourier F,,,.

Exemplo 1.2.12. Podemos enxergar o operador (—A)z para todo s € R como um operador
multiplicador de Fourier com simbolo dado por m(&) = |£|*. A derivada usual, D = % também
pode ser vista como um operador multiplicador de Fourier com simbolo dado por m(§) = i§;. Na
Secao 1.3, discutimos mais dois exemplos de operadores que podem ser vistos como operadores

multiplicadores de Fourier, as transformadas de Hilbert e de Riesz.

O proximo lema fornece estimativas para certos operadores multiplicadores de Fourier nos

espagos HZ(R”) (veja, por exemplo, [46])

Lema 1.2.13. Sejam I,s € R, 1 < p < co e m(§) € CIEHF{(R™\{0}). Suponha que exista L > 0
tal que
9“m

Sen©

< Ljg[, (1.2.19)

para todo o € (NU {0})", |a|< [5] 4+ 1, e £ # 0. Entao o operador multiplicador de Fourier F),
associado a m(§) em &’/P é limitado de HS(R”) para H;—z (R™). Além disso,

[ Em S|

i< I f]

s (1.2.20)

onde C > 0 é independente de f.
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Em [3], o leitor encontrard uma defini¢ao dos espagos de Sobolev homogéneos usando a decom-
posicdo de Littlewood-Paley. De fato, temos que para 1 < p < oo e s € R existem constantes

positivas C; e C5 tais que (veja também [37])

1 1

Gy (Z(stlﬁjflf) < Nl < Cs (Z(Wsmjf\f)

JEZ JEZ.
p P

1.2.3 Espacos de Morrey Homogéneos

Esta secao é devotada aos espacos de Morrey e algumas propriedades em R"™. Estes sao im-
portantes na defini¢do dos espagos de Fourier-Besov-Morrey. Nesta tese denotamos por Bg(zg) a

bola de centro em xy e raio R > 0 em R".

Defini¢ao 1.2.14. (Espaco de Morrey homogéneo) Seja 1 < p < oo e 0 < u < n. O espago

de Morrey homogéneo M, ,(R™) é definido da seguinte forma:

M, (R") = {f € LipeR"); | fllpu< o0},

onde

_K
HfHMp’u - xoGRE%ER<oo {R ’ HfHLp(BR(930))} ’ <1221>

E conhecido que a quantidade ||-|| M,, ¢ uma norma em M, ,(R") (veja [40]). Além disso,
M, ,(R"™) é completo com esta norma. Com efeito, se {f;}ren é uma sequéncia de Cauchy em
M, (R") entdo pela definicdo da norma ||-||5, , vemos que { fi}ren ¢ de Cauchy em LP(Bg(xg)) e

portanto existe f € LP(Bgr(zo)) tal que
1fe = Fll 2o (B(aoyy — 0 quando k — oo. (1.2.22)

Note que variando zp e R podemos obter uma funcao f € L} (R"™) que satisfaz (1.2.22) para
todo g € R™ e R > 0 fixados.
Como { fi}ren € limitada em M, ,(R™) (pois é de Cauchy neste espago) segue, para quaisquer

xg € R" e R > 0 fixados, que

RlM/BR(xO)U(x)lp dr = Rlu /BR x0)|f(x) + fu(z) = fr(2)|P dx

1
<2 (el = Moaart g5 [, 1P )
1
<2 (Gl = Woniageny el )

1
Qpﬁka - f||ﬁp(BR(w0))—i—Cp, (1.2.23)
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onde C' é uma constante positiva independente de k. Tomando o limite quando & — oo e em

seguida elevando (1.2.23) a % e tomando os supremos em zy € R" e em R > 0 concluimos que

||f||Mp,u§ C’

o que prova que f € M, ,(R").
Resta mostrar que

|fe = flla,,.— 0, quando k — oo. (1.2.24)

De fato, desde que {f;}ren é de Cauchy em M, ,(R"), existe ko € N tal que
| fe = fillm,,.< €, para todo k,l > kg, e e > 0.

Assim se k,l > ko segue que

5 45 = ”"’d‘”“”(;/ e = f@P do+ g [ xo)lfz(fv)—f(fr)!”dx>

(ka: - fl||MM . /R(x0)|fl(l’) — fx)]P d$>

1
< 2F <6p + —/ |fi(z) — f(z)]P dx) — 2P¢, quando [ — oo.
R JBg(@o)

(1.2.25)

Uma vez que € ¢ arbitrario, tomando sup, cgn g~o em (1.2.25) obtemos (1.2.24).

Assim, acabamos de provar o seguinte lema:

Lema 1.2.15. Para 1 <p < oo e 0 < p < n, o espaco M, ,(R") munido com a norma ||-|[a,, ¢

um espaco de Banach.

Semelhantemente aos espacos de Besov e Sobolev homogéneos, a norma do espago de Morrey

homogéneo satisfaz a seguinte propriedade de escala

_n—p
oxflla,,,= A7 1 fllas, .- (1.2.26)
Basta observar que
sup R’“/ |f(Az) P do = sup )\’"R’“/ |f(x)|P dx
zoER" ,0< R<oo Br(zo) zoER™,0< R<0o Byr(Azo)

— sup )\_(”_“)(/\R)_“/ |f(x)|P dx
zoER™,0< R<00 Bar(Azo0)

_ y—(n—p) p

= A" I,

Abaixo listamos mais algumas propriedades dos espagos de Morrey homogéneos.
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Lema 1.2.16.

(i) (Inclusdo continua) Seja 1 <p <g<ooel <p,v<n. Se™* =% cntao
M,,[R") C M, ,(R"). (1.2.27)
(ii) (Desigualdade de Hélder) Seja 1 < r,p,g < ooe0 < A\, pu,v < n. Se % = ]%+é el = %+§
entao
1/ 9llaze, < W f llag s 9l aa, - (1.2.28)
(iii) (Desigualdade de Young) Para 1 <p < oo e 0 <y < n, temos que
1% fllaty, < NP llll f 11 as, 00 (1.2.29)

para p € L'(R") e f € M, ,
(iv) (Desigualdade tipo Bernstein) Seja 1 < ¢ < p < oo, 12 < "= e o um multiindice.
Se supp f C {|€]< A27} entdo existe uma constante C' > 0 independente de f e 7, tal que

n—

‘e f o4 (2=E2 2Ry 2
1G€)* Fllaty pp < C2HET5) fllag, - (1.2.30)

Demonstracdo: As demonstragoes dos itens (i), (ii) e (iii) podem ser encontradas em [41].
Daremos aqui apenas uma breve ideia das demonstragoes. Provamos também (iv).

Demonstragao de (i): Escrevendo p = n(1 — %) + 1/% e observando que p < ¢, podemos usar
a desigualdade de Holder em LP(Bg(z)) e obter

Pdr < |Bp(x 17%/ Udx ’
[, 1P < B (BR(IO)|f| )

— o RN (R” / \f\%)
Br(zo)

—wn "RV (R_”/ |f]qu> q , (1.2.31)
Br(zo)

I3

q

com w, denotando a drea da superficie da esfera unitaria S em R". Por (1.2.31), obtemos

(R“/ |f|pdx>p <wh <R”/ ]f|qu>q. (1.2.32)
Br(zo) Br(zo)

Tomando o Sup,,cgn o< peoo €M (1.2.32) segue que

||fHMp,;L§ O||f||Mq,y’
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o que prova (1.2.27).
Demonstracao de (ii):
Da desigualdade de Holder em LP(Bg(zg)) obtemos
1fgllrBa@on < 1f1|LrBr@on 19l La(Ba(o)-

o B _ A v
Agora, usando a hipotese =5 + , Vemos que

.y _A _v
R ([ fgller Braoy < B7 | flleBrao) B 7119l La(Br (o)) (1.2.33)

Portanto, a desigualdade (1.2.28) é obtida tomando o Sup, cgn g« p<oo €m (1.2.33).

Demonstracao de (iii): Observe que

o 11 [5G = wllewldy = el [ 156 - ] 2% g,

Logo, pela desigualdade de Jensen [31, pg. 109]) temos

Iw( )l
el

Integrando (1.2.34) sobre a bola Br(zy) (para zp € R™ e R > 0 fixados) obtemos

Lo lesrar<lg™ [ lolelflede
Br(zo) Br(xo)

el ([, o =90 ) et dy

< NelE ™ BA £, [ (v ldy

< llellfR#(1F I, .- (1.2.35)

o Pl [ 17— )P 2y = gl [ 15— )P lo(y)l dy. (12:34)

Portanto multiplicando (1.2.35) por R™*, elevando a % e em seguida tomando os supremos em

9 € R" e em R > 0 concluimos que

HQO* f||Mp,p.§ ”90H1HfHMp,,u

Demonstracio de (iv): Da hipétese supp f C {|€|< A2/} e da desigualdade de Holder temos

que
_n—pg

P )HfHMp,,ul °

166%) fllaa, ., < O

Outras propriedades dos espagos de Morrey homogéneos podem ser encontradas em [40] (veja
também [1]).
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1.3 Transformadas de Hilbert e de Riesz

O objetivo desta se¢do é definir as transformadas de Hilbert e de Riesz. Existem maneiras
equivalentes de definir estas transformadas. Por exemplo, elas podem ser vistas como operadores
integrais singulares (veja Definigado 1.3.2) bem como operadores do tipo multiplicadores de Fourier,

COIMoO veremos a seguir.

1.3.1 Transformada de Hilbert

Para definirmos a transformada de Hilbert, definamos Wy € S’(R) por

< Wy, >=lim M dr + lim — dx. (1.3.1)
e=0 Je<z|<1 e=0Jjzl>1 @

O limite Wy em (1.3.1) existe e pertence a S’(R) (veja [36] para mais detalhes.)

A seguir vamos definir a transformada de Hilbert.

Definicao 1.3.1. (Transformada de Hilbert) A transformada de Hilbert de f € S(R) ¢é definida

por

H(f)(z) = (Wox f)(z) = U.p/_o:o f(:vy—y) dy, (1.3.2)
onde
v.p/oof(x_y)dy:hr% Mdy.
—00 (Y €20 Jlylze Yy

Como dissemos anteriormente, a transformada de Hilbert pode ser vista como um operador

multiplicador de Fourier. Especificamente falando, ela pode ser vista como um operador multipli-

cador de Fourier com simbolo dado por m(§) = —isgn(§), onde sgn(§) é a func¢do sinal definida
por
1, se £ > 0;
sgn(§) =4 0,  se&=0;
-1, se&<0.
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Para ver que tal fato é verdadeiro, considere ¢ € S(R) fixada. Entao

. d¢
< Wy, o >=< Wy, p > = lim p(E)—=
0, ¥ 0, P 250 Jigze 90(5) ¢

_ A de

— 1 / —ix-& d ] s

B8 i s L PO ]

!
= lim [ ¢(z) /1>|£|>€ et 5] dx

e—0 JR f
o u e
= }cl_r)% Rgp(x) __Z/§2|£Zs sm(x-ﬁ)gl dx. (1.3.3)

Agora, a integral dentro do colchete em (1.3.3) é limitada e converge para a fungdo sgnz (veja

[36]). Assim, podemos usar o Teorema da convergéncia dominada para concluir que

< Wosp >= [ wla)(~isen(v)) dr, (1.3.4)
R
ou seja, Wo(g) = —isgn(&), como queriamos.

Recordamos agora a definicao de operadores integrais singulares.

Definigao 1.3.2. (Operador integral singular) Seja n > 2 e O uma funcao tal que

/SM O(z) da = 0. (1.3.5)
Para0 <e< N e f € L, .(R"), defina
(eN) £} — ~ L OW/lyl)
TNy = [ ey dy,
€
Tf(z)= lim TENf(z). (1.3.6)

e—0,N—o0
Assuma que 7 f(x) exista q.t.p para z € R". O operador T : Lj,.(R") — M, onde M denota o

espaco das fungdes mensuraveis de R™ para C, é denominado operador integral singular.

A fungao £ : R"\{0} — R definida por K(y) = O(‘Z{,Lyl) é denominada nticleo singular de
Calderon-Zygmund.

Observe que K ¢ L'(R"), mas coincide, em R™\{0}, com a distribuigao Wy € S’ definida da
seguinte forma:

< Wo,p > =lim K(z)p(z)dx

e—0 |z|>e

= lim K(z)p(x)dx.

=0 Je<|z|<e !
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Veja [36] para mais detalhes. Além disso, se f € S entao o operador 7 pode ser escrito como

TU)@) = (f+ Wo)@) =tim [ fla— W) g, (1.3.7)

e=0 Jjy|>e y|"

Exemplo 1.3.3. A transformada de Hilbert definida por (1.3.2) é um operador integral singular
com O(x) = x.

Outro exemplo de operador integral singular é a transformada de Riesz, como veremos a seguir.

1.3.2 Transformada de Riesz

Para cada 1 < j < n, seja W, € &’ definida por

n—+ 1\ .. Yj
< W;, 0 >= F( >hm/ d 1.3.8
jr P 5 . |y‘n+1¢(y) v, (1.3.8)

e—0

onde I'(+) é a fungdo gama definida por
:/ t*~te~tdt, para z € C.
0

Defini¢ao 1.3.4. (Transformada de Riesz) Para 1 < j < n, a j-ésima transformada de Riesz

é dada por
n+1

Ry(N)w) = (F+ W)@y =T ("5 ) o [ o) dy (139)

para toda f € S.

Observagao 1.3.5. A j-ésima transformada de Riesz é um operador integral singular com

001 (4 0 e - AL

Também podemos ver a transformada de Riesz como um operador multiplicador de Fourier com

P&

simbolo m(§) = i

e formalmente podemos escrever

R, = para todo j = 1,. (1.3.10)

IVI

onde |V| é o operador multiplicador de Fourier com simbolo m(§) = [£].

Observacao 1.3.6. As transformadas de Riesz e de Hilbert podem ser estendidas para outros
espacos. Por exemplo, pode-se mostrar que as transformada de Riesz e de Hilbert sdo bem definidas

de LP(R™) para LP(R™) com 1 < p < oo (veja [36]). Por interpolagdo, essas transformadas sao
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também bem definidas nos espagos LP-fracos (veja [31] para a defini¢do). Em [40], o autor mostra
a continuidade das transformadas de Riesz e de Hilbert nos espagos de Morrey homogéneos. Além
disso, gracas a (1.3.10) e (1.3.4) pode-se mostrar que elas sdo bem definidas em espagos baseados

na transformada de Fourier, como os espagos PM® e Fourier-Besov, veja por exemplo [7] e [45].

1.4 Um Lema de Ponto Fixo e a Funcao Beta

Terminaremos este capitulo relembrando um teorema de ponto fixo, que sera utilizado para
mostrar existéncia de solugdo branda (veja Defini¢ao 2.1.1) para o problema (0.0.1)-(0.0.2). Tam-
bém relembramos uma propriedade da funcao Beta que serd utilizada com frequéncia nos capitulos
2ed.

Lema 1.4.1. (|47, pg.227]) Seja X um espago de Banach com norma dada por [||x, e seja

B : X x X — X uma aplicagao bilinear continua, ou seja, existe K > 0 tal que

1B (21, 22)[[x < K 2]l x 2]l

para todo x;,29 € X. Dados 0 < ¢ < & ey € X tais que |ly]|x< e, existe uma solugao
r € X para a equagdo x = y + B(z,z) tal que ||z||x< 2¢. A solu¢do x ¢é tnica na bola fechada
{r € X :||z]|x <2e}. Além disso, a solugao depende continuamente de y no seguinte sentido: Se
I7llx<e, =19+ B(Z,7), e ||Z]|x< 2¢, entao
o~ < T plly —
r—1I — |y — .
X= 1 are Y T
Observagao 1.4.2. A demonstracdo do Lema 1.4.1 é baseada no fato de que se |Jy||x< e < -
entdo a aplicacio  — y + B(x,r) é uma contracio na bola fechada B(0,g). Assim, a solucio
da equagdo =z = y + B(x,x) pode ser obtida como o limite em X da sequéncia de Picard {xj}ren

definida recursivamente por

r =Y,

Tpp1 =Y + Blwg, i), k€N
Além disso, ||z x< 2e.

Na sequéncia relembramos a funcao Beta.
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Defini¢ao 1.4.3. Sejam w,z € C com partes reais positivas. A fungdo Beta B(w, z) é definida

pela seguinte integral

1 1
Ty T

Existe uma relagao entre as fungoes Beta e Gama. De fato, usando uma mudanga de variaveis

é possivel mostrar que (veja [36])

_ I'(z)l(w)
Blw, z) = I'(z4w)’
Observagao 1.4.4. Considere a integral
t
/ (t—s)" 1" ds. (1.4.1)
0

Fazendo s = tz, temos que

t 1
/ (t—s)" 1" lds = t/ (t —t2)" (t2)" tdz = t" "1 B(m, n).
0 0
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Capitulo 2

Solucoes Globais e Decaimento em
LP(R™)

Neste capitulo estudamos o problema (0.0.1)-(0.0.2) em espagos de Lebesgue LP(R™). Dividimos
ele em quatro se¢oes. Na primeira secado daremos a definicao de solugao branda para o problema
(0.0.1)-(0.0.2). Na Secao 2.2, vamos apresentar nossos resultados de boa-colocagao global, com-
portamento assintdtico e simetria de solugdbes para o problema (0.0.1)-(0.0.2). Tais resultados
estao divididos em dois teoremas (veja também a Observagao 2.2.6). O Teorema 2.2.1 trata da
boa-colocagao global e decaimentos da solugao para o problema (0.0.1)-(0.0.2) com dado inicial
0o € LF-7 (R") e também 6 € LY(R")N L%-7 (R"). O Teorema 2.2.7 mostra que sob certas condi-

¢oes de simetria para os simbolos P;(§) e para o dado inicial 6, a solu¢ao global obtida no Teorema

2.2.1 é radialmente simétrica. Também mostramos que a solugdo é impar (resp. par) desde que
P;(€)’s e By sao fmpares (resp. pares). A terceira secdo (Secao 2.3) é devotada as estimativas
basicas para as demonstracoes dos resultados apresentados na Se¢do 2.2. Por fim, na tltima secao
(Segao 2.4) faremos as demonstragoes dos resultados.

Durante todo este capitulo vamos assumir que n > 2, V, - u = 0 e que cada simbolo P;({) em
(0.0.4) pertence a CIzIH1(R™\ {0}) e satisfaz
0*P;
85(5 ()
para todo a € (NU {0})" com |a|< [5], { #0e 8> 0.

< ClglPle, (2.0.1)

Observagao 2.0.1. Recordemos que podemos escrever a transformada de Fourier do operador

P[] da seguinte maneira (veja (0.0.5) na pagina 1):

P[0](€) = P()A(S), (2.0.2)



onde P(&) = (P(€), ..., P,(£)) com

n

5
& = D a6

Assim, se Pj(¢) € CIEHLH(R™\ {0}) e satisfaz (2.0.1) para todo j = 1, ..., n, temos que P() satisfaz
(1.2.19) com [ = —1 no Lema 1.2.13 (veja pagina 18). Segue que P[:| é limitado de HS(R”) para
(Hz=B=D(R™))", isto &,

1Pl o

(2.0.3)

Em (2.0.3) e algumas outras partes desta tese, denotamos abusivamente espagos de fungoes

escalares e vetoriais da mesma forma.

2.1 Solucoes Brandas

Neste capitulo e no Capitulo 3, usaremos uma formulagao integral para o problema (0.0.1)-
(0.0.2) o qual é obtida pelo principio de Duhamel. Comegamos observando que a solugao da

equagao linear

o+ (—A) ¢ =0, reR", t>0,
(2.1.1)
(;5(1],0) = (b()(x)v r € R",
é dada por
o(x,1) = G, (t)do. (21.2)
onde
Gy () f = g,(;t) = f (2.1.3)

e gy(z,t) é definida via a transformada de Fourier como g, (&,t) = e~ K™,
Pelo principio de Duhamel, temos que se 6 é solugao de (0.0.1)-(0.0.2) no sentido classico entao

0 satisfaz a seguinte equacio integral
0(t) = G (£)8y + B(0,0)(1), (2.1.4)
onde
~ [ Gt = )V (Pl (5)ds. (2.1.5)

Definig¢ao 2.1.1. (Solugao branda) Uma funcao 6(z,t) que satisfaz a equagao integral (2.1.4) é

denominada uma solu¢ao branda para o problema (0.0.1)-(0.0.2).

Observe que se 6 é solucao no sentido classico de (0.0.1)-(0.0.2) entdo 0 é claramente uma

solugao branda.
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2.2 Resultados

Nesta segao apresentamos os resultados para o problema (0.0.1)-(0.0.2) com dado inicial 6y €

L7 (R"). Comecamos apresentando os resultados de boa-colocacdo e decaimento de solucdes

para o caso 1 < 3. O caso 0 < 3 < 1 sera tratado na Observacao 2.2.6.

Denotamos por BC(I; X) o espago das fungoes continuas e limitadas do intervalo I no espago
de Banach X.

Teorema 2.2.1. Assuma que

(1)

1§25—1<2fy<min{§(n+ﬁ+1),(n+1)}. (2.2.1)

(Existéncia e unicidade) Seja

max{ﬁ_l 7_1}<1<mm{27_5 n+ﬁ_1} (2.2.2)

) )
n n q n 2n

en, = 272—:/1 — 355 Se by € L%7(R™) entdo o problema (0.0.1)-(0.0.2) possui uma tnica

solucdo global # € BC([0,00); L7 (R™)) satisfazendo

tmg € C((0,00); H) ' (R™)) (2.2.3)
e
3 Na -5-1= (). 4.
Jim %[0 (t)]| zp-1= 0 (2.2.4)

As propriedades (2.2.3) e (2.2.4) sdo validas com g = r para todo 55 < T < 00 Além
disso, 0(t) — 6y em LH5(R™) quando t — 0. Se 6, € L*(R™) N L%-7(R") entdo 0 €

BC([0, 00); LY (R™) N L5 (R™)).

(Decaimento) Seja 7, = 272_5 — 55 S€ 0o € L7-7 (R") entdo a solucio obtida no item (i)

satisfaz

9 € BC ((0,00), LY(R"), para todo n G <as<oo (2.2.5)

lim 7 = 0. 2.2,
T 70(1) = 0 (2:2:6)
Além disso, se 0y € LY(R") N L5#(R") e 1 < ¢ < 00, entdo

#1957 =19 € BO((0, 00); LY(R™)). (2.2.7)
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Observacao 2.2.2. (Unicidade) A necessidade de supor que ¢ satisfaz (2.2.2) no item (i) do

n
2v—p

Teorema 2.2.1 é apenas para provar a unicidade de solugoes. De fato, dado < q < 0o pode-se

provar a existéncia de solugoes globais no tempo na classe
BC([0, 00); L5 (R™)) N {e;tme € C((0, 00); HJH(R™) e Timn 1700 |1 = o} ,
t— q
veja o passo 1 da demonstracdo do Teorema 2.2.1 na pagina 52.

Observagao 2.2.3. (Dependéncia continua no dado inicial) A demonstragdo do Teorema
2.2.1, mostra que a solucao 6 depende continuamente do dado inicial 6, em um intervalo de tempo
finito arbitrario [0, 7. Precisamente, para qualquer 0 < T' < oo, se 0y — 6y em L%%B(R"), entao
0, — 0 em BC([0,T]; L%-# (R™)), onde 6, é a solucio com dado inicial 6 . Uma questao é saber

se esta propriedade vale para T' = oo, contudo nao sabemos a resposta.

Observagao 2.2.4. Em vista da condi¢ao 2y < %(n + [+ 1) < n+ 3, observe que o decaimento
em (2.2.7) é mais rapido que o dado em (2.2.5).

Teorema 2.2.5. Seja 0 a solucio dada no Teorema 2.2.1 com dado inicial 6y € L&-5 (R™). Entao

lim [0(2) ]| o, = 0. (2.2.8)

2v—B

Observacgao 2.2.6. Com uma simples modificagdo na demonstracao do Teorema 2.2.1 podemos
considerar o caso 0 < 3 < 1. De fato, este caso € menos complicado de ser tratado e nao é necessario
o uso de normas baseadas em espacos de Sobolev homogéneos para provar a existéncia de solugoes.
Basta observar que

1-8

Plo] =1 _s(=A)= P[d],

onde I;_z é o potencial de Riesz de ordem 1 — /3 (veja Definigao 1.2.5 na pagina 15). Assim, segue
da continuidade do potencial de Riesz nos espacos LP(R™) (Observagao 1.2.6) e do Lema 1.2.13
com s = [ =0 (veja Observagao 2.0.1) que

1-8

1PNl = [H1-s(=2)"=" P[b]]],

1-8 1 1 1-p
<Cl(-A Plo]|,< C||0 -—=—— .
< Ol[(=A)7= Plo]ll,< C|6]]p, com i
Assim, pode-se provar que se 0 < [ < 1 < 2y < %ﬁﬂ e by € L%%B(]R") entdo o problema
(0.0.1)-(0.0.2) possui uma tnica solucio global # € BC([0,00); LT3 (R")) e se f, € L'(R™) N

L3 (R") entdo § € BC([0,00); L*(R™)NL%-7 (R™)). Além disso, usando os mesmos argumentos

(2.2.9)

da demonstracao de (2.2.5) e (2.2.7), pode-se mostrar que a solucdo 6 satisfaz (2.2.5) e (2.2.7)
quando 0y € LF-7 (R") e 6, € L'(R™) N L%-7 (R"), respectivamente.
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A seguir, apresentamos nosso resultado de simetria e nao-simetria para solugoes do problema

(0.0.1)-(0.0.2). Recordemos que uma fungao f é impar se f(—x) = —f(z), e é uma fungdo par se
fx) = f(=x).
Teorema 2.2.7. (Simetria e ndo-simetria) Considere as hipéteses do Teorema 2.2.1.

(i) A solucao 0(z,t) é impar (resp. par) para todo t > 0, desde que 6y e P;’s sejam impares (resp.

pares).

(ii) Seja P() como em (2.0.2). Se 6y e dive(P(£)) sao radialmente simétricos entao 6(x,t) €

radialmente simétrica para todo t > 0.

(iii) Se 6y é fmpar (resp. par) e os P;’s sao pares (resp. impares), entdo 6(z,t) nao é impar (resp.

nao é par).

(iv) Se 6y nao é radial e dive(P(§)) € radial, entao 6(x,t) nao é radialmente simétrica.

2.3 Estimativas

Esta secao é devotada as estimativas dos operadores linear e bilinear da formulacao integral
(2.1.4).

2.3.1 Estimativas Lineares
Comegamos estimando o semigrupo linear {G.,(¢)}+~o nos espagos H;(R”) e em LP(R™).

Lema 2.3.1. (i) Sejam 0 <y <00, 1 <p<g<ooeke (NU{0}" Existe uma constante
C > 0, tal que

kKl _m1_1

IVEG, () flle< C t7= B2 £, (2.3.1)
para toda f € LP(R™).

(ii) Sejam s1,82 € R, 51 < s5e 1 < p; < py < 0o. Existe uma constante C' > 0 tal que

1G5 (@) f

para toda f € HE(R”). Além disso, dado 6y € LBF(R") com 1 < f < 2y < n+f e

(sg—s1)

n 1 1
< Ot m ETE| g

s (2.3.2)

n
2y-p

< g < o0, entao

sup #1001 < Clldol ey € T #90G (8)60] 1= 0, (2.3.3)

0<t<T -5
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onde n, = % — ﬁ, C' é uma constante positiva independente de #y e 0 < T < o0.

Demonstracao: A demonstragdo da desigualdade (2.3.1) pode ser encontrada em [28] en-
quanto a demonstragao de (2.3.2) pode ser encontrada em [27]. Incluimos as demonstragoes destas
desigualdades para a conveniéncia do leitor.

Demonstragao de (i):

Observe que

g’y<x, t) :/ ell'fe_'gh"/tdé'
- e"“'éeﬂgt%'zvdf
R”
:t*%/ ¢F e gy = ¢ g (%, 1), (2.3.4)

1

Usando a homogeneidade da norma ||-||, e a desigualdade de Young com 1 +
p r p

= %—l— 1, temos que

1G5 @) flla < Cllg -l 1l
= Ct™ 5= g, (L D1 f 1y

o que nos da (2.3.1) com k = 0. Derivando (2.3.4), obtemos V%g. (z,t) = t_%_%vhﬁgﬁ,(t_ix, 1).
Analogamente (2.3.1) para |k|> 0 segue usando este fato e a desigualdade de Young.
Demonstragao de (ii):
O caso 51 = 59 = s em (2.3.2) segue diretamente da desigualdade (2.3.1) e do fato de G, (t)

comutar com (—A)2. De fato,

s

Gy @) f iy, = 1(=2)2G5(0) flp
= 1G5 (H)(=2) £llp,

e
Hg,

O caso s; < s segue usando o caso s; = sg € 0 Lema 1.2.13 de maneiras adequadas. Com efeito,
seja & = sy — s1 e F o operador multiplicador de Fourier com simbolo dado por m(&) = [€|5%¢ =216,

Observe que
([(~a)56,t/2)] £)" (&) = el 5% (&) =+ Fm(t% ) f (),

ou seja,

N[>

()56, t/2)f) (@) = 5 (FA(5)) (1 Fa), (2.3.5)

34



Além disso, o simbolo m(&) satisfaz as hipdteses do Lema 1.2.13 com [ = 0 e portanto

Hp

_1l(g_n 1
gy = D Fr(es )

L _L
ICF£(E) =)
< O H R £t )
= Ot =D | fll = CIl 1)

ig) (2.3.6)

onde usamos a homogeneidade da norma em H; (R™) (pagina 17), na primeira e na segunda igual-
dade.

Agora, aplicando o caso s; = sy e usando (2.3.5) e (2.3.6), obtemos

51
le

o que prova (2.3.2).

A desigualdade em (2.3.3) segue diretamente da desigualdade (2.3.2) tomando p; = 35,
pp=¢q s1=0esy;=0—1

Resta provar que o limite em (2.3.3) é zero. Para tal, observe que

n

TP = L5 (RY).

7 '(R7) N L5 (RY)

Assim, existe uma sequéncia 6y € Hqﬁfl(R") N L%-5 (R™) tal que 0o — Oy em L7-7 (R"). Seja

k € N fixado. Usando (2.3.2) com p; = py = q e s = s3 = [ — 1, obtemos
1G5 ()00,kll =2 < CllOosll o

e portanto
i Mg . —
thmo+ t ||(;’7<t)907k“H§’1 0. (2.3.7)

Escrevendo,
Gy (8)00 = G5 ()0 + G- (1)00.x — G5 (1)bos = G ()00 — G+ ()(Box — bo)
e usando a desigualdade em (2.3.3), temos que

]G ()00l gp-1 < NG (8)00,k]| grp—1 4" |G () (G0, — O0)l| o
< t”qHGW(t)HO’k|]H§,1+C’|]90,k — ol = (2.3.8)

278"
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Tomando o limsup, ,,+ em (2.3.8), usando (2.3.7) e em seguida fazendo k — oo, obtemos a
igualdade em (2.3.3).

2.3.2 Estimativas Bilineares

Nesta subsecao, estimamos o termo bilinear da formulagao integral (2.1.4) nos espagos LP(R"™)
e H;(R”).

Lema2.3.2.SejamO<T§oo,nZ2,1§5<27<oo,e1<q<ootalque%<f<27_5.

— 2=l n 5 _27=f _ n
Denote 7, = 5 5g © Tlg = ~5 5q”

(i) Se =B 1 o1 < Lo < p < 0o entdo existem constantes positivas K1, Ko, K,
n q T q

independentes de 6, ¢ e T, tais que

sup t7]|B(0, )|, < Ky sup t"]|6]| a1 sup 7], (2.3.9)
0<t<T 0<t<T 7 0<t<T
sup [|B(6,8)]l, < K» sup 18] zo-1 sup [|6]l,. (2.3.10)
0<t<T 0<t<T 7 0<t<T
2y—1
sup | B(0, 6|l < KsT ™5 ™ sup %[0 yor sup [l (2.3.11)
0<t<T 0<t<T 7 0<t<T
(ii) Se 212 — 1 oL o ntBol 1 opeg,
n q r n q

sup " [|B(0, )|l o1 < Ki sup £7[|6]| o1 sup 7] o1, (2.3.12)
0<t<T " o<t<T Too<t<T a
sup [|B(0,¢)| g5+ < K5 sup [|0]| 51 sup t"[|@]| -1, (2.3.13)
0<t<T " 0<t<T Too<t<T a

onde Ky, K5 sao constantes positivas independentes de 6, ¢ e T.

Demonstracao: Recordemos que devido as condigoes sob os simbolos P;’s (veja (2.0.1)) o
operador P[] satisfaz as hipdteses do Lema 1.2.13 com | = § — 1, veja a Observagao 2.0.1 para
mais detalhes.

Demonstracao de (i): Sejam p; = p e po = r. Pela desigualdade de Holder e pelo Lema
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2.3.1, temos que
1B, < [ 1V.6, ¢ = )(PEIo))
<0 [t =5y H 5 |(PEI0) o)
<0 [t =5y 55 PG (o)
<0 [t =55 () g o)

onde i = 1,2, e na terceira linha usamos (2.0.3) com s = § — 1 para estimar

pi ds

Pid ds
pit+a

pi dS

b, ds, (2.3.14)

IP1E]llg< ClIOl -1

Portanto,
1B(6,9)ll, < CLi(t) sup lp(0)ll, sup " [6()] 51, (2.3.15)
0<t<T 0<t<T a
1B6, &), < CIo(t) sup t¥1|o(®)ll, sup £70(E)]] . (2.3.16)
0<t<T 0<t<T a

Gracas as condigoes sobre v, 3, p, ¢ e r tem-se que 0 < n,+17, < 1e 0 < n, < 1. Assim, as integrais
I,(t) e I5(t) sdo dadas por

t 1 n 1
L(t) = / (t—5) "5 Basm ds :/ (1—8)" s ds = C < oo, (2.3.17)
0 0
t 1 n ~ ~ 1 ~ ~
L(t) = / (t — 8) 5 Bag i g = Pl LN+l / (1— sl ls i ds = O, (2.3.18)
0 0

Substituindo (2.3.18) em (2.3.16) e (2.3.17) em (2.3.15), obtemos as estimativas (2.3.9) e (2.3.10),
respectivamente.

Além disso, temos que
t
1BO.OOs < [ IV:G, (¢ = 5)(Pl6}6) ()]s ds
t 1
<C [(t=s) F(PBIO)S)]hds
t 1
<C [t =575 PO, Iollvds
¢ 1
<C (=) 10l 0]ds
t 1
< _¢) 27y ¢ e Na g1 ,
<C [[(t=s)7F s7ds sup 0] s sup [

0<t<T

<COTV B gqup t"10ll gp—+ sup [l
o<t<T 7 0<t<T
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o que da (2.3.11).

Demonstracao de (ii): Considere

(2.3.19)

n
B T 5= — —
+ e i

e

Note que %—ff < 1 porque % < 27—;1 Empregamos a inclusao continua H,f_H‘S(R”) c HP7Y(R")

(veja item (ii) do Lema 1.2.10, pagina 17), (2.3.2) e depois a desigualdade (1.2.20) com s = 0 e
[ = 1 para obter

1B, o)l 51 < /(fllcw —8)[V. - (P[O]6) ()] 51 s
< [1G (¢~ 9T (PIIG) ) gg-re0 s
< [y B IV (PO ds
< [t 5 T NP6 ds. (23.20)

Pelas definigoes de h e § em (2.3.19), podemos escolher 1 < [ < oo de tal maneira que [ > g,

% = % + % e % = % — % Entao, a desigualdade de Hoélder, (2.0.3) com s = 5 — 1, e a imersao de

Sobolev (1.2.16) implicam que

P11, < [[PTEN-NI ol

< 1101l g+l oMl g1 (2.3.21)
Inserindo (2.3.21) em (2.3.20) e observando que n, + 7, < 1 e —’BQ—J;(S — 1y +1 =0, obtemos
t _B+8
1B )l s < C [ (= 55 Wl o 6]+ ds (2829
¢
< C/ (t — 3)_%6 s~ Mds sup t"||0(t)]] ze-1 sup 7| (L) || o1
0 0<t<T "oo<i<T 4

s 1 s
< t_%_"’“_”qﬂ/ (1-— s)_%s’m’”q ds sup t"[|0(t)]| ze-1 sup t"||¢(t)]] o
0 0<t<T "oo<i<T 4

<Gt sup t"|[0(1)]| o1 sup | G(D)]] o,
0<t<T T 0<t<T a

a qual é equivalente a (2.3.12).
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Finalmente, por (2.3.22) e procedendo similarmente a estimativa acima, temos que

t _B4s
1BO. )|z < C [ (¢ =) 5 6] g1 10ll 1 ds
t _B+s
<C [(t—9)7F suds sup " o(0)] -1 sup [6(2)] 5
0 0<t<T 7 o<t<T "

5 1
< ¢~ et /

_ B+ _
(1 —s)" 2 s ds sup [|0(t)]| -1 sup t"[|o(t)]] zo-
0 0<t<T To0<t<T q

< C sup [[0(1)[| g+ sup t"||g(D)]] g1,
0<t<T 0<t<T ¢

o que demonstra (2.3.13).

2.4 Demonstracao dos Resultados

Nesta secao demonstraremos os resultados apresentados na Secao 2.2. Na préxima subsecao
mostramos que o problema (0.0.1)-(0.0.2) ¢ localmente bem colocado em L5 (R™). Na subsecao
seguinte (Subsegao 2.4.2) provamos que a solugao local obtida na Segao 2.4.1 é suave para t > 0 e
que satisfaz um principio do méximo em LP(R™). Finalmente, estas subse¢oes serdo usadas para

provar os resultados enunciados na Segao 2.2.

2.4.1 Boa Colocagao Local no Tempo

Na préxima proposi¢do mostramos que o problema (0.0.1)-(0.0.2) é localmente bem colocado

no espago L¥7 (R™).

Proposicao 2.4.1. (Boa colocagao local) Assuma a condigao (2.2.1) e seja g tal que

max{ﬁ_l 7_1}<1<mm{%_ﬁ,7“Lﬂ_27,7“r5_1}. (2.4.1)

)
n n q n n 2n

Se 0, € L= (R") entdo existe T > 0 tal que (0.0.1)-(0.0.2) possui uma tnica solu¢ao branda 6
na classe

t"g € BC((0,T); H) ' (R™)) e lim ¢™||6(t)]| ;5-1= 0. (2.4.2)
t—0t q
Além disso, 6 € BC([0,T); L7 (R™)) e 6(t) — 0, em L%-7 (R"), quando ¢ — 0.
Demonstracgao:
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Passo 1: Provaremos apenas a existéncia de uma tnica solucao branda 6 tal que
tng € BC((0,T); H? ' (R™)).

A demonstragao do limite em (2.4.2) serd feita no passo 3 da demonstracao da Proposigao 2.4.3.

Para T' > 0, definimos o seguinte espaco de Banach

Er = {0 mensurdvel ; #76 € BC((0,T); H) ' (R™))} (2.4.3)
com norma dada por
0]l = sup t™{|6(-, t)| -1 (2.4.4)
o<t<T

Devido a igualdade em (2.3.3) e ao fato de 6, € Lﬁ(R”), temos que para qualquer € > 0, existe
um 7" > 0 tal que

sup 7| G (£)0p | -1 < <. (2.4.5)
0<t<T a

Seja 0 < e < ﬁ onde K, é como em (2.3.12) com r = ¢. Por (2.3.12) temos que a forma bilinear
B(-,-) em (2.1.4) é continua no espago Er. Em vista de (2.4.5) podemos aplicar o Lema 1.4.1 em
Er para obter uma unica solucao 0(x,t) para (2.1.4) tal que

sup t"|0(t)|| o1 < 2e. (2.4.6)
0<t<T a

Passo 2: Vamos mostrar agora que @ € BC([0,T); L7 (R™)). Para tal, observe que a sequéncia

recursiva

01(x,t) = G- (1)0(x), (2.4.7)
Opsr (2, 1) = 01 (2,t) + B0y, 0,), k € N, (2.4.8)

satisfaz (veja a Observagao 1.4.2 na pagina 26)

sup 7|0 (t)|| z5-1< 2¢, para todo k € N. (2.4.9)
0<t<T 1

Logo, usando o Lema 2.3.1, a desigualdade (2.3.10) com p = 3", e (2.4.9), obtemos

B

sup [|61(0)|| ~_ < C||Og|| =
sup [[3(0)] 2, Cl6o]

-5’
e
sup ||0k+1(t)|| oz < OO0 oo+ Ko sup t7]|0k(2)|| 5-1 sup [|0k(t)|| o
5 Bt (O) ey < Ol s+ sup. 69 86(0) g+ sup [60(0) 2
< Cl0o|| oy +2e K2 sup [|0x(t)|| ~, para todo k € N. (2.4.10)
v 0<t<T 2P
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Reduzindo, se necessario, 7' > 0 em (2.4.5), podemos considerar 0 < £ < min{ﬁ, ﬁ} Como
2K5e < 1, um argumento de indugao em (2.4.10) mostra que {0 }ren é uniformemente limitada em
L>((0,T); L%-7 (R")) e entdo existe uma subsequéncia de {0, }ren (denotada da mesma maneira)
que converge fracamente para f em tal espaco e consequentemente em D'(R™ x [0,7)). Como
0 — 0 em Er, o que também implica a convergéncia em D'(R™ x [0,7)), temos que 0 = g €
L>((0,T); L=-7 (R™)), por unicidade do limite no sentido de distribuicao.

Falta mostrar a continuidade no tempo da solucao € no espaco L#7 (R™). Para isso, é suficiente
mostrar que cada elemento da sequéncia recursiva 6, (t) é continua em L% -7 (R™), pois 6, — 6 em
L%((0,T); L7 ().

Para mostrar que 0, (t) é continua em L%-5(R"), seja t € (0,7) fixado e 0 < t) < 0 < ¢.

Suponhamos por inducdo que () é continua em L%-7(R") para todo ¢ € (0,7). Podemos
escrever Oy 1(t + tg) — Ox11(t) da seguinte maneira:
Or1(t +to) — Oria(t) = [G(t + to) — G (t)] 0o
t+to
= [ VLG () [(PIOBE + 1o — 9)] ds

t+to—0

- /0““‘5 VoG () [(P0)0:)(t + to — 5) — (P[0)00)(t — 5)] ds

+ V$G7(8) [(P[@k]ek)(t - 8)] ds == ]0 — ]1 - .[2 + 13. (2411)

t+to—9d

Observe que g,(z,t) = f%gv(f%a:,l) e |lgy(t)|li= 1 (isto garante que g,(-,t) * §p é uma

aproximagao da identidade em LP(R™), veja [31]). Portanto,

t(}gBﬂHIOH%tB: 0.

n

Além disso, usando que 6}, € L®((0,T); L7 7 (R")), t%6), € L=((0,T); HI"Y(R")) e que G,(s) 6

nao singular no intervalo (¢, T"), pode-se provar que a norma ||-| s do segundo e do quarto termo
-

em (2.4.11) vao a zero quando § — 07. De fato, procedendo de maneira similar a demonstragao
do Lema 2.3.2, podemos estimar o quarto termo de (2.4.11) da seguinte forma:

t
n_ < (C sl (t — ) "Mds
2y=8 t+to—6

( sup (t—s)’?quek(t—s)HHﬁ_1>< sup ||0k(t — s)| n5>
4 0<t—s<T

0<t—s<T ol

7]l

t
<Ot +to — 5)%*1/ (t — 8)"™ds

t+to—9
=C(0 —to) Mt +tg—6)N (2.4.12)
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Observe que (2.4.12) vai a zero quando § — 0T, pois 1, < 1. Analogamente, mostramos que
|1l oy < CO0(t 4t — 807t 0,

quando 6 — 0F.

Para mostrar que o || I3 o
PlO(t +tog — 5)0k(t — s)
para obter

2| =

</ !V Gy (8) [PIOR](E +to — ) (Ot + to — 5) = Ou(t — $))]| o ds

27 2v—PB

n /0”” VG () [PLO](t + to — s) = PlOR)(t — )] Ou(t — 5) || =,

2';113
) ds. (2.4.13)

t+to—0 1
< O/o s (110t + to — 81 o1 16k + to — ) — Ot — s)

+ 1105t +to = 5) = Ox(t — )| o110kt = 5)]]

Agora, desde que 6, é uniformemente continua no intervalo [§ — to, ¢ + to], dado € > 0 suficien-

temente pequeno, podemos escolher § < € tal que

10k (t +to — s) — Ok(t — S)”H§*1< €, quando s € (0, +tg — 9) (2.4.14)

|0k (t +to — s) — Ok(t — S)H no <6 quando s € (0,t 4ty —0). (2.4.15)

_n_ ds)

Substituindo (2.4.14) e (2.4.15) em (2.4.13), obtemos

Hf2

+to—0 t+to—
L < Ce (/ s%—luek(tﬂo—s)||H6,1ds+/ " - H16e(t - 5)])
— q 0

t+to—0

gCe/ anl{(tﬂLto—S) nq"‘l}ds
0

< Ce(t+tg —0)™(1+ (t+1t0) ™) — 0,

quando € — 0%,

Pelas convergéncias acima, vemos que ||0py1(t +to) — 9k+1(t)\|ﬁ — 0 quando t; — 0F
(lembre-se que 0 < ty < § < €), e portanto 0 é continua em ¢, como queriamos.

Passo 3: Na sequéncia provamos que 0(t) — 6, em LZ’VL—B(R"), quando t — 0.

Gragas a continuidade do semigrupo G (t) em L5 (R™) é necessario provar apenas que

Tim [ B(0,0) = 0. (2.4.16)
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Fixemos ¢ > 1 satisfazendo as condi¢oes (2.4.1) na pagina 39, e seja 6y, € L55 (R”)ﬂHf‘l(R”)
tal que fp; — 6y em L7 (R"). Seja ainda 6, a solucdo branda para o problema (0.0.1)-(0.0.2)
com dado inicial 6y, I € N. Pelo passo 2, 6, € BC((0,7T); LF-5 (R™)) para todo | € N. Além disso,
procedendo de maneira similar ao passo 2 (usando (2.3.13) ao invés de (2.3.10)) pode-se provar
que 6, € L>((0,T); L%-7 (R™) N Hf_l(]R”)). Usando estes fatos, o item (i) do Lema 2.3.1 (pagina

33), e a desigualdade de Holder, podemos estimar

B0, < [ IV.Go (e = (PO o ds

t
< [t = sy PN, 166 e,
t
< [l=spas  sup 100z ) ((sup 100,
0 0<t<T a 0<t<T v
< Cotm, (2.4.17)

Tomando lim, ,o+ em (2.4.17) e observando que 7, > 0, concluimos que

Jim [B6, 01)]| 2= 0.

2y—8

Logo, dado € > 0 existe T, > 0 tal que

B0, 01) ()] g <

SRS %, para todo t < T, < T. (2.4.18)

Por outro lado, pela dependéncia continua da solugao local em relacao ao dado inicial (Lema
1.4.1, pdgina 26), e pela continuidade da forma bilinear B(-, -) no espaco L=((0,T)); L%-5 (R™))NEr
(Er definido como (2.4.3) na péagina 40) temos, respectivamente, que 6; — 6 e B(6,,0,) — B(6,0)
em L>®((0,T); L=-7 (R")). Portanto, existe Iy € N tal que

1B(01,6:)(t) — B(0,0)(t)]| ;s <

2y—8 7

, paral >lget e (0,T,). (2.4.19)

DO ™

Seja [ >y fixado. Entdo, (2.4.18) e (2.4.19) implicam que

1BO,6)(D) s < | B0, 6) () — B(O,0)(0)]| o+ B(61, 81)(1)]

|L
2v—p

para todo t € (0,7), o que prova (2.4.16).

A seguir vamos mostrar a persisténcia em L'(R™) das solugoes obtidas na Proposicao 2.4.1.
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Proposicao 2.4.2. Assuma as hipdteses da Proposicao 2.4.1. Existe T' > 0 tal que a solucao 6
pertence a BC ([0,T); L'(R™)) desde que 6 € L'(R") N L=-7 (R™).

Demonstracao:

Seja ¢ tal que 1 < ¢ < 27”75. Como 6y € L'(R™) N L'M%B(R"), por interpolacdo, temos que

0y € L7 (R™). Usando a desigualdade (2.4.9), a estimativa (2.3.10) com p = ¢’ e (2.3.1), obtemos

sup [|61(4)ll¢< Cllbollq,
0<t<T

sup [|Or41(t)llg < CllOollg+EK2 sup 7|0k (2)[] 51 sup [|0k(t) ]l
0<t<T 0<t<T 9 0<t<T

< C|0olly+2E2¢ sup [10x(t)]l,, for all k € N,
o<t<T

Reduzindo T' > 0 se necessario, podemos considerar 2/ < 1. Por inducao, segue que a sequéncia
{0 }ren é uniformemente limitada em L>°((0,T), L? (R™)). Agora, podemos proceder similarmente

ao passo 2 da Proposicao 2.4.1 para obter que
0 € BC ([0,7); L (R")). (2.4.20)
Usando (2.3.1), (2.3.11), (2.4.2) e (2.4.20), estimamos

sup [[6(2)[[x < Cll6olli+ sup [[B(0,6)]],
o<t<T o<t<T

1

< C|plli+ KT 2™ sup t7|0]| 51 sup [|0]]4< oo,
0<t<T 4 0<t<T

como desejado.

O tempo de existéncia T na Proposicao 2.4.1 e 2.4.2 pode depender de g. No proximo resultado,

mostraremos que de fato podemos tomar o mesmo tempo 7" > 0 para todo q.

Proposicao 2.4.3. Assuma as hipoteses da Proposicao 2.4.1 e seja 6 a solucao local dada pela

Proposicio 2.4.1 com dado inicial 8, € L% (R"). Entdo existe T > 0 tal que

t"9 € BC((0,T); H~'(R")), para todo 2771_ 3 <r < oo, (2.4.21)
t™9 € BC((0,T); L"(R™)), para todo <r < oo. (2.4.22)

n
2y =0
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Além disso,

1 Nr . _
tli%it H@(t)HHgfl— 0, (2.4.23)
e
lim ¢7(|6(t)||,= 0 2.4.24
Jim 7 0() = 0, (2.4.24)
para todo 2771—6 <r < oo.
Demonstracgao:

Passo 1: Primeiramente vamos provar (2.4.21). Para isso, seja ¢ satisfazendo (2.4.1) fixado.

Dado 27”75 < r < oo tal que y — é < % < %ﬂ_l — é, podemos usar (2.3.12) e proceder de

maneira andloga ao passo 2 da demonstracao da Proposigao 2.4.1 e obter que (reduzindo 7" > 0

se necessario)

0 € BC((0,T); H*~*(R™)). (2.4.25)
Agora, seja 277%2—% <i< %—%, e considere r < 7 < 0o . Se definirmos = %—i—% = %—{—%—5;1
ed =73 — %, temos que 0 > 0, 52%;5 <1, en,+n <1. Assim, podemos estimar
Blls-r < O ol + [ UGt~ )9 (PO g s
< Ot 0] ey +C [ 168 = )V (PLOOY) g0 ds
< Ct 6o 2 +C /Ot(t — s)_%&HVx - (P[010)(s)ll g ds, (2.4.26)

onde usamos a imersdo de Sobolev (1.2.16) e (2.3.2). Usando ainda a desigualdade de Holder e
(1.2.20), obtemos de (2.4.26) que

. t _B+8
1615 < CEP ol s +C [ (8= 5)7 5 [ PO ds

e t _B+s
< Ot (0o | +C/O(t—8) 2 ||[PO]][l10(s)]] ds

2v—5B
. t _B+s
< O oll g+ C [ (8= 5) 0] g 61 1 s
. t _B+8
gmww%nn+o/@—g = (g
2y—B 0
. < sup t”q||0||H51> ( sup t”r||9||Ha1> (2.4.27)
0<t<T a 0<t<T "

B+d

1
SCFWWﬂﬁ%+OFWA(1—@%s”deS

< Ctm,
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e portanto provamos (2.4.25) com 7 no lugar de r, e o mesmo tempo de existéncia T > 0. Agora

visto que =L < 7, podemos usar interpolagao e obter (2.4.25) 27 3
Como 7 > r é arbitrario, obtemos (2.4.25) com r = [, e 0 mesmo tempo de existéncia T' > 0, para
(2.4.21).

Passo 2: A demonstragao de (2.4.22) segue de maneira andloga a demonstracao de (2.4.21),
porém, vamos demostra-la para a conveniéncia do leitor. Seja ¢ fixado e satisfazendo (2.4.1).

Primeiramente, usando (2.3.9) podemos proceder de maneira andloga ao passo 2 da demonstragao

da Proposicao 2.4.2 ¢ demonstrar (2.4.22) para todo il) — % <1< %.
Vamos agora estender o resultado para todo m < T < o0o. Para isso, sejam =B+ 1

n q
% < 27—;1 — l er >r. Seja ainda % = % + % Observe que devido as condigoes sobre 7 e ¢, temos
que h > 1, 27 + 27((1 + - %) < 1lemn,+7n < 1. Portanto, usando (2.3.1), Lema 1.2.20 e a

desigualdade de Holder, temos que

161l < Ct 60| - s)P[010]|; ds
< Ot |6y ) - a—%<%+%—%>|\p[e]e\|h ds
< Ot ||6y) - “5HGHD| P16, ds
< CET o]yt | (t - sr%*%(%*%%nengg-l||9||r ds

1

< Ot ||| (t—s)fﬁfﬁ(ﬁ%*%)s_"q_ﬁ’“ ds sup t”q||9||Hﬂ L) [ osup t7)|6]) e
2=p 0<t<T "

t
0 0<t<

_ _ 1 n
< O]l o+ O [ (1= ) EE G D g
- 0

< Cir ’

o que demonstra (2.4.22) para todo 7 > r e com o mesmo tempo de existéncia 7' > 0. Nova-

mente, por interpolagdo, obtemos (2.4.22) para todo

demonstragao de (2.4.22).

n
2v-p

Passo 3: Para provar (2.4.23) precisamos da seguinte observa(;éo: se Oy € L%%B(R”) N
HI~HR™), co

0 € BC((0,T); L*7 (R") N HIT(R™)).

Basta proceder analogamente ao passo I ou ao passo 2 acima, utilizando (2.3.13) no lugar de
(2.3.12) ou (2.3.9).
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Seja p > 1 tal que

—11 1 1 2v—
max{ﬁ ,} <-< min{,, 7 B} (2.4.28)
n r D r n

Seja ainda {fy; }ien uma sequéncia em L7 (R™) N HS~'(R") convergindo para 6 em HP~(R") e
6, a solucao branda para (0.0.1)-(0.0.2) com dado inicial 6, para I € N. Pelo passo 1 temos que
trg, € BC((0,T); H?~1(R")), para todo | € N.

Defina h e § por

11,1 f-1 4 n
h p r n h

Pelas condigoes (2.4.28), temos que A > 1 e § > 0. Usando o item (ii) do Lema 2.3.1 com p; = p,

n
r

pe = qe sy = sy = —1, e procedendo de maneira semelhante a demonstragao do item (ii) do

Lema 2.3.2, obtemos que

¢ _B+8
tr |6 () o < Ct”PHGo,zI\Hg—mLt"T/O (t =)= |[(P[016))(5) || nds

t
< CtanQ()JHHﬂfl‘i‘Ctm«/ (t—s)® tsds
P 0

| sup t"||6,(t)]] ;8- sup |[60;(t)|] ;8-
((sum, 1610 ) sum o0
t
< ||, ]| ;51 +CL™ / (t — )" 1s~Mds
» 0

< Ct',
Como 1, > 0 (devido a condicao S > 1) segue que

o
Tim, 47 [64(1) | 9-1= 0.

Além disso, pela dependéncia continua da solu¢ao em relagdo ao dado inicial, t76;(-,t) — t"™6(-, )

em L>((0,T), H?~1(R")), quando | — co. Logo dado € > 0 existem T, > 0 e Iy € N tais que

sup £7|0,(1)]| o1 < =, e (2.4.29)
0<t<T. r 2

sup t7|6;(t) — 0(t)] yo— < E, para todo [ > . (2.4.30)
0<t<T. r 2

Seja [ > ly. Por (2.4.29) e (2.4.30) temos que

sup 760l gar< sup 7 61(-1) = 0 )] gt sup £ B )] gaor < e
0<t<T: " 0<t<T: " 0<t<T, T

€

o que prova (2.4.23).
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Passo 4: Observe que se 6, € Lﬁ(R”) N LP(R™), para algum 27"_ 5 <P < 00, entdo, usando
(2.3.10), pode-se mostrar que § € BC((0,T); L=-# (R™) N LP(R™)).
Passemos a demonstracdo de (2.4.24). Seja p > 1 tal que 1 < ]l] < min{, 2771_[3}, e {6, }ien C

L7-7 (R") N LP(R™) convergindo para fy em LP(R™). Seja ainda 6; a solucdo branda para (0.0.1)-

(0.0.2) com dado inicial 6y;. Pelo passo 1 temos que

"6, € BC((0,t); H~Y(R™)).
Agora, usando o item (i) do Lema 2.3.1 e a desigualdade de Hélder, obtemos
Ol < 1ol [ (6= )T (PIOIOS) | s
< Gl 7 [ = ) P 1615l ds
< 9l [ (¢ s)yts T ds

(s, 0 ) (s, I,
0<t<T o<t<T

< Ct"™ — 0, quando t — 0. (2.4.31)
Novamente pela dependéncia continua da solu¢ao em relagdo ao dado inicial temos que
t g — "0 em L>((0,T); L"(R™)), quando [ — oo. (2.4.32)

Usando (2.4.31) e (2.4.32) e procedendo de forma similar ao final da demonstragao do passo 3

concluimos que

t—0t

2.4.2 Suavidade Local e Principio do Maximo

Nesta se¢ao vamos mostrar que as solugoes 6 obtidas na Proposicao 2.4.2 sao suaves para
qualquer t € (0,7). Este tipo de regularizagdo é valida para véarias equagoes parabdlicas em
varios espacos funcionais, como por exemplo LP, L? fraco, Morrey, Besov-Morrey, quando solucoes
brandas sdo obtidas através de normas do tipo Kato, veja por exemplo [40] e [8]. Mostramos

também que a solugao de (0.0.1)-(0.0.2) satisfaz um principio do maximo em LP(R").
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Proposicao 2.4.4. Sejam € {0} UN, k € ({0} UN)" e # a solugao obtida na Proposicao 2.4.1.
Entao

op'VE(x,t) € C((0,T); L7775 (R") N LY(R™)), (2.4.33)
(x,t) € C2(R™ x (0,T)) e 0(t) € L>(R™)

n
2v—p
com

100)]. < C OOz VOIS (2.4.34)
=
para todo 0 < ¢t < T, onde a = % Além dlsso7 se §p € L*(R™) N L&-5(R™) entdo ¢ em

(2.4.33) pode ser tomado satisfazendo 1 < ¢ < oo.

Antes de demonstrarmos a Proposicao 2.4.4 precisamos da seguinte observacao:

Observagﬁo 2.4.5. Considere as hipéteses do Teorema 2.4.1. Se 6y € L=-5 (R")NH J-1(R™), para
((0,7); H)H(R™)),

para todo 5 <P < oo

Demonstragéo da Proposicao 2.4.4:
Observe que basta demonstrar que

OpVEd(x,t) € C((0,T); L75 (R™) N HJH(R™)) (2.4.35)

para todo 55 < ¢ < 00, e arbitrdrios m € {0} UN e k € ({0} UN)". De fato, (2.4.35) e a imersao

de Sobolev 1mphcam que 9"Vk0 € C (( ,T): L%3 (R") N Lq(R”)),

Na sequéncia vamos utilizar um argumento de indu¢ao em k para mostrar (2.4.35) com m = 0.

O caso m € N segue analogamente usando (2.4.35) com m = 0 e uma indugdo em m. Suponhamos
entdo que (2.4.35) seja valida para todo 0 < |k|< N —1 e m = 0, e seja a = 0(0), para algum
o > 0. Considere a seguinte formulagao integral
0(t) = G,(t —o)a+ B,(0,0), (2.4.36)
onde
¢
- / G (t — 5)V, - (P[0]¢)(s) ds. (2.4.37)
Observe que se T'— ¢ é suficientemente pequeno entao a formulagao integral (2.4.36) possui
uma tnica solucdo no espago BC ((a, T); Lz-% (R™) N H&B_l(R")) (veja Observagao (2.4.5)). Seja
agora Ey . 0 espaco de todas as fungoes mensurdveis 6 tais que
0.0 € BC ((0,T), L% (R") N H]'(R")), paratodoi=0,..,N 1,  (24.38)
(t—0)%0N0 € BC ((0,1); L% (R") N H7'(R)), (2.4.39)
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com norma dada por

Ihlley o= sup ((t— o) (|02 )+ Z swp ([0

o<t<T i=0 o<t<

xh||H571) )
onde 9% representa todas as derivadas de ordem N em relagdo a .
Observe que .G (t — 0)a € LH-7 (R™) N HJ7H(R™) pois LG, (t — 0)a = G4(t — 0)da, e por
hip6tese de indugio dia € L%-7(R") N HI~}(R"). Além disso,
10X Gt — )l -t = 192t — )+ Y el o
< C1029,(t = o)l11[107 ~all -1
< Ot = o) 510 all g+,
107 G (t = o)l oy = 1009, (t — ) 5 07
S Cl|029,(t — 0)||1||3iv '
< C(t— o) H[0

o que prova que G,(t —o)a € Enr.
Provaremos agora que B, (-, -) é continua no espaco Ey . Para isto observe que devido ao fato
de P[] comutar com derivadas, temos que
O.B =Y B, (090, 0.).
=i
Assim, se h e § s2o como em (2.3.19) com ¢ = r, podemos usar a inclusdo continua H,?_H(S C Hqﬁfl,
(2.3.2) e (1.2.20) para obter

t

0,B(8.9)|[ o1 < Z/

(
Gt =) (V- (PL20JL)(5) s

Gy (t = 5) (V- (PLO20)0,0)(5) )| -1 ds

jHl=i
<Oy [ v, (P00, . ds
jH=i"7 h
t _ B+s .
<CcY / (t— )% ||o0(s)] o [0ho(s)]) o0 ds
=179 a a
¢ B+s
_ 2~ J [
ey [0 a (Jsun Jozo)] ) (s, ool
< C(t - U)anHHSN,TH¢H5N,T' (2-4.40)
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Além disto,

. t _
0B,0,0)| . < 3 [ [VaGilt—s) ((PO2010L0))) | , s
2v—B jil=i 9 2y—8
J t |
<y [—smt|om],. o), ds
=i’ Hq 75
C t ma—lq 50 ok
< t_ o - 1 S x n
- ]_;'_ZZZ/0'< 8) i (US<L151£T ‘ H‘?_ ) <U<L751£T gb(S) 2—yﬁ>
< O(t - O-)anGHSN,TH¢|’£N,T' (2'4'41>
Escrevendo

0 B,0.0)= % [ 0.G(t—0) (V.- (P2010I0)(5)) ds

i+j=N—-1"9

e procedendo similarmente a (2.4.40) e (2.4.41), obtemos que

A0y < O B o0 s, 0]
<C(t—o)" 7 |0, , Mo, , -
(§]
O Bo(0,0) . <Clt—oys S sup |[020(t)] .. sup [[De(t)]
-7 ipj=N—10<t<T 7 o<t<T 2y—F
<Clt—o)" 7 |0y, 6],
Segue que

1B (0, 9)llex < C(T = o)™ [8llex |9l en -

Portanto, se T' — o ¢é suficientemente pequeno, podemos aplicar o Lema 1.4.1 e obter uma tunica
solucdo A(x,t) em Enr da formulacdo integral (2.4.36). Por unicidade de solugdo no espago
BC((o,T), L%7 (R") N Hf_l(R”)), temos que O(x,t) = O(x,t) para 0 < t < T. Observe que

se T' < T é arbitrario, podemos repetir todo o processo acima com T'— ¢ suficientemente pequeno.

Portanto,

m

0i0(x,t) € C ((0,7), L% (R") N HI7H(R™))

para todo i = 0,..., N, o que prova (2.4.35) com m = 0.
A imersao de Sobolev implica também que 0(z,t) € C*°(R"x (0,7T)). E por fim, a desigualdade
(2.4.34) é consequéncia da desigualdade de Gagliardo-Niremberg.
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Principio do Maximo

Devido a (2.4.33), temos que a solugao # obtida na Proposigao 2.4.1 verifica (0.0.1)-(0.0.2) no
sentido cldssico e 9"V*0(x,t) — 0 quando |z|— oo, para todo 0 < t < T. Além disso, como

V. - P[f] =0, podemos usar integragdo por partes para obter

0 d
— Y Z— p—1
plldQLH p/Rn 01y~ = 0(t)dx

=p [ 60 (~(=A)8 =V, - (Pl6]9)) da

[N

=-—p [ @) H(-A)bdx < —
R

da, (2.4.42)

R
para todo t € (0,7). A tltima desigualdade pode ser encontrada em [19, 21] (veja também [39]).
Assim, a norma L? de 0(t) é nao-crescente em (0, T). Se y € LF-5 (R") e §, € L'(R*)N L% (R™),

obtemos respectivamente que

10| 2y < 10CE0) | 2y € 11011 (100 ]2, (2.4.43)

7B — 2B

para 0 <ty <t <T.
Fazendo to — 07 em (2.4.43), segue que a solugdo 0(x,t) satisfaz

10(8) ]| 2 < [160ll s © 18(0)]12< 1160l (2.4.44)

para todo t € (0,7), quando 0y € L% (R") e 6, € L*(R™) N L7 (R"), respectivamente.

2.4.3 Demonstracao do Teorema 2.2.1

Passo 1: Existéncia Global

Provaremos apenas que a solugao é global em Lﬁ(R”). O caso em que 6, € L'(R") N

Lﬁ(R") segue de maneira semelhante, usando a segunda desigualdade em (2.4.44).

Comecamos fazendo a seguinte observagao: se 27’1 5<g<ooe 0o € L1(R"™) entao

t"[| Gy ()0l 51 < Ct"|0g|l,— 0, quando t — 0. (2.4.45)
Portanto, para 6, € L% (R") N LY(R"), o tempo de existéncia T' > 0 obtido na Proposicio 2.4.1

pode ser controlado pela norma ||6yl|,. De fato, ele pode ser tomado como

1

e\
A I 2.4.46
<C||90||q> (2.4.46)
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onde 0 < € < ﬁ e C'> 0 ¢é como em (2.4.45).
Seja 6y € Lﬁ(R"). Da Proposicao 2.4.1, existe My > 0, Ty > 0 e uma tnica solugdo branda
para (0.0.1)-(0.0.2) em (0, 7p) tal que

sup t"||0(t)| ;51 < My e sup [|0(t)|| =< ||0g]| —n_, 2.4.47
s P05 < M sup [00)] i, < 160l (2.4.47)

onde (2.4.44) foi usada para obter a segunda desigualdade em (2.4.47).

Denotemos

T = sup {T > 0,60 € C((0,7); Hf_l(]R“) N L7-7 (R")), sup. t"q]|6||H§71< 00 e

0<t<T

sup [|6]] ;= < [16o]| =, }- (2.4.48)

o<t<T

Vamos provar que de fato T" = oo. Para isto, suponhamos por contradicao que 7" < oo, e seja

a = 0(T —e€) onde 0 < e < T serd escolhido depois. Pela Proposigao 2.4.3, temos que a €
L7 (R™) N L9(R™), para todo 27”_3 < ¢ < oo. Além disso, se € < % obtemos por (2.4.43)

que [|0(T — €)[|4< [|6(%)]lq- Portanto, tomando e < T//2 e a como dado inicial, temos que dado
0< M < ﬁ (K4 é como em (2.3.10)) existe 7} > 0 e uma tnica solucdo branda # para (0.0.1)-
(0.0.2) tal que

0€C((T —e,Ti +T —e€); L%5(R") N HI7HR™)

sup  (t— (T —¢))™

T—e<t<Th+T—e¢

é(t)HHg_l < 2M,

sup  [[0(0)] e, < NO(T =€)

Te<t<Ti+T—¢ =6

Por unicidade (veja Proposicao 2.4.1) segue que § = § em (T —¢, T). De (2.4.46), podemos escolher

1

T :min{( M >ﬁq ,T}. Tomand00<e<min{%,T1} eTy =T+ T — €, temos que T' < T5

Clo()lq
e obtemos uma solucao

0 € C((0,Ty); L¥7 (R") N HH(R™))

tal que

n 5
2y—p

sup 1" [|0(t)]| yo—+ < oo e sup [|6(t)]| n < [|6o]
o<t<T o<t<T

para todo 0 < T' < Tb, o que contradiz a maximalidade de 7' em (2.4.48). Portanto, T'= 0o como

desejavamos.
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Passo 2: Unicidade

Sejam 6, e 0y duas solugdes para o problema (0.0.1)-(0.0.2) (com o mesmo dado inical §, €

L7-7 (R")) na classe

BC([0, 00); LT3 (R™)) N {t”qe € C((0,00); HYHR™) e lim 6] ;1= o} L (2.4.49)

t—0t

Comegamos mostrando que existe 7' > 0 tal que 6, (-, ) = 5(-, ) para todo t € [0,T). Observe
que para todo 7' > 0 temos que

sup t7|6;(t)]] ;5-1< oo para i = 1,2. (2.4.50)
0<t<T K

Subtraindo as equagées integrais satisfeitas por 6, e 6, calculando a norma ||-||;6-1, e usando
q

(2.3.12) na pagina 36, obtemos
P104(2) — 0a(0) s < B0, — 02, 00) o401 03,01 — 03)] s
< K, ( Sup 0 01(8)] o+ sup t"qnez(t)ngﬂ-l)
0<t<T 4 o<t<T 4

: ( sup 1710, (t) — 05(8)]| H§_1> . (2.4.51)

o<t<T

Desde que limy_,q+ t"(|0;| ;;5-1= 0 para i = 1,2, existe T > 0 tal que
q

K, ( sup t”qul(t)HHg—mL sup. tWHGQ(t)HHg_l) <K, (2.4.52)

0<t<T 0<t<T
com K suficientemente pequeno. Substituindo (2.4.52) em (2.4.51), obtemos que

sup 11001 (t) — 0a(t)]| o1 < K sup_t"]10,(t) — 0a(0)]| -1,
o<t<T o<t<T

e portanto 6, (-,t) = (-, t) q.t.p em z, para todo t em [0, T).
Seja agora T = max {T > 0;0,(-,t) = 05(-,1), q.t.p em x, para todo t € [0,T)}. Se 0 < § < %_
entdo 6; ¢ uniformemente limitada do intervalo [T — 6, T + 4] para Hg_l(R”); ou seja, existem

constantes M; > 0 tais que
10;(t)|| ys-1< M;, para todo T — & <t < T +0.
q

Além disto,
t

0i(t) = Gy (T =) = [ Gy(t = 5) (T - (PI00N) (5) ds,

T—0
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para todo t € (T — §,T 4+ §). Como 0,(-, T — ) = (-, T — 6), segue que
t
161(2) — B2 () o < /T_6 |Gy (t = ) (V- (P01 — 65]61 + P[0:](61 — 62))) (5| o1 ds

< [ (6= 181(s) — 05) | ge-s (16 () g +18a() ) s

T-5
t
<C [ (t—s)tds ( sup  ||01(t) — Hg(t)”Hﬁ—l)
-4 T—§<t<T+6 !
(s 0@l s 160
T—6<t<T+é T—5<t<T+5
<206™M  sup  [|01(t) — Oa(t)]| o1, (2.4.53)
T—5<t<T+5 !

1

onde M = max{M;, Ms}. Assim, se § < mm{(mle)”" : g} com C como em (2.4.53), obtemos
que

Csup [0 (0) — Oa(0)p < A sup [6:(8) — a(D)l] 1
T—6<t<T+6 T—6<t<T+6

onde A é uma constante positiva menor que 1. Assim 6;(-,t) = 05(-,t) q.t.p. em x, para todo
t € (T—6,T+5). Desde que 0, (-, t) = 05(-,t) para todo t € (0,T—6) concluimos que 0, (-, t) = O,(-, 1)
q.t.p. em z para todo t € (O,T + §), o que contradiz a definigdo de T. Portanto, T = oo e
01(-,t) = 65(-,t) para todo t € [0,00), como querfamos.

Passo 3: Decaimento global da solu¢do em L4(R"™)

A seguir provaremos o decaimento (2.2.5). Para isso vamos seguir ideias de [9] e [41].

Pelo Passo 1 temos que
t10 € C((0,00); HP ' (R™)) e 6 € BC([0, 0); L7 (R"™))
Assim, em particular, (2.4.33) e (2.4.34) sdo verdadeiras para 7' = oo e
10(-, )|, < oo, para todo ¢t > 0. (2.4.54)

Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, obtemos

o X l1-« . 27
91> < C ol | (=2)3¢], ™ com o =270 (2.4.55)

Fazendo ¢ = A2 em (2.4.55), segue que

n+2~y

q( ) 20
6125 < ¢ ol

2

(2.4.56)

(=2)2(6%)

9"
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Seja ¥, (t) = [|0(t)]|2. De (2.4.42) e (2.4.56), obtemos
a _47,\/ n+2vy
awq < —C(Pg) "t " (2.4.57)
Seja ainda ¢ = pc (2.4.44) e um argumento
de indugao, podemos resolver a desigualdade diferencial (2.4.57) para obter
no2k_1
qu(t) S qutii(T) ) (2458)
(2.4.59)

onde i
n(2F — 1)\ >
M,, = H(%H%Li[3 e M, = <(207>> M%’“ para k € N.

De fato, o caso k = 0 é exatamente a primeira desigualdade de (2.4.44). Suponha agora que
I — 1. Usando a hipétese de inducao (observe que 4 = ¢;_1) em

(2.4.58) seja valida para k =0, ...,

(2.4.57) com ¢ no lugar de g, obtemos
a —4y 2l 2 nt2y
by < —C My 172y (2.4.60)
ot El
Resolvendo (2.4.60), encontramos
no o -x =2 ol (21-1)
—— g " < —CMy" (20 —1)""t
2y 2
ou seja,
! b 2l
’y 2
o que prova (2.4.58) para k = .
De (2.4.59), temos que
L n(2F — 1) T ! n(2F — 1) ExELm n(2F1 — 1)\ 22F T
Mg = (B ) Mg = (B L —— Mg = ..
qk ( 20’7 qrk—1 20’7 207 qrk—2
21 — 1) 724 1
= [Hle <n(20)> 0] M,,)®, para todo k € N,
Y
e entao
k_y
000y < MiF ¢ EC
n_(2k_1
), (2.4.61)

n2t—1 2l2wo 1
S T
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onde go = 3-"5. Fazendo k — oo em (2.4.61) e usando (2.4.54), obtemos

2y=B  2v-8
1) lloe< CllO0ll it = (2.4.62)
Agora, interpolando a primeira desigualdade em (2.4.44) com (2.4.62), obtemos

N o<
q < o0,
2v—p0

10()]],< C't™™, para todo

como queriamos.
A demonstracio da estimativa (2.2.7) para 6, € L'(R™) N L7 (R") segue de maneira similar.
_ _n k
< l6oll_»_ e qr = 552"

_n_
2y—8

Basta usar [|0(t)]|, < [|6o]|; e a sequéncia g, = 2* ao invés de HG(t)H2 n
S
u

2.4.4 Demonstracao do Teorema 2.2.5

Para demonstrar (2.2.8), seja 6 € Lﬁ(R”) e € > 0 arbitrdrio. Seja ainda 0y = Opljz<a €

o2 = 0pljz)>4, onde A é escolhido tal que

001 € L'(R") N L=-5 (R")

0o € LTF (R"), com ||0072||2WL_5§ €.

Considere o seguinte sistema

00
T (A0 + (w1 + ) Va)th =0, wy = P[6y]
00
T (ZA) 0+ (1 + u2) Vi) = 0, uy = P[],

Procedendo de maneira similar a demonstragao do Teorema 2.2.1, pode-se provar que o sistema
acima possui solugoes 0y (z,t) e Oy(z,t) com 0y(x,0) = Oy e 62(x,0) = p2. Por unicidade de
solugoes temos que 0(x,t) = 01(x,t) +0(x, t). Além disso, como V-u; = V-uy = 0 pode-se provar

que

1161]| < Ct"™ — 0, quando t — oo, e

_n__
2y—8

102]| oy < |60zl oy < €, para todo ¢ > 0,

2v—pB

n
2v—p

para algum < p < oo. Portanto,

< lim [|6y ] =
t—o00 2v—pB

2v—B

lim sup|[0]] -

+ lim sup||fp 2| .~ < e. (2.4.63)
t—00

o que prova (2.2.8).
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2.4.5 Demonstracao do Teorema 2.2.7
Para fazer a demonstracao, precisaremos da seguinte observagcao:

Observagao 2.4.6. Seja 6 a solucao dada na Proposicao 2.4.1 com tempo de existéncia T > 0.
Pelo passo 1 da demonstracao do Teorema 2.2.1, 6 pode ser estendida usando a Proposicao 2.4.1 e

resolvendo (0.0.1)-(0.0.2) consecutivamente com dados iniciais 6(%), 0(% +T1), 0(% + 271) e assim

por diante, onde 77 = min{ (onefﬂu) " T}, e= SK , e C é como em (2.4.45). Assim, é suficiente
7 )llq
provar o Teorema 2.2.7 para todo t € (0,7, isto é, para a solugao local §(z,t) dada na Proposigao

2.4.1. De fato, o caso t € (0,00), segue aplicando o resultado para t € (0,T") repetidamente.

Demonstracao de (i): Seja ¢(z,t) = G,(t)f. Temos que Oy(—x) = —b0y(z) é equivalente

o~

~00(8) = [fo(—2)]" (&) = Oo(—¢) em S'(R™). (2.4.64)
Segue de (2.4.64) que
(=2, 1)]" () = 77 fy(—¢)
=~ G0(6) = b (. ().

o que mostra que G, ()6, ¢ impar, para cada t > 0 fixado. Também temos que se § é impar entao
V.0 é par. De fato,
Ve(0(z,t)) = Vu(=0(—x,t)) = (V.0)(—x,t).

Seja agora A = (a;i), onde ay; é como em (0.0.3). Recordemos que

ae) = P(&)IE, 1),

onde
P(§) = (Py(§), .., Pa(€)) com Py(¢ Za]klﬂ
Segue que
A(=E,t) = (@(=E, 1), o, T (=€, 6))0(=E, 1) = P(=E)0(—E, 1)

P(—€) = |;|2[—€1P1<—f>= o —EuPu(—E)] A

_ ‘;’2[51131(5), o EnPa(©)] A= P(6),
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pois P;’s sao impares por hipdtese. Portanto, v = P[f] é impar quando # é impar, e entdo
(u-V,0)= (P[] -V,0) é impar também. Também, nao é dificil mostrar que se 6 é impar, entao
B(6,0) também o é.

Agora, usando argumentos de inducao, pode-se provar que cada elemento #, da sequéncia de
Picard (2.4.7)-(2.4.8) (veja péagina 40), é impar. Como 6, — 6 na norma (2.4.4) , definida na
pagina 40, temos que 0, — 6 para quase todo ponto x € R", e todo t € (0,T"). Segue entao que
O(x,t) é impar para cada t € (0,7T) fixado, j& que convergéncia pontual preserva a propriedade de
ser impar.

Demonstracao de (ii): Como 6 e g,(&,t) = e ¥t g5o radiais para todo ¢ > 0, entdo

G, ()8 é radial. Além disso, para # radialmente simétrica, temos que

l

(6, 1) (dive(P(£))) - (2.4.65)

r

Assim, se 6 e (dive(P(§)) sao radiais entdo (u - V) também o é. Usando que G,(t) preserva
radialidade, obtemos que o termo bilinear B(6,0) de (2.1.4) é radialmente simétrico para cada
t € (0,7), desde que § também seja. Por indugao, obtemos que cada fungao 6, definida em (2.4.7)-
(2.4.8) é também radialmente simétrica. Como 6, converge para 6 em quase todo ponto z € R",
para cada t € (0,T), obtemos que 6 é radialmente simétrica, como desejavamos.

Demonstracgao de (iii): Comegamos relembrando que uma fungdo é impar se e somente se,
sua transformada de Fourier é impar.

Para provar o item (iii) suponhamos, por absurdo que é(z,t) é impar. Se 6y é impar entao
G, (t)fp é impar, para cada t > 0. Além disso, se cada P;(§) é par entdo

7

P(_g) = W[_flpl(_g)v ) _fnpn(_g)] A

_ b
€f*
ou seja, P(§) é impar. Segue entdo que u = P[0] e (u - V,0) s@o pares, o que implica que B(#,0)

[—&Pi(&), - —&abn(§)] A= —P(¢),

é par. Portanto § = G, (t)0y + B(6,0) é a soma de uma fungao impar com uma funcao par, o que
¢ absurdo.

Analogamente, se 6, é par e P;(£) sdo fmpares, entdo ¢ nao é par.
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Demonstracao de (iv): Suponhamos que 6, é nao-radial e que dive(P(€)) é radial. Supo-
nhamos, por absurdo, que 6 é radial. Procedendo similarmente a demonstragao do item (ii) temos
que G, (t)0y nao é radial e B(6,0) é radial. Portanto § nao pode ser radial.

Analogamente, se 6y e 0 sao radiais e dive(P(£)) ndo é radial, entdo G0, é radial, mas B(#,§)
nao é radial. Segue entao que € nao é radial, pois é a soma de uma funcdo radial com uma

nao-radial.
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Capitulo 3

Comportamento Assintético para o Caso

0<p<1

O objetivo deste capitulo é analisar o comportamento assintético de solugdes do problema
(0.0.1)-(0.0.2) para o caso 0 < 8 < 1. Assim como no Capitulo 2, vamos assumir que n > 2 e
que cada simbolo P;j(¢) em (0.0.4) pertence a CI3H1(R™ \ {0}) e satisfaz a condicdo (2.0.1). Pela
Observagao 2.2.6 na péagina 32, temos que existe solugdo global para o problema (0.0.1)-(0.0.2)
em L%%B(]R”) para0 < <1 <2y< %ﬂ“ (veja o Teorema 2.2.1 para o caso = 1). Além
disso, valem os decaimentos (2.2.5) e (2.2.7). Mostramos que a solucdo fundamental G, (z,t) da

parte linear de (0.0.1) para o caso 0 < 5 < 1 determina o comportamento assintético da solugao

0, quando 6, € L'(R") N L=-3 (R"). Precisamente falando, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.0.1. (Comportamento Assintético) Sejam k € ({0} UN)", 0 < <1 < 2y <

%, e 0 a tnica solucdo global com dado inicial 6, € L*(R") N L%-# (R™). Seja ainda M =

/ 0o(z) dx. Dados quaisquer 0 < p < % el <qg<oo,entao
RTL
IVE0(z, ) — VEG, (£)6ll, < Ot~ (F et U -DmnCE2-1), (3.0.1)
onde 7, = % — 5+ Além disso,
k|, -
lim ¢ 705D VRG (2, 1) — Mg, (2, 1)],= 0. (3.0.2)

Em particular, tomando g =1 e k =0 em (3.0.1) e (3.0.2), obtemos respectivamente que

o (nEB .
10(z,1) — G, ()60ll, < CHF D ¢ lim 0(x, 1) — Mg, (2,1) 1= 0. (3.0.3)
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Observacgao 3.0.2. Um ponto crucial para a demonstracao do Teorema 3.0.1 é a demonstracao
de estimativas globais para as derivadas da solucao 6 em LP(R™) (veja Secao 3.2). Para provar-
mos estimativas globais para as derivadas da solucao no caso § > 1, precisariamos primeiro obter
. . . ~ 3 ﬁ,l s . . s ,
estimativas globais da solucdo nos espagos H, ~*(R"). Porém, devido a falta de um principio do m4-
ximo para as normas destes espagos, nao conseguimos provar tais estimativas, e consequentemente,

nao provamos (3.0.1) e (3.0.3) quando 3 > 1.

3.1 Comportamento Assintético da Parte Linear

Com o objetivo de provar o Teorema 3.0.1, precisamos de um resultado de decaimento de
G, (t)8y (e suas derivadas) nos espacos LP(R"). Este pode ser encontrado em [9] e incluimos a

prova para a conveniéncia do leitor.

Lema 3.1.1. Sejam m € {0} UN, k € ({0JUN)", 0 < v < 00, e 1 < p < co. Se f é tal que
|z|" 10y € L"(R™) e (1 + |z|™)0y € L*(R™), onde 1 <7 < n/(n—1) e r < p, entdo

m+lk|+1  n (1 1

IVEG, (8)80 — Sy(E)ll,< C ¢~ ~HET |26yl (3.1.1)

onde
siwty= X CHL ([ atny@ar) (virhg,) o.1)

|d|<m

Sejam 1 < g < oo. Assumindo somente que 6y € L*(R"), temos que

~ k| | n
Jim 755 VAG, (100 — MV (g,(2,1)) [[,= 0, (3.1.2)
onde M := RnQO(I) de e fj, = % — ﬁ. Em particular, para ¢ = 1, obtemos

L
lim ¢27 V3G, (8)60 — MV (g5 (2, 1)) 1= 0.

Demonstracgao:
Devido as hip6teses |x|™ 10y € L"(R") e (1+]z|™)6p € L'(R™), podemos escrever f, da seguinte

forma (veja [26] para mais detalhes):

b= > (_;!W' ( / ay(x) dx) Vidb+ > ViFy (3.1.3)

|d|<m |d|=m+1

onde g é o Delta de Dirac centrado em 0, {F,;} € L"(R™) e satisfaz
1Fall-< Clll=™ 6]l (3.1.4)
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Defina [ por 1% = % + % — 1. Como p > r, temos que [ > 1. Assim, usando a desigualdade de Young
com % = % + % — 1, temos por (3.1.3) que

[Vha, (t)60 - S’;(x,t)Hp = | ¥ (V= ViFd)Hp
d|l=m+1

< | X (Vi (e«F)|

|d|=m+1

< > IVEHe (@ )l Fall,
|d|=m+1
m4|k|+1 n (1

t R [ (3.1.5)

IN
Q

onde usamos (3.1.4) em (3.1.5).
Para provar a igualdade (3.1.2), observe que se 6y € C° entdo |z|0p € L'(R") e 6, € L'(R").
Aplicando (3.1.1) com p = ¢, r =1 e m = 0, obtemos
L3} 1
oty 15 -1 IVEG, ()0 — MVE (g, (2, 1)) ||,< Ct™ 2 |||x| 6p||1— 0, quando ¢t — oco.
Dado 6, € L'(R"), existe uma sequéncia {0y, tmen CC(R™) com 6y, — 6 em L'(R™).
Entao podemos estimar
[kl
lim sup 75 5| VAG, ()60 — MVE (g, (2,))

t—o00

< Tim sup £ 55 VG, (1) (8 — o) + VEG, (D60 — M (g5 (2,1)) g

t—o0
< Cl|60 — Oo.m|1
~ k] | n
tim sup (05T ()~ MV (912, 0) (3.1.6)
:O||90—907m||1<€ (317)

para m suficientemente grande. Em (3.1.6), usamos o fato de 6y, — 6y € L*(R™), quando m — oo,

e portanto, pela estimativa ((2.3.1), pg. 33), temos que

~ |kl | n+B
supt™ Tt e
>0

HVEG, () (0o,m — 00)]lg=< Cl00,m — Ool|1-

Finalmente, fazendo € — 0 em (3.1.7) obtemos (3.1.2).

3.2 Decaimento das Solucgoes e suas Derivadas

Na Observagao 2.2.6, comentamos sobre o decaimento da solu¢ao 0 nos espagos LP para o dado

inicial em L%-#(R") e também para dado inicial em L7 (R") N L'(R"). Nesta seciio, vamos
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mostrar os decaimentos das derivadas de # em LP para dados iniciais neste mesmos espacos.

2y=8
2y 2“/q ’

(0.0.1)-(0.0.2) com dado inicial 6, em L%-7 (]R”) Se ke ({0}u N)

n+,3+1

Proposicao 3.2.1. Seja 7, = e 0 a solugao do problema

it 5 vk € BO((0, 00): LI(R™)). (3.2.1)

Além disso, se 0y € LY(R™) N L%L—B(]R”) e 1 < ¢ < o0, entao 6 satisfaz

L]

{1t 5 57 1k € BO((0, 00); LYR™M)). (3.2.2)

Demonstracgao:

Faremos a demonstragao em cinco passos. Observe que o caso |k|= 0 segue de (2.2.5) e (2.2.7).

Vamos usar indugdo sobre [k| para provar (3.2.1) e (3.2.2) com 35 < ¢ < o0 el < ¢ < oo,
) e (3.2.2) (com

respectivamente. Mais precisamente, assumindo que (3.2.1) ( 2ﬂ/"7ﬁ

1 < g < o0) sao verdadeiras para |k| = m € N, vamos mostrar que

< g < o0,

it (8h ovk) 0 € BC((0,00); LY(R™)), para todo 5 n

\k|+h+n+[3 1

¢t (0o V*0) € BC((0,00); LYR™)), para todo 1 < ¢ < o0,

onde 0 < h < 2L e 62 .= (—A)2z. Em seguida, obtemos (3.2.1) ¢ (3.2.2) para |k| = m + 1,

tomando 0 < —— =h < 21 "aplicando o operador 07 my-vezes, e usando a desigualdade
|26l < clloxe],
q q

Passo 1: 6, € L%7(R") e

Aplicando o operador 9" o V¥ na equagdo integral (2.1.4) (pgina 30) e logo em seguida calcu-

lando a norma ||-|,, obtemos

h+|k

Lovto], < O ol + | [ @19, - (AP0 s

q

/ot/2<8? o VE (V,G,) (t — ))((P[0]6)(s))ds

+ ‘

= Oty HOUH  t Lt D (3.2.3)
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Para estimar I, sejam p e r tais que

11— 1 2y - 2vy—-1 1 1 1-—
5<7< il 6—72 e —=—— 5. (3.2.4)
n p n n rop n

n
2y-p

Desde que <qe

27—6_27—1<27—5<n+1—27<n+1—6
n n? n n n

I

temos que r > 1, ' > q e 7, — % > 0. Logo, usando a desigualdade de Holder e a estimativa

(2.3.1) (veja pagina 33), obtemos

t htl

I < W(t—s)‘?—#f (VE(P[0]0))(s) . ds
t h+l _ n i i
_ t/Q(t—s)_;v = | Y Cin (Vib(s)) (VETPIO(s)]) ||z ds
0<i<k
t h | = . .
_ *ZJF’]p*l . 7 k—i
< /W(t 5) (O;qu [vioes)|| [ PIvE-io(s) ) ds, (3.2.5)

onde em (3.2.5) usamos o fato do operador P[] comutar com derivadas. Usando a desigualdade
de Hardy-Littlewood-Sobolev para estimar ||P[V¥~0(s)]||, em (3.2.5), obtemos que

R Rl L Lt

0<i<k

¢ N SR S L]
<C (t—s) 2y tp—1 ¢ =lla—TIp =35 ] g

t/2
= i . ~ k=14 .
(2, (gt 1ol (e 9000,
0<i<k \t>0 q t>0 p
<o (s B g = o
/2

Para estimar I, seja 2522 < 1< AL

L — L8 Entdo, r > 1,7 >qef,+7, <1, e

1
P
podemos estimar I, da seguinte forma:

_ |kl

t/2 n
LEC [ (=) T EPO0)(s) | e ds

_halkl+1

<0 [T o ot PO, ds

_ hA[k|

t)2 i o ) i
< [Ma- o E s (e o, ) (super 1o, )
0 t>0 t>0

ht+ h+\k\)

k] ~ t/2 _
<Ct m Tt / s gg = Cf~ It 2y (3.2.6)
0
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Finalmente, substituindo (3.2.5) e (3.2.6) em (3.2.3), conseguimos a estimativa

t(ﬁq*‘ﬁggfj) H

@k o VhY)| <C.

q

Passo 2: 0y € LT-7(R") e ¢ = 00
Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg com o = (2y — f)/n e (3.2.1) com p = 2,?; (ja

demonstrada no passo 1), temos que

[v20], < c w202 |72 (730)]"
2w—ﬁ
<o - oc(np+ D) g olip gt
= ot ),

Passo 3: 0y € L'(R") N L% (R") e 1 < ¢ < c0.
Aplicamos novamente o operador 9" o V¥ na equacio integral (2.1.4) e em seguida calculamos

a norma ||-||, para obter

h+|k| 7( +8
2y

[(@hovhyo)| <t ol + | [ (019Gt = s)((VEPI6)0))(s)) ds
q t/2

q

+ H/Otﬂ(az o VE(V,G,) (t — ) ((P[0]6)(s))ds

h+ k]|
2+

=t Y g, + L+ . (3.2.7)

Usando p e r como em (3.2.4) e a hip6tese de indugdo (veja pagina 64), estimamos I; como

segue:
t 1
L < /<t—s>—@?—2w (VE(PLO]0))(s)|| . ds
t/2 r+q
t _ i .
<C Y [ -9 F i) |PIVEecs))| ds
0<i<k t/2 q
<C Y /t (t — 5) " F L Tz (571 g
o=kt
(m luv;e@H ) (suptw' H)
t>0 q t>0

L ("Jrﬁ 1)

< Ot Ttz eh (28 )

2y

(t —s) 2+ g = O T (3.2.8)
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}<p<ijer=1-LL <1 Comoij+i+(52—1) <1

Para estimar I, seja max{ " 55 27 3

temos que

ht|k|+1

t/2 _hlEIHL n
BEC [t =) (PIO)) | g ds

t/2 bkl o
< C/O (t—s)" = o), 10(s)]], ds
t/2 - S L ont _
< C'/O (t B S)_hglfk\+np—ls—nq—np—( 2 )ds (Sup tnq ——1) H@( )Hq) (Stgg) 7 ||9(t)|‘p>

< Ot—h;’“”ﬁp—l/ms—"q = (5D g = ot - D), (3.2.9)
0

Substituindo (3.2.8) e (3.2.9) em (3.2.7), obtemos

£ g+ LR 1 (28 1) H (0" o VH)O(t )H <cC.

q
Passo 4: 0y € L'(R") N L% (R") e g = 1.
Aplicamos 9% na equacio integral (2.1.4) para obter (3.2.7) com h = 0 e ¢ = 1. Desta vez,

podemos estimar os termos I; e I, em (3 2. 7) usando (3.2.2) com g =pel <p < o (ja

provado no passo 3) e (3.2.1) com , onde + = % — L8 < 1. De fato,
t _1
hs (k=) w<vﬂmﬂmx$mw
<C X / (t = )" |(PIVE)(3) (VD) (5) | vdls
0<i<k
<C (t _ §) T s - (D) g
/2
Y (suptﬁ”*(w DHEEM i H ) (supt”” o R ) (3.2.10)
0<i<k \t>0 >0
1 t 1
< Ct“w)'z'?// (t—s) T ds=Ct ™, (3.2.11)
t/2
(§]
t/2 k41
L<C [ (=75 (PO)0)s)], ds
t/2 ~ n
<c/ (t— 5) B 5T —(F2 D) g <suptm 16(t )Hw) <supt%+<?fl> He(t)up)
t>0
< th/m 57073 ds = Ot %
0

Logo,

LI
t || V30, )] 1< C.
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Passo 5: 0y € L'(R") N L5-5(R") e ¢ = 00
Como no passo 2, usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg com o = (27— f3)/n, e (3.2.2)

com p = 37— (j& provada no passo 3), obtemos
_<cC vEo
o], <c e’ |5 (@)
< Ct (1-a) (np+\k|+n+5 l)t (i p+\k\+1+n+5_1)

3.3 Demonstracao do Teorema 3.0.1

Comegamos mostrando que a desigualdade (3.0.1) é

n

Pelas estimativas (3.2.1) e (3.2.2), temos que, para quaisquer 0 < p < 1, 5
ke ({0} UN)"

B§q<ooe

tﬁq+ﬂ(n+ﬁ 1 +‘k|

" V¥ € BC((0,00); LY(R™))). (3.3.1)

Também temos que

VA0, ) — VEG, (1)b0oll, = ||VEB(O, e)Hq <

/AV Gy (t — ) (V5 (P[0]0))(s)) ds

q

(Va(VaGy)(t = 5))((PO)0)(s))ds| = I + I

|| t/2
q

1 1-8 1 1 1-3
podemos escolher <p<italquel< —=F<le 4+ —-F<L

_n__
5 n+1-—2y

Usando (3.3.1) e (3.2.2), obtemos

/3

L<Cf (= s)ts oS-G0 g

t/2
1il lk|—li] | n .
-(Z <suptnq+ T D) v (t>||q> (Suptw e 1||V’;‘19<t>lrp))
0<i<k \t>0 >0

_ n t _
< g — (D) (2 1) (t — s)"'ds
t/2
n+p8

< O (B2 1) (g2 1)
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_ 2y
n

Para I, considere 1 < p < "5 tal que u(% )+ ”nﬂ < é+% < 1. Entao

]2 < Ctﬁp_%_l /t/2 S—ﬁq_ﬁp_(ﬂ-i-l)("%yﬁ—l) ds
N 0

o L ntB
- <supt"q+“ o >||q) (sup 5 oo, )

t>0

< Ct +77q+( -1))- H(n+ﬂ 1)

, ¢ suficientemente provar (3.0.1) para ¢ = 1 e entao

obter os outros casos usando mterpola(;ao.

Para provar o caso ¢ = 1 usamos (3.2.2) com p = o e (3.3.1) com ¢ = 7' = 5 (observe
que 1 = % — =) para estimar

t 1
I g/ (t—s)*ﬂ
t/2

(V5(P[6] 9>><s>H ds

1

<C [ (t=s)77 3 [(PIVIO)E) I VE0(s))]0 ds
/2 0<i<k

<C | (t—-s) 3 > Hw S)H HVI;”'H(S) ds
/2 0<i<k b '

<C t (t — 8)_%5_%_ (5071435 g

. Z (Sup t172-y 2w
0<i<k \t>0

0)],) (pe = ot
L]

n t n
< o m - 1+%/ (t— s)"%ds = Ct~ 5 #(5Y),
t/2

1)

_ B
n+p—

t/2 LRS!
B< [ =) P10 0))(5) s
t/2 ELES!
<C [T (t=9) 10 l10(s) ds
t/2 o] 41 n
<o M- et (s e o1, ) (supe o))
0 t>0
<o / Y g1 g
0

1kl n+pB 1

_Ct 2~ M( 2~ )

e desde que pu < 5 podemos estimar

Portanto,

| n
15 S D B9, 0| < O
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O limite (3.0.2) segue diretamente do Lema 3.1.1 (veja (3.1.2)) juntamente com as estimativas
das derivadas de B(6,60) em L? obtidas acima. Com efeito,
Wl g+ (52 1) ok k gt i+ 2 1) Ok k
e VR0, 1) — MVEg (2, )|l < 25T VG, (800 — MV (g5(2,1) g
5 IR R B, )|
q

[F|

< IS VRG ()00 — MV (g,(x, 1) |,

n+8
+ o 0, quando t — oc.
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Capitulo 4

Solucoes Auto-similares nos Espacos de

Fourier-Besov-Morrey

Este capitulo é dedicado ao estudo de existéncia, auto-similaridade e estabilidade assintotica
de solugoes para o problema (0.0.1)-(0.0.2) nos espagos de Fourier-Besov-Morrey. Em particular,

vamos obter uma classe de solucoes assintoticamente auto-similares.

Neste capitulo, vamos assumir que P;’s sao funcoes mensurdveis tais que
|P;(6)I< Cle°, q.t.p em € € R™, (4.0.1)

para todo 1 < j < n, onde 5 € [0,n+ 1) com ( < 2.

Observagao 4.0.1. O espago funcional que vamos considerar neste Capitulo (veja Segao 4.1)
satisfaz as hipdteses do conjunto A definido no inicio da Segdo 0.2. Assim, se os simbolos F;

satisfazem (4.0.1) para todo j = 1,...,n o produto P;(£)0(&) faz sentido e o operador P|-] estd bem

definido neste espago funcional.

Dividimos o capitulo em trés se¢des. Na primeira (Segdo 4.1), introduzimos os espagos de
Fourier-Besov-Morrey e relembramos o conceito de solug¢ao auto-similar. A Se¢ao 4.2 é dedicada a

apresentacao dos resultados e, na Secao 4.4 faremos as demonstracoes dos resultados.
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4.1 Espacos de Fourier-Besov-Morrey e Solucoes Auto-

similares

4.1.1 Espacos de Fourier-Besov-Morrey

Comecamos a secao definindo os espacos de Fourier-Besov-Morrey. Para isto, seja ¢ € S
radialmente simétrica e satisfazendo (1.1.1) e (1.1.2), e para cada k € Z seja 0 (&) = ©(27%¢) (veja
pagina 9).

Definicao 4.1.1. (Espacgos de Fourier-Besov-Morrey) Para s c R, 0 < pu<n, 1 <p<ooe

S

® 1q(R™) é o conjunto de todas as

1 < q < 00, 0 espago de Fourier-Besov-Morrey homogéneo F.

f € S'/P tais que a norma || f|| s ¢ finita, onde
DP9

1/q
(Seledll,,) o<
Hf”f/\/;%q = \kez ot (4.1.1)
sup 25 || || g = oco.
keZ Dy

Observagao 4.1.2. Em (4.1.1), M, , denota o espago de Morrey homogéneo definido na pagina
19. Observamos também que, assim como no caso dos espacos de Besov homogéneos, a definicdo

dos espacgos de Fourier-Besov-Morrey nao dependem da funcao ¢ escolhida.

Na préxima proposicao vamos precisar do conceito de espago vetorial topolégico completo e
da topologia forte para o dual de um espago vetorial topologico. Por isso, vamos relembrar tais
definicoes.

Seja X um espago vetorial topolégico localmente convexo. Uma rede {z;};cr em X é dita de
Cauchy se a rede {x; — #;}( j)erx1 converge a zero. X é dito completo se toda rede de Cauchy
converge. Quando o espago X é contavel de primeira ordem, ou seja, quando cada ponto x € X
admite uma base de vizinhancas contével (veja [31, pg. 116]), a completude de X ¢é equivalente a
toda sequéncia de Cauchy ser convergente.

Um subconjunto B C X ¢ dito limitado se para toda vizinhanca U da origem existe uma
constante a > 0 tal que a !B C U (veja [58, pg. 44]). No caso particular em que a topologia
é gerada por uma familia de seminormas, a definicdo de conjuntos limitados coincide com ser
limitado em cada seminorma.

Seja X’ o dual de X. A topologia forte em X’ é definida como a topologia localmente convexa
em X' gerada pelas seminormas

17l 5= sup|T()], (4.1.2)
zeB
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onde T'e X' e B C X é um conjunto limitado. Note que a topologia forte em X’ coincide com a
topologia da convergéncia uniforme em conjuntos limitados de X.

Em especial, podemos munir o espago das distribui¢oes temperadas S’ com a topologia forte
gerada pelas seminormas (4.1.2). Munido desta topologia, &’ é um espago vetorial topolégico
completo. Para mais detalhes sobre topologia forte do dual e sobre espacos vetoriais completos,
sugerimos ao leitor as referéncias [57] e [58] .

A seguir vamos considerar S’ com a topologia forte. Vamos demonstrar que o espago de
Schwartz esta continuamente incluido nos espagos de Fourier-Besov-Morrey e que estes estao con-
tinuamente incluidos no espago das distribui¢oes temperadas S munido da topologia forte. Pro-

varemos também que os espacos de Fourier-Besov-Morrey sao espacos de Banach.

Proposicao 4.1.3. Sejam 1 <p,g<o00,0< u<nes<n-— ”p%“.

(i) Considere &’ com a topologia forte. Temos que

S C FN¢

p,rq

(R") c S'/P, (4.1.3)
onde as inclusoes em (4.1.3) sdo continuas.

(ii) O espago FN

p,pq

(R™) é de Banach.

Demonstracao:

(i): Gragas a inclusao continua 19 (Z) C 19(Z) (para ¢; < ¢2), é suficiente provar a inclusao do
lado esquerdo de (4.1.3) para g = 1.

Passamos entdo a prova quando ¢ = 1. Seja f € §. Como supp ¢, C Dy = {{ € R™; %2’“_1 <

€]< 32541}, temos que

1/p
S lafl, = S0 ([ a@rier)

keZ kez ~ So€R™,RE>0
k( N) N . 1 1/p
<OY 2Mef RN LT} (3 S——
<X 2D ([ o OP+ PIOP g

H A 1 1/p
£ 3 k) (Lkr@k@\pu + |§\N”’>If<€>"’1+|g|wd5>

k>0
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k<0 L4r

ok+1 n—1 1/p
2 k(s—& r
< Ol Sl 2 ([ )
2k+1 n—1 l/p
3 p||1/pokls—4) -
o Tl 2 ([ )

k>0
N ST N P T
< Ol f o 22 2077 M + O fll .y Do 257 7, (4.1.4)
k<0 k>0
onde, || f|l(nva)= supIeRn(l + z)V |8a (x)] sdo as seminormas que geram a topologia de S. Esco-
lhendo N; < s+ ™=£ e Ny > s+ £ temos que os somatoérios em (4.1.4) sao finitos. Como a

transformada de F ourier é um 1som0rﬁsmo em S, (4.1.4) implica a primeira inclusdo continua em
(4.1.3).

Vamos agora provar a segunda inclusao continua em (4.1.3) para o caso ¢ = oco. O caso
g < oo segue da inclusdo continua [9(Z) C I*(Z). Seja f € &', ¢ € S e para k € Z defina

Xe(&) = wr—1(&) + vr(&) + pry1(§). Gragas a identidade (1.1.5) na pagina 10, temos que yx(§) = 1
se £ € supp ¢y. Pela desigualdade (1.2.30) (veja pagina 21) temos que

keZ keZ

éosz*wmmmmmww

keZ

< CSUP2’“||90kf||MpuZ2 "Xkl
keZ

< Cfllang e 2o 27 N 0udn) I

keZ

<Ol flleng, oS 25 1w+ el
kEZ

< CllAlNG o 91 e, (4.1.5)

11

< Clfllzns,, .. (Z”(bH(Ni,ai)) , (4.1.6)
=1

onde as desigualdades (4.1.5) e (4.1.6) podem ser encontradas em [57, cap. 2]. Portanto de (4.1.6)

concluimos que

| fllz=sup|< f,¢ > |< Ol fllzn;, s
¢€B Dk,

para todo conjunto limitado B C S.

(ii): Considere &’ com a topologia forte. Seja >°7°; f; uma série absolutamente convergente em
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FN? . (R™), ou seja,

p,1,q

Q=

> M fillzns, .= Z (Z 279 05(:) )IIM,],) < 0. (4.1.7)
i=1

i=1 \JEZ

Seja ainda Sy = YN, fi. Para N > M temos que

N N
1Sn = Sullrns, .= || > fi > Wil (4.1.8)
i=M+1 ]:N;,M,q i=M+1

Fazendo N, M — oo em (4.1.8) vemos que a sequéncia {Sy}nen ¢ de Cauchy em FN;  (R™).

Usando a segunda inclusao continua em (4.1.3), vemos que {Sx } ven é de Cauchy em &', e portanto

converge para uma [ € S’

Falta mostrar que || f||zxs , < 0o. Para isto, observe que de (4.1.7) tem-se que
ZQMng )HM ,< 00, para cada j € Z, (4.1.9)

ou seja, para cada j € Z a série ) %, gojﬁ ¢ absolutamente convergente em M,, ,(R") (e portanto

convergente neste espago, ja que M, ,(R") é completo). Para cada j € Z defina g; por

8= > e O70) (4.1.10)

Utilizando que a série Y-3°, f; é absolutamente convergente em FN°  (R") e (4.1.9) temos que

p;p,q
1
q
(Z 27°1)|g; MM) (Z 9754
JEZ JEZ

Z‘PJ

1
q ) q
Mp,u

< (Z (i 2j8s0j(-)ﬁ(-)Mp,u>q);

JET

= Z (Z 27%9) |05 (-) )IIMM) q (4.1.11)

i=1 \JEZ

—ZHfz Nrns,., < o0, (4.1.12)

onde em (4.1.11) usamos a desigualdade de Minkowski com as medidas contadoras em Z e N

(veja [31, pg. 194]). Segue entdo que a série g = >5;czg; converge em S’ (veja [55, pg. 59)),
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0i(£)9(8) = 9;(£), para todo j € Z, e

1
q
lgllFas ., = (%QWH%(')EI(-)H%@,“)
VIS

1
q

-

< Dl < o (11.13)

JEZ

Portanto g € FN; , -

Por fim observe que

“\,_»

) =3 0= ¢ifi6) =X wi(&) 3 fil6) =2
JET JEL i=1 JET i=1 i=1

pois >2% ﬁ(f) €S8’ Assim, g =>3°, fiem §'.
Desde que Y23°, f; também converge para f em S (veja pagina 75) segue por unicidade da

convergéncia no sentido de distribuicdo que f = g. De (4.1.13) vemos que | f[[zys, < o0 e

S

bug(R?) é completo.

portanto a série 3322, f; é convergente em FN, , (R"), o que prova que F.

4.1.2 Solucoes Auto-Similares

Comegamos analisando a relagao de escala satisfeita pelo problema (0.0.1)-(0.0.2). Suponhamos
que os simbolos P;(§) sao homogéneos de grau /3, para todo j = 1,...,n. Entao, para todo A > 0, a
fungao 0y (z,t) = A27P0(Ax, A2't) é solucio de (0.0.1)-(0.0.2) desde que # também seja uma solugao.

Com efeito, observe que a transformada de Fourier de cada componente do vetor velocidade satisfaz

n

P00z, ADE) = A~ Z ]kxﬁﬂ P, <5> 9 (i,A%)

0% e (§).

Aplicando a transformada de Fourier inversa, concluimos que
NP0 Az, tA?) = P[O(A-, A\27)](z, 1). (4.1.14)
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Além disso, é facil ver que cada parcela da equagao (0.0.1)-(0.0.2) satisfaz

A2 _ \2r-p+27 99 2y
5 (z,t) = A at()\x,)\ t)

(=AY 05 (2, 1) = N278427 (ZA)0) (A, \2H)
Pl0,\]V.0x (2, 1) = N2=F421 (P[O]V,0) (\z, A2T4).

Portanto, se 6 é solucao global de (0.0.1)-(0.0.2) entdao #, também o é. Basta somar as trés
igualdades acima.

Segue que (0.0.1)-(0.0.2) possui a seguinte relacao de escala:
0 — 0y = NPz, ADE). (4.1.15)
Fazendo t — 01 em (4.1.15), obtemos a rela¢do de escala para o dado inicial
0o — (0x)0 = AP0y (\z). (4.1.16)

Definicao 4.1.4. Uma solugao 6 do problema (0.0.1)-(0.0.2) ¢ dita auto-similar se 6, = 0 para
todo A > 0.

Observe que as quantidades sup,.qt"||6(¢)]] f8-1 € SUD;sg t"a]|6(t)]|4, normas dos espagos X; =
{0;t70(t) € BC((0,00), H7Y(R™))} e Xy = {0;t™0(t) € BC((0,00), L(R™))}, respectivamente,
sdo invariantes pela relagdo de escala (4.1.15). Com efeito, usando a propriedade (1.2.15) (veja

pégina 17) temos que
sup £ |05 (t)[| jyo-1 = sup N> P(|G(A-, AP || o1
>0 a >0 ?

- Sup(/\27t)nq)\—%nq+2v—ﬂ+ﬂ—1—% 16(-, A\2t)

>0 ”H‘?il
= sup(A78)"]|0(-, X27¢) || a1 = sup t™]|0(-, )| 1.
t>0 a >0 e

Analogamente, sup,.qt7||0,(¢)||;= sup;so t"[|0(t) ]|,

Com essas propriedades em mente, uma pergunta a se fazer é se é possivel mostrar que as
solugoes obtidas no Capitulo 2 sdo auto-similares. A resposta para esta pergunta é nao. De fato,
por (4.1.16), vemos que solugoes auto-similares correspondem a dados iniciais homogéneos de grau
—(2v — f3); entretanto, nenhum espago LP(R™) com p # oo possui fungdes homogéneas.

Por outro lado, o espago FN, , . (R™) com s = n — % — (2 — ) contém fungobes homogéneas
de grau —(2v — [3), as quais sao as unicas fungoes invariantes por (4.1.16). Neste sentido, dizemos
que o espago FN, , (R") com s =n — ”—;’i — (2y — B) é critico, e é um espago conveniente para
estudar a existéncia de solugoes auto-similares.
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4.1.3 Formulacao Funcional

Calculando formalmente a transformada de Fourier na equagao integral (2.1.4) (veja pg. 30)

obtemos que

—

(e t) = e G() = [ iee™ D (PIR] # D)€ m)dr = G (D(€) + B(8.O)(&. ),

onde G, (t) e B(-,-) sao definidas como na pagina 30. Assim, podemos escrever para (0.0.1)-(0.0.2)

a seguinte formulagao funcional
0(t) = G,(t)6y + B(6,0) (4.1.17)

definindo os operadores G, (t) e B(-,-), respectivamente, por

—

G, (D)00(€) = ¢ 171Gy (€) e B(8, D) (€, 1) = — / ige 7= (Plg] « 9) (&, T)dr (4.1.18)

e entendendo (4.1.17) e (4.1.18) no sentido de distribuigdes temperadas S’

4.2 Resultados

Nesta segao, apresentamos nossos resultados para o problema (0.0.1)-(0.0.2) com dado inicial
0o em FN, , (R").
Teorema 4.2.1. Sejam

n+pg+1 n— i
2 "n4+f+1-—4y

n>1,v>1/2,0<<2y< <p<oo,eld<pu<n.

S
D,H,00

Suponha que 6, € F. (R™) com s =n — — (2v = pB) > 0. Seja K como no Lema 4.3.3 e

O<5<E.

(i) (Boa Colocagao) Se ||0y|| x5, . < € entdo existe uma tnica solugao ¢ da formulagao funcional
(4.1.17) tal que 0 € BC((0,00); FN} , oo (R™)) € sup,o[|0(t)]| 75, .. < 2¢. A aplicacao dado-

D,H4,00

soluiio By — O(x,t) de {f € FN}, o Ifllzns <} em BC((0,00); N, o (R")) ¢

Pob1,00
Lipschitz continua. Além disso, 6(z,t) — 6y em S'(R™) quando t — 07.

(ii) (Auto-Similaridade) Se P;(£) é homogéneo de grau 3, para todo j = 1,2,...,n, e fy ¢ uma

distribui¢do homogénea de grau —(2v — f3), entdo a solugao 6 é auto-similar.
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Observacao 4.2.2. (Solugao local no tempo) Assumindo as mesmas condigoes em n, 3,7, p, {4
dadas no Teorema 4.2.1 e sendo s > n — " — (27— f) e O € FN?

p7IJ’7OO

existéncia de solugdo 6 da formulagao funcional (4.1.17) em BC((0,T); FN , ..(R™)) assumindo

p7u7oo

(R™), é possivel mostrar

que T" > 0 é suficientemente pequeno e sem supor que o dado inicial é pequeno na norma do espaco
FN? o (R™). Além disso, esta solugao 6 satisfaz 6(z,t) — 0y em S'(R™) quando ¢t — 0.

p7/’1‘7oo

A seguir mostramos que as condi¢oes assumidas no Teorema 4.2.1 permitem considerar alguns

dados iniciais 6y com norma em L?(R") grande.

Observacgao 4.2.3. (Dado inicial com norma em L? grande) Sejam 6,1, € S'(R") tais que

Bo(&) =1l B P 1 iy e Do(€) = 816 gy, (4.2.1)

onde § > 0 ¢ 14 denota a fungio caracteristica do conjunto A. Observe que (|¢|""F™A)v =

C |$|7(2%5), e portanto

<[k, =cs

p,p,00

160/l 7y, . o 1%0ll 2y

D,p,0

onde C' > 0 ¢ independente de Ry, Ry. Assim, escolhendo § = &, podemos aplicar o Teorema 4.2.1
para quaisquer Ry, Ry > 0. Por outro lado, se n + 23 < 4+, temos que [£| 72"~ =A)c L1(Bg, (0))
e

“éOH% = / (5 |€|7(n7(2776)) 1|§\<R1)2 d¢ = 52/ |€|’2(”*(2’Y*5)) d¢
R”l

BRl (0)

R
= 52‘/01(8"’1)/0 ' r—1p=200=27=8) 740 — C«(SzRéllv—(nHB)_

Se n + 28 > 4y entdo [£|72 = =F)e LY(Bg,(0)°) e

2 —(n=(2v=7)) 2 e / —2(n—(2y—5))
= o 1 d¢ = d
[[4holl5 /n ( § |£|>Rz) £ 0) €] £

o

= 52‘/0[(8"71)/ r 1 2(0=27=0)) grdp = 052R‘21’Y—(n+25)7
Ro

onde a constante C' depende somente de 7, y e 5. Como || f|l2= || f]|2, concluimos que se n+25 < 4y
entdo 6y € L2 com [|6p]%, = C(O)R ™" para todo Ry > 0, e se n + 28 > 4y entdo ¢y € L?
com |||, = C((S)R;h*(”“ﬁ), para todo Ry > 0. Além disto, fazendo R; — 0o e Ry — 0, 0y € 1y

podem ter norma em L? tdo grande quanto se queira.

Apresentamos abaixo um resultado de estabilidade assintética de solugdes nos espagos de
Fourier-Besov-Morrey. Aqui, adaptamos ideias de [7] onde os autores estudaram as equagoes

de Navier-Stokes nos espacos PM®.
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Teorema 4.2.4. (Estabilidade assintética) Considere as hipdteses do Teorema 4.2.1. Su-
ponha que 6 e ¢ sao solugoes de (4.1.17) dadas pelo Teorema 4.2.1 com dados iniciais 6y e

bo € FN? . (R™), respectivamente. Temos que

p?#?oo

PanOO_
se e somente se

i (16 (6)(6 — o) 5, = 0. (4.2.3)

p,M,oo_
Observacao 4.2.5. O Teorema 4.2.4 fornece uma classe de solugoes assintoticamente auto-similares
no infinito. De fato, considerando ¢y = 6y + ¢ com ¢ € S(R™) e 6, homogénea de grau —(2v — f3)

temos que
Jim |G (1)(6 — 00) |

Py, 00

— Jim Gy ()l v, = O,
(veja Observagao 4.3.2), e entao a solucao ¢(x,t) com dado inicial ¢y é atraida para a solugao

auto-similar 6(z,t) com dado inicial 6y, no sentido de (4.2.2).

4.3 Estimativas

Nesta secao, provamos as estimativas centrais para as partes linear e bilinear de (4.1.17) nos

S

puco(R"). Para estimar o termo bilinear, seguimos algumas ideias de Konieczny-

espagos F.
Yoneda [45].

Lema 4.3.1. Sejam 0 < u <nel<p; <py <oo. Existe uma constante C' > 0, tal que

_ln—p n—p
G () fllzws, < CE 350 50| fllws

p2,H,00 T

(4.3.1)

1,0,007

para toda f € FN? (R™). Quando p; = pe, a constante C pode ser tomada igual a 1.

P1,p,00

Demonstracgao:

Pela desigualdade de Hoélder nos espagos de Morrey (veja (1.2.28) na pagina 21) com p% =

1 1 1y._- 1 41,8 __ B H
St — o) = re =24 & temos que

P

1G (O F 1783, 0 = 59D 218 ()01 Ny
< Clg7 (- ), 50D 2% lpre f |1 s,
keZ

1
< Cllgy (@2 Dllag,,, [Lf 7wy

P1,1,00
n—p

_ L (nzp
< OB flewy

P1,H,00

(4.3.2)

_L(u_u
< =R | g

p1,1,00
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onde na desigualdade (4.3.2) usamos (1.2.26) (veja pg. 20).

Observacao 4.3.2. Observe que se p; < ps 0 expoente —%("p‘l“ — %) < 0 pelas hipdteses

sobre u,p; e py. Portanto, fazendo t — oo, tem-se ||Gv(t>f||f/\/f,2wo_> 0, para toda funcao
f € FN,, ,.@®R"). Em particular, como S C FN, , (R") para todo 1 < p; < oo, e todo
s<n-— %, temos que HG»Y<t)fH}'N;2 ..~ 0, quando ¢ — oo, para toda f € S.

A seguir vamos estimar a forma bilinear B(-,-) (definida na pagina 78), nos espagos de Fourier-

Besov-Morrey.

Lema 4.3.3. Assuma as hipdteses do Teorema 4.2.1. Existe uma constante K > 0 tal que

supl| B(0, ¢)l| x5, .. < K sup||0]| 7av
t>0 >0

Py, 00 . P, 14,00

sup||¢[|7ns , (4.3.3)
t>0

para todo 6, ¢ € L>((0,00); FN, , . (R")).

Observagao 4.3.4. O supremo em t > 0 na desigualdade (4.3.3) deve ser entendido como o

supremo essencial.

Demonstracao de 4.3.3: A demonstracao consiste em dois passos. Primeiro vamos mostrar

que existe K; > 0 tal que

Dyp,00 T

sup|[ B9, 6)llzs ... < Ko sup|| PlOJ6]| s a1, (4.3.4)
t>0 t>0 ol

e em seguida vamos usar a decomposicao de Bony (1.1.8) (veja pg. 11) para provar que

Pyp,00 "

Stl>115>||P[9]¢||m;;%go+1§ K> S;ggIIQIIfN;,M,w S;ggllcbﬂw (4.3.5)
Para provar (4.3.4), fixe k € Z. Como supp(pr) C {£ € R™: 32F1 < |¢[< 3271} temos que
2B, )., < 2 [ 1€l (PI0JG) (€ 1henl©)llg,, dr
< /ot ;LQHIG_@_T)QQM1>2(2”_1)k2(5_27+1)k|| <P/[9]\¢) (- 7)er()llag,, A7
< ;1227+1 /Ot 22w(k—1)6—(t—7)227(k1)2(5—27-1—1)16”(?[&]\@5) .7 )oe(lla,, dr
< C/Ot 92 (1) =(t=r)2 D) <p/[g]\¢) O | [ (4.3.6)

< K supl|(PIOJ6) (1) |y 2200 (137)
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Tomando o supremo sobre k € Z e logo depois sobre ¢t > 0, obtemos (4.3.4).

Provaremos (4.3.5). Para tal, observe que da estimativa (0.0.9) (veja pg. 2), obtemos que

ek (©)a(E, t)a, < C2O D0k (E)O(E, 1) usy.,. (4.3.8)

pois supp(ipr) C {€ € R™; 82671 < |¢]< 22541} Desde que a norma de FAS_ 27 (R") ¢ dada por

514,00
7z = 5 2 Vi f

temos que

PO 0= sup 27524y (PTG .
J

Seja agora j € Z fixado. Usando a decomposicao (1.1.8) na pagina 11, com P[] e ¢ no lugar de

f e g, respectivamente, e tomando a norma ||-||5s, ,, obtemos

;P Plo]o [6lla,, < > i (Sk- 1 P0]) * (0x0)| gt Y Nl (Se- Si19) * (2n P[0 DIz,

|k—j|<4 |k—j|<4
+ > H%’(%ﬁ@]) * (@kds)HMP,MZ L + 1, + Is. (4.3.9)
k>j—2

Para estimar [}, usamos a desigualdade de Young em espagos de Morrey (1.2.29) (veja pg. 21)

para obter

I [ < 916240 S 15T PlA| [l ok, - (4.3.10)
[k—j|<4

Da definicdo de S; e da desigualdade (1.2.30) (veja pagina 21) com |a| = 0, obtemos

HSk 1P| < ZHSO/«P Jh< Y 2" "5 o PO - (4.3.11)
k'<k k'<k
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Comon— "t =s+2y—fe 2k ~ 27 quando |k — j|< 4, segue de (4.3.11) que

21— NN 1S PO lon s,

h—dl<4
D DD DAl st 1219 L1 PR (20 PV
|k—j|<4 k'<k
<20 37 |l Y- 28 E NN DO g f
|k—j|<4 K<k
< 9i(s=2v+1) Z ||<pk;§g||Mp,u Z 2N (=1 (SUP 2kls||4pk’9||Mp,u>
g <A B <k k'eZ
<ClOla;,. X 270k, 2507
Jh—dl<4

<Ollrns, . > 2%lexdllu,,

k—j|<4

DyH,00 pyp,00

< Csupl|0]|zws;, .. suplloll 7a
>0 >0

onde, usamos (4.3.8) em (4.3.12). Inserindo (4.3.13) em (4.3.10), obtemos

Py 14,00 pyp,00 "

2= < Csup||0]| s, |l sup|l 7
t>0 t>0

Analogamente, usando a condigao [ < 27, podemos estimar

i~ 1, < 236241 S 5 G ok PlO] |,

lk—j|<4

< 296=24D) S SR oK+ 21-0) |10 b, ek P16 |,
hJl<a K<k

< ||¢ll 7w
lk—j|<4 \K' <k

< Cll¢llzn

Pyp,0

Z 2k(3_27+1)2]@(5—1)2}3(2"{—5)ngkéHM
P
|k—jl<4

< Csupl|oll 2w, . supl|0]| Facy
t>0 >0

Py, 00 pyp,00 "

j(s—27+1 K (27—B) | ok(3—1 7
p,u,oozj( v+1) Z (ZQ (2v )) ok(8 )“(kaHMW

(4.3.12)

(4.3.13)

(4.3.14)

(4.3.15)

Vamos agora estimar o terceiro termo em (4.3.9). Note que s — 2y + 1 > 0 devido a condigao

1 < p. Novamente aplicando a desigualdade de Young em espagos de Morrey (1.2.29) e a

n+pB+1—4y
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desigualdade (1.2.30) (veja pg. 21), obtemos

2i(s=2y i Iy < 932D S 10, PIO] 1| 210

E>j—2
< Z 2j(s—27+1)2k(571)+k(n7%)HS%g”MW”@kiuMp,u
k>j—2
e S (o) YA =T Y
E>j—2
<C Z 9(i—k)(s—27+1) (2ks||90k§HMp,u) (kaH@kCgHMp,#)
k>j—2
< Csupllf]| 7y, supll@llzns, . (4.3.16)
>0 450

pois
Z Q(j_k)(S—Q’Y-H) =C Z 2—w(s—2'y+1) < 0.

k>j—2 w>0

A estimativa (4.3.5) segue de (4.3.14), (4.3.15) e (4.3.16).

4.4 Demonstracao dos Resultados

4.4.1 Demonstracao do Teorema 4.2.1
Demonstracao de (i):

Considere o espac¢o de Banach
X = BC((0,00); FN} , (R"))

com norma dada por

1611 = supl[6(-, )|l 7wy
>0

Py,00

Reescrevendo o Lema 4.3.3 com a norma ||| ,,, obtemos
1B(0, ¢)[[x< K||0]|x]|||x- (4.4.1)
Além disso, o Lema 4.3.1 com p = p; = py implica que

1G5 @)boll < (160l 7

pyp,00 "

(4.4.2)
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< ¢, o Lema 1.4.1 juntamente com as estimativas

sH,00 T

Portanto, tomando 0 < & < . e 100l 75
(4.4.1) e (4.4.2) implicam que existe uma tnica soluc¢ao € de (4.1.17) em X tal que ||0||x+< 2e.

Para mostrar a convergéncia fraca da solugao para a condigao inicial 0, seja ¢ € S. Entao,

< Gy (B0 — b0, 6> | = | [ (7" = 1)h()(€)de]

(1 — e_t\§|27) ) 2y 2
< sup e t] [ M@l de)de]
<t|[ Do)l d(€)de). (44.3)
pois
(1 B e_tm%) —s
LT L.

Além disto, como 6, € FN° oo POdEmos usar a decomposicao de Littlewood-Paley (1.1.7) e obter

que

L @l dE)de = 3 [ on©)bu(©)lede)de

keZ
< Y llerbollr2* 0|1, (4.4.4)
kez
< O3 25 loibolag,,, 251, Dl (4.4.5)
kEZ
< X 2 leibollag, 27 I, bl
keZ
< Cllbollzas,, D 25 =D|1 p, | oo, (4.4.6)
kez

onde em (4.4.4) usamos que supp ¢ C Dy, := {€ € R 3281 < |¢]< 3281} ¢ em (4.4.5) usamos
(1.2.30). Como ¢ € S e 2y > 5 podemos escolher N > 4~ — /3, tal que

3 21,8l < 3 PO 1p, oot 32| 1,

keZ k<0 k>0

o 1
< Z 2k(4vﬂ6’)||¢Hoo+C Z ok(4y—B) ( sup >

k<0 k>0 ak-1<jgj<ortt 14 Y

<O M) 4 0N kAN g, (4.4.7)
k<0 k>0

Substituindo (4.4.7) em (4.4.6) concluimos que

L 06(©)I3(6)ds < Cloo 5, ..
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e portanto, a estimativa (4.4.3) (veja pg. anterior) nos da
|< G, ()b — b0, ¢ > [< Ct||0oll 7w, ..~ 0, quando t — 0t.

Falta mostrar que lim, ,o+|< B(6,0),$ > |= 0. De fato,
< BO,0),6 > = 1< BO.0,0> | < [ ([ lele 1 |(PLp) € 7)lar ) dle)de
< (L e gl P, nId©de ) ar
< [ e o PO 7)) dr

< [IHEEIB) )00 dr (4.4.8)
Observe que
| ICPEIBYC, DI = [ El1PIIRNE m)IIBE)Ide
=3 [ Kllex© (PIRE 7 16(6)lde
kEZ
< C X ler) PG )2 10,50

< O3 205 o (Y (PLOIB) (-, ) lagy 281 5y ()

keZ

< O3 22 o ((PJO) -, 7)) agy 251, ()

kEZ
< C| P10l sz D 2D 110, 0(-) |
kEZ
< (16()llzw,.. ) 3 215, 6(-) e
kEZ
2
< (ll(n)l7xs,.) (4.4.9)

pois,

>~ 215, 6() o< o0,

keZ
como mostramos na pagina anterior (veja (4.4.7)). Substituindo (4.4.9) em (4.4.8) concluimos que

2
< BO.0).0>1<C [ (180)]r;,..) dr
2
< ['ar (swplooln, .
0 t>0

2
=Ct <sup||8(t)||fNZMw> — 0, quando t — 0",
t>0 .

como queriamos.
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Demonstracao de (ii):

Recordemos que a solugao 6 obtida no Teorema 4.2.1 é o limite em X da sequéncia {6, }men

definida recursivamente por
‘91 = G,y(t>90 e Hm-l—l = 91 + B(9m7 Qm) (4410)

Uma vez que os simbolos P; sao homogéneos de grau 3 e 0y ¢ uma distribuigao homogénea de
grau —(2v — f3), temos que cada componente da sequéncia 6, ¢ invariante pela relagao de escala
(4.1.15), ou seja,

O = Opmn onde Oy, 5 (2, 1) = AP0, (Az, ADt). (4.4.11)

Para mostrar que 6; satisfaz a propriedade (4.4.11) observe que g,(Az, \*7t) = A\™"g, (z,t). Com
efeito,
A 27932y
(g5 (A, A1) (€) = ATme WA = ATng (1), (4.4.12)

Esse fato, juntamente com a condigao que 6y é homogéneo de grau —(2v — /3), implicam que
a1 = NP G ()86 (A) = X7 [ g (A — 1, 0oy
Rn
_ A / 9, (Az — Az, A0 (\2)\"dz

= /\2”’_5/ gy (x — 2, ) A" @ 0(2)dz

= G, (t)0p(x) = b1 (x,1). (4.4.13)

Para o caso m > 1 usamos (4.1.14) (veja pagina 76) e (4.4.12) para mostrar que

B(6yn, 0,2) (A, A218)

= [ Vg Oy X )P 7) dyr

=X [ [ VoA = A7), N = )P0l (v, X270 dy e

= e | t [ Vg, (Mx = 2), X~ 0) [PL0]6,)(02 o) ddo

= 2 /0 t [ NIV, (0 = 2t = 0) Pl (02, AT10) 00Nz, A 0) dz do

—\2 /t . AV, (2 — 2,t — )NV P[0, (A, A7) (2, 0)0m (A2, AP 0)) dz do
_\=h / Vog (@ — 2.t — )N 2E DP9, ](2,0)0mr(2, 0) dz do

= X" BAB(O 0, Opr) (2, 1). (4.4.14)
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Multiplicando (4.4.14) por A2=# concluimos que
NP B(0, 00) (A1, \2Tt) = B0, Omr) (2, 1), para todo A > 0. (4.4.15)

Utilizando (4.4.13), (4.4.15) e um argumento de indugao pode-se mostrar que 0,, x(z,t) = 6,,,(x, 1)
para todo A > 0, ou seja, cada elemento 6, da sequencia (4.4.10) é invariante pela relacao de
escala (4.1.15).

Observe que a convergéncia 6, — 6 em X implica na convergéncia 6, — 6 em D'(R™ x (0, 00)).
Além disto, usando mudanca de varidveis pode-se mostrar que 6,, x — 0 em D’(R" x (0, 00)), para
cada A > 0. De fato, seja A > 0 fixado e ¢ € D(R" x (0,00)). Entao

<O, ¢ > = /Oo/ Omr(x, t)o(z, t)dxdt
— / [ AP, A, 1) dadt

— )\ / / (A2 A7) dedr (4.4.16)

Fazendo m — oo em (4.4.16), usando o fato do 6, — 6 em D'(R™ x (0,00)) e novamente usando

mudanca de variaveis, obtemos que

<9m¢>%A5"/ / 16 (A2 A27) dedr
:/ / Ox(x,t)p (z,t) dzdt
0 n
:<0)\7¢>7

o que prova que 0, — 0, em D'(R" x (0,00)). Desde que o limite no sentido de distribuigoes
é tnico, 6,, — 0 em D'(R" x (0,00)) € 0, = 6, (como mostramos anteriormente), segue que

0 = 0,, para cada A > 0 fixado, como queriamos.
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4.4.2 Demonstracao do Teorema 4.2.4

Passo 1: Primeiro provaremos que (4.2.3) implica (4.2.2). Subtraindo as correspondentes

equagoes satisfeitas por 0 e ¢ e em seguida calculando a norma ||-[| zars obtemos que

Jp,00)

102) = (D)l Fnvs, o = G (E)(00 = G0)ll vy, HB(O = ,0) + B(¢,0 — §)|| s

< G, ()60 — o)1, .
+| [ Va6t =) (Pl0 - dl6(r) - Plol(O ~ o) e

< [IG, () (00 — ¢0)ll 7

Pyp,00

[ 9.Gsle ) (0 = o) ~ PR (0 - o)) s

]'—N;,u,oo
N ”/ VoGt = 7) (PO = 616(7) = PI8J(0 — 9)(7)) dr|
= Ip(t) + L, (t) + L(t), (4417

onde ¢ > 0 serd escolhido depois. Estimando como na demonstracao do Lema 4.3.3 (veja (4.3.6) e
(4.3.5)), obtemos

1(0) = sup2* | ["lele 8 (Plo(r) — o(r)}0(r) — Plo(rI0() — (7)) dr

Mp,u
o 1) —(t—r)22v(k—1)
< Csup [ 210D Plg(r) — 6(r)o(r) — PLOENO(T) = 07l pgszn d
o 1) —(t—r)22v(k—1)
< Csup [T 20D o(r) — () |y, (106 |y 0 vy, )
5t _
< =K sup | (D= =02 o) — (1) | vy, (4.4.18)

onde K > 0 é como no Lema 4.3.3 e usamos que as solucoes 6 e ¢ satisfazem

supl|0(t) || a5, . < 2€ € sup||o(t) | zns, < 2e. (4.4.19)
t>0 t>0

Fazendo a mudanga de varidveis 7 = tz em (4.4.18) e usando a igualdade

sup 221(k—1) g —t(1-1)227 ¢ _ C |
kez t(l — ’r)
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obtemos
St -
h@)Sé&Kﬁgg%;2%“F”é*“”?wknﬂﬂ7) o(7)ll s, . dT

6 —
=4eK iléli)/o 122V (k1) gmt(1=)27 (70 10(tz) — (tz)HfNZu <z

5
< UeKC / (1= 2)Y|6(t2) — ¢(t2) |l ne . dz. (4.4.20)
0 D,p,00
Estimamos I, da seguinte forma:

t 1) (t—m)22r(E-1)
I(t) SC%;}Z y 2= 0(m) — (1) | 7wy, (10D 2, o O 20, ) d

t —
< (sup 12000 ) (s o)~ 00l

keZ /ot St<r<t
<4eK sup [|0(T) — o(7)|l7ns, .- (4.4.21)
ot<T<t
Seja
L = limsupl|0(-6) — 6(-, Dl .
t—o00
Usando (4.4.20) e o teorema da convergéncia dominada, vemos que
limsup /[;(t) < limsup4e KC (1 —2)7H0(tz) — o(tz)l|7ns, . dz
t—00 t—00
= lim sup4e KC (1 —2)7H0(t2) — o(t2) || zas . _dz
k—o0 t>k P,y 1,00
5
< lim 4eKC (1 — 2) tsup||0(t2) — ¢(t2)||Fas . dz
k—o0 >k Py 1,00
< 45KC/ (1 —2)"! lim supl|0(t2) — ¢(t2)||zas . dz
0 k00 >k P00
1
=4eKClog <1 5) L. (4.4.22)
Além disto, segue de (4.4.21) que
lim sup I(t) < 11msup45K sup [|0(7) — &(7)l|7as, o
t—o0 ot<T<t
— Jim supdeK sup [6(r) — o(r)[lr:
k=00 1>k St<T<t Pt
<4eK lim sup [|0(7) — ¢(7)l|lFns, = 4eK L. (4.4.23)

k=00 sk<r<oo
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Portanto, calculando o limsup,_,., em (4.4.17), usando (4.4.22), (4.4.23) e a hipétese (4.2.3)

concluimos que

L <limsup Iy(t) + lim sup [;(t) + lim sup I5(%)

t—o00 t—00

t—o00
<0+ (C4€K10g ( ! 6) + 45K> L. (4.4.24)

Desde que 4e K < 1, podemos escolher § > 0 suficientemente pequeno tal que

1
C45Klog< 5) +4eK < 1.

Assim, podemos concluir de (4.4.24) que L = 0, o que implica (4.2.2).
Passo 2: Para concluir a demonstragdo do Teorema 4.2.4 falta mostrar que (4.2.2) implica

(4.2.3), ou seja, a reciproca. Procedendo como no passo 1, obtemos

<108) = o)l 7wy, o HIB(O = ¢,0) + B(6,0 = 9) || 7n3,, ..

< 100t) — (@)l rn
|| J(t—7) (P[0 — ¢0(r) — Plg)(0 — ¢)(r)) dr

+ / Vo -Gyt —7) (Pl0 — 8)0(7) — P[8](0 — 6)(7)) dr

1G () (00 — do)ll a5, .. <

|+

FN3 oo

FNG oo

OOl HEKC [* (L= )07) = 6172, 07

< [lo(t) -
+4eK sup [|0(7) — o(7)l|7ns, .. - (4.4.25)
*<T<t
Aplicando o limsup,_, ., em (4.4.25) e usando (4.2.2), segue que
lim sup|G () (6o — ¢o)l| 7av, .. < limsup||0(t) — ¢(t)[| 2, .
t—00 t—ro0
+ lim sup 4e KC 5(1 — )7 HI6(ET) — St | s
t—00
+limsup4eK sup [|0(7) — &(7)||zns, .
t—o00 3<7’<t
<0+ 45KO/§ (1 —7) " limsup||6(t7) — 6(t7)|| s _dT +0 =0,
t—00 o
o que demonstra (4.2.3).
]
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