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Resumo

O problema de intersecao de esferas aparece em diferentes aplicacdes da geometria de
distancias. Esferas cujos raios sao intervalares tém especial interesse quando os dados
provém de experimentos fisicos, onde ha incertezas nas medigoes. Utilizando a algebra
geométrica conforme, desenvolvemos uma maneira eficiente de realizar a interse¢ao entre
esferas e cascas esféricas. Comparamos os resultados obtidos com a abordagem classica,
baseada na dlgebra linear, e fizemos experimentos computacionais para validar a abordagem

proposta.

Palavras-chave: Intersecao de esferas, algebra geométrica, geometria de distancias, es-

truturas moleculares.



Abstract

The problem of intersecting spheres appears in different applications of distance geometry.
Spheres whose rays are intervals are of special interest when the data comes from physical
experiments, where there are uncertainties in the measurements. Using the conformal
geometric algebra, we have developed an efficient way of performing the intersection
between shells and spherical shells. We compared the results obtained with the classical
approach, based on linear algebra, and performed computational experiments to validate

the proposed approach.

Keywords: Sphere intersection, geometric algebra, distance geometry, molecular structure.
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Introducao

O problema de intersecao de esferas aparece em diversas aplicagoes [6, 3, 7, 8, 9].
Alguns modelos matematicos formulados em tais contextos consideram esferas tanto em
espagos tridimensionais (3D) quanto em espagos de dimensao n (nD), sendo que os raios
podem ser escalares fixos ou intervalos reais. A posicao relativa entre os centros, a dimensao
das esferas e do espaco subjacente onde se encontram podem variar de acordo com a
formulagao do problema. Comumente, o problema da intersecao de esferas considerando
raios fixos é abordado com ferramentas baseadas na algebra linear e teoria de matrizes
[10, 11, 12, 9]. Quando os raios das esferas sao intervalares, surgem as cascas esféricas e o
novo problema ¢ a busca de uma maneira adequada para se realizar a intersecao entre esferas
e cascas esféricas. Destacamos que em tal problema ha um interesse especial em métodos
que possam ser implementados e validados computacionalmente. Extensoes de abordagens
convencionais, baseadas em algebra linear, sao levadas a limitagdes consideraveis quando ha
esferas intervalares, inviabilizando generalizagoes principalmente com respeito a aspectos
computacionais. Por exemplo, desconhecemos na literatura uma maneira adequada para
se realizar a intersecao entre p esferas e ¢ cascas esféricas em um espaco nD, onde p, g e
n sao numeros inteiros positivos quaisquer fixados. Problemas como esses sao de grande
interesse do ponto de vista de aplicacoes, pois considerar esferas com raios intervalares é
uma maneira de se incorporar aos modelos dados de entrada com as incertezas presentes

em medidas experimentais. Uma discussao sobre o assunto pode ser encontrada em [4, 7].

Ideia Central

Este trabalho investiga o problema de intersecao entre esferas e cascas esféricas
em espagos nD através da dlgebra geométrica conforme (AGC) [13, 14, 5, 15], propondo
uma abordagem que se estenda de forma natural ao se acrescentar varias cascas esféricas.
Os Capitulos 1 e 2 apresentam as nocoes basicas para introduzir os problemas vistos nos
demais capitulos. Na literatura, o estudo da intersecao entre esferas via AGC é comumente

apresentado para espagos 3D.

A abordagem usual via AGC para levar em conta as cascas esféricas faz
uso dos rotores [16], enquanto que a abordagem proposta neste trabalho é baseada na
parametrizacao pelo raio. Essa nova escolha para resolver o problema tem facilitado a
busca de generalizagoes de conceitos ja conhecidos em 3D. Os resultados obtidos com a
abordagem proposta foram comparados com os conhecidos na literatura [10, 11, 17, 3, 4].
No Capitulo 3, é sumarizado alguns resultados da abordagem baseada em algebra linear

utilizados para as comparagoes. O Capitulo 4 mostra os resultados de experimentos onde
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se compara ambas abordagens: a classica e a que foi desenvolvida via AGC.

Problemas de aplicacao foram explorados no contexto do cédlculo de estruturas
moleculares [17, 4, 3, 7, 9]. A fim de validar a abordagem proposta, realizamos inimeros
experimentos computacionais implementando os resultados tedricos no Mathematica [18]
em conjunto com o pacote clifford.m [19], e também no CLUCalc [20]. A abordagem
desenvolvida mostrou-se promissora para tratar as incertezas experimentais. Testes compu-
tacionais levando em conta as aplicagoes foram realizados com sucesso, validando diferentes
aspectos da tese proposta. Nos Capitulos 5 e 6 ha detalhes com respeito a tais questoes e

sobre as vantagens e potenciais aplicagoes deste trabalho.

Resultados

Com auxilio da AGC, propomos uma forma eficiente para obter a intersecao

entre esferas e cascas esféricas em espacos nD. A tese deste trabalho é a seguinte:

As solugoes obtidas para o problema de intersecio de esferas em espacos nD pela abordagem
proposta via AGC sdo equivalentes das abordagens convencionais, baseadas em dlgebra
linear. Além disso, possuem wvantagens quando o problema leva em conta esferas com
raios intervalares. A principal vantagem € permitir o acréscimo de vdrias cascas esféricas
ao problema inicial de forma natural, possibilitando a implementagdo e validagdo dos

resultados através de experimentos computacionais.

Muitos problemas que apareceram ao longo deste trabalho sao de interesse tanto
do ponto vista tedrico como computacional. Assim, questoes relacionadas aos avancos
em termos da capacidade em simulagoes computacionais estao intimamente ligadas a
continuidade das pesquisas de carater tedrico. Um exemplo é saber até que ponto um
resultado tedrico utilizando a AGC, ou a abordagem classica, poderia ser implementado
de forma que, de posse de dados experimentais de entrada, possamos ter tanto um modelo
como uma implementacao que resolva o problema real da forma mais eficiente possivel. Ao
longo de todo trabalho, este aspecto da pesquisa se mostra determinante e tem um papel
fundamental na construcao dos resultados propostos. Enquanto a abordagem classica se
mostra inviavel para lidar com problemas envolvendo mais do que uma casca esférica,
tanto do ponto de vista tedrico quanto computacional, a abordagem desenvolvida neste
trabalho levou a resultados positivos em tais situacoes. Uma maneira de dar continuidade
as pesquisas aqui iniciadas é estender os resultados computacionais a uma quantidade
arbitraria de cascas esféricas em espacos nD e explorar em detalhes as aplicagoes envolvendo

o calculo de estruturas 3D moleculares.



15

1 Fundamentacao tedrica

Neste capitulo veremos as defini¢oes basicas associadas ao problema de interse-
¢ao de esferas e algumas de suas aplicagoes. Apresentaremos de forma resumida certas
nocoes subjacentes ao problema do calculo de estruturas 3D moleculares. Veremos também

aplicagoes envolvendo espacos nD.

1.1 Algumas definicbes matematicas

A fim de fixar notacao, vejamos algumas definigbes e nomenclaturas que

usaremos ao longo deste trabalho.

Dizemos que um subconjunto H do R"™ é um subespago afim (ou variedade afim)
se H# D eseAx+ (1 — )Ny € H para todo x,y € H e A € R. Dado um espaco afim
H dizemos que T_,(H) = Hy é o subespaco vetorial associado a H, sendo que a € H e
T o :R" — R" é definida por T_,(x) = x —a. A dimensao do subespaco afim H é definida
como sendo a dimensao do espaco vetorial Hy. Ressaltamos que todo subespago vetorial
é um subespaco afim. Por outro lado, um subespago afim nem sempre é um subespaco

vetorial.

Dizemos que o conjunto S(a,r) = {x € R" : ||x — a|| = r} é uma esfera de

centro a € R™ e raio r € R,'. As vezes, denominamos S(a,r) de n-esfera do R".

Definimos uma k-esfera no R™ de centro ¢ € R¥ e raio r € R, como sendo o
k

conjunto {x € R" : Z(Xij — cij)2 =r% k <n}. Uma k-esfera no R", para k < n, é uma
=1
esfera contida em um subespaco afim de dimensao k.
De forma geral, para obter a intersecao de m esferas no R" temos que resolver
0 seguinte sistema,

[x — ay|| = d;, (1.1)

onde a; € R" e d; € R, denotam o centro e raio da esfera i, para ¢ = 1,...,m. De fato,
para cada i fixado, a solugao da equacao (1.1) é uma esfera no R". Ao longo deste trabalho,

denotamos a norma-2 por || - ||.

Em [10] é apresentado um método para se obter a interse¢do de n esferas no
R™ supondo certas restrigdes com respeito aos centros das esferas. J& em [11], temos uma
generalizacao de tal abordagem. Em ambos os casos se faz uso da dlgebra linear, levando
em conta estratégias eficazes para se resolver sistemas lineares associados a (1.1), através
da fatoragao LU e da decomposicao QR [21, 22].

1

Definimos Ry como Ry = {a € R: a > 0}.
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Dado um espaco vetorial W, dizemos que o conjunto de vetores V' = {vy,...,v,},
com cada v; € W, parai = 1,...,p, é linearmente independente (L.1.) quando temos
P
ZOéin' = 0 se, e somente se, oy = --- = a;, = 0. Quando V' nao ¢ L.I., dizemos que V' ¢

i=1
linearmente dependente (L.D.).

Dado um espaco vetorial W, dizemos que o conjunto de vetores V' = {vy,...,v,},

p
com cada v; € W, para i = 1,...,p, é afim independente (A.L.) quando Y a;v; =0 e
i=1

p
Zai = 0 se, e somente se, a; = --- = a; = 0.
i=1
Dado um conjunto de pontos A = {ai,...,a,} C R", definimos o invdlucro
afim de A por

k k
aff(A): Zaiai:Zaizl,aieA,aieR,kﬁp .
i=1 i=1
Ou seja, aff(A) é a intersegdao de todos os subespacos afins que contém A, i.e., 0 menor

subespaco afim que contém A.

Outro resultado usado com frequéncia ao longo deste trabalho é que um conjunto

{x1,...,%,_1,%,} CTR" & AL se, e somente se, {x; —Xp,...,Xp—1 —X,} ¢ L.L.

1.2 Aplicacdo no problema de geometria molecular

O PDB (do inglés, Protein Data Bank) [1] é uma base de dados de estruturas
moleculares 3D de proteinas. Esta base possui iniimeras informagoes catalogadas sobre

tais moléculas, sendo uma fonte bastante utilizada por pesquisadores da &rea.

Comumente, para se obter informacoes microscopicas sobre moléculas sao
realizados experimentos através de uma das duas técnicas: raios X; ou ressonancia magnética
nuclear (RMN). Uma caracteristica da primeira técnica é que esta fornece a estrutura 3D
de alguns tipos de moléculas, mas necessita a cristalografia. O processo de cristalografia é
bastante complexo e requer a desidratagao da molécula. Embora experimentos de RMN
nao necessitem da cristalografia, estes fornecem distancias apenas entre pares de atomos
separados por ndo mais do que 6 A [7, 23]. Dependendo das caracteristicas quimicas
da molécula de interesse, uma das técnicas pode ser mais vantajosa do que a outra.
Ressaltamos que ha moléculas em que informagoes determinantes podem ser perdidas
caso esta sofra desidratacao. No PDB temos dados de problemas reais vindos tanto de
experimentos de RMN quanto de raio X para moléculas de proteinas. Neste trabalho

levaremos em conta os dados provenientes dos experimentos de RMN.
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Figura 1 — Exemplo de proteina no PDB: ID 2IQH, Influenza A [1].

Uma caracteristica das moléculas de proteina é que sua fun¢ao esta intimamente
relacionada com sua conformagao geométrica. Tendo algumas distancias entre pares de
atomos de uma molécula, obtidas por experimentos de RMN, o problema consiste em
determinar a estrutura 3D correspondente as distancias disponiveis. Esse problema tem
sido estudado com bastante eficiéncia através da abordagem apresentada em [23, 9]. Dados
experimentais de RMN sao esparsos e com ruidos [7]. Ou seja, as distancias fornecidas pelas
técnicas dos experimentos de RMN como dados de entrada sao poucas se comparado ao
numero total de atomos a serem determinados. Além disso, as poucas distancias disponiveis
como entrada possuem incertezas. Isso traz dificuldades consideraveis ao problema inicial [4].
Notemos que o problema de determinar a estrutura 3D de uma proteina envolve diferentes

areas do conhecimento, entre elas: quimica, matematica, computacao e biologia.

H& intmeras possibilidades para formulacao do problema matematico de se
determinar a estrutura de moléculas a partir da situacgao real, assim como em outros
processos de modelagem. Ao longo deste trabalho, vamos explorar os problemas associados
ao conhecido Problema de Geometria de Distancias Moleculares (PGDM). Estaremos nos
referindo a tal problema na versao em inglés, i.e., como Molecular Distance Geometry
Problem, ou simplesmente MDGP [3]. Este problema é uma das mais relevantes aplicagoes

da geometria de distancias [6, 9.

Alguns aspectos qualitativos e quantitativos das proteinas. Derivada do grego
proteis (primeiro, primitivo), a proteina é conhecida como a "molécula da vida'. Isto
condiz com o fato de praticamente todos organismos vivos possuirem tais moléculas. As
proteinas sdo macromoléculas formadas por cadeias de aminoacidos, sendo estes conectados
a seus vizinhos pelas ligacoes peptidicas. Um total de vinte aminoacidos se combinam
para formar as proteinas conhecidas. Cada aminoacido tem uma estrutura fundamental,
diferenciando-se um dos outros apenas por suas cadeias laterais. As informacoes aqui

apresentadas para proteinas podem ser encontradas maior detalhes em [2, 1, 23, 7].

A fim de ilustrar alguns aspectos quantitativos a serem levados em conta na
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tentativa de se construir um modelo matematico para encontrar a estrutura molecular
a partir de alguns dados conhecidos a priori, destacamos que uma proteina pode conter
milhares de moléculas de aminoacidos. Na pratica uma molécula de proteina costuma ter

mais do que 10 mil atomos.

Um aspecto importante para distinguir as proteinas uma das outras ¢é sua
conformacao geométrica. Dessa maneira, mesmo que duas proteinas possuam 0s mesmos
atomos e mesma quantidade de ligagoes peptidicas, podem ter fungoes diferentes, pois sua
funcionalidade esta intimamente associada a sua geometria, 7.e., a sua estrutura geométrica
espacial 3D. Diante das iniimeras possibilidades envolvidas na busca de determinar a
conformacao de uma proteina, percebemos que esse problema é um tanto amplo e complexo.

-

E comum se referir a esse problema como cdlculo de estruturas moleculares.

Carboxyl
terminus

terminus
—

Figura 2 — Algumas informagoes sobre uma molécula de proteina [2].

O backone da proteina. Na Figura 1 vemos partes da estrutura de uma molécula de
proteina. Notemos que certas partes sao enoveladas e outras sdo mais esticadas. A fim de
tornar mais rigorosa a analise de problemas de aplicacao é comum considerarmos certas
hipdteses. Uma hipdtese assumida ao longo deste trabalho é que estamos lidando somente
com os atomos da cadeia principal, o conhecido backbone. O backbone de uma proteina é
formado pela sequéncia dos atomos N—C,—C que se repetem ao longo de toda molécula.
A imagem a direta na Figura 1 ilustra o backbone de uma proteina catalogada no PDB
[1] e identificada por 2IQH. J& a Figura 2 ilustra parte do backbone com alguns dtomos
das cadeias laterais. Uma vez determinado o backbone, é possivel obter outros atomos
na molécula de proteina através de suas propriedades quimicas. Ainda nesse sentido,
analisando as caracteristicas de uma molécula, é possivel saber de antemao as distancias
entre alguns dos seus pares de atomos, além de certos angulos com interesse especial. Mais

detalhes podem ser encontrados em [23, 7).

Sobre experimentos computacionais. Quando construimos instancias para testar um
modelo proposto, muitas vezes estamos lidando com o backbone. Embora isso parega uma

limitacao, as instancias geradas englobam varias caracteristicas das moléculas de proteinas.
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Por exemplo, ha partes da molécula que sao mais rigidas se comparado a outras partes. Em
geral, tal parte estd associada a ligacao peptidica, que leva ao conhecido plano peptidico.

As Figuras 1 e 2 ilustram essas caracteristicas.

Na pratica as moléculas de proteina estao inseridas em um meio fisico, onde
inimeros fatores influenciam a posigao de seus dtomos. Sendo assim, questoes envolvendo a
temperatura e energia naturalmente contribuem na conformacao molecular. Ao longo deste
trabalho, nao investigaremos esses fatores. Maiores detalhes sobre tais questoes podem
ser encontrados em [7]. O problema que temos em vista neste trabalho ¢ o MDGP e suas

variagoes levando em conta o efeito dos erros de medidas experimentais.

Modelando o problema de geometria molecular. A fim de apresentarmos os princi-
pais problemas que vamos abordar via AGC, nos concentremos no problema do calculo da
estrutura 3D de uma molécula, a partir de algumas distancias conhecias entre alguns de
seus pares de atomos [23, 9, 7]. Em [9] ha informagoes sobre o problema de intersecao de
esferas em que se investiga aspectos como a area e o volume resultante das interse¢oes no

contexto de modelagem molecular. Aqui focaremos nos aspectos descritos a seguir.

Em uma primeira abordagem assumimos que todas as distancias disponiveis
sao precisas, 7.e., nao possuem erro experimental associado. Sob tal condicao, é possivel
resolver o problema pelo método exato conhecido como algoritmo Branch and Prune
(BP) [17]. O passo central do algoritmo BP é realizar a intersecdo de trés esferas. O
processo de poda ocorre quando ha distancias extras, além das trés usuais, no nivel
analisado. Matematicamente, a intersegao de trés esferas S;(a;, ;) no R? de centros a; e
raios r;, para i = 1,2,3, é o conjunto dos pontos x € R? satisfazendo o seguinte sistema

de equagoes nao-lineares:

|[x —ay|[ =,
|[x — as|| = 7o,
Hx—a;),H =T3.

Sob condigoes adequadas [3], o resultado da intersegdo de trés esferas é dois pontos. Este
resultado ocorre na maioria das aplicacoes e esta associado a posi¢ao dos centros e aos
raios das esferas. Neste trabalho assumiremos que os centros das esferas podem ser L.I.,

A I ou quaisquer.
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(-1,-1) o

Figura 3 — Possibilidades para os centros das esferas.

Na figura acima vemos que a posi¢ao dos centros das esferas é de grande importancia para
investigarmos as possiveis solugoes do problema de intersecao de esferas. A direita, no

plano cartesiano, temos um contra-exemplo de um conjunto que é A.I., mas nao é L.I.

Os dados de entrada do nosso problema de geometria molecular é um conjunto de
atomos V' e um conjunto de distancias {d; ;} entre alguns dos atomos. Como as informagoes
rotulam a quais atomos correspondem as distancias, temos um conjunto de arestas E
que informam os pares de dtomos correspondentes as distancias d; ;. Matematicamente, a
funcao distancia ¢é definida por d : E — Ry, sendo d(v;, v;) = d; j. Dessa maneira, os dados
de entrada podem ser representados por um grafo G = (V, FE,d). Usaremos a notacao
x(v;) = x; para denotar a realizagio de um vértice no R® e d; ; para d(v;,v;), i.e., para
distancia entre o par de vértices (dtomos) v; e v;. Essa realiza¢ao de um vértice corresponde
a suas coordenadas retangulares no R?. Por exemplo, afirmar que foi obtida uma realizagio
X para o vértice v;, equivale a ter definido a funcio x : v; = x(v;) = (o7, 27, 23) = x; € R®.

Uma realiza¢gdo como esta também é chamada de realizagdo vdlida, ou realizacao parcial.

Definicao (MDGP). Dado um grafo simples G = (V,E,d), conectado e ponderado
nas arestas por d : E — (0,00), encontre uma fungio x : V — R® tal que, para todo
{vi,v;} € E,
||e(vi) — a(v;)]| = di;.

Em geral, abordagens tradicionais de otimizacao sao invidveis para resolver o
MDGP, pois estamos diante de um problema inverso de otimizacao global nao-linear, onde
o numero de minimos locais aumenta exponencialmente em fun¢ao do nimero de vértices
|V| = n. Destacamos que este ¢ um problema NP-dificil [24]. Dessa maneira, ¢ esperado
nos depararmos com diversas dificuldades. Uma delas é que procuramos por minimos
globais e temos uma grande quantidade de minimos locais. Isso dificulta consideravelmente

utilizarmos métodos tradicionais de otimizacao [25].

Consideremos a tentativa de resolver o problema usando o método de New-
ton [25]. Como este método fornece uma solucao local, poderiamos tentar usé-lo iterativa-
mente para obter as varias solugoes locais, que sao minimos locais. Em seguida teriamos

que procurar por minimos globais. Para uma molécula com |V| = 10 4tomos, nosso espago
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de busca é o R*, o que dificulta a procura por todos os minimos locais. Sob tal abordagem,
para encontrar uma solugao utilizando os computadores disponiveis na atualidade serfamos
levados a um tempo de processamento muito grande, mais do que algumas décadas. Como
a solucao do MDGP é um minimo global, pode ser inviavel partir por essa abordagem. Na
pratica, as moléculas de proteina chegam a ter mais do que 10 mil a&tomos. Portanto, ha a

necessidade de novas ferramentas para tratar esse problema.

Abordagem combinatéria. De posse de uma ordem sobre os vértices do MDGP, é
possivel discretizar o problema obtendo o DMDGP, Discretizable Molecular Distance
Geometry Problem [3]. Para este novo problema podemos aplicar o algoritmo BP [17] para

encontrar todas as solugoes do problema.

Definicao (DMDGP). Considere o grafo G = (V, E,d) de um MDGP e uma ordem

em V', denotada por vy,...,v,, tal que
(i) existe uma realiza¢io vilida para vy, vy, vs;

(i) para todo v;, onde i = 4,...,n, existem trés vértices imediatamente anteriores

Vi3, V2, Vi1, com {{v;_s,v;}, {vi_a,v;}, {vi_1,v;}} C E, satisfazendo
d(vi—3,vi—2) + d(vi—2,vi-1) > d(vi_3,v;_1).
Encontre uma fungio =V — R?, tal que
||a(vi) — ()| = dij,
para todo {v;,v;} € E.

Tendo obtido uma ordem sob os vértices no MDGP, é possivel explorar de forma eficiente
o grafo associado, atribuindo uma estrutura adequada ao espaco de busca. No entanto,
encontrar uma ordem para o MDGP nao é trivial. Pelo contréario, também é um problema
NP-dificil. Sendo assim, embora de posse de uma ordem sobre os atomos a resolugao do

problema seja simplificada, ha um alto custo computacional para se encontrar essa ordem
23, 9, 3.

1.3 Aplicacoes envolvendo espacos nD

O Problema da Matriz de Distancias Euclideanas (PMDE). De posse de uma
matriz simétrica D de ordem n X n cuja diagonal principal seja nula, o PMDE consiste em

saber se existem pontos {xy,...,%,} C RE para algum néimero inteiro K > 0, satisfazendo

[Ixi = x| = D(i, ), (1.2)
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para todo i,j = 1,...,n, onde D(i, j) denota a entrada (7, j) da matriz D. Neste problema,
além de nao conhecermos a posicao dos vértices no espaco Euclideano R, ndo conhecemos
a dimensdao K do espaco onde procuramos a realizacao do grafo associado aos dados
de entrada. No caso de termos como entrada todos elementos da matriz D, conforme
(1.2), podemos resolver o problema através da estratégia mostrada em [26], onde se usa a
abordagem cléassica, i.e., baseada em algebra linear, para realizar a intersecao de n esferas
no R". Neste caso, a matriz D é denominada matriz de distancias Fuclideanas. J& para
o caso de dispormos de apenas algumas das entradas de D, uma tentativa é seguir [11]
para obter a intersecao de m esferas no R". Nesse caso mais geral, podem surgir erros
numéricos que trazem limitagoes na busca de uma solugao. Este novo problema é conhecido
como problema de completamento da matriz de distancias Fuclideanas. Detalhes sobre tais

problemas podem ser encontrados em [26, 11, 12].

Problemas de Escalamento Multidimensional (MDS). Técnicas de MDS (do inglés,
multidimensional scaling) tém sido usadas para se visualizar conjunto de dados. Comumente,
os dados de entrada para problemas envolvendo MDS sdo medidas de proximidade entre
pares de objetos, mais especificamente, medidas de dissimilaridade entre pares de objetos.
Os dados de entrada em tal contexto muitas vezes estdo em espagos de dimensao muito
alta, o que impossibilita extrair-se informagoes tratando os dados no espago de origem.
Nesse sentido, o problema consiste em representar os pontos correspondentes aos dados de
entrada em um espaco de baixa dimensao de forma que as informagoes iniciais continuem
presentes na nova representacao. Obter uma visualizacdo dos dados em baixa dimensao
viabiliza a possibilidade de analisarmos informagoes presentes no conjunto de dados de

entrada de maneira adequada.

Como exemplo, digamos que os objetos i e j possuam n atributos que desejamos
analisar. Tais atributos podem ser o prego, a durabilidade, a funcionalidade, entre outras
caracteristicas. Os dados de entrada do problema podem ser representados como uma
matriz D = [51-]} de ordem n x n, onde J;; denota a medida de dissimilaridade entre 7 e j,
sendo interpretada como a distancia entre ¢ e j. O valor de 4;; ¢ uma quantidade empirica

associada aos objetos i e j. O problema consiste em encontrar o conjunto {x;}*, C R"

solucao de
2
min{ (51»3- -y % —xj||) } (1.3)
1]
Notemos que na expressao acima as quantidades x; = (z;,,...,%;,) € Xj = (T, ...,2;,)

sao estimadas a partir dos dados de entrada do problema, i.e., da dissimilaridade dada
por d;;. Os valores z;, e x;,, isto é, a coordenada k de x; e x;, respectivamente, denotam
a quantidade do atributo k& que os objetos ¢ e j possuem. Tendo uma solucao para
este problema, podemos visualizar os atributos relacionados entre cada par de objetos
disponiveis, além de investigar diferentes aspectos do conjunto de dados em questao.

Encontrar {x;}7*; C R", equivale a obter uma representacao em baixa dimensao para o
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problema. Esta é obtida por uma realizacao do grafo associado ao problema de distancia
determinado pela matriz D, sendo que nao conhecemos a dimensao do espaco onde
procuramos tal realizacao, mas sabemos as medidas de dissimilaridades d;; entre os vértices.
Dependendo das particularidades dos dados de entrada correspondentes as dissimilaridades,
devemos reformular a fungao objetivo em (1.3). Em [8] é possivel encontrar mais detalhes

sobre o assunto.

1.4 Distancias com incertezas no calculo de estruturas moleculares

Acrescentando uma casca esférica ao problema inicial. Encontrar a solucao da

intersecao entre m esferas e uma casca esférica no R" equivale a resolver:

x—all=d;, i=1,...,m,
_ (1.4)
iy <X = ami]|| < diy,

onde a segunda equacao representa a casca esférica que acrescentamos ao problema inicial
(1.1). Uma maneira eficiente de modelar as incertezas presentes em dados experimentais ¢
por meio de cascas esféricas. Nos Capitulos 4 e 5 veremos que o método apresentado via
AGC para intersecao de esferas no caso 3D pode ser estendido para lidarmos com mais do
que uma casca esférica, enquanto que a abordagem convencional se torna inviavel para

€sse Ccaso.

O efeito das incertezas experimentais. Em um primeiro momento, as analises aqui
feitas levam em conta que as distancias disponiveis nao possuem incertezas. Em uma
proxima etapa, desejamos incorporar em nosso modelo matematico o efeito das incertezas
presentes nas medidas vindas dos experimentos de RMN. Na pratica ¢ comum haver
um erro associado as medidas de distancias experimentais, visto que o aparelho usado
na captura dos dados tem suas limitacoes fisicas. Uma maneira de considerar incertezas
nas distancias disponiveis, usadas como dados de entrada do DMDGP, é assumindo que
algumas delas pertengam a certos intervalos, tendo assim uma cota superior e uma inferior.
Neste caso, podemos representar as incertezas supondo que as distancias d;_3; pertencam
ao intervalo [d;_3; — J, di_3; + 0], onde ¢ é um nitmero real positivo. Lembremos que
algumas distancias podem ser determinadas a priori através da analise das propriedades
quimicas da molécula. Sendo assim, podemos assumir que as distancias d;_s; e d;_1,; sao
precisas (sem erros de medicao), enquanto que d;_s; ¢ intervalar, i.e., imprecisa (com erros
de medicao). Tal hipdtese é adequada para o problema real e tem se verificado ao longo

das pesquisas na area [4, 23, 9].
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Figura 4 — Ilustracao de uma das etapas do algoritmo BP [3].

Ressaltamos que cada iteracdo do BP feita para obter a realizacao parcial do vértice v;
equivale, geometricamente, & intersecao de trés esferas no R?. Isso fornece como solucao dois
pontos no R?, i.e., temos duas possibilidades para cada realizacao parcial de v;. Enquanto
a Figura 4 ilustra a discretizagao no caso em que as distancias envolvidas nao possuem
erros, a figura abaixo mostra o efeito de se levar em conta as incertezas experimentais.
Assumindo d;_3; intervalar, agora a cada tentativa de realizar um vértice v; temos o
problema de encontrar a intersecao entre duas esferas e uma casca esférica no R*, conforme
vemos na Figura 5. Logo, ao invés de termos dois pontos como resultado da intersecao, i.e.,
duas possibilidades para a posicao de v;, passamos a ter dois arcos. Ou seja, temos dois
intervalos de possibilidades para a posicao do atomo v;, quando nosso problema incorpora

incertezas.

Figura 5 — Ilustragao de uma das etapas do algoritmo iBP [4].

No caso de assumirmos a possibilidade de distancias intervalares nos dados
de entrada, podemos usar uma nova versao do BP para tratar este novo problema. A
saber, o algoritmo iBP (do ingés, interval Branch and Prune) [4]. O algoritmo iBP é uma
extensao do BP, e permite lidar com as distancias imprecisas. De forma geral, o :BP busca
resolver o problema da perda de discretizacao da arvore BP através de uma amostragem
adequada dos intervalos de possibilidades, permitindo a descida na arvore. Porém, em

tal abordagem, entre outros fatores, a propagacao de erros a cada iteracdo pode tornar o
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problema inviavel. Além disso, ndo temos uma garantia de que a amostragem escolhida
sempre ¢ adequada para assegurar que uma solugao seja encontrada conforme se desce nos
niveis da arvore iBP. Mesmo sob sucessivos refinamentos na amostragem, nao conseguimos

condigoes para assegurar que uma solucao seja sempre encontrada.

Uma proposta para lidar com o problema de assumir d;_3; intervalar, ¢ usar o
algoritmo ¢{BP em conjunto com a AGC [23, 16]. Com isso, é possivel evitar o processo
de amostragem e garantir a descida na arvore do BP sem tornar o problema inviavel,
garantindo uma classe de solugoes para tal problema. Essa abordagem vem sendo explorada
recentemente sob diferentes pontos de vista. Uma generalizacao possivel em tal abordagem
¢ a busca de incorporar distdncias imprecisas nao somente em d;_3;, mas em outras

distancias de entrada do problema.
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2 Algebra geométrica conforme (AGC)

Seguindo [23, 13, 14, 5, 27, 28, 29, 15], vejamos alguns elementos da algebra
geométrica conforme (AGC) bastante uteis para lidar com aplicagoes da geometria de
distancias. Nos proximos capitulos usaremos as defini¢oes e conceitos aqui apresentados.
Embora alguns resultados sejam usuais na literatura, outros foram derivados de forma a

se adequarem ao problema de intersecao de esferas.

2.1 Definicoes preliminares

Um espago vetorial V' sobre o corpo de escalares R é uma dlgebra se esta
definida sobre seus elementos x,y, € V uma operacao de multiplicacdo, denotada por xy,

satisfazendo:

(i) a(zy) = (ax)y = x(ay) (associatividade de escalares),
(ii) (zy)z = z(yz) (associatividade),

(iii) (z +y)z = xz + yz (distributividade),

para todo x,y,z € V e a € R. Se a multiplicagdo ¢ comutativa, i.e., se xy = yxr para
todo z,y € V, entao dizemos que a algebra é comutativa. Se V tem dimensao n quando

considerado como espaco vetorial, dizemos que a algebra tem dimensao n.

Observagoes. O corpo de escalares R na definicao acima poderia ser outro, como por
exemplo, o conjunto dos niimeros complexos C. No entanto, neste trabalho lidamos apenas
com o caso de escalares em R. Como de costume, denotaremos por ¢;, parai =1,...,n,

os elementos da base candnica do espago Euclideano R".

A dlgebra de Grassmann no R" é a algebra gerada por 1,eq,...,e, e operacao

de multiplicacdo A que é associativa, distributiva e verifica o seguinte:

e, Ne = 0,
e; N\ € = —€j VAN €;,
onde 7,7 = 1,...,n. Esta dlgebra é um espago vetorial com respeito a soma e multiplicacao

por escalar, cuja dimensao é 2". O produto denotado por A é denominado produto exterior,

ou produto de Grassmann'.

1 H3 livros em que se faz distincdo entre a dlgebra de Grassmann e a 4lgebra exterior, mas neste trabalho

assumimos que ambas sdo sindnimos. Mais detalhes sobre essa questdo podem ser encontrados em [30)].
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A dlgebra de Clifford no R™ é a algebra gerada por 1,eq,...,e, e operacao de

multiplicagdo denotada pela justaposicao que é associativa, distributiva e satisfaz:

2
BZ — 1,
62'6]' = —ejei,

onde 7,5 = 1,...,n. Este produto é conhecido como produto geométrico ou produto

de Clifford. Esta algebra ¢ um espaco vetorial de dimensao 2", com respeito a soma e

multiplicagao por escalar.

O espago vetorial associado a algebra de Clifford no R"™ pode ser visto como

um espago multivetorial /\ R™ definido por

0 1 n
k
onde cada parte /\R” em (2.1) tem dimensao (k), sendo que as combinacoes lineares de

2
k vetores de {e;}_; definem uma base para esta parte. Por exemplo, uma base para /\ R3

é dada por {ejey, ejes, eses}.

Os elementos de /\ R"™ sdo os conhecidos multivetores. Um multivetor £ € /\]R”

¢é formado pela combinacao linear de k-vetores de grau k = 0 a k = n. Podemos escrever

isso como .
§=ag(Eo+ar (€ +- +an(En =D (& (22)
k=1
onde ay; € R e (£)y, indica o k-vetor que faz parte de &. A dimensdo de /\R" ¢ a soma das
k
dimensoes de cada uma de suas partes /\R”, sendo k =0, 1,...,n. Portanto, /\ R"™ tem

n
n
. S on
dimensao igual a ]{:2_:0 (k> = 2"

Definimos blades como sendo os multivetores que podem ser fatorados através
do produto exterior de 1-vetores. Os blades sdo obtidos em termos da base do espago
multivetorial (2.1). Ressaltamos que nem todo k-vetor é um k-blade. Os k-vetores sao
combinagoes lineares dos k-blades de base, sendo que alguns nao podem ser fatorados

usando o produto exterior. Por exemplo, o bivetor e; A e5 + e3 A e4 nao é um blade. Ja

e1 Neg+ea ANeg = (e —eyq) A eg é um blade.
Vejamos alguns exemplos de elementos de /\]R”. O blade de grau zero £ =1

0 1

pertence a /\]R”, i.e., ¢ um escalar. Como & = e3 € /\R", entao £ = e3 é um vetor que
1 2 2

pertence ao espaco vetorial /\]R". JAa & =eyNeg € /\R” é um blade de grau dois. /\]R” é

k
um espaco bivetorial, ou seja, formado por bivetores. O k-vetor & = e; ANeag A---Neg € /\]R”
k
é um blade de grau k. Ressaltamos que cada espaco /\]R” contém todos k-vetores do

espago multivetorial /\ R™.
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Representando subespacgos por blades. A partir do produto exterior, é possivel
interpretarmos blades como sendo subespacos vetoriais. Isso permite realizarmos operagoes
entre dois subespagos através de operagoes da AGC de forma direta. O conceito de blade
generaliza o conceito de subespacos, pois, além de fornecer informagoes sobre o subespaco
vetorial, é capaz de codificar a nogao de orientacdo e magnitude do objeto geométrico o
qual representa. Por exemplo, e; A es denota um plano orientado de acordo com a regra
da mao direita. Ja que e; e ey estao associados a subespacos de dimensao 1, i.e., retas
cujo vetor suporte sao tais vetores, entdao o subespago obtido com o produto exterior entre
estes tem dimensao 2. A posicao relativa entre estes vetores esta relacionada a informacao

disponivel sobre a sua orientacgao.

Figura 6 — Exemplo do produto exterior gerando subespagos orientados [5].

Na figura acima, o bivetor a A b gera um plano orientado, enquanto o trivetor a Ab A c

gera um paralelepipedo orientado.

Como veremos adiante, através de relagoes de dualidade, podemos realizar a
intersecao entre subespacos utilizando o produto exterior. Quando analisamos a intersecao
de subespacos, a orientacao dos subespagos envolvidos é indispensavel. Por exemplo, se
temos dois planos no R? passando pela origem e ambos nio sao paralelos, a intersecio
entre estes fornece uma reta como resultado. Por outro lado, se tais planos forem paralelos
o resultado é um plano. Isso mostra que a intersecao esta intimamente ligada a orientagao

dos objetos a serem intersectados.

Produto exterior a partir do produto geométrico. O produto geométrico é definido
de forma a generalizar as propriedades do produto exterior. Nesse sentido, é desejavel que
tal produto codifique de forma compacta a nocao de orientagdo e outras caracteristicas
geométricas fundamentais. De fato, o produto geométrico é bastante geral, permitindo

que através dele possamos recuperar o produto exterior A e, até mesmo, definir novos
k
produtos. Uma maneira de recuperar o produto exterior entre dois blades & € /\]R” e
!

& € /\R™ através do produto geométrico é por

(6160 ks, sek+1<n,

SEASES (2.3)
0, sek+1l>n.



Capitulo 2. Algebra geométrica conforme (AGC) 29

Ou seja, podemos obter & A & se realizarmos o produto geométrico entre & e & e, apos
isso, extrairmos o grau k + [ do blade obtido. Ressaltamos que a extracio do grau { )i
tem custo computacional escalar, pois basta analisarmos no blade resultante? qual de suas
componentes correspondem a dimensao do blade esperado. Esse processo se resume em

percorrer cada uma das componentes, andlogo ao que fizemos em (2.2).

Produtos internos. Seguindo a mesma estratégia usada para definirmos o produto

k !
exterior em (2.3), definimos o produto interno entre & € /\R” e € /\]R” por

(€162)1-k, para k </,
§-& =1 (&&2)o, parak =1, (2.4)
(&1&2)k—1, para k> [

Cada caso envolvendo k e [ na definicao acima leva a uma interpretagao geométrica. Se
[ > k, o produto interno &; - & indica que estamos realizando uma contragdo a esquerda de
&1 e &. Isto equivale a retirar de & a parte que seja mais parecida com & . O resultado
é um blade de grau [ — k que esta contido em & e é perpendicular a &. A contragao a
esquerda costuma ser denotada por & |§>. De forma andloga, temos a contragio a direita,
denotada por &; | &2, quando k > [. J& quando k = [, obtemos como resultado um escalar.
Ressaltamos que (2.4) ou seus subcasos aqui mencionados sao produtos internos nao-
Euclideanos. Adiante veremos mais detalhes sobre este aspecto. Outra caracteristica em
(2.4) é que se k > [, entdo (£1€2)1—k = &1]& = 0, indicando que o resultado nao existe. Ou
seja, a contragao a esquerda se anula, pois estaremos retirando de &5, via contragao, um
subespacgo de dimensao maior do que a deste. Uma analise semelhante a esta vale para os

demais casos em (2.4), indicando a nao existéncia do resultado obtido na operagao.

A equacgao fundamental da AGC. De posse do produto geométrico, definimos o produto

exterior e o produto interno entre dois blades de grau 1, denotados por a e b,

1

a-b = = (ab—l—ba),
2
1

aNb = = (ab—ba).
2

Das identidades acima segue a equac¢do fundamental da AGC:

ab=a-b+aANb. (2.5)

A identidade (2.5) pode ser generalizada para lidar com blades de grau k
arbitrario. Além disso, as definigbes para o produto exterior, interno e geométrico podem

ser definidas para multivetores. Em ambas generalizacoes, os resultados se baseiam na

2 Em anexo, temos a demonstracio de que este produto exterior entre dois blades resulta em um blade.
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expressao (2.2) e no fato que tais produtos sao bilineares. Como a principio, ao longo deste
trabalho, nao estaremos lidando com multivetores de grau misto, mas sim com blades, as
defini¢oes vistas fornecem o embasamento necessario para nosso trabalho. Caso surjam
situacgoes especificas que fujam dos elementos apresentados, buscaremos introduzir os

pré-requisitos necessarios.

2.2 O espaco conforme

RnJrl,l

Dizemos que ¢é o espaco vetorial constituido por uma parte Euclideana e

uma conforme, denotadas, respectivamente, por R” e RY. A parte Euclideana tem base

{e1,...,en}, enquanto a parte conforme tem base {eq, e}, de forma que
€i€j -+ €€ = 2(51‘3', (26)
€0€oo + €ty = —2, (2.7)
€p€; — —€;€p, (28)
€acCi = —€i€so, (2.9)
eq = eX =0, (2.10)
onde i,7 = 1,...,n. Denominamos {eg, ex} de base nula. A base nula é caracterizada

pelas propriedades (2.7) a (2.10) acima. Em particular, as duas tltimas justificam o termo
'nula". O fato de (2.10) ocorrer mostra que o produto interno (2.4) é nao-Euclideano. Isto
porque 6(2) =ep- ey =0, sendo ey # 0.

+1,1

Em [28] se mostra que R"™"" admite a seguinte decomposigao:

RnJrl,l — R" D Rl’l.

Esta decomposicao indica uma imersao do espago Euclideano R™ no espaco conforme
R"1 Sendo assim, os elementos no espaco conforme R™™! podem ser expressos em
termos da base ortogonal {eg, e1, ..., €,,€x}. Agora a relagao de ortogonalidade passa a
ser em termos do produto interno (2.4). Destacamos que, no caso de estarmos lidando
apenas com elementos Euclideanos, i.e., vetores do R", o produto interno aqui definido

atua da mesma maneira que o produto interno canénico Euclideano.

2.3 Elementos do espaco conforme

Rn—i—l,l

Os pontos p em satisfazem as duas condigoes:

a) pres=—1, (2.11)
b) p®=0. (2.12)
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As equagbes em a) e b) equivalem a termos uma forma padrao para representar os pontos
n

X = Z ae; € R™, onde o; € R, no espaco conforme R"! pois estas asseguram que
i=1

1
p:eo+x+§||x||geoo. (2.13)

A expressio (2.13) é conhecida como representaciao primal em R"*H do ponto x € R”.

Assumiremos que esta é a representacao padrao dos pontos no espacgo conforme.

A distdncia Euclideana entre os pontos p e ¢ em R™ ! é definida por

de(p,q) = \/2Ip - ql- (2.14)

Propriedades do produto interno (2.4). Dado dois pontos p e ¢ em R"™!  represen-

tagoes de p e q do R", o produto interno entre estes pode ser expresso por

1
p-q=—§Hq—pHQ- (2.15)

A identidade acima mostra que o produto interno na AGC é proporcional ao quadrado da
distancia entre os pontos, com um fator negativo. Isso esta associado ao fato do produto
interno ser nao-Euclideano, pois no caso Euclideano a distancia entre dois pontos sempre

é nao-negativa.

O produto interno verifica as seguintes propriedades:

ei-ej:(iij,

e e, =0, ex-€ =0,
2 2

ey = €5 = 0,

€0 - oo = —1,
ondei,j=1,...,ne e? denota e;e; = e; - €.

Defini¢coes envolvendo k-blades em espagos nD. Quando lidamos com k-blades em
espacos nD, i.e., de dimensao n, as manipulagoes algébricas estao intimamente ligadas com
as dimensoes e graus envolvidos. Por exemplo, na definicao de produto interno, lidamos
diretamente com o grau dos blades envolvidos. Além disso, ao definirmos o dual de um blade
é preciso tomarmos cuidado com a dimensao dos subespacos envolvidos. Nas defini¢oes
a seguir veremos como este aspecto aparece na AGC. Em particular, quando definimos
as operagoes de join e meet é preciso uma atencao especial ao subespaco subjacente ao

problema.

O reverso V de um blade V de grau k é definido por

~ k(k—1)
2

V=(-1) (2.16)
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O efeito do reverso é de inverter a ordem de um blade no seguinte sentido. Digamos que o

k-blade V ¢é fatorado da seguinte maneira
V=vAN--Auv.

Entao,

Notemos que

Outra operacao bastante usual nas manipulagoes algébricas é a involugao do

grau. A involucao do grau V de um blade V de grau k é definida por
V=(-D*V. (2.17)

De posse da involucao do grau podemos escrever uma generalizacao das identidades
envolvendo a equagao fundamental da AGC (2.5) para o caso de termos um 1-blade e um
k-blade denotados por a e B, respectivamente:

1 ~
0 B = 2( B—Ba),

aNB = ;<aB+§a>,

aB=a-B+aANB.

Definimos a tnversa de um blade V' como

v (2.18)

V= —.
iz v.v

Aqui usamos a definicdo de norma reversa ao quadrado ||V]|> = V - V. Na definicdo de
inversa de um blade assumimos que ||V|| # 0. Se ||[V|| = 0, dizemos que o blade V' nao

tem inversa.
O dual de um blade V em R"™! é definido por

V n(n—1
Vi= S =V = (—1)™ = VI,

onde I é o pseudoescalar do R™! definido por
I =ceger...eneo=€gNe1t N Nep N eo.

A nogao de dualidade na AGC é andloga a de complemento ortogonal conhecida da dlgebra
linear, no sentido de que dado um espaco vetorial U de dimensao n e um subespago

vetorial W de U, com dimensao k, entao o dual de W é um subespaco de U ortogonal a
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W, cuja dimensao é n — k. Além disso, na AGC o conceito de dualidade também codifica a
magnitude e orientacao do subespaco dual. Esta caracteristica permite que as manipulagoes
algébricas entre os blades sempre estejam bem definidas. Quando lidarmos com a interse¢ao
de esferas, veremos como é importante saber a orientacao e magnitude dos subespacos

obtidos ao longo das sucessivas intersegoes.

Outra caracteristica do conceito de dualidade no modelo conforme é que
podemos optar por trabalhar com os elementos da AGC representados na forma direta ou
na forma dual, de acordo com a necessidade do nosso problema. Para obter a expressao
Euclideana do blade V na forma dual, devemos encontrar todos os pontos x € R",

representados por p € R”H’l, tais que

p-V=0. (2.19)
Ja quando V estiver na forma direta, usamos

pAV =0. (2.20)

Ao longo deste trabalho vamos lidar na maioria das vezes com a representacao dual dos
objetos Euclideanos no espago conforme. A escolha de uma representagao adequada permite

tratar o problema sob pontos de vista diferentes de forma eficiente.

Na AGC é possivel alterarmos da representacao dual para a primal através da

operacao de desdualizacdao. A desdualizagio de um blade V em R™! é definida por
V> =VI,
onde I é o pseudoescalar do R" ™11,

Relacoes de dualidade. Enquanto o produto exterior independe da métrica, os produtos
internos aqui definidos sdo métricos. Dependendo da operacao que estamos realizando,
escolhemos uma métrica Euclideana para defini-los, de forma que possamos sempre fixar
uma base ortogonal a fim de simplificar os calculos e implementagoes computacionais.
Por exemplo, quando definimos a contracao a esquerda, podemos assumir que a métrica
subjacente seja a Euclideana e que estamos de posse de uma base ortonormal visto que,
no caso Euclideano, através do processo de Gram-Schmidt, é possivel obtermos tal base

no caso de subespagos de dimensao finita (vide Anexos).

Como o produto exterior entre duas esferas duais distintas® fornece a repre-
sentacao dual do resultado da intersecdo entre estas, optamos preferencialmente pela
representacao dual para lidar com as esferas. Tal escolha facilitou a interpretacdo geomé-

trica ao lidarmos com a intersecao. No entanto, em algumas defini¢des, como por exemplo a

3 Adiante, veremos diferentes possibilidades para realizar a intersecio de esferas. No caso geral, pode ser

que o produto exterior quando aplicado na forma usual, deixe de fornecer a intersecao.
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do par de pontos, a notagao primal se mostra mais adequada para entender a geometria do
problema. A AGC fornece uma maneira de relacionar os produtos métricos e nao-métricos
em termos das representacoes dual e primal. As expressoes abaixo mostram relagoes de

dualidade que facilitam a interpretacao dos conceitos que usaremos nos Capitulos 4 e 5.

Para todos os blades A e B, temos as seguintes relacoes:

(AANB)" = A-(B),
(A-B)* = AA(B).

Temos também relagoes de dualidade envolvendo a contragao a esquerda |:

(AAB)]C = AJ(B]C),
(A|B)|C = AN (B|C) (vélida quando A C C),

para quaisquer blades A, B e C.

Independéncia linear via produto exterior. Podemos usar o produto exterior para
estabelecer se um conjunto de vetores é L.I. ou ndo: o conjunto de vetores {vy,...,v,} é

L.L se, e somente se, vi A--- Av, # 0. A demonstracao deste resultado estd nos Anexos.

2.4 Representacao de esferas como vetores

Uma esfera do R™ de raio r e centro ¢ tem representacio dual em R"™! dada

por

7”2

e 2.21
o=c— e (2.21)

onde

L e
c:eo+c+§||c|| €oo-

De fato, (2.21) é a representacdo dual da esfera no R", pois para todo ponto p em R
(2.13), temos

7a2

0 = po=pc-Tp e
_ lell* _r*
= p-lep+c+ 5 €00 260-600
HXHQ@ e +x-c—|—||CH26 e —I—L2

9 o0 0 0 00 2
1 r?

= — 5 (Il el = 2 ¢) +
1 9 r?

= —5lx—cl?+ 3,

onde x € R". Portanto, pela expressao acima, obtemos

|x — c||* = 7% (2.22)
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Esta é a equacao de uma esfera no R"™ de raio r e centro c. Notemos que quando r = 0, a
equagao acima se reduz a um ponto. Se r < 0, ndo temos solugao real para (2.22), pois
x ¢ R". Em [14] este caso ¢ denominado esfera imagindria. Aqui nos concentraremos ao

caso real, 7.e., quando r > 0.

A esfera acima, (2.21), é definida de forma que seu raio r seja tal que

2 ~

9 o oo
— = 2.23
T (0_ i 600)2 (eoo . 0_)2 Y ( )

onde ¢ indica a involugdo do grau de o, conforme (2.17). Além disso, seu centro ¢ pode

ser obtido através de
r2 o

C= — €s —

2

Sob a forma padrao (2.21), as expressoes acima para o raio e centro da esfera se reduzem a

O oo

2
2 2 r
rT=0", CcC=0+ —¢€y.

2

De posse da representacio dual de uma k-esfera em R™™!', denotada por o

(2.21), a esfera definida por
o

Op = — )
o - O

¢ a menor esfera que contém o. Ressaltamos que o raio e centro de o,, sdo iguais aos de o.

Embora e, - 0 nao seja necessariamente igual a —1 para o caso geral, temos que

€oo - Op = —1.
Logo, o, satisfaz a condigao (2.11).
Objeto Representacao
Lo
ponto p=eotx+sz ]| €co
plano T=n-+ d(’m
reta T A T2
P2
esfera 0=C— 5 €
2
circulo K=0 N0
L de pp - 0-1/\0-2/\0-3
pontos

Figura 7 — Representagao de objetos Euclideanos no espaco conforme.
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Combinacéo linear em R"™!, O resultado da combinacio linear de dois pontos p e ¢

em R"™! dada por

ap+Byq, (2.24)

onde «, 8 € R, pode nao resultar em um ponto, mas sim em uma esfera. Podemos verificar

esse fato com auxilio das propriedades (2.11) e (2.12). Como

(ap+5q) =a*p + 526> + 208 (p-q) =205 (p- q).
entao )
<QP+BQ> :2046(p~q):
ew(ap+a9)] (ot s)

se a + 8 = 1. Portanto, de acordo com (2.23), a combinacao linear (2.24) com a + § = 1,

206 (p- q) = —afllq — |,

é uma esfera cujo raio r satisfaz

T2 = —O[B d2E(p7 Q)a
sendo dg(p, q) definida por (2.14).

Embora (2.24) possa nao resultar em um ponto, é possivel escolhermos valores
para os parametros a e § de forma que o resultado seja um ponto. Uma maneira de
obtermos pontos como resultados da combinacao linear ¢é tratando os pontos envolvidos
como flat, i.e., sendo obtidos como resultado da intersecao entre uma reta e um plano.

Algebricamente, isto significa tomar uma combinacao linear da seguinte maneira,
apA e+ BgNes.

No modelo conforme temos a distingao entre pontos flat e pontos finitos, visto que a
maioria dos objetos na AGC estao intimamente relacionados com o aspecto geométrico. O
ponto usual que definimos em (2.13), um ponto finito, é interpretado como uma esfera de

raio nulo.

A interpretagdo geométrica de alguns conceitos quando vistos no espago con-
forme podem ter significados diferentes dos conhecidos para o espaco Euclideano. No
entanto, na AGC podemos lidar com as expressoes de forma bastante préxima das cons-
trugoes geométricas usuais. Com a AGC a interpretacdo geométrica das operagdes aparece

embutida nas manipulagoes algébricas de forma bastante natural.

2.5 Geometria no espaco conforme

Na geometria é comum o estudo de certas transformagoes definidas entre duas
superficies. De particular interesse é o estudo daquelas que preservam certas quantidades,
das quais destacamos algumas [31]: conforme, a qual preserva angulos; isométrica, a qual

preserva distancias e angulos; equiareal, a qual preserva area.
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Neste trabalho, as transformacoes mapeiam esferas em esferas sendo que o
angulo feito pelos planos tangentes nos pontos de intersegao sao preservados. Portanto, aqui,
as transformacoes pertencem ao grupo das transformagoes conforme. No atual contexto, as
transformacoes conforme podem ser definidas por versores, de forma que a reflexdo é uma
transformacao basica, e a translagdo e rotagao sao obtidas pela composicao de reflexdes.

Detalhes de como tais construgoes sao feitas podem ser encontrados em [13, 14, 15].
Definimos um versor como sendo os multivetores que podem ser fatorados como
o produto geométrico de 1-vetores nao-nulos. Assim, um versor V é definido por
V =vVpVj_1-- V1,

1
onde cada v; é um vetor em /\R". Dizemos que o versor acima é um k-versor, pois é o

produto geométrico de k vetores.
A inversa de um versor é dada por

T T | -1
Vo=V vy v

Em geral, um versor pode nao ser um blade. Detalhes sobre a relagao entre blades e versores

podem ser encontrados em [15, 14].

Na Figura 8 temos os versores mais usados ao longo dos nossos estudos.

Funcionalidade Expressao
refletir T=n-+des
1
transladar To=1- ibem
. 0 4
rotacionar R = cos (5) — sen (E) B

Figura 8 — Alguns versores.

Um versor V atua como uma transformacao conforme sobre ¢ € R"™! da

seguinte maneira

£— (=1)" VeV, (2.25)

onde v = grau(V) e € = grau({). Computacionalmente, obter o grau de um versor ou de
um blade é andlogo, pois basta verificar os elementos nao nulos da base em que estes estao

E€XPressos.

O versor para rotagao. Com o uso dos versores podemos representar de forma conden-

sada operacoes usuais do R?. Tendo definido um plano de rotacio gerado pelos vetores
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0
unitarios a e b, e um angulo 6 tal que (a,b) = cos <2>, obtemos o rotor R no R*® por

R = cos (Z) - sen(i)B, (2.26)

B aAb

~ sen(f)’
para sen(f) # 0. J4 no R*', o bivetor B em (2.26) é definido por

onde

o 1 /\7T2
[T A ||

onde 7;, para ¢ = 1,2, denota a representacao dual do plano cartesiano no espaco conforme.

A Figura 8 mostra a expressao para ;.

Anélogo a (2.26), de forma geral, o rotor definido por a e b em termos do
produto geométrico é dado por R = ba. O rotor R tem o papel de rotacionar um elemento
com respeito ao plano orientado determinado pelo bivetor B. De fato, na defini¢ao (2.26) a
parte escalar diz respeito ao quanto sera rotacionado, enquanto a parte bivetorial informa

a maneira que é feita a rotacao.

Essa forma de descrever uma rotacao em um espaco 3D possui vantagens, se
comparado com as tradicionais, principalmente com respeito as implementagoes computa-
cionais. Nessa nova versao condensada, podemos generalizar diferentes conceitos e realizar
deducgoes algébricas com maior nivel de abstracao, concentrando os esforcos dedutivos nao
apenas em termos algébricos mas também em aspectos geométricos. Como ja mencionamos,

a inversao de um rotor é trivial. A saber, o inverso do rotor R (2.26), é dado por

0 0
R = cos <2) + sen<2>B.

Ou seja, obtemos o inverso de R apenas mudando um sinal em sua expressao.

Na tabela abaixo temos exemplos da representacao de alguns objetos Euclidea-

nos no espago conforme.

O versor para translacao. Na algebra linear uma translagao 7T}, definida por
Ty(x) =x+Db (2.27)

atua de forma que, geometricamente, x é transladado por b para x' = x + b. Na AGC

obtemos x’ por meio de

v =Tox Tyt (2.28)

onde z e ¥’ denotam, respectivamente, a representacao no espaco conforme de x e x' e

1
To=1-— 5 beo, (2.29)
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representa a translagdo por b = aje; + ases + ages, com «; € R. Sob esta nova abordagem,
a translagdo é vista como sendo uma rotagao ao longo de um eixo separado por uma
distancia infinita. Ou de forma alternativa, como reflexdes consecutivas por planos paralelos.
Notemos que, no lado direito da defini¢do de translacao (2.29), estamos manipulando
algebricamente da mesma maneira tanto elementos do espago conforme, como do espago
Euclideano. De fato, este aspecto é uma das vantagens de usarmos a AGC em diferentes
contextos. Por exemplo, vimos a defini¢gdo da transla¢ao no espago conforme (2.29) tendo
em mente a translagdo no espac¢o FEuclideano (2.27). Caso quiséssemos transladar uma
esfera, em vez de um vetor, ndo poderiamos aplicar a expressao (2.27) diretamente. J4 na
AGC a translacao é generalizada de forma natural, no seguinte sentido. Para transladarmos
uma esfera basta substituirmos o elemento = em (2.28) pela expressao de tal esfera no
espago conforme, i.e., por o definida por (2.21). Essa facilidade vale para outras operagoes
como rotacao e reflexdo, e também para outros objetos como ponto, plano e reta. A
equagao (2.25) codifica todos estes casos, sendo que V denota a operacao atuando sobre o

objeto &, definido de acordo com a Figura 7.
1
Um resultado interessante é que a translacao 7, = 1 — 3 be,, ¢é tal que sua

1
inversa ¢ T, ' =1+ 3 be.. De fato, pelas propriedades (2.9) e (2.10), temos que

B (1 e

1 1 1

= 14 =bey — = bes — = begb

+2 €0 5 €0 1 €ooDExo
1

= 1+1beooeoob

= 1.

Analogamente, mostramos que 7, 'Tp, = 1. Ou seja, para obtermos a inversa de Ty, basta
mudarmos um sinal. Podemos verificar que o mesmo vale para os demais versores da

Figura 8.

Representando isometrias por operagoes ortogonais. E conhecido que na algebra
linear [32] ndo é possivel representar a composigao de translac¢do, rotagao e reflexdao por
meio de uma matriz, visto que a translagdo nao é uma transformacao linear. Por outro

lado, com a AGC isto é possivel.

Dizer que uma transformagao conforme definida pelo versor ¥V é uma isometria

equivale a dizer que
(V§1V_1) : <V§2V_1) =& - &,

para todo &, & € R*TH1
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Teorema. A transformacao conforme definida pelo versorV é uma isometria se, e somente
se,

Ve V! = e

Usando o teorema acima em conjunto com as defini¢oes da Figura 8 temos o seguinte

resultado:

Proposicao. Uma transformacao conforme é uma isometria se, e somente se, ¢ uma

composicao de translacao, rotagao e reflexdo.

A demonstracao destes resultados segue de expandir as defini¢oes envolvidas e testar todos

casos possiveis. Detalhes podem ser encontrados em [13].

Com respeito ao MDGP, os resultados acima sao de especial interesse, pois
buscamos determinar a conformacao molecular a menos de rotagdo e translagdo. As
ferramentas aqui vistas da AGC sao adequadas para obtermos uma solucdo que tenha

essas caracteristicas.

Versores com o CLUCalc. Uma conhecida implementacao da AGC em espagos 3D é o
CLUCalc [20]. Ele possui uma versao do rotor (2.26), de forma que podemos realizar a
rotacao de objetos 3D utilizando a AGC. Por exemplo, para rotacionarmos o ponto P = e
do R?® em um angulo § = grad com respeito ao plano gerado por {ej,ex} C R3, definimos

o rotor
s T
R = cos (—) — sen(—) B, 2.30
1 1 (2.30)
onde B = e Aey. Entao, consideramos a representacao de P no espaco conforme, denotada

por P.,r, de acordo com (2.13). Logo, por (2.25), a representagao do ponto rotacionado é

p = RPen RV

conf =

€3

P ” /L
ez

€1

Figura 9 — Testes com o CLUCalc para um rotor.

A figura acima exibe o efeito de um rotor em R*! aplicado ao ponto P = e; € R?.
Lembrando que, como o plano orientado associado ao bivetor B tem orientacao definida

pela regra da mao direita, ¢ esperado que o ponto rotacionado seja Projee = —€2.
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r
‘Q CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass - Qutput | = = %

Edit View Window

P=1e3
Peconf=1e3+05e+1el
B=1el2
R=0.707+-0.707 23
PRotac = -1 e2

\

Figura 10 — Saida do CLUCalc para testes com o rotor.

De fato, o resultado da Figura 10 esta de acordo com o esperado.

Rotacionando objetos de forma geral. Assim como fizemos para rotacionar o vetor

e3 com respeito ao plano e; A es, podemos rotacionar outros objetos 3D, através de (2.25).

€3

er €2

Figura 11 — Testes com o CLUCalc.

Na figura acima temos a rotagao, via rotor (2.30), do circulo s, plano 7 e esfera o, definidos
conforme a Figura 7. Isso mostra o potencial de generalizagdo da AGC ao tratar todos
objetos geométricos como vetores. Essa caracteristica fornece vantagens quando lidamos
com o problema da intersecao de esferas, pois nao precisamos interpretar as esferas como
um conjunto de pontos, mas sim como um unico objeto matematico. Dessa maneira, para
realizar a interse¢do entre esferas estaremos operando as esferas como se fossem vetores no

espaco conforme, e ndo como se fossem conjuntos de pontos do espaco Euclideano.



Capitulo 2. Algebra geométrica conforme (AGC) 42

2.6 Esferas como vetores tangentes

Rn—‘rl,l

Uma forma alternativa de representar em uma esfera de centro c e raio

r é através de um ponto p na esfera e seu centro ¢*. Tal representacio é dada por
o=p- (c A eoo). (2.31)

Aqui ¢ A ey, denota o ponto flat determinado pelo centro da esfera, i.e., a intersecao de
uma reta passando pelo centro da esfera com um plano que contém este centro. De fato,

(2.31) é a representacao dual de uma esfera, pois

1
azp'(C/\eoo) :(p'c)eoo_(p'eoo)cz_§||p_cl|2+c>

onde usamos (2.11) e (2.15). Por fim, como [|p — c|[ = r, reescrevemos a expressdo acima
como
2
g =C— 5 €00

que é a representacao dual da esfera assim como (2.21).

2.7 O par de pontos

No modelo conforme o par de pontos é um objeto primitivo, i.e., pode ser
manipulado como um vetor do espago vetorial R"*"*. Em [14] ¢ usado o termo em inglés
round tanto para esferas como para circulos ou par de pontos. Em [5] este aspecto é
apresentado na secao sobre blades vistos como circunferéncias. E importante notar que
no modelo conforme as circunferéncias englobam as esferas, circulos e par de pontos,
possibilitando uma unificacao na forma de lidar com estes objetos geométricos. De fato,
o que distingue tais objetos na AGC ¢ o raio, o centro e o espago subjacente usado na
definicdo de cada um destes. Dessa maneira, os blades vistos como circunferéncias, ou

rounds, sao definidos e manipulados algebricamente da mesma maneira.
Um par de pontos no R3, i.e., uma 1-esfera, tem representacio primal dada por
By =p1 A p2,

onde pq, ps 530 pontos em R™™!. Usaremos a notacio pp para representacao dual do par

de pontos, i.e., p, = P

Podemos obter a representacao dual de um par de pontos através de

Pp =01 N0o2 N\ 03, (2.32)

4 Aqui fica subtendido que p, ¢ € R"1! sendo que estes sio representacdes primais no modelo conforme

do ponto e do centro do circulo em questao. Ressaltamos que, pela notacao adotada neste trabalho,
para evitar ambiguidades, os elementos escritos em negrito pertencem ao espacgo Euclideano. Quando
nos referirmos a um ponto p, fica subtendido que este é a representagdo primal do ponto p € R" e que
p € R"1 0O mesmo vale para outros elementos, como por exemplo a esfera o.
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onde o; denota a esfera dual definida por (2.21), para i = 1,2,3. Assumindo que estas
esferas sdo distintas, entdo a intersecao descrita em (2.32) resulta na representacao dual

de um par de pontos, i.e., em uma l-esfera.

Além da possibilidade de representar objetos geométricos de forma compacta,
uma das vantagens da AGC é permitir manipula-los algebricamente de uma maneira mais
simples, se comparado com a abordagem classica via algebra linear. Por exemplo, sob
certas condicdes, o resultado da intersecao de n esferas {o;}7_, em R™ ! pode ser obtido

computando o produto exterior entre tais esferas, e o resultado é um par de pontos dual
Dp =01 N A0y, (2.33)
No Capitulo 4 temos a demonstracao deste resultado e de (2.32).

A seguinte férmula extrai os pontos de um par de pontos,

TP P FhE R B (2.3

— )
oo " Dp* oo - By

P12 =

onde p, é dado por (2.33) e 0; é a representacao dual da esfera ¢ em R assim como

anteriormente. Notemos que, como
pp=PFy = (01N Non) = (p1 Ap2),
onde p; e py sdo os pontos resultantes de (2.33), entéo,

p, = (1A Nop) " =B, =pi Aps.

Demonstragao da féormula para extrair os pontos de um par de pontos. Deseja-
mos extrair de p, (2.33) os pontos p; e p2, obtendo suas expressoes de forma explicita
através da formula (2.34). Na representacao primal, o par de pontos é dado por p; A ps.
Para demonstrar (2.34), vamos substituir p,* = p1 A p2 no lado direito da igualdade e
desenvolver os termos envolvidos, obtendo os pontos p; e ps. Em [16] temos a demonstragao

deste resultado para o R?, que é analoga & que apresentaremos para o R™.

Primeiramente, mostremos o seguinte,

VP Pyt =/ (P1 Ap2)? = p1-pa. (2.35)

Usando as propriedades do produto geométrico, temos que

2 1 2 1
(mAp2) = [2 <p1p2 - pzpl)] =7 <p1p2p1p2 — PiPip1 — Papips + pzplpzm)
1 1

= (p1p2p1]02 + p2p1p2p1> =1 [pl (p2p1p2) + (p2p1p2) pl}

_Pl : (p2plp2) +p1 A (]92]71]?2) + (p2p1p2) “p1+ (p2p1p2) /\p1]

1

:2]91 : (p2p1p2> + 1A <P2P1P2) al SWA <p2p1p2)} =1 [2]91 : (PQPlPQ)}

DO | = | =

_p1 : (P2P1p2)] )
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onde
papip2 = P2(p1p2) = P2 (]91 P2 + p1 /\pz> D2 (pl : ) + P2 (p1 /\P2)
= p2\p1- pz) +p2- (p1 /\pz) +Dp2 A (p1 Apz)
= D2 (pl pz) ( pl)p2 ( )
= (pl “ P2 <p2 ]91)]92
= 2(]?1 p2)p2
Logo,

(m /\p2)2 =p1- [(pl 'P2)p2} =(p1-p2)pr-p2= (11 -p2)2,

mostrando (2.35).
Notemos que
Coo Pp" = oo (p1AD2) = (€oo-D1)D2 — (€00 P2) 1
= (600 : 60)172 — | €oo - 60)]71
= P1— P2
Entéo, usando a definigdo de inversa (2.18), obtemos

1 __Ph—Pp2 .
P1= P2 (]91—292)2

Como

(=)

(pr = p2) (01— p2) = P} — P2 — pap1 + D3 = — (D112 + P2y )
= _(pl "P2 +p1 Ap2+p2-p1+p2 /\p1> = —2(1)1 ~p2),

entao,

1 b m=p _lp—p (2.36)

o Pyt PL=D2 2pipy) 2P
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Portanto, por (2.36) e (2.35), obtemos

e

Coo P = 2p1 - s (p2 —p1) (pl AN p2 — p1 '292) = 2p11~ s (pl - pz) P21
oo " Fp
= 2p11_ o (p1pop1 — pipn) = 2pllwpl (p2p1)
= 2p11- s D1 <p2 “P1+ P2 /\p1)
= 2p11‘ 7 _(Pz 'pl)pl + D1 <p2 /\Pl)}
1 -

_ TR :(p1 “pa)p1 + p1 - (pg /\pl) +p1 A <p2 /\pl)}

2p1-pa L

)
= 1 (p1 -pg)pl + ( - p2)p1 — (Pl 'p1>p2}
)

= 2p11- D2 _(pl “p2|p1+ ( p2 p1}

= D1,

que ¢ o resultado procurado. De forma analoga, obtemos po,

€ p;*

:p2_

2.8 Intersecao e uniao com a AGC

Vimos que na AGC os subespacos sao representados por blades. Além disso,
os blades possuem informacoes como orientacdo e magnitude do subespaco que codifica.
Ja mencionamos que, para realizar a interse¢ao e a uniao de subespagos, ¢ importante
conhecermos a orientacao relativa entre os subespagos envolvidos. A AGC possui duas
operagoes, conhecidas como join e meet, que permitem realizarmos a interse¢ao e uniao
de subespagos de forma eficiente. De fato, estas operagoes sao produtos através dos quais
podemos obter as conhecidas operacoes de intersecao e uniao de subespacos, tanto para
0s casos comuns, como para casos particulares. Por exemplo, é possivel realizarmos a
intersecao de uma reta contida em um plano, obtendo uma reta como resultado; ou a
intersecao de uma reta nao paralela a um plano, resultando em um ponto. Isto exemplifica
casos em que a intersecao entre objetos 2D e 1D pode ser tanto objetos 1D como 0D,
i.e., escalares. A seguir mostraremos como tal caracteristica da intersecao é contemplada
pela operagao meet. Através do meet podemos determinar sem ambiguidades o subespaco

resultante da intersecao.

Construcao do meet e do join. Suponha que desejamos realizar a intersecao entre dois
subespacos representados pelos blades A e B. Denotemos por M a parte comum entre os
blades A e B. Ou seja,

M= ANB.
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Por definicdo M é um blade. Ja que M é a intersecao entre A e B, este é o maior subespago
que pertence tanto a A quanto a B. Por outro lado, denotemos por J o menor subespago

que contém os subespagos A e B. Logo,

J=AUB. (2.37)

Como A e B sao blades, estes podem ser fatorados através do produto exterior

de forma que
A=A ANM, B=MAB,

onde A" e B’ sdo as partes de A e B, respectivamente, que nao contém M. Sendo assim,
podemos escrever (2.37) como
J=A"NMADB.

Como A’ e B’ nao contém M, podemos escolher uma base para A" e B’ tal que todos
seus elementos sejam ortogonais a M. Consequentemente, sob esta base, os elementos de
A’ e B’ sdo ortogonais a M ~*. Com isso, usando as contracdes via produto interno (2.4),

obtemos

A = AIM=AM"'=AANM)|M, (2.38)
B = M|B=M"'|B=M"|(MAB). (2.39)

As identidades acima eliminam ambiguidades que poderiam aparacer caso reescalemos o
blade M, digamos por um fator u. Isto é, se multiplicamos M por pu, entao, pela definicao
de blade, aparece um fator 1/u reescalando seu inverso M~'. Ou seja, para todo y € R
nao nulo, temos

1
Mv—puM = M'— M
I

Na definicao de meet e join desejamos que os blades M e J obtidos sejam invariantes

sob reescalamento. Para evitar esta ambiguidade usaremos as identidades (2.38) e (2.39).
J4 que ambas expressoes envolvem tanto M como M ™!, os fatores u e — de possiveis

reescalamentos se compensam. Assim, ambas expressoes, e também as demais aqui obtidas
para join e meet , sao invariantes sob reescalamento. Além disso, através de tais identidades

podemos escrever o join como
J=AANB =AANMB) ou J=AAB=(AM ") AB. (2.40)
Usando a identidade 1 = J - J !, ficamos com
M = (B]J H]A. (2.41)

As equagdes (2.40) e (2.41) definem as operagoes de join e meet. Notemos que ambas
estao relacionadas, visto que de posse do meet determinamos o join, e vice-versa. Na

pratica, é comum determinarmos primeiramente o join. Isso porque, através de uma analise
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adequada dos subespacos a serem intersectados, conseguimos obter a priori um blade que
seja proporcional ao subespago que contém a operacao de intersecdo, i.e., ao join. Assim,

conseguimos definir o join.

Observagdes. Em [14], ha um algoritmo de complexidade O(n?) para se obter o join
e meet simultaneamente para o problema de intersecao de esferas. Embora, em certos
problemas, esse algoritmo possa levar a uma complexidade computacional exponencial, na
pratica é possiveis explorarmos as caracteristicas especificas do problema e reduzir o seu
custo. Em nosso trabalho, uma analise das particularidades da intersecao entre esferas

permitiu evitarmos o uso do join.

Assim como definimos o meet para obter a intersecao entre dois subespacos,
através de relagoes de dualidade é possivel realizarmos a intersecao através do join. No
Capitulo 4, veremos como isso se da. Aqui optamos por construir o join e meet seguindo
a maneira usual da literatura na area, pois esta permite uma interpretagao natural das

operagoes realizadas entre os subespacos. De forma geral, dualizando temos que
M* = (AmB)* = B* A A%,

onde a dualizacdo de A e B sao com respeito ao join, i.e., A* = AJ ' e B* = BJ™!. Isso
mostra que, de posse da representacao dual de objetos no espago conforme, a intersecao
pode se reduzir ao produto exterior, o que é analogo a definicao de join apresentada

inicialmente.

Exemplo da nao-linearidade da interseg¢ao. Vejamos um exemplo de como obter a
3

intersecao entre os blades a = Z ae; e B = e; N\ eg. Geometricamente, os blades a e B
i=1
representam, respectivamente, uma reta e um plano contendo a origem do R3.

A principio ndo temos informacgao sobre a posicao relativa entre a e B. No
entanto, caso estes subespacos sejam paralelos, entdo a reta determinada por a deve estar
contida no plano B. Ou seja, sob tal configuracao, ¢ esperado que o resultado da interse¢ao
entre a e B seja uma reta, i.e., um 1-blade. Portanto, o resultado da intersecao é um
subespaco 1D, caso estes sejam paralelos. Logo, o subespaco onde ocorre a intersecao deve
ser 2D, de forma que o join J pode ser escolhido como J = I, = e; A e5. Assumindo a

configuragdo mencionada, através de (2.41), obtemos a intersecao entre a e B:
aﬂB:M:(ijg)ja:aja:a‘a:a~a:aa, (2.42)
onde «a ¢ o escalar obtido por a = B]|Is.

Agora suponhamos que a e B nao sejam paralelos. Entao, podemos escolher

como join J o pseudoescalar I3 = e; A es A e3. Logo, por (2.41),

anNB =M= (B|I;)|a=B"la=bla=b-a=b a=|alsen(0), (2.43)
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onde b é um vetor unitario normal ao plano B.

0=0

Figura 12 — Configuracoes para a intersecao dos blades a e B.

A Figura 12 ilustra os blades a e B envolvidos na intersecao.

Observagoes. Comparando (2.42) e (2.43) percebemos que, caso tivéssemos escolhido um
join inadequado no caso de a ser paralelo a B, o resultado da intersecao seria nulo. Este
comportamento do meet permite identificarmos quando um 1-blade pertence a um k-blade.

De fato, este resultado equivale a (2.20).
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3 O problema na abordagem classica

Na abordagem cléssica [10, 11, 9] usamos ferramentas da algebra linear e de
andlise de matrizes [22, 21, 32] para obter o resultado da intersegao entre esferas no R".
Em tal abordagem, ao invés de resolver o sistema nao-linear (1.1) de forma direta, obtemos
um problema equivalente que é linear. Neste capitulo veremos como se da o processo de
linearizacao para diferentes configuragdes dos centros das esferas a serem intersectadas. O

efeito de se acrescentar uma casca esférica ao problema também ¢é apresentado [11].

3.1 Primeiro método - centros L.I.

Assim como em (1.1), consideremos n esferas S;(a;, d;) no R" de raios d;, cujos
centros a; sao L.I., sendo ¢ = 1,...,n. Para obtermos a intersecao destas n esferas temos

que resolver o sistema (1.1) com m = n. Ou seja, temos que obter os pontos x € R",

tais que
2 2
Ix — agl|? = 2, (3.1)
onde i =1,...,n. Como {a;}}'; é L.I.,, a matriz cujas colunas sdo os centros a;, i.e.,
A= [al,...,an],

¢ nao-singular. Expandindo (3.1), ficamos com

1" — 2x"a; + ||ay||* = dj’.

A expressao acima pode ser escrita de forma compacta como

atX— T—Fbi
aini 9 )
com 7 = |[x||? e b; = ||la;||* — d?, para i = 1,...,n. Ou ainda,
b
Alx = re; , (3.2)

onde e =[1...1], b= [b;...b,] e A" denota a transposta da matriz A. Como a matriz A

é nao-singular, A" é ndo-singular com inversa A~". Logo, por (3.2), obtemos
1
x =3 (ru + v), (3.3)

sendou= A"feev=A"'b, ie., uevsao solugdes (tnicas) de

(3.4)
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Usando a defini¢ao de r e (3.3), temos que
t
4r = 4x'x = (ru + V) (ru + V).
Ou seja, r satisfaz
u'ur? + (2u'v —4)r +vliv =0,
que é uma equagao quadratica em r com raizes dadas por

_2—utvj:\/z

r
u‘u

: (3.5)

onde A = (2 — u'v)? — u'uv'v. Portanto, por (3.5), concluimos que: (i) se A < 0, entdo a
solugao real é vazia; (ii) se A > 0, entdo os pontos da intersecao sao obtidos computando
(3.5) e substituindo em (3.3), i.e.,

u‘u

1 {2—utvi\/z
X:§ +v

Computacionalmente, os valores de u e v em (3.4) sdo obtidos através da fatoracao LU

em A’ e usando a definicdo (3.3). Logo, o custo computacional desse método é O(n?).

3.2 Segundo método - centros A.l.

Consideremos n esferas S;(a;, d;) no R" de raios d;, cujos centros a; sao A.IL,
onde 7 = 1,...,n. J& que nem todo conjunto A.I. é L.I., esse caso generaliza o do
primeiro método. De fato, uma maneira de obter um conjunto A.l. a partir de um L.I. é
realizando uma translacdo do segundo. A reciproca também é vélida. Logo, o conjunto
{a; —a,,...,a,_1 —a,}, obtido através da translagdo por —a,, do conjunto dos n centros

a;, ¢ L.I. e a matriz n x (n — 1)

A= A —Ap, ..., Ap-1 — An|,

possui n — 1 colunas L.I. Isto implica em A ter posto completo, i.e., posto(f_l) =n-—1
Dessa maneira, se x € R" satisfaz (3.1) e os centros a; sdo A.l., ap6s a translacao de x

dada por x = x — a,,, os pontos na solucao sao tais que

1% — (a; —a,)|[* = d7, (3.6)
para i = 1,...,n. Em particular, quando 2 = n, obtemos
[1[* = d. (3.7)

Expandindo (3.6), para ¢ # n, temos que

[%]” — 2! (a; — a,) + [[a; — al[> = .
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Entéao, por (3.7), reescrevemos a expressao acima como

d2 —2x'(a; — a,) + ||a; — a,||* = &.

Ou ainda, por
1
(a; — an)tfc = —2<d22 - di — |Ja; — a”HQ)’

onde i =1,...,n — 1. Logo, a expressao acima na forma matricial é dada por
Alx = c, (3.8)
Lo 2 2 ,
onde ¢ = [¢1...¢h 1], ¢ = ~5 d; — d; — ||la; — a,|]| ) ei=1,...,n— 1. Como este

sistema é subdeterminado e de posto completo, entao possui infinitas solugdes. No entanto,
buscamos solugoes de (3.8) que também sejam solugoes de (3.6). Para isso consideramos a
decomposicdo QR de A4,
_ R
A=QR=0Q ol (3.9)

onde @ é uma matriz ortogonal n x n e R é uma matriz (n — 1) x (n — 1) nao-singular e

triangular superior. Assim, substituindo (3.9) em (3.8), obtemos

R'Q'x = c,
0 que equivale a resolvermos
R'w = c, (3.10)
e, em seguida,
Q'x =w. (3.11)

Para resolvermos (3.10), definimos

W = ﬂ , (3.12)

Ou seja,
Ry = c.
Como R' é ndo-singular o sistema acima tem solucdo tinica. Agora precisamos encontrar

os valores de z em (3.12).

Ja que Q' = Q', usando a defini¢do de X e w em (3.11), obtemos

y
z

x=X+a,=0Qw+a, =Q + a,, (3.13)
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onde w é dado por (3.12). J& que x é tal que

Ix —ail[* = d

1

para ¢ =1,...,n, em particular, temos

HQ ly +a, —a,

z

quando ¢ = n. Logo,

pois ) é ortogonal e, consequentemente, preserva a norma-2. Com isso, obtemos
z =+, (3.14)

com § = d? — ||y||*. Portanto, concluimos que: (i) se § < 0, a solucio é vazia; (ii) se § = 0,
entdo x ¢ dado por (3.13) com z = 0; e (iii) se § > 0, entdo obtemos dois valores de z por

(3.14) e as respectivas solugoes x por (3.13).

3.3 Terceiro método - caso geral

Consideremos m esferas S;(a;, d;) no R" de raios d; e centros a; € R", onde
1 = 1,...,m. Nos dois métodos anteriores, a intersecao entre as esferas foi uma das
trés possibilidades: (i) vazia; (ii) um ponto; ou (iii) dois pontos. Agora, além destas

possibilidades, a interse¢ao também pode ser uma (n — k)-esfera.

Apés transladarmos os m centros A = {ay,...,a,} por —a,,, obtemos o
conjunto {a; — a,,,...,a,_1 — an,,0} e definimos A = {a; — a,,,...,a,1 — a,}. O
invélucro afim de A tem dimensado k, onde 1 < k < min{m — 1,n}. Dessa maneira, a

matriz n X (m — 1) cujas colunas sdo os centros em A dada por

A= l|a;—a,,...,a,_1—an,

é tal que posto(A) = k. Ou seja, A pode nio ter posto completo. Suponhamos que o ponto
x € R” esteja na intersegao das m esferas, i.e., satisfaz (3.1). Entéo, apds a translagdao de

X por —a,,, temos que X = X — a,, estd na interseciao das esferas,
% — (2 — an)|> = & (3.15)
X — (a; — ap, < .
para ¢ =1,...,m. Em particular, quando 7 = m,

]2 = 2, (3.16)
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Expandindo (3.15), temos que

1] — 2% (a; — an) + [|a; — an||* = d}.

Entéao, usando (3.16), reescrevemos a expressao acima como

1
5 (& = 2, ~ llai — anlP),
2

(a; — a,)'x

onde ¢t =1,...,m — 1. Ou ainda, na forma matricial,
A'x =c, (3.17)
Lo o 2 :
ondec=c;...cp1] €= _2<d¢ —d;, — |la; — anl| ), sendo i =1,...,m — 1. Como

posto(f_l) =k, s.p.g.}, supomos que as k primeiras colunas de A sdo L.I. Dessa maneira, a
decomposicdo QR de A é dada por

A=QR=Q

R
’ 3.18
. (3.18)

onde () é uma matriz ortogonal n x n e R é uma matriz k x (m — 1) de posto completo.

Logo, usando a decomposicao (3.18) em (3.17), ficamos com
R'Q'x =c.
O problema acima equivale a resolvermos

R'w =c, (3.19)

Q'x=w. (3.20)

Seja

onde y € R* ¢ z € R"*. Entdo, (3.19) pode ser escrito como
] 2] -
z

Ry =c. (3.21)

Dai,

Abreviacao de "sem perda de generalidade'.
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Como R’ tem posto CompletOQ, o sistema acima tem solucao tinica se c esta na imagem de
R'™. Caso contrério, o sistema (3.19) ndo tem solucéo e a intersecao entre as m esferas é
vazia. Suponhamos que (3.21) tenha solugdo. Entdo usando a defini¢do de x e de w em
(3.20), obtemos

Yy

x=Q |”| +an. (3.22)
Z

Como procuramos x tal que

Ix —ail|* = d7,

onde 1 = 1,...,m, entao, para ¢« = m, temos
q 2
Q Y + a,, — a,, :dfn.
z
Logo,
2
M =a2, (3.23)
zZ

pois @ é ortogonal e preserva a norma-2. Notemos que (3.23) é a equagao de uma n-esfera

no R", com centro na origem e raio d,,. Expandindo (3.23), obtemos
Iy l1* + [l2]]* = d5,.

Dessa maneira,

2tz = (3.24)

onde p?> = d?, — ||y||*. Portanto, analisando o lado direito da expressio acima, temos um

dos seguintes casos para a solucdo: (i) se p* < 0, a solucdo é vazia; (ii) se p* = 0, entdo

2 De fato, a matriz R’ é (m — 1) x k e tal que posto(R') = posto(R) = posto(A) = k. Notemos que, por
um lado, posto(A4) = posto(QR) < posto(R). Por outro, posto(R) = posto(Q'A) < posto(A). Portanto,
como R tem k colunas ndo nulas, isso mostra que posto(A) = posto(RR) = posto(R") = posto(R) = k.
Isto é uma consequéncia de que a decomposi¢do QR da matriz A é dada por

« o ~[R] _ [Ri R

onde @) ¢ uma matriz n X n ortogonal, Ry é uma matriz k X k nao-singular e triangular superior e R,
¢ uma matriz k x (m —1 — k). Como R = [R; R3], entdo podemos reescrever (3.21) como

Byl o _ [e
Rt2 y_ c27

onde [c; ¢l =¢,c; € R* e ¢y € R*7F, Logo, y serd solucdo se satisfizer o sistema
Riy =ci,
ng = C3.
De forma equivalente, como Rﬁ é nao-singular, da primeira equacao do sistema acima, temos que

y = R ey serd solucdo de (3.21) se satisfizer a condigdo de ||[Rby — c2|| = 0. Neste caso, tal y ¢ tnico
e pertence a imagem de R.
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z = 0 e x é dado por (3.22); ou (iii) se p? > 0, obtemos os valores de z por (3.24) e os
respectivos pontos x na intersecdo por (3.22). Notemos que, no caso (iii), como y € R”,
temos a interse¢do das m esferas com um subespago de dimensao k, o que resulta em uma
(n — k)-esfera do R".

Observagdo. Em particular, quando m = n, entdao k = n — 1, de forma que (iii) se reduz
a um par de pontos. De fato, neste caso temos a intersecao de n esferas no R" cujos centros

sao A.L,, e o problema se reduz ao segundo método visto anteriormente.

3.4 Intersecao de esferas e uma casca esférica

Consideremos m esferas S;(a;, d;) no R" de raios d; e centros a; € R", sendo
i=1,...,m, e uma casca esférica S, 1(ams+1,dms1,d,.1) de centro a,, . € R e raios
dmt1, Ay tais que dyq > d,,,. Como antes, denotemos por k a dimensao de aff(A),

onde A= {ay,...,a,} el <k <min{m — 1,n}. Procuramos x € R" tal que

||x—ai||2:d?, i=1,...,m,
, , - (3.25)
dm+1 <|lx —an|]” < dm+1‘

Baseado na ideia apresentada no terceiro método visto acima, queremos mostrar que a
intersegao entre as esferas e a casca esférica pode ser: (i) vazia; (ii) um ponto; (iii) uma

(n — k)-esfera; ou (iv) a uniao de (n — k — 1)-esferas.

Temos duas possibilidades para o involucro afim do conjunto formado por todos
os centros, i.e., de C = AU{a,1}: dim(aff(C)) = k + 1; ou dim(aff(C)) = k.

Primeiro caso. Suponhamos que dim(aff(C)) = k + 1. Entao, transladando os centros
A por —a,,, obtemos o conjunto A = {a; — a,,,...,a,_1 — a,}. Como dim(aff(A)) = k,
podemos supor, s.p.g, que o conjunto formado pelos k primeiros elementos e o ultimo

elemento de A é L.I. Assim, a matriz
A= {51, . ,am], (3.26)

onde a; =a;, —a,,, parat=1,....m—1,ea,, =a,.1 —a,, tem posto k + 1. Seja E a
matriz de permutacdo que antecipa a coluna a,, de A para a posicdo da coluna k + 1, e

desloca as colunas k + 1 até m — k — 1 para as tltimas posicoes. Isto é, E é tal que’

AE: Al:ka AkJrl:mfl; ém:|E: {Alska 5m7 AkJrl:mfl .

Suponhamos que x € R" seja um ponto na intersegao, ou seja, satisfaz (3.25).

Transladando x por —a,,, obtemos a solugao transladada x = x — a,, e (3.25) assume a

4 A notacdo para o subindice em A;.; indica que esta matriz é formada pelas colunas 1 a k de A.
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forma
X — (g —an)|P=d2, i=1,...,m,
, ) , (3.27)
dm-i—l S ||X - (am-‘rl - am)” S dm—H'
Logo, para ¢ = m,
|1%|]? = d?,. (3.28)
Ja para i # m, por (3.27), obtemos
%] — 2x"(a; —ay) + |la; —an|[P=d;, i=1,...,m—1,
_ _ -2
dry < |IXIP = 2% (@1 — am) + |[ana — anl[* < 0.
Usando (3.28), o sistema acima assume a seguinte forma:
1
_a)tx=——(d2—-d® — |la — 2 = —
(ai —an)'x = =3 (df = &}, — lla —anlP), i=1l...m-1,
1/ _ 1
—5 (T = @~ s = anl?) < (@usr — an)'x < =5 (@1 — d = llames — anl?).
Ou ainda,
alx=c¢;, i=1,....,m—1,
(3.29)
Cmy1 S éﬁn)_( < Cmtts
doc; = —> (- 2 - Yz, - 2
onde i = 3 (& — &, ~ lla — aulP), ems = —5 (Fs — &~ s — aull?),
1 _
Cni1 = —3 <d3n+1 —d?, —||am1 —am||2) e a; é a coluna ¢ da matriz A, definida em (3.26).
Computando a decomposicio QR de AE, temos que
Ry Tjt1 Ry
- Rl | ] RQ _
AE=QR=Q| o+ | =@Q|0 ka0, (3.30)

0 0 0

onde as matrizes acima sdo tais que Q) é n x n e ortogonal; Ry = [R} 0]" é (k-+1) x k, com
Ry sendo k x k triangular superior de posto completo; Tii1 = [Tri fkﬂykﬂ]t € RFHL
onde Tjy; € RF e 711 €R; Ry = [RE 0] é (k+1)x(m—k—1)e Ry ékx (m—k—1).
Todas essas matrizes sao determinadas usando as particoes obtidas pela decomposicao
QR de AE. A dltima igualdade do lado direito em (3.30) vem do fato de que as colunas
k+2am de AE sdo combinacoes lineares das k primeiras colunas, nao dependendo da
coluna k + 1. Tal caracteristica dos centros das esferas e da casca esférica fornece essa
forma especial para a decomposicao QR, de forma que a ultima linha da matriz R, seja

nula, conforme vemos em (3.30).

Como E' = E!, entdo

(AE)' = (QR)! = E'A'=R'Q' — A'= ER'Q".



Capitulo 3. O problema na abordagem cldssica 57

Logo, pela decomposicao (3.30),

R! 0 0 R! 0 0
Alx = ERtQtf =F ﬁc+1 Thi1kt1 0 Qti = Ré 0 0 Qti (3-31)
R} 0 0 Tiir  Thilktl

Usando a seguinte definicao,

Q'x=w= Yka1| (3.32)

ondey € R* y.1 € Rezc R"*! o sistema (3.31) se reduz a

R 0 y
Ty Tkt1k+1| |Yk+1

onde R = [R; Ry]. Em vista disso, (3.29) pode ser escrito como

Alx = +0'z,

Ry =c,

_t —
Cmt1 S |Thy1 Thel ket

[ y ] . (3.33)

Yk+1

Ou seja,
Ry =c,
(3.34)

=t - = —t
Cnt1 — L1y S Tht1k+1Yk+1 S Gl — L1y,

t
onde c = {cl .. .cm_l} e ¢; é definido como anteriormente. Dessa maneira, assumindo que
temos ¢ € Im(R'), entdo existe um tinico y € R* determinado pela primeira equacio de

(3.33) de forma que

B < Yk <5, (3.35)
onde . CH oy ey
L 1 - _
é: mt_k+17 6:u7 se /rk)—‘rl,k—‘rl >07
Th+1,k+1 Th+1,k+1
’ Crng1 — Tp 1y Crs1 = Th1Y
m k+1 o Cmy k41 _
B= o kY g= e e se Trt1kt+1 < 0.

Tht1,k+1 Tht1,k+1
Notemos pelas expressoes acima que os valores de 3 e B em (3.35) dependem do sinal de
Thi1,kt1-

Como @ ¢é ortogonal e X = x — a,,, entao (3.32) implica em

y
X =Q |ypes| + am. (3.36)
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Ja que x é um ponto na intersecao, entao satisfaz o seguinte sistema

HX - aiH2 - dzga

onde 1 = 1,...,m. Logo, para 1 = m,
y 2
HQ Yet+1| T Am —an :dgn'
z

Usando a ortogonalidade de @,

y 2
‘ Yk+1 = d72n'
Z

Dessa maneira, pela definicdo de norma-2, podemos escrever a expressao acima como
2 .2 2 _
Y™+ vea + 27 = i

Portanto,
12]1* = d, — Iy 1I* = iy (3.37)
A equacao acima tem solucao real quando o lado direito é maior ou igual a zero. Esta
condicao equivale a
Yerr < i — [yl

Supondo d?, — ||y||* > 0, a desigualdade acima pode ser escrita como
—a < Yk+1 < «,

onde a = /d?, — ||y||?>. Lembremos que anteriormente obtivemos a condi¢ao (3.35) para

Yr+1- Assim, para que a solugdo exista temos que ter y1 € {@, B} N [— Q, o } Logo, se

max{8, —a} < yr11 < min{f, a}, (3.38)

entdo a intersegdo ndo é vazia. Por outro lado, se 3 < —a, ou 8 > «, ou d, — ||y||* <0,
temos que a intersegao é vazia. Portanto, se a primeira equagao de (3.34) tiver solugao
(inica), para cada yy1 satisfazendo (3.38), temos uma (n — k — 1)-esfera. Neste caso,
a solugao obtida usando (3.36) e (3.37) é a unido destas (n — k — 1)-esferas, quando
d2, — ||y||* > 0 e yr,1 pertencer a um intervalo niao degenerado. Se temos d2, — ||y||* = 0,

entao a solugao é um ponto.

Segundo caso. Agora assumiremos que dim(aff(C)) = k. Logo, dim(A) = k, onde a

matriz A tem a mesma forma que em (3.26). Computando a decomposicio QR de A,

R 1,
0 0}’

obtemos

A=QR=0Q
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onde Q é n x n e ortogonal, R é k x (n — 1) e tem posto completo. Entao, temos que

. |R" 0 R' 0| |y
L PR o
ondey e RFezeR"Fe
O'x = H . (3.40)
z

Usando (3.29), reescrevemos o sistema (3.39) como

(3.41)

—t _
Cmt1 ST, Y < Cita

Observemos que, como posto de R’ é completo, quando existir (tinica) solucao esta deve
satisfazer as desigualdades em (3.41). Neste caso, a solucao da intersegdo entre as esferas é
obtida de (3.40), sendo dada por

Yy
Z

x=Q

+ am,

onde z é determinado da seguinte maneira. Sabemos que a solugao x é tal que satisfaz

(3.25) e, em particular, para i = m,

oo

| ‘

Ou seja,

2 2 2
Z1+“'+Zn—k_p7

onde p* = d?, — ||y||*. Portanto, o resultado da intersecio depende de p?, sendo: (i) vazia,

se p? < 0; (ii) um ponto, se p* = 0; ou (iii) uma (n — k)-esfera, se p* > 0.
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4 O problema usando a AGC

Nesta capitulo veremos como realizar a interse¢ao de esferas no R"™ construindo
uma abordagem que estende a ja conhecida na literatura de algebra geométrica conforme
(AGC) [13, 14, 5, 15, 27]. Assumiremos que as esferas sdo distintas, i.e., nenhuma delas

possui, ao mesmo tempo, raios e centros iguais entre si.

4.1 Sobre o sinal do raio de uma (n—k)-esfera

Para classificarmos o resultado da intersecao entre esferas, podemos analisar o
raio da k-esfera obtida como intersecao do problema. No entanto, estaremos utilizando

um resultado mais simples que é deduzido a seguir.

Para analisarmos o sinal do quadrado do raio de uma (n — k)-esfera do R"

representada por o, conforme (2.21), basta analisarmos o sinal de
t=0-0. (4.1)

De fato, por (2.23), temos que o sinal do raio r da esfera ¢ é dado por

(—1)*
(_1)%(k—1)(k—2) ’

sgn(r?) = —

pois grau(o) = k e grau(e, - 0) = k — 1. Logo,

k2 5

sgn(r’) = (—1)F (=) 0TED = (217 = ()P0 —sen(0-5),  (4.2)

=

sendo sgn(o) dado de acordo com (2.16). Notemos que, quando ¢ for um ponto, usando
(4.1), obtemos t = 0.

Ao longo deste capitulo vamos analisar o sinal de ¢ (4.1) para determinarmos o

resultado obtido da intersecao entre as esferas.

4.2 Esferas com centros L.I.

Consideremos n esferas S;(a;, d;) no R" de raios d;, cujos centros a; € R" sao

LI, sendo i =1,...,n. Representemos essas n esferas em R"""! por
d2
K
g; = Q; — 5 €o05 (43)
2
|||

onde a; = ey + a; + €oo, Para i =1,...,n.

2
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Um caso particular. Antes de obtermos a interse¢ao para o caso geral nD, vejamos o

caso em que n = 3. A interse¢do de duas esferas o, e g9, definidas por (4.3), é dada por
K =01 N\ 09.
Para qualquer p € R*!, temos que
O:p‘fi:p~(01/\ag) = (p-al)UQ—(p-ag)al. (4.4)

Como os centros {a;}i~; sdo L.I., entdo as esferas {0}, sdo L.I. Logo, os coeficientes de
(4.4) sao nulos, i.e.,
p-01 = 0,

p-og=0.

Usando o mesmo procedimento feito para obter (2.22), reescrevemos o sistema acima como

[Ix — ay|* = d7, (4.5)

onde i = 1, 2. Isto equivale ao conjunto dos pontos x € R? pertencentes a ambas esferas,
ou seja, que definem um circulo no R®. Prosseguindo, realizamos a intersecéo do circulo

com a esfera o3 através do produto exterior:
Pp = KA\ 03.
O resultado p, é um par de pontos, pois de
0= -5y =p- (kAa3) = (- K)os — (o o5}

e, para todo p € R, temos que

b k= 07
p-o3=0.
Ou ainda,
Ix — ay[|* = dF, (4.6)

para i = 1,2,3. Como o sistema acima representa a intersecao de trés esferas do R? cujos

centros sao L.I., entdo o resultado da solucdo é um par de pontos no R.

De posse do par de pontos na forma dual, dado por
Pp = 01 N0 N\ 03,

e com auxilio da férmula (2.34), podemos obter os pontos do resultado da interse¢do entre

trés esferas de forma explicita.
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Caso geral. Agora vamos mostrar que a interse¢ao das n esferas S;(a;, d;) no R" é dada
por
og=01 N N0y, (4.7)

onde cada o; é definida por (4.3). De fato, dado um ponto p € R""! temos que

0 = p-(gl/\.../\gn)
= (p'01>/\02/\---Aan—01/\(p-@)/\.../\an_i_‘__
‘—(—1)"01/\02/\-.4\(]).0”)_

Como {o;}, é L.I., assim como fizemos para obter (4.5) e (4.6), pela expressao acima

obtemos
Ix — a;|]* = dZ, (4.8)

para i =1,...,n. O sistema (4.8) é o mesmo que aparece no problema com a abordagem
classica (3.1). Dessa maneira, o resultado serd o mesmo que antes. Ou seja, (4.7) realiza a

intersecao entre as n esferas no R".

Tendo obtido o (4.7), definimos
t=o0-0. (4.9)

Entao, de acordo com o que fizemos em (4.2), o sinal de ¢ (4.9) determina a solugdo.
Portanto, a intersecao das n esferas no R" ¢ uma das possibilidades: (i) vazia, se t < 0; (ii)

um ponto, se t = 0; ou (iii) dois pontos, se ¢ > 0.

Quando a solugao sao os dois pontos, i.e., é dada por (iii), podemos obté-los
explicitamente através da férmula (2.34), sendo que no lugar de p,, usamos o fornecido
por (4.7). No caso da solugao ser um ponto, (2.34) fornecera dois pontos iguais.

4.3 Esferas com centros A.l.

Consideremos n esferas S;(a;, d;) no R™ de raios d; e cujos centros a; € R" sao

Al parai=1,...,n. A representacio dual dessas n esferas em R""! é definida por
2
— dl
0y = Q; — E 00
2
[la]|

onde a; = ey + a; + €oo, PATA T =1,... n.

2
n / ~ n Ve . . n

Como {a;}, é AL, entao {a;};~, é L.I., implicando em {o;} ; ser L.I. Logo,

podemos realizar a intersecao entre as n esferas utilizando o produto exterior, assim como

fizemos anteriormente. Dessa maneira, a interse¢ao das n esferas no R" é dada por

og=0 N Nop. (4.10)
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Portanto, tendo obtido (4.10), definimos ¢ = o - & tal que a interse¢ao das n esferas no R"
¢ uma das possibilidades: (i) vazia, se t < 0; (ii) um ponto, se t = 0; ou (iii) dois pontos,
set > 0.

Novamente, podemos extrair os pontos da solugao através da férmula (2.34),

usando o obtido em (4.10) no lugar de p,.

Observagdao. Analisar o sinal de t é mais simples do que analisar o raio da esfera, visto

que nao precisamos obter este raio explicitamente.

Destacamos que, embora a literatura de AGC trate do problema de intersecao
de esferas para casos de centros L.I. e A.I., em espacos 3D desconhecemos uma apresentacao
rigorosa para casos nD.

4.4 Esferas com centros quaisquer

Consideremos m esferas S;(a;, d;) no R" com raios d; e centros a; € R", para

i = 1,...,m. A representacdo dual dessas m esferas em R""'! é dada por
2
_ dl
Oi = Qi — 9 €oo;
||a;|[? . . )
onde a; = ey + a; + o €1 =1,...,m. Como no terceiro método da abordagem

classica, transladando os centros {a;}", por —a,,, obtemos A = {a;}'",, onde definimos
a; = a; —ay, parai = 1,...,m. Vimos que dim(aff({a;}*,)) = k e, assim como antes,
1 <k < min{m — 1,n}. Além disso, podemos supor, s.p.g.", que {a;}*_, ¢ L.I. Como
{a;}% | ¢ L1, a representacao destes centros em R"™!' também é L.I., di.e., {a;}7, é

RnJrl,l

L.I. Logo, as k primeiras esferas do R" representadas em por {7;}¥_, formam um

conjunto L.I. e a intersecao
og=01 N\ A0y (4.11)

é a representacio dual de uma (n — k)-esfera do R™. De fato, dado um ponto p € R"*!,

temos que
= (p-a) NG A NGL=GLA(p-T2) A ATR+ ...
-—(—1)’“51A52/\---A(p-5k).
Como {7;}%_ | ¢ L.1., da expressao acima, temos que

p-5; =0, (4.12)

1 Sem perda de generalidade.
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para i =1,..., k. Pelo que fizemos em (4.5) e (4.6), o sistema (4.12) equivale a
HX - 5-l||2 - dzgv

com i = 1,...,k. Ou seja, o (4.11) é a representagao dual de uma (n — k)-esfera

do R"™ em R"11,

Por fim, realizamos a intersecao das m — k esferas restantes com a (n — k)-esfera
0 j4 obtida em (4.11).

Usando o join para intersecao. Como as m — k esferas restantes nao sao L.I. nem
A1, para realizarmos a interse¢ao entre estas e o (4.11), a principio, devemos utilizar a

operagao de join, através da dualizagdo de (2.41). Dessa maneira, a intersegao ¢ dada por
og=01 N NopAGry1... NG,
onde A denota o join. Notemos que o efeito da intersecio acima é o de restringir & (4.11).

Intersecao das m — k esferas restantes sem o join. Como o resultado da intersecao
das k primeiras esferas transladadas é a (n — k)-esfera (4.11), entdo quando realizarmos
a intersecao com a proxima esfera, estaremos realizando a intersecao entre o k-blade o e
o 1-blade o441. Logo, temos duas possibilidades para a interse¢ao: ou o341 pertence a o,
ou nao pertence. Supondo que a intersecao é nao vazia, no primeiro caso, a intersecao
entre ¢ e 04 continua sendo &. J& no segundo caso, a interse¢do é uma (n — k — 1)-esfera.
Assim, realizamos a intersecdo do resultado obtido com a esfera g;,5, que é um 1-blade.
Ou seja, temos duas possibilidades para a intersecao envolvendo oy, o, conforme a analise
feita quando acrescentamos oy 1. Analisando desta maneira, continuamos o procedimento
acrescentando as m — k esferas restantes, até finalizarmos com a esfera 7,,. Escrevemos

este processo por

6(”, se 5 A 0rr1 =0,
gt = (4.13)
NG, sed™ Aaq #0,

onde r =k, k+1,...,m—1ea®™ =5 (4.11). Sendo assim, através de (4.13), realizamos

a intersecao de o com as m — k esferas restantes, obtendo

o=am. (4.14)

Portanto, apds obter ¢ (4.14), definimos t = o - 7, e temos as seguintes
possibilidades para a intersegdo das m esferas no R": (i) vazia, se t < 0; (ii) um ponto, se

t = 0; ou (iii) uma (n — k)-esfera, se t > 0.

Observacgoes. A operacao de join é nao-linear, de forma que sua implementacao compu-

tacional é dificultada. Em [33], hd um algoritmo O(n?) para o join. A nio linearidade do
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join esté associada ao pseudoescalar do espago determinado pela intersegao (ou uniao) dos
subespagos em que estamos realizando a operagao, visto que a cada etapa da intersecao
entre m esferas, o pseudoescalar da intersecdo pode mudar. No caso de sabermos a priori

o pseudoescalar das etapas, o join se torna linear.

Na formula recursiva (4.13), exploramos o fato de estarmos realizando intersegao
exclusivamente entre esferas. Com isso foi possivel encontrarmos uma forma de obter a
intersecao evitando o uso do join. Esta particularidade permitiu que a intersecao entre
esferas fosse realizada basicamente através do produto exterior em todos os casos, resultado

que estende os ja conhecidos na literatura de AGC.

t<0,n=3, m=3, k=1
t=0, n=3, m=4, k=3

t> 0, n=3, m=2,k=1 t>0,n=3, m=3,k=2

Figura 13 — Intersecio entre esferas no R3.

4.5 Intersecdo de esferas e uma casca esférica via AGC

Consideremos m esferas S;(a;, d;) no R" com raios d; e centros a; € R", para
i=1,...,m e uma casca esférica S, de centro a,,;1 € R" e 1aios d,, 11, d,,.; tais que
Ayt > dppyq- Seja dim(aff(A)) = k, onde A = {ay,...,a,} e 1 < k < min{m — 1,n}.
Procuramos x € R" tal que

llx —a;|P =d?, i=1,...,m,

(4.15)

—2
d$n+1 <|lx- am+1||2 < dppyr-
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Usando a AGC, queremos mostrar que a intersecdo entre as esferas {S;}i, e a casca
esférica S,, ; pode ser: (i) vazia; (ii) um ponto; (iii) uma (n — k)-esfera; ou (iv) a unido
de (n — k — 1)-esferas.

Consideremos a seguinte representacio dual em R™*H! para as esferas {S;}/",,

d2
0, = a; — EZ Coos (4.16)
IES :
onde a; = ep+a; + €so €1 =1,...,m. Transladando os centros A por —a,,, obtemos
A= {a}",, com a; = a; — a,,, i = 1,...,m. Vamos supor, s.p.g., que {a;}_, é L.I,

onde k = dim(aff(a;)), sendo 1 < k < min{m — 1,n}, assim como antes. J& que {a;}*_,

R"11 & 1.1, Logo, as k esferas do R"

6 L.1., a representacao destes centros {a;}¥_, em
representadas em R"™!' por {7;}¥_, formam um conjunto L.I. e a intersecdo é dada por
(4.14), sendo: (i) vazia, se t < 0; (ii) um ponto, se t = 0; ou (iii) uma (n — k)-esfera, se

t>0.

Acrescentando uma casca esférica. Assim como na abordagem classica, temos duas
possibilidades para a dimensao do involucro afim do conjunto formado por todos os centros,
i.e., de C = AU {an1}.

Primeiro caso. Suponhamos que dim(aff(C)) = k + 1. Entao, transladando os centros C

por —a,,, definimos o conjunto
C= {al —Am,y .., n—1 — Am, An4l — am}'

Como dim(aff(C)) = k, podemos supor, s.p.g., que o conjunto formado pelos k primeiros

elementos de C e {a,,;;} formam um conjunto L.I.

Usando a casca esférica parametrizada pelo raio para obter arcos. Vejamos
como obter a intersecao entre duas esferas Sj(a;,d;) e Sy(ag,ds) e uma casca esférica
Ss(as, ds, ds) no R?, onde usamos a mesma notacao descrita acima. Suponhamos que os
centros {a;}7_, sejam L.I. Dessa maneira, a intersecio entre as esferas o; e 09 (4.16), é o
circulo

Kk =01 A 09, (4.17)
assumindo que t = k- K > 0. Entao, fazendo a intersecao de x com as cascas interna g5 e

externa @3, definidas como em (4.16), i.e.,

d; _ d
Q3:a3_5€ooa 03 =043 — = €0,

obtemos os pares de pontos p,, € pp,,

Ppy = KA\ 03, (4.18)
Dpy = K N\ Ts3. (4.19)
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Consideremos a casca esférica S; representada na forma dual por

2
T, = az — %eoo, (4.20)

2
_ a _
onde d € [ds,ds] e a3 = ey + ag + @ oo € R*. Logo, para cada d € [ds, ds],
Dpy, = KNTy =01 Noa NTg,
¢ a representagao dual de um par de pontos. Através de (4.18), obtemos

Ppqy :0-1/\0-2/\@’ :UIAUQ/\Q3:pP1'

d:és :43

De forma andloga, usando (4.19),

Portanto, a interse¢ao do circulo (4.17) com a casca esférica (4.20) é dada por
{ppd ceR*: p, =KATG,, de [c_i3,83]}. (4.21)

O conjunto acima é a uniao dos pontos que formam os arcos no circulo x ligando os pares
de pontos p,, e pp,. Dessa maneira, concluimos que a solugao do problema, fornecida por

(4.21), é a unidao de l-esferas quando n =3 e k = 1. Ou seja, ¢ a unido de pares de pontos.

Figura 14 — Testes com o CLUCalc para uma casca esférica.

Usando a parametrizagao pelo raio para obter a solugcao no caso geral. Assim
como no caso anterior em que n = 3, para o caso geral, através de (4.14), inicialmente
obtemos a (n — k)-esfera o resultante da interse¢ao entre as m esferas no R". Em seguida,
consideramos a representacio dual da casca esférica S,,.1, cujo centro foi transladado
por —a,,, definida por

d2
Ty = it — 5 e (4.22)
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onde d € U = [dy41,dmi1] € Gyt é a representacio em R™™H! de a,,01 = &40 — ap,.

Entao, para cada d € U, a interse¢do dada por
Ty =0 ATy (4.23)

é a representacao dual de uma (n — k — 1)-esfera do R", sempre que t; = 74 - 74 > 0, para
algum d € U. Notemos que, pela construcao aqui feita, o sinal de t; ndao muda de valor
para qualquer d escolhido no intervalo U. Isso assegura que ty4 esta bem definido e para

determinarmos a solucao basta testarmos seu sinal para apenas um d € U.

Portanto, usando (4.23) para algum d € [d,, .1, dyn+1], definimos t; =74 74 € a
solucdo da intersecao entre as m esferas e uma casca esférica no R" é: (a) vazia, se tq < 0;
(b) um ponto, se t; = 0; ou (c) a unidao de (n — k — 1)-esferas, se t; > 0. No caso de (¢), a

solucao é dada por
{Td eR"M . =0Ty, dE [dm+1,8m+1]}. (4.24)

Na expressao acima, como o e g, sdo obtidos por (4.14) e (4.22) respectivamente o conjunto
(4.24) representa a unido de (n—k—1)-esferas do R". Isso mostra que o resultado obtido esta
de acordo com o da abordagem cléssica. Os casos (a), (b) e (c) encontrados correspondem

as possibilidades (i), (ii) e (iv) que sao possiveis ocorrer para o problema (4.15).

Segundo caso. Agora vamos assumir que dim(aff(C)) = k, onde C é como antes. Logo,
por (4.14), realizando a interse¢ao das m esferas do R" obtemos o. Supondo que o seja uma
(n — k)-esfera, escolhemos® um ponto x em o e verificamos se este satisfaz a desigualdade
em (4.15). Se satisfizer, a solu¢ao do problema ¢é ¢ obtida por (4.14). Caso contrario, a

solugdo é vazia. Portanto, obtemos o item (iii) referente as possiveis solugdes de (4.15).

4.6 Cenarios para a intersecao com uma casca esférica

A figura abaixo mostra algumas possibilidades para o resultado da intersecao
entre duas esferas e uma casca esférica. Casos degenerados, como esferas de raio zero, nao
foram considerados, pois estamos interessados em situagoes que tenham relacdo com o
principal problema de aplicagao, descrito no primeiro capitulo. Levando em conta esta
observagao, podemos desconsiderar os casos onde ha pontos resultantes do tangenciamento
entre cascas e esferas, visto que sdo pouco provaveis de ocorrerem na pratica. Como, por
exemplo, os casos 5, 9 e 13 da Figura 15. Aqui optamos por seguir um cenario que permita
ilustrar como algumas dificuldades podem aparecer em problemas de aplicagdo. No caso
de termos um resultado diferente de um par de arcos como a intersecao entre duas esferas
com uma casca esférica, quando n = 3, o procedimento para se obter a solucao via AGC

ainda continua sendo dado de acordo com o que ja foi mostrado.

2 Para isso, podemos usar (2.19) ou (2.20).
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Figura 15 — Intersecao do circulo com uma casca esférica no R?.

4.7 Testes computacionais

Embora o problema de intersecao de esferas seja formulado por meio de um
sistema nao-linear, a AGC fornece uma forma bastante eficiente de resolvé-lo. Vimos
que para m esferas no R", usando a abordagem da AGC, o problema praticamente se
reduz a computar o produto exterior entre estas. Como as operagoes de reflexao, rotacao
e translacao, ou composicao dessas, sao transformagoes ortogonais no espaco conforme,
temos uma vantagem em relagdo a abordagem classica, pois podemos inverter de maneira
trivial todas operagoes que sao realizadas ao longo das manipulagoes algébricas feitas na

busca pela solugao do problema. Vimos na Secao 2.5 alguns detalhes sobre esse aspecto.

A fim de validar essa nova abordagem, realizamos testes computacionais com
0 CLUCalc4.3 [20] e o Wolfram Mathematica 11.2 [18] munido do pacote de algebra de
Clifford denominado clifford.m [19]. O CLUCalc permite um estudo bastante detalhado
do espaco R*!, disponibilizando diversas ferramentas graficas. No entanto, a versao do
CLUCalc usada neste trabalho nao incorpora o caso de n > 4. Para testes envolvendo o

caso geral, i.e., o espaco R"™! usamos o clifford.m.
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Nos experimentos computacionais aqui realizados, analisamos o erro MDE das

solugoes obtidas. O erro MDE de uma solucao x € R" é definido por

1 & x—ail| —d;
i=1 i
onde a; e d; sdo, respectivamente, o centro e raio da esfera ¢, sendo ¢ = 1, ..., m. Embora

MDE seja a abreviagao de mean distance error (do inglés), estaremos nos referindo a este
erro por erro MDE. Quanto menor o erro MDE, melhor a precisao da solugao encontrada.
Adiante veremos que, embora tenhamos obtido valores baixos de erro MDE para as
solucoes encontradas, o tempo de execucio em alguns casos nio foi satisfatério®. Quanto
ao tempo de processamento, nos deparamos com algumas dificuldades nos testes feitos com
o clifford.m para m = 10 esferas. No entanto, os testes realizados mostram a validade

da abordagem apresentada.

Na busca de termos maior eficiéncia em nossos experimentos computacionais,
um primeiro passo poderia ser o uso, por exemplo, de uma linguagem como o C + + para
as implementagoes da AGC. Um aspecto a ser levado em conta nas comparagoes entre
as abordagens é o fato de que as operagoes usadas na abordagem classica sao usuais em
softwares como o Mathematica. Enquanto a decomposicao QR de matrizes ja faz parte dos
pacotes internos do Mathematica, o produto geométrico, ou outras operagoes do modelo
conforme, nao faz parte. Dessa maneira, para testarmos a abordagem com a AGC, além da
necessidade de termos um algoritmo que resolva nosso problema, é necessario se ter uma

implementacao eficiente de elementos da AGC na linguagem de programacao escolhida.

Outro ponto de carater computacional que devemos levar em conta é a existéncia
de diferentes algoritmos para se implementar a AGC. Na maioria das vezes, as diferentes
implementagoes exploram caracteristicas especificas do problema onde se usa a AGC.
Ainda nao ha uma implementacao consolidada para o caso geral. Mais detalhes sobre esses
aspectos da AGC podem ser encontrados em [14, 15, 34]. Em [33] h4 algoritmos eficientes
que possibilitam implementarmos a abordagem aqui apresentada usando a AGC com uma

complexidade computacional igual a da abordagem classica, baseada na algebra linear.

Comparagao computacional para m = 3,...,7. Seguimos [11] para gerarmos m esferas
no R" cuja dimensao do invélucro afim do conjunto formado pelos centros seja k, onde
1 <k <min{m —1,n}. O seguinte médulo gera as esferas a serem usadas como instancias

para testarmos as abordagens vistas.

3 Assumimos como sendo insatisfatério testes computacionais que levaram mais do que 20 minutos para

serem concluidos.
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(# gera matriz nxm de rank k,
cujas colunas sdo os centros das m esferas;
gera vetor com os respectivos raios #)
geraEsferas[m _, n_, kR ] :=
Module[{A, ii, Ji, dy Ay uy vy Anins Aoy X1y didy
A =Table[®, {ii, n}, {33, m}1;
d = Table[@, {ii, m}, {]], 1}]1;
For[ii =1, ii < kk, ii++,
SeedRandom[ii];
A = RandomReal[{@, 10}];
SeedRandom[ii + 1];
u = RandomReal[{©, 1}, n];
SeedRandom[ii + 2];
v = RandomReal[ {0, 1}, m];
A=A+ Ax0uter[Times, u, v];
15
Anin = MIn[A]; Ano = Max[A];
SeedRandom[123] ;
¥s01 = RandomReal [ {Aqins Anacds 115
For[ii=1, ii £ m, ii++,
di = Norm[x..1 —A[[ 5, 111113
d[[ii, 1]] = di;
13
Return[ {A, d}]1;
13

Figura 16 — Implementagao utilizada para gerar esferas.

Em uma primeira série de comparagoes, usamos o médulo geraEsferas| | e escolhemos
arbitrariamente um conjunto de m = n esferas no R" com centros L.I. Lembremos que,
tanto na abordagem classica como com a AGC, apds uma translacao, podemos construir

um conjunto L.I. formado por algumas dessas esferas. Esse novo conjunto tem k esferas L.I.

Usando o médulo InterEsferas| |, Figura 18, obtivemos os resultados exibidos

na figura abaixo.

Testel Alg3.nb

35x107 16 ]
30x10-16F ] 275}
25x1071} 570k
w 20x10718 T
S £ 265
15x107"0} e
260
1.0x107 18}
. . . . ) . . 255[; ‘ . . .
40 5.0 6.0 7.0 3 4 5 6 7
Dimenséao Dimenséo

Figura 17 — Graficos dos resultados obtidos com a abordagem classica.
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(* gera as esferas e computa intersecio =) If[6=8,
IntersEsferas[(m_, n_, BB ] 1= T =8y
Module[{A, d, A, ii, ji, @, R, c, Rhat, Rhatl, c1, Rhatl, w = AppendTo[w, z];
c2, v, 8, T, w, x1, x2, z1, 2, wl, w2, erro, aux, z8}, #l = MazrixForm[Qow < AL[ 33, #1113

x2 = xly
erro = erroMDE[x1, &, d, m];

{* testa abordagem classica x)

{A, d} = geraEsferas[m, n, EE]}

A - Table[®, {ii, r}, {3, m-1}13 13

For[37 =1, j3 8 m-1, ii+s, If[s>8,

AL 33, 3911 =ALL 33 5 3311 -ALL 33 . =113]; If[n-kk>1, B o
(# resolve o sistema E*%ec via decomposicac QR de As) (* escolhe z em B tgq. 2= & = do7- ¥ %)
{0, B} = qrd[A]; SeedRandom [5678] 3

suwx = RandomBReal[{-Sqrt[5], Sqrt[5]}, n-EE];
28 = Sgrt[5] /fNorm[auwx] & Sy

If[Length[y] =1,

W=yl 35115, wey;

{xcomputa vetor Cx)
c =Table[®, {i1i, m-1}, {33, 1}1;
For[ii =1, iigm-1, iiss,

c[[ii, 1]] = {-1/2) » {d[[ii, 1]]"2

P Y s P 1;
-4llm, 11172 Hul'm[ﬁ.[[ e 11]]] 2)' For[ii =1, ii £ Length[z8], ii+s,

]5 w = AppendTo[w, z8[[1ii]]];
Rhat =RI[L 33 BE, 35113 1:
Rhatl = Rhat[[ 33 , 133 BR]]; *1 = Quw+A[[ 33 5 ™]13
clmeprl sy BR, 1115 erro = erroMDE[x1, &, d, m];
If[kk ¢ m-1, 2

Rhat? = Rhat[[ 3; , ER+1 3; m-1]]; z1 = Sgre[&];
c2=c[[EE+1;; m-1, 1] 22 = -Sqrt[5];

y = LinearSolve [Transpose [Rhatl], clj; wl =y

If [Norm[Transpose [Rhatl].y - c2] > 18" (-6), wl = AppendTo[wl, {z1}]:

Return[ {8, 8}]: w2 =y

1: w2 = AppendTo[w2, {z2}]:

» ¥ = LinearSolve [Transpose [Rhat], c]; ' x1 = Quwl £ A[[ 33 , ™13
1 %2 = Quw2 +AL[ 55, m113
{xcomputa argumento da raiz quadradax) errc = eproMDE[xl, A, 4, m];
S=d[[my 1112 - Nerm[y] "2 ];
Ifis«<8, ]

Return[{8, 8}]; Re::urn[err:]'
1s ’
If[f=18, ]'

Figura 18 — Implementagao do caso 3 da abordagem classica.

Os graficos da Figura 17 descrevem os resultados das solugoes de instancias geradas para
n,m =3,...,7. Notemos que os erros MDE ficaram na ordem de 1079, indicando a alta

precisao das solugoes encontradas. Ja os tempos de processamento ficaram abaixo de 2.8 s.

Observagoes. Para asseguramos que teriamos uma mesma instancia a ser resolvida em
ambas abordagens, usamos o comando SeedRandom| |. Alguns testes para a abordagem
da AGC feitos com clifford.m tiveram erros numéricos. Este comportamento aparece

principalmente quando aumentamos a dimensao do problema.



Capitulo 4. O problema usando a AGC 73

(# intersecdo usando AGC #) (# extrai pontos do par de ptos #)
IntersEsferasAGC[n_, m_, kk_, €@ _, einf_] := aux = Chop[InnerProduct[einf, Dual[o, p+1]11,
Module[{=, py A, d, ii, TEsferas, riy Ciy Ciy 10"~ (-)1;
Ojy Oy aux, ptol, Ie, pto2, x1, x2, , erro}, ptol=
€ =5; Chop [
p=n+1; —GeometricProduct[
(# gera m esferas no R" ) Sqrt[InnerProduct[Dual[o, p + 1],
{A, d} = geraEsferas[m, n, kE]; Dual[o, p+1]]] +Dual[o, p+1],
(# define esferas no espaco conforme ) MultivectorInverse[aux]], 10~ (-€)1;
TEsferas = {}; Ie = OuterProduct[einf, @] ;
For[ii=1, ii < m, ii++, pto2 =
r; =d[[1ii, 1]]; Chop [GeometricProduct|[
C; = ToBasis[A[[ 55 » 1i111; Sqrt[InnerProduct[Dual[o, p+ 1],
c; =e@+C; + (0.5%Norm[ToVector[C;, Dual[o, p+1]]] -Dual[o, p+1],
p+1]11°2) % einf; MultivectorInverse[aux]], 10~ (-<}1;
oz =¢; - (0.5%r;"2) xeinf; %1 = GeometricProduct [OuterProduct[ptol, Ie],
TEsferas = AppendTo[TEsferas, o;]; Ie]l;
13 %2 = GeometricProduct [OuterProduct[pto2, Ie],
(# computa intersecdo usando produto Ie]l;
exterior %) (#calcula erro da solucdo encontradasz)
o = TEsferas[[1, 3311; erro = erroMDE [ToVector [x1[[2 55111, A, dy, m];
For[ii =2, ii < m, ii++, Return[erro];

o = Chop [OuterProduct[o, TEsferas[[ii, 1;
551115 18" (-} 1515

Figura 19 — Implementagao da abordagem via AGC para o problema com esferas.

Resolvendo via AGC as mesmas instancias que usamos nos testes descritos na

Figura 17, obtivemos os seguintes resultados.

TestelAGC.nb
400T '
1.x1072}
5.x10713
300+
W <1071} 5
S, 14 g 200f ]
5.x10714¢ 2
100[
1.x107"}
5.x1071°E, . e . 3 ok : .
3 4 5 6 7 3 4 5 6 7
Dimenséao Dimenséo

Figura 20 — Graficos dos resultados obtidos na abordagem via AGC.

Comparando a figura acima com a Figura 17, notamos um ganho da abordagem classica
em relacao aquela que usa a AGC quanto ao tempo de processamento. Como os erros
MDE da abordagem com a AGC ficaram abaixo de 1072, consideramos que as solucoes
encontradas nesta abordagem estao em uma precisao adequada no problema envolvendo
esferas. O grafico da Figura 20 confirma que o método aqui proposto fornece de fato as

solugoes para o problema em dimensdes maiores do que o caso 3D.
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Comparacao computacional para m = 10. Ao longo dos experimentos computacionais,
notamos que o clifford.m apresentou dificuldades para casos em que m,n > 7. Algumas
vezes ocorria dificuldades com respeito ao arredondamento numérico. Ao invés de zerar
certos elementos dos blades, o programa estava realizando calculos com blades de grau
alto, sendo que alguns dos coeficientes destes estavam préximos de zero. Seria mais
vantajoso computacionalmente se os blades correspondentes a tais coeficientes nao fossem
considerados. Manipular tais blades contribuiram para que clifford.m nao encontrasse
solucdo em um tempo satisfatorio quando consideramos dimensoes mais altas. Buscamos
eliminar este inconveniente usando o comando Chop| |, obtendo sucesso em vérios casos.
Essa dificuldade é comum aparecer em implementacoes da AGC, mas hd maneiras de
se contornar isto. Uma forma de evitar tal problema é usando a contracdo a esquerda
e a direita sempre que possivel. Aqui nao detalhamos tais aspectos visto que o pacote

clifford.m nao possui a implementacao destas operagoes.

A fim de ilustrar o comportamento mencionado acima, vejamos o caso particular
de uma instancia com m = 10 esferas no R, sendo os centros L.I. Usando a abordagem

classica, obtemos como resultado:
m =18, n = 18: media(erros) = @., tempo(s) = 2.294

Figura 21 — Testes com a abordagem cldssica para m = 10 esferas no R'°.

Ja a abordagem com a AGC, obtemos:
m= 18, n = 18: media(erros) = 4.6928?><1E3'5, tempo(s) = 798.882

Figura 22 — Testes com a abordagem via AGC para m = 10 esferas no R'°

Comparando os resultados da Figura 22 com a 21, notamos um aumento consideravel no
tempo de execucao, de cerca de 2,3 segundos para aproximadamente 13,3 minutos. Por
outro lado, o erro MDE ficou em valores baixos. Na abordagem via AGC o erro ficou da
ordem de 107%, enquanto na classica o erro foi nulo. Como os métodos computacionais para
trabalharmos com a AGC sao assuntos de pesquisas atuais, nao estando tao consolidados
como os métodos para algebra linear, consideramos que os resultados obtidos na abordagem
via AGC estao adequados, pois encontrou todas as solu¢des do problema com uma boa
precisdo. De fato, utilizando implementagoes eficientes [33], é possivel melhorar cada vez
mais a precisao das solucoes encontradas pela abordagem aqui vista. Em todos testes
realizados para n > 15 nao foi possivel resolver as instancias com o clifford.m em um

tempo satisfatorio.
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4.8 Testes com o algoritmo BP via AGC

A fim de verificar a validade do método proposto quando lidamos com a
aplicacao de determinar a estrutura 3D de uma molécula de proteina, vejamos alguns
experimentos levando em conta o algoritmo BP [17]. A versao do BP aqui utilizada foi
uma adaptacao do BP baseada na abordagem via AGC apresentada neste trabalho para
intersecao de esferas. De posse de uma implementagao do BP para o Mathematica [23],

utilizamos o pacote clifford.m para construirmos a versao via AGC.

algoritmo BP algoritmo BP via AGC
1078}
1079}
=10 |
1071t u 10
Ll
e =
= 10712}
10-13 L
14|
1071} 10
0 20 40 60 80 100 0 50 10 80 80 100

0 .
n" de atom .
€ dlomos n° de atomos

Figura 23 — Testes com o algoritmo BP e o BP via AGC, para n = 10, ..., 100.

A figura acima mostra os resultados obtidos para uma quantidade de atomos
variando de 10 a 100, para uma instancia artificial gerada no contexto do BP [17, 23].
Vemos que ambas versoes, tanto com a AGC quanto a classica, mantiveram os erros
MDE em valores baixos. Isso indica que a qualidade das solugoes obtidas estao dentro do
esperado. De fato, pelos graficos inferimos que o BP nesta nova versao via AGC e o BP
na versao classica encontraram solugoes equivalentes, visto que em ambas houve um leve
aumento no erro MDE conforme aumentamos a quantidade de atomos do problema. Uma
das vantagens de usarmos a AGC em conjunto com o BP é de ser possivel realizarmos a
intersecao de esferas de forma mais natural, permitindo generalizar as etapas ja presentes
no BP classico. Por exemplo, ao levarmos em conta as cascas esféricas, a etapa de interse¢ao
de esferas pode ser alterada para lidar com cascas esféricas, sendo que para tal mudanca

estendemos de forma natural os resultados descritos neste capitulo.
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DGBPSolverCGA [G_, nodes , onesol : False,
verbose : False, €@ , einf ] := (# solution found =)

(# Calculate all solutions of the DMDGP If [Not [prune] & kk = numberOfAtoms ,
AppendTo[S["Points™], X];
AppendTo[S["Branches"], branch];
If[onesol,

Return[ {5, work}];
15
13

(# update tree node )

instance defined by the graph G )

Module [
(# local variables %)
{ii, kk, numberOfAtoms, prune, branch, X, S,
work, error, tol = 10~ (-5) },
numberOfAtoms = Length[VertexList[G]];

X = DGBPXinit[G, nodes[[1;; 3111;
prune = prune | | kk == Length[branch] ;

If [prune & branch[ [kk]] =1,

While[kk > 3 &8 branch[[kk]] =1, kk-—-1;
1;
If[prune & branch[ [kk]] = @,

branch[ [kk]l] = 13

For[ii = kk +1, ii < Length[branch],

(# init BPTree )

branch = Table[®, {ii, numberOfAtoms}];
branch[[135 311 =13

work = Table[@, {ii, numberOfAtoms}];
work[[135 311 = 1;

(# solutions and branches 1)

S = < | "Points™ = {}, "Branches™ » {}|>;
kk = 4; ii++, branch[[ii]] = 9];

while[kk > 3, 15
work [ [kk]] ++; If[Not[prune], kk++];

X[[nodes[[kk]]11] = DGBPGetXCGA [T, X, 13

branch[ [kk] 1, nodes, kk, €@, einf]; I [verbose,
error = DGRelativeResidue[G, X, nodes, kk]; Return[{S, work}];
15

prune = error > tol;

Figura 24 — Implementagao do BP via AGC.

O cédigos acima foram as adaptagdes no algoritmo BP do pacote DG [23], de forma a
incluir a abordagem via AGC. Notemos que as adaptagoes foram tais que, em vez de
usarmos a intersecao de esferas na forma usual, implementamos a versao desenvolvida

neste capitulo para intersecao de esferas via AGC.

4.9 Testes envolvendo uma casca esférica

Vejamos alguns testes computacionais onde comparamos a abordagem classica
e a abordagem via AGC desenvolvida para o problema de intersecao entre esferas e uma

casca esférica, definido de acordo com (1.4).

Utilizando o médulo geraEsferasiCasca| | descrito na figura abaixo, obtemos
instancias com uma quantidade arbitraria de esferas e uma casca esférica, de acordo com

o que vimos no Capitulo 3.
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(# gera matriz nxm de rank k,
cujas colunas sdo os centros das m esferas e uma
gera vetor com os respectivos raios #)
geraEsferasiCasca[m , n_, kR ] :=
Module[ {A, ii, jj, dy lambda, u, v, MatEsferas,
Amin, Amax, xstar, di, ccasca, dxcasca, alpha,
beta, dcascaint, dcascaext},
A = Table[®@, {ii, n}, {j]s m}]1;
d = Table[@, {ii, m}, {j], 1}1;
For[ii=1, ii < kk, ii++,
SeedRandom[ii];
lambda = RandomReal [ {@, 10}];
SeedRandom[ii + 1];
u = RandomReal[ {0, 1}, nl;
SeedRandom[ii ¢+ 2];
v = RandomReal[ {0, 1}, m];
A=A + lambda % Quter [Times, u, v];
13
Amin = Min[A]; Amax = Max[A];
SeedRandom[123] ;
xstar = RandomReal [ {Amin, Amax}, n];
For[ii=1, ii € m, ii++,
di = Norm[xstar-A[[ 35 , 1i111;
d[[ii, 1]] = di;
15
ccasca = RandomReal [ {Amin, Amax}, n];
dxcasca = Norm[xstar - ccascal ;
SeedRandom[567] ;
alpha = RandomReal[{@, 1}];
SeedRandom[789] ; beta = RandomReal[{@, 1}];
dcascaint = (1 - alpha) % dxcascaj
dcascaext = (1 + beta) & dxcasca;
Return[ {A, d, ccasca, dcascaint, dcascaext}];

1;

Figura 25 — Implementagao para gerar esferas e uma casca esférica.

Seguindo a abordagem cléssica [11], implementamos o seguinte médulo para

realizar a intersecao entre m esferas e uma casca esférica.
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(#modulo que gera as esferas e 1 casca esférica (+ obtém decomposicdo QR de AE #)

e computa intersecaox) {Q, R} = grd[AE];

IntersEsferasiCasca[m , n_, kR ] := (+ computa vetor c #)

Hodule[{A, d, cc, dcint, dcext, cint, cext, c = Table[@, {ii, m -1}, {ji, 1}1;
bint, bext, A, AE, Abar, ii, jj» Qs Rs c, Rhat, (#c,., = -1/2 (d_m_ll_dml_\ | Bns1-3n | 12) 5
Rhat1, c1, Rhat2, c2, rhat, y, del, yki, z, w, Eoy iz -1/2 I:Qm‘lz_dmz_l | 801 -0 | ‘1}*}
x1, x2, z1, z2, wl, w2, rro, aux, ZB}, .
cint =
{A, d, cc, dcint, dcext} = (-172)
geraEsferasiCasca[m, n, kE]; (dcext"l— ditm, 17172 - Nam[f\[[ 535 m1 ] "2)5
Abar = Transpose [Append [Transpose[A], cc]]; et
. cext =
A = Table[@, {ii ij -1}1;
able[@, {ii, n}, {jj, m s (-172) *

For[jj =1, jjE=m-1, Ji++,

) T - (deint*2 -d[[m, 11122 -Norm[A[[ 55 , m11]~2);
AlL35 53311 =AL0355 53311 -ALL 355, m1];

For[ii=1, ii<m-1, ii+s+,

]; c[[ii, 1]1] =
A = Transpose[Append[Transpose[A], ‘ E—ijl 2])]*
cc-ALl555m1]]s (drrii, 11142-d[[m, 11172
Print[">> A := [85 - 8n] = " Morm[f\[[ 35 s ii]]]"Z);
Style[Chop [MatrixForm[A], 16~-9], Red], E
", rank(A) = ", Style[Matr‘ixRank[ﬁ], Red], Rhatl = R[[1;; kky 15 kk]];

Rhat2 = R[[1;; kR, kR +2 ;5 m]];
rhat = R[[1;; kR+1, kR +1]];
(+ reordena as colunas de A, Rhat = JoinfRhat1l. Rhat2. 213
antecipando a coluna m, denotada por a, #)

", k = ", Style[kk, Red]];

(# verifica se c pertence a Im (ﬁt ) )
matriz de permutagdo cl=cll15;5 kR 1115
tq. AE = [Ayk Accaies 8a]E = | If[kk 7 m -1,
c2=c[[RR+1;; m-1,1]];
vy = LinearSolve [Transpose [Rhatl], c1];
If[Norm[Transpose[Rhat2].y - c2] > 10~ (-6),
Return[{@, 98}];

(# E =

Bre 8 Apaima] #)
Abar = Transpose[Append[Transpose[A] s ccll;
RE=AL[355,15;5kk]];
AE =

. . 15
Transpose[Append[Transpose[AE] s AlL35 5 m]] ] ]i » v = LinearSolve [Transpose [Rhat], c];
For[ii=kk+1, ii<s m-1, ii++, 13

AE = Transpose[Append[Transpose[ﬁE],
Arrs;s,1i11]]s5

Figura 26 — Implementagdo da abordagem classica com uma casca esférica (parte 1).

Nas Figuras 26 e 27 vemos que o médulo IntersEsferasiCasca[ | utiliza
elementos da algebra linear e teoria de matrizes para lidar com a casca esférica do
problema (1.4).
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(# computa argumento da raiz quadrada

obs: agora ||w|| = [Y Ve Z]
antes tinhamos W = [y z]
onde Q"X = w %)

del = d[[m, 11172 - Norm[y] ~2;

If[del < o,

Return[{@, 0}];
15
If[del » @,
If[rhat[[kk+1]1] > @,
bint = (cint - rhat[[1;;5 BR]1].y) /
rhat[[kk+1]];
bext = (cext - rhat[[1;;5 kR]].y) /
rhat[[kk +1]];

Print[">> Fuiea > @ b = ",

style[bint, Red], ", b =",

Style[bext, Red]|;
Is
If[rhat[[kR+1]] < O,
bint = (cext - rhat[[1;; kk]].y) /
rhat[[kk +1]];
bext = (cint - rhat[[1;;5 kR]].y) /
rhat[[kk +1]1;
If[rhat[[kk+1]] == @,
Abort[];
15

(# escolhe y,.; no intervalo adequados)

ykl = Max[ {Max[bint, -Sqrt[del]],

Min[bext, Sqrt[del]]}];

If[n-kk>1,

(# escolhe z em R*n-k tq z"2=
del~2=d_m"2-y"2%)
SeedRandom [5678] ;
aux = RandomReal [ {-Sqrt[del - yk1~2],
sqrt[del - yk1~2]}, n-kk-1];
If[aux = @ % aux,
z0 = @ % aux;
»
70 = Sqrt[del - yk1~2] / Norm[aux] % aux;
1;

If[Length[y] =1,

w=y[[1y, 55113

»
aux = RandomReal [ {-Sqrt[del - yk1~2],

Sqri[del - yki1~2]}, n-kk-1];

If[aux = 0% aux,

z0 = @ % aux;

»

z0 = Sqrt[del - yk1~2] / Norm[aux] % aux;
13

If[Length[y] =1,
w=y[[1, 55115
3
W=Vyi
15
w = AppendTo [w, yki];
For[ii =1, ii < Length[z0], ii++,
w = AppendTo[w, z0[[ii]]];
13
x1=Q.w+A[[355,ml];
erro = erroMDE [x1, A, d, m];
3
z1 = Sqrt[del - yk1~2];
z2 = -Sqrt[del - yki1~2];
wl = Append[y, vkil;
wl = AppendTo[wl, {z1}];
w2 = Append [y, vki];
w2 = AppendTo[w2, {22}];
x1=Q.wl+A[[ 35, ml]];
x2=Q.w2+A[[;35,m]];
erro = erroMDE [x1, A, d, m];
1;
15
Return[erro];

15

Figura 27 — Implementagdo da abordagem classica com uma casca esférica (parte 2).

Testes em espacos 3D. Lembremos que a configuragao principal apresentada para o

problema de intersecio entre duas cascas esféricas e uma casca esférica no R? fornece como

resultado um par de arcos.

Figura 28 — Configuragoes para a intersecao de 2 esferas e 1 casca esférica.

No entanto, em muitas aplicagoes o resultado pode nao ser mais um par de arcos e resulte,

por exemplo, em apenas um arco. Na Figura 28 vemos estas duas situagoes. Consideremos

o problema onde temos apenas um arco como resultado. Para isso busquemos resolver a

seguinte instancia tanto pela abordagem classica, como pela abordagem via AGC.
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Sejam S7, 59 esferas de centros a; = (—4,0,0), ay = (—3,—1.1133,1.3268) ¢
raios d; = 3.1102, dy = 1.3, e S5 uma a casca esférica de centro az = (0,0,0) e raio
intervalar ds € [d3, d3] = [1.5, 3.7].

Para resolver a instancia acima através da abordagem classica utilizamos o

moédulo IntersEsferasiCascal | e obtivemos os resultados apresentados na Figura 29.

_____ >> 0OBS: Como dmZ— ly 2

= @, enta3o para cada

(-4 -3 . ; 2 2, . 2,
[3.1102 e [max{b,-\/dp* - b, min{b, 3/ dp” - }
>> A = [aj] - ‘ @ 1.1133 |, d - . : Yk+15 1 b,V dn y I LD, N dm y ]
\ @ 1.3268 ) o e para cada valor de zeR" ! tq. |[z]]2? = dn?-| |yl |2 -ykaa?s
>> Ccasca = (0, 0, 0}, deasca = 1.5, deasca = 3.7 temos um ponto na intersecdo das m esferas
(-4 -3 @)
>> A = Al ccasca = ' 6 1.1133 @ ‘ >> P,k > ©, b = {-0.0000474971}, b = {1.65119)
\ @ 1.3268 0
>> yg.1 € [ -0.0000474971, ©.835576 ], yk.1. = ©.835576
>> rank (A | Ccasca)= 2, rank(A) = 2, k =1
( -1 3 \
>> A := [a; - ap] = ‘ -1.1133 -1.1133 |, >> Asolugioéaunifodeuma (n-k-1) - esferas oude pontos,
1 -1.3268 -1.3268 pois z 1% - dmz—\ y 2—yk_122 ® e k<min{m-1, n}:
rank(A) = 2, k = 1
R R R o R . N . Solucdo:
>> AE = [Ark Acerim-1 @n B = [Anik 3n Akelim-1!] R n - Lt
{ xeR": x = Q[Y Yks1 z] +apm, onde y = ( -0.995898 ),
-1 3 \ (-3
= |—1.1133 -1.1133 ap = 1.1133 |, yk.1€[ -0.0000474971, ©.835576],
\ -1.3268 -1.3268 ) 1.3268 )
-0.50001 ©.866019 (%] \ n-k-1 2 N
=R tal =0.}
s> Q = ‘—9.556661 ~0.321397 -0.766049 |, z atque 1z :
| -0.663414 -0.383033 0.642782 |
e 2
1.99996 -0.0000824367 >> 2. = (8.3, |1z, -6
R = ‘ ] 3.46408 >> w = {-0.995898, ©.835576, 0. )
0 o / (=1.77842
-~ - . _ r Vt- _
>> R = (1.99996), c = [ci] = (-1.99175) >> Solucdo fixada: x. = QIy yk:a. z.17+am ‘ 139913
- . . 1.66744 |
>> Ry = (1.99996), R; =

>> Testa solucao:
[ -©.0000824367 |

. . ¢ ] ‘ ,
> Prel = [Prel Prel,kel. = 3.46408 |» s> Norm[x, - a;] = 3.1102
Prs1 = (-0.0000824367 ), Fir.1,ke1 = 3.46408 >~ Norm[x. - az] = 1.3
2 2 1 Kk ., >> Norm[X. - Ccascal = 2.81081
>> dp°-| |yl |? = ©.698188, onde y=R®, k = 1

Figura 29 — Testes com a intersecao de 2 esferas e 1 casca esférica.

Notemos que as parti¢coes envolvidas na abordagem classica nao trazem os
aspectos geométricos do problema. Na Figura 29 vemos que, apés utilizarmos a decompo-
sicao QR, as etapas que englobam a desigualdade de (1.4) correspondente a casca esférica
S5 ndo trazem nenhum carater geométrico. Por exemplo, se quiséssemos determinar o raio,
ou posic¢ao relativa entre os centros nas etapas intermediarias no processo de intersecao,
nao saberiamos dizer olhando para as informacoes fornecidas pela abordagem classica,
quais valores definem o raio, ou os centros das esferas resultantes nas intersecoes. De fato,
a Figura 29 mostra o forte apelo matricial da abordagem cléssica para lidarmos com o

problema.
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‘2 CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass - script2-[2esferaslcascal(... [ || & |[mesn) '3 CLUCalc vd.3.2 by C. Perwass - script2-[2esferas] casca](02-mai-2019)_para_print.cl... [ = || = |[m3]

File Edit Search Code Presentaton Window Help File Edit Search Code Presentaton Window Help

M P script2-[2esferasicasca](02-mai-201¢ ¥ P P script2-[2esferascasca](02-mai-201¢ v

// define esferas = // computa pares de ponto Ppl e Pp2 =
r1=3.1102; //Ppl=S3"C;

cl=VecN3(-4,0,0); pp2=s3b”c;

S1=cl-((r1*rl)/2) *einf;

((*(Bp1)). (*(Bp1)))~(*(Bp1)) )/( einf. (*(¢d1)) ):

r2=1.3;
*( sgrt((*(Ppl)).(*(Pp1)))+(*(Pp1)) )/( einf. (*(Ppl)) );

c2=VecN3(-3,-1.1133,1.3268) ;
s2=c2-((r2%*r2)/2) *einf;

c3=VecN3(0,0,0); // extrai pontos de Pp2

53=c3- ((x3%x3) /2) *einf; ?p3=( sqre((*(Bp2)) - (*(Bp2)))-(*(Pp2)) )/ ( einf. (*(Pp2)) );
?P4=-1% ( sqrt((*(Pp2)) - (¥ (Pp2)))+(*(Bp2)) )/( einf. (*(Pp2)) );

r3b=3.7; *Blue;

53b=c3- ((r3b*r3b) /2) ¥einf; IB3;
IYellow;

// intersecao de S1 e 52 resultando no circulo C 1P4;

c=s1"s2;

?raia_circ = sqrt(—(C*C)/( (C.einf) * (C.einf)));

.
[» 4 >

Figura 30 — Obtendo a solugao com auxilio do CLUCalc.

Enquanto a abordagem clédssica esta intimamente ligada as partigoes das
matrizes envolvidas, a abordagem via AGC trata o problema sob um ponto de vista
algébrico, mas fornecendo informagoes do aspecto geométrico das operagoes realizadas ao

longo do processo de resolu¢ao do problema.

Para resolver a instancia aqui escolhida para o caso 3D pela abordagem via
AGC, basta usarmos a expressao (4.21) de forma direta. Os pontos fornecidos pelo conjunto
(4.21) sdo os pontos na intersecao entre Sy, So e S;. Além disso, podemos reduzir o intervalo
[ds, ds] resolvendo um problema geométrico elementar no seguinte sentido: tendo obtido o
resultado x da intersecao entre as esferas 57 e Ss, extraimos o centro e o raio utilizando as
expressoes apresentadas no Capitulo 2. A figura abaixo ilustra como podemos simplificar

o problema utilizando sua geometria.

Figura 31 — Intersecao de 2 esferas e 1 casca esférica resultando em um par de arcos.
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Em seguida, comparamos tais valores com os raios da casca esférica S; e determinamos um
subconjunto de ds € [ds, ds] onde (4.21) fornece pontos no espago conforme correspondentes
a interse¢ao vazia. Como a solugao é a uniao de pontos Euclideanos, essa caracteristica
nao traz limitacoes. Mesmo assim, utilizando a AGC, podemos excluir de maneira natural

os pontos da solucao que levem a uma intersecao vazia.

‘2 CLUCalc v43.2 by C. Perwass - Output o -E | ]

Edit View Window

P3=-2502el+-1028e2+2525e3+6845e+1el
P4=-2502el+-2308e2+145e3+6845e+1¢el
centro_circ = -2.502 el + -1.668 e2 + 1.987 &3
raio_circ = 08356

d_P1_centro_circ = 0.8336

d_c3_centro_circ = 3.604

x=2.769

Figura 32 — Saida dos testes com o CLUCalc.

Nesse sentido, com auxilio do CLUCalc, computamos os valores envolvidos reduzindo a
solucao
{Dps ERY 2 py, = K ATy, ds € [15,3.7]}, (4.25)

a seu subconjunto
{Dps ERY ¢ py, = K ATy, ds €[28,3.7]}. (4.26)

Notemos que, como [2.8,3.7] C [1.5,3.7], a solugao (4.26) é uma forma mais compacta de

(4.25), visto que excluimos os pontos correspondentes a intersecao vazia.

Observagoes. Enquanto a abordagem classica forneceu um resultado cujos elementos
nao possuem apelo geométrico, a solucao obtida via AGC forneceu a possibilidade de
otimizarmos o resultado obtido, permitindo lidar com as suas particularidades de forma
natural. Por exemplo, a forma compacta da solugao via AGC, i.e., (4.26), fornece um
conjunto solucao cujos elementos descrevem de forma precisa a solugao do problema.
Ressaltamos que é possivel recuperarmos o centro e raio das esferas obtidas em cada etapa
do processo de intersegao. A figura abaixo ilustra como as informagoes do conjunto (4.26)
asseguram descrevermos de maneira precisa a regiao da solugao cuja interse¢ao é nao
vazia. De fato, a proximidade geométrica e algébrica da abordagem via AGC permite
incorporamos de forma adequada em nosso modelo as particularidades presentes nos

problemas de aplicagao.
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Figura 33 — Tlustracdo da intersecao de 2 esferas e 1 casca esférica.

Testes para espacgos nD. Vimos para o caso 3D que a solugao obtida via AGC para nosso
problema tem vantagens quanto a abordagem classica. Basta compararmos as Figuras 29
e 30. Além disso, caso consideremos esferas em espacos nD, as formulas do Capitulo 2
continuariam vélidas e o carater geométrico aqui explorado estaria presente. A expressao
(4.24) para solugao do caso nD possui a mesma forma da expressao usada para o caso
3D, i.e., de (4.21). Isso mostra que se estendermos a instancia acima do caso 3D para
espacos nD, podemos usar as mesmas férmulas da AGC, pois a dimensao das esferas e
casca esférica ndo mudariam a forma das expressoes utilizadas. Por outro lado, com a
abordagem classica, as particoes das matrizes envolvidas mudariam, e esta continuaria a

nao fornecer caracteristica geométrica alguma do problema.

Incluindo uma segunda casca esférica com a abordagem classica. Com respeito
a incluirmos uma segunda casca esférica, do ponto de vista tedrico, as expressoes (4.21) e
(4.24) se estendem de forma natural. Basta representarmos as cascas esféricas do problema
na forma dual e realizarmos a intersecdo por meio do produto exterior. Por exemplo, no
caso de termos 5 esferas e 1 casca esférica no R, sendo a dimensao do invélucro afim dos
centros transladados igual a 4, basta usarmos (4.24) com x obtido por meio de (4.13). Ja
para a abordagem classica, seriamos levados a novas parti¢oes das matrizes envolvidas
neste caso HD. Vejamos abaixo os resultados de testes computacionais com a abordagem
classica feitos para tal caso. Para gerar uma instancia 5D como a desejada de forma

aleatéria novamente usamos geraEsferasiCasca| |.



Capitulo 4. O problema usando a AGC

84

( 3.90254 2.1@451 5.69887
©.449824 ©.219446 3.03019
2.62402 1.64722 5.877
2.40872 ©.647672 2.76247

| 2.69034 1.02606 6.22112

>> A = [a;] =

>> Ceases = (3.02048, ©.589379, 2.53396, 2.79919, 4.89321},

3.90254 2.1@451 5.69@87 2.71275
©.449824 ©.219446 3.03019 2.75676
2.62402 1.64722 5.877 3.76752
2.40872 ©.647672 2.76247 1.33933
2.69034 1.82606 6.22112 4.50268

3> B = A Cousen =

2.71275 4.10164
2.75676 ©.755368
3.76752 3.28186 |, d =
1.33933 1.71128
4.58268 2.65446

[ 7.5219
9.09312
6.69437
6.58658
7.43201

desses = 4.69128, Toapes = 9.33505

4.10164 3.02048
@.755368 ©.589379
3.28186 2.53396
1.71128 2.79919
2.65446 4.89321

>> rank(A |J Cases)= 4, rank(A) = 3, k = 3
-0.199099 -1.99713 1.58923 -1.38889 -1.08116
-0.305543 -0.535922 2.27483 2.80139 -0.165989
>> A 1= [a; - an) = | -0.657837 -1.63464 2.59514 ©.485663 -0.747905 |, rank(A) = 4, k = 3
0.697444 -1.0636 1.85119 -8.371952 1.08792
©.0358738 -1.6284 3.56665 1.84822  2.23875
-0.199099 -1.99713 1.58923 -1.88116 -1.38889
-0.305543 -0.535922 2.27483 -0.165989 2.00139
>> AE = [Ap Aperima 8nlE = [Ar:x 8 Aggima] = | -0.657837 -1.63464 2.59514 -@.747905 @.485663
©.697444 -1.0636 1.65119 1.88792 -@.371952
©.9358738 -1.6284 3.56665 2.23875  1.84822
-0.193982 -0.57963 -0.581359 -0.146573 -0.516661
-0.297689 -0.8924466 ©.577183 -0.718872 -0.230039
> Q = |-0.640927 -0.350575 -0.8527978 ©.0508498 ©.678923
©.679516 -0.509772 ©.00772867 -0.338989 0.404248
©.9349517 -0.522219 ©.570994  ©.58672 -8.236202
1.02638 ©.814976 -1.80981 1.556  -0.825799
) 3.17278 -4.4397 -0.819491 -0.325808
R = ] ] 2.29672 1.85894  2.98942
0 0 o 1.18449 o
[ [ o ) )
1.02638 ©.814976 -1.80981 1.556  -©.825799
) 3.17278 -4.4397 -0.819491 -8.325808
>R = [ ) 2.29672 1.85894  2.98942
) ) ) 1.18449 )
o ] ] ] ]
11.02638 ©.814976 -1.80981 -0.825799 ( ii'ﬁ?i??
»>R=| @ 3.17278  -4.4397 —6.325898‘, ¢ =[] = | 1o 3407
| e ) 2.29672  2.98942 10 7880
1.82638 ©.814976 -1.80981 -0.825799
> Ry = ‘ [ 3.17278 -4.4397 |, R, = |-0.325808
) ) 2.29672 2.98942

1.556

-8.819491 (1556
>> rea = [P Peaal® = | ) gogos |» frr = | -9.819491 |,
: 1.85894
1.18449
Proker = 1.18449
>> dn?-||y||* = 37.662, onde yer*, k = 3
>> P > @, b = -16.8823, b = 10.6127
>> yeq € [ -6.13694, 6.13694 ], yj.1, = 6.13694
Solugdo:
-0.141644
{ xeR™: X = Q[Y Yk.1 z]“+am, onde y = | -2.59843 |,
3.28646
4.10164
0.755368
8, = | 3.28186 |, y,.c[ -6.13694, 6.13694],
1.71128
2.65446
zer"™*" tal que ||z|/® = @. }
>z, = (0.1, [Izl1? =0
>> w = [-0.141644, -2.59843, 3.28646, 6.13694, 0.1
2.82511
-1.47703
>> Solucdo fixada: x, = Q[Y¥ Ve, z.]°+3, = | 4.42213
0.884677
9.48367

>> Erro de x, = 5.05851x107"

>> Testa solucdo:
>> Norm[x, - ay] = 7.5219
>> Norm[x, - az] = 9.09312

>> NOPMIX, - Ceases] = 5.71062

Figura 34 — Testes em 5D para intersecao de 2 esferas e 1 casca esférica.

A figura acima mostra que, como nao temos informacoes geométricas do

problema em uma forma natural, fica dificil deduzirmos a partir dos dados de saida

quais sao o raio e o centro do resultado obtido. Isso impossibilita buscarmos estender tal

abordagem de forma adequada para o caso de acrescentarmos uma segunda casca esférica

ao problema (1.4). Mesmo no caso 3D nao temos uma maneira adequada de estender a

abordagem classica neste sentido. Essa limitacao torna invidvel tratarmos certos problemas

de aplicacdo em que os aspectos geométricos podem trazer informacoes importantes, como

¢ o caso do célculo de estruturas de moléculas. Em tais situacoes a abordagem com a AGC

tem levado a resultados promissores. No proximo capitulo veremos como é possivel lidar

com o problema via AGC quando acrescentamos uma segunda casca esférica. Vale lembrar

que esse casso nao ¢ tratado de forma eficiente sob a abordagem cléssica.
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5 Intersecao entre esferas e cascas esfeéricas
via AGC

Neste capitulo investigamos o efeito de se acrescentar uma casca esférica extra ao
problema de intersecio entre duas esferas e uma casca esférica no R?, caso nao tratado pela
abordagem classica. Este problema tem particular importancia devido a sua proximidade
com as aplicacoes relacionadas ao DMDGP, quando consideramos as incertezas vindas
dos experimentos de RMN. Os testes computacionais realizados mostram o potencial da
abordagem proposta com respeito a busca de generalizacoes para os problemas vistos
no Capitulo 1. Ao longo deste capitulo, continuaremos seguindo as notag¢oes usadas

anteriormente.

5.1 Intersecao de esferas e duas cascas esféricas

Consideremos duas esferas Si(aj, d;) e Sy(as, ds), e duas cascas esféricas
Ss(as, ds, ds) e Sy(ay, dy,ds) no R®. Suponhamos que os centros {a;};_, sejam L.I. Vimos

em (4.17) que a intersecao de Sy e Sy fornece como resultado o circulo x dado por
K = 01 A 09.

Ressaltamos que, de acordo com a Figura 15, dependendo da configuragao, poderiamos
ter outros resultados para intersecio do circulo x com a casca esférica S;. Estaremos
assumindo que o resultado desta etapa é o par de arcos determinado por (4.21), que

denotaremos por &;. A saber,
fd - {ppd € R471 P Ppg =K /\de de [d3783]}7 (51>

onde @, é a representacao dual da casca esférica Sg, assim como em (4.20).

Consideremos a seguinte representagao para a casca esférica S,

T2

g =4~ 5 e, (5.2)

[l

comr € [dy,dy| e ay = egtas+ €0 Entao, de acordo com o que fizemos anteriormente,
a intersecao do circulo k com a casca @, pode ser: vazia; um ponto; ou o par de arcos dado
por

67’ = {ppr € R471 : ppr = K'/\QT‘? re [d47g4]}' (53)

Supondo que o resultado da intersecao entre a casca @, com o circulo x é o par

de arcos &, (5.3), desejamos obter a intersegao deste com o par de arcos &; (5.1). Portanto,



Capitulo 5. Intersegcdo entre esferas e cascas esféricas via AGC 86

o resultado procurado ¢ dado por

{[reRY: 71=kATAT,, d€[dyds), 7€ [dydi}. (5.4)

Observagoes. Notemos que a solugao acima é uma restricao do par de arcos &;. Ou seja,
a solugao ¢ um subconjunto de &;. A solugao obtida em (5.4) equivale & intersecao entre
os pares de arcos &; e &.. Além disso, o produto externo em (5.4) realiza a intersegao entre
as cascas esféricas o, e @, e o circulo x, de forma que a parte do circulo que nao pertenca

a solugao seja desconsiderada.

5.2 Cascas esféricas auxiliares

Vejamos como simplificar a solugao obtida em (5.4).

Um resultado conhecido para intersecao de dois intervalos reais [a, b] e [c, d]
é que:
[0, b O [e, d] = [max{a, ¢}, min{b, d}], (5.5)

onde a,b,c,d € R. A fim de usar este resultado, vamos obter o par de arcos & (5.1),

através de cascas esféricas auxiliares centradas em um mesmo ponto.

As extremidades do par de arcos &; podem ser obtidas através do uso de
matrizes [23], ou pela férmula (2.34). Logo, por (4.18) e (4.19),

by =(kAas) =piApe

Ppy = (H A 53>_* = P3N\ Da.

O
N

N(r

-

Figura 35 — Diagrama com as cascas esféricas auxiliares.

1
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De posse dos pontos pi, ps, p3 € pa’ determinamos os raios das cascas esféricas

auxiliares * e @ para a situacdo descrita no diagrama da Figura 35:

2 7’%
—a a —b
0 == e, T =as— 5 e, (5.6)

para v, € [ry, Ta] € T € |13, Tp), sendo r, e T, definidos como

2 a\2
. o o
r, = min _lo; 3 (» Tq=Iax ) 7 (- (5.7)
=1, 1=1,
(07 ex) (07 )
onde
a
o, =Di- (Cl4 /\eoo)a
para ¢ = 1, 3. Os valores de r;, e 7, sd@o definidos de forma andaloga,
b)2 b2
. o; _ o
r; = min % , Tp =max % : (5.8)
i=2,4 b i=2,4 b
(e (e
onde
b
0y = DPi (a4 Aeoo),
para i = 2,4.

Denominaremos o arco indo de p; a ps de 51 e o arco indo de py a py de s5°.
Como na construgao vista nao estamos levando em conta a orientagao do circulo, entao os
arcos si e Sp continuam os mesmos se invertemos as orientagoes consideradas para s; e So,
i.e., sdo conjuntos de pontos iguais. Assim, invertendo a orientacao, o arco indo de p3 a p;

continua sendo o arco s; ja definido. O mesmo vale para o arco ss.

b como acima, podemos

Obtendo a solugao. Tendo definido as cascas auxiliares ¢* e @
obter os arcos s; e so de &; de forma que, quando acrescentarmos a segunda casca esférica
Sy, o problema seja simplificado. Notemos que agora todas as cascas envolvidas nesta
etapa estao centradas em ay. Dessa maneira, apds obter o par de arcos resultante da
intersecao das esferas S; e S com a casca S3, dado por &z, construimos as cascas esféricas
auxiliares centradas em ay, através das quais obtemos estes arcos. Assim, podemos usar
a andlise feita em (5.5) para determinar a solu¢do do problema quando acrescentamos a

segunda casca esférica S,.

As cascas auxiliares 7 e @° em (5.6) sao tais que

ﬂm:ga/\/ﬁ:pg/\pé,

ﬂ/@:Ea/\/ﬁ:pl/\p/1

Adiante mostraremos como identificar estes pontos algebricamente.

2 Adiante veremos como obter os arcos s; e sy de forma explicita.
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Nk =0a"AK=pyApy,

Tv=Ty

ﬁ/i:ﬁb/\n:m/\p;.

TH=T}p

Isso mostra que, embora as cascas esféricas auxiliares gerem os arcos s; e sy, elas também
geram outros arcos que podem nao ter relagao com a solucao do problema, i.e., geram
os pontos p.. No entanto, como a solugdo estd contida nos arcos s; e sy que formam &g,
o efeito da interse¢ao com a segunda casca esférica sera o de restringi-los. Ou seja, a
solucao sera um subconjunto dos arcos s; e sy ja obtidos. Isso garante que a parte que

possivelmente nao pertenga a solucao seja ignorada, visto que

Ea N S§1 = S1, (59)
7’ Nsp = ss. (5.10)

Apés construir as cascas esféricas auxiliares (5.6), comparamos os raios destas
com os raios das cascas interna e externa de S, i.e., com r = d4,84. Nesta etapa, temos
as seguintes possibilidades: (i) r < r;; (i) 7, <r <7y (iii) 7 <r <y (iv) r; <dy <7y e

T, < a4 < Fj; (V) r; > Ty, para r :d47847 Za] = aab e 7&]
Por fim, usando (5.5), determinamos a solugdo do problema:

{T ERY: T=KkN0aAT,,, dE[ds, d3], Tay € [Tap, m]}, (5.11)

7,2

onde 7, , = ¢4 — %b €00 € [I'ap, Tap) € Obtido de acordo com as possibilidades (i) a (v) acima.
Observagées. Pela construgdo aqui feita, temos que [ry, 7o) C [dy, di]. Ou seja, a
solugao na forma (5.11) é mais compacta do que (5.4). Isso ocorre porque nao realizamos
a intersecao de & (5.1) com todos os pontos da segunda casca S,, associados aos raios
correspondentes ao intervalo [d,, dy4], pois restringimos os raios de S, somente aos valores
onde a intersecao é nao vazia. Notamos ainda que a solucdo ¢é a intersecao da casca esférica
a,,, com o circulo k, descartando a parte desta intersecao que nao faz parte de g, o que

foi feito através do produto externo: k Aoy AT, ,.

5.3 Obtendo um par de arcos explicitamente

Através de (2.34), podemos obter o par de arcos s; e sy que formam &; (5.1):

Ppa = \/Ppi * Ppy
Sl o Pa Pa Pa (5.12>

_ 5
eoo'pp)'<

—Dps +\/Pp) " P
82 _ Pd Pd Pd ’ (5.13>

€oo * p}:d*
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onde p,, = K AT, e d € [d3,d3)].

Obtendo as extremidades dos arcos em ¢,;. Usando as expressoes acima obtemos de

forma direta as extremidades dos arcos s; e so, ja que

P1 = 51 , P3 =581 )
d=d, d=ds

P2 = S2 ;P4 = S2| _ .
d=ds d=ds

Nas igualdades acima usamos o fato de que, como consideramos somente os pontos sobre
um mesmo arco em (5.12) e (5.13), basta avaliar tais expressoes para o valor do parametro
d € [ds,d3] correspondente as extremidades dos arcos para recuperarmos os pontos nas

extremidades de s; e s9.

> T

{de eR:

Ppy = K\ 0d, de [%83]}

s

52

S

Figura 36 — Testes das expressoes para o par de arcos.

5.4 Testes computacionais

A fim de testarmos o que foi apresentado acima, vejamos um problema adaptado
de [16], em que a versdo original foi resolvida utilizando rotores *. Consideremos as esferas
S1, S de centros a; = (—4,0,0), ay = (—3,—1.1133, 1.3268) e raios d; = 3.1102, dy = 1.3,
e as cascas esféricas S5, S4, de centros az = (0,0,0), a; = (—1.3720, —1.8260, 3.6596) e
raios intervalares dz € [dy, d3] = [3.5, 3.7], dy € [dy, dy] = [1.772, 1.9]. Lembremos que o

caso classico nao trata do problema com uma segunda casca esférica.

3 A tnica mudanca com respeito ao problema original é que alteramos o intervalo [d,, ds] = [1.772, 1.§]

para [d,, di] = [1.772, 1.9], de forma a ilustrar o uso das cascas esféricas auxiliares.
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Py P,

KA

a5, dy € [(_Z;;.Hg]} {reRY: 7=k ATy AT,, d € [dy, &3], 7 € [dy. 4]} Pg

solucao

Figura 37 — Intersecao com duas cascas esféricas via AGC.

De forma direta, por (5.4), a solugao é dada por
{TeRY: 7 =kAT AT, de[35 37, re[LT72, 19}, (5.14)

onde T, e T, representam, respectivamente, as cascas esféricas S5 e S, conforme (5.1) e

(5.2), k representa o circulo kK = g1 A 03 € 01 € 03 sao as esferas Sy e 59, assim como antes.

Obtendo a solugao via cascas esféricas auxiliares. Com auxilio do CLUCalc [20],
obtemos o resultado da intersecao entre a casca esférica S5, representada por @, e o circulo

K, i.e., o par de arcos (5.1). Denominaremos de s; e sy 0s arcos que formam (5.4).

{de e R : DPps = K N\ 03, ds € [(_iggs]}
F—SI-A
Figura 38 — Interse¢do com a primeira casca esférica via AGC.

Abaixo temos os resultados de experimentos feitos com o CLUCalc, para os

dados de entrada deste exemplo.



Capitulo 5. Intersegcdo entre esferas e cascas esféricas via AGC 91

r I
‘Q CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass - Output E@g

Edit View Window

msg (63) =
- - - pontos da intersecao com a primeira casca esferica - - -

Pl=-2322el+-00800e2+2428e3+6125e+1¢el
P2=-2322el+-2221e2+1388e3+6.125e+1¢el
P3i=-2502el+-1028e2+2525e3+6845e+1¢el
P4=-2502el +-2308e2+145e3+6845e+1el
msg (40) =

- - - arcos via cascas auxiliares - - -

ra_int=177

ra_ext=1.79

rb_int = 2.494

rb_ext=2.528

rd=1772

rdb=19

msg (62) =

- - - pontos da intersecao com a segunda casca esferica - - -

P5=-2362el+-00878e2+2453e3+6286e+1el
P6=-2226el+-00735e2+2362e3+5742e+1el
P7=-2830el +-1226e2+2612e3+8.104e+1¢el
P8=-1867el+-1125e2+1065e3+4306e+1el

Figura 39 — Resultados obtidos com o CLUCalc.

Usando (5.7) e (5.8) determinamos os raios internos e externos das cascas esféricas auxiliares

® e o°. Pelos resultados da Figura 39, neste exemplo, temos que

r, = 177, T,=1.79, (5.15)
r, = 2494, T, =2.528. (5.16)

De posse dos raios internos e externos acima, definimos as cascas esféricas auxiliares 7 e

b

o’ centradas em ay, conforme (5.6). Com isso obtemos os arcos s; e s9, que vao de p; a p3

e de py a py, respectivamente.

Figura 40 — Arcos s; e s via cascas esféricas auxiliares.
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Na figura acima vemos que, embora as cascas auxiliares fornegam os pares de arcos s e s,
surge uma parte que pode nao pertencer a solucao. Adiante, na etapa final da obtencao da
solucao, as partes indesejadas serao ignoradas por meio da intersecao através do produto
externo, conforme (5.9) e (5.10). De fato, tendo obtido os par de arcos s; e sq, 0 efeito da

intersecao com a segunda casca esférica é de restringi-los.

Por (5.15), (5.16) e definigao da casca esférica S, representada por @, (5.2),

temos que

Ea as

IN
S
IN
=3I

=

To < dy <1y

Logo, os raios das cascas esféricas auxiliares e de S, estdo de acordo com as condigoes (ii)
e (iii), mencionadas anteriormente. Entao, usando (5.5), obtemos o pardmetro que sera

usado na solugao do problema:
Tap € [max{r,,d,}, min{7,, di}].

Ou seja,
rap € [1.772, 1.79)].

Portanto, a solugao procurada ¢ dada por

{TeRY: 7=KATAT,,, d€[35,3.7), ra € [LT72, LTI}, (5.17)

Tab’

2

onde @, , = c4 — % €so- Comparando (5.17) com a solugao obtida anteriormente (5.14),

verificamos que [, Tap) = [1.772, 1.79] C [d,, d4] = [1.772, 1.9]. Computacionalmente,

obter a solugao (5.17) é mais simples do que (5.14), pois realizamos o produto exterior

levando em conta intervalos menores.

luca ’

\—_Sl/\

etapa 2

Figura 41 — Etapas para se obter a solucao.
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Notamos pela figura acima que, para obter a solugdo do nosso problema, inicialmente
realizamos a intersecdo do circulo x com a casca Ss, representada por &,. Obtemos como
resultado desta etapa o par de arcos s; e s3. Em seguida, construimos as cascas esféricas
auxiliares 7 e @, de forma que, por meio destas, possamos representar s, e s, através de
cascas centradas em um mesmo ponto. Como dissemos anteriormente, nesta etapa pode
surgir, além do par de arcos, uma parte que nao faz parte da solucao. No entanto, apés

termos construido a casca @, , como em (5.17), na etapa final ndo consideramos tal parte

=Tab?
no conjunto solugao, pois realizamos a intersecao desta com os arcos s; e so, conforme
(5.9) e (5.10). Esse passo ¢ ilustrado na etapa 4 da Figura 41, e corresponde as intersegoes

feitas via produto exterior na solucao (5.17).

Observacées. No exemplo acima reduzimos o intervalo [dy, ds] que faz parte da solugio
(5.4) ao intervalo [r,,, Tep). Utilizando a mesma estratégia feita com as cascas auxiliares,
poderfamos ter reduzido [ds, d3] ao invés de [d,, d,]. Neste caso, as cascas esféricas seriam
centradas em ag no lugar de as. Embora possamos reduzir um dos dois intervalos envolvidos
na solucgdo, a construcao aqui feita nao possibilita a reducao dos dois intervalos ao mesmo

tempo.

5.5 Utilizando a abordagem via AGC em aplicacoes

Vejamos como realizar a intersecao entre duas esferas e duas cascas esféricas
no R? utilizando as ideias descritas anteriormente e como este problema pode aparecer na

principal aplicacao considerada neste trabalho.

Caso geral. A fim de fixar a notacao, inicialmente reapresentaremos algumas defini¢oes
ja vistas. Na busca de simplificar o exemplo de aplicagao, agora usamos uma forma mais

compacta para as defini¢bes usuais.

Denotemos por S e Sy duas esferas e por S; e S, duas cascas esféricas no R3.
Estaremos assumindo que o conjunto formado por todos os centros ¢ L.I. Usando a mesma
notagao vista anteriormente na abordagem via AGC, a interse¢ao do circulo k = o1 A 09

com a casca Sy ¢ dada por
{ppd S R471 P Ppy =K /\QBH d3 € [d3783]}7

onde 75 € a representacao dual de 53.

Portanto, a solu¢ao da intersecdo entre as duas esferas e as duas cascas esféricas

pode ser expressa por
{7_ < R471 T =KNT3NTy, d3 € [d?naii]a d4 S [d4784]}7 (518)

onde 7, é a representacio dual de S,.
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Observacgées. Através das cascas esféricas auxiliares podemos reduzir [ds, ds], ou [dy, d4l,
a [I'gs, Tap). Ressaltamos que os pares de arcos solugao em (5.18) podem ser obtidos

explicitamente, conforme descrito anteriormente.

Realizando a poda no caso de distancias intervalares. Suponhamos que temos
um DMDGP envolvendo cinco atomos, de forma que as posi¢oes dos trés primeiros sao
conhecidas, as distancias ds 4, d2 4 sdo precisas e que d; 4 € [6_117473174]. Entao, no lugar de
um par de pontos como possiveis solugoes para o quarto vértice vy, temos um par de arcos
s4, 8y como realizacao de vy. Denotemos tal posigao por x4. Seguindo o algoritmo BP,
para cada X4 € s4, se dyp € d35 sao distancias precisas e dg5 € [d275,32,5], entao temos o
par de arcos ss, s5 como realizagdo de vs. Agora supondo que temos uma distancia extra
intervalar d; 5 € [c_i175,3175], desejamos testar a factibilidade de x5. Escolhemos o arco ss

como a solugao atual no nivel cinco, i.e., como xs.

V1 Vi

S5

Vs Vs

Figura 42 — Esquema de arvore iBP envolvendo poda (1).

Devido a existéncia da distancia intervalar d; 5 precisamos testar quais pontos do arco
s5 estao contidos na casca esférica S,(ay, d; 5,dy5). Vejamos como proceder para realizar

tal teste.

Inicialmente, notemos que s5 é parte do circulo k, resultante da intersecao das
esferas Sy(as, dss), Sc(as,dyss). Logo, testamos a factibilidade procurando os pontos x;
em s tais que ||x5 — x| € [4175,31,5]. Assim, para obter todos pontos x5 em s5 que sao
factiveis, apds representar o arco ss pela casca esférica auxiliar @, , centrada em a;, temos
que verificar se ocorrem as condic¢oes d175 ST eTa < 81,5. Pontos que nao satisfazem estas
condicoes sao descartados por meio do produto exterior usado para realizar a intersecao,
assim como antes. A Figura 42 ilustra este procedimento em um caso em que tivemos
infactibilidade para todos pontos em s5 mas factibilidade para todos x5 em s5. J4 a figura
abaixo ilustra um caso em que, sob a configuragao das distancias intervalares envolvidas,

as posigoes factiveis para x5 sdo apenas uma parte do arco sg.
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Vi
V2

V3

Vs

Figura 43 — Esquema de arvore iBP envolvendo poda (2).

Dessa maneira, as posicoes factiveis x5 devem satisfazer o seguinte sistema nao-linear

HX5 - X4H = d4,5,
HX5 - X3H = d3,5>

dos < ||x5 — X2|| < da,

dys < x5 —x1|] < dys,

onde x5 = X5(X4) € X4 € 84 U 8.

Testes envolvendo centros méveis. Suponhamos que desejemos determinar xg, em um

DMDGP intervalar tal que d;_1; e d;_2,; sao distancias precisas e d;_3; ¢ intervalar, onde

1=4,...,8. A Figura 44 ilustra o comportamento da arvore :BP em termos dos pares de

arcos que surgem a cada passo do algoritmo.

S8

-
5
<Eem ==

Sgl

| |
<
©o

Figura 44 — Esquema de arvore iBP envolvendo poda (3).
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Logo, desejamos encontrar todos os x € R? tais que
|[x — xz[| = drs,
|[x — x¢|| = dgs s, (5.19)

d578 < HX _XSH < 85,87

onde x7 = X7(Xg, X5, X4), X6 = X6(X5,X4), X5 = X5(X4) € X4 € 54 U 8). Portanto, os pontos

que satisfazem (5.19) sdo tais que
X = Xg(X7,Xg, X5, X4) € S5 U sg, (5.20)

onde x; € s; Us,, parai=4,56,7.

Isso mostra que a posicao xg ird depender dos pontos escolhidos anteriormente
nos arcos que obtivemos como solucdo em cada nivel precedente. Como, a partir do
quarto nivel, temos pares de arcos como possiveis posi¢oes, nosso problema deixa de ser
discretizavel. Com o uso da AGC, podemos descrever os pares de arcos em termos de
parametros conhecidos a priori e tratar o resultado das intersecoes sem a necessidade do
processo de amostragem. Uma forma de incorporar essa caracteristica de forma explicita é
analisando a dependéncia de xg com respeito as posi¢oes anteriores, sendo sua posi¢ao
obtida em termos das distancias intervalares antecessoras ao oitavo nivel. Dessa maneira,

podemos representar a solucao de (5.19) por

!
x = Xg(di—34,di—24,di—1;) € g U S,

onde d;_y1;,di_2; € Ry e di_z; € [d;_3;,d;—3,], para i = 4,5,6,7,8. Assim, com auxilio da
abordagem via AGC, determinamos xg através de
T =078 N068 N\ Tsg, (5.21)

2

0,8

onde dsg € [ds g, ds 5], 015 = a; — oo, Para i = 5,6,7, € 08 centros Xg € Xy S40 pontos

fixados nos arcos correspondentes ao sexto e sétimo niveis, i.e., x; € s; U s;, para i = 6, 7.

Aresta de poda levando em conta centros moéveis. Suponhamos que existe uma
distancia d; g para i@ < 5, por exexmplo, dyg € [@,8,3478]. Entao, pode ser que nem todos

pontos em (5.21) sejam factiveis. Os pontos factiveis sao obtidos por
T =078 Nogs NTs8 N\ Tys,
onde ds g € [d5,8735,8] edyg € [614,8734,8].

Observagdo. Com as cascas auxiliares, podemos reduzir [ds g, dsg] de forma a continuar

as proximas iteracoes do algoritmo BP sem usar o processo de amostragem.
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5.6 Testes computacionais em um problema de aplicacao

A fim de testar o que foi feito anteriormente, vejamos um exemplo onde temos

intersecoes envolvendo duas cascas esféricas.

Instancia considerando distancias intervalares e um centro mével. Consideremos
um DMDGP intervalar cujos dados de entrada sao: d;_1; = 1, d;_2,; = \/§, parat =3,...,8;
di4 € [2.10,2.20]; dy 5 € [2.45,2.55]; da 5 € [2.20,2.60]; do € [2.70,2.90]; ds6 € [2.40,2.60];
dy7 € [2.10,2.30]; dyg € [2.40,2.50] e ds 5 € [2.20,2.50].

Devido as caracteristicas do problema, podemos fixar os trés primeiros atomos,

de forma que
X1 = [0 0 0], X9 = [—1 0 0], X3 = [—15 - O]

Quarto atomo. Seguindo o algoritmo BP, o proximo passo é determinar a posicao x4, 0
que equivale a resolver o sistema nao-linear

|[x4 — x3|| = d3.4,

|[x4 — Xa|| = da,

dl,4 < ||X4 - X1|| < a1,4-

Usando a AGC, o problema acima se reduz a obter 7, € R*' dado por

Ty = 034N 024 N0y 4, (5.22)
2 :
onde 0,4 = ¢; — A €oo, 1 =2,3€0; 4 =01 — %’4 €0, sendo dy 4 € [2.10,2.20]. Utilizando

o CLUCalc [20], computamos (5.22) para a casca interna e externa de @, 4, obtendo as

seguintes posicoes para x, € R?:

x5 = [-1.21 161 0.60], x4 =[-121 1.61 —0.60],
Xy, = [-142 149 078], x4, =[-142 149 —0.78].

Como nao existe d; 4 para ¢ < 1, todas as posicoes acima sao factiveis. Logo, escolhemos
x4, = [—-1.21 1.61 0.60] para x4. Este valor corresponde a escolher dy 4 = d; 4 = 2.10

para g 4 em (5.22).

Quinto atomo. Agora desejamos encontrar x5, ou seja, devemos resolver
|Ixs — x| = dus,
x5 — x3]| = da5,

dys < [|x5 — Xaf| < das.
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O problema acima via AGC é dado por

Ty = 0'4,5 A\ 0'375 A Q275, (523)

d2 2
e i=34e To5 = Co— %ew, sendo dy 5 € [2.20,2.60]. Logo, x5 é o

onde 0,5 = ¢; —
par de arcos (5.23). J4 que existe d; 5 para i < 2, devemos levar em conta essa restri¢do na

solucdo (5.23). De fato, como d; 5 € [2.45,2.55], ent@o a solucdo assume a seguinte forma

Ty = 0'475 N 035 A §275 A §175, (524)

2
_ 15 ~ . . .
onde 7 5 = ¢ — — Coo- A expressao acima fornece as possiveis posi¢oes para x5. A fim

de ficar explicito que estamos lidando com um conjunto de posi¢des para X5, podemos

reescrever a solugao (5.24) como

[T eRM: 7= 045N 035 NGos AT, das € [220,2.60], dy 5 € [2.45,2.55]}.  (5.25)
Usando as cascas auxiliares* podemos reduzir a solucdo acima a

[TeRM: =045 Nos5 NGoy NTis, Ty € [2.39,244], dys € [2.45,255]},  (5.26)

de forma que [r$) 78] = [2.39,2.44] C [dy5, do5) = [2.20, 2.60].

2 CLUCalc v43.2 by C. Perwass - Output =

Edt View Window

|2 215[—15192—0)9)93 22[9 1 el
P4 lb=-142el+149e2+0778e3+242e+1el
40 e2 8e3+242e+1el

g intersecao com a casca esferica
P51=031el+204e2+0458e3+223c+1el
P52=-124el+15e2+159e3+3.16e+1ed
P5 1b=-132el+256e2+0301e3+42e+1el
PS5 2b=-18%el+224e2+0084e3+470e+1el
_ ==>>0BS:existed 15<<==__
= = intersecao com a casca esferica de poda ==
P5 lpoda=-0642el+235e2+0227e3+3e+1eb
PS Zpoda=-115el+147e2+158e3+3e+1ed
P5 lbpoda=-0760el +242e2+0202e3+325e+1e0
PS5 2bpeda=-129el +152e2+1.59e3+325e+1el
__==arcos via cascas auxiliares ==
ra_int =239
ra_ext=244
rb_int=2.17
rb_ext=222
r25=22

__==raios para casca esferica auxiliar solucao == __

r_ab_int =239

r_ab ext=2.44

__==Iintersecao com a casca esferica auxiliar solucao ==

PabS 1=-0642el+235e2+0227Te3+3e=+1el

Pab5 2=-166el+176e2+147e3+402e+1el

Pab5 1b=-0.769 el + 2.42 e2 + 020223 325e+1eld
5 86 1ed

Figura 45 — Reduzindo o intervalo associado a dj 5.

_(5 - e - -
4 Usamos 7.7 para representar a casca esférica obtida via cascas esféricas auxiliares, sendo
7
70 _ b
Tap — C2 — ; €00
5 5 o
onde rib) € [ri l),, 7o) ) A construgdo de @ b) é feita de acordo com as condicdes (i) a (v) ja vistas.
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Com auxilio do CLUCalc podemos computar as cascas esféricas auxiliares e

visualizar o resultado obtido.

etapa 1 \/\ o
solucio
< f
¢ P4

Y

045N035 AT 5 etapa 4

L J
solugio L ]
(parte 1)/~
L] l
.
etapa 3 L %
P 045N\035N\T 5 \Ty 5

¢ .

045N035NT, , N Ty 5

*

etapa 2

’ | .
sol\lfa \I\

045N\03 5N, ’ *
® 45N\035N\T) 5 <
solucio
(parte 2)
L J

etapa S

K

Figura 46 — Etapas para se obter a solucao.

A figura acima mostra que a solugdo dada por (5.26) é a mesma que a obtida via cascas
esféricas auxiliares (5.25). J4 a Figura 45 mostra os valores obtidos nas etapas para
obtencao da solucao. Ressaltamos que os valores estao de acordo com o esperado. Na
ultima etapa para determinar a qual parte do par de arcos (5.26) pertence a solugao,
podemos usar o teste de inclusao descrito em [35], ou entéo testar as extremidades dos

arcos envolvidos, usando o que vimos nas se¢oes anteriores.

Na Figura 45 a varidavel Pab5_1b corresponde a uma das partes do par de arcos avaliado
em 7y = Tq. Assim como antes, tal par de arcos foi obtido pela intersecao do circulo
K = 045 N\ 035 com a casca esférica Q(fb) que determina a solugdo, conforme (5.26). De fato,

com o auxilio do CLUCalc, temos que P5_1bpoda = Pab5_1b, sendo

=Dy /D Py
Pﬂﬁjbz( o - “)

€0 * p;T*

: (5.27)

Tab=Tab

(5) (6) =5

onde p,, = Kk AT, , para rq, € [y, T((lb] = [2.39,2.44]. Ou seja, dentre as partes do par

de arcos gerado da intersecao de @,, com k, uma das partes que é factivel corresponde
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aquela dada por (5.27), sendo que o pardmetro r usado na férmula para o par de arcos é

ra. Escolhemos essa parte como o arco solu¢ao no quinto nivel.

Observagao sobre 7"((158 Analisando os dados de saida descritos na Figura 45, notamos
que 1) € [2.20,2.22] U [2.39,2.44] C [dy 5, do 5] = [2.20,2.60]. Ou seja, [r"), 7)] é a unido

La

de dois conjuntos que levam a factibilidade para a posi¢ao x5. A fim de continuarmos os
proximos passos do algoritmo BP, nesta etapa escolhemos o intervalo [2.39, 2.44| para o
raio da casca esférica associada a 7“((152 Dessa maneira, ao invés de consideramos todos os
pontos associados a [dy 5, da 5] = [2.20,2.60], escolhemos um subconjunto desses que levam
a factibilidade. Outra possibilidade nesta etapa é escolhermos [z<5) T(E’)] = [2.20,2.22]. Esta

a,br ' a,b

escolha também levard a posicoes factiveis para Xs.

solugdo L]
i, S
n
¢ H

04 5NO35N\T, , N Ty 5 045N035NT, , N Ty 5

‘?snluca'm
X (parte 2)
r € [220,2.22] U [239,2.44] \/\ .
solugdo L]
(parte 1)
(/ & }
5 __\_

L

¥ ¢

Figura 47 — Arcos factiveis para a solugao xs.

Assim como para as possiveis posigoes de x4 (5.22), para x5, encontramos o
par de arcos (5.26) como as possiveis posi¢des. A fim de continuarmos a busca no préximo
nivel da arvore BP, i.e., para determinar xg, devemos escolher uma posicdo para x5 em

um dos arcos em (5.26).
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Sexto atomo. Dentre as solugoes (5.26), fixemos x5 = [-0.77  2.42  0.20] para posi¢ao

x5. De acordo com a Figura 45, isto equivale a escolher
r) =78 =244

€1

—(5)
045N\ 035 N0y -

Assim como feito anteriormente, para encontrar Xg, precisamos resolver
|[x6 — x5]| = ds g,
|Ix6 — x4|| = dug,

d3,6 < ||x — x3|| < 83,6-

Ou seja, temos que obter
Te = 056 N\ 046 /\ O3, (5.28)
d2

1,6

€so, Para i = 3,4,5°. Como existe dyg € [2.70,2.90], entdo a solucio

onde 06 = Ci —

(5.28) passa a ser dada por
Te = 056 N\ 046 /N 036 /\ Tap-

A existéncia da distdncia extra dag leva a uma restrigdo na solugao (5.28). Assim, as

possiveis posi¢oes xg sdo dadas pelo conjunto
{7’ ERY . 7 =056 A 0ug NT36 N\ Tag, dsg € [2.40,2.60], dyg € [2.70, 2.90]}.
Usando as cascas auxiliares podemos reduzir a solucao acima a

W NG, TS € [240,2.47), dag € [2.70,2.90]}

a

{T eRY 7= 056\ 046 \NT

de forma que [fgi),?fl?] = [2.40,2.47] C [ds, d3 6] = [2.40,2.60].

2

. . - . _ 2,6 , - L.
5 A fim de simplificar a notagio, assumimos que G, s = 036 = C3 — — €+, ¢ a definicio da casca esférica
) 3.6 3, 3 9

T3 - Usaremos tal simplificagdo sempre que necessério.
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-
1 CLUCalc v432 by C. Perwass - Output [l ]

Edit View Window
======__ {=6___====== =

__==infersecao com a casca esferica==__

P6 1=-13el+3206e2+00563e3+615e+1el

P62=0227el+252e2+0229e3+322e+16b

P6_1b=-0907el+332e2+0623e3+611e+1el

P6 2b=-0.0651el +291e2+0718e3+45e+1el

__ ==>>0BS:existed 2.6 <<==__

__==infersecao com a casca esfericade poda==__

P6_Ipoda=-0794el +257e2+-0.786e3+304e+1ed

P6_2poda=021el +241e2+-0.00284e3+293e+1el

P6_lbpoda=-113el +283 e2 +-0.64e3+483e+1ed

P6_2bpoda=10.195el +2.61 2+ 0391 e3+351e+1el

__==arcos via cascas auxiliares == __

ra_int = 2.01

ra_ext=2.09

rb_int =231

rb_ext =247

r36=24

r 36b=26

__==raios para casca esferica auxiliar solucao ==__

r_ab_int =24

r_ab_ext=247

__==infersecao com a casca esferica auxiliar solucao ==__

Pab6 1=-13el +326e2+00563e3+615e+1el

Pab6 2=0227el+252e2+0229e3+322e+1¢el

Pab6 Ib=-124el+331e2+023e3+626e+1el

Pab6 2b=0.195el +2.61 e2+0391 e3 +351e+1ed

P7 1=0. 732 +0.012 g
P72=0728el+220e2+106e3+345e+1ed
P7 1b=0791el+206e2+ 0458 e3+254e+1el
P72b=0675el+286e2+106e3+480e+1el

M I L I
P8 1=0.791el+134e2+-0005e3 + 1.6l e+ 1 ed v

= A

Figura 48 — Reduzindo o intervalo associado a ds.

Sétimo atomo. A fim de determinar as possiveis posi¢des no sétimo nivel, escolhemos

xg = [—1.24 3.31 0.23] para posigao x¢. Pela figura acima, tal valor corresponde a fixar
r =78 = 2.47

em

—(6)
056 N\ 046\ Oy -

Tendo escolhido xg, precisamos resolver
|[%7 — x6]| = de 7
|[x7 — xs5|| = ds 7,
dyr < |[x7 —x4]| < day,
para obter x7. Ou, de forma equivalente, computar

Tr = 067 N 057 NTy7, (5.29)

d2
7 , o ..
onde 07 = ¢; — —2* ex, para i = 4,5, 6. Logo, com a AGC, obtemos as possiveis posigoes

para x7 dadas por 77 (5.29).

Oitavo atomo. Por fim, fixemos x; = [—0.81 1.73  0.01] para x7. Esta posicao

corresponde a escolhermos

d477 = d477 - 210

em (5.29).
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Assim como antes, Xg é solucao de
|[xg — x7|| = dr g,
|[xs — Xe|| = de s,
ds g < |[xs — x5|| < dsg.
Usando a AGC, resolver o sistema acima equivale a obter

T8 = 0'7,8 A 0‘678 A Q5787

2
di,S

onde 0;8 = ¢; — oo, Para i = 5,6,7. A existéncia de dyg € [2.40,2.50], implica na

solugdo (5.6) agora ser dada por
Ts = 078 \NO68 NT58 N Tyg-

Ou seja, a distancia de poda dy g restringe a solucao (5.6) a um subconjunto deste. Logo,

Xg € obtido por

{T€RM: 7 =075 Noos NTss NTug, dss € [2.20,2.50], dus € [2.40,2.50]}.
Portanto, através das cascas auxiliares, a solucao acima se reduz a

{TeRM T =015 Nops NTY) NTug, Ty € [2.36,2.42], dyg € [2.40,2.50]},

onde [r¥ T;?] = [2.36,2.42] C [ds g, d58] = [2.20,2.50]. A Figura 49 mostra os resultados

ab

obtidos computacionalmente no nivel oito.

f - B
1 CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass Output =B |

Edit Miew Window

P8 1=07%1el+134e2+-0905e3+16le+1eb
P8 2=070el+0021e2+0595e3+00913e+1¢e0
P8 Ib=145el+178e2+-0751e3+293 e+ 16l

P8 2h=145el+138e2+0695e3+225e+1¢el
msg=>>0BS: existe d 48 <<

__==intersecac com a casca esfericade poda==__

P8 lpoda=00678el +123e2+-0844e3+135e+1¢el
P8 2poda=114el+114e2+0746e3+158 e+ 1 el
P8_lbpoda=0778el +132e2+-0899e3+158e+1el
P8 2bpoda=126el +123e2+0748e3+183e+1el
== arcos via cascas auxiliares ==

= = raips para casca esferica auxiliar solucao==__
r_ab_int =236

r_ab ext=242

__==intersecac com 2 casca esferica auxiliar solucao ==__
Pab8 1=114el+16e2+-092e3+236e~+1el
Pab8 2=114el+114e2+0746e3+158e+1el
Pab8 1b=126el+1.68e2+-0877e3+250e+1el
Pab8 2b=126el+123e2+0748e3+183 e+ 1 el

=

Figura 49 — Reduzindo o intervalo associado a ds s.
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Observacgoes. Neste exemplo, vimos que através da AGC conseguimos descrever o efeito

da poda no caso de termos uma distancia extra dj; para k < ¢ — 3.

& L
t
4 L
*
“ . «
P
)

Figura 50 — Solugoes fixadas e as solugao obtidas para os centros fixados.

Além disso, utilizando as cascas auxiliares, reduzimos as distancias intervalares d;_s ;,

quando ha uma distancia de poda disponivel.

Destacamos que, para os testes envolvendo um centro mével, o efeito da poda
nao levou a uma perda de factibilidade em niveis posteriores. Por exemplo, para determinar

Xg, fixamos X5 e os resultados obtidos nos niveis ¢ = 6, 7, 8 se mantiveram adequados.

A figura abaixo mostra a saida resultante dos experimentos computacionais

feitos com o CLUCalc para este exemplo.

- .
2 CLUCalc v4.3.2 by C. Perwass - Output eS|

Edit View Window

1

el = 0.866 e2

1.21 el + 1.61 €2 +0.595 3

769 el +2.42 22+ 0.202 3

227 el +2.52 €2 +0220e3

809 el +1.73 €2 +0.0125 3
T4

(R

€
3

|‘|‘MIMMMMMMM‘|

=]

el

5el +0.866 e2

3lel +1.55e2+0.702 e3
721 el +2.33 e2 + 0,494 €3
119el +248e2 + 102 e3
858 el + 1.8e2+0973 &3
888 el +1.05e2+1.63 e3

-1
-1
-1
-0

LI I I )

[ Y
coo

b

Figura 51 — Solugbes obtidas.
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A solugao denominada "exata" na figura acima se refere a conformacao molecular corres-
pondente aos valores médios das distancia intervalares usadas como entrada da instancia a
ser resolvida. Neste exemplo as solugoes para o problema dependem dos raios das cascas
esféricas que surgem ao longo de cada etapa do BP. Basicamente, para gerar os dados
de entrada do exemplo visto, alteramos uma instancia presente em [23], considerando
distancias intervalares adicionais, sendo estas construidas a partir de uma pequena variacao
em um conjunto de distancias precisas. Ressaltamos que, como as solugoes encontradas
em cada nivel no caso intervalar nao sao pontos, mas arcos, par de arcos, calotas esféricas,
entre outras possibilidades, para que testemos se o conjunto solucao dos possiveis valores
para x;, para ¢ = 1,...,8, contém de fato os pontos correspondentes a solucao "exata'
fixada, uma opcao é variar as posi¢oes encontradas levando em conta todos os valores
possiveis para seus parametros. Isso equivale a variar os raios das cascas esféricas usadas

na obtencao da solucao, entre todos os valores para factibilidade de x;.

Movendo os centros x;_;. A fim de englobarmos todas as possibilidades possiveis de
solucao, devemos considerar o conjunto solugao levando em conta a variagao de todos os
parametros envolvidos. Inicialmente, para simplificar, podemos considerar as varia¢oes em
certos atomos especificos. Por exemplo, suponhamos que desejemos determinar x5. Vimos
anteriormente que X5 é um elemento do conjunto (5.26). Porém, para solucao obtida fixada,
conforme a Figura 51, escolhemos um valor de x4 em (5.22) e continuamos a descida na
arvore 1BP considerando arcos de possibilidades. Mais especificamente, fixamos um valor
para x4 dentre as possibilidades dada por (5.22), e buscamos determinar x5. Percebemos
pelas Figuras 50 e 51 que o ponto X5, exibido em azul, obtido esta préximo da solugao
fixada inicialmente, em vermelho. No caso de considerarmos o centro x, variando sob todos
os valores possiveis para sua posicao, i.e., sendo estes determinados por (5.22), obtemos o
valor fixado a priori, quando geramos a instancia. Isso equivale a variarmos x5 no arco em

preto que surge no nivel cinco.

Figura 52 — Solugoes conhecidas e as solugoes obtidas para o centro x, mével.



Capitulo 5. Intersegcdo entre esferas e cascas esféricas via AGC 106

Vemos pela figura acima que ao assumir que o centro x4 ¢ maével, i.e., estd variando dentre
todos os seus valores possiveis, o efeito sob as possiveis posi¢oes para x5 ¢ que, em vez
de termos um arco, ou par de arcos, como possibilidades para x5, teremos uma calota
esférica. Continuando o processo de variar os centros maéveis, obtemos parte de uma esfera
solida como as regioes de factibilidade para posicao do atomo em questao. Notemos que
um dos pontos da calota na Figura 52 é a solucao fixada inicialmente para x5, ilustrando

que o conjunto solugao (5.26) estd de acordo com o esperado.

X4 -

X5

— —
‘ F 4 . ‘
X6 &
. X7
]
—
¢ N
L]

Figura 53 — Solugoes obtidas variando o centro x;, para 1 = 4,5,6,7.

Observacoes. A fim de obter todas as posigoes que formam a solu¢ao do problema, pode-
mos usar a estratégia acima para obter um conjunto com maior niimero de possibilidades,

dentre as possiveis. Ou seja, para determinar x;, para ¢ = 5,...,8, de forma que coincida
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com a solucado "exata', podemos considerar os centros x;_; como sendo moveis. Dessa
maneira, no lugar de termos apenas um arco de possibilidades para x;, teremos uma calota
esférica. Dependendo do nivel analisado, ha a possibilidade de considerar variagoes nao
apenas em X;_1, mas também em x; 5 e x;_3, sendo que a regiao gerada pela variacao
dessas posigoes, usadas para definir os centros das cascas esféricas, passam a ser mais gerais
do que um arco restrito a um circulo, ou uma calota esférica. Este aspecto geométrico é o

mesmo que descrevemos inicialmente quando analisamos a expressao (5.20) para Xs.
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6 Consideracoes Finais

6.1 Contribuicoes

Este trabalho apresentou uma nova abordagem via AGC para se obter a
intersecao de esferas e cascas esféricas. Na literatura comumente se usam rotores. Os
resultados obtidos mostraram-se adequados na busca de generalizagoes a espacos nD
de resultados conhecidos em 3D e, também, no caso de aplicagoes, principalmente em
problemas envolvendo cascas esféricas. As simulagoes feitas para o problema de conformacao
molecular em espacos 3D, mostraram que a abordagem desenvolvida é promissora e possui
potencial para lidar com variagoes do problema de forma bastante natural. Vimos que,
por meio de testes computacionais, ha vantagens da AGC comparada com a abordagem

classica, principalmente quando lidamos com as cascas esféricas.

Além disso, obtivemos generalizacoes para o caso nD de resultados da AGC
ja conhecidos na literatura para espacos 3D. Por exemplo, simplificagoes para analise
do raio de uma esfera e a intersecao de esferas via produto exterior para o caso geral.
Também, propusemos expressoes com a AGC para descrever objetos de particular interesse
quando lidamos com o DMDGP, como a expressao que descreve um par de arcos. Isso
trouxe vantagens consideraveis para o algoritmo ¢BP, ao lidarmos com as incertezas nos
dados de entrada. As cascas esféricas auxiliares possibilitaram melhorias computacionais,
comparando com os resultados ja conhecidos na literatura. Ilustramos isso com um
exemplo para o qual a abordagem classica se tornaria inviavel, pois teriamos que lidar
com o processo de amostragem ao longo das etapas do algoritmo BP. As construgoes via
AGC deste trabalho foram deduzidas de forma a tratar com esferas de raios intervalares
ou precisos. Ressaltamos que, na abordagem classica, baseada na algebra linear, isso nao
ocorre. Os diferentes casos que surgem ao lidarmos com as cascas esféricas tornam as
extensoes da abordagem classica praticamente intrataveis para resolver problemas com

multiplas cascas esféricas.

No caso do ¢BP, apresentamos um exemplo que engloba varias caracteristicas
presentes no DMDGP quando os centros das esferas sdo moveis, mostrando o potencial de
aplicacao da abordagem desenvolvida em instancias mais realistas. O exemplo foi resolvido
pela abordagem proposta neste trabalho e ilustra um caso onde a abordagem classica
do iBP encontraria sérias dificuldades. Embora haja versoes que incorporem a AGC ao
algoritmo BP, desconhecemos até o momento uma implementacao que utilize a AGC no

BP e permita uma extensao natural ao caso intervalar.
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6.2 Sobre algumas dificuldades encontradas

Vejamos algumas dificuldades que surgiram ao longo deste trabalho e como

procuramos lidar com elas.

As diferentes configuragoes possiveis e uma terceira casca esférica. De posse de
uma forma eficiente de realizar a intersecao entre duas esferas e duas cascas esféricas
no R3, desejamos investigar o efeito de acrescentarmos mais uma casca esférica extra
ao problema. As diferentes possibilidades nesta etapa estao relacionadas aos cenarios
descritos na Figura 15. O resultado final depende dos objetos obtidos nas etapas iniciais.
Por exemplo, se o resultado da intersecao entre duas esferas e uma casca for somente
um arco em vez de um par de arcos, ao acrescentarmos uma nova casca teremos novas
possibilidades para o resultado desta etapa. Logo, os resultados sao semelhantes aos ja
apresentados no Capitulo 5, porém nao sao idénticos. A fim de cobrir o maior niimero
possivel de cenarios associados ao problema real, é necessario realizarmos um estudo
minucioso sobre as diferentes possibilidades para intersecao entre duas esferas e duas
cascas esféricas. Ressaltamos que, embora haja muitas possibilidades para tal intersecao
envolvendo multiplas cascas esféricas, as pesquisas aqui realizadas dao indicios de que a

abordagem desenvolvida possa ser aplicada aos diferentes casos de forma eficiente.

Duas cascas esféricas em um espago nD e a fatoragao dos blades. Enquanto certas
generalizagoes da abordagem proposta no Capitulo 5, visando aplicagdes em um espaco
3D, mostram indicios de serem promissoras, ao assumirmos espagos nD nos deparamos
com dificuldades consideraveis. Isso porque é desejavel evitar a decomposi¢ao dos blades
obtidos em cada etapa das interse¢oes. Quando lidamos com espacos nD, a intersecao entre
duas esferas e duas cascas esféricas, pode resultar em uma uniao de subespagos que nao
seja o par de arcos. Para a busca de generalizacdes como essas é necessaria uma pesquisa
detalhada sobre os elementos da AGC a se considerar nas construgoes a serem realizadas.
Por exemplo, obter uma nova férmula para calculo da distancia entre dois pontos no espago
conforme que passe a fornecer a distancia entre dois subespacos quaisquer, sendo que essa

nova versao possa ser implementada e validada computacionalmente.

6.3 Proximos passos

Como os resultados obtidos se mostraram bastante adequados se comparados a
abordagem usual, em que se usa algebra linear, consideramos que a AGC possui potencial
para lidar com os problemas de aplicagoes aqui vistos. Dentre as possibilidades para dar
continuidade ao trabalho, destacamos que em uma préxima oportunidade gostariamos de
explorar os aspectos computacionais tendo uma maior proximidade com dados de entrada

vindos de experimentos reais. Tendo realizado uma maior variedade de simulacoes ligadas
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a problemas reais, poderiamos reforcar os aspectos positivos ja obtidos e rever as possiveis
causas de dificuldades. Pesquisas com esse carater permitiriam aproximarmos cada vez

mais as contribui¢oes aqui feitas nas areas como a quimica e biologia.

No aspecto teodrico, temos interesse em validar as contribui¢ées em espagos nD
para valores de n tao grandes quanto os problemas reais necessitem. Para isso, é necessario
investigar tanto aspectos tedricos (o que de certa forma ja fizemos tendo como base boa
parte da literatura na area disponivel até o momento) assim como buscar implementagoes
eficientes. Isso permitiria que os experimentos computacionais a serem realizados nao
tragam limitagoes ao que for proposto em carater tedrico. Essas questoes estao relacionadas

a muitos e variados temas atuais de pesquisa na area de AGC.

A fim de obter uma abordagem onde nao seja necessario fatorar os blades,
devemos pesquisar a resolucao de sistemas de desigualdades via AGC. Outro aspecto a
explorar nesse sentido, é descrever as cascas esféricas por meio da interpolacao utilizando

elementos da AGC, e entdo buscar uma maneira de lidar com as interse¢oes em espagos nD.
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Anexos

Teste de independéncia linear usando a AGC

A seguir temos a demonstracao de alguns resultados usados ao longo dos nossos
estudos [36].

Teorema. Seja {v1, . ..,v,} C R¥ um conjunto de 1-blades (vetores) L.I. Entdo, vi A ... Av
9) p P

¢ um blade de grau p.

Demonstragao: Usando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt em {vy, ..., v,}
podemos construir o conjunto ortogonal {by,...,b,}, onde
by = vy
Uz - U1
bg = U9y — (%]
U1 -0
U3 - U1 U3 - Uz
by = v3 — U1 — V2
V10 Uz = U2
p—1
Up * U
_ p Y
b, = v, — Z v;.
i—1 ViV
Entao,
vy =by
V2 - U1
Vo = bQ + U1
U101
U3 - U1 U3 - U2
v3 = b3 + v + Uy
U101 V2 - U2

p—1
Uy - Uy
_ p L
v, = b, + g v;.
=1 K3 (]

Logo, usando que v; = by e as expressoes acima, temos que

- b - b
Ul/\ngbl/\<b2+v2 1b1)=b1/\b2+v2 161/\61:b1/\b2,
by - by by - by

1+

V3 - b1 V3 - U2
b (%)
by - by V2 - V2

Ul/\UQ/\Ug = bl/\bz(b3+

Ug'bl V3 * Uy

= by Aby N b3 — by Aby N\ by +

by Abs A v
by - by V2 * U2 ! ? ?

== bl/\bg/\bg.
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Na segunda igualdade acima usamos o fato de que b; A b; = 0, para ¢ = 1,2. Além disso,
usamos que by A by A vy = 0, pois, como vy ¢ da forma a;b; + by, onde a; é um escalar,
entao

by Aby AN vg = aq by Aby ANby + by Aby A by = 0.

Seguindo esta construgao, temos que
VA Avp =by A A by

Como o lado direito da igualdade acima ¢ um blade de grau p, isso mostra o teorema.

O

Usando o produto exterior temos uma forma direita de testar quando um

conjunto de vetores é L.1.:
Corolério. O conjunto {vy,...,v,} CRF é L.I se, e somente se, vy A--- Av, # 0.

Demonstragio: Se o conjunto {vy,...,v,} C R* é L.I., pelo Teorema A, vy A --- A vp €
um p-blade, que por definicdo é nao nulo. Reciprocamente, vamos assumir que temos
v A= A, # 0 e supor que U = {vy,...,v,} é L.LD. Como U é L.D., entao existe um
indice j € {1,...,p} tal que v; pode ser escrito como a combinagao linear dos demais
elementos de U, i.e., como )
v = Z ;.
i=1,i#j

Entao, a expressao

p
vl/\---/\vj/\---/\vp:vl/\---/\( Z aivi>/\---/\vp
i=1,i#j

se anula, contrariando nossa hipétese. Portanto, U é L.I.
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