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Resumo

Nesta tese, analisamos dois problemas em dinâmica dos fluidos. O primeiro

problema aborda o sistema de Keller-Segel acoplado com as equações de Navier-Stokes em

R
N , considerando dados iniciais em espaços de Besov-Morrey homogêneo crítico e a força

em espaços de Morrey. Obtemos um resultado de boa-colocação usando um argumento

de contração em um espaço crítico dependendo do tempo. A teoria desenvolvida aqui

melhora resultados anteriores no sentido que ela permite considerar uma classe maior

de dados iniciais, soluções e forças. Depois, mostramos que sob condições adicionais de

homogeneidade nos dados iniciais e na força, a solução obtida é auto-similar. Além disso,

mostramos que as soluções são assintoticamente estáveis sob pequenas perturbações nos

dados iniciais, quando o tempo vai para o infinito.

No segundo problema, consideramos as equações de Navier-Stokes no domínio

fino R
N´1 ˆ p0, εq, onde N ě 2 e ε ą 0 é a espessura do domínio. Usamos um espaço

PMl1,l2 o qual é baseado na transformada de Fourier, contínua em R
N e periódica na

última coordenada, e obtemos um resultado de boa-colocação global de soluções brandas

para ε suficientemente pequeno dependendo do tamanho do dado inicial que pode ser

arbitrariamente grande no espaço PMl1,l2 . E por último, são dadas condições sob as quais

a solução é regular para t ą 0 e assim satisfazendo as equações no sentido clássico. Nossa

abordagem permite considerar taxas de controle δ da espessura ε próximas de 1, isto é,

ε ď C}u0}
´ 1

δ

PMl1,l2
com 0 ă δ ă 1. Assim, além de dados sem regularidade do tipo Sobolev

ou com normas de Sobolev arbitrariamente grandes, podemos considerar taxas δ melhores

que resultados anteriores.

Palavras-chave: Sistema de Keller-Segel, Equações de Navier-Stokes, Espaços de Morrey,

Espaços de Besov-Morrey, Domínios finos, Soluções brandas.



Abstract

In the present work, we analyze two problems in fluid dynamics. The first one

concerns with the Keller-Segel system coupled with the Navier-Stokes equations in R
N ,

with the initial data in critical homogeneous Besov-Morrey spaces and the force term in

Morrey spaces. We obtain a well-posedness result by using a contraction argument in a

time-dependent critical space. This result improves the previous ones in the sense that

they allow us to consider a larger class of initial data, solutions and forces. After that,

assuming homogeneity conditions on the initial data and forces, we show that the obtained

solution is self-similar. Moreover, we also prove that the solutions are asymptotically stable

under small pertubations on the initial data, as the time goes to infinity.

The second one concerns with the Navier-Stokes equations in the thin domain

R
N´1 ˆ p0, εq, where N ě 2 and ε ą 0 is the thickness of the domain. We use a space

PMl1,l2 which is based on the Fourier transform, continuous in R
N and periodic in the

n-th coordinate. We obtain a global well-posedness result for ε sufficiently small depending

on the initial data that can be arbitrarily large in the space PMl1,l2 . Finally, we provide

conditions for the solution to be regular when t ą 0 and then to satisfy the equations

in the classic sense. Our approach allows us to consider control rates δ of the thickness

close to 1, that is, ε ď C}u0}
´ 1

δ

PMl1,l2
, where 0 ă δ ă 1. Thus, besides covering data without

Sobolev regularity or with large Sobolev norms, we are able to consider δ-rates better than

previous results.

Keywords: Keller-Segel system, Navier-Stokes equations, Morrey spaces, Besov-Morrey

spaces, Thin domain, Mild solutions.
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Introdução

Nesta tese, consideramos dois problemas em dinâmica dos fluidos. No primeiro

problema tratamos o sistema de Keller-Segel acoplado com as equações de Navier-Stokes e

no segundo as equações de Navier-Stokes clássicas em domínios finos.

A seguir faremos uma descrição de cada um desses problemas, discutindo sua

bibliografia e nossos resultados.

Sistema de Keller-Segel acoplado com as equações de Navier-Stokes

Consideramos o sistema de Keller-Segel acoplado às equações de Navier-Stokes
$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

Btn ` u ¨ ∇n “ ∆n ´ ∇ ¨ pn∇cq ´ ∇ ¨ pn∇vq em R
N ˆ p0,8q,

Btc ` u ¨ ∇c “ ∆c ´ nc em R
N ˆ p0,8q,

Btv ` u ¨ ∇v “ ∆v ´ γv ` n em R
N ˆ p0,8q,

Btu ` pu ¨ ∇qu “ ∆u ´ ∇π ´ nf em R
N ˆ p0,8q,

∇ ¨ u “ 0 em R
N ˆ r0,8q,

npx, 0q “ n0pxq, cpx, 0q “ c0pxq, vpx, 0q “ v0pxq, upx, 0q “ u0pxq em R
N ,

(1)

onde N ě 2 é a dimensão e γ ě 0. As variáveis n “ npx, tq e c “ cpx, tq representam a

densidade celular e a concentração de oxigênio, respectivamente. Enquanto as variáveis

v “ vpx, tq e u “ upx, tq “ pu1px, tq, u2px, tq, . . . , uN px, tqq representam, respectivamente,

a concentração de uma substância química e o campo de velocidades do fluido. E por

fim, π “ πpx, tq denota a pressão do fluido e a função f “ pf1pxq, f2pxq, . . . , fN pxqq, que é

independente do tempo, denota um campo de força agindo sobre o movimento do fluido.

O sistema (1) corresponde a um modelo de quimiotaxia dupla que descreve

o movimento de bactérias em um fluido viscoso incompressível (veja, e.g., [40] e [12]).

Em busca de “alimento” as bactérias nadam em direção a uma concentração mais alta

de oxigênio e atrativos químicos. O movimento do fluido é modelado pelas equações de

Navier-Stokes sob a influência de uma força ´nf que pode ser produzida por diferentes

mecanismos, por exemplo, a força devido à agregação de bactérias no fluido gerando uma

espécie de força de empuxo (do inglês buoyancy force). Por sua vez, o atrativo químico v é

produzido pelas próprias bactérias, o qual degrada-se a uma taxa constante γ ě 0.

A seguir, apresentaremos uma análise de alguns resultados sobre as equações (1)

e sistemas relacionados. Em primeiro lugar, recordamos o clássico sistema de Keller-Segel
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(sem acoplamento com fluido)
#

Btn “ ∆n ´ ∇ ¨ pn∇vq

εBtv “ ∆v ´ γv ` βn,
(2)

o qual tem sido estudado por vários autores. Tal sistema modela a agregação de espécies

biológicas (como amebas e bactérias, por exemplo) se movendo em direção a concentração

de um produto químico, secretado por eles mesmos, ou de moléculas de alimentos (por

exemplo, glicose). O sistema se divide em dois casos básicos, quando ε “ 0 (elíptico-

parabólico) e quando ε “ 1 (parabólico-parabólico). Para o caso parabólico-parabólico

com γ “ 0, é conhecido que existe um valor limite 8π{β para a massa inicial que decide

entre a existência de solução global e o blow-up da solução em tempo finito. Para mais

detalhes, sugerimos os trabalhos Blanchet-Dolbeault-Perthame [4] e Dolbeault-Perthame

[11]. Agora, considerando o caso parabólico-parabólico em 2D, com domínio limitado e

suave Ω sob as condições de Neumann, Nagai-Senba-Yoshida [37] provaram a existência

de soluções globais para γ ě 0, β ą 0 e dados iniciais não negativos n0, v0 P H1`δpΩq com

massa M “

ż

Ω

n0 ă 4π{β. Além disso, a massa 8π{β é um valor limiar para a existência

global de soluções ou blow-up (veja [20]).

No caso Ω “ R
2, Calvez-Corrias [5] obtiveram soluções globais para a massa

subcrítica M ă 8π{β, ε ą 0 e γ ě 0, bem como soluções blow-up para ε “ 0 e M ą 8π{β.

Para N ě 3, Corrias-Perthame [10] provaram a existência de solução fraca para (2) com

ε “ α “ β “ 1 e dado pequeno n0 P LapRN q e ∇v0 P LapRN q, onde N{2 ă a ď N .

Posteriormente, Kozono-Sugiyama [28] consideraram (2) com ε “ β “ 1 e mostraram que

se maxt1, N{4u ă a ď N{2 e pn0, v0q P H
N
a

´2,apRN q ˆ H
N
a

,apRN q é pequeno o suficiente,

então existe uma única solução branda global. Kozono-Sugiyama [27] estenderam os

resultados de [28] para LpN{2,8q ˆ BMO e N ě 2, onde BMO representa o espaço das

funções de oscilação média limitada e Lpp,8q é o Lp-fraco. Resultados de soluções brandas

globais com dados iniciais pequenos em espaços críticos maiores podem ser encontrados

na literatura, como o espaço de Besov 9B
´p2´ N

p
q

p,8 ˆ 9B
N
p

p,8 [46] (com γ “ 0 e ε “ β “ 1), o

espaço de Morrey [3, 41] e o espaço de Besov-Morrey N
´p2´ N

q
q

q,q1,8 ˆ 9B0
8,8 [16]. Para mais

detalhes sobre estes espaços, veja a seção 1.4 (páginas 28 e 30) onde eles estão definidos.

No contexto de fluidos com quimiotaxia (do inglês, chemotaxis-fluids), Lorz

[34] considerou (2) com ε “ 0 acoplado as equações de Stokes em 2D e sem concentração

de oxigênio (i.e., c “ 0). E o resultado obtido foi a existência de soluções globais para

dados iniciais pequenos u0 P L
3

2 pR2q e n0 P L1pR2q. Por sua vez, considerando domínios

suaves e limitados, Winkler [42] analisou (1) sem atrativo químico (i.e., v “ 0) e mostrou

a existência e unicidade de solução global clássica em 2D e obteve soluções globais fracas

em 3D em [43]. Zhang [47] obteve a boa-colocação global para (2.1) com v “ 0 e dados

iniciais nos espaços de Besov não-homogêneos

pn0, c0, u0q P Bs
p,rpRN q ˆ Bs`1

p,r pRN q ˆ Bs`1
p,r pRN q,
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onde 1 ă p ă 8, 1 ď r ă 8 e s ą
N

p
` 1 com N “ 2, 3. Considerando (1) com v “ 0,

Choe-Lkhagvasuren [9] mostraram a existência de solução branda global para dados iniciais

pequenos pn0, c0, u0q nos espaços de Besov críticos

9B
´2` 3

r
r,1 pR3q ˆ 9B

3

r
r,1pR3q ˆ 9B

´1` 3

r
r,1 pR3q para r P r1, 3q,

onde 9Bs
p,r denota os espaços de Besov homogêneos ( 9Bs

p,r “ N s
p,p,r). Posteriormente, Zhao-

Zhou [48] estenderam o resultado obtido em [9] para r P r1, 6q.

Em comparação com os modelos mencionados acima, o sistema (1) consiste em

um modelo de fluido com dupla quimiotaxia que considera o efeito da concentração de

oxigênio e do atrativo químico. Em [26], Kozono-Miura-Sugiyama obtiveram a existência

de soluções brandas globais para (1) considerando N ě 3, dados iniciais pequenos n0 P L
N
2

w ,

c0 P L8 com ∇c0 P LN
w , v0 P S 1{P com ∇v0 P LN

w e u0 P LN
w , e força pequena f P LN

w ,

onde P denota o conjunto dos polinômios com N variáveis. No caso N “ 2, a condição

n0 P L1
w é substituída por n0 P L1. Mencionamos também o artigo [13] onde os autores

obtiveram soluções globais no framework de Lp em domínios limitados, com condições de

pequenez adequadas nos dados, para um modelo de fluido com dupla quimiotaxia e um

termo logístico.

Nesta tese, provamos a boa-colocação para (1) com dados iniciais pequenos em

espaços de Besov-Morrey crítico N s
q,q1,8

`
R

N
˘

(para a definição, veja (1.14), página 30).

Mais precisamente, consideramos a seguinte classe crítica de dados iniciais

n0 P N
N
q

´2

q,q1,8

`
R

N
˘
, c0 P L8

`
R

N
˘

com ∇c0 P N
N
r

´1
r,r1,8

`
R

N
˘
, (3)

v0 P S 1{P com ∇v0 P N
N
r

´1
r,r1,8

`
R

N
˘

e u0 P N
N
p

´1

p,p1,8

`
R

N
˘

com ∇ ¨ u0 “ 0,

onde os expoentes p, p1, q, q1, r, r1 e N1 satisfazem condições adequadas (para mais

detalhes, veja Suposição 2.1 na seção 2.1). Para os expoentes acima, temos as seguintes

inclusões contínuas e estritas

L1 ãÑ M ãÑ N
2

q
´2

q,q1,8 pN “ 2q, L
N
2

w ãÑ M
N
2

N
2

q1

q

ãÑ N
N
q

´2

q,q1,8 pq1 ă qq, (4)

LN
w ãÑ MN

N
r1

r
ãÑ N

N
r

´1
r,r1,8 pr1 ă rq e LN

w ãÑ N
N
p

´1

p,p1,8 pp1 ă pq,

onde Mp
p1

denota o espaço de Morrey e M1
1 “ M o espaço das medidas de Radon finitas

com sinal (veja (1.8)). Aqui consideramos boa-colocação no sentido de Hadamard, isto

é, existência, unicidade e dependência contínua em relação aos dados iniciais (em algum

sentido apropriado).

Tendo em vista as inclusões acima, nossa classe de dados iniciais é maior do

que aquela de Kozono-Miura-Sugiyama [26]. Além disso, o campo de força f é assumido

pertencendo ao espaço de Morrey MN
N1

`
R

N
˘
, onde N1 pode ser tomado igual a N

r1

r
com
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r1 menor e próximo de r e p{p1 “ r{r1. Assim, por (4) nossa classe de forças f é maior que

a de [26]. Para N “ 3 e r P r1, 6q, existem índices p, p1, q e q1 satisfazendo a Suposição 2.1

tais que
9B

´2` 3

r
r,1 ãÑ N

3

q
´2

q,q1,8, 9B
3

r
r,1 ãÑ 9B0

8,1 ãÑ L8, 9B
´1` 3

r
r,1 ãÑ N

3

p
´1

p,p1,8.

Então, no caso do sistema (1) sem atrativo químico (i.e., v “ 0), nossa classe de dados

iniciais é maior que a de [9, 48]. Vale ressaltar que os espaços de Besov-Morrey foram

introduzidos em [29] (veja também [35]) para estudar as equações de Navier-Stokes.

As soluções brandas são obtidas por meio de um argumento de contração em

um espaço crítico dependente do tempo definido em (2.9). Sob condições adicionais de

homogeneidade nos dados iniciais n0, c0, v0, u0 e na força externa f , podemos garantir

que a solução obtida no Teorema 2.3 (página 35) é autossimilar quando γ “ 0. Mostramos

também que as soluções são assintoticamente estáveis sob pequenas perturbações iniciais,

quando o tempo vai para o infinito. Como subproduto, no caso γ “ 0 obtemos uma classe

de soluções assintoticamente autossimilares. Além disso, cabe mencionar que os resultados

ainda são verdadeiros se considerarmos os sinais p`q ou p´q em frente a qualquer uma

das não-linearidades no lado direito da primeira equação em (1), cobrindo assim casos

repulsivos p`q, atrativos p´q e um misto deles.

Nossos resultados sobre o sistema (1), contidos no Capítulo 2, foram publicados

em [15]. Depois da defesa da tese e da publicação do artigo [15], tomamos conhecimento do

trabalho [45], onde os autores consideraram o sistema (1), sem o atrativo químico v (i.e.,

v “ 0), no contexto dos espaços de Besov-Morrey e mostraram resultados de existência e

comportamento assintótico sob condições de pequenez nos dados iniciais e força externa f .

Equações de Navier-Stokes em domínios finos

Implicitamente já apresentamos as equações de Navier-Stokes, uma vez que o

sistema (1) sem o efeito da quimiotaxia se resume nas equações de Navier-Stokes, isto é,

para n “ c “ v “ 0 o sistema (1) é equivalente a

$
’’’&
’’’%

Bu

Bt
´ ∆u ` pu ¨ ∇qu ` ∇π “ 0 em R

N ˆ p0,8q,

∇ ¨ u “ 0 em R
N ˆ r0,8q,

upx, 0q “ u0pxq em R
N .

(5)

O problema de existência de solução global ainda é um problema em aberto

para as equações de Navier-Stokes em dimensão 3, sendo este um dos sete problemas do

milênio proposto pelo Instituto de Matemática Chay (veja www.claymath.org/millennium-

problems). Entretanto, existem vários trabalhos sobre existência de soluções globais no

tempo com dado inicial suficientemente pequeno em algum espaço, para mais detalhes,
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sugerimos os trabalhos de Giga-Miyakawa [18], Kozono-Yamazaki [29], Barraza [2], Cannone

[6], Yamazaki [44], Koch-Tataru [25], Cannone-Karch [7], Miao-Yuan [36] e Ferreira [14].

Nessa tese vamos trabalhar como as equações de Navier-Stokes no domínio fino

N dimensional Ωε “ R
N´1 ˆ p0, εq, onde N ě 2 e ε ą 0 é a espessura. Uma motivação

para estudar este tipo de domínio, deve-se ao fato que as equações de Navier-Stokes

em dimensão 2 tem solução global regular para qualquer dado inicial regular (veja, por

exemplo, [39]). Assim, para N “ 3 uma intuição é que o fluido em um domínio fino tem

pouco espaço adicional (em relação ao plano) advindo da terceira dimensão para permitir

uma dinâmica de formação de singularidade, e então pode-se esperar resultados melhores

de boa-colocação global.

A seguir, vamos mencionar alguns trabalhos da literatura envolvendo as equa-

ções de Navier-Stokes em domínios finos.

Para o domínio fino Qε “ Ω ˆ p0, εq, onde Ω é um domínio limitado de R
2 e

0 ă ε ď 1, Iftimie-Raugel em [22] provaram a existência e unicidade de solução global se

}Mu0}H1pQεq ď Cε´β, }pMu0q3}L2pQεq ď Cεβ e }pI ´ Mqu0}
H

1

2 pQεq
ď Cε

1

4
´ β

2 ,

onde 1{2 ă s ă 1, 0 ď β ď 1{2 e M denota o operador média na direção da espessura

fina. Posteriormente, no domínio Ω “ r0, L1s ˆ r0, L2s ˆ r0, εs com condições de contorno

periódicas, onde L1, L2 ą 0 e 0 ă ε ă 1{2, Kukavica-Ziane em [30] provaram a existência

e unicidade de solução suave se

}∇u0}L2pΩq ď
ν

CpL1, L2qε
1

2 | log ε|
3

2

. (6)

Casado-Díaz, Laynez e Suárez-Grau em [8] estudaram o comportamento as-

sintótico das soluções das equações de Navier-Stokes em um domínio fino satisfazendo

condições de contorno do tipo Navier em um domínio periódico. Liao em [32] mostrou a

existência de solução global para as equações de Navier-Stokes não-homogêneas
$
’’&
’’%

Btρ ` ∇ ¨ pρuq “ 0,

Btpρuq ´ ∆u ` ∇ ¨ pρu b uq ` ∇π “ 0,

∇ ¨ u “ 0,

em domínios finos Ω “ R
2 ˆ r0, εs com condições de fronteira de Dirichlet e assumindo que

ε
1

2 }∇u0}L2pΩq ď C. (7)

As equações de Navier-Stokes no domínio fino Ωε “ R
N´1 ˆp0, εq com condições
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de Dirichlet tem a forma
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Bu

Bt
´ ∆u ` pu ¨ ∇qu ` ∇π “ 0 em Ωε ˆ p0,8q,

∇ ¨ u0 “ 0 em Ωε ˆ r0,8q,

u “ 0 em R
N´1 ˆ t0, εu ˆ p0,8q,

upx, s, 0q “ u0px, sq em Ωε.

(8)

Para o problema (8), mostramos boa-colocação no sentido de Hadamard, isto é, existência,

unicidade e dependência contínua nos dados iniciais (veja Teorema 3.11, página 68), para

quaisquer dados iniciais em um espaço cuja norma depende da transformada de Fourier

contínua em R
N´1 e periódica na n-ésima coordenada, a saber o espaço PMd,pN´1q´d (veja

definição 3.3, página 57). De fato, para um dado inicial arbitrário u0 P PMd,pN´1q´d ,

assumimos a condição

}u0}PMd,pN´1q´d ă Cε´δ, onde 0 ă δ ă 1, (9)

a qual impõe uma condição de espessura máxima no domínio fino para obter a boa-colocação.

Além disso, garantimos a persistência da solução no espaço do dado inicial. Ou seja, obtemos

a boa-colocação com persistência da solução para dado inicial u0 P PMd,pN´1q´d, onde a

"taxa de controle"δ da espessura do domínio pode chegar arbitrariamente próxima de 1

(veja Observação 3.12, página 70). Reescrevendo a condição (9) como ε ď C̃}u0}
´ 1

δ

PMd,pN´1q´d ,

pode-se notar que quanto maior a taxa de controle da espessura, menos fino precisa ser o

domínio para que tenhamos a boa-colocação global.

Em seguida investigamos a regularidade das soluções obtidas no Teorema 3.11.

Com a ajuda de uma norma auxiliar, primeiro mostramos que as soluções dadas no

Teorema 3.11 são de fato contínuas no tempo para t ą 0 nas respectivas normas e não

apenas fracamente contínuas. Depois, mostramos que elas são suaves e satisfazem (8) no

sentido clássico para t ą 0 (veja Teorema 3.24, página 83 e Teorema 3.28, página 87).

Garantimos a suavidade da solução para uma taxa de controle δ podendo chegar próxima

de 1, isto é, com a condição (veja Observação 3.29, página 87)

}u0}PMd,pN´1q´d ă Cε´δ, onde 0 ă δ ă 1.

Além disso, garantimos simultaneamente a persistência de solução no espaço do inicial e

a suavidade da solução para uma taxa de controle δ podendo chegar próxima de
2

N ` 1
,

isto é, com a condição (veja Observação 3.29, página 87)

}u0}PMd,pN´1q´d ă Cε´δ, onde 0 ă δ ă
2

N ` 1
.

Comparando nossos resultados com o obtido por Liao em [32], temos que a

taxa de controle δ em (9) pode aproximar-se de 1 enquanto em Liao a taxa de controle de
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espessura é no máximo ε´ 1

2 (ver (7)). A nossa taxa também é melhor que a obtida por

Kukavica-Ziane, pois a sua melhor taxa é de ε´ 1

2 | log ε|´ 3

2 , para ε P p0, 1{2q. Ressaltamos

que as conclusões acima são em relação as taxas de controle da espessura e não em relação

aos espaços de dados iniciais. Entretanto, cabe mencionar que nossos resultados permitem

considerar dados iniciais sem regularidade do tipo Sobolev ou com normas de Sobolev

arbitrariamente grandes independentemente da espessura ε do domínio.

Organização da tese

Este trabalho está organizado em três capítulos. O Capítulo 1 é dedicado

às preliminares para o desenvolvimento adequado do texto. Neste capítulo abordamos

conceitos como função e distribuição periódica, transformada de Fourier, espaços de Besov-

Morrey e Morrey, entre outros. Nos Capítulos 2 e 3, apresentamos os resultados obtidos, e

suas correspondentes demonstrações, para os problemas (1) e (8), respectivamente.
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1 Preliminares

Neste capítulo, apresentamos alguns pré-requisitos necessários para o desenvol-

vimento deste trabalho, como a classe de Schwartz, transformada de Fourier, distribuições

periódicas e temperadas, espaços de Besov e Besov-Morrey, além de outros.

1.1 Funções periódicas e distribuições periódicas

Nesta seção abordaremos brevemente o conceito de transformada de Fourier

em distribuições periódicas. A seção está baseada em [23].

Dado ε ą 0, definimos o conjunto Tε por

Tε “ R{εZ :“ trxs : x P Ru ,

onde cada classe de equivalência rxs é definida por rxs :“ ty P R : x “ y mod εu. Dizemos

que f é uma função definida em Tε, se f : R Ñ R ou C e

fps ` εq “ fpsq, para todo s P R.

As funções definidas em Tε são chamadas de funções periódicas de período ε.

Definição 1.1. Para 1 ď p ď 8, o espaço LppTεq é definido por

LppTεq “
 
f : Tε Ñ C : }f}LppTεq ă 8

(
,

onde }f}LppTεq “

ˆż

Tε

|fpxq|p dx

˙ 1

p

“

ˆż ε

0

|fpxq|p dx

˙ 1

p

.

Observação 1.2. Note que para 1 ď q ă p ď 8 vale

L8pTεq Ă LppTεq Ă LqpTεq Ă L1pTεq.

A seguir temos a definição de transformada e série de Fourier em L1pTεq.

Definição 1.3. Seja f uma função definida em Tε tal que f P L1pTεq. A transformada de

Fourier de f é a sequência complexa Ff “ pf “
´
pfpkq

¯
kPZ

definida por

pfpkq “
1
ε

ż ε

0

fpsqe´2πi ks
ε ds.

O número pfpkq é chamado de o k-ésimo coeficiente de Fourier de f e a série
ÿ

kPZ

pfpkqe2πi ks
ε

é a série de Fourier de f em s P Tε.



Capítulo 1. Preliminares 18

Denotaremos por CnpTεq, n P N, a coleção de todas as funções f : R Ñ C

de classe Cn e periódicas de período ε. No caso n “ 0, denotaremos simplesmente por

CpTεq. Usaremos também a notação DpTεq para representar o conjunto de todas as funções

definidas em Tε e que são infinitamente diferenciáveis.

Relembraremos a seguir algumas propriedades e resultados envolvendo os

coeficientes de Fourier.

Proposição 1.4. Sejam f, g P L1pTεq. Então, para todo k,m P Z, λ P C e j P N, temos

que

1. zf ` gpkq “ pfpkq ` pgpkq;

2. xλfpkq “ λ pfpkq;

3. pfpkq “ pfp´kq;

4.
´
e2πi

mp¨q
ε

qf
¯^

pkq “ pfpk ´ mq;

5. zf ˚ gpkq “ pfpkqpgpkq, onde pf ˚ gq pxq :“
1
ε

ż ε

0

fpx ´ yqgpyq dy;

6. yf pjqpkq “

ˆ
2πik
ε

˙j

pfpkq, sempre que f P CjpTεq.

Proposição 1.5. (Teorema da transformada inversa de Fourier) Suponha que L1pTεq e

que
ÿ

kPZ

| pfpkq| ă 8, então

fpsq “
ÿ

kPZ

pfpkqe2πi ks
ε , em quase todo ponto.

Proposição 1.6. Os seguintes resultados são válidos para f, g P L2pTεq:

1. (Identidade de Plancherel)

}f}2
L2pTεq “ ε

ÿ

kPZ

| pfpkq|2;

2. (Relação de Parseval)

ż

Tε

fpsqĚgpsq ds “ ε
ÿ

kPZ

pfpkqpgpkq;

3. Para todo m P Z temos

xfgpmq “
ÿ

kPZ

pfpkqpgpm ´ kq “
ÿ

kPZ

pfpm ´ kqpgpkq.
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A seguir, vamos relembrar uma caracterização do espaço DpTεq em termos da

transformada de Fourier. Para tal fim, precisamos da seguinte definição:

Definição 1.7. O espaço das sequências de decrescimento rápido, denotado por S pZq, é

o conjunto de todas as sequências α “ pαkqkPZ tais que

ÿ

kPZ

|k|j |αj| ă 8, @ j P N.

Proposição 1.8. A transformada de Fourier ^ : DpTεq Ñ S pZq é um isomorfismo e um

homeomorfismo, isto é, é linear, bijetiva, contínua e com inversa contínua.

A seguir, vamos dar a definição formal de uma distribuição periódica.

Definição 1.9. Uma distribuição ε-periódica é um funcional linear T : DpTεq Ñ C tal

que existe uma sequência pΨkqkPN Ă DpTεq tal que

T pfq “ xT, fy “ lim
kÑ8

ż ε

0

Ψkpsqfpsq ds, para todo f P DpTεq.

Denotaremos por D1pTεq o espaço das distribuições ε-periódicas.

Proposição 1.10. Seja f P CpTεq. Então a fórmula

xTf , ϕy “

ż ε

0

fpsqϕpsq ds, ϕ P DpTεq,

define uma distribuição ε-periódica Tf . A função f P CpTεq ÞÑ Tf P D1pTεq é linear,

injetora e contínua no sentido que se pfnqnPN Ă CpTεq converge uniformemente para f

então xTfn
, ϕy Ñ xTf , ϕy, para todo ϕ P DpTεq.

Vários conceitos e propriedades podem ser estendidos para D1pTεq usando

dualidade. Então, para f P D1pTεq temos as seguintes definições:

1. Derivada: Dado j P N, definimos a distribuição periódica f pjq por

xf pjq, ϕy “ p´1qjxf, ϕpjqy, @ϕ P DpTεq.

2. Produto: Seja ψ P DpTεq , definimos a distribuição temperada ψf por

xψf, ϕy “ xf, ψϕy, @ϕ P DpTεq.

3. Convolução tipo 1: Seja ϕ P DpTεq, a convolução de f e ϕ é a função

pf ˚ ϕq psq “
1
ε

xf, σs rϕy, @s P R,

onde σsϕpxq “ ϕpx ` sq e rϕpxq :“ ϕp´xq. Além disso, f ˚ ϕ P D1pTεq.
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4. Convolução tipo 2: Seja g P D1pTεq, definimos a distribuição temperada f ˚ g por

xf ˚ g, ϕy “ xf, rg ˚ ϕy, @ϕ P DpTεq.

5. Transformada de Fourier: A transformada de Fourier em D1pTεq é a função
pf : Z Ñ C definida por

pfpkq “
1
ε

xf, e´2πi
kp¨q

ε y, k P Z.

Na proposição abaixo, reunimos algumas propriedades de distribuições em

D1pTεq.

Proposição 1.11. Seja f, g P D1pTεq, ϕ P DpTεq e k P Z, então

1. (Relação de Parseval)

xf, ϕy “ ε
ÿ

kPZ

pfpkqpϕp´kq;

2. zf ˚ ϕpkq “ pfpkqpϕpkq e zf ˚ gpkq “ pfpkqpgpkq;

3. yf pjqpkq “

ˆ
2πik
ε

˙j

pfpkq;

4. xfϕpkq “
ÿ

mPZ

pfpmqpϕpk ´ mq.

Para finalizar a parte de distribuições periódicas, vamos caracterizar D1pTεq

em termos da transformada de Fourier. Para isto, vamos precisar da seguinte definição:

Definição 1.12. Uma sequência complexa pαnqnPZ é dita de crescimento lento se existe

uma constante C ą 0 e m P N tal que

|αk| ď C|k|m, @k P Zzt0u.

O conjunto de todas as sequências será denotado por S
1pZq.

Observação 1.13. S
1pZq é o dual topológico de S pZq.

Proposição 1.14. Seja α “ pαkqkPZ P S pZq. Então existe uma única f P D1pTεq tal que
pf “ α. Reciprocamente, se f P D1pTεq então pf P S pZq. Em outras palavras,

pD1pTεqq
^

“ S pZq.
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1.2 Espaço de Schwartz e distribuições temperadas

Nesta seção, vamos definir a transformada de Fourier em R
N , onde N P N, e

introduziremos o espaço de Schwartz e o espaço das distribuições temperadas. A seção

está baseada em [19].

Vamos começar definindo a transformada de Fourier em L1pRN q.

Definição 1.15. Para f P L1pRN q, definimos a transformada de Fourier de f por

Fpfq “ pfpξq “

ż

RN

fpxq e´2πiξ¨x dx.

Note que a função pf é bem definida para toda f P L1pRN q, pois } pf}L8 ď }f}L1 .

Na sequência apresentaremos algumas propriedades envolvendo a transformada de Fourier,

tais propriedades podem ser encontradas em [17].

Proposição 1.16. Para f, g P L1pRN q, temos que

1.
`
e2πiη¨p¨qf

˘^
pξq “ pfpξ ´ ηq e pσyfq^ pξq “ e2πiξ¨y pfpξq, onde σyfpxq “ fpx ` yq;

2. pf ˚ gq^ “ pf pg;

3. Se xαf P L1 para |α| ď k, então pf P Ck e Bα pf “ rp´2πixqαf s^;

4. Se f P Ck, Bαf P L1 para |α| ď k e Bαf P C0 para |α| ď k ´ 1, então pBαfq^ pξq “

p2πiξqα pfpξq;

5.

ż
pfg “

ż
fpg.

A seguir, vamos relembrar a definição de transformada de Fourier inversa.

Definição 1.17. Seja f P L1pRN q, definimos a transformada de Fourier inversa de f ,

denotada por f_ ou F´1pfq, como a função em R
N dada por

f_pxq “ pfp´xq.

O resultado a seguir justifica o por quê da função f_ ser chamada de transfor-

mada de Fourier inversa.

Proposição 1.18. (Teorema da transformada inversa de Fourier) Se f P L1 e pf P L1,

então f é igual q.t.p a uma função contínua f0 e

p pfq_ “ pf_q^ “ f0.

Na sequência vamos definir os espaços de Schwartz e veremos como a transfor-

mada de Fourier se comporta nesse espaço.
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Definição 1.19. O espaço de Schwartz em R
N é o espaço de funções

SpRN q :“
 
f P C8pRN q : }f}α,β ă 8, @α, β P N

N
(
,

onde α, β são multi-índices e

}f}α,β “ sup
xPRN

ˇ̌
xαBβfpxq

ˇ̌
.

Definição 1.20. Sejam fk, f P SpRN q para k P N. Dizemos que a sequência fk converge

para f em SpRN q se para todo multi-índice α e β temos que

}fk ´ f}α,β “ sup
xPRN

ˇ̌
xαBβpfk ´ fqpxq

ˇ̌
Ñ 0 quando k Ñ 8.

O próximo resultado é um resumo de algumas propriedades de S envolvendo

espaços de Lebesgue, convolução e transformada de Fourier.

Proposição 1.21. 1. Se f, g P S, então f ˚ g P S;

2. Para 1 ď p ď 8 temos a inclusão contínua S Ă Lp;

3. ^ é um isomorfismo de S em S.

Agora, vamos relembrar a definição de distribuição temperada e mencionar

algumas de suas propriedades. O espaço dual de SpRN q, isto é, o espaço de todos os funci-

onais lineares e contínuos em SpRN q, é chamado de espaço das distribuições temperadas e

é denotada por S 1pRN q. A noção de convergência em S 1pRN q é dada via a topologia do

espaço dual, isto é,

fk Ñ f em S 1 ô fk, f P S 1 e xfk, φy Ñ xf, φy, @φ P SpRN q,

onde xf, φy denota a ação da distribuição temperada f em φ P SpRN q.

Vários conceitos e propriedades podem ser estendidos para S 1 usando dualidade.

Então, para f P S 1pRN q temos as seguintes definições:

1. Derivada: Dado um multi-índice α, definimos a distribuição temperada Bαf por

xBαf, φy “ p´1q|α|xf, Bαφy, @φ P SpRN q.

2. Multiplicação por funções de crescimento lento: Seja ψ uma função de cres-

cimento lento, definimos a distribuição temperada ψf por

xψf, φy “ xf, ψφy, @φ P SpRN q.
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3. Convolução: Seja ψ P SpRN q, definimos a distribuição temperada f ˚ ψ por

xf ˚ ψ, φy “ xf, φ ˚ ψ̃y, @φ P SpRN q,

onde ψ̃pxq :“ ψp´xq.

4. Transformada de Fourier: A transformada de Fourier (resp. transformada de

Fourier inversa) em S 1 é definida por

x pf, φy “ xf, pφy presp. xf̌ , φy “ xf, φ̌yq, @φ P SpRN q.

Veremos que muitas das propriedades da transformada de Fourier que são

satisfeitas em SpRN q, também são cumpridas no contexto das distribuições temperadas.

Proposição 1.22. Sejam f, g P S 1pRN q, φ P SpRN q, γ P R e α P N
N , então

1. pf ` gq^ “ pf ` pg;

2. pγ fq^ “ γ pf ;

3.
`
e2πiη¨p¨qf

˘^
pξq “ pfpξ ´ ηq e pσyfq^ pξq “ e2πiξ¨y pfpξq, onde σyfpxq “ fpx ` yq;

4. Bα pf “ p´2πixqαf e pBαfq^ “ p2πiξqα pf ;

5. Se fj Ñ f em S 1, então pfj Ñ pf em S 1;

6. pφ ˚ fq^ “ pφ pf e xφf “ pφ ˚ pf .

A seguir vamos discutir sobre as distribuições temperadas módulo polinômios.

Para isso, primeiro considere P o conjunto de todos os polinômios de N variáveis com

coeficientes complexos, isto é, P é composto por elementos da forma
ÿ

|β|ďm

Cβx
β “

ÿ

βjPNYt0u,β1`...`βN ďm

Cpβ1,...,βN qx
β1

1 ¨ ¨ ¨ xβN

N ,

onde Cβ P C e m P N.

Sejam f, g P S 1pRN q, definimos a relação de equivalência f „ g se, e somente

se, f ´ g P P e assim o conjunto S 1pRN q{P (ou simplesmente S 1{P) é formado por todas

as classes de equivalência geradas a partir da relação de equivalência „. O conjunto S 1{P é

chamado o espaço de distribuições temperadas módulo polinômios. Então, dois elementos

f e g pertencendo a mesma classe serão indentificados, isto é, f “ g em S 1pRN q{P . Além

disso, vale que

f “ g em S 1pRN q{P ô x pf, φy “ xpg, φy, @φ P SpRN q com suppφ Ă R
N zt0u.

O próximo resultado fornece uma caracterização para as distribuições tempera-

das módulo polinômios.
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Proposição 1.23. Seja S8pRN q o espaço de todas as funções Schwartz φ tais que

ż

RN

xγφpxq dx “ 0,

para todo γ P N
N . Então, S8pRN q é subespaço de SpRN q com a mesma topologia de SpRN q,

tal que `
S8pRN q

˘1
“ S 1pRN q{P .

Observação 1.24. Como consequência da proposição anterior, temos que fj Ñ f em

S 1pRN q{P se, e somente se, fj, f P S 1pRN q{P e xfj, φy Ñ xf, φy, para todo φ P S8pRN q.

1.2.1 Distribuições temperadas em variáveis não-periódica e periódica

A seguir, vamos definir o conceito de transformada de Fourier para funções

definidas em R
N´1 ˆ Tε.

Definição 1.25. Seja v P L1pRN´1 ˆTεq. A transformada de Fourier em pξ, kq P R
N´1 ˆZ

é definida por

pvpξ, kq “
1
ε

ż ε

0

ż

RN´1

vpx, sqe´2πirξ¨x` ks
ε s ds dx. (1.1)

Podemos estender o conceito de espaço de Schwartz em R
N´1 ˆ Tε, isto é,

SpRN´1 ˆ Tεq :“
 
f P C8pRN´1 ˆ Tεq : }f}α,β ă 8, @α, β P N

N
(
,

onde α, β são multi-índices e

}f}α,β “ sup
px,sqPRN´1ˆTε

ˇ̌
px, sqαBβfpx, sq

ˇ̌
.

Note que SpTεq “ DpTεq, pois SpRq é uma classe intermediária entre todas as

funções suaves e as funções suaves de suporte compacto. Mas em Tε, as funções sempre

tem suporte compacto.

Em SpRN´1 ˆ Tεq temos as seguintes definições:

Definição 1.26. Para f, g P SpRN´1 ˆ Tεq, temos

1. (Convolução)

pf ˚ gq px, sq :“
1
ε

ż ε

0

ż

RN´1

fpx ´ y, s ´ rqgpy, rqdr dy, @ px, sq P R
N´1 ˆ Tε.

2. (Transformada de Fourier)

pfpξ, kq “
1
ε

ż ε

0

ż

RN´1

fpx, sqe´2πirξ¨x` ks
ε sds dx, @ pξ, kq P R

N´1 ˆ Z.
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De modo análogo a seção 1.3, definimos S 1pRN´1 ˆ Tεq como sendo o espaço

dual de SpRN´1 ˆTεq e definimos de modo similar os conceitos de derivada, multiplicação,

convolução e transformada de Fourier em S 1pRN´1 ˆ Tεq como definido em S 1pRN q.

Além disso, temos as seguintes propriedades em S 1pRN´1 ˆ Tεq:

Proposição 1.27. Seja f P S 1pRN´1 ˆ Tεq, ϕ P SpRN´1 ˆ Tεq e k P Z, então

1. zf ˚ ϕpξ, kq “ pfpξ, kqpϕpξ, kq;

2. yBαfpξ, kq “ p2πipξ, kqqα 1
εαN

pfpξ, kq, onde α “ pα1, . . . , αN q P N
N ;

3. xfϕpξ, kq “
ÿ

mPZ

ż

RN´1

pfpη,mqpϕpξ ´ η, k ´ mq dη.

1.2.2 Kernel de Schwartz

Nessa seção vamos enunciar o teorema do Kernel de Schwartz. Antes de enunciar

tal resultado vamos definir o conceito de produto tensorial. O conteúdo desta seção pode

ser encontrado em [21].

Definição 1.28. Se Ωj é um aberto em R
Nj , j “ 1, 2 e ϕj P CpΩjq, então a função ϕ1 bϕ2

em Ω1 ˆ Ω2 Ă R
N1`N2 definida por

pϕ1 b ϕ2qpx1, x2q :“ ϕ1px1qϕ2px2q, xj P Ωj

é chamada de produto direto (ou tensorial) de ϕ1 e ϕ2.

Proposição 1.29. Sejam Ω1 e Ω2 abertos de R
N1 e R

N2, respectivamente. Toda distribuição

k P D1pΩ1 ˆ Ω2q define um operador K : DpΩ2q Ñ D1pΩ1q linear e contínuo tal que

xk, ϕ1 b ϕ2y “ xKϕ2, ϕ1y , para todo ϕ1 P DpΩ1q e ϕ2 P DpΩ2q. (1.2)

Reciprocamente, para cada operador linear e contínuo K existe uma única distribuição

k P D1pΩ1 ˆ Ω2q tal que (1.2) é válida. A distribuição k é chamada o kernel do operador

K.

Observação 1.30. O teorema permanece válido se D é substituído por S e se Ω1 “ R
N1

e Ω2 “ R
N2 (veja r38s).

1.3 Lemas técnicos

Nesta seção, abordaremos alguns lemas técnicos que serão usados na demons-

tração dos resultados centrais deste trabalho. A seguir, apresentaremos um resultado sobre

convolução de funções homogêneas, a prova deste resultado pode ser encontrada em [33].
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Lema 1.31. Sejam 0 ă α, β ă N tais que 0 ă α ` β ă N . Então,
ˆ

1
|x|N´α

˚
1

|x|N´β

˙
pyq “

ż

RN

1
|x|N´α

1
|y ´ x|N´β

dx “ Cpα, βq
1

|y|N´pα`βq
, (1.3)

onde

Cpα, βq “
cαcβcN´α´β

cα`βcN´αcN´β

e cα “
Γ
`

α
2

˘

π
α
2

.

Lema 1.32. Para k P Z, 0 ă b, c ă 1 e 1 ă b ` c ă 2, temos que
ˆ

1
|m|b

˚
1

|m|c

˙
pkq “

ÿ

mPZ\t0,ku

1
|k ´ m|b

1
|m|c

ď maxt3b, 3cuCp1 ´ b, 1 ´ cq
1

|k|b`c´1
, (1.4)

onde a constante Cp¨, ¨q está definida no Lema 1.31.

Demonstração. Para k P Z
`, temos que

ÿ

mPZ\t0,ku

1
|k ´ m|b

1
|m|c

“
ÿ

mPZ`\tku

1
|k ´ m|b

1
|m|c

`
ÿ

mPZ´

1
|k ´ m|b

1
|m|c

“: S1 ` S2.

Note que para m ą k a sequência
ˆ

1
|k ´ m|b

1
|m|c

˙

mPZ

é descrescente, então

pelo Teste da Integral, podemos estimar S1 da seguinte forma:

S1 “
k´1ÿ

m“1

1
|k ´ m|b

1
|m|c

`
8ÿ

m“k`1

1
|k ´ m|b

1
|m|c

ď
k´1ÿ

m“1

1
|k ´ m|b

1
|m|c

`

ż 8

k`1

1
|k ´ x|b

1
|x|c

dx

ď
k´1ÿ

m“1

1
|k ´ m|b

1
|m|c

`

ˆ
1

|x|b
˚

1
|x|c

˙
pkq

“
k´1ÿ

m“1

1
|k ´ m|b

1
|m|c

` Cp1 ´ b, 1 ´ cq
1

|k|b`c´1
, pela desigualdade (1.3).

Por outro lado, temos a seguinte estimativa

k´1ÿ

m“1

1
|k ´ m|b

1
|m|c

“
1

|k ´ 1|b
`

1
|k ´ 2|b

1
2c

` . . . `
1ˇ̌

k ´ rk´1
2

s
ˇ̌b

1ˇ̌
rk´1

2
s
ˇ̌c

` . . . `
1
2b

1
|k ´ 2|c

`
1

|k ´ 1|c
,

onde rys :“ min tn P Z | n ě yu.

Seja Cl :“ sup
kě2l

k ` l

k ´ l
, onde l ą 1. Note que a função fpkq “

k ` l

k ´ l
é decrescente,

pois f 1pkq “
´2l

pk ´ lq2
ă 0. Assim, concluímos que Cl “

2l ` l

2l ´ l
“ 3 e consequentemente

vale a desigualdade
1

|k ´ l|
ď 3

1
|k ` l|

, para todo k ě 2l.
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Logo,

k´1ÿ

m“1

1
|k ´ m|b

1
|m|c

ď 3b

˜
1

|k ` 1|b
`

1
|k ` 2|b

1
2c

` . . . `
1ˇ̌

k ` rk´1
2

s
ˇ̌b

1ˇ̌
rk´1

2
s
ˇ̌c
¸

`3c

ˆ
` . . . `

1
2b

1
|k ` 2|c

`
1

|k ` 1|c

˙

ď 3b

r k´1

2
sÿ

m“1

1
|k ` m|b

1
|m|c

` 3c

r k´1

2
sÿ

m“1

1
|k ` m|c

1
|m|b

ď 3b
ÿ

mPZ`

1
|k ` m|b

1
|m|c

` 3c
ÿ

mPZ`

1
|k ` m|c

1
|m|b

.

Como
ˆ

1
|k ` m|b

1
|m|c

˙

mPZ`

e
ˆ

1
|k ` m|c

1
|m|b

˙

mPZ`

são sequências decrescentes segue

novamente pelo Teste da Integral e pelo Lema 1.31 que

k´1ÿ

m“1

1
|k ´ m|b

1
|m|c

ď 3b

ż 8

1

1
|k ` x|b

1
|x|c

dx ` 3c

ż 8

1

1
|k ` x|c

1
|x|b

dx

ď maxt3b, 3cu

ˆ
1

|x|b
˚

1
|x|c

˙
p´kq

ď maxt3b, 3cuCp1 ´ b, 1 ´ cq
1

|k|b`c´1
.

Portanto,

S1 ď maxt3b, 3cuCp1 ´ b, 1 ´ cq
1

|k|b`c´1
. (1.5)

Agora, para estimar S2 basta observar que
ˆ

1
|k ´ m|b

1
|m|c

˙

mPZ´

“

"
1

|k ` m|b
1

|m|c

*

mPZ`

,

a qual é uma sequência decrescente como já observamos acima. Então,

S2 ď Cp1 ´ b, 1 ´ cq
1

|k|b`c´1
. (1.6)

Pelas estimativas (1.5) e (1.6) resulta que

ÿ

mPZ\t0,ku

1
|k ´ m|b

1
|m|c

ď maxt3b, 3cuCp1 ´ b, 1 ´ cq
1

|k|b`c´1
, para k P Z

`. (1.7)
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Finalmente, para o caso k P Z
´, observe que

ÿ

mPZ\t0,ku

1
|k ´ m|b

1
|m|c

“
ÿ

mPZ`

1
|k ´ m|b

1
|m|c

`
ÿ

mPZ´\tku

1
|k ´ m|b

1
|m|c

“
ÿ

mPZ`

1
| ´ k1 ´ m|b

1
|m|c

`
ÿ

mPZ´\t´k1u

1
| ´ k1 ´ m|b

1
|m|c

,

ponde k “ ´k1q

“
ÿ

mPZ`

1
|k1 ` m|b

1
|m|c

`
ÿ

mPZ´\t´k1u

1
|k1 ` m|b

1
|m|c

“
ÿ

mPZ´

1
|k1 ´ m|b

1
|m|c

`
ÿ

mPZ`\tk1u

1
|k1 ´ m|b

1
|m|c

“
ÿ

mPZ\t0,k1u

1
|k1 ´ m|b

1
|m|c

ď maxt3b, 3cuCp1 ´ b, 1 ´ cq
1

|k1|b`c´1
pusando a desigualdade (1.7)q

“ maxt3b, 3cuCp1 ´ b, 1 ´ cq
1

|k|b`c´1
,

como queríamos demonstrar.

�

1.4 Espaços de Morrey e Besov-Morrey

Nesta seção trataremos dos espaços de Morrey e Besov-Morrey. Para mais

detalhes sobre esses espaços, veja [24, 29, 35].

Definição 1.33. Para 1 ď p1 ď p ă 8, o espaço de Morrey Mp
p1

“ Mp
p1

pRN q é definido

como o conjunto de todas as funções mensuráveis u tais que

}u}Mp
p1

“ sup
x0PRN

sup
Rą0

R
N
p

´ N
p1 }u}Lp1 pDpx0,Rqq ă 8, (1.8)

onde Dpx0, Rq denota a bola fechada em R
N com centro x0 e raio R.

Observação 1.34. 1. O espaço Mp
p1

equipado com a norma } ¨ }Mp
p1

é um espaço de

Banach.

2. No caso p1 “ 1, Mp
1 é um espaço de medidas de Radon com sinal e }u}L1pDpx0,Rqq

significa a variação total da medida u na bola Dpx0, Rq.

3. Para 1 ă p ă 8 temos que Mp
p “ Lp e M1

1 “ M onde M representa o espaço de

medidas de Radon com variação total finita.

4. No caso p “ p1 “ 8, consideramos M8
8 “ L8.
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A seguir veremos a relação entre os espaços de Morrey e os espaços Lp-fraco.

Proposição 1.35. r29s Para todo p e p1 tal que 1 ď p1 ă p ă 8, o espaço Lp,8 está

contido em Mp
p1

.

Agora, veremos a desigualdade de Hölder e estimativas do semigrupo do calor

nos espaços de Morrey.

Lema 1.36. (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ď p1 ď p ď 8, 1 ď q1 ď q ď 8 e

1 ď r1 ď r ď 8. Se
1
r

“
1
p

`
1
q

e
1
r1

“
1
p1

`
1
q1

, então

}fg}Mr
r1

ď }f}Mp
p1

}g}Mq
q1

, (1.9)

para todo f P Mp
p1

e g P Mq
q1

.

Denotaremos por tet∆utě0 o semigrupo do calor, isto é,

`
et∆f

˘
pxq “

ż

RN

Upx ´ y, tqfpyq dy,

com Upx, tq “
1

p4πtq
N
2

e
´|x|2

4t . Temos as seguintes estimativas em espaços de Morrey.

Lema 1.37. [24] Seja 1 ď p1 ď p ă 8 e 1 ď q1 ď q ă 8. Se p ě q e
p

p1

ě
q

q1

, então

existe uma constante universal C ą 0 tal que

}et∆f}Mp
p1

ď C t
´ N

2
p 1

q
´ 1

p
q }f}Mq

q1

, (1.10)

}Bxe
t∆f}Mp

p1

ď C t
´ N

2
p 1

q
´ 1

p
q´ 1

2 }f}Mq
q1

. (1.11)

Além disso, para 1 ď q1 ď q ă 8, vale que

}et∆f}L8 ď C t
´ N

2q }f}Mq
q1

, (1.12)

}Bxe
t∆f}L8 ď C t

´ N
2q

´ 1

2 }f}Mq
q1

, (1.13)

onde C ą 0 é uma constante universal.

Para definir os espaços de Besov-Morrey é necessário a definição de uma função

auxiliar, como é feito a seguir.

Seja χpzq uma função suave em r0,8q tal que

0 ď χpzq ď 1, χpzq ” 1 para z ď
3
2

e supp χ Ă

„
0,

5
3

˙
.

Considere a sequência de funções pϕjqjPZ definidas por

ϕjpξq “ χp2´j|ξ|q ´ χp21´j|ξ|q.
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Segue que ϕjpξq P C8
0 pRN q e temos a decomposição diádica

8ÿ

j“´8

ϕjpξq “ 1, @ ξ ‰ 0.

Com essa construção, podemos definir os espaços de Besov-Morrey.

Definição 1.38. Sejam 1 ď p1 ď p ă 8, 1 ď r ď 8 e s P R. O espaço de Besov-Morrey

homogêneo N s
p,p1,r “ N s

p,p1,rpRN q é o conjunto de toda u P S 1{P tal que ϕ_
j ˚ u P Mp

p1
para

todo j e

}u}N s
p,p1,r

“

$
’’’&
’’’%

˜ÿ

jPZ

´
2sj}ϕ_

j ˚ u}Mp
p1

¯r

¸ 1

r

ă 8, para 1 ď p1 ď p ď 8, 1 ď r ă 8, s P R,

sup
jPZ

´
2sj}ϕ_

j ˚ u}Mp
p1

¯
ă 8, para 1 ď p1 ď p ď 8, r “ 8, s P R,

(1.14)

onde P denota o conjunto de polinômios com N variáveis.

Observe que }u}N s
p,p1,r

“ 0 se, e somente se, ϕ_
j ˚ u “ pϕj puq_ “ 0, para todo

j P Z. Então, segue que ϕjpξq pupξq “ 0 para todo j P Z; isso implica que supp pu “ t0u e

portanto u P P (ou, equivalentemente, u ” 0 em S 1{P). E como as outras propriedades

que definem uma norma são verificadas para } ¨ }N s
p,p1,r

, temos que pN s
p,p1,r, } ¨ }N s

p,p1,r
q é um

espaço normado. Além disso, N s
p,p1,r é completo e portanto é Banach.

Observação 1.39. Para p “ p1 o espaço de Besov-Morrey N s
p,p1,r coincide com o espaço

de Besov homogêneo 9Bs
p,r, isto é,

N s
p,p,r “ 9Bs

p,r.

A seguir iremos enunciar algumas propriedades dos espaços de Besov-Morrey.

Proposição 1.40. [29, 35] Sejam 1 ď p1 ď p ă 8, 1 ď r ď 8 e s P R. Então,

1. Se 1 ď p2 ď p1 ď p ă 8 e 1 ď r ď r̄ ď 8, temos que

N s
p,p1,r ãÑ N s

p,p2,r̄;

2. N s
p,p1,r ãÑ 9Bs´N{p

8,r ;

3. N N{p
p,p1,1 ãÑ L8;

4. N s
p,p1,r ãÑ N

s´ Np1´θq
p

p

θ
,

p1

θ
,r

, @ θ P p0, 1q;

5. Seja uλpxq “ upλxq, para todo λ ą 0, então

}uλ}N s
p,p1,r

– λs´N{p}u}N s
p,p1,r

,

onde a – b significa que existem contantes C1 e C2 positivas tais que C1a ď b ď C2a.
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Uma propriedade muito útil dos espaços de Besov-Morrey é a equivalência de

normas com respeito ao semigrupo do calor como veremos na sequência.

Proposição 1.41. [35] Sejam 1 ď p1 ď p ă 8 e s ă 0, então

}u}N s
p,p1,8

– sup
tą0

t´
s
2 }et∆u}Mp

p1

. (1.15)

1.5 Espaços de Sobolev

Nesta seção vamos relembrar os espaços de Sobolev e ver um resultado impor-

tante de regularidade. Os resultados desta seção podem ser encontrados em [1].

Definição 1.42. Seja m P N e 1 ď p ď 8. Definimos o espaço de Sobolev Wm,p como o

espaço de todas as funções h P LppRN q tais que Bαh P LppRN q, para todo α P N
N tal que

0 ď |α| ď m, onde Bαh denota a derivada de h no sentido de distribuições.

O espaço Wm,p é munido com a norma

}h}m,p :“

˜ ÿ

0ď|α|ďm

}Bαh}p

LppRN q

¸ 1

p

, se 1 ď p ă 8;

}h}m,8 :“ max
0ď|α|ďm

}Bαh}L8pRN q.

Além disso, pWm,p, } ¨ }m,pq é um espaço de Banach para p P r1,8s.

O resultado a seguir mostra que se o índice de regularidade m for suficientemente

grande, então funções em espaços de Sobolev, e algumas de suas derivadas, são funções

contínuas e limitadas. Tal resultado faz parte de um conjunto de imersões conhecidas como

imersões de Sobolev. Para mais detalhes veja r1s.

Proposição 1.43. Sejam j ě 0, m ě 1 inteiros e p P r1,8q. Se mp ą N ou m “ N e

p “ 1, então temos a seguinte imersão contínua

W j`m,p ãÑ C
j
B,

onde Cj
B denota o espaço das funções f P CjpRN q tais que Bαf é limitada em R

N , para

todo α P N
N tal que 0 ď |α| ď j.

Observação 1.44. O resultado anterior permanece válido quando R
N é substituído pelo

domínio R
N´1 ˆ p0, εq, desde que este satisfaz a propriedade do cone (veja [1]).
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2 Sistema de Keller-Segel acoplado com as

equações de Navier-Stokes em R
N

Como já foi antecipado na introdução, o objeto deste capítulo é o estudo

do sistema de Keller-Segel acoplado com as equações de Navier-Stokes. Mostraremos a

boa-colocação global do sistema para dados iniciais pequenos nos espaços de Besov-Morrey,

reveja a seção 1.4 no qual definimos tais espaços.

2.1 Resultados

Nessa seção vamos apresentar os espaços que utilizaremos para trabalhar com as

equações em questão e enunciaremos os resultados obtidos. Antes disso, vamos relembrar as

equações que modelam o sistema de Keller-Segel acoplado com as equações de Navier-Stokes

em dimensão N . Como apresentado em (1), o sistema consiste das seguintes equações:
$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

Btn ` u ¨ ∇n “ ∆n ´ ∇ ¨ pn∇cq ´ ∇ ¨ pn∇vq em R
N ˆ p0,8q,

Btc ` u ¨ ∇c “ ∆c ´ nc em R
N ˆ p0,8q,

Btv ` u ¨ ∇v “ ∆v ´ γv ` n em R
N ˆ p0,8q,

Btu ` pu ¨ ∇qu “ ∆u ´ ∇π ´ nf em R
N ˆ p0,8q,

∇ ¨ u “ 0 em R
N ˆ r0,8q,

npx, 0q “ n0pxq, cpx, 0q “ c0pxq, vpx, 0q “ v0pxq, upx, 0q “ u0pxq em R
N ,

(2.1)

onde N ě 2 e γ ě 0.

Para determinar o espaço adequado para tais equações, faremos uma análise

de escala para encontrar os índices adequados dos espaços de Besov-Morrey. Sendo assim,

primeiramente note que para γ ‰ 0, o sistema (2.1) não tem relação de escala. No entanto,

podemos considerar para (2.1) a escala do caso γ “ 0. Assuma temporariamente que γ “ 0

e que a força f é uma distribuição homogênea de grau ´1, isto é,

fpxq “ λfpλxq, para todo λ ą 0.

Assim, se pn, c, v, u, πq é uma solução clássica de (2.1), então pnλ, cλ, vλ, uλ, πλq também é
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solução de (2.1), onde

nλpx, tq :“ λ2 npλx, λ2tq,

cλpx, tq :“ cpλx, λ2tq,

vλpx, tq :“ vpλx, λ2tq,

uλpx, tq :“ λupλx, λ2tq,

πλpx, tq :“ λ2 πpλx, λ2tq.

Ou seja, o sistema (2.1) tem a seguinte relação de escala:

pn, c, v, uq Ñ pλ2 npλx, λ2tq, cpλx, λ2tq, vpλx, λ2tq, λ upλx, λ2tqq. (2.2)

Em particular, tomando t “ 0 em (2.2) temos a seguinte relação de escala para os dados

inicais

pn0, c0, v0, u0q Ñ pλ2 n0pλxq, c0pλxq, v0pλxq, λ u0pλxqq. (2.3)

Soluções invariantes por (2.2) são chamadas de soluções autossimilares. Então,

para pn, c, v, u, πq ser uma solução autossimilar é necessário que os dados iniciais n0, c0,

v0, u0 e a força f sejam funções homogêneas de grau ´2, 0, 0,´1 e ´1, respectivamente.

Motivados pela análise de escala feita acima e pelo scaling dos espaços de Besov-Morrey

(veja Proposição 1.40, pág. 30), consideraremos a seguinte classe crítica de dados iniciais

(i.e., invariante pela relação de escala (2.3))

n0 P N
N
q

´2

q,q1,8

`
R

N
˘
, c0 P L8

`
R

N
˘

com ∇c0 P N
N
r

´1
r,r1,8

`
R

N
˘
, (2.4)

v0 P S 1{P com ∇v0 P N
N
r

´1
r,r1,8

`
R

N
˘

e u0 P N
N
p

´1

p,p1,8

`
R

N
˘

com ∇ ¨ u0 “ 0,

com ∇ ¨u0 “ 0 e a força f P MN
N1

`
R

N
˘
, onde os expoentes p, p1, q, q1, r, r1 e N1 satisfazem

as condições enunciadas na seguinte suposição:

Suposição 2.1. Assuma que N ě 2 e γ ě 0. Para N ě 3, suponha que os expoentes p, q

e r satisfaçam ou piq ou piiq ou piiiq em que

piq
N

2
ă q ă N, N ă p ă

Nq

N ´ q
, N ă r ă

Nq

N ´ q
;

piiq q “ N, N ă p ă 8, N ă r ă 8;

piiiq N ă q ă 2N, N ă p ă
Nq

q ´ N
, q ď r ă

Nq

q ´ N
.

No caso N “ 2 assumimos que p, q e r satisfaçam a condição piiiq acima. Além disso,
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suponha também que p1, q1, r1 e N1 satisfaçam as seguintes condições:

pAq 1 ď p1 ď p, 1 ď q1 ď q, 1 ď r1 ď r, 1 ď N1 ď N ;

pBq
1
p1

`
1
q1

ď 1,
1
r1

`
1
q1

ď 1,
1
p1

`
1
r1

ď 1,
1
N1

`
1
q1

ď 1;

pCq
p

p1

ď
q

q1

“
r

r1

;

pDq p1

ˆ
1
N1

`
1
q1

˙
ď p

ˆ
1
N

`
1
q

˙
.

Observação 2.2. É sempre possível encontrar índices p1, q1, r1 e N1 suficientemente

próximos de p, q, r e N , respectivamente, satisfazendo piq, piiq ou piiiq e de tal forma que

pAq, pBq, pCq e pDq também ocorram. Em outras palavras, a Suposição 2.1 é um conjunto

não-vazio.

Agora, seja Z um espaço de Banach continuamente incluído em S 1. Denotamos

por BCw pp0,8q; Zq a classe de funções limitadas de p0,8q em Z que são fracamente

contínuas no tempo no sentido de S 1. Assim, definimos os seguintes espaços funcionais

X1 :“
!
n : t´

N
2q

`1
n P BCw

`
p0,8q; Mq

q1

˘)
, (2.5)

X2 :“
!
c : c P BCw pp0,8q;L8q com t´

N
2r

` 1

2 ∇c P BCw

`
p0,8q; Mr

r1

˘)
, (2.6)

X3 :“
!
v : vp¨, tq P S 1{P para t P p0,8q e t´

N
2r

` 1

2 ∇v P BCw

`
p0,8q; Mr

r1

˘)
, (2.7)

X4 :“
!
u : t´

N
2p

` 1

2 u P BCw

`
p0,8q; Mp

p1

˘)
, (2.8)

que são espaços de Banach dotados das respectivas normas

}n}X1
:“ sup

tą0

t
´ N

2q
`1 }nptq}Mq

q1

,

}c}X2
:“ sup

tą0

}cptq}L8 ` sup
tą0

t´
N
2r

` 1

2 }∇cptq}Mr
r1

,

}v}X3
:“ sup

tą0

t´
N
2r

` 1

2 }∇vptq}Mr
r1

,

}u}X4
:“ sup

tą0

t
´ N

2p
` 1

2 }uptq}Mp
p1

.

Na sequência, apresentamos os espaços X e I definidos por

X :“ tpn, c, v, uq : n P X1, c P X2, v P X3, u P X4u (2.9)

com a norma

}pn, c, v, uq}X :“ }n}X1
` }c}X2

` }v}X3
` }u}X4

,
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e

I :“ tpn0, c0, v0, u0q : n0, c0, v0 e u0 sob as condições (2.4)u

com a norma

}pn0, c0, v0, u0q}I :“ }n0}
N

N
q ´2

q,q1,8

` }c0}L8 ` }∇c0}
N

N
r ´1

r,r1,8

` }∇v0}
N

N
r ´1

r,r1,8

` }u0}
N

N
p ´1

p,p1,8

.

Note que X e I são espaços de Banach equipados com as normas } ¨ }X e } ¨ }I , respectiva-

mente.

Vamos denotar por P “ I ` R b R o projetor de Leray-Helmholtz, onde

R “ pR1,R1, . . . ,RN q é um vetor em que cada componente Rj representa a j-ésima

transformada de Riesz. Aplicando P na quarta equação em (2.1) e usando o princípio de

Duhamel, o sistema (2.1) pode ser formalmente convertido para a seguinte formulação

integral:
$
’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’%

nptq “ et∆n0 ´

ż t

0

ept´τq∆pu ¨ ∇nqpτq dτ ´

ż t

0

∇ ¨ ept´τq∆pn∇c ` n∇vqpτq dτ,

cptq “ et∆c0 ´

ż t

0

ept´τq∆pu ¨ ∇c ` ncqpτq dτ,

vptq “ e´γtet∆v0 ´

ż t

0

e´γpt´τqept´τq∆pu ¨ ∇v ´ nqpτq dτ,

uptq “ et∆u0 ´

ż t

0

ept´τq∆
Ppu ¨ ∇uq dτ ´

ż t

0

ept´τq∆
Ppnfqpτq dτ.

(2.10)

Na sequência, uma 4-upla pn, c, v, uq satisfazendo (2.10) é chamada de solução

branda de (2.1). A seguir, apresentamos nosso resultado principal para o sistema (2.1).

Teorema 2.3. Sejam N ě 2 e os índices p, p1, q, q1, r, r1 e N1 como na Suposição 2.1.

Suponha que os dados iniciais pn0, c0, v0, u0q P I e a força externa f P MN
N1

pRN q. Então,

existem constantes positivas ε, δ (δ “ Cε) e K1 tais que o sistema (2.1) tem uma única

solução branda global pn, c, v, uq P X satisfazendo }pn, c, v, uq}X ď 2K1ε e ∇ ¨ u “ 0 para

t ą 0, quando }pn0, c0, v0, u0q}I ď δ.

Como o espaço X é crítico em relação a relação de escala do caso γ “ 0,

é possível obter soluções autossimilares assumindo a homogeneidade correta nos dados

iniciais e na força.

Corolário 2.4. (Soluções autossimilares) Sejam N ě 3 e γ “ 0. Assuma que pn0, c0, v0, u0q

e f sejam como no Teorema 2.3. Suponha que as funções n0, c0, v0, u0 e f sejam homogêneas

de grau ´2, 0, 0,´1 e ´1, respectivamente. Então, a solução pn, c, v, uq obtida no Teorema

2.3 é autossimilar, isto é, para todo λ ą 0 temos que

npx, tq “ λ2npλx, λ2tq, cpx, tq “ cpλx, λ2tq, vpx, tq “ vpλx, λ2tq e upx, tq “ λupλx, λ2tq.
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E por último, mostramos uma resultado de estabilidade assintótica para soluções

do sistema (2.1), o qual descrevemos a seguir.

Teorema 2.5. Assuma as hipóteses do Teorema 2.3. Suponha que pn, c, v, uq e pñ, c̃, ṽ, ũq

são duas soluções dadas pelo Teorema 2.3 correspondendo aos dados iniciais pn0, c0, v0, u0q

e pñ0, c̃0, ṽ0, ũ0q, respectivamente. Então, temos que

lim
tÑ8

´
t

´ N
2q

`1}et∆pn0 ´ ñ0q}Mq
q1

` }et∆pc0 ´ c̃0q}L8 ` t´
N
2r

` 1

2 }∇et∆pc0 ´ c̃0q}Mr
r1

`

t´
N
2r

` 1

2 }∇e´γtet∆pv0 ´ ṽ0q}Mr
r1

` t
´ N

2p
` 1

2 }et∆pu0 ´ ũ0q}Mp
p1

¯
“ 0, (2.11)

se, e somente se,

lim
tÑ8

t
´ N

2q
`1}np¨, tq ´ ñp¨, tq}Mq

q1

“ lim
tÑ8

}cp¨, tq ´ c̃p¨, tq}L8 “ lim
tÑ8

t´
N
2r

` 1

2 }∇pcp¨, tq ´ c̃p¨, tqq}Mr
r1

“ lim
tÑ8

t´
N
2r

` 1

2 }∇pvp¨, tq ´ ṽp¨, tqq}Mr
r1

“ lim
tÑ8

t
´ N

2p
` 1

2 }up¨, tq ´ ũp¨, tq}Mp
p1

“ 0. (2.12)

Observação 2.6. (Soluções assintoticamente autossimilares ) No caso γ “ 0, o Teorema 2.5

juntamente com o Corolário 2.4 fornecem uma classe de soluções que são assintoticamente

autossimilares quando t Ñ 8. De fato, para dados iniciais pñ0, c̃0, ṽ0, ũ0q “ pn0, c0, v0, u0q`

pϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4q com ϕi P C8
0 e n0, c0, v0, u0 e f como no Corolário 2.4, temos que a solução

correspondente pñ, c̃, ṽ, ũq é “atraída” para a solução autossimilar pn, c, v, uq no sentido de

(2.12).

2.2 Demonstrações dos resultados

Nesta seção apresentaremos as demonstrações dos resultados enunciados na

seção 2.1. Na demonstração do resultado de boa-colocação para o sistema (2.1), utilizaremos

o seguinte lema abstrato que nos permitirá simplificar algumas contas grandes de ponto

fixo.

Lema 2.7. Para 1 ď i ď 4, sejam Xi espaços de Banach com a norma } ¨ }Xi
. Considere

o espaço X “ X1 ˆ X2 ˆ X3 ˆ X4 que é Banach equipado com a norma

}x}X “ }x1}X1
` }x2}X2

` }x3}X3
` }x4}X4

,

onde x “ px1, x2, x3, x4q P X . Para cada índice i, j, k tal que 1 ď i, j, k ď 4, assuma que

Bk
i,j : Xi ˆXj Ñ Xk é um operador bilinear contínuo, isto é, existe uma constante Ck

i,j ą 0

tal que

››Bk
i,jpxi, xjq

››
Xk

ď Ck
i,j }xi}Xi

}xj}
Xj
, para todo pxi, xjq P Xi ˆ Xj. (2.13)

Assuma também que L3 : X1 Ñ X3 e que L4 : X1 Ñ X4 sejam operadores lineares contínuos

tais que

}L3}X1ÑX3
ď ρ e }L4}X1ÑX4

ď θ.
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Além disso, considere as constantes K1 e K2 definidas por

K1 :“ 1 ` ρ ` θ e K2 :“ pρ ` θq
4ÿ

i,j“1

C1
i,j `

4ÿ

k,i,j“1

Ck
i,j

e sejam 0 ă ε ă
1

4K1K2

e Bε :“ tx P X : }x}X ď 2K1 εu. Se }y}X ď ε, então existe uma

única solução x P Bε para a equação x “ y ` Bpxq, onde y “ py1, y2, y3, y4q, Bpxq “

pB1pxq, B2pxq, B3pxq, B4pxqq e

B1pxq “
4ÿ

i,j“1

B1
i,jpxi, xjq,

B2pxq “
4ÿ

i,j“1

B2
i,jpxi, xjq,

B3pxq “
4ÿ

i,j“1

B3
i,jpxi, xjq ` pL3 ˝ py1 ` B1qq pxq,

B4pxq “
4ÿ

i,j“1

B4
i,jpxi, xjq ` pL4 ˝ py1 ` B1qq pxq.

Ademais, a solução depende continuamente de y no seguinte sentido: se }ỹ}X ď ε, x̃ “

ỹ ` Bpx̃q e }ũ} ď 2K1ε, então

}x ´ x̃}X ď
1

1 ´ 4K1K2ε
}y ´ ỹ}X .

Demonstração. Para todo x P X , segue de (2.13) que

}B1pxq}X1
ď

4ÿ

i,j“1

››B1
i,jpxi, xjq

››
X1

ď
4ÿ

i,j“1

C1
i,j }xi}Xi

}xj}Xj

ď

˜
4ÿ

i,j“1

C1
i,j

¸
}x}2

X . (2.14)

Analogamente, temos que

}B2pxq}X2
ď

˜
4ÿ

i,j“1

C2
i,j

¸
}x}2

X . (2.15)
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Em seguida, usando (2.13) e (2.14), estimamos B3 do seguinte modo:

}B3pxq}X3
ď

4ÿ

i,j“1

››B3
i,jpxi, xjq

››
X3

` }pL3 ˝ py1 ` B1qq pxq}X3

ď
4ÿ

i,j“1

C3
i,j }xi}Xi

}xj}Xj
` ρ }py1 ` B1qpxq}X1

ď

˜
4ÿ

i,j“1

C3
i,j

¸
}x}2

X ` ρ

˜
}y}X `

˜
4ÿ

i,j“1

C1
i,j

¸
}x}2

X

¸

“

˜
4ÿ

i,j“1

C3
i,j ` ρ

4ÿ

i,j“1

C1
i,j

¸
}x}2

X ` ρ }y}X . (2.16)

Similarmente, temos que

}B4pxq}X4
ď

˜
4ÿ

i,j“1

C4
i,j ` θ

4ÿ

i,j“1

C1
i,j

¸
}x}2

X ` θ }y}X . (2.17)

Agora, considere a função F : X Ñ X definida por Fpxq “ y ` Bpxq. Para

x P Bε, segue das estimativas (2.14)-(2.17) que

}Fpxq}X ď }y}X `
4ÿ

k“1

}Bkpxq}Xk

ď p1 ` ρ ` θq}y}X `

˜
pρ ` θq

4ÿ

i,j“1

C1
i,j `

4ÿ

k,i,j“1

Ck
i,j

¸
}x}2

X

ď K1 ε ` K2 4K2
1 ε

2 “ p1 ` 4K1 K2 εqK1 ε ď 2K1 ε,
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e portanto F pBεq Ă Bε. Agora, para x, z P Bε temos a estimativa

}Fpxq ´ Fpzq}X “ }Bpxq ´ Bpzq}X

“
4ÿ

k“1

}Bkpxq ´ Bkpzq}Xk

ď
4ÿ

k“1

4ÿ

i,j“1

››Bk
i,jpxi ´ zi, xjq ` Bk

i,jpzi, xj ´ zjq
››

Xk

`
4ÿ

l“3

}pLl ˝ pB1pxq ´ B1pzqqq}Xl

ď
4ÿ

k,i,j“1

Ck
i,j

`
}xi ´ zi}Xi

}xj}Xj
` }zi}Xi

}xj ´ zj}Xj

˘

`pρ ` θq }B1pxq ´ B1pzq}X1

ď
4ÿ

k,i,j“1

Ck
i,j }x ´ z}X p}x}X ` }z}X q

` pρ ` θq
4ÿ

i,j“1

C1
i,j

`
}xi ´ zi}Xi

}xj}Xj
` }zi}Xi

}xj ´ zj}Xj

˘

ď

˜
pρ ` θq

4ÿ

i,j“1

C1
i,j `

4ÿ

k,i,j“1

Ck
i,j

¸
}x ´ z}X p}x}X ` }z}X q

ď K2 4K1 ε }x ´ z}X . (2.18)

Como 4K1K2ε ă 1, então F é uma contração em Bε e segue pelo teorema do ponto fixo

de Banach que F possui um único ponto fixo x P Bε.

Para finalinar a prova do lema, vamos mostrar a dependência contínua da

solução. Sejam x e x̃ como no enunciado, então pela desigualdade (2.18) temos que

}x ´ x̃}X ď }y ´ ỹ}X ` }Bpxq ´ Bpx̃q}X ď }y ´ ỹ}X ` 4K1 K2 ε }x ´ x̃}X ,

ou seja,

}x ´ x̃}X ď
1

1 ´ 4K1K2ε
}y ´ ỹ}X .

�

Observação 2.8. Para a demonstração do Corolário 2.4, é útil destacar que a solução

obtida através do lema 2.7 é o limite em X da sequência de iterações xp1q “ y e xpm`1q “

Fpxpmqq, onde m ě 1.

Com o objetivo de provar os resultados já enunciados, vamos introduzir uma

função auxiliar F . Para cada 4-upla de dados iniciais pn0, c0, v0, u0q e força f, consideramos
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Fpn, c, v, uq “ pN , C,V ,Uq, onde cada componente é definida do seguinte modo:
$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

N ptq “ et∆n0 ´

ż t

0

ept´τq∆pu ¨ ∇nqpτq dτ ´

ż t

0

∇ ¨ ept´τq∆pn∇cqpτq dτ

´

ż t

0

∇ ¨ ept´τq∆pn∇vqpτq dτ,

“: et∆n0 ` B1
4,1pu, nqptq ` B1

1,2pn, cqptq ` B1
1,3pn, vqptq,

Cptq “ et∆c0 ´

ż t

0

ept´τq∆pu ¨ ∇cqpτq dτ ´

ż t

0

ept´τq∆pncqpτq dτ,

“: et∆c0 ` B2
4,2pu, cqptq ` B2

1,2pn, cqptq,

Vptq “ e´γtet∆v0 ´

ż t

0

e´γpt´τqept´τq∆pu ¨ ∇vqpτq dτ `

ż t

0

e´γpt´τqept´τq∆npτq dτ,

“: e´γtet∆v0 ` B3
4,3pu, vqptq ` L3pnqptq,

Uptq “ et∆u0 ´

ż t

0

ept´τq∆
Ppu ¨ ∇uq dτ ´

ż t

0

ept´τq∆
Ppnfqpτq dτ,

“: et∆u0 ` B4
4,4pu, uqptq ` L4pnqptq, 0 ă t ă 8.

(2.19)

Os operadores bilineares Bk
i,j e os operadores lineares Lj definidos acima serão

o objeto de estudo das próximas duas seções.

2.2.1 Estimativas para os termos bilineares em (2.19)

Lema 2.9. Assuma as hipóteses do Teorema 2.3. Existem constantes positivas Ci, para

1 ď i ď 9, tais que
››B1

4,1pu, nq
››

X1

ď C1 }u}X4
}n}X1

, (2.20)
››B1

1,2pn, cq
››

X1

ď C2 }n}X1
}c}X2

, (2.21)
››B1

1,3pn, vq
››

X1

ď C3 }n}X1
}v}X3

, (2.22)
››B2

4,2pu, cq
››

X2

ď C4 }u}X4
}c}X2

, (2.23)
››B2

1,2pn, cq
››

X2

ď C5 }n}X1
}c}X2

, (2.24)
››B3

4,3pu, vq
››

X3

ď C6 }u}X4
}v}X3

, (2.25)
››B4

4,4pu, ũq
››

X4

ď C7 }u}X4
}ũ}X4

, (2.26)

para todo n P X1, c P X2, v P X3 e u, ũ P X4.

Demonstração. Das condições piq, piiq e piiiq na Suposição 2.1, temos que

1
2

´
N

2p
ą 0 e ´

1
2

`
N

2p
`
N

2q
ą 0.
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Além disso, tomando s1 “
p1q1

p1 ` q1

, segue das condições pAq, pBq e pCq da Suposição 2.1

que

1 ď s1 ď
pq

p ` q
ď q e

q

q1

ě
pq

p ` q

1
s1

.

Portanto, estimamos B1
4,1pu, nq em Mq

q1
do seguinte modo:

››B1
4,1pu, nqptq

››
Mq

q1

“

››››
ż t

0

ept´τq∆pu ¨ ∇nqpτq dτ

››››
Mq

q1

ď

ż t

0

››∇ ¨ ept´τq∆punqpτq
››

Mq
q1

dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2

p 1

q
` 1

p
´ 1

q
q´ 1

2 }punqpτq}
M

pq
p`q
s1

dτ, por (1.11)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 }upτq}Mp
p1

}npτq}Mq
q1

dτ, por (1.9)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 τ
N
2p

´ 1

2 τ
N
2q

´1
dτ }u}X4

}n}X1

“ C t
N
2q

´1
β

ˆ
1
2

´
N

2p
,´

1
2

`
N

2p
`
N

2q

˙
}u}X4

}n}X1
, (2.27)

onde βp¨, ¨q denota a função beta. Como
1
2

´
N

2p
ą 0 e ´

1
2

`
N

2p
`
N

2q
ą 0, segue que

β

ˆ
1
2

´
N

2p
,´

1
2

`
N

2p
`
N

2q

˙
ă 8. Logo, vale que

››B1
4,1pu, nqptq

››
Mq

q1

ď C1 t
N
2q

´1 }u}X4
}n}X1

, (2.28)

para todo t ą 0, onde C1 “ CpN, p, p1, q, q1q.

Agora, tomando s2 “
r1q1

r1 ` q1

, temos que

1
2

´
N

2r
ą 0, ´

1
2

`
N

2q
`
N

2r
ą 0, 1 ď s2 ď

rq

r ` q
ď q e

q

q1

ě
rq

r ` q

1
s2

,

e assim segue que

››B1
1,2pn, cqptq

››
Mq

q1

“

››››
ż t

0

∇ ¨ ept´τq∆pn∇cqpτq dτ

››››
Mq

q1

ď

ż t

0

››∇ ¨ ept´τq∆pn∇cqpτq
››

Mq
q1

dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2

p 1

q
` 1

r
´ 1

q
q´ 1

2 }pn∇cqpτq}
M

rq
r`q
s2

dτ, por (1.11)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2r

´ 1

2 }npτq}Mq
q1

}∇cpτq}Mr
r1

dτ, por (1.9)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2r

´ 1

2 τ
N
2q

´1
τ

N
2r

´ 1

2 dτ }n}X1
}c}X2

“ C t
N
2q

´1 }n}X1
}c}X2

β

ˆ
1
2

´
N

2r
,´

1
2

`
N

2q
`
N

2r

˙

“ C2 t
N
2q

´1 }n}X1
}c}X2

, (2.29)
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para todo t ą 0, onde C2 “ CpN, q, q1, r, r1q. Similarmente,

››B1
1,3pn, vqptq

››
Mq

q1

ď C t
N
2q

´1 }n}X1
}v}X3

β

ˆ
1
2

´
N

2r
,´

1
2

`
N

2q
`
N

2r

˙

“ C3 t
N
2q

´1 }n}X1
}v}X3

, (2.30)

para t ą 0, onde C3 “ C3pN, q, q1, r, r1q. Portanto, seguem de (2.28)-(2.30) as desigualdades

(2.20), (2.21) e (2.22).

Agora, de piq, piiq e piiiq na Suposição 2.1, temos que

1
2

´
N

2p
ą 0, 1 ´

N

2q
ą 0 e

1
2

´
N

2q
`
N

2r
ą 0.

E tomando s3 “
p1r1

p1 ` r1

, novamente pelas condições pAq, pBq e pCq da Suposição 2.1 vale

que

1 ď s3 ď
pr

p ` r
ď r e

r

r1

ě
pr

p ` r

1
s3

.

Portanto, temos as seguintes estimativas para B2
4,2 e ∇B2

4,2 em L8 e Mr
r1

, respectivamente:

››B2
4,2pu, cqptq

››
L8 “

››››
ż t

0

ept´τq∆pu ¨ ∇cqpτq dτ

››››
L8

ď

ż t

0

››∇ ¨ ept´τq∆pucqpτq
››

L8 dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 }pucqpτq}Mp
p1

dτ, por (1.13)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 }upτq}Mp
p1

}cpτq}L8 dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 τ
N
2p

´ 1

2 dτ }u}X4
}c}X2

“ C }u}X4
}c}X2

β

ˆ
1
2

´
N

2p
,
1
2

`
N

2p

˙

“ C4,1 }u}X4
}c}X2

(2.31)
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e

››∇B2
4,2pu, cqptq

››
Mr

r1

“

››››∇
ż t

0

ept´τq∆pu ¨ ∇cqpτq dτ

››››
Mr

r1

ď

ż t

0

››∇ept´τq∆pu ¨ ∇cqpτq
››

Mr
r1

dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2

p 1

p
` 1

r
´ 1

r
q´ 1

2 }pu ¨ ∇cqpτq}
M

pr
p`r
s3

dτ, por (1.11)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 }upτq}Mp
p1

}∇cpτq}Mr
r1

dτ, por (1.9)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 τ
N
2p

´ 1

2 τ
N
2r

´ 1

2 dτ }u}X4
}c}X2

ď C t
N
2r

´ 1

2β

ˆ
1
2

´
N

2p
,
N

2p
`
N

2r

˙
}u}X4

}c}X2

“ C5,1 t
N
2r

´ 1

2 }u}X4
}c}X2

, (2.32)

para todo t ą 0, em que C4,1 “ C4,1pN, p, p1q e C5,1 “ C6pN, p, p1, r, r1q.

Por sua vez, podemos estimar B2
1,2 e ∇B2

1,2 em L8 e Mr
r1

, respectivamente, da

seguinte maneira:

››B2
1,2pn, cqptq

››
L8 “

››››
ż t

0

ept´τq∆pncqpτq dτ

››››
L8

ď

ż t

0

››ept´τq∆pncqpτq
››

L8 dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2q }pncqpτq}Mq

q1

dτ, por (1.12)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2q }npτq}Mq

q1

}cpτq}L8 dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2q τ

N
2q

´1
dτ }n}X1

}c}X2

“ C }n}X1
}c}X2

β

ˆ
1 ´

N

2q
,
N

2q

˙

“ C4,2 }n}X1
}c}X2

, (2.33)
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e

››∇B2
1,2pn, cqptq

››
Mr

r1

“

››››∇
ż t

0

ept´τq∆pncqpτq dτ

››››
Mr

r1

ď

ż t

0

››∇ept´τq∆pncqpτq
››

Mr
r1

dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2

p 1

q
´ 1

r
q´ 1

2 }pncqpτq}Mq
q1

dτ, por (1.11)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2q

` N
2r

´ 1

2 }npτq}Mq
q1

}cpτq}L8 dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2q

` N
2r

´ 1

2 τ
N
2q

´1
dτ }n}X1

}c}X2

ď C t
N
2r

´ 1

2 β

ˆ
1
2

´
N

2q
`
N

2r
,
N

2q

˙
}n}X1

}c}X2

“ C5,2 t
N
2r

´ 1

2 }n}X1
}c}X2

, (2.34)

para todo t ą 0, onde C4,2 “ C4,2pN, q, q1q e C5,2 “ C5,2pN, q, q1, r, r1q. Tomando C4 “

C4,1 ` C4,2 e C5 “ C5,1 ` C5,2, as estimativas (2.23) e (2.24) seguem de (2.31)-(2.34).

Procedendo de forma similar a (2.31), podemos estimar ∇B3
4,3 em Mr

r1
como

››∇B3
4,3pu, vqptq

››
Mr

r1

“

››››∇
ż t

0

e´γpt´τq ept´τq∆ pu ¨ ∇vqpτq dτ

››››
Mr

r1

ď C t
N
2r

´ 1

2β

ˆ
1
2

´
N

2p
,
N

2p
`
N

2r

˙
}u}X4

}v}X3

“ C6 t
N
2r

´ 1

2 }u}X4
}v}X3

, (2.35)

para todo t ą 0, onde C6 “ C6pN, p, p1, r, r1q e assim obtemos a desigualdade (2.25).

Finalmente, como o operador projeção P é limitado nos espaços de Morrey (ver
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[24, Lema 4.2]) temos que

››B4
4,4pu, ũqptq

››
Mp

p1

“

››››
ż t

0

ept´τq∆
Ppu ¨ ∇ũq dτ

››››
Mp

p1

ď

ż t

0

››P∇ ¨ ept´τq∆pu b ũqpτq
››

Mp
p1

dτ

ď C

ż t

0

››∇ ¨ ept´τq∆ pu b ũqpτq
››

Mp
p1

dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2

p 2

p
´ 1

p
q´ 1

2 }pu b ũqpτq}
M

p
2
p1
2

dτ, por (1.11)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 }upτq}Mp
p1

}ũpτq}Mp
p1

dτ, por (1.9)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2p

´ 1

2 τ
N
p

´1
dτ }u}X4

}ũ}X4

ď C t
N
2p

´ 1

2β

ˆ
1
2

´
N

2p
,
N

p

˙
}u}X4

}ũ}X4

“ C7 t
N
2p

´ 1

2 }u}X4
}ũ}X4

, (2.36)

para todo t ą 0, onde C7 “ C7pN, p, p1q e consequentemente obtemos (2.26).

�

2.2.2 Estimativas para os termos lineares em (2.19)

Lema 2.10. Assuma as hipóteses do Teorema 2.3. Existem constantes ρ, θ ą 0 tal que

}L3pnq}X3
ď ρ }n}X1

, (2.37)

}L4pnq}X4
ď θ }n}X1

, (2.38)

para todo n P X1.

Demonstração. De piq, piiq e piiiq na Suposição 2.1, temos que
1
2

`
N

2p
´
N

2q
ą 0

e usando (1.11), podemos estimar ∇L3pnq em Mr
r1

da seguinte maneira:

}∇L3pnqptq}Mr
r1

“

››››∇
ż t

0

e´γpt´τq ept´τq∆ npτq dτ

››››
Mr

r1

ď

ż t

0

››∇ept´τq∆npτq
››

Mr
r1

dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2

p 1

q
´ 1

r
q´ 1

2 }npτq}Mq
q1

dτ

ď C t
N
2r

´ 1

2 β

ˆ
1
2

´
N

2q
`
N

2r
,
N

2q

˙
}n}X1

“ ρ t
N
2r

´ 1

2 }n}X1
, (2.39)
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para todo t ą 0, onde ρ “ ρpN, q, q1, r, r1q, no que resulta (2.37).

Agora, considerando s4 “
N1q1

N1 ` q1

, por pAq, pBq e pDq da Suposição 2.1, temos

que

1 ď s4 ď
Nq

N ` q
ď p e

p

p1

ě
Nq

N ` q

1
s4

.

Então, L4pnq pode ser estimada da seguinte forma em Mp
p1

:

}L4pnqptq}Mp
p1

“

››››
ż t

0

ept´τq∆
Ppnfqpτq dτ

››››
Mp

p1

ď

ż t

0

››P ept´τq∆pnfqpτq
››

Mp
p1

dτ

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2

p 1

N
` 1

q
´ 1

p
q }nfpτq}

M

Nq
N`q
s4

dτ, por (1.10)

ď C

ż t

0

pt ´ τq´ N
2q

` N
2p

´ 1

2 }f}MN
N1

}npτq}Mq
q1

dτ, por (1.9)

ď C t
N
2p

´ 1

2 }f}MN
N1

}n}X1
β

ˆ
1
2

`
N

2p
´
N

2q
,
N

2q

˙

“ θ t
N
2p

´ 1

2 }n}X1
, (2.40)

para todo t ą 0, onde θ “ θpN,N1, p, p1, q, q1, fq e consequentemente obtemos (2.38).

�

2.2.3 Prova do Teorema 2.3

Considere X1, X2, X3 e X4 como em (2.5)-(2.8), isto é,

X1 :“
!
n : t´

N
2q

`1
np¨q P BCw

`
p0,8q; Mq

q1

˘)
,

X2 :“
!
c : c P BCw pp0,8q;L8q com t´

N
2r

` 1

2 ∇cp¨q P BCw

`
p0,8q; Mr

r1

˘)
,

X3 :“
!
v : vp., tq P S 1{P para t P p0,8q e t´

N
2r

` 1

2 ∇v P BCw

`
p0,8q; Mr

r1

˘)
,

X4 :“
!
u : t´

N
2p

` 1

2 up¨q P BCw

`
p0,8q; Mp

p1

˘)
.

E seja y –
`
et∆n0, e

t∆c0, e
´γtet∆v0, e

t∆u0

˘
. Então, para X “ X1 ˆ X2 ˆ X3 ˆ X4 e

x “ pn, c, v, uq P X , definimos os seguintes operadores:

B1pxq :“ B1
4,1pu, nq ` B1

1,2pn, cq ` B1
1,3pn, vq, (2.41)

B2pxq :“ B2
4,2pu, cq ` B2

1,2pn, cq, (2.42)

B3pxq :“ B3
4,3pu, vq ` L3 ˝

`
et∆n0 ` B1

˘
pxq, (2.43)

B4pxq :“ B4
4,4pu, uq ` L4 ˝

`
et∆n0 ` B1

˘
pxq. (2.44)

Assim, pelo Lema 2.9, os operadores Bk
i,j em (2.41)-(2.44) são bilineares e contínuos. Além

disso, pelo Lema 2.10, L3 e L4 são operadores lineares e contínuos. Também não é difícil
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ver que os operadores Bk
i,j, L3 and L4 são fracamente contínuos no tempo para t ą 0, bem

como são os outros termos lineares envolvendo o núcleo do calor em (2.10).

Em seguida, definimos

K1 “ 1 ` ρ ` θ e K2 “ pρ ` θqpC1 ` C2 ` C3q `
9ÿ

i“1

Ci. (2.45)

Em vista da equivalência de normas (1.15), temos

}y}X “ }et∆n0}X1
` }et∆c0}X2

` }e´γtet∆v0}X3
` }et∆u0}X4

“ sup
tą0

t
´ N

2q
`1 }et∆n0}Mq

q1

` sup
tą0

}et∆c0}L8 ` sup
tą0

t´
N
2r

` 1

2 }∇et∆c0}Mr
r1

` sup
tą0

t´
N
2r

` 1

2 }∇e´γtet∆v0}Mr
r1

` sup
tą0

t
´ N

2p
` 1

2 }et∆u0}Mp
p1

ď C0

ˆ
}n0}

N
N
q ´2

q,q1,8

` }c0}L8 ` }∇c0}
N

N
r ´1

r,r1,8

` }∇v0}
N

N
r ´1

r,r1,8

` }u0}
N

N
p ´1

p,p1,8

˙

“ C0}pn0, c0, v0, u0q}I ď ε, (2.46)

desde que }pn0, c0, v0, u0q}I ď δ “
ε

C0

. Se 0 ă ε ă
1

4K1K2

, então o Lema 2.7 garante

que existe uma única solução pn, c, v, uq P X de (2.10) tal que }pn, c, v, uq}X ď 2K1ε, bem

como a continuidade da solução em relação ao dado inicial.

�

2.2.4 Prova do Corolário 2.4

Como usamos um argumento de ponto fixo para provar o Lema 2.3, a solução

pn, c, v, uq é o limite da seguinte sequência de Picard no espaço X (veja Observação 2.8,

página 39):

pnp1q, cp1q, vp1q, up1qq “ pet∆n0, e
t∆c0, e

´γtet∆v0, e
t∆u0q

e

pnpm`1q, cpm`1q, vpm`1q, upm`1qq “ Fpnpmq, cpmq, vpmq, upmqq, para m P N.
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Ou seja,
$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

npm`1q “ et∆n0 ´

ż t

0

ept´τq∆pupmq ¨ ∇npmqqpτq dτ

´

ż t

0

∇ ¨ ept´τq∆pnpmq∇cpmq ` npmq∇vpmqqpτq dτ,

cpm`1q “ et∆c0 ´

ż t

0

ept´τq∆pupmq ¨ ∇cpmq ` npmqcpmqqpτq dτ,

vpm`1q “ e´γtet∆v0 ´

ż t

0

e´γpt´τqept´τq∆pupmq ¨ ∇vpmq ´ npmqqpτq dτ,

upm`1q “ et∆u0 ´

ż t

0

ept´τq∆
Ppupmq ¨ ∇upmqq dτ ´

ż t

0

ept´τq∆
Ppnpmqfqpτq dτ.

Vamos provar o resultado usando indução finita sobre m. De fato, note que

para λ ą 0 temos que

λ2 np1qpλx, λ2tq “ λ2 eλ2t∆n0pλxq

“ λ2

ż

RN

1

p4πλ2tq
N
2

exp

ˆ
´|λx ´ y|2

4λ2t

˙
n0pyq dy

“ λ2`N

ż

RN

1

p4πλ2tq
N
2

exp

ˆ
´|λx ´ λz|2

4λ2t

˙
n0pλzq dz, fazendo y “ λz

“ λ2

ż

RN

1

p4πtq
N
2

exp

ˆ
´|x ´ z|2

4t

˙
n0pλzq dz

“

ż

RN

1

p4πtq
N
2

exp

ˆ
´|x ´ z|2

4t

˙
n0pzq dz, pois n0 é homogênea de grau ´ 2

“ et∆n0pxq “ np1qpx, tq.

Analogamente, usando que c0, v0 e u0 são homogêneas de grau 0, 0 e ´1, respectivamente,

obtemos que

cp1qpx, tq “ cp1qpλx, λ2tq,

vp1qpx, tq “ vp1qpλx, λ2tq,

up1qpx, tq “ λup1qpλx, λ2tq.

Agora, suponha que o resultado seja válido para k ď m, isto é,

npkqpx, tq “ λ2 npkqpλx, λ2tq,

cpkqpx, tq “ cpkqpλx, λ2tq,

vpkqpx, tq “ vpkqpλx, λ2tq,

upkqpx, tq “ λupkqpλx, λ2tq. (2.47)
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Para k “ m ` 1 temos que

pnpm`1q, cpm`1q, vpm`1q, upm`1qq “ Fpnpmq, cpmq, vpmq, upmqq.

Primeiramente vamos provar que

λ2npm`1qpλx, λ2tq “ npm`1qpx, tq. (2.48)

Para isso, note que

npm`1qpλx, λ2tq “ F1

`
npmq, cpmq, vpmq, upmq

˘
pλx, λ2tq

“ eλ2t∆n0pλxq ` B1
4,1pupmq, npmqqpλx, λ2tq ` B1

1,2pnpmq, cpmqqpλx, λ2tq

`B1
1,3pnpmq, vpmqqpλx, λ2tq,

então fazendo a mudança de variável τ “ λ2σ, temos que

λ2B1
4,1pupmq, npmqqpλx, λ2tq

“ ´λ2

ż λ2t

0

epλ2t´τq∆pupmq ¨ ∇npmqqpλx, τq dτ

“ ´λ4

ż t

0

epλ2t´λ2σq∆pupmq ¨ ∇npmqqpλx, λ2σq dσ

“ ´λ4

ż t

0

ż

RN

1

p4πλ2pt ´ σqq
N
2

exp

ˆ
´|λx ´ y|2

4λ2pt ´ σq

˙
pupmq ¨ ∇npmqqpy, λ2σq dy dσ.

Fazendo y “ λz, obtemos que

“ ´λ4`N

ż t

0

ż

RN

1

p4πλ2pt ´ σqq
N
2

exp

ˆ
´|λx ´ λz|2

4λ2pt ´ σq

˙
pupmq ¨ ∇npmqqpλz, λ2σq dz dσ

“ ´λ4

ż t

0

ż

RN

1

p4πpt ´ σqq
N
2

exp

ˆ
´|x ´ z|2

4pt ´ σq

˙
pupmq ¨ ∇npmqqpλz, λ2σq dz dσ

“ ´λ3

ż t

0

ż

RN

1

p4πpt ´ σqq
N
2

exp

ˆ
´|x ´ z|2

4pt ´ σq

˙
pupmqpλz, λ2σq ¨ ∇rnpmqpλz, λ2σqsq dz dσ

“ ´

ż t

0

ż

RN

1

p4πpt ´ σqq
N
2

exp

ˆ
´|x ´ z|2

4pt ´ σq

˙
pupmq ¨ ∇npmqqpz, σq dz dσ, por (2.47)

“ ´

ż t

0

ept´σq∆pupmq ¨ ∇npmqqpx, σq dσ

“ B1
4,1pupmq, npmqqpx, tq.

De maneira similar, concluímos que λ2B1
1,2pnpmq, cpmqqpλx, λ2tq “ B1

1,2pnpmq, cpmqqpx, tq e

λ2B1
1,3pnpmq, vpmqqpλx, λ2tq “ B1

1,3pnpmq, vpmqqpx, tq. Como já provamos que λ2np1qpλx, λ2tq “

np1qpx, tq garantimos que (2.48) vale.

Para as outras coordenadas obtemos similarmente que

cpm`1qpx, tq “ cpm`1qpλx, λ2tq,

, vpm`1qpx, tq “ vpm`1qpλx, λ2tq e

upm`1qpx, tq “ λupm`1qpλx, λ2tq
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e isso completa a prova da indução finita.

Por fim, como pn, c, v, uq é o limite em X da sequência
`
pnpmq, cpmq, vpmq, upmqq

˘
mPN

e a norma } ¨ }X é invariante por escala, obtemos que a solução pn, c, v, uq é autossimilar.

�

2.2.5 Prova do Teorema 2.5

Primeiramente, vamos mostrar que (2.11) implica (2.12). Sejam pn, c, v, uq e

pñ, c̃, ṽ, ũq duas soluções brandas dadas pelo Teorema 2.3 e sejam

lq “ ´
N

2q
` 1, µr “ ´

N

2r
`

1
2

e µp “ ´
N

2p
`

1
2
.

Estimando a diferençã n ´ ñ na norma tlq } ¨ }Mq
q1

, obtemos que

t
´ N

2q
`1}nptq ´ ñptq}Mq

q1

ď tlq }et∆pn0 ´ ñ0q}Mq
q1

`tlq
ż t

0

}ept´τq∆pu ¨ ∇n ´ ũ ¨ ∇ñqpτq}Mq
q1

dτ

` tlq
ż t

0

}∇ ¨ ept´τq∆pn∇c ` n∇v ´ ñ∇c̃ ´ ñ∇ṽqpτq}Mq
q1

dτ

:“ tlq }et∆pn0 ´ ñ0q}Mq
q1

` J1ptq ` J2ptq. (2.49)

Agora vamos estimar as integrais J1 e J2. Para estimar J1 procedemos similarmente a

(2.27) e obtemos a seguinte estimativa:

J1ptq

ď C̃1 t
lq

ż t

0

pt ´ τqµp´1
´

}pu ´ ũqpτq}Mp
p1

}npτq}Mq
q1

` }ũpτq}Mp
p1

}pn ´ ñqpτq}Mq
q1

¯
dτ

ď C̃1 t
lq

ż t

0

pt ´ τqµp´1 τ´µp´lq τµp}pu ´ ũqpτq}Mp
p1

}n}X1
dτ

` C̃1 t
lq

ż t

0

pt ´ τqµp´1 τ´µp´lq τ lq }ũ}X4
}pn ´ ñqpτq}Mq

q1

dτ, tomando τ “ tz

“ C̃1

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp´lq ptzqµp}pu ´ ũqptzq}Mp
p1

}n}X1
dz

` C̃1

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp´lq ptzqlq }ũ}X4
}pn ´ ñqptzq}Mq

q1

dz. (2.50)
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De maneira similar, segue de (2.29) e de (2.30) que

J2ptq ď C̃2

ż 1

0

p1 ´ zqµr´1 z´lq´µr ptzqlq }pn ´ ñqptzq}Mq
q1

}c}X2
dz

` C̃2

ż 1

0

p1 ´ zqµr´1 z´lq´µr ptzqµr }∇pc ´ c̃qptzq}Mr
r1

}ñ}X1
dz

` C̃3

ż 1

0

p1 ´ zqµr´1 z´lq´µr ptzqlq }pn ´ ñqptzq }Mq
q1

}v}X3
dz

` C̃3

ż 1

0

p1 ´ zqµr´1 z´lq´µr ptzqµr }∇pv ´ ṽqptzq}Mr
r1

}ñ}X1
dz. (2.51)

A seguir, estimamos as diferenças c ´ c̃, v ´ ṽ e u ´ ũ nas normas } ¨ }L8 `

tµr }∇ ¨ }Mr
r1

, tµr }∇ ¨ }Mr
r1

e tµp } ¨ }Mp
p1

, respectivamente. Assim, obtemos

}pc ´ c̃qptq}L8 ď }et∆pc0 ´ c̃0q}L8 `

ż t

0

}ept´τq∆pu ¨ ∇c ` nc ´ ũ ¨ ∇c̃ ´ ñc̃qpτq}L8 dτ

:“ }et∆pc0 ´ c̃0q}L8 ` J3ptq, (2.52)

tµr }∇pc ´ c̃qptq}Mr
r1

ď tµr }∇et∆pc0 ´ c̃0q}Mr
r1

` tµr

ż t

0

}∇ept´τq∆pu ¨ ∇c ` nc ´ ũ ¨ ∇c̃ ´ ñc̃qpτq}Mr
r1

dτ

:“ tµr }∇et∆pc0 ´ c̃0q}Mr
r1

` J4ptq, (2.53)

tµr }∇pv ´ ṽqptq}Mr
r1

ď tµr }∇e´γtet∆pv0 ´ ṽ0q}Mr
r1

`tµr

ż t

0

}∇e´γpt´τqept´τq∆pu ¨ ∇v ` n ´ ũ ¨ ∇ṽ ´ ñqpτq}Mr
r1

dτ

:“ tµr }∇e´γtet∆pv0 ´ ṽ0q}Mr
r1

` J5ptq (2.54)

e

tµp }pu ´ ũqptq}Mp
p1

ď tµp }et∆pu0 ´ ũ0q}Mp
p1

` tµp

ż t

0

}ept´τq∆
Ppu ¨ ∇u ´ ũ ¨ ∇ũqpτq}Mp

p1

dτ

` tµp

ż t

0

}ept´τq∆
Ppnf ´ ñfqpτq}Mp

p1

dτ

:“ tµp }et∆pu0 ´ ũ0q}Mp
p1

` J6ptq ` J7ptq. (2.55)

Tendo em vista as desigualdades (2.31), (2.33), (2.32), (2.34), (2.35), (2.36),

(2.39) e (2.40), temos as seguintes estimativas para as integrais J3, J4, J5, J6 e J7:

J3ptq (2.56)

ď C̃4,1

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp

´
ptzqµp }pu ´ ũqptzq}Mp

p1

}c}X2
` }ũ}X4

}pc ´ c̃qptzq}L8

¯
dz

` C̃4,2

ż 1

0

p1 ´ zqlq´1 z´lq

´
ptzqlq }pn ´ ñqptzq}Mq

q1

}c}X2
` }ñ}X1

}pc ´ c̃qptzq}L8

¯
dz,

(2.57)
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J4ptq (2.58)

ď C̃5,1

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1z´µp´µr ptzqµp }pu ´ ũqptzq}Mp
p1

}c}X2
dz

` C̃5,1

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1z´µp´µr }ũ}X4
ptzqµr }∇pc ´ c̃qptzq}Mr

r1

dz

` C̃5,2

ż 1

0

p1 ´ zqlq´µr´1 z´lq

´
ptzqlq } pn ´ ñqptzq}Mq

q1

}c}X2
` }ñ}X1

}pc ´ c̃qptzq}L8

¯
dz,

(2.59)

J5ptq ď C̃6

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp´µr ptzqµp }pu ´ ũqptzq}Mp
p1

}v}X3
dz

` C̃6

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp´µr }ũ}X4
ptzqµr }∇pv ´ ṽqptzq}Mr

r1

dz

` ρ̃

ż 1

0

p1 ´ zqlq´µr´1 z´lq ptzqlq }pn ´ ñqptzq}Mq
q1

dz, (2.60)

J6ptq ď C̃7

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´2µp ptzqµp }pu ´ ũqptzq}Mp
p1

}u}X4
dz

` C̃7

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´2µp ptzqµp }ũ}X4
}pu ´ ũqptzq}Mp

p1

dz (2.61)

e

J7ptq ď θ̃

ż 1

0

p1 ´ zqlq´µp´1 z´lq ptzqlq }pn ´ ñqptzq}Mq
q1

dz. (2.62)

Agora, defina os seguintes limites:

A1 :“ lim sup
tÑ8

tlq }np¨, tq ´ ñp¨, tq}Mq
q1

,

A2 :“ lim sup
tÑ8

}cp¨, tq ´ c̃p¨, tq}L8 ,

A3 :“ lim sup
tÑ8

tµr }∇pcp¨, tq ´ c̃p¨, tqq}Mr
r1

,

A4 :“ lim sup
tÑ8

tµr }∇pvp¨, tq ´ ṽp¨, tqq}Mr
r1

,

A5 :“ lim sup
tÑ8

tµp }up¨, tq ´ ũp¨, tq}Mp
p1

.

Como }pn, c, v, uq}X , }pñ, c̃, ṽ, ũq}X ď 2K1ε, segue que A1, A2, A3, A4, A5 ă 8. Tomando

o lim sup
tÑ8

em (2.49), (2.52), (2.53), (2.54) e (2.55), e usando (2.50), (2.51) e (2.57)-(2.62),
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obtemos as seguintes estimativas para os Ai:

A1 ď 0 ` C̃1 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp´lq dz pA5 ` A1q

` C̃2 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqµr´1 z´lq´µr dz pA1 ` A3q

` C̃3 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqµr´1 z´lq´µr pA1 ` A4q dz

ď 2K1 ε rC1 pA1 ` A5q ` C2 pA1 ` A3q ` C3 pA1 ` A4qs , (2.63)

A2 ď 0 ` C̃4,1 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp dz pA5 ` A2q

` C̃5,1 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqlq´1 z´lq dz pA1 ` A2q

ď 2K1 ε rC4,1 pA2 ` A5q ` C5,1 pA1 ` A2qs ,

A3 ď 0 ` C̃4,2 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp´µr dz pA5 ` A3q

` C̃5,2 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqlq´µr´1 z´lq dz pA1 ` A2q

ď 2K1 ε rC6 pA3 ` A5q ` C7 pA1 ` A2qs ,

A4 ď 0 ` C̃6 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´µp´µr dz pA5 ` A4q ` ρ̃

ż 1

0

p1 ´ zqlq´µr´1 z´lq dz A1

ď 2K1 ε rC6 pA4 ` A5qs ` ρA1,

A5 ď 0 ` C̃7 2K1 ε

ż 1

0

p1 ´ zqµp´1 z´2µp dz pA5 ` A5q ` θ̃

ż 1

0

p1 ´ zqlq´µp´1 z´lq dz A1

ď 2K1 ε rC7 2A5s ` θ A1,

onde tC1, C2, C3, C4 “ C4,1 ` C4,2, C5 “ C5,1 ` C5,2, C6, C7, C6, C7u e tρ, θu são como nos

Lemas 2.9 e 2.10, respectivamente.

Recordando que K1 “ 1 ` ρ ` θ e K2 “ pρ ` θqpC1 ` C2 ` C3q `
9ÿ

i“1

Ci (veja

(2.45)) e somando todos os Ai’s, concluímos que

A1 ` A2 ` A3 ` A4 ` A5

ď 2K1 ε

„
A1 pC1 ` C2 ` C3 ` C5,1 ` C5,2q ` A2 pC4,1 ` C5,1 ` C5,2q

`A3 pC2 ` C4,2q ` A4 pC3 ` C6q ` A5 pC1 ` C4,1 ` C4,2 ` C6 ` 2C7q


` pρ ` θqA1

ď 2K1 ε

„
A1

`
C1 ` C2 ` C3 ` C5,1 ` C5,2 ` pρ ` θqrC1 ` C2 ` C3s

˘

`A2 pC4,1 ` C5,1 ` C5,2q ` A3 pC2 ` C4,2 ` pρ ` θqC2q ` A4 pC3 ` C6 ` pρ ` θqC3q

`A5 pC1 ` C4,1 ` C4,2 ` C6 ` 2C7 ` pρ ` θqC1q


, por (2.63)

ď 2K1 ε pA1 ` A2 ` A3 ` A4 ` A5q ˆ

rC1 ` C2 ` C3 ` C4,1 ` C5,1 ` C4,2 ` C5,2 ` C6 ` 2C7 ` pρ ` θqpC1 ` C2 ` C3qs .



Capítulo 2. Sistema de Keller-Segel acoplado com as equações de Navier-Stokes em R
N

54

Como C4 “ C4,1 ` C4,2 e C5 “ C5,1 ` C5,2, note que

C1 ` C2 ` C3 ` C4,1 ` C4,2 ` C5,1 ` C5,2 ` C6 ` 2C7 ` pρ ` θqpC1 ` C2 ` C3q ď 2K2,

então

A1 ` A2 ` A3 ` A4 ` A5 ď 4K1 K2 ε pA1 ` A2 ` A3 ` A4 ` A5q .

Por outro lado, temos que 4K1K4ε ă 1 e assim segue que A1 “ A2 “ A3 “ A4 “ A5 “ 0.

Agora vamos mostrar que (2.12) implica em (2.11). Usando as estimativas

(2.49) e (2.52)-(2.55) e a hipótese A1 “ A2 “ A3 “ A4 “ A5 “ 0 (veja (2.12)), obtemos

que

lim
tÑ8

sup tlq }et∆pn0 ´ ñ0q}Mq
q1

ď A1 ` lim
tÑ8

sup pJ1ptq ` J2ptqq

ď A1 ` 2K1 εC1 pA1 ` A5q ` 2K1 εC2 pA1 ` A3q

` 2K1 εC3 pA1 ` A4q

“ 0 ` 0 ` 0 ` 0 “ 0,

lim
tÑ8

sup }et∆pc0 ´ c̃0q}L8 ď A2 ` lim
tÑ8

sup J3ptq

ď A2 ` 2K1 εC4,1 pA2 ` A5q ` 2K1 εC5,1 pA1 ` A2q

“ 0 ` 0 ` 0 “ 0,

lim
tÑ8

sup tµr }∇et∆pc0 ´ c̃0q}Mr
r1

ď A3 ` lim
tÑ8

sup J4ptq

ď A3 ` 2K1 εC4,2 pA3 ` A5q ` 2K1 εC5,2 pA1 ` A2q

“ 0 ` 0 ` 0 “ 0,

lim
tÑ8

sup tµr }∇e´γtet∆pv0 ´ ṽ0q}Mr
r1

ď A4 ` lim
tÑ8

sup J5ptq

ď A4 ` 2K1 εC6 pA4 ` A5q ` ρA1

“ 0 ` 0 ` 0 “ 0

e

lim
tÑ8

sup tµp}et∆pu0 ´ ũ0q}Mp
p1

ď A5 ` lim
tÑ8

sup pJ6ptq ` J7ptqq

ď A5 ` 2K1 εC7 2A5 ` θ A1

“ 0 ` 0 ` 0 “ 0,

e com isso concluímos a prova do resultado.

�
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3 Equações de Navier-Stokes em domínios fi-

nos

Neste capítulo vamos trabalhar com as equações de Navier-StokesN -dimensional

em domínios finos Ωε “ R
N´1 ˆ p0, εq, onde N ě 2 e ε ą 0. Mostraremos a existência

e unicidade de solução suave para tais equações quando a espessura ε é suficientemente

pequena.

3.1 Formulação Integral via transformada de Fourier

Como já foi visto na introdução, as equações de Navier-Stokes em Ωε, com a

condição de contorno de Dirichlet, têm a forma
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Bu

Bt
´ ∆u ` pu ¨ ∇qu ` ∇π “ 0 em Ωε ˆ p0,8q,

∇ ¨ u “ 0 em Ωε ˆ r0,8q,

u “ 0 em R
N´1 ˆ t0, εu ˆ p0,8q,

upx, s, 0q “ u0px, sq em Ωε.

(3.1)

O espaço que utilizaremos para trabalhar tais equações é inspirado nos espaços

PMa, cuja definição relembramos a seguir.

Definição 3.1. Seja 0 ď a ă N . O espaço PMa é definido por

PMa :“
 
v P S 1pRN q : pv P L1

locpR
N q e }v}PMa ă 8

(
, (3.2)

onde

}v}PMa :“ ess sup
ξPRN

|ξ|a |pvpξq|.

Observação 3.2. O espaço PMa equipado com a norma } ¨ }PMa é Banach.

Espaços como o PMa envolve transformada de Fourier (contínua) e como

podemos observar, funções definidas em R
N´1 ˆ r0, εs “ ĎΩε não têm tal transformada

definida, ao menos diretamente. Assim, com o intuito de contornar tal situação vamos

estender periodicamente funções definidas em R
N´1 ˆ r0, εs, isto é, dada uma função

v : RN´1 ˆ r0, εs Ñ R
N a função vper : RN´1 ˆ R Ñ R

N definida por

vperpx, sq “ vperpx, s ` εq, para todo px, sq P R
N´1 ˆ R e vper|RN´1ˆr0,εs “ v

é denominada a extensão periódica de v. Observe que vper é uma função definida em

R
N´1 ˆTε e sendo assim vper tem transformda de Fourier definida no sentido de (1.1), veja

página 24, isto é, contínua nas pN ´ 1q-coordenadas e periódica na última coordenada.
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Voltando as equações de Navier-Stokes em domínios finos, vemos que a solução u

com a condição de contorno de Dirichlet é uma função em R
N´1ˆr0, εs. Então, considerando

a extensão periódica de u e u0, onde por abuso de notação denotaremos ainda por u e u0,

obtemos o seguinte sistema:
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Bu

Bt
´ ∆u ` pu ¨ ∇qu ` ∇p “ 0 em R

N´1 ˆ Tε ˆ p0,8q,

∇ ¨ u “ 0 em R
N´1 ˆ Tε ˆ r0,8q,

u “ 0 em R
N´1 ˆ Zε ˆ p0,8q,

upx, s, 0q “ u0px, sq em R
N´1 ˆ Tε,

(NS)

onde Zε “ t. . . ,´3ε,´2ε,´ε, 0, ε, 2ε, 3ε, . . .u.

Utilizando o princípio de Duhamel, o problema (NS) pode ser convertido para

a seguinte equação integral

uptq “ Gεptqu0 ´

ż t

0

Gεpt ´ σqP∇ ¨ pu b uqpσq dσ. (3.3)

Relembrando que P é o operador projeção de Helmholtz-Leray, como já foi mencionado no

capítulo 2. Além disso, Gεptqu0 denota a solução do problema linear do calor (ou a ação

do semigrupo do calor tGεptqutě0), ou seja, é a solução do problema

$
’’’&
’’’%

Bu

Bt
´ ∆u “ 0 em R

N´1 ˆ Tε ˆ p0,8q,

u “ 0 em R
N´1 ˆ Zε ˆ p0,8q,

upx, s, 0q “ u0px, sq em R
N´1 ˆ Tε.

(EC)

Para simplificar a notação, denotaremos o termo quadrático em (3.3) por

Bpu, vqpx, s, tq :“ ´

ż t

0

Gεpt ´ σqP∇ ¨ pu b uqpσq dσ. (3.4)

Na sequência, vamos caracterizar a transformada de Fourier de Gεptqu0. Para

tal fim, aplicamos a transformada de Fourier em (EC) e obtemos o sistema
$
’&
’%

xBv
Bt

pξ, k, tq ´ x∆vpξ, k, tq “ 0 em R
N´1 ˆ Z ˆ p0,8q,

pvpξ, k, tq “ pu0pξ, k, tq em R
N´1 ˆ Z.

(3.5)

Pelas propriedades da transformada de Fourier, o sistema (EC) é formamelmente equiva-

lente a
$
’’&
’’%

Bpv
Bt

pξ, k, tq ` 4π2

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸
pvpξ, k, tq “ 0 em R

N´1 ˆ Z ˆ p0,8q,

pvpξ, k, tq “ pu0pξ, k, tq em R
N´1 ˆ Z.

(3.6)
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Portanto, resolvendo a EDO (3.6) concluímos que

p {Gεptqu0qpξ, kq “ pvpξ, k, tq “ e
´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pu0pξ, kq.

Assim, aplicando a transformada de Fourier e procedendo similarmente como no

caso de (EC), obtemos a seguinte equação em variáveis de Fourier formalmente equivalente

a (NS) e (3.3)

pupξ, k, tq “ e
´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pu0pξ, kq

´2πi
ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b u

˘
pξ, k, σq dσ,

para todo pξ, kq P R
N´1 ˆZ. Como veremos posteriormente, esta última equação inspirará

a definição de solução que utilizaremos para estudar (NS) em nosso framework.

3.2 Espaços Funcionais

Nesta seção definiremos o espaço que utilizamos para estudar o sistema (NS) e

estabeleceremos a noção de solução que empregamos neste trabalho.

Primeiramente, pela Proposição 1.29 e Observação 1.30 (página 25), para cada

v P S 1pRN´1 ˆ Tεq podemos definir um operador V : DpTεq Ñ S 1pRN´1q dado por

xV pϕ2q, ϕ1y “ xv, ϕ1 b ϕ2y “ xv, ϕ1pxqϕ2psqy, (3.7)

para todo ϕ1 P SpRN´1q e ϕ2 P DpTεq. No caso ϕ2 “ 1, note que V p1q corresponde a

“média” da distribuição v em relação a variável s, isto é, no toro Tε.

Agora, considere K o conjunto das distribuições v P S 1pRN´1 ˆ Tεq tais que

V p1q “ 0 em S 1pRN´1q. Logo, v P K se e somente se

xV p1q, ϕ1pxqy “ xv, ϕ1 b 1y “ 0, para todo ϕ1 P SpRN´1q. (3.8)

Assim, podemos reescrever o conjunto K como

K “
 
v P S 1pRN´1 ˆ Tεq : xv, ϕ1 b 1y “ 0, @ ϕ1 P S 1pRN´1q

(
.

A seguir, definiremos o espaço PMb,c baseado no já conhecido espaço PMa.

Definição 3.3. Sejam N ě 2, ε ą 0 e b, c ą 0. O espaço PMb,c é definido como o conjunto

das classes de equivalência das distribuições S 1pRN´1 ˆTεq{K tais que pvp¨, kq P L1
locpR

N´1q,

para todo k P Z e

}v}PMb,c :“ sup
kPZ˚

|k|b sup
ξPRN´1

|ξ|c |pvpξ, kq| ă 8,

ou seja,

PMb,c “
 
v P S 1pRN´1 ˆ Tεq{K : pvp¨, kq P L1

locpR
N´1q @ k P Z e }v}PMb,c ă 8

(
.
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Observação 3.4. PMb,c é Banach.

A seguir, daremos uma generalização do produto de funções no espaço PMb,c.

Definição 3.5. Sejam 0 ă b1, b2 ă 1 e 0 ă c1, c2 ă N ´ 1 tais que 1 ă b1 ` b2 ă 2 e

N ´ 1 ă c1 ` c2 ă 2pN ´ 1q. Sejam também u P PMb1,c1 e v P PMb2,c2 , definimos u ¨ v,

em variáveis de Fourier por

yu ¨ vpξ, kq “ ppu ˚ pvqpξ, kq.

Proposição 3.6. Sejam índices b1, b2, c1 e c2 satisfazendo

0 ă b1, b2 ă 1, 1 ă b1 ` b2 ă 2, 0 ă c1, c2 ă N ´ 1 e N ´ 1 ă c1 ` c2 ă 2pN ´ 1q.

Então, se u P PMb1,c1 e v P PMb2,c2 vale que u ¨ v P PMb1`b2´1,c1`c2´pN´1q.

Demonstração. Como 0 ă c1 ` c2 ă N ´ 1 e N ´ 1 ă c1, c2 ă 2pN ´ 1q temos

pelo Lema 1.31 (página 26) que |ξ|´c1 ˚ |ξ|´c2 ď C |ξ|pN´1q´c1´c2 , para todo ξ P R
N´1.

Sejam pξ, kq P R
N´1 ˆZ. Como u e v tem média nula no sentido de distribuições,

obtemos

|xuvpξ, kq| ď
ÿ

mPZ

ż

RN´1

|pupη,mq pvpξ ´ η, k ´ mq| dη, pela Proposição 1.27

“
ÿ

mPZzt0,ku

ż

RN´1

|pupη,mq pvpξ ´ η, k ´ mq| dη

“
ÿ

mPZzt0,ku

ż

RN´1

|η|c1 |pupη,mq| |ξ ´ η|c2 |pvpξ ´ η, k ´ mq|

|η|c1 |ξ ´ η|c2

dη

ď
ÿ

mPZzt0,ku

}pup¨,mq}L8p|¨|c1 q }pvp¨, k ´ mq}L8p|¨|c2 q

ż

RN´1

1
|η|c1 |ξ ´ η|c2

dη

ď C |ξ|pN´1q´c1´c2

ÿ

mPZzt0,ku

}pup¨,mq}L8p|¨|c1 q }pvp¨, k ´ mq}L8p|¨|c2 q .

Agora, como 0 ă b1, b2 ă 1 e 1 ă b1 ` b2 ă 2 segue pelo Lema 1.32 (página 26) que

p|m|´b1 ˚ |m|´b2qpkq ď C |k|1´b1´b2 e portanto

|xuvpξ, kq| ď C |ξ|pN´1q´c1´c2

ÿ

mPZzt0,ku

|m|b1 }pup¨,mq}L8p|¨|c1 q |k ´ m|b2 }pvp¨, k ´ mq}L8p|¨|c2 q

|m|b1 |k ´ m|b2

ď C |ξ|pN´1q´c1´c2

ÿ

mPZzt0,ku

1
|m|b1 |k ´ m|b2

}u}PMb1,c1 }v}PMb2,c2

ď C |k|1´b1´b2 |ξ|pN´1q´c1´c2 }u}PMb1,c1 }v}PMb2,c2 .

Logo, concluímos que

}u ¨ v}PMb1`b2´1,c1`c2´pN´1q ď C }u}PMb1,c1 }v}PMb2,c2 .
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Agora, usaremos o espaço PMb,c com os índices b e c sob as condições

1
2

ă b ă 1,
N ´ 1

2
ă c ă N ´ 1, b ` c ą N ´ 1, (3.9)

para definirmos o espaço Xb,c de todas as funções vetoriais uptq “ pu1ptq, . . . , uN ptqq com

uj : p0,8q Ñ PMb,c tais que

t
b`c´pN´1q

2 uj P Cwpp0,8q; PMb,cq,

onde Cwpp0,8q;Y q denota o conjunto de todas as funções fracamente contínuas em p0,8q

com valores no espaço Y Ă S 1 no sentido de distriuições.

O espaço Xb,c é normado com a norma definida por

}u}Xb,c
:“ sup

tą0

ta }uptq}PMb,c ,

onde a :“
b ` c ´ pN ´ 1q

2
e }uptq}PMb,c “ max t}u1ptq}PMb,c , . . . , }uN ptq}PMb,cu. Além

disso, o espaço
`
Xb,c, } ¨ }Xb,c

˘
é Banach.

A seguir, estabeleceremos o conceito de solução branda para o sistema (NS).

Definição 3.7. Sejam b e c satisfazendo as condições (3.9) e u0 P PMd,pN´1q´d com

∇ ¨ u0 “ 0 no sentido de distribuições. Uma solução branda do sistema (NS) é um

vetor uptq “ pu1ptq, . . . , uN ptqq tal que cada componente t
b`c´pN´1q

2 uj pertence ao espaço

Cwpp0,8q,PMb,cq , ∇ ¨ u “ 0 para t ą 0, e que satisfaz a equação

uptq “ Gεptqu0 ` Bpu, uqptq (3.10)

onde (3.10) é no sentido de distribuições S 1pRN´1 ˆ Tεq{K, sendo os operadores Gεptq e

Bpu, uq definidos via transformada de Fourier como

{Gεptqu0 “ e
´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pu0pξ, kq (3.11)

e

{Bpu, uqptq “ ´2πi
ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b u

˘
pξ, k, σq dσ, (3.12)

para todo t ą 0.
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3.3 Soluções Globais no Tempo

De forma similar ao que foi feito no capítulo 2, utilizaremos um lema abstrato

que nos permitirá evitar enfadonhas contas de ponto fixo (veja [31, Teorema 13.2]).

Lema 3.8. Seja pXb,c, } ¨ }Xb,c
q um espaço de Banach e B : Xb,c ˆ Xb,c Ñ Xb,c uma forma

bilinear contínua, isto é, existe uma contante K2 ą 0 tal que

}Bpu, vq}Xb,c
ď K2 }u}Xb,c

}v}Xb,c
, para todo u, v P Xb,c.

Então, se 0 ă η ă
1

4K1K2

e se y P Xb,c com }y}Xb,c
ď K1η, a equação u “ y ` Bpu, uq

possui uma única solução u em Xb,c, tal que }u}Xb,c
ď 2K1η.

Além disso, a solução depende continuamente de y no seguinte sentido: se

}ỹ}Xb,c
ď K1η, ũ “ ỹ ` Bpũ, ũq e }ũ}Xb,c

ď 2K1η, então

}u ´ ũ}Xb,c
ď

1
1 ´ 4K1K2η

}y ´ ỹ}Xb,c
.

Demonstração. Considere a aplicação F : Xb,c Ñ Xb,c dada por F puq “

y`Bpu, uq. Para u P B̄p0, 2K1ηq, onde B̄p0, 2K1ηq “ tu P Xb,c : }u}Xb,c
ď 2K1ηu, obtemos

que

}F puq}Xb,c
ď }y}Xb,c

` }Bpu, uq}Xb,c
ď K1η ` K24K2

1η
2 “ K1ηp1 ` 4K1K2ηq ă 2K1 η

e consequentemente temos F
`
B̄p0, 2K1ηq

˘
Ă B̄p0, 2K1ηq.

Agora, se u, v P B̄p0, 2K1ηq, então

}F puq ´ F pvq}Xb,c
ď }Bpu, u ´ vq}Xb,c

` }Bpu ´ v, vq}Xb,c

ď K2 }u ´ v}Xb,c

`
}u}Xb,c

` }v}Xb,c

˘

ď 4K1K2η }u ´ v}Xb,c
,

e obtemos que F é uma contração em B̄p0, 2K1ηq, pois 4K1K2η ă 1. Portanto, segue

pelo teorema do ponto fixo de Banach que a aplicação F possui um único ponto fixo

u P B̄p0, 2K1ηq, a qual é a solução desejada.

Para demonstrar a dependência contínua, considere u e ũ como no enunciado.

Segue então que

}u ´ ũ}Xb,c
ď }y ´ ỹ}Xb,c

` }Bpu, uq ´ Bpũ, ũq}Xb,c
ď }y ´ ỹ}Xb,c

` 4K1K2η}u ´ ũ}Xb,c
,

ou seja,

}u ´ ũ}Xb,c
ď

1
1 ´ 4K1K2η

}y ´ ỹ}Xb,c
,

o que nos dá o resultado desejado.
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Com o propósito de aplicar o Lema 3.8, precisamos verificar que Gεu0 P Xb,c

(com controle da norma por u0) e que a forma bilinear em (3.4) é contínua em Xb,c. Estas

questões serão abordadas nos próximos dois lemas.

Lema 3.9. Seja d ą 0 tal que pN ´ 1q ´ c ă d, com b, c sob as condições (3.9). Se

u0 P PMd,pN´1q´d, então t
b`c´pN´1q

2 Gεp¨qu0 P Cwpp0,8q; PMb,cq e vale a desigualdade

}Gεp¨qu0}Xb,c
ď C̃1}u0}PMd,pN´1q´d ,

onde C̃1 “ C1ε
b´d é uma constante positiva. Além disso, Gεptqu0 á u0 em S 1, quando

t Ñ 0`.

Demonstração. Como a função e´xxp é limitada em x ą 0, para p P p0, 1q,

segue a seguinte desigualdade para pξ, kq P R
N´1 ˆ Z

˚:

|k|b |ξ|c
ˇ̌
ˇ {Gεptqu0pξ, kq

ˇ̌
ˇ

“ |k|b |ξ|c e
´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

| pu0pξ, kq|

ď |k|b |ξ|c

˜
4π2t

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸´ b´d

2

sup
kPZ˚

¨
˝e´4π2t | k

ε |
2

˜
4π2t

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ b´d

2

˛
‚

ˆ
`
4π2t |ξ|2

˘´ c`d´pN´1q
2 sup

ξPRN´1

ˆ
e´4π2t|ξ|2

`
4π2t |ξ|2

˘ c`d´pN´1q
2

˙
| pu0pξ, kq|

ď C t´
b`c´pN´1q

2 |k|b |ξ|c
ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
´b`d

|ξ|pN´1q´c´d | pu0pξ, kq| , pois c ` d ´ pN ´ 1q ą 0

“ C εb´d t´
b`c´pN´1q

2 |k|d |ξ|pN´1q´d | pu0pξ, kq|

ď C1 ε
b´d t´

b`c´pN´1q
2 }u0}PMd,pN´1q´d ,

onde C1 “ C1pb, c,Nq ą 0 e portanto, }Gεp¨qu0}Xb,c
ď C1 ε

b´d }u0}PMd,pN´1q´d .

Agora vamos mostrar a continuidade fraca com respeito a t. Pela propriedade

do semigrupo Gεptq, é suficiente mostrar isto somente para t “ 0. Logo, para todo

ϕ P SpRN´1 ˆ Tεq, temos

|〈Gεptqu0 ´ u0, ϕ〉| “

ˇ̌
ˇ̌
ˇε
ÿ

kPZ

ż

RN´1

pGεptqu0 ´ u0q^ pξ, kq pϕpξ,´kq dξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď ε
ÿ

kPZ

ż

RN´1

ˇ̌
ˇ̌e´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ 1

ˇ̌
ˇ̌ | pu0pξ, kq| |pϕpξ,´kq| dξ

“: ε
ÿ

kPZ

Ipξ, kq dξ.
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Seja k P Z
˚, então como 1 ď |k|d|ξ|pN´1q´d em R

N´1zBp0, 1q podemos estimar

Ipξ, kq da seguinte forma:

Ipξ, kq

“

ż

RN´1

ˇ̌
ˇ̌e´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ 1

ˇ̌
ˇ̌ | pu0pξ, kq| |pϕpξ,´kq| dξ

“

ż

RN´1zBp0,1q

ˇ̌
ˇ̌e´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ 1

ˇ̌
ˇ̌ | pu0pξ, kq| |pϕpξ,´kq| dξ

`

ż

Bp0,1q

ˇ̌
ˇ̌e´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ 1

ˇ̌
ˇ̌ | pu0pξ, kq| |pϕpξ,´kq| dξ

ď

ż

RN´1zBp0,1q

ˇ̌
ˇ̌e´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ 1

ˇ̌
ˇ̌ }u0}PMd,pN´1q´d |pϕpξ,´kq| dξ

`

ż

Bp0,1q

ˇ̌
ˇ̌e´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ 1

ˇ̌
ˇ̌ 1

|k|d|ξ|pN´1q´d
}u0}PMd,pN´1q´d |pϕpξ,´kq| dξ

ď 4π2t }u0}PMd,pN´1q´d sup
pξ,kqPRN´1ˆZ˚

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
e

´4π2t
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯

´ 1

4π2t
´

|ξ|2 `
ˇ̌

k
ε

ˇ̌2¯

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

ˆ

«ż

RN´1zBp0,1q

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸

|pϕpξ,´kq| dξ `

ż

Bp0,1q

|ξ|2 `
ˇ̌

k
ε

ˇ̌2

|k|d|ξ|pN´1q´d
|pϕpξ,´kq| dξ

ff

ď C t }u0}PMd,pN´1q´d

«
}pϕp¨,´kq}L1p|¨|2q `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2

}pϕp¨,´kq}L1

`

ż

Bp0,1q

1
|k|d|ξ|pN´1q´d

dξ

˜
}pϕp¨,´kq}L8p|¨|2q `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2

}pϕp¨,´kq}L8

¸ff

ď C t }u0}PMd,pN´1q´d

«
}pϕp¨,´kq}L1p|¨|2q `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2

}pϕp¨,´kq}L1

`}pϕp¨,´kq}L8p|¨|2q `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2

}pϕp¨,´kq}L8

ff

e similarmente temos também

Ipξ, 0q ď C t }u0}PMd,pN´1q´d

”
}pϕp¨, 0q}L1p|¨|2q ` `}pϕp¨, 0q}L8p|¨|2q

ı
.

Como ϕ P SpRN´1 ˆ Tεq, então

Cϕ :“
ÿ

kPZ

«
}pϕp¨,´kq}L1p|¨|2q`

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2

}pϕp¨,´kq}L1 `}pϕp¨,´kq}L8p|¨|2q`

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2

}pϕp¨,´kq}L8

ff
ă 8.

Portanto, vale que

|〈Gεptqu0 ´ u0, ϕ〉| ď εC t }u0}PMd,pN´1q´d Cϕ ÝÑ 0,

quando t Ñ 0` e com isso concluímos a prova do lema.
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Lema 3.10. O operador Bp¨, ¨q definido em (3.4) é contínuo no espaço Xb,c, isto é, existe

uma constante C̃2 “ C2 ε
1´b ą 0 tal que

}Bpu, vq}Xb,c
ď C̃2 }u}Xb,c

}v}Xb,c
,

para todo u, v P Xb,c. Além disso, Bpu, vq á 0 em S 1, quando t Ñ 0`.

Demonstração. Como
N ´ 1

2
ă c ă N ´ 1, temos pelo Lema 1.31 que

|ξ|´c ˚ |ξ|´c ď Cpcq |ξ|pN´1q´2c, para todo ξ P R
N´1.

Sejam pξ, kq P R
N´1 ˆ Z e σ ą 0. Como u e v tem média nula no sentido de

distribuições, obtemos

|xuvpξ, k, σq| ď
ÿ

mPZ

ż

RN´1

|pupη,m, σq pvpξ ´ η, k ´ m,σq| dη

“
ÿ

mPZzt0,ku

ż

RN´1

|pupη,m, σq pvpξ ´ η, k ´ m,σq| dη

“
ÿ

mPZzt0,ku

ż

RN´1

|η|c pupη,m, σq |ξ ´ η|c pvpξ ´ η, k ´ m,σq

|η|c|ξ ´ η|c
dη

ď
ÿ

mPZzt0,ku

}pup¨,m, σq}L8p|¨|cq }pvp¨, k ´ m,σq}L8p|¨|cq

ż

RN´1

1
|η|c|ξ ´ η|c

dη

ď C |ξ|pN´1q´2c
ÿ

mPZzt0,ku

}pup¨,m, σq}L8p|¨|cq }pvp¨, k ´ m,σq}L8p|¨|cq . (3.13)

Relembrando que a transformada de Fourier do operador B nas variávies pξ, kq

é dado por

{Bpu, vqpξ, k, tq :“ ´

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq2πi

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b v

˘
pξ, k, σq dσ,

e como
1
2

ă b ă 1, segue pelo Lema 1.32 que p|m|´b ˚ |m|´bqpkq ď C |k|1´2b. Assim, temos
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a seguinte estimativa para {Bpu, vqpξ, k, tq quando k ‰ 0:
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ˇ̌
ˇ {pu b vqpξ, k, σq

ˇ̌
ˇ dσ

ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ |ξ|pN´1q´2c

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ÿ

mPZzt0,ku

}pup¨,m, σq}L8p|¨|cq }pvp¨, k ´ m,σq}L8p|¨|cq dσ, por (3.13)

“ C |ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ÿ

mPZzt0,ku

|m|b }pup¨,m, σq}L8p|¨|cq |k ´ m|b }pvp¨, k ´ m,σq}L8p|¨|cq

|m|b |k ´ m|b
dσ

ď C |ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c

ÿ

mPZzt0,ku

1
|m|b |k ´ m|b

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

ď C |ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c
|k|1´2b

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

“ C |k|1´2b |ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ. (3.14)
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Agora, pela estimativa acima e usando que pN ´ 1q ´ c ą 0 e 1 ´ b ą 0, podemos estimar

|k|b |ξ|c
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C |k|1´b |ξ|pN´1q´c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

“ C ε1´b

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
1´b

|ξ|pN´1q´c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

ď C ε1´b

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ 1

2
` pN´1q´c

2
` 1´b

2

}u}Xb,c
}v}Xb,c

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

ď C ε1´b }u}Xb,c
}v}Xb,c

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

ˆ

«
4π2pt ´ σq

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ff pN`1q´b´c

2

p4π2pt ´ σqq´ pN`1q´b´c

2 σpN´1q´b´c dσ

ď C ε1´b }u}Xb,c
}v}Xb,c

ż t

0

pt ´ σq
´pN`1q`b`c

2 σpN´1q´b´c dσ

ˆ ess sup
pξ,kqPRN´1ˆZ˚

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ «

4π2pt ´ σq

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ff pN`1q´b´c

2

ď C ε1´b }u}Xb,c
}v}Xb,c

t
´pN`1q`b`c

2
`N´b´c

ż 1

0

p1 ´ zq
´pN`1q`b`c

2 zpN´1q´b´c dz, fazendo σ “ tz

“ C ε1´b t´
b`c´pN´1q

2 }u}Xb,c
}v}Xb,c

β

ˆ
´pN ` 1q ` c ` b

2
` 1, N ´ b ´ c

˙
,

onde βp¨, ¨q denota a função beta.

Como N´1 ă b`c ă N , segue que β
ˆ

´pN ` 1q ` c ` b

2
` 1, N ´ b ´ c

˙
ă 8.

Logo,

|k|b |ξ|c
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ ď C2 ε

1´b t´
b`c´pN´1q

2 }u}Xb,c
}v}Xb,c

, (3.15)

onde C2 “ C2pb, c,Nq ą 0 e portanto

}Bpu, vq}Xb,c
ď C2 ε

1´b }u}Xb,c
}v}Xb,c

.

Para concluir o lema temos que provar a continuidade fraca. Sejam ϕ P

SpRN´1 ˆ Tεq e t ą 0 fixos. Para cada s ă t, temos

|〈Bpu, vqptq ´ Bpu, vqpsq, ϕ〉| ď ε
ÿ

kPZ

ż

RN´1

ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq ´ {Bpu, vqpξ, k, sq

ˇ̌
ˇ |pϕpξ,´kq| dξ.

Usando as estimativas da primeira parte, temos a seguinte estimativa para a
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diferença entre {Bpu, vqpξ, k, tq e {Bpu, vqpξ, k, sq para k ‰ 0:
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq ´ {Bpu, vqpξ, k, sq

ˇ̌
ˇ

ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌
« ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ˇ̌
ˇ {pu b vqpξ, k, σq

ˇ̌
ˇ dσ

`

ż s

0

ˇ̌
ˇ̌e´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ e
´4π2ps´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ {pu b vqpξ, k, σq

ˇ̌
ˇ dσ

ff

ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c
|k|1´2b |ξ|pN´1q´2c

ˆ

«ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σ´2a dσ

`

ż s

0

ˇ̌
ˇ̌e´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ e
´4π2ps´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ˇ̌
ˇ̌ σ´2a dσ

ff
,

onde a “
b ` c ´ pN ´ 1q

2
. (3.16)

Agora, note que
ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σ´2a dσ ď

ż t

s

σ´2a dσ

“
t´2a`1 ´ s´2a`1

´2a ` 1
eż s

0

ˇ̌
ˇ̌e´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ e
´4π2ps´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ˇ̌
ˇ̌ σ´2a dσ

ď

ż s

0

e
´4π2ps´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ˇ̌
ˇ̌e´4π2pt´sq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ 1

ˇ̌
ˇ̌ σ´2a dσ

ď 4π2 pt ´ sq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌
2

ˆ sup
pξ,kqPRN´1ˆZ˚

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
e

´4π2pt´sq
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯

´ 1

4π2pt ´ sq
´

|ξ|2 `
ˇ̌

k
ε

ˇ̌2¯

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż s

0

e
´4π2ps´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σ´2a dσ

ď C 4π2 pt ´ sq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌
2 ż s

0

σ´2a dσ

ď C 4π2 pt ´ sq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌
2
s´2a`1

´2a ` 1
.

Então, utilizando as estimativas acima em (3.16), obtemos
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq ´ {Bpu, vqpξ, k, sq

ˇ̌
ˇ

ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ |k|1´2b |ξ|pN´1q´2c }u}Xb,c

}v}Xb,c

ˆ

«
t´2a`1 ´ s´2a`1 ` pt ´ sq s´2a`1

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌
2
ff

(3.17)
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e similarmente temos que
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, 0, tq ´ {Bpu, vqpξ, 0, sq

ˇ̌
ˇ ď C |ξ| |ξ|pN´1q´2c }u}Xb,c

}v}Xb,c

ˆ
“
t´2a`1 ´ s´2a`1 ` pt ´ sq s´2a`1 |ξ|2

‰
.

(3.18)

Então, por (3.17) e (3.18) concluímos que

|〈Bpu, vqptq ´ Bpu, vqpsq, ϕ〉|

ď C ε }u}Xb,c
}v}Xb,c

pt´2a`1 ´ s´2a`1q

ˆ

„ ÿ

kPZzt0u

ż

RN´1

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ |ξ|pN´1q´2c |k|1´2b |pϕpξ,´kq| dξ

`

ż

RN´1

|ξ| |ξ|pN´1q´2c |pϕpξ, 0q| dξ


` C ε }u}Xb,c

}v}Xb,c
pt ´ sq s´2a`1

ˆ

„ ÿ

kPZzt0u

ż

RN´1

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌
3

|ξ|pN´1q´2c |k|1´2b |pϕpξ,´kq| dξ

`

ż

RN´1

|ξ|3 |ξ|pN´1q´2c |pϕpξ, 0q| dξ



“: C ε }u}Xb,c
}v}Xb,c

pt´2a`1 ´ s´2a`1q rS1 ` S2s

`C ε }u}Xb,c
}v}Xb,c

pt ´ sq s´2a`1 rS3 ` S4s .

Agora, vamos estimar S1, S2, S3 e S4 separadamente. Começando com S1, temos que

S1 “
ÿ

kPZzt0u

ż

RN´1

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ |ξ|pN´1q´2c |k|1´2b |pϕpξ,´kq| dξ

“
ÿ

kPZzt0u

|k|´1´2b

«ż

Bp0,1q

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ |k|2 |ξ|pN´1q´2c |pϕpξ,´kq| dξ

`

ż

RN´1zBp0,1q

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ |k|2 |ξ|2pN´1q |ξ|´pN´1q´2c |pϕpξ,´kq| dξ

ff

ď C
ÿ

kPZzt0u

|k|´1´2b

«
››|pξ, kq| |k|2pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

ż

Bp0,1q

|ξ|pN´1q´2c dξ

`C
››|pξ, kq| |k|2 |ξ|2pN´1q pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

ż

RN´1zBp0,1q

|ξ|´pN´1q´2c dξ

ff

ď C
´››|pξ, kq| |k|2pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

`
››|pξ, kq| |k|2 |ξ|2pN´1q pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

¯
ă 8
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e

S2 “

ż

RN´1

|ξ| |ξ|pN´1q´2c |pϕpξ, 0q| dξ

“

ż

Bp0,1q

|ξ| |ξ|pN´1q´2c |pϕpξ, 0q| dξ

`

ż

RN´1zBp0,1q

|ξ|2pN´1q`1 |ξ|´pN´1q´2c |pϕpξ, 0q| dξ

ď C
´

}|ξ|pϕ}L8pRN´1ˆZq `
››|ξ|2pN´1q`1 pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

¯
ă 8.

Procedendo de modo análogo ao que foi utilizado para estimar S1 e S2, obtemos que

S3 ď C
´››|pξ, kq|3 |k|2pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

`
››|pξ, kq|3 |k|2 |ξ|2pN´1q pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

¯
ă 8

S4 ď C
´››|ξ|3pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

`
››|ξ|2pN´1q`3 pϕ

››
L8pRN´1ˆZq

¯
ă 8.

Portanto,

|〈Bpu, vqptq ´ Bpu, vqpsq, ϕ〉| ď Cpϕq ε }u}Xb,c
}v}Xb,c

“
pt´2a`1 ´ s´2a`1q ` pt ´ sq s´2a`1

‰
,

onde Cpϕq é uma constante que também depende da função ϕ. Para o caso t ă s obtém-se

similarmente expressões que vão para zero quando s Ñ t. Por fim, a demonstração da

propriedade de convergência a zero quando t Ñ 0` pode ser obtida analogamente por uma

combinação de argumentos das demonstrações acima e do Lema 3.9.

�

E finalmente, a seguir vamos enunciar e provar um resultado de boa-colocação

para o sistema (NS) nos espaços Xb,c.

Teorema 3.11. Sejam índices b, c tais que

1
2

ă b ă 1,
N ´ 1

2
ă c ă N ´ 1, b ` c ą N ´ 1.

Assuma que u0 P PMd,pN´1q´d com ∇ ¨ u0 “ 0, onde d ą pN ´ 1q ´ c, satisfaça

}u0}PMd,pN´1q´d ď η, para algum 0 ă η ă
1

4C1C2ε1´d
,

onde C1, C2 são as constantes dos Lemas 3.9 e 3.10, respectivamente. Então, existe uma

solução branda do sistema (NS) no espaço Xb,c. Esta é a única solução branda satisfazendo

a condição }u}Xb,c
ď 2C1ε

b´d;η e ela depende continuamente do dado inicial u0 no sentido

do Lema 3.8. Além disso, up¨, tq á u0 em S 1 quando t Ñ 0`.

Além disso, sob a condição adicional 2b´ 1 ă d ă 2pN ´ 1q ´ 2c garantimos a

propriedade de persistência u P L8
´

p0,8q; PMd,pN´1q´d
¯

.



Capítulo 3. Equações de Navier-Stokes em domínios finos 69

Demonstração. Note que o operador Bp¨, ¨q, definido em (3.4), é um operador

bilinear e segue pelo Lema 3.10 que Bp¨, ¨q também é um operador contínuo em Xb,c.

Agora, pelo Lema 3.9, temos que

}Gεp¨qu0}Xb,c
ď C1 ε

b´d }u0}PMd,pN´1q´d ď C1 ε
b´d η.

E portanto, pelo Lema 3.8 existe uma única solução u P Xb,c da equação u “ Gεp¨qu0 `

Bpu, uq, tal que }u}Xb,c
ď 2C1 ε

b´dη. A convergência fraca para o dado inicial segue das

convergências das partes linear e bilinear mostradas nos Lemas 3.9 e 3.10.

Para mostrar que u P L8
´

p0,8q; PMd,pN´1q´d
¯

sejam pξ, kq P R
N´1 ˆ Z

˚ e

t ą 0, então pela desigualdade (3.14) segue que

|pupξ, k, tq| ď

ˇ̌
ˇ̌e´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pu0pξ, kq

ˇ̌
ˇ̌

`

ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq 2πi

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨ {pu b uqpξ, k, σq dσ

ˇ̌
ˇ̌

ď | pu0pξ, kq| ` C |k|1´2b |ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}2

Xb,c

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

“: | pu0pξ, kq| ` Jpξ, k, tq.

Logo, como 1 ` d ´ 2b, 2pN ´ 1q ´ 2c ` d ą 0 temos a seguinte desigualdade

|k|d |ξ|pN´1q´d Jpξ, k, tq

ď C |k|1`d´2b |ξ|2pN´1q´2c´d

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}2

Xb,c

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

“ C }u}2
Xb,c

ε1`d´2b

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
1`d´2b

|ξ|2pN´1q´p2c`dq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

ď C }u}2
Xb,c

ε1`d´2b

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ 1`d´2b

2
` 2pN´1q´p2c`dq

2
` 1

2

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

ď C }u}2
Xb,c

ε1`d´2b

ż t

0

1
4π2pt ´ σqN´b´c

σpN´1q´b´c dσ

“ C }u}2
Xb,c

ε1`d´2b t´N`b`c`pN´1q´b´c`1

ż 1

0

p1 ´ zq´N`b`c zpN´1q´b´c dz

“ C }u}2
Xb,c

ε1`d´2b β p´pN ´ 1q ` b ` c,N ´ b ´ cq .

Como b`c ą N´1 e b`c ă N , segue que β p´pN ´ 1q ` b ` c,N ´ b ´ cq ă 8.
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Portanto, para todo t ą 0 temos

}uptq}PMd,pN´1q´d “ sup
kPZ˚

|k|d sup
ξPRN´1

|ξ|pN´1q´d|pupξ, k, tq|

ď }u0}PMd,pN´1q´d ` C ε1`d´2b}u}2
Xb,c

ă 8,

ou seja, u P L8
´

p0,8q; PMd,pN´1q´d
¯

.

�

Observação 3.12. Para d sob a condição

maxtpN ´ 1q ´ c, 2b ´ 1u ă d ă 2pN ´ 1q ´ 2c,

isto é, para d como no Teorema 3.11 com a condição adicional que garante a persistência

do dado inicial, temos que pelas condições sob os índices, podemos aproximar b de
1
2

pela

esquerda e c de N ´ 1 pela direita e depois aproximamos d de maxtpN ´ 1q ´ c, 2b´ 1u e

assim teremos que d se aproxima de 0 pela esquerda e consequentemente 1 ´ d se aproxima

de 1. Por outro lado, podemos também aproximar b de
1
2

e c de pN ´ 1q ´ b e depois

aproximamos d de 2pN ´ 1q ´ 2c e assim teremos que d se aproxima de 1 pela direita.

Em outras palavras, para cada taxa de controle da espessura δ P p0, 1q, escolhendo os

parâmetros de forma adequada, podemos usar o Teorema 3.11 para obter soluções globais

para (NS) com dados iniciais satisfazendo

}u0}PMd,pN´1q´d ă
1

4C1C2εδ
, onde 0 ă δ ă 1.

3.4 Regularidade da solução

O objetivo dessa seção é mostrar que a solução fornecida pelo Teorema 3.11 é

de classe C8.

3.4.1 Norma regularizante

Nesta seção introduziremos uma norma regularizante e apresentaremos uma

extensão dos Lemas 3.9 e 3.10 para tal norma.

Definição 3.13. Sejam b̃, c̃ ą 0 tais que

N ´ 1 ă b̃ ` c̃ ă N, (3.19)

então definimos os espaços

Xb̃,c̃ :“
"
v : p0,8q Ñ PMb̃,c̃ : }v}Xb̃,c̃

:“ sup
tą0

t
b̃`c̃´pN´1q

2 }vptq}
PMb̃,c̃ ă 8

*
.
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O objetivo agora é estabeceler uma estimativa para Gεp¨qu0 e Bpu, vq em Xb̃,c̃,

quando u0 P PMd,pN´1q´d e u, v P Xb,c com os índices b, c e d sob as hipóteses do Teorema

3.11. Para isso, vamos precisar das seguintes condições para b̃ e c̃:

2b ´ 1 ă b̃, maxtpN ´ 1q ´ d, 2c ´ pN ´ 1qu ă c̃ e b̃ ` c̃ ă 2b ` 2c ´ pN ´ 1q. (3.20)

A seguir, apresentaremos uma generalização para a estimativa do termo linear

e bilinear em Xb̃,c̃.

Lema 3.14. Seja d ą 0 tal que pN ´ 1q ´ c ă d, com b, c sob as condições (3.9). Se

u0 P PMd,pN´1q´d, então

}Gεp¨qu0}Xb̃,c̃
ď C̃3 }u0}PMd,pN´1q´d ,

onde C̃3 “ C3 ε
b´d é uma constante positiva.

Demonstração. Seja pξ, kq P R
N´1 ˆ Z

˚, então

ˇ̌
ˇ {Gεptqu0pξ, kq

ˇ̌
ˇ “ e

´4π2t
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯

| pu0pξ, kq|

ď
e

´4π2t
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯

|k|d |ξ|pN´1q´d
}u0}PMd,pN´1q´d .

Então, como c̃ ` d ´ pN ´ 1q ą 0, segue que

|k|b̃ |ξ|c̃
ˇ̌
ˇ {Gεptqu0pξ, kq

ˇ̌
ˇ ď |k|b̃´d |ξ|c̃`d´pN´1q e

´4π2t
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯

}u0}PMd,pN´1q´d

ď εb̃´d
`
4π2t

˘´ b̃´d
2 sup

kPZ˚
e´4π2t | k

ε |
2

˜
4π2t

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ b̃´d

2 `
4π2t

˘´ c̃`d´pN´1q
2

ˆ sup
ξPRN´1

e´4π2t |ξ|2
`
4π2t |ξ|2

˘ c̃`d´pN´1q
2 }u0}PMd,pN´1q´d

ď C3 ε
b̃´d t´

b̃`c̃´pN´1q
2 }u0}PMd,pN´1q´d ,

onde C3 “ C3pb̃, c̃, d,Nq ą 0.

Portanto, }Gεp¨qu0}Xb̃,c̃
ď C3 ε

b̃´d }u0}PMd,pN´1q´d .

�

Lema 3.15. Sejam u, v P Xb,c, então existe uma constante C4 ą 0 tal que

}Bpu, vq}Xb̃,c̃
ď C4 ε

1´2b`b̃ }u}Xb,c
}v}Xb,c

.

para todo u, v P Xb,c.
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Demonstração. Pela desigualdade (3.14) temos que
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ ď C |k|1´2b |ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ,

para todo pξ, kq P R
N´1 ˆ Z

˚ e t ą 0. Então, multiplicando |k|b̃ |ξ|c̃ em ambos os lados da

desigualdade acima e estimando, obtemos

|ξ|c̃ |k|b̃
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C |ξ|pN´1q´2c`c̃ |k|1´2b`b̃

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

“ C ε1´2b`b̃ |ξ|pN´1q´2c`c̃

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
1´2b`b̃ ˇ̌

ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ.

Como pN ´ 1q ´ 2c ` c̃, 1 ´ 2b ` b̃ ą 0, segue que

|ξ|c̃ |k|b̃
ˇ̌
ˇ {Bpu, vqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C ε1´2b`b̃

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ 1

2
` pN´1q´2c`c̃

2
` 1´2b`b̃

2

}u}Xb,c
}v}Xb,c

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
σpN´1q´b´c dσ

ď C ε1´2b`b̃ }u}Xb,c
}v}Xb,c

ˆ

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ «

4π2pt ´ σq

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ff l

2

p4π2pt ´ σqq´ l
2 σpN´1q´b´c dσ,

onde l :“ pN ´ 1q ` 2 ´ 2b ´ 2c ` b̃ ` c̃. O termo no lado direito da última desigualdade

pode ser estimado por

C ε1´2b`b̃ }u}Xb,c
}v}Xb,c

ess sup
pξ,kqPRN´1ˆZ

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ «

4π2pt ´ σq

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ff l

2

ˆ

ż t

0

pt ´ σq´ l
2 σpN´1q´b´c dσ

ď C ε1´2b`b̃ }u}Xb,c
}v}Xb,c

t´
l
2

`pN´1q´b´c`1

ż 1

0

p1 ´ zq´ l
2 zpN´1q´b´c dz

“ C ε1´2b`b̃ t´
b̃`c̃´pN´1q

2 }u}Xb,c
}v}Xb,c

β

ˆ
´pN ´ 1q ` 2b ` 2c ´ b̃ ´ c̃

2
, N ´ b ´ c

˙
.

Desde que ´pN ´ 1q ` 2b` 2c´ b̃´ c̃ ą 0 e que N ´ b´ c ą 0, então chegamos a estimativa

}Bpu, vq}Xb̃,c̃
ď C4 ε

1´2b`b̃}u}Xb,c
}v}Xb,c

,

onde C4 “ C4pb, c, b̃, c̃, Nq ą 0.
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�

Definição 3.16 (Norma regularizante). Sejam b, c e d índices como na hipótese do Teorema

3.11, isto é,

1
2

ă b ă 1,
N ´ 1

2
ă c ă N ´ 1, b ` c ą N ´ 1 e pN ´ 1q ´ c ă d.

Sejam também b̃, c̃ ą 0 tais que

2b ´ 1 ă b̃, maxtpN ´ 1q ´ d, 2c ´ pN ´ 1qu ă c̃ e pN ´ 1q ă b̃ ` c̃ ă 2b ` 2c ´ pN ´ 1q. (3.21)

Então definimos o espaço

Y – Xb,c X Xb̃,c̃,

que equipado com a norma } ¨ }Y – } ¨ }Xb,c
` } ¨ }Xb̃,c̃

é um espaço de Banach.

Observação 3.17. Seja u a solução dada pelo Teorema 3.11, então pelos Lema 3.9 (veja

página 61) e Lema 3.14, obtemos que

}Gεp¨qu0}Y “ }Gεp¨qu0}Xb,c
` }Gεp¨qu0}Xb̃,c̃

ď C1 ε
b´d ` C3 ε

b̃´d ă 8.

Por outro lado, segue pelos Lema 3.10 (veja página 63) e Lema 3.15 que

}Bpu, uq}Y “ }Bpu, uq}Xb,c
` }Bpu, uq}Xb̃,c̃

ď C2 ε
1´b }u}2

Xb,c
` C4 ε

1´2b`b̃ }u}2
Xb,c

ă 8.

Portanto, como u “ Gεp¨qu0 `Bpu, uq então garantimos que a solução u dada pelo Teorema

3.11 pertence ao espaço Y , onde Y “ Xb,c X Xb̃,c̃.

3.4.2 Continuidade Forte no Tempo

Já vimos que as soluções dadas pelo Teorema 3.11 são fracamente contínuas.

Nesta seção vamos verificar que tais soluções são também contínuas para t ą 0 na norma

dos espaços do tipo PMb,c. Para isso, vamos começar definindo o seguinte espaço:

Definição 3.18. Sejam os índices b, c, d, b̃ e c̃ sob as condições da Definição 3.16, então

definimos por YC
´

p0,8q; PMb,c X PMb̃,c̃
¯

o sub-espaço das funções v P Y contínuas em

t ą 0 em relação as normas } ¨ }PMb,c e } ¨ }
PMb̃,c̃ . O espaço YC

´
p0,8q; PMb,c X PMb̃,c̃

¯

é normado com a mesma norma do espaço Y .

Os próximos dois resultados estabelecem a continuidade forte da parte linear e

da parte bilinear, respectivamente.
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Lema 3.19. Seja u0 P PMd,pN´1q´d, então Gεptqu0 P YC
´

p0,8q,PMb̃,c̃ X PMb,c
¯

.

Demonstração. Seja t>0 fixo e 0 ă s ă t, então para pξ, kq P R
N´1 ˆ Z

˚

temos

|k|b |ξ|c
ˇ̌
ˇ {Gεptqu0pξ, kq ´ {Gεpsqu0pξ, kq

ˇ̌
ˇ

“ |k|b |ξ|c
ˇ̌
ˇ̌e´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ e
´4π2s

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ˇ̌
ˇ̌ | pu0pξ, kq|

ď |k|b |ξ|c e
´4π2s

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ˇ̌
ˇ̌e´4π2pt´sq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

´ 1

ˇ̌
ˇ̌ | pu0pξ, kq|

ď |k|b´d |ξ|c`d´pN´1q e
´4π2s

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

4π2pt ´ sq

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸

ˆ ess sup
pξ,kqPRN´1ˆZ˚

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
e

´4π2pt´sq
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯

´ 1

4π2pt ´ sq
´

|ξ|2 `
ˇ̌

k
ε

ˇ̌2¯

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ }u0}PMd,pN´1q´d

ď C pt ´ sq }u0}PMd,pN´1q´d εb´d
`
4π2s

˘´ b´d`c`d´pN´1q`2

2

ˆ

˜
sup
kPZ˚

»
–e´4π2s| k

ε |
2

˜
4π2s

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ b´d

2

fi
fl sup

ξPRN´1

„
e´4π2s|ξ|2

`
4π2s|ξ|2

˘ c`d´pN´1q`2

2



` sup
kPZ˚

»
–e´4π2s| k

ε |
2

˜
4π2s

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ b´d`2

2

fi
fl sup

ξPRN´1

„
e´4π2s|ξ|2

`
4π2s|ξ|2

˘ c`d´pN´1q
2

¸

ď C εb´d pt ´ sq s
pN´1q´2´b´c

2 }u0}PMd,pN´1q´d

ou seja,

}Gεptqu0 ´ Gεpsqu0}PMb,c ď C pt ´ sq s
pN´1q´2´b´c

2 }u0}PMd,pN´1q´d .

Fazendo s Ñ t´ na expressão acima temos que o lado direito vai para zero. De modo

análogo, quando t ă s obtemos a seguinte estimativa:

}Gεptqu0 ´ Gεpsqu0}PMb,c ď C ps ´ tq t
pN´1q´2´b´c

2 }u0}PMd,pN´1q´d ,

que também vai a zero quando s Ñ t` e assim concluímos a continuidade para t ą 0.

Note que a única condição necessária para valer o resultado acima é que

c ` d ´ pN ´ 1q ą 0 e como vale também que c̃ ` d ´ pN ´ 1q ą 0, então o resultado vale

para PMb̃,c̃.

�

Proposição 3.20. Sejam u, v P YC
´

p0,8q,PMb̃,c̃ X PMb,c
¯

, então

Bpu, vq P YC
´

p0,8q,PMb̃,c̃ X PMb,c
¯
.



Capítulo 3. Equações de Navier-Stokes em domínios finos 75

Demonstração. Sejam t ą 0 fixo e η ą 0 qualquer. Escolheremos um número

δ P p0, tq, então para s P

„
t ´

δ

2
, t`

δ

2


temos a seguinte identidade para pξ, kq P R

N´1ˆZ
˚:

|k|b |ξ|c
´
{Bpu, vqpξ, k, tq ´ {Bpu, vqpξ, k, sq

¯
“ |k|b |ξ|c

ˆż t

0

fξ,k,tpσq dσ ´

ż s

0

fξ,k,spσq dσ

˙
, (3.22)

onde fξ,k,tpσq :“ e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq2πi

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b v

˘
pξ, k, σq.

Fazendo as mudanças de variáveis τ “ t ´ σ e τ “ s ´ σ no lado direito de

(3.22) temos

|k|b |ξ|c
´
{Bpu, vqpξ, k, tq ´ {Bpu, vqpξ, k, sq

¯

“ |k|b |ξ|c
ˆ

´

ż 0

t

fξ,k,tpt ´ τq dτ `

ż 0

s

fξ,k,sps ´ τq dτ

˙

“

ż t´δ

0

|k|b |ξ|c pfξ,k,tpt ´ τq ´ fξ,k,sps ´ τqq dτ `

ż t

t´δ

|k|b |ξ|c fξ,k,tpt ´ τq dτ

´

ż s

t´δ

|k|b |ξ|c fξ,k,sps ´ τq dτ

“: I1 ` I2 ` I3.

Na sequência vamos estimar I2 e I3 usando a desigualdade (3.14). Então,

|I2| ď C |k|b |ξ|c |ξ|pN´1q´2c |k|1´2b

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ }u}Xb,c

}v}Xb,c

ˆ

ż t

t´δ

e
´4π2τ

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

pt ´ τqpN´1q´b´c dτ

ď C ε1´b }u}Xb,c
}v}Xb,c

sup
pξ,kqPRN´1ˆZ˚

e´4π2τp|ξ|2`| k
ε

|2q

«
4π2τ

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ff pN`1q´b´c

2

ˆ

ż t

t´δ

p4π2τq´ pN`1q´b´c

2 pt ´ τqpN´1q´b´c dτ

ď Cpεq pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2

ż t

t´δ

pt ´ τqpN´1q´b´c dτ

ď Cpεq pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2 δN´b´c

e

|I3| ď Cpεq pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2

ż s

t´δ

ps ´ τqpN´1q´b´c dτ

ď Cpεq pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2 ps ´ t ` δqN´b´c

ď Cpεq pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2 δN´b´c,

pois s ď t `
δ

2
e N ´ b ´ c ą 0.
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Podemos notar que a constante Cpεq depende apenas de b, c,N e ε, além disso

podemos assumir a mesma constante para |I1|, |I2| e |I3|. Agora, tomando

δ ă min

$
&
%
t

2
,

˜
η

3Cpεq

ˆ
t

2

˙ pN`1q´b´c

2

¸ 1

N´b´c

,
.
- ,

temos que

|I2|, |I3| ď Cpεq

ˆ
t

2

˙´ pN`1q´b´c

2

δN´b´c ď
η

3
.

Para estimar I1, vamos primeiramente estimar a diferença entre pzu b vqpt´ τq

e pzu b vqps ´ τq. Assim,
ˇ̌`zu b v

˘
pξ, k, t ´ τq ´

`zu b v
˘

pξ, k, s ´ τq
ˇ̌

ď
ˇ̌`zu b v

˘
pξ, k, t ´ τq ´ pupt ´ τq b vps ´ τqq^ pξ, kq

ˇ̌

`
ˇ̌
pupt ´ τq b vps ´ τqq^ pξ, kq ´

`zu b v
˘

pξ, k, s ´ τq
ˇ̌

ď C |k|1´2b |ξ|pN´1q´2c }upt ´ τq}PMb,c }vpt ´ τq ´ vps ´ τq}PMb,c

`C |k|1´2b |ξ|pN´1q´2c }vps ´ τq}PMb,c }upt ´ τq ´ ups ´ τq}PMb,c . (3.23)

Note que se τ P p0, t ´ δq, então t ´ τ , s ´ τ P

„
δ

2
, t`

δ

2


uma vez que

t´
δ

2
ď s ď t`

δ

2
. Como por hipótese u e v são contínuas logo são limitadas em

„
δ

2
, t`

δ

2



e com isso temos a seguinte estimativa para I1 usando a desigualdade (3.23):

|I1|

ď C |k|1´b |ξ|pN´1q´c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌

ˆ

˜ż t´δ

0

e
´4π2τ

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

}upt ´ τq}PMb,c }vpt ´ τq ´ vps ´ τq}PMb,c dτ

`

ż t´δ

0

e
´4π2τ

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

}vps ´ τq}PMb,c }upt ´ τq ´ ups ´ τq}PMb,c dτ

¸

ď Cpεq sup
pξ,kqPRN´1ˆZ˚

»
–e´4π2τ

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯˜

4π2τ

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸¸ pN´1q´c´b`2

2

fi
fl

ˆ

˜ż t´δ

0

p4π2τq´ pN´1q´c´b`2

2 }upt ´ τq}PMb,c }vpt ´ τq ´ vps ´ τq}PMb,c dσ

`

ż t´δ

0

p4π2τq´ pN´1q´c´b`2

2 }vps ´ τq}PMb,c }upt ´ τq ´ ups ´ τq}PMb,c dτ

¸

ď Cpεq pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2 sup
τPr δ

2
,t` δ

2
s

}upτq}PMb,c sup
τPr0,t´δs

}vpt ´ τq ´ vps ´ τq}PMb,c

`Cpεq pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2 sup
τPr δ

2
,t` δ

2
s

}vpτq}PMb,c sup
τPr0,t´δs

}upt ´ τq ´ ups ´ τq}PMb,c .
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Por hipótese u e v são contínuas, então são uniformemente contínuas no intervalo„
δ

2
, t`

δ

2


e assim existe γ P

ˆ
0,
δ

2

˙
tal que |pt ´ τq ´ ps ´ τq| “ |t ´ s| ă γ tal que

}vpt ´ τq ´ vps ´ τq}PMb,c ă
η

6Cpεq

˜
pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2 sup
τPr δ

2
,t` δ

2
s

}upτq}PMb,c

¸´1

e

}upt ´ τq ´ ups ´ τq}PMb,c ă
η

6Cpεq

˜
pt ´ δq´ pN`1q´b´c

2 sup
τPr δ

2
,t` δ

2
s

}vpτq}PMb,c

¸´1

.

Sendo assim, para |t ´ s| ă γ temos que

|I1| ď
η

3
.

Portanto, juntando todas as estimativas para I1, I2 e I3 concluímos que

}Bpu, vqptq ´ Bpu, vqpsq}PMb,c ă η,

sempre que |t´ s| ă γ. De modo similar se prova que Bpu, vqp¨q é contínua em t ą 0 na

norma } ¨ }
PMb̃,c̃ .

�

Uma consequência das estimativas apresentadas na Observação 3.17 junta-

mente com os Lemas 3.19 e 3.20 é que a solução do Teorema 3.11 pertence ao espaço

YC
´

p0,8q,PMb̃,c̃ X PMb,c
¯

, em outras palavras, podemos enunciar o seguite resultado:

Proposição 3.21. Assuma as condições do Teorema 3.11 e que os índices b̃ e c̃ são como

na Definição 3.16. Então, a solução u obtida no Teorema 3.11 satisfaz

u P YC
´

p0,8q,PMb̃,c̃ X PMb,c
¯
,

e em particular u P C
´

p0,8q,PMb̃,c̃ X PMb,c
¯

.

3.4.3 Soluções C8

O objetivo dessa seção é provar que as soluções obtidas pelo Teorema 3.11 são

funções de classe C8 para t ą 0. Para tal fim vamos apresentar os seguintes espaços:

Definição 3.22. Sejam M P N e s P p0, T q, com T ă 8. Denotamos por FM “ FM ps, T q o

espaço das funções vetoriais vptq “ pv1ptq, . . . , vN ptqq com vjptq : ps, T q Ñ PMb,c X PMb̃,c̃

tais que

Bαvj P C
´

ps, T q; PMb,c X PMb̃,c̃
¯
, |α| ď M ´ 1 (3.24)
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onde α P N
N e as derivadas são no sentido de distribuições em relação às variáveis espaciais.

Denotaremos por EM “ EM ps, T q o espaço das funções v P FM ps, T q tais que

pt ´ sq
1

2 Bαvj P C
´

ps, T q; PMb,c X PMb̃,c̃
¯
, |α| “ M, (3.25)

Os espaços FM e EM são Banach equipados com normas definidas, respectiva-

mente, por

}g}FM
:“

ÿ

|α|ďM´1

ˆ
sup

sătăT

}Bαgptq}PMb,c ` sup
sătăT

}Bαgptq}
PMb̃,c̃

˙
, (3.26)

}g}EM
:“ }g}FM

`
ÿ

|α|“M

ˆ
sup

sătăT

pt ´ sq
1

2 }Bαgptq}PMb,c ` sup
sătăT

pt ´ sq
1

2 }Bαgptq}
PMb̃,c̃

˙
. (3.27)

Agora, para s ą 0 considere a equação

vptq “ Gεpt ´ squpsq ´

ż t

s

Gεpt ´ σqP∇ ¨ pv b vqpσq dσ,

onde u é a solução do sistema (2.1) dada pelo Teorema 3.11. Definimos o termo bilinear

da equação acima por

Bspv, wq – ´

ż t

s

Gεpt ´ σqP∇ ¨ pv b wqpσq dσ,

e consequentemente em variáveis de Fourier temos que

{Bspv, wqptq “ ´2πi
ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`{v b w

˘
pξ, k, σq dσ. (3.28)

O próximo resultado estabelece a continuidade de Bs em FM e EM .

Proposição 3.23. Sejam s ă T e v, w P FN ps, T q pou EN ps, T qq, então Bspv, wq é

contínua nos espaços FN ps, T q e EN ps, T q, isto é, existe C ą 0 tal que

}Bspv, wq}FM
ď C

”
pT ´ sq

´pN´1q`b`c

2 ` pT ´ sq
´pN´1q`2b`2c´b̃´c̃

2

ı
}v}FM

}w}FM

}Bspv, wq}EM
ď C

”
pT ´ sq

´pN´1q`b`c

2 ` pT ´ sq
´pN´1q`2b`2c´b̃´c̃

2

ı
}v}EM

}w}EM
.

Demonstração. Sejam v, w P FM (ou EM) e α P N
N tal que |α| ď M .

Mostraremos primeiramente que vale a seguinte identidade:

{BαBspv, wqptq “
ÿ

|γ|`|ρ|“|α|

{BspBγv, Bρwqptq. (3.29)

De fato, para |α| “ 1 temos que

{Bxj
Bspv, wqpξ, k, tq “ ´2πiξi

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq2πi

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`{v b w

˘
pξ, k, σq dσ

“ ´

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq2πi

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`
2πiξi {v b w

˘
pξ, k, σq dσ,
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se j P t1, . . . N ´ 1u. Para j “ N , temos que

{BxN
Bspv, wqpξ, k, tq

“ ´

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq2πi

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨

ˆ
2πik
ε

{v b w

˙
pξ, k, σq dσ.

Por outro lado, temos

2πiξi {v b wpξ, k, σq “
ÿ

mPZ

ż

RN´1

2πiξi pvpη,m, σq pwpξ ´ η, k ´ m,σq dη

“
ÿ

mPZ

ż

RN´1

2πiηi pvpη,m, σq pwpξ ´ η, k ´ m,σq dη

`
ÿ

mPZ

ż

RN´1

2πipξi ´ ηiq pvpη,m, σq pwpξ ´ η, k ´ m,σq dη

“ {Bxj
v b wpξ, k, tq ` {v b Bxj

wpξ, k, tq

e analogamente temos

2πik
ε

{v b wpξ, k, σq “ {BxN
v b wpξ, k, tq ` {v b BxN

wpξ, k, tq.

Juntando as igualdades obtidas acima, concluímos que

{Bxj
Bspv, wqptq “ {BspBxj

v, wqptq ` {Bspv, Bxj
wqptq,

para todo j P t1, . . . , Nu, ou seja, está provado o caso |α| “ 1. O caso geral segue usando

o princípio da indução finita.

Prosseguindo com a prova, para pξ, kq P R
N´1ˆZ

˚ vamos estimar {Bspv, wqpξ, k, tq
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de maneira semelhante a estimativa {Bpu, vqpξ, k, tq no Lema 3.10. Assim,
ˇ̌
ˇ {Bspv, wqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌
ż t

s

e´4π2pt´σqp|ξ|2`| k
ε

|2q
ˇ̌
ˇ {pv b wqpξ, k, σq

ˇ̌
ˇ dσ

ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ |ξ|pN´1q´2c

ˆ

ż t

s

e´4π2pt´σqp|ξ|2`| k
ε

|2q
ÿ

mPZzt0,ku

}pvp¨,m, σq}L8p|¨|cq } pwp¨, k ´ m,σq}L8p|¨|cq dσ, por (3.13)

“ C|ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌

ˆ

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ ÿ

mPZzt0,ku

|m|b }pvp¨,m, σq}L8p|¨|cq |k ´ m|b } pwp¨, k ´ m,σq}L8p|¨|cq

|m|b |k ´ m|b
dσ

ď C |ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ sup

săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ÿ

mPZzt0,ku

1
|m|b |k ´ m|b

ˆ

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
dσ

ď C |ξ|pN´1q´2c |k|1´2b

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ sup

săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}vpσq}PMb,c

ˆ

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
dσ.

E pela estimativa acima, temos que

|k|b |ξ|c
ˇ̌
ˇ {Bspv, wqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C |k|1´b |ξ|pN´1q´c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ sup

săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ˆ

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
dσ

ď C ε1´b sup
săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ˆ

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯ «

4π2pt ´ σq

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ff pN`1q´b´c

2

p4π2pt ´ σqq´ pN`1q´b´c

2 dσ

ď C ε1´b sup
săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ż t

s

pt ´ σq
´pN`1q`b`c

2 dσ

ď C pT ´ sq
´N`1`b`c

2 sup
săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c .

Logo,

}Bspv, wqptq}PMb,c ď C pT ´ sq
´N`1`b`c

2 sup
săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c .
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Por outro lado,

|k|b̃ |ξ|c̃
ˇ̌
ˇ {Bspv, wqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C|k|1´2b`b̃|ξ|pN´1q´2c`c̃

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ sup

săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ˆ

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
dσ

ď C sup
săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

ˆ

«
4π2pt ´ σq

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ff pN`1q´2b´2c`b̃`c̃

2

p4π2pt ´ σqq´ pN`1q´2b´2c`b̃`c̃

2 dσ

ď C sup
săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ż t

s

pt ´ σq
´pN`1q`2b`2c´b̃´c̃

2 dσ

ď C pT ´ sq
´N`1`2b`2c´b̃´c̃

2 sup
săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

e portanto

}Bspv, wqptq}
PMb̃,c̃ ď C pT ´ sq

´N`1`2b`2c´b̃´c̃
2 sup

săσăT

}vpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c .

Agora, se |α| ď M ´ 1 concluímos de (3.29) que

}BαBspv, wqptq}PMb,c

ď
ÿ

|γ|`|ρ|“|α|

}BspBγv, Bρwqptq}PMb,c

ď
ÿ

|γ|`|ρ|“|α|

C pT ´ σq
´N`1`b`c

2 sup
săσăT

}Bγvpσq}PMb,c sup
săσăT

}Bρwpσq}PMb,c . (3.30)

Similarmente, temos

}BαBspv, wqptq}
PMb̃,c̃

ď
ÿ

|γ|`|ρ|“|α|

C pT ´ sq
´N`1`2b`2c´b̃´c̃

2 sup
săσăT

}Bγvpσq}PMb,c sup
săσăT

}Bρwpσq}PMb,c . (3.31)

Por outro lado, se α P N
N com |α| “ M , então

ˇ̌
ˇ {BspBαv, wqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C |k|1´2b |ξ|pN´1q´2c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ sup

săσăT

pσ ´ sq
1

2 }Bαvptq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ˆ

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

pσ ´ sq´ 1

2 dσ,
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e assim

|ξ|c |k|b
ˇ̌
ˇ {BspBαv, wqpξ, k, tq

ˇ̌
ˇ

ď C |k|1´b |ξ|pN´1q´c

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ sup

săσăT

pσ ´ sq
1

2 }Bαvpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ˆ

ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

pσ ´ sq´ 1

2 dσ

ď C sup
săσăT

pσ ´ sq
1

2 }Bαvpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c

ˆ

ż t

s

pt ´ σq
´pN`1q`b`c

2 pσ ´ sq´ 1

2 dσ. (3.32)

A integral em (3.32) pode ser estimada da seguinte forma:

ż s` 1

2
pt´sq

s

pt ´ σq
´pN`1q`b`c

2 pσ ´ sq´ 1

2 dσ ď

ˆ
1
2

pt ´ sq

˙´pN`1q`b`c

2

ż s` 1

2
pt´sq

s

pσ ´ sq´ 1

2 dσ

“ 2
pN`1q´b´c

2 pt ´ sq
´pN`1q`b`c

2

pσ ´ sq
1

2

2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

s` 1

2
pt´sq

s

“ C pt ´ sq
´pN´1q`b`c

2 pt ´ sq´ 1

2

e
ż t

s` 1

2
pt´sq

pt ´ σq
´pN`1q`b`c

2 pσ ´ sq´ 1

2 dσ ď

ˆ
1
2

pt ´ sq

˙´ 1

2

ż t

s` 1

2
pt´sq

pt ´ σq
´pN`1q`b`c

2 dσ

“ 2
1

2 pt ´ sq´ 1

2

2pσ ´ sq
´pN´1q`b`c

2

´pN ´ 1q ` b ` c

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

t

s` 1

2
pt´sq

ď C pt ´ sq
´pN´1q`b`c

2 pt ´ sq´ 1

2 .

Portanto, das estimativas acima concluímos que

pt ´ sq
1

2 }BspBαv, wqptq}PMb,c

ď C pT ´ sq
´pN´1q`b`c

2 sup
săσăT

pσ ´ sq
1

2 }Bαvpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c . (3.33)

De maneira similiar, obtemos que

pt ´ sq
1

2 }BspBαv, wqptq}
PMb̃,c̃

ď C pT ´ sq
´pN´1q`2b`2c´b̃´c̃

2 sup
săσăT

pσ ´ sq
1

2 }Bαvpσq}PMb,c sup
săσăT

}wpσq}PMb,c . (3.34)

Portanto, segue de (3.30) e (3.31) que

}Bspv, wq}FM
ď C

”
pT ´ sq

´pN´1q`b`c

2 ` pT ´ sq
´pN´1q`2b`2c´b̃´c̃

2

ı
}v}FM

}w}FM
.

Similarmente por (3.30), (3.31), (3.33) e (3.34), temos

}Bspv, wq}EM
ď C

”
pT ´ sq

´pN´1q`b`c

2 ` pT ´ sq
´pN´1q`2b`2c´b̃´c̃

2

ı
}v}EM

}w}EM
.
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�

Teorema 3.24. Assuma as hipóteses do Teorema 3.11 e seja u a solução do sistema (NS),

então

Bk
t Bαuptq P Cpp0,8q; PMb,c X PMb̃,c̃q, (3.35)

para todo k P N e α P N
N .

Demonstração Vamos começar mostrando o resultado para o caso k “ 0.

Provaremos (3.35) por indução na ordem das derivadas sobre às variáveis espaciais.

Para |α| “ 0, o resultado segue pela Proposição 3.21. Então, suponha que (3.35)

é válido para |α| ď M ´ 1. Para mostrar (3.35) quando |α| “ M vamos resolver a equação

vptq “ Gεpt ´ squpsq ´

ż t

s

Gεpt ´ σqP∇ ¨ pv b vqpσq dσ (3.36)

no espaço EM .

Afirmação: Gεpt ´ squpsq P EM .

De fato, para |α| ď M ´ 1 pela hipótese de indução temos que

|k|b |ξ|c
ˇ̌
ˇ {BαGεpt ´ squpξ, k, sq

ˇ̌
ˇ ď |k|b |ξ|c e

´4π2pt´sq
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯ ˇ̌
ˇyBαupξ, k, sq

ˇ̌
ˇ ď }Bαupsq}PMb,c

e assim

}BαGεpt ´ squpsq}PMb,c ď }Bαupsq}PMb,c .

Analogamente, vale que }BαGεpt ´ squpsq}
PMb̃,c̃ ď }Bαupsq}

PMb̃,c̃ .

Se |α| “ N com α “ β ` ej, onde |β| “ N ´ 1 e ej é o j´ésimo vetor da base

canônica, então

|ξ|c |k|b
ˇ̌
ˇ {BαGεpt ´ squpξ, k, sq

ˇ̌
ˇ

ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ξ,
k

ε

˙ˇ̌
ˇ̌ |ξ|c |k|b e

´4π2pt´sq
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯ ˇ̌
ˇyBβupξ, k, sq

ˇ̌
ˇ

ď C sup
pξ,kqPRN´1ˆZ

«
4π2pt ´ sq

˜
|ξ|2 `

ˇ̌
ˇ̌k
ε

ˇ̌
ˇ̌
2
¸ff 1

2

e
´4π2pt´sq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯

ˆpt ´ sq´ 1

2 }Bβupsq}PMb,c .

Portanto,

sup
săσăT

pt ´ sq
1

2 }BαGεpt ´ squpsq}PMb,c ď C }Bβupsq}PMb,c . (3.37)

Além disso, claramente vale (3.37) substituindo PMb,c por PMb̃,c̃.
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Pelas estimativas acima, podemos garantir que existe um constante C ą 0 tal

que

}Gεpt ´ squpsq}EM
ď C

ÿ

|α|ďM´1

`
}Bαupsq}PMb,c ` }Bαupsq}

PMb̃,c̃

˘
,

}Gεpt ´ squpsq}FM
ď C

ÿ

|α|ďM´1

`
}Bαupsq}PMb,c ` }Bαupsq}

PMb̃,c̃

˘
.

E com isso finalizamos a prova da afirmação.

Agora, seja L ą 0 tal que

L ě C
ÿ

|α|ďM´1

`
}Bαupsq}PMb,c ` }Bαupsq}

PMb̃,c̃

˘
,

então }Gεpt´ squpsq}EM
, }Gεpt´ squpsq}FM

ď L. Além disso, podemos escolher um T ą s

tal que

L ă
1

4C
”
pT ´ sq

´pN´1q`b`c

2 ` pT ´ sq
´pN´1q`2b`2c´b̃´c̃

2

ı

e assim pela Proposição 3.23 e pelo Lema 3.8 garantimos que existe uma única solução v de

(3.36) nas bolas fechadas BEM
p0, 2Lq e BFM

p0, 2Lq. Seja T0 ą 0 fixo tal que T0 ą T ,então

pela hipótese de indução concluímos que a solução u dada pelo Teorema 3.11 satisfaz

}u}FM ps,T q ď }u}FM ps,T0q ă 8.

Ademais, podemos escolher L de modo que }u}FM ps,T0q ď 2L (diminuindo o valor de T

caso for necessário), ou seja, u restrito ao intervalo ps, T q está na bola BFM
p0, 2Lq.

Agora mostraremos que uptq com t restrito ao intervalo ps, T q satisfaz (3.36).

De fato, temos a seguinte identidade:

pupξ, k, tq ´ {Gεpt ´ squpξ, k, sq

“ e
´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pu0pξ, kq ´ 2πi

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b u

˘
pξ, k, σq dσ

´e
´4π2pt´sq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pupξ, k, sq

“ e
´4π2t

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pu0pξ, kq ´ 2πi

ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b u

˘
pξ, k, σq dσ

´ e
´4π2pt´sq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
e

´4π2s
´

|ξ|2`| k
ε |

2
¯
pu0pξ, kq

` e
´4π2pt´sq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
2πi

ż s

0

e
´4π2ps´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b u

˘
pξ, k, σq dσ

“ ´ 2πi
ż t

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b u

˘
pξ, k, σq dσ

` 2πi
ż s

0

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b u

˘
pξ, k, σq dσ

“ ´2πi
ż t

s

e
´4π2pt´σq

´
|ξ|2`| k

ε |
2
¯
pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨
`zu b u

˘
pξ, k, σq dσ.
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Por outro lado, temos que BEM
p0, 2Lq Ă BFM

p0, 2Lq e que u|ps,T q coincide com

v, então pela unicidade da solução garantimos que u|ps,T q P BEM
p0, 2Lq. Pela arbitrariedade

de s ą 0 concluímos que (3.35) vale para todo α P N
N e k “ 0.

A segunda parte da prova é mostrar que (3.35) é válido para todo k P N.

Procederemos novamente por indução, mas agora em k. Suponha que (3.35) vale para

todo k ď M ´ 1, então aplicando BM
t Bα à (3.3) temos que

BM
t Bαupx, s, tq “ BM

t Bα

„
Gεptqu0 ´

ż t

0

Gεpt ´ σqP∇ ¨ pu b uqpσq dσ



“ BM´1
t p∆Bαuqpx, s, tq ´ P∇ ¨ BM

t Bαpu b uqpx, s, tq

e em variáveis de Fourier

BM
t
yBαupξ, k, tq “ BM´1

t p∆Bαuq^px, s, tq ´ 2πi
ÿ

γ`ρ“α

ÿ

k`l“M´1

pPpξ, kq

ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨ pBk

t Bγu b Bl
tB

ρuq^pξ, k, tq.

Pela hipótese de indução segue que a primeira parcela da identidade acima

está em PMb,c X PMb̃,c̃. Em contrapartida, pelas propriedades da transforma de Fourier

o termo 2πi
ˆ
ξ,
k

ε

˙
¨ pBk

t Bγu b Bl
tB

ρuq^pξ, k, tq pode ser expressado pela transformada de

um somatório de produtos de devivadas de u, onde a ordem das derivadas espaciais ou

permanecem igual ou acrescenta 1 e as derivadas temporais permanecem iguais. Por

outro lado, sabemos que o operador P leva PMb,c em PMb,c e que pela hipótese de

indução os fatores do produto P∇ ¨ pBk
t Bγu b Bl

tB
ρuqptq estão em PMb̃,c̃, com b̃, c̃ sobre

as condições (3.21). Por outro lado, podemos tomar índices b1 e c1 sobre as condições

(3.21) tal que b ´ b1 ` 1 e c ´ c1 ` pN ´ 1q também estejam sobre as condições (3.21) e

assim utilizando a hipótese de indução juntamente com a Proposição 3.6 concluímos que

P∇ ¨ pBk
t Bγub Bl

tB
ρuqptq tem componentes em PMb,c. De maneira análoga concluímos que

P∇ ¨ pBk
t Bγub Bl

tB
ρuqptq tem componentes em PMb̃,c̃, o que completa a prova do resultado.

�

Antes de apresentar o resultado de regularidade, vamos apresentar um resultado

que relaciona as normas em Lq e PMb,c, para índices adequados. Para isso, precisamos da

seguinte suposição.

Suposição 3.25. Suponha que os índices b, c e d satisfaçam as seguintes condições

piq
N ´ 1

2
ă c ă N ´ 1;

piiq pN ´ 1q ´ c ă d ;

piiiq max
"

pN ´ 1q ´ d

N ´ 1
,
2c ´ pN ´ 1q

N ´ 1
,
1
2

*
ă b ă 1;

pivq N ´ 1 ă b ` c .
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Além disso, suponha também que os índices b̃, c̃ satisfaçam as seguintes condições

pvq max
"

2c ´ pN ´ 1q, pN ´ 1q ´ d,
N ´ 1

2

*
ă c̃ ă min tc, bpN ´ 1qu ;

pviq max tb, pN ´ 1q ´ c̃u ă b̃ ă min tN ´ c̃,´pN ´ 1q ` 2b ` 2c ´ c̃u .

Observação 3.26. (1) Vejamos que é possivel encontrar índices nas condições da Suposição

3.25.

De piq : c ă N ´ 1 ñ 2c ´ pN ´ 1q ă c;

De piiq : pN ´ 1q ´ c ă d ñ pN ´ 1q ´ d ă c;

De piiiq :
2c ´ pN ´ 1q

N ´ 1
ă b ñ 2c ´ pN ´ 1q ă bpN ´ 1q;

De piiiq :
pN ´ 1q ´ d

N ´ 1
ă b ñ pN ´ 1q ´ d ă bpN ´ 1q;

De piiiq :
1
2

ă b ñ
N ´ 1

2
ă bpN ´ 1q;

De piiiq e pvq : b ă 1 e c̃ ă c ă N ´ 1 ñ b ` c̃ ă N ñ b ă N ´ c̃;

De pivq e pvq : b ` c ą N ´ 1 e c ą c̃

ñ ´pN ´ 1q ` b ` 2c ´ c̃ ą 0 ñ b ă ´pN ´ 1q ` 2b ` 2c ´ c̃;

De pivq : b ` c ą N ´ 1 ñ 2pN ´ 1q ă 2b ` 2c;

ñ pN ´ 1q ´ c̃ ă ´pN ´ 1q ` 2b ` 2c ´ c̃.

(2) É importante ressaltar que os índices b, c e d na Suposição 3.25 estão nas

condições do Teorema 3.11 e que os índices b̃ e c̃ estão também sob as condições (3.21).

Lema 3.27. Sejam índices b, c, b̃ e c̃ como na Suposição 3.25. Então para q Pˆ
N ´ 1

pN ´ 1q ´ c̃
,min

"
1

1 ´ b
,

N ´ 1
pN ´ 1q ´ c

*˙
e para v P PMb̃,c̃ X PMb,c, existe uma cons-

tante C ą 0 tal que

}v}LqpRN´1ˆTεq ď C
´

}v}p

PMb̃,c̃
` }v}p

PMb,c

¯ 1

p

,

onde p é o expoente conjugado de q.

Demonstração. Como p é o expoente conjugado de q, isto é,
1
q

`
1
p

“ 1, então

N ´ 1
pN ´ 1q ´ c̃

ă q ă min
"

1
1 ´ b

,
N ´ 1

pN ´ 1q ´ c

*

ñ max
"

1 ´ b,
pN ´ 1q ´ c

pN ´ 1q

*
ă

1
q

ă
pN ´ 1q ´ c̃

N ´ 1

ñ
c̃

N ´ 1
ă

1
p

“ 1 ´
1
q

ă min
"
b,

c

pN ´ 1q

*
ñ max

"
1
b
,
N ´ 1
c

*
ă p ă

N ´ 1
c̃

.
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Como
N ´ 1

2
ă c̃, b ă 1 e c ă N ´ 1, então 1 ă max

"
1
b
,
N ´ 1
c

*
ă p ă

N ´ 1
c̃

ă 2 e assim pela desigualdade de Hausdorff-Young (veja [49, p. 190]) segue que

}v}p

LqpRN´1ˆTεq ď C }pv}p

LppRN´1ˆZq,

“ C

ż

RN´1ˆZ

|pvpξ, kq|p dξ b dµ pµ é a medida de contagemq

ď C}v}p

PMb̃,c̃

ÿ

kPZ˚

1
|k|b̃p

ż

|ξ|ď1

1
|ξ|c̃p

dξ ` C}v}p

PMb,c

ÿ

kPZ˚

1
|k|bp

ż

|ξ|ą1

1
|ξ|cp

dξ.

Agora note que temos c̃ ă
N ´ 1
p

ă c e
1
p

ă b ă b̃, então

ÿ

kPZ˚

1
|k|b̃p

,
ÿ

kPZ˚

1
|k|bp

,

ż

|ξ|ď1

1
|ξ|c̃p

dξ e
ż

|ξ|ą1

1
|ξ|cp

dξ são finitos,

e portanto }v}LqpRN´1ˆTεq ď C
´

}v}p

PMb̃,c̃
` }v}p

PMb,c

¯ 1

p

.

�

E para finalizar temos o resultado que garante que a solução do Teorema 3.11

é C8.

Teorema 3.28. A solução branda u do sistema (2.1) dada pelo Teorema 3.11 é uma

função vetorial de classe C8pRN´1 ˆ p0, εq ˆR
`q. Em particular, a solução é clássica para

t ą 0.

Demonstração. Podemos concluir do Lema 3.27 e do Teorema 3.24 que

Bkujptq P W l,qpRN´1 ˆ p0, εqq, com q P

ˆ
N ´ 1

pN ´ 1q ´ c̃
,min

"
1

1 ´ b
,

N ´ 1
pN ´ 1q ´ c

*˙
e para

todo l ě 1 e inteiro. E segue pela Proposição 1.43 (veja página 31), a imersão de Sobolev,

que cada Bkujptq é uma função C8. Agora, para concluir que Bk
t ujptq são contínuas em

t ą 0 para todo k P N basta usar um procedimento de indução em k para o sistema (NS),

o que prova o resultado.

�

Observação 3.29. 1. Foi provado que a solução dada pelo Teorema 3.11 é suave,

porém com algumas restrições adicionais em alguns parâmetros, uma vez que os

índices b, c e d são como na Suposição 3.25.

2. Para os índices b, c e d como na Suposição 3.25 podemos tomar o índice c próximo de

N ´ 1 e consequentemente obtemos d próximo de 0. Por outro lado, podemos aproxi-

mar c de
N ´ 1

2
e consequentemente obtemos d próximo de 1. Assim, recordando a
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condição sobre o dado inicial u0 no Teorema 3.11, isto é, }u0}PMd,pN´1q´d ă Cε´p1´dq

obtemos para cada δ P p0, 1q soluções globais suaves para dados iniciais satisfazendo

}u0}PMd,pN´1q´d ă Cε´δ, onde C ą 0 é uma constante.

3. Os Teoremas 3.11 e 3.28 fornecem uma classe de soluções suaves e com persistência

no dado inicial, isto é,

u P L8
`
p0,8q; PMd,pN´1q´d

˘
X C8

`
R

N´1 ˆ p0, εq ˆ R
`
˘
.

Para isso ocorrer os índices b, c e d devem satisfazer as condições (i)-(iv) da Suposição

3.25 e 2b ´ 1 ă d ă 2pN ´ 1q ´ 2c, ou seja, os índices devem estar sob as seguintes

condições:

paq
N ´ 1

2
ă c ă

N ´ 1
N ` 1

ˆ
N `

1
2

˙
;

pbq max
"

2c ´ pN ´ 1q

N ´ 1
, pN ´ 1q ´ c,

1
2

*
ă b ă

ˆ
N ´

1
2

˙
´ c;

pcq max tpN ´ 1q ´ c, 2b ´ 1, pN ´ 1qp1 ´ bqu ă d ă 2pN ´ 1q ´ 2c.

Note que podemos aproximar c de
N ´ 1
N ` 1

ˆ
N `

1
2

˙
e assim d se aproxima de

2pN ´1q´2c, então 1´d se aproxima de
2

N ` 1
. Por outro lado, podemos aproximar

b de
1
2

e consequentemente 1 ´ d se aproxima de 0. Logo, temos a persistência e a

suavidade da solução u quando

}u0}PMd,pN´1q´d ă Cε´δ, onde 0 ă δ ă
2

N ` 1
.

Observe que quanto maior a dimensão N menor será o limite da taxa de espessura .

Em particular, para N “ 3 temos que

}u0}PMd,pN´1q´d ă Cε´δ, onde 0 ă δ ă
1
2
.
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