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Resumo

Nesta tese, analisamos dois problemas em dindmica dos fluidos. O primeiro
problema aborda o sistema de Keller-Segel acoplado com as equagoes de Navier-Stokes em
RY, considerando dados iniciais em espacos de Besov-Morrey homogéneo critico e a forca
em espacos de Morrey. Obtemos um resultado de boa-colocacgao usando um argumento
de contracao em um espaco critico dependendo do tempo. A teoria desenvolvida aqui
melhora resultados anteriores no sentido que ela permite considerar uma classe maior
de dados iniciais, solugoes e forcas. Depois, mostramos que sob condi¢des adicionais de
homogeneidade nos dados iniciais e na forga, a solug¢ao obtida é auto-similar. Além disso,
mostramos que as solucgoes sao assintoticamente estaveis sob pequenas perturbacoes nos

dados iniciais, quando o tempo vai para o infinito.

No segundo problema, consideramos as equagoes de Navier-Stokes no dominio
fino RV-1 x (0,e), onde N = 2 e e > 0 é a espessura do dominio. Usamos um espago
PME o qual é baseado na transformada de Fourier, continua em RY e periédica na
ultima coordenada, e obtemos um resultado de boa-colocacao global de solugoes brandas
para ¢ suficientemente pequeno dependendo do tamanho do dado inicial que pode ser
arbitrariamente grande no espaco PM™"2. E por tltimo, sdo dadas condices sob as quais
a solucgao é regular para t > 0 e assim satisfazendo as equagoes no sentido classico. Nossa
abordagem permite considerar taxas de controle § da espessura € proximas de 1, isto é,
e < CHUOH;iAll,ZQ com 0 < § < 1. Assim, além de dados sem regularidade do tipo Sobolev
ou com normas de Sobolev arbitrariamente grandes, podemos considerar taxas ¢ melhores

que resultados anteriores.

Palavras-chave: Sistema de Keller-Segel, Equagoes de Navier-Stokes, Espacos de Morrey,

Espagos de Besov-Morrey, Dominios finos, Solugoes brandas.



Abstract

In the present work, we analyze two problems in fluid dynamics. The first one
concerns with the Keller-Segel system coupled with the Navier-Stokes equations in RY,
with the initial data in critical homogeneous Besov-Morrey spaces and the force term in
Morrey spaces. We obtain a well-posedness result by using a contraction argument in a
time-dependent critical space. This result improves the previous ones in the sense that
they allow us to consider a larger class of initial data, solutions and forces. After that,
assuming homogeneity conditions on the initial data and forces, we show that the obtained
solution is self-similar. Moreover, we also prove that the solutions are asymptotically stable

under small pertubations on the initial data, as the time goes to infinity.

The second one concerns with the Navier-Stokes equations in the thin domain
RY! x (0,¢), where N > 2 and ¢ > 0 is the thickness of the domain. We use a space
PM!'2 which is based on the Fourier transform, continuous in R and periodic in the
n-th coordinate. We obtain a global well-posedness result for € sufficiently small depending
on the initial data that can be arbitrarily large in the space PM"2. Finally, we provide
conditions for the solution to be regular when ¢t > 0 and then to satisfy the equations
in the classic sense. Our approach allows us to consider control rates ¢ of the thickness
close to 1, that is, € < CHUOH;J%leza where 0 < § < 1. Thus, besides covering data without
Sobolev regularity or with large Sobolev norms, we are able to consider d-rates better than

previous results.

Keywords: Keller-Segel system, Navier-Stokes equations, Morrey spaces, Besov-Morrey

spaces, Thin domain, Mild solutions.
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Introducao

Nesta tese, consideramos dois problemas em dinamica dos fluidos. No primeiro
problema tratamos o sistema de Keller-Segel acoplado com as equacoes de Navier-Stokes e

no segundo as equagoes de Navier-Stokes classicas em dominios finos.

A seguir faremos uma descricdo de cada um desses problemas, discutindo sua
bibliografia e nossos resultados.

Sistema de Keller-Segel acoplado com as equacoes de Navier-Stokes

Consideramos o sistema de Keller-Segel acoplado as equagoes de Navier-Stokes

r6tn—|—u'Vn:An—V-(nVc)—V-(an) em RY

x (0, 0),

oic+u-Ve=Ac—nc em RY x (0, 0),

) oww+u-Vo=Av—~yv+n em RY x (0, 0),

ou+ (u-Viu=Au—Vr—nf em RY x (0, ),

V-ou=0 em RY x [0, ),
n(z,0) = ng(z), c(x,0) = co(z), v(x,0) =vo(z), u(z,0)=ug(x) emRY,

\

(1)
onde N > 2 ¢é a dimensdo e v = 0. As varidveis n = n(z,t) e ¢ = ¢(z,t) representam a
densidade celular e a concentracao de oxigénio, respectivamente. Enquanto as variaveis
v=uv(z,t) eu=u(rt) = (u(x,t),ux,t),..., un(x,t)) representam, respectivamente,
a concentracao de uma substancia quimica e o campo de velocidades do fluido. E por
fim, 7 = 7(z,t) denota a pressao do fluido e a funcao f = (fi(x), fo(x),. .., fn(x)), que é

independente do tempo, denota um campo de forca agindo sobre o movimento do fluido.

O sistema (1) corresponde a um modelo de quimiotaxia dupla que descreve
o movimento de bactérias em um fluido viscoso incompressivel (veja, e.g., [40] e [12]).
Em busca de “alimento” as bactérias nadam em dire¢ao a uma concentragao mais alta
de oxigénio e atrativos quimicos. O movimento do fluido é modelado pelas equagoes de
Navier-Stokes sob a influéncia de uma forca —n f que pode ser produzida por diferentes
mecanismos, por exemplo, a forca devido a agregacao de bactérias no fluido gerando uma
espécie de forga de empuxo (do inglés buoyancy force). Por sua vez, o atrativo quimico v é

produzido pelas préprias bactérias, o qual degrada-se a uma taxa constante v = 0.

A seguir, apresentaremos uma andlise de alguns resultados sobre as equagoes (1)

e sistemas relacionados. Em primeiro lugar, recordamos o classico sistema de Keller-Segel
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(sem acoplamento com fluido)

(2)
0w = Av — yv + fn,

{ om = An —V - (nVv)
o qual tem sido estudado por varios autores. Tal sistema modela a agregacao de espécies
biol6gicas (como amebas e bactérias, por exemplo) se movendo em dire¢do a concentragao
de um produto quimico, secretado por eles mesmos, ou de moléculas de alimentos (por
exemplo, glicose). O sistema se divide em dois casos bésicos, quando ¢ = 0 (eliptico-
parabdlico) e quando € = 1 (parabdlico-parabélico). Para o caso parabdlico-parabélico
com v = 0, é conhecido que existe um valor limite 87/ para a massa inicial que decide
entre a existéncia de solucao global e o blow-up da solugao em tempo finito. Para mais
detalhes, sugerimos os trabalhos Blanchet-Dolbeault-Perthame [4] e Dolbeault-Perthame
[11]. Agora, considerando o caso parabdlico-parabdlico em 2D, com dominio limitado e
suave 2 sob as condigoes de Neumann, Nagai-Senba-Yoshida [37] provaram a existéncia

de solugoes globais para v > 0, § > 0 e dados iniciais nao negativos ng, vy € H ”‘5((2) com
massa M = | ng < 4r/f. Além disso, a massa 87/ é um valor limiar para a existéncia

Q
global de solugoes ou blow-up (veja [20]).

No caso Q = R?, Calvez-Corrias [5] obtiveram solugdes globais para a massa
subcritica M < 87/f3, ¢ >0 ey = 0, bem como solugdes blow-up para e =0e M > 87/f.
Para N > 3, Corrias-Perthame [10] provaram a existéncia de solugdo fraca para (2) com
e =a=pf =1 e dado pequeno ny € L*(R") e Vv, € L*(R"), onde N/2 < a < N.
Posteriormente, Kozono-Sugiyama [28] consideraram (2) com € = = 1 e mostraram que
se max{l, N/4} < a < N/2 e (ng,v) € H%_Q’“(RN) X H%’“(RN) é pequeno o suficiente,
entdo existe uma tnica solugdo branda global. Kozono-Sugiyama [27] estenderam os
resultados de [28] para LIN22) 5 BMO e N = 2, onde BMO representa o espaco das
funcoes de oscilacdo média limitada e L™ é o LP-fraco. Resultados de solucdes brandas
globais com dados iniciais pequenos em espacos criticos maiores podem ser encontrados
na literatura, como o espago de Besov B;g_%) X B,?oo [46] (comy=0ee=p0=1),0

_%)

—(2 .
espaco de Morrey [3, 41] e o espago de Besov-Morrey Nq,q(l,oo X Bgopo [16]. Para mais

detalhes sobre estes espagos, veja a segao 1.4 (paginas 28 e 30) onde eles estao definidos.

No contexto de fluidos com quimiotaxia (do inglés, chemotaxis-fluids), Lorz
[34] considerou (2) com ¢ = 0 acoplado as equagdes de Stokes em 2D e sem concentragao
de oxigénio (i.e., ¢ = 0). E o resultado obtido foi a existéncia de solugoes globais para
dados iniciais pequenos ug € L%(Rz) e ng € L*(R?). Por sua vez, considerando dominios
suaves e limitados, Winkler [42] analisou (1) sem atrativo quimico (i.e., v = 0) e mostrou
a existéncia e unicidade de solugao global classica em 2D e obteve solug¢oes globais fracas
em 3D em [43]. Zhang [47] obteve a boa-colocagao global para (2.1) com v = 0 e dados

iniciais nos espacos de Besov nao-homogéneos

(no, co, ug) € Bs . (RY) x BsEHRY) x BiTH(RY),
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N
onde l <p<o,1<r<wes>—+1com N =2, 3. Considerando (1) com v = 0,
p

Choe-Lkhagvasuren [9] mostraram a existéncia de solugdo branda global para dados iniciais

pequenos (ng, ¢, ug) nos espagos de Besov criticos

o —2+3

.3 . 3
B.1 (R x BI,(R?) x B;, " (R?) para r € [1,3),

onde B;,T, denota os espagos de Besov homogéneos (B;r = N?_ ). Posteriormente, Zhao-

Do
Zhou [48] estenderam o resultado obtido em [9] para r € [1, 6])3.:0
Em comparacao com os modelos mencionados acima, o sistema (1) consiste em
um modelo de fluido com dupla quimiotaxia que considera o efeito da concentragao de
oxigénio e do atrativo quimico. Em [26], Kozono-Miura-Sugiyama obtiveram a existéncia
de solugoes brandas globais para (1) considerando N > 3, dados iniciais pequenos ng € L% ,
co€ L* com Veg e LY, vy e S'/P com Vuy € LY e ug € LY, e forca pequena f e LY,
onde P denota o conjunto dos polinémios com N varidveis. No caso N = 2, a condi¢ao
ng € L. é substituida por ny € L'. Mencionamos também o artigo [13] onde os autores
obtiveram solugoes globais no framework de LP em dominios limitados, com condigoes de
pequenez adequadas nos dados, para um modelo de fluido com dupla quimiotaxia e um

termo logistico.

Nesta tese, provamos a boa-colocagao para (1) com dados iniciais pequenos em

espacos de Besov-Morrey critico N? (]RN ) (para a definigdo, veja (1.14), pagina 30).

q,91,%0

Mais precisamente, consideramos a seguinte classe critica de dados iniciais

no € Ny (RY) . o€ L* (RY) com Vep € N (RY) | 3)
vy € S'/P com Vg € Nr%fio (RY) euge j\/p%pl_ic (RY) com V - ug = 0,

onde os expoentes p, p1, q, ¢1, r, r1 € Ny satisfazem condigoes adequadas (para mais
detalhes, veja Suposigao 2.1 na sec¢do 2.1). Para os expoentes acima, temos as seguintes

inclusdes continuas e estritas

N_9

2_9 N
Ll - M — ./\/;ﬁql,oo (N = 2), Li — M%Ql - q?QLOO (Q1 < Q)7 (4)

N N
N N o1 N L
Lw - 'A/lN’”—1 - M’jﬁ@o (Tl < T‘) € Lw - p?m@o (pl < p)?

onde M} denota o espago de Morrey e M} = M o espaco das medidas de Radon finitas
com sinal (veja (1.8)). Aqui consideramos boa-colocacao no sentido de Hadamard, isto
é, existéncia, unicidade e dependéncia continua em relagdo aos dados iniciais (em algum

sentido apropriado).

Tendo em vista as inclusdes acima, nossa classe de dados iniciais é maior do
que aquela de Kozono-Miura-Sugiyama [26]. Além disso, o campo de for¢a f é assumido

r
pertencendo ao espago de Morrey M%l (RN ) , onde N; pode ser tomado igual a N ~L com
r
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r1 menor e préximo de r e p/p; = r/ry. Assim, por (4) nossa classe de forgas f é maior que
a de [26]. Para N = 3 e r € [1,6), existem indices p, p1, ¢ e ¢; satisfazendo a Suposi¢ao 2.1
tais que , ,

Bot™ o Nifalee Bl B, = L% BT o Nifp
Entao, no caso do sistema (1) sem atrativo quimico (i.e., v = 0), nossa classe de dados
iniciais é maior que a de [9, 48]. Vale ressaltar que os espagos de Besov-Morrey foram

introduzidos em [29] (veja também [35]) para estudar as equagoes de Navier-Stokes.

As solucoes brandas sao obtidas por meio de um argumento de contracao em
um espago critico dependente do tempo definido em (2.9). Sob condigbes adicionais de
homogeneidade nos dados iniciais ng, cg, vo, ug € na forca externa f, podemos garantir
que a solugao obtida no Teorema 2.3 (pagina 35) é autossimilar quando v = 0. Mostramos
também que as solugoes sao assintoticamente estaveis sob pequenas perturbagoes iniciais,
quando o tempo vai para o infinito. Como subproduto, no caso v = 0 obtemos uma classe
de solugoes assintoticamente autossimilares. Além disso, cabe mencionar que os resultados
ainda sao verdadeiros se considerarmos os sinais (+) ou (—) em frente a qualquer uma
das nao-linearidades no lado direito da primeira equa¢ao em (1), cobrindo assim casos

repulsivos (+), atrativos (—) e um misto deles.

Nossos resultados sobre o sistema (1), contidos no Capitulo 2, foram publicados
em [15]. Depois da defesa da tese e da publicagao do artigo [15], tomamos conhecimento do
trabalho [45], onde os autores consideraram o sistema (1), sem o atrativo quimico v (i.e.,
v = 0), no contexto dos espagos de Besov-Morrey e mostraram resultados de existéncia e

comportamento assintotico sob condi¢oes de pequenez nos dados iniciais e forca externa f.

Equacdes de Navier-Stokes em dominios finos

Implicitamente ja apresentamos as equagoes de Navier-Stokes, uma vez que o
sistema (1) sem o efeito da quimiotaxia se resume nas equagoes de Navier-Stokes, isto é,

paran = c = v = 0 o sistema (1) é equivalente a

(Z—Au—i—(u-V)u—i—Vﬂ:O em RY x (0, ),
V.ou=0 em RY x [0, ), (5)
u(z,0) = ug(x) em RY.

O problema de existéncia de solucao global ainda é um problema em aberto
para as equacoes de Navier-Stokes em dimensao 3, sendo este um dos sete problemas do
milénio proposto pelo Instituto de Matemaética Chay (veja www.claymath.org/millennium-
problems). Entretanto, existem varios trabalhos sobre existéncia de solugbes globais no

tempo com dado inicial suficientemente pequeno em algum espaco, para mais detalhes,
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sugerimos os trabalhos de Giga-Miyakawa [18], Kozono-Yamazaki [29], Barraza [2], Cannone
6], Yamazaki [44], Koch-Tataru [25], Cannone-Karch [7], Miao-Yuan [36] e Ferreira [14].

Nessa tese vamos trabalhar como as equagoes de Navier-Stokes no dominio fino
N dimensional . = RY"! x (0,¢), onde N > 2 e £ > 0 ¢ a espessura. Uma motivacao
para estudar este tipo de dominio, deve-se ao fato que as equagoes de Navier-Stokes
em dimensao 2 tem solucao global regular para qualquer dado inicial regular (veja, por
exemplo, [39]). Assim, para N = 3 uma intuigao é que o fluido em um dominio fino tem
pouco espago adicional (em relagdo ao plano) advindo da terceira dimensao para permitir
uma dindmica de formacao de singularidade, e entao pode-se esperar resultados melhores

de boa-colocagao global.

A seguir, vamos mencionar alguns trabalhos da literatura envolvendo as equa-

¢oes de Navier-Stokes em dominios finos.

Para o dominio fino Q. =  x (0,¢), onde Q ¢ um dominio limitado de R* e

0 < e < 1, Iftimie-Raugel em [22] provaram a existéncia e unicidade de solugao global se

@

1_
HMUOHHl(QE) < Cg_ﬁ, H(MUQ)3HL2(QE) < Céﬁ e ||(I — M) ) < Cex s

tollyt g

onde 1/2 < s < 1,0 < f < 1/2 e M denota o operador média na diregdo da espessura
fina. Posteriormente, no dominio Q = [0, L1] x [0, Ls] x [0,&] com condi¢des de contorno
periédicas, onde Ly, Ly > 0 e 0 < e < 1/2, Kukavica-Ziane em [30] provaram a existéncia

e unicidade de solugao suave se

1%
C(Ly, Ly)e?| loge|?

(6)

IV 2oy <

Casado-Diaz, Laynez e Sudrez-Grau em [8] estudaram o comportamento as-
sintético das solugoes das equagoes de Navier-Stokes em um dominio fino satisfazendo
condigoes de contorno do tipo Navier em um dominio periddico. Liao em [32] mostrou a

existéncia de solucao global para as equagoes de Navier-Stokes ndo-homogéneas

Oe(pu) — Au+ V- (pu®u) + Vi = 0,
V-u=0,

em dominios finos Q = R? x [0, €] com condicbes de fronteira de Dirichlet e assumindo que

As equacdes de Navier-Stokes no dominio fino Q. = RY ™! x (0, €) com condicoes
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de Dirichlet tem a forma

(du
E—Au—i—(u-V)u%—VW:O em €. x (0,0),

<VUJ0:O emQEX[O,OO), (8)
u=0 em RY™! x {0,¢} x (0,0),

L u(z,s,0) = up(x, s) em €)..

Para o problema (8), mostramos boa-colocagao no sentido de Hadamard, isto é, existéncia,
unicidade e dependéncia continua nos dados iniciais (veja Teorema 3.11, pagina 68), para
quaisquer dados iniciais em um espaco cuja norma depende da transformada de Fourier
continua em RV~ e periédica na n-ésima coordenada, a saber o espago PM®N—1)—d (veja

—d

defini¢do 3.3, pagina 57). De fato, para um dado inicial arbitrério ug € PMEN-1)=d

assumimos a condigao
HUOHPMd,(N—l)—d < 0875, onde 0 <9 <1, 9)

a qual impde uma condigao de espessura maxima no dominio fino para obter a boa-colocacao.
Além disso, garantimos a persisténcia da solu¢ao no espago do dado inicial. Ou seja, obtemos
a boa-colocacdo com persisténcia da solucao para dado inicial ug € PMPN D74 onde a
"taxa de controle'd da espessura do dominio pode chegar arbitrariamente proxima de 1

1

(veja Observagao 3.12, pagina 70). Reescrevendo a condigao (9) como € < C‘|U0||7_>/3\4d7(1v71)—d>
pode-se notar que quanto maior a taxa de controle da espessura, menos fino precisa ser o

dominio para que tenhamos a boa-colocagao global.

Em seguida investigamos a regularidade das solugoes obtidas no Teorema 3.11.
Com a ajuda de uma norma auxiliar, primeiro mostramos que as solugoes dadas no
Teorema 3.11 sao de fato continuas no tempo para ¢t > 0 nas respectivas normas e nao
apenas fracamente continuas. Depois, mostramos que elas sao suaves e satisfazem (8) no
sentido classico para t > 0 (veja Teorema 3.24, pagina 83 e Teorema 3.28, pagina 87).
Garantimos a suavidade da solugdo para uma taxa de controle o podendo chegar proxima

de 1, isto é, com a condi¢ao (veja Observagao 3.29, pagina 87)
o] ppga.cv-1-a < Ce™®, onde 0 < § < 1.

Além disso, garantimos simultaneamente a persisténcia de solug¢dao no espago do inicial e

a suavidade da solucao para uma taxa de controle § podendo chegar préxima de Nil

isto é, com a condi¢ao (veja Observagao 3.29, pagina 87)

ol p pga.v-1-a < Ce™% onde 0 < 6§ < Nl

Comparando nossos resultados com o obtido por Liao em [32], temos que a

taxa de controle d em (9) pode aproximar-se de 1 enquanto em Liao a taxa de controle de
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espessura é no maximo ¢ (ver (7)). A nossa taxa também é melhor que a obtida por
Kukavica-Ziane, pois a sua melhor taxa ¢ de 5_%\ log 5\_%, para € € (0,1/2). Ressaltamos
que as conclusoes acima sao em relagao as taxas de controle da espessura e nao em relacao
aos espagos de dados iniciais. Entretanto, cabe mencionar que nossos resultados permitem
considerar dados iniciais sem regularidade do tipo Sobolev ou com normas de Sobolev

arbitrariamente grandes independentemente da espessura € do dominio.

Organizacdo da tese

Este trabalho estd organizado em trés capitulos. O Capitulo 1 é dedicado
as preliminares para o desenvolvimento adequado do texto. Neste capitulo abordamos
conceitos como funcgao e distribuicao periédica, transformada de Fourier, espagos de Besov-
Morrey e Morrey, entre outros. Nos Capitulos 2 e 3, apresentamos os resultados obtidos, e

suas correspondentes demonstragdes, para os problemas (1) e (8), respectivamente.
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1 Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns pré-requisitos necessarios para o desenvol-
vimento deste trabalho, como a classe de Schwartz, transformada de Fourier, distribui¢oes

periddicas e temperadas, espagos de Besov e Besov-Morrey, além de outros.

1.1 Funcoes periodicas e distribuicoes periddicas

Nesta secao abordaremos brevemente o conceito de transformada de Fourier

em distribuiges periddicas. A segao estd baseada em [23].

Dado € > 0, definimos o conjunto T, por
T. =R/eZ = {[z] : x € R},

onde cada classe de equivaléncia [z] é definida por [z] := {y € R : 2 = ymode}. Dizemos

que f é uma fungdo definida em T., se f: R —>RouCe

f(s+¢)= f(s), para todo s € R.
As fungoes definidas em T, sdo chamadas de fungoes periddicas de periodo e.
Definigao 1.1. Para 1 < p < o0, o espago LP(T.) é definido por

LP(T.) = {f:T. = C: | flwe(r.) < 0},

once | lirce = ( [ e |pda:) (] 11 |de)

Observacao 1.2. Note que para 1 < ¢ < p < oo vale

L*(T.) c LP(T.) c LY(T.) < L*(T.).

A seguir temos a definicio de transformada e série de Fourier em L'(T.).

Definicdo 1.3. Seja f uma funcio definida em T. tal que f € L'(T.). A transformada de
Fourier de f é a sequéncia complexa F [ = f = (f(k)) definida por
keZ

e

O ntmero f (k) é chamado de o k-ésimo coeficiente de Fourier de f e a série
>, fkyes
keZ

é a série de Fourier de f em s € T..
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Denotaremos por C"(T.), n € N, a colegdo de todas as fungdes f : R — C
de classe C" e periddicas de periodo €. No caso n = 0, denotaremos simplesmente por
C(T.). Usaremos também a notagao D(T.) para representar o conjunto de todas as fungoes

definidas em T, e que sao infinitamente diferencidveis.

Relembraremos a seguir algumas propriedades e resultados envolvendo os

coeficientes de Fourier.

Proposicao 1.4. Sejam f, g€ L*(T.). Entdo, para todo k,m e Z, A€ C e j € N, temos

que

0

SN

~

S

~

o

N~—
I

— omik\’ ~
' €

> f(k), sempre que f e CI(T.).

Proposicao 1.5. (Teorema da transformada inversa de Fourier) Suponha que L'(T.) e
que Z |f(k)| < oo, entio

keZ

~

f(s) = Z F(k)e™ | em quase todo ponto.
keZ

Proposicao 1.6. Os sequintes resultados sio vdlidos para f,g € L*(T.):
1. (Identidade de Plancherel)

11320,y =€ D 1F (R

keZ

2. (Relagio de Parseval)

3. Para todo m € Z temos

Fa(m) =" F(k)g(m — k) = > fm — k)g(k).

keZ keZ
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A seguir, vamos relembrar uma caracterizacao do espago D(T.) em termos da

transformada de Fourier. Para tal fim, precisamos da seguinte definicao:

Definigao 1.7. O espaco das sequéncias de decrescimento rapido, denotado por .7 (Z), é

o conjunto de todas as sequéncias a = (o )gez tais que

K |ay] < o0, VjeN,

keZ

Proposigao 1.8. A transformada de Fourier * : D(T.) — #(Z) é um isomorfismo e um

homeomorfismo, isto €, € linear, bijetiva, continua e com inversa continua.

A seguir, vamos dar a defini¢do formal de uma distribuicao periddica.

Defini¢ao 1.9. Uma distribuigdo e-periédica é um funcional linear 7' : D(T.) — C tal

que existe uma sequéncia (V)reny < D(T.) tal que

T(f)={T,f) = khm f Uy (s)f(s)ds, para todo f € D(T.).
—00 0
Denotaremos por D'(T.) o espaco das distribui¢oes e-periddicas.

Proposicao 1.10. Seja f € C(T.). Entao a formula

(T}, 0) = f Fs)pls)ds, o€ D(T.),

define uma distribuicio e-periodica Ty. A fungio f € C(T.) — Ty € D'(T.) € linear,
injetora e continua no sentido que se (fn)nen < C(T:) converge uniformemente para f
entao {Ty,, o) — {Tt, ), para todo ¢ € D(T.).

Varios conceitos e propriedades podem ser estendidos para D'(T.) usando

dualidade. Entéo, para f € D'(T.) temos as seguintes defini¢oes:

1. Derivada: Dado j € N, definimos a distribuicao periédica £ por
900 = (1) f, D), Y € D(T.).
2. Produto: Seja ¢ € D(T.) , definimos a distribuigao temperada 1 f por
Wf, o) ={f. ), Vo € D(T:).
3. Convolugao tipo 1: Seja ¢ € D(T.), a convolugao de f e ¢ é a fungao

(F+9)(5) = 2f.00B), Vs € B,

onde o,0(z) = p(x + 5) e p(x) == p(—z). Além disso, f = p € D'(T.).
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4. Convolugao tipo 2: Seja g € D'(T.), definimos a distribui¢do temperada f * g por
(frg,0)=LfG*¢) Vo D(T.).

5. Transformada de Fourier: A transformada de Fourier em D'(T.) é a fungao
f: Z, — C definida por

}Xk)=:i<f,e—%”%7>,keez.

Na proposicao abaixo, reunimos algumas propriedades de distribui¢coes em
D'(T.).

Proposigao 1.11. Seja f,g € D'(T.), ¢ € D(T.) e k € Z, entdo

1. (Relagao de Parseval)
(o) = 2 FR)P(=h);

keZ

Para finalizar a parte de distribuigoes periddicas, vamos caracterizar D'(T,)

em termos da transformada de Fourier. Para isto, vamos precisar da seguinte defini¢ao:

Defini¢do 1.12. Uma sequéncia complexa (o, )nez é dita de crescimento lento se existe

uma constante C' > 0 e m € N tal que

| < Clk|™, Vk € Z\{0}.
O conjunto de todas as sequéncias sera denotado por .'(Z).
Observagao 1.13. .¥/(Z) é o dual topoldgico de .7 (Z).

Proposigao 1.14. Seja a = (ag)rez € L (Z). Entao existe uma tnica f € D'(T.) tal que
fz «. Reciprocamente, se f € D'(T.) entdo fe S (Z). Em outras palavras,

(D'(T.))" = Z(Z).
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1.2 Espaco de Schwartz e distribuicoes temperadas

Nesta secdo, vamos definir a transformada de Fourier em R, onde N € N, e
introduziremos o espago de Schwartz e o espago das distribui¢oes temperadas. A secao

esta baseada em [19)].
Vamos comecar definindo a transformada de Fourier em L'(RY).

Definigdo 1.15. Para f e L'(RY), definimos a transformada de Fourier de f por

~

Fif) =) = | faye

Note que a funcio f é bem definida para toda f € L'(RY), pois | f]r= < | f|1:.
Na sequéncia apresentaremos algumas propriedades envolvendo a transformada de Fourier,

tais propriedades podem ser encontradas em [17].

Proposicdo 1.16. Para f,g e L*(RY), temos que

~ ~

1 (™) (€) = FE—m) e (0,0)" (&) = 2™V (), onde 0, f(x) = f(z +y);
2. (f=9)" =J3;
3. Se x®f e L' para |a| < k, entdo fe C* e 6af= [(—2miz)* f]";

4. Se feCF 0°fe L para |a| <k e °f € Cy para |a| < k — 1, entdo (0°f)" (€) =

~

(2mi&)* f(£);

5Jﬁ=fﬁ~

A seguir, vamos relembrar a definicdo de transformada de Fourier inversa.

Definigdo 1.17. Seja f € L*(R”), definimos a transformada de Fourier inversa de f,

denotada por f¥ ou F~'(f), como a funcao em R" dada por

~

[ (@) = f(=x).

O resultado a seguir justifica o por qué da funcao f" ser chamada de transfor-

mada de Fourier inversa.

Proposicao 1.18. (Teorema da transformada inversa de Fourier) Se f € L' e fe L,

entao f € igual q.t.p a uma fungdo continua fo e
() =" =rfo

Na sequéncia vamos definir os espacos de Schwartz e veremos como a transfor-

mada de Fourier se comporta nesse espaco.
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Definicdo 1.19. O espaco de Schwartz em RY é o espaco de funcoes
SRY) = {fe C*(R") : | fllajp < o0, Yo, 3 e NV},
onde «, # sao multi-indices e

|flap = sup 2207 f(x)|.

zeRN

Definicao 1.20. Sejam f;, f € S(RY) para k € N. Dizemos que a sequéncia f; converge

para f em S(RY) se para todo multi-indice o e 3 temos que

Ifx = f

g = sup [2°0°(fi — f)(z)| — 0 quando k — .
zeRN
O proximo resultado é um resumo de algumas propriedades de S envolvendo
espagos de Lebesgue, convolucao e transformada de Fourier.
Proposicao 1.21. 1. Se f,ge S, entao f+xge S;
2. Para 1 < p < o0 temos a inclusao continua S < LP;

3.~ € um isomorfismo de S em S.

Agora, vamos relembrar a definicao de distribuicao temperada e mencionar
algumas de suas propriedades. O espago dual de & (]RN ), isto é, o espaco de todos os funci-
onais lineares e continuos em S (RN ), € chamado de espago das distribui¢bes temperadas e
é denotada por S'(RY). A nocao de convergéncia em S’(R") é dada via a topologia do

espago dual, isto é,

fkafemS'(:)fk,fES' € <fk>¢>_)<f7¢>7 V¢ES(RN)7

onde {f, ¢) denota a acdo da distribuicio temperada f em ¢ € S(R").

Vérios conceitos e propriedades podem ser estendidos para S’ usando dualidade.

Entao, para f € S'(RY) temos as seguintes definicdes:

1. Derivada: Dado um multi-indice «, definimos a distribuicao temperada 0*f por
(0°f,¢) = (=1}, 0°¢), Vo € S(RY).

2. Multiplicagao por func¢oes de crescimento lento: Seja v uma funcao de cres-

cimento lento, definimos a distribuicao temperada 1 f por

bf,¢) = {f, o), Vo € S(RY).
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3. Convolugio: Seja ¢ € S(RY), definimos a distribuicio temperada f * ¢ por
(f 1, 0) = {f, ¢ =), Vo € S(RY),
onde ¥(z) == Y(—x).

4. Transformada de Fourier: A transformada de Fourier (resp. transformada de

Fourier inversa) em &’ ¢ definida por
(F.o)=<f,0) (resp.(f.0) = (f. ). Vb e SRY).

Veremos que muitas das propriedades da transformada de Fourier que sao

satisfeitas em S (RN ), também sdo cumpridas no contexto das distribuigbes temperadas.

Proposicio 1.22. Sejam f,ge S'(RY), € S(RY), yeR e a e NV, entdo

~

(f+9 = +5

(V)" =7 F:

(2 0OL)" (€)= (& —n) e (0,)" (6) = ™ [(€), onde 0, f(x) = [(x +y);
0 = (=2miz)f e (0°f)" = (2mi&)*f;
. Se f;— fem S, entio f; — f em S';

6. (¢xf)" =6f eof =0 F.

Lo o

[ T

A seguir vamos discutir sobre as distribui¢oes temperadas médulo polinémios.
Para isso, primeiro considere P o conjunto de todos os polinémios de N varidveis com

coeficientes complexos, isto é, P é composto por elementos da forma

D, Cpaf = > Clgr,p) i - TR,

1Bl<m B;€NU{0},81+...+Bn<m

onde Cge CemeN.

Sejam f,g € S'(RY), definimos a relacio de equivaléncia f ~ g se, e somente
se, f — g € P e assim o conjunto S'(R")/P (ou simplesmente S’/P) é formado por todas
as classes de equivaléncia geradas a partir da relacao de equivaléncia ~. O conjunto S'/P é
chamado o espaco de distribui¢oes temperadas modulo polindmios. Entao, dois elementos
f e g pertencendo a mesma classe serdo indentificados, isto é, f = g em S'(RY)/P. Além

disso, vale que
f=gem S RY)/P (] ¢) =G 6), Yo e SRY) com supp $ = R¥\{0}.

O préximo resultado fornece uma caracterizagao para as distribuigdes tempera-

das modulo polinémios.
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Proposicio 1.23. Seja So(RY) o espago de todas as fungoes Schwartz ¢ tais que
J 2¢(x)dx = 0,
RN

para todo v € NV . Entio, S.o(RY) é subespago de S(RY) com a mesma topologia de S(RY),
tal que

(S (RY))" = S'(RY)/P.

Observacao 1.24. Como consequéncia da proposi¢ao anterior, temos que f; — f em
S'(RY)/P se, e somente se, f;, f € S'(RY)/P e {fj,¢) — {f,d), para todo ¢ € S,.(R™).

1.2.1 Distribuicbes temperadas em varidveis ndo-peridédica e periddica

A seguir, vamos definir o conceito de transformada de Fourier para fungoes

definidas em RY~! x T..

Definigao 1.25. Seja v e L'(RY ™! x T.). A transformada de Fourier em (£, k) e RV ™! x Z
é definida por

V(& k) = i f: ,[szl v(x, s)e_QWi[g'zJ“%] dsdz. (1.1)

Podemos estender o conceito de espaco de Schwartz em RV ™! x T., isto é,
SRY X T.) ={fe CP(R" xT.): | fas < o, Vo, 3 € NV},
onde «, B sao multi-indices e

|flag =~ sup |(z,5)%"f(z,5)].

(z,5)eERN—1xT,

Note que S(T.) = D(T.), pois S(R) é uma classe intermedidria entre todas as
fungoes suaves e as fungdes suaves de suporte compacto. Mas em T, as fungdes sempre

tem suporte compacto.

Em S(RY™! x T.) temos as seguintes definices:

Definigao 1.26. Para f,ge S(RY™' x T.), temos
1. (Convolugao)

(f =g)(z,s) = iL JRN_I flx—y,s—7)g(y,r)drdy, ¥ (z,s) e RNt x T..

2. (Transformada de Fourier)

~

f(& k) = if JRNl fla,s)e e ds du, v (¢, k) e RN x Z.
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De modo analogo a secao 1.3, definimos S’(RY ™! x T.) como sendo o espaco
dual de S(RY~! x T.) e definimos de modo similar os conceitos de derivada, multiplicacio,

convolugio e transformada de Fourier em S'(RV ™! x T.) como definido em S'(RY).

Além disso, temos as seguintes propriedades em S'(RV™! x T.):

Proposicio 1.27. Seja f e S (RY ™' x T.), o e SRV x T.) e k € Z, entio

1 Frole k) = FE,R)P(EK);
1 -~

2. 0°F (&, k) = (2mi(&, k))® (&,k), onde a = (au,...,ay) e NV;

EON

5. Foter) = X | Fomiate —nk—m)an

meZ

1.2.2 Kernel de Schwartz

Nessa se¢ao vamos enunciar o teorema do Kernel de Schwartz. Antes de enunciar
tal resultado vamos definir o conceito de produto tensorial. O contetido desta secao pode

ser encontrado em [21].

Definigdo 1.28. Se €; ¢ um aberto em R/, j = 1,2 e ¢; € C(£;), entdo a funcio p; @ ¢9

em O x Qy ¢ RM*M2 definida por

(01 ® p2) (w1, 22) i= @1(31)pa(2), T € Q;
é chamada de produto direto (ou tensorial) de ¢ e ¢s.

Proposicao 1.29. Sejam 4 e Qy abertos de R™ e R™N? | respectivamente. Toda distribuicio
ke D'(Q x Q) define um operador K : D(€y) — D'(Qy) linear e continuo tal que

(ky o1 @ o) = (K pa, 01), para todo p1 € D(§4) e g € D(§s). (1.2)

Reciprocamente, para cada operador linear e continuo K existe uma unica distribuicao
ke D' x Q) tal que (1.2) € vdlida. A distribuicao k é chamada o kernel do operador
K.

Observacao 1.30. O teorema permanece valido se D é substituido por S e se Q; = RM
e Qy = R™ (veja [38]).

1.3 Lemas técnicos

Nesta secao, abordaremos alguns lemas técnicos que serao usados na demons-
tracao dos resultados centrais deste trabalho. A seguir, apresentaremos um resultado sobre

convolugao de fungoes homogéneas, a prova deste resultado pode ser encontrada em [33].
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Lema 1.31. Sejam 0 < o, 8 < N tais que 0 < a + < N. Entao,

1 1 1 1 1
<|x|N—a*|as|N—ﬂ>(y> f ey —aps - SO (9
onde
e r(2
C(a’ﬁ _ CaCBCN B e o= (3)
Ca+BCN—aCN-p T2

Lema 1.32. Para ke Z,0<b,c<1 el <b+c<2, temos que

1 1 1 1 b ac 1
(o) = 5 e < 3T O =1 =) iy, (14

mf> |m] meZN{0,k} m|

onde a constante C(-,-) estd definida no Lema 1.31.

Demonstragao. Para k € Z*, temos que

1 1 1 1 1 1
- — - + -
mGZZ\{JO,k} |k —ml"|mle me;\{k} [k = ml® [m]e mgz: |k —m|"|m|°
= Sl + 52.

1 1 , =
WW e descrescente, entao
—m|Tm meZ

pelo Teste da Integral, podemos estimar S; da seguinte forma:

&L 1 1
- -
! Z\k mrb\m\ *m;lrk—mmmr
© 1 1
+| ———dx
Z [k —me mrb\m\ f k= af? [a]°

hEST m|b|m\ () @

1
— Z |k; m|b |m\ +C(1-10,1 )|k|b+ — pela desigualdade (1.3).

Note que para m > k a sequéncia (

N

N

Por outro lado, temos a seguinte estimativa

1 1 1 1 1
Zw« m|b|m| e T T S TS Ly =
1 1 1
Plk—2F k=1

+...+

onde [y] :=min{n e Z |n = y}.

k+1 k+1
Seja C} := sup —— T onde [ > 1. Note que a funcao f(k) = T é decrescente,
ks k—1 k—1
o —21 : , 20 +1
pois f'(k) = Y < 0. Assim, concluimos que C; = 0= 3 e consequentemente

vale a desigualdade
1

< , todo k = 21.
1] 3|k—i—l| para todo
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Logo,

th mwm!

1 1
[k + ml|® fm°

Como <

)

1

1 1 1 1

< 3 +
(%—Fﬂb

1

—+
|k + 2|b2¢

)

T

1 1

+30<+n..+

1

1

1 1

e <
meZ+

2|k + 2|

1
[k + ml” [m]©
1
|k + m|” [m|°

[k + mle [m]°

+
|k + 1|
k-1

)
[

+3° ) ! !

|k 4 mle [m]b
1 1
+?:Z

S kA mlem]>

) sao sequéncias decrescentes segue
mezZ+

novamente pelo Teste da Integral e pelo Lema 1.31 que

s [ 1 1 1
Z - < 3 o dr + 3 —
|k —ml m\Wﬂ k2P el 1kt x|
1 1
< max{3’, 3% ( * ) (—k)
jzf* - fale
. 1
< maX{3b, 3 }C(l 1-— C) V{;‘bﬁ
Portanto,
b ac 1
Agora, para estimar Sy basta observar que
(11> _ {11}
|k —=m[*|m|°) - Uk +mlPml|°) e
a qual é uma sequéncia decrescente como ja observamos acima. Entao,
1
Pelas estimativas (1.5) e (1.6) resulta que
Sl nax{(®.3) 01— b1 parakeZt.  (17)
———— < max{3’, — b, , para .
k= m[? fm ke P

meZ\{0,k}
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Finalmente, para o caso k € Z~, observe que

1 1 1 1 1
L — 4 ey
TN T T N
1 1
= + )
m§+ | = k1 —ml*[me mez—z\;—kl} [ = Fo = ml? |l
(onde k = —ky)
1 1 1
_ S PRI e
ngL ‘kl + m’b ‘m’c melg{—lﬂ} ‘kl + m’b ‘m‘c
1 1 1
frnd T LT + TR
mé_ |k — m|® [mle mEZZ\{kl} \ky —m|P |mle
1 1
= T
meZ\{0,k1} [y —ml® m]
< max{3",3C(1-b,1—c) W
1
— max{3",3°}C(1—b,1—c) et

como queriamos demonstrar.

1.4 Espacos de Morrey e Besov-Morrey

(usando a desigualdade (1.7))

Nesta secao trataremos dos espagos de Morrey e Besov-Morrey. Para mais

detalhes sobre esses espagos, veja [24, 29, 35].

Definigao 1.33. Para 1 < p; < p < @, o espago de Morrey Mb = M?P (RY) ¢ definido

como o conjunto de todas as fungoes mensuraveis u tais que

N_N
[ulg, = sup sup Re#r[ul o (p(eo,R)) <
20eRN R>0

onde D(z¢, R) denota a bola fechada em RY com centro zy e raio R.

Observacao 1.34. 1. O espago My, equipado com a norma | - |z € um espago de

Banach.

2. No caso p; = 1, M} é um espaco de medidas de Radon com sinal e |u[ 1 (p(z,r))

significa a variacao total da medida u na bola D(xg, R).

3. Para 1 < p < o temos que M) = " e M} = M onde M representa o espaco de

medidas de Radon com variagao total finita.

4. No caso p = p; = o0, consideramos M7 = L™.
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A seguir veremos a relagao entre os espagos de Morrey e os espagos LP-fraco.

Proposigao 1.35. [29] Para todo p e p; tal que 1 < p; < p < 0, o espago LP'™ estd

contido em Mﬁl )

Agora, veremos a desigualdade de Holder e estimativas do semigrupo do calor

nos espacos de Morrey.

Lema 1.36. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < py < p< 0,1 < ¢ < ¢ < e

1 1 1 1 1 N
l<m<r<w Se-=-+-¢—=—+—, entdo
T p q T Y4 a1

1£9ln, < 1Flaeg, l9laag, - (1.9)

para todo fe Mj ege M .
Denotaremos por {em}t;o o semigrupo do calor, isto é,

(€21)@) = | U= .05 dy

RN
1 —l=? . . .
com U(x,t) = (4nt) ~ ¢ % . Temos as seguintes estimativas em espagos de Morrey.
wt) 2
Lema 1.37. [2/] Sejal < py<p<wel<q <q< . Sep)quZQ, entao
P1 Q1
existe uma constante universal C' > 0 tal que
_N(1_1
leflage, < Ct 2G| £, (1.10)
_N(1_1y_1
lone'® fla, < Ct 2@ 977 f| g . (1.11)
Além disso, para 1 < q1 < q¢ < o0, vale que
_N
le flloe < Ct720 | f] g, (1.12)
_N_1
[0e fle < Ct7272 | f] g, (1.13)

onde C > 0 é uma constante universal.

Para definir os espagos de Besov-Morrey é necessario a definicao de uma fungao

auxiliar, como ¢ feito a seguir.
Seja x(z) uma funcao suave em [0, o0) tal que

3
0<x(2) <1, X(z)zlparaz<§

3)
e supp x < 0,§ .

Considere a sequéncia de fungdes (¢;) ez definidas por

;) = x(2771¢]) — x(2" &)
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Segue que ¢;(£) € O (RY) e temos a decomposicio diddica
e¢]
D ei©) =1, ¥E#o0.
j=—

Com essa construcao, podemos definir os espagos de Besov-Morrey.

Definicao 1.38. Sejam 1 < p; <p< oo, 1 <r<weselR. O espaco de Besov-Morrey

homogéneo N, . = A/§7p17T(RN) ¢ o conjunto de toda u € S'/P tal que ¢ *u e MP para
todo j e
. r ’
Z <253H<pjv *“HMZl> <o, paral<p<p<ow,1<r<ow,sekR,
lulvy, =1 \&
sup <28jH90jv *UHMgl) < o0, paral <p; <p< oo, r=m, seR,
JEZ
(1.14)
onde P denota o conjunto de polinémios com N variaveis.
Observe que |Ju|x;, . = 0 se, e somente se, ¢ +u = (p;u)" = 0, para todo

J € Z. Entao, segue que ¢;(&) u(¢) = 0 para todo j € Z; isso implica que supp u = {0} e

portanto u € P (ou, equivalentemente, u = 0 em S’/P). E como as outras propriedades

ps,pl,w H : HNZf,pl,r) ¢ um

é completo e portanto é Banach.

que definem uma norma sdo verificadas para | - ||y, temos que (

p1.r)

espaco normado. Além disso, /\/Zf .
~ s o

Observacgao 1.39. Para p = p; o espago de Besov-Morrey /\/’W |~ coincide com o espago

de Besov homogéneo B, ., isto ¢,

S _ Ds
N = B

7p7r
A seguir iremos enunciar algumas propriedades dos espacos de Besov-Morrey.

Proposigao 1.40. [29, 35] Sejam 1 < py < p <, 1 <r < w0 e seR. Entdo,

1. Sel<pa<pi<p<wel<r<r<o, temos que

s s .
./\/’pvplzr - Np,pgiu
s 3s—N/p.
2. '/\[Pyplﬂ“ - BOO,T / ’
N/p 0,
3' N’pvply]- - L )
. NO-0)
4 Nopp = Ny [ V0 (0,1);

5. Seja uy(x) = u(Az), para todo X > 0, entao

ux|as

S = AT P ulg

1,7

onde a = b significa que existem contantes C7 e Cy positivas tais que Cia < b < Cha.
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Uma propriedade muito 1til dos espacos de Besov-Morrey é a equivaléncia de

normas com respeito ao semigrupo do calor como veremos na sequéncia.

Proposicao 1.41. [35] Sejam 1 < p; < p < w0 e s <0, entdo

[, 0 = 80D £ €] (1.15)

1.5 Espacos de Sobolev

Nesta secao vamos relembrar os espacos de Sobolev e ver um resultado impor-

tante de regularidade. Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [1].

Definicao 1.42. Seja m e N e 1 < p < 0. Definimos o espaco de Sobolev W™? como o
espaco de todas as funcoes h € LP(RY) tais que 0“h € LP(R"), para todo a € NV tal que

0 < |a| < m, onde 0*h denota a derivada de h no sentido de distribuigoes.

O espago WP é munido com a norma

S =

[y = ( > |5°‘h|!’£p<RN)> , se L <p<oo;

0<|al<m
[Allmeo = Ogﬁlﬁgm!\(?ahHLw(Rw).
Além disso, (W™P_ | - ||;,p) € um espago de Banach para p € [1, o0].

O resultado a seguir mostra que se o indice de regularidade m for suficientemente
grande, entao fungoes em espacos de Sobolev, e algumas de suas derivadas, sdo fungoes
continuas e limitadas. Tal resultado faz parte de um conjunto de imersoes conhecidas como

imerses de Sobolev. Para mais detalhes veja [1].

Proposicao 1.43. Sejam j = 0, m > 1 inteiros e p € [1,0). Se mp > N oum = N e

p =1, entdo temos a sequinte imersao continua
j+m.p J
W — OB,

onde C’é denota o espaco das funcoes f e CV(RY) tais que 0°f ¢ limitada em RY, para

todo o € NV tal que 0 < |a| < j.

Observacao 1.44. O resultado anterior permanece valido quando RY é substituido pelo

dominio RN~ x (0, ¢), desde que este satisfaz a propriedade do cone (veja [1]).
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2 Sistema de Keller-Segel acoplado com as

equacoes de Navier-Stokes em RN

Como ja foi antecipado na introducao, o objeto deste capitulo é o estudo
do sistema de Keller-Segel acoplado com as equagbes de Navier-Stokes. Mostraremos a
boa-colocagao global do sistema para dados iniciais pequenos nos espagos de Besov-Morrey,

reveja a se¢ao 1.4 no qual definimos tais espacos.

2.1 Resultados

Nessa secao vamos apresentar os espacos que utilizaremos para trabalhar com as
equagodes em questao e enunciaremos os resultados obtidos. Antes disso, vamos relembrar as
equagoes que modelam o sistema de Keller-Segel acoplado com as equagoes de Navier-Stokes

em dimensao N. Como apresentado em (1), o sistema consiste das seguintes equagoes:

r6tn+u-Vn:An—V-(nVc)—V-(an) em RY x (0, ),
oic+u-Ve=Ac—nc em RY x (0, 0),

) ov+u-Vo=Av—yv+n em RY x (0, 0),
ou+ (u-Viu=Au—Vr—nf em RY x (0, ),
V-u=0 em RY x [0, ),
n(z,0) = ng(z), c(x,0) = co(z), v(x,0) =ro(z), u(z,0)=ug(x) em RY,

onde N >2e~v>=0.

Para determinar o espago adequado para tais equacoes, faremos uma analise
de escala para encontrar os indices adequados dos espacos de Besov-Morrey. Sendo assim,
primeiramente note que para 7y # 0, o sistema (2.1) nao tem relacao de escala. No entanto,
podemos considerar para (2.1) a escala do caso v = 0. Assuma temporariamente que v = 0

e que a for¢a f é uma distribuicdo homogénea de grau —1, isto é,
f(x) = Af(Ax), para todo A > 0.

Assim, se (n,c,v,u, ) é uma solugao classica de (2.1), entdo (ny, cx, vy, ux, 7)) também é
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solugao de (2.1), onde

na(z,t) = An(Ax, \%t),
ex(z,t) = c(Ax, N2t),
oa(z,t) = vz, \*),
un(x,t) = Au(dz, \°t),
m(z,t) = N a(x, \%t).

Ou seja, o sistema (2.1) tem a seguinte relacao de escala:
(n,c,v,u) — (A2 n(Ax, A\*t), c(Ax, \*t), v( Az, \*t), Au(Az, \*t)). (2.2)

Em particular, tomando ¢ = 0 em (2.2) temos a seguinte relagao de escala para os dados
inicais

(no, o, Vo, uo) — (A2 no(Az), co(Ax), vo(Az), Aug(Ax)). (2.3)

Solugbes invariantes por (2.2) sdo chamadas de solugoes autossimilares. Entao,
para (n,c,v,u, ) ser uma solucao autossimilar é necessario que os dados iniciais ng, ¢,
Vg, Ug € a forca f sejam funcdes homogéneas de grau —2,0,0, —1 e —1, respectivamente.
Motivados pela andlise de escala feita acima e pelo scaling dos espagos de Besov-Morrey
(veja Proposicao 1.40, pag. 30), consideraremos a seguinte classe critica de dados iniciais

(i.e., invariante pela relagao de escala (2.3))
T2 N o (N Tl N
no € Noproo (RY), coe L” (RY) com Veg € Nohy o0 (RY) (2.4)
N N_
vo € S'/P com Vg € Nt o (RY) euge /\/;Df}m,iO (RY) com V- ug =0,

com V-ug =0eaforca f € /\/l]N\,1 (RN), onde os expoentes p, p1, q, q1, 1, 1 € Ny satisfazem

as condigoes enunciadas na seguinte suposi¢ao:

Suposicao 2.1. Assuma que N =2 e~y > 0. Para N > 3, suponha que os expoentes p, q

e r satisfacam ou (i) ou (i1) ou (iii) em que

, N Ngq Nq
— N, N N ;

(1) 2<q< , <p<N_q, <r<N_q,

(i) q= N, N <p< o, N <r < w;

q Nq
N <g<2N, N<p< <r< .

(1) q : P N ISTS TR

No caso N = 2 assumimos que p, q e r salisfacam a condi¢ao (iii) acima. Além disso,
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suponha também que p1, q1, r1 e Ny satisfacam as sequintes condigoes:

(A) 1<p <p, 1<q¢ <q, 1<r <n 1< N <N;
1 1 1 1 1 1 1 1
(B) — 4+ — <1, —+—<1, —+—<1, —+—<1;
D1 q1 ™ q1 h T N q1
© Z<i-ZL,

y4 q1 (81

11 11
D —+—)<p|l=+-]-
o (sea) <o (33)

Observagao 2.2. E sempre possivel encontrar indices pi,qi, 71 e N; suficientemente
proximos de p,q,r e N, respectivamente, satisfazendo (7), (i7) ou (iii) e de tal forma que
(A), (B), (C) e (D) também ocorram. Em outras palavras, a Suposi¢ao 2.1 é um conjunto

nao-vazio.

Agora, seja Z um espaco de Banach continuamente incluido em &’. Denotamos
por BC, ((0,00); Z) a classe de fungoes limitadas de (0,00) em Z que sao fracamente

continuas no tempo no sentido de &’. Assim, definimos os seguintes espacos funcionais

X, = {n .t %" e BO, ((0, oo);/\/lgl)} : (2.5)
;Q::{cme&%ﬂ@@ﬂ?)mmf%%WmBQd&wﬁMm}, (2.6)
X5 = {v cv(-,t) e S'/P para te (0,00) e t 2tz Vu e BC, ((0, oo);Mil)} , (2.7)
X, = &ufﬁ%%ueBow«waAﬁ)}, (2.8)
que sao espacos de Banach dotados das respectivas normas
_N
[n]x, = sup ¢~ 2 [n(t) | ug,
t>0
N 1
el x, = sup [e(t)] = +sup t72 72 [ Ve(t) | mr,
t>0 t>0
N1
[v]lx = sup t72 "2 [Vo(t) |y,
t>0 N
Jullx, = sup 543 [u(t)] pap.
t>0
Na sequéncia, apresentamos os espagos X e Z definidos por
X ={(n,c,v,u):ne Xy, ce Xo,ve X3, ue Xy} (2.9)

com a norma

[(n, e;0,u)ly = nlx, + llelx, + vl + Julx,,
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7 := {(no, co, Vo, ug) : Ng, Co, Vo € Uug sob as condigoes (2.4)}

com a norma
[(no, co, vo, wo)llz =m0l o + licollre + [Veo| wi + Voo wi + Juoll xoy
4,91 ,00 7,71 ,00 7,71 ,00 P,p1,0

Note que X e 7 sao espagos de Banach equipados com as normas | - |x e | - |z, respectiva-

mente.

Vamos denotar por P = [ + R ® R o projetor de Leray-Helmholtz, onde
R = (R1,Ri1,...,Ry) é um vetor em que cada componente R; representa a j-ésima
transformada de Riesz. Aplicando P na quarta equacao em (2.1) e usando o principio de
Duhamel, o sistema (2.1) pode ser formalmente convertido para a seguinte formulagao

integral:

( ¢ ¢
n(t) = e®ng— f A (y - Vn) (1) dr — f V- DA (Ve + nVo)(1) dr,
0 0

t
c(t) = ePcy— f e "2 (y - Ve + ne)(r) dr,
0

t
u(t) = e ey — J e el =DA (y - Yy — n)(7) dr,
0

t t
u(t) = ePuy— f e"TAP(y - V) dr — f e"IAP(nf) (1) dr.
0 0

(2.10)

Na sequéncia, uma 4-upla (n, ¢, v, u) satisfazendo (2.10) é chamada de solugao

branda de (2.1). A seguir, apresentamos nosso resultado principal para o sistema (2.1).

Teorema 2.3. Sejam N = 2 e os indices p, p1, q, ¢1, 7, 1 € N1 como na Suposicio 2.1.
Suponha que os dados iniciais (ng, co, Vo, uo) € Z e a forca externa f € M%l (RY). Entdo,
existem constantes positivas €, 0 (0 = Ce) e K tais que o sistema (2.1) tem uma unica
solugdo branda global (n,c,v,u) € X satisfazendo |(n,c,v,u)|x < 2K1e e V-u =0 para

t >0, quando ||(no, co, vo, wo)l|lz < 9.

Como o espaco X ¢é critico em relacao a relagdo de escala do caso v = 0,
¢é possivel obter solugoes autossimilares assumindo a homogeneidade correta nos dados

iniciais e na forga.

Corolario 2.4. (Solugoes autossimilares) Sejam N = 3 ey = 0. Assuma que (ng, co, Vo, Up)
e f sejam como no Teorema 2.3. Suponha que as fungoes ng, co, vo, ug € f sejam homogéneas
de grau —2,0,0, —1 e —1, respectivamente. Entao, a solu¢io (n,c,v,u) obtida no Teorema

2.3 € autossimilar, isto é, para todo A > 0 temos que

n(x,t) = X>n(Ax, \°t), c(x,t) = c(Ax, \*t), v(x,t) = v(Ax, \*) e u(z,t) = Iu(Az, \*t).
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E por ultimo, mostramos uma resultado de estabilidade assintotica para solugoes

do sistema (2.1), o qual descrevemos a seguir.

Teorema 2.5. Assuma as hipdteses do Teorema 2.5. Suponha que (n,c,v,u) e (n, ¢ 0,a)
sao duas solugoes dadas pelo Teorema 2.3 correspondendo aos dados iniciais (ng, co, Vo, Uo)
e (no, o, Vo, Up), respectivamente. Entdo, temos que

lim (t‘%“\!em(no —0) g, + [l (co — o) e + £33 | Ve (co — Co)llmy, +

EE Ve (g — To) g, + [ (g — o) agg, ) = 0, (2.11)
se, e somente se,

. N - . ~ . N1 ~
lim 35 (-, ) — A ) g, = Jim ol ) = &) = lim 5]V (el8) = &, ) laa,

. N1 ~ . _N 1 -
= Jim 5[V (0( 1) — (1) g, = Jm 5 E u( ) — () g, = 0. (212)

Observagao 2.6. (Solugoes assintoticamente autossimilares ) No caso v = 0, o Teorema 2.5
juntamente com o Corolario 2.4 fornecem uma classe de solugoes que sdo assintoticamente
autossimilares quando ¢t — 0. De fato, para dados iniciais (7, ¢o, 0o, %) = (10, Co, Vo, Ug) +
(p1, P2, P3, 04) com @; € C° e ng, cg, Vo, U € f como no Corolario 2.4, temos que a solugdo
correspondente (7, ¢, 0, 1) é “atraida” para a solugdo autossimilar (n, ¢, v, u) no sentido de
(2.12).

2.2 Demonstracoes dos resultados

Nesta secao apresentaremos as demonstracoes dos resultados enunciados na
segao 2.1. Na demonstracao do resultado de boa-colocagao para o sistema (2.1), utilizaremos
o seguinte lema abstrato que nos permitira simplificar algumas contas grandes de ponto

fixo.

Lema 2.7. Para 1 <i <4, sejam X; espagos de Banach com a norma || - |x,. Considere

o espaco X = X1 x Xg x X3 x Xy que é Banach equipado com a norma

[#]2 = Nz, + 2ol x, + l2sllxy + l2allx, »

onde x = (x1,x2,23,24) € X. Para cada indice i,7,k tal que 1 < i, j,k < 4, assuma que
ij : Xi x Xj — X € um operador bilinear continuo, isto €, existe uma constante C’ikj >0

tal que

| B (i, 2 < Cf; |l

)ka x, 1zl » para todo (x;,x;) € Xi x Xj. (2.13)

Assuma também que Lz : X1 — X3 e que Ly : X1 — X4 sejam operadores lineares continuos
tais que

HLB”XIHX3 spe HL4HX1HX4 < 9.
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Além disso, considere as constantes K1 e Ko definidas por

4 4
Ki=1+p+0 e K21=(P+9)Zcil,j+ Z C;

ij=1 kyij=1

e sejam 0 < e < ={re X |z|xr <2Kie}. Sel|ly|x < e, entao existe uma

1
B
AR K,
unica solugio x € B. para a equag¢io v = y + B(x), onde y = (y1,Y2,Y3,y4), B(x) =
(Bi(x), Ba(z), B3(x), Ba(z)) €
4

Bi(z) = Y. B}j(xi ),
ij=1
4

By(x) = ) Bij(wi1;),

ij=1
1
By(z) = >, B}j(wi,z) + (Lso (y1 + By)) (@),
.’j )
By(z) = 2 B} (wi,2;) + (Lyo (1 + B)) (x).
1,j=1
Ademais, a solugio depende continuamente de y no sequinte sentido: se |j|x < e, T =
g+ B(z) e |u| < 2Ke, entao

1

TKJQSH?J — gl

|z — Z[x <
Demonstragao. Para todo = € X, segue de (2.13) que

| B1( Hxl ZHB xw%

i,7=1
4
< Z Oz;l,j ”xl X
i,j=1
4
<Z Cij) )% (2.14)
i,j=1

Analogamente, temos que

| B2( |X2\<Z )l’?{ (2.15)
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Em seguida, usando (2.13) e (2.14), estimamos Bs do seguinte modo:

3B @i x|, + I(Ls o (1 + By) (),

1Bs(z)]y, <
ij=1
4
< Z CY il x, =5l x; + o I + Bi) (@) x,
2,7=1
4 4
< ( » cf:j) el + <|y|x+ (z o;j) llxlli>
i,j=1 tj=1

4 4
= <Z Cli+p ), Cf,j) [21% + oyl (2.16)

ij=1 ij=1
Similarmente, temos que

4 4
|Ba()] x, < (Z Cii+6 ) C?g) 2l + 6yl (2.17)

1,7=1 1,7=1

Agora, considere a fungdo F : X — X definida por F(z) = y + B(z). Para
x € B, segue das estimativas (2.14)-(2.17) que

4
IF@)lx < Iyl + D) [1Br(@)lx,
k=1

4 4
< (L+p+0)|y|x + <<p+e> >0+ D, 053) 1%

ij=1 kyij=1

< Kie+KydKie?=(1+4K Kye)K e <2K ¢,
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e portanto F (B.) < B.. Agora, para x, z € B. temos a estimativa

|F(z) = F)lx = |B(z) - B(z)lx
= > IBi(@) = Bu(2)|
k=1
< 22 HB;‘:j(xZ 2, T5) + By (zi, v z)ka

(lz: — zilx, 5] x, + N2l x, |25 — 25]x;)

(P +0) [Bi(z) = Bi(2)] ,

)
M

< Z bile = 2lx (lz]x + J12].2)
k,i,j=1
4
+(p+0) >, Cl (i — zix x; %5 = 24l1x;)
',j—l
< ( p+9) Z Z ) |z = zlx (lz]x + 2] x)
i,j=1 kyi,j=1

Como 4K, Kse < 1, entao F é uma contracao em B, e segue pelo teorema do ponto fixo

de Banach que F possui um tnico ponto fixo x € B..

Para finalinar a prova do lema, vamos mostrar a dependéncia continua da

solugao. Sejam x e T como no enunciado, entao pela desigualdade (2.18) temos que

|z = Z[x <lly —glx + [B(z) = B@)|x <[y — glx + 4 Ky Ky ez — ],

ou seja,
1

m“y — 7.

|z —7x <

Observacao 2.8. Para a demonstracao do Corolario 2.4, é ttil destacar que a solugao

obtida através do lema 2.7 é o limite em X da sequéncia de iteracoes £V = y e 2m+Y =

F(z™), onde m > 1.

Com o objetivo de provar os resultados ja enunciados, vamos introduzir uma

funcao auxiliar F. Para cada 4-upla de dados iniciais (ng, co, vo, uo) e forga f, consideramos



Capitulo 2. Sistema de Keller-Segel acoplado com as equagées de Navier-Stokes em RY 40

F(n,c,v,u) = (N,C,V,U), onde cada componente é definida do seguinte modo:

f N(t) = ePng— f e(t_T)A(u -Vn)(T)dr — f V- e(t_T)A(nVc)(T) dr

0 0

t
- J V - DA (Vo) (1) dr,

0

=: etAno + Bi,1<u7 n) (t) + B%,Q(nv C) (t) + Bll,3(nv U)(t)7

¢ ¢
Clt) = ePcy— J e A (u - Ve) (1) dr — J e A (ne) (1) dr,
0 0
< =t ey + B, (u,0)(t) + Bly(n. o)(t),
¢ ¢
Vt) = e MetByg — f e_”’(t_T)e(t_T)A(u Vo) (1) dr + f e_V(t_T)e(t_T)An(T) dr,
0 0

= e ety + Bi{ﬂu, v)(t) + Ls(n)(t),

t t
Uit) = ePuy — J e(t_T)AIP’(u -Vu)dr — f e(t_T)AIP’(nf)(T) dr,
0 0

= ePuy + By,(u,u)(t) + Ly(n)(t), 0<t<om.
(2.19)

Os operadores bilineares Bf ; € os operadores lineares L; definidos acima serdao

o objeto de estudo das préximas duas secoes.

2.2.1 Estimativas para os termos bilineares em (2.19)

Lema 2.9. Assuma as hipoteses do Teorema 2.3. Existem constantes positivas C;, para

1 <4<9, tais que

|Biawn)y, < Cilulx, Inlx,, (2.20)
|Bis(n. )|, < Cofnfx, e x.. (2.21)
|Bis(n.v)|y, < Cslnlx, Jvlx,, (2.22)
|Bis(u,c)|y, < Cululx,lelx. (2.23)
|BEs(ne)lly, < Cslnlx, [elx., (2.24)
|Bis(w )]y, < Colulx,lvlx, (2.25)
|Biatuw @)y, < Crlulx,lilx,, (2.26)

para todo n € Xi,c€ Xq,v € X3 e u,u € Xy.

Demonstracao. Das condigoes (i), (i7) e (ii7) na Suposigao 2.1, temos que

L N>0 1+N+N>O
- — — e ——4+—+ — :
2 2p 2 2p 2q
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p1g1

Além disso, tomando s; = . segue das condigoes (A), (B) e (C) da Suposigao 2.1
p q
que 1+
1
l<si< 2 <qg e L P12
p+q @1 pPtqs:

Portanto, estimamos B} ;(u,n) em M do seguinte modo:

Bl @]y, = | [ A TR ar

0 MG,
t
< f HV . e(t_T)A(un)(T)H/\A31 dt
0
Pt N1 1 1 1
< C t—7) 2672 (un) (1) s dr, por (1.11
JO( ) | (un)( )HMéigq por (1.11)
& _N_1
< O [t nEH ), In(r)lag, dr, por (19
J
rt
< C | (=) m traira drulx, nlx,
Jo
N 1 N 1 N N
= Ctu "B —— ——+ — 4+ — 2.27
(5 g5t gt o) lulnlnln, 220
1 N 1 N N
onde (-, -) denota a funcao beta. Como — — — > 0e —= + — + — > 0, segue que
2 2p 2 2p 2q
1 N 1 N N
bl=——,—=+ — + — | <. Logo, vale que
2 2p 2 2p 2q
N_
HBil(%n)(t)HMgl < Crtm ! ulx, 0] x,, (2.28)

para todo t > 0, onde C; = C(N, p,p1,4, q1)-

rq1

Agora, tomando s, = , temos que
1+
1 N 1 N N 1
S Y W AR A SN IO A T I L S
2 2r 2 2q 2r r+q G T+qgse

e assim segue que

Jt V- Ve) (1) dr

HBll,2(n7 C) (t) HMgl = o

q
My,

¢
< f A& e(t_T)A(nVc)(T)HMq dr
a1

0

rt

< C | (=726 |(nVe)(r)| o dr, por (1.11)
Jo M
* N1

< O | (t=7)7272 (M) pg, [Ve(T)lpg, dr, por (1.9)
JO
t _N_1 N_; N_1

< C | (—7) @ 272 r22dr n]x, |c]x,
JO

2 27 2 2 2
N
= Cot2a |nx, c|x,, (2.29)

N _ 1 N 1 N N
O Il elx, 8 ( ELA S )
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para todo t > 0, onde Cy = C(N, ¢, q1,7,71). Similarmente,

1N1NN)

N_
HB%,?)(”aU)(t)HMgl < Ot In|x, [vlx; 8 <2 5. 5 + 27] + o

N _
= Cyth " nfx, [v]x, (2.30)

parat > 0, onde C3 = C3(N, ¢, q1,7,7r1). Portanto, seguem de (2.28)-(2.30) as desigualdades
(2.20), (2.21) e (2.22).

Agora, de (i), (i7) e (7i7) na Suposi¢ao 2.1, temos que

1 N N 1 N N
S50, 1-—>0 e -t >0
2 2p 2q 2 2q 2r
E tomando s3 = ]01;“1 , novamente pelas condigoes (A), (B) e (C') da Suposicao 2.1 vale
r
que P1 1
l<ss<L—<r e —> 12 S
p+r T1 p+7rss

Portanto, temos as seguintes estimativas para B3, e VB3, em L* e M"

r» Tespectivamente:

B0l = | | Vo) ir

0

Lo

¢
< f V- e(t_T)A(uc)(T)HLOO dr
0

rt
< C | (t=7)%"% |(ue)(r)| e dr, por (1.13)
JO P1
t _N_1
< C | t=7)22 Jum)| g e dr
JO
rt _N_1 N_1
< CJO(t—T) %72 722 d7 |ux, | c]x,
1 N 1 N
- C S22t
falxa lel (5 = 33 * 5

Can ulx, elx. (2.31)
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|V Bi5(u, ) (t)

"

N

N

N

N

A

¢
f SN(ly1o1y 1

— 2\p 'r r 2 . pr .
O(t T) | (u Vc)(T)HMW dr, por (1.11)

t
(=15 [u(r) |y, [Ve(r) gy, dr. por (19)

~+

(t—7) % 25 2723 dr |ulx, |¢|x,

JO

N N N

N 1
Ctz2 +
5(3- 202+ 2 ) il lelx,
N_1
Cor ##7F Julx, el 232

para todo t > 0, em que Cyy = Cy1(N,p,p1) e Cs1 = C(N,p,p1,7,71).

Por sua vez, podemos estimar B}, e VB?, em L e M, , respectivamente, da

seguinte maneira:

HBi2(n o)(t

M -

e(t’T)A (nc)(T) dT

< He“ o) Hm
< L(t—f) 5 (ne)(7) gy dr. por (112)
t
< 0 [ t=nF Ine)ag, 1)l dr
¢ _N N _
< ¢ [@-n i arinly ld,
0
N N
- 1~ =
Clallx. lelx, 5 (1 515,

= Cuzllnlx, lelxa. (2.33)
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|V B 5(n,0)(t)

"

0 M:l
' (t—-7)A
< v t—T1 d
* _N@_1y_1
< C | (t—7)2% 772 |(ne)(7)| pga dr,por (1.11)
Jo
* _N,N_1
< C O(t—T) 20022 n(7) | g, e dT
J
* _NLN_1 N
< C |- = 2rm dr nx, clx,
Jo
N 1 1 N N N
< (Ctr 2 -
545 (3 -2+ 2L 2 kel
N 1
= 0572 tar 2 Honl HC||X27 (234)

para todo t > 0, onde Cyo = Cya(N,q,q1) € C52 = C52(N,q,q1,7,7r1). Tomando Cy =
Ciy+ Cyp e C5 = C51 + Cs 0, as estimativas (2.23) e (2.24) seguem de (2.31)-(2.34).

Procedendo de forma similar a (2.31), podemos estimar VB3 ; em M7, como

t
[VBis(w0) W)y, = HV f e D I (- V)(7) dr
1 ./\/121
N 1 N N N
< Ctis (G- o o) lulslols,
= Coth uln ol 2:35)

para todo t > 0, onde Cg = Cs(N, p,p1,7,71) e assim obtemos a desigualdade (2.25).

Finalmente, como o operador projegao P é limitado nos espagos de Morrey (ver
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[24, Lema 4.2]) temos que

t
|BL(w, ) (1), = J -3 Py . Vi) dr
" 0 M,

t

< H}PV . e(t—r)A(u ® T)HMP dr

t
< C||v elt=mA (u®ﬂ)(7’)HMp dr
pP1

t
< cf(t—T)—é“(i—é)—é l(u@a)(r)| g dr,por (1.11)
0 M%
t _N_ 1 ~
<cfe-n# 2Hu<T>HMgl (7). dr, por (19)
t N
< C f (t— ) B 5 ar ful ) x,
0
N_1 1 N N
< o (4 2p,p) fulx, i,
N _ 1 ~
= Oy tEH Julx,lxe, (2.36)

para todo t > 0, onde C7 = C7(N, p,p;1) e consequentemente obtemos (2.26).

2.2.2 Estimativas para os termos lineares em (2.19)

Lema 2.10. Assuma as hipdteses do Teorema 2.3. Existem constantes p,0 > 0 tal que

[Ls()lx, < plnlx., (2.37)
[La(n)lx, < Olnlx (2.38)
para todo n € X;.
~ N g N
Demonstracao. De (i), (i) e (i7i) na Suposicao 2.1, temos que st ~5. >0
D 2q

e usando (1.11), podemos estimar VLs(n) em M da seguinte maneira:

t
HVLg(TL) (t)HMT = HVJ e_'Y(t—T) 6(t_T)A TL(T) dr

0

ML

¢
< f HVe(t_T)An(T)
0

t

0

= pt= 3 nx,, (2.39)
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para todo t > 0, onde p = p(N,q,q1,7,71), no que resulta (2.37).

Nigy
N +q

Nq p>Nq1

Agora, considerando s4 = , por (A), (B) e (D) da Suposicao 2.1, temos
que

1 <84 < < e > —.
4 N +q p i N+qsy

Entdo, Ls(n) pode ser estimada da seguinte forma em M? :

L) Oy, = || ) dr

0

Mgl
t

< f [Pe5(f)(r)],, dr
0 Pr1
C

¢
J(t—T)_I2V (v+3—3) Inf(7)| o dr,por (1.10)
0 Mgy

N

t _N,/ N_1

< C f (t=7)72" 572 [ flagy [0(7)] pgg, drspor (1.9)
0
N_1 1 N N N

< Ot R

N_1
= 0t> 2 ||n|x,, (2.40)

para todo t > 0, onde 6 = 0(N, N1,p,p1,q,q1, f) e consequentemente obtemos (2.38).

2.2.3 Prova do Teorema 2.3
Considere X, Xa, X5 e X, como em (2.5)-(2.8), isto &,
Xp = {na 5 () € BC, ((0,) M)
Xy = {c cce BC, ((0,00); L) com t~5+% V() € BC, ((0, oo);M;)} ,
Xy = {v Lo(,t) e 8'/P para te (0,%0) e 35 Vo e BO, ((0,00); Mjil)} ,
X, = {u L w () e BC, ((0, oo);/\/tgl)} .

tA

E seja y = (emno,e co, e et Avo,e uo) Entao, para X = X; x X5 x X3 x X, e

x = (n,c,v,u) € X, definimos os seguintes operadores:

Bi(z) = Bji,(u,n)+ Biy(n,c) + Bis(n,v), (2.41)
By(x) = Biy(u,c)+ Bi,(n,c), (2.42)
Bs(z) = Bis(u,v)+ Lgo (e"®no + By) (z), (2.43)
By(z) = Bj,(u,u)+ Lyo (e*ng+ By) (). (2.44)

Assim, pelo Lema 2.9, os operadores Bffj em (2.41)-(2.44) sao bilineares e continuos. Além

disso, pelo Lema 2.10, L3 e L4 sdo operadores lineares e continuos. Também néo é dificil
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k
1,57

como sao os outros termos lineares envolvendo o nicleo do calor em (2.10).

ver que os operadores By ., L3 and L, sdo fracamente continuos no tempo para ¢ > 0, bem

Em seguida, definimos

9
Ki=1+p+0 e Ky=(p+0)(Ci+Cy+Cs)+ > Ci (2.45)

i=1
Em vista da equivaléncia de normas (1.15), temos

e nollx, + e collx, + e e o]l x, + e uolx,

= sup t—%-i—l HetA
t>0

lyle =
N 1
nolag, + sup ecol L= + sup £ 2 [VerSeo|ary,
t>0 t>0

+sup ¢t Ve e | pp. + sup ot [
t>0 L0 1

< oIl o + oo + Vel + 90l s + ol 3 )

q,91,% 71,0 T,71,0 P,p1,0

= Co(no, co, vo, wo)z < &, (2.46)

desde que |(ng, co, vo,ug)|z < 0 = C’i Se 0 <e < entdo o Lema 2.7 garante

1
4K\ Ky’
que existe uma tnica solucdo (n,c,v,u) € X de (2.10) tal que |(n,c,v,u)|r < 2K;e, bem

como a continuidade da solug¢ao em relagao ao dado inicial.

2.2.4 Prova do Corolario 2.4

Como usamos um argumento de ponto fixo para provar o Lema 2.3, a solugao
(n,c,v,u) é o limite da seguinte sequéncia de Picard no espago X' (veja Observacao 2.8,
péagina 39):

A

(n(1)7 6(1)7 v(l)a u(l)) = (etAn()a etACO7 ei’ytetAUOJ et U())

(n(m D) clmtD) gy (mt) Sy mtDy — F () om) () M) - para m e N,
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Ou seja,

( t
nmtD) = tAp, — J e(t_T)A(u(m) . Vn(m))(T) dr
0

t
—f V- eTA (M Mgy ™) (1) dr,
0

t
M) = ety — J eI (M el 4 plm ey (7) dr,
0

t
W) gty J ¢ H1=7) (E=DA ((m) L7 m) _ p(m) (2
0

¢ ¢
umt) = ety — f e(t_T)AIP’(u(m) . Vu(m)) dr — j e(t_T)AIP’(n(m)f)(T) dr.
0 0

Vamos provar o resultado usando inducao finita sobre m. De fato, note que

para A > 0 temos que

AnMx, A2t = A2eMPng(Ax)

1 —[\z —yf?
= )2 d
JRN (47r)\2t)% o ( ANt o)y
1 —|Ax — Az|?
24+N
- JRN (ameny (m) no(Az) dz, fazendo y = Az

1 —|z — 2|
= )\ — _ Az)d
J;w (47#)% exp( m > no(Az) dz

1 —|z — 2|2
= exp | ———— | no(2) dz, pois ng € homogénea de grau — 2
JRN . p( m ) 0(2) dz, pois ng g g

= e®ng(x) = nW(z,1).

Analogamente, usando que ¢y, vy € ug sao homogéneas de grau 0,0 e —1, respectivamente,

obtemos que

Dz, t) = M x, N2,
vW(z,t) = vW(\x, \%),
uP(z,t) = IuD(x, A\%).

Agora, suponha que o resultado seja valido para k < m, isto é,

n®(z,t) = XNn® Oz, \2t),

Az t) = Bz, N,

oW (1) = vz, A%),

ub (z,t) = Nu®(\z, \2t). (2.47)
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Para £k = m + 1 temos que
(n(mH)7 AmAl) gy (m+1), u(m+1)> — ]:(n(m)’ ™ ym) u(m))_
Primeiramente vamos provar que
A2t (A, A2t) = n(mH ) (2, 1), (2.48)
Para isso, note que

nmD O\, N2t = F (”(m)a ™ o), u(m)) (A, X*t)
= e’\QtAno()\x) + Bil(u(m), n™)(\z, \2t) + B%,z(n(m)a ™) (Az, Nt)
+ Bll’g(n(m), U(m))(/\x, N2t),

entdo fazendo a mudanca de varidvel 7 = A2, temos que
A2 By (u™, nt™)(Az, A%t)

A2t
= —)\QJ WA (M) g (MY (g, 7) dr
0

t
_ _/\4J ()\zt—)\za)A( m) Vn m )()\%,)\20'> do

—| Az —y|? o - )
) &N (4N t_g))% w\ gy ) W VT o) dy do

Fazendo y = Az, obtemos que

—|Ax — Az|?
- —Ire = Ao M) Tn™ (A \20) dz d
quw 47r)\2t—a) )5 xp(zw(t_g) )(“ V™) (Az, \°0) dz do
4 ’x—2|2 m) (m) 9
- (Ar(t — o)) T -Vn'"™)( Az, A o) dz do
RN (47 (t — o)) 3 4t — o)
]RN 7r —

—\x - ZP u™ (m)
— -Vn'")(z,0)dz do, por (2.47)
RN ( t — o) At — o)

= —Le A™ . n™)(z,0) do
= Bil(u(m),n(m))(x,t).

M\Z
’B

t—a

L2
( ’ Z|) (u™ (A2, \20) - V[n™ (A2, \20)]) dz do

De maneira similar, concluimos que )\23%72(71(7”),0(”))()\:76, Nt) = Biz(n(m) ™) (z,t) e

/\231173(71(”‘), o™ ( Az, \2t) = Bll73(n(m), v™)(z,t). Como ji provamos que A2 nM (A\z, \%t) =
nM(z,t) garantimos que (2.48) vale.

Para as outras coordenadas obtemos similarmente que
et z,t) = ™Dz, A\,
M () = oMYz, N2 e

w ™D (1) = Aul™Y (A, \%)

m+1)(
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e isso completa a prova da indugao finita.

Por fim, como (n, ¢, v, u) é o limite em X" da sequéncia ((n(m), A pm) u(m)))meN

e a norma | - |x é invariante por escala, obtemos que a solugao (n, ¢, v,u) é autossimilar.

2.2.5 Prova do Teorema 2.5

Primeiramente, vamos mostrar que (2.11) implica (2.12). Sejam (n, ¢, v,u) e

(n, ¢, v,u) duas solugdes brandas dadas pelo Teorema 2.3 e sejam

LN N1 N1
=—— p=——t e, =—— + —.
SV P R A D

Estimando a diferenca n — 7 na norma t || - | Mg, » obtemos que

_N - ~
t2  n(t) = alt)lag, < te" (no — 7o) g,

t
+tla f D2 (- Vi — @ Vi) (r) |, dr
0

t
+ la J HV . e(t—T)A(nVC +nVv —-nVeé — fLVf))(T)”Mgl dr
0

th H6tA<TL0 - ’FL(])HMgl + Jl(t) + Jg(t> (249)

Agora vamos estimar as integrais J; e Jo. Para estimar J; procedemos similarmente a

(2.27) e obtemos a seguinte estimativa:
S (1)

< ot | (0= (= D ags I, + 1), [0 = 7)), )

t
< Gt j (t = r)yet e rie| (= @) (7) gy, [,
0

¢
+Cy th J (t — )=t =i =la rla||gg|| |l (n — )(7)| mg, d7. tomando 7 =tz
0
1

= G f (1— 2=tz (t2) | (u — @) (t2) | agg, Inllx, d2
0

1
+C f (1= 2)fr=t 7™ (t2)9 ] x, | (n — 2)(t2) ]| g, d. (2.50)
0
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De maneira similar, segue de (2.29) e de (2.30) que

1

B(t) < G f (1= 2)fr =t 2Tl () | (n — A) (¢2) | g, el x, d2

0
1
+Ch ), (1= )=zl (1) |V (e — &) (2) |, |172]x, d2
1
+Cy )y (1 =)=z lomhr (t2)"s | (n — ) (t2) | g, 0] xo d2
1
+Cy Jo (1 — )=t glambr (1)1 |V (0 — 0)(t2) | ag, (72, dz. (2.51)
A seguir, estimamos as diferencas ¢ — ¢, v — 0 e u — @ nas normas || - ||p> +

IV g IV - g, e 877 - [l ag, o respectivamente. Assim, obtemos

t
H(C — 5) (t)HLoo < HBtA(CO — 50)”[]00 + JO ||6(t_T)A(U -Ve +nc—1u- Ve — ’flé) (T)HLOO dr

= e (eo = o)z + Ja(8), (2.52)

th [ V(e =) (t) amy,
t
<t | Ve (co — EO)HM;1 4+ thr J |Ve="2 (- Ve + ne — - VE — id) (T)HMH dr
0

=t Ve (o — )|, + Jalt), (2.53)

V(0= 0) (), <t [Ve e (g — o),
+thr f Ve 7D e=MA(y . Vo +n — - Vi — ) ()| my, dT
Ve (v = 30) v, + a0 (2.54)
e t
o |[(w—a) () |y, < 7 [ (uo — o) | aap, + 7 L [e“"2P(u - Vu — @ - Va) (1) | s, dr
0 [ 1B f ) (1), o
t7 e (uo — o) | aag, + Jo(t) + J7(t). (2.55)

Tendo em vista as desigualdades (2.31), (2.33), (2.32), (2.34), (2.35), (2.36),

(2.39) e (2.40), temos as seguintes estimativas para as integrais J3, Jy, Js, Js e Jr:
J3(t) (2.56)

< G [ oy (2 M )62 g, el + i, o= (62, )

#Cla [ (1= 2o 7 (1) U = W)y lels, + D, e = (62 )
(2.57)
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Ju(t) (2.58)

1
< G J (1= 2=tz (t2)! | (u — @) (t2) | agg, lelx, dz
0

1
+Cs, f (1= 2yt x, (t2)" [V (e = &) (t2) |y, d2

0

1
#Cha | (1= 2ot e (6200 (0= e g el + 1l e = )] )

(2.59)
1
K1) < Cy f (1= 2yt (g2 | (u — ) (82)] agg, [0l d2
+ Gy J;ﬂ = oyt i, (62) 9 (0 — ) () e, d
w7 | (0 2y 2 (1) ) (02) g (2.60)

1

Js(t) < G f (L= 2=tz (t2)! | (u — @) (t2) | agp, [l x, dz

0

1
+Cr J (L= 2=tz (t2)! il x, | (w — @) (t2) | g, dz - (2.61)
0

Jo(t) < 0 fo (1 — z)la=t z7la(t2)la | (n — 7) (tz) | mg, d. (2.62)

Agora, defina os seguintes limites:

Ay = limsup t' |n(-,t) — (s ) g s
t—0o0 !

Ay = limsup [e(-, 1) = &, 1)L,
t—00

Ay = limsup ¢ [V(e(, 1) = 1))y,
—00

Ay = limsup t" |V (v(-,t) = 0(-,1))||aer
t—00 '

As = limsup t"? ||ju(-,t) — N(‘J)HMZ :
t0 '

< 2Ki¢, segue que Ay, As, Az, Ay, A5 < 0. Tomando

Como |[(n, ¢,v,u)|x, |(7, &0, @)
(2.53), (2.54) e (2.55), e usando (2.50), (2.51) e (2.57)-(2.62),

n, ¢,
o limsup em (2.49), (2.52),

t—00
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obtemos as seguintes estimativas para os A;:

1
Al < 0+612K1€J (1—Z)Mp_12_'up_lqd2 (A5+A1)
0
1

+Cy2K, ¢ f (1—z)k—t 2l k (A + A3z)

0
1

+ (032K, ¢ J (1 — z)r=tg7labr (A + Ay) dz
0
2K1 g [Cl (Al + A5) + 02 (Al + Ag) + 03 (Al + A4>] s (263)
1
A < 0+d@2KwJ‘ﬂ—wWP1szzU%+Ag
0

N

1
+C&2KwJ‘ﬂ—zW*szth+Ag
0
2K ¢ [0471 (A2 + A5) + 0571 (Al + Az)] ,
1
0+ Cio2K, ¢ f (1 — 2)=t gt br gy (As + As)
0

N

As

N

1

+ 0;72 2K ¢ J (1-— Ylair=l e g (Ay + Ay)
0

2K1 g [06 (Ag + A5) + 07 (Al + AQ)] R

1

A

1
(1 — 2yt e dz (A + Ay) + f (1 —z)lamrrtzla gy A
0

I
'S
VAN

o+@2mgj
0
2K15 [06 (A4 + A5)] + pAl,

1

N

1
(1 —2)"= 272 dz (A5 + As) + 6 f (1 —z)lamret x7la gz Ay
0

As

N

o+@2mgj
0
2K15[C’72A5] +9A1,

N

onde {C},Cy,C5,Cy = Cy1 + Cu2,C5 = Cs51 + Cs2,Cs, C7, Cg, Cr} e {p, 8} sdo como nos

Lemas 2.9 e 2.10, respectivamente.

9
Recordando que Ky =1+ p+60e Ky = (p+0)(Cy + Cy + C3) + Z C; (veja
i=1
(2.45)) e somando todos os A;’s, concluimos que

Ay + Ay + As + Ay + A
< 2K1 3 [Al (Cl + CQ + 03 + 0571 + 05’2) + AQ (0471 + 05’1 + 05’2>

+ Ag (Cg + 04,2) + A4 (03 + 06) + A5 (Cl + 04,1 + 04,2 + 06 + 207):| + (p + 9)141

< 2KﬁlA1@A+C&+C§+Cay+am+wp+mﬂh+C&+Cﬂ)
+Ay (Cig+C51+Cs2) + As (Co+ Cua+ (p+0)C2) + Ay (C5+ Cs + (p+ 60)Cs)
+A5KH+Cky+GM+I%+2Gﬂ%p+@CQ}[Mf@ﬁ@

< 2Kye(Ar+ Ag+ Az + Ay + As) %
[C1+ Co+ C34 Cu1+ Csq + Cuo+ Cs0+ Cs +2C7 + (p+ 0)(Cy + Cy + Cs)].
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Como Cy = Cy1 + Cyz e C5 = C51 + Cs 2, note que

Ci+ Cy + 03 + 0471 + 0472 + 0571 + 0572 + 06 + 207 + (p + 9)(01 + Cy + 03) < 2K2,

entao

A1+A2+A3+A4+A5§4K1K26(A1+AQ+A3+A4+A5).

Por outro lado, temos que 4K K e < 1 e assim segue que A; = Ay = A3 = Ay = A5 = 0.

Agora vamos mostrar que (2.12) implica em (2.11). Usando as estimativas
(2.49) e (2.52)-(2.55) e a hipdtese Ay = Ay = A3 = Ay = A; = 0 (veja (2.12)), obtemos

que

. lg | JtA ~
tlirgJ sup t'|e"(ng — "0)”/\431

. tA =
lim sup [|e"*(co — éo)| Lo

. u tA o~
Jim sup ¢ [[Ve' (co — &) |y,

i Hr =t tA _
Jim sup ¢ [Ve e (vo — Do) | my,

. Lp || A =~
lim sup 7€ (uo — @io)| 4z,

N

N

NN NN N Nl

A+ tllrr% sup (J1(t) + J2(t))

Al +2K,eCy (A1 + A5) + 2 K120y (A + Ap)
+2K,eC5 (A + Ay)

0+0+0+0=0,

Ay + Jim sup J3(t)

Ay +2K,eCyy (Ay+ A5) +2K,eC51 (A + Ay)
0+0+0=0,

As +tli_>rr% sup Ju(t)

A3 +2K1eCyp (As+ As) +2K1eC55 (A1 + Ay)
04+0+0=0,

Ay + Jim sup J5(t)

Ay +2K1eCs (Ag+ As) + p Ay

0+0+0=0

N

As + lim sup (Js(t) + J7 (1))
< A5 +2K1€C72A5 +9A1
0+0+0=0,

e com isso concluimos a prova do resultado.
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3 Equacoes de Navier-Stokes em dominios fi-

NOS

Neste capitulo vamos trabalhar com as equacoes de Navier-Stokes /N-dimensional
em dominios finos 2, = RV x (0,¢), onde N > 2 e ¢ > 0. Mostraremos a existéncia
e unicidade de solucao suave para tais equagoes quando a espessura ¢ é suficientemente

pequena.

3.1 Formulacao Integral via transformada de Fourier

Como ja foi visto na introdugao, as equacoes de Navier-Stokes em ()., com a

condicao de contorno de Dirichlet, tém a forma

.
?Z—Au—l—(u-V)u—i—VW:O em €. x (0,00),

) V-ou=0 em ). x [0, 00), (3.1)
u=0 em RY™! x {0,¢} x (0,0),

L u(z,5,0) = up(x, s) em €.

O espaco que utilizaremos para trabalhar tais equagoes é inspirado nos espagos

PM? cuja definicao relembramos a seguir.
Definicao 3.1. Seja 0 < a < N. O espagco PM* é definido por
PM*:={veS'RY):ve L, (RY) e |v]pme < 0}, (3.2)
onde
[vlpae = ess sup €] [D()].
€eRN

Observagao 3.2. O espago PM* equipado com a norma | - |pae é Banach.

Espagos como o PM® envolve transformada de Fourier (continua) e como
podemos observar, funcoes definidas em RY ™! x [0,¢] = Q. nio tém tal transformada
definida, ao menos diretamente. Assim, com o intuito de contornar tal situacdo vamos
estender periodicamente fungdes definidas em RY ™! x [0,¢], isto ¢, dada uma funcao

v:RY % [0,6] » RY a fungio vpe, : RV x R — RY definida por
Vper (T, 8) = Uper(w, 5 + €), para todo (r,s) e RV xR e Vper |[RN-1x[0,5] = ¥

¢ denominada a extensao periddica de v. Observe que v, ¢ uma funcao definida em
RV~ x T, e sendo assim v, tem transformda de Fourier definida no sentido de (1.1), veja

pégina 24, isto é, continua nas (N — 1)-coordenadas e peridédica na tltima coordenada.
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Voltando as equagoes de Navier-Stokes em dominios finos, vemos que a solugao u
com a condigo de contorno de Dirichlet ¢ uma fungio em R ! x [0, £]. Entdo, considerando
a extensao periodica de u e ug, onde por abuso de notagao denotaremos ainda por u e wuy,

obtemos o seguinte sistema:

(0
a—?—Au+(u-V)u+Vp=O em RY™! x T, x (0, 0),
_ N-1
JV-u=0 em R ™" x T, x [0, 0), (NS)
u=0 em RV x Ze x (0, 0),
L u(z,s,0) = up(w, s) em RY™! x T,

onde Ze = {..., =3¢, —2¢,—¢,0,¢,2¢,3¢, .. .}.

Utilizando o principio de Duhamel, o problema (NS) pode ser convertido para
a seguinte equacgao integral

() = Gty — f Go(t — )PV - (u® u) (o) do. (3.3)

0

Relembrando que IP é o operador projecao de Helmholtz-Leray, como ja foi mencionado no
capitulo 2. Além disso, G.(t)u denota a solugdo do problema linear do calor (ou a acao

do semigrupo do calor {G¢(t)}i>0), ou seja, é a solugdo do problema

0
ai,l;_Auzo emRN_IXT€X(07OO)a
U = 0 €11 RN_I X ZE X <Oa 00)7 <EC)

u(z,s,0) = up(x,s) em RV x T..

Para simplificar a notacao, denotaremos o termo quadrético em (3.3) por

Blu, v)(x, 5, 1) == — J G.(t — )PV - (u®u)(o) do. (3.4)

0

Na sequéncia, vamos caracterizar a transformada de Fourier de G.(t)ug. Para

tal fim, aplicamos a transformada de Fourier em (EC) e obtemos o sistema

o
pnll
Bk t) = Go(E, b, 1) em RY-! x Z.

§,k,t)—&1(f,k,t)=0 em RV x Z x (0, 0), (3.5)

Pelas propriedades da transformada de Fourier, o sistema (EC) é formamelmente equiva-

lente a

o5 2
= (k1) + 4r? <|€|2 +‘

3

2
) (&, k,t) =0 em RY™! x Z x (0,0), 36)

6(57 kvt) = 6'\0(57 kvt) cm RN_I X Z
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Portanto, resolvendo a EDO (3.6) concluimos que

(Co@uo) (6, k) = B(E, ky 1) = e P ED) e .

Assim, aplicando a transformada de Fourier e procedendo similarmente como no
caso de (EC), obtemos a seguinte equagao em varidveis de Fourier formalmente equivalente
a (NS) e (3.3)

2 2, k|2
A kt) = U ) gy e p)
" _4w2(t_0)(\5|2+]ﬁ\2)A k —
—2mi f € : ]P)(Sa k) (6’ > ' (U ® U) (57 ka U) dO’,
0 €

para todo (£, k) € RV™! x Z. Como veremos posteriormente, esta tltima equacdo inspirara

a definicao de solucao que utilizaremos para estudar (NS) em nosso framework.

3.2 Espacos Funcionais

Nesta se¢ao definiremos o espago que utilizamos para estudar o sistema (NS) e

estabeleceremos a nocao de solucao que empregamos neste trabalho.

Primeiramente, pela Proposicao 1.29 e Observagao 1.30 (pagina 25), para cada
ve S (RY™! x T.) podemos definir um operador V : D(T.) — S’(RY ') dado por

V(p2), 1) = 0,01 ® p2) = (v, 01(2)p2(s)), (3.7)

para todo ¢; € S(RV™!) e ¢y € D(T.). No caso p; = 1, note que V(1) corresponde a

“média” da distribuicao v em relagdo a variavel s, isto é, no toro T..

Agora, considere K o conjunto das distribui¢oes v € S(]RN ~1 x T,) tais que
V(1) =0 em S'(RY™). Logo, v € K se e somente se

(V(1),1(x)) = (v,0, ® 1) = 0, para todo ¢; € S(RV ™). (3.8)

Assim, podemos reescrever o conjunto K como

K={veS®R"'xT.): (v,;1®@1)=0, ¥V p; e SR )}.

A seguir, definiremos o espaco PM%¢ baseado no j& conhecido espaco PM?.

Definicdo 3.3. Sejam N > 2, > 0e b, ¢ > 0. O espaco PM"¢ é definido como o conjunto
das classes de equivaléncia das distribuicdes S'(R™ ! x T.)/K tais que 9(-, k) € L}, (RN™1),
para todo k€ Z e
[0 pppe = sup [k[* sup [€]°[0( k)] < o0,
keZ* £€RN_1

ou seja,

PMH = {v e SRV x T)/K : 8-, k) € L}

loc

RV NYVkeZe [v]|pppe < 0}.
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Observacio 3.4. PM"¢ é Banach.

A seguir, daremos uma generalizacdo do produto de funcées no espaco PM.

Definicao 3.5. Sejam 0 < b1,0o <1 e 0 < c¢,c0 < N—1taisquel <b +by <2e
N —1<c¢ +c¢ <2(N—1). Sejam também u € PM" e v € PM®> definimos u - v,
em variaveis de Fourier por

u- (k) = (@=0)(&, k).

Proposicao 3.6. Sejam indices by, bs, ¢y e co satisfazendo
0<bp,by<l, 1<b+b<2 0<c,co<N—-1eN-1<c+cy<2(N-1).

Entio, se u€ PM® ¢ v e PMP vale que u - v e PMbrHbe-berte—(N=1)

Demonstragdo. Como 0 < c¢;+ca < N—1e N—1<¢y,¢ <2(N —1) temos
pelo Lema 1.31 (pagina 26) que ¢ « [¢]72 < C |¢| VY= para todo & e RV,

Sejam (&, k) € RV x Z. Como u e v tem média nula no sentido de distribuicoes,

obtemos

luv (&, k)| < Z f |a(n, m)0(¢ —n, k —m)| dn, pela Proposicao 1.27
RN-1

meZ

= X am) s k=] dy

meZ\{0,k}
) f ol fiC. m)| € —nl (€ — .k —m)]
mezZ\{0,k} YRV [m|er|§ — nle
1
< [0, 1) g geny 180+ = 1) oo j B S
mezz\‘{:[)’k} Leo(l|e1) Leo([|°2) RN-1 ‘n’61|€ _ n|cQ

< ClgiVhmare Z [GC, M) oo geny 0G5 & =m0 foo g ez -
meZ\{0,k}

Agora, como 0 < by,by < 1 el < b + by < 2 segue pelo Lema 1.32 (pdgina 26) que

(Jm| = « |m|7*2) (k) < C |k|* """ e portanto

| @, M) o ery B = ml*2 [0 & = m0)]| oo )

mfPs = ]

av(& k)| < ClgThTaTe Y

meZ\{0,k}
) 1
< CgW-D-a—e 2 TR — e pagerier V] ppgpace
meZ\{0,k}

< CLRF P2 gm0 uf

ClFIVERS
Logo, concluimos que

H’LL : /UHIPMlerb271,c1+627(N71) < C HUHPMbl’Cl ||/UH7)MI72,CQ .
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[
Agora, usaremos o espaco PM"¢ com os indices b e ¢ sob as condicdes
1 -1
§<b<1, <c<N-1, b+c>N-1, (3.9)
para definirmos o espago & de todas as fungoes vetoriais u(t) = (uy(t),...,uy(t)) com

uj : (0,00) — PM" tais que

be—(N-1)
2

u; € Cy((0,00); PM"),

onde C,((0,00);Y) denota o conjunto de todas as fungdes fracamente continuas em (0, c0)

com valores no espaco Y < &’ no sentido de distriuicoes.

O espaco &} . ¢ normado com a norma definida por
lullx, . = supt® [u(t)]|p e,
t>0

b+c—(N—-1)

onde a = e |u(t)|pipe = max {|ui(t)|prpes- - [un(t)|pppec}. Além

disso, o espago (X, | - |x,.) ¢ Banach.

A seguir, estabeleceremos o conceito de solu¢ao branda para o sistema (NS).

Defini¢do 3.7. Sejam b e ¢ satisfazendo as condicoes (3.9) e ug € PMPN D=4 com

V - up = 0 no sentido de distribui¢des. Uma solu¢do branda do sistema (NS) é um
c—(N-1)
vetor u(t) = (uy(t),...,un(t)) tal que cada componente e u; pertence ao espago

C((0,0),PM>®) |V .u = 0 para t > 0, e que satisfaz a equacio
u(t) = G(t)ug+ Blu,u)(t) (3.10)

onde (3.10) é no sentido de distribuicdes S'(RY~! x T,)/K, sendo os operadores G.(t) e

B(u,u) definidos via transformada de Fourier como

G0 = 6_4n2t(|§\2+|§\2)@(57 k) (3.11)

2)A(§,k) (g, i) (v ®u) (& ko) do,  (3.12)

k
€

57 ! 74772(t70')(\£|2+
B(u,u)(t) = —2m'f e
0

para todo t > 0.
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3.3 Solucoes Globais no Tempo

De forma similar ao que foi feito no capitulo 2, utilizaremos um lema abstrato

que nos permitird evitar enfadonhas contas de ponto fixo (veja [31, Teorema 13.2]).

Lema 3.8. Seja (X, | - |x,.) um espago de Banach e B : Xy, x Xy — Xy uma forma

bilinear continua, isto €, existe uma contante Ko > 0 tal que

|B(u,v)|x, . < K fulx,,

v|x, ., para todo u,v € X,

Entao, se 0 <n < e sey e Xy com |yla,. < Kin, a equagio v =y + B(u,u)

4K K,
possui uma tnica solugdo u em Xy, tal que ||lul|x, < 2K1n.
Além disso, a solugdo depende continuamente de y no sequinte sentido: se

19l < Kan, @ =g+ B(a,a) e ], <2Kn, entdo

1

m”y — Gl

lu—alx,. <

Demonstracao. Considere a aplicacdo F : A, — A, dada por F(u) =
y+ B(u, u). Para u € B(0,2K;n), onde B(0,2K1n) = {u € X, : |[u]x,, < 2K1n}, obtemos

que
|F(u)]x,. <ylx,., + [B(u,w)]x,, < Kin+ KAKip = Kin(1 + 4K, Kon) < 2 K1

e consequentemente temos F (B(0,2Kn)) < B(0,2K:n).

Agora, se u,v € B(0,2Kn), entdo

N

[F(u) = F(v)]x, |B(u,u = v)x,. + [B(u—v,0)|x,

N

ulx,. + [vlx,.)

K [[u = v, (]

< AK Kon|u — v, .,

e obtemos que F' é uma contracdo em B(0,2K,n), pois 4K,K,n < 1. Portanto, segue
pelo teorema do ponto fixo de Banach que a aplicacao F' possui um tnico ponto fixo

u e B(0,2K17), a qual é a solucio desejada.

Para demonstrar a dependéncia continua, considere u e % como no enunciado.

Segue entao que
lu—tlx,. <y —3lx. + 1B, u) = Ba,a)|x, <y =3l + 4K Kn|u — i,

ou seja,
1

m”y — 7).

lu—alx,. <

o que nos da o resultado desejado.
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Com o propésito de aplicar o Lema 3.8, precisamos verificar que G.uy € X} .
(com controle da norma por ug) e que a forma bilinear em (3.4) é continua em X}, .. Estas
questoes serao abordadas nos préximos dois lemas.
Lema 3.9. Seja d > 0 tal que (N — 1) —c¢ < d, com b,c sob as condigoes (3.9). Se

b+c—(N-1)

g € PMEN=D= entio t— =2 Go()ug € Cu((0,0); PM) € vale a desigualdade

1G=()uolx,, < C’1|\u0|\pMd,<N_1)_d,

onde Cy = C1e*~¢ ¢ uma constante positiva. Além disso, G (t)ug — ug em S, quando
t— 0",

Demonstragdao. Como a fungao e “z” é limitada em x > 0, para p € (0,1),

segue a seguinte desigualdade para (&, k) e RV x Z*:
K €° |GoByuolé, )

—art(le2+|E7) |~
T G E D A7

_bed b=d
k 2 : 2, k|2 2 ?
< k€l <4w2t ' ) sup =it | £ <47T2t - )
€ keZ* €
_ctd—(N-1) ct+d—(N-1)
x (4rt [€F) F sup (64”2“52 (4m?t |¢]7) 2 ) Qo (€, k)|
EERN_l
—b+d
_bte—(N-1) ¢ k —1)—c— ~ .
< Ot Rl | 2] ™R fd (g )] pois e+ d = (N = 1) > 0
g bte—(N-1) 1y ~
= Ceh RN (€ k)|
< Oyt e [uollppga.ov--a;

onde C; = Cy(b, ¢, N) > 0 e portanto, ||G=(-)uo|x,, < C1 " |ug|ppganv—1-a.

Agora vamos mostrar a continuidade fraca com respeito a t. Pela propriedade
do semigrupo G.(t), é suficiente mostrar isto somente para t = 0. Logo, para todo
v e SRV x T.), temos

[(Ge(t)uo — uo, )| =

X | Gty — ) (6 Bl k) de

)
RN-1

keZ

= & > (¢, k) de.

keZ

674ﬂ2t(\5|2+|§|2) _q
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Seja k € Z*, entdo como 1 < |k|4¢|N "D~ em RV "1\ B(0, 1) podemos estimar

I(&, k) da seguinte forma:

(&, k)

-
a JRN—l\B(O,l)

+J 6747r2t(|£|2+‘§’2) 1
B(0,1)

el _

[ (€, k)| [2(&, —F)[ dE

674772t(|5|2+|§|2) 1

i (€, k)| (8, —k)| dE

—472 24 |k|? ~
< f e PHEL) 1) gl pgav-n-a |56, —K)| d€
RN-1\B(0,1)
42t |£|2+ g 2 1 ~
+JB(O y emimllef ) 1‘ W\Wo”m\mwmw |P(&, —Fk)| d§
2
) €—4n2t(|§\2+|§| ) 1
< 4m tHUOHrpMd,(N—l)—d sup 5
(§k)ERN=1xZ* | 472t (|§|2 + |%] )
K - €2+ |5F
x € + \ e -ml e+ [ EEElE o - ae
[LNI\B(OJ) ( € B(0,1) |k|d|g|(N=-1)—d
. k|?
< Ctluof ppgav-1-a ||90('>—/f)HL1(|-|2) + - 120, k)|l ..
1 k|?
b e de (186, ~Bleq + \ 180, k)]
BO.1) ’k‘d|£‘(N71)7d ( (1% c
k 2
< Ctlluglppgacv-1-a [ 120, =k) a2y + ’5 1o, —F)| 11

2

I( —k)lpo]

+PC, —k) 2y + ’8
e similarmente temos também
1(£0) < Ctuolppev--a [H@('ao)Hqu.\?) + +H@(',0)HL°0(\.|2)] :

Como ¢ € S(RV™! x T.), entdo

2

k

€

2
”9/5('7_k)L1+@("_k)”L°O(-|2)+' Isﬁ(»—k)lmo] < .

Cp 1= Z [95(, _k)||L1(-|2)+'I;

keZ

Portanto, vale que
(Ge(t)ug — ug, )| < eCt|uollppav-v-aCp — 0,

quando t — 07 e com isso concluimos a prova do lema.



Capitulo 3. FEquagoes de Navier-Stokes em dominios finos 63

Lema 3.10. O operador B(-,-) definido em (3.4) € continuo no espago Xy, isto é, existe

uma constante Cy = Cy ™" > 0 tal que
| B(u, v)|lx,, < Cufx,, v,

para todo u,v € Xy.. Além disso, B(u,v) — 0 em S', quando t — 0.

Demonstracao. Como < ¢ < N — 1, temos pelo Lema 1.31 que

€7 = €17 < C(e) [¢|N V7%, para todo € e RV

Sejam (£,k) e RV x Z e ¢ > 0. Como u e v tem média nula no sentido de

distribuigoes, obtemos

@kl < X | a0m )5~k —mo) dy

meZ

- Z fRN—l |a(777m’ U) 6(5 —n,k—m, g)| dn

meZN0,k}
_ Z f ’77|Ca(77>ma<7) |f—77|06(€—77ak' —m, U) d77
meZ\{0,k} RN-1 |77|c|€ - 77|C
1
< |Whmﬂﬂw.c@@k—mﬂ)w.cf o dn
meZ%O,k} Lo(]]%) Lo (]]°) rv—1 |n)l€ = nle
< Clg|vh2e Z 1, m, o)l o ey 100 & =m, o)l poqpey - (3.13)

meZ\{0,k}

Relembrando que a transformada de Fourier do operador B nas variavies (&, k)

¢ dado por

Bt my2mi (6.2 - (787) (6 ko) o,

EQ

- t 747r2(t70) (\§|2+
Bla, o€, k1) = f e :
0

1
e como o < b < 1, segue pelo Lema 1.32 que (|m|™° * |m| ™) (k) < C'|k|'™?. Assim, temos
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a seguinte estimativa para B(u,v)(&, k,t) quando k # 0:

Blu, 0)(&, k, t)‘

<

<

N

N

(u®v)(&, k,0)| d

g
(e

rt

)U —ax2(-0) (62 +] £ [*)
)

| =~ m\?v

|£|(N71)72c

J0 meZ\{0,k}

()

C gD

2
» e—47r2(t—0')<|§‘2+|§| ) Z Ha(’m,g)HLw(Hc) H@(,k’ —m, U)HLOO(Hc) dO', por (313)

b b
XJt64w2(ta)<|£2+|§|2> Z im[” [a(-,m, o)l oo ey 1k = ml” [00, k= m, o) e e o
0 meZ\{0,k} ’m|b |k - m|b
k 1
olg -2 |(e. ) Juls,. [0l S —
€ b b meZZ\{ZM} Im|b |k —mlb
XJ a2 (t=0) €+ £]*) (N—1)=b—c g,
0
—1)— k - t—7r2—a 24 |k|? —1)—b—c
Ol (65 Bl B 2 [ ) v e
0
_ —1)— k t—7r2—a 24 |k|? —1)—b—c
e e G I T P i G PR T




Capitulo 3. FEquagoes de Navier-Stokes em dominios finos 65

Agora, pela estimativa acima e usando que (N — 1) —c¢>0e 1 —b > 0, podemos estimar

Kl |Blu,0)(€ k)
k b rt—o E|?
< C|]{?|1_b|§|(N_1)_C (é-’ > HUHXZ,C UHX,]E f e 42 (t )(|§\2+|E| )O_(N—l)—b—cdo_
€ ’ ~Jo
b | F o N-1 k ' 747r2(t70)(\£|2+ EQ) N-1)—b
= o2 g (62) lulw ol | € ) gvn-ve gy
€ € ’ “ Jo
l+(N—1)—c+177b
k 2\ 2 2 2 + (s 2
s <|§|2 ‘| ) ol Tl [ D) 0v--t-c g
€ ’ ~Jo
o 22(l—o 2, |k |?
< O uly, Jol, | e D
0 (N+1)—b—c
k 2 2 (N+1)—b—c
x (472t — o) | |€)? + |= (4r(t— o))~ 2 oW bt dy
€
t
< O ulm, ol f (= o) P L V-)-be g
0 (N+1)—b—c
—47T2(t—0)<|6\2+|5|2) 2 L ’ ’
X esssup e : At —o) | €7 + | =
(€,k)eRN—1 x 7% €
1
< Ceula,, o). t (N+;)+b+c+NbCJ (1-—2) B (N—)—be dz, fazendo o = tz
0
c— — - N + 1 + + b
- P ol 8 (TG v ).
onde (3(-,-) denota a fungio beta.
—(N+1)+c+b
ComoN—1<b+c<N,seguequeﬁ( ( 2) ¢ +1,N—b—c)<oo.
Logo,
el p_bte—(N-1)
" |€]° |Bu, v)(E, k‘,t)) <Gt ula, 0], (3.15)

onde Cy = Cy(b,c, N) > 0 e portanto

|B(u,v)]x,. < Cae™"[ulx,,

/U”Xb,c’

Para concluir o lema temos que provar a continuidade fraca. Sejam ¢ €

S(RY™! x T.) e t > 0 fixos. Para cada s < t, temos

L —

Bu, v)(&, k. t) — B(u, 0)(&, k, 5)| | (¢, k)| d€.

(Blu)(®) - Bl < =X |

Usando as estimativas da primeira parte, temos a seguinte estimativa para a
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diferenca entre m)(& k,t) e B/(u,\v)(f, k,s) para k # 0:
Blu,)(€ 1) = Blu, 0)(€, k. 5)|

t
¢ el(e [t
€ S
+J e
0
k - —1)—
< G‘(&g) R[22 JE [

S
+Je
0

b+c—(N—-1)
5 :

(u®v)(£,k’,a)‘ do

—4m?(t—0) (|§|2+ | % |2) . e—47r2 (s—o) (\§|2+‘ S |2>

(W@ 0)(E, k, a)‘ da]

[z, o 0], o

—an2(t=o) (6P +|E[7) _ —an2(s—o)(IelP+[£[")

g2 da] ,

onde a =

(3.16)

Agora, note que

t
f 6747r2(t70) <|£\2+

EQ
€

t
) o %do < J o~ do

S

t72a+1 . 872a+1
B “2a+ 1
(§]
S "
f o—an(t=o) (164 |5 [7) 6—4w2(s—a>(5|2+\§]2)‘ -2 gy
0
S
o [ ) o 12) o] g
0

2
< 4ArP(t—s)

(¢2)

—an(t=s)(IEP+[E[%) _ 1 | s 2
y sup e 21 f A2 s=o) (162 +|4[7) —2a g,
ez |ama(t — s) (| + |5

2 ps
C’47T2(t—s)‘(§,]:) fa_Qada
Lk 2 0—2a+1
C4r* (t — s) ‘(g 6)

s
Entao, utilizando as estimativas acima em (3.16), obtemos

—2a+1
Blo) (€. k.t) — Buoo) (€. k. 5)
@,va%m 2 .

[t—2a+1 —2a+1 + (t _ S) S—2a+1

N

/A

/UHXb,c

(¢3)

1<mn
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e similarmente temos que

Bu,0)(¢,0,6) = Bu,0)(€0,5)] < Clellel Y% ul, vl
« [t_2a+1 o S—2a+1 + (t o S) S—2a+1 |§|2] .

(3.18)

Entéo, por (3.17) e (3.18) concluimos que

[(B(u, v)(t) = B(u, v)(s), #)]
< Celulx,,

X[Z

kez\{0} YR

t72a+1 _

872a+1)

UHXZZ,C (

k ~
(65| =2 =2 e, )

N-—-1

# [ o 0 de |+ el Tol (2 - 97

k
ga )
X[keZZ\{O} J;QN—I ( €

v 1P o, o e
= Celulx,, [v]x,, (72 =72 [S) + S
+Celulw,, [v]x,, (t—s5)s7>F[S5 + S4].

3
€| N7 B2 B(E, k)| dE

Agora, vamos estimar Sy, Sy, S5 e Sy separadamente. Comecgando com 57, temos que

S, = ZJ

kez\{0} VRV

k ~
= X [ [0, |6 5) P12 16,

keZ\{0}

o
RN-1\B(0,1)

—1-2b 2~ (N—1)—2c
c Y [H|<£,k>||k:| soum(mlxz)fm €l d

keZ\{0}

k ~
(65 02 = a1, b

k ~
(6 ) et -2 e, ) dg]

A

e [N | |5|<N1>20d£]
RN-1\B(0,1)

C (IR P o -1y + INE R TEPIEPY ™ B sy) < 0

N
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So

| et e 0 de
= |, e g 0l

b e g (e, 0) g
RN-1\B(0,1)

N

C <H|§‘$HL@(RN*1><Z) + H|§|2(N_1)+1 @HLOO(RN71X2)> < Q0.
Procedendo de modo andlogo ao que foi utilizado para estimar S; e S, obtemos que

S < C (&R R ovorzy + 1€ R TR 1€V B sy ) < 0

Si 2 C (168l yeqanes.ay + 6PN Blpovaray ) <

Portanto,
[(B(u,v)(t) = B(u,v)(s),9)| < Cp) € Jula,,, vl [ = s+ (t = 5)s727],

onde C(p) é uma constante que também depende da func¢do . Para o caso t < s obtém-se
similarmente expressdes que vao para zero quando s — t. Por fim, a demonstragao da
propriedade de convergéncia a zero quando t — 0" pode ser obtida analogamente por uma

combinag¢ao de argumentos das demonstracoes acima e do Lema 3.9.
|

E finalmente, a seguir vamos enunciar e provar um resultado de boa-colocacao

para o sistema (NS) nos espacos & .

Teorema 3.11. Sejam indices b, ¢ tais que

1
—<b<l, <c<N-1, b+c>N-—-1.

2
Assuma que ug € PMEN D= com V. ug = 0, onde d > (N — 1) — ¢, satisfaca

1

Up d(N-1)—d < ara algum 0 <n < ———
uollp g <n, p g "< GG

onde C1,Cy sdo as constantes dos Lemas 3.9 e 3.10, respectivamente. Entdo, existe uma
solugao branda do sistema (NS) no espago Xy .. Esta é a unica solugio branda satisfazendo
a condigdo |ul|x,, < 2C1e"%1 e ela depende continuamente do dado inicial ug no sentido

do Lema 3.8. Além disso, u(-,t) — ug em 8" quando t — 0.

Além disso, sob a condicao adicional 2b — 1 < d < 2(N — 1) — 2¢ garantimos a
propriedade de persisténcia u € L* <(07 ®); PMd»(Nfl)fd)‘
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Demonstragao. Note que o operador B(,-), definido em (3.4), é um operador

bilinear e segue pelo Lema 3.10 que B(-,-) também é um operador continuo em Aj.

Agora, pelo Lema 3.9, temos que
|Ge(uollx,, < Cre®uo|pppacv-n-a < C1"n.

E portanto, pelo Lema 3.8 existe uma tnica solucao u € &, da equacao u = G.(-)ug +
B(u,u), tal que |ulx,, < 2C 74y, A convergéncia fraca para o dado inicial segue das
convergéncias das partes linear e bilinear mostradas nos Lemas 3.9 e 3.10.

Para mostrar que v € L* ((0, oo);P/\/ld’(Nfl)fd> sejam (&,k) e RV x Z* e
t > 0, entdo pela desigualdade (3.14) segue que

]ﬁ(f, k,t)\ < '6—47r2t(|§|2+|§’2>ﬁ\0<€7 k)l

+

f L (1) e, k) 2mi (f : f) (u@u)(,k,0)do
0

(¢2)

t
o | e (e E]) jov-n-be g,

0
=t (& k) + J (K, 1).

A

|Go(&, k)| + C k[ 2 |¢| (N2

Jul%,,

Logo, como 1+ d —2b, 2(N — 1) — 2¢ + d > 0 temos a seguinte desigualdade

(¢5)

|§’2(N71)7(20+d)

k|41 N (€ kL )

t 2
< C ’k|1+d72b ’€|2(N71)72c7d HUH?\%C L 6—47r2(t—a)<|$|2+|§| )O_(Nfl)fbfc do

()

1+d—2b | 2(N—1)—(2c+d) | 1
2) 7 T 2 +3

« fte—4ﬂ2(t—0)<lf2+|’§\2) G (N=1)=b—c g
0

1+d—2b
k +

_ C HUH?\’@C €1+d72b

t
XJ e—4ﬂ2(t—ﬂ)(lé\2+|§|2) G (N=1)=b=c g-
0

k
€

N

C lul,, e <|£|2 +

t
1
< Clu 2 €1+d—2bf U(N—l)—b—c do
X H HXb,c 0 47?2(15 _ J)N,b,c
1
= C H“H%@,C%?Hd*% tN+b+c+(N1)bc+1J (1- Z>7N+b+c S(N=D)=b—c g,
’ 0

= C HuHibc eHT2B(—(N=1)+b+c,N—b—c).

Como b+c > N—1leb+c < N,segueque S (—(N —1)+b+¢,N—b—c¢) < .



Capitulo 3. FEquagoes de Navier-Stokes em dominios finos 70

Portanto, para todo £ > 0 temos

lu@®)lppgacv-n-a = sup [k|* sup [[NVa(E, k, 1)
keZ* fGRN_l

1+d72bHuH?\fb,C

< HUOHPMd,(Nfl)fd +Ce < 00,

ou seja, u € L* <(O, 0); PMd’(N71)7d>.

Observagao 3.12. Para d sob a condigao
max{(N —1)—¢,2b—1} <d <2(N — 1) — 2¢,

isto é, para d como no Teorema 3.11 com a condi¢ao adicional que garante a persisténcia
do dado inicial, temos que pelas condig¢oes sob os indices, podemos aproximar b de = pela
esquerda e ¢ de N — 1 pela direita e depois aproximamos d de max{(N — 1) —¢,2b— 1} e
assim teremos que d se aproxima de 0 pela esquerda e consequentemente 1 — d se aproxima
de 1. Por outro lado, podemos também aproximar b de 3 ecde (N —1)—b e depois
aproximamos d de 2(N — 1) — 2¢ e assim teremos que d se aproxima de 1 pela direita.
Em outras palavras, para cada taxa de controle da espessura 6 € (0, 1), escolhendo os
parametros de forma adequada, podemos usar o Teorema 3.11 para obter solugdes globais

para (NS) com dados iniciais satisfazendo

1
HUOHPM’i&N*l)*d < W, onde 0 < ¢ < 1.

3.4 Regularidade da solucao

O objetivo dessa se¢ao é mostrar que a solucao fornecida pelo Teorema 3.11 é

de classe C'.

3.4.1 Norma regularizante

Nesta se¢ao introduziremos uma norma regularizante e apresentaremos uma

extensao dos Lemas 3.9 e 3.10 para tal norma.
Definicdo 3.13. Sejam b, & > 0 tais que
N—-1<b+é&<N, (3.19)

entao definimos os espagos

b+é—(N—1)

Xy = {v . (0,0) — P M - HUHXM = riu%)t 2 HU@)HPM&E < oo} )
>
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O objetivo agora ¢ estabeceler uma estimativa para G.(-)ug e B(u,v) em &,
quando ug € PMEN-D=d o u,v € & . com os indices b, c e d sob as hipéteses do Teorema

3.11. Para isso, vamos precisar das seguintes condi¢oes para b e ¢:

2b—1<b max{(N—-1)—d,2c—(N—-1)}<é e b+é<2b+2c—(N—1). (3.20)

A seguir, apresentaremos uma generalizagdo para a estimativa do termo linear

e bilinear em Aj ..

Lema 3.14. Seja d > 0 tal que (N — 1) — ¢ < d, com b,c sob as condigées (3.9). Se

g € PMEN=D=4 " ontio
|G=(-)uollx; , < Cs [[uollp g v-n-a,

onde Cy = C5°~% ¢ wma constante positiva.

Demonstracio. Seja (£, k) e RV x Z*, entdo

Gnuo(e. )| = ) e )

e—47r2t(|§|2+\ k ]2)

S |]{;|d|£|(N—1)_d HUOHPMd,(N—l)_d.

Entao, como ¢+ d — (N — 1) > 0, segue que

. | — - _ 42 2 |k|?
KPIEF |Ge@unte, b < Kl D gy

b—d

- _b—d 2 k 2 2 _ E+d—(N-1)
< e (47r2t) 2 sup et [¢] (47T2t - > (47T2t) 2
keZ* £
G+d—(N—1)
x sup e Y™tIEF (4wt |£|2) ? w0 p pqes(—1)—a
EERN_l
< Gy Jug) p g1,

onde C5 = C3(b, ¢, d, N) > 0.

Portanto, |G.(-)uox;, < Cs e | uo| p pga(v-1)-a-

Lema 3.15. Sejam u,v € &, ., entao existe uma constante Cy > 0 tal que

|B(u,v)lx,, < Cae™*" [ulx,,

,UHXb,c'

para todo u,v € X .
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Demonstracao. Pela desigualdade (3.14) temos que
k ’ - 7T —0
0

para todo (£, k) e RN™! x Z* e t > 0. Entdo, multiplicando \k!b €| em ambos os lados da

desigualdade acima e estimando, obtemos

<€7k>
9

1—2b+b

B )6, < =2 g5

], o

< C |£‘(N71)720+6 ‘k|172b+b

.

(¢2)

t
X f 6_47r2(t_‘7)<‘§|2+|§|2> oWN=1=b=c 5.
0

¢ o
0

_ 08172b+5|£|(1\771)72e+5 E

[l o V], o

Como (N*1)~20+6,1*2b+5>0, segue que

€17 k" | BCu, )¢ k)

1, (N—l)—20+5+ 1—-2b+b

2\ 2 2 2
¢ o (\5\2 ) el ol

t
y J i =) (164 £]°) v-1)-b-e g,
0

Ce ™ ul .

k

N

UHXb,c

X Lt 6_4W2(t_0)(|5|2+|§’2) [47r2(t —0) <’f‘2 + ']Z

onde [ := (N —1) +2—2b—2¢+ b+ ¢ O termo no lado direito da tltima desigualdade
pode ser estimado por

!
2\ 132
) ] (4m*(t — 0))_é oN=1=b=c 5.

C =24 |y 5,

a2 (o k|2 k
UHXb,C ess sup e Am (¢ )<‘£|2+|§| ) [4%2(15 —0) <|§|2 + ’
(

1
2 2
£,k)ERN-1x7, € ) ]

¢
xf(t—a) 5 gN-D=b=c g

0

< Oy,

UHXI;,C t72 —b—c+1 (1 o Z 5 —1)—b—c dz
0

5 bga- N — 26 2¢—b—
C e o, 8 ( S CN_b_C)'

Desde que —(N —1) +2b+ 2c— b—¢>0eque N—b—c >0, entdo chegamos a estimativa
|Bu, )|, < Cae™*ulx,, V],

onde Cy = Cy(b,¢,b,& N) > 0.
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Definigao 3.16 (Norma regularizante). Sejam b, ¢ e d indices como na hipétese do Teorema
3.11, isto é,
1 N -1

—<b<l,
2

<¢c<N-1, b+e¢>N-1 e (N—-1)—c<d.
Sejam também b, ¢ > 0 tais que
2b—1<b max{(N—1)—d,2c—(N—=1)}<ée(N—1)<b+¢&<2b+2—(N—1).(3.21)
Entao definimos o espago
V=X N Xz
que equipado com a norma | - [y = |- [, + |- ”Xz;,a ¢ um espaco de Banach.

Observagao 3.17. Seja u a solugao dada pelo Teorema 3.11, entdo pelos Lema 3.9 (veja

pagina 61) e Lema 3.14, obtemos que

|GCuoly = [Ge(uolx, . + 1Ge(-)uolx; ,

01 8b_d + 03 €b_d < 00.

N

Por outro lado, segue pelos Lema 3.10 (veja pagina 63) e Lema 3.15 que

|B(w, uw)lly = |Bu,v)|x,, +[B(u,u)lx,,

< Cye' ™ ul}, + Cpet P

‘“”g@,c < .

Portanto, como u = G.(+)ug+ B(u, u) entdo garantimos que a solugdo u dada pelo Teorema

3.11 pertence ao espago Y, onde JV = X, N A ..

3.4.2 Continuidade Forte no Tempo

Ja vimos que as solugoes dadas pelo Teorema 3.11 sao fracamente continuas.
Nesta se¢do vamos verificar que tais solu¢des sdo também continuas para ¢t > 0 na norma

dos espacos do tipo PM%¢. Para isso, vamos comecar definindo o seguinte espaco:

Definigio 3.18. Sejam os indices b, ¢, d, b e ¢ sob as condicoes da Definicao 3.16, entdo

definimos por YC' <(0, 0); PM> A PMB’E> o sub-espaco das fungdes v € ) continuas em
O espago YC ((O, ©); PM A PME’E>

t > 0 em relagio as normas || - [pppe € |- |50

¢ normado com a mesma norma do espaco ).

Os proximos dois resultados estabelecem a continuidade forte da parte linear e

da parte bilinear, respectivamente.
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Lema 3.19. Seja ug € PM> NV entio G, (t)uy € YC ((0, 0), PMP A PMb’c>.

Demonstracio. Seja t>0 fixo e 0 < s < ¢, entdo para (£, k) € RV x Z*

temos

—_—

K [l |Gt (€, ) — Gols)uol€, b)|

(o 4T) _ e )

= [K["[¢l

[do(E, k)|

),

E
€

—472s(|€)2 E|? —472(t—s 2 ~
< [kplepee (e ll) ‘ ol o€, B)]

2 2
e e P LD PR, (i&? |2 )
g
o= (e[ E]) _ g
X ess sup w0 | p g (v—1)-a
(emeRN =tz | am2(t — s) (|€]2 + [£°)
_ b—dtctd—(N—1)+2
< C (t — S) ||U0H73Md,(N—1)—d gh— (471'28) 2
b—d
2 k 2\ 2 ctd—(N—1)+2
% (suzg 6—47r25|§| (471'28 g ) gSRuNp 1 [e4ﬁ25|£|2 (471'25‘5’2) 2 ]
€ e —
b—d+2
4r2g| E 2 k 2 : 2 1412 ct+d—(N—1)
+ :uzg Pt B e - 5SRUNP1 [6_4” sl (47r2s|§|2) 2 ]
€ c _
(N—1)—2—b—c
< Cetd (t — S) S = 1)22 : U()”pMd,(Nfl)fd
ou seja,

(N—1)—2—b—c

G (o — Gel)uolppne < C (= ) 5“5 Jugllp pgacn s
Fazendo s — t~ na expressao acima temos que o lado direito vai para zero. De modo
analogo, quando t < s obtemos a seguinte estimativa:

(N—-1)—2—b—c

HGs<t)u0 - GE(S)UOHPMbyc <C (8 - t)t 2

UO”PMd,(Nfl)fzﬁ

que também vai a zero quando s — t e assim concluimos a continuidade para t > 0.

Note que a tunica condi¢ao necessaria para valer o resultado acima é que
c+d— (N —1)>0 e como vale também que ¢ + d — (N — 1) > 0, entdo o resultado vale
para PMC.

Proposicao 3.20. Sejam u,v € YC <(O, 0), PMEE A PMb’C> , entao

B(u,v) € YC ((0, 0), PMH A PM”’C) .
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Demonstragao. Sejam ¢t > 0 fixo e n > 0 qualquer. Escolheremos um nimero

) )
d € (0,1), entdo para s € lt — i’t + 2] temos a seguinte identidade para (£, k) € RN ! x Z*:

—_— e

et (Blaoe k) — Bk s)) = W ler ([ fenato)do = [ fonatorao) (22

onde fe (o) = 6_4W2(t_”)(‘5|2+‘gf)]@(f, k)2mi (f, i) . (u/®\v) (& ko).

Fazendo as mudancgas de variaveis 7 =t — o0 e 7 = s — 0 no lado direito de
(3.22) temos

2o 50, )(€ 5 5)

B Jele (Bl 0)(€ b ) = Blu, ) (€, k. 9)
- ]k|b e (_ fto Jert(t —T)dr + LO fers(s—T) dT)

t

t—0
f P IE° (Fenalt = 7) = fens(s — 7)) dr + f
0

t—

) k[P €| fers(t —T)dT

—f MP €] fenals —7) dr
t

-0
= [1 + [2 + 13.

Na sequéncia vamos estimar I, e I3 usando a desigualdade (3.14). Entéo,

c —1)—2¢ - k
Ll < CIRPIEFII 2 4 | (65) Julw, lol,
t
[ s
t—0
(N+1)—b—c
1-b —an?7(|€2+]2?) 2 2 |k ’ :
< Ce7Vulx,, |v]a,. sup e : At | [E]7 + |—
’ T(&,k)ERN -1 x 7% €
t
X f (4%27)*% (t — T)(N*I)*b*c dr
t—0
t
< O (t—6) f (t — 7)N-D=b=e gr
t—0
< Cle)(t— o)~ g b
(§]
Bl < CE@E-0 | s-n¥itear
t—0

_(N+1)—b—c
2

(s —t 4 6Nt

_ (N+1%—b—c Neb_c

< Cle)(t—68) 2 gN-be

)
poiss<t+§eN—b—c>O.
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Podemos notar que a constante C(¢) depende apenas de b, ¢, N e ¢, além disso

podemos assumir a mesma constante para |I1], |I5| e |I5]. Agora, tomando

" ' (N+1%—b—c N—lb—c

. n

5 <m - -

= mm 2’(30(5) (2> ) ’

_ (N+41)—b—c

l 2 N—b—c n

temos que

Para estimar [, vamos primeiramente estimar a diferenca entre (v ® v)(t — 7)
e (U®v)(s — 7). Assim,
|((U®) (& kt =7) = (@) (&5 = 7)]
< |(@®) (€ kit =7) = (ult = 7) @ v(s = 7))" (€, b)]
+ (ult =) @v(s —7)" (& k) — (@) (&, 5 —7)]
< ORI 072 Jult = 1) [ page [0(t = 7) = 0(s = 7) [ pagee

+ C K21 Y072 o (s — 1) [pagee fult = 7) = uls = ) |ppge.  (3.23)

) )
Note que se 7 € (0,t — ), entdo t — 7, s — 7 € l2,t+ 2} uma vez que
0 0 L, - . o )
t— 3 <s<t+ 7 Como por hipotese u e v sdo continuas logo sao limitadas em i,t + 5

e com isso temos a seguinte estimativa para [; usando a desigualdade (3.23):

()

t—08 2
’ (f eI HELY = 7 ppge 00t = 7) = vl — 7) e
0

T J~t—5 6747r27(\£|2+

0

I
< C |]{?‘1_b ’€|(N—1)—c

E
€

) (s = ) e Jult = 7) = u(s = )llppese dT>

(N—1)—c—b+2

A2 2, | k|2 k 2 2
< C(e)  sup e " T(m *le ) 4 | €P? + ‘
(€,k)ERN—1 x 7% €
=4 9 (N=1)—c—b+2
x J (4m°T)~ 2 u(t — 7) | ppgoe [0t = T) —v(s — T) | ppgoc do
0
t—4 9 \_ (N—D—c—bt2
+ (4m°7) 2 lo(s = 7)|pagpe [ult —7) —uls = 7)|ppgpe dT
0
7(N+1)—b—c
< Cle)t—0) > sup  [u(7)|pape sup Jo(t —7) —v(s = 7)[paspe
e[ ,t+3] 7€[0,t—4]
_ (N+1)—b—c
+C(e) (t—9) 2 sup  [v(T)|pppe  sup  |u(t —7) —u(s — 7)||p o

rel2,t+8] re[0,t-3]
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Por hipdtese u e v sdo continuas, entao sdo uniformemente continuas no intervalo

J J J
{2,25—# 2] e assim existe y € <0,2> tal que |(t —7) — (s —7)| = |t — 5] < tal que

~1
n _ (N+1)—b—c
lo(t —7) —v(s = 7)|lprgpe < 6C(5) ((t —6) 2 sup |U(T)||73Mb’6>

e[S t+4]

-1
n _ (N+1)—b—c
[u(t =7) = uls = 7)[ppge < 60 ((t —0) sup Iv(T)Ipr’c> :

e[S t+3]
Sendo assim, para |t — s| < v temos que

IARS

w3

Portanto, juntando todas as estimativas para I, I e I3 concluimos que

| B(u, v)(t) = B(u, v)(s)|page <1,

sempre que |t — s| < . De modo similar se prova que B(u,v)(-) é continua em ¢ > 0 na

norma | - HPMévE'

|
Uma consequéncia das estimativas apresentadas na Observagao 3.17 junta-

mente com os Lemas 3.19 e 3.20 é que a solugao do Teorema 3.11 pertence ao espago

yC ((0, 0), PMPE A PMb’C>, em outras palavras, podemos enunciar o seguite resultado:

Proposicao 3.21. Assuma as condicoes do Teorema 3.11 e que os indices b e sio como

na Defini¢do 3.16. Entdo, a solucao u obtida no Teorema 3.11 satisfaz

uweYC ((0, ), PMP A PMb’C> ,

e em particular u € C ((O, 0), PMP A PMb’c>.

3.4.3 Solucdes C”

O objetivo dessa secao é provar que as solugoes obtidas pelo Teorema 3.11 sao

funcoes de classe C* para t > 0. Para tal fim vamos apresentar os seguintes espacos:

Definigao 3.22. Sejam M € Ne se (0,7), com T < co. Denotamos por Fy; = Fy(s,T) o
espago das funcdes vetoriais v(t) = (vi(t), ..., vn(t)) com v;(t) : (5,T) — PM" A PM>*

tais que

0°v; € C ((s,T); PMbE A PM5’5> ol <M -1 (3.24)
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onde a € NV ¢ as derivadas sdo no sentido de distribuicoes em relaco as varidveis espaciais.

Denotaremos por Ey = Ey(s,T) o espago das fungoes v € Fyy(s,T) tais que

t—s)20%; € C S,T;PMI”CK\PMB’E , ol = M, 3.25
j

Os espacgos F); e E); sdo Banach equipados com normas definidas, respectiva-

mente, por
ol = 3 (sup 16°g(8)p e + suD uaag<t>w,e), (3.26)
la|<M—1 s<t< s<t<T
1 a 1
lolzs = lolew + 3 (sup (t— )} [6g(t) e + sUD <t—s>z|aag<t>||w,a). (3.27)
\Oé|=M s<t<T s<t<T

Agora, para s > 0 considere a equacao

t

v(t) = G(t — s)u(s) — J G.(t —o)PV - (v®wv)(0)do,

onde u é a solugdo do sistema (2.1) dada pelo Teorema 3.11. Definimos o termo bilinear
da equacao acima por

Bs(v,w) = —J G.(t —o)PV - (v®w)(0o) do,

S

e consequentemente em variaveis de Fourier temos que

By (v, w)(t) = —2ri f GG <£i> (0@ W) (6 k o) do. (3.28)

O proximo resultado estabelece a continuidade de B, em F)y; e E)yy.

Proposicao 3.23. Sejam s < T e v,w € Fy(s,T) (ou En(s,T)), entao Bs(v,w) €

continua nos espacos Fy(s,T) e En(s,T), isto é, existe C > 0 tal que

—(N—1)+b+c —(N—=1)+2b+2c—b—2

1B, w)lr, < € [(T =)™ 25 4 (T =) 5557 ol Jul,
—(N—=1)+b+c —(N—=1)+2b+2c—b—¢

IBo(v,w)lpy < C [(T=9) 37 1 (T 9™ 5557 olgy, wls,,

Demonstragio. Sejam v,w € Fy (ou Ey) e a € NV tal que |a] < M.

Mostraremos primeiramente que vale a seguinte identidade:

°By(v,w)(t) = Y. By, 0rw)(t). (3.29)

[vI+|pl=]a

De fato, para || = 1 temos que

Ou, Bo(v, w) (&, k1) = —2mig; fte4“2<ta>(£l2+\’§|2>1§>(g, k)2rmi <§]§) (v@w) (&, k,0)do

A~

o Jt 6,47T2(t—o)(\5|2+!§|2)P(57 k)2mi (57 I;) ) (gm'& U/@)\w) (&, k,0)do,
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se je{l,...N —1}. Para j = N, temos que

Ory Bs(v,w) (&, k. t)
- —Jt =) (P4 E0) B¢ pyam <§k> : (Q?k v®w) (€, k, o) do.

3

Por outro lado, temos

orit, TBW(E Ky0) = Y J Qi (g, m, @) D(E — 1,k — m, o) dy

mez, YRV
= Z J 27TZ77Z @\(777 m, 0) @(5 -n k— m, 0) d77
mez JRN!
+ Z JN 127-”(61 *nz) @(namag) @(ginak*mag) d77
mez YRV T

= Qv @u(E k1) + v @y w(&, k1)

e analogamente temos

2mik

VR W(E, K, 0) = Ouyv Qu(E, kyt) + 0 ® Doy w(E, K, t).

Juntando as igualdades obtidas acima, concluimos que

Oz, Bs(v,w)(t) = By(0z;v, w)(t) + Bs(v, 0z,w)(t),

J

para todo j € {1,..., N}, ou seja, estd provado o caso |a] = 1. O caso geral segue usando

o principio da indugao finita.

Prosseguindo com a prova, para (£, k) € RV ™! xZ* vamos estimar B, (v, w)(&, k, )
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de maneira semelhante a estimativa B(u,v)(&, k,t) no Lema 3.10. Assim,

B.(v.w)(€ k1)

= (65)' fe—4ﬂ2<t—a>(ls2+l’:|2>
< C (g,k)' |5|(N71)f2c

3

(0@ w)(E, k,0)| do

rt —Arx2(t—c 2, 1k2 ~ ~
x | et (lerHr) Z Hv('7m70)HLOO(|.‘C) Jw (-, k _m7‘7>HL00(|-\C) do, por (3.13)
Js meZ\{0,k}

()

_ C|£‘(N71)720

k—ml|@(, k —m, o)

b ~
XJt64w2(ta)<|£2+|§|2> Z m| HU<'amaU)HLoo(\.|c) 1) g
bk — b
$ meZ\{0,k} m|® |k —ml|
< g (¢ B sup [0@)lpage sup 0@ e Y
€ s<o<T s<o<T |m|b |k3 — m|b
meZ\{0,k}
Xf A=) (1P +]£°) g
(N—1)—2c |7.]1-2b k
<l (6 2)| sup o(@)lpape sup [0(0) lose-

y Jt o =o) (e[ £ ) 4

E pela estimativa acima, temos que

(¢2)

th i) (1P +|E[F)

k[ le]°

B.(v,w)(& k.1)|

< Ok gD sup [[0(0)[pape sup w(o)|pppe

s<o<T s<o<T

< Cet? sup HU(‘7>HPM‘W sup HUJ(U)HPMI’»C
s<o< s<o<
5 (N+1)—b—c
t 2 k- 2 —b—c
XJ 6—47r2(t—0)<|§\2+|§|) [47‘(’2(15—0) (‘€’2+‘ )] (471'2(15—0'))7(1\“1% b do’
£
S
t
< O sup [0(0)|pape Sup [w(0) |ppne f (t—0)" % do
s<o< s<o< s
< C(T—s)" 7 sup [0(0)|ppme sup [w(a)]pppme.
s<o<T s<o<T
Logo,

—N+1+bte
| Bs(v, w)(8) |ppgpe < C(T'=s)" = sup_[v(o)|pppe sup [w(o)|pppe.
T s<o<T

s<o<
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Por outro lado,

k[ €I

By(v,w)(& k. 1)

< COlk|'2rtjg (v Rere sup (o) lppee sup Jw(o)|ppee

s<o<T s<o<T

(¢2)

¢
XJ 674w2(tfa)(|£|2+|§]2) do

" an-o) (1624 ]])

< C sup [0(@)|pppe sup [w(0)|pppe J e :
s<o<T s<o<T s
(N+1)—2b—2c+b+é

k 2 2 (N+1)—2b—2c+b+é
Arit—o))" T do

3

X [4#2(15 —0) <|§|2 +

t -
—(N+1)42b+2c—b—&

< C sup [v(o)|pppe sup ‘w(0>|7>Mb»CJ(t—U) ° do

<T s<o<T

s<o s

—N+142b4+2c—b—2
< C(T—=s)” 2 sup |v(o)|pppe sup [[w(o)|pppe

s<o< s<o<
e portanto

—N4142b42c—b—=C

| Bs (v, w) ()] ppgoe < C(T = 5) 2 sup [[v(0)|ppgpe sup_|w(o)|ppre.
s<o<T s<o<T

Agora, se || < M — 1 concluimos de (3.29) que

16 Bu(o, w)(1) [ppaoe
< 3 IBU@0. ) (®)|p e

[v[+]pl=]al
< D CT-0)TE sup [00(0)|pppe sup [0°w(0)|ppgpe.  (3.30)
Iy |+lpl=ld s<o<T s<o<

Similarmente, temos

10 By (v, w) ()] p p .0
—N+14+2b42c—b—2

< Z C(T—ys) 2 sup ["v(0)|lpape sup [Pw(o)|pqpe.  (3.31)

s<o<T s<o<T
[v]+lpl=|e]

Por outro lado, se a € NV com |a| = M, entao

(¢3)

t
y J om0 (1el>+] £ [7) (0 — 5)"% do,

B0, w)(€ k)]

_ _1)—2¢ 1 aa
< Ok g2 sup (o — )2 [0%v(t)[prpe sup_[w(o)|ppgpe

s<o<T s<o<
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e assim

1k |BL(Ew,w)(€ k)

1

sup (0 — )2 [|0%0(0)|pppe sup_[lw(o)|ppe
s<o<T s<o<T

< C ‘k|1_b ‘6‘(N—1)—c

k
5
t 2

X f 6_47r2(t_‘7)<|§‘2+’§| ) (o — s)_% do

LAe
< O sup (0 —5)2[0%(0)[ppgpe sUD [w(0)]ppge

s<o<T s<o<T
t
X J (t—o) S (o — s)’% do. (3.32)
A integral em (3.32) pode ser estimada da seguinte forma:
s+ (t—s) B . 1 —Hitbie s+ (t—s)
J (t — g)4<N+§)+b+ (o — s)_% do < (2(25 - s)) J (o0 — s)_% do

s-‘r%(t—s)

1
Wt1)-b-c —Wintbie (0 — 5)2
2 2 - 7

(t—s) 5

—(N—=1)+b+c
2

[NIES

= C(t—ys) (t—s)”

D=

t _ . 1 — t _ .
J (t—0) 7 (0—s)Fdo < ((t - s)) f (t—0)" 2 do
s+%(t—s) 2 s+%(t—s)
—(N—=1)+b+c |t
TR Gk N
—(N—=1)+b+c| |
st5(t—s)
< C(t—s) 775t —s)5.
Portanto, das estimativas acima concluimos que
1 lo%
(t = )2 | Bs(0%0, w)(t)[ p pgre
—(N—1)+b+c 1 o
< C(T—s) = sup (o — )2 [0%0(0)||pppe sup |w(o)|pppe.  (3.33)
s<o<T s<o<T
De maneira similiar, obtemos que
1 «
(t = )2 | Bs(0%0, w) (1) ] p o ic
—(N—1)42b+2c—b—& 1 o
< C(T—ys) 2 sup (o — )2 [0%v(0)||pppe sup |w(o)|ppqpe. (3.34)

s<o<T s<o<T

Portanto, segue de (3.30) e (3.31) que

—(N—1)+b+c
1B, w) |y, < C (T =)™ 775 (T =)

—(N—1)4+2b42c—b—¢&
S ol lwle,-

Similarmente por (3.30), (3.31), (3.33) e (3.34), temos

—(N—-1)+b+c
2

+ (T — s)

HU”EM HwHEM'

1B, 0) |, < C [(T =)

7(N71)+2b+2c757&:|
2
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Teorema 3.24. Assuma as hipdteses do Teorema 3.11 e seja u a solugio do sistema (NS),

entao
ok o™u(t) € C((0, 0); PMPE A PMPE), (3.35)
para todo ke N e a e NV,

Demonstracao Vamos comecar mostrando o resultado para o caso k = 0.

Provaremos (3.35) por inducao na ordem das derivadas sobre as varidveis espaciais.
Para |a| = 0, o resultado segue pela Proposicao 3.21. Entao, suponha que (3.35)
é valido para |a] < M — 1. Para mostrar (3.35) quando |a| = M vamos resolver a equagao
t
v(t) = G.(t — s)u(s) — J Ge(t —o)PV - (v®v)(o)do (3.36)
no espacgo Fyy.
Afirmacao: G.(t — s)u(s) € Ey.
De fato, para || < M — 1 pela hipdtese de indugao temos que

—

K1l [0 G = s)ule, ko) < [l fefe e e (s 1ED)

0u(€, by 5)| < 10°u(s)
e assim

[0°Gi(t — s)u(s)parre < 10°0(S) ppc
Analogamente, vale que [|0°G(t — s)u(s)]p b < [0%U(8)] 5\

Se || = N com oo = f +e;, onde |f| = N —1ee; é o j—ésimo vetor da base

canodnica, entao

€1 k1" [o0GL(t = s)ule, . 5)|

< ()] terup e D) Fue b

k 2 : 2 2., | k|2
< C  sup [47r2(t —s) (|§\2 + ‘ )] e M COICRIHY
(€,k)ERN—1x7Z €
(6 = 8) 7 [0%u(s) [ p e
Portanto,
EUET(t N S)% [0°Ga(t = s)u(s)pree < C07u(s)ppe. (3.37)

Além disso, claramente vale (3.37) substituindo PM"¢ por PMPE.
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Pelas estimativas acima, podemos garantir que existe um constante C' > 0 tal
que
|Gt = s)uls)lm < C Dy (10%u(s)lpage + 10%u(s) | ppgc)
la|l<M-1

|Gt = s)uls)lm, < C 35 (10%u()lpage + 10°u(s) | ppie) -

la|l<M—1

E com isso finalizamos a prova da afirmacao.

Agora, seja L > 0 tal que
>C ) (l0°u(s)lpape + 107u(s)lppgie) -
| <M1
entdo |G.(t — s)u(s)| g, |Gt — s)u(s)|r, < L. Além disso, podemos escolher um 7" > s
tal que
L <

1
(N—1)+b+c —(N—1)+2b+2c—5—5]

40[(T_s)‘f+(T—s) :
e assim pela Proposicao 3.23 e pelo Lema 3.8 garantimos que existe uma tinica solugao v de
(3.36) nas bolas fechadas Bg,,(0,2L) e B, (0,2L). Seja Ty > 0 fixo tal que Ty > T entdo
pela hipotese de indugao concluimos que a solucao v dada pelo Teorema 3.11 satisfaz

lul s sy <l g sy < o

Ademais, podemos escolher L de modo que |ul| g, (s7) < 2L (diminuindo o valor de T’

caso for necessario), ou seja, u restrito ao intervalo (s,7") estd na bola Bp,,(0,2L).

Agora mostraremos que u(t) com ¢ restrito ao intervalo (s,T') satisfaz (3.36).

De fato, temos a seguinte identidade:

a(f? k7 t) - GE(T—\S)U(f, kv S)
6‘4”2f(|f‘2+|§|2)@(§,k) i [ e_4ﬂ2(t_a)<|€‘2+|§|2)I§>(§,k) <§, i) (u®u) (& k,0)do

JO

et e (1645 ) e g )
) gy ) — 2 [ e (6412 ) By <€i> (@®u) (& k0)do

JO

_ mimmn) (1P ) s (164 ) gy
+e4ﬂ2(ts)(|£|2+|§|2)27rif 674#2(87‘7)(|£|2+|§|2)H’5)(€’k) (fa l:) ‘ (U/®\U) (& k,0)do
t 2 2 kg N k .
= —2m’f e " (t=0) (I +[ ¢ )P(f7 k) (5: 8) (u®u) (& k,0)do
0
Hp f (P ) Be 1 (f, f) (u®u) (& k,0)do
0

— —ami [ e b (61) - (780 €.k do

s
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Por outro lado, temos que Bg,, (0,2L) < Bp,,(0,2L) e que u|¢ 1) coincide com
v, entao pela unicidade da solugao garantimos que () € Bg,,(0,2L). Pela arbitrariedade

de s > 0 concluimos que (3.35) vale para todo o € NV e k = 0.

A segunda parte da prova é mostrar que (3.35) é valido para todo k € N.
Procederemos novamente por indugao, mas agora em k. Suponha que (3.35) vale para
todo k < M — 1, entdo aplicando 0 0* & (3.3) temos que
t

oMocu(x,s,t) = oMo~ ng(t)uo —J

0

— M AP (x, 5,t) — PV - oMo (u @ u)(z, 5, 1)

Ge(t —o)PV - (u® u)(o) da]

e em variaveis de Fourier

oM ovu(E ko t) = TN (AU (w5, ) — 2w YL D) P& k) (g, IZ) (RO @ A oru)" (€ K, t).

Ytp=a k+l=M-—1

Pela hipotese de indugao segue que a primeira parcela da identidade acima

estd em PMC A PMPE. Em contrapartida, pelas propriedades da transforma de Fourier
k

o termo 271 (f , ) (0¥ u ® 0LoPu) " (&, k, t) pode ser expressado pela transformada de
€

um somatoério de produtos de devivadas de u, onde a ordem das derivadas espaciais ou
permanecem igual ou acrescenta 1 e as derivadas temporais permanecem iguais. Por
outro lado, sabemos que o operador P leva PM"¢ em PM®¢ e que pela hipétese de
indugao os fatores do produto PV - (0Fd"u ® 0.0°u)(t) estdao em PMPE, com b, & sobre
as condigoes (3.21). Por outro lado, podemos tomar indices b; e ¢; sobre as condigoes
(3.21) tal que b — by + 1 e ¢ — ¢; + (N — 1) também estejam sobre as condigbes (3.21) e
assim utilizando a hipdtese de indugao juntamente com a Proposi¢ao 3.6 concluimos que
PV - (0F0"u ® 00°u)(t) tem componentes em P M. De maneira andloga concluimos que

PV - (0F0"u® 0'0°u)(t) tem componentes em PMPE, o que completa a prova do resultado.
|

Antes de apresentar o resultado de regularidade, vamos apresentar um resultado
que relaciona as normas em L7 e PMY¢, para indices adequados. Para isso, precisamos da

seguinte suposicao.

Suposicao 3.25. Suponha que os indices b, c e d satisfacam as sequintes condigoes

N -1
(1) < ¢ < N-1,
2
) (N-1)—c< d
(N—1)—d 2¢c—(N—1) 1 .
(7i1) max{ N1 T N_1 % b < 1;
(1v) N—-1< b+ec
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Além disso, suponha também que os indices b, ¢ satisfacam as sequintes condicoes

(v) max{Qc— (N—-1),(N-1) —d,N2_1} < ¢ <min{c,b(N —1)};

(vi) max{b,(N—1)—¢& < b <min{N —¢ —(N —1) +2b + 2c — ¢} .

Observacgao 3.26. (1) Vejamos que é possivel encontrar indices nas condigoes da Suposigao

3.25.

De (i) : c<N-1=2c—(N-1)<g

De (i) : (N—-1)—c<d= (N—-1)—d<g¢;
2c— (N -1
N—-1)—d
1 N -1

De (iit) : —<b= <b(N —1);

De (zii) e (v) : b2<1 e t<c<N—-1=b+e<N=b<N-¢
De (iv)e (v): b+c>N—-1 e c>¢
= —-(N-1)+b+2c—¢>0=b< —(N—-1)+2b+2c—¢
De (iv) : b+c>N—-1=2(N—-1)<2b+ 2

= (N—-1)—¢<—(N—-1)+2b+2c—¢.

(2) E importante ressaltar que os indices b, ¢ e d na Suposicdo 3.25 estdo nas

condicoes do Teorema 3.11 e que os indices b e ¢ estdao também sob as condicoes (3.21).

Lema 3.27. Sejam indices b,c,b e & como na Suposicdo 3.25. Entio para q €

N -1 1 N -1 -
((N—l)—é’ min { 1-0(N—1)— c}) e para v € PMYE A PM®C, existe uma cons-
tante C' > 0 tal que

1

ol zar-rary < C (101 ie + 0B pse )7

onde p é o expoente conjugado de q.

1
Demonstragao. Como p é o expoente conjugado de ¢, isto é, — + — = 1, entao
q

p
N-1 o1 N-1
(N—D—¢ IS Ty N -

(N—-1)—¢) 1 (N—-1)—¢
(N —1) } q

:>max{1—b, <q< N1

¢l 1_ f o I N-1)__N-1
s Z=1—> < min ——— + = max{ - :
N-1"p q (N 1) b e b=
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Como

-1 1 N—-1
<cb<lec<N—1enta01<max{b }<p<
c

2
N -1
< 2 e assim pela desigualdade de Hausdorfl-Young (veja [49, p. 190]) segue que
¢

H'UH;Z(I(RNA <T) S C H/(/}\HI[)/;)(RNfl x7Z)?

= C f [0(&, k)P dE ®dp (1 é a medida de contagem )

RN-1x7Z
< Ol X i | g o 2 |
pMr kez* kPP Jig< |§|C” - |k’|”p el>1 |§|0p

. N-1 1 ~ N
Agora note que temos ¢ < <ce— <b<b, entao
p p
1 1 J 1
—_— , —d¢ e f d¢ sao finitos,
k;* ‘k|bp k;* ’k|bp l€l<1 |§|cp ¢>1 ‘€|

[un

e portanto [v||a@y-1x1) < C (HUH;Ma,e + HUH%M“) '

E para finalizar temos o resultado que garante que a solucao do Teorema 3.11
é C™.

Teorema 3.28. A solugio branda u do sistema (2.1) dada pelo Teorema 3.11 é uma
fungdo vetorial de classe C° (RN~ x (0,¢) x RT). Em particular, a solugio é cldssica para
t>0.

Demonstragao. Podemos concluir do Lema 3.27 e do Teorema 3.24 que

N -1 1 N -1
Fui(t) e WHRNT! x (0,¢)), com g € ((N—l) , min { b (V-1 = c}) e para
todo [ > 1 e inteiro. E segue pela Proposicao 1.43 (veJa pagina 31), a imersdao de Sobolev,

que cada 0"u;(t) é uma fungio C™. Agora, para concluir que 0fu;(t) sdo continuas em
t > 0 para todo k € N basta usar um procedimento de indugdo em k para o sistema (NS),

o que prova o resultado.

Observagao 3.29. 1. Foi provado que a solugdo dada pelo Teorema 3.11 é suave,
porém com algumas restricoes adicionais em alguns parametros, uma vez que os

indices b, ¢ e d sao como na Suposi¢ao 3.25.

2. Para os indices b, ¢ e d como na Suposicao 3.25 podemos tomar o indice ¢ préoximo de

N — 1 e consequentemente obtemos d proximo de 0. Por outro lado, podemos aproxi-
N -1

mar ¢ de e consequentemente obtemos d préximo de 1. Assim, recordando a
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condicao sobre o dado inicial 1y no Teorema 3.11, isto é, |uol|p ygav-1-a < Ce=(1=d)

obtemos para cada ¢ € (0, 1) solugoes globais suaves para dados iniciais satisfazendo

o] p pqacv-1-a < Ce™°, onde C' > 0 é uma constante.

3. Os Teoremas 3.11 e 3.28 fornecem uma classe de solugdes suaves e com persisténcia

no dado inicial, isto é,
we L*((0,00); PMEE=D=0) o 02 (RN x (0,¢) x RT).

Para isso ocorrer os indices b, ¢ e d devem satisfazer as condigoes (i)-(iv) da Suposigao

325 e2b—1<d<2(N —1)—2c, ou seja, os indices devem estar sob as seguintes

condigoes:
N -1 N -1 1
(a) 5 < ¢ < NI N + 2) ;
2¢c— (N —1) 1 1 ‘
(b) maX{]\]_l,(N—l)—C,2} < b < <N—2 — G,

(¢) max{(N—-1)—¢,2b—1,(N-1)(1-0b)} < d < 2(N-1)—2c.

N -1 1
Note que podemos aproximar ¢ de Nil (N + 2) e assim d se aproxima de

2(N —1)—2c¢, entdao 1 —d se aproxima de . Por outro lado, podemos aproximar

N +1
1
b de 3 © consequentemente 1 — d se aproxima de 0. Logo, temos a persisténcia e a

suavidade da solucao u quando

|uo]| p pqa.v—1-a < Ca"s, onde 0 < 6 < T

Observe que quanto maior a dimensdao N menor serd o limite da taxa de espessura .

Em particular, para N = 3 temos que

1
o] p pqa.v-1-a < Ce™, onde 0 < § < 3
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