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Resumo

Nesse trabalho introduzimos e desenvolvemos a teoria de adjuntos generalizados de po-
linomios homogéneos entre espacos de Banach, que generalizam o adjunto classico de um
operador linear continuo e o adjunto de Aron e Schottenloher de um polinomio homogéneo
continuo. Semelhancas e diferengas com as teorias classicas sao estabelecidas. Para estudar
as estruturas algébrica e topologica dos conjuntos formados pelos adjuntos generalizados,
introduzimos e desenvolvemos a noc¢ao de germes de ideais de operadores e de polinomios
homogéneos. Além da teoria bésica de germes de ideais, estudamos também os germes
fechados, injetivos e sobrejetivos. Por fim apresentamos aplicacoes dos adjuntos genera-
lizados e dos germes de ideais na obtencao de versoes nao-lineares de alguns resultados

lineares conhecidos sobre operadores de composicao.

Palavras-chave: Espacos de Banach, polinomios homogéneos, ideais de operadores, ideais

de polindmios, adjuntos generalizados, germes de ideais, operadores de composic¢ao.



Abstract

In this work we introduce and develop the theory of generalized adjoints of homogeneous
polynomials between Banach spaces, which generalizes the classical adjoint of a bounded
linear operator and the Aron and Schottenloher adjoint of a continuous homogeneous
polynomial. Similarities and differences with the classical theories are established. In order
to study the algebraic and topological structures of the sets formed by the generalized
adjoints, we introduce and develop the theory os germs of operator ideals and germs of
polynomial ideals. Besides of the basic theory of germs of ideals, we also study closed,
injective and surjective germs. Finally, as applications of the generalized adjoints and of the
germs of ideals we provide nonlinear versions of some known linear results on composition

operators.

Keywords: Banach spaces, homogeneous polynomials, operator ideals, polynomial ideals,

generalized adjoints, germs of ideals, composition operators.
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INTRODUCAQO

A Anélise Funcional Linear tem como principal meta estudar os operadores
lineares continuos entre espacos normados e espacos de Banach. Nesta tese estamos
interessados na intersecao de trés desenvolvimentos centrais da teoria. Para descreveé-los,
sejam E e F espagos de Banach, E* o dual topolégico de E e P(™E; F) o espago dos

polinomios m-homogéneos continuos de £ em F'.

O primeiro desenvolvimento é a nogao classica de adjunto u*: F* — E* de um
operador linear continuo u: £ — F', que é uma ferramenta bésica da Analise Funcional e

permeia praticamente todas as suas sub-areas.

O segundo ¢ a Teoria de Ideais de Operadores, que surgiu a partir dos trabalhos
de varios matematicos a partir da metade do século 20, em especial os trabalhos de A.
Grothendieck. Essa teoria estuda as classes especiais de operadores lineares que satisfazem
a propriedade classica de ideal da algebra, a saber: na seguinte cadeia de operadores

lineares continuos entre espacos de Banach
E-%F-%Sa-5H,

se u pertence a classe, entao t o u o v também pertence a classe. Exemplos classicos sao os
operadores de posto finito, os operadores compactos e os operadores fracamente compactos.
O aparecimento de um grande nimero de classes de operadores desse tipo e a importancia
dessas classes para a teoria dos espacos de Banach culminou na criagao de uma teoria
abstrata de ideais de operadores, concebida por A. Pietsch na década de 1960 e formalizada

por ele no livro [35].

Esses dois primeiros desenvolvimentos se encontram na definicao do ideal dual
T4 o ideal de operadores Z, que é formado pelos operadores u tais que u* pertence a
7 (veja, por exemplo, [20, 21, 35]). Essa nogao se tornou bésica na teoria e dd origem a

termos como ideal simétrico e ideal completamente simétrico.
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O terceiro desenvolvimento é o avanco da teoria para o caso nao-linear, com o
advento da teoria de operadores multilineares, polinomios homogéneos e fungoes holomorfas,
teoria esta que se desenvolveu fortemente na segunda metade do século 20 e teve no
matematico brasileiro Leopoldo Nachbin um dos seus maiores expoentes (veja, por exemplo,
(34]).

O primeiro desenvolvimento se encontra com o terceiro no trabalho de R. Aron
e M. Schottenlher [4] de 1976 no qual é introduzida a nogao de adjunto de um polinémio

m-homogéneo continuo P: E — F' da seguinte forma:
P* F*— P("E) , P*(p)(x) = ¢(P(x)).

O adjunto de um polindmio homogéneo tem sido ferramenta importante no estudo de
espacos de polinomios homogéneos e em holomorfia em dimensao infinita. Para aplicagoes

recentes do adjunto de um polinémio, veja, por exemplo [19, 29, 44].

O segundo desenvolvimento se encontra com o terceiro com o advento da teoria
de ideais de operadores multilineares e de ideais de polinomios homogéneos que se iniciou
nas décadas de 1980 e 1990, principalmente com os trabalhos de A. Pietsch [36] e K. Floret
e S. Hunfeld [25]. Uma grande quantidade de artigos tem sido publicada nesta area nas
ultimas trés décadas, a ponto da American Mathematical Society ter criado, em 2010,
um codigo especifico para designa-la: 47122 - Ideals of polynomials and of multilinear

mappings.

Os trés desenvolvimentos tiveram um primeiro encontro no trabalho [14], de
2014, onde se estuda o dual polinomial de um ideal de operadores. E interessante notar que,
apesar de estar no escopo da teoria nao-linear, o adjunto P* de um polinémio homogéneo
P ¢é um operador linear. Isso nao impediu que essa nogao encontrasse muitas aplicagoes,
mas deixa campo aberto para a investigacao de noc¢oes mais gerais, indo mais a fundo
na nao-linearidade do assunto. Este é, precisamente, o objetivo central da presente tese.
Com o intuito de aprofundar as relagoes dos trés desenvolvimentos acima e buscando
explorar o aspecto nao-linear da matéria, introduzimos o conceito de dual generalizado de
um polinémio homogéneo da seguinte forma: para cada polindmio m-homogéneo continuo

P: E — F e para cada par n, k de nimero naturais, definimos o polinomio n-homogéneo
ARP: P(*F) — P("™"E), Ai P(q)(x) = [q(P(x))]",

chamado de k-adjunto generalizado de ordem n do polinomio P. Os casos ja estudados
sdo casos particulares pois Aju = u* para todo operador linear u e A} P = P* para todo

polinémio P.

No segundo capitulo da tese (o primeiro capitulo é dedicado a nogoes e resultados
preliminares) estudamos as propriedades basicas dos adjuntos generalizados. Mostramos

que muitas propriedades conhecidas dos adjuntos ja estudados sao casos particulares dos
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adjuntos generalizados, mostramos que algumas propriedades conhecidas nao se estendem
ao caso geral e descobrimos também algumas propriedades do caso geral que nao tinham

como serem descobertas nos casos classicos.

De acordo com a definicao do dual de um ideal de operadores lineares, um
passo natural na teoria geral é considerar, para um dado ideal de polindmios n-homogéneos

9,, 0 conjunto

(ARQn) ("E; F) = {P e P("E; F) : ARP € Q("P(“F); P(""F))}.

Em vista do ambiente fortemente nao-linear, nao é de se esperar que esse
conjunto seja um subespaco vetorial de P(™E; F'). Entretanto, a tnica propriedade de
ideais de polinomios que esse conjunto nao necessariamente goza ¢ que a adigao de dois de
seus elementos pertence ao conjunto. Todas as outras propriedades, inclusive a propriedade
de ideal, sao satisfeitas. Isso nos levou a definir as nocoes de germe de ideais de operadores
lineares e de germe de ideais de polinomios homogeéneos. Os conjuntos A} Q,, sao exemplos
importantes dessa nova categoria por nés chamada de germes de ideais. Esses germes de

ideais pretendem ser uma versao nao-linear da teoria de ideais.

No terceiro capitulo introduzimos e estudamos os germes de ideais de operadores
lineares e de polinomios homogéneos, suas propriedades béasicas e damos varios exemplos
ilustrativos. Como era de se esperar, os adjuntos generalizados de ideais aparecem como
exemplos centrais. A estabilidade de um ideal de operadores em relacao a formacao do
produto tensorial projetivo simétrico mostrar-se-4 uma ferramenta fundamental para a
obtencao de resultados mais profundos e para o estudo dos germes gerados por alguns ideais

classicos, principalmente os ideais dos operadores compactos e fracamente compactos.

Como ¢ usual na teoria de ideais de operadores, no quarto capitulo estudaremos
germes de operadores satisfazendo propriedades especiais, mas especificamente, estudaremos

germes fechados, germes injetivos e germes sobrejetivos.

No quinto capitulo apresentamos aplicacoes da teoria desenvolvida para o
estudo de operadores de composicao. O objetivo é usar os germes determinados pelos
adjuntos generalizados para obter resultados na linha daqueles obtidos por Lindstrém
e Schliichtermann em [31] no caso linear. Além de avancar no caso nao-linear, nossos
resultados recuperam os resultados originais como casos particulares. Mais especificamente,
consideramos e damos algumas respostas para o seguinte problema geral: dados E, Ej,
F, F; espacos de Banach, Re L(E; F) e B € L(Ey; F}) operadores lineares continuos nao
nulos, A um ideal de operadores e (Q, || - |o) um ideal Banach de polinomios homogéneos,
quais sao as condicoes, de preferéncia necesséarias e suficientes, para que o operador linear

continuo

Sep: Q"I E) — Q("Ey; F) , Srp(P) = Ro Po B,

pertenca ao ideal A?
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No final incluimos um pequeno apéndice no qual provamos um resultado sobre
a associatividade do produto tensorial projetivo simétrico de que precisamos em um dado
momento da tese. Apesar de acharmos que este resultado é conhecido, nao o encontramos

na literatura e optamos por demonstra-lo no apéndice.



18

CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos os conceitos bésicos, e suas respectivas notacoes,

que serao necessarios para o desenvolvimento da tese.

Dado um espaco normado E, por E* denotamos seu dual topolégico munido
da norma usual de funcionais lineares e por Bg sua bola unitaria fechada. Ao longo do

trabalho, todos os espacos vetoriais sao sobre o corpo K = R ou C.

1.1 Operadores multilineares

Definicao 1.1. Sejamn e Ne Fy, ..., E, e I espacgos vetoriais. Dizemos que um operador
A: Ey x -+ x E, — F é n-linear (ou multilinear) se é linear em cada uma das suas

variaveis, isto é,
/ /
Ay, mi+ A, oo x,) = AT, .o @y oo, ) + ANA(T1, -, 2, X)),

para quaisquer z;, z; € FE;, com i = 1,...,n, e A € K. Se F' = K, dizemos que A é uma

forma n-linear.

O conjunto de todos os operadores n-lineares de F; x - - - x E,, em F sera denotado
por L(Ey,...,Ey; F). Se F' = K denotamos L(Ey, ..., E,;K) por L(Ey,. .., E,). No caso
em que F = F; = --- = E,, denotamos este conjunto por L("E; F).Se E = F, =--- = E,
e F' = K escrevemos simplesmente L("E). No caso n = 1 escrevemos L('E; F) = L(E; F).
Sen=1eF =K entdo L(F;K) = E*= dual algébrico de F.

A seguir definiremos as operagoes algébricas usuais no conjunto L(E1, ..., E,; F)

no sentido de torna-lo um espaco vetorial sobre K :
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1) A cada par de operadores n-lineares A, B € L(E,...,E,;F) fazemos
corresponder um operador n-linear A + B € L(E}, ..., E,; F) definido por:

A+B:E\ x - x B, — F;
(A+ B)(1,...,20) = A(x1, ..., x0) + B(x1, ..., T0).

2) A cada escalar A € K e cada operador n-linear A € L(Ey, ..., E,; F) fazemos

corresponder o operador n-linear AA € L(Ey, ..., E,; F) definido por:
AN By x--x E, — F, (M) (x1,...,2,) = M(x1,. .., 2).

Proposicao 1.2. Sejam Ey, ..., E, e F espacos vetoriais normados. Para cada operador

Ae L(Ey,...,E,; F), as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

(1) A € continuo.
(17) A € continuo na origem.
(14i) Existe uma constante C' = 0 tal que
[ 4@, .. 20| < C - o] - [l
para quaisquer T; € By 5 =1,...,n.

(iv) |A| :==sup {||A(x1,...,2n)| 2 € Eje|lz;| <1,j=1,...,n} < 400,

Demonstracao. Veja [32, Proposition 1.2]. O

Definicao 1.3. Sejam | Ey, ..., F, e F espacos vetoriais normados. Denotaremos o con-
junto de todos os operadores n-lineares continuos de Ey x- - -x E, em F por L(Ey, ..., E,; F).
Se Fy = -+ = E, = F escrevemos L("E; F). No cason = 1 e F' = K escrevemos E* no
lugar de L£(E;K) e dizemos que E* é o dual topoldgico de E. Para n = 0 escrevemos

L(°E; F) = F (espaco das funcdes constantes a valores em F).

Proposigao 1.4. Sejam Ei, ..., E, e I’ espagos vetoriais normados.
(1) L(E,...,E,; F) é subespaco vetorial de L(Ey, ..., Ey; F).
(i) A fungao A —> |A| € uma norma em L(Ey, ..., Ey; F).

(i1) Se F' é um espago de Banach, entio L(Ey,...,E,; F) com a norma do item (ii)

também € um espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [32, Proposition 1.3]. O
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Definicao 1.5. Um operador multilinear A: K" — F' é dito ser simétrico se
A(ZL’l, ce ,l‘n) = A(ZEU(l), e ,Jio(n))

para todo (z1,...,x,) € E" e toda permutagao o € S, onde S,, denota o conjunto das

permutacoes dos primeiros n ntimeros naturais.

Os conjuntos dos operadores multilineares simétricos e dos operadores multili-
neares simétricos continuos A: E" — F serdo denotados, respectivamente, por L*("E; F')
e L3("E; F). E facil ver que L*("E; F) é subespaco vetorial de L("E; F) e que L("E; F)
é subespaco vetorial de L("E; F).

Quando F' = K, escrevemos L("E; F) = L("E) e L°("E; F) = L°("E). Para

n = 0 escrevemos L°(°E; F) = F (espaco das funcdes constantes a valores em F).

Definigdo 1.6. Para cada k € N e cada multi-indice v = (n4,...,n;) € N,

definimos :

= et

nj!

—.

o=
7j=1

Definigdo 1.7. Sejam A e L("E; F) e k < n. Para cada (zy,...,7;) € E* e cada multi-

indice v = (ny,...,n%) € N¥ com ||y|| = n, definimos
(n1) (k)
A$1 Ty :A(xl,...,$1,...,$k,...,$‘k).
— Y
ni vezes ng vezes

Definigao 1.8. Para cada A € L("E; F'), o operador n-linear

1
A5 B — F , As(xl,...,l'n) = E Z A(:L‘U(l),...,xo(n)),

o€eSy

¢é chamado de simetrizacao de A.

Teorema 1.9 (Férmula de Leibniz). Sejam E, F espagos vetoriais e A€ L*("E; F). Entdo

para quaisquer xy, ..., %, € E, temos
A () o )
(x1+ -+ o)™ = Z—' xy eexy
=
Demonstracao. Veja [32, Theorem 1.8]. O

Corolario 1.10 (Férmula Binomial de Newton). Se A € L*("E; F'), entdo para quaisquer

Az +y)™ = 2 (?) A=y
j=0

r,y € E temos
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Demonstragao. Veja [32, Corollary 1.9]. O

Teorema 1.11 (Férmula de Polarizacao). Sejam E, F' espacos vetoriais e A€ L*("E; F).

Entao |
Ay, ap) = Z €1+ enA(To + 121 + -+ Snxn)(n),

= —
nl2 ot

para quaisquer x; € I/, com j =0,1,...,n.

Demonstragao. Veja [32, Theorem 1.10]. 0

1.2 Polinbmios homogéneos

Definicao 1.12. Sejam E e F' espacos vetoriais normados e m € N. Uma aplicacao
P: E — F sera denominada polinomio m-homogéneo, ou polinomio homogéneo de grau

m, se existir um operador A € L(™E; F) tal que P(x) = Az™ para todo z € E.

Denotaremos por P(™E; F') o espaco vetorial dos polinémios homogéneos de
grau m, denotaremos também por P(™FE; F') o subespago vetorial de P(™FE; F') formado
pelos polinémios m-homogéneos continuos. Quando F' = K| escrevemos P(™FE) no lugar
de P("E; F) e P("FE) no lugar de P("E; F).

Para cada P € P("E; F), definimos |P| :=sup {||P(z)| : z € E, |z| < 1}.

A seguir apresentamos alguns resultados sobre polinomios homogéneos, que

podem ser encontrados em [32] e [22], mas por questoes didéticas nos referimos a referéncia
2].

Proposicao 1.13. Sejam E, F espagos vetoriais normados. Para cada A € L("E; F)

considere a aplicacao dada por
A:E—F, Alz) := Az™,

Desse modo, a correspondéncia A — A induz um isomorfismo entre os espacos vetoriais
L*(ME;F) e P("E; F). Mais ainda,

A~ mm ~
[Al < Al < — (A4l
m!
Demonstragao. Veja [2, Proposi¢ao 1.2.2]. O

Observagao 1.14. De acordo com a Proposicao 1.13, para cada P € P(™FE; F) existe
um tinico operador multilinear simétrico A € L*(™E; F) tal que Az™ = P(z) para todo

z € E. Nesse caso denotamos P := A.
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Proposicao 1.15. Sejam E., F espagos normados e P € P("E; F). Entao as sequintes

condigoes sao equivalentes:

(1) P € continuo.

(17) P € continuo na origem.

(i13) || P|| < co.

(iv) Existe K =0 tal que |P(x)|| < K - ||z|™ para todo x € E.
(v) O operador n-linear simétrico P é continuo.

(vi) Eziste Ae L(™E; F) tal que P(z) = Az™ para todo x € E.

Demonstragao. Veja [2, Proposicao 1.2.7]. O

Proposicao 1.16. Sejam E, F' espagos normados. Entio (P(™E;F),| -||) € um espaco

normado (de Banach se F for Banach). Mais ainda,
|P(@)| < P[] - fl]™

para todos P e P("E; F) ex e E.

Demonstragao. Veja [2, Proposigoes 1.2.8 e 1.2.10]. O

Proposicao 1.17. O operador
p: L ("E; F) — P("E; F) , ¢(A) = 4,
¢ um isomorfismo topolégico.

Demonstragao. Veja [2, Proposi¢ao 1.2.9]. O
Definicao 1.18. Dizemos que o espago normado E contém uma cépia isomorfa do espaco
normado F' se existe um subespago G de E isomorfo (topologicamente) a F.

Proposicao 1.19. Sejam E e F espacos vetoriais normados. Entao o espaco vetorial
normado P ("E;P("E; F)) contém uma cdpia isomorfa do espago normado P(™"E; F)

por meio do operador:

PeP(""E;F) — Pz)(y) = Pz, y™).

Demonstragao. Veja [2, Proposi¢ao 1.2.12]. O
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Definigao 1.20 (Polinomios de posto finito). Dizemos que um polinomio P € P("E; F)
é de posto finito se span{P(E)} é subespago de dimensao finita de F.

Sejam FE, F' espagos normados. Denotaremos por Pz("E; F') o conjunto dos
polinémios P € P("E; F') de posto finito. Exemplos canonicos deste tipo de polinomios

sao dados da seguinte forma:
(®b: E— F, q®b(z) = q(x)b,

onde g € P("E) e be F. Além disso, prova-se que todo polinémio de posto finito é uma

combinacgao linear de polindmios desta forma:

Proposicao 1.21. Para todos espacos de Banach E e F' en e N,

7j=1

Em particular, Pr("E; F) € subespaco vetorial de P("E; F).

Demonstragao. Veja [42, Proposi¢ao 1.2.10] ou [37, Proposigao 4.2.1]. O

Definigao 1.22 (Polinémio de tipo finito). Dados E, F espagos normados, dizemos

que um polinémio P € P("E; F) é de tipo finito se existem m € N, ¢1,...,0, € E* e
bi,...,by € F tais que P(x) = Z ¢} (z)b; para todo z € E.
j=1

E claro que os polinémios de tipo finito formam um subespaco de P("E; F),

que serd denotado por Ps("E; F).

1.3 Ideais de operadores e polinomios homogéneos

O conceito de ideais de operadores foi sintetizado por A. Pietsch [35] a partir
de classes especiais de operadores lineares. A seguir apresentamos a definicao de ideal de
operadores, e nela notamos que o fato de cada componente ser um espaco vetorial é uma

noc¢ao importante.

Definicao 1.23 (Ideais de operadores). Um ideal de operadores T é uma subclasse da
classe £ de todos os operadores lineares continuos entre espagos de Banach tal que, para

quaisquer espacos de Banach F e F', as componentes
I(E;F):=L(E;F)nT

satisfazem:
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(1) Z(E; F) é um subespago vetorial de L(E; F') que contém os operadores de posto
finito;

(2) Propriedade de ideal: se u € L(E; F), ve Z(F;G) et e L(G;H), entdao tovou €

I(E; H).
Se existe uma fungao || - |7: Z — [0, +0) tal que
(a) |- |z restrita a Z(E; F') é uma norma para quaisquer espagos de Banach F e F;

(b) Jidi : K — K :id(\) = Az = 1;

() Seue L(E;F),veZ(F;G)ete L(G;H), entao |[tocvoulz < |t]-[Jv]z-|ul,

entdao Z é chamado de ideal normado de operadores. Se as componentes Z(E; F') forem
completas com respeito a norma || - |z, dizemos que Z é um ideal Banach de operadores.
Também, se as componentes Z(E; F') forem fechadas com respeito & norma usual de

L(E; F), dizemos que Z é um ideal fechado de operadores.

Proposicao 1.24. As sequintes afirmacoes sao satisfeitas por um ideal normado de

operadores (L, | - |7):

(i) |ul < |ul|z para todo u e Z(E;F).

(@) le®@ylz =l -yl para todos o€ E* ey e F.

Demonstragao. Veja [20, 9.3] O

Proposigao 1.25. Se (Z, | - |z) e (T, - [l7) sao dois ideais de Banach de operadores tais

que T < J, entao existe uma constante p > 0 tal que |u| s < pllullz para todo u e T.

Demonstragao. Veja [20, Proposition 9.5]. O

Definigao 1.26. Uma sequéncia (z,), em um espago de Banach E é uma sequéncia fraca

de Cauchy se para todo z* € E* (x*(z,)), é uma sequéncia de Cauchy.

Definicao 1.27. Um subconjunto K do espaco de Banach F é chamado um conjunto
de Asplund se ((spanKo)* ,pKO) é separavel para todo subconjunto enumeravel K, < K,

onde pg, é uma seminorma definida por pg, (z*) := sup |z*(z)|, para todo z* € (spanKy)*.
xeKy
Diz-se que E é um espaco de Asplund se Bg é um conjunto de Asplund.
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Definigao 1.28. Sejam F, F' espagos de Banach e u € L(E, F'). O operador u é:

(a) compacto se u(Bg) é um subconjunto compacto de F.
——0(F, *
(b) fracamente compacto se u(Bg) ()

é um subconjunto o(F, F*)-compacto de F'.
(¢) um operador de Asplund se u(Bg) é um subconjunto de Asplund em F.
(d) um operador de Rosenthal se toda sequéncia (u(x,))n,, com (x,), S Bg, admite uma

subsequéncia fraca de Cauchy.

Teorema 1.29 (Teorema ¢; de Rosenthal [26]). Um espaco de Banach E ndo contém uma
copia 1somorfa de €1 se, e somente se, toda sequéncia limitada em E tem uma subsequéncia

fracamente de Cauchy.

Beauzamy [6] mostrou que qualquer operador de Rosenthal fatora-se através de
um espaco de Banach que nao contém uma cépia isomorfa de ¢4, e Reinov [38], Heinrich
[27] e Stegall [41] mostraram, independentemente, que qualquer operador de Asplund

fatora-se através de um espaco de Asplund.

Definigao 1.30. (a) Um operador linear i: F' < G entre espagos normados é chamado
de injecao métrica se |i(x)| = |z| para todo x € E.
(b) Um operador linear j: G — E entre espagos normados é chamado de sobrejecao métrica

se j é sobrejetor e

lylg = inf{|z|q : j(z) = y} para todo y € E.

O exemplo canonico de injecao métrica é a inclusao de um subespaco no espaco;
e o exemplo canonico de sobreje¢cao métrica é a projegao 7: E — FE/F de um espago

normado E no espago quociente E/F de E por um subespago fechado F'.

Observacao 1.31. Vejamos que um operador linear j: G — E entre espacos normados
é uma sobrejecao métrica se j é sobrejetora e |j(z)||r = |T||c/ker(j) Para todo x € G. De
fato, basta observar que se yo € E, como j é sobrejetora, existe xo € G tal que j(xo) = o,

Assim,

lvolle = i(zo)le = inf{[z]c : j(x) = j(z0)} = nf{[z]c : j(z — o) = 0}
= inf{||xzo + z|¢ : j(2) = 0} = inf{|zo + 2| : 2 € ker(j)}

= [Zollaperisy = 7 (o) |-

De [35, C.3.3, C.3.7] temos os seguintes exemplos:

Exemplo 1.32. Se E é um espaco de Banach, definimos

(1(Bp) = {(gx)xeBE e [[K: ) lal< oo},

IEBE xEBE
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(oo (Bps) = {(&0)@63,@* e [ X: sup | <oo}.
‘PEBE* LpEBE*
(¢) O operador
Ig: E <> ((Bps) , Ip(z) = (%)) pep s -

é uma injecao métrica, chamada de imersao métrica canonica.

(i7) O operador
Qu: t(Be) > B, Qu(E)sens) = Y. o,

:EEBE

¢ uma sobrejecao métrica, chamada de sobrejecao métrica canodnica.

Definigao 1.33 (Ideais injetivos e sobrejetivos). Dizemos que um ideal de operadores Z é:
(a) injetivo se dados u € L(E; F') e uma injegao métrica i : F' — G tais que iou € Z(E; G),
tem-se u € Z(F; F). Um ideal normado (Z, | - |z) é injetivo se, além disso, |u|z = [i o u|z.
(b) sobrejetivo se dados u € L(E;F) e uma sobrejecdo métrica s : G — E tais que
uoseZ(G; F), tem-se u € Z(E; F). Um ideal normado (Z, || - |z) é sobrejetivo se, além

disso, |u|z = ||u o s|z.

Proposigao 1.34. Seja (Z, | - ||z) um ideal normado de operadores. Entdo existe um unico
menor ideal de operadores injetivo T™ que contém I. Se Ip: F <> {,(Bp+) denota a

imersao métrica do Exemplo 1.32, entao para cada u e L(E; F),
ueI™(E;F) < Ipoue Z(E;{y(Bp«).

Definindo |ul|zin; = |Ip o ulz, (Z",] -
Banach se (Z,| - |z) for Banach. O ideal (2, - |zmi) € chamado de envoltéria injetiva
de (L, - |z).

Iinj) ¢ um ideal normado de operadores, que €

Demonstracao. Veja [20, 9.7]. O

Proposigao 1.35. Seja (Z, | - ||z) um ideal normado de operadores. Entdo existe um tnico
menor ideal de operadores sobrejetivo Z°*" que contém Z. Se Qg: {1(Bg) - E denota a

sobrejecao métrica do Exemplo 1.32, entao para cada u € L(E; F),
ueI*(E;F) < uoQpeZ(li(Bg);F).

Definindo |u|zswr := |uo Qglz, (Z°,| - |zsw) € um ideal normado de operadores, que
¢ Banach se (Z,|-|z) for Banach. O ideal (Z°",| -
sobrejetiva de (Z, | - |7).

rsur) € chamado de envoltéria

Demonstracao. Veja [20, 9.8]. O

Para um ideal de operadores Z mostra-se que:
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e 7 é injetivo se, e somente se, T = I,

e 7 ¢é sobrejetivo se, e somente se, Z = Z°"".
De [35], sabemos que as classes de operadores compactos K, fracamente compactos W,
Asplund D, e Rosenthal R sao todas ideais de operadores fechados, injetivos e sobrejetivos.

Definicao 1.36 (Ideal dual de operadores). Seja Z um ideal de operadores. Definimos o

seu dual da seguinte forma:
TN F) = {ue L(E; F): u* e I(F*; E*)},
para todos F, F espacos de Banach.

Se T é um ideal normado de operadores e u € T (E; F), entdo definindo

|t]| zauar := |u*|z, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.37. Se (Z,| - |z) € um ideal normado de operadores (Banach), entio

(Z% || - | gawat) € um ideal normado de operadores (Banach).

Demonstragao. Veja [20, 9.9] O

Corolario 1.38. Se T ¢ um ideal fechado, entio ™ é também um ideal fechado.

Definicao 1.39. Um ideal de operadores Z é:

(i) simétrico se T < T,
(i1) anti-simétrico se T T,

(i4i) completamente simétrico se T = T,

Teorema 1.40. (a) Teorema de Schauder: O ideal dos operadores compactos é completa-
mente simétrico, isto é, KK = K.
(b) Teorema de Gantmacher: O ideal dos operadores fracamente compactos é completamente

simétrico, isto é, W = Wi,

Demonstragao. Veja [28, Theorem 17.1.3 e Theorem 17.2.5]. O

Definigao 1.41 (Propriedade da aproximagao). Um espaco de Banach E possui a propri-
edade da aprorimagao se para todo K < E compacto e todo ¢ > 0 existe u € F(E, F) tal

que |u(z) — z| < e para todo z € K.
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Proposicao 1.42. (a) Se I’ tem a propriedade da aproximagao, entao F(E, F) = K(E, F)
para todo espaco de Banach E.

(b) Se E* tem a propriedade da aprozimagao, entao F(E,F) = K(E,F) para todo espago
de Banach F'.

Demonstragao. Veja [35, Proposition 10.1.3 e Proposition 10.1.4]. O

Definigao 1.43 (Ideal de polinomios homogéneos). Um ideal de polindmios homogéneos é
uma classe Q de polinomios homogéneos continuos entre espacos de Banach tal que, para

todo m € N e quaisquer espacos de Banach E e F', as componentes
Q(ME;F):=P("E;F)n Q
satisfazem:

(1) Q(™E; F) é um subespago vetorial de P(™E; F) que contém os polinomios m-

homogéneos de tipo finito;

(2) Propriedade de ideal: se u € L(G;E), Pe Q("E;F)ete L(F;H), entao to Pou €

Q("G; H).
Se existe uma fungao || - |g: @ — [0, +0) tal que
(a) Para cada natural m, |- |g restrita a Q(™F; F') é uma norma para quaisquer espacos

de Banach F e F;
(b) |idg : K — K :idg(\) = A™||g = 1 para todo m;
(¢) Seue L(G;E), Pe Q("E;F)ete L(F;H), entao

[toPoulo<|tf-[Ple-lul™

entdo (Q, || o) é chamado de ideal normado de polinémios homogéneos. Se as componentes
Q(™E; F) sao completas com respeito a norma | - ||, dizemos que (Q, | - ||g) é um ideal
Banach de polinomios homogéneos. Para um ideal fixo @ de polindomios homogéneos e

m € N, a classe

Q,, = U Q(ME; F)
E.F

é chamada de ideal de polinomios m-homogéneos. Um ideal de Banach de polinomios
m-homogéneos é dito fechado se cada componente Q(™F; F') é um subespaco fechado de
P(™E; F) na norma usual. Um ideal Q de polinémios homogéneos é fechado se cada Q,, é
fechado. Se Q ¢ um ideal de polindmios, definimos Q("FE; F) = F para todos E e F.
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A nogao a seguir foi introduzida em [43].

Definigao 1.44 (Hiper-ideal de polinémios). Dizemos que uma subclasse Q da classe de
todos os polinomios homogéneos continuos entre espacos de Banach é um hiper-ideal de

polinomios se, para todo m € N e quaisquer espacos de Banach F e F', as componentes
Q(ME;F):=P("E;F)n Q
satisfazem:

(1) Q(™E; F) é um subespaco vetorial de P(™FE; F') contendo os polinémios m-homogéneos

de tipo finito;

(2) Propriedade de hiper-ideal: Para m, n € N, e espagos de Banach E, F, G e H, se
PeQME;F), Qe P("G;E)ete L(F;H), entdao to PoQ € Q(""G; H).

Se existe uma fungao || - |g: @ — R tal que
(a) Para cada natural m, | - | g restrita a qualquer componente Q(™E; F') é uma norma;
(b) |idE : K — K :idg(\) = A™||g = 1 para todo m;

(c) Se Pe Q(ME; F), Qe P("G; E) et e L(F; H), entao [[to PoQlo < t]-|Ple-[Q™;

entao o par (Q,| - |lg) é chamado de hiper-ideal normado de polinémios.

A nogao a seguir foi introduzida em [18].

Definicao 1.45 (Ideal bilateral de polinémios). Dizemos que uma subclasse Q da classe
de todos os polinomios homogéneos continuos entre espacos de Banach ¢ um deal bilateral

de polinomios se, para todo m € N e quaisquer espacgos de Banach F e F', as componentes
Q(ME;F):=P(ME;F)n Q
satisfazem:

(1) Q(™E; F) é um subespaco vetorial de P(™E; F') contendo os polinémios m-homogéneos

de tipo finito;
(2) Propriedade de ideal bilateral: Para m, n, r € N, e espacos de Banach E, F', G e H, se
PeQ(ME;F), Qe P("G;E) e Re P("F; H), entdo Ro PoQ € Q("™"G; H).
Se existe uma fungao || - |g: @ — R tal que
(a) Para cada natural m, | - | g restrita a qualquer componente Q(™E; F') é uma norma,

(b) |idg : K — K:idg(\) = A™||g = 1 para todo m;
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() Se Pe Q("E; F), Qe P("G; E) e Re P("F; H), entao [RoPoQlo < [ B[-|Plg-lQ[™;

Entao o par (Q,| - | o) é chamado de ideal bilateral normado de polinémios.

As correspondentes nocoes de hiper-ideal e ideal bilateral de polinomios Bana-

ch/fechado sao definidas de maneira ¢bvia.

Os ideais abaixo sdo consequéncias naturais das classes introduzidas em [36].

Para maiores detalhes veja [15].

Definigao 1.46 (Ideal de composicao). Dados um ideal de operadores Z e P € P("E; F),
dizemos que P pertence ao ideal de composi¢ao Z o P, denotado por P € Zo P("E; F), se
existem um espago de Banach G, um polinémio () € P("E; G) e um operador u € Z(G; F)

tais que P =wuo@. Se (Z,| - ||) é um ideal normado de operadores, entdo a expressao
|Pllzep = inf {[ulz - Q] : P =uoQ, ue (G F), Qe P("E;G)}
faz de Z o P um ideal normado de polinomios.

Definicao 1.47. O dual polinomial de um ideal de operadores Z é definido por
IP-a(mpE; F)y = {P e P("E; F) : P* e Z(F*; P("E))}.
Se (Z,| - ||z) ¢ um ideal normado de operadores, definimos || P|zr-daua := |P*|z.

Teorema 1.48. Se T é um ideal de operadores, entio I¥ =% = 7% o P, Se (T, -|z) ¢

um ideal normado de operadores, entao | - ||zp-dua = || - || zauatop.

Demonstracao. Veja [14, Theorem 2.2]. O

Em particular, o dual polinomial de um ideal de operadores (fechado, normado,

Banach) é um ideal de polinomios (fechado, normado, Banach).

Defini¢ao 1.49. Um polinémio P € P(™E; F) é chamado:

(1) Compacto, em simbolos P € Pi(™FE; F), se P(Bg) é um subconjunto compacto de
F.

. *
(17) Fracamente compacto, em simbolos P € Py(™E; F), se P(Bg) I 6 wm subcon-

junto o(F, F*)-compacto de F.
Proposigao 1.50. (a) Px = Ko P = KMl op = [P~ ual,
(b) PW —WoP = Wdual oP = WP—dual'

Demonstragao. Veja [14, Corollary 2.4]. O
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1.4 O produto tensorial projetivo

Nesta secao construiremos, para uso posterior, o produto tensorial projetivo
de espagos normados e faremos uma breve exposicao sobre a linearizacao de operadores

multilineares e polindomios homogeéneos.

Sejam Xy, ..., X, espacos vetoriais. Dados z; € X1,...,x, € X,,, considere o

funcional linear

$‘1®®£Ifn L(Xl,,Xn) —’K, «I1®®xn(T) :T(l'l,,l’n)

O produto tensorialde X1, ..., X, é o subespago do dual algébrico de L(Xj, ..., X,)
gerado pelos funcionais da forma r; ® ... ® x,. Denotamos esse espaco por X; ® - - - ® X,
e chamamos seus elementos de tensores. Ja seus geradores, isto é, os tensores da forma
1 ® - ®x,, comx; € Xq,...,2, € X,, sao chamados de tensores elementares. Dessa

forma, um tensor z € X; ®---® X,, ¢ uma combinacao linear de tensores elementares, ou

k
seja,édaformaz=Ex\jx;(@---@x?, ondeAjeKexéeXl paral=1,... k.
j=1

Proposigao 1.51 ([40, Proposition 2.1}). Dados espagos normados E1, ..., E,, a fungdo
k

T B ® - ® E, — [0;0) definida por w(x) = inf {Z Ji] - - Hxﬂ}, onde o infimo €
=1
k

tomado sobre todas as representacoes x = Z x}@- QR
j=1
Além disso, (21 ® -+ @ xy) = |1 - - - |zl para quaisquer xy € Ey, ... x, € E,.

n

%, € uma norma em B, ®--- @ E,.

A norma definida acima é chamada de norma projetiva e o espaco normado
resultante é denotado por F; ®, --- ®, F,. Esse espaco é completo se, e somente se,
Ey,...,E, sao de dimensao finita [40, Ex.2.4, Ex.2.5]. Como pretendemos trabalhar
com espacos de dimensao infinita, consideraremos o completamento Ei®, - ®. E, de

F ®; - ®; E, segundo a norma projetiva.

O espaco completado é chamado de produto tensorial projetivo. Dados espagos
normados FE ..., F,, da definicao da norma projetiva segue que o operador n-linear

canonico
On: By X x B, — Q- QB op(x1,...,2,) =11 Q- Q@ T,
¢ continuo e |o,| = 1.

Proposicao 1.52 ([40, Theorem 2.9]). Sejam Ei, ..., E, e F espacos de Banach. Para
cada operador n-linear continuo A € L(FE1, ..., E,; F) ezxiste um unico operador linear
continuo Ay, € E(El@)ﬂ R B F) tal que A = Ap o 0,. Além disso, a correspondéncia
A —— Ap € um isomorfismo isométrico entre os espacos de Banach L(Ey,..., E,; F) e
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O operador linear Ay, é chamado de linearizacdo do operador n-linear A.

Definicao 1.53. Seja E' um espago normado. Dizemos que um tensor z € EQFE é simétrico

n
se tem uma representacao z = 3 Z(ai ®b; + b; ®a;), onde n € N, q;, b; € E para cada

. i=1
1=1,...,n.

Os tensores simétricos formam um subespaco de £ ® E, que denotamos por
E®® E. Também denotaremos por E@iE o fecho de E ®° E no completamento E®,E de
EFEQFE.

Da mesma forma definimos um tensor n-simétrico como um tensor z € Q" E =

E® ) ®F que tem uma representacao da forma

Sl () o) (i)
Z= ;n; 2 ol @ Tolyy @ @ Tl

o€eSy
onde S, denota o grupo de permutacoes de n elementos e xgl), e ,xs) € F para cada
1=1,...,m.
Definimos, para z1,...,x, € I,

S S S 1
Q& & Tn = Z To1) @ Lo2) Q-+ @ Ty(n)-

" oeSh

Notemos que para x1 = -+ = x,, = x, temos Q" x := r® o) R = z®° o) ®°x.

Usando a classica formula de polarizacao

1 n
1R 12Q - @, = Z 51"'6n®n[x0+25k‘xk]7
k=1

19n
n!2 81,0, 0n€{—1,1}

temos o seguinte resultado:
Corolario 1.54 ([24, Corollary 1.5]).

®"*E = span{z; ® 22 ®° -+ - ®° x,, : x; € B} = span{®"x : x € £}

= {Z&j(@"xj:meN, .TjEE, ozjqu},

7j=1

onde Cg :={—1,1} se K=R en € par e Cg := {1} caso contrdrio.

Definimos ®°F = EQ; ) ®; E como sendo o espago vetorial gerado pelos
n-tensores simétricos munido com a topologia projetiva, que ¢ a topologia induzida pela
topologia projetiva em QI F = EQ, o ®rE. O completamento de ®"*E serd denotado

por @:SE e chamado de produto tensorial simétrico projetivo.

O resultado a seguir é imediato.
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Proposicao 1.55. Seja m € N. A aplicacdo
o E—®E, §p(r) = @M,
¢ um polinomio m-homogéneo continuo de norma 1.
Um importante resultado devido a R. Ryan em [39] é o seguinte.

Teorema 1.56. Sejam E, F espagos normados. Se P € P(™E; F), entao existe um unico

operador linear Pp € E(@,Tm’sE; F) tal que P = Pp o 8%, isto é, o sequinte diagrama €

comutativo:
E i F
5m
E P,
®.°F

Mais ainda, a correspondéncia P «—— Py é um isomorfismo topoldgico entre os espacos

~m,s

normados P("E; F) e L(®, E; F).

O operador linear Pj, é chamado de linearizacdo do polinomio P.

Observacao 1.57. Serd importante considerarmos o caso escalar no Teorema 1.56, isto é

F = K. Neste caso, chamando de L” a correspondéncia P — Py, decorre que o operador
L P("E) — (&"E)" , Ln(P) = Pr,
¢ um isomorfismo topolégico.
Teorema 1.58. Sejam n € N, E, Fy,...,E,, F, Fi,...,F, espacos normados, u €
L(E;F), uje L(E}; Fy), j=1,...,n. Entao:
(i) Existe um tnico operador linear continuo
1O ®uy: BBy ®rFy — Fi®y - &rF.

tal que

para todo x; € E;. Mais ainda, |ug ® - @ u,| = |ur]| - - - |[un-

(ii) Ewxiste um tnico operador linear continuo @ u: @-F — Q. F tal que @ u(Q@"x) =
®"u(x) para todo x € E. Mais ainda, | Q" u| = |u|".

(iii) Existe um tinico operador linear continuo @ u: @, F — &, F tal que @ u(®"x)
®"u(x) para todo x € E. Mais ainda, | @™ ul| = |ju|™.
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Demonstracao. Veja [40, Proposition 2.3] para (i), (i7) é consequéncia direta de (i), e

(i7) segue de (7). O
Recordamos a seguir alguns conceitos desenvolvidos por R. Alencar e K. Floret

em [1] que nos serdo tteis mais a frente.

Definicao 1.59. Sejam E um espago normado e 0 < o < 1.

(i) Uma sequéncia (x,), € E é dita 7,-convergente a 0 se existe uma constante C' > 0 tal

>

neB

que < C|B|“ para todo subconjunto finito B < N (|B| denota a cardinalidade de

(i¢) Uma sequéncia (z,), € E é chamada de 7,-convergente a x € F se (z, — x), ¢

To-convergente a 0.

(i4i) E tem rank « se a 7,- convergéncia em F implica em convergéncia com respeito a

norma. Dizemos que E tem loose rank « € (0, 1] se tem rank p para todo 0 < p < a.

(iv) E tem a propriedade P, se toda sequéncia o(FE, E*)-nula admite uma subsequéncia

To-convergente.

Proposicao 1.60. Sejam E um espago de Banach reflexivo com a propriedade P, e F
um espago de Banach reflexivo com rank p (ou loose rank p) tal que ma < p (ou m.av < p).

Entao:
(i) Todo polinomio P € P(™E; F) é compacto.

(i1) P(™E; F) € reflexivo.

Demonstragao. Ver [1, Corollary 3.2.3] O
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CAPITULO 2

ADJUNTOS GENERALIZADOS

O adjunto (dual, conjugado ou transposto) u*: F* — E* de um operador
linear continuo u: & —> F entre espacos de Banach é uma nocao central em Analise
Funcional Linear. Estendendo esta nocao para o caso nao-linear, Aron e Schottenloher
[4] definiram o adjunto P* de um polinomio homogéneo continuo P, que se tornou uma
ferramenta béasica instantaneamente em Analise Funcional Nao-Linear e em Holomorfia
em Dimensao Infinita. Aplicagbes recentes do adjunto de um polinémio homogéneo podem

ser encontradas, por exemplo, em [19, 29, 44].

Nosso proposito neste capitulo é mostrar que estes adjuntos sao casos particu-

lares de uma noc¢ao muito mais geral, que chamaremos de adjuntos generalizados.

Nas Secoes 2.1 e 2.2 desenvolvemos as primeiras propriedades desses adjuntos
generalizados. Estabeleceremos, por um lado, que muitas caracteristicas da teoria linear
sdo, na verdade, casos particulares da teoria geral (nao-linear). Por outro lado, uma
diferenga crucial entre as duas teorias sera detectada (veja Proposigao 2.19 e Exemplo

2.20), deixando claro que hé espago para novas pesquisas na teoria geral.

Devido ao forte sabor nao linear da teoria geral, espera-se que os argumentos
lineares canonicos nao funcionem no cenario geral. Claro que isso é verdade, argumentos
nao lineares serao demandados ao longo de todo o trabalho; mas, tao importante quanto
isso, o cenario geral também revela fenomenos que nao podem ser descobertos na teoria

classica (ver Proposigao 2.23), reforgando a pertinéncia de futuras pesquisas no assunto.

Na Segao 2.3, tendo em mente o trabalho de R. Alencar e K. Floret [1],
estabelecemos um teorema de coincidéncia para os adjuntos generalizados ALZ, k € N, do

ideal de operadores 7.
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2.1 Teoria geral

A seguir apresentamos a definicdo de adjunto generalizado de um polinémio

homogéneo e damos algumas propriedades.

Definigao 2.1 (Adjunto Generalizado). Dados P € P(™E; F), n, k € N, definimos o

k-adjunto generalizado de ordem n do polinomio P da seguinte forma:

AP P("F) — P("E) , ALP(q)(z) = [o(P(2))]".

Antes de apresentar as propriedades dos adjuntos generalizados, vamos apre-
o
sentar um lema técnico que vai nos ajudar nas contas. Por Bg indicaremos a bola unitaria

aberta do espaco normado F.

Lema 2.2. (i) Seja j: G — E uma sobrejecio métrica entre espagos normados. Entdo
lil =1 e j(Bg) =Beg.
(i1) Se Pe P(™E; F), entao |P| = sup |P(z)].

|l <1

(i4i) Sex e E ekeN, entdo |z|" = sup |q(z)|.

Demonstracao. (i) Veja [35, B.3.6].
(ii) Notemos que, para todo k € N, (1 — 1/k)Br €Bg< Bg. Logo,
sup  |[P(x)] < sup |[P(2)] < sup [P(z)].
z€(1-1/k)Bg :L"EBOE 2€BE
E também para todo k£ € N vale que
sup | P(z)| = sup |[P((1 = 1/k)y)| = (1 = 1/k)"™ sup |P(y)].

z€(1-1/k)Bg yeBE yeBE

Portanto,
(1 =1/k)™ sup [|[P(y)| < sup [P(2)] < sup |P(z)]

eB zeB
YELE 2€Bg E

para todo k € N. O resultado segue fazendo k — 0.

(iii) De fato, sabemos que |¢(z)| < |q| - [z]*, logo sup |q(z)| < ||z||*. Para z = 0,
qEB'p(kE)

pelo Teorema de Hanh-Banach existe ¢ € E* tal que ||¢| = 1 e p(z) = ||z||. Logo,
¢:=¢" e P(E), [al = l¢]* =1 e ¢"(x) = [2]". Assim,
J2]* = le@)[" < sup q(=)].

qEBp(k E)

Um primeiro resultado nos diz que o adjunto generalizado de um polinémio é
um polinomio e que, além disso, recupera as nogoes classicas de adjunto de um operador

linear e de adjunto de um polindomio homogéneo no sentido de Aron e Schottenloher.
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Proposicao 2.3.

(i) Se Pe P("E;F), n, ke N, entao AL P é um polinémio n-homogéneo continuo bem

definido e |ALP|| = ||P|*".
(i7) AL € um polinémio kn-homogéneo continuo, isto €,

Ay eP ("P(MEF); P("P(F); P(M"E)))
e Akl =1.

Este primeiro resultado generaliza os seguintes fatos: u* € L(E;F), P* €
L(F*;P("E)), |u*|| = |lul, |P*| = |P| e as correspondéncias u — u* ¢ P — P* sdo
operadores lineares de norma 1.

Demonstragao. (i) Lembrando que a composi¢do de um polindémio [-homogéneo com
um polinomio s-homogéneo ¢ um polinomio [s-homogéneo e que a multiplicacao de dois
polinémios escalares em P('E) é um polinomio em P(* E), segue que A} P é bem definido.

E fato que A} P é um polinémio n-homogéneo continuo pois é gerado pelo operador n-linear

continuo A: [P(*F)]" — P(™*E) definido por

Algr; -+ @) (@) = 1 (P(2)) - - au(P (),

para todos ¢y, ...,q, € P(*F) e todo x € E. Usando o Principio do Supremo Iterado (veja
[5, Exercise 2.4.12]) e o Lema 2.2,

IALP| = sup |ALP(q)| = sup sup |A}P(q)(x)| = sup sup |q(P(x))["

Jal<1 lal<t Jal<1 lal<1 o<1
= sup sup |¢(P(x))[" = sup |P(z)[*" = |P|*".
Jel<1 q|<1 Jall<1

(i) Basta usar (i) e o fato de que a aplicacio A: P("E; F)" — P("P(*F); P(™"E))
dada por

APy, .. Py P (@)(x) = q(Pi(), ..., Pe()) - - G(Pn—1yks1(2), - - ., Pen(2)),
¢ uma aplicagao kn-linear continua que gera Aj. a

Para avancar nas propriedades dos adjuntos generalizados precisamos do se-

guinte resultado.

Lema 2.4. Dado um polinémio R € P(™E; F'), existe um polinémio Wgr € P("(Ex E); F)

tal que:

(i) R(z +y) = R(z) + R(y) + Wr(x,y) para todos x,y € E.
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(11) Se R é ndo nulo, entdo Wr = 0 se, e somente se, m = 1.

Demonstracgao. (i) Para R = 0 basta tomar Wx = 0. Suponhamos R # 0. Para m = 1
simplesmente tomamos Wx = 0. Para m > 1, do Corolario 1.10 temos

R+ = 3 (7 )R ) = Ra) + RO+ mZ (") a2,y

J

onde R(x(j), ym=a)y = 1:2(33, G 2, y, 779 ). A afirmacao segue do fato que a aplicacao

m—1

¢ um polindmio m-homogéneo continuo. De fato, Wi é gerado pela aplicacao m-linear
continua A: (F x E)™ — F dada por

m—1

A(('Thyl)a('x%y?)? xmaym Z ( ) 'r17x27"'7'rj7yj+17yj+27"'7ym)'

Jj=1

cuja continuidade segue de

A1 92)s- - @5 8)s (s )| Z( )R B sy Uit )]

m—1

<3 ( ) 1B el - sl - Tygol - - Ly

=1
—1

< <?) IR (| + gl - (| + g )

=1

Q

(gl + Igeal) - - Qzml + lyml)

(|R|| Z ( )) I o) 1| s |

(ii) E claro que Wi = 0 se m = 1. Agora suponhamos que Wgr = 0. Neste caso temos
R(z +y) = R(x) + R(y) para todos z,y € E. Tome zy € E tal que R(xy) # 0 e note que,
como R é um polinémio m-homogéneo continuo, 2" R(zy) = R(2z) = 2R(zy), de onde

segue que m = 1. O

O seguinte resultado, que segue do Lema 2.4 e da Proposicao 2.3, generaliza as
formulas (u + Av)* = u* + M\*, (P + AQ)* = P* + AQ* e mostra que as correspondéncias

classicas u — u* e P — P* sdo as Unicas que sao lineares.

Proposicao 2.5. (i) Ewziste um polinomio kn-homogéneo continuo War de P("E; F') x
P("E; F) em P("P("F); P(™"E)) tal que

AR(P+ Q) = AP+ AyQ + WAn(P Q)

para todos P,Q € P("E; F).
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(1) AL(P+Q)=ALP+ ALQ para todos P,QQ € P("E; F) se, e somente se, k =n = 1.

(i11) AYAP) = AP para todo A € K e todo P e P("E; F).

E conhecido, e ficil de ser provado, que as correspondéncias u — u* ¢ P — P*
sao injetivas. Para investigar a injetividade da correspondéncia geral P — A} P, que
na verdade ¢ um polinomio homogéneo, primeiramente precisamos lembrar quando um
polinomio homogéneo pode ser injetivo. Apesar de ser bem conhecido, provaremos o

seguinte resultado:

Lema 2.6. Se existe um polinomio injetivo em P("E; F'), entdo ou m =1 ou m € impar

e K =R.

Demonstragao. Basta mostrar que se P € P("E; F) é injetivo e m > 1, entdo m é impar

e K = R. Para isso, suponhamos, por absurdo, que m seja par ou que K = C.

e Se K = C, consideremos «, 0 € C, raizes m-ésimas da unidade distintas. Note que
P(fz) = 0™P(z) = P(z) = a™P(x) = P(ax)

para todo x € E. Tomando z = 0, como P é injetivo, temos fx = ax. Isso implica

que o = 6 = 0, o que é uma contradicao.

e Se m é par, para todo z € E com x = 0 tem-se P(x) = P(—x) e, como P é injetivo,

segue que x = —x, contradi¢ao esta que completa a demonstracao.

Tendo em mente o lema acima, o proximo resultado mostra que a correspon-

déncia P — A} P ¢ injetora sempre que pode ser injetora.

Proposicao 2.7. Se ou k =n =1 ou kn € impar e K = R, entao a correspondéncia
PeP("E;F)— AP e P("P(*F); P(™"E)) ¢é injetora.

Demonstracao. O caso k = n = 1, segue da Proposi¢ao 2.3, pois nesse caso a correspon-
déncia é uma isometria linear. Suponhamos agora que kn seja impar, K=R e P, = P,.
Tomando zy € E tal que Pi(xg) = Ps(xg), pelo Teorema de Hahn-Banach existe y* € F'*
tal que y*(Py(x0)) = y*(Pa(xy)). Portanto (y*)* € P(*F) e

(ARP)((y")*) (o) = y* (Pr(w0)™ = y* (Pa(w0))™ = (AR P)((y")") (o)-
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Agora mostraremos que as férmulas (v ov)* =v* ou™ e (uo P)* = P* ou™ sdo

casos particulares de uma férmula muito mais geral.

Proposicao 2.8. Sejam m,n, k,r,s e N, E, F e G espacos de Banach. Se P € P ("E; F)
eQeP("F;G), entio A} (QoP)=A;  PoALQ =A",PoA;Q.

rnk rsk
Demonstracao. Considere as seguintes cadeias de operadores:
E - r % q

ATQ
—

P(kG) P(rnkF> AMP P(mnkr5E> .

Para e P(*G) e v € F,

(A% P o ALQ)(g)(x) = (A% P)ALQ())(z) = [AFQ(q)(P(x))]
= q(Q(P(2)))" = q((Q o P)(x))™ = AF*(Q o P)(q)(x).

Isso prova a primeira igualdade. A segunda segue da simetria da primeira em relacao a n e
S. O

Corolario 2.9. Dadosl e N, Pe P("E; F), entao

(idg)) o ATP = (ARP) = AP'P.

Demonstragao. Se g€ P(*F), z € E,

(ARP) (9)(x) = [(ALP) (@)] () = [(ALP) ()(2)]' = [a(P(x)"]
)

Se um operador linear u é sobrejetor (respectivamente, um isomorfismo), entao
seu adjunto u* ¢ injetivo (respectivamente, um isomorfismo). Agora daremos versoes mais
gerais desses fatos. Devemos ter em mente as restricoes dadas no Lema 2.6 para um

polinomio homogéneo ser injetivo.

Proposicao 2.10. (i) Seja P € P ("E; F) um polinomio sobrejetor. Se oun =1 oun
¢ impar e K = R, entao AP € injetor para todo k € N.

(ii) Se j: G — E é uma sobrejecdo métrica, entio A.j € uma injecdo métrica para todo
ke N.
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(iii) Se uw € L(E;F) é um isomorfismo (isométrico), entdo Aju é um isomorfismo
isométrico) e (Alu) "' = AL(u™") para todo k € N.
k k p

Demonstracgao. (i) Seja k € N. Analisemos os seguintes casos:

e n = 1. Neste caso, AjP: P(*F) — P("*E) é um operador linear continuo. O

resultado segue da seguinte forma:

ALP(q) =0 = q(P(z)) =0 para todo v € E
= ¢(y) = 0, para todo y € F' (pois P é sobrejetor)
=q=0.

e n ¢ fmpar e K = R. Neste caso, AP é um polinomio n-homogéneo continuo.
Suponhamos que AYP(q;) = AP(gy), onde qi, ¢ € P(*F). Entao q(P(x))" =
¢2(P(x))" para todo x € E. Logo, ¢ (P(x)) = ¢2(P(x)) para todo x € E. Portanto,
¢1(y) = ¢2(y) para todo y € F' (pois P é sobrejetor). Assim, q; = ¢».

(ii) Para todo g € P(*F),

12,5 (@)| = llgoj| = sup |g(i(z))] = sup |q(y)| = |4l
Jz)<1 lyl<1

onde a primeira igualdade segue da definicao de adjunto generalizado, a segunda e quarta

igualdade seguem do Lema 2.2(i7) e a terceira igualdade é consequéncia do Lema 2.2(i).

(iii) Seja k € N. Por (i), sabemos que Aju é injetor. Agora mostremos que Aju é sobrejetor,
isto ¢, para todo R € P(*E) existe S € P(*F) tal que Aju(S) = R. De fato, dado
ReP(*E), definindo S := Rou~' € P(*F), temos

Aju(8)(z) = S(u(z)) = (Rou ) (u(z)) = R(z).

Segue que Aju é bijetor. Como Aju é um operador linear continuo bijetor entre espacos
de Banach, pelo Teorema da Aplicacio Aberta segue que Aju é um isomorfismo. Agora
suponhamos que u seja um isomorfismo isométrico. Neste caso, |z < 1 < |u(x)| < 1,

donde segue que

[Aku(g)] = sup [lq(u(x))] = sup [q(u(z))] = [ql-

lzl<1 lu(z)]<1

Considerando as cadeias de operadores
—1
FE - F “5 EF % F e

Aju Af(uh) Aju

P(*F) = P(*E) = P("F) =% P(“E),
de

Ap(u™t o) = Apidg = idpppy e Ap(uou™) = Ayidp = idpgp)
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segue que
A]{ZU O Ai(u_1> = de(kE) (& Ai(u_l) O Aiu = de(kp),

0 que nos permite concluir que (A,ﬁu)_l = A, (u™h). O

Sejam u € L(E;F) e Jg: E — E*™ o mergulho candénico. Nosso préximo

objetivo é mostrar que o bem conhecido diagrama comutativo

E u F
A o
Ex* u** ks

é verdade em um nivel muito alto de generalidade. Primeiro, precisamos da seguinte

generalizagao do mergulho canonico Jg.
Definicao 2.11. Sejam m, n € N e F um espaco de Banach. Definimos
Jp" E—P("P("E)), Jg"(x)(q) = q(x)™

Proposigao 2.12. J;"" é um polinémio mn-homogéneo continuo e ||Jg5™"(z)| = |=|™"

para todo x € E.

Demonstragao. Vejamos que Jz"" é um polinomio mn-homogéneo. Para isso, considere

a aplicagdo A: E'x ") B —s P(MP("E)) definida por

Ay, ) (@) = G215 T0)d(Tng1s - - 2n) - QT m—1)nt1s - - - Tmn),s

para todos x1,...,Tm, € E e todo ¢ € P("E). Notemos que A é bem definida, pois para
X1, .., Tmn € E fixos, cada A(xq,...,Zmn,) é o polindomio gerado pelo operador m-linear
continuo By, . 4,..): P("E)™ — K dado por

ZImn

v

B(xl,...,xmn)(qla < 7QM) = 61(531, R >$n) T qm(m(mfl)nJrl? SR >xmn)7

para todo q1,...,qn € P("E), cuja continuidade segue de

|B(a:1 ..... ;L’m")<q17 oo 7qm)| = |(11(x17 <o 7xn) o q/m(x(m—l)n—&-l? oo 7xmn)‘
<|lqull - ldmll - ool -~ @l - [2n-1yner] - - |Zma]

< Kl lgml - ol anl - - [2en-nnsal - J2mnl,

para alguma constante K > 0. A mn-linearidade de A é ébvia e sua continuidade segue de

[ A1, wnn) | = sup [A(zy, .. 2 ()]
lall<1
= Sup |(j(fL‘1, s 7wn) T Cj(x(mfl)nJrla s 7Imn)|
lall<1

< Kl Jaal - lzmm-vnell - |zmn]
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para alguma constante K’ > 0.
E claro que Jg" é o polinémio gerado por A.

Para a segunda afirmacao, dado x € E, usando o Lema 2.2 (7ii), temos

|5 ()] = sup [Jg" (z)(q)] = sup [g(x)™] = |=]™".

lall<1 lgl<1

Observagao 2.13. (a) Dizemos que o polindémio J5"" é uma generalizacao do mergulho

.. .11
canonico Jg pois Jy = Jg.

(b) Vale a férmula Jp" = Al'idpmgy o Ji" para todos m,n. De fato, para todos
qeP("E)exeFE,

(ATidpmg) o JE") ()(q) = ATidpe e (J5"(2))(q) = [J5" (@) (idper)(9))]
= [J5"(@)(@)]" = q()™ = T (x)(q).

Agora estamos em condicoes de mostrar que o diagrama comutativo do bidual

de um operador linear é um caso particular de algo bem mais geral.

Proposigao 2.14. Dadosm, n, k,r, s€ N e P e P("E; F), A3 (AP)oJy™™ = Jurskop,

1sto €, o sequinte diagrama € comutativo:

E

rmnk nrs,k
JE Jr

A7 (ARP)

P ("P("E)) P P(“F))

Demonstracgao. De fato, para todos r € F e g € P(kF),

(a3 (aPy o ™) (2)(a) = A3 (ALP) (T () (0) = | J5™* (@) (A P(a))]
= [AFP(q)(@))"" = a(P())"™* = T (P(x))(q)
= (Ui o P) (@)(a).

Trabalharemos agora no sentido de investigar a continuidade w* — w* dos

adjuntos generalizados.
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Lema 2.15. Sejam Eo completamento do espaco normado E, (¢))x uma rede limitada

A~ A~

em (E)* e pe (E)* tais que p\(x) —> p(x) para todo x € E. Entdao v AR Q.

Demonstracao. Ja sabemos que py(x) — ¢(z) para todo x € E e devemos mostrar que
oA(Z) — () para todo T € E. Seja K > 0 tal que lipall < K para todo A e || < K.
Dados 7 € F e e > 0, da densidade de E em E existe z € E tal que |Z — z| < ¢/3K. Como
oa(x) — (), existe A tal que |pr(x) — p(x)| < €/3 para todo Ag < A. Logo, para todo
Ao <A,

oA(Z) = p(Z)] = [oA(T) = pal@) + ealz) — @(z) + p(x) — 0 (Z)]
< lea(@) — oa(@)] + loa(z) — (@)] + [@(x) — (2)]

loall - 12 — x|l + /3 + || - |z — Z|
13 g 13
L
sk T3t h3g TO

N

provando que @y (%) —> (%) para todo % € E. O

Adjuntos de operadores lineares sao sempre w* —w™* continuos. Para generalizar

este fato, devemos dizer o que significa a topologia fraca estrela em P(*E).

Definicao 2.16. Definimos a topologia w* em P(*E) como sendo a topologia em P(*E)
*

induzida pela topologia w* de <®i8E> por meio do isomorfismo topoldgico
~k,s *
LE: P(E) — (87°E) 5 L) = ar.

onde @)isE é o completamento do produto tensorial simétrico projetivo ®f;sE e qr é

a lineariza¢do do polinomio ¢ (ver [24, 39]). Como é usual, para © € E escrevemos

R r = 2® ) K.

A semelhanca do que ocorre na teoria linear, provamos a seguir que os adjuntos

generalizados sao sempre w* — w*-continuos.

Proposigao 2.17. Para todos n,k e N e P € P("E; F), o polinémio AYP: P(*F) —

P(™*E) ¢ w*w*-continuo.

Demonstragao. Seja (gy), uma rede em P(*F) tal que gy AR q € P(*F). Provaremos
que AZP(gy) AR AP(q) em P(™"E). Comecamos notando que, como gy TR g em

P(*F), entdo (qy)r, > g em (@iSF) , e portanto

(¢)1(2) —> qr(z) para todo z € ®°F. (2.1)
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Agora seja w = 2 A\ @™ e @UE. De (2.1), para j = 1,...,7, temos
j=1

[ (P(2)]" = () (@ P(z;)]" — [q0(@"P())]" = [a(P(z;)]",

isto é
AR P(q) () — ApP(q)(x;), para j =1,...,7. (2.2)

Dessa forma,
[ARP(qn)], (w) = [ALP(gy)] (ZA Q™ 1 > Z)\ ARP(g)], (@™ ;)

=ZAjA2P<qA><xj>ﬁZAjA2P ZA [A7P(q)],, (@7 ;)
=1 J=1

. (Z z @ ) = [AP(g)], (w).

Portanto, [A}P(q\)]; (w) — [APP(q)], (w) para todo w € ®""™*E. Como (gy)» é

limitada, uma vez que é w*-convergente, de

(mnk)!

(mnk)!
para todo A, segue que a rede ([A} P(q,\)] ), ¢ limitada. Usando o Lema 2.15 temos
[A%P(@)], 5 [AEP(a)], em (&7 E)" isto € ALP()) > ALP(q) em P("*E). O

I TARP (@)L | = [TARP(a)]” | < [ALP(g)] < [ARP] - o]

E bem sabido que a reciproca do resultado acima é valida no caso linear, isto é,
todo operador linear w* — w*-continuo de F* em E* é o adjunto de algum operador de
E em F. Isso também é verdade para o adjunto de Aron-Schottenloher de um polinémio
homogeéneo: se T' é um operador linear w* —w*-continuo de F* em P(™E), entao existe um
polinémio P € P(™E; F) tal que AP = P* = T (veja a demonstracio em [17, Corollary
2.3]). Nosso préximo objetivo é mostrar que essa reciproca nao é mais verdadeira no caso

generalizado.

Lema 2.18. Se P € P(™E;F), entdo LZ, o AP o (Li)™* [(5’}0P)L]*, isto €, o

sequinte diagrama é comutativo:

ALlp
P(*F) k P E)
Ly Ly

(@:SF) % [(553 o P)L]* (@ZL“E) *
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Demonstragao. Notemos que, como 65 o P e P(™ E; @i’SF), temos

~mk,s

6k oP) e L™ B;R"°F).
Logo, para todo ¢ € (@:SF)*,

[LEg o AyP o (L) ] (p) = LEL(ALP((LY) M () = LE(ALP(p 0 6}))
= LE(podfoP)=(podpoP)L
=po(dhoP)y = [(6%oP)L]" ().

Agora estamos em condi¢oes de mostrar que, mesmo no caso n = 1, a reciproca
da Proposicao 2.17 nao é valida em geral. Isso estabelece que, nao apenas em relagao as
demonstragoes, mas também em relacao aos resultados, as teorias generalizada e classica
nao sao ideénticas. Isso evidencia a pertinéncia do estudo da teoria geral e deixa claro que

ha muito o que fazer nesta teoria.

Proposicao 2.19. Seja k£ > 1 e suponha que exista um polinomio sobrejetivo R €
P(™ E; (). Entio existe um operador w* — w*-continuo T € L(P(*61); P("FE)) tal que
T = AP para todo P € P(™E; ().

Demonstracao. Como @i’sél ¢ topologicamente isomorfo a @fjl [3, Lemma 5.2] e este
ultimo espago é isomorfo topologicamente a ¢; [40, Ex.2.6], podemos considerar um
isomorfismo topolégico I: {; — ®:’s€1. Uma vez que R € P(mkE;El) ¢ um polinémio

sobrejetivo, Q) := o Re P (mkE; @:’S€1> ¢ um polinomio sobrejetivo também. Definimos
T:= (L)~ o (Qu)* o L € LP(*6); P(™E)),

e notamos que, como adjuntos de operadores lineares sao w* — w*-continuos, T é w* — w*-
continuo pela Definigao 2.16. Suponhamos que exista um polinomio P € P(™FE; (1) tal que
T = A, P. Neste caso, do Lema 2.18 temos (Qr)* = [(d}, o P)L]*, portanto Q = d;, o P,
isto é, Q(z) = ®"P(x) para todo x € E. Portanto,

~k,s

/\k;7
&l = Q(E) = @l = ®,7 4,
a partir do qual poderiamos concluir que o espago incompleto ®ff€1 é completo. Essa

contradicao completa a demonstracao. O

O préximo exemplo completa a falha da reciproca da Proposicao 2.17, o que

confere uma caracteristica propria a teoria generalizada de adjuntos.
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Exemplo 2.20. Sejam m, k € N tais que mk seja impar e k > 1. Vejamos que
R e — Ly R((A)jen) = (A7) jen,

¢ um polinomio mk-homogeéneo sobrejetivo continuo, tanto no caso real como no caso

complexo. De fato, R é o polinomio gerado pelo operador mk-linear
P mk D m m
R (i)™ — l1, R((AD)jens - (AI)jen) = (Aj -+ N k)jeN,

que é continuo devido a forma generalizada da desigualdade de Hélder. O polinomio R é
sobrejetor pois, dada () ey uma sequéncia em ¢y, para todo j € N existe \; € N tal que

K
AN =aj e
a0 0 o0
DTN = DTN = D ey < 0.
=1 j=1 j=1

Finalmente, pela Proposicao 2.19 existe um operador w* —w*-continuo T € L(P(*¢1); P(™ 1))
tal que T = A, P para todo P € P("™lyi; 1)

2.2 Polinomios de tipo finito e posto finito

Agora que sabemos, como esperado, que resultados lineares podem falhar na
teoria geral, seguiremos na direcao oposta, a saber, nosso proximo objetivo é mostrar que
na teoria geral valem alguns resultados que sao insuspeitados no caso linear. Isso reforga

nossa tese de que ha muito a ser descoberto na teoria geral.
Lema 2.21. Dados E, F espacos de Banach e m € N,

k
Pi("E; F) = {Z P12 - Pmj @bj iy € BT, bj € F, kEN}-

k
Demonstracao. Lembrando que P¢("E; F) = {Z 0 ®bj ;e B, bjeF, ke N},
j=1
segue imediatamente que

P mE F {280173(7027] @m,j@bj:(pi,jEE*a bjEF, kEN}

Agora seja P = Z ©1,P2; - - Pm; ®bj, onde @; ; € E*, b; € F, k € N. Usando [22, pagina
j=1

42], temos que para cada j, p1,92; .- ©mj € Pr("E), logo ©1 02 ... ¢Ym,; = Z ;i fis

. .
onde f;; € E* e a;; € K. Assim

-5 (B o] -5 o nsn

j=14i=1
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Lema 2.22 (Formula Multinomial). Se A é um anel comutativo e z1,...,x; € A, entdo
(x1+ -+ x)" = Z Hxa’
IIz lalz 1

apt-top=n

Demonstracao. Veja [7, pagina 33]. O

De acordo com o que acontece com o adjunto de um operador linear e com o
adjunto de um polinémio homogéneo segundo Aron-Schottenloher (ver [17, Lema 2.1]),
espera-se que se o polinémio P for de tipo finito (respectivamente, de posto finito), entao
ALP ¢ de tipo finito (respectivamente, de posto finito) também. Para operadores lineares,
ser de tipo finito é o mesmo que ser de posto finito, e esta é a razao pela qual a seguinte

propriedade mais geral s6 pode ser revelada em nosso cenario generalizado.

Proposicao 2.23. Sejam E, F espacos de Banach e P € P("E; F). Se P e Pr("E; F),
entio AP e Pi("P(*F); P(™*E)) para todos k, n e N.

Demonstracao. Sejam [ € N, P,,..., P, € P("E) e by,...,by € F tais que P(x) =
!

Z P;j(x)b; para todo x € E. Aplicaremos um argumento combinatério delicado usando

a Férmula de Leibniz e a Formula Multinomial. Para facilitar a compreensao do leitor,

faremos um caso especifico primeiro, e depois voltaremos ao caso geral. Facamos, neste

primeiro momento, o caso [ = n = k = 2. Neste caso, para g€ P(*°F) e z € E,

[ASP)(q)(x) = q(P( ))2 = [q (Py(x)by + Pa(z)b2)]?
= [§ (Pi(x)by + Py(x)by, P (x)by + Py(x)by)]?

[ > - ,k ()1 Py () k2 (b & b(k2))r

k1+ko=2

2
=[5t 1 ()2 Pa(@) (b 057 )+ i P (@) Pa@) (b5 051 ) + g P1 ()0 Pa ()2 (617 057 ) |

2!
= 2: ("' 'ChO'CHJ'C%27
&Qﬁ.all.agg.

ag o+ai,1+ap,2=2

onde

2' . @2,0 2[ 5 ai,1
Cap = [Wpl($)2P2($>oq <b§2), bgo)ﬂ , O = [Mpl(x)ng(a:)lq (bg”,bg”)] e

2! o (70 @\ |
(}lg Eﬁéifﬁ( ) fb(x) q (bl 7b2 )

Esta é a igualdade que nos permitira concluir a demonstracao. Voltando ao

caso geral, para g € P(*F) e x € F, da Férmula de Leibniz (Teorema 1.9) e da Formula
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Multinomial (Lema 2.22), temos

3

[AFPI(g)(x) = q(P(x))

l n 1 (k)
- [q (Z Pj(rv)bj)] = cz(Z Pj<x>bj>

k! .
S e nwra ()
k1+-+k=k H k’l'
=1

k1+~§kl=kakl """ K N +ki=k
TS
Bo(r k) s (p0) (k)
onde Cy, g z Pi(x)" | q(by",...,b . Logo,
Hkﬂ i=1
i=1
T
l
C k! P ki | b(kl) b(kz)
n k1,...,k; n n Z(x) q ) )
ki+---+k =k ki+---+k =k H kl' i=1
i=1
.ok

..........

onde
1
K(O‘kl ,,,,, Ky ke th=k) = l_[ ] e
kot =k (Ilkﬂ)
=1
l
P(Oékl ,,,,, Icl:k1+"'+kl=k)(x>_ H le(x)kzakl """ i
kit tk=k \i=1
o k k k1,.es ky
Q(akl ,,,,, kl:k1+---+kz=k)(Q) H [(] (bg 1)7 7bl( l)> ]
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Portanto,
n
[AEP](q)(x) =
Z @(akl ..... klik1+"'+kl:k)P(ak1 ..... klik1+"'+kl:k)(x)Q(ak1 ..... klik1+"'+kl:k)(q)
2 AR ek =T
key+--+ky =k
Z @(akl,...klik1+"~+kz:k)P(ak1 ,,,,, klik1+"'+kl:k)Q(ak1 ..... ky kit tki=k) (q)(:v),
b Oyl =1
R
onde
n!(khH)"
@(akl ,,,,, gkt tki=k) = K(Oékl ,,,,, Ky k1t ki=k)-
1_[ ak17--~7kl!
fey otk =k

,,,,,,,,,,

.....

Ay ek
Qan,, .tk +eth—k) = 1_[ [\If@gkl)mb;kn)] :
key+ Ak =k
onde

v k k
Vo, o) POF) — K W oy (@) = 3 (017, 0f)

¢ um funcional linear continuo. Finalmente, do Lema 2.21 segue que Ay P é de tipo finito.
O

Terminamos esta secao com uma reciproca parcial da proposi¢ao acima. A

demonstragao ilustra a interagao entre argumentos lineares e nao-lineares.
Proposicao 2.24. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um polinomio P €
P(ME;F):

(1) P tem posto finito.

(i1) ALP é um operador linear de posto finito para todo k € N.

(i4i) ALP é um operador linear de posto finito para algum k € N.

Demonstracao. A implica¢do (i) = (ii) segue da Proposi¢do 2.23 e a implicacao
(ii) = (iii) é 6bvia. Para provar a implicacdo (iii) = (i), suponhamos que AP €
L(P(*F); P("*E)) tenha posto finito. Como a classe dos operadores de posto finito é

um ideal de operadores, do Lema 2.18 concluimos que o operador linear [(5’} o P) L]* €
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L ((@isF > <®mk SE) ) tem posto finito. Mas o ideal de operadores de posto finito

~mk,s ~k,s

é completamente simétrico [35, Proposition 4.4.7], logo (6% o P); € L (@ E:®, F)
tem posto finito. Agora, de [15, Proposition 3.2.b] temos 0% o P € Fo P (mkE @ks )

Por outro lado, em [33, Proposition 3.1.b] mostra-se que F o P = Pz. Assim segue que o
polinomio 55? o P tem posto finito. Desse modo, concluimos que a imagem de 61’3 o P nao

contém infinitos vetores linearmente independentes.

Suponhamos que P nao tenha posto finito, isto é, existe (x;)7~; < E tal que o

1
conjunto {P(x1), P(xs), P(x3),...} é linearmente independente em F'. Dje [40, Proposition
1.1} sabemos que o conjunto {P(z;,) ® P(x;,) ® - ® P(z;,) : 41,42,...19 € N} é linear-
mente independente em ®"F, assim seu subconjunto {@ P(z1),® P(xg) QF P(z3), } é
linearmente independente na imagem de 55‘2 o P. Esta contradicao mostra que P tem posto

finito. O

2.3  Um teorema de coincidéncia

Por teorema de coincidéncia entendemos um resultado que mostra uma situacao
especifica em que uma classe especial de operadores (ou polinomios), que em geral nao
coincide com o espaco todo, nesta situacao especifica coincide com o espago todo. Por
exemplo, é bem conhecido que (relembre que W denota o ideal dos operadores lineares

fracamente compactos):

(i) Se E é reflexivo, entdo L(E;F) = W(E; F) = A{W(E; F) para todo espago de
Banach F

(i) Se F é reflexivo, entdo L(E;F) = W(E; F) = A{W(E; F) para todo espaco de
Banach E.

Dados espacos de Banach F e F', definimos

AW(E; F) ={ue L(E;F): Ajue WPFF); P(*E))}.

A estrutura matemadtica desse conjunto serd estudada na Se¢ao 3.3. Nesta
secdo mostramos que, sob certas condi¢des, A,W(E; F) = L(E; F) para todo k > 2.
Precisaremos do lema a seguir e que o leitor se lembre da convencao P(°E; F) = F, isto ¢,

que polinomios 0-homogéneos sao fungoes constantes.

Lema 2.25. Sejam r, s € Ny, k € N tais que r+s < k eu,v € L(F; F). Entao a aplicagdo

RF, o P*F) — P(E;PCE;P* " °F))),

u” s
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RE, (@) (@)(2)(y) = ¢ ([w(z)]"), [v(a)]), y*r=2))
para todos g € P(*F), z, 2’ € E ey e F, é um operador linear continuo, isto ¢, Rﬁrﬂ,s _

L(P*F);PUE;PCE,PF°F)))).

Demonstracao. Provemos primeiramente que Rﬁws é bem definida. Sejam g € P(*F),
x, 2’ € E. Por ser facil, omitimos a demonstracao de que, da maneira como definiu-se,
R, o (q)(x)(2) € P(*7"7°F). Para ver que R}, ..(q)(z) € P(°E; P(*7"°F)), note que é o

polinomio gerado pelo operador multilinear

Ay, ) (y) = 4 ([u(@)] W, o(2h), . u(al), ")

para todos x1,...,zs € E, y € F, que é continuo pois

[A(@), ..., 2f)] = sup |(j ([u(g[;)](r)’ v(z)), ... v(z)), ykfrfs)‘

lyll<1
< gl lul™- - fol® - ] - -
E Rl .(q) € P("E; P(°E; P(*""°F))) pois é o polindmio gerado pelo operador multilinear

B(xl’ e ’w’")(m/)(y) = qv<u(x1>7 s >u($r)a v(x/)sv ykiris)a

que é continuo pois
IB(as,...,w)| = sup [Blor,...,z,)()]
l='|l<1

= sup sup |B(z1,...,z,)(2")(y)|

lz"<1 Jly[ <1

= sup sup ’é(u(wl), (), v(a)s YR
l='lI<1 flyl<1

< gl - lul™- fealf - e ] - ol

Vejamos agora que Rﬁr’vs é linear: se p, g e P(*F), z, 2’ e B, ye F, A e K,

Rl o (p 4+ A)(2)(2)(y) = (p+ Ag)" ([U(l’)]’l [o(z)]*, 4" )

) (7’)7[ (s) k r— s)

o], y“f ) 520 () )
) (y) + ARbr s (q) () (2") (y).
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Por fim, a continuidade segue de

| R oo (@) = sup [ Ry o(q) (@) = sup sup | Ry . (q)(x) ()]

lzl<1 |z <1 [2"<1

= sup sup sup ‘Rur v )(x)(ﬂf/)(?/”

o<1 o<1 [yl<1
= sup sup sup | ([u(@)]", [o()]", 5"
o<1 2’| <1 [y|<1

v r S kk T S
< Nl frel™ - Jol® < o7 llal - Jul™ - ol

O Lema 2.25 nos permite fazer a seguinte definicao:
Definicao 2.26. Sejam u € L(FE; F) e k € N. Para cada r € {0, ..., k}, definimos
Alyyui= R o € LPCF) PO B P(F))
Notemos que A%m)u = idprp) € A%kjk)u = ALu.
Lema 2.27. Sejam r, k € Ny tais que 0 < r < k — 1. A aplicagdo
D: PUEL(E; P(1F))) — POHEPE1F)) | D(Q)()() = Q)(@)(1),

¢ um operador linear continuo.

Demonstracio. Dado Q € P("E; L(E; P(*"'F))), Q(z) € L(E;P(*""'F)) para todo
r € E, e portanto Q(z)(z') € P(*"'F) para todos z, 2’ € E. Logo, D(Q)(z) =
Q(x)(z) € P(*""'F), para todo Q € P("E;L(E;P(*"'F))) e todo z € E. Agora
vejamos que D(Q) € P(" E; P(*""1F)). Como Q(x1,...,x,) € LIE;P(*""'F)) para
todos x1,...,x, € F, o seguinte operador é multilinear:

(r+1)

A: Ex - xE—P*TIE), Az, .. 1) = Q- 20) (241,
e é continuo pois

[AGy, s ze) | = Q) (21, - - 20) (@41 | pe—r-1 )
<[(@)"(z1, ... z)|empi—r1r) - |2l
< Q1 - - el - Jr 4]l
Isso prova que D(Q) é o polindmio gerado pelo operador (r + 1)-linear continuo A, e

portanto D estd bem definido. Por outro lado, dados @, Q1, Q2 € P("E; L(E; P(*""'F)))
e A € K, para todo x € E temos

D(Q1 + AQ2)(z) = (Q1 + AQ2)(z)(z) = (Q1(z) + AQ2(7))(z)
= Q1(z)(z) + A[Q2(z)(x)] = D(Q1)(x) + AD(Q2)(z),
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HD(Q)HP(T“E;P(’“*T*F)) = Sup HD(Q)(x)HP(’C*T*lF) = Sup HQ(‘%XI)HP(’“*T*F)

[zl <1 []|<1
< sup |Q(@)|cmpeE-r1ry - 2] < sup Q- =] - |« = |Q,
[zl <1 ] <1
0 que completa a demonstracao. O

Proposicao 2.28. Sejam Z um ideal de operadores, uw € L(FE; F) er, k€ Ny tais que
0<r<k—1 SeAj,,uecZ(P("F);P("E;P(*"F))), entio

Ayt € Z(PF), P E, P(*1F))).

Demonstracao. Relembremos as definigoes:
A%k:,r)u : P(k’F) — 'P(TE; ’P(k_rF))
¢ Alyu@ @) =i ()], ),

A%k:,'r—i—l)u : P(kF> — P(r+1E; P(k—r—lF))
q — A%k,,,H)U(q)(x)(y) =g ([u(l‘)](r—&-l)’ y(k—r—l)) '

Pelo Lema 2.25 sabemos que T := Rﬁu ¢ um operador linear continuo.

Provemos que T' € Z(P(*F); P("E; L(E; P(* "' F)))). Para isso, considere a

composicao

Al u 6A1 u
PF) 2 PCEP(FTR) S5V P(CEL(E;P(*TTF)))
q — A%k,r)u(Q) — (A%kfm)u) © (A%k,r)U(Q)) )

onde

Ot ut PUE;P(TF)) — PCEL(EP(TIF)))
Q — A%k—r,l)u © Q
Vejamos que 5A%k_ L é um operador linear continuo: dados P, Q € P("E; P(*"F)), A e K

exekF,

Ont_yulP +AQ)(@) = [Aprpyue (P+AQ)] (@) = Afyu(P() + AQ(2))
= Al u(P()) + A, u(Q())
= (Ah_rpyuo P) (z) + X (A, hyuo Q) (x)
= (0a,ulP)+ 208 (Q)) (@),

(k—r,1) r,1)

Q) = AG-ryuo Q = sup | (Ap_p1yuoQ) (@)

lzl<1

< sup AL yul Q)] < AL .yul - |QI-

|z <1

HaA%k_r’l)u
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Dessa forma, (5A(lk— u © A%m)“) e Z(P*F);P("E; L(E;P(*""'F)))) e, para cada ¢ €
P(“F),

<6A(1k: 1"1) O A%kvr)u> (q) o 5A(k rl) (A%kvr)u(q>) = A%k_rvl)u © (A%kvr)u(q>) :

Logo,

(983, 0 Dliy) (@) @) (9) =

(k— 7"1)

provando que 7' = ¢ Al A(k r)

k— r,l

Para completar a demonstragao basta mostrar que A%k’,, tpu=DoT.

P(kF) x, ’P(TE; £(E’ 'P(k—T—IF))) D P(T+1E; P(k—r—lF))

Provamos a seguir o teorema de coincidéncia.
Corolario 2.29. Sejam Z um ideal de operadores e E e F' espacos de Banach tais que
Z(P("F);P("'E F*)) = L(P("F); P("'E; F*)) .
Entio AVI(E; F) = L(E; F).
Demonstragao. Seja u € L(E; F). Por definigao, A%k,k—l)u e L(P*F); P 'E; FY)), e

pela hipétese temos A%}c,k—l)u SA (P(kF);P(k*IE; F™*)). Segue da Proposicao 2.28 que
Agu = Al yu eI (P(*F); P(*E)), isto é, ue AI(E; F). O

Daremos a seguir um exemplo concreto em que o teorema de coincidéncia acima

se aplica. O exemplo foi inspirado no trabalho [1] de R. Alencar e K. Floret.

Exemplo 2.30. Sejam k € N, k > 2, F um espago de Banach reflexivo com a Propriedade
P, e F um espago de Banach tal que F™* é reflexivo e tem rank p (ou loose rank p), tal

que (k —1)a < p (ou (k — 1)a < p). Vejamos que

AW(E; F) = L(E; F).
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De fato, pela Proposicio 1.60, sabemos que o espaco P(* ' E; F'*) é reflexivo e, portanto
L(PEF), P E F*) =W (P(F); P 'E; FY)).
A coincidéncia desejada segue agora do Corolario 2.29.

Observagao 2.31. No exemplo acima, notemos que se k.o < p (ou k.o < p), entao a
Proposicao 1.60 garante que P(*E; F*) é reflexivo. Logo, como para y* € Bp« fixo o
operador linear

P(E) = P(*E; F*), ¢ q®y",

é uma imersdo isométrica, segue de [16, Corolario 6.4.6] que o espaco P(*E) é reflexivo.
Assim, para cada u € L(E; F), o operador Aju toma valores no espaco reflexivo P(*E),
e portanto é fracamente compacto. Isso prova que AW(E; F) = L(E; F). O Exemplo
2.30 mostra que obtemos o mesmo resultado considerando apenas (k — 1)a < p (ou

(k—1Da < p).
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CAPITULO 3

GERMES DE IDEAIS DE OPERADORES
E POLINOMIOS

Um conceito central na teoria de ideais de operadores é o ideal dual Z™% de um
ideal de operadores Z, j& visto na Definicao 1.36. De maneira analoga, dados um polinomio
PeP(ME;F), k,neN e um ideal de polinémios n-homogéneos Q,,, pode-se perguntar se
o polinoémio n-homogéneo A} P pertence ou nao ao ideal 9,,, e ir mais além e considerar o

conjunto formado por tais polindomios, isto €, o conjunto
(A}Q,) (ME;F) ={PeP("E;F): ApP e Q("P(*F); P(" E))}.

O dual polinomial de um ideal de operadores é um caso particular desta construcao, pois
T% = AIZ. O que se pode dizer sobre a estrutura deste conjunto? Dada a natureza forte-
mente nao linear dos adjuntos generalizados, nao é de se esperar que (A} Q,,) ("FE; F) seja
um subespago vetorial de P(™E; F'), muito menos que A} Q,, seja um ideal de polindomios

m-homogeéneos.

Este capitulo é o resultado da descoberta que a tunica condicao de ideal de
polinomios que A} Q,, nao cumpre é que a soma de dois polinomios deste conjunto também
pertence ao conjunto. Isso nos levou a introduzir um conceito mais fraco que ideal, o
qual chamamos de germe de ideal, que ja nasce com os exemplos dados pelos adjuntos

generalizados.

3.1 Germes de ideais de operadores

Comegamos o capitulo com a nogao de germe de ideal de operadores lineares,
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que nada mais é que retirar a propriedade da adicao do conceito de ideal de operadores.

Definigao 3.1 (Germe de ideal de operadores). Um germe de ideal de operadores G é uma
subclasse da classe £ de todos os operadores lineares continuos entre espacos de Banach

tal que, para quaisquer espagos de Banach E e F', as componentes
G(EF):=LE;F)nG

satisfazem:

(1) G(E; F) é um subconjunto de L(F; F') que contém os operadores de posto finito;
(17) Seuwe L(E;F),veG(F;H)ete L(H;X), entdo tovoue G(E; X).

Observacao 3.2. Note que, Se A € K e v € G(E; F), entdo v € G(E; F). De fato,

T\: F— F, T)\(y) = Ay, é um operador linear continuo e Av = T o v.

Exemplo 3.3. Todo ideal de operadores Z é um germe de ideal de operadores.

Além de fornecer muitos exemplos de germes, o resultado a seguir nos permitira

exibir germes que nao sao ideais de operadores.

Proposicao 3.4. Sejam I e J ideais de operadores. Entao:

(1) Tu J € um germe de ideal de operadores.

(1) T U J € um ideal de operadores se, e somente se, Z< J ou J < I.

Demonstragao. O item (i) é imediato e omitimos a demonstrac¢ao. Fagamos o item (ii).
Suponhamos que Z & J e J & Z. Neste caso existem u; € (Z(Ey; Fy) — J(E1; Fy)) e
us € (J(Fa; Fy) — Z(Ey; Fy)). Chame F = Ey x Ey e F = Fy x Fy, com qualquer uma
das normas usuais no produto cartesiano. Para j = 1,2, defina os operadores lineares
continuos:

uwj: E—F, m(li,y) = (ul(x)70)7 UTQ(xay) = (07u2(y>>'

E ainda considere as inclusoes e projecoes canonicas

E; % E L By, F; =5 F 25 R

Como Uy = kjoujom e Uy = kyougoms, segue que 4y € Z(F; F) e iy € J(F; F) e, portanto,
Uy,Us € (Z v J)(F; F). Suponha que 4 + Uy € Z(E; F). Como uy = 09 0 (U + Uz) 0 iy,
terfamos us € Z(Fo; Fy), o que nao ocorre. Isso prova que u; + Uy ¢ Z(F; F'). De forma
andloga prova-se que Uy + Uy ¢ J(E; F'), donde segue que Z u J nao é ideal de operadores.

A reciproca é ébvia. O

Damos a seguir um exemplo concreto de germe que nao ¢ ideal. Para isso

relembremos a definicao do ideal dos operadores lineares completamente continuos.
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Definigao 3.5. Dizemos que um operador T' € L(E; F) é completamente continuo, e

denotamos este fato por T' e CC(E; F'), se a seguinte propriedade se cumpre:
T, —> xem E = T(z,) — T(z) em F.

Lema 3.6. Z'dgl € (CC - W)(gl,él) e Z.db € (W — CC)(£27£2)

Demonstracao. A afirmagao id,, € CC(¢1; (1) segue do fato de que ¢; tem a propriedade
de Schur (veja, por exemplo, [16, Teorema 6.2.12]). Por outro lado, do Teorema de Kakutani

[16, Teorema 6.4.5] segue que idy, ¢ W({q;¢1), pois ¢1 nao é reflexivo.

Como /(5 é reflexivo, de [12, Proposition 3] segue que idy,, € W({s; ls). Para
provar que idy, ¢ CC(ls; {5), consideremos os vetores unitérios canonicos (e"), e vejamos
que " —> 0 em f,. Com efeito, dado ¢ € (fo)* = {3, onde ¢ = (aj,as,...), tem-se
p(e") = a, — 0. Por outro lado, como |e"|, = 1 para todo n, tem-se que (e"), nao

converge e norma para zero. ([

Combinando a Proposicao 3.4 com o Lema 3.6, temos o seguinte exemplo

concreto:

Exemplo 3.7. CC u W é um germe de ideal de operadores que nao é um ideal de

operadores.

Na Secao 3.3 daremos mais exemplos interessantes de germes de ideais de

operadores.

Utilizamos a palavra germe no sentido de que um germe de ideal de operadores
gera um ideal de operadores. Os dois resultados a seguir expressam o sentido preciso desta

afirmacao.

Definigao 3.8. Seja A um germe de ideal de operadores. O gerado de A, denotado por

.,Z(, é definido da seguinte forma:

VZ(E; F):={ue L(E;F):uespan{A(E; F)}}

para quaisquer espacos de Banach E e F.

Proposicao 3.9. Se A um germe de ideal de operadores, entio A é um ideal de operadores.

Demonstracao. E claro que .%T(E ; F) é um subespaco vetorial de L(F; F') e contém os

operadores de posto finito, pois A(F; F') ja tem essa propriedade.
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Sejam u € L(E;F), v € /T(F, G)ete L(G;H). Existem k € N, \; e K e
k
v e A(F;G), j=1,...,k tais que v = Z)\jvj. Logo,

(tovou)(z) = t(v(u(r))) =t ((Z Am) (u(x))) =1 (Z Ajv; (u(zv)))
_ Z At (v (u(x))) = <Z \i(tovjo u)> (z)

k
para todo x € E. Portanto, tovou = Z Aj(tovou) e VZ(E, H) pois cada tov;ou € A(E; H).

j=1
O

Proposigao 3.10. Se A ¢ um germe de ideal de operadores, entdio A € um ideal normado

de operadores com a norma | - | ;: A— [0, +x0),

k k
Jull z = inf{z Ml gl ke Now =7 Aug, A; € K u, € A(E; F)},

j=1 j=1

para todo u € A(E; F).

Demonstracio. B claro que a funco | - || i estd bem definida, pois cada operador
u € /T(E ; F') tem pelo menos uma representagao como requerido. Também é claro que
Jullz > 0 e que 0] ; -

k

Suponha que |u| y = 0. Para todo € > 0 existe uma representagao u = Z AU

=1
k k ’
com cada u; € A(E; F) tal que Z IAj| - lwj| < e. Como [ul| < Z IAjl[lu;]| < e, segue que
j=1 =1

u=0.
Dados u € A(E; F) e 0 # A e K,

)\ k
AL Z‘WW beNu= XY

= |A| - inf {
j=1

= Al ful 5

= inf

y\>’

k
Au||A=inf{Z | - ke N, du = ZAu],/\ e K,u; € A(E; F)}

',/\jEK,UjEA(E;F)}

k
4 by
73 g ke Nyu = Zguj,AjGK,ujeA(E;F)}

Jj=1

Sejam wu,v € .Z(E, F). Para cada representagao Z Aju; de u e cada repre-

j=1
l

sentagao Zaivi de v, Z Aju; + Zaivi ¢ uma representagao de u + v. Isso significa
i=1 j=1 i=1
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que

{representagoes de u + representacoes de v} < {representacoes de u + v},

donde segue que

Hu + U||j <
m l m l

inf {Z N gl + Y el - il mu e Now =7 Mug, v = agon, Mg, oq € K ug, 0 € A}
=t i=1 j=1 i=1

= inf{E A - lwgl :meNju = ZAjuj,Aj e K, u; E.A(E;F)}

7j=1 7j=1
I I
+ inf {Z || - JJvs]| : 1 e Nyu = Zaivi,oci e K, v; € A(F; F)}
=1 i—1

= Julz + vl 4

Provemos que |idk| ; = 1. Por um lado, como idg € A(K; K), entao |lidk| ; <

|idk| = 1. Por outro lado, se Z u; = idg onde cada u; € A(K;K), temos
i—1
wi(A) = A-w(1) = wy(1) - idg (M)

para cada i = 1,...,n. Dessa forma, u; = u;(1) - idg. Assim idg = Zul(l) - idg onde
i=1

u;(1) = 1. Portanto,
-1

2

= 1.

i il = i i (1)] - ids] = i Ju; (1)] > iui(l)

Da definigao de | - | 7 segue que [idk| ; = 1.

Por fim, sejamu e L(E; F), v € .Z(F, G)ete L(G; H). Para cada representagao
k k
v = Z Ajvj, onde \j € Kewv; € A(F;G), Z Aj(towjou) é uma representacao de tovou
j=1 j=1
em A(F; H), portanto

k k
[tovoul ;< inf{z M- tovsoul ke Nyw=> Nuy, A e K,v; € A(F;G)
j=1 J=1
k k
< inf {Z Il e (ol - ul - ke Nyju = Z A, Ay e K vy e A(F, G)}
j=1 J=1

k k
= [t - inf {Z Ml Tl = ke Ny = 3 v, Ay € K, v; € A(F; G)} ]
j=1

=1

= [[#] - vl 5 - el
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3.2 Germes de ideais de polindmios

Analogamente ao caso de um germe de ideal de operadores e tendo em mente o
artigo [18] sobre hiper-ideais de polinémios e ideais bilaterais de polinémios, estudamos
nesta secao os germes de ideais de polinomios, de hiper-ideais de polinomios e de ideais

bilaterais de polinomios.

Definicao 3.11. Seja G uma subclasse da classe P de todos os polindomios homogéneos
continuos entre espagos de Banach tal que para todo m € N e quaisquer espacos de Banach
FE e F, a componente

G("E F):=P("E;F)nG

é um subconjunto de P(™E; F') que contém os polinomios de tipo finito.

Dizemos que G é um:

(1) Germe de ideal de polinomios se satisfaz a seguinte condigao: se u € L(G;E),
PeG("E;F)ete L(F;H),entdaoto Poue G("G; H).

(1) Germe de hiper-ideal de polinomios se satisfaz a seguinte condigao: se @ € P("G; E),

PeG("E;F)ete L(F;H),entao to Po@Q € G(""G; H).

(iii) Germe de ideal bilateral de polinomios se satisfaz a seguinte definigao: se @ €
P("G;E), Pe G("E;F)e Re P("F;H), entao RoPoQ e G(""G; H).

Observagao 3.12. Em todos os trés casos da defini¢ao acima, se A\e Ke Pe G("E; F),

entdao AP € G(™E; F). De fato, considerando o operador linear continuo Ty: FF —
F, T)\(y) = My, tem-se T\ o P = \P.

Exemplo 3.13. Todo ideal de polinomios (respectivamente, hiper-ideal de polindémios e
ideal bilateral de polinémios) é um germe de ideal de polindémios (respectivamente, germe

de hiper-ideal de polindmios, germe de ideal bilateral de polindémios).

Veremos a seguir alguns exemplos nao triviais.

Proposicao 3.14. Sejam Q e R ideais de polinomios (respectivamente, hiper-ideais de

polinémios, ideais bilaterais de polinémios). Entao:

(a) QU R € um germe de ideal de polindmios (respectivamente, germe de hiper-ideal de

polinémios, germe de ideal bilateral de polinomios).

(b) QU R € um ideal de polinomios (respectivamente, hiper-ideal de polinémios, ideal

bilateral de polinomios) se, e somente se, Q € R ou R < Q.
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Demonstragao. Omitimos a demonstragao do item (a). Facamos o item (b). Suponhamos
que Q@ € R e R & Q. Neste caso existem P, € (Q("E; F1) —R(ME; Fy)) e Py €
(R(™Eq; Fy) — Q(™Esy; Fy)). Chame E = Ey x Ey e F' = Fy x Fy, com qualquer uma das
normas usuais no produto cartesiano. Para ver que, para j = 1,2, as seguintes aplicagoes

sao polinomios m-homogéneos continuos:
Bi: E—F, Pi(a,y) = (Pi(),0) . Py(a.y) = (0, Pa(y)).

basta notar que sao os polinomios gerados pelos seguintes operadores multilineares conti-

nuos:

m)

( ~
A Ex U E o By x By, AL (@1,50)s s (T Y)) = (P(xl,...,xm),0> ,

(m) -
Ag: Ex S E o By x Fyy Ao ((21,50), - - s (T ) = (o, Py, ... ,ym)> .

Considere as inclusoes e projecoes canonicas

ij T k; o
Ej—J>E—J>EJ’, P}—j>F—]> j-

Como fPVl =kioPome rPVg = ky 0 Py 0 my, segue que ?le Q(ME;F) e EE'R(mE;F) e,
portanto, ﬁ, E € (QUR)(™E; F). Suponha que ?I—l—?; € Q(E; F). Como P, = ago(ﬁ—i—
Fz) o 19, terfamos Py € Q(" Es; F3), 0 que nao ocorre. Isso prova que ﬁ + E ¢ QME;F).
De forma anéloga prova-se que E + E ¢ R("E; F), donde segue que Q@ U R nao ¢é ideal
de polindémios (respectivamente, hiper-ideal de polindémios e ideal bilateral de polindémios).

A reciproca é ébvia. O

A seguir daremos um exemplo concreto de germe de ideal de polinomios, usando

a Proposicao 3.14. Para isso recordamos a seguinte defini¢ao (veja, por exemplo, [22]).

Definigao 3.15. Dizemos que um polinémio P € P("E; F') é fracamente sequencialmente
continuo, e denotamos isso por P € Py.("F; F), se P transforma sequéncias fracamente

convergentes em E em sequéncias convergentes em norma em F'.

E bem conhecido que a classe formada pelos polinomios fracamente sequencial-

mente continuos é um ideal de polinomios.

Por P)y denotamos o ideal dos polinomios homogéneos fracamente compac-
tos (P € P(™E; F) ¢ fracamente compacto se P(Bg) é um subconjunto relativamente

fracamente compacto de F).

Exemplo 3.16. Vejamos que Pys. U Py ¢ um germe de ideal de polinomios que nao ¢é

ideal de polinomios.

Dado m € N e conforme ja dito no inicio da demonstracao da Proposicao 2.19,

. . , . ~m,s .
podemos considerar um isomorfismo topolégico u: Q. ¢; — ¢;. Pelo Teorema 1.56 existe
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um unico polinomio m-homogéneo P: {1 — /1 tal que P;, = u. Vejamos primeiramente
que P ¢é fracamente sequencialmente continuo. Se z, — x em f;, de [16, Teorema
6.2.12] segue que x,, — z, e da continuidade de P concluimos que P(z,) — P(x),
o que prova que P € Pys.(l1;¢1). Por outro lado, suponhamos que P € Py (l1; ;). De
[15, Proposition 3.2.(b)] segue que u = P, € W (@;n’sfl;fl). Pela propriedade de ideal,
idy, = uou~t e W(ly;:4,), o que é um absurdo pois £; ndo é reflexivo. Isso prova que P

nao é fracamente compacto.

Agora consideremos o polinomio m-homogéneo continuo
Q: by, —> Ly, Q(O‘j)j) = ()\;n)]

E claro que @) é fracamente compacto pois polindmios continuos levam conjuntos limitados
em conjuntos limitados e o espago de chegada /5 é reflexivo. Por outro lado, ) nao é
fracamente sequencialmente continuo pois, ao considerar a sequencia (€"),, dos vetores

unitrios canonicos em fa,,, temos " — 0 em fo,,,, mas Q(e") = " — 0 em (5.

Finalmente, a Proposicao 3.14 garante que Pys. U Py é um germe de ideal de

polinémios que nao é ideal de polinomios.

A seguir mostramos que, como no caso linear, germes de ideais de polino-
mios (respectivamente, germes de hiper-ideais de polindmios) geram ideais (hiper-ideais)

normados de polinomios.

Definigao 3.17. Seja Q um germe de ideal de polindémios (respectivamente, germe de

hiper-ideal de polinomios). O gerado de Q, denotado por @, ¢ definido da seguinte forma:

~

Q(ME;F):={PeP("E;F): Pespan{Q("E; F)}}
para quaisquer espacos de Banach E e F.

Proposicao 3.18. Se Q é um germe de ideal de polinémios (respectivamente, germe de
hiper-ideal de polinémios), entao Q ¢ um ideal de polindmios (respectivamente, hiper-ideal

de polinémios).

Demonstracgao. Basta mostrar o caso em que Q é um germe de hiper-ideal de polinémios.

E imediato que @(mE ; F') é um subespaco vetorial que contém os polinomios

de tipo finito.
Sejam @ € P("E; F), P € @(mF;G) et € P(G; H). Podemos escrever P =
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k
Z AP, onde \; e Ke P; e Q("F;G). Para todo x € E,

J=1

k

Portanto, to Po @ = Z Aj(toPjoQ) e é(mnE, H) pois cadato P;oQ e Q(""E; H),
j=1

uma vez que Q é um germe de hiper-ideal de polinomios. a

Proposicao 3.19. Se Q é um germe de ideal de polinomios (respectivamente, hiper-ideal
de polinomios), entao O ¢ um ideal normado de polinémios (respectivamente, hiper-ideal

normado de polinémios) com a norma

[-lg: @ — 1[0, +),

k k
IPls = inf{z Ml Pl ke NP =) APy, e K, Py e Q(E; F)}

j=1 j=1

para todo P € Q(™E; F).

Demonstracgao. Basta mostrar o caso em que Q é um germe de hiper-ideal de polinémios.

E claro que ||| 5 = 0, estd bem definida pois sempre existe uma tal representagao

€ que HOHQ =
Suponhamos que P € @(mE, F') seja tal que [P|s = 0. Neste caso, para
todo € > 0 existe uma representagao P = Zk: A P; tal que Zk: \Aj| - | Pyl < e. Segue que
) j=1 j=1
|P| < Z \Aj| - |1 P;]l < e, donde concluimos que P = 0.
j=1

Dados P e Q("E; F) e 0 # A€ K,

H)\PHQ—mf{Z]}\| |Pj|| : ke N,AP = Z)\P A €K, Pje Q(E; F)}
7j=1 ]71
1nf{|>\| 2||A| |Pj| :keN,P= 2 JP A\ €K, Pje QME; F)}

= |A|.mf{2 )

|P|:keN,P = Z JP A eKPeQ(mEF)}

Jj=

Aj
A
= [Al- 1Pl
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Sejam P, Q) € @(mE; F). Para cada representagao Z AjP; de P e cada repre-

J=1
sentagao Z ;Q; de @, 2 AP + Z ;Q); é uma representacao de P + (). Isso significa
i=1 1 =1
que =
{representagoes de P + representagoes de QQ} < {representacoes de P + Q},

donde segue que

IP+ Qllg < mf{Syey 1P 1 +X0oy lasl Qi mideN, P=3 APy, Q=311 asQi, A, cueK, P;, QieQ}

- inf{Z Nl B meN, P =S AP, A e K, Py e Q«”E;m}

Jj=1 J=1

! !
+ inf {Z il - [Qill : 1e N, Q = Z%Qi,ai €K, Qi e Q("E; F)}
i=1

i=1

= [Plg + Qs

Provemos que ||idy | 5 = 1. Por um lado, como idy’ € Q("'K;K), entdo [idy||s5 <
n

|id|| = 1. Por outro lado, se Z ¢; = idy onde cada ¢; € Q("K; K), temos
i=1

¢i(A) = A" - qi(1) = qi(1) - idi (A)

para cada i = 1,...,n. Dessa forma, ¢; = ¢;(1) - idg. Assim idy = Zqz-(l) - idy onde
i—1

qu-(l) = 1. Portanto,

= 1.

lal =D g - idi ] = > laid
i=1 i=1 i=1

Da definigao de | - H@ segue que HldﬁlH@ =1

e iqiu)

Por fim, sejam Q € P("E;F), P € Q("F;G) et e L(G; H). Para cada
representacao P = Z)\ 5, onde \; € Ke P e QMF;G) Z)\ o Pj o @), onde

Jj=1 Jj=1
toP;oQe Q("E; H) é uma representagao para to P o Q) € Q(""E; H), portanto

k
DN toPio@Q|:keN,P= ZA )\jeK,PjeQ(mF;G)}
=1 j=1
k

[toPoQls < {

e

k
= [¢ - lQ[™ - inf {Z Ml By sk e NP =) AP e K Py e Q(MF; G)}

Jj=1 Jj=1

el - IR QU™ - ke N, P = ZA AjEK,PjGQ(’"F;G)}

7j=1

= [t - QI™ - 1Pls-
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3.3 Duais generalizados de ideais de polinomios

O objetivo desta secao é mostrar que os adjuntos generalizados fornecem muitos
exemplos concretos de germes de ideais de operadores e de germes de ideais (hiper-ideais)
de polinomios. Na verdade sao os germes estudados nesta secao que nos levaram a definigao

de germes.

Definicao 3.20. Sejam m, n, k € N e Q,, um ideal de polinomios n-homogéneos. Para
PeP(™E; F), dizemos que P e (A}Q,) ("E; F) se AP e Q("P(*F); P(™*E)). Isto é,

(A}Q,) (ME; F) ={PeP("E; F): ApP e Q("P(*F); P("" E))}.
AL Q,, é chamado de k-dual do ideal de polinomios n-homogéneos Q,,.

Observagao 3.21. (i) Podemos definir o k-dual de um hiper-ideal de polinémios e o
k-dual de um ideal bilateral de polinomios exatamente da maneira como fizemos na
definicao acima. Nesses casos usaremos a mesma notacao introduzida na defini¢ao

acima.

(77) Seja Z um ideal de operadores. Relembrando as defini¢oes do dual de Z e do dual
polinomial de Z (veja Defini¢oes 1.36 e 1.47), na notagao introduzida na defini¢ao

acima temos
I E F) = (AJZ) (B F) e IV ™ ("E; F) = (A{L) ("E; F)

para todos espacos de Banach F e F'. Isso mostra que, de fato, essas novas nogoes
generalizam o dual e o dual polinomial de um ideal de operadores. Além disso da

Proposicao 2.5 segue que, no caso n = k = 1, A} Q,, é um espago vetorial.

(#4i) No caso em que nk > 1, ndo necessariamente A Q,, (" E; F') é um espaco vetorial,
e portanto nao podemos falar em norma neste conjunto. Entretanto, podemos

topologizar este conjunto definindo
d: AYQ,(ME; F) x AYQu("E F) — R, d(Py, P) = |ARP, — AL P,

e notando que (A Q(™E; F),d) é um espago pseudo-métrico. Dessa forma, definindo

a relagao de equivaléncia: Py ~ P < d(Py, P,) = 0, a fungao

. (AZQn(mE; F)) y (AZQn(mE; F)) R, d* ([P [P]) = d(Py, P,

~ ~

¢ uma métrica no conjunto quociente.



Capitulo 3. Germes de Ideais de Operadores e Polinémios 68

Veremos agora que os duais generalizados de fato fornecem muitos exemplos
concretos de germes. Seria de esperar que um dual generalizado de um ideal de polinémios
fosse um germe de ideal de polindmios, mas na verdade mostraremos que vale algo mais

que isso.

Proposicao 3.22. Sejam ne N e Q,, um ideal de polinomios n-homogéneos. Entao:

(1) Para todo k € N, A}Q,, € um germe de hiper-ideal de polinémios.
0
) ﬂ (A7 Q,) € um germe de ideal bilateral de polinomios.
k=1
Demonstragao. (i) Da Proposigao 2.23 sabemos que A} Q,, contém os polinomios de tipo
finito (na verdade sabemos que A} Q,, contém os polindémios de posto finito). Basta entao
mostrar a propriedade de hiper-ideal. Para isso sejam Q € P('G; E), P e A}Q,("E; F) e
t € L(F; H). Devemos mostrar que R := to P o Q e AYQ,(™G; H). Da Proposicao 2.8
temos

ARR = A(to (PoQ)) = AL(PoQ)o ALt = Al,,Q o AFP o Al
Como Al Qe At sdo operadores lineares e A} P pertence ao ideal de polinomios Q,,,

segue da propriedade de ideal que A} R pertence a Q,,, isto é, R pertence a Ay Q,,.

(ii) De forma andloga, usando a Proposigao 2.23, basta mostrar a propriedade de ideal
bilateral. Para isso sejam Q € P('G;E), P € A}Q,(™E;F) para todo k e Ne R €
P("F; H). Em particular, P € A} Q,("E; F), isto é, A} P e Q,(P(*"F); P(""*"E)) para
todo k € N. Da Proposigao 2.8 temos

Aj(RoPoQ) =Aj(Ro(PoQ))=AN(PoQ)o AR = A Q0 ALP o AR,

mnkr

para todo k € N. Pela propriedade de ideal temos A}(Ro Po Q) e Q("P(*H); P("™"q))
0

para todo k € N, ou seja, RoPo(Q e ﬂAZQn(m”G;H). O
k=1
Seja (Z,]| - |z) um ideal normado de operadores. Sabemos que A;Z é apenas

um germe de hiper-ideal de polinomios, e portanto suas componentes A} Z(™E; F) nem
sempre sao subespacos vetoriais, impossibilitando assim a introducao de uma norma no
caso geral. Vimos nas Proposicoes 3.18 e 3.19 uma maneira de tornar o subespaco gerado
por este conjunto um espago normado (e portanto tornar o conjunto um espago métrico),
mas aquela construcao esta associada a norma usual, nao tendo nada a ver com a norma
||z do ideal Z. Terminamos esta secio mostrando como munir span{A;Z(™FE; F)} de uma
estrutura de hiper-ideal normado de polindomios com uma norma intimamente relacionada

com a norma do ideal.

Observe que, da Proposicao 2.24, sabemos que AL(idy) € Z(P(*K); P(™"K)),

o0 que nos permite considerar o niimero | A (idg)|z.
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Proposicao 3.23. Sejam (Z, | - ||z) um ideal normado de operadores e k € N. Definimos

@ fungo | - |asz: ALT —> [0, +0) por

[Ptz = [ALPL" - [ALGidi) |z " para todo P e ALZ(™E; F).
A fungao | - HA}QI satisfaz as sequintes propriedades:

(1) |Plaiz = 0 para todo P € AI(ME;F).

(i) [|[Plaiz =0 se, e somente se, P = 0.
(1id) [AP[a1z = Al |P|a1z para todos Ae K e P e AI(ME;F).

(i) Jidg: K — K :idg () = A"™|a17 = 1.

(v) Se Qe P("E;F), Pe AJI(™F;G) ete L(G; H), entdo

[toPoQlaiz <t [Plaz- Q1™
Demonstracgao. (i) e (iv) sao imediatas.
(ii) Suponhamos que | P17 = 0. Entéo AP =0, ou seja, go P = 0 para todo

q € P(*F). Portanto ¢(P(x)) = 0 para todo ¢ € P(*F) e todo x € E. Do Lema 2.2(iii)
segue que ||P(z)| = 0 para todo x € E, isto é, P = 0. A reciproca é satisfeita trivialmente.

(iii) Dados Ae K e P e A, Z(™E; F),
IAParz = [ALAP) " - | ALGd) 77 = [N AP - | ALGdg) 7"

= Al AP - AL Gd) 7" = (A - | Pllaz.

(v) Usando as Proposicoes 3.22, 2.8 e 2.3, temos

[to PoQlaiz = [Akto Po@)" - |ALGdz) |7
= |AL,Qo ALP o ALt - |ALGdE) |7
< [ALQIVEALPILS - AR AL G |2 = 1QI™ - 1Pl arz - .

(I
Faltam apenas duas desigualdades simples para chegarmos ao nosso objetivo:
Observagao 3.24. Sejam P € P(™FE; F'), Q um ideal de polinémios e n, k € N.

(i) Se Pe Q("E; F), ento |A}P| < [ P&

(i) Se P e AFQ(™E; F), entdo |P| < |AFP| 5"
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De fato, se P € Q("E; F), entdo ||P| < |P|qg, e daf |P|*" < |P|§". Da Proposi¢ao 2.3(i)
segue que |ARP| < ||P|&. Agora, se P e A}Q(™E; F), entdo AP € Q("P(F); P(™*E)),
e portanto |A?P| < |A7P|o. Finalmente, da Proposicio 2.3(i) temos ||P||*" < |A?P|o,
e assim |P|| < |AZP| 5"

Usando as propriedades provadas na Proposicao 3.23 e na Observacao 3.24,
e relembrando que na Proposicdo 3.22 j4 provamos que A;Z é um germe de hiper-
ideal de polinomios, a demonstragao da Proposicao 3.19 se adapta imediatamente para
provar o seguinte resultado. Omitimos os detalhes da demonstracao para evitar repeticoes

desnecessarias.

Proposicao 3.25. Sejam (Z,| - |z) um ideal normado de operadores e k € N. Entdo

span {A}CI} ¢ um hiper-ideal normado de polinomios com a norma
H ’ Hspan[A}cI]: Span[Alch] - [07 +OO)

dada por

l
| Pllspaniariz) :inf{2|/\| |Pjlaiz:1eN, P = 2/\ P;, )\ €K, P eAkI(mE;F)}

para todo P € AJZ(™E; F).

3.4 Estabilidade tensorial

A estabilidade de um ideal de operadores pela formacao do produto tensorial
projetivo e pelo produto tensorial simétrico projetivo (as defini¢oes precisas serao dadas
nesta se¢ao) é uma ferramenta muito 1til no estudo de classes de polindmios homogéneos
(veja, por exemplo, [8, 9, 18] e as referéncias ali citadas). Usaremos nesta segao a estabilidade
tensorial para obter diversos resultados sobre os germes de ideais gerados pelos adjuntos
generalizados. Obteremos condicoes, primeiro suficientes e depois necessarias e suficientes,
para que um polinémio homogéneo P € P(™E; F') pertenca ao k-dual generalizado A}LZ

de um ideal de operadores Z. Varias aplicacoes desses resultados serao obtidas.

No primeiro resultado da secao faremos uso de uma propriedade que é mais
forte que ser ideal de polinomios e mais fraca que ser ideal bilateral. Por ser muito mais
fraca que ser ideal bilateral, daremos um nome a ela para que o resultado fique mais geral

do que seria ao exigir que o ideal seja bilateral.

Seja Q um ideal de polinomios e chame de Q; a sua componente linear, isto é,
9, é o ideal de operadores formado por todos os operadores lineares pertencentes a Q.

Dizemos que Q; ¢ bilateral se satisfaz a seguinte condigao:

PeP("E;F),ue Q\(F,G)eQeP("G;H) = QouoPe Q("E; H).
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A seguir mostramos que, para que um polinomio P esteja no k-dual de um
ideal de operadores ¢ suficiente que sua linearizacao Py, esteja na componente linear do

k-dual.
Proposicao 3.26. Sejam P € P("E;F) e ke N.
(i) Seja T wm ideal de operadores. Se Pr, € ALI(®. "E; F), entio P e A{Z(™E; F).

(i1) Seja Q wm ideal de polinémios tal que Q) € bilateral. Se Py € ALQy(®) "E; F),
entdo P € A} Q("E; F) para todo n € N.

Demonstracao. (i) Usando a Proposi¢ao 1.55 é claro que
My  P(BLE) — P(™E), Myy(R) = Ro g,
¢ um operador linear. Sua continuidade segue de
| Msy (R)]| = [Ro o3| < |R]- o ]" = [ R]

para todo R € P(*®_"°F). Note que no caso k = 1 tem-se Msm = (LE)=!. Para todo
qe P(“F),

AyP(q) =qo P =qo(PLody) = (qoPr)ody = [A(PL)(q)] 065
= Msm (AL(PL)(q)) = | Mgy © AL(PL)] (q),

provando que Ay P = Msn o Ay (Py), donde segue o resultado.

(ii) Considere a aplicacao
L: P(™E) — P(™*E) , L(q) = idg o q,

isto &, L(q)(\) = ¢(A)™. E fécil ver que L ¢ um polindémio n-homogéneo continuo pois é

gerado pelo operador n-linear continuo

A: [’P(mkE)]n — P(M™*E), Alqr, ..., qn) = q1 - .

Para todo ¢ € P(*F),

ApP(q) = [ALP()]" = [(Msy o Ap(Pr)) (9)]"
= L ((Msp o v(Pr)) (q)) = [Lo Mim o AL(PL)] (g),

A
o que prova que ApP = L o Mgm o AL (PL) e completa a demonstracio. O

A seguir, fazendo uso do produto tensorial simétrico, damos uma forma equiva-

lente de dizer quando um polinomio P pertence ao k-dual de um ideal de operadores. Essa
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equivaléncia vai nos permitir estudar, na sequéncia desta secao, o k-dual de um ideal de
operadores de uma maneira mais eficiente e nos dar algumas propriedades relacionadas

com a estabilidade tensorial do ideal.

Para estabelecer a equivaléncia anunciada precisamos de um resultado que pode
ser entendido como uma forma fraca da associatividade do produto tensorial simétrico
projetivo. Acreditamos que esse resultado seja conhecido, mas como nao o encontramos na
literatura, optamos por demonstra-lo no Apéndice. Mais precisamente, na Proposicao A.8
no Apéndice provamos que, dados m, k € N e um espaco de Banach F, existe um operador
linear continuo

~ km,s

~k,s ram,s
Lim: ®, "E — &, (®,"E),
que é um isomorfismo sobre sua imagem e I;,,,(®""z) = ®"(®™z) para todo z € E.

Para o produto tensorial projetivo simétrico ®"*u de um operador linear u,

veja o Teorema 1.58(iii).

Teorema 3.27. Sejam Z um ideal de operadores, k € N e P € P(mE F). Entao
P e (AT) (mE F) se, e somente se, (Q"°Pp) o Iy m: ®mk E — ® °F pertence a

~mk,s

Idual <® E ® F)

Demonstracao. Relembrando que os operadores Li e LY, sio isomorfismos, basta provar

que o diagrama abaixo é comutativo:

m U

<®k5F>* [(®k’SPL) © ]kam]* <®mk5E>*

ALP

Ly ( Ly
("F) P("E)

P

~k.s *
Para isso sejam ¢ € (@: F) e r e F. Temos

[(&"*PL) o Im|™ (0)(@™z) = @ ([(&"°PL) © Ijm] (&™)
= Ly (9) [(®"* Pp) (&"(®@™x))]
= qu(®" P(x)) = qu(65(P(x)))
=q(P(x )) »P(g )(w)
= [(Ax ) Om] (&
= (A} ) (®m’“x>
=L, ( P)(q) ) ) (@)
= Lhy [Af ( )M (@) ] (@)
=[5 0 AP o (L7) 7] (9) (@™ ).
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Tsso prova que [(@*P1) o Tn] (9)(@™2) = [LE, o ALP o (LF) 1] (9)(@"*x). Agora,
como [(®"*Pr) o Ik,m]* (p) e [Liio AP o (Ly)™"] () sdo operadores lineares, segue que

[(@"°Pr) o Ium]™ (9)(2) = [Liny 0 ALP o (L) 7] () (2),

~k.s * *
para todos ¢ € (@fr F) ezEe ®Z‘k’8E. Usando que os operadores [(@k’sPL) e ]km] (p) e
[LE o AP o (L)~ "] (¢) sao continuos e que ®**E é denso em ®rk’sE, concluimos que
% AKR,S * .
[(®k’sPL) o Iym| () = [LE, o AyP o (Ly)™"] () para todo ¢ € <®]; F) . Disso segue

a comutatividade do diagrama, isto é,
[(@k’SPL) o [km]* = Lik o A,i,P o (Lg)_l,

da qual segue o resultado. a

Considerando o caso m = 1 na proposi¢ao acima, temos o seguinte corolario,

que sera muito 1til na sequéncia.

Corolario 3.28. Sejam Z um ideal de operadores, k € N e u € L(E; F). Entao u €

(A,{I) (E; F) se, e somente se, Q" u: ®fr8E — @iSF pertence a Idual(&)?sE%@fr’S )-

Uma vez que temos a equivaléncia dada pelo Teorema 3.27, podemos estabelecer
propriedades adicionais do k-dual de um ideal de operadores. Para isso vamos precisar do

seguinte lema.

Lema 3.29. Sejam u € L(E;F), k € N e T um ideal de operadores. Se @ ""*u e

I(@TLSE;@TLSF), entio @ u € I(@i’sE;&)i’sF). Portanto, se ®"*u pertence a T para
algum n, entio ®"*u pertence a T para todo k € {1,...,n}.

Demonstragao. Seguiremos a construgao feita por F. Blasco em [11, Theorem 3|. Dado
u # 0, existe e € E tal que u(e) # 0. Pelo Teorema de Hanh-Banach existe g € F'* tal
que P(u(e)) = 1. Definindo ¢ := (p o u) e usando os operadores jg e mp definidos em [11,
Theorem 3], podemos considerar o seguinte diagrama

~k+1,s ®k+175u ~k+1,s

Q, LE——Q, F

JE TF
k,s ks
g OU gkp

Da definicao de jg temos

je(@"z)e(z) = e — @ (z — p(x)e),
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e entao
®k+1 ,S ( <® ZL‘) ( )) ®k+1 Su(®k+1$—®k+l($—g0(l')€)) _ ®k“u(:c)—®k“u(:v—g0(:c)e).
Disso e da defini¢ao de 7y segue que

(@ u(jp(® 1) p(x))) = 7F

= mp(@" M u(z)) — mr(@u(z — p(2)e))
= P(u(z)) ®" u(z) — plu(r — p(z)e)) @ ulz — p(z)e)
= p(u(x)) &" ulz) = p(r) @ u(z)

Portanto,

(mp o @10 0 jp)(®Fx) = (®"*u)(®Fx) para todo = ¢ ker(yp).

N

Agora usando [11, Lemma 2], para cada € ®"*E existe uma representacio 6 = Z g, ®"
i=1
onde p(z;) # 0 para todo ¢ = {1,..., N}. Logo z; ¢ ker(y) para todo i = {1,...,N}, e

assim

<7TF o ®k+1,su O] 7TF o ®k+1 ) O]E)(®k$z)

)(® :E,) = ®k’su(9).

i

, ~k,s . ~ , ,
Como ®"*E ¢ denso em ®."E e mp 0 @ ™1 0 jp e ®*u sdo continuos, concluimos que

(mpo@" ™ uojp)(2) = @ *u(z) para todo z € @isE Portanto o diagrama comuta, isto é,

k+1,s

(mp 0o @y 0 jg) = @%%u, e assim se ® u pertence a Z, entdo ®"*u pertence a Z. O

Combinando o Lema 3.29 com o Corolario 3.28, podemos concluir que as
componentes lineares dos k-duais de um ideal de operadores formam uma sequéncia

decrescente cujo primeiro termo é o dual do ideal, isto é:

Corolario 3.30. Para todo ideal de operadores T as componentes lineares do germe de

hiper-ideal de polinomios AT formam uma sequéncia decrescente, isto é:
Fc - (AT), - < (AT), = (AT), < (AZ), = T
Vejamos no exemplo abaixo que as inclusoes acima podem ser todas estritas.

Exemplo 3.31. E claro que, para todo espaco de Banach E e todo k € N,
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Usaremos o seguinte resultado (veja, por exemplo, [1, Se¢ao 4]):
P(*e,) é reflexivo <= p > k. (3.1)

Como antes, denotamos por W o ideal dos operadores fracamente compactos. Do Teorema

de Kakutani [16, Teorema 6.4.5] segue que idg € W(E; E) se, e somente se, E é reflexivo.

Dado k = 2, por um lado temos:
P(*0}) ndo é reflexivo =) Alidy, = idpg,) # WP(F0): P(E0)) = idy, ¢ AW (G L),
Por outro lado:

P-4y 6 reflexivo =) AL Jidy, = idppig,y € W(P(0): P(*14,)
= ngk € A,lc_l]/\)(gk; ék)

Assim, idg, € (A W), — (AaW),) (b k), provando que (AW), < (A, W), para
todo k > 2. Para o caso k = 2, relembre que W = W (Teorema de Gantmacher). Como
idg,,, € ((AW), = F) (is1; lrs1), usando Coroldrio 3.30, segue que F < (A W), para
todo k.

A seguir apresentamos as defini¢oes de ideal tensorstable e s-tensorstable, que
conforme dissemos na introducao desta secao, tém sido muito utilizadas. Um primeiro

objetivo é mostrar que, em certas condigoes, Z = (A,ﬁI)l para todo k > 2.

Definicao 3.32. Um ideal de operadores Z ¢é tensorstable se u® v € I(E1®FE2; F1®7FF2)
sempre que u € Z(Ey; Fy) e v € Z(Es; Fy).

Neste caso, da associatividade da norma projetiva segue que
U & @ Up, G:Z(El@ﬂ'"®7rEm;F1®7r"'®7rFm)
sempre que u; € Z(E;; Fj), j = 1,...,m. No caso em que © = U = - -+ = Uy,, €SCrevemos
Q™ u.

Definicao 3.33. Um ideal de operadores Z é simetricamente tensorstable ou s-tensorstable
se @ u e I(@i’SE; @isF) para todo k > 2 sempre que u € Z(E; F).

Em [18, Proposition 5.7] é mostrado que todo ideal Z de operadores tensorstable
¢é s-tensorstable. Uma lista de ideais tensorstables e portanto s-tensorstables, pode ser

encontrada [18, Example 5.8].

Definicao 3.34. Um ideal de operadores Z é dito regular se u € Z(FE; F') sempre que
JrpoueZ(E; F*™).
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Listas de ideais regulares podem ser encontradas em [21, 1.20] e [35, Proposition
4.5.8].

Proposicao 3.35. (i) SeZT é um ideal de operadores tal que T™ ¢ s-tensorstable, entdo
(ALT), = Z™ para todo k e N. Em particular, (A}CI)l € um ideal de operadores.

(1) Se Z € um ideal de operadores completamente simétrico e s-tensorstable, entdio

7= (A}gI)l para todo k = 2. Em particular, (A,{I) ¢ um ideal de operadores.

1

Demonstragao. (i) Sejam k € N e u € AJZ(E; F). Pelo Coroldrio 3.28 temos ®"*u €
Id”“l(@):’sE;@fr’sF), logo do Lema 3.29 segue que u € Z%%(E; F). Reciprocamente, se
ue I™E; F), entao @"u e Id““l(@gi’sE; @:SF) para todo k € N. Assim, pelo Corolério
3.28 temos u € ALZ(E; F).

O item (ii) é consequéncia direta do item (i). O

Vale ainda a seguinte reciproca parcial da proposicao anterior:
Proposicao 3.36. As sequintes condigoes sao equivalentes para um ideal de operadores
reqular Z:
(a) T = (Alch)1 para todo k = 2.
(b) T < (Alch)1 para todo k = 2.

(¢) T € completamente simélrico e s-tensorstable.
Neste caso, (A}CI)I € ideal de operadores para todo k = 2.

Demonstragao. A implicagdo (a) = (b) é ébvia. A implicacdo (c¢) = (a) segue da
Proposigao 3.35. Basta provar (b) = (c¢). Para isso, suponha que Z < (A}CI)I para
todo k = 2. Usando o Corolario 3.30, temos que Z < Z%% provando que Z é simétrico.
Como todo ideal de operadores simétrico e regular é completamente simétrico (veja [35,
Proposition 4.5.7]), segue que Z é completamente simétrico. As implicacoes, para um dado
operador u € L(E; F),

ue I(E7 F) = U € <A11€I)1 (E, F) _— ®k‘,su c Idual(@frﬁE; @?SF)
— &Fue I(§, B @, F),

onde a primeira segue da hipétese, a segunda do Corolario 3.28 e a tltima segue do fato ja

provado de Z ser totalmente simétrico, provam que Z é s-tensorstable. a

A demonstracdo da proposicdo anterior deixa claro que a condicio “Z = (A7),

para algum k > 2” nao é equivalente as condi¢oes da Proposicao 3.36 em geral. O resultado
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a seguir mostra qual hipotese deve ser adicionada para que todas essas condigoes sejam

equivalentes.

Proposicao 3.37. As sequintes condicoes sao equivalentes para um ideal de operadores

reqular e s-tensorstable L:

(a) T = (4, 1), para todo k >

(b) = (A}CI)I para algum k = 2.
(¢) T < (A,ICI)I para todo k = 2.
(d) < (Alch)1 para algum k > 2

(e) I é completamente simétrico.
Neste caso, (A}CI)I € ideal de operadores para todo k = 2.

Demonstragao. As implicagoes (a) = (c), (¢) = (d), (a) = (b) e (b) = (d) sao 6bvias.
Basta mostrar (d) = (e) e (e) = (a). (d) = (e) segue do Corolario 3.30 e do fato de Z ser
regular. Finalmente (e) = (a) segue da Proposigao 3.35(ii). O

A seguir apresentamos uma outra propriedade relacionando os duais generaliza-
dos de um ideal de operadores com o ideal de polindmios de composigao gerado pelo ideal.
Esta propriedade nos mostra que sob certas condicoes o k-dual de um ideal de operadores

sempre contém o ideal de composicao polinomial associado.

O leitor deve ter em mente que, dado um ideal de operadores Z, o ideal de
composicao Z o P é um ideal bilateral de polinomios se, e somente se, Z é s-tensorstable
[18, Theorem 5.3].

Proposicao 3.38. Sejam Z um ideal de operadores simétrico tal que T o P é um ideal

bilateral de polinomios. Entao

ZoP < AT para todo k e N.

Demonstracao. Sejam k€ Ne Pe ZoP(™E; F). Como Z o P é um ideal bilateral de

polindmios, 5’“ oPeZoP(™E; @k °F). De [15, Proposition 3.2(b)] segue que (6hoP) e
(®mk °E; ® F), e como Z é simétrico temos [ (&% o P)L]* €T ((@7r F) ; ( Sl > )
Do Lema 2.18 decorre que AP e Z(P(*F); P("*E)), isto é P e AJZ(™E; F). O

Como consequéncia quase imediata temos o seguinte resultado para o ideal

dos operadores lineares compactos e para o ideal Py dos polinomios homogéneos compactos.
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Corolério 3.39. Px < A} K para todo k € N.

Demonstracao. Segue do fato de I ser um ideal de operadores completamente simétrico
(Teorema de Schauder) e s-tensorstable [18, Example 3.6], do Corolario 1.50 e da Proposi¢ao
3.38. O

Em forte contraste com o que mostramos para o ideal dos operadores fracamente

compactos no Exemplo 3.31, no caso dos operadores compactos vale o seguinte:

Corolario 3.40. (A}C/C)l = K para todo k € N.

Demonstracao. Sejam k£ € N e E e F' espagos de Banach. Do Corolario 3.30 temos
ALK(E; F) < K%Y E; F) = K(F; F). A inclusao inversa segue da Proposicio 3.38 e do j4

mencionado fato de Py ser um ideal bilateral [18, Example 3.6]. O

O Corolario acima, na verdade, vale em um contexto mais geral, que pode ser

demonstrado como no coroldrio anterior ou usando resultados anteriores:

Corolario 3.41. Se Z ¢ um ideal de operadores, completamente simétrico e tal que Z o P

¢ um ideal bilateral de polinomios, entao I = (AiI)l para todo k = 2.

Demonstragao. O resultado segue de uma combinagao da Proposigao 3.35 com [18,
Theorem 5.3]. O

A seguir mostramos uma relacao do ideal dos operadores compactos com os

duais generalizados do ideal dos operadores fracamente compactos.

Exemplo 3.42. Vejamos que

FeKe- o (AW), << (AW), < (AW), < (AIW), = wh =W,

Em vista do Exemplo 3.31 e do Corolério 3.40, basta provar que K < (A,ﬁW)l
para todo k. A inclusao segue do Corolario 3.40. Para ver que a inclusao é estrita para
cada k > 1, note, num primeiro momento, que o operador idy, ,: {41 —> {441 na0 &
) € P(kgkﬂ)

é reflexivo, temos Ayidy, ,, é fracamente compacta, isto ¢, idy, ., € AW (Cgy1; i)

compacto pois £, tem dimensao infinita. E agora, como A,lgidgk o = idprg,

A seguir estabelecemos uma relagao entre o k-dual de um hiper-ideal e seu
1-dual.

Proposigao 3.43. Se Q ¢ um hiper-ideal de polinomios, entio A} (Q,) € A (Qy,) para
todos k,n € N
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Demonstragao. Se P € A} (Q,) ("E; F), entdao AP € Q,("P(*F); P(""*E)). Usando
a Proposicao 2.8,

AP = A" (idp o P) = (A}P) o (Afidp),

e portanto, AP e Q (*"F*; P("*E)). O

Lema 3.44. (i) Sejam vy, vy € E(@I;’SE; F). Se v (®°z) = vo(®"2) para todo x € E,

entao vy = vy.

(i1) Se Qe P("E;F) eve L(F;G), entio (voQ)r =voQy.

Demonstragao. (i) Como v;(® ) = v5(®*x) para todo x € E e vy, v, sdo lineares, temos
v1(2) = va(2) para todo z € ®**E. Da continuidade de v, e vy e como ®**E ¢é denso em
@i’sE, segue que vy = s.

(ii) Para todo = € F,

(00 Q)L(®"x) = (voQ)(z) = v(Q(r)) = v(QL(®")) = (vo QL) (®"x).

O resultado agora segue do item (i). O

Observagao 3.45. Sejam Z um ideal de operadores ¢ P € P(™E; F'). De [14, Theorem
2.2] e [15, Proposition 3.2.b] segue que

P e TWi=P(ME: F) «— P, e "R E; F).
Proposicao 3.46. Se I ¢ um ideal de operadores, entao para todo k € N,

Al}: (Idual) c Allc (Idual—P) ]

Demonstracao. Podemos demonstrar esta Proposicao de duas formas:

Primeira demonstracdo: Sejam k, m € Ne P € P("E; F). Se P € A}, (Z*) ("E; F), entao
por definicio AP e Z™(P(*F); P(™" E)). Por outro lado, da Proposicao 2.8, sabemos
que (A,P) o (A’fidp) = A¥P, logo [(ALP) o (A’fz’dp)]L = (AlfP)L. Usando o Lema 3.44
temos AP o (Afidp), = (AYP),, e portanto (A}P), € Idual(@)i’sF*;P(mkE)). Pela

Observagio 3.45 temos AYP € TP (*F*, P(™ E)), isto é P e A} (I%"F) ("E; F).

Segunda demonstragao: Combinando [43, Teorema 3.4.5] com [14, Theorem

Idual -P

2.2] segue que = T%al o P é um hiper-ideal de polindmios. O resultado agora segue

da Proposicao 3.43. O
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3.5 Germes de composicao

Seguindo uma das linhas classicas da teoria, que vem desde o artigo seminal de
A. Pietsch [36], definiremos e estudaremos os germes de composigao, que serao definidos
da mesma forma que se faz com os ideais (veja Definigao 1.46). Uma aplicagao aos duais

generalizados de um ideal de operadores sera obtida.

Proposicao 3.47. Sejam G um germe de ideal de operadores e P € P("E; F). Entdo as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) Existem um espago de Banach G, um polinomio Q € P("E;G) e um operador
ue€ G(G; F) tais que P =uo Q.

(i) PLeG(®. E;F).

Demonstracao. Suponhamos que existam um espaco de Banach G, um polinomio @) €
P(™E;G) e um operador linear u € G(G; F') tais que P = uo Q. Pelo Lema 3.44,

Pr=(uoQ)=uoQreG(®. E;F).
Reciprocamente, suponhamos que P € G (@?’SE; F). O resultado segue da igualdade
P = PL o (Sg O
Definigao 3.48. Dados um germe de ideal de operadores G e um polinomio P € P("E; F),
dizemos que P € GoP(™E; F') se P satisfaz as condigdes equivalentes da proposigao anterior.

Proposigao 3.49. Se G é um germe de ideal de operadores, entao G o P é um germe de

hiper-ideal de polinomios.

Demonstracao. Provemos primeiramente que Py(™E;F) < G o P("E; F). Para isso

seja P = Z ¢ ®bj € Pr("E; F), onde p; € E* e b; € F. Consideremos o polinomio
j=1
m-homogéneo continuo

Q: E— K", Q(x) = (¢"(@),..., 3 (2)),

e o operador linear continuo
n
. n
w: K" — F | ulag,...,a,) = Zajbj.
=1
Para todo z € F,

(15 Q)(x) = (@) = u(eP@)..... o) = 3 P () = Pla)
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Note que u € G(G; F') pois u tem posto finito.

Provemos agora a propriedade de hiper-ideal. Sejam P € G o P(™E; F), R €
P("H;E)ete L(F;Hy). Como Pe GoP("E; F), temos P = uo @ onde G é um espago
de Banach, ue G(G; F) e Q € P("E;G). De

toPoR=to(uoQ)oR=(tou)o(QoR)
e como toue G(G; Hy), segue que to Po Re GoP("™H; Hy). O
No caso dos germes de ideais de operadores que sao duais generalizados de um

ideal, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.50. Se Z ¢ um ideal de operadores, entdao (A,ch)l oP < AT para todo
k e N.

Demonstracao. Sejam k € N e P € P("E; F). Usando as igualdades P = P o §3 e
ALP = Ao o A(Pyr), temos

Pe (AZ), o P("E;F) < Ppe NJI(®, "E; F)
<= AL(P) eI (P(FF); P(*®,°F))
= A PeZ(P(*F);P("E))
< Pe ALZ(™E; F).
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CAPITULO 4

GERMES DE IDEAIS FECHADOS,
INJETIVOS E SOBREJETIVOS

Na teoria de ideais é comum considerar ideais com propriedades especiais, por
exemplo ideais regulares, fechados, simétricos, injetivos, sobrejetivos, minimais e maximais
(veja [20, 35]). Neste capitulo iniciamos a teoria de germes de ideais com propriedades

especiais, a saber, estudaremos germes fechados, injetivos e sobrejetivos.

Entre outras coisas, mostramos, no caso de germes fechados, que o k-dual de
um ideal de polinomios fechado é um germe fechado. Para o caso de germes injetivos e
sobrejetivos, estabelecemos sua relagao com o ideal gerado e com as envoltérias injetivas e
sobrejetivas. No caso de germes injetivos de polinomios, estabelecemos uma equivaléncia
com o que chamamos de propriedade da dominacao polinomial, que generaliza uma

equivaléncia conhecida no caso linear.

4.1 Germes de ideais fechados

Comecamos com a defini¢ao no caso linear.

Definicao 4.1. Um germe de ideal de operadores G é fechado se para quaisquer espagos
de Banach F e F, a componente G(E; F') é um subconjunto fechado de L(F; F') com a

norma usual de operadores.

E para o caso polinomial:
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Definigao 4.2. Um germe de ideal de polinémios (respectivamente, germe de hiper-ideal,
germe de ideal bilateral de polinomios) G é fechado se para qualquer m € N e quaisquer
espacos de Banach E e F', a componente G(™ F; F') é um subconjunto fechado de P(™E; F)

com a norma usual de polindmios.

Para provar o primeiro resultado sobre o fecho de um germe precisamos do

seguinte lema técnico.

Lema 4.3. Sejam E, F, G, H espagos de Banach, m, n, r € N, R € P("F;H) e
Q€ P("G; E). Entao a aplicagao

Sro: P(ME; F) — P(™"G;H) , Spo(P) = Ro PoQ,

¢ um polinomio r-homogéneo continuo.

Demonstracao. A aplicacao Srg ¢ bem definida pois a composi¢ao de polinémios homo-

géneos é um polindomio homogeéneo. A r-homogeneidade se nota na igualdade
Srg(\P) = Ro (AP) 0 Q = N'(Ro Po Q).

E facil verificar que

APy, ..., P)(z) = R(P(Q(2)), ..., P(Q(x))),

¢ um operador 7-linear continuo que gera Sgq. O

Definigao 4.4. (i) Dados um germe de ideal de operadores G e espagos de Banach E e

F, definimos

G(E;F):=G(E; F),

onde o fecho é tomado em relacao a norma usual de operadores.

(ii) Dados um germe de ideal de polinomios (respectivamente, germe de hiper-ideal de
polinémios, germe de ideal bilateral de polinémios) G, m € N e espagos de Banach F

e I, definimos

G("E;F):=G(mE; F),

onde o fecho é tomado em relagao a norma usual de polinomios.

A seguir mostramos, como esperado, que o fecho de um germe de ideal é um

germe fechado de ideal.

Proposicao 4.5. Se G é um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal
de polinomios, germe de hiper-ideal de polinomios, germe de ideal bilateral de polindmios),
entio G é um germe fechado de ideal de operadores (respectivamente, germe fechado de
1deal de polinomios, germe fechado de hiper-ideal de polinomios, germe fechado de ideal

bilateral de polinomios).
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Demonstragao. E suficiente provar o caso em que G é um germe de ideal bilateral de
polinomios.

E claro que G contém os polinémios de tipo finito, pois P < G < G.

Sejam m,n,r € N, P € G("E;F), Q € P("G;E) e R € P('F;H). Como
P e G(™E; F), existe uma sequéncia (P,), em G("E; F) tal que P, —> P na norma usual
de P("E; F). Logo Ro P, 0@ € G("™"G; H) para cada n e usando a continuidade do

operador Srg do Lema 4.3 concluimos que
ROPnOQ:SRQ<Pn) —>SRQ(P) :ROPOQ

na norma usual de P(""" E; F'). Portanto, Ro Po Q€ G(""G; H). O

A seguir, mostramos uma condi¢ao suficiente para que o k-dual de um ideal de

polinoémios seja fechado.

Proposigao 4.6. Se Q,, é um ideal fechado de polinomios n-homogéneos, entao, A Q,, €

um germe fechado de hiper-ideal de polinomios para todo k € N.

Demonstracao. Dado k € N, da Proposicao 3.22 segue que Ay Q, é um germe de
hiper-ideal de polinomios. Dados m € N e E e F' espacos de Banach, mostraremos a
seguir que Ay Q,,("E; F) é fechado em P(™E; F'). Para isso, seja (P;); uma sequéncia em
ALQ,("E; F) tal que P; — P na norma usual de P(™E; F'). Logo

AP e Q("P(*F); P(™*E)) para todo j.

Da continuidade do polinomio A} (Proposigao 2.3(ii)) segue que A} P; — A} P na norma
usual. Como o ideal Q,, é fechado, concluimos que AP € Q,,("P(*F); P(™*E)). 0

4.2  Germes sobrejetivos

Seguindo a linha do que ¢ feito no caso de ideais de operadores lineares em
20, 35] e no caso de ideais de polinomios homogéneos em [10] e [35], definimos e estudamos
nesta secao os germes sobrejetivos de ideais. Tanto para os germes sobrejetivos de ideais
de operadores como para germes sobrejetivos de ideais de polindmios, estudamos suas
envoltdrias sobrejetivas e por meio destas caracterizamos os operadores/polinémios que

pertencem aos ideais.
Comecamos definindo o que é um germe sobrejetivo de ideal de operadores.
Definicao 4.7. Dizemos que um germe de operadores lineares G é sobrejetivo se dados

um operador u € L(F; F') e uma sobrejecao métrica s: H — FE tais que uo s € G(H; F),
tem-se u € G(E; F).
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Para o caso polinomial, temos:

Definicao 4.8. Dizemos que um germe de ideal de polinémios (respectivamente, um germe
de hiper-ideal de polinémios, um germe de ideal bilateral de polinémios) G é sobrejetivo
se dados um polinémio P € P(™E; F) e uma sobreje¢cio métrica s: G — E tais que
PoseG("G; F), tem-se Pe G("E; F).

Exemplo 4.9. Todo ideal (de operadores ou de polinomios) sobrejetivo é um germe
de ideal (de operadores ou de polinémios) sobrejetivo. Listas de ideais de operadores
sobrejetivos podem ser encontradas em [21, 1.20] e [35, Proposition 4.7.12]. Em [10]
encontramos varios exemplos de ideais de polindomios sobrejetivos, por exemplo o ideal

bilateral Pr dos polinémios homogéneos de posto finito é sobrejetivo [10, Example 2.6].

Com o objetivo de caracterizar os germes de ideais sobrejetivos, introduzimos e
estudamos a seguir a envoltéria sobrejetiva de um germe de ideal (tanto no caso linear

como no caso polinomial).

Proposicao 4.10. (i) Seja G um germe de ideal de operadores. Entao existe um inico
menor germe sobrejetivo de ideal de operadores G*'" que contém G. Se Qg denota a

sobreje¢ao canonica 1(Bg) — E, entao para cada u e L(E; F),
ue G (E;F) <= uoQgeG(li(Bg); F).

(17) Seja G um germe de ideal de polinomios. Entao existe um tinico menor germe sobrejetivo
de ideal de polinomios G*" que contém G. Se Qg denota a sobrejecao canonica l(Bg) — E,
entdo para cada P € P("E; F),

P e G ("E; F) <= P oQp € G(",(Bp); F).

O germe G*" é chamado de envoltoria sobrejetiva do germe G.

Demonstracdo. E claro que basta provar (ii). Para isso, dados m, E e F, definimos

G ("B, F) = {Pe P("E;F): PoQgeG}.

Vejamos que G*" é um germe sobrejetivo de ideal de polinomios e G < G**".

A continéncia G < G*" decorre da propriedade de ideal de G. E dela segue que

G*"" contém os polindmios de tipo finito, pois o préprio germe G contém esses polinomios.

Provemos agora a propriedade de ideal. Sejam uw € L(E; F), P e G*"("F; G)
et e L(G;H). Como P € G ("F;@G), temos P o Qp € G("l1(Br);G). Usando que

¢1(Bg) tem a propriedade do levantamento [35, Proposition C.3.6], existe um operador
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s € L(61(Bg); (1(Br)) tal que uo Qp = Qr o s.

\ TQF

(1 (Br)

Assim, to PouoQp =to(PoQr)oseG("l(Bg); H) pois PoQr € G("l1(Br); G).

Provemos que G*'" é sobrejetivo. Sejam P € P("E;F) e j: G — E uma
sobrejecao métrica tais que P o j € G*("G; F'). Usando novamente a propriedade do

levantamento de ¢;(Bp), existe um operador s € L(¢1(Bg); {1(Bg)) tal que Qp = joQgos.

G— 7 S p_P . p

of o

51 (Bg) <~ fl(BE)

Portanto, Po Qp = PojoQgose G("l(Bg); F) pois Poje G* ("G, F). Isso mostra
que P e G*"(ME; F).

Vejamos agora que se G; é um germe sobrejetivo de ideal polinomios tal que
G < G1, entao G < Gy. De fato, se P € G*("E; F), entao Po Qg € G("l1(Bg); F) <
G1(™1(Bg); F), e portanto P o Qg € G1(™¢1(Bg); F). Como G; é sobrejetivo, segue que
PeG ("E;F).

Por fim, provemos que G**" é o tnico germe com as propriedades acima. Com
efeito, suponhamos que exista um outro menor germe sobrejetivo de ideal de polindmios

G; tal que G < G;. Como G**" também é um germe sobrejetivo que contém G, segue da

minimalidade de G; que G; < G**". E da minimalidade de G**" segue que G**" < G;. O

Proposicao 4.11. Seja G um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de

ideal de polinomios). Entdo:

(1) G € sobrejetivo se, e somente se, G*" = G.
(i1) span{G} < span{G°""} < (span{G})""".
(1i1) Se span{G} € sobrejetivo, entdo span{G} = span{G**"}.
Demonstragao. (i) Suponhamos que G seja sobrejetivo. J& sabemos que G < G**". Para

a inclusao inversa, se P € G*"(™E; F), entao P o Qg € G("(1(Bg); F). Mas como G é

sobrejetivo, segue que P € G. A reciproca é ébvia.
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(ii) Como G < G*", temos span{G} < span{G**"}. Para a outra inclusdo, se

P e span{G*"}("E; F), entao P = Z a;P;,onde ke N, a; e Ke Pj e G*"(™E; F). Logo

7=1

k k
B = (Z aij) o Z P;joQg) € span{G(™(Bg); F')},

pois cada Pjo Qg € G("(1(Bg); F). Portanto P € (span{G})*"" ("E; F).

O item (iii) Segue do item (ii). O

Mostramos na proposicao a seguir que a envoltoria sobrejetiva satisfaz as

propriedades que se espera de uma envoltéria.

Proposicao 4.12. Na classe dos germes de ideais de operadores (respectivamente, germes

de ideais de polinomios), a correspondéncia
sur: G — G°*"

¢ um procedimento de envoltoria no sentido que:

(1) Se G € um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal de polino-
mios), entao G*" € um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de

ideal de polinémios).

(17) Se G e R sao germes de ideal de operadores (respectivamente, germes de ideal de

polinémios) tais que G < R, entdo G*" < R*".

(23i) (G™")*"" = G*" para todo G germe de ideal de operadores (respectivamente, germe

de ideal de polinomios).

(1v) G < G* para todo G germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal

de polinomios).

Demonstracgao. Basta mostrar o caso em que G, R sao germes de ideal de polindmios.

Os itens (i) e (iv) foram provados na Proposicao 4.10.
(11) Se P € QS“T(mE, F), entao P o QE € g(mﬁl(BE),F) - R(mgl(BE),F),
donde segue que P € R*™ ("E; F).

(iii) Lembrando que G**" é um germe sobrejetivo de ideal de polindmios, o

resultado segue da Proposigao 4.11(i). O

Nao desenvolveremos a teoria de ideais normados sobrejetivos de polinomios

pois isso jé foi feito em [10].
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4.3 Germes de ideais injetivos

Tendo como referéncia a definicao cléssica de ideais de operadores injetivos
(veja [20, 35]), definiremos e estudaremos os germes de ideais injetivos, tanto no caso linear
como no caso polinomial. Em ambos os casos estudaremos a envoltoria injetiva desses
germes que, como esperado, estabelece uma caracterizagdo dos operadores/polinomios que
pertencem ao germe. Estabeleceremos também uma caracterizacao de germes injetivos
por meio de uma propriedade de dominacao, que generaliza a conhecida caracterizacao de

ideal de operadores injetivo por meio da propriedade de dominacao.

Definicao 4.13. Dizemos que um germe de operadores lineares G é injetivo se dados um
operador u € L(F; F') e uma injegao métrica j: F' — H tais que jou € G(E; H), tem-se
ue G(E; F).

Analogamente, para o caso polinomial definimos:

Definigao 4.14. Dizemos que um germe de ideal de polinomios (respectivamente, um
germe de hiper-ideal de polinomios, um germe de ideal bilateral de polinomios) G é
injetivo se dados um polinémio P € P(™E; F) e uma injecao métrica j: F' <— G tais que

joPeG("E;G), tem-se Pe G("E; F).

Exemplo 4.15. E claro que todo ideal injetivo de operadores/polindmios é um germe de
ideal de operadores/polinomios injetivo. Listas de ideais de operadores injetivos podem ser
encontradas em [21, 1.20] e [35, Proposition 4.6.12]. De [18, Example 3.6] sabemos que a
classe Px dos polindbmios compactos é um ideal bilateral de polinomios. Mostraremos na

Proposicao 4.23 que Px é injetivo.

A seguir caracterizamos os germes injetivos de ideais de operadores, de ideais e

de hiper-ideais de polinémios usando a envoltéria injetiva.

Proposicao 4.16. (i) Seja G um germe de ideal operadores. Entao existe um inico
menor germe injetivo de operadores G™ que contém G. Se Iy denota a injegao

canonica F — (o (Bpx), entao para uw € L(E; F),
we G (E;F) <= Ipoue G(E;ly(Bp+)).
(17) Seja G um germe de ideal de polinomios (respectivamente, germe de hiper-ideal de
polinémios). Entao existe um inico menor germe injetivo de ideal de polinémios

(respectivamente, germe de hiper-ideal de polinomios) G™ que contém G. Se Ip

denota a injecao canonica F < Ly (Bpx), entdo para P € P(™E; F),

PeG™("E;F) < IpoPeG("E;{y(Bpx)).
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O germe G é chamado de envoltdria injetiva do germe G.

Demonstragao. Basta mostrar (ii) no caso em que G é um germe de hiper-ideal de

polinomios. Neste caso definimos, para m € N e espacos de Banach F e F,

G ("E;F) ={PeP("E;F):IpoPeG("E;ly(Brx))}.

Vejamos que G™ é um germe de hiper-ideal de polinomios injetivo e G < G™.
A inclusdio G < G segue da propriedade de ideal de G, e dela segue que G™ contém os
polinémios de tipo finito, pois o préprio G contém esses polinomios.

Provemos a propriedade de ideal. Sejam Q € P("E; F), P € G™(™F;G) e
t € L(G; H). Como P € G™(™F;@), entdao Iz o P € G. Aplicando a propriedade de
extensao de ¢y (Bg+) [35, Proposition C.3.2] para o operador Iy o t, existe um operador
s € L(ly(Bg#); loo(Bpy+)) tal que Iy ot = so .

E-%p P oGt gy (B

o

Lo (Bg)

Portanto
IgotoPo@Q = (solg)oPo@Q =s0(lgoP)oQ e G("E;ly(Byx)).

Isso prova que t o Po Qe G (™" E: H).

Vejamos que o germe G™ é injetivo. Sejam I: F < G uma injecdo métrica
e Qe P(ME;F) tais que I o Q € G™(™FE;G). Usando uma vez mais a propriedade de
extensao de lo(Bpx), como Ig o I é uma injegao métrica, existe T € L(lo(Bgx); Lo (Brx))

tal que Ip =T olgol.

lo(Bpx) <l (Bgx)
Portanto Ir 0o Q =T olgoloQ e G(™E;{,(Bp+)), ou seja, Q € G™(™E; F).

Provemos agora a minimalidade. Seja R é um germe injetivo de hiper-ideal
de polinémios tal que G € R. Se P € G™(™E; F), entdo Ir o P € G("E;{(Bps))
R(M™E; Ly (Bpx)), portanto Ip o P € R(™E;{y(Bpx)). Mas como R ¢ injetivo, temos
P e R(™E; F), provando que G < R.

Finalmente vejamos a unicidade de G". Suponhamos que exista um outro
menor germe injetivo de hiper-ideal de polinémios R tal que G € R. Pela minimalidade de
R temos R < G, e pela minimalidade de G"™ temos G < R. Portanto R = G"™. O
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Proposicao 4.17. Seja G um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de

ideal de polinémios, germe de hiper-ideal de polinomios). Entdo:

(i) G € injetivo se, e somente se, G™ = G.
(i7) span{G} < span{G™} < (span{G})"™.

(iii) Se span{G} € injetivo, entdo span{G} = span{G"7}.

Demonstracgao. Basta mostrar o caso em que G é um germe de hiper-ideal de polinémios.
(i) Suponhamos que G seja injetivo. Sabemos que G € G™ | e por outro lado, se
PeGM("E,F), IpoPeG("E;{y(Bp+)). Logo P e G(™E; F) pois G é injetivo. Segue
que G™ = G. A reciproca é Gbvia.
(ii) Como G € G entdo span{G} < span{G"“}. Agorase P € span{G"™}("E; F),

entdo P = Z a;P;, onde ke N, a; e K, P; € G"/(™E; F). Logo

j=1

IFoP=IFo<Zaij> 2 (Ir o P;) € span{G} (" E; Lo (Bp+)),

=1

pois que cada Ip o Pj € G(™E; £,(Bp«)). Portanto P € (span{G})"’ ("E; F).

O item (iii) segue do item (ii). O

Mostramos na proposi¢ao seguinte que a envoltoria injetiva tem o comporta-

mento esperado de uma envoltoria.

Proposicao 4.18. Na classe dos germes de ideais de operadores (respectivamente, germes

de ideais de polindmios, germes de hiper-ideais de polinomios), a regra
mj: G — G'"
¢ um procedimento de envoltoria no sentido que:

(a) Se G € um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal de po-
linémios, germe de hiper-ideal de polinémios), entdo G™ ¢é um germe de ideal de
operadores (respectivamente, germe de ideal de polinomios, germe de hiper-ideal de

polinémios).

(b) Se G, R sao germes de ideal de operadores (respectivamente, germes de ideal de

polinémios, germes de hiper-ideal de polinémios) tais que G € R, entdo G™ < R™.

(c) (G™M)™ = G™ para todo G germe de ideal de operadores (respectivamente, germe

de ideal de polindmios, germe de hiper-ideal de polinomios).
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(d) G < G™ para todo G germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal

de polinémios, germe de hiper-ideal de polinémios).

Demonstracao. Basta mostrar o caso em que G e R sao germes de hiper-ideal de

polinémios. Os itens (a) e (d) foram provados na Proposigao 4.16.

(b) Se P e G™(™E; F), entdo Ip o P € G("E;ly(Bp+)) € R(™E; oo (Brx)),
portanto P € R™ (™E; F).

(¢) Lembrando que G™ ¢ um germe injetivo de hiper-ideal de polinomios, da
Proposigao 4.17(i) segue que (ginﬂ')”‘ﬂ — G, .

Ao contrario dos ideais normados sobrejetivos de polindmios, que foram es-
tudados em [10], os ideais normados injetivos de polinémios ainda nao foram tratados
na literatura. Como necessitaremos disso no Capitulo 5, estudaremos os ideais normados

injetivos de polinomios agora.

Definigao 4.19. Dizemos que um ideal normado de polindémios (respectivamente, um
hiper-ideal normado de polinémios, um ideal bilateral normado de polinémios) (Q, | - [g) é
injetivo se dados P € P(™E; F') e uma inje¢ao métrica j: F — G tais que joP € Q("E; G),
tem-se P e Q("E; F) e |Pllg = [j o Ple.

Proposicao 4.20. Seja (Q,| - |o) um ideal normado de polindmios (respectivamente,

hiper-ideal normado de polinémios). Entdo existe um inico menor ideal normado injetivo

Qinj)
que contém Q e | - |lgni < | - |lg. Se Ir denota a injecao candnica F < Ly(Bpx), entdo
para Pe P("E; F),

de polinémios (respectivamente, hiper-ideal normado injetivo de polinémios) (Q™, | - |

PeQ™W «—JproPeQ e |P|

Qinj = HIF OPHQ'

Mais ainda, (Q™, | - |
ideal de Banach de polinomios) se o ideal (Q,| - | o) for de Banach.

Qinj) ¢ um ideal de Banach de polindmios (respectivamente, hiper-

Demonstracao. Basta mostrar o caso em que (Q, | -||g) é um hiper-ideal normado de

polinémios. Definimos

QM ("E;F) ={PeP("E;F)|lpoPeQ} e|P|

Qini = H]F O PHQ

A inclusao @ € Q™ e a desigualdade de normas segue da propriedade de ideal

de Q.

Provemos que (Q", || - | gins) é um ideal normado e injetivo.
E facil ver que Q™ (" E; F) é um subespago vetorial de P(" E; F') e que contém

os polinémios de tipo finito, pois Pr < Q < Q™.
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Para verificar a propriedade de hiper-ideal, sejam Q € P("E; F), P € Q"™ ("F; Q)
ete L(G;H). Como Pe QM (™F;@), entdo I o P e Q. Como como I é uma injecio
métrica, aplicando a propriedade de extensao de £, (Byx) para o operador I o t, existe

um operador s € L({y(Bg#); loo(Brx)) tal que Iy ot =solge|s| = Iy ot].

E-%-F— P gt ~H— 0 (B

of A

Uy (Bg)

Portanto
IyotoPo@Q = (solg)oPo@Q=s0(lgoP)oQ e Q("FE;ly(Byx)),
isto é,toPoQe QM (™E; H) e

[toPoQlgm = ImotoPoQle=|solaoPoQo<|s]| [laoPle-|Q™

= [Im o t]- | o Plo - [Q™ < [t - | Pligms - [QI™

omi =0 ¢ 0]

Quanto aos axiomas de norma, é claro que || - | o = 0, e é facil
verificar que |[AP|gini = |A| - | P| gins-

oini = 0. Neste caso, ||[Ir o P|g = 0, e da desigualdade

Suponhamos que |P|

|15 o P|| < |Ir o Plg segue que |5 o P| = 0. Logo

0= sup |[(Ip o P)(@)| = sup [Ip(P(2))] = sup |[P(x)] = [P],

lz)<1 lz)<1 =<1
donde concluimos que P = 0.

Para a desigualdade triangular, para todos P,Q € Q™ (™E; F),

[P+ Qlgins = [Iro(P+Q)|o=[IroP+1roQfo
< [Ipo Plo + [IroQlo = [[Plom + Q|

Vejamos que ||(idg)™ | gins = 1:

1= [[(ids)™ | = | o (idg)™ || < [ I © (idi)™ | @ = || (i)™

= ||Ix o (idg)" | o < |Ix| - [/(idx)™ o = 1.

Qinj

Para comprovar a injetividade, sejam I: F' < (G uma injecao métrica e () €
P(™E; F) tais que [oQ € Q™ (™E;G). Como Igol é uma injecio métrica, da propriedade
de extensao de {o, (Bpx) existe um operador T' € L({o(Bgx); b (Bpx)) tal que Ip = Tolgol
e [T = |rl = 1.
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Portanto, IroQ =T olgoloQ € Q("FE;lw(Bp+)), o que prova que Q € Q™(™E; F).

Mais ainda,

|Qllgimi = [HroQlo = |TolgoloQo<|T|-|lcoloQlo
= 1o Qlgins <[]l - [Qlgms,
provando que |Q|gini = |1 0 Q| gins-

A minimalidade e a unicidade de Q" seguem da mesma forma que fizemos em

demonstragoes anteriores.

Finalmente, provemos que se (Q, | - | o) é um ideal de Banach, entao (Q", | - | gins)

também ¢é de Banach. Dados E e F’ espacos de Banach, provemos que (Qmj ("E;F), || - |lgins)

é um espaco de Banach. Para isso seja (P,), = Q™ (™E; F) tal que 2 | P,

n=1

QZTLJ < OO COHlO

P < | Pulgns para todo n, temos S 1P < ST [ Pallgns < 0. Do fato de P("B: F) ser
n=1 n=1
00]
um espago de Banach existe um polinémio P € P("E; F) tal que P = Z P, na norma de
n=1

P(™E; F). Por outro lado, como cada P, € Q™ (™E; F), temos Iro P, € Q(™E; {(Bp+))

para todo n, dai

Qinj < O0.

0 0
Y Hro Pl =) Pl
n=1 n=1
Do fato de (Q, | - | o) ser um ideal Banach, existe Q € Q("F; £, (Br+)) tal que
0
Z (Ir o P,) (4.1)
0¢]

<| |l implica que " (Iro P,) = Q

n=1

na norma de Q(™F; l,(Bpx)). A desigualdade | -

na norma usual de P("E; . (Bp+)). Para todo k,

= [Ipo (P =) Py)

k
IF()})_'§:<[F()}%)

n=1

< | Iel - | (P -

e portanto
lim < | Ip| - lim ||P —
k—0o0 k—c0

k
IF()F)—'EZ(IF()F%)
n=1

a0
0 que prova que ) = Z(IF oP,) =IpoP,eassim Pe Q™(™E;F). De (4.1) temos

n=1

0
(Ipo P,) = Ip o P na norma de Q(™F; s, (Bpx)), isto é,
n=1
k k k
0= lim IFOP—Zl(IFoPn) = lim ]FO<P—21Pn) = lim |P 21 -
n= Q n= Q = ang
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o0
Isso prova que a série Z P, é convergente na norma | - |

n=1

Qinj - O

Proposicao 4.21. (i) Um ideal de polinomios (respectivamente, hiper-ideal de polind-

mios) Q € injetivo se, e somente se, @ = Q.

(71) Um ideal normado de polinémios (respectivamente, hiper-ideal normado de polino-

mios) (Q, | - | o) € injetivo se, e somente se, @ = Q™ e | -|g =g
Demonstracao. Basta mostrar (i7) no caso em que (Q, | - ||g) ¢ um hiper-ideal normado
de polinémios. Suponhamos que o ideal seja injetivo. J& sabemos que Q € Q™. Agora, se
Pe QM (ME;F), temos Ir o Pe Q(™E;{x(Br+)). E como Ir é uma injecdo métrica e o

ideal é injetivo, segue que P € Q(™E; F) e |P|g = |Ir o Pllg = || P|

A reciproca segue da Proposicao 4.20. a

Proposicao 4.22. (1) Na classe dos ideais de polinomios (respectivamente, hiper-ideais
de polinomios), a regra
inj: Q — QM

¢ um procedimento de envoltoria no sentido que:

(a) Se Q € um ideal de polinomios (respectivamente, hiper-ideal de polinémios),

entdo Q™ ¢ um ideal de polindmios (respectivamente, hiper-ideal de polinémios).

(b) Se Q, R sao ideais de polinomios (respectivamente, hiper-ideais de polindmios)
tais que Q € R, entio Q™ < R™ .

(c) (QM™M = Q™ para todo Q ideal de polinémios (respectivamente, hiper-ideal
de polinomios).

(d) @ € Q™ para todo Q ideal de polinémios (respectivamente, hiper-ideal de

polinémios).

(2) Na classe dos ideais normados de polinémios (respectivamente, hiper-ideais normados

de polinomios), a regra

inj: (Q]-lo) — (Q™, [ lams)
¢ um procedimento de envoltoria no sentido que:
(a) Se (Q,| llo) € um ideal normado de polinémios (respectivamente, hiper-ideal

normado de polinémios) (Banach), entio (Q™, | - |

gini) € um ideal normado

de polinomios (respectivamente, hiper-ideal normado de polinomios) (Banach,).
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(b) Se (Q,]-]o) e (R,||lr) sdo ideais normados de polindmios (respectivamente,
hiper-ideais normados de polindmios) tais que Q S R e |- |r < |- | o, entdo
Qmj - ij e || . | Qinj -

() (@)™ = Q™ e |(ginsymi = |
polinémios (respectivamente, hiper-ideal normado de polinomios).

(d) Qc Q™ e -|

(respectivamente, hiper-ideal normado de polinémios).

it < |-

oini para todo (Q, | - |g) ideal normado de

oini < ||+ |g para todo (Q, | - | o) ideal normado de polinémios

Demonstragao. Basta mostrar (2) para o caso de hiper-ideal normado de polinémios.
Os itens (a) e (d) foram provados na Proposigao 4.20.

(b) Se P e QM (™E; F), entdo Iro P e Q("E;{x(Bps+)) S R(™E; Ly (Bp+)),
portanto P € R™ (™E; F) e

|7

gt =[x 0 Pl < [Ir 0 Pl = | Plgns.

(c) Lembrando que (Qmj o

mios, da Proposicao 4.21 temos (Qi"j)inj — QM e |- l(gimsyns =1l - |

oini ) ¢ um hiper-ideal normado injetivo de polino-

Qing . O

Proposicao 4.23. Os ideais fechados dos polinomios compactos Px e dos polinomios

fracamente compactos Py sao injetivos.

Demonstragao. Sejam P e P("E; F) e j: F — G uma injegao métrica tais que jo P €
Pr(™E; G). Dada uma sequéncia limitada (x,,),eny em E, como joP € P (" E; G), a sequén-
cia ((j o P)(x,)),ey tem uma subsequéncia convergente em G, digamos ((j © P)(@n, )) ren-
Como toda sequéncia convergente é de Cauchy, temos

lim (7 0 P)(xn,) = (5 o P)(@n,)| = 0.

k,l—00

Para todos k,l € N,

|G o P)(@n,) = (50 P)(an,)| = [5(P(zn,) = Pan))| = [ P(n,) = P(za,)],
e portanto kllim |P(zy,) — P(zy,)| = 0. Isso prova que P € Pc("E; F)
;b—00

Agora sejam P € P("E; F) e j: F — G uma inje¢ao métrica tais que jo P €
Pw("E;G). Dada uma sequeéncia limitada (z,)ney em £, como jo P € Pyw("E;G),
a sequéncia ((jo P)(xn)),y admite uma subsequéncia fracamente convergente em G,
digamos (j o P)(xn,) — y em G. Por ser uma inje¢ao métrica, j é um isomorfismo
isométrico sobre sua imagem, que, por ser isomorfa ao espaco de Banach F'; é um subespaco

fechado de G. Como subconjuntos convexos fechados sdo fracamente fechados, j(FE)



Capitulo 4. Germes de ideais fechados, injetivos e sobrejetivos 96

é fracamente fechado, e portanto y € j(F). Considerando o operador linear continuo

7' j(E) — E e usando que operadores lineares continuos sio w — w continuos, temos

P(zy,) = j 7 (§(P(2n,) == 57 (1),

provando que P € Py(™E; F). O

Veremos no Exemplo 5.12 o resultado mais geral que garante que se Z é um
ideal normado de operadores injetivo, entao Z o P é um ideal normado de polinomios

injetivo.

4.4 A propriedade da dominacdo polinomial

Os ideais de operadores injetivos sao caracterizados por uma propriedade que
diz que todo operador que é dominado em norma por um operador do ideal também esta
no ideal. Isso aparece como exercicio no livro [20] e estd provado em [13, Lemma 3.1].
Nesta secao tratamos deste tipo de propriedade de dominagao para o caso de germes de

ideais de operadores lineares e de polinomios homogéneos.

Definicao 4.24. Dizemos que um germe G de ideal de operadores lineares tem a pro-
priedade da dominagao se dados u € G(E; F) e v e L(F;G) tais que |v(z)]| < C - |Ju(z)]
para todo x € E e alguma constante C' > 0 (dependendo eventualmente de E, F, G, u, v),
entdo v € G(E; G).

Conforme dito acima, o resultado abaixo estd provado em [13, Lemma 3.1] para
o caso de ideais de operadores. Repetimos a demonstragao para deixar claro que também

funciona para o caso de germes.

Teorema 4.25. Um germe de ideal de operadores G € injetivo se, e somente se, G tem a

propriedade da dominacao.

Demonstragao. Suponhamos que G seja injetivo e sejam u € G(F; F) e v € L(E;G)
tais que |v(x)| < C - |u(x)|| para todo z € E e alguma constante C' = 0. Vejamos que o
operador

W:uwE)<c F— G, Wu(z)) = v(z),

esta bem definido. De fato,
u(@) =u(y) = ulz —y) = 0= fv(z —y)| < C-|u(z —y)| = 0 = v(z) = v(y).
E claro que W ¢ linear e sua continuidade segue de

W (u(@)| = v(@)] < € Juz)].
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Existe entdo um tnico operador linear continuo Wi: u(E) € F — G operador linear

continuo tal que Wi,k = W. Denotando por i: u(E) — F o operador inclusao, temos

o seguinte diagrama:

E Y WE) U F
~ I
Wi T~ - | ~
v ~ ‘
JGOW1 ~ | 1
Sa

Como Jg é a injegdo métrica candnica, da propriedade de extensao de £, (Bg+) existe
um operador Wie L(F;l,(Bgx)) tal que Jgo Wy =Wy oie | Wy | = |Jg o Wi|. Como
JgoW, =Wy o1, temos JgoWiou=W;o0i0u, ede

(Wi ou)(x) = Wi(u(z)) = W(u(x)) = v(x) para todo = € E,

concluimos que Jgov = Wy oiou= W, ou. Comoue G(E; F), Jgove G(F;lyn(Bgx)).
Além disso, G é injetivo e Jg é uma imersao métrica, logo v € G(E; ). Reciprocamente,
suponhamos que G tenha a propriedade da dominagao. Sejam v e L(E;F) e j: F — G

uma injegao métrica tais que jou € G(E; G). Para todo x € E,

Ju(@)] = 5 (u(@)] =11 ou)(@)],

e como G tem a propriedade da dominagao, temos u € G(F; F). a

Passando para o caso polinomial, estamos interessados em uma propriedade
similar a propriedade da dominacao que caracterize os germes injetivos de ideais de
polinémios. A tentativa ébvia é adaptar diretamente a propriedade da dominacao para o

caso de polinomios.

Definigao 4.26. Dizemos que um germe G de ideal de polinémios tem a propriedade da
dominagao polinomial fraca se dados P € G(™E; F) e Q € P(™FE;G) tais que ||Q(z)] <
C - ||P(z)| para todo x € E e alguma constante C' > 0 (dependendo eventualmente de E,
F, G, P,Q,m), entao Q € G("E; G).

E facil provar que a propriedade da dominagao polinomial fraca é suficiente
para o germe ser injetivo.
Proposicao 4.27. Seja G um germe de ideal de polinomios. Se G tem a propriedade da

dominacao polinomial fraca, entdo G € injetivo.

Demonstragao. Sejam P e P("E; F) e j: F — G uma injegao métrica tais que jo P €
G(™E;G). Para todo z € E,

|P()| = [5(P)] =[G o P))l,
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e portanto a propriedade da dominagao polinomial fraca de G implica que P € G("E; F).
O

Nao sabemos se a propriedade da dominacao polinomial fraca é equivalente ao
ideal ser injetivo. Entretanto, identificamos uma propriedade relacionada que, essa sim, é

equivalente ao ideal ser injetivo.

Definicao 4.28. Dizemos que um germe G de ideal de polinémios tem a propriedade da

dominagdo polinomial forte se dados polinomios P € G("E; F) e Q € P("E; G) tais que

k k
Z NQ(xy)| < C- Z)\iP(l’i)
i=1 i=1

para todos k € N, xy,..., 2, € E, A\j,..., A\, € K e alguma constante C' > 0 (dependendo

eventualmente de E, F', G, P, ), m), entdo Q € G("E;G).

Note que ambas as propriedades da dominac¢ao polinomial recuperam a propri-

edade da dominagao linear como caso particular.

O resultado a seguir ¢ original mesmo no caso de ideais de polinomios.

Teorema 4.29. Um germe de ideal de polinomios € injetivo se, e somente se, tem a

propriedade da dominacgao polinomial forte.

Demonstracao. Suponhamos que G seja um germe injetivo de ideal de polinomios e
sejam P e G("E; F) e Q € P("E;G) tais que

k k
D IANQ()| < C- Y NP () (4.2)
i=1 i=1

para todos k € N, x1,...,2, € E, A\,...,\x € K e alguma constante C'. Considere o

operador

W:span{P(E)} € F — G, W <2 )\iP(a:Z-)> — Z \Q(x).

i=1

Vejamos que W estd bem definido:

k

D IAP(x;) = Z a; P(z;) — Z AiP(x;) = > ajP(x;)| = 0

=1

A
-
o

=
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A linearidade de W é clara e sua continuidade segue de
k k k
HW (Z )\iP(xi)) H = D AQ(x C-| > AP
i=1 i=1 i=1

Existe entao um tnico operador linear continuo Wi: span{P(E)} < F — G tal que

(4.

N
~

Wi lspanip(2)) = W. Denotando por i: span{P(E)} — F o operador inclusao, temos o

seguinte diagrama

E P span[P(E)] U F
N \
[N !
Wl =~ ~
Q JGOVI\/l\ ~ - : 1
N Y
G T Lo (Bgx)

Como Ji é uma injegao métrica canonica, da proprledade de extensao de {4 (Bg+) existe
um operador Wle L(F;lyn(Bgx)) tal que Jg o Wy Wl oie| Wl | = |Jg o Wi|l. Como
JgoWy =Wj oi, temos JooWioP =W;o0i0P, ede

(W10 P)(x) =W (P(x)) = W(P(z)) = Q(z) para todo € E,

concluimos que Jg o QQ = V[~/1 ocjoP = Wwfl o P. Como P € G("E;F), JooQ €
G("E;l(Bgx)). E como G é injetivo, segue que Q € G("E; G).

Reciprocamente sejam P € P(™E; F) e j : FF — (G uma injecao métrica tal que
joPeG("E;G). Notemos que para todos k€ N, xq,...,2x € E, A\,..., s € K|

Z)\Pa: = j(Z)\lP(xl))' Z (7o P)(x;)

e como G tem a propriedade da dominagao polinomial forte, temos que P € G(™FE; F). O

?
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CAPITULO 5

APLICACOES A OPERADORES DE
COMPOSICAO

Neste capitulo mostramos como os adjuntos generalizados e os germes de ideais
por eles gerados podem ser tteis para provar versoes nao-lineares de alguns resultados
lineares devidos a Lindstrom e Schliichtermann [31] sobre operadores de composigao. Nossos

resultados, em particular, recuperam os resultados originais como casos particulares.

5.1 Problema geral

Consideramos o seguinte problema: sejam FE, E;, F', F} espacos de Banach,
R e L(E;F) e B € L(Ey; Fy) operadores lineares continuos nao nulos, .4 um ideal de
operadores ¢ (Q, | - | o) um ideal Banach de polinomios homogéneos. E facil mostrar que a
aplicacao
Srp: Q("F; E) — Q(MEy; F) , Sge(P) = Ro Po B,

é um operador linear continuo. Estamos interessados em obter condigoes necessarias e/ou

suficientes para que o operador Sgp pertenca ao ideal A.

A seguinte condicao se mostrou muito eficiente para fornecer respostas para

este problema.

Definigao 5.1. Dizemos que um ideal de Banach de polinémios (Q, | - |g) contém os
polinomios de posto finito fortemente se para cada m € N existe uma constante K, tal
que para quaisquer espagos de Banach E e F', qualquer polinémio ¢ € P("FE) e todo y € F
tem-se @y € Q"E; F) e [¢®ylo < Knlq| - [y].
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Hiper-ideais de Banach de polinomios cumprem essa condicao, mas para os
nossos propositos muitas vezes ¢é suficiente trabalhar com ideais que cumprem a condicao,

sem exigir que cumpram a condi¢ao de hiper-ideal.

O resultado a seguir é uma versao nao-linear de [31, Proposition 2.1], que
recupera o resultado original como caso particular. A partir de agora, E, Fy, F, F} sao

espacos de Banach.

Teorema 5.2. Sejam R e L(E;F) e B e L(FEy; Fy) operadores nao nulos, A um ideal de
operadores e (Q, | - ||g) um ideal Banach de polindmios homogéneos tais que o operador

linear continuo
Spp: Q("F; E) — Q("Ey; F) , Spp(P) = Ro Po B,

pertence ao ideal A. Entao:

(i) Re A(E; F).

(i) Se (Q,|-|a) contém os polinémios de posto finito fortemente, entio B € AL A(Ey; Fy).

Demonstracgao. (i) Escolhemos ¢ € F} e z € E) tais que ¢(B(z)) = 1 e definimos
uy: E— Q(MF; E) , uy(z) = 0" @,

t.: QB F) — F . t.(P) = P(2).

E claro que ¢, estd bem definido e u, também estd bem definido pois (Q, | - |¢) contém os
polinémios de tipo finito uma vez que é um ideal de polinomios. Os dois operadores sao

obviamente lineares, e suas continuidades seguem de

lup(@)]o = ll¢™ ®zlo = lel™ - l|z|,
[t=(P)| = |P(2)| < |P|- [=]™ < |Ple - ]=]™
Temos entao a cadeia de operadores lineares continuos

E % Q(MF;E) 228 Q(mE;F) - F
r —  up(r) —— Rouy(r)oB — (Rouy(z)o B)(2)

na qual, para todo x € F,

(= 0 Skrp 0 ug)(x) = (Rouy(x) o B)(2) = R(ug(x)(B(2)))
= R([p(B(2)]"z)) = [¢(B(2)]" R().

Isso prova, pela propriedade de ideal de Q, que R = t, o Sgp o u, € A(E; F).
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(i) Neste caso escolhemos z € E e ¢ € F* de modo que ¢(R(z)) = 1. Como (Q,| - |o)
¢ um ideal Banach de polinomios contendo os polinomios de posto finito fortemente, as
aplicagoes

we: P("F) — Q("F E) , w.(q) =q®z, e

Up: QMEL F) — P("Ey) Ucp(P) =poP,

sao operadores lineares bem definidos, cujas continuidades decorrem das seguintes desi-

gualdades:

|w:()| = llg® zlle < Kmlg| - 2] € [v.(P)| =l o Pl < el - [Pl < [l - [ Ple-
Na cadeia de operadores lineares continuos

P("F) =5 Q(UFRE) 5 QUMEF) 5 P(ME)
q — q® 2z — RO(q@Z)OB — @ORO(Q@Z)OB

¢é verdade que
(v, 0 Srpow,)(q) = poRo(¢®2) 0 B = ¢(R(2)) - (g0 B) = A,,B(q)

para todo ¢ € P(™F}). Logo v, 0 Sppow, = Al B, e novamente pela propriedade de ideal
de A temos A} Be A(P(™F,); P(™EY)). O

A versao de [31, Proposition 2.1] que acabamos de provar ainda guarda resquicios
da teoria linear, ao trabalhar com um ideal de operadores A. Nosso préximo proposito é dar
uma outra versao, mais fortemente nao-linear, de [31, Proposition 2.1]. Uma preparagao

curta é necessaria.

Lema 5.3. Sejam m,r,s € N, R € P("E;F), B € P(°Ey; Fy) polinomios ndao nulos e

(9, - o) um ideal bilateral Banach de polinémios homogéneos. Entdo a aplica¢do
SRBf Q(mFl,E) —> Q(mrsEl,F) s SRB(P) = RO PO B,

¢ um polinéomio r-homogéneo continuo.

Demonstracao. Sgp é bem definido pois @ é um ideal bilateral de polinomios. Uma
conta rotineira prova que A: Q("™Fy; E)" — Q(""*Ey; F') definido por

APy, ..., B)(z) = R(P\(B(x)),..., P.(B(x)))

¢ um operador r-linear continuo que gera Sgp. O

Em vista do lema acima, podemos considerar o seguinte problema mais geral:
dados m, r, se N, Re P("E; F), B € P(°Ey; F}) polindomios nao nulos, R um ideal de
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polinomios e (Q, | - |o) um ideal bilateral Banach de polindmios homogéneos, sob quais

condigoes o polinémio Sgp pertence ao ideal R?

O teorema abaixo mostra que sao os germes de ideais de polindmios associados

aos adjuntos generalizados que resolvem o problema.

Teorema 5.4. Sejamm,r,s e N, Re P("E; F) e B € P(°Ey; F1) polinomios nao nulos, R
um ideal de polinomios, (Q,| - |o) um ideal bilateral de Banach de polindmios homogéneos

tais que o polinomio continuo
Sgp: Q("F; E) — Q(™°E;F) , Sgp(P) = Ro Po B,
pertence ao ideal R. Entao:
(i) ReR("E; F).
(1) Be A; R(°Eq; F1)).
Demonstragao. (i) Escolhemos ¢ € F}' e z € E; tais que ¢(B(z)) = 1 e definimos
up: E— Q"I E) , up(z) = " @,

t.,: Q" E; F) — F, t,(P) = P(2).

E claro que t, estd bem definido e a boa definicdo de u,, decorre do fato de (Q, | - |o)
conter os polindomios de tipo finito por ser um ideal bilateral de polinémios (veja [18,

Proposition 2.3]). Que sao lineares é ébvio e suas continuidades seguem de

lug(2)le = ™ ®xlo = lo™ ],
[2(P)| = [P < |2 - [ < [Pl - l12]™.

Podemos entao considerar a seguinte cadeia de operadores

E 2 Q(mF;E) 28 QB F) s F
r —  uy(z) —— Rouy(x)oB +— (Rouy(zr)o B)(2),

onde, para todo = € F,

(- 0 Srp o up)(x) = (Rouy(x) 0 B)(2) = R(u,(2)(B(2)))
= R([p(B(2))]"x)) = [¢(B(2))]"™ R(x).

Da propriedade de ideal de R segue que R =t, 0 Sgpowu, € R("E; F).

(ii) Escolhemos agora z € E e ¢ € F'* tais que ¥(R(z)) = 1 e definimos

w,: P(MFy) — Q("F; E) , w,(q) =q® z,
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vy QUM E; F) — P(MPEY) , vg(P) = o P.

De forma similar ao que fizemos na demonstracao do item (i) temos que w, e v, sao

operadores lineares, cujas continuidades seguem de

[w=(g)] = l¢®z[o < lal - =],

[ou(P)| = [¢o Pl < ¢l [Pl <] -[Ple

Na seguinte cadeia

P("R) 5 Q("FE) T8 QME:F) 5 P("E)
q — g z —> Ro(q®z)oB +—> $hoRo(q®z)oB

é verdade que, para cada ¢ € P("F}),
(v 0 Srp ow:)(q) =P oRo(q®2) 0B =(qo0B)" - (R(2)) = A, B(q)

e, portanto, A B = vy, 0 Sggow, € R("P("Fy); P("°EY)). O

C o~ comp
5.2 m-ldeal de composicdo a esquerda A,

Voltamos ao nosso problema inicial e, considerando o Teorema 5.2, vamos
proceder de forma similar ao que foi feito em [31] no sentido de abordar o problema do
qual estamos tratando neste capitulo dividindo-o em duas partes. Tratamos da primeira
parte, que gera ideais de operadores, nesta secao, e da segunda parte, que gera germes de

ideais de operadores, na segao seguinte.

Definigao 5.5. Sejam A um operador ideal e (Q, || - | o) um ideal de Banach de polinomios
contendo os polinomios de posto finito fortemente. Para m € N, dizemos que um operador
R € L(E; F) pertence a A7} ", (E; F) se, para quaisquer espagos de Banach E) e Fy e
qualquer operador B € Al A(Ey; F}), o operador

SRI Q(mFl,E) —_— Q(mEl,F) s SR(P) = ROPOB,

pertence ao ideal A.

Note que os adjuntos generalizados ja aparecem na definicao desta nova classe.

Este conceito generaliza os ideais Aj7;” estudados em [31]. De fato, A% =

comp .~ .. .
Aleft . Note que, na definicao original, usa-se um segundo ideal de operadores no lugar
em que usamos um ideal de polinomios. Recuperamos a nocao original pois a componente

linear de um ideal de polinomios é um ideal de operadores.

Apesar de trabalharmos com espacos de polindmios homogéneos, assim como
no caso original este procedimento a esquerda gera ideais de operadores (para todo m € N).

O proéximo resultado recupera [31, Proposition 2.2] como um caso particular.
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Proposicao 5.6. Sejam A um ideal fechado de operadores e (Q, | - |o) um ideal Banach

de polinomios que contém os polinomios de posto finito fortemente. Entao:

(1) Para todo m e N, A7 € um ideal fechado de operadores contido em A.

(2) Se A e(Q,]-|o) sao ideais injetivos, entio A%, € também um ideal injetivo para
todo m € N.

comp

Demonstragao. (1) Que A%, (E; F) é um subespago vetorial de L(E; F) segue facil-
mente: para todos Ry, Ry € A0 (E5 F) e A e K,

S)\Rl+RQ(P)=(>\R1+R2)OPOBZA(RloPOB>+RQOPOB
= )‘SR1<P) + SRz(P) = ()‘SR1 + SRz)(P)a

e portanto S\g,+r, = ASr, + Sg, que pertence a A.

Vejamos que A;"" (E; F') contém os operadores de tipo finito. Sejam ¢ € E*,

be F, Ey, F| espacos de Banach e B € Al A(E; F}). As hipéteses sobre o ideal de

polinomios (Q, | - | o) garantem que
0p: Q("F1 E) — P("F1) , 0,(P) = po P,

Mb: P(mEl) - Q(mElvF) ) Mb(Q) = Q®b7

sao aplicagoes bem definidas. E facil mostrar que sao lineares, e suas continuidades seguem
de

[65(P)Il = oo Pl = sup [(wo P)(x)| < sup || - [P(z)] = [l - [Pl < el -[Ple,

lzl<1 || <1

[My(g)le = lg®@ble < Kmlal - [l

para todos P € Q("Fi; FE) e ¢ € P(™E;). Podemos considerar entao a cadeia

QP E) 2o p(mE) 228 prp) M QMEF)
P — @oP +——> @oPoB > (poPoB)®b,

na qual, para todos P € Q("Fy; E) e z € Ey,

Seen(P)(2) = [(p®@b) o P o Bl(z) = [(po PoB)®b](z) = (po PoB)(x)b
= (My 0 Ay B od,)(P)(x),

comp

provando que S,gp = (M, o Al B o d,) pertence a A, isto é, ¢ ® b pertence a Ariere-

Como Afg%’}t(E ; F') é um subespago vetorial, isso é suficiente para provar que contém os

operadores de posto finito.
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Para verificar a propriedade de ideal, sejam G, H espacos de Banach, A €
LG E), Re A\ (B F) e C e L(F; H). Dados Ey, Fy espagos de Banach e B €
AL A(Ey; Fy), temos

Scoroa: Q"F1;G) — Q(™E1; H); Scopoa(P) = CoRo Ao PoB.
E f4cil ver que
5AQ(mFlaG)—)Q(mFlvE)a6A(P):AOP7
5C: Q(mEh )_)Q< E17 ) ) 5C(Q)ZCOQ7

sao operadores lineares bem definidos cujas continuidades seguem de

[0a(P)le = Ao Plo < [[A] - [Plo e

[0c(@)le = [CeRlle < |C]- Qe

Temos entao a cadeia

Q"F;G) A QMR E) B Q(ME;F) 2% Q(MEy; H)
P — Ao P — RoAoPoB —— (CoRoAoPoB.

Assim como de outras vezes, prova-se que Scogoa = 0c © Sk 004, que nos permite concluir

que Scoroa Pertence ao ideal A, isto é, C'o Ro A pertence a A7,
Provemos agora que A"}, é¢ um ideal fechado, sejam R e L(E;F) e (Ry)n

comp
m,left

A (E; F), para quaisquer espagos de Banach Ey, Fy e qualquer B € Al A(Ey; Fy), o

(E; F) uma sequéncia tal que R, — R na norma usual. Como cada R, €

operador
Sp, + Q"I E) — Q("ELF)
P —> RnOPOB

pertence a A. Para todo n,

ISk, =Skl = sup [(Sk, = Sr)(P)le = sup [Sk,(P)—Sr(P)le

IPlo<1 IPlo<1

— sup |RnoPoB—RoPoBlg= sup |(Ru—R)oPoBlq

[Plest [Plo<1
< sup |Rn,—R|-[Plo-|B|" = |k, —RE[-|B]™.
IPlost
Fazendo n — o0, obtemos lim |Sr, — Sr| = 0, e como A é um ideal fechado, temos

Sre A(Q("Fy; E); Q(ME; F)), isto é, Re AT\ 5, (E; F). Isso prova que A5 (B F) é
fechado em L(F; F') na norma usual.

comp comp

Para comprovar que A", < A, seja Re A5 (E; F). Entao, para quaisquer
espacos de Banach E, F} e qualquer B € A} A(Ey; Fy), o operador

Sg : QMF,; E) — Q(MELF)
P — RoPoB
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pertence ao ideal A. Consideremos o caso em que F, = F} = K e B = idg e definamos
0: E— Q(MF;E) , §(z) =idyg ®x,

v: QMEGF) — F, y(P) = P(1).

E claro que vy estd bem definida e é linear. A aplicacao § é bem definida pois Q@ contém os

polinémios de tipo finito, e é linear pois

Sz + ay)(N) = [1dg ® (x + ay)](N) = Az + ay) = A"z + a\"y
= (idg ® x)(A) + a(idgy @y)(A) = [0(z) + ad(y)](A).

Ambas sao continuas uma vez que
[0(2)|o = lide ® xllo = llidx|™ - ] = |2,
VP =1PM] < P[] <[Ple,
para todos x € E'e P € Q(™Ey; F). Considerando a cadeia

E % Q("F\:E) e, Q("E; F) — F
r — ddg®xr +—— Ro(idg ®z)oidg — [Ro (idg ®x)oidg](1)

temos

(yoSgod)(x) =[Ro (idf ®x)oidg](1l) = R((idg ® x)(1)) = R(x)

para todo x € E, o que prova que R =yo0Sgod e A(E; F).

(2) Suponhamos que o ideal de operadores A e o ideal de polinémios (Q, || - |o) sejam
injetivos. Sejam R € L(E;F) e I: F — G uma injecdo métrica tais que [ o R €
A (E; G). Por definiao, para quaisquer espagos de Banach Ej, F) e qualquer B €
A} A(Ey; Fy), o operador

Sror Q(mF1;E) B Q(mEl;G)
P —> IOROPOB

pertence ao ideal A. Pela injetividade de (Q, | - |o) temos que o operador
or: Q(ME F) — Q(ME;G) , 6/(P)=10P,

é uma injecao métrica. Considerando a composi¢ao

Q"R E) S QME;F) L Q(ME;G)
P —> ROPOB — ]OROPOB

segue facilmente que Sj.g = d; 0 Sk. Da injetividade do ideal A segue que Sy pertence a

A, isto 6, Re A;h,(E; F). Isso prova que A7), ¢ injetivo. 0



Capitulo 5. Aplicagées a Operadores de Composi¢ao 108

comp

5.3 m-Germe de composicdo a direita A, ;s

Tratamos nesta se¢ao do caso polinomial do procedimento a direita de [31].

Definigao 5.7. Sejam A um operador ideal e (Q, || - ||g) um ideal Banach de polinémios
contendo os polinémios de posto finito fortemente. Para m € N, dizemos que R € L(E; F)
comp

m’m-ght(E; F') se para quaisquer espagos de Banach Fi, F; e qualquer B €
A(Ey; F1), o operador

pertence a

SR: Q(mF, El) —_— Q(mE, Fl) , SR(P) =BoPo R,
pertence ao ideal A.

. . . . comp . comp _
Este conceito generaliza os ideais A7)}¢ estudados em [31]: de fato, AJ7;0, =

Arign:- Lembramos, novamente, que a defini¢ao original usa um segundo ideal de operadores

no lugar em que usamos um ideal de polinémios. A componente linear do ideal de polinémios
recupera o conceito original.

comp
right

um segundo ideal de operadores (que na verdade é um ideal de Banach de operadores)

Quando estivermos tratando do conceito original A como precisamos de
no lugar do ideal de Banach de polinomios em nossa defini¢ao, este segundo ideal de

operadores, seguindo a notagao de [31], sera denotado por B.

Antes de abordarmos este caso vamos precisar de algumas defini¢oes e resultados

técnicos enunciados a seguir. Ja adiantamos que, ao contrario do procedimento a esquerda

comp

m.right € apenas um germe de

e ao contrario do caso linear original, para m > 2 a classe A

ideal.

Definigao 5.8. Um ideal normado de operadores (B, || - |g) é super-injetivo se:
(i) B é injetivo;

(4i) Existe um ideal de operadores normado, simétrico e injetivo Z tal que B < Z% ¢ o

operador
djp @ Z(E* FY*) — B(E; Fy™)

T — TOJE

E

¢é bem definido, linear e continuo, para todos espacos de Banach E e F}.

Para quadrar nossa abordagem e terminologia com o que é feito originalmente

em [31], provamos a seguinte caracterizacao:

Proposicao 5.9. Um ideal normado de operadores B € super-injetivo se, e somente se, B

¢ injetivo e simétrico.
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Demonstracao. Suponhamos que B seja injetivo e simétrico. Para ver que B é super-
injetivo basta tomar Z = B. Reciprocamente, suponhamos que B seja super-injetivo e seja
7 o ideal de operadores que provém do item (ii) da definigao de ideal super-injetivo. S6
precisamos mostrar que B < B™ isto ¢, se u € B(E; F), entdo u* € B(F*; E*). De fato,
se u € B(E; F), entdo como B < 7% temos u € Z"(E; F), isto é u* € Z(F*; E*). Logo
u** € Z(E**; F**) pois T = I, Portanto, pelo mesmo fato temos u*** e T(F***; F***).

Olhando para a composicao de operadores

wEEE
—>

17* Jp Z;*** l;***,

e lembrando que, por hipétese, 0, estd bem definido, temos u*** o Jpx € B(F™*; E***). Mas
u* o Jpx = Jpxou® € B(F*; E**), e como o ideal B é injetivo, segue que u* € B(F*; E*)

pois Jgs é uma imersao métrica. O

Com essa compatibilizagao de terminologia, o resultado [31, Proposition 2.3]

pode ser lido da seguinte forma:

Proposicao 5.10. Sejam A um ideal de operadores fechado e (B, | - |g) um ideal Banach
de operadores. Entao:
(1) Asoi € um ideal de operadores fechado contido em A™.

comp

right € sobrejetivo.

(2) Se A € injetivo e B € super-injetivo, entdao A
Optamos por enunciar [31, Proposition 2.3] na forma equivalente acima pois
serd nessa nova forma que generalizaremos para o caso polinomial. Com essa finalidade

estendemos a Defini¢ao 5.8 para o caso polinomial da seguinte maneira:

Definigao 5.11. Dado m € N, dizemos que um ideal normado (Q,,, | - |g,) de polindmios

m-homogéneos é super-injetivo se:
(1) Qm € injetivo;

(71) Existe um ideal normado de operadores (Z, || - |7) injetivo e simétrico tal que Q,, <

(Id““l_P)m e o operador

opm = Z(P(ME)S F™) — Q(ME; FT¥)
T —  ToJg™

¢ bem definido, linear e continuo, para todos espacos de Banach E e F.

Relembre que o polinémio J5™ foi introduzido e estudado no Capitulo 2 (veja

Defini¢ao 2.11 e os resultados que a seguem).
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Exemplo 5.12. Vejamos que se (Z, | - |z) é um ideal de operadores normado, injetivo e

simétrico, entao o ideal de polinomios de composicao Z o P é super-injetivo.

Para ver que o ideal de polinomios Z o P é injetivo, sejam P € P("E; F) e
j: F < G uma injegdo métrica tais que jo P € Z o P(™E; G). De [15, Proposition 3.2.b]
segue que (joP)p €T (@;n’sE; G). Como ja provamos que (jo P)p = jo Py e Z é injetivo,

~m,s

concluimos que P, € 7 (®ﬂ’ B F ) Usando novamente [15, Proposition 3.2.b], temos
PeZoP(™E;F). Por outro lado, usando [15, Proposition 3.7] temos

l5 0 Plzep =[G o P)elz = 70 Pelz = [Pelz = [ Plzer-

Vejamos agora que Z o P satisfaz a segunda condicao de ser super-injetivo.

Usando que Z é simétrico e [14, Theorem 2.2], temos
ToPc Idual oP = Idual—P‘
Dados espacos de Banach FE e F, o operador

Tun: T(P("E)S F™) — Lo P(ME; %), 7.0(T) = To J5™,

E

¢ bem definido pela definicao de Z o P, é claramente linear e é continuo pois

IT 0 Jg" |lzep = IT o (Jg")1llz < |T |z - [ (J5™) .

Portanto, como os ideais fechados dos operadores compactos K e fracamente
compactos W sao injetivos e simétricos, segue que os ideais dos polindmios homogéneos
compactos Px = K o P e dos polinémios fracamente compactos Py, = W o P sao ideais de

polinomios super-injetivos.
Ainda precisamos de mais uma defini¢do para enunciar e provar nosso resultado

para o caso polinomial do procedimento a direita.

Definigao 5.13. Dizemos que um ideal normado de polinémios (Q, || - |g) é P-simétrico se
satisfaz a seguinte propriedade: dados m € N, E, F', G espacos de Banach, P € Q("E; F)
eR;je L(G;E), j=1,...,m, entdo

[150 (Rl,...,Rm)]A e O("G; F) e

[PR o BR[| <Pl IRl | Ru

Exemplo 5.14. Seja (M, || - | x1) um multi-ideal de Banach fortemente simétrico (para
a defini¢ao veja [23, Definigao 2.65]) e sejam M e M os ideais de Banach de polindémios

gerados por M, isto é,

M= {ﬁ:AeM}, M:z{P:ﬁeM},
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1Pl i=inf {[Als: A= P, Ae MY, [Pl = [Plu

Em [23, Proposigao 2.66] estd provado que M = M isometricamente. Vejamos

que este ideal de Banach de polinémios é P-simétrico. Para simplificar a notagao, escrevemos
Q=M=M.

Sejam m € N, E, F, G espacos de Banach, P € Q("E; F) e R; € L(G; E),
j=1,...,m. Como Pe M(ME; F), temos Po (R1,...,Ry) e M("G; F) e, portanto,

[150 (R, .. .,Rm)]A e M("G; F) = Q("G; F).
Da igualdade de normas | - || = | - || iz, concluimos que
H[Po(Rl,...,Rm)] QZH[Po(RI,...,Rm)]
< [Pl 1B - B | = [Pl - B0 - - | B

AgH}v?o(Rl,...,Rm)H
M M

Lema 5.15. Seja (Q, | - ||g) um ideal normado de polinémios. Dados m, n € N, E, F
espagos de Banach, @1, po € E*, ye F e P = o"0y @y e P(""E; F), temos

PeQ(MME F) e |Plg < CZ, -yl

m,n e ~ .
onde CZ7. € uma constante nao-negativa que depende de m, n, o1 € pa.

Demonstracao. Que P € Q("""E; F) vem do fato que Q é um ideal de polinémios, e

portanto contém os polinomios de tipo finito, e do Lema 2.21. Definimos
w BE— K xK, u(@) = (91(2), 2(2)); w: K x K — K, w(a, §) = a"g",
E claro que u é um operador bem definido e linear, cuja continuidade segue de

[u(@)] = (1 (), p2(2))]| = [2(2)] + p2(2)] < (lpr| + 2] ]

E w é um polindémio (m + n)-homogéneo de tipo finito, pois w = 7]*73 ® 1, e portanto w

pertence a Q. Agora vejamos que, para todo x € F,
[(idx @ y) o wou] () = (idx ®y)(w(u(x))) = w(u(z))y = ¢1(x)"p2(x)"y = P(x),

provando que P = (idx ® y) o w o u, donde segue que

’m—&-n

[Ple = ll(idx ®y) cwoulg < llidg ®yl - [wlg - |ul

‘m+n = C«m,n

= [yl - lwlg - llul s Iyl

Finalmente estamos em condic¢oes de enunciar o resultado polinomial para o
procedimento de composicao a direita. Como veremos, diferentemente do caso a esquerda,
agora teremos germes de ideais operadores. Isso pode ser visto como mais um indicio da
relevancia da nocao de germes, a saber: precisamos dos germes para estender o resultado

linear [31, Proposition 2.3], na forma da Proposigao 5.10, para o caso polinomial.
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Proposicao 5.16. Sejam A um ideal fechado de operadores, m € N e (Qp, | - |o,.) um
tdeal Banach de polinomios m-homogéneos que contém os polinomios de posto finito

fortemente. Entao:

(1) AP, € um germe de operadores contido em A} A. Mais ainda, se Q, € P-

simétrico, entdo A."F . € fechado.
(2) Se A ¢ injetivo e Q,, € super-injetivo, entdao A", € um germe sobrejetivo.
Demonstragao. (1) Comecemos provando que F(E; F) < A", (E; F). Dados R =
01 ®by + ...+ o by € F(E; F), para E;, F; espagos de Banach e B € A(FEy; FY),

consideremos o operador
Sr: Q("F; Ey) — Q("E; F), Sg(P)=BoPoR.
Notemos que, pela Formula de Leibniz,

[BoPoR|(x) = B(P(¢i(x)bs + - + gi(2)bi) = B(P(1(2)by + - + i (a)by,) ™)

m' ~
= _ (a1) (k)
-0 +2 _ al!...aklp((%(‘r)bl) s (o ()by) 1)
aq +ap=m
a;€Ng

m! < .

= ) 7 a@ . p@)*B <P <b< I k’))
apttag=m Qql... Q!
ajENO
Definimos, para cada escolha de oy, ..., ay tais que ag + ... + ap = m,

Warart QUUF E1) — Q(ME; 1),

Wa...on(P)(x) = @1(2)* ... p(2)** B (]5 <b§°‘1) . bl(f’“)>> )

Do Lema 2.21 e do fato que ideais de polindomios contém os polinomios de tipo finito

sabemos que Wy, ., estd bem definido. Da igualdade

k

|
m!
Sk = Z liwal,..,,aw

|
a+-tap=m a1~ “ .. Gfk.

ajENO

basta mostrar que cada W,, ., pertence a A. Para isso, denotamos
bah---,ak = (bga1)7 R bl(ﬁak)> € Poq,iay = 90(111 s Qo(l:k’

e notamos que, definindo

.....
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obtemos operadores bem definidos (a boa defini¢ao de 6, é devida ao Lema 2.21 e

Paq,..., ag
ao fato que o ideal de polinomios contém os polindémios de tipo finito), lineares e continuos

pois:
80y, P = | P (7 6 ) | < IPY - o
m™ m™
< T IPE o™ lw [ < 1Pl - oa[™ - 0wl
0 que garante a continuidade de 4, €

A

100y, o @) g = 12ar.ar ® 2l g = .. Gi* @zl g < gk - |2,

-----

iy Na cadeia

Toeees «
m 6ba1 ,,,,, ag B
Q"F;E) -5 FEy — F
P — ﬁ(bal ..... oak) — B (ﬁ(bal ..... ak)>
© 1)
P T Q("E; Fy)

Isso prova que Wy, o, = 0.

que Sk pertence a A.

.....

Para provar a propriedade de ideal, sejam G, H espagos de Banach, A € L(G; E),
Re A" (E;F) e C e L(F;H). Dados Ey, F; espagos de Banach e B € A(FEy; FY),

m,right
consideremos o operador

Scoron: Q(MH; Ey) — Q(™G; Fy); Scopoa(P) = BoPoCoRoA.
Definimos
Sc: Q(MH; Ey) — Q(™F; Ey) , 6¢(P)=PoC,
6a: QME; F) — Q("G; 1), 6a(P) = Po A.

Da mesma forma que fizemos vairas vezes, verifica-se que dc e d4 sao bem definidos,

lineares e continuos. Da cadeia

QH E)) S QMFE) % QMMEIR) S Q("GiR)
P — POC »—)BOPOOOR;—)BOPOCOROA
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comp

prova-se que Scogoa = 04 © Sg o dc, € como R e A right

isto ¢, CoRo Ae AX™ . (G; H).

m,right

(E; F), segue que Scopoa € A,

Vejamos que A" (B, F) € AL A(E; F). Par isso, seja R e A" (E; F).

m,right m,right
Entdo, para quaisquer Ey, Fi espagos de Banach e qualquer B € A(FEy; F), o operador

Sk: Q("F; E) — Q("E; F)), Sp(P)=BoPoR,

pertence a A. Como Q("F;K) < P("F) e P("F) < Q(™F;K) pois Q contém os polino-
mios de posto finito, temos P("F) = Q(™F;K). Portanto, considerando £y = F; = K e

B = 1dyg, temos que o operador
Sg:P("F) — P("E), Sg(P)=PoR,

pertence a A, isto é, Sgp = Al R pertence a A.

Para completar a demonstra¢ao do item (1), provemos que A" (F; F) é

m,right
fechado em L(E; F). Seja (R,), uma sequéncia em AP, (E; F') tal que R, — R, onde
Re L(E; F). Pela definicao de A", (E; I), para quaisquer espagos de Banach Ey,F e

qualquer B € A(E1; Fy), o operador
S, Q("F; Ey) — Q("E; ), Sp(P) = BoPo R,
pertence a A. Para todo n,

ISk, — Skl = sup [(Sk, —Sr)(P)|e = sup [BoPoR,—BoPoR|g

[Plo<1 [Plo<1
< sup |B|-|PoR,—PoR|g=|B|- sup |[PoR,— PoR|og.
[Plo<1 [Plo<1

E para todo x € E, por [22, Lemma 1.9,

,_A

(PoR,~PoR)(x) = P(R,(x)) - -5 ()P @ (Rle) - RE) ).

7=0
Entao,
m—1 A
PoR,—PoR=Y (m) | Po(RD, (R, — R)™ )]
=\ j
7=0

Como @ é P-simétrico, segue que

m—1 N

|PoR,~PoRlo— Y. (m)[ RO, (R, — B )|
J=0 J o)
Q

-3

|Ple- IR | R, — RI™.

<3 ()]
S0

MHO

<.
Il
o
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Assim,

1Plos1

m—1
m , i
5 (j)u%nf R, — | ] |

j=0

m—1

m . i

Sk, — Sl <|1B]- sup {Z (j)|P|Q'||R||J-|Rn—R| }
=0

< [B]-

e portanto ||Sg, — Sg| — 0 pois R, — R. Do fato de A ser fechado segue que Sg
pertence ao ideal A.

comp )SUT _ comp
m,right - m,right*

comp

(2) Provaremos que ( m,right

Ja sabemos que c

( comp

sur . ~ . . . sur
mne) > logo basta provar a inclusdo inversa. Para isso, seja Re (Amnty,) (E;F),

m,right

isto é, RoQp e A" (¢1(Bg); F). Por definigao, para quaisquer espacos de Banach Ej,

m,right

Fy e qualquer B € A(E; FY), o operador
Sroqe: QU F; Er) — Q("(Bg); F1) , Srege(P) = BoPoRoQg,
pertence a A. O operador
5: Q("t(Br);: i) — T(F{; P("6(Bp))) , 6(P) = P*,
¢ bem definido, linear e continuo pois Q,, < (Id“al_P)m e
[0(P)|z = [P*|z < C-|P[e,-
Assim, o operador
50 Sugp: QU"F: Ey) — T(F7 P("41(Bg))
pertence ao ideal A e é tal que
60 Sprogp(P)=(BoPoRoQg)* =A}Qro(BoPoR)*
Como ja fizemos varias vezes antes, verifica-se que os operadores
W: Q("E; Fy) — L(F5P(TE)), W(Q) = QF,

Oarqs: ZFY P(ME)) — I(FT; P("(Bg))) , daas(u) = A,QE 0w,

sao bem definidos, lineares e continuos (a boa defini¢ao de W segue da inclusao Q,, <
(Z%*=7) e sua continuidade de [W(Q)|z = |Q*|z < C - |Q|a,.)- Da Proposicao 2.10
sabemos que Al Qp é uma injecdo métrica e, como Z é um ideal normado injetivo, & Al Qp

é uma injecao métrica pois

10210 (W)|z = [A%QE 0 ulz = [ulz.
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Da cadeia

m SR m W * m 6A}nQE * m
Q" Ey) — Q("E; k) — I(FY;P(ME)) T I(FSP(MG(BR)))
P > BoPoR +~— (BoPoR)* +— AlQgo(BoPoR)*

concluimos que da1 g, © W o Sg = 0 0 Speq, pertence a A, e como A ¢ injetivo, segue que

W o Sk pertence a A.

Definimos agora o operador
Z: I(F5P(ME) — Z(P("E)S 1Y), Z(T) = T7,

que é bem definido (pois Z é um ideal simétrico), linear e continuo. Considerando os

operadores

Qi E) & Qe F) W I(F5P(ME) L I(P(TE) FF)

P —> BoPoR +— (BOPOR)* — (BOPOR)**
e
(;Jl,m
IPCEf ) S QB FY)
(BoPoR)* +—— (BoPoR)™oJy",
temos

(@Q** o T5™)(@)(p) = [Q™(J5™(2))](p) = [J5"(x) 0 Q] () = J™ (2)(Q*(¢))
= J5" (@) (po Q) = (v o Q)(x) = p(Q(x)) = (Jr, 0 Q)(x)(¢)
para todos Q € Q("E; F}), x € E e p € F¥. Portanto, (BoPoR)** o J5™ = Jp o(BoPoR).
Consideramos finalmente o operador

Osp,t QB ) — Q(TE; FiY), 64, (Q) = Jr 0 Q.

que é claramente bem definido e linear. E também uma inje¢ao métrica pois Q,, ¢ um

ideal de polinomios m-homogeéneos injetivo, Jp, é uma injegao métrica e assim

1075, (@0 = 1T, © Qlle,, = Qe

Da composicao

m SR m 6JF1 m Hok
Q"F  Ey) —5> Q(ME F) —  Q(ME;FYY)
P —> BoPoR +— JpoBoPoR

e das observagoes anteriores segue que ¢ Jhm O ZoWoSg =19 Jry © Sgr. Como W o Sy

pertence a A, segue que § Jr, © SR pertence a A, e como A é injetivo, finalmente concluimos

comp 0

que Sk pertence a A, isto é, R pertence a A"/l ;.
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5.4 Consequéncias

Obteremos nesta secao, como consequéncias dos resultados provados nas se¢oes
anteriores, algumas respostas concretas para o problema posto no inicio do capitulo.
Consideraremos os casos particulares dos ideais de operadores compactos, dos operadores
de Asplund e dos operadores de Rosenthal. Os resultados desta se¢ao generalizam varios

resultados provados em [31].

Um operador R € L(E; F) é aprorimdvel se R é o limite na norma de L(E; F)

de uma sequéncia de operadores de posto finito.

Proposicao 5.17. Sejam A um ideal de operadores fechado, m € N, (Q,,, ||.|lo,,) um ideal

Banach de polinomios m-homogéneos que contém os polinomios de posto finito fortemente.
Sejam também E, F, Ey, F| espagos de Banach, Re A(E;F), Be AL A(E;; Fy). Se R ¢

aproximdvel ou se B € aproximdvel e Q,, € P-simétrico, entao o operador
Srp: Q"I E) — Q(ME F) , Spp(P) = Ro Po B,
pertence ao ideal A.

Demonstracao. Suponhamos que R seja aproximéavel. Como A%"".. é um ideal de opera-
m,left

dores fechado (Proposicao 5.6), entao F(E; I) < A5, (E; F). Como R é aproximével

segue que R e A5 (E; F), isto é, o operador Sgp pertence a A.

Suponhamos agora que B seja aproximavel e Q,, seja P-simétrico. Da Pro-

comp

posicao 5.16 sabemos que A ¢ um germe fechado de operadores, logo F(F; F) <

m,right
comp . 7 . 7 comp . . 7 .
mright (3 ). Como B é aproximdvel, B € A0, (E; F), isto é, Sgp pertence ao ideal

A. O

Corolario 5.18. Sejamm e N, (Q,,, | - |

P-simétrico que contém os polinomios de posto finito fortemente. Sejam E, F, FEy, F}

0,,) um ideal Banach de polinémios m-homogéneos

espagos de Banach tais que ao menos um dos espagos E*, EY, F, Fy tem a propriedade da
aprozimagao. Se R e L(E; F) e B € L(Ey; ) sao operadores nao nulos, entio R e B sdo

compactos se, e somente se, o operador
Srp: Q("F1; ) — Q(™E; F'), Sgp(P) = RoPo B,

¢ compacto.

Demonstracao. Sabemos que o ideal de operadores compactos K é um ideal fechado e
ademais I = K% Suponhamos que R e B sejam compactos. Como ao menos um dos
espacos E*, EY, F, Fy tem a propriedade de aproximacao, por [35, Proposition 10.1.3,
10.1.4] é verdade que

F(E;F)=K(E;F) ou F(Ey; Fy) =K(Ey; F).
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Segue que R € F(E; F) ou B € F(Ey; F1), e a compacidade do operador Sgp segue da

Proposigao 5.17. A reciproca é consequéncia do Teorema 5.2 e do Corolério 3.40. O

Proposigao 5.19. Sejam A um ideal de operadores fechado e injetivo, m € N e (Qp, | - [la,,)
um ideal Banach de polinomios m-homogéneos que contém os polinomios de posto finito for-
temente. Sejam também E, F, Ey, Fy espagos de Banach, R e A(E; F) e Be AL A(Ey; ).
Se (i) (Qm, | - lla,,) € injetivo e R é compacto, ou (ii) (Qm, | - | g,.) € super-injetivo e P-

simétrico e B € compacto, entao o operador
Srp: Q"I E) — Q("Ey; F) , Spp(P) = Ro Po B,
pertence a A.

Demonstragao. Denotando o ideal dos operadores aproximéveis por F, de [28, Proposition
19.2.3] sabemos que (F)™ = (F)™ =K.

(i) Da Proposicao 5.6, Afgﬂ?t é um ideal de operadores fechado e injetivo, logo

F < A, e portanto

N

K= (F)™

( comp )inj _ comp
m,left m,left*

Assim R e A7) (E; F), ou seja, Sgp pertence ao ideal A.

(ii) Da Proposicao 5.16, A, . é um germe de ideal de operadores fechado e

comp

sobrejetivo, logo F < m.right> € portanto

iC = (?) sur - ( comp )sur _ fcomp

m,right m,right*
Assim, B e A0, (Ey; Fh), ou seja, Sgp pertence ao ideal A. O
Corolario 5.20. Sejam m e N, (Q, || - |lg,,) um ideal Banach de polinémios m-homogé-

neos que contém os polinomios de posto finito fortemente e injetivo. Sejam também E, F,
E,y, Fy espagos de Banach, R € L(E; F) e B € L(Ey; Fy) operadores nao nulos. Entio R e

B sao compactos se, e somente se, o operador
Srp: Q"I E) — Q("Ey; F) , Spp(P) = Ro Po B,
¢ compacto.

Demonstragao. Supondo R e B compactos e considerando o ideal de operadores com-
pactos K na Proposicao 5.19, segue que Sgp é compacto. A reciproca é consequéncia do
Teoremas 5.2 e do Corolario 3.40. O
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Lema 5.21. Sejam E, F, G espacos de Banach, em que E ¢é isomorfo a F.
(a) Se E é um espago de Asplund, entao F também € um espago de Asplund.

(b) Se E nao contém uma copia isomorfa de G, entao F' também nao contém uma copia

1somorfa de G.

Demonstracao. (a) Lembremos que F' é um espa¢o Asplund, se e somente se, todo
subespaco separavel de F' tem dual separavel. Suponhamos que W seja um subespago
separavel de F' e consideremos um isomorfismo ®: F' — FE. Como a imagem de um espago
separavel por fungao continua é também separdvel (veja, por exemplo, [30, Exercicio 9.1.4]),
® (W) é um subespaco separavel de E. Como E é Asplund, [®(W)]* é separdvel. Por outro
lado, como

O: W —> (W), d(z) = d(z),

é um isomorfismo, temos que (®)*: [®(W)]* — W* também é um isomorfismo. Pelo

mesmo resultado topoldégico usado anteriormente segue que W* é separavel.

Omitimos a demonstracao de (b), que segue facilmente por absurdo. O

Proposicao 5.22. Sejam E, F' espacos de Banach. Entao:

(a) Se (@,rmsE)* ¢ um espaco Asplund e F nao contém uma copia isomorfa de {1, entdo

Pic(ME; F) também nao contém copia isomorfa de (1.

(b) Pc(™E; F) é um espago Asplund se, e somente se, (@TSE)* e F sao espacos Asplund.

Demonstragao. (a) De [31, Corollary 2.11] sabemos que K(®, ~F; F) ndo contém cépia
isomorfa de ¢;. Como os espacos K(®. " E; F) e Px(™E; F) sio isomorfos [15, Proposition

3.2, 3.7], o resultado segue do item (b) do lema acima.

(b) Da mesma forma, de [31, Corollary 2.11] sabemos que K(&®. ~F; F) é um
espaco de Asplund se, e somente se, (@;“E)* e F' sdo espagos Asplund. Assim Py (™FE; F)
é Asplund se, e somente se, (@Z”E)* e F' sao espacgos Asplund. O resultado segue como

no item (a). O
Relembre que R denota o ideal dos operadores de Rosenthal e D,, denota o

ideal dos operadores de Asplund.

Corolario 5.23. Sejam E,F, Ey, Fy espagos de Banach tais que P(" Ey) € um espaco de

Asplund e o operador
Srp: P("Fy; E) — P("Ey; F) , Spp(P) = Ro Po B,

satisfaz Srp (P("F1; E)) < Pc(™Ey; F). Entdo:
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(a) Se Re R(E;F), Be Al R(Ey; Fy) e F ndo contém cdpia isomorfa de {y, entio Spp é

um operador de Rosenthal.

(b) Se Re Dy(E; F), Be Al Dy (Ey; Fy) e F é um espago de Asplund, entio Sgrp € um
operador de Asplund.

Demonstragao. Como P(™E;) é um espago de Asplund isomorfo a (@T’SEl)*, pelo item
(a) do lema acima decorre que (@:SEl)* é um espaco de Asplund. Considerando os

operadores lineares e continuos
U: P(mpl;E) —> 'P]C(mEl;F) s u(P) = RoPo B,

i: Pe("E; F) — P(MELF) , i(Q) = Q,

e o diagrama

P(mFy: E) Srp P(mE,; F)

P}C (mEl, F)
concluimos que Sgp se fatora através de um espaco que nao contém uma copia de £ no

caso (a), e se fatora através de um espago de Asplund no caso (b). Portanto, Sgp é um

operador de Rosenthal no caso (a) e um operador de Asplund no caso (b). a
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APENDICE

Conforme ja dissemos, provaremos neste apéndice a associatividade do produto
tensorial projetivo e uma espécie de associatividade parcial do produto tensorial projetivo
simétrico. Este ultimo resultado foi usado durante a tese, e como nao o encontramos na

literatura, optamos por demonstra-lo neste apéndice.

.1 A associatividade do produto tensorial projetivo

Proposicao A.1. Sejam X, Y e Z espacos normados. Entao os espagos (X@WY) Q. 7,
X®R.Y®,Z e X®x (Y@WZ) sao isomorfos isometricamente por meio de isomorfismos que

colocam em correspondéncia os tensores elementares (r®y) Rz, tRYR z e xR (Y ® 2).

Demonstracgao. De [40, Exercise 2.3] sabemos que os espagos (X @WY) 7 e X®, (Y@WZ )
sao isomorfos isometricamente por meio de um isomorfismo que preserva os tensores ele-
mentares. Portanto s6 resta mostrar o mesmo para os espagos (X @WY) .7 e XR, YR, Z.

Para isso, fixamos um vetor z € Z e definimos
A X XY — X®,YR:Z , A(2,y) =2Qy® 2.
E claro que A® estd bem definida e é um operador bilinear, cuja continuidade segue de
A%z, 9) | = | @y @ 2|z = || - [y] - =]

para todos x € X e y € Y. Usando a propriedade universal do produto tensorial projetivo
(Proposicdo 1.52), existe um tnico operador linear continuo A% : X®,Y — X®,Y®.Z

tal que A% (r®y) = r®y® 2z para todos z € X e y € Y. Agora podemos definir

B: (X®,Y) x Z — X®Y®,Z , B(w,z) = A} (w).
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A linearidade de B na primeira coordenada segue da linearidade de A7 para cada z fixado.
Uma conta elementar mostra que A2 = A% 4 \A* e daf segue, novamente pela
Proposicio 1.52, que (A* %), = A7 + X\A%. Disso decorre a linearidade de B na segunda
coordenada, e portanto B é um operador bilinear. Para verificar sua continuidade, dados
we X®,;Y e ze Z, para todo € > 0 por [40, Proposition 2.8] existem sequéncias (z;); em

X e (y;); em Y tais que

Q0 e @]
w=) 2,0y ¢ ) lul |yl < |wl.+e.

i=1 =1

Como A7 é um operador linear continuo, temos

AL (Z T ®yi>
=1

< ) A (@ @) Z |z ®yi ® 2], Z il - will - =]
i=1

=1

= |2l <Z i - in) < |zl[(lw]x + €).

=1

0

Z (; ® i)

|B(w, 2)[= = |AZ(w)]~ =

s

Fazendo ¢ — 07 obtemos |B(w, 2)||x < |z - |w]|x, 0 que prova a continuidade de B. Pela

Proposicao 1.52 existe um unico operador linear continuo
Br: (X®:Y)®:Z — X®,Y®,Z tal que Br(w® z) = A} (w).

Por outro lado, é imediato que

C: X xY xZ— (X&:Y)®:Z, Clz,y,2) = (2Qy) 2,
¢ um operador trilinear cuja continuidade segue de

1C(2,y,2) |« = [(z®y) ® 2« = [z @yl - 2] = |l - [yll - |=]-
Logo existe um 1nico operador linear continuo

Cr: X&. YR, Z —> (X@,,Y) ®rZ tal que Crz®y®z) = (1Y) z.

Para todos x € X,yeY e z€ Z,

(BLoCpL)(z®y®2) = BL((t®y)®2) =1 Qy® =2

(CLoB)((z®y)®2) =CLr®@y®z2) = (1®y)® 2.

Usando a linearidade e continuidade dos operadores By o C', e Cf, o By, segue que

BpoCp = Zd)(@ Y®.2 © Cro B = d(X@ V)@ 2
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Isso mostra que C; = (Bz)™ !, e, em particular, B; é um isomorfismo. Para provar
que é uma isometria, lembremos que |Br| = |B| < 1, |CL| = |C| < 1. Para cada

0 e (XCQ),FY) ®xZ existe um tinico & € X®,Y®,Z tal que 6 = C1(£), e assim
|BLO)lr < 0]z = [CLE)]x < [IElx = [BL(O)]x-
O
Faremos agora uma adaptacao da demonstracao acima para o caso do produto

tensorial projetivo de n espacos. Fizemos o caso n = 3 primeiro para que o caso geral fique

mais facil de ser compreendido.

Proposicao A.2. DadosneN e Xy,...X,, X,,11 espacos normados, existe um isomor-

fismo isométrico
R: X1®7r e ®7TX’VL+1 - (X1®7r e @ﬂXn) ®7an+1a
tal que, para todos x;€ X;, j=1,...,n+1,

R#1®  ®Tpi1) = (11 Q- QTp) @ Tpy1-

Demonstragao. Evitaremos repetir os detalhes que sao adaptacoes diretas da demons-

tracao anterior. Para cada z € X, fixado, definimos
A Xy x o x Xy — Xi®r - R X ®r Xs1 A (21, ) =21 Q- QI ® 2.
Assim como antes, A* é um operador multilinear continuo e
A% (@1, )l = |21 @ @20 @ 2[[x = [z - |l - 2]
Existe um tnico operador linear continuo
A7 XiQr -+ R Xy — X1®r - ®n X

tal que
A1 @ ®up) =11 ® - Q1, ® 2.
Também como antes, o operador

B (X®7r o @an) x Xn+1 - X1®7r t '®7an+1; B<waz> = Ai(w)J

¢ bilinear continuo e

[B(w, 2) | < |2 - [[w]z-

Essa desigualdade segue, como antes, do fato de que para todo € > 0, existem sequéncias

(xf)z em X;, j=1,...,n, tais que

0 0
w=) et ® @ e Y frj|-2f] < Jwl.+e.
i=1 i=1



Apéndice 128

Existe entao um tnico operador linear continuo
Br: (Xi®r  ®:Xp) ®rXps1 — Xi®r + ®xXpp1 tal que Br(w @ 2) = Aj (w).
E o operador
C: Xy x - Xy x Xpi1 — (X1®7r > ‘®7an) ®n X1,

C(a:l; CI 7xnal'n+1) = (xl ® o ®xn) ®xn+17

¢ multilinear continuo e
[C (1, @n, ) = ][] - [2nall
Logo existe um 1nico operador linear continuo
R:=Cyp: X1®7r . '®an+1 - (X1®7r - '@Tan) ®77Xn+1

tal que
Coz1® @2, @Tpi1) = (21 Q- Qxp) @ Tpy1.

Contas idénticas as da demonstracao anterior provam que C7, é o operador inverso de By,

e que By, é uma isometria. O

Da mesma forma é possivel mostrar que

Proposicao A.3. Dadosne N, X1,...X,, X,,11 espacos normados, existe um isomor-

fismo isométrico
L: X1®7r e ®7an+1 - X1®7r (X2®7r o '®7an+l) )

tal que L(x1 ® - @ Tpy1) =11 @ (22 @ - ® Tpy1)-

Lema A.4. Sejam m,n € N, X, Y, Zy,...,Z,, Wi,...,W,, espacos normados. Se

u: X — 'Y € um isomorfismo, entdo existe um isomorfismo
M) : Wi®; -+ @uW@r XQu Z1R - - - R Zy — WiQs - R Win®n Y 2 210 - - - Qe Zn,
tal que M(u)(w1 ® + Quwp ®TR®21Q+ ®zy) =W ® QW Qu(T) ®21 ® -+ ® 2.
Demonstracao. Definindo

AWy x oo x Wiy X X X Zy X o X Zyp — Wi -+ - RuWin®n Y R Z1R -+ R Z,

AWy, .o Wiy T, 21,y 2p) =W R QW ®u(r) ®21 ® ... ® 2y,
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obtemos um operador multilinear continuo, e portanto existe um tnico operador linear

continuo
AL: Wl@ﬂ' e ®WWm®7rX®7rZI®7r e ®7TZTL - Wl@ﬂ' e ®77Wm®7ry®7r21®7r e ®7an

tal que AL(w1 ® - QuUn T ® 21 Q- ®2,) =W @ QW Qu(r) @2 ® ... ® zp.

Analogamente, para a operador multilinear continuo
B: WI X oo X Wm xY x Zl X X Zn—)W1®7r'"®WWm®wX®7rZI®7r"'®7an;

Bwi, ..., Wy, Y, 21,y 2n) =W @ Qup@u (Y @2 Q... ® 2z,

existe um unico operador linear continuo
BL: Wl@ﬂ e @ﬂ'Wm@ﬂ‘Y@ﬂ'Zl@ﬂ' e ®7TZ’N, - Wl@ﬂ' e @ﬂWm®ﬂX®ﬂZ1®ﬂ’ e @ﬂ'Zn
tal que Bi(w, @ - Qum QU 21 Q- Q2p) = W1 ® - @wy @u *(y) @ 21 ®

... ® z,. Da linearidade e da continuidade desses operadores segue que A; o B;, =

ZdWl@w@Ter@WY@ﬁZl@w@ﬂZn e BL © AL = ZdWl@ﬂ@ﬂ'Wm@ﬂX@ﬂZl@ﬂ'@WZn ISSO prova que
um ¢ o isomorfismo inverso do outro. O

Por fim obtemos a associatividade do produto tensorial projetivo na forma em

que necessitaremos.

Proposicao A.5. Sejam m, k € N e X um espaco normado. Entao existe um isomorfismo

1sométrico
~km

Jom: &)X — &, (&' X)
tal que
Jem(T1 @ @Tpm) = (11 ® @ Tm) @ @ (Z(h—1)m+1 ® - ® Tm)

para todos x;€ X, 7 =1,..., km.

Demonstracao. A demonstragao sera feita por indugao sobre k. Para k = 1 a proposicao
é trivialmente satisfeita. Suponhamos que o resultado seja vélido para k = n. A seguinte
cadeia de isomorfismos isométricos, em que R designa o isomorfismo da Proposicao A.2,
M () designa o isomorfismo do Lema A.4 e P.A.1 designa o isomorfismo da Proposicao
A.1, comprova o resultado para o caso k = n + 1:

&r'x (8" x)ex M [(8) ) @.x |8 x BN

(e i) M2 [(Ex) ale. (i) =2

— (e e (611)] M () (621)
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M(L™1)

— (@) ex]e. (E1X) MM (B & [xe@ix)| M

()6 (at) MY D ()6 65 M
— &7 @rx)] e @rx) & & (@rX).
O

.2 A associatividade da norma projetiva no produto tensorial simé-

trico

Nesta se¢cao provaremos o resultado que usamos na Segao 3.4. Precisamos de

dois lemas preparatorios. Por E denotamos o (um) completamento do espago normado F.

Lema A.6. Seja E um subespaco vetorial do espaco normado F. Entdo:

(1) F contém um subespago isomorfo isometricamente a E.
(77) Se E € denso em F, entdo E € denso em F.

(17i) Se F' é um espago de Banach, entdao E ¢ isomorfo isometricamente ao fecho de E

em F.

Demonstracgao. (i) Se X é um espago normado, entdao Jx(X) é um completamento de X.
Como E < F, entao Jp(E) € Jp(F). Logo E = Jp(E) < Jp(F) = F, em que = significa

ser isometricamente isomorfo.

(ii) Isso é imediato pois E é denso em F' e F' é isomorfo isometricamente a um subespago
denso de F'.

(iii) Como F' é Banach, o fecho de F em F' é um espaco de Banach no qual E é denso. O

resultado segue. O

Lema A.7. Seja Z um subespacgo vetorial do espagco normado X. Se Z ¢é denso em X,
entao Z ®. Z é um subespago denso de X ®; X.

Demonstragao. De [20, Proposition 3.9], Z ®, Z é um subespaco vetorial normado de
X ®, X. Por outro lado, Z ®; Z é um subespago normado de Z ®, Z contido em X ®’ X.
Portanto Z ®; Z é um subespaco normado de X ®; X.

A seguir mostraremos que (Z ®: Z) = X @ X. Sejaz® z € X ®. X, onde

r e X. Como Z = X existe uma sequéncia (z,), S Z tal que z,, —> z. Para cada n € N,
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(X, ®xn) € ZR:Z e (x, QTy) — = ® x, POiS
(2, ®@x, —2®2x) =72, QT, — QT — Rz, +T®x,)
=71((xp, —2) @2, + 2 ® (x, — ))
T((zp —2)Qx,) + 7(2® (2, — x))

= en — x| - Jaal + 2] - 20 — 2.

N

Portanto, t®x € (Z ®: Z) para todo x € X. Como (Z ®: Z) é um subespago fechado e

todo tensor # € X ®> X tem uma representagao § = Z Xi(2;®;), segue que 0 € (Z ®:2 Z)'.

0 i=1

Proposicao A.8. Sejam m, ke N e E um espaco de Banach. Fxiste um operador

~km,s

Iem: @B — & (87°E),
que € um isomorfismo sobre sua imagem e
I (®@"7) = @ (®™2) para todo x € E.
Demonstracao. Seja Jj ,: @imE — @i (@TE) o isomorfismo da Proposicao A.5.
Provemos que o
F @ E -8 @), (A1)
De fato, sabemos que ®,"*E é denso em @?’SE, portanto do Lema A.7 segue que

k(&7 E)

R (@ E) = @ (R)°E).
Agora (A.1) segue do Lema A.6(ii).
Vejamos que
Jem (B"°E) € @ (8] E) (A.2)
Como @™ F c @™ F ¢ @imE, do Lema A.6(iii) segue que
& E — e " (A3)

E para todo z € E, Jy,(®"2) = @ (®@™"z) € @ (™*F), e por linearidade concluimos
que

Jem (R E) € @5° (RI°F). (A.4)

Usando a continuidade de Jj ,,, temos

~km,s s 4®§tmE ®
Jk,m <®fr 7 E) (A:%) Jk,m (®7I:m7sE ) - Jk,m <®£€rm75E>

A]:r ®7rmE ~k,s j~m,s
( ) (4.1) ®i, (®7r7 E) .

- (&7 E)
(A'4) s m,s
C F (F°E)

Finalmente, uma vez estabelecida (A.2) basta definir Iy ,, 1= Ji ‘@km,sE. a
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