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Resumo

Nesse trabalho introduzimos e desenvolvemos a teoria de adjuntos generalizados de po-

linômios homogêneos entre espaços de Banach, que generalizam o adjunto clássico de um

operador linear cont́ınuo e o adjunto de Aron e Schottenloher de um polinômio homogêneo

cont́ınuo. Semelhanças e diferenças com as teorias clássicas são estabelecidas. Para estudar

as estruturas algébrica e topológica dos conjuntos formados pelos adjuntos generalizados,

introduzimos e desenvolvemos a noção de germes de ideais de operadores e de polinômios

homogêneos. Além da teoria básica de germes de ideais, estudamos também os germes

fechados, injetivos e sobrejetivos. Por fim apresentamos aplicações dos adjuntos genera-

lizados e dos germes de ideais na obtenção de versões não-lineares de alguns resultados

lineares conhecidos sobre operadores de composição.

Palavras-chave: Espaços de Banach, polinômios homogêneos, ideais de operadores, ideais

de polinômios, adjuntos generalizados, germes de ideais, operadores de composição.



Abstract

In this work we introduce and develop the theory of generalized adjoints of homogeneous

polynomials between Banach spaces, which generalizes the classical adjoint of a bounded

linear operator and the Aron and Schottenloher adjoint of a continuous homogeneous

polynomial. Similarities and differences with the classical theories are established. In order

to study the algebraic and topological structures of the sets formed by the generalized

adjoints, we introduce and develop the theory os germs of operator ideals and germs of

polynomial ideals. Besides of the basic theory of germs of ideals, we also study closed,

injective and surjective germs. Finally, as applications of the generalized adjoints and of the

germs of ideals we provide nonlinear versions of some known linear results on composition

operators.

Keywords: Banach spaces, homogeneous polynomials, operator ideals, polynomial ideals,

generalized adjoints, germs of ideals, composition operators.
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kerpfq núcleo da aplicação f .
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I inj envoltória injetiva de um ideal de operadores I.

F ideal dos operadores de posto finito.

F ideal dos operadores aproximáveis.
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INTRODUÇÃO

A Análise Funcional Linear tem como principal meta estudar os operadores

lineares cont́ınuos entre espaços normados e espaços de Banach. Nesta tese estamos

interessados na interseção de três desenvolvimentos centrais da teoria. Para descrevê-los,

sejam E e F espaços de Banach, E˚ o dual topológico de E e PpmE;F q o espaço dos

polinômios m-homogêneos cont́ınuos de E em F .

O primeiro desenvolvimento é a noção clássica de adjunto u˚ : F ˚ ÝÑ E˚ de um

operador linear cont́ınuo u : E ÝÑ F , que é uma ferramenta básica da Análise Funcional e

permeia praticamente todas as suas sub-áreas.

O segundo é a Teoria de Ideais de Operadores, que surgiu a partir dos trabalhos

de vários matemáticos a partir da metade do século 20, em especial os trabalhos de A.

Grothendieck. Essa teoria estuda as classes especiais de operadores lineares que satisfazem

a propriedade clássica de ideal da álgebra, a saber: na seguinte cadeia de operadores

lineares cont́ınuos entre espaços de Banach

E
v

ÝÑ F
u

ÝÑ G
t

ÝÑ H,

se u pertence à classe, então t ˝ u ˝ v também pertence à classe. Exemplos clássicos são os

operadores de posto finito, os operadores compactos e os operadores fracamente compactos.

O aparecimento de um grande número de classes de operadores desse tipo e a importância

dessas classes para a teoria dos espaços de Banach culminou na criação de uma teoria

abstrata de ideais de operadores, concebida por A. Pietsch na década de 1960 e formalizada

por ele no livro [35].

Esses dois primeiros desenvolvimentos se encontram na definição do ideal dual

Idual do ideal de operadores I, que é formado pelos operadores u tais que u˚ pertence a

I (veja, por exemplo, [20, 21, 35]). Essa noção se tornou básica na teoria e dá origem a

termos como ideal simétrico e ideal completamente simétrico.
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O terceiro desenvolvimento é o avanço da teoria para o caso não-linear, com o

advento da teoria de operadores multilineares, polinômios homogêneos e funções holomorfas,

teoria esta que se desenvolveu fortemente na segunda metade do século 20 e teve no

matemático brasileiro Leopoldo Nachbin um dos seus maiores expoentes (veja, por exemplo,

[34]).

O primeiro desenvolvimento se encontra com o terceiro no trabalho de R. Aron

e M. Schottenlher [4] de 1976 no qual é introduzida a noção de adjunto de um polinômio

m-homogêneo cont́ınuo P : E ÝÑ F da seguinte forma:

P ˚ : F ˚ ÝÑ PpmEq , P ˚pϕqpxq “ ϕpP pxqq.

O adjunto de um polinômio homogêneo tem sido ferramenta importante no estudo de

espaços de polinômios homogêneos e em holomorfia em dimensão infinita. Para aplicações

recentes do adjunto de um polinômio, veja, por exemplo [19, 29, 44].

O segundo desenvolvimento se encontra com o terceiro com o advento da teoria

de ideais de operadores multilineares e de ideais de polinômios homogêneos que se iniciou

nas décadas de 1980 e 1990, principalmente com os trabalhos de A. Pietsch [36] e K. Floret

e S. Hunfeld [25]. Uma grande quantidade de artigos tem sido publicada nesta área nas

últimas três décadas, a ponto da American Mathematical Society ter criado, em 2010,

um código espećıfico para designá-la: 47L22 - Ideals of polynomials and of multilinear

mappings.

Os três desenvolvimentos tiveram um primeiro encontro no trabalho [14], de

2014, onde se estuda o dual polinomial de um ideal de operadores. É interessante notar que,

apesar de estar no escopo da teoria não-linear, o adjunto P ˚ de um polinômio homogêneo

P é um operador linear. Isso não impediu que essa noção encontrasse muitas aplicações,

mas deixa campo aberto para a investigação de noções mais gerais, indo mais a fundo

na não-linearidade do assunto. Este é, precisamente, o objetivo central da presente tese.

Com o intuito de aprofundar as relações dos três desenvolvimentos acima e buscando

explorar o aspecto não-linear da matéria, introduzimos o conceito de dual generalizado de

um polinômio homogêneo da seguinte forma: para cada polinômio m-homogêneo cont́ınuo

P : E ÝÑ F e para cada par n, k de número naturais, definimos o polinômio n-homogêneo

∆n
kP : PpkF q ÝÑ PpmnkEq,∆n

kP pqqpxq “ rqpP pxqqsn,

chamado de k-adjunto generalizado de ordem n do polinômio P . Os casos já estudados

são casos particulares pois ∆1
1u “ u˚ para todo operador linear u e ∆1

1P “ P ˚ para todo

polinômio P .

No segundo caṕıtulo da tese (o primeiro caṕıtulo é dedicado a noções e resultados

preliminares) estudamos as propriedades básicas dos adjuntos generalizados. Mostramos

que muitas propriedades conhecidas dos adjuntos já estudados são casos particulares dos
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adjuntos generalizados, mostramos que algumas propriedades conhecidas não se estendem

ao caso geral e descobrimos também algumas propriedades do caso geral que não tinham

como serem descobertas nos casos clássicos.

De acordo com a definição do dual de um ideal de operadores lineares, um

passo natural na teoria geral é considerar, para um dado ideal de polinômios n-homogêneos

Qn, o conjunto

p∆n
kQnq pmE;F q “

 
P P PpmE;F q : ∆n

kP P QpnPpkF q; PpmnkF qq
(
.

Em vista do ambiente fortemente não-linear, não é de se esperar que esse

conjunto seja um subespaço vetorial de PpmE;F q. Entretanto, a única propriedade de

ideais de polinômios que esse conjunto não necessariamente goza é que a adição de dois de

seus elementos pertence ao conjunto. Todas as outras propriedades, inclusive a propriedade

de ideal, são satisfeitas. Isso nos levou a definir as noções de germe de ideais de operadores

lineares e de germe de ideais de polinômios homogêneos. Os conjuntos ∆n
kQn são exemplos

importantes dessa nova categoria por nós chamada de germes de ideais. Esses germes de

ideais pretendem ser uma versão não-linear da teoria de ideais.

No terceiro caṕıtulo introduzimos e estudamos os germes de ideais de operadores

lineares e de polinômios homogêneos, suas propriedades básicas e damos vários exemplos

ilustrativos. Como era de se esperar, os adjuntos generalizados de ideais aparecem como

exemplos centrais. A estabilidade de um ideal de operadores em relação à formação do

produto tensorial projetivo simétrico mostrar-se-á uma ferramenta fundamental para a

obtenção de resultados mais profundos e para o estudo dos germes gerados por alguns ideais

clássicos, principalmente os ideais dos operadores compactos e fracamente compactos.

Como é usual na teoria de ideais de operadores, no quarto caṕıtulo estudaremos

germes de operadores satisfazendo propriedades especiais, mas especificamente, estudaremos

germes fechados, germes injetivos e germes sobrejetivos.

No quinto caṕıtulo apresentamos aplicações da teoria desenvolvida para o

estudo de operadores de composição. O objetivo é usar os germes determinados pelos

adjuntos generalizados para obter resultados na linha daqueles obtidos por Lindström

e Schlüchtermann em [31] no caso linear. Além de avançar no caso não-linear, nossos

resultados recuperam os resultados originais como casos particulares. Mais especificamente,

consideramos e damos algumas respostas para o seguinte problema geral: dados E, E1,

F , F1 espaços de Banach, R P LpE;F q e B P LpE1;F1q operadores lineares cont́ınuos não

nulos, A um ideal de operadores e pQ, } ¨ }Qq um ideal Banach de polinômios homogêneos,

quais são as condições, de preferência necessárias e suficientes, para que o operador linear

cont́ınuo

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

pertença ao ideal A?
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No final inclúımos um pequeno apêndice no qual provamos um resultado sobre

a associatividade do produto tensorial projetivo simétrico de que precisamos em um dado

momento da tese. Apesar de acharmos que este resultado é conhecido, não o encontramos

na literatura e optamos por demonstrá-lo no apêndice.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Neste caṕıtulo introduziremos os conceitos básicos, e suas respectivas notações,

que serão necessários para o desenvolvimento da tese.

Dado um espaço normado E, por E˚ denotamos seu dual topológico munido

da norma usual de funcionais lineares e por BE sua bola unitária fechada. Ao longo do

trabalho, todos os espaços vetoriais são sobre o corpo K “ R ou C.

1.1 Operadores multilineares

Definição 1.1. Sejam n P N e E1, . . . , En e F espaços vetoriais. Dizemos que um operador

A: E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En ÝÑ F é n-linear (ou multilinear) se é linear em cada uma das suas

variáveis, isto é,

Apx1, . . . , xi ` λx1
i, . . . , xnq “ Apx1, . . . , xi, . . . , xnq ` λApx1, . . . , x

1
i, . . . , xnq,

para quaisquer xi, x
1
i P Ei, com i “ 1, . . . , n, e λ P K. Se F “ K, dizemos que A é uma

forma n-linear.

O conjunto de todos os operadores n-lineares de E1ˆ¨ ¨ ¨ˆEn em F será denotado

por LpE1, . . . , En;F q. Se F “ K denotamos LpE1, . . . , En;Kq por LpE1, . . . , Enq. No caso

em que E “ E1 “ ¨ ¨ ¨ “ En denotamos este conjunto por LpnE;F q. Se E “ E1 “ ¨ ¨ ¨ “ En

e F “ K escrevemos simplesmente LpnEq. No caso n “ 1 escrevemos Lp1E;F q “ LpE;F q.

Se n “ 1 e F “ K então LpE;Kq “ E7= dual algébrico de E.

A seguir definiremos as operações algébricas usuais no conjunto LpE1, . . . , En;F q

no sentido de torná-lo um espaço vetorial sobre K :
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1) A cada par de operadores n-lineares A,B P LpE1, . . . , En;F q fazemos

corresponder um operador n-linear A ` B P LpE1, . . . , En;F q definido por:

A ` B : E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En ÝÑ F ;

pA ` Bqpx1, . . . , xnq “ Apx1, . . . , xnq ` Bpx1, . . . , xnq.

2) A cada escalar λ P K e cada operador n-linear A P LpE1, . . . , En;F q fazemos

corresponder o operador n-linear λA P LpE1, . . . , En;F q definido por:

λA : E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En ÝÑ F, pλAqpx1, . . . , xnq “ λApx1, . . . , xnq.

Proposição 1.2. Sejam E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados. Para cada operador

A P LpE1, . . . , En;F q, as afirmações seguintes são equivalentes:

piq A é cont́ınuo.

piiq A é cont́ınuo na origem.

piiiq Existe uma constante C ě 0 tal que

}Apx1, . . . , xnq} ď C ¨ }x1} ¨ ¨ ¨ }xn},

para quaisquer xj P Ej, j “ 1, . . . , n.

pivq }A} :“ sup t}Apx1, . . . , xnq} : xj P Ej e }xj} ď 1, j “ 1, . . . , nu ă `8.

Demonstração. Veja [32, Proposition 1.2]. ✷

Definição 1.3. Sejam E,E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados. Denotaremos o con-

junto de todos os operadores n-lineares cont́ınuos de E1ˆ¨ ¨ ¨ˆEn em F por LpE1, . . . , En;F q.

Se E1 “ ¨ ¨ ¨ “ En “ E escrevemos LpnE;F q. No caso n “ 1 e F “ K escrevemos E˚ no

lugar de LpE;Kq e dizemos que E˚ é o dual topológico de E. Para n “ 0 escrevemos

Lp0E;F q “ F (espaço das funções constantes a valores em F ).

Proposição 1.4. Sejam E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados.

piq LpE1, . . . , En;F q é subespaço vetorial de LpE1, . . . , En;F q.

piiq A função A ÝÑ }A} é uma norma em LpE1, . . . , En;F q.

piiiq Se F é um espaço de Banach, então LpE1, . . . , En;F q com a norma do item piiq

também é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [32, Proposition 1.3]. ✷
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Definição 1.5. Um operador multilinear A : En ÝÑ F é dito ser simétrico se

Apx1, . . . , xnq “ Apxσp1q, . . . , xσpnqq

para todo px1, . . . , xnq P En e toda permutação σ P Sn, onde Sn denota o conjunto das

permutações dos primeiros n números naturais.

Os conjuntos dos operadores multilineares simétricos e dos operadores multili-

neares simétricos cont́ınuos A : En ÝÑ F serão denotados, respectivamente, por LspnE;F q

e LspnE;F q. É fácil ver que LspnE;F q é subespaço vetorial de LpnE;F q e que LspnE;F q

é subespaço vetorial de LpnE;F q.

Quando F “ K, escrevemos LpnE;F q “ LpnEq e LspnE;F q “ LspnEq. Para

n “ 0 escrevemos Lsp0E;F q “ F (espaço das funções constantes a valores em F ).

Definição 1.6. Para cada k P N e cada multi-́ındice γ “ pn1, . . . , nkq P N
k
0,

definimos : $
’&
’%

}γ} “ n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nk

γ! “
kź

j“1

nj!

Definição 1.7. Sejam A P LpnE;F q e k ď n. Para cada px1, . . . , xkq P Ek e cada multi-

ı́ndice γ “ pn1, . . . , nkq P N
k
0 com }γ} “ n, definimos

Ax
pn1q
1 ¨ ¨ ¨ x

pnkq
k “ Apx1, . . . , x1loooomoooon

n1 vezes

, . . . , xk, . . . , xkloooomoooon
nk vezes

q.

Definição 1.8. Para cada A P LpnE;F q, o operador n-linear

As : En ÝÑ F , Aspx1, . . . , xnq “
1

n!

ÿ

σPSn

Apxσp1q, . . . , xσpnqq,

é chamado de simetrização de A.

Teorema 1.9 (Fórmula de Leibniz). Sejam E,F espaços vetoriais e A P LspnE;F q. Então

para quaisquer x1, . . . , xk P E, temos

Apx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xkqpnq “
ÿ

}γ}“n

n!

γ!
Ax

pn1q
1 ¨ ¨ ¨ x

pnkq
k .

Demonstração. Veja [32, Theorem 1.8]. ✷

Corolário 1.10 (Fórmula Binomial de Newton). Se A P LspnE;F q, então para quaisquer

x, y P E temos

Apx ` yqpnq “
nÿ

j“0

ˆ
n

j

˙
Axpn´jqypjq.
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Demonstração. Veja [32, Corollary 1.9]. ✷

Teorema 1.11 (Fórmula de Polarização). Sejam E, F espaços vetoriais e A P LspnE;F q.

Então

Apx1, . . . , xnq “
1

n!2n

ÿ

εi“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨ εnApx0 ` ε1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` εnxnqpnq,

para quaisquer xj P E, com j “ 0, 1, . . . , n.

Demonstração. Veja [32, Theorem 1.10]. ✷

1.2 Polinômios homogêneos

Definição 1.12. Sejam E e F espaços vetoriais normados e m P N. Uma aplicação

P : E ÝÑ F será denominada polinômio m-homogêneo, ou polinômio homogêneo de grau

m, se existir um operador A P LpmE;F q tal que P pxq “ Axpmq para todo x P E.

Denotaremos por P pmE;F q o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de

grau m, denotaremos também por PpmE;F q o subespaço vetorial de P pmE;F q formado

pelos polinômios m-homogêneos cont́ınuos. Quando F “ K, escrevemos P pmEq no lugar

de P pmE;F q e PpmEq no lugar de PpmE;F q.

Para cada P P P pmE;F q, definimos }P } :“ sup t}P pxq} : x P E, }x} ď 1u.

A seguir apresentamos alguns resultados sobre polinômios homogêneos, que

podem ser encontrados em [32] e [22], mas por questões didáticas nos referimos à referência

[2].

Proposição 1.13. Sejam E,F espaços vetoriais normados. Para cada A P LpmE;F q

considere a aplicação dada por

pA : E ÝÑ F, pApxq :“ Axpmq.

Desse modo, a correspondência A ÞÝÑ pA induz um isomorfismo entre os espaços vetoriais

LspmE;F q e P pmE;F q. Mais ainda,

} pA} ď }A} ď
mm

m!
} pA}.

Demonstração. Veja [2, Proposição 1.2.2]. ✷

Observação 1.14. De acordo com a Proposição 1.13, para cada P P P pmE;F q existe

um único operador multilinear simétrico A P LspmE;F q tal que Axpmq “ P pxq para todo

x P E. Nesse caso denotamos qP :“ A.
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Proposição 1.15. Sejam E,F espaços normados e P P P pmE;F q. Então as seguintes

condições são equivalentes:

piq P é cont́ınuo.

piiq P é cont́ınuo na origem.

piiiq }P } ă 8.

pivq Existe K ě 0 tal que }P pxq} ď K ¨ }x}m para todo x P E.

pvq O operador n-linear simétrico qP é cont́ınuo.

pviq Existe A P LpmE;F q tal que P pxq “ Axpmq para todo x P E.

Demonstração. Veja [2, Proposição 1.2.7]. ✷

Proposição 1.16. Sejam E,F espaços normados. Então pPpmE;F q, } ¨ }q é um espaço

normado (de Banach se F for Banach). Mais ainda,

}P pxq} ď }P } ¨ }x}m

para todos P P PpmE;F q e x P E.

Demonstração. Veja [2, Proposições 1.2.8 e 1.2.10]. ✷

Proposição 1.17. O operador

ϕ : LspmE;F q ÝÑ PpmE;F q , ϕpAq “ pA,

é um isomorfismo topológico.

Demonstração. Veja [2, Proposição 1.2.9]. ✷

Definição 1.18. Dizemos que o espaço normado E contém uma cópia isomorfa do espaço

normado F se existe um subespaço G de E isomorfo (topologicamente) a F .

Proposição 1.19. Sejam E e F espaços vetoriais normados. Então o espaço vetorial

normado P pmE; PpnE;F qq contém uma cópia isomorfa do espaço normado Ppm`nE;F q

por meio do operador:

P P Ppm`nE;F q ÞÑ rP pxqpyq “ qP pxpmq, ypnqq.

Demonstração. Veja [2, Proposição 1.2.12]. ✷
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Definição 1.20 (Polinômios de posto finito). Dizemos que um polinômio P P PpmE;F q

é de posto finito se spantP pEqu é subespaço de dimensão finita de F .

Sejam E,F espaços normados. Denotaremos por PFpnE;F q o conjunto dos

polinômios P P PpnE;F q de posto finito. Exemplos canônicos deste tipo de polinômios

são dados da seguinte forma:

q b b : E ÝÑ F, q b bpxq “ qpxqb,

onde q P PpnEq e b P F . Além disso, prova-se que todo polinômio de posto finito é uma

combinação linear de polinômios desta forma:

Proposição 1.21. Para todos espaços de Banach E e F e n P N,

PFpnE;F q “

#
mÿ

j“1

qj b bj : m P N, qj P PpnEq, bj P F

+
.

Em particular, PFpnE;F q é subespaço vetorial de PpnE;F q.

Demonstração. Veja [42, Proposição 1.2.10] ou [37, Proposição 4.2.1]. ✷

Definição 1.22 (Polinômio de tipo finito). Dados E, F espaços normados, dizemos

que um polinômio P P PpnE;F q é de tipo finito se existem m P N, ϕ1, . . . , ϕm P E˚ e

b1, . . . , bm P F tais que P pxq “
mÿ

j“1

ϕnj pxqbj para todo x P E.

É claro que os polinômios de tipo finito formam um subespaço de PpnE;F q,

que será denotado por Pf pnE;F q.

1.3 Ideais de operadores e polinômios homogêneos

O conceito de ideais de operadores foi sintetizado por A. Pietsch [35] a partir

de classes especiais de operadores lineares. A seguir apresentamos a definição de ideal de

operadores, e nela notamos que o fato de cada componente ser um espaço vetorial é uma

noção importante.

Definição 1.23 (Ideais de operadores). Um ideal de operadores I é uma subclasse da

classe L de todos os operadores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach tal que, para

quaisquer espaços de Banach E e F , as componentes

IpE;F q :“ LpE;F q X I

satisfazem:
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p1q IpE;F q é um subespaço vetorial de LpE;F q que contém os operadores de posto

finito;

p2q Propriedade de ideal: se u P LpE;F q, v P IpF ;Gq e t P LpG;Hq, então t ˝ v ˝ u P

IpE;Hq.

Se existe uma função } ¨ }I : I ÝÑ r0,`8q tal que

paq } ¨ }I restrita a IpE;F q é uma norma para quaisquer espaços de Banach E e F ;

pbq }idK : K ÝÑ K : idpλq “ λ}I “ 1;

pcq Se u P LpE;F q, v P IpF ;Gq e t P LpG;Hq, então }t ˝ v ˝ u}I ď }t} ¨ }v}I ¨ }u},

então I é chamado de ideal normado de operadores. Se as componentes IpE;F q forem

completas com respeito à norma } ¨ }I , dizemos que I é um ideal Banach de operadores.

Também, se as componentes IpE;F q forem fechadas com respeito à norma usual de

LpE;F q, dizemos que I é um ideal fechado de operadores.

Proposição 1.24. As seguintes afirmações são satisfeitas por um ideal normado de

operadores pI, } ¨ }Iq:

piq }u} ď }u}I para todo u P IpE;F q.

piiq }ϕ b y}I “ }ϕ} ¨ }y} para todos ϕ P E˚ e y P F .

Demonstração. Veja [20, 9.3] ✷

Proposição 1.25. Se pI, } ¨ }Iq e pJ , } ¨ }J q são dois ideais de Banach de operadores tais

que I Ď J , então existe uma constante ρ ą 0 tal que }u}J ď ρ}u}I para todo u P I.

Demonstração. Veja [20, Proposition 9.5]. ✷

Definição 1.26. Uma sequência pxnqn em um espaço de Banach E é uma sequência fraca

de Cauchy se para todo x˚ P E˚, px˚pxnqqn é uma sequência de Cauchy.

Definição 1.27. Um subconjunto K do espaço de Banach E é chamado um conjunto

de Asplund se
`
pspanK0q˚

, pK0

˘
é separável para todo subconjunto enumerável K0 Ă K,

onde pK0
é uma seminorma definida por pK0

px˚q :“ sup
xPK0

|x˚pxq|, para todo x˚ P pspanK0q˚.

Diz-se que E é um espaço de Asplund se BE é um conjunto de Asplund.
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Definição 1.28. Sejam E,F espaços de Banach e u P LpE,F q. O operador u é:

(a) compacto se upBEq é um subconjunto compacto de F .

(b) fracamente compacto se upBEq
σpF,F˚q

é um subconjunto σpF, F ˚q-compacto de F .

(c) um operador de Asplund se upBEq é um subconjunto de Asplund em F .

(d) um operador de Rosenthal se toda sequência pupxnqqn, com pxnqn Ď BE, admite uma

subsequência fraca de Cauchy.

Teorema 1.29 (Teorema ℓ1 de Rosenthal [26]). Um espaço de Banach E não contém uma

cópia isomorfa de ℓ1 se, e somente se, toda sequência limitada em E tem uma subsequência

fracamente de Cauchy.

Beauzamy [6] mostrou que qualquer operador de Rosenthal fatora-se através de

um espaço de Banach que não contém uma cópia isomorfa de ℓ1, e Rĕinov [38], Heinrich

[27] e Stegall [41] mostraram, independentemente, que qualquer operador de Asplund

fatora-se através de um espaço de Asplund.

Definição 1.30. (a) Um operador linear i : F ãÑ G entre espaços normados é chamado

de injeção métrica se }ipxq} “ }x} para todo x P E.

(b) Um operador linear j : G։ E entre espaços normados é chamado de sobrejeção métrica

se j é sobrejetor e

}y}E “ inft}x}G : jpxq “ yu para todo y P E.

O exemplo canônico de injeção métrica é a inclusão de um subespaço no espaço;

e o exemplo canônico de sobrejeção métrica é a projeção π : E ÝÑ E{F de um espaço

normado E no espaço quociente E{F de E por um subespaço fechado F .

Observação 1.31. Vejamos que um operador linear j : G։ E entre espaços normados

é uma sobrejeção métrica se j é sobrejetora e }jpxq}E “ }x}G{kerpjq para todo x P G. De

fato, basta observar que se y0 P E, como j é sobrejetora, existe x0 P G tal que jpx0q “ y0,

Assim,

}y0}E “ }jpx0q}E “ inft}x}G : jpxq “ jpx0qu “ inft}x}G : jpx ´ x0q “ 0u

“ inft}x0 ` z}G : jpzq “ 0u “ inft}x0 ` z}G : z P kerpjqu

“ }x0}G{kerpjq “ }jpx0q}E.

De [35, C.3.3, C.3.7] temos os seguintes exemplos:

Exemplo 1.32. Se E é um espaço de Banach, definimos

ℓ1pBEq :“

#
pξxqxPBE P

ź

xPBE

K :
ÿ

xPBE

|ξx| ă 8

+
,
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ℓ8pBE˚q :“

#
pξϕqϕPBE˚ P

ź

ϕPBE˚

K : sup
ϕPBE˚

|ξϕ| ă 8

+
.

piq O operador

IE : E
1

ãÑ ℓ8pBE˚q , IEpxq “ pϕpxqqϕPBE˚
,

é uma injeção métrica, chamada de imersão métrica canônica.

piiq O operador

QE : ℓ1pBEq
1
։ E , QE ppξxqxPBEq “

ÿ

xPBE

ξxx,

é uma sobrejeção métrica, chamada de sobrejeção métrica canônica.

Definição 1.33 (Ideais injetivos e sobrejetivos). Dizemos que um ideal de operadores I é:

(a) injetivo se dados u P LpE;F q e uma injeção métrica i : F ãÑ G tais que i ˝u P IpE;Gq,

tem-se u P IpE;F q. Um ideal normado pI, } ¨ }Iq é injetivo se, além disso, }u}I “ }i ˝ u}I .

(b) sobrejetivo se dados u P LpE;F q e uma sobrejeção métrica s : G ։ E tais que

u ˝ s P IpG;F q, tem-se u P IpE;F q. Um ideal normado pI, } ¨ }Iq é sobrejetivo se, além

disso, }u}I “ }u ˝ s}I .

Proposição 1.34. Seja pI, } ¨ }Iq um ideal normado de operadores. Então existe um único

menor ideal de operadores injetivo I inj que contém I. Se IF : F ãÑ ℓ8pBF˚q denota a

imersão métrica do Exemplo 1.32, então para cada u P LpE;F q,

u P I injpE;F q ô IF ˝ u P IpE; ℓ8pBF˚q.

Definindo }u}Iinj :“ }IF ˝ u}I,
`
I inj, } ¨ }Iinj

˘
é um ideal normado de operadores, que é

Banach se pI, } ¨ }Iq for Banach. O ideal
`
I inj, } ¨ }Iinj

˘
é chamado de envoltória injetiva

de pI, } ¨ }Iq.

Demonstração. Veja [20, 9.7]. ✷

Proposição 1.35. Seja pI, } ¨ }Iq um ideal normado de operadores. Então existe um único

menor ideal de operadores sobrejetivo Isur que contém I. Se QE : ℓ1pBEq ։ E denota a

sobrejeção métrica do Exemplo 1.32, então para cada u P LpE;F q,

u P IsurpE;F q ô u ˝ QE P Ipℓ1pBEq;F q.

Definindo }u}Isur :“ }u ˝ QE}I, pIsur, } ¨ }Isurq é um ideal normado de operadores, que

é Banach se pI, } ¨ }Iq for Banach. O ideal pIsur, } ¨ }Isurq é chamado de envoltória

sobrejetiva de pI, } ¨ }Iq.

Demonstração. Veja [20, 9.8]. ✷

Para um ideal de operadores I mostra-se que:
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• I é injetivo se, e somente se, I “ I inj;

• I é sobrejetivo se, e somente se, I “ Isur.

De [35], sabemos que as classes de operadores compactos K, fracamente compactos W,

Asplund D8 e Rosenthal R são todas ideais de operadores fechados, injetivos e sobrejetivos.

Definição 1.36 (Ideal dual de operadores). Seja I um ideal de operadores. Definimos o

seu dual da seguinte forma:

IdualpE;F q “ tu P LpE;F q : u˚ P IpF ˚;E˚qu ,

para todos E, F espaços de Banach.

Se I é um ideal normado de operadores e u P IdualpE;F q, então definindo

}u}Idual :“ }u˚}I , temos o seguinte resultado:

Teorema 1.37. Se pI, } ¨ }Iq é um ideal normado de operadores (Banach), então`
Idual; } ¨ }Idual

˘
é um ideal normado de operadores (Banach).

Demonstração. Veja [20, 9.9] ✷

Corolário 1.38. Se I é um ideal fechado, então Idual é também um ideal fechado.

Definição 1.39. Um ideal de operadores I é:

piq simétrico se I Ď Idual;

piiq anti-simétrico se Idual Ď I;

piiiq completamente simétrico se I “ Idual.

Teorema 1.40. (a) Teorema de Schauder: O ideal dos operadores compactos é completa-

mente simétrico, isto é, K “ Kdual.

(b) Teorema de Gantmacher: O ideal dos operadores fracamente compactos é completamente

simétrico, isto é, W “ Wdual.

Demonstração. Veja [28, Theorem 17.1.3 e Theorem 17.2.5]. ✷

Definição 1.41 (Propriedade da aproximação). Um espaço de Banach E possui a propri-

edade da aproximação se para todo K Ă E compacto e todo ε ą 0 existe u P FpE,Eq tal

que }upxq ´ x} ă ε para todo x P K.
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Proposição 1.42. (a) Se F tem a propriedade da aproximação, então FpE,F q “ KpE,F q

para todo espaço de Banach E.

(b) Se E˚ tem a propriedade da aproximação, então FpE,F q “ KpE,F q para todo espaço

de Banach F .

Demonstração. Veja [35, Proposition 10.1.3 e Proposition 10.1.4]. ✷

Definição 1.43 (Ideal de polinômios homogêneos). Um ideal de polinômios homogêneos é

uma classe Q de polinômios homogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach tal que, para

todo m P N e quaisquer espaços de Banach E e F , as componentes

QpmE;F q :“ PpmE;F q X Q

satisfazem:

p1q QpmE;F q é um subespaço vetorial de PpmE;F q que contém os polinômios m-

homogêneos de tipo finito;

p2q Propriedade de ideal: se u P LpG;Eq, P P QpmE;F q e t P LpF ;Hq, então t ˝ P ˝ u P

QpmG;Hq.

Se existe uma função } ¨ }Q : Q ÝÑ r0,`8q tal que

paq Para cada natural m, } ¨ }Q restrita a QpmE;F q é uma norma para quaisquer espaços

de Banach E e F ;

pbq }idm
K

: K ÝÑ K : idm
K

pλq “ λm}Q “ 1 para todo m;

pcq Se u P LpG;Eq, P P QpmE;F q e t P LpF ;Hq, então

}t ˝ P ˝ u}Q ď }t} ¨ }P }Q ¨ }u}m,

então pQ, }¨}Qq é chamado de ideal normado de polinômios homogêneos. Se as componentes

QpmE;F q são completas com respeito à norma } ¨ }Q, dizemos que pQ, } ¨ }Qq é um ideal

Banach de polinômios homogêneos. Para um ideal fixo Q de polinômios homogêneos e

m P N, a classe

Qm :“
ď

E,F

QpmE;F q

é chamada de ideal de polinômios m-homogêneos. Um ideal de Banach de polinômios

m-homogêneos é dito fechado se cada componente QpmE;F q é um subespaço fechado de

PpmE;F q na norma usual. Um ideal Q de polinômios homogêneos é fechado se cada Qm é

fechado. Se Q é um ideal de polinômios, definimos Qp0E;F q “ F para todos E e F .
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A noção a seguir foi introduzida em [43].

Definição 1.44 (Hiper-ideal de polinômios). Dizemos que uma subclasse Q da classe de

todos os polinômios homogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach é um hiper-ideal de

polinômios se, para todo m P N e quaisquer espaços de Banach E e F , as componentes

QpmE;F q :“ PpmE;F q X Q

satisfazem:

p1q QpmE;F q é um subespaço vetorial de PpmE;F q contendo os polinômios m-homogêneos

de tipo finito;

p2q Propriedade de hiper-ideal: Para m, n P N, e espaços de Banach E, F , G e H, se

P P QpmE;F q, Q P PpnG;Eq e t P LpF ;Hq, então t ˝ P ˝ Q P QpmnG;Hq.

Se existe uma função } ¨ }Q : Q ÝÑ R tal que

paq Para cada natural m, } ¨ }Q restrita a qualquer componente QpmE;F q é uma norma;

pbq }idm
K

: K ÝÑ K : idm
K

pλq “ λm}Q “ 1 para todo m;

pcq Se P P QpmE;F q, Q P PpnG;Eq e t P LpF ;Hq, então }t ˝ P ˝Q}Q ď }t} ¨ }P }Q ¨ }Q}m;

então o par pQ, } ¨ }Qq é chamado de hiper-ideal normado de polinômios.

A noção a seguir foi introduzida em [18].

Definição 1.45 (Ideal bilateral de polinômios). Dizemos que uma subclasse Q da classe

de todos os polinômios homogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach é um ideal bilateral

de polinômios se, para todo m P N e quaisquer espaços de Banach E e F , as componentes

QpmE;F q :“ PpmE;F q X Q

satisfazem:

p1q QpmE;F q é um subespaço vetorial de PpmE;F q contendo os polinômios m-homogêneos

de tipo finito;

p2q Propriedade de ideal bilateral: Para m, n, r P N, e espaços de Banach E, F , G e H, se

P P QpmE;F q, Q P PpnG;Eq e R P PprF ;Hq, então R ˝ P ˝ Q P QprmnG;Hq.

Se existe uma função } ¨ }Q : Q ÝÑ R tal que

paq Para cada natural m, } ¨ }Q restrita a qualquer componente QpmE;F q é uma norma;

pbq }idm
K

: K ÝÑ K : idm
K

pλq “ λm}Q “ 1 para todo m;
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pcq Se P P QpmE;F q, Q P PpnG;Eq e R P PprF ;Hq, então }R˝P ˝Q}Q ď }R}¨}P }rQ ¨}Q}m;

Então o par pQ, } ¨ }Qq é chamado de ideal bilateral normado de polinômios.

As correspondentes noções de hiper-ideal e ideal bilateral de polinômios Bana-

ch/fechado são definidas de maneira óbvia.

Os ideais abaixo são consequências naturais das classes introduzidas em [36].

Para maiores detalhes veja [15].

Definição 1.46 (Ideal de composição). Dados um ideal de operadores I e P P PpmE;F q,

dizemos que P pertence ao ideal de composição I ˝ P , denotado por P P I ˝ PpmE;F q, se

existem um espaço de Banach G, um polinômio Q P PpmE;Gq e um operador u P IpG;F q

tais que P “ u ˝ Q. Se pI, } ¨ }q é um ideal normado de operadores, então a expressão

}P }I˝P “ inf t}u}I ¨ }Q} : P “ u ˝ Q, u P IpG;F q, Q P PpmE;Gqu

faz de I ˝ P um ideal normado de polinômios.

Definição 1.47. O dual polinomial de um ideal de operadores I é definido por

IP´dualpmE;F q “ tP P PpmE;F q : P ˚ P IpF ˚; PpmEqqu.

Se pI, } ¨ }Iq é um ideal normado de operadores, definimos }P }IP´dual :“ }P ˚}I .

Teorema 1.48. Se I é um ideal de operadores, então IP´dual “ Idual ˝ P. Se pI, } ¨ }Iq é

um ideal normado de operadores, então } ¨ }IP´dual “ } ¨ }Idual˝P .

Demonstração. Veja [14, Theorem 2.2]. ✷

Em particular, o dual polinomial de um ideal de operadores (fechado, normado,

Banach) é um ideal de polinômios (fechado, normado, Banach).

Definição 1.49. Um polinômio P P PpmE;F q é chamado:

piq Compacto, em śımbolos P P PKpmE;F q, se P pBEq é um subconjunto compacto de

F .

piiq Fracamente compacto, em śımbolos P P PWpmE;F q, se P pBEq
σpF,F˚q

é um subcon-

junto σpF, F ˚q-compacto de F .

Proposição 1.50. (a) PK “ K ˝ P “ Kdual ˝ P “ KP´dual.

(b) PW “ W ˝ P “ Wdual ˝ P “ WP´dual.

Demonstração. Veja [14, Corollary 2.4]. ✷
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1.4 O produto tensorial projetivo

Nesta seção construiremos, para uso posterior, o produto tensorial projetivo

de espaços normados e faremos uma breve exposição sobre a linearização de operadores

multilineares e polinômios homogêneos.

Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais. Dados x1 P X1, . . . , xn P Xn, considere o

funcional linear

x1 b ¨ ¨ ¨ b xn : LpX1, . . . , Xnq ÝÑ K; x1 b ¨ ¨ ¨ b xnpT q “ T px1, . . . , xnq.

O produto tensorial deX1, . . . , Xn é o subespaço do dual algébrico de LpX1, . . . , Xnq

gerado pelos funcionais da forma x1 b . . .b xn. Denotamos esse espaço por X1 b ¨ ¨ ¨ bXn

e chamamos seus elementos de tensores. Já seus geradores, isto é, os tensores da forma

x1 b ¨ ¨ ¨ b xn, com x1 P X1, . . . , xn P Xn, são chamados de tensores elementares. Dessa

forma, um tensor z P X1 b ¨ ¨ ¨ b Xn é uma combinação linear de tensores elementares, ou

seja, é da forma z “
kÿ

j“1

λjx
1
j b ¨ ¨ ¨ b xnj , onde λj P K e xlj P Xl para l “ 1, . . . , k.

Proposição 1.51 ([40, Proposition 2.1]). Dados espaços normados E1, . . . , En, a função

π : E1 b ¨ ¨ ¨ b En ÝÑ r0; 8q definida por πpxq “ inf

#
kÿ

j“1

}x1
j} ¨ ¨ ¨ }xnj }

+
, onde o ı́nfimo é

tomado sobre todas as representações x “
kÿ

j“1

x1
j b ¨ ¨ ¨ bxnj , é uma norma em E1 b ¨ ¨ ¨ bEn.

Além disso, πpx1 b ¨ ¨ ¨ b xnq “ }x1} ¨ ¨ ¨ }xn} para quaisquer x1 P E1, . . . , xn P En.

A norma definida acima é chamada de norma projetiva e o espaço normado

resultante é denotado por E1 bπ ¨ ¨ ¨ bπ En. Esse espaço é completo se, e somente se,

E1, . . . , En são de dimensão finita [40, Ex.2.4, Ex.2.5]. Como pretendemos trabalhar

com espaços de dimensão infinita, consideraremos o completamento E1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπEn de

E1 bπ ¨ ¨ ¨ bπ En segundo a norma projetiva.

O espaço completado é chamado de produto tensorial projetivo. Dados espaços

normados E1 . . . , En, da definição da norma projetiva segue que o operador n-linear

canônico

σn : E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En ÝÑ E1 bπ ¨ ¨ ¨ bπ En , σnpx1, . . . , xnq “ x1 b ¨ ¨ ¨ b xn,

é cont́ınuo e }σn} “ 1.

Proposição 1.52 ([40, Theorem 2.9]). Sejam E1, . . . , En e F espaços de Banach. Para

cada operador n-linear cont́ınuo A P LpE1, . . . , En;F q existe um único operador linear

cont́ınuo AL P LpE1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπEn;F q tal que A “ AL ˝ σn. Além disso, a correspondência

A ÐÑ AL é um isomorfismo isométrico entre os espaços de Banach LpE1, . . . , En;F q e

LpE1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπEn;F q.
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O operador linear AL é chamado de linearização do operador n-linear A.

Definição 1.53. Seja E um espaço normado. Dizemos que um tensor z P EbE é simétrico

se tem uma representação z “
1

2

nÿ

i“1

pai b bi ` bi b aiq, onde n P N, ai, bi P E para cada

i “ 1, . . . , n.

Os tensores simétricos formam um subespaço de E b E, que denotamos por

E bs E. Também denotaremos por Epbs

πE o fecho de E bs E no completamento EpbπE de

E b E.

Da mesma forma definimos um tensor n-simétrico como um tensor z P bnE “

Eb pnq. . . bE que tem uma representação da forma

z “
mÿ

i“1

1

n!

ÿ

σPSn

x
piq
σp1q b x

piq
σp2q b ¨ ¨ ¨ b x

piq
σpnq,

onde Sn denota o grupo de permutações de n elementos e x
piq
1 , . . . , x

piq
n P E para cada

i “ 1, . . . ,m.

Definimos, para x1, . . . , xn P E,

x1 bs x2 bs ¨ ¨ ¨ bs xn :“
1

n!

ÿ

σPSn

xσp1q b xσp2q b ¨ ¨ ¨ b xσpnq.

Notemos que para x1 “ ¨ ¨ ¨ “ xn “ x, temos bnx :“ xb
pnq
¨ ¨ ¨ bx “ xbs pnq

¨ ¨ ¨ bsx.

Usando a clássica formula de polarização

x1 bs x2 bs ¨ ¨ ¨ bs xn “
1

n!2n

ÿ

δ1,...,δnPt´1,1u

δ1 ¨ ¨ ¨ δn bn

«
x0 `

nÿ

k“1

δkxk

ff
,

temos o seguinte resultado:

Corolário 1.54 ([24, Corollary 1.5]).

bn,sE “ spantx1 bs x2 bs ¨ ¨ ¨ bs xn : xj P Eu “ spantbnx : x P Eu

“

#
mÿ

j“1

αj bn xj : m P N, xj P E, αj P Cn
K

+
,

onde Cn
K

:“ t´1, 1u se K “ R e n é par e Cn
K

:“ t1u caso contrário.

Definimos bn,s
π E “ Ebs

π

pnq
¨ ¨ ¨ bs

πE como sendo o espaço vetorial gerado pelos

n-tensores simétricos munido com a topologia projetiva, que é a topologia induzida pela

topologia projetiva em bn
πE “ Ebπ

pnq
¨ ¨ ¨ bπE. O completamento de bn,s

π E será denotado

por pbn,s

π E e chamado de produto tensorial simétrico projetivo.

O resultado a seguir é imediato.
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Proposição 1.55. Seja m P N. A aplicação

δmE : E ÝÑ pbm,s

π E, δmE pxq :“ bmx,

é um polinômio m-homogêneo cont́ınuo de norma 1.

Um importante resultado devido a R. Ryan em [39] é o seguinte.

Teorema 1.56. Sejam E, F espaços normados. Se P P PpmE;F q, então existe um único

operador linear PL P Lppbm,s

π E;F q tal que P “ PL ˝ δmE , isto é, o seguinte diagrama é

comutativo:

E

δmE

��

P // F

pbm,s

π E

PL

::

Mais ainda, a correspondência P ÐÑ PL é um isomorfismo topológico entre os espaços

normados PpmE;F q e Lppbm,s

π E;F q.

O operador linear PL é chamado de linearização do polinômio P .

Observação 1.57. Será importante considerarmos o caso escalar no Teorema 1.56, isto é

F “ K. Neste caso, chamando de LEm a correspondência P ÞÝÑ PL, decorre que o operador

LEm : PpmEq ÝÑ
`pbm,s

π E
˘˚

, LEmpP q “ PL,

é um isomorfismo topológico.

Teorema 1.58. Sejam n P N, E, E1, . . . , En, F , F1, . . . , Fn espaços normados, u P

LpE;F q, uj P LpEj;Fjq, j “ 1, . . . , n. Então:

(i) Existe um único operador linear cont́ınuo

u1 b ¨ ¨ ¨ b un : E1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπEn ÝÑ F1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπFn,

tal que

u1 b ¨ ¨ ¨ b unpx1 b . . . b xnq “ u1px1q b ¨ ¨ ¨ b unpxnq

para todo xj P Ej. Mais ainda, }u1 b ¨ ¨ ¨ b un} “ }u1} ¨ ¨ ¨ }un}.

(ii) Existe um único operador linear cont́ınuo bnu : pbn

πE ÝÑ pbn

πF tal que bnupbnxq “

bnupxq para todo x P E. Mais ainda, } bn u} “ }u}n.

(iii) Existe um único operador linear cont́ınuo bn,su : pbn,s

π E ÝÑ pbn,s

π F tal que bn,supbnxq “

bnupxq para todo x P E. Mais ainda, } bn,s u} “ }u}n.
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Demonstração. Veja [40, Proposition 2.3] para piq, piiq é consequência direta de piq, e

piiiq segue de piiq. ✷

Recordamos a seguir alguns conceitos desenvolvidos por R. Alencar e K. Floret

em [1] que nos serão úteis mais à frente.

Definição 1.59. Sejam E um espaço normado e 0 ď α ă 1.

piq Uma sequência pxnqn Ď E é dita τα-convergente a 0 se existe uma constante C ě 0 tal

que

›››››
ÿ

nPB

xn

››››› ď C|B|α para todo subconjunto finito B Ă N (|B| denota a cardinalidade de

B).

piiq Uma sequência pxnqn Ď E é chamada de τα-convergente a x P F se pxn ´ xqn é

τα-convergente a 0.

piiiq E tem rank α se a τα- convergência em E implica em convergência com respeito à

norma. Dizemos que E tem loose rank α P p0, 1s se tem rank ρ para todo 0 ď ρ ă α.

pivq E tem a propriedade Pα se toda sequência σpE,E˚q-nula admite uma subsequência

τα-convergente.

Proposição 1.60. Sejam E um espaço de Banach reflexivo com a propriedade Pα e F

um espaço de Banach reflexivo com rank ρ (ou loose rank ρ) tal que mα ď ρ (ou m.α ă ρ).

Então:

piq Todo polinômio P P PpmE;F q é compacto.

piiq PpmE;F q é reflexivo.

Demonstração. Ver [1, Corollary 3.2.3] ✷
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CAPÍTULO 2

ADJUNTOS GENERALIZADOS

O adjunto (dual, conjugado ou transposto) u˚ : F ˚ ÝÑ E˚ de um operador

linear cont́ınuo u : E ÝÑ F entre espaços de Banach é uma noção central em Análise

Funcional Linear. Estendendo esta noção para o caso não-linear, Aron e Schottenloher

[4] definiram o adjunto P ˚ de um polinômio homogêneo cont́ınuo P , que se tornou uma

ferramenta básica instantaneamente em Análise Funcional Não-Linear e em Holomorfia

em Dimensão Infinita. Aplicações recentes do adjunto de um polinômio homogêneo podem

ser encontradas, por exemplo, em [19, 29, 44].

Nosso propósito neste caṕıtulo é mostrar que estes adjuntos são casos particu-

lares de uma noção muito mais geral, que chamaremos de adjuntos generalizados.

Nas Seções 2.1 e 2.2 desenvolvemos as primeiras propriedades desses adjuntos

generalizados. Estabeleceremos, por um lado, que muitas caracteŕısticas da teoria linear

são, na verdade, casos particulares da teoria geral (não-linear). Por outro lado, uma

diferença crucial entre as duas teorias será detectada (veja Proposição 2.19 e Exemplo

2.20), deixando claro que há espaço para novas pesquisas na teoria geral.

Devido ao forte sabor não linear da teoria geral, espera-se que os argumentos

lineares canônicos não funcionem no cenário geral. Claro que isso é verdade, argumentos

não lineares serão demandados ao longo de todo o trabalho; mas, tão importante quanto

isso, o cenário geral também revela fenômenos que não podem ser descobertos na teoria

clássica (ver Proposição 2.23), reforçando a pertinência de futuras pesquisas no assunto.

Na Seção 2.3, tendo em mente o trabalho de R. Alencar e K. Floret [1],

estabelecemos um teorema de coincidência para os adjuntos generalizados ∆1
kI, k P N, do

ideal de operadores I.
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2.1 Teoria geral

A seguir apresentamos a definição de adjunto generalizado de um polinômio

homogêneo e damos algumas propriedades.

Definição 2.1 (Adjunto Generalizado). Dados P P PpmE;F q, n, k P N, definimos o

k-adjunto generalizado de ordem n do polinômio P da seguinte forma:

∆n
kP : PpkF q ÝÑ PpmnkEq , ∆n

kP pqqpxq “ rqpP pxqqsn.

Antes de apresentar as propriedades dos adjuntos generalizados, vamos apre-

sentar um lema técnico que vai nos ajudar nas contas. Por
˝

BE indicaremos a bola unitária

aberta do espaço normado E.

Lema 2.2. piq Seja j : G։ E uma sobrejeção métrica entre espaços normados. Então

}j} “ 1 e jp
˝

BGq “
˝

BE.

piiq Se P P PpmE;F q, então }P } “ sup
}x}ă1

}P pxq}.

piiiq Se x P E e k P N, então }x}k “ sup
qPB

PpkEq

|qpxq|.

Demonstração. (i) Veja [35, B.3.6].

(ii) Notemos que, para todo k P N, p1 ´ 1{kqBE Ď
˝

BEĎ BE. Logo,

sup
xPp1´1{kqBE

}P pxq} ď sup

xP
˝
BE

}P pxq} ď sup
xPBE

}P pxq}.

E também para todo k P N vale que

sup
xPp1´1{kqBE

}P pxq} “ sup
yPBE

}P pp1 ´ 1{kqyq} “ p1 ´ 1{kqm sup
yPBE

}P pyq}.

Portanto,

p1 ´ 1{kqm sup
yPBE

}P pyq} ď sup

xP
˝
BE

}P pxq} ď sup
xPBE

}P pxq}

para todo k P N. O resultado segue fazendo k Ñ 8.

(iii) De fato, sabemos que |qpxq| ď }q} ¨ }x}k, logo sup
qPB

PpkEq

|qpxq| ď }x}k. Para x ­“ 0,

pelo Teorema de Hanh-Banach existe ϕ P E˚ tal que }ϕ} “ 1 e ϕpxq “ }x}. Logo,

q :“ ϕk P PpkEq, }q} “ }ϕ}k “ 1 e ϕkpxq “ }x}k. Assim,

}x}k “ |ϕpxq|k ď sup
qPB

PpkEq

|qpxq|.

✷

Um primeiro resultado nos diz que o adjunto generalizado de um polinômio é

um polinômio e que, além disso, recupera as noções clássicas de adjunto de um operador

linear e de adjunto de um polinômio homogêneo no sentido de Aron e Schottenloher.



Caṕıtulo 2. Adjuntos Generalizados 37

Proposição 2.3.

piq Se P P PpmE;F q, n, k P N, então ∆n
kP é um polinômio n-homogêneo cont́ınuo bem

definido e }∆n
kP } “ }P }kn.

piiq ∆n
k é um polinômio kn-homogêneo cont́ınuo, isto é,

∆n
k P P

`
knPpmE;F q; PpnPpkF q; PpmknEqq

˘
,

e }∆n
k} “ 1.

Este primeiro resultado generaliza os seguintes fatos: u˚ P LpE;F q, P ˚ P

LpF ˚; PpmEqq, }u˚} “ }u}, }P ˚} “ }P } e as correspondências u ÞÑ u˚ e P ÞÑ P ˚ são

operadores lineares de norma 1.

Demonstração. (i) Lembrando que a composição de um polinômio l-homogêneo com

um polinômio s-homogêneo é um polinômio ls-homogêneo e que a multiplicação de dois

polinômios escalares em PplEq é um polinômio em Pp2lEq, segue que ∆n
kP é bem definido.

É fato que ∆n
kP é um polinômio n-homogêneo cont́ınuo pois é gerado pelo operador n-linear

cont́ınuo A :
“
PpkF q

‰n
ÝÑ PpmnkEq definido por

Apq1, . . . , qnqpxq “ q1pP pxqq ¨ ¨ ¨ qnpP pxqq,

para todos q1, . . . , qn P PpkF q e todo x P E. Usando o Prinćıpio do Supremo Iterado (veja

[5, Exercise 2.4.12]) e o Lema 2.2,

}∆n
kP } “ sup

}q}ď1

}∆n
kP pqq} “ sup

}q}ď1

sup
}x}ď1

|∆n
kP pqqpxq| “ sup

}q}ď1

sup
}x}ď1

|qpP pxqq|n

“ sup
}x}ď1

sup
}q}ď1

|qpP pxqq|n “ sup
}x}ď1

}P pxq}kn “ }P }kn.

(ii) Basta usar piq e o fato de que a aplicação A : PpmE;F qkn ÝÑ PpnPpkF q; PpmknEqq

dada por

ApP1, . . . , Pk, . . . , Pnkqpqqpxq “ q̌pP1pxq, . . . , Pkpxqq ¨ ¨ ¨ q̌pPpn´1qk`1pxq, . . . , Pknpxqq,

é uma aplicação kn-linear cont́ınua que gera ∆n
k . ✷

Para avançar nas propriedades dos adjuntos generalizados precisamos do se-

guinte resultado.

Lema 2.4. Dado um polinômio R P PpmE;F q, existe um polinômio WR P PpmpEˆEq;F q

tal que:

piq Rpx ` yq “ Rpxq ` Rpyq ` WRpx, yq para todos x, y P E.
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piiq Se R é não nulo, então WR “ 0 se, e somente se, m “ 1.

Demonstração. (i) Para R “ 0 basta tomar WR “ 0. Suponhamos R ‰ 0. Para m “ 1

simplesmente tomamos WR “ 0. Para m ą 1, do Corolário 1.10 temos

Rpx ` yq “
mÿ

j“0

ˆ
m

j

˙
Řpxpjq, ypm´jqq “ Rpxq ` Rpyq `

m´1ÿ

j“1

ˆ
m

j

˙
Řpxpjq, ypm´jqq,

onde Řpxpjq, ypm´jqq “ Řpx, pjq. . ., x, y, pm´jq. . . , yq. A afirmação segue do fato que a aplicação

WR : E ˆ E ÝÑ F , WRpx, yq “
m´1ÿ

j“1

ˆ
m

j

˙
Řpxpjq, ypm´jqq,

é um polinômio m-homogêneo cont́ınuo. De fato, WR é gerado pela aplicação m-linear

cont́ınua A : pE ˆ Eqm ÝÑ F dada por

A ppx1, y1q, px2, y2q, . . . , pxm, ymqq “
m´1ÿ

j“1

ˆ
m

j

˙
Řpx1, x2, . . . , xj, yj`1, yj`2, . . . , ymq.

cuja continuidade segue de

}Appx1, y1q, . . . , pxk, ykq, . . . ,pxm, ymq} ď
m´1ÿ

j“1

ˆ
m

j

˙
}Řpx1, . . . , xj, yj`1, . . . , ymq}

ď
m´1ÿ

j“1

ˆ
m

j

˙
}Ř} ¨ }x1} ¨ ¨ ¨ }xj} ¨ }yj`1} ¨ ¨ ¨ }ym}

ď
m´1ÿ

j“1

ˆ
m

j

˙
}Ř} p}x1} ` }y1}q ¨ ¨ ¨ p}xj} ` }yj}q

p}xj`1} ` }yj`1}q ¨ ¨ ¨ p}xm} ` }ym}q

“

˜
}Ř}

m´1ÿ

j“1

ˆ
m

j

˙¸
} px1, y1q } ¨ ¨ ¨ } pxm, ymq }.

(ii) É claro que WR “ 0 se m “ 1. Agora suponhamos que WR “ 0. Neste caso temos

Rpx ` yq “ Rpxq ` Rpyq para todos x, y P E. Tome x0 P E tal que Rpx0q ‰ 0 e note que,

como R é um polinômio m-homogêneo cont́ınuo, 2mRpx0q “ Rp2x0q “ 2Rpx0q, de onde

segue que m “ 1. ✷

O seguinte resultado, que segue do Lema 2.4 e da Proposição 2.3, generaliza as

fórmulas pu` λvq˚ “ u˚ ` λv˚, pP ` λQq˚ “ P ˚ ` λQ˚ e mostra que as correspondências

clássicas u ÞÑ u˚ e P ÞÑ P ˚ são as únicas que são lineares.

Proposição 2.5. piq Existe um polinômio kn-homogêneo cont́ınuo W∆n
k
de PpmE;F qˆ

PpmE;F q em PpnPpkF q; PpmknEqq tal que

∆n
kpP ` Qq “ ∆n

kP ` ∆n
kQ ` W∆n

k
pP,Qq

para todos P,Q P PpmE;F q.
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piiq ∆n
kpP `Qq “ ∆n

kP ` ∆n
kQ para todos P,Q P PpmE;F q se, e somente se, k “ n “ 1.

piiiq ∆n
kpλP q “ λkn∆n

kP para todo λ P K e todo P P PpmE;F q.

É conhecido, e fácil de ser provado, que as correspondências u ÞÑ u˚ e P ÞÑ P ˚

são injetivas. Para investigar a injetividade da correspondência geral P ÞÑ ∆n
kP , que

na verdade é um polinômio homogêneo, primeiramente precisamos lembrar quando um

polinômio homogêneo pode ser injetivo. Apesar de ser bem conhecido, provaremos o

seguinte resultado:

Lema 2.6. Se existe um polinômio injetivo em PpmE;F q, então ou m “ 1 ou m é ı́mpar

e K “ R.

Demonstração. Basta mostrar que se P P PpmE;F q é injetivo e m ą 1, então m é ı́mpar

e K “ R. Para isso, suponhamos, por absurdo, que m seja par ou que K “ C.

• Se K “ C, consideremos α, θ P C, ráızes m-ésimas da unidade distintas. Note que

P pθxq “ θmP pxq “ P pxq “ αmP pxq “ P pαxq

para todo x P E. Tomando x ­“ 0, como P é injetivo, temos θx “ αx. Isso implica

que α “ θ “ 0, o que é uma contradição.

• Se m é par, para todo x P E com x ­“ 0 tem-se P pxq “ P p´xq e, como P é injetivo,

segue que x “ ´x, contradição esta que completa a demonstração.

✷

Tendo em mente o lema acima, o próximo resultado mostra que a correspon-

dência P ÞÑ ∆n
kP é injetora sempre que pode ser injetora.

Proposição 2.7. Se ou k “ n “ 1 ou kn é ı́mpar e K “ R, então a correspondência

P P PpmE;F q ÞÑ ∆n
kP P PpnPpkF q; PpmknEqq é injetora.

Demonstração. O caso k “ n “ 1, segue da Proposição 2.3, pois nesse caso a correspon-

dência é uma isometria linear. Suponhamos agora que kn seja ı́mpar, K “ R e P1 ­“ P2.

Tomando x0 P E tal que P1px0q ­“ P2px0q, pelo Teorema de Hahn-Banach existe y˚ P F ˚

tal que y˚pP1px0qq ­“ y˚pP2px0qq. Portanto py˚qk P PpkF q e

p∆n
kP1qppy˚qkqpx0q “ y˚pP1px0qqkn ­“ y˚pP2px0qqkn “ p∆n

kP2qppy˚qkqpx0q.

✷
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Agora mostraremos que as fórmulas pu ˝ vq˚ “ v˚ ˝ u˚ e pu ˝ P q˚ “ P ˚ ˝ u˚ são

casos particulares de uma fórmula muito mais geral.

Proposição 2.8. Sejam m,n, k, r, s P N, E,F e G espaços de Banach. Se P P P pmE;F q

e Q P P prF ;Gq, então ∆ns
k pQ ˝ P q “ ∆s

rnkP ˝ ∆n
kQ “ ∆n

rskP ˝ ∆s
kQ.

Demonstração. Considere as seguintes cadeias de operadores:

E
P

ÝÑ F
Q

ÝÑ G

PpkGq
∆n
k
Q

ÝÑ PprnkF q
∆s
rnk

P
ÝÑ PpmnkrsEq .

Para q P PpkGq e x P E,

p∆s
rnkP ˝ ∆n

kQqpqqpxq “ p∆s
rnkP qp∆n

kQpqqqpxq “ r∆n
kQpqqpP pxqqss

“ qpQpP pxqqqns “ qppQ ˝ P qpxqqns “ ∆ns
k pQ ˝ P qpqqpxq.

Isso prova a primeira igualdade. A segunda segue da simetria da primeira em relação a n e

s. ✷

Corolário 2.9. Dados l P N, P P PpmE;F q, então

`
∆l
mnkpidEq

˘
˝ ∆n

kP “ p∆n
kP ql “ ∆nl

k P.

Demonstração. Se q P PpkF q, x P E,

p∆n
kP ql pqqpxq “ rp∆n

kP q pqqsl pxq “ rp∆n
kP q pqqpxqsl “ rqpP pxqqnsl

“ qpP pxqqnl “
`
∆nl
k P

˘
pqqpxq “

“
∆nl
k pP ˝ idEq

‰
pqqpxq

“
“`

∆l
mnkpidEq

˘
˝ ∆n

kP
‰

pqqpxq.

✷

Se um operador linear u é sobrejetor (respectivamente, um isomorfismo), então

seu adjunto u˚ é injetivo (respectivamente, um isomorfismo). Agora daremos versões mais

gerais desses fatos. Devemos ter em mente as restrições dadas no Lema 2.6 para um

polinômio homogêneo ser injetivo.

Proposição 2.10. piq Seja P P P pmE;F q um polinômio sobrejetor. Se ou n “ 1 ou n

é ı́mpar e K “ R, então ∆n
kP é injetor para todo k P N.

piiq Se j : G։ E é uma sobrejeção métrica, então ∆1
kj é uma injeção métrica para todo

k P N.
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piiiq Se u P LpE;F q é um isomorfismo (isométrico), então ∆1
ku é um isomorfismo

(isométrico) e
`
∆1
ku
˘´1

“ ∆1
kpu´1q para todo k P N.

Demonstração. (i) Seja k P N. Analisemos os seguintes casos:

• n “ 1. Neste caso, ∆1
kP : PpkF q ÝÑ PpmkEq é um operador linear cont́ınuo. O

resultado segue da seguinte forma:

∆1
kP pqq “ 0 ñ qpP pxqq “ 0 para todo x P E

ñ qpyq “ 0, para todo y P F (pois P é sobrejetor)

ñ q “ 0.

• n é ı́mpar e K “ R. Neste caso, ∆n
kP é um polinômio n-homogêneo cont́ınuo.

Suponhamos que ∆n
kP pq1q “ ∆n

kP pq2q, onde q1, q2 P PpkF q. Então q1pP pxqqn “

q2pP pxqqn para todo x P E. Logo, q1pP pxqq “ q2pP pxqq para todo x P E. Portanto,

q1pyq “ q2pyq para todo y P F (pois P é sobrejetor). Assim, q1 “ q2.

(ii) Para todo q P PpkEq,

}∆1
kjpqq} “ }q ˝ j} “ sup

}x}ă1

|qpjpxqq| “ sup
}y}ă1

|qpyq| “ }q},

onde a primeira igualdade segue da definição de adjunto generalizado, a segunda e quarta

igualdade seguem do Lema 2.2piiq e a terceira igualdade é consequência do Lema 2.2piq.

(iii) Seja k P N. Por piq, sabemos que ∆1
ku é injetor. Agora mostremos que ∆1

ku é sobrejetor,

isto é, para todo R P PpkEq existe S P PpkF q tal que ∆1
kupSq “ R. De fato, dado

R P PpkEq, definindo S :“ R ˝ u´1 P PpkF q, temos

∆1
kupSqpxq “ Spupxqq “ pR ˝ u´1qpupxqq “ Rpxq.

Segue que ∆1
ku é bijetor. Como ∆1

ku é um operador linear cont́ınuo bijetor entre espaços

de Banach, pelo Teorema da Aplicação Aberta segue que ∆1
ku é um isomorfismo. Agora

suponhamos que u seja um isomorfismo isométrico. Neste caso, }x} ď 1 ô }upxq} ď 1,

donde segue que

}∆1
kupqq} “ sup

}x}ď1

}qpupxqq} “ sup
}upxq}ď1

}qpupxqq} “ }q}.

Considerando as cadeias de operadores

E
u

ÝÑ F
u´1

ÝÑ E
u

ÝÑ F, e

PpkF q
∆1

k
u

ÝÑ PpkEq
∆1

k
pu´1q

ÝÑ PpkF q
∆1

k
u

ÝÑ PpkEq,

de

∆1
kpu´1 ˝ uq “ ∆1

kidE “ idPpkEq e ∆1
kpu ˝ u´1q “ ∆1

kidF “ idPpkF q
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segue que

∆1
ku ˝ ∆1

kpu´1q “ idPpkEq e ∆1
kpu´1q ˝ ∆1

ku “ idPpkF q,

o que nos permite concluir que
`
∆1
ku
˘´1

“ ∆1
kpu´1q. ✷

Sejam u P LpE;F q e JE : E ÝÑ E˚˚ o mergulho canônico. Nosso próximo

objetivo é mostrar que o bem conhecido diagrama comutativo

E

JE
��

u // F

JF




E˚˚ u˚˚
// F ˚˚

é verdade em um ńıvel muito alto de generalidade. Primeiro, precisamos da seguinte

generalização do mergulho canônico JE.

Definição 2.11. Sejam m, n P N e E um espaço de Banach. Definimos

J
m,n
E : E ÝÑ P pmPpnEqq , Jm,nE pxqpqq “ qpxqm.

Proposição 2.12. J
m,n
E é um polinômio mn-homogêneo cont́ınuo e }Jm,nE pxq} “ }x}mn

para todo x P E.

Demonstração. Vejamos que Jm,nE é um polinômio mn-homogêneo. Para isso, considere

a aplicação A : Eˆ
pmnq
¨ ¨ ¨ ˆE ÝÑ PpmPpnEqq definida por

Apx1, . . . , xmnqpqq “ q̌px1, . . . , xnqq̌pxn`1, . . . , x2nq ¨ ¨ ¨ q̌pxpm´1qn`1, . . . , xmnq,

para todos x1, . . . , xmn P E e todo q P PpnEq. Notemos que A é bem definida, pois para

x1, . . . , xmn P E fixos, cada Apx1, . . . , xmnq é o polinômio gerado pelo operador m-linear

cont́ınuo Bpx1,...xmnq : PpnEqm ÝÑ K dado por

Bpx1,...,xmnqpq1, . . . , qmq “ q̌1px1, . . . , xnq ¨ ¨ ¨ q̌mpxpm´1qn`1, . . . , xmnq,

para todo q1, . . . , qm P PpnEq, cuja continuidade segue de

|Bpx1,...,xmnqpq1, . . . , qmq| “ |q̌1px1, . . . , xnq ¨ ¨ ¨ q̌mpxpm´1qn`1, . . . , xmnq|

ď }q̌1} ¨ ¨ ¨ }q̌m} ¨ }x1} ¨ ¨ ¨ }xn} ¨ ¨ ¨ }xpm´1qn`1} ¨ ¨ ¨ }xmn}

ď K}q1} ¨ ¨ ¨ }qm} ¨ }x1} ¨ ¨ ¨ }xn} ¨ ¨ ¨ }xpm´1qn`1} ¨ ¨ ¨ }xmn},

para alguma constante K ą 0. A mn-linearidade de A é óbvia e sua continuidade segue de

}Apx1, . . . , xmnq} “ sup
}q}ď1

|Apx1, . . . , xmnqpqq|

“ sup
}q}ď1

|q̌px1, . . . , xnq ¨ ¨ ¨ q̌pxpm´1qn`1, . . . , xmnq|

ď K 1}x1} ¨ ¨ ¨ }xn} ¨ ¨ ¨ }xpm´1qn`1} ¨ ¨ ¨ }xmn}
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para alguma constante K 1 ą 0.

É claro que Jm,nE é o polinômio gerado por A.

Para a segunda afirmação, dado x P E, usando o Lema 2.2 piiiq, temos

}Jm,nE pxq} “ sup
}q}ď1

|Jm,nE pxqpqq| “ sup
}q}ď1

|qpxqm| “ }x}mn.

✷

Observação 2.13. paq Dizemos que o polinômio Jm,nE é uma generalização do mergulho

canônico JE pois J1,1
E “ JE.

pbq Vale a fórmula J
m,n
E “ ∆m

1 idPpnEq ˝ J1,n
E para todos m,n. De fato, para todos

q P PpnEq e x P E,

`
∆m

1 idPpnEq ˝ J1,n
E

˘
pxqpqq “ ∆m

1 idPpnEqpJ
1,n
E pxqqpqq “

“
J

1,n
E pxqpidPpnEqpqqq

‰m

“
“
J

1,n
E pxqpqq

‰m
“ qpxqm “ J

m,n
E pxqpqq.

Agora estamos em condições de mostrar que o diagrama comutativo do bidual

de um operador linear é um caso particular de algo bem mais geral.

Proposição 2.14. Dadosm, n, k, r, s P N e P P PpmE;F q, ∆s
r p∆n

kP q˝Jr,mnkE “ J
nrs,k
F ˝P ,

isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

E

J
r,mnk
E

��

P // F

J
nrs,k
F

��
P
`
rPpmnkEq

˘ ∆s
r p∆n

kP q
// PpnrsPpkF qq

Demonstração. De fato, para todos x P E e q P PpkF q,

´
∆s
r p∆n

kP q ˝ Jr,mnkE

¯
pxqpqq “ ∆s

r p∆n
kP q

´
J
r,mnk
E pxq

¯
pqq “

”
J
r,mnk
E pxq p∆n

kP pqqq
ıs

“ r∆n
kP pqqpxqsrs “ qpP pxqqnrs “ J

nrs,k
E pP pxqqpqq

“
´
J
nrs,k
F ˝ P

¯
pxqpqq.

✷

Trabalharemos agora no sentido de investigar a continuidade w˚ ´ w˚ dos

adjuntos generalizados.
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Lema 2.15. Sejam pE o completamento do espaço normado E, pϕλqλ uma rede limitada

em p pEq˚ e ϕ P p pEq˚ tais que ϕλpxq ÝÑ ϕpxq para todo x P E. Então ϕλ
w˚

ÝÑ ϕ.

Demonstração. Já sabemos que ϕλpxq ÝÑ ϕpxq para todo x P E e devemos mostrar que

ϕλppxq ÝÑ ϕppxq para todo px P pE. Seja K ą 0 tal que }ϕλ} ď K para todo λ e }ϕ} ď K.

Dados px P pE e ε ą 0, da densidade de E em pE existe x P E tal que }px´x} ď ε{3K. Como

ϕλpxq ÝÑ ϕpxq, existe λ0 tal que |ϕλpxq ´ ϕpxq| ă ε{3 para todo λ0 ĺ λ. Logo, para todo

λ0 ĺ λ,

|ϕλppxq ´ ϕppxq| “ |ϕλppxq ´ ϕλpxq ` ϕλpxq ´ ϕpxq ` ϕpxq ´ ϕppxq|

ď |ϕλppxq ´ ϕλpxq| ` |ϕλpxq ´ ϕpxq| ` |ϕpxq ´ ϕppxq|

ď }ϕλ} ¨ }px ´ x} ` ε{3 ` }ϕ} ¨ }x ´ px}

ă K
ε

3K
`
ε

3
` K

ε

3K
“ ε,

provando que ϕλppxq ÝÑ ϕppxq para todo px P pE. ✷

Adjuntos de operadores lineares são sempre w˚ ´w˚ cont́ınuos. Para generalizar

este fato, devemos dizer o que significa a topologia fraca estrela em PpkEq.

Definição 2.16. Definimos a topologia w* em PpkEq como sendo a topologia em PpkEq

induzida pela topologia w˚ de
´
pbk,s

π E
¯˚

por meio do isomorfismo topológico

LEk : PpkEq ÝÑ
´
pbk,s

π E
¯˚

; LEk pqq “ qL,

onde pbk,s

π E é o completamento do produto tensorial simétrico projetivo bk,s
π E e qL é

a linearização do polinômio q (ver [24, 39]). Como é usual, para x P E escrevemos

bkx “ xb
pkq
¨ ¨ ¨ bx.

À semelhança do que ocorre na teoria linear, provamos a seguir que os adjuntos

generalizados são sempre w˚ ´ w˚-cont́ınuos.

Proposição 2.17. Para todos n, k P N e P P PpmE;F q, o polinômio ∆n
kP : PpkF q ÝÑ

PpmnkEq é w*-w*-cont́ınuo.

Demonstração. Seja pqλqλ uma rede em PpkF q tal que qλ
w˚

ÝÑ q P PpkF q. Provaremos

que ∆n
kP pqλq

w˚

ÝÑ ∆n
kP pqq em PpmnkEq. Começamos notando que, como qλ

w˚

ÝÑ q em

PpkF q, então pqλqL
w˚

ÝÑ qL em
´
pbk,s

π F
¯˚

, e portanto

pqλqLpzq ÝÑ qLpzq para todo z P pbk,s

π F. (2.1)
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Agora seja w “
rÿ

j“1

λj bmnk xj P bmnk,s
π E. De (2.1), para j “ 1, . . . , r, temos

rqλpP pxjqqsn “ rpqλqLpbkP pxjqqsn ÝÑ rqLpbkP pxjqqsn “ rqpP pxjqqsn,

isto é

∆n
kP pqλqpxjq ÝÑ ∆n

kP pqqpxjq, para j “ 1, . . . , r. (2.2)

Dessa forma,

r∆n
kP pqλqsL pwq “ r∆n

kP pqλqsL

˜
rÿ

j“1

λj bmnk xj

¸
“

rÿ

j“1

λj r∆n
kP pqλqsL pbmnkxjq

“
rÿ

j“1

λj∆
n
kP pqλqpxjq

p2.2q
ÝÑ

rÿ

j“1

λj∆
n
kP pqqpxjq “

rÿ

j“1

λj r∆n
kP pqqsL pbmnkxjq

“ r∆n
kP pqqsL

˜
rÿ

j“1

λj bmnk xj

¸
“ r∆n

kP pqqsL pwq.

Portanto, r∆n
kP pqλqsL pwq ÝÑ r∆n

kP pqqsL pwq para todo w P bmnk,s
π E. Como pqλqλ é

limitada, uma vez que é w˚-convergente, de

} r∆n
kP pqλqsL } “ } r∆n

kP pqλqs_ } ď
pmnkqmnk

pmnkq!
}∆n

kP pqλq} ď
pmnkqmnk

pmnkq!
}∆n

kP } ¨ }qλ}n

para todo λ, segue que a rede pr∆n
kP pqλqsLq

λ
é limitada. Usando o Lema 2.15 temos

r∆n
kP pqλqsL

w˚

ÝÑ r∆n
kP pqqsL em

´
pbmnk,s

π E
¯˚

, isto é ∆n
kP pqλq

w˚

ÝÑ ∆n
kP pqq em PpmnkEq. ✷

É bem sabido que a rećıproca do resultado acima é válida no caso linear, isto é,

todo operador linear w˚ ´ w˚-cont́ınuo de F ˚ em E˚ é o adjunto de algum operador de

E em F . Isso também é verdade para o adjunto de Aron-Schottenloher de um polinômio

homogêneo: se T é um operador linear w˚ ´w˚-cont́ınuo de F ˚ em PpmEq, então existe um

polinômio P P PpmE;F q tal que ∆1
1P “ P ˚ “ T (veja a demonstração em [17, Corollary

2.3]). Nosso próximo objetivo é mostrar que essa rećıproca não é mais verdadeira no caso

generalizado.

Lema 2.18. Se P P PpmE;F q, então LEmk ˝ ∆1
kP ˝ pLFk q´1 “

“
pδkF ˝ P qL

‰˚
, isto é, o

seguinte diagrama é comutativo:

PpkF q

LFk
��

∆1
kP // PpmkEq

LEmk
��´

pbk,s

π F
¯˚

“
pδkF ˝ P qL

‰˚

//
´
pbmk,s

π E
¯˚
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Demonstração. Notemos que, como δkF ˝ P P PpmkE; pbk,s

π F q, temos

pδkF ˝ P qL P Lppbmk,s

π E; pbk,s

π F q.

Logo, para todo ϕ P ppbk,s

π F q˚,

“
LEmk ˝ ∆1

kP ˝ pLFk q´1
‰

pϕq “ LEmkp∆
1
kP ppLFk q´1pϕqqq “ LEmkp∆1

kP pϕ ˝ δkF qq

“ LEmkpϕ ˝ δkF ˝ P q “ pϕ ˝ δkF ˝ P qL

“ ϕ ˝ pδkF ˝ P qL “
“
pδkF ˝ P qL

‰˚
pϕq.

✷

Agora estamos em condições de mostrar que, mesmo no caso n “ 1, a rećıproca

da Proposição 2.17 não é válida em geral. Isso estabelece que, não apenas em relação às

demonstrações, mas também em relação aos resultados, as teorias generalizada e clássica

não são idênticas. Isso evidencia a pertinência do estudo da teoria geral e deixa claro que

há muito o que fazer nesta teoria.

Proposição 2.19. Seja k ą 1 e suponha que exista um polinômio sobrejetivo R P

PpmkE; ℓ1q. Então existe um operador w˚ ´ w˚-cont́ınuo T P LpPpkℓ1q; PpmkEqq tal que

T ­“ ∆1
kP para todo P P PpmE; ℓ1q.

Demonstração. Como pbk,s

π ℓ1 é topologicamente isomorfo a pbk

πℓ1 [3, Lemma 5.2] e este

último espaço é isomorfo topologicamente a ℓ1 [40, Ex.2.6], podemos considerar um

isomorfismo topológico I : ℓ1 ÝÑ pbk,s

π ℓ1. Uma vez que R P PpmkE; ℓ1q é um polinômio

sobrejetivo, Q :“ I ˝ R P P

´
mkE; pbk,s

π ℓ1

¯
é um polinômio sobrejetivo também. Definimos

T :“ pLEmkq
´1 ˝ pQLq˚ ˝ Lℓ1k P LpPpkℓ1q; PpmkEqq,

e notamos que, como adjuntos de operadores lineares são w˚ ´w˚-cont́ınuos, T é w˚ ´w˚-

cont́ınuo pela Definição 2.16. Suponhamos que exista um polinômio P P PpmE; ℓ1q tal que

T “ ∆1
kP . Neste caso, do Lema 2.18 temos pQLq˚ “

“
pδkℓ1 ˝ P qL

‰˚
, portanto Q “ δkℓ1 ˝ P ,

isto é, Qpxq “ bkP pxq para todo x P E. Portanto,

pbk,s

π ℓ1 “ QpEq Ď bk,s
π ℓ1 Ď pbk,s

π ℓ1,

a partir do qual podeŕıamos concluir que o espaço incompleto bk,s
π ℓ1 é completo. Essa

contradição completa a demonstração. ✷

O próximo exemplo completa a falha da rećıproca da Proposição 2.17, o que

confere uma caracteŕıstica própria à teoria generalizada de adjuntos.
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Exemplo 2.20. Sejam m, k P N tais que mk seja ı́mpar e k ą 1. Vejamos que

R : ℓmk ÝÑ ℓ1 , RppλjqjPNq “ pλmkj qjPN,

é um polinômio mk-homogêneo sobrejetivo cont́ınuo, tanto no caso real como no caso

complexo. De fato, R é o polinômio gerado pelo operador mk-linear

qR : pℓmkq
mk ÝÑ ℓ1 , qR

`
pλ1

jqjPN, . . . , pλ
mk
j qjPN

˘
“
`
λ1
j ¨ ¨ ¨λmkj

˘
jPN

,

que é cont́ınuo devido à forma generalizada da desigualdade de Hölder. O polinômio R é

sobrejetor pois, dada pαjqjPN uma sequência em ℓ1, para todo j P N existe λj P N tal que

λmkj “ αj e
8ÿ

j“1

|λj|
mk “

8ÿ

j“1

|λmkj | “
8ÿ

j“1

|αj| ă `8.

Finalmente, pela Proposição 2.19 existe um operador w˚´w˚-cont́ınuo T P LpPpkℓ1q; Ppmkℓmkqq

tal que T ­“ ∆1
kP para todo P P Ppmℓmk; ℓ1q.

2.2 Polinômios de tipo finito e posto finito

Agora que sabemos, como esperado, que resultados lineares podem falhar na

teoria geral, seguiremos na direção oposta, a saber, nosso próximo objetivo é mostrar que

na teoria geral valem alguns resultados que são insuspeitados no caso linear. Isso reforça

nossa tese de que há muito a ser descoberto na teoria geral.

Lema 2.21. Dados E, F espaços de Banach e m P N,

Pf pmE;F q “

#
kÿ

j“1

ϕ1,jϕ2,j . . . ϕm,j b bj : ϕi,j P E˚, bj P F, k P N

+
.

Demonstração. Lembrando que Pf pmE;F q “

#
kÿ

j“1

ϕmj b bj : ϕj P E˚, bj P F, k P N

+
,

segue imediatamente que

Pf pmE;F q Ď

#
kÿ

j“1

ϕ1,jϕ2,j . . . ϕm,j b bj : ϕi,j P E˚, bj P F, k P N

+
.

Agora seja P “
kÿ

j“1

ϕ1,jϕ2,j . . . ϕm,j b bj , onde ϕi,j P E˚, bj P F , k P N. Usando [22, página

42], temos que para cada j, ϕ1,jϕ2,j . . . ϕm,j P Pf pmEq, logo ϕ1,jϕ2,j . . . ϕm,j “

njÿ

i“1

αj,if
m
j,i,

onde fj,i P E˚ e αj,i P K. Assim

P “
kÿ

j“1

«˜
njÿ

i“1

αj,if
m
j,i

¸
b bj

ff
“

kÿ

j“1

njÿ

i“1

`
fmj,i b pαj,ibjq

˘
P Pf pmE;F q.

✷
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Lema 2.22 (Formula Multinomial). Se A é um anel comutativo e x1, . . . , xl P A, então

px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xlq
n “

ÿ

α1`¨¨¨`αl“n

n!śl

i“1 αi!

lź

i“1

xαii .

Demonstração. Veja [7, página 33]. ✷

De acordo com o que acontece com o adjunto de um operador linear e com o

adjunto de um polinômio homogêneo segundo Aron-Schottenloher (ver [17, Lema 2.1]),

espera-se que se o polinômio P for de tipo finito (respectivamente, de posto finito), então

∆n
kP é de tipo finito (respectivamente, de posto finito) também. Para operadores lineares,

ser de tipo finito é o mesmo que ser de posto finito, e esta é a razão pela qual a seguinte

propriedade mais geral só pode ser revelada em nosso cenário generalizado.

Proposição 2.23. Sejam E, F espaços de Banach e P P PpmE;F q. Se P P PFpmE;F q,

então ∆n
kP P Pf pnPpkF q; PpmnkEqq para todos k, n P N.

Demonstração. Sejam l P N, P1, . . . , Pl P PpmEq e b1, . . . , bl P F tais que P pxq “
lÿ

j“1

Pjpxqbj para todo x P E. Aplicaremos um argumento combinatório delicado usando

a Fórmula de Leibniz e a Fórmula Multinomial. Para facilitar a compreensão do leitor,

faremos um caso espećıfico primeiro, e depois voltaremos ao caso geral. Façamos, neste

primeiro momento, o caso l “ n “ k “ 2. Neste caso, para q P Pp2F q e x P E,

r∆2
2P spqqpxq “ qpP pxqq2 “ rq pP1pxqb1 ` P2pxqb2qs2

“ rq̌ pP1pxqb1 ` P2pxqb2, P1pxqb1 ` P2pxqb2qs2

“

« ÿ

k1`k2“2

2!

k1!k2!
P1pxqk1P2pxqk2 q̌

´
b

pk1q
1 , b

pk2q
2

¯ff2

“r 2!

2!0!
P1pxq2P2pxq0q̌pbp2q

1
,b

p0q
2 q` 2!

1!1!
P1pxq1P2pxq1q̌pbp1q

1
,b

p1q
2 q` 2!

0!2!
P1pxq0P2pxq2q̌pbp0q

1
,b

p2q
2 qs

2

“
ÿ

α2,0`α1,1`α0,2“2

ˆ
2!

α2,0!α1,1!α0,2!

˙
¨ C2,0 ¨ C1,1 ¨ C0,2,

onde

C2,0 “

„
2!

2!0!
P1pxq2P2pxq0q̌

´
b

p2q
1 , b

p0q
2

¯α2,0

, C1,1 “

„
2!

1!1!
P1pxq1P2pxq1q̌

´
b

p1q
1 , b

p1q
2

¯α1,1

e

C0,2 “

„
2!

0!2!
P1pxq0P2pxq2q̌

´
b

p0q
1 , b

p2q
2

¯α0,2

.

Esta é a igualdade que nos permitirá concluir a demonstração. Voltando ao

caso geral, para q P PpkF q e x P E, da Fórmula de Leibniz (Teorema 1.9) e da Formula
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Multinomial (Lema 2.22), temos

r∆n
kP spqqpxq “ qpP pxqqn “

«
q

˜
lÿ

j“1

Pjpxqbj

¸ffn
“

»
–q̌

˜
lÿ

j“1

Pjpxqbj

¸pkq
fi
fl
n

“

»
——–

ÿ

k1`¨¨¨`kl“k

k!
lś

i“1

ki!

P1pxqk1 ¨ ¨ ¨Plpxqkl q̌
´
b

pk1q
1 , . . . , b

pklq
l

¯
fi
ffiffifl

n

“
ÿ

ř

k1`¨¨¨`kl“k

αk1,...,kl
“n

¨
˚̊
˝

n!ź

k1`¨¨¨`kl“k

αk1,...,kl !

˛
‹‹‚

ź

k1`¨¨¨`kl“k

Ck1,...,kl ,

onde Ck1,...,kl “

»
——–

k!
lś

i“1

ki!

˜
lź

i“1

Pipxqki

¸
q̌
´
b

pk1q
1 , . . . , b

pklq
l

¯
fi
ffiffifl

αk1,...,kl

. Logo,

ź

k1`¨¨¨`kl“k

Ck1,...,kl “
ź

k1`¨¨¨`kl“k

»
——–

k!
lś

i“1

ki!

˜
lź

i“1

Pipxqki

¸
q̌
´
b

pk1q
1 , . . . , b

pklq
l

¯
fi
ffiffifl

αk1,...,kl

“
ź

k1`¨¨¨`kl“k

»
——–

¨
˚̊
˝

k!
lś

i“1

ki!

˛
‹‹‚

αk1,...,kl ˜
lź

i“1

Pipxqkiαk1,...,kl

¸
q̌
´
b

pk1q
1 , . . . , b

pklq
l

¯αk1,...,kl

fi
ffiffifl

“ pk!qnKpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kqPpαk1,...,kl

:k1`¨¨¨`kl“kqpxqQpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kqpqq,

onde

Kpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kq “

ź

k1`¨¨¨`kl“k

¨
˚̊
˝

1ˆ
lś

i“1

ki!

˙αk1,...,kl

˛
‹‹‚,

Ppαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kqpxq “

ź

k1`¨¨¨`kl“k

˜
lź

i“1

Pipxqkiαk1,...,kl

¸
,

Qpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kqpqq “

ź

k1`¨¨¨`kl“k

”
q̌
´
b

pk1q
1 , . . . , b

pklq
l

¯αk1,...,kl
ı
.
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Portanto,

r∆n
kP spqqpxq “

ÿ

ř

k1`¨¨¨`kl“k

αk1,...,kl
“n

Θpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kqPpαk1,...,kl

:k1`¨¨¨`kl“kqpxqQpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kqpqq “

¨
˚̊
˚̋

ÿ

ř

k1`¨¨¨`kl“k

αk1,...,kl
“n

Θpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kqPpαk1,...,kl

:k1`¨¨¨`kl“kqQpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kq

˛
‹‹‹‚pqqpxq,

onde

Θpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kq “

¨
˚̊
˚̋ n!pk!qn

ź

k1`¨¨¨`kl“k

αk1,...,kl !

˛
‹‹‹‚Kpαk1,...,kl

:k1`¨¨¨`kl“kq.

Notemos que Ppαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kq P PpmnkEq e o polinômioQpαk1,...,kl

:k1`¨¨¨`kl“kq P PpnPpkF qq

é de tipo finito, pois

Qpαk1,...,kl
:k1`¨¨¨`kl“kq “

ź

k1`¨¨¨`kl“k

„
Ψ´

b
pk1q
1

,...,b
pklq

l

¯
αk1,...,kl

,

onde

Ψ´
b

pk1q
1

,...,b
pklq

l

¯ : PpkF q ÝÑ K, Ψ´
b

pk1q
1

,...,b
pklq

l

¯pqq “ q̌
´
b

pk1q
1 , . . . , b

pklq
l

¯

é um funcional linear cont́ınuo. Finalmente, do Lema 2.21 segue que ∆n
kP é de tipo finito.

✷

Terminamos esta seção com uma rećıproca parcial da proposição acima. A

demonstração ilustra a interação entre argumentos lineares e não-lineares.

Proposição 2.24. As seguintes afirmações são equivalentes para um polinômio P P

PpmE;F q:

piq P tem posto finito.

piiq ∆1
kP é um operador linear de posto finito para todo k P N.

piiiq ∆1
kP é um operador linear de posto finito para algum k P N.

Demonstração. A implicação (i) ùñ (ii) segue da Proposição 2.23 e a implicação

(ii) ùñ (iii) é óbvia. Para provar a implicação (iii) ùñ (i), suponhamos que ∆1
kP P

LpPpkF q; PpmkEqq tenha posto finito. Como a classe dos operadores de posto finito é

um ideal de operadores, do Lema 2.18 conclúımos que o operador linear
“
pδkF ˝ P qL

‰˚
P
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L

´´
pbk,s

π F
¯˚

;
´
pbmk,s

π E
¯˚¯

tem posto finito. Mas o ideal de operadores de posto finito

é completamente simétrico [35, Proposition 4.4.7], logo pδkF ˝ P qL P L

´
pbmk,s

π E; pbk,s

π F
¯

tem posto finito. Agora, de [15, Proposition 3.2.b] temos δkF ˝ P P F ˝ P

´
mkE; pbk,s

π F
¯
.

Por outro lado, em [33, Proposition 3.1.b] mostra-se que F ˝ P “ PF . Assim segue que o

polinômio δkF ˝ P tem posto finito. Desse modo, conclúımos que a imagem de δkF ˝ P não

contém infinitos vetores linearmente independentes.

Suponhamos que P não tenha posto finito, isto é, existe pxjq
8
j“1 Ď E tal que o

conjunto tP px1q, P px2q, P px3q, . . .u é linearmente independente em F . De [40, Proposition

1.1] sabemos que o conjunto tP pxi1q b P pxi2q b ¨ ¨ ¨ b P pxikq : i1, i2, . . . ik P Nu é linear-

mente independente em bkF , assim seu subconjunto
 

bkP px1q,bkP px2q,bkP px3q, . . .
(
é

linearmente independente na imagem de δkF ˝P . Esta contradição mostra que P tem posto

finito. ✷

2.3 Um teorema de coincidência

Por teorema de coincidência entendemos um resultado que mostra uma situação

espećıfica em que uma classe especial de operadores (ou polinômios), que em geral não

coincide com o espaço todo, nesta situação espećıfica coincide com o espaço todo. Por

exemplo, é bem conhecido que (relembre que W denota o ideal dos operadores lineares

fracamente compactos):

piq Se E é reflexivo, então LpE;F q “ WpE;F q “ ∆1
1WpE;F q para todo espaço de

Banach F ;

piiq Se F é reflexivo, então LpE;F q “ WpE;F q “ ∆1
1WpE;F q para todo espaço de

Banach E.

Dados espaços de Banach E e F , definimos

∆1
kWpE;F q “ tu P LpE;F q : ∆1

ku P WpPpkF q; PpkEqqu.

A estrutura matemática desse conjunto será estudada na Seção 3.3. Nesta

seção mostramos que, sob certas condições, ∆1
kWpE;F q “ LpE;F q para todo k ě 2.

Precisaremos do lema a seguir e que o leitor se lembre da convenção Pp0E;F q “ F , isto é,

que polinômios 0-homogêneos são funções constantes.

Lema 2.25. Sejam r, s P N0, k P N tais que r`s ď k e u, v P LpE;F q. Então a aplicação

Rk
ur,vs : PpkF q ÝÑ PprE; PpsE; Ppk´r´sF qqq,
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Rk
ur,vspqqpxqpx1qpyq “ q̌

`
rupxqsprq, rvpx1qspsq, ypk´r´sq

˘

para todos q P PpkF q, x, x1 P E e y P F , é um operador linear cont́ınuo, isto é, Rk
ur,vs P

LpPpkF q; PprE; PpsE; Ppk´r´sF qqqq.

Demonstração. Provemos primeiramente que Rk
ur,vs é bem definida. Sejam q P PpkF q,

x, x1 P E. Por ser fácil, omitimos a demonstração de que, da maneira como definiu-se,

Rk
ur,vspqqpxqpx1q P Ppk´r´sF q. Para ver que Rk

ur,vspqqpxq P PpsE; Ppk´r´sF qq, note que é o

polinômio gerado pelo operador multilinear

Apx1
1, . . . , x

1
sqpyq “ q̌

`
rupxqsprq, vpx1

1q, . . . , vpx1
sq, y

k´r´s
˘

para todos x1, . . . , xs P E, y P F , que é cont́ınuo pois

}Apx1
1, . . . , x

1
sq} “ sup

}y}ď1

ˇ̌
q̌
`
rupxqsprq, vpx1

1q, . . . , vpx1
sq, y

k´r´s
˘ˇ̌

ď }q̌} ¨ }u}r ¨ }x}r ¨ }v}s ¨ }x1
1} . . . }x1

s}.

E Rk
ur,vspqq P PprE; PpsE; Ppk´r´sF qqq pois é o polinômio gerado pelo operador multilinear

Bpx1, . . . , xrqpx1qpyq “ q̌pupx1q, . . . , upxrq, vpx1qs, yk´r´sq,

que é cont́ınuo pois

}Bpx1, . . . , xrq} “ sup
}x1}ď1

}Bpx1, . . . , xrqpx1q}

“ sup
}x1}ď1

sup
}y}ď1

|Bpx1, . . . , xrqpx1qpyq|

“ sup
}x1}ď1

sup
}y}ď1

ˇ̌
q̌pupx1q, . . . , upxrq, vpx1qs, yk´r´s

ˇ̌

ď }q̌} ¨ }u}r ¨ }x1} . . . }xr} ¨ }v}s.

Vejamos agora que Rk
ur,vs é linear: se p, q P PpkF q, x, x1 P E, y P F , λ P K,

então

Rk
ur,vspp ` λqqpxqpx1qpyq “ pp ` λqq_

`
rupxqsr, rvpx1qss, yk´r´s

˘

“ pp̌ ` λq̌q
`
rupxqsprq, rvpx1qspsq, yk´r´s

˘

“ p̌
`
rupxqsprq, rvpx1qspsq, ypk´r´sq

˘
` λq̌

`
rupxqsprq, rvpx1qspsq, yk´r´s

˘

“ Rk
ur,vsppqpxqpx1qpyq ` λRk

ur,vspqqpxqpx1qpyq.
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Por fim, a continuidade segue de

}Rk
ur,vspqq} “ sup

}x}ď1

}Rk
ur,vspqqpxq} “ sup

}x}ď1

sup
}x1}ď1

}Rk
ur,vspqqpxqpx1q}

“ sup
}x}ď1

sup
}x1}ď1

sup
}y}ď1

ˇ̌
Rk
ur,vspqqpxqpx1qpyq

ˇ̌

“ sup
}x}ď1

sup
}x1}ď1

sup
}y}ď1

ˇ̌
q̌
`
rupxqsr, rvpx1qss, yk´r´s

˘ˇ̌

ď }q̌} ¨ }u}r ¨ }v}s ď
kk

k!
}q} ¨ }u}r ¨ }v}s.

✷

O Lema 2.25 nos permite fazer a seguinte definição:

Definição 2.26. Sejam u P LpE;F q e k P N. Para cada r P t0, . . . , ku, definimos

∆1
pk,rqu :“ Rk

ur,u0 P LpPpkF q; PprE; Ppk´rF qqq.

Notemos que ∆1
pk,0qu “ idPpkF q e ∆1

pk,kqu “ ∆1
ku.

Lema 2.27. Sejam r, k P N0 tais que 0 ď r ď k ´ 1. A aplicação

D : PprE; LpE; Ppk´r´1F qqq ÝÑ Ppr`1E; Ppk´r´1F qq , DpQqpxqpyq “ Qpxqpxqpyq,

é um operador linear cont́ınuo.

Demonstração. Dado Q P PprE; LpE; Ppk´r´1F qqq, Qpxq P LpE; Ppk´r´1F qq para todo

x P E, e portanto Qpxqpx1q P Ppk´r´1F q para todos x, x1 P E. Logo, DpQqpxq “

Qpxqpxq P Ppk´r´1F q, para todo Q P PprE; LpE; Ppk´r´1F qqq e todo x P E. Agora

vejamos que DpQq P Ppr`1E; Ppk´r´1F qq. Como Q̌px1, . . . , xrq P LpE; Ppk´r´1F qq para

todos x1, . . . , xr P E, o seguinte operador é multilinear:

A : Eˆ
pr`1q
¨ ¨ ¨ ˆE ÝÑ Ppk´r´1F q, Apx1, . . . , xr`1q “ Q̌px1, . . . , xrqpxr`1q,

e é cont́ınuo pois

}Apx1, . . . , xr`1q} “ }pQq_px1, . . . , xrqpxr`1q}Ppk´r´1F q

ď }pQq_px1, . . . , xrq}LpE;Ppk´r´1F q ¨ }xr`1}

ď }Q̌} ¨ }x1} ¨ ¨ ¨ }xr} ¨ }xr`1}.

Isso prova que DpQq é o polinômio gerado pelo operador pr ` 1q-linear cont́ınuo A, e

portanto D está bem definido. Por outro lado, dados Q, Q1, Q2 P PprE; LpE; Ppk´r´1F qqq

e λ P K, para todo x P E temos

DpQ1 ` λQ2qpxq “ pQ1 ` λQ2qpxqpxq “ pQ1pxq ` λQ2pxqqpxq

“ Q1pxqpxq ` λrQ2pxqpxqs “ DpQ1qpxq ` λDpQ2qpxq,
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e

}DpQq}Ppr`1E;Ppk´r´1F qq “ sup
}x}ď1

}DpQqpxq}Ppk´r´1F q “ sup
}x}ď1

}Qpxqpxq}Ppk´r´1F q

ď sup
}x}ď1

}Qpxq}LpE;Ppk´r´1F qq ¨ }x} ď sup
}x}ď1

}Q} ¨ }x}r ¨ }x} “ }Q},

o que completa a demonstração. ✷

Proposição 2.28. Sejam I um ideal de operadores, u P LpE;F q e r, k P N0 tais que

0 ď r ď k ´ 1. Se ∆1
pk,rqu P IpPpkF q; PprE; Ppk´rF qqq, então

∆1
pk,r`1qu P IpPpkF q; Ppr`1E; Ppk´r´1F qqq.

Demonstração. Relembremos as definições:

∆1
pk,rqu : PpkF q ÝÑ PprE; Ppk´rF qq

q ÞÝÑ ∆1
pk,rqupqqpxqpyq “ q̌

`
rupxqsprq, ypk´rq

˘
,

∆1
pk,r`1qu : PpkF q ÝÑ Ppr`1E; Ppk´r´1F qq

q ÞÝÑ ∆1
pk,r`1qupqqpxqpyq “ q̌

`
rupxqspr`1q, ypk´r´1q

˘
.

Pelo Lema 2.25 sabemos que T :“ Rk
ur,u é um operador linear cont́ınuo.

Provemos que T P IpPpkF q; PprE; LpE; Ppk´r´1F qqqq. Para isso, considere a

composição

PpkF q
∆1

pk,rq
u

ÝÑ PprE; Ppk´rF qq
δ

∆1

pk´r,1q
u

ÝÑ PprE; LpE; Ppk´r´1F qqq

q ÞÝÑ ∆1
pk,rqupqq ÞÝÑ

`
∆1

pk´r,1qu
˘

˝
`
∆1

pk,rqupqq
˘
,

onde
δ∆1

pk´r,1q
u : PprE; Ppk´rF qq ÝÑ PprE; LpE; Ppk´r´1F qqq

Q ÞÝÑ ∆1
pk´r,1qu ˝ Q.

Vejamos que δ∆1

pk´r,1q
u é um operador linear cont́ınuo: dados P , Q P PprE; Ppk´rF qq, λ P K

e x P E,

δ∆1

pk´r,1q
upP ` λQqpxq “

“
∆1

pk´r,1qu ˝ pP ` λQq
‰

pxq “ ∆1
pk´r,1qupP pxq ` λQpxqq

“ ∆1
pk´r,1qupP pxqq ` λ∆1

pk´r,1qupQpxqq

“
`
∆1

pk´r,1qu ˝ P
˘

pxq ` λ
`
∆1

pk´r,1qu ˝ Q
˘

pxq

“
´
δ∆1

pk´r,1q
upP q ` λδ∆1

pk´r,1q
upQq

¯
pxq,

e

}δ∆1

pk´r,1q
upQq} “ }∆1

pk´r,1qu ˝ Q} “ sup
}x}ď1

}
`
∆1

pk´r,1qu ˝ Q
˘

pxq}

ď sup
}x}ď1

}∆1
pk´r,1qu} ¨ }Qpxq} ď }∆1

pk´r,1qu} ¨ }Q}.
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Dessa forma,
´
δ∆1

pk´r,1q
u ˝ ∆1

pk,rqu
¯

P IpPpkF q; PprE; LpE; Ppk´r´1F qqqq e, para cada q P

PpkF q,

´
δ∆1

pk´r,1q
u ˝ ∆1

pk,rqu
¯

pqq “ δ∆1

pk´r,1q
u

`
∆1

pk,rqupqq
˘

“ ∆1
pk´r,1qu ˝

`
∆1

pk,rqupqq
˘
.

Logo,

´
δ∆1

pk´r,1q
u ˝ ∆1

pk,rqu
¯

pqqpxqpx1qpyq “
`
∆1

pk´r,1qu ˝
`
∆1

pk,rqupqq
˘˘

pxqpx1qpyq

“
`
∆1

pk´r,1qu
`
∆1

pk,rqupqqpxq
˘˘

px1qpyq

“
`
∆1

pk,rqupqqpxq
˘_
upx1qypk´r´1q

“ q̌rupxqsprqupx1qypk´r´1q “ T pqqpxqpx1qpyq,

provando que T “ δ∆1

pk´r,1q
u ˝ ∆1

pk,rqu.

Para completar a demonstração basta mostrar que ∆1
pk,r`1qu “ D ˝ T .

PpkF q
T

ÝÑ PprE; LpE; Ppk´r´1F qqq
D

ÝÑ Ppr`1E; Ppk´r´1F qq

q ÞÝÑ T pqq ÞÝÑ DpT pqqq

De fato,

rDpT pqqqspxqpyq “ T pqqpxqpxqpyq “ q̌
`
rupxqsprq, upxq, ypk´r´1q

˘
“ ∆1

pk,r`1qupqqpxqpyq.

✷

Provamos a seguir o teorema de coincidência.

Corolário 2.29. Sejam I um ideal de operadores e E e F espaços de Banach tais que

I
`
PpkF q; Ppk´1E;F ˚q

˘
“ L

`
PpkF q; Ppk´1E;F ˚q

˘
.

Então ∆1
kIpE;F q “ LpE;F q.

Demonstração. Seja u P LpE;F q. Por definição, ∆1
pk,k´1qu P L

`
PpkF q; Ppk´1E;F ˚q

˘
, e

pela hipótese temos ∆1
pk,k´1qu P I

`
PpkF q; Ppk´1E;F ˚q

˘
. Segue da Proposição 2.28 que

∆1
ku “ ∆1

pk,kqu P I
`
PpkF q; PpkEq

˘
, isto é, u P ∆1

kIpE;F q. ✷

Daremos a seguir um exemplo concreto em que o teorema de coincidência acima

se aplica. O exemplo foi inspirado no trabalho [1] de R. Alencar e K. Floret.

Exemplo 2.30. Sejam k P N, k ě 2, E um espaço de Banach reflexivo com a Propriedade

Pα e F um espaço de Banach tal que F ˚ é reflexivo e tem rank ρ (ou loose rank ρ), tal

que pk ´ 1qα ď ρ (ou pk ´ 1qα ă ρ). Vejamos que

∆1
kWpE;F q “ LpE;F q.
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De fato, pela Proposição 1.60, sabemos que o espaço Ppk´1E;F ˚q é reflexivo e, portanto

L
`
PpkF q; Ppk´1E;F ˚q

˘
“ W

`
PpkF q; Ppk´1E;F ˚q

˘
.

A coincidência desejada segue agora do Corolário 2.29.

Observação 2.31. No exemplo acima, notemos que se k.α ď ρ (ou k.α ă ρ), então a

Proposição 1.60 garante que PpkE;F ˚q é reflexivo. Logo, como para y˚ P BF˚ fixo o

operador linear

PpkEq ãÑ PpkE;F ˚q, q ÞÑ q b y˚,

é uma imersão isométrica, segue de [16, Corolário 6.4.6] que o espaço PpkEq é reflexivo.

Assim, para cada u P LpE;F q, o operador ∆1
ku toma valores no espaço reflexivo PpkEq,

e portanto é fracamente compacto. Isso prova que ∆1
kWpE;F q “ LpE;F q. O Exemplo

2.30 mostra que obtemos o mesmo resultado considerando apenas pk ´ 1qα ď ρ (ou

pk ´ 1qα ă ρ).
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CAPÍTULO 3

GERMES DE IDEAIS DE OPERADORES

E POLINÔMIOS

Um conceito central na teoria de ideais de operadores é o ideal dual Idual de um

ideal de operadores I, já visto na Definição 1.36. De maneira análoga, dados um polinômio

P P PpmE;F q, k, n P N e um ideal de polinômios n-homogêneos Qn, pode-se perguntar se

o polinômio n-homogêneo ∆n
kP pertence ou não ao ideal Qn, e ir mais além e considerar o

conjunto formado por tais polinômios, isto é, o conjunto

p∆n
kQnq pmE;F q “

 
P P PpmE;F q : ∆n

kP P QpnPpkF q; PpmnkEqq
(
.

O dual polinomial de um ideal de operadores é um caso particular desta construção, pois

Idual “ ∆1
1I. O que se pode dizer sobre a estrutura deste conjunto? Dada a natureza forte-

mente não linear dos adjuntos generalizados, não é de se esperar que p∆n
kQnq pmE;F q seja

um subespaço vetorial de PpmE;F q, muito menos que ∆n
kQn seja um ideal de polinômios

m-homogêneos.

Este caṕıtulo é o resultado da descoberta que a única condição de ideal de

polinômios que ∆n
kQn não cumpre é que a soma de dois polinômios deste conjunto também

pertence ao conjunto. Isso nos levou a introduzir um conceito mais fraco que ideal, o

qual chamamos de germe de ideal, que já nasce com os exemplos dados pelos adjuntos

generalizados.

3.1 Germes de ideais de operadores

Começamos o caṕıtulo com a noção de germe de ideal de operadores lineares,
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que nada mais é que retirar a propriedade da adição do conceito de ideal de operadores.

Definição 3.1 (Germe de ideal de operadores). Um germe de ideal de operadores G é uma

subclasse da classe L de todos os operadores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach

tal que, para quaisquer espaços de Banach E e F , as componentes

GpE;F q :“ LpE;F q X G

satisfazem:

piq GpE;F q é um subconjunto de LpE;F q que contém os operadores de posto finito;

piiq Se u P LpE;F q, v P GpF ;Hq e t P LpH;Xq, então t ˝ v ˝ u P GpE;Xq.

Observação 3.2. Note que, Se λ P K e v P GpE;F q, então λv P GpE;F q. De fato,

Tλ : F ÝÑ F, Tλpyq “ λy, é um operador linear cont́ınuo e λv “ Tλ ˝ v.

Exemplo 3.3. Todo ideal de operadores I é um germe de ideal de operadores.

Além de fornecer muitos exemplos de germes, o resultado a seguir nos permitirá

exibir germes que não são ideais de operadores.

Proposição 3.4. Sejam I e J ideais de operadores. Então:

piq I Y J é um germe de ideal de operadores.

piiq I Y J é um ideal de operadores se, e somente se, I Ď J ou J Ď I.

Demonstração. O item (i) é imediato e omitimos a demonstração. Façamos o item (ii).

Suponhamos que I Ę J e J Ę I. Neste caso existem u1 P pIpE1;F1q ´ J pE1;F1qq e

u2 P pJ pE2;F2q ´ IpE2;F2qq. Chame E “ E1 ˆ E2 e F “ F1 ˆ F2, com qualquer uma

das normas usuais no produto cartesiano. Para j “ 1, 2, defina os operadores lineares

cont́ınuos:

ruj : E ÝÑ F , ru1px, yq “ pu1pxq, 0q, ru2px, yq “ p0, u2pyqq.

E ainda considere as inclusões e projeções canônicas

Ej
ij

ÝÑ E
πj

ÝÑ Ej, Fj
kj

ÝÑ F
σj

ÝÑ Fj.

Como ru1 “ k1˝u1˝π1 e ru2 “ k2˝u2˝π2, segue que ru1 P IpE;F q e ru2 P J pE;F q e, portanto,

ru1, ru2 P pI Y J qpE;F q. Suponha que ru1 ` ru2 P IpE;F q. Como u2 “ σ2 ˝ p ru1 ` ru2q ˝ i2,

teŕıamos u2 P IpE2;F2q, o que não ocorre. Isso prova que ru1 ` ru2 R IpE;F q. De forma

análoga prova-se que ru1 ` ru2 R J pE;F q, donde segue que I Y J não é ideal de operadores.

A rećıproca é óbvia. ✷

Damos a seguir um exemplo concreto de germe que não é ideal. Para isso

relembremos a definição do ideal dos operadores lineares completamente cont́ınuos.
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Definição 3.5. Dizemos que um operador T P LpE;F q é completamente cont́ınuo, e

denotamos este fato por T P CCpE;F q, se a seguinte propriedade se cumpre:

xn
w

ÝÑ x em E ùñ T pxnq ÝÑ T pxq em F.

Lema 3.6. idℓ1 P pCC ´ Wqpℓ1; ℓ1q e idℓ2 P pW ´ CCqpℓ2; ℓ2q.

Demonstração. A afirmação idℓ1 P CCpℓ1; ℓ1q segue do fato de que ℓ1 tem a propriedade

de Schur (veja, por exemplo, [16, Teorema 6.2.12]). Por outro lado, do Teorema de Kakutani

[16, Teorema 6.4.5] segue que idℓ1 R Wpℓ1; ℓ1q, pois ℓ1 não é reflexivo.

Como ℓ2 é reflexivo, de [12, Proposition 3] segue que idℓ2 P Wpℓ2; ℓ2q. Para

provar que idℓ2 R CCpℓ2; ℓ2q, consideremos os vetores unitários canônicos penqn e vejamos

que en
w

ÝÑ 0 em ℓ2. Com efeito, dado ϕ P pℓ2q˚ “ ℓ2, onde ϕ “ pa1, a2, . . .q, tem-se

ϕpenq “ an ÝÑ 0. Por outro lado, como }en}ℓ2 “ 1 para todo n, tem-se que penqn não

converge em norma para zero. ✷

Combinando a Proposição 3.4 com o Lema 3.6, temos o seguinte exemplo

concreto:

Exemplo 3.7. CC Y W é um germe de ideal de operadores que não é um ideal de

operadores.

Na Seção 3.3 daremos mais exemplos interessantes de germes de ideais de

operadores.

Utilizamos a palavra germe no sentido de que um germe de ideal de operadores

gera um ideal de operadores. Os dois resultados a seguir expressam o sentido preciso desta

afirmação.

Definição 3.8. Seja A um germe de ideal de operadores. O gerado de A, denotado por
rA, é definido da seguinte forma:

rApE;F q :“ tu P LpE;F q : u P spantApE;F quu

para quaisquer espaços de Banach E e F .

Proposição 3.9. Se A um germe de ideal de operadores, então rA é um ideal de operadores.

Demonstração. É claro que rApE;F q é um subespaço vetorial de LpE;F q e contém os

operadores de posto finito, pois ApE;F q já tem essa propriedade.
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Sejam u P LpE;F q, v P rApF ;Gq e t P LpG;Hq. Existem k P N, λj P K e

vj P ApF ;Gq, j “ 1, . . . , k tais que v “
kÿ

j“1

λjvj. Logo,

pt ˝ v ˝ uqpxq “ tpvpupxqqq “ t

˜˜
kÿ

j“1

λjvj

¸
pupxqq

¸
“ t

˜
kÿ

j“1

λjvjpupxqq

¸

“
kÿ

j“1

λjtpvjpupxqqq “

˜
kÿ

j“1

λjpt ˝ vj ˝ uq

¸
pxq

para todo x P E. Portanto, t˝v˝u “
kÿ

j“1

λjpt˝vj˝uq P rApE;Hq pois cada t˝vj˝u P ApE;Hq.

✷

Proposição 3.10. Se A é um germe de ideal de operadores, então rA é um ideal normado

de operadores com a norma } ¨ } rA : rA ÝÑ r0,`8q,

}u} rA “ inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }uj} : k P N, u “
kÿ

j“1

λjuj, λj P K, uj P ApE;F q

+
,

para todo u P rApE;F q.

Demonstração. É claro que a função } ¨ } rA está bem definida, pois cada operador

u P rApE;F q tem pelo menos uma representação como requerido. Também é claro que

}u} rA ě 0 e que }0} rA “ 0.

Suponha que }u} rA “ 0. Para todo ε ą 0 existe uma representação u “
kÿ

j“1

λjuj

com cada uj P ApE;F q tal que
kÿ

j“1

|λj| ¨ }uj} ă ε. Como }u} ď
kÿ

j“1

|λj|}uj} ă ε, segue que

u “ 0.

Dados u P rApE;F q e 0 ‰ λ P K,

}λu} rA “ inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }uj} : k P N, λu “
kÿ

j“1

λjuj, λj P K, uj P ApE;F q

+

“ inf

#
|λ| ¨

kÿ

j“1

|λj|

|λ|
}uj} : k P N, u “

kÿ

j“1

λj

λ
uj, λj P K, uj P ApE;F q

+

“ |λ| ¨ inf

#
kÿ

j“1

ˇ̌
ˇ̌λj
λ

ˇ̌
ˇ̌ ¨ }uj} : k P N, u “

kÿ

j“1

λj

λ
uj, λj P K, uj P ApE;F q

+

“ |λ| ¨ }u} rA.

Sejam u, v P rApE;F q. Para cada representação
mÿ

j“1

λjuj de u e cada repre-

sentação
lÿ

i“1

αivi de v,
mÿ

j“1

λjuj `
lÿ

i“1

αivi é uma representação de u ` v. Isso significa
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que

trepresentações de u ` representações de vu Ď trepresentações de u ` vu,

donde segue que

}u ` v} rA ď

inf

#
mÿ

j“1

|λj| ¨ }uj} `
lÿ

i“1

|αi| ¨ }vi} : m, l P N, u “
mÿ

j“1

λjuj, v “
lÿ

i“1

αivi, λj, αi P K, uj, vi P A

+

“ inf

#
mÿ

j“1

|λj| ¨ }uj} : m P N, u “
mÿ

j“1

λjuj, λj P K, uj P ApE;F q

+

` inf

#
lÿ

i“1

|αi| ¨ }vi} : l P N, v “
lÿ

i“1

αivi, αi P K, vi P ApE;F q

+

“ }u} rA ` }v} rA.

Provemos que }idK} rA “ 1. Por um lado, como idK P ApK;Kq, então }idK} rA ď

}idK} “ 1. Por outro lado, se
nÿ

i“1

ui “ idK onde cada ui P ApK;Kq, temos

uipλq “ λ ¨ uip1q “ uip1q ¨ idKpλq

para cada i “ 1, . . . , n. Dessa forma, ui “ uip1q ¨ idK. Assim idK “
nÿ

i“1

uip1q ¨ idK onde

nÿ

i“1

uip1q “ 1. Portanto,

nÿ

i“1

}ui} “
nÿ

i“1

|uip1q| ¨ }idK} “
nÿ

i“1

|uip1q| ě

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

i“1

uip1q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ 1.

Da definição de } ¨ } rA segue que }idK} rA ě 1.

Por fim, sejam u P LpE;F q, v P rApF ;Gq e t P LpG;Hq. Para cada representação

v “
kÿ

j“1

λjvj , onde λj P K e vj P ApF ;Gq,
kÿ

j“1

λjpt ˝ vj ˝ uq é uma representação de t ˝ v ˝ u

em rApE;Hq, portanto

}t ˝ v ˝ u} rA ď inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }t ˝ vj ˝ u} : k P N, v “
kÿ

j“1

λjvj, λj P K, vj P ApF ;Gq

+

ď inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }t} ¨ }vj} ¨ }u} : k P N, v “
kÿ

j“1

λjvj, λj P K, vj P ApF ;Gq

+

“ }t} ¨ inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }vj} : k P N, v “
kÿ

j“1

λjvj, λj P K, vj P ApF ;Gq

+
¨ }u}

“ }t} ¨ }v} rA ¨ }u}.

✷
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3.2 Germes de ideais de polinômios

Analogamente ao caso de um germe de ideal de operadores e tendo em mente o

artigo [18] sobre hiper-ideais de polinômios e ideais bilaterais de polinômios, estudamos

nesta seção os germes de ideais de polinômios, de hiper-ideais de polinômios e de ideais

bilaterais de polinômios.

Definição 3.11. Seja G uma subclasse da classe P de todos os polinômios homogêneos

cont́ınuos entre espaços de Banach tal que para todo m P N e quaisquer espaços de Banach

E e F , a componente

GpmE;F q :“ PpmE;F q X G

é um subconjunto de PpmE;F q que contém os polinômios de tipo finito.

Dizemos que G é um:

piq Germe de ideal de polinômios se satisfaz a seguinte condição: se u P LpG;Eq,

P P GpmE;F q e t P LpF ;Hq, então t ˝ P ˝ u P GpmG;Hq.

piiq Germe de hiper-ideal de polinômios se satisfaz a seguinte condição: se Q P PpnG;Eq,

P P GpmE;F q e t P LpF ;Hq, então t ˝ P ˝ Q P GpmnG;Hq.

piiiq Germe de ideal bilateral de polinômios se satisfaz a seguinte definição: se Q P

PpnG;Eq, P P GpmE;F q e R P PprF ;Hq, então R ˝ P ˝ Q P GprmnG;Hq.

Observação 3.12. Em todos os três casos da definição acima, se λ P K e P P GpmE;F q,

então λP P GpmE;F q. De fato, considerando o operador linear cont́ınuo Tλ : F ÝÑ

F, Tλpyq “ λy, tem-se Tλ ˝ P “ λP .

Exemplo 3.13. Todo ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal de polinômios e

ideal bilateral de polinômios) é um germe de ideal de polinômios (respectivamente, germe

de hiper-ideal de polinômios, germe de ideal bilateral de polinômios).

Veremos a seguir alguns exemplos não triviais.

Proposição 3.14. Sejam Q e R ideais de polinômios (respectivamente, hiper-ideais de

polinômios, ideais bilaterais de polinômios). Então:

paq Q Y R é um germe de ideal de polinômios (respectivamente, germe de hiper-ideal de

polinômios, germe de ideal bilateral de polinômios).

pbq Q Y R é um ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal de polinômios, ideal

bilateral de polinômios) se, e somente se, Q Ď R ou R Ď Q.
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Demonstração. Omitimos a demonstração do item (a). Façamos o item (b). Suponhamos

que Q Ę R e R Ę Q. Neste caso existem P1 P pQpmE1;F1q ´ RpmE1;F1qq e P2 P

pRpmE2;F2q ´ QpmE2;F2qq. Chame E “ E1 ˆ E2 e F “ F1 ˆ F2, com qualquer uma das

normas usuais no produto cartesiano. Para ver que, para j “ 1, 2, as seguintes aplicações

são polinômios m-homogêneos cont́ınuos:

rPj : E ÝÑ F , ĂP1px, yq “ pP1pxq, 0q , ĂP2px, yq “ p0, P2pyqq,

basta notar que são os polinômios gerados pelos seguintes operadores multilineares cont́ı-

nuos:

A1 : Eˆ
pmq
¨ ¨ ¨ ˆE ÝÑ F1 ˆ F2, A1 ppx1, y1q, . . . , pxm, ymqq “

´
qP px1, . . . , xmq, 0

¯
,

A2 : Eˆ
pmq
¨ ¨ ¨ ˆE ÝÑ F1 ˆ F2, A2 ppx1, y1q, . . . , pxm, ymqq “

´
0, qP py1, . . . , ymq

¯
.

Considere as inclusões e projeções canônicas

Ej
ij

ÝÑ E
πj

ÝÑ Ej , Fj
kj

ÝÑ F
σj

ÝÑ Fj.

Como ĂP1 “ k1 ˝ P1 ˝ π1 e ĂP2 “ k2 ˝ P2 ˝ π2, segue que ĂP1 P QpmE;F q e ĂP2 P RpmE;F q e,

portanto,ĂP1,ĂP2 P pQYRqpmE;F q. Suponha queĂP1`ĂP2 P QpmE;F q. Como P2 “ σ2˝pĂP1`
ĂP2q ˝ i2, teŕıamos P2 P QpmE2;F2q, o que não ocorre. Isso prova que ĂP1 ` ĂP2 R QpmE;F q.

De forma análoga prova-se que ĂP1 ` ĂP2 R RpmE;F q, donde segue que Q Y R não é ideal

de polinômios (respectivamente, hiper-ideal de polinômios e ideal bilateral de polinômios).

A rećıproca é óbvia. ✷

A seguir daremos um exemplo concreto de germe de ideal de polinômios, usando

a Proposição 3.14. Para isso recordamos a seguinte definição (veja, por exemplo, [22]).

Definição 3.15. Dizemos que um polinômio P P PpmE;F q é fracamente sequencialmente

cont́ınuo, e denotamos isso por P P Pwscp
mE;F q, se P transforma sequências fracamente

convergentes em E em sequências convergentes em norma em F .

É bem conhecido que a classe formada pelos polinômios fracamente sequencial-

mente cont́ınuos é um ideal de polinômios.

Por PW denotamos o ideal dos polinômios homogêneos fracamente compac-

tos (P P PpmE;F q é fracamente compacto se P pBEq é um subconjunto relativamente

fracamente compacto de F ).

Exemplo 3.16. Vejamos que Pwsc Y PW é um germe de ideal de polinômios que não é

ideal de polinômios.

Dado m P N e conforme já dito no inicio da demonstração da Proposição 2.19,

podemos considerar um isomorfismo topológico u : pbm,s

π ℓ1 ÝÑ ℓ1. Pelo Teorema 1.56 existe



Caṕıtulo 3. Germes de Ideais de Operadores e Polinômios 64

um único polinômio m-homogêneo P : ℓ1 ÝÑ ℓ1 tal que PL “ u. Vejamos primeiramente

que P é fracamente sequencialmente cont́ınuo. Se xn
w

ÝÑ x em ℓ1, de [16, Teorema

6.2.12] segue que xn ÝÑ x, e da continuidade de P conclúımos que P pxnq ÝÑ P pxq,

o que prova que P P Pwscpℓ1; ℓ1q. Por outro lado, suponhamos que P P PWpℓ1; ℓ1q. De

[15, Proposition 3.2.(b)] segue que u “ PL P W
`pbm,s

π ℓ1; ℓ1

˘
. Pela propriedade de ideal,

idℓ1 “ u ˝ u´1 P Wpℓ1; ℓ1q, o que é um absurdo pois ℓ1 não é reflexivo. Isso prova que P

não é fracamente compacto.

Agora consideremos o polinômio m-homogêneo cont́ınuo

Q : ℓ2m ÝÑ ℓ2 , Qppλjqjq “ pλmj qj.

É claro que Q é fracamente compacto pois polinômios cont́ınuos levam conjuntos limitados

em conjuntos limitados e o espaço de chegada ℓ2 é reflexivo. Por outro lado, Q não é

fracamente sequencialmente cont́ınuo pois, ao considerar a sequencia penqn dos vetores

unitários canônicos em ℓ2m, temos en
w

ÝÑ 0 em ℓ2m, mas Qpenq “ en ­ÝÑ 0 em ℓ2.

Finalmente, a Proposição 3.14 garante que Pwsc Y PW é um germe de ideal de

polinômios que não é ideal de polinômios.

A seguir mostramos que, como no caso linear, germes de ideais de polinô-

mios (respectivamente, germes de hiper-ideais de polinômios) geram ideais (hiper-ideais)

normados de polinômios.

Definição 3.17. Seja Q um germe de ideal de polinômios (respectivamente, germe de

hiper-ideal de polinômios). O gerado de Q, denotado por rQ, é definido da seguinte forma:

rQpmE;F q :“ tP P PpmE;F q : P P spantQpmE;F quu

para quaisquer espaços de Banach E e F .

Proposição 3.18. Se Q é um germe de ideal de polinômios (respectivamente, germe de

hiper-ideal de polinômios), então rQ é um ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal

de polinômios).

Demonstração. Basta mostrar o caso em que Q é um germe de hiper-ideal de polinômios.

É imediato que rQpmE;F q é um subespaço vetorial que contém os polinômios

de tipo finito.

Sejam Q P PpnE;F q, P P rQpmF ;Gq e t P PpG;Hq. Podemos escrever P “
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kÿ

j“1

λjPj, onde λj P K e Pj P QpmF ;Gq. Para todo x P E,

pt ˝ P ˝ Qqpxq “ t pP pQpxqqq “ t

˜˜
kÿ

j“1

λjPj

¸
pQpxqq

¸
“ t

˜
kÿ

j“1

λjPjpQpxqq

¸

“
kÿ

j“1

λjt pPjpQpxqqq “

˜
kÿ

j“1

λj pt ˝ Pj ˝ Qq

¸
pxq.

Portanto, t ˝ P ˝ Q “
kÿ

j“1

λjpt ˝ Pj ˝ Qq P rQpmnE;Hq pois cada t ˝ Pj ˝ Q P QpmnE;Hq,

uma vez que Q é um germe de hiper-ideal de polinômios. ✷

Proposição 3.19. Se Q é um germe de ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal

de polinômios), então rQ é um ideal normado de polinômios (respectivamente, hiper-ideal

normado de polinômios) com a norma

} ¨ } rQ : rQ ÝÑ r0,`8q,

}P } rQ “ inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }Pj} : k P N, P “
kÿ

j“1

λjPj, λj P K, Pj P QpmE;F q

+

para todo P P rQpmE;F q.

Demonstração. Basta mostrar o caso em que Q é um germe de hiper-ideal de polinômios.

É claro que }¨} rQ ě 0, está bem definida pois sempre existe uma tal representação

e que }0} rQ “ 0.

Suponhamos que P P rQpmE;F q seja tal que }P } rQ “ 0. Neste caso, para

todo ε ą 0 existe uma representação P “
kÿ

j“1

λjPj tal que
kÿ

j“1

|λj| ¨ }Pj} ă ε. Segue que

}P } ď
kÿ

j“1

|λj| ¨ }Pj} ă ε, donde conclúımos que P “ 0.

Dados P P rQpmE;F q e 0 ‰ λ P K,

}λP } rQ “ inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }Pj} : k P N, λP “
kÿ

j“1

λjPj, λj P K, Pj P QpmE;F q

+

“ inf

#
|λ| ¨

kÿ

j“1

|λj|

|λ|
}Pj} : k P N, P “

kÿ

j“1

λj

λ
Pj, λj P K, Pj P QpmE;F q

+

“ |λ| ¨ inf

#
kÿ

j“1

ˇ̌
ˇ̌λj
λ

ˇ̌
ˇ̌ ¨ }Pj} : k P N, P “

kÿ

j“1

λj

λ
Pj, λj P K, Pj P QpmE;F q

+

“ |λ| ¨ }P } rQ.
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Sejam P,Q P rQpmE;F q. Para cada representação
mÿ

j“1

λjPj de P e cada repre-

sentação
lÿ

i“1

αiQi de Q,
mÿ

j“1

λjPj `
lÿ

i“1

αiQi é uma representação de P ` Q. Isso significa

que

trepresentações de P ` representações de Qu Ď trepresentações de P ` Qu,

donde segue que

}P ` Q} rQ ď inft
řm
j“1

|λj |¨}Pj}`
řl
i“1

|αi|¨}Qi}: m,lPN, P“
řm
j“1

λjPj , Q“
řl
i“1

αiQi, λj , αiPK, Pj , QiPQu

“ inf

#
mÿ

j“1

|λj| ¨ }Pj} : m P N, P “
mÿ

j“1

λjPj, λj P K, Pj P QpmE;F q

+

` inf

#
lÿ

i“1

|αi| ¨ }Qi} : l P N, Q “
lÿ

i“1

αiQi, αi P K, Qi P QpmE;F q

+

“ }P } rQ ` }Q} rQ.

Provemos que }idm
K

} rQ “ 1. Por um lado, como idm
K

P QpmK;Kq, então }idm
K

} rQ ď

}idm
K

} “ 1. Por outro lado, se
nÿ

i“1

qi “ idm
K
onde cada qi P QpmK;Kq, temos

qipλq “ λm ¨ qip1q “ qip1q ¨ idm
K

pλq

para cada i “ 1, . . . , n. Dessa forma, qi “ qip1q ¨ idm
K
. Assim idm

K
“

nÿ

i“1

qip1q ¨ idm
K

onde

nÿ

i“1

qip1q “ 1. Portanto,

nÿ

i“1

}qi} “
nÿ

i“1

|qip1q| ¨ }idm
K

} “
nÿ

i“1

|qip1q| ě

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

i“1

qip1q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ 1.

Da definição de } ¨ } rQ segue que }idm
K

} rQ ě 1.

Por fim, sejam Q P PpnE;F q, P P rQpmF ;Gq e t P LpG;Hq. Para cada

representação P “
kÿ

j“1

λjPj, onde λj P K e Pj P QpmF ;Gq,
kÿ

j“1

λjpt ˝ Pj ˝ Qq, onde

t ˝ Pj ˝ Q P QpmnE;Hq é uma representação para t ˝ P ˝ Q P rQpmnE;Hq, portanto

}t ˝ P ˝ Q} rQ ď inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }t ˝ Pj ˝ Q} : k P N, P “
kÿ

j“1

λjPj, λj P K, Pj P QpmF ;Gq

+

ď inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }t} ¨ }Pj} ¨ }Q}m : k P N, P “
kÿ

j“1

λjPj, λj P K, Pj P QpmF ;Gq

+

“ }t} ¨ }Q}m ¨ inf

#
kÿ

j“1

|λj| ¨ }Pj} : k P N, P “
kÿ

j“1

λjPj, λj P K, Pj P QpmF ;Gq

+

“ }t} ¨ }Q}m ¨ }P } rQ.
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✷

3.3 Duais generalizados de ideais de polinômios

O objetivo desta seção é mostrar que os adjuntos generalizados fornecem muitos

exemplos concretos de germes de ideais de operadores e de germes de ideais (hiper-ideais)

de polinômios. Na verdade são os germes estudados nesta seção que nos levaram à definição

de germes.

Definição 3.20. Sejam m, n, k P N e Qn um ideal de polinômios n-homogêneos. Para

P P PpmE;F q, dizemos que P P p∆n
kQnq pmE;F q se ∆n

kP P QpnPpkF q; PpmnkEqq. Isto é,

p∆n
kQnq pmE;F q “

 
P P PpmE;F q : ∆n

kP P QpnPpkF q; PpmnkEqq
(
.

∆n
kQn é chamado de k-dual do ideal de polinômios n-homogêneos Qn.

Observação 3.21. piq Podemos definir o k-dual de um hiper-ideal de polinômios e o

k-dual de um ideal bilateral de polinômios exatamente da maneira como fizemos na

definição acima. Nesses casos usaremos a mesma notação introduzida na definição

acima.

piiq Seja I um ideal de operadores. Relembrando as definições do dual de I e do dual

polinomial de I (veja Definições 1.36 e 1.47), na notação introduzida na definição

acima temos

IdualpE;F q “
`
∆1

1I
˘

pE;F q e IP´dualpmE;F q “
`
∆1

1I
˘

pmE;F q

para todos espaços de Banach E e F . Isso mostra que, de fato, essas novas noções

generalizam o dual e o dual polinomial de um ideal de operadores. Além disso da

Proposição 2.5 segue que, no caso n “ k “ 1, ∆n
kQn é um espaço vetorial.

piiiq No caso em que nk ą 1, não necessariamente ∆n
kQnpmE;F q é um espaço vetorial,

e portanto não podemos falar em norma neste conjunto. Entretanto, podemos

topologizar este conjunto definindo

d : ∆n
kQnpmE;F q ˆ ∆n

kQnpmE;F q ÝÑ R , dpP1, P2q “ }∆n
kP1 ´ ∆n

kP2}Qn
,

e notando que p∆n
kQpmE;F q, dq é um espaço pseudo-métrico. Dessa forma, definindo

a relação de equivalência: P1 „ P2 ô dpP1, P2q “ 0, a função

d˚ :

ˆ
∆n
kQnpmE;F q

„

˙
ˆ

ˆ
∆n
kQnpmE;F q

„

˙
ÝÑ R, d˚ prP1s, rP2sq “ dpP1, P2q,

é uma métrica no conjunto quociente.
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Veremos agora que os duais generalizados de fato fornecem muitos exemplos

concretos de germes. Seria de esperar que um dual generalizado de um ideal de polinômios

fosse um germe de ideal de polinômios, mas na verdade mostraremos que vale algo mais

que isso.

Proposição 3.22. Sejam n P N e Qn um ideal de polinômios n-homogêneos. Então:

piq Para todo k P N, ∆n
kQn é um germe de hiper-ideal de polinômios.

piiq
8č

k“1

p∆n
kQnq é um germe de ideal bilateral de polinômios.

Demonstração. (i) Da Proposição 2.23 sabemos que ∆n
kQn contém os polinômios de tipo

finito (na verdade sabemos que ∆n
kQn contém os polinômios de posto finito). Basta então

mostrar a propriedade de hiper-ideal. Para isso sejam Q P PplG;Eq, P P ∆n
kQnpmE;F q e

t P LpF ;Hq. Devemos mostrar que R :“ t ˝ P ˝ Q P ∆n
kQnpmlG;Hq. Da Proposição 2.8

temos

∆n
kR “ ∆n

kpt ˝ pP ˝ Qqq “ ∆n
kpP ˝ Qq ˝ ∆1

kt “ ∆1
mnkQ ˝ ∆n

kP ˝ ∆1
kt.

Como ∆1
mnkQ e ∆1

kt são operadores lineares e ∆n
kP pertence ao ideal de polinômios Qn,

segue da propriedade de ideal que ∆n
kR pertence a Qn, isto é, R pertence a ∆n

kQn.

(ii) De forma análoga, usando a Proposição 2.23, basta mostrar a propriedade de ideal

bilateral. Para isso sejam Q P PplG;Eq, P P ∆n
kQnpmE;F q para todo k P N e R P

PprF ;Hq. Em particular, P P ∆n
krQnpmE;F q, isto é, ∆n

krP P QnpPpkrF q; PpmnkrEqq para

todo k P N. Da Proposição 2.8 temos

∆n
kpR ˝ P ˝ Qq “ ∆n

kpR ˝ pP ˝ Qqq “ ∆n
rkpP ˝ Qq ˝ ∆1

kR “ ∆1
mnkrQ ˝ ∆n

krP ˝ ∆1
kR,

para todo k P N. Pela propriedade de ideal temos ∆n
kpR ˝ P ˝Qq P QpnPpkHq; PplmnkrGqq

para todo k P N, ou seja, R ˝ P ˝ Q P
8č

k“1

∆n
kQnpmlrG;Hq. ✷

Seja pI, } ¨ }Iq um ideal normado de operadores. Sabemos que ∆1
kI é apenas

um germe de hiper-ideal de polinômios, e portanto suas componentes ∆1
kIpmE;F q nem

sempre são subespaços vetoriais, impossibilitando assim a introdução de uma norma no

caso geral. Vimos nas Proposições 3.18 e 3.19 uma maneira de tornar o subespaço gerado

por este conjunto um espaço normado (e portanto tornar o conjunto um espaço métrico),

mas aquela construção está associada à norma usual, não tendo nada a ver com a norma

} ¨ }I do ideal I. Terminamos esta seção mostrando como munir spant∆1
kIpmE;F qu de uma

estrutura de hiper-ideal normado de polinômios com uma norma intimamente relacionada

com a norma do ideal.

Observe que, da Proposição 2.24, sabemos que ∆1
kpid

m
K

q P IpPpkKq; PpmkKqq,

o que nos permite considerar o número }∆1
kpidm

K
q}I .
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Proposição 3.23. Sejam pI, } ¨ }Iq um ideal normado de operadores e k P N. Definimos

a função } ¨ }∆1

k
I : ∆1

kI ÝÑ r0,`8q por

}P }∆1

k
I :“ }∆1

kP }
1{k
I ¨ }∆1

kpidm
K

q}
´1{k
I para todo P P ∆1

kIpmE;F q.

A função } ¨ }∆1

k
I satisfaz as seguintes propriedades:

piq }P }∆1

k
I ě 0 para todo P P ∆1

kIpmE;F q.

piiq }P }∆1

k
I “ 0 se, e somente se, P “ 0.

piiiq }λP }∆1

k
I “ |λ| ¨ }P }∆1

k
I para todos λ P K e P P ∆1

kIpmE;F q.

pivq }idm
K

: K ÝÑ K : idm
K

pλq “ λm}∆1

k
I “ 1.

pvq Se Q P PpnE;F q, P P ∆1
kIpmF ;Gq e t P LpG;Hq, então

}t ˝ P ˝ Q}∆1

k
I ď }t} ¨ }P }∆1

k
I ¨ }Q}m.

Demonstração. (i) e (iv) são imediatas.

(ii) Suponhamos que }P }∆1

k
I “ 0. Então ∆1

kP “ 0, ou seja, q ˝P “ 0 para todo

q P PpkF q. Portanto qpP pxqq “ 0 para todo q P PpkF q e todo x P E. Do Lema 2.2(iii)

segue que }P pxq} “ 0 para todo x P E, isto é, P “ 0. A rećıproca é satisfeita trivialmente.

(iii) Dados λ P K e P P ∆1
kIpmE;F q,

}λP }∆1

k
I “ }∆1

kpλP q}
1{k
I ¨ }∆1

kpidm
K

q}
´1{k
I “ }λk∆1

kP }
1{k
I ¨ }∆1

kpidm
K

q}
´1{k
I

“ |λ| ¨ }∆1
kP }

1{k
I ¨ }∆1

kpid
m
K

q}
´1{k
I “ |λ| ¨ }P }∆1

k
I .

(v) Usando as Proposições 3.22, 2.8 e 2.3, temos

}t ˝ P ˝ Q}∆1

k
I “ }∆1

kpt ˝ P ˝ Qq}
1{k
I ¨ }∆1

kpidm
K

q}
´1{k
I

“ }∆1
mkQ ˝ ∆1

kP ˝ ∆1
kt}

1{k
I ¨ }∆1

kpidm
K

q}
´1{k
I

ď }∆1
mkQ}1{k ¨ }∆1

kP }
1{k
I ¨ }∆1

kt}
1{k ¨ }∆1

kpidm
K

q}
´1{k
I “ }Q}m ¨ }P }∆1

k
I ¨ }t}.

✷

Faltam apenas duas desigualdades simples para chegarmos ao nosso objetivo:

Observação 3.24. Sejam P P PpmE;F q, Q um ideal de polinômios e n, k P N.

piq Se P P QpmE;F q, então }∆n
kP } ď }P }knQ .

piiq Se P P ∆n
kQpmE;F q, então }P } ď }∆n

kP }
1{kn
Q .
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De fato, se P P QpmE;F q, então }P } ď }P }Q, e dáı }P }kn ď }P }knQ . Da Proposição 2.3(i)

segue que }∆n
kP } ď }P }knQ . Agora, se P P ∆n

kQpmE;F q, então ∆n
kP P QpnPpF q; PpmnkEqq,

e portanto }∆n
kP } ď }∆n

kP }Q. Finalmente, da Proposição 2.3(i) temos }P }kn ď }∆n
kP }Q,

e assim }P } ď }∆n
kP }

1{kn
Q .

Usando as propriedades provadas na Proposição 3.23 e na Observação 3.24,

e relembrando que na Proposição 3.22 já provamos que ∆1
kI é um germe de hiper-

ideal de polinômios, a demonstração da Proposição 3.19 se adapta imediatamente para

provar o seguinte resultado. Omitimos os detalhes da demonstração para evitar repetições

desnecessárias.

Proposição 3.25. Sejam pI, } ¨ }Iq um ideal normado de operadores e k P N. Então

span
 
∆1
kI
(
é um hiper-ideal normado de polinômios com a norma

} ¨ }spanr∆1

k
Is : spanr∆1

kIs ÝÑ r0,`8q

dada por

}P }spanr∆1

k
Is “ inf

#
lÿ

j“1

|λj| ¨ }Pj}∆1

k
I : l P N, P “

lÿ

j“1

λjPj, λj P K, Pj P ∆1
kIpmE;F q

+

para todo P P ∆1
kIpmE;F q.

3.4 Estabilidade tensorial

A estabilidade de um ideal de operadores pela formação do produto tensorial

projetivo e pelo produto tensorial simétrico projetivo (as definições precisas serão dadas

nesta seção) é uma ferramenta muito útil no estudo de classes de polinômios homogêneos

(veja, por exemplo, [8, 9, 18] e as referências ali citadas). Usaremos nesta seção a estabilidade

tensorial para obter diversos resultados sobre os germes de ideais gerados pelos adjuntos

generalizados. Obteremos condições, primeiro suficientes e depois necessárias e suficientes,

para que um polinômio homogêneo P P PpmE;F q pertença ao k-dual generalizado ∆n
kI

de um ideal de operadores I. Várias aplicações desses resultados serão obtidas.

No primeiro resultado da seção faremos uso de uma propriedade que é mais

forte que ser ideal de polinômios e mais fraca que ser ideal bilateral. Por ser muito mais

fraca que ser ideal bilateral, daremos um nome a ela para que o resultado fique mais geral

do que seria ao exigir que o ideal seja bilateral.

Seja Q um ideal de polinômios e chame de Q1 a sua componente linear, isto é,

Q1 é o ideal de operadores formado por todos os operadores lineares pertencentes a Q.

Dizemos que Q1 é bilateral se satisfaz a seguinte condição:

P P PpmE;F q, u P Q1pF,Gq e Q P PpnG;Hq ùñ Q ˝ u ˝ P P QpmnE;Hq.
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A seguir mostramos que, para que um polinômio P esteja no k-dual de um

ideal de operadores é suficiente que sua linearização PL esteja na componente linear do

k-dual.

Proposição 3.26. Sejam P P PpmE;F q e k P N.

piq Seja I um ideal de operadores. Se PL P ∆1
kIppbm,s

π E;F q, então P P ∆1
kIpmE;F q.

piiq Seja Q um ideal de polinômios tal que Q1 é bilateral. Se PL P ∆1
kQ1ppbm,s

π E;F q,

então P P ∆n
kQpmE;F q para todo n P N.

Demonstração. (i) Usando a Proposição 1.55 é claro que

Mδm
E

: Ppkpbm,s

π Eq ÝÑ PpmkEq, Mδm
E

pRq “ R ˝ δmE ,

é um operador linear. Sua continuidade segue de

}Mδm
E

pRq} “ }R ˝ δmE } ď }R} ¨ }δmE }k “ }R}

para todo R P Ppkpbm,s

π Eq. Note que no caso k “ 1 tem-se Mδm
E

“ pLEmq´1. Para todo

q P PpkF q,

∆1
kP pqq “ q ˝ P “ q ˝ pPL ˝ δmE q “ pq ˝ PLq ˝ δmE “

“
∆1
kpPLqpqq

‰
˝ δmE

“ Mδm
E

p∆1
kpPLqpqqq “

“
Mδm

E
˝ ∆1

kpPLq
‰

pqq,

provando que ∆1
kP “ Mδm

E
˝ ∆1

kpPLq, donde segue o resultado.

(ii) Considere a aplicação

L : PpmkEq ÝÑ PpmnkEq , Lpqq “ idn
K

˝ q,

isto é, Lpqqpλq “ qpλqn. É fácil ver que L é um polinômio n-homogêneo cont́ınuo pois é

gerado pelo operador n-linear cont́ınuo

A :
“
PpmkEq

‰n
ÝÑ PpmnkEq, Apq1, . . . , qnq “ q1 ¨ ¨ ¨ qn.

Para todo q P PpkF q,

∆n
kP pqq “

“
∆1
kP pqq

‰n
“
“`
Mδm

E
˝ ∆1

kpPLq
˘

pqq
‰n

“ L
``
Mδm

E
˝ ∆1

kpPLq
˘

pqq
˘

“
“
L ˝ Mδm

E
˝ ∆1

kpPLq
‰

pqq,

o que prova que ∆n
kP “ L ˝ Mδm

E
˝ ∆1

kpPLq e completa a demonstração. ✷

A seguir, fazendo uso do produto tensorial simétrico, damos uma forma equiva-

lente de dizer quando um polinômio P pertence ao k-dual de um ideal de operadores. Essa
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equivalência vai nos permitir estudar, na sequência desta seção, o k-dual de um ideal de

operadores de uma maneira mais eficiente e nos dar algumas propriedades relacionadas

com a estabilidade tensorial do ideal.

Para estabelecer a equivalência anunciada precisamos de um resultado que pode

ser entendido como uma forma fraca da associatividade do produto tensorial simétrico

projetivo. Acreditamos que esse resultado seja conhecido, mas como não o encontramos na

literatura, optamos por demonstrá-lo no Apêndice. Mais precisamente, na Proposição A.8

no Apêndice provamos que, dados m, k P N e um espaço de Banach E, existe um operador

linear cont́ınuo

Ik,m : pbkm,s

π E ÝÑ pbk,s

π

`pbm,s

π E
˘
,

que é um isomorfismo sobre sua imagem e Ik,mpbkmxq “ bkpbmxq para todo x P E.

Para o produto tensorial projetivo simétrico bk,su de um operador linear u,

veja o Teorema 1.58(iii).

Teorema 3.27. Sejam I um ideal de operadores, k P N e P P PpmE;F q. Então

P P
`
∆1
kI
˘

pmE;F q se, e somente se,
`
bk,sPL

˘
˝ Ik,m : pbmk,s

π E ÝÑ pbk,s

π F pertence a

Idualppbmk,s

π E; pbk,s

π F q.

Demonstração. Relembrando que os operadores LFk e LEmk são isomorfismos, basta provar

que o diagrama abaixo é comutativo:

´
pbk,s

π F
¯˚

“`
bk,sPL

˘
˝ Ik,m

‰˚

//
´
pbmk,s

π E
¯˚

PpkF q

LFk

LL

∆1
kP // PpmkEq

LEmk

RR

Para isso sejam ϕ P
´
pbk,s

π F
¯˚

e x P E. Temos

“
pbk,sPLq ˝ Ik,m

‰˚
pϕqpbmkxq “ ϕ

`“
pbk,sPLq ˝ Ik,m

‰
pbmkxq

˘

“ LFk pqq
“
pbk,sPLq

`
bkpbmxq

˘‰

“ qLpbkP pxqq “ qLpδkF pP pxqqq

“ qpP pxqq “ ∆1
kP pqqpxq

“
“`

∆1
kP pqq

˘
L

˝ δEkm
‰

pxq

“
`
∆1
kP pqq

˘
L

pbmkxq

“ LEmk
`
p∆1

kP qpqq
˘

pbmkxq

“ LEmk
“
∆1
kP

`
pLFk q´1pϕq

˘‰
pbmkxq

“
“
LEmk ˝ ∆1

kP ˝ pLFk q´1
‰

pϕqpbmkxq.
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Isso prova que
“
pbk,sPLq ˝ Ik,m

‰˚
pϕqpbmkxq “

“
LEmk ˝ ∆1

kP ˝ pLFk q´1
‰

pϕqpbmkxq. Agora,

como
“
pbk,sPLq ˝ Ik,m

‰˚
pϕq e

“
LEmk ˝ ∆1

kP ˝ pLFk q´1
‰

pϕq são operadores lineares, segue que

“
pbk,sPLq ˝ Ik,m

‰˚
pϕqpzq “

“
LEmk ˝ ∆1

kP ˝ pLFk q´1
‰

pϕqpzq,

para todos ϕ P
´
pbk,s

π F
¯˚

e z P bmk,s
π E. Usando que os operadores

“
pbk,sPLq ˝ Ik,m

‰˚
pϕq e

“
LEmk ˝ ∆1

kP ˝ pLFk q´1
‰

pϕq são cont́ınuos e que bmk,s
π E é denso em pbmk,s

π E, conclúımos que
“
pbk,sPLq ˝ Ik,m

‰˚
pϕq “

“
LEmk ˝ ∆1

kP ˝ pLFk q´1
‰

pϕq para todo ϕ P
´
pbk,s

π F
¯˚

. Disso segue

a comutatividade do diagrama, isto é,

“
pbk,sPLq ˝ Ik,m

‰˚
“ LEmk ˝ ∆1

kP ˝ pLFk q´1,

da qual segue o resultado. ✷

Considerando o caso m “ 1 na proposição acima, temos o seguinte corolário,

que será muito útil na sequência.

Corolário 3.28. Sejam I um ideal de operadores, k P N e u P LpE;F q. Então u P`
∆1
kI
˘

pE;F q se, e somente se, bk,su : pbk,s

π E ÝÑ pbk,s

π F pertence a Idualppbk,s

π E; pbk,s

π F q.

Uma vez que temos a equivalência dada pelo Teorema 3.27, podemos estabelecer

propriedades adicionais do k-dual de um ideal de operadores. Para isso vamos precisar do

seguinte lema.

Lema 3.29. Sejam u P LpE;F q, k P N e I um ideal de operadores. Se bk`1,su P

Ippbk`1,s

π E; pbk`1,s

π F q, então bk,su P Ippbk,s

π E; pbk,s

π F q. Portanto, se bn,su pertence a I para

algum n, então bk,su pertence a I para todo k P t1, . . . , nu.

Demonstração. Seguiremos a construção feita por F. Blasco em [11, Theorem 3]. Dado

u ‰ 0, existe e P E tal que upeq ‰ 0. Pelo Teorema de Hanh-Banach existe ϕ P F ˚ tal

que ϕpupeqq “ 1. Definindo ϕ :“ pϕ ˝ uq e usando os operadores jE e πF definidos em [11,

Theorem 3], podemos considerar o seguinte diagrama

pbk`1,s

π E
bk`1,su // pbk`1,s

π F
_�

πF

��

pbk,s

π E
?�

jE

OO

bk,su // pbk,s

π F

Da definição de jE temos

jEpbkxqϕpxq “ bk`1x ´ bk`1px ´ ϕpxqeq,
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e então

bk`1,supjEpbkxqϕpxqq “ bk`1,supbk`1x´bk`1px´ϕpxqeqq “ bk`1upxq´bk`1upx´ϕpxqeq.

Disso e da definição de πF segue que

πF pbk`1,supjEpbkxqϕpxqqq “ πF pbk`1upxq ´ bk`1upx ´ ϕpxqeqq

“ πF pbk`1upxqq ´ πF pbk`1upx ´ ϕpxqeqq

“ ϕpupxqq bk upxq ´ ϕpupx ´ ϕpxqeqq bk upx ´ ϕpxqeq

“ ϕpupxqq bk upxq “ ϕpxq bk upxq.

Portanto,

pπF ˝ bk`1,su ˝ jEqpbkxq “ pbk,suqpbkxq para todo x R kerpϕq.

Agora usando [11, Lemma 2], para cada θ P bk,sE existe uma representação θ “
Nÿ

i“1

εib
k xi

onde ϕpxiq ‰ 0 para todo i “ t1, . . . , Nu. Logo xi R kerpϕq para todo i “ t1, . . . , Nu, e

assim

pπF ˝ bk`1,su ˝ jEqpθq “
Nÿ

i“1

εipπF ˝ bk`1,su ˝ jEqpbkxiq

“
Nÿ

i“1

εipbk,suqpbkxiq “ bk,supθq.

Como bk,s
π E é denso em pbk,s

π E e πF ˝ bk`1,su ˝ jE e bk,su são cont́ınuos, conclúımos que

pπF ˝ bk`1,su ˝ jEqpzq “ bk,supzq para todo z P pbk,s

π E. Portanto o diagrama comuta, isto é,

pπF ˝ bk`1,su ˝ jEq “ bk,su, e assim se bk`1,su pertence a I, então bk,su pertence a I. ✷

Combinando o Lema 3.29 com o Corolário 3.28, podemos concluir que as

componentes lineares dos k-duais de um ideal de operadores formam uma sequência

decrescente cujo primeiro termo é o dual do ideal, isto é:

Corolário 3.30. Para todo ideal de operadores I as componentes lineares do germe de

hiper-ideal de polinômios ∆1
kI formam uma sequência decrescente, isto é:

F Ď ¨ ¨ ¨ Ď
`
∆1
kI
˘

1
Ď ¨ ¨ ¨ Ď

`
∆1

3I
˘

1
Ď
`
∆1

2I
˘

1
Ď
`
∆1

1I
˘

1
“ Idual.

Vejamos no exemplo abaixo que as inclusões acima podem ser todas estritas.

Exemplo 3.31. É claro que, para todo espaço de Banach E e todo k P N,

∆1
kidE “ idPpkEq.



Caṕıtulo 3. Germes de Ideais de Operadores e Polinômios 75

Usaremos o seguinte resultado (veja, por exemplo, [1, Seção 4]):

Ppkℓpq é reflexivo ðñ p ą k. (3.1)

Como antes, denotamos por W o ideal dos operadores fracamente compactos. Do Teorema

de Kakutani [16, Teorema 6.4.5] segue que idE P WpE;Eq se, e somente se, E é reflexivo.

Dado k ě 2, por um lado temos:

Ppkℓkq não é reflexivo
p3.1q
ñ ∆1

kidℓk “ idPpkℓkq R WpPpkℓkq; Ppkℓkqq ñ idℓk R ∆1
kWpℓk; ℓkq.

Por outro lado:

Ppk´1ℓkq é reflexivo
p3.1q
ñ ∆1

k´1idℓk “ idPpk´1ℓkq P WpPpk´1ℓkq; Ppk´1ℓkqq

ñ idℓk P ∆1
k´1Wpℓk; ℓkq.

Assim, idℓk P
``

∆1
k´1W

˘
1

´
`
∆1
kW

˘
1

˘
pℓk; ℓkq, provando que

`
∆1
kW

˘
1

Ĺ
`
∆1
k´1W

˘
1
para

todo k ě 2. Para o caso k “ 2, relembre que W “ Wdual (Teorema de Gantmacher). Como

idℓk`1
P
``

∆1
kW

˘
1

´ F
˘

pℓk`1; ℓk`1q, usando Corolário 3.30, segue que F Ĺ
`
∆1
kW

˘
1
para

todo k.

A seguir apresentamos as definições de ideal tensorstable e s-tensorstable, que

conforme dissemos na introdução desta seção, têm sido muito utilizadas. Um primeiro

objetivo é mostrar que, em certas condições, I “
`
∆1
kI
˘

1
para todo k ě 2.

Definição 3.32. Um ideal de operadores I é tensorstable se u b v P IpE1pbπE2;F1pbπF2q

sempre que u P IpE1;F1q e v P IpE2;F2q.

Neste caso, da associatividade da norma projetiva segue que

u1 b ¨ ¨ ¨ b um P IpE1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπEm;F1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπFmq

sempre que uj P IpEj;Fjq, j “ 1, . . . ,m. No caso em que u “ u1 “ ¨ ¨ ¨ “ um, escrevemos

bmu.

Definição 3.33. Um ideal de operadores I é simetricamente tensorstable ou s-tensorstable

se bk,su P Ippbk,s

π E; pbk,s

π F q para todo k ě 2 sempre que u P IpE;F q.

Em [18, Proposition 5.7] é mostrado que todo ideal I de operadores tensorstable

é s-tensorstable. Uma lista de ideais tensorstables e portanto s-tensorstables, pode ser

encontrada [18, Example 5.8].

Definição 3.34. Um ideal de operadores I é dito regular se u P IpE;F q sempre que

JF ˝ u P IpE;F ˚˚q.
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Listas de ideais regulares podem ser encontradas em [21, 1.20] e [35, Proposition

4.5.8].

Proposição 3.35. piq Se I é um ideal de operadores tal que Idual é s-tensorstable, então

p∆1
kIq1 “ Idual para todo k P N. Em particular,

`
∆1
kI
˘

1
é um ideal de operadores.

piiq Se I é um ideal de operadores completamente simétrico e s-tensorstable, então

I “
`
∆1
kI
˘

1
para todo k ě 2. Em particular,

`
∆1
kI
˘

1
é um ideal de operadores.

Demonstração. (i) Sejam k P N e u P ∆1
kIpE;F q. Pelo Corolário 3.28 temos bk,su P

Idualppbk,s

π E; pbk,s

π F q, logo do Lema 3.29 segue que u P IdualpE;F q. Reciprocamente, se

u P IdualpE;F q, então bk,su P Idualppbk,s

π E; pbk,s

π F q para todo k P N. Assim, pelo Corolário

3.28 temos u P ∆1
kIpE;F q.

O item (ii) é consequência direta do item (i). ✷

Vale ainda a seguinte rećıproca parcial da proposição anterior:

Proposição 3.36. As seguintes condições são equivalentes para um ideal de operadores

regular I:

paq I “
`
∆1
kI
˘

1
para todo k ě 2.

pbq I Ď
`
∆1
kI
˘

1
para todo k ě 2.

pcq I é completamente simétrico e s-tensorstable.

Neste caso,
`
∆1
kI
˘

1
é ideal de operadores para todo k ě 2.

Demonstração. A implicação (a) ñ (b) é óbvia. A implicação (c) ñ (a) segue da

Proposição 3.35. Basta provar (b) ñ (c). Para isso, suponha que I Ď
`
∆1
kI
˘

1
para

todo k ě 2. Usando o Corolário 3.30, temos que I Ď Idual, provando que I é simétrico.

Como todo ideal de operadores simétrico e regular é completamente simétrico (veja [35,

Proposition 4.5.7]), segue que I é completamente simétrico. As implicações, para um dado

operador u P LpE;F q,

u P IpE;F q ùñ u P
`
∆1
kI
˘

1
pE;F q ùñ bk,su P Idualppbk,s

π E; pbk,s

π F q

ùñ bk,su P Ippbk,s

π E; pbk,s

π F q,

onde a primeira segue da hipótese, a segunda do Corolário 3.28 e a última segue do fato já

provado de I ser totalmente simétrico, provam que I é s-tensorstable. ✷

A demonstração da proposição anterior deixa claro que a condição “I “ p∆1
kIq1

para algum k ě 2” não é equivalente às condições da Proposição 3.36 em geral. O resultado
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a seguir mostra qual hipótese deve ser adicionada para que todas essas condições sejam

equivalentes.

Proposição 3.37. As seguintes condições são equivalentes para um ideal de operadores

regular e s-tensorstable I:

paq I “
`
∆1
kI
˘

1
para todo k ě 2.

pbq I “
`
∆1
kI
˘

1
para algum k ě 2.

pcq I Ď
`
∆1
kI
˘

1
para todo k ě 2.

pdq I Ď
`
∆1
kI
˘

1
para algum k ě 2.

peq I é completamente simétrico.

Neste caso,
`
∆1
kI
˘

1
é ideal de operadores para todo k ě 2.

Demonstração. As implicações (a) ñ (c), (c) ñ (d), (a) ñ (b) e (b) ñ (d) são óbvias.

Basta mostrar (d) ñ (e) e (e) ñ (a). (d) ñ (e) segue do Corolário 3.30 e do fato de I ser

regular. Finalmente (e) ñ (a) segue da Proposição 3.35(ii). ✷

A seguir apresentamos uma outra propriedade relacionando os duais generaliza-

dos de um ideal de operadores com o ideal de polinômios de composição gerado pelo ideal.

Esta propriedade nos mostra que sob certas condições o k-dual de um ideal de operadores

sempre contém o ideal de composição polinomial associado.

O leitor deve ter em mente que, dado um ideal de operadores I, o ideal de

composição I ˝ P é um ideal bilateral de polinômios se, e somente se, I é s-tensorstable

[18, Theorem 5.3].

Proposição 3.38. Sejam I um ideal de operadores simétrico tal que I ˝ P é um ideal

bilateral de polinômios. Então

I ˝ P Ď ∆1
kI para todo k P N.

Demonstração. Sejam k P N e P P I ˝ PpmE;F q. Como I ˝ P é um ideal bilateral de

polinômios, δkF ˝ P P I ˝ PpmkE; pbk,s

π F q. De [15, Proposition 3.2(b)] segue que pδkF ˝ P qL P

Ippbmk,s

π E; pbk,s

π F q, e como I é simétrico temos
“
pδkF ˝ P qL

‰˚
P I

´´
pbk,s

π F
¯˚

;
´
pbmk,s

π E
¯˚¯

.

Do Lema 2.18 decorre que ∆1
kP P IpPpkF q; PpmkEqq, isto é P P ∆1

kIpmE;F q. ✷

Como consequência quase imediata temos o seguinte resultado para o ideal K

dos operadores lineares compactos e para o ideal PK dos polinômios homogêneos compactos.
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Corolário 3.39. PK Ď ∆1
kK para todo k P N.

Demonstração. Segue do fato de K ser um ideal de operadores completamente simétrico

(Teorema de Schauder) e s-tensorstable [18, Example 3.6], do Corolário 1.50 e da Proposição

3.38. ✷

Em forte contraste com o que mostramos para o ideal dos operadores fracamente

compactos no Exemplo 3.31, no caso dos operadores compactos vale o seguinte:

Corolário 3.40.
`
∆1
kK

˘
1

“ K para todo k P N.

Demonstração. Sejam k P N e E e F espaços de Banach. Do Corolário 3.30 temos

∆1
kKpE;F q Ď KdualpE;F q “ KpE;F q. A inclusão inversa segue da Proposição 3.38 e do já

mencionado fato de PK ser um ideal bilateral [18, Example 3.6]. ✷

O Corolário acima, na verdade, vale em um contexto mais geral, que pode ser

demonstrado como no corolário anterior ou usando resultados anteriores:

Corolário 3.41. Se I é um ideal de operadores, completamente simétrico e tal que I ˝ P

é um ideal bilateral de polinômios, então I “
`
∆1
kI
˘

1
para todo k ě 2.

Demonstração. O resultado segue de uma combinação da Proposição 3.35 com [18,

Theorem 5.3]. ✷

A seguir mostramos uma relação do ideal dos operadores compactos com os

duais generalizados do ideal dos operadores fracamente compactos.

Exemplo 3.42. Vejamos que

F Ĺ K Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ
`
∆1
kW

˘
1

Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ
`
∆1

3W
˘

1
Ĺ
`
∆1

2W
˘

1
Ĺ
`
∆1

1W
˘

1
“ Wdual “ W .

Em vista do Exemplo 3.31 e do Corolário 3.40, basta provar que K Ĺ
`
∆1
kW

˘
1

para todo k. A inclusão segue do Corolário 3.40. Para ver que a inclusão é estrita para

cada k ě 1, note, num primeiro momento, que o operador idℓk`1
: ℓk`1 ÝÑ ℓk`1 não é

compacto pois ℓk`1 tem dimensão infinita. E agora, como ∆1
kidℓk`1

“ idPpkℓk`1q e Ppkℓk`1q

é reflexivo, temos ∆1
kidℓk`1

é fracamente compacta, isto é, idℓk`1
P ∆1

kWpℓk`1; ℓk`1q.

A seguir estabelecemos uma relação entre o k-dual de um hiper-ideal e seu

1-dual.

Proposição 3.43. Se Q é um hiper-ideal de polinômios, então ∆n
k pQnq Ď ∆kn

1 pQknq para

todos k, n P N
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Demonstração. Se P P ∆n
k pQnq pmE;F q, então ∆n

kP P QnpnPpkF q; PpmnkEqq. Usando

a Proposição 2.8,

∆kn
1 P “ ∆kn

1 pidF ˝ P q “ p∆n
kP q ˝

`
∆k

1idF
˘
,

e portanto, ∆kn
1 P P Q

`
knF ˚; PpmnkEq

˘
. ✷

Lema 3.44. piq Sejam v1, v2 P Lppbk,s

π E;F q. Se v1pbkxq “ v2pbkxq para todo x P E,

então v1 “ v2.

piiq Se Q P PpnE;F q e v P LpF ;Gq, então pv ˝ QqL “ v ˝ QL.

Demonstração. (i) Como v1pbkxq “ v2pbkxq para todo x P E e v1, v2 são lineares, temos

v1pzq “ v2pzq para todo z P bk,s
π E. Da continuidade de v1 e v2 e como bk,s

π E é denso em

pbk,s

π E, segue que v1 “ v2.

(ii) Para todo x P E,

pv ˝ QqLpbnxq “ pv ˝ Qqpxq “ vpQpxqq “ vpQLpbnxqq “ pv ˝ QLqpbnxq.

O resultado agora segue do item (i). ✷

Observação 3.45. Sejam I um ideal de operadores e P P PpmE;F q. De [14, Theorem

2.2] e [15, Proposition 3.2.b] segue que

P P Idual´PpmE;F q ðñ PL P Idualppbm,s

π E;F q.

Proposição 3.46. Se I é um ideal de operadores, então para todo k P N,

∆1
k

`
Idual

˘
Ď ∆k

1

`
Idual´P

˘
.

Demonstração. Podemos demonstrar esta Proposição de duas formas:

Primeira demonstração: Sejam k,m P N e P P PpmE;F q. Se P P ∆1
k

`
Idual

˘
pmE;F q, então

por definição ∆1
kP P IdualpPpkF q; PpmkEqq. Por outro lado, da Proposição 2.8, sabemos

que
`
∆1
kP

˘
˝
`
∆k

1idF
˘

“ ∆k
1P , logo

“`
∆1
kP

˘
˝
`
∆k

1idF
˘‰
L

“
`
∆k

1P
˘
L
. Usando o Lema 3.44

temos ∆1
kP ˝

`
∆k

1idF
˘
L

“
`
∆k

1P
˘
L
, e portanto

`
∆k

1P
˘
L

P Idualppbk,s

π F ˚; PpmkEqq. Pela

Observação 3.45 temos ∆k
1P P Idual´PpkF ˚; PpmkEqq, isto é P P ∆k

1

`
Idual´P

˘
pmE;F q.

Segunda demonstração: Combinando [43, Teorema 3.4.5] com [14, Theorem

2.2] segue que Idual´P “ Idual ˝ P é um hiper-ideal de polinômios. O resultado agora segue

da Proposição 3.43. ✷
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3.5 Germes de composição

Seguindo uma das linhas clássicas da teoria, que vem desde o artigo seminal de

A. Pietsch [36], definiremos e estudaremos os germes de composição, que serão definidos

da mesma forma que se faz com os ideais (veja Definição 1.46). Uma aplicação aos duais

generalizados de um ideal de operadores será obtida.

Proposição 3.47. Sejam G um germe de ideal de operadores e P P PpmE;F q. Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

piq Existem um espaço de Banach G, um polinômio Q P PpmE;Gq e um operador

u P GpG;F q tais que P “ u ˝ Q.

piiq PL P Gppbm,s

π E;F q.

Demonstração. Suponhamos que existam um espaço de Banach G, um polinômio Q P

PpmE;Gq e um operador linear u P GpG;F q tais que P “ u ˝ Q. Pelo Lema 3.44,

PL “ pu ˝ QqL “ u ˝ QL P Gppbm,s

π E;F q.

Reciprocamente, suponhamos que PL P Gppbm,s

π E;F q. O resultado segue da igualdade

P “ PL ˝ δmE . ✷

Definição 3.48. Dados um germe de ideal de operadores G e um polinomio P P PpmE;F q,

dizemos que P P G˝PpmE;F q se P satisfaz as condições equivalentes da proposição anterior.

Proposição 3.49. Se G é um germe de ideal de operadores, então G ˝ P é um germe de

hiper-ideal de polinômios.

Demonstração. Provemos primeiramente que Pf pmE;F q Ď G ˝ PpmE;F q. Para isso

seja P “
nÿ

j“1

ϕmj b bj P Pf pmE;F q, onde ϕj P E˚ e bj P F . Consideremos o polinômio

m-homogêneo cont́ınuo

Q : E ÝÑ K
n , Qpxq “ pϕm1 pxq, . . . , ϕmn pxqq,

e o operador linear cont́ınuo

u : Kn ÝÑ F , upα1, . . . , αnq “
nÿ

j“1

αjbj.

Para todo x P E,

pu ˝ Qqpxq “ upQpxqq “ upϕm1 pxq, . . . , ϕmn pxqq “
nÿ

j“1

ϕmj pxqbj “ P pxq.
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Note que u P GpG;F q pois u tem posto finito.

Provemos agora a propriedade de hiper-ideal. Sejam P P G ˝ PpmE;F q, R P

PpnH;Eq e t P LpF ;H1q. Como P P G ˝ PpmE;F q, temos P “ u ˝Q onde G é um espaço

de Banach, u P GpG;F q e Q P PpmE;Gq. De

t ˝ P ˝ R “ t ˝ pu ˝ Qq ˝ R “ pt ˝ uq ˝ pQ ˝ Rq

e como t ˝ u P GpG;H1q, segue que t ˝ P ˝ R P G ˝ PpmnH;H1q. ✷

No caso dos germes de ideais de operadores que são duais generalizados de um

ideal, temos o seguinte resultado.

Proposição 3.50. Se I é um ideal de operadores, então
`
∆1
kI
˘

1
˝ P Ď ∆1

kI para todo

k P N.

Demonstração. Sejam k P N e P P PpmE;F q. Usando as igualdades P “ PL ˝ δmE e

∆1
kP “ ∆1

kδ
m
E ˝ ∆1

kpPLq, temos

P P
`
∆1
kI
˘

1
˝ PpmE;F q ô PL P ∆1

kIppbm,s

π E;F q

ô ∆1
kpPLq P I

`
PpkF q; Ppkpbm,s

π Eq
˘

ñ ∆1
kP P I

`
PpkF q; PpmkEq

˘

ô P P ∆1
kIpmE;F q.

✷
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CAPÍTULO 4

GERMES DE IDEAIS FECHADOS,

INJETIVOS E SOBREJETIVOS

Na teoria de ideais é comum considerar ideais com propriedades especiais, por

exemplo ideais regulares, fechados, simétricos, injetivos, sobrejetivos, minimais e maximais

(veja [20, 35]). Neste caṕıtulo iniciamos a teoria de germes de ideais com propriedades

especiais, a saber, estudaremos germes fechados, injetivos e sobrejetivos.

Entre outras coisas, mostramos, no caso de germes fechados, que o k-dual de

um ideal de polinômios fechado é um germe fechado. Para o caso de germes injetivos e

sobrejetivos, estabelecemos sua relação com o ideal gerado e com as envoltórias injetivas e

sobrejetivas. No caso de germes injetivos de polinômios, estabelecemos uma equivalência

com o que chamamos de propriedade da dominação polinomial, que generaliza uma

equivalência conhecida no caso linear.

4.1 Germes de ideais fechados

Começamos com a definição no caso linear.

Definição 4.1. Um germe de ideal de operadores G é fechado se para quaisquer espaços

de Banach E e F , a componente GpE;F q é um subconjunto fechado de LpE;F q com a

norma usual de operadores.

E para o caso polinomial:
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Definição 4.2. Um germe de ideal de polinômios (respectivamente, germe de hiper-ideal,

germe de ideal bilateral de polinômios) G é fechado se para qualquer m P N e quaisquer

espaços de Banach E e F , a componente GpmE;F q é um subconjunto fechado de PpmE;F q

com a norma usual de polinômios.

Para provar o primeiro resultado sobre o fecho de um germe precisamos do

seguinte lema técnico.

Lema 4.3. Sejam E, F , G, H espaços de Banach, m, n, r P N, R P PprF ;Hq e

Q P PpnG;Eq. Então a aplicação

SRQ : PpmE;F q ÝÑ PpmnrG;Hq , SRQpP q “ R ˝ P ˝ Q,

é um polinômio r-homogêneo cont́ınuo.

Demonstração. A aplicação SRQ é bem definida pois a composição de polinômios homo-

gêneos é um polinômio homogêneo. A r-homogeneidade se nota na igualdade

SRQpλP q “ R ˝ pλP q ˝ Q “ λrpR ˝ P ˝ Qq.

É fácil verificar que

ApP1, . . . , Prqpxq “ ŘpP1pQpxqq, . . . , PrpQpxqqq,

é um operador r-linear cont́ınuo que gera SRQ. ✷

Definição 4.4. (i) Dados um germe de ideal de operadores G e espaços de Banach E e

F , definimos

GpE;F q :“ GpE;F q,

onde o fecho é tomado em relação a norma usual de operadores.

(ii) Dados um germe de ideal de polinômios (respectivamente, germe de hiper-ideal de

polinômios, germe de ideal bilateral de polinômios) G, m P N e espaços de Banach E

e F , definimos

GpmE;F q :“ GpmE;F q,

onde o fecho é tomado em relação a norma usual de polinômios.

A seguir mostramos, como esperado, que o fecho de um germe de ideal é um

germe fechado de ideal.

Proposição 4.5. Se G é um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal

de polinômios, germe de hiper-ideal de polinômios, germe de ideal bilateral de polinômios),

então G é um germe fechado de ideal de operadores (respectivamente, germe fechado de

ideal de polinômios, germe fechado de hiper-ideal de polinômios, germe fechado de ideal

bilateral de polinômios).
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Demonstração. É suficiente provar o caso em que G é um germe de ideal bilateral de

polinômios.

É claro que G contém os polinômios de tipo finito, pois Pf Ď G Ď G.

Sejam m,n, r P N, P P GpmE;F q, Q P PpnG;Eq e R P PprF ;Hq. Como

P P GpmE;F q, existe uma sequência pPnqn em GpmE;F q tal que Pn ÝÑ P na norma usual

de PpmE;F q. Logo R ˝ Pn ˝ Q P GpmnrG;Hq para cada n e usando a continuidade do

operador SRQ do Lema 4.3 conclúımos que

R ˝ Pn ˝ Q “ SRQpPnq ÝÑ SRQpP q “ R ˝ P ˝ Q

na norma usual de PpmnrE;F q. Portanto, R ˝ P ˝ Q P GprmnG;Hq. ✷

A seguir, mostramos uma condição suficiente para que o k-dual de um ideal de

polinômios seja fechado.

Proposição 4.6. Se Qn é um ideal fechado de polinômios n-homogêneos, então, ∆n
kQn é

um germe fechado de hiper-ideal de polinômios para todo k P N.

Demonstração. Dado k P N, da Proposição 3.22 segue que ∆n
kQn é um germe de

hiper-ideal de polinômios. Dados m P N e E e F espaços de Banach, mostraremos a

seguir que ∆n
kQnpmE;F q é fechado em PpmE;F q. Para isso, seja pPjqj uma sequência em

∆n
kQnpmE;F q tal que Pj ÝÑ P na norma usual de PpmE;F q. Logo

∆n
kPj P QpnPpkF q; PpmnkEqq para todo j.

Da continuidade do polinômio ∆n
k (Proposição 2.3(ii)) segue que ∆n

kPj ÝÑ ∆n
kP na norma

usual. Como o ideal Qn é fechado, conclúımos que ∆n
kP P QnpnPpkF q; PpmnkEqq. ✷

4.2 Germes sobrejetivos

Seguindo a linha do que é feito no caso de ideais de operadores lineares em

[20, 35] e no caso de ideais de polinômios homogêneos em [10] e [35], definimos e estudamos

nesta seção os germes sobrejetivos de ideais. Tanto para os germes sobrejetivos de ideais

de operadores como para germes sobrejetivos de ideais de polinômios, estudamos suas

envoltórias sobrejetivas e por meio destas caracterizamos os operadores/polinômios que

pertencem aos ideais.

Começamos definindo o que é um germe sobrejetivo de ideal de operadores.

Definição 4.7. Dizemos que um germe de operadores lineares G é sobrejetivo se dados

um operador u P LpE;F q e uma sobrejeção métrica s : H ։ E tais que u ˝ s P GpH;F q,

tem-se u P GpE;F q.
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Para o caso polinomial, temos:

Definição 4.8. Dizemos que um germe de ideal de polinômios (respectivamente, um germe

de hiper-ideal de polinômios, um germe de ideal bilateral de polinômios) G é sobrejetivo

se dados um polinômio P P PpmE;F q e uma sobrejeção métrica s : G ։ E tais que

P ˝ s P GpmG;F q, tem-se P P GpmE;F q.

Exemplo 4.9. Todo ideal (de operadores ou de polinômios) sobrejetivo é um germe

de ideal (de operadores ou de polinômios) sobrejetivo. Listas de ideais de operadores

sobrejetivos podem ser encontradas em [21, 1.20] e [35, Proposition 4.7.12]. Em [10]

encontramos vários exemplos de ideais de polinômios sobrejetivos, por exemplo o ideal

bilateral PF dos polinômios homogêneos de posto finito é sobrejetivo [10, Example 2.6].

Com o objetivo de caracterizar os germes de ideais sobrejetivos, introduzimos e

estudamos a seguir a envoltória sobrejetiva de um germe de ideal (tanto no caso linear

como no caso polinomial).

Proposição 4.10. piq Seja G um germe de ideal de operadores. Então existe um único

menor germe sobrejetivo de ideal de operadores Gsur que contém G. Se QE denota a

sobrejeção canônica ℓ1pBEq ։ E, então para cada u P LpE;F q,

u P GsurpE;F q ðñ u ˝ QE P Gpℓ1pBEq;F q.

piiq Seja G um germe de ideal de polinômios. Então existe um único menor germe sobrejetivo

de ideal de polinômios Gsur que contém G. Se QE denota a sobrejeção canônica ℓ1pBEq ։ E,

então para cada P P PpmE;F q,

P P GsurpmE;F q ðñ P ˝ QE P Gpmℓ1pBEq;F q.

O germe Gsur é chamado de envoltória sobrejetiva do germe G.

Demonstração. É claro que basta provar (ii). Para isso, dados m, E e F , definimos

GsurpmE;F q “ tP P PpmE;F q : P ˝ QE P Gu .

Vejamos que Gsur é um germe sobrejetivo de ideal de polinômios e G Ď Gsur.

A continência G Ď Gsur decorre da propriedade de ideal de G. E dela segue que

Gsur contém os polinômios de tipo finito, pois o próprio germe G contém esses polinômios.

Provemos agora a propriedade de ideal. Sejam u P LpE;F q, P P GsurpmF ;Gq

e t P LpG;Hq. Como P P GsurpmF ;Gq, temos P ˝ QF P Gpmℓ1pBF q;Gq. Usando que

ℓ1pBEq tem a propriedade do levantamento [35, Proposition C.3.6], existe um operador
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s P Lpℓ1pBEq; ℓ1pBF qq tal que u ˝ QE “ QF ˝ s.

ℓ1pBEq
s

))

QE // E
u // F

P // G
t // H

ℓ1pBF q

QF

OO

Assim, t ˝ P ˝ u ˝ QE “ t ˝ pP ˝ QF q ˝ s P Gpmℓ1pBEq;Hq pois P ˝ QF P Gpmℓ1pBF q;Gq.

Provemos que Gsur é sobrejetivo. Sejam P P PpmE;F q e j : G ։ E uma

sobrejeção métrica tais que P ˝ j P GsurpmG;F q. Usando novamente a propriedade do

levantamento de ℓ1pBEq, existe um operador s P Lpℓ1pBEq; ℓ1pBGqq tal que QE “ j ˝QG ˝s.

G
j // // E

P // F

ℓ1pBGq

QG

OOOO

ℓ1pBEqsoo

QE

OOOO

Portanto, P ˝QE “ P ˝ j ˝QG ˝ s P Gpmℓ1pBEq;F q pois P ˝ j P GsurpmG;F q. Isso mostra

que P P GsurpmE;F q.

Vejamos agora que se G1 é um germe sobrejetivo de ideal polinômios tal que

G Ď G1, então Gsur Ď G1. De fato, se P P GsurpmE;F q, então P ˝ QE P Gpmℓ1pBEq;F q Ď

G1pmℓ1pBEq;F q, e portanto P ˝ QE P G1pmℓ1pBEq;F q. Como G1 é sobrejetivo, segue que

P P G1pmE;F q.

Por fim, provemos que Gsur é o único germe com as propriedades acima. Com

efeito, suponhamos que exista um outro menor germe sobrejetivo de ideal de polinômios

G1 tal que G Ď G1. Como Gsur também é um germe sobrejetivo que contém G, segue da

minimalidade de G1 que G1 Ď Gsur. E da minimalidade de Gsur segue que Gsur Ď G1. ✷

Proposição 4.11. Seja G um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de

ideal de polinômios). Então:

piq G é sobrejetivo se, e somente se, Gsur “ G.

piiq spantGu Ď spantGsuru Ď pspantGuqsur.

piiiq Se spantGu é sobrejetivo, então spantGu “ spantGsuru.

Demonstração. (i) Suponhamos que G seja sobrejetivo. Já sabemos que G Ď Gsur. Para

a inclusão inversa, se P P GsurpmE;F q, então P ˝ QE P Gpmℓ1pBEq;F q. Mas como G é

sobrejetivo, segue que P P G. A rećıproca é óbvia.
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(ii) Como G Ď Gsur, temos spantGu Ď spantGsuru. Para a outra inclusão, se

P P spantGsurupmE;F q, então P “
kÿ

j“1

αjPj , onde k P N, αj P K e Pj P GsurpmE;F q. Logo

P ˝ QE “

˜
kÿ

j“1

αjPj

¸
˝ QE “

kÿ

j“1

αjpPj ˝ QEq P spantGpmℓ1pBEq;F qu,

pois cada Pj ˝ QE P Gpmℓ1pBEq;F q. Portanto P P pspantGuqsur pmE;F q.

O item (iii) Segue do item (ii). ✷

Mostramos na proposição a seguir que a envoltória sobrejetiva satisfaz as

propriedades que se espera de uma envoltória.

Proposição 4.12. Na classe dos germes de ideais de operadores (respectivamente, germes

de ideais de polinômios), a correspondência

sur : G ÝÑ Gsur

é um procedimento de envoltória no sentido que:

piq Se G é um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal de polinô-

mios), então Gsur é um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de

ideal de polinômios).

piiq Se G e R são germes de ideal de operadores (respectivamente, germes de ideal de

polinômios) tais que G Ď R, então Gsur Ď Rsur.

piiiq pGsurqsur “ Gsur para todo G germe de ideal de operadores (respectivamente, germe

de ideal de polinômios).

pivq G Ď Gsur para todo G germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal

de polinômios).

Demonstração. Basta mostrar o caso em que G, R são germes de ideal de polinômios.

Os itens (i) e (iv) foram provados na Proposição 4.10.

(ii) Se P P GsurpmE;F q, então P ˝ QE P Gpmℓ1pBEq;F q Ď Rpmℓ1pBEq;F q,

donde segue que P P RsurpmE;F q.

(iii) Lembrando que Gsur é um germe sobrejetivo de ideal de polinômios, o

resultado segue da Proposição 4.11(i). ✷

Não desenvolveremos a teoria de ideais normados sobrejetivos de polinômios

pois isso já foi feito em [10].
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4.3 Germes de ideais injetivos

Tendo como referência a definição clássica de ideais de operadores injetivos

(veja [20, 35]), definiremos e estudaremos os germes de ideais injetivos, tanto no caso linear

como no caso polinomial. Em ambos os casos estudaremos a envoltória injetiva desses

germes que, como esperado, estabelece uma caracterização dos operadores/polinômios que

pertencem ao germe. Estabeleceremos também uma caracterização de germes injetivos

por meio de uma propriedade de dominação, que generaliza a conhecida caracterização de

ideal de operadores injetivo por meio da propriedade de dominação.

Definição 4.13. Dizemos que um germe de operadores lineares G é injetivo se dados um

operador u P LpE;F q e uma injeção métrica j : F ãÑ H tais que j ˝ u P GpE;Hq, tem-se

u P GpE;F q.

Analogamente, para o caso polinomial definimos:

Definição 4.14. Dizemos que um germe de ideal de polinômios (respectivamente, um

germe de hiper-ideal de polinômios, um germe de ideal bilateral de polinômios) G é

injetivo se dados um polinômio P P PpmE;F q e uma injeção métrica j : F ãÑ G tais que

j ˝ P P GpmE;Gq, tem-se P P GpmE;F q.

Exemplo 4.15. É claro que todo ideal injetivo de operadores/polinômios é um germe de

ideal de operadores/polinômios injetivo. Listas de ideais de operadores injetivos podem ser

encontradas em [21, 1.20] e [35, Proposition 4.6.12]. De [18, Example 3.6] sabemos que a

classe PK dos polinômios compactos é um ideal bilateral de polinômios. Mostraremos na

Proposição 4.23 que PK é injetivo.

A seguir caracterizamos os germes injetivos de ideais de operadores, de ideais e

de hiper-ideais de polinômios usando a envoltória injetiva.

Proposição 4.16. piq Seja G um germe de ideal operadores. Então existe um único

menor germe injetivo de operadores Ginj que contém G. Se IF denota a injeção

canônica F ãÑ ℓ8pBF˚q, então para u P LpE;F q,

u P GinjpE;F q ðñ IF ˝ u P GpE; ℓ8pBF˚qq.

piiq Seja G um germe de ideal de polinômios (respectivamente, germe de hiper-ideal de

polinômios). Então existe um único menor germe injetivo de ideal de polinômios

(respectivamente, germe de hiper-ideal de polinômios) Ginj que contém G. Se IF

denota a injeção canônica F ãÑ ℓ8pBF˚q, então para P P PpmE;F q,

P P GinjpmE;F q ô IF ˝ P P GpmE; ℓ8pBF˚qq.
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O germe Ginj é chamado de envoltória injetiva do germe G.

Demonstração. Basta mostrar piiq no caso em que G é um germe de hiper-ideal de

polinômios. Neste caso definimos, para m P N e espaços de Banach E e F ,

GinjpmE;F q “ tP P PpmE;F q : IF ˝ P P GpmE; ℓ8pBF˚qqu .

Vejamos que Ginj é um germe de hiper-ideal de polinômios injetivo e G Ď Ginj.

A inclusão G Ď Ginj segue da propriedade de ideal de G, e dela segue que Ginj contém os

polinômios de tipo finito, pois o próprio G contém esses polinômios.

Provemos a propriedade de ideal. Sejam Q P PpnE;F q, P P GinjpmF ;Gq e

t P LpG;Hq. Como P P GinjpmF ;Gq, então IG ˝ P P G. Aplicando a propriedade de

extensão de ℓ8pBH˚q [35, Proposition C.3.2] para o operador IH ˝ t, existe um operador

s P Lpℓ8pBG˚q; ℓ8pBH˚qq tal que IH ˝ t “ s ˝ IG.

E
Q // F

p // G
t //

IG
��

H
IH// ℓ8pBH˚q

ℓ8pBG˚q

s
55

Portanto

IH ˝ t ˝ P ˝ Q “ ps ˝ IGq ˝ P ˝ Q “ s ˝ pIG ˝ P q ˝ Q P GpmnE; ℓ8pBH˚qq.

Isso prova que t ˝ P ˝ Q P GinjpmnE;Hq.

Vejamos que o germe Ginj é injetivo. Sejam I : F ãÑ G uma injeção métrica

e Q P PpmE;F q tais que I ˝ Q P GinjpmE;Gq. Usando uma vez mais a propriedade de

extensão de ℓ8pBF˚q, como IG ˝ I é uma injeção métrica, existe T P Lpℓ8pBG˚q; ℓ8pBF˚qq

tal que IF “ T ˝ IG ˝ I.

E
Q // F� _

IF
��

I // G� _

IG
��

ℓ8pBF˚q ℓ8pBG˚qToo

Portanto IF ˝ Q “ T ˝ IG ˝ I ˝ Q P GpmE; ℓ8pBF˚qq, ou seja, Q P GinjpmE;F q.

Provemos agora a minimalidade. Seja R é um germe injetivo de hiper-ideal

de polinômios tal que G Ď R. Se P P GinjpmE;F q, então IF ˝ P P GpmE; ℓ8pBF˚qq Ď

RpmE; ℓ8pBF˚qq, portanto IF ˝ P P RpmE; ℓ8pBF˚qq. Mas como R é injetivo, temos

P P RpmE;F q, provando que Ginj Ď R.

Finalmente vejamos a unicidade de Ginj. Suponhamos que exista um outro

menor germe injetivo de hiper-ideal de polinômios R tal que G Ď R. Pela minimalidade de

R temos R Ď Ginj, e pela minimalidade de Ginj temos Ginj Ď R. Portanto R “ Ginj. ✷
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Proposição 4.17. Seja G um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de

ideal de polinômios, germe de hiper-ideal de polinômios). Então:

piq G é injetivo se, e somente se, Ginj “ G.

piiq spantGu Ď spantGinju Ď pspantGuqinj.

piiiq Se spantGu é injetivo, então spantGu “ spantGinju.

Demonstração. Basta mostrar o caso em que G é um germe de hiper-ideal de polinômios.

(i) Suponhamos que G seja injetivo. Sabemos que G Ď Ginj, e por outro lado, se

P P GinjpmE;F q, IF ˝ P P GpmE; ℓ8pBF˚qq. Logo P P GpmE;F q pois G é injetivo. Segue

que Ginj “ G. A rećıproca é óbvia.

(ii) Como G Ď Ginj, então spantGu Ď spantGinju. Agora se P P spantGinjupmE;F q,

então P “
kÿ

j“1

αjPj, onde k P N, αj P K, Pj P GinjpmE;F q. Logo

IF ˝ P “ IF ˝

˜
kÿ

j“1

αjPj

¸
“

kÿ

j“1

αjpIF ˝ Pjq P spantGupmE; ℓ8pBF˚qq,

pois que cada IF ˝ Pj P GpmE; ℓ8pBF˚qq. Portanto P P pspantGuqinj pmE;F q.

O item (iii) segue do item (ii). ✷

Mostramos na proposição seguinte que a envoltória injetiva tem o comporta-

mento esperado de uma envoltória.

Proposição 4.18. Na classe dos germes de ideais de operadores (respectivamente, germes

de ideais de polinômios, germes de hiper-ideais de polinômios), a regra

inj : G ÝÑ Ginj

é um procedimento de envoltória no sentido que:

paq Se G é um germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal de po-

linômios, germe de hiper-ideal de polinômios), então Ginj é um germe de ideal de

operadores (respectivamente, germe de ideal de polinômios, germe de hiper-ideal de

polinômios).

pbq Se G, R são germes de ideal de operadores (respectivamente, germes de ideal de

polinômios, germes de hiper-ideal de polinômios) tais que G Ď R, então Ginj Ď Rinj.

pcq pGinjqinj “ Ginj para todo G germe de ideal de operadores (respectivamente, germe

de ideal de polinômios, germe de hiper-ideal de polinômios).
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pdq G Ď Ginj para todo G germe de ideal de operadores (respectivamente, germe de ideal

de polinômios, germe de hiper-ideal de polinômios).

Demonstração. Basta mostrar o caso em que G e R são germes de hiper-ideal de

polinômios. Os itens (a) e (d) foram provados na Proposição 4.16.

(b) Se P P GinjpmE;F q, então IF ˝ P P GpmE; ℓ8pBF˚qq Ď RpmE; ℓ8pBF˚qq,

portanto P P RinjpmE;F q.

(c) Lembrando que Ginj é um germe injetivo de hiper-ideal de polinômios, da

Proposição 4.17(i) segue que
`
Ginj

˘inj
“ Ginj. ✷

Ao contrário dos ideais normados sobrejetivos de polinômios, que foram es-

tudados em [10], os ideais normados injetivos de polinômios ainda não foram tratados

na literatura. Como necessitaremos disso no Caṕıtulo 5, estudaremos os ideais normados

injetivos de polinômios agora.

Definição 4.19. Dizemos que um ideal normado de polinômios (respectivamente, um

hiper-ideal normado de polinômios, um ideal bilateral normado de polinômios) pQ, } ¨ }Qq é

injetivo se dados P P PpmE;F q e uma injeção métrica j : F ãÑ G tais que j˝P P QpmE;Gq,

tem-se P P QpmE;F q e }P }Q “ }j ˝ P }Q.

Proposição 4.20. Seja pQ, } ¨ }Qq um ideal normado de polinômios (respectivamente,

hiper-ideal normado de polinômios). Então existe um único menor ideal normado injetivo

de polinômios (respectivamente, hiper-ideal normado injetivo de polinômios) pQinj, } ¨ }Qinjq

que contém Q e } ¨ }Qinj ď } ¨ }Q. Se IF denota a injeção canônica F ãÑ ℓ8pBF˚q, então

para P P PpmE;F q,

P P Qinj ðñ IF ˝ P P Q e }P }Qinj :“ }IF ˝ P }Q.

Mais ainda,
`
Qinj, } ¨ }Qinj

˘
é um ideal de Banach de polinômios (respectivamente, hiper-

ideal de Banach de polinômios) se o ideal pQ, } ¨ }Qq for de Banach.

Demonstração. Basta mostrar o caso em que pQ, } ¨ }Qq é um hiper-ideal normado de

polinômios. Definimos

QinjpmE;F q “ tP P PpmE;F q|IF ˝ P P Qu e }P }Qinj :“ }IF ˝ P }Q.

A inclusão Q Ď Qinj e a desigualdade de normas segue da propriedade de ideal

de Q.

Provemos que
`
Qinj, } ¨ }Qinj

˘
é um ideal normado e injetivo.

É fácil ver que QinjpmE;F q é um subespaço vetorial de PpmE;F q e que contém

os polinômios de tipo finito, pois PF Ď Q Ď Qinj.
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Para verificar a propriedade de hiper-ideal, sejamQ P PpnE;F q, P P QinjpmF ;Gq

e t P LpG;Hq. Como P P QinjpmF ;Gq, então IG ˝ P P Q. Como como IG é uma injeção

métrica, aplicando a propriedade de extensão de ℓ8pBH˚q para o operador IH ˝ t, existe

um operador s P Lpℓ8pBG˚q; ℓ8pBH˚qq tal que IH ˝ t “ s ˝ IG e }s} “ }IH ˝ t}.

E
Q // F

P // G
t //

IG
��

H
IH// ℓ8pBH˚q

ℓ8pBG˚q

s
55

Portanto

IH ˝ t ˝ P ˝ Q “ ps ˝ IGq ˝ P ˝ Q “ s ˝ pIG ˝ P q ˝ Q P QpmnE; ℓ8pBH˚qq,

isto é, t ˝ P ˝ Q P QinjpmnE;Hq e

}t ˝ P ˝ Q}Qinj “ }IH ˝ t ˝ P ˝ Q}Q “ }s ˝ IG ˝ P ˝ Q}Q ď }s} ¨ }IG ˝ P }Q ¨ }Q}m

“ }IH ˝ t} ¨ }IG ˝ P }Q ¨ }Q}m ď }t} ¨ }P }Qinj ¨ }Q}m.

Quanto aos axiomas de norma, é claro que } ¨ }Qinj ě 0 e }0}Qinj “ 0, e é fácil

verificar que }λP }Qinj “ |λ| ¨ }P }Qinj .

Suponhamos que }P }Qinj “ 0. Neste caso, }IF ˝ P }Q “ 0, e da desigualdade

}IF ˝ P } ď }IF ˝ P }Q segue que }IF ˝ P } “ 0. Logo

0 “ sup
}x}ď1

}pIF ˝ P qpxq} “ sup
}x}ď1

}IF pP pxqq} “ sup
}x}ď1

}P pxq} “ }P },

donde conclúımos que P “ 0.

Para a desigualdade triangular, para todos P,Q P QinjpmE;F q,

}P ` Q}Qinj “ }IF ˝ pP ` Qq}Q “ }IF ˝ P ` IF ˝ Q}Q

ď }IF ˝ P }Q ` }IF ˝ Q}Q “ }P }Qinj ` }Q}Qinj .

Vejamos que }pidKqm}Qinj “ 1:

1 “ }pidKqm} “ }IK ˝ pidKqm} ď }IK ˝ pidKqm}Q “ }pidKqm}Qinj

“ }IK ˝ pidKqm}Q ď }IK} ¨ }pidKqm}Q “ 1.

Para comprovar a injetividade, sejam I : F ãÑ G uma injeção métrica e Q P

PpmE;F q tais que I ˝Q P QinjpmE;Gq. Como IG ˝I é uma injeção métrica, da propriedade

de extensão de ℓ8pBF˚q existe um operador T P Lpℓ8pBG˚q; ℓ8pBF˚qq tal que IF “ T ˝IG˝I

e }T } “ }IF } “ 1.

E
Q // F� _

IF
��

I // G� _

IG
��

ℓ8pBF˚q ℓ8pBG˚qToo
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Portanto, IF ˝ Q “ T ˝ IG ˝ I ˝ Q P QpmE; ℓ8pBF˚qq, o que prova que Q P QinjpmE;F q.

Mais ainda,

}Q}Qinj “ }IF ˝ Q}Q “ }T ˝ IG ˝ I ˝ Q}Q ď }T } ¨ }IG ˝ I ˝ Q}Q

“ }I ˝ Q}Qinj ď }I} ¨ }Q}Qinj ,

provando que }Q}Qinj “ }I ˝ Q}Qinj .

A minimalidade e a unicidade de Qinj seguem da mesma forma que fizemos em

demonstrações anteriores.

Finalmente, provemos que se pQ, } ¨ }Qq é um ideal de Banach, então
`
Qinj, } ¨ }Qinj

˘

também é de Banach. Dados E e F espaços de Banach, provemos que
`
QinjpmE;F q, } ¨ }Qinj

˘

é um espaço de Banach. Para isso seja pPnqn Ă QinjpmE;F q tal que
8ÿ

n“1

}Pn}Qinj ă 8. Como

}Pn} ď }Pn}Qinj para todo n, temos
8ÿ

n“1

}Pn} ď
8ÿ

n“1

}Pn}Qinj ă 8. Do fato de PpmE;F q ser

um espaço de Banach existe um polinômio P P PpmE;F q tal que P “
8ÿ

n“1

Pn na norma de

PpmE;F q. Por outro lado, como cada Pn P QinjpmE;F q, temos IF ˝Pn P QpmE; ℓ8pBF˚qq

para todo n, dáı
8ÿ

n“1

}IF ˝ Pn}Q “
8ÿ

n“1

}Pn}Qinj ă 8.

Do fato de pQ, } ¨ }Qq ser um ideal Banach, existe Q P QpmE; ℓ8pBF˚qq tal que

8ÿ

n“1

pIF ˝ Pnq “ Q (4.1)

na norma de QpmE; ℓ8pBF˚qq. A desigualdade } ¨ } ď } ¨ }Q implica que
8ÿ

n“1

pIF ˝ Pnq “ Q

na norma usual de PpmE; ℓ8pBF˚qq. Para todo k,
›››››IF ˝ P ´

kÿ

n“1

pIF ˝ Pnq

››››› “

›››››IF ˝ pP ´
kÿ

n“1

Pnq

››››› ď }IF } ¨

›››››pP ´
kÿ

n“1

Pnq

››››› ,

e portanto

lim
kÑ8

›››››IF ˝ P ´
kÿ

n“1

pIF ˝ Pnq

››››› ď }IF } ¨ lim
kÑ8

›››››P ´
kÿ

n“1

Pn

››››› ,

o que prova que Q “
8ÿ

n“1

pIF ˝ Pnq “ IF ˝ P , e assim P P QinjpmE;F q. De (4.1) temos

8ÿ

n“1

pIF ˝ Pnq “ IF ˝ P na norma de QpmE; ℓ8pBF˚qq, isto é,

0 “ lim
kÑ8

›››››IF ˝ P ´
kÿ

n“1

pIF ˝ Pnq

›››››
Q

“ lim
kÑ8

›››››IF ˝

˜
P ´

kÿ

n“1

Pn

¸›››››
Q

“ lim
kÑ8

›››››P ´
kÿ

n“1

Pn

›››››
Qinj

.
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Isso prova que a série
8ÿ

n“1

Pn é convergente na norma } ¨ }Qinj . ✷

Proposição 4.21. piq Um ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal de polinô-

mios) Q é injetivo se, e somente se, Q “ Qinj.

piiq Um ideal normado de polinômios (respectivamente, hiper-ideal normado de polinô-

mios) pQ, } ¨ }Qq é injetivo se, e somente se, Q “ Qinj e } ¨ }Q “ } ¨ }Qinj .

Demonstração. Basta mostrar piiq no caso em que pQ, } ¨ }Qq é um hiper-ideal normado

de polinômios. Suponhamos que o ideal seja injetivo. Já sabemos que Q Ď Qinj. Agora, se

P P QinjpmE;F q, temos IF ˝ P P QpmE; ℓ8pBF˚qq. E como IF é uma injeção métrica e o

ideal é injetivo, segue que P P QpmE;F q e }P }Q “ }IF ˝ P }Q “ }P }Qinj .

A rećıproca segue da Proposição 4.20. ✷

Proposição 4.22. p1q Na classe dos ideais de polinômios (respectivamente, hiper-ideais

de polinômios), a regra

inj : Q ÝÑ Qinj

é um procedimento de envoltória no sentido que:

paq Se Q é um ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal de polinômios),

então Qinj é um ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal de polinômios).

pbq Se Q, R são ideais de polinômios (respectivamente, hiper-ideais de polinômios)

tais que Q Ď R, então Qinj Ď Rinj.

pcq pQinjqinj “ Qinj para todo Q ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal

de polinômios).

pdq Q Ď Qinj para todo Q ideal de polinômios (respectivamente, hiper-ideal de

polinômios).

p2q Na classe dos ideais normados de polinômios (respectivamente, hiper-ideais normados

de polinômios), a regra

inj : pQ, } ¨ }Qq ÝÑ
`
Qinj, } ¨ }Qinj

˘

é um procedimento de envoltória no sentido que:

paq Se pQ, } ¨ }Qq é um ideal normado de polinômios (respectivamente, hiper-ideal

normado de polinômios) (Banach), então
`
Qinj, } ¨ }Qinj

˘
é um ideal normado

de polinômios (respectivamente, hiper-ideal normado de polinômios) (Banach).
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pbq Se pQ, } ¨ }Qq e pR, } ¨ }Rq são ideais normados de polinômios (respectivamente,

hiper-ideais normados de polinômios) tais que Q Ď R e } ¨ }R ď } ¨ }Q, então

Qinj Ď Rinj e } ¨ }Rinj ď } ¨ }Qinj .

pcq pQinjqinj “ Qinj e } ¨ }pQinjqinj “ } ¨ }Qinj para todo pQ, } ¨ }Qq ideal normado de

polinômios (respectivamente, hiper-ideal normado de polinômios).

pdq Q Ď Qinj e } ¨ }Qinj ď } ¨ }Q para todo pQ, } ¨ }Qq ideal normado de polinômios

(respectivamente, hiper-ideal normado de polinômios).

Demonstração. Basta mostrar p2q para o caso de hiper-ideal normado de polinômios.

Os itens (a) e (d) foram provados na Proposição 4.20.

(b) Se P P QinjpmE;F q, então IF ˝ P P QpmE; ℓ8pBF˚qq Ď RpmE; ℓ8pBF˚qq,

portanto P P RinjpmE;F q e

}P }Rinj “ }IF ˝ P }R ď }IF ˝ P }Q “ }P }Qinj .

(c) Lembrando que pQinj, } ¨ }Qinjq é um hiper-ideal normado injetivo de polinô-

mios, da Proposição 4.21 temos
`
Qinj

˘inj
“ Qinj e } ¨ }pQinjqinj “ } ¨ }Qinj . ✷

Proposição 4.23. Os ideais fechados dos polinômios compactos PK e dos polinômios

fracamente compactos PW são injetivos.

Demonstração. Sejam P P PpmE;F q e j : F ãÑ G uma injeção métrica tais que j ˝ P P

PKpmE;Gq. Dada uma sequência limitada pxnqnPN em E, como j˝P P PKpmE;Gq, a sequên-

cia ppj ˝ P qpxnqqnPN tem uma subsequência convergente em G, digamos ppj ˝ P qpxnkqqkPN.

Como toda sequência convergente é de Cauchy, temos

lim
k,lÑ8

}pj ˝ P qpxnkq ´ pj ˝ P qpxnlq} “ 0.

Para todos k, l P N,

}pj ˝ P qpxnkq ´ pj ˝ P qpxnlq} “ }jpP pxnkq ´ P pxnlqq} “ }P pxnkq ´ P pxnlq},

e portanto lim
k,lÑ8

}P pxnkq ´ P pxnlq} “ 0. Isso prova que P P PKpmE;F q

Agora sejam P P PpmE;F q e j : F ãÑ G uma injeção métrica tais que j ˝ P P

PWpmE;Gq. Dada uma sequência limitada pxnqnPN em E, como j ˝ P P PWpmE;Gq,

a sequência ppj ˝ P qpxnqqnPN admite uma subsequência fracamente convergente em G,

digamos pj ˝ P qpxnkq
w

ÝÑ y em G. Por ser uma injeção métrica, j é um isomorfismo

isométrico sobre sua imagem, que, por ser isomorfa ao espaço de Banach F , é um subespaço

fechado de G. Como subconjuntos convexos fechados são fracamente fechados, jpEq
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é fracamente fechado, e portanto y P jpEq. Considerando o operador linear cont́ınuo

j´1 : jpEq ÝÑ E e usando que operadores lineares cont́ınuos são w ´ w cont́ınuos, temos

P pxnkq “ j´1pjpP pxnkqq
w

ÝÑ j´1pyq,

provando que P P PWpmE;F q. ✷

Veremos no Exemplo 5.12 o resultado mais geral que garante que se I é um

ideal normado de operadores injetivo, então I ˝ P é um ideal normado de polinômios

injetivo.

4.4 A propriedade da dominação polinomial

Os ideais de operadores injetivos são caracterizados por uma propriedade que

diz que todo operador que é dominado em norma por um operador do ideal também está

no ideal. Isso aparece como exerćıcio no livro [20] e está provado em [13, Lemma 3.1].

Nesta seção tratamos deste tipo de propriedade de dominação para o caso de germes de

ideais de operadores lineares e de polinômios homogêneos.

Definição 4.24. Dizemos que um germe G de ideal de operadores lineares tem a pro-

priedade da dominação se dados u P GpE;F q e v P LpE;Gq tais que }vpxq} ď C ¨ }upxq}

para todo x P E e alguma constante C ě 0 (dependendo eventualmente de E, F , G, u, v),

então v P GpE;Gq.

Conforme dito acima, o resultado abaixo está provado em [13, Lemma 3.1] para

o caso de ideais de operadores. Repetimos a demonstração para deixar claro que também

funciona para o caso de germes.

Teorema 4.25. Um germe de ideal de operadores G é injetivo se, e somente se, G tem a

propriedade da dominação.

Demonstração. Suponhamos que G seja injetivo e sejam u P GpE;F q e v P LpE;Gq

tais que }vpxq} ď C ¨ }upxq} para todo x P E e alguma constante C ě 0. Vejamos que o

operador

W : upEq Ď F ÝÑ G , W pupxqq “ vpxq,

está bem definido. De fato,

upxq “ upyq ùñ upx ´ yq “ 0 ùñ }vpx ´ yq} ď C ¨ }upx ´ yq} “ 0 ùñ vpxq “ vpyq.

É claro que W é linear e sua continuidade segue de

}W pupxqq} “ }vpxq} ď C ¨ }upxq}.
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Existe então um único operador linear cont́ınuo W1 : upEq Ď F ÝÑ G operador linear

cont́ınuo tal que W1|upEq “ W . Denotando por i : upEq ÝÑ F o operador inclusão, temos

o seguinte diagrama:

E

v

��

u // upEq

JG˝W1

&&

W1

yy

i // F

„
W1

��
G

JG

// ℓ8pBG˚q

Como JG é a injeção métrica canônica, da propriedade de extensão de ℓ8pBG˚q existe

um operador
„

W1P LpF ; ℓ8pBG˚qq tal que JG ˝ W1 “
„

W1 ˝ i e }
„

W1 } “ }JG ˝ W1}. Como

JG ˝ W1 “
„

W1 ˝ i, temos JG ˝ W1 ˝ u “
„

W1 ˝ i ˝ u, e de

pW1 ˝ uqpxq “ W1pupxqq “ W pupxqq “ vpxq para todo x P E,

conclúımos que JG ˝ v “
„

W1 ˝ i ˝ u “
„

W1 ˝ u. Como u P GpE;F q, JG ˝ v P GpE; ℓ8pBG˚qq.

Além disso, G é injetivo e JG é uma imersão métrica, logo v P GpE;Gq. Reciprocamente,

suponhamos que G tenha a propriedade da dominação. Sejam u P LpE;F q e j : F ãÑ G

uma injeção métrica tais que j ˝ u P GpE;Gq. Para todo x P E,

}upxq} “ }jpupxqq} “ }pj ˝ uqpxq},

e como G tem a propriedade da dominação, temos u P GpE;F q. ✷

Passando para o caso polinomial, estamos interessados em uma propriedade

similar à propriedade da dominação que caracterize os germes injetivos de ideais de

polinômios. A tentativa óbvia é adaptar diretamente a propriedade da dominação para o

caso de polinômios.

Definição 4.26. Dizemos que um germe G de ideal de polinômios tem a propriedade da

dominação polinomial fraca se dados P P GpmE;F q e Q P PpmE;Gq tais que }Qpxq} ď

C ¨ }P pxq} para todo x P E e alguma constante C ě 0 (dependendo eventualmente de E,

F , G, P , Q, m), então Q P GpmE;Gq.

É fácil provar que a propriedade da dominação polinomial fraca é suficiente

para o germe ser injetivo.

Proposição 4.27. Seja G um germe de ideal de polinômios. Se G tem a propriedade da

dominação polinomial fraca, então G é injetivo.

Demonstração. Sejam P P PpmE;F q e j : F ãÑ G uma injeção métrica tais que j ˝ P P

GpmE;Gq. Para todo x P E,

}P pxq} “ }jpP pxqq} “ }pj ˝ P qpxq},
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e portanto a propriedade da dominação polinomial fraca de G implica que P P GpmE;F q.

✷

Não sabemos se a propriedade da dominação polinomial fraca é equivalente ao

ideal ser injetivo. Entretanto, identificamos uma propriedade relacionada que, essa sim, é

equivalente ao ideal ser injetivo.

Definição 4.28. Dizemos que um germe G de ideal de polinômios tem a propriedade da

dominação polinomial forte se dados polinômios P P GpmE;F q e Q P PpmE;Gq tais que
›››››
kÿ

i“1

λiQpxiq

››››› ď C ¨

›››››
kÿ

i“1

λiP pxiq

›››››

para todos k P N, x1, . . . , xk P E, λ1, . . . , λk P K e alguma constante C ě 0 (dependendo

eventualmente de E, F , G, P , Q, m), então Q P GpmE;Gq.

Note que ambas as propriedades da dominação polinomial recuperam a propri-

edade da dominação linear como caso particular.

O resultado a seguir é original mesmo no caso de ideais de polinômios.

Teorema 4.29. Um germe de ideal de polinômios é injetivo se, e somente se, tem a

propriedade da dominação polinomial forte.

Demonstração. Suponhamos que G seja um germe injetivo de ideal de polinômios e

sejam P P GpmE;F q e Q P PpmE;Gq tais que
›››››
kÿ

i“1

λiQpxiq

››››› ď C ¨

›››››
kÿ

i“1

λiP pxiq

››››› (4.2)

para todos k P N, x1, . . . , xk P E, λ1, . . . , λk P K e alguma constante C. Considere o

operador

W : spantP pEqu Ď F ÝÑ G , W

˜
kÿ

i“1

λiP pxiq

¸
“

kÿ

i“1

λiQpxiq.

Vejamos que W está bem definido:

kÿ

i“1

λiP pxiq “
lÿ

j“1

αjP pxjq ùñ

›››››
kÿ

i“1

λiP pxiq ´
lÿ

j“1

αjP pxjq

››››› “ 0

p4.2q
ùñ

›››››
kÿ

i“1

λiQpxiq ´
lÿ

j“1

αjQpxjq

››››› “ 0

ùñ
kÿ

i“1

λiQpxiq “
lÿ

j“1

αjQpxjq.
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A linearidade de W é clara e sua continuidade segue de

›››››W
˜

kÿ

i“1

λiP pxiq

¸››››› “

›››››
kÿ

i“1

λiQpxiq

›››››
p4.2q
ď C ¨

›››››
kÿ

i“1

λiP pxiq

››››› .

Existe então um único operador linear cont́ınuo W1 : spantP pEqu Ď F ÝÑ G tal que

W1|spanrP pEqs “ W . Denotando por i : spantP pEqu ÝÑ F o operador inclusão, temos o

seguinte diagrama

E

Q

��

P // spanrP pEqs

JG˝W1

((

W1

xx

i // F

„
W1

��
G

JG

// ℓ8pBG˚q

Como JG é uma injeção métrica canônica, da propriedade de extensão de ℓ8pBG˚q existe

um operador
„

W1P LpF ; ℓ8pBG˚qq tal que JG ˝ W1 “
„

W1 ˝ i e }
„

W1 } “ }JG ˝ W1}. Como

JG ˝ W1 “
„

W1 ˝ i, temos JG ˝ W1 ˝ P “
„

W1 ˝ i ˝ P , e de

pW1 ˝ P qpxq “ W1pP pxqq “ W pP pxqq “ Qpxq para todo P E,

conclúımos que JG ˝ Q “
„

W1 ˝ i ˝ P “
„

W1 ˝ P . Como P P GpmE;F q, JG ˝ Q P

GpmE; ℓ8pBG˚qq. E como G é injetivo, segue que Q P GpmE;Gq.

Reciprocamente sejam P P PpmE;F q e j : F ãÑ G uma injeção métrica tal que

j ˝ P P GpmE;Gq. Notemos que para todos k P N, x1, . . . , xk P E, λ1, . . . , λk P K,

›››››
kÿ

i“1

λiP pxiq

››››› “

›››››j
˜

kÿ

i“1

λiP pxiq

¸››››› “

›››››
kÿ

i“1

λipj ˝ P qpxiq

››››› ,

e como G tem a propriedade da dominação polinomial forte, temos que P P GpmE;F q. ✷
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CAPÍTULO 5

APLICAÇÕES A OPERADORES DE

COMPOSIÇÃO

Neste caṕıtulo mostramos como os adjuntos generalizados e os germes de ideais

por eles gerados podem ser úteis para provar versões não-lineares de alguns resultados

lineares devidos a Lindström e Schlüchtermann [31] sobre operadores de composição. Nossos

resultados, em particular, recuperam os resultados originais como casos particulares.

5.1 Problema geral

Consideramos o seguinte problema: sejam E, E1, F , F1 espaços de Banach,

R P LpE;F q e B P LpE1;F1q operadores lineares cont́ınuos não nulos, A um ideal de

operadores e pQ, } ¨ }Qq um ideal Banach de polinômios homogêneos. É fácil mostrar que a

aplicação

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

é um operador linear cont́ınuo. Estamos interessados em obter condições necessárias e/ou

suficientes para que o operador SRB pertença ao ideal A.

A seguinte condição se mostrou muito eficiente para fornecer respostas para

este problema.

Definição 5.1. Dizemos que um ideal de Banach de polinômios pQ, } ¨ }Qq contém os

polinômios de posto finito fortemente se para cada m P N existe uma constante Km tal

que para quaisquer espaços de Banach E e F , qualquer polinômio q P PpmEq e todo y P F

tem-se q b y P QpmE;F q e }q b y}Q ď Km}q} ¨ }y}.
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Hiper-ideais de Banach de polinômios cumprem essa condição, mas para os

nossos propósitos muitas vezes é suficiente trabalhar com ideais que cumprem a condição,

sem exigir que cumpram a condição de hiper-ideal.

O resultado a seguir é uma versão não-linear de [31, Proposition 2.1], que

recupera o resultado original como caso particular. A partir de agora, E, E1, F , F1 são

espaços de Banach.

Teorema 5.2. Sejam R P LpE;F q e B P LpE1;F1q operadores não nulos, A um ideal de

operadores e pQ, } ¨ }Qq um ideal Banach de polinômios homogêneos tais que o operador

linear cont́ınuo

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

pertence ao ideal A. Então:

piq R P ApE;F q.

piiq Se pQ, }¨}Qq contém os polinômios de posto finito fortemente, então B P ∆1
mApE1;F1q.

Demonstração. (i) Escolhemos ϕ P F ˚
1 e z P E1 tais que ϕpBpzqq “ 1 e definimos

uϕ : E ÝÑ QpmF1;Eq , uϕpxq “ ϕm b x,

tz : QpmE1;F q ÝÑ F , tzpP q “ P pzq.

É claro que tz está bem definido e uϕ também está bem definido pois pQ, } ¨ }Qq contém os

polinômios de tipo finito uma vez que é um ideal de polinômios. Os dois operadores são

obviamente lineares, e suas continuidades seguem de

}uϕpxq}Q “ }ϕm b x}Q “ }ϕ}m ¨ }x},

}tzpP q} “ }P pzq} ď }P } ¨ }z}m ď }P }Q ¨ }z}m.

Temos então a cadeia de operadores lineares cont́ınuos

E
uϕ

ÝÑ QpmF1;Eq
SRBÝÑ QpmE1;F q

tzÝÑ F

x ÞÝÑ uϕpxq ÞÝÑ R ˝ uϕpxq ˝ B ÞÝÑ pR ˝ uϕpxq ˝ Bqpzq

na qual, para todo x P E,

ptz ˝ SRB ˝ uϕqpxq “ pR ˝ uϕpxq ˝ Bqpzq “ RpuϕpxqpBpzqqq

“ RprϕpBpzqsmxqq “ rϕpBpzqsmRpxq.

Isso prova, pela propriedade de ideal de Q, que R “ tz ˝ SRB ˝ uϕ P ApE;F q.
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(ii) Neste caso escolhemos z P E e ϕ P F ˚ de modo que ϕpRpzqq “ 1. Como pQ, } ¨ }Qq

é um ideal Banach de polinômios contendo os polinômios de posto finito fortemente, as

aplicações

wz : PpmF1q ÝÑ QpmF1;Eq , wzpqq “ q b z, e

vϕ : QpmE1;F q ÝÑ PpmE1q , vϕpP q “ ϕ ˝ P,

são operadores lineares bem definidos, cujas continuidades decorrem das seguintes desi-

gualdades:

}wzpqq} “ }q b z}Q ď Km}q} ¨ }z} e }vϕpP q} “ }ϕ ˝ P } ď }ϕ} ¨ }P } ď }ϕ} ¨ }P }Q.

Na cadeia de operadores lineares cont́ınuos

PpmF1q
wzÝÑ QpmF1;Eq

SRBÝÑ QpmE1;F q
vϕ

ÝÑ PpmE1q

q ÞÝÑ q b z ÞÝÑ R ˝ pq b zq ˝ B ÞÝÑ ϕ ˝ R ˝ pq b zq ˝ B

é verdade que

pvϕ ˝ SRB ˝ wzqpqq “ ϕ ˝ R ˝ pq b zq ˝ B “ ϕpRpzqq ¨ pq ˝ Bq “ ∆1
mBpqq

para todo q P PpmF1q. Logo vϕ ˝ SRB ˝wz “ ∆1
mB, e novamente pela propriedade de ideal

de A temos ∆1
mB P ApPpmF1q; PpmE1qq. ✷

A versão de [31, Proposition 2.1] que acabamos de provar ainda guarda resqúıcios

da teoria linear, ao trabalhar com um ideal de operadores A. Nosso próximo propósito é dar

uma outra versão, mais fortemente não-linear, de [31, Proposition 2.1]. Uma preparação

curta é necessária.

Lema 5.3. Sejam m, r, s P N, R P PprE;F q, B P PpsE1;F1q polinômios não nulos e

pQ, } ¨ }Qq um ideal bilateral Banach de polinômios homogêneos. Então a aplicação

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmrsE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

é um polinômio r-homogêneo cont́ınuo.

Demonstração. SRB é bem definido pois Q é um ideal bilateral de polinômios. Uma

conta rotineira prova que A : QpmF1;Eqr ÝÑ QpmrsE1;F q definido por

ApP1, . . . , Prqpxq “ qRpP1pBpxqq, . . . , PrpBpxqqq

é um operador r-linear cont́ınuo que gera SRB. ✷

Em vista do lema acima, podemos considerar o seguinte problema mais geral:

dados m, r, s P N, R P PprE;F q, B P PpsE1;F1q polinômios não nulos, R um ideal de
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polinômios e pQ, } ¨ }Qq um ideal bilateral Banach de polinômios homogêneos, sob quais

condições o polinômio SRB pertence ao ideal R?

O teorema abaixo mostra que são os germes de ideais de polinômios associados

aos adjuntos generalizados que resolvem o problema.

Teorema 5.4. Sejam m, r, s P N, R P PprE;F q e B P PpsE1;F1q polinômios não nulos, R

um ideal de polinômios, pQ, } ¨ }Qq um ideal bilateral de Banach de polinômios homogêneos

tais que o polinômio cont́ınuo

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmrsE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

pertence ao ideal R. Então:

piq R P RprE;F q.

piiq B P ∆r
mRpsE1;F1qq.

Demonstração. (i) Escolhemos ϕ P F ˚
1 e z P E1 tais que ϕpBpzqq “ 1 e definimos

uϕ : E ÝÑ QpmF1;Eq , uϕpxq “ ϕm b x,

tz : QpmrsE1;F q ÝÑ F, tzpP q “ P pzq.

É claro que tz está bem definido e a boa definição de uϕ, decorre do fato de pQ, } ¨ }Qq

conter os polinômios de tipo finito por ser um ideal bilateral de polinômios (veja [18,

Proposition 2.3]). Que são lineares é óbvio e suas continuidades seguem de

}uϕpxq}Q “ }ϕm b x}Q “ }ϕ}m}x},

}tzpP q} “ }P pzq} ď }P } ¨ }z}mrs ď }P }Q ¨ }z}mrs.

Podemos então considerar a seguinte cadeia de operadores

E
uϕ

ÝÑ QpmF1;Eq
SRBÝÑ QpmrsE1;F q

tzÝÑ F

x ÞÝÑ uϕpxq ÞÝÑ R ˝ uϕpxq ˝ B ÞÝÑ pR ˝ uϕpxq ˝ Bqpzq,

onde, para todo x P E,

ptz ˝ SRB ˝ uϕqpxq “ pR ˝ uϕpxq ˝ Bqpzq “ RpuϕpxqpBpzqqq

“ RprϕpBpzqqsmxqq “ rϕpBpzqqsmrRpxq.

Da propriedade de ideal de R segue que R “ tz ˝ SRB ˝ uϕ P RprE;F q.

(ii) Escolhemos agora z P E e ψ P F ˚ tais que ψpRpzqq “ 1 e definimos

wz : PpmF1q ÝÑ QpmF1;Eq , wzpqq “ q b z,
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vψ : QpmrsE1;F q ÝÑ PpmrsE1q , vψpP q “ ψ ˝ P.

De forma similar ao que fizemos na demonstração do item (i) temos que wz e vϕ são

operadores lineares, cujas continuidades seguem de

}wzpqq} “ }q b z}Q ď }q} ¨ }z},

}vψpP q} “ }ψ ˝ P } ď }ψ} ¨ }P } ď }ψ} ¨ }P }Q.

Na seguinte cadeia

PpmF1q
wzÝÑ QpmF1;Eq

SRBÝÑ QpmrsE1;F q
vψ

ÝÑ PpmrsE1q

q ÞÝÑ q b z ÞÝÑ R ˝ pq b zq ˝ B ÞÝÑ ψ ˝ R ˝ pq b zq ˝ B

é verdade que, para cada q P PpmF1q,

pvψ ˝ SRB ˝ wzqpqq “ ψ ˝ R ˝ pq b zq ˝ B “ pq ˝ Bqr ¨ ψpRpzqq “ ∆r
mBpqq

e, portanto, ∆r
mB “ vψ ˝ SRB ˝ wz P RprPpmF1q; PpmrsE1qq. ✷

5.2 m-Ideal de composição à esquerda A
comp
m,left

Voltamos ao nosso problema inicial e, considerando o Teorema 5.2, vamos

proceder de forma similar ao que foi feito em [31] no sentido de abordar o problema do

qual estamos tratando neste caṕıtulo dividindo-o em duas partes. Tratamos da primeira

parte, que gera ideais de operadores, nesta seção, e da segunda parte, que gera germes de

ideais de operadores, na seção seguinte.

Definição 5.5. Sejam A um operador ideal e pQ, } ¨ }Qq um ideal de Banach de polinômios

contendo os polinômios de posto finito fortemente. Para m P N, dizemos que um operador

R P LpE;F q pertence a A
comp
m,leftpE;F q se, para quaisquer espaços de Banach E1 e F1 e

qualquer operador B P ∆1
mApE1;F1q, o operador

SR : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q , SRpP q “ R ˝ P ˝ B,

pertence ao ideal A.

Note que os adjuntos generalizados já aparecem na definição desta nova classe.

Este conceito generaliza os ideais A
comp
left estudados em [31]. De fato, A

comp
1,left “

A
comp
left . Note que, na definição original, usa-se um segundo ideal de operadores no lugar

em que usamos um ideal de polinômios. Recuperamos a noção original pois a componente

linear de um ideal de polinômios é um ideal de operadores.

Apesar de trabalharmos com espaços de polinômios homogêneos, assim como

no caso original este procedimento à esquerda gera ideais de operadores (para todo m P N).

O próximo resultado recupera [31, Proposition 2.2] como um caso particular.
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Proposição 5.6. Sejam A um ideal fechado de operadores e pQ, } ¨ }Qq um ideal Banach

de polinômios que contém os polinômios de posto finito fortemente. Então:

p1q Para todo m P N, A
comp
m,left é um ideal fechado de operadores contido em A.

p2q Se A e pQ, } ¨ }Qq são ideais injetivos, então A
comp
m,left é também um ideal injetivo para

todo m P N.

Demonstração. (1) Que A
comp
m,leftpE;F q é um subespaço vetorial de LpE;F q segue facil-

mente: para todos R1, R2 P A
comp
m,leftpE;F q e λ P K,

SλR1`R2
pP q “ pλR1 ` R2q ˝ P ˝ B “ λpR1 ˝ P ˝ Bq ` R2 ˝ P ˝ B

“ λSR1
pP q ` SR2

pP q “ pλSR1
` SR2

qpP q,

e portanto SλR1`R2
“ λSR1

` SR2
que pertence a A.

Vejamos que A
comp
m,leftpE;F q contém os operadores de tipo finito. Sejam ϕ P E˚,

b P F , E1, F1 espaços de Banach e B P ∆1
mApE1;F1q. As hipóteses sobre o ideal de

polinômios pQ, } ¨ }Qq garantem que

δϕ : QpmF1;Eq ÝÑ PpmF1q , δϕpP q “ ϕ ˝ P,

Mb : PpmE1q ÝÑ QpmE1;F q , Mbpqq “ q b b,

são aplicações bem definidas. É fácil mostrar que são lineares, e suas continuidades seguem

de

}δϕpP q} “ }ϕ ˝ P } “ sup
}x}ď1

|pϕ ˝ P qpxq| ď sup
}x}ď1

}ϕ} ¨ }P pxq} “ }ϕ} ¨ }P } ď }ϕ} ¨ }P }Q,

}Mbpqq}Q “ }q b b}Q ď Km}q} ¨ }b},

para todos P P QpmF1;Eq e q P PpmE1q. Podemos considerar então a cadeia

QpmF1;Eq
δϕ

ÝÑ PpmF1q
∆1
mBÝÑ PpmE1q

MbÝÑ QpmE1;F q

P ÞÝÑ ϕ ˝ P ÞÝÑ ϕ ˝ P ˝ B ÞÝÑ pϕ ˝ P ˝ Bq b b,

na qual, para todos P P QpmF1;Eq e x P E1,

SϕbbpP qpxq “ rpϕ b bq ˝ P ˝ Bspxq “ rpϕ ˝ P ˝ Bq b bspxq “ pϕ ˝ P ˝ Bqpxqb

“ pMb ˝ ∆1
mB ˝ δϕqpP qpxq,

provando que Sϕbb “ pMb ˝ ∆1
mB ˝ δϕq pertence a A, isto é, ϕ b b pertence a A

comp
m,left.

Como A
comp
m,leftpE;F q é um subespaço vetorial, isso é suficiente para provar que contém os

operadores de posto finito.
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Para verificar a propriedade de ideal, sejam G, H espaços de Banach, A P

LpG;Eq, R P A
comp
m,leftpE;F q e C P LpF ;Hq. Dados E1, F1 espaços de Banach e B P

∆1
mApE1;F1q, temos

SC˝R˝A : QpmF1;Gq ÝÑ QpmE1;Hq;SC˝R˝ApP q “ C ˝ R ˝ A ˝ P ˝ B.

É fácil ver que

δA : QpmF1;Gq ÝÑ QpmF1;Eq , δApP q “ A ˝ P,

δC : QpmE1;F q ÝÑ QpmE1;Hq , δCpQq “ C ˝ Q,

são operadores lineares bem definidos cujas continuidades seguem de

}δApP q}Q “ }A ˝ P }Q ď }A} ¨ }P }Q e

}δCpQq}Q “ }C ˝ Q}Q ď }C} ¨ }Q}Q.

Temos então a cadeia

QpmF1;Gq
δAÝÑ QpmF1;Eq

SRÝÑ QpmE1;F q
δCÝÑ QpmE1;Hq

P ÞÝÑ A ˝ P ÞÝÑ R ˝ A ˝ P ˝ B ÞÝÑ C ˝ R ˝ A ˝ P ˝ B.

Assim como de outras vezes, prova-se que SC˝R˝A “ δC ˝ SR ˝ δA, que nos permite concluir

que SC˝R˝A pertence ao ideal A, isto é, C ˝ R ˝ A pertence a A
comp
m,left.

Provemos agora que A
comp
m,left é um ideal fechado, sejam R P LpE;F q e pRnqn Ă

A
comp
m,leftpE;F q uma sequência tal que Rn ÝÑ R na norma usual. Como cada Rn P

A
comp
m,leftpE;F q, para quaisquer espaços de Banach E1, F1 e qualquer B P ∆1

mApE1;F1q, o

operador

SRn : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q

P ÞÝÑ Rn ˝ P ˝ B

pertence a A. Para todo n,

}SRn ´ SR} “ sup
}P }Qď1

}pSRn ´ SRqpP q}Q “ sup
}P }Qď1

}SRnpP q ´ SRpP q}Q

“ sup
}P }Qď1

}Rn ˝ P ˝ B ´ R ˝ P ˝ B}Q “ sup
}P }Qď1

}pRn ´ Rq ˝ P ˝ B}Q

ď sup
}P }Qď1

}Rn ´ R} ¨ }P }Q ¨ }B}m “ }Rn ´ R} ¨ }B}m.

Fazendo n Ñ 8, obtemos lim
nÑ8

}SRn ´ SR} “ 0, e como A é um ideal fechado, temos

SR P ApQpmF1;Eq; QpmE1;F qq, isto é, R P A
comp
m,leftpE;F q. Isso prova que A

comp
m,leftpE;F q é

fechado em LpE;F q na norma usual.

Para comprovar que A
comp
m,left Ă A, seja R P A

comp
m,leftpE;F q. Então, para quaisquer

espaços de Banach E1, F1 e qualquer B P ∆1
mApE1;F1q, o operador

SR : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q

P ÞÝÑ R ˝ P ˝ B
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pertence ao ideal A. Consideremos o caso em que E1 “ F1 “ K e B “ idK e definamos

δ : E ÝÑ QpmF1;Eq , δpxq “ idm
K

b x,

γ : QpmE1;F q ÝÑ F , γpP q “ P p1q.

É claro que γ está bem definida e é linear. A aplicação δ é bem definida pois Q contém os

polinômios de tipo finito, e é linear pois

δpx ` αyqpλq “ ridm
K

b px ` αyqspλq “ λmpx ` αyq “ λmx ` αλmy

“ pidm
K

b xqpλq ` αpidm
K

b yqpλq “ rδpxq ` αδpyqspλq.

Ambas são cont́ınuas uma vez que

}δpxq}Q “ }idm
K

b x}Q “ }idK}m ¨ }x} “ }x},

}γpP q} “ }P p1q} ď }P } ď }P }Q,

para todos x P E e P P QpmE1;F q. Considerando a cadeia

E
δ

ÝÑ QpmF1;Eq
SRÝÑ QpmE1;F q

γ
ÝÑ F

x ÞÝÑ idm
K

b x ÞÝÑ R ˝ pidm
K

b xq ˝ idK ÞÝÑ rR ˝ pidm
K

b xq ˝ idKsp1q

temos

pγ ˝ SR ˝ δqpxq “ rR ˝ pidm
K

b xq ˝ idKsp1q “ Rppidm
K

b xqp1qq “ Rpxq

para todo x P E, o que prova que R “ γ ˝ SR ˝ δ P ApE;F q.

(2) Suponhamos que o ideal de operadores A e o ideal de polinômios pQ, } ¨ }Qq sejam

injetivos. Sejam R P LpE;F q e I : F ÝÑ G uma injeção métrica tais que I ˝ R P

A
comp
m,leftpE;Gq. Por definição, para quaisquer espaços de Banach E1, F1 e qualquer B P

∆1
mApE1;F1q, o operador

SI˝R : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;Gq

P ÞÝÑ I ˝ R ˝ P ˝ B

pertence ao ideal A. Pela injetividade de pQ, } ¨ }Qq temos que o operador

δI : QpmE1;F q ÝÑ QpmE1;Gq , δIpP q “ I ˝ P,

é uma injeção métrica. Considerando a composição

QpmF1;Eq
SRÝÑ QpmE1;F q

δIÝÑ QpmE1;Gq

P ÞÝÑ R ˝ P ˝ B ÞÝÑ I ˝ R ˝ P ˝ B

segue facilmente que SI˝R “ δI ˝ SR. Da injetividade do ideal A segue que SR pertence a

A, isto é, R P A
comp
m,leftpE;F q. Isso prova que A

comp
m,left é injetivo. ✷
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5.3 m-Germe de composição à direita A
comp
m,right

Tratamos nesta seção do caso polinomial do procedimento à direita de [31].

Definição 5.7. Sejam A um operador ideal e pQ, } ¨ }Qq um ideal Banach de polinômios

contendo os polinômios de posto finito fortemente. Para m P N, dizemos que R P LpE;F q

pertence a A
comp
m,rightpE;F q se para quaisquer espaços de Banach E1, F1 e qualquer B P

ApE1;F1q, o operador

SR : QpmF ;E1q ÝÑ QpmE;F1q , SRpP q “ B ˝ P ˝ R,

pertence ao ideal A.

Este conceito generaliza os ideais A
comp
right estudados em [31]: de fato, A

comp
1,right “

A
comp
right. Lembramos, novamente, que a definição original usa um segundo ideal de operadores

no lugar em que usamos um ideal de polinômios. A componente linear do ideal de polinômios

recupera o conceito original.

Quando estivermos tratando do conceito original A
comp
right, como precisamos de

um segundo ideal de operadores (que na verdade é um ideal de Banach de operadores)

no lugar do ideal de Banach de polinômios em nossa definição, este segundo ideal de

operadores, seguindo a notação de [31], será denotado por B.

Antes de abordarmos este caso vamos precisar de algumas definições e resultados

técnicos enunciados a seguir. Já adiantamos que, ao contrário do procedimento à esquerda

e ao contrário do caso linear original, para m ě 2 a classe A
comp
m,right é apenas um germe de

ideal.

Definição 5.8. Um ideal normado de operadores pB, } ¨ }Bq é super-injetivo se:

piq B é injetivo;

piiq Existe um ideal de operadores normado, simétrico e injetivo I tal que B Ă Idual e o

operador

δJE : IpE˚˚;F ˚˚
1 q ÝÑ BpE;F ˚˚

1 q

T ÞÝÑ T ˝ JE

é bem definido, linear e cont́ınuo, para todos espaços de Banach E e F1.

Para quadrar nossa abordagem e terminologia com o que é feito originalmente

em [31], provamos a seguinte caracterização:

Proposição 5.9. Um ideal normado de operadores B é super-injetivo se, e somente se, B

é injetivo e simétrico.
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Demonstração. Suponhamos que B seja injetivo e simétrico. Para ver que B é super-

injetivo basta tomar I “ B. Reciprocamente, suponhamos que B seja super-injetivo e seja

I o ideal de operadores que provém do item (ii) da definição de ideal super-injetivo. Só

precisamos mostrar que B Ă Bdual, isto é, se u P BpE;F q, então u˚ P BpF ˚;E˚q. De fato,

se u P BpE;F q, então como B Ă Idual temos u P IdualpE;F q, isto é u˚ P IpF ˚;E˚q. Logo

u˚˚ P IpE˚˚;F ˚˚q pois I Ă Idual. Portanto, pelo mesmo fato temos u˚˚˚ P IpF ˚˚˚;E˚˚˚q.

Olhando para a composição de operadores

F ˚ JF˚
ÝÑ F ˚˚˚ u˚˚˚

ÝÑ E˚˚˚,

e lembrando que, por hipótese, δJF˚ está bem definido, temos u˚˚˚ ˝JF˚ P BpF ˚;E˚˚˚q. Mas

u˚˚˚ ˝JF˚ “ JE˚ ˝u˚ P BpF ˚;E˚˚˚q, e como o ideal B é injetivo, segue que u˚ P BpF ˚;E˚q

pois JE˚ é uma imersão métrica. ✷

Com essa compatibilização de terminologia, o resultado [31, Proposition 2.3]

pode ser lido da seguinte forma:

Proposição 5.10. Sejam A um ideal de operadores fechado e pB, } ¨ }Bq um ideal Banach

de operadores. Então:

p1q A
comp
right é um ideal de operadores fechado contido em Adual.

p2q Se A é injetivo e B é super-injetivo, então A
comp
right é sobrejetivo.

Optamos por enunciar [31, Proposition 2.3] na forma equivalente acima pois

será nessa nova forma que generalizaremos para o caso polinomial. Com essa finalidade

estendemos a Definição 5.8 para o caso polinomial da seguinte maneira:

Definição 5.11. Dado m P N, dizemos que um ideal normado pQm, } ¨ }Qn
q de polinômios

m-homogêneos é super-injetivo se:

piq Qm é injetivo;

piiq Existe um ideal normado de operadores pI, } ¨ }Iq injetivo e simétrico tal que Qm Ă`
Idual´P

˘
m
e o operador

δJ1,m
E

: IpPpmEq˚;F ˚˚
1 q ÝÑ QpmE;F ˚˚

1 q

T ÞÝÑ T ˝ J1,m
E

é bem definido, linear e cont́ınuo, para todos espaços de Banach E e F1.

Relembre que o polinômio J1,m
E foi introduzido e estudado no Caṕıtulo 2 (veja

Definição 2.11 e os resultados que a seguem).
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Exemplo 5.12. Vejamos que se pI, } ¨ }Iq é um ideal de operadores normado, injetivo e

simétrico, então o ideal de polinômios de composição I ˝ P é super-injetivo.

Para ver que o ideal de polinômios I ˝ P é injetivo, sejam P P PpmE;F q e

j : F ãÑ G uma injeção métrica tais que j ˝ P P I ˝ PpmE;Gq. De [15, Proposition 3.2.b]

segue que pj ˝P qL P I
`pbm,s

π E;G
˘
. Como já provamos que pj ˝P qL “ j ˝PL e I é injetivo,

conclúımos que PL P I
`pbm,s

π E;F
˘
. Usando novamente [15, Proposition 3.2.b], temos

P P I ˝ PpmE;F q. Por outro lado, usando [15, Proposition 3.7] temos

}j ˝ P }I˝P “ }pj ˝ P qL}I “ }j ˝ PL}I “ }PL}I “ }P }I˝P .

Vejamos agora que I ˝ P satisfaz a segunda condição de ser super-injetivo.

Usando que I é simétrico e [14, Theorem 2.2], temos

I ˝ P Ď Idual ˝ P “ Idual´P .

Dados espaços de Banach E e F1, o operador

δI

J
1,m
E

: I pPpmEq˚;F ˚˚
1 q ÝÑ I ˝ PpmE;F ˚˚

1 q, δI

J
1,m
E

pT q “ T ˝ J1,m
E ,

é bem definido pela definição de I ˝ P , é claramente linear e é cont́ınuo pois

}T ˝ J1,m
E }I˝P “ }T ˝ pJ1,m

E qL}I ď }T }I ¨ }pJ1,m
E qL}.

Portanto, como os ideais fechados dos operadores compactos K e fracamente

compactos W são injetivos e simétricos, segue que os ideais dos polinômios homogêneos

compactos PK “ K ˝ P e dos polinômios fracamente compactos PW “ W ˝ P são ideais de

polinômios super-injetivos.

Ainda precisamos de mais uma definição para enunciar e provar nosso resultado

para o caso polinomial do procedimento à direita.

Definição 5.13. Dizemos que um ideal normado de polinômios pQ, } ¨ }Qq é P-simétrico se

satisfaz a seguinte propriedade: dados m P N, E, F , G espaços de Banach, P P QpmE;F q

e Rj P LpG;Eq, j “ 1, . . . ,m, então

”
qP ˝ pR1, . . . , Rmq

ı^

P QpmG;F q e

›››
”
qP pR1, . . . , Rmq

ı^›››
Q

ď }P }Q ¨ }R1} ¨ ¨ ¨ }Rm}.

Exemplo 5.14. Seja pM, } ¨ }Mq um multi-ideal de Banach fortemente simétrico (para

a definição veja [23, Definição 2.65]) e sejam xM e |M os ideais de Banach de polinômios

gerados por M, isto é,

xM :“
!
pA : A P M

)
, |M :“

!
P : qP P M

)
,
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}P } xM :“ inf
!

}A}M : pA “ P, A P M

)
, }P }|M :“ } qP }M.

Em [23, Proposição 2.66] está provado que xM “ |M isometricamente. Vejamos

que este ideal de Banach de polinômios é P-simétrico. Para simplificar a notação, escrevemos

Q “ xM “ |M.

Sejam m P N, E, F , G espaços de Banach, P P QpmE;F q e Rj P LpG;Eq,

j “ 1, . . . ,m. Como qP P MpmE;F q, temos qP ˝ pR1, . . . , Rmq P MpmG;F q e, portanto,
”
qP ˝ pR1, . . . , Rmq

ı^

P xMpmG;F q “ QpmG;F q.

Da igualdade de normas } ¨ } xM “ } ¨ } |M, conclúımos que
›››
”
qP ˝ pR1, . . . , Rmq

ı^›››
Q

“
›››
”
qP ˝ pR1, . . . , Rmq

ı^›››xM
ď
››› qP ˝ pR1, . . . , Rmq

›››
M

ď } qP }M ¨ }R1} ¨ ¨ ¨ }Rm} “ }P }Q ¨ }R1} ¨ ¨ ¨ }Rm}.

Lema 5.15. Seja pQ, } ¨ }Qq um ideal normado de polinômios. Dados m, n P N, E, F

espaços de Banach, ϕ1, ϕ2 P E˚, y P F e P “ ϕm1 ϕ
n
2 b y P Ppm`nE;F q, temos

P P Qpm`nE;F q e }P }
Q

ď Cm,n
ϕ1,ϕ2

¨ }y},

onde Cm,n
ϕ1,ϕ2

é uma constante não-negativa que depende de m, n, ϕ1 e ϕ2.

Demonstração. Que P P Qpm`nE;F q vem do fato que Q é um ideal de polinômios, e

portanto contém os polinômios de tipo finito, e do Lema 2.21. Definimos

u : E ÝÑ K ˆ K, upxq “ pϕ1pxq, ϕ2pxqq; w : K ˆ K ÝÑ K, wpα, βq “ αmβn,

É claro que u é um operador bem definido e linear, cuja continuidade segue de

}upxq} “ }pϕ1pxq, ϕ2pxqq} “ |ϕ1pxq| ` |ϕ2pxq| ď p}ϕ1} ` }ϕ2}q }x}.

E w é um polinômio pm ` nq-homogêneo de tipo finito, pois w “ πm1 π
n
2 b 1, e portanto w

pertence a Q. Agora vejamos que, para todo x P E,

rpidK b yq ˝ w ˝ us pxq “ pidK b yqpwpupxqqq “ wpupxqqy “ ϕ1pxqmϕ2pxqny “ P pxq,

provando que P “ pidK b yq ˝ w ˝ u, donde segue que

}P }Q “ }pidK b yq ˝ w ˝ u}Q ď }idK b y} ¨ }w}Q ¨ }u}m`n

“ }y} ¨ }w}Q ¨ }u}m`n “: Cm,n
ϕ1,ϕ2

¨ }y}.

✷

Finalmente estamos em condições de enunciar o resultado polinomial para o

procedimento de composição à direita. Como veremos, diferentemente do caso à esquerda,

agora teremos germes de ideais operadores. Isso pode ser visto como mais um ind́ıcio da

relevância da noção de germes, a saber: precisamos dos germes para estender o resultado

linear [31, Proposition 2.3], na forma da Proposição 5.10, para o caso polinomial.
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Proposição 5.16. Sejam A um ideal fechado de operadores, m P N e pQm, } ¨ }Qm
q um

ideal Banach de polinômios m-homogêneos que contém os polinômios de posto finito

fortemente. Então:

p1q A
comp
m,right é um germe de operadores contido em ∆1

mA. Mais ainda, se Qm é P-

simétrico, então A
comp
m,right é fechado.

p2q Se A é injetivo e Qm é super-injetivo, então A
comp
m,right é um germe sobrejetivo.

Demonstração. (1) Comecemos provando que FpE;F q Ď A
comp
m,rightpE;F q. Dados R “

ϕ1 b b1 ` . . . ` ϕk b bk P FpE;F q, para E1, F1 espaços de Banach e B P ApE1;F1q,

consideremos o operador

SR : QpmF ;E1q ÝÑ QpmE;F1q, SRpP q “ B ˝ P ˝ R.

Notemos que, pela Formula de Leibniz,

rB ˝ P ˝ Rspxq “ BpP pϕ1pxqb1 ` ¨ ¨ ¨ ` ϕkpxqbkqq “ Bp qP pϕ1pxqb1 ` ¨ ¨ ¨ ` ϕkpxqbkqpmqq

“ B

¨
˚̋ ÿ

α1`¨¨¨`αk“m
αjPN0

m!

α1! . . . αk!
qP
`
pϕ1pxqb1qpα1q, . . . , pϕkpxqbkqpαkq

˘
˛
‹‚

“
ÿ

α1`¨¨¨`αk“m
αjPN0

m!

α1! . . . αk!
ϕ1pxqα1 . . . ϕkpxqαkB

´
qP
´
b

pα1q
1 , . . . , b

pαkq
k

¯¯
.

Definimos, para cada escolha de α1, . . . , αk tais que α1 ` . . . ` αk “ m,

Wα1,...,αk : QpmF ;E1q ÝÑ QpmE;F1q,

Wα1,...,αkpP qpxq “ ϕ1pxqα1 . . . ϕkpxqαkB
´
qP
´
b

pα1q
1 . . . b

pαkq
k

¯¯
.

Do Lema 2.21 e do fato que ideais de polinômios contêm os polinômios de tipo finito

sabemos que Wα1,...,αk está bem definido. Da igualdade

SR “
ÿ

α1`¨¨¨`αk“m
αjPN0

m!

α1! . . . αk!
Wα1,...,αk ,

basta mostrar que cada Wα1,...,αk pertence a A. Para isso, denotamos

bα1,...,αk :“
´
b

pα1q
1 , . . . , b

pαkq
k

¯
e ϕα1,...,αk :“ ϕα1

1 . . . ϕαkk ,

e notamos que, definindo

δbα1,...,αk
: QpmF ;E1q ÝÑ E1 , δbα1,...,αk

pP q “ qP pbα1,...,αkq,

δϕα1,...,αk
: F1 ÝÑ QpmE;F1q , δϕα1,...,αk

pxq “ ϕα1,...,αk b x,
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obtemos operadores bem definidos (a boa definição de δϕα1,...,αk
é devida ao Lema 2.21 e

ao fato que o ideal de polinômios contém os polinômios de tipo finito), lineares e cont́ınuos

pois:

››δbα1,...,αk
pP q

›› “
››› qP

´
b

pα1q
1 . . . b

pαkq
k

¯››› ď } qP } ¨ }b1}α1 . . . }bk}
αk

ď
mm

m!
}P } ¨ }b1}α1 . . . }bk}αk ď

mm

m!
}P }Q ¨ }b1}α1 . . . }bk}αk ,

o que garante a continuidade de δbα1,...,αk
e

››δϕα1,...,αk
pxq

››
Q

“ }ϕα1,...,αk b x}
Q

“ }ϕα1

1 . . . ϕαkk b x}
Q

ď Cα1,...,αk
ϕ1,...,ϕk

¨ }x},

que em conjunto com o lema anterior garante a continuidade de δϕα1,...,αk
. Na cadeia

QpmF ;E1q
δbα1,...,αkÝÑ E1

B
ÝÑ F1

P ÞÝÑ qP pbα1,...,αkq ÞÝÑ B
´
qP pbα1,...,αkq

¯

e

F1

δϕα1,...,αkÝÑ QpmE;F1q

B
´
qP pbα1,...,αkq

¯
ÞÝÑ ϕα1,...,αk b B

´
qP pbα1,...,αkq

¯
,

temos, para todos P P QpmF ;E1q e x P E,

`
δϕα1,...,αk

˝ B ˝ δbα1,...,αk

˘
pP qpxq “

“
δϕα1,...,αk

`
B
`
δbα1,...,αk

pP q
˘˘‰

pxq

“
”
ϕα1,...,αk b B

´
qP pbα1,...,αkq

¯ı
pxq

“ ϕ1pxqα1 . . . ϕkpxqαkB
´
qP pbα1,...,αkq

¯

“ Wα1,...,αkpP qpxq.

Isso prova que Wα1,...,αk “ δϕα1,...,αk
˝B ˝ δbα1,...,αk

pertence a A pois B pertence a A. Segue

que SR pertence a A.

Para provar a propriedade de ideal, sejam G,H espaços de Banach, A P LpG;Eq,

R P A
comp
m,rightpE;F q e C P LpF ;Hq. Dados E1, F1 espaços de Banach e B P ApE1;F1q,

consideremos o operador

SC˝R˝A : QpmH;E1q ÝÑ QpmG;F1q; SC˝R˝ApP q “ B ˝ P ˝ C ˝ R ˝ A.

Definimos

δC : QpmH;E1q ÝÑ QpmF ;E1q , δCpP q “ P ˝ C,

δA : QpmE;F1q ÝÑ QpmG;F1q , δApP q “ P ˝ A.

Da mesma forma que fizemos váiras vezes, verifica-se que δC e δA são bem definidos,

lineares e cont́ınuos. Da cadeia

QpmH;E1q
δCÝÑ QpmF ;E1q

SRÝÑ QpmE;F1q
δAÝÑ QpmG;F1q

P ÞÝÑ P ˝ C ÞÝÑ B ˝ P ˝ C ˝ R ÞÝÑ B ˝ P ˝ C ˝ R ˝ A
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prova-se que SC˝R˝A “ δA ˝ SR ˝ δC , e como R P A
comp
m,rightpE;F q, segue que SC˝R˝A P A,

isto é, C ˝ R ˝ A P A
comp
m,rightpG;Hq.

Vejamos que A
comp
m,rightpE;F q Ď ∆1

mApE;F q. Par isso, seja R P A
comp
m,rightpE;F q.

Então, para quaisquer E1, F1 espaços de Banach e qualquer B P ApE1;F1q, o operador

SR : QpmF ;E1q ÝÑ QpmE;F1q, SRpP q “ B ˝ P ˝ R,

pertence a A. Como QpmF ;Kq Ď PpmF q e PpmF q Ď QpmF ;Kq pois Q contém os polinô-

mios de posto finito, temos PpmF q “ QpmF ;Kq. Portanto, considerando E1 “ F1 “ K e

B “ idK, temos que o operador

SR : PpmF q ÝÑ PpmEq, SRpP q “ P ˝ R,

pertence a A, isto é, SR “ ∆1
mR pertence a A.

Para completar a demonstração do item (1), provemos que A
comp
m,rightpE;F q é

fechado em LpE;F q. Seja pRnqn uma sequência em A
comp
m,rightpE;F q tal que Rn ÝÑ R, onde

R P LpE;F q. Pela definição de A
comp
m,rightpE;F q, para quaisquer espaços de Banach E1,F1 e

qualquer B P ApE1;F1q, o operador

SRn : QpmF ;E1q ÝÑ QpmE;F1q, SRpP q “ B ˝ P ˝ Rn,

pertence a A. Para todo n,

}SRn ´ SR} “ sup
}P }Qď1

}pSRn ´ SRqpP q}Q “ sup
}P }Qď1

}B ˝ P ˝ Rn ´ B ˝ P ˝ R}Q

ď sup
}P }Qď1

}B} ¨ }P ˝ Rn ´ P ˝ R}Q “ }B} ¨ sup
}P }Qď1

}P ˝ Rn ´ P ˝ R}Q.

E para todo x P E, por [22, Lemma 1.9],

pP ˝Rn ´P ˝Rqpxq “ P pRnpxqq ´P pRpxqq “
m´1ÿ

j“0

ˆ
m

j

˙
qP
`
Rpxqpjq, pRnpxq ´ Rpxqqpm´jq

˘
.

Então,

P ˝ Rn ´ P ˝ R “
m´1ÿ

j“0

ˆ
m

j

˙”
qP ˝

`
Rpjq, pRn ´ Rqpm´jq

˘ı^

.

Como Q é P-simétrico, segue que

}P ˝ Rn ´ P ˝ R}Q “

›››››
m´1ÿ

j“0

ˆ
m

j

˙”
qP ˝

`
Rpjq, pRn ´ Rqpm´jq

˘ı^

›››››
Q

ď
m´1ÿ

j“0

ˆ
m

j

˙›››
”
qP ˝

`
Rpjq, pRn ´ Rqpm´jq

˘ı^›››
Q

ď
m´1ÿ

j“0

ˆ
m

j

˙
}P }Q ¨ }R}j ¨ }Rn ´ R}m´j.



Caṕıtulo 5. Aplicações a Operadores de Composição 115

Assim,

}SRn ´ SR} ď }B} ¨ sup
}P }Qď1

#
m´1ÿ

j“0

ˆ
m

j

˙
}P }Q ¨ }R}j ¨ }Rn ´ R}m´j

+

ď }B} ¨

«
m´1ÿ

j“0

ˆ
m

j

˙
}R}j ¨ }Rn ´ R}m´j

ff
,

e portanto }SRn ´ SR} ÝÑ 0 pois Rn ÝÑ R. Do fato de A ser fechado segue que SR

pertence ao ideal A.

(2) Provaremos que
`
A
comp
m,right

˘sur
“ A

comp
m,right. Já sabemos que A

comp
m,right Ă`

A
comp
m,right

˘sur
, logo basta provar a inclusão inversa. Para isso, seja R P

`
A
comp
m,right

˘sur
pE;F q,

isto é, R ˝ QE P A
comp
m,rightpℓ1pBEq;F q. Por definição, para quaisquer espaços de Banach E1,

F1 e qualquer B P ApE1;F1q, o operador

SR˝QE : QpmF ;E1q ÝÑ Qpmℓ1pBEq;F1q , SR˝QEpP q “ B ˝ P ˝ R ˝ QE,

pertence a A. O operador

δ : Qpmℓ1pBEq;F1q ÝÑ IpF ˚
1 ; Ppmℓ1pBEqqq , δpP q “ P ˚,

é bem definido, linear e cont́ınuo pois Qm Ď
`
Idual´P

˘
m
e

}δpP q}I “ }P ˚}I ď C ¨ }P }Qm
.

Assim, o operador

δ ˝ SR˝QE : QpmF ;E1q ÝÑ IpF ˚
1 ; Ppmℓ1pBEqq

pertence ao ideal A e é tal que

δ ˝ SR˝QEpP q “ pB ˝ P ˝ R ˝ QEq˚ “ ∆1
mQE ˝ pB ˝ P ˝ Rq˚.

Como já fizemos várias vezes antes, verifica-se que os operadores

W : QpmE;F1q ÝÑ IpF ˚
1 ; PpmEqq , W pQq “ Q˚,

δ∆1
mQE

: IpF ˚
1 ; PpmEqq ÝÑ IpF ˚

1 ; Ppmℓ1pBEqqq , δ∆1
mQE

puq “ ∆1
mQE ˝ u,

são bem definidos, lineares e cont́ınuos (a boa definição de W segue da inclusão Qm Ă`
Idual´P

˘
m
e sua continuidade de }W pQq}I “ }Q˚}I ď C ¨ }Q}Qm

). Da Proposição 2.10

sabemos que ∆1
mQE é uma injeção métrica e, como I é um ideal normado injetivo, δ∆1

mQE

é uma injeção métrica pois

}δ∆1
mQE

puq}I “ }∆1
mQE ˝ u}I “ }u}I .



Caṕıtulo 5. Aplicações a Operadores de Composição 116

Da cadeia

QpmF ;E1q
SRÝÑ QpmE;F1q

W
ÝÑ IpF ˚

1 ; PpmEqq
δ

∆1
mQEÝÑ IpF ˚

1 ; Ppmℓ1pBEqqq

P ÞÝÑ B ˝ P ˝ R ÞÝÑ pB ˝ P ˝ Rq˚ ÞÝÑ ∆1
mQE ˝ pB ˝ P ˝ Rq˚

conclúımos que δ∆1
mQE

˝W ˝ SR “ δ ˝ SR˝QE pertence a A, e como A é injetivo, segue que

W ˝ SR pertence a A.

Definimos agora o operador

Z : IpF ˚
1 ; PpmEqq ÝÑ IpPpmEq˚;F ˚˚

1 q , ZpT q “ T ˚,

que é bem definido (pois I é um ideal simétrico), linear e cont́ınuo. Considerando os

operadores

QpmF ;E1q
SRÝÑ QpmE;F1q

W
ÝÑ IpF ˚

1 ; PpmEqq
Z

ÝÑ IpPpmEq˚;F ˚˚
1 q

P ÞÝÑ B ˝ P ˝ R ÞÝÑ pB ˝ P ˝ Rq˚ ÞÝÑ pB ˝ P ˝ Rq˚˚

e

IpPpmEq˚;F ˚˚
1 q

δ
J

1,m
EÝÑ QpmE;F ˚˚

1 q

pB ˝ P ˝ Rq˚˚ ÞÝÑ pB ˝ P ˝ Rq˚˚ ˝ J1,m
E ,

temos

pQ˚˚ ˝ J1,m
E qpxqpϕq “ rQ˚˚pJ1,m

E pxqqspϕq “
“
J

1,m
E pxq ˝ Q˚

‰
pϕq “ J

1,m
E pxqpQ˚pϕqq

“ J
1,m
E pxqpϕ ˝ Qq “ pϕ ˝ Qqpxq “ ϕpQpxqq “ pJF1

˝ Qqpxqpϕq

para todos Q P QpmE;F1q, x P E e ϕ P F ˚
1 . Portanto, pB˝P ˝Rq˚˚ ˝J1,m

E “ JF1
˝pB˝P ˝Rq.

Consideramos finalmente o operador

δJF1
: QpmE;F1q ÝÑ QpmE;F ˚˚

1 q, δJF1
pQq “ JF1

˝ Q,

que é claramente bem definido e linear. É também uma injeção métrica pois Qm é um

ideal de polinômios m-homogêneos injetivo, JF1
é uma injeção métrica e assim

}δJF1
pQq}Qm

“ }JF1
˝ Q}Qm

“ }Q}Qm
.

Da composição

QpmF ;E1q
SRÝÑ QpmE;F1q

δJF1ÝÑ QpmE;F ˚˚
1 q

P ÞÝÑ B ˝ P ˝ R ÞÝÑ JF1
˝ B ˝ P ˝ R

e das observações anteriores segue que δJ1,m
E

˝ Z ˝ W ˝ SR “ δJF1
˝ SR. Como W ˝ SR

pertence a A, segue que δJF1
˝SR pertence a A, e como A é injetivo, finalmente conclúımos

que SR pertence a A, isto é, R pertence a A
comp
m,right. ✷
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5.4 Consequências

Obteremos nesta seção, como consequências dos resultados provados nas seções

anteriores, algumas respostas concretas para o problema posto no ińıcio do caṕıtulo.

Consideraremos os casos particulares dos ideais de operadores compactos, dos operadores

de Asplund e dos operadores de Rosenthal. Os resultados desta seção generalizam vários

resultados provados em [31].

Um operador R P LpE;F q é aproximável se R é o limite na norma de LpE;F q

de uma sequência de operadores de posto finito.

Proposição 5.17. Sejam A um ideal de operadores fechado, m P N, pQm, }.}Qm
q um ideal

Banach de polinômios m-homogêneos que contém os polinômios de posto finito fortemente.

Sejam também E, F , E1, F1 espaços de Banach, R P ApE;F q, B P ∆1
mApE1;F1q. Se R é

aproximável ou se B é aproximável e Qm é P-simétrico, então o operador

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

pertence ao ideal A.

Demonstração. Suponhamos que R seja aproximável. Como A
comp
m,left é um ideal de opera-

dores fechado (Proposição 5.6), então FpE;F q Ď A
comp
m,leftpE;F q. Como R é aproximável

segue que R P A
comp
m,leftpE;F q, isto é, o operador SRB pertence a A.

Suponhamos agora que B seja aproximável e Qm seja P-simétrico. Da Pro-

posição 5.16 sabemos que A
comp
m,right é um germe fechado de operadores, logo FpE;F q Ď

A
comp
m,rightpE;F q. Como B é aproximável, B P A

comp
m,rightpE;F q, isto é, SRB pertence ao ideal

A. ✷

Corolário 5.18. Sejamm P N, pQm, } ¨ }Qm
q um ideal Banach de polinômiosm-homogêneos

P-simétrico que contém os polinômios de posto finito fortemente. Sejam E, F , E1, F1

espaços de Banach tais que ao menos um dos espaços E˚, E˚
1 , F , F1 tem a propriedade da

aproximação. Se R P LpE;F q e B P LpE1;F1q são operadores não nulos, então R e B são

compactos se, e somente se, o operador

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q, SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

é compacto.

Demonstração. Sabemos que o ideal de operadores compactos K é um ideal fechado e

ademais K “ Kdual. Suponhamos que R e B sejam compactos. Como ao menos um dos

espaços E˚, E˚
1 , F , F1 tem a propriedade de aproximação, por [35, Proposition 10.1.3,

10.1.4] é verdade que

FpE;F q “ KpE;F q ou FpE1;F1q “ KpE1;F1q.
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Segue que R P FpE;F q ou B P FpE1;F1q, e a compacidade do operador SRB segue da

Proposição 5.17. A rećıproca é consequência do Teorema 5.2 e do Corolário 3.40. ✷

Proposição 5.19. Sejam A um ideal de operadores fechado e injetivo,m P N e pQm, } ¨ }Qm
q

um ideal Banach de polinômios m-homogêneos que contém os polinômios de posto finito for-

temente. Sejam também E, F , E1, F1 espaços de Banach, R P ApE;F q e B P ∆1
mApE1;F1q.

Se (i) pQm, } ¨ }Qm
q é injetivo e R é compacto, ou (ii) pQm, } ¨ }Qm

q é super-injetivo e P-

simétrico e B é compacto, então o operador

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

pertence a A.

Demonstração. Denotando o ideal dos operadores aproximáveis por F , de [28, Proposition

19.2.3] sabemos que
`
F
˘inj

“
`
F
˘sur

“ K.

(i) Da Proposição 5.6, A
comp
m,left é um ideal de operadores fechado e injetivo, logo

F Ď A
comp
m,left, e portanto

K “
`
F
˘inj

Ď
`
A
comp
m,left

˘inj
“ A

comp
m,left.

Assim R P A
comp
m,leftpE;F q, ou seja, SRB pertence ao ideal A.

(ii) Da Proposição 5.16, A
comp
m,right é um germe de ideal de operadores fechado e

sobrejetivo, logo F Ď A
comp
m,right, e portanto

K “
`
F
˘sur

Ď
`
A
comp
m,right

˘sur
“ A

comp
m,right.

Assim, B P A
comp
m,rightpE1;F1q, ou seja, SRB pertence ao ideal A. ✷

Corolário 5.20. Sejam m P N, pQm, } ¨ }Qm
q um ideal Banach de polinômios m-homogê-

neos que contém os polinômios de posto finito fortemente e injetivo. Sejam também E, F ,

E1, F1 espaços de Banach, R P LpE;F q e B P LpE1;F1q operadores nao nulos. Então R e

B são compactos se, e somente se, o operador

SRB : QpmF1;Eq ÝÑ QpmE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

é compacto.

Demonstração. Supondo R e B compactos e considerando o ideal de operadores com-

pactos K na Proposição 5.19, segue que SRB é compacto. A rećıproca é consequência do

Teoremas 5.2 e do Corolário 3.40. ✷
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Lema 5.21. Sejam E, F , G espaços de Banach, em que E é isomorfo a F .

paq Se E é um espaço de Asplund, então F também é um espaço de Asplund.

pbq Se E não contém uma cópia isomorfa de G, então F também não contém uma cópia

isomorfa de G.

Demonstração. (a) Lembremos que F é um espaço Asplund, se e somente se, todo

subespaço separável de F tem dual separável. Suponhamos que W seja um subespaço

separável de F e consideremos um isomorfismo Φ: F ÝÑ E. Como a imagem de um espaço

separável por função cont́ınua é também separável (veja, por exemplo, [30, Exercicio 9.1.4]),

ΦpW q é um subespaço separável de E. Como E é Asplund, rΦpW qs˚ é separável. Por outro

lado, como
rΦ: W ÝÑ ΦpW q, rΦpxq “ Φpxq,

é um isomorfismo, temos que prΦq˚ : rΦpW qs˚ ÝÑ W ˚ também é um isomorfismo. Pelo

mesmo resultado topológico usado anteriormente segue que W ˚ é separável.

Omitimos a demonstração de (b), que segue facilmente por absurdo. ✷

Proposição 5.22. Sejam E, F espaços de Banach. Então:

paq Se
`pbm,s

π E
˘˚

é um espaço Asplund e F não contém uma cópia isomorfa de ℓ1, então

PKpmE;F q também não contém cópia isomorfa de ℓ1.

pbq PKpmE;F q é um espaço Asplund se, e somente se,
`pbm,s

π E
˘˚

e F são espaços Asplund.

Demonstração. (a) De [31, Corollary 2.11] sabemos que Kppbm,s

π E;F q não contém cópia

isomorfa de ℓ1. Como os espaços Kppbm,s

π E;F q e PKpmE;F q são isomorfos [15, Proposition

3.2, 3.7], o resultado segue do item (b) do lema acima.

(b) Da mesma forma, de [31, Corollary 2.11] sabemos que Kppbm,s

π E;F q é um

espaço de Asplund se, e somente se,
`pbm,s

π E
˘˚

e F são espaços Asplund. Assim PKpmE;F q

é Asplund se, e somente se,
`pbm,s

π E
˘˚

e F são espaços Asplund. O resultado segue como

no item (a). ✷

Relembre que R denota o ideal dos operadores de Rosenthal e D8 denota o

ideal dos operadores de Asplund.

Corolário 5.23. Sejam E,F , E1, F1 espaços de Banach tais que PpmE1q é um espaço de

Asplund e o operador

SRB : PpmF1;Eq ÝÑ PpmE1;F q , SRBpP q “ R ˝ P ˝ B,

satisfaz SRB pPpmF1;Eqq Ď PKpmE1;F q. Então:
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(a) Se R P RpE;F q, B P ∆1
mRpE1;F1q e F não contém cópia isomorfa de ℓ1, então SRB é

um operador de Rosenthal.

(b) Se R P D8pE;F q, B P ∆1
mD8pE1;F1q e F é um espaço de Asplund, então SRB é um

operador de Asplund.

Demonstração. Como PpmE1q é um espaço de Asplund isomorfo a
`pbm,s

π E1

˘˚
, pelo item

(a) do lema acima decorre que
`pbm,s

π E1

˘˚
é um espaço de Asplund. Considerando os

operadores lineares e cont́ınuos

u : PpmF1;Eq ÝÑ PKpmE1;F q , upP q “ R ˝ P ˝ B,

i : PKpmE1;F q ÝÑ PpmE1;F q , ipQq “ Q,

e o diagrama

PpmF1;Eq

u

��

SRB // PpmE1;F q

PKpmE1;F q

i

66

conclúımos que SRB se fatora através de um espaço que não contém uma cópia de ℓ1 no

caso (a), e se fatora através de um espaço de Asplund no caso (b). Portanto, SRB é um

operador de Rosenthal no caso (a) e um operador de Asplund no caso (b). ✷
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APÊNDICE

Conforme já dissemos, provaremos neste apêndice a associatividade do produto

tensorial projetivo e uma espécie de associatividade parcial do produto tensorial projetivo

simétrico. Este último resultado foi usado durante a tese, e como não o encontramos na

literatura, optamos por demonstrá-lo neste apêndice.

.1 A associatividade do produto tensorial projetivo

Proposição A.1. Sejam X, Y e Z espaços normados. Então os espaços
`
X pbπY

˘ pbπZ,

X pbπY pbπZ e X pbπ

`
Y pbπZ

˘
são isomorfos isometricamente por meio de isomorfismos que

colocam em correspondência os tensores elementares px b yq b z, x b y b z e x b py b zq.

Demonstração.De [40, Exercise 2.3] sabemos que os espaços
`
X pbπY

˘ pbπZ eX pbπ

`
Y pbπZ

˘

são isomorfos isometricamente por meio de um isomorfismo que preserva os tensores ele-

mentares. Portanto só resta mostrar o mesmo para os espaços
`
X pbπY

˘ pbπZ e X pbπY pbπZ.

Para isso, fixamos um vetor z P Z e definimos

Az : X ˆ Y ÝÑ X pbπY pbπZ , Azpx, yq “ x b y b z.

É claro que Az está bem definida e é um operador bilinear, cuja continuidade segue de

}Azpx, yq}π “ }x b y b z}π “ }x} ¨ }y} ¨ }z}

para todos x P X e y P Y . Usando a propriedade universal do produto tensorial projetivo

(Proposição 1.52), existe um único operador linear cont́ınuo AzL : X pbπY ÝÑ X pbπY pbπZ

tal que AzLpx b yq “ x b y b z para todos x P X e y P Y . Agora podemos definir

B :
`
X pbπY

˘
ˆ Z ÝÑ X pbπY pbπZ , Bpw, zq “ AzLpwq.
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A linearidade de B na primeira coordenada segue da linearidade de AzL para cada z fixado.

Uma conta elementar mostra que Az1`λz2 “ Az1 ` λAz2 , e dáı segue, novamente pela

Proposição 1.52, que pAz1`λz2qL “ Az1

L `λAz2

L . Disso decorre a linearidade de B na segunda

coordenada, e portanto B é um operador bilinear. Para verificar sua continuidade, dados

w P X pbπY e z P Z, para todo ε ą 0 por [40, Proposition 2.8] existem sequências pxiqi em

X e pyiqi em Y tais que

w “
8ÿ

i“1

xi b yi e

8ÿ

i“1

}xi} ¨ }yi} ă }w}π ` ε.

Como AzL é um operador linear cont́ınuo, temos

}Bpw, zq}π “ }AzLpwq}π “

›››››A
z
L

˜
8ÿ

i“1

xi b yi

¸›››››
π

“

›››››
8ÿ

i“1

AzLpxi b yiq

›››››
π

ď
8ÿ

i“1

}AzLpxi b yiq}π “
8ÿ

i“1

}xi b yi b z}π “
8ÿ

i“1

}xi} ¨ }yi} ¨ }z}

“ }z}

˜
8ÿ

i“1

}xi} ¨ }yi}

¸
ă }z}p}w}π ` εq.

Fazendo ε ÝÑ 0` obtemos }Bpw, zq}π ď }z} ¨ }w}π, o que prova a continuidade de B. Pela

Proposição 1.52 existe um único operador linear cont́ınuo

BL :
`
X pbπY

˘ pbπZ ÝÑ X pbπY pbπZ tal que BLpw b zq “ AzLpwq.

Por outro lado, é imediato que

C : X ˆ Y ˆ Z ÝÑ
`
X pbπY

˘ pbπZ , Cpx, y, zq “ px b yq b z,

é um operador trilinear cuja continuidade segue de

}Cpx, y, zq}π “ }px b yq b z}π “ }x b y}π ¨ }z} “ }x} ¨ }y} ¨ }z}.

Logo existe um único operador linear cont́ınuo

CL : X pbπY pbπZ ÝÑ
`
X pbπY

˘ pbπZ tal que CLpx b y b zq “ px b yq b z.

Para todos x P X, y P Y e z P Z,

pBL ˝ CLqpx b y b zq “ BLppx b yq b zq “ x b y b z

e

pCL ˝ BLqppx b yq b zq “ CLpx b y b zq “ px b yq b z.

Usando a linearidade e continuidade dos operadores BL ˝ CL e CL ˝ BL segue que

BL ˝ CL “ idX pbπY pbπZ e CL ˝ BL “ idpX pbπY qpbπZ .
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Isso mostra que CL “ pBLq´1, e, em particular, BL é um isomorfismo. Para provar

que é uma isometria, lembremos que }BL} “ }B} ď 1, }CL} “ }C} ď 1. Para cada

θ P
`
X pbπY

˘ pbπZ existe um único ξ P X pbπY pbπZ tal que θ “ CLpξq, e assim

}BLpθq}π ď }θ}π “ }CLpξq}π ď }ξ}π “ }BLpθq}π.

✷

Faremos agora uma adaptação da demonstração acima para o caso do produto

tensorial projetivo de n espaços. Fizemos o caso n “ 3 primeiro para que o caso geral fique

mais fácil de ser compreendido.

Proposição A.2. Dados n P N e X1, . . . Xn, Xn`1 espaços normados, existe um isomor-

fismo isométrico

R : X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn`1 ÝÑ
`
X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn

˘ pbπXn`1,

tal que, para todos xj P Xj, j “ 1, . . . , n ` 1,

Rpx1 b ¨ ¨ ¨ b xn`1q “ px1 b ¨ ¨ ¨ b xnq b xn`1.

Demonstração. Evitaremos repetir os detalhes que são adaptações diretas da demons-

tração anterior. Para cada z P Xn`1 fixado, definimos

Az : X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn ÝÑ X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXnpbπXn`1 , A
zpx1, . . . , xnq “ x1 b ¨ ¨ ¨ b xn b z.

Assim como antes, Az é um operador multilinear cont́ınuo e

}Azpx1, . . . xnq}π “ }x1 b ¨ ¨ ¨ b xn b z}π “ }x1} ¨ ¨ ¨ }xn} ¨ }z}.

Existe um único operador linear cont́ınuo

AzL : X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn ÝÑ X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn`1

tal que

AzLpx1 b ¨ ¨ ¨ b xnq “ x1 b ¨ ¨ ¨ b xn b z.

Também como antes, o operador

B :
`
X pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn

˘
ˆ Xn`1 ÝÑ X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn`1; Bpw, zq “ AzLpwq,

é bilinear continuo e

}Bpw, zq}π ď }z} ¨ }w}π.

Essa desigualdade segue, como antes, do fato de que para todo ε ą 0, existem sequências

pxji qi em Xj, j “ 1, . . . , n, tais que

w “
8ÿ

i“1

x1
i b ¨ ¨ ¨ b xni e

8ÿ

i“1

}x1
i } ¨ ¨ ¨ }xni } ă }w}π ` ε.
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Existe então um único operador linear cont́ınuo

BL :
`
X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn

˘ pbπXn`1 ÝÑ X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn`1 tal que BLpw b zq “ AzLpwq.

E o operador

C : X1 ˆ ¨ ¨ ¨Xn ˆ Xn`1 ÝÑ
`
X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn

˘ pbπXn`1,

Cpx1, . . . , xn, xn`1q “ px1 b ¨ ¨ ¨ b xnq b xn`1,

é multilinear cont́ınuo e

}Cpx1, . . . , xn, xn`1q}π “ }x1} ¨ ¨ ¨ }xn} ¨ }xn`1}.

Logo existe um único operador linear cont́ınuo

R :“ CL : X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn`1 ÝÑ
`
X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn

˘ pbπXn`1

tal que

CLpx1 b ¨ ¨ ¨ b xn b xn`1q “ px1 b ¨ ¨ ¨ b xnq b xn`1.

Contas idênticas às da demonstração anterior provam que CL é o operador inverso de BL

e que BL é uma isometria. ✷

Da mesma forma é posśıvel mostrar que

Proposição A.3. Dados n P N, X1, . . . Xn, Xn`1 espaços normados, existe um isomor-

fismo isométrico

L : X1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn`1 ÝÑ X1pbπ

`
X2pbπ ¨ ¨ ¨ pbπXn`1

˘
,

tal que Lpx1 b ¨ ¨ ¨ b xn`1q “ x1 b px2 b ¨ ¨ ¨ b xn`1q.

Lema A.4. Sejam m,n P N, X, Y , Z1, . . . , Zn, W1, . . . ,Wm espaços normados. Se

u : X ÝÑ Y é um isomorfismo, então existe um isomorfismo

Mpuq : W1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπWmpbπX pbπZ1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπZn ÝÑ W1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπWmpbπY pbπZ1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπZn,

tal que Mpuqpw1 b ¨ ¨ ¨ b wm b x b z1 b ¨ ¨ ¨ b znq “ w1 b ¨ ¨ ¨ b wm b upxq b z1 b ¨ ¨ ¨ b zn.

Demonstração. Definindo

A : W1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Wm ˆ X ˆ Z1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zn ÝÑ W1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπWmpbπY pbπZ1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπZn,

Apw1, . . . , wm, x, z1, . . . , znq “ w1 b ¨ ¨ ¨ b wm b upxq b z1 b . . . b zn,
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obtemos um operador multilinear cont́ınuo, e portanto existe um único operador linear

cont́ınuo

AL : W1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπWmpbπX pbπZ1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπZn ÝÑ W1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπWmpbπY pbπZ1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπZn

tal que ALpw1 b ¨ ¨ ¨ b wm b x b z1 b ¨ ¨ ¨ b znq “ w1 b ¨ ¨ ¨ b wm b upxq b z1 b . . . b zn.

Analogamente, para a operador multilinear continuo

B : W1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Wm ˆ Y ˆ Z1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zn ÝÑ W1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπWmpbπX pbπZ1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπZn,

Bpw1, . . . , wm, y, z1, . . . , znq “ w1 b ¨ ¨ ¨ b wm b u´1pyq b z1 b . . . b zn,

existe um único operador linear cont́ınuo

BL : W1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπWmpbπY pbπZ1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπZn ÝÑ W1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπWmpbπX pbπZ1pbπ ¨ ¨ ¨ pbπZn

tal que BLpw1 b ¨ ¨ ¨ b wm b y b z1 b ¨ ¨ ¨ b znq “ w1 b ¨ ¨ ¨ b wm b u´1pyq b z1 b

. . . b zn. Da linearidade e da continuidade desses operadores segue que AL ˝ BL “

idW1
pbπ ¨¨¨pbπWm pbπY pbπZ1

pbπ ¨¨¨pbπZn e BL ˝ AL “ idW1
pbπ ¨¨¨pbπWm pbπX pbπZ1

pbπ ¨¨¨pbπZn . Isso prova que

um é o isomorfismo inverso do outro. ✷

Por fim obtemos a associatividade do produto tensorial projetivo na forma em

que necessitaremos.

Proposição A.5. Sejam m, k P N e X um espaço normado. Então existe um isomorfismo

isométrico

Jk,m : pbkm

π X ÝÑ pbk

π

`pbm

π X
˘

tal que

Jk,mpx1 b ¨ ¨ ¨ b xkmq “ px1 b ¨ ¨ ¨ b xmq b ¨ ¨ ¨ b pxpk´1qm`1 b ¨ ¨ ¨ b xkmq

para todos xj P X, j “ 1, . . . , km.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre k. Para k “ 1 a proposição

é trivialmente satisfeita. Suponhamos que o resultado seja válido para k “ n. A seguinte

cadeia de isomorfismos isométricos, em que R designa o isomorfismo da Proposição A.2,

Mp¨q designa o isomorfismo do Lema A.4 e P.A.1 designa o isomorfismo da Proposição

A.1, comprova o resultado para o caso k “ n ` 1:

pbkm

π X
R

ÝÑ
´
pbkm´1

π X
¯
pbπX

MpRq
ÝÑ

”´
pbkm´2

π X
¯
pbπX

ı
pbπX

P.A.1
ÝÑ

ÝÑ
´
pbkm´2

π X
¯
pbπ

´
pb2

πX
¯

MpRq
ÝÑ

”´
pbkm´3

π X
¯
pbπX

ı
pbπ

´
pb2

πX
¯

P.A.1
ÝÑ .

ÝÑ
´
pbkm´3

π X
¯
pbπ

”
X pbπ

´
pb2

πX
¯ı

MpL´1q
ÝÑ

´
pbkm´3

π X
¯
pbπ

´
pb3

πX
¯

MpRq
ÝÑ



Apêndice 130

ÝÑ
”´

pbkm´4

π X
¯
pbπX

ı
pbπ

´
pb3

πX
¯

P.A.1
ÝÑ

´
pbkm´4

π X
¯
pbπ

”
X pbπppb3

πXq
ı

MpL´1q
ÝÑ

ÝÑ
´
pbkm´4

π X
¯
pbπ

´
pb4

πX
¯

MpRq
ÝÑ ¨ ¨ ¨

MpL´1q
ÝÑ

´
pbpk´1qm
π X

¯
pbπ

`pbm

π X
˘ MpJk´1,mq

ÝÑ

ÝÑ
”
pbk´1

π

`pbm

π X
˘ı pbπ

`pbm

π X
˘ R´1

ÝÑ pbk

π

`pbm

π X
˘
.

✷

.2 A associatividade da norma projetiva no produto tensorial simé-

trico

Nesta seção provaremos o resultado que usamos na Seção 3.4. Precisamos de

dois lemas preparatórios. Por pE denotamos o (um) completamento do espaço normado E.

Lema A.6. Seja E um subespaço vetorial do espaço normado F . Então:

piq pF contém um subespaço isomorfo isometricamente a pE.

piiq Se E é denso em F , então E é denso em pF .

piiiq Se F é um espaço de Banach, então pE é isomorfo isometricamente ao fecho de E

em F .

Demonstração. (i) Se X é um espaço normado, então JXpXq é um completamento de X.

Como E Ď F , então JF pEq Ď JF pF q. Logo pE ” JF pEq Ď JF pF q ” pF , em que ” significa

ser isometricamente isomorfo.

(ii) Isso é imediato pois E é denso em F e F é isomorfo isometricamente a um subespaço

denso de pF .

(iii) Como F é Banach, o fecho de E em F é um espaço de Banach no qual E é denso. O

resultado segue. ✷

Lema A.7. Seja Z um subespaço vetorial do espaço normado X. Se Z é denso em X,

então Z bs
π Z é um subespaço denso de X bs

π X.

Demonstração. De [20, Proposition 3.9], Z bπ Z é um subespaço vetorial normado de

X bπ X. Por outro lado, Z bs
π Z é um subespaço normado de Z bπ Z contido em X bs

π X.

Portanto Z bs
π Z é um subespaço normado de X bs

π X.

A seguir mostraremos que pZ bs
π Zq

π
“ X bs

π X. Seja x b x P X bs
π X, onde

x P X. Como Z “ X existe uma sequência pxnqn Ď Z tal que xn ÝÑ x. Para cada n P N,
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pxn b xnq P Z bs
π Z e pxn b xnq ÝÑ x b x, pois

πpxn b xn ´ x b xq “ πpxn b xn ´ x b x ´ x b xn ` x b xnq

“ πppxn ´ xq b xn ` x b pxn ´ xqq

ď πppxn ´ xq b xnq ` πpx b pxn ´ xqq

“ }xn ´ x} ¨ }xn} ` }x} ¨ }xn ´ x}.

Portanto, xb x P pZ bs
π Zq

π
para todo x P X. Como pZ bs

π Zq
π
é um subespaço fechado e

todo tensor θ P Xbs
πX tem uma representação θ “

nÿ

i“1

λipxibxiq, segue que θ P pZ bs
π Zq

π
.

✷

Proposição A.8. Sejam m, k P N e E um espaço de Banach. Existe um operador

Ik,m : pbkm,s

π E ÝÑ pbk,s

π

`pbm,s

π E
˘
,

que é um isomorfismo sobre sua imagem e

Ik,mpbkmxq “ bkpbmxq para todo x P E.

Demonstração. Seja Jk,m : pbkm

π E ÝÑ pbk

π

`pbm

π E
˘
o isomorfismo da Proposição A.5.

Provemos que

bk,s
π pbm,s

π Eq
pbkπppbmπ Eq

“ pbk,s

π

`pbm,s

π E
˘
. (A.1)

De fato, sabemos que bm,s
π E é denso em pbm,s

π E, portanto do Lema A.7 segue que

bk,s
π pbm,s

π Eq
bkπppbmπ Eq

“ bk,s
π

`pbm,s

π E
˘
.

Agora (A.1) segue do Lema A.6(ii).

Vejamos que

Jk,m

´
pbkm,s

π E
¯

Ď pbk,s

π

`pbm,s

π E
˘
. (A.2)

Como bkm,s
π E Ď bkm

π E Ď pbkm

π E, do Lema A.6(iii) segue que

pbkm,s

π E “ bkm,s
π E

pbkmπ E

. (A.3)

E para todo x P E, Jk,mpbkmxq “ bkpbmxq P bk,s
π pbm,s

π Eq, e por linearidade conclúımos

que

Jk,m
`
bkm,s
π E

˘
Ď bk,s

π pbm,s
π Eq . (A.4)

Usando a continuidade de Jk,m temos

Jk,m

´
pbkm,s

π E
¯

pA.3q
“ Jk,m

ˆ
bkm,s
π E

pbkmπ E
˙

Ď Jk,m

´
bkm,s
π E

¯pbkπppbmπ Eq

pA.4q
Ď bk,s

π pbm,s
π Eq

pbkπppbmπ Eq pA.1q
“ pbk,s

π

`pbm,s

π E
˘
.

Finalmente, uma vez estabelecida (A.2) basta definir Ik,m :“ Jk,m
ˇ̌
pbkm,sπ E

. ✷
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