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Resumo

Cédigos corretores de erros sao uma importante subarea da teoria da informacao. O
objetivo deste trabalho é a construcao de codigos perfeitos para espagos de sinais bidimen-
sionais. Para este fim serao utilizados elementos da teoria dos grafos, niimeros e codigos.
As constelagoes quadraticas e hexagonais serao modeladas por grafos circulantes de grau
quatro e seis, respectivamente denominados grafos gaussianos e de Eisenstein-Jacobi. As
palavra-codigo consideradas sao os elementos dos anéis quocientes dos inteiros gaussianos e
de Eisenstein-Jacobi, e a métrica é baseada na distancia dos vértices dos grafos circulantes.
O conjunto perfeito dominante da teoria dos grafos, aplica-se nos grafos gaussianos e
de Eisenstein-Jacobi. A obtenc¢ao deste conjunto de dominacao nos leva diretamente a
construcao de codigos perfeitos sobre grafos dos inteiros gaussianos e de Eisenstein-Jacobi.

Palavras-chave: Grafos circulantes, grafos gaussianos, grafos de Eisenstein-Jacobi, anel
quociente e conjunto perfeito dominante.



Abstract

Error-correcting codes are an important sub-area of information theory. The main of
this work is the construction of perfect codes for two-dimensional signal spaces. For this
purpose will be used elements of graph, number and code theory. The quadratic and
hexagonal constellations will be modeled by circulating graphs of degree four and six;
Gaussian and Eisenstein-Jacobi graphs respectively. The codewords considered are the
elements of the quotient rings of the Gaussian integers and Eisenstein-Jacobi. The metric
is based on the distance of the vertices of the circulanting graphs. The perfect dominating
set in graph theory applies in the Gaussian and Eisenstein-Jacobi graphs. The attainment
of this set of domination leads us directly to the construction of perfect codes over Gaussian
integers and Eisentein-Jacobi graphs.

Keywords: Circulanting graphs, gaussian graphs, Eisenstein-Jacobi graphs, quotient ring
and perfect dominating set.
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Introducao

A teoria dos codigos corretores de erros nasceu em 1948, com a publicacdo de A
mathematical theory of communication de C. E. Shannon [19]. Em tal publicagao é
demonstrado o Teorema da Capacidade do Canal, onde em linhas gerais diz que para a
transmissao de dados abaixo de uma certa taxa C (simbolos por segundo), chamada de
capacidade do canal, é possivel obter a probabilidade de erro tao pequena quanto se deseja
através de codigos corretores de erros apropriados. Desde entao, surgiram importantes
trabalhos entre os quais os de D. Slepian [21], na década de 60 e o de G. D. Forney|[20],
na década de 90, que introduz o conceito de cdédigos geometricamente uniformes. Esses
codigos sao caracterizados pela existéncia de isometrias (simetrias) internas, que permitem
a construcao de instrumentos para uma analise aprofundada da performance de um codigo.

A teoria dos cdédigos corretores de erros trata da correcao dos dados obtidos na
transmissao. Geralmente na transmissao de informagoes ocorrem interferéncias que as
modificam. Esse tipo de problema é comum nos meios de comunicagao. Para soluciona-los
incorpora-se algum tipo de redundéancia aos dados originais e através delas é possivel
recuperar as informagoes originais. A utilizacao dos cddigos corretores de erros provém da
necessidade de se armazenar e transmitir grande ntimero de dados, muitos dos quais sao
sensiveis a erros. Este processo requer cada vez mais sistemas eficientes e seguros. Devido
a isto e a grandes avangos tecnologicos, a teoria de codigos corretores de erros continua
sendo uma area de forte interesse de estudo atualmente.

Grafos aparecem constantemente como modelos de qualquer estrutura complexa, por
exemplo; vias férreas, canalizacdes de agua ou gas, condutores elétricos ou em sistemas
de telecomunicagoes. A teoria dos grafos estuda as estruturas discretas que modelam as
relacoes entre os objetos de um determinado conjunto.

Conjuntos perfeitos t-dominantes resultam na teoria de cédigos em codigos perfeitos
para a métrica de Hamming e para a métrica de Lee, [16]. Neste contexto de relacionar
grafos com cédigos, em [29], foi apresentado uma condicao suficiente para obter cdédigos
perfeitos t dominantes utilizando grafos gaussianos e grafos de Eisenstein-Jacobi, se
estes existirem. Em [24, 29] foi introduzida uma nova métrica proveniente da teoria dos
grafos sobre constelagoes do tipo QAM modeladas por inteiros gaussianos e em [27] sobre
constelagbes hexagonais modeladas por inteiros de Eisenstein-Jacobi. Estas métricas sao
baseadas na distancia dos vértices de grafos circulantes, uma classe dos grafos de Cayley,
definidos sobre anéis dos inteiros. Esses grafos sao modelos matematicos das constelagoes
bidimensionais. A partir dessa construcao, [11] foram apresentados cédigos perfeitos e
quase-perfeitos de grafos sobre anéis quocientes de inteiros e também utilizando ordem dos
quatérnios. Ja em [26], foram estabelecido a conexao de grafos circulantes com cédigos
esféricos rotulados por grupos ciclicos e cdédigos perfeitos na métrica de Lee.

Seguindo as construgoes apresentadas em [11, 24, 29], este trabalho tem como objetivo
elucidar tais construgoes e apresentar novos exemplos de cddigos perfeitos utilizando
conjuntos t-dominantes sobre grafos de inteiros gaussianos e de Eisenstein-Jacobi, para
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espacos de sinais em dimensao 2. Para alcancar tal objetivo, se faz necessario estabelecer
uma relagdo entre a teoria de cédigos, a teoria de grafos e a teoria algébrica dos nimeros.
Mais precisamente, estabelecendo uma relacao entre codigos perfeitos, grafos circulantes e
anéis de inteiros de corpos quadraticos.

As palavra-cédigo consideradas neste trabalho sdo elementos de anéis finitos complexos:
anel dos inteiros gaussianos e inteiros de Eisenstein- Jacobi. Os anéis quocientes sao
definidos mediante uma relacao de equivaléncia determinada pelos multiplos de um inteiro
gerador. Os anéis gaussianos e de Eisenstein-Jacobi possuem uma norma multiplicativa, que
determina a cardinalidade do anel quociente e a ordem dos grafos circulantes considerados.
Os vértices dos grafos constituem o alfabeto e a adjacéncia é determinada pela cardinalidade
do conjunto de unidades. O conjunto perfeito dominante da teoria de grafos se aplica
nos grafos gaussianos e de Eisenstein-Jacobi. Em cada caso existem condigoes suficientes
para a sua existéncia. A obtencao dos conjuntos de dominagao nos leva diretamente na
construcao de codigos perfeitos sobre os alfabetos considerados.

O software Mathematica e o pacote tikz foram utilizados na construcao dos exemplos e
na representacao geométrica dos codigos.

Este trabalho foi estruturado da seguinte maneira.

No Capitulo 1 apresentamos os elementos algébricos fundamentais para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Com esse objetivo definiremos as seguintes estruturas algébricas:
grupos, anéis, ideais e corpos, além dos principais resultados envolvendo tais concei-
tos. Além disso, também apresentamos um estudo sobre a teoria algébrica dos ntimeros,
definindo conceitos importantes como corpos de nimeros e anéis dos inteiros, tais con-
ceitos serao aplicados em uma familia muito importante de corpo de ntimeros, os corpos
quadraticos.

No Capitulo 2 apresentamos os cddigos corretores de erros e resultados importantes
aplicados neste trabalho, como o conceito de codigos perfeitos e distancia em um cédigo.
Para exemplificar, apresentamos uma classe importante de codigos corretores de erros que
sao os codigos de bloco lineares.

No Capitulo 3 apresentamos defini¢oes gerais da teoria de grafos, com objetivo de
estudar uma classe especial de grafos: os grafos circulantes. Em especial, estaremos
interessados em grafos circulantes de graus 4 e 6 definidos sobre quocientes de anéis
de inteiros gaussianos e de Eisenstein-Jacobi, os chamados grafos gaussianos e grafos
Eisenstein-Jacobi.

No Capitulo 4 apresentamos a construcao de codigos perfeitos sobre grafos gaussianos
e de Eisenstein-Jacobi. Definimos conjuntos perfeitos t-dominantes sobre grafos e codigos
perfeitos, além de resultados fundamentais na construcao desses c6digos.
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Capitulo 1

Conceitos Iniciais

Neste capitulo iremos apresentar os principais elementos de algebra e teoria algébrica
dos ntimeros, que serao necessarios para o desenvolvimento dos demais capitulos.

Na Secao 1.1 inicialmente definimos o conceito de operagoes para entao definirmos as
estruturas algébricas de grupos, anéis e corpos, e suas principais propriedades. Apresenta-
mos também os conceitos de ideais e anéis quocientes que serao muito importantes neste
trabalho. Em seguida, apresentamos algumas defini¢oes sobre espacos vetoriais e médulos.

Na Secao 1.2 foram apresentados os conceitos de corpo de ntimeros, inteiros algébricos,
anel de inteiros, traco, norma e discriminante. Tais conceitos serao aplicados em uma
classe muito importante de corpos de niimeros; os corpos quadraticos. Como principais
exemplos de anéis inteiros de corpos quadraticos apresentamos os inteiros gaussianos e os
inteiros de Eiseistein-Jacobi. Tais anéis serao a estrutura fundamental para a construgao
de cédigos perfeitos via grafos no Capitulo 4.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [1, 3, 4, 11, 13-15, 22, 28, 30].

1.1 Conceitos basicos de algebra

Nesta secao veremos os conceitos principais de algebra abstrata que sao as ferramentas
basicas para o desenvolvimento deste trabalho. Entre eles, conceito de operacoes, grupos,
anéis, ideais, corpos e modulos, assim como suas principais propriedades.

Definicao 1.1.1. Seja E um conjunto nao vazio, uma aplicacdo * : E x E — E é chamada
operagao sobre E. Dizemos que E é um conjunto da operacgao .

Exemplo 1.1.1. (a) A aplicacdo f:Z x Z — Z, tal que f(z,y) = +y é a operagao
de adigao sobre Z.

(b) A aplicacdo f : Q* x Q* — QF, tal que f(z,y) = . é a operacao de divisao sobre Q*.
Seja * uma operacgao sobre um conjunto nao vazio E.

1. Dizemos que * é associativa quando x * (y * z) = (x * y) * z, quaisquer que sejam
x,y, 2 € E.

2. Dizemos que % é comutativa quando z * y = y * x, quaisquer que sejam x,y € E.

3. Dizemos que e € E é um elemento neutro para a operacao * quando exxr = r*e = x,
para qualquer x € E.
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4. Dizemos que x € E é um elemento simetrizavel para a operacao * que tem neutro e,
se existe 2’ € E, tal que 2’ xx = e = x *2’. O elemento 2’ é chamado simétrico de x
para a operacao *.

5. Dizemos que um elemento a € E é regular (ou simplificdvel) em relagdo a operagao
XSe axT=axyY =T =yexrxa=7y*xa= r =1y, quaisquer que sejam z,y € E.

6. Sejam x e /\ duas operagoes sobre E. Dizemos que /\ é distributiva em relacao

& operagao x se: x \(y* z) = (xAy) x (@Az) e (y+2) Av = (yAz) * (z Ax),

quaisquer que sejam z,vy, z € E.

Exemplo 1.1.2. Seja E um conjunto nao vazio e z*xy = /22 + y2, onde z,y € E. Vamos
mostrar que a operagao * sobre E é associativa, comutativa e tem elemento neutro. Sejam
x,y, 2 € K, assim

e rx(yxz) = 2+ (yx2)? = \/352 y? +z2) = Ja?+y?+22 e (xxy) *
z=/(xxy)?+22= \/( x2—|—y2)2+22 = /2?2 4+ y? + z2. Logo, a operagao * é

associativa.

o THY= \/332 +y2 = \/y2 + 22 =y * x, logo * é comutativa.

e xxe=exr = Vitt+el=uo=1 +e*=12=¢e’>=0= e =0, logo existe
elemento neutro e para a operacao .

Proposicao 1.1.1. [1] Se a operacao * em E tem elemento neutro e, ele é tinico.

Demonstragio. Sejam e e € elementos neutros da operacdo * em E, entao por defini¢ao
temos que: e x € = €' e e x e’ = e, respectivamente. Logo, € = e. [ |

Proposigao 1.1.2. [1] Se a operacao x em E é associativa, possui elemento neutro e e
um elemento x € E simetrizavel, entdo o simétrico de x é unico.

Demonstragio. Seja x € E simetrizavel. Se 2’ e x” sdo simétricos de x, por definicao
temos que:

r=ex2'=(@"xx)x2 =2"x(xx2')=2"xe=2".

Definicao 1.1.2. Seja * uma operagao sobre um conjunto E nao vazio e A um subconjunto
nao vazio de E. Dizemos que A é uma parte fechada de E para a operacao * se, e somente
se,t€E Aeyce A= x*xyec A, para todo z,y € A.

A seguir veremos o conceito de grupo que é fundamental para o nosso trabalho, pois eles
sao usados para capturar a simetria interna de uma estrutura. Anéis e Espacgos Vetoriais
sao grupos juntamente com as suas operagoes e axiomas adicionais.

Definicao 1.1.3. Sejam G um conjunto nao vazio e * uma operagao sobre G. Dizemos
que G é um grupo em relacao a *, se, e somente se,

(i) ax(bxc)=(axb)*c, Ya,b,c € G (associativa);

(ii) dJe€ G |a*xe =ex*xa=a,Ya € G (elemento neutro);



16

(iii) Ya € G, Ja’ € G | axd = d' xa = e (elemento simétrico).

Exemplo 1.1.3. (a) Os conjuntos Z, Q, R e C sdo grupos com a operacao de adigao
usual.

(b) Os conjuntos Q*, R* e C* sdo grupos com a operagao de multiplica¢ao usual.

Observacao 1.1.1. Chamaremos grupos com a operacao de adi¢ao usual de grupos
aditivos e grupos com a operagao de multiplicacao usual de grupos multiplicativos.

Defini¢ao 1.1.4. Um grupo (G, *) é dito comutativo ou abeliano se, e somente se, * é
comutativa. Além disso, G é finito, quando G ¢ finito e, a cardinalidade de G é chamada
de ordem de G.

Exemplo 1.1.4. O conjunto dos nimeros reais IR, munido da operac¢ao * definida por
rxy=x+y— 3 éum grupo comutativo. De fato, para todo z,y, z € R temos que:

(i) z*x(yx2)=x+yxz2—3=0+y+2—-3)—3=x+y+z—6¢e(x*xy)*xz =
(xxy)+z—3=(r4+y—3)+2z—3=x+y+2z—06. Logo, a operagao * é associativa.

(ii) r¥e=exzr=x=x+e—3 =z =e=3. Logo, e =3 é o elemento neutro.

(iii) Dadoz € R, 3y € R |y = —z onde x *xy = v+ (—x) — 3 = 3. Logo, x é simetrizavel.
Portanto, (IR, *) é um grupo. Além disso,

(iv) zxy=x+y—3=y+x—3=yx*x. Logo * é comutativa.
Portanto, (IR, *) é um grupo comutativo ou abeliano.

A seguir definiremos grupos ciclicos. No Capitulo 3 veremos um exemplo importante
de grafos, os grafos circulantes que sao grupos ciclicos.

Definicao 1.1.5. Seja G um grupo multiplicativo. Dado a € G, define-se a poténcia
m-ésima de a, para todo m € Z, da seguinte maneira:

(i) Se m > 0, entao a™ = a™ 'a.
(ii) Se m < 0, entdao a™ = (a=™)~ L.

(iii) Se m = 0, entdo a® = e (elemento neutro).

Definicao 1.1.6. Um grupo multiplicativo G é chamado grupo ciclico, se existe um
elemento a € G tal que G = {a"|m € Z}. Denotamos por G = (a) e o elemento a é dito
gerador de G.

Exemplo 1.1.5. O grupo multiplicativo G = {1,—1} é ciclico uma vez que G =
{(=1)"|m e Z} = (-1) ={1,-1}.

Definicao 1.1.7. O menor ntmero inteiro h > 0, tal que a
ordem do elemento a. Denotamos por o(a) = h.

h = e chama-se periodo ou

Exemplo 1.1.6. O elemento i € C* tem periodo 4, poisi' =4 , 2 = -1, = —i ,i* = 1.

Definicao 1.1.8. Dado um elemento a de um grupo multiplicativo G, a™ = e se, e
somente se, m = 0, dizemos que o elemento a tem periodo zero ou ordem zero, e que o
grupo (a) é um grupo ciclico infinito.
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Proposicao 1.1.3. [1] Seja a um elemento de um grupo multiplicativo G. Se a ordem de
a é h >0, entdo {a) é um grupo finito de ordem h dado por {a) = {e,a,da?, ..., a" 1}.

Demonstra¢io. Mostraremos primeiro que o conjunto {e, a, ... ,ah_l} tem exatamente A
elementos. De fato,se 0 < i< j<hea’' =da’,entdio 0 < j—i < hea’ " =e, 0 que
¢ um absurdo pois o(a) = h. Logo, ndo ha elementos iguais nesse conjunto e sao h os
seus elementos. Mostraremos agora que (a) = {e,a,a?,...,a" '}. Para isso, é suficiente
mostrar que o primeiro desses conjuntos estd contido no segundo. Seja z € (a), entao
existe m € Z de maneira que z = a™. Usando o algoritmo da divisao em Z com relacao
aos elementos inteiros m e h temos que existem ¢, r € Z. tais que

m=hq+r (0<r<h).

Assim,

r=a"=d"" =ad"a" = (a")a" = ela" = ea” = d".
Como 0 < 7 < h,entdo x € {e,a,da?, ...,a"'}. Logo, (a) C {e,a,a?,...,a" 1} e por-
tanto, (a) = {e,a,a?, ..., a" 1} ]

A seguir veremos o conceito de Anel, bem como as suas principais propriedades.

Definigao 1.1.9. Seja A um conjunto nao vazio, munido das operagdes de adigao (+)
e multiplicacdo (). A terna (A, +,-) é chamada de Anel, se A é um grupo abeliano em
relagdo a operacgao (+) e se a operagao (-) satisfaz as seguintes condigoes:

(i) a-(b-c)=(a-b)-c, Ya,b,c € A (associativa).
(ii) a- (b+c¢)=a-b+a-c Va,b,c e A (distributiva).

Defini¢ao 1.1.10. Um anel (A, +,-) é comutativo, se a operagao (-) for comutativa. E,
(A,+,-) é um anel com unidade, se existe 1 € A talque 1 -a = a-1 = a, para todo
a€ A.

Exemplo 1.1.7. Os conjuntos numéricos (Z,+, ), (Q,+,),(R,+,-) e (C,+, ) sdo anéis
comutativos com unidade.

Defini¢ao 1.1.11. Um anel (A, +, ) é chamado dominio ou dominio de integridade, se
para todo a,b € A, com a # 0 e b # 0, implica que a - b # 0, ou equivalentemente, para
todo a,b € A, com a-b =0 implica que a =0 ou b = 0.

Definicao 1.1.12. Dados A e B anéis, uma funcao ¢ : A — B serda chamada homomor-
fismo de anéis, se para todo a,b € A forem verificadas as seguintes igualdades:

(i) ¢(a+0b) = o(a) + o(b),
(ii) ¢(a-b) = ¢(a) - ¢(b),
(iii) ¢(1a) = 1,

onde 14 é o elemento neutro da multiplicacao de A e 1g é o elemento neutro da multiplicagao

de B.

Definicao 1.1.13. Quando um homomorfismo ¢é injetor ele é chamado monomorfismo, e
quando for bijetor isomorfismo. Dois anéis sdo considerados idénticos se forem isomorfos,
ou seja, existem entre eles um isomorfismo. O isomorfismos ¢ : A — A é chamado
automorfismos.
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Definigao 1.1.14. Seja A um anel e ) # B C A. B serd dito subanel de A, se B é um
anel com as mesmas operagoes de A porém restritas aos elementos de B.

Definicao 1.1.15. Seja A um anel. Dizemos que um elemento a € A ¢ inversivel, se
existir um elemento b € A tal que a - b = 1. Neste caso, b é chamado inverso de a.

Ideais sao subconjuntos especiais de um anel, por exemplo o conjunto dos pares e
{mpares sao ideais do anel dos nimeros inteiros Z. E importante salientar que ideais
geram anéis. Veremos no Capitulo 4 que codigos perfeitos podem ser obtidos a partir de
anéis quocientes gerados por ideais. A seguir apresentamos tais conceitos.

Definigao 1.1.16. Um subconjunto nao vazio I de um anel comutativo A serda chamado
ideal de A, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) Sea,bel, entdaoa—bel;
(ii) Seac Aebel entaioa-bel

Exemplo 1.1.8. Todos os subconjuntos do anel Z dos nimeros inteiros da forma nZ. =
{nq | n,q € Z}, sdo ideais. De fato:

e 0 €nZ, pois 0 = n0.
e Se q1,q2 € nZ, entdao ngy — ngs = n(q1 — q2) € nZ.

e SeqenZeac€Z,entdo a(ng) =n(aq) € nZ

Definicao 1.1.17. Seja A um anel comutativo e ay,as,...,a, € A, onden > 1. O
subconjunto de A, indicado por (ay,as,...,a,) , tal que
(ay,a9,...,a,) = {x1a1 + 209 + + - - + Tpay, | x1,29,..., 2, € A}

é um ideal em A.

Defini¢ao 1.1.18. O ideal (aj,as,...,a,) é chamado ideal gerado por ay,as, .. .,a,. Um
ideal gerado por um sé elemento a € A ¢é dito ideal principal gerado por a. Neste caso,
além da notagdo (a), usa-se também aA. Se todos os ideais de um anel de integridade sao
principais, entdo este anel é chamado anel principal. Particularmente, se A é um dominio
de integridade onde todo ideal é principal, dizemos que A é um dominio principal.

Exemplo 1.1.9. (2,3) =Z

Definigao 1.1.19. Seja I um ideal do anel A. I serd chamado ideal primo, se I # A, e se
para todo a,b € A, coma-bel, entaoacToubel

Exemplo 1.1.10. O Ideal 3Z em Z é primo, pois 3Z. # Z. e
ab € 3Z = 3lab = 3|la ou 3|b = a € 3Z ou b € 3Z.

Definicao 1.1.20. Um ideal M de A com M # A é chamado ideal maximal se, para
todo ideal T tal que M C I C A e M #1, temos que I = A.

Exemplo 1.1.11. 15Z nao é ideal maximal de Z, pois 15Z C 3Z. C Z.
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As congruéncias (aritmética modular) foram introduzidas por Gauss em 1801, publicada
na sua obra prima "Investigagcoes em aritmética”. Elas sao o instrumento adequado quando
damos énfase ao resto na divisao euclidiana. A seguir veremos a definicao, propriedades
basicas e resultados importantes como classe residual, para chegarmos na definicao de anel
quociente.

Definigao 1.1.21. Sejam A um anel e m € A. Dados a,b € A, dizemos que a é congruente
a b médulo m, se m | (a — b). Escrevemos, a = b mod m. Se m nao divide a diferenga
a — b, entao diz-se que a é incongruente a b médulo m. Escrevemos a Z b mod m

Exemplo 1.1.12. Em Z, tem-se que

3 = 24 mod?7,porque 7| (3—24)
—31 = 11 mod 6, porque 6 | (—31 —11)
—15 —63 mod 8 , porque 8 | (=15 + 63)

25 # 13 mod 7, porque 7 1 (25 — 13)

Proposicao 1.1.4. [4] Sejam A um anel e a,b,c,a’,V elementos quaisquer de A. Para
algum m € A, com m # 0, tem-se que

(i) a=a mod m.
(ii) Se a =b mod m, entdo b =a mod m.
(iii) Sea=0b mod m e b =c¢ mod m, entdo a = ¢ mod m.

(iv) Sea=d modmeb=0b modm,entao a+b=d +0 modmea-b=d-V
mod m.
Demonstracao.
(i) Como m # 0, entdo para todo a € A segue que m | (a — a). Logo, a = a mod m.

(ii) Por hipdtese a = b mod m, entdo m | (a — b). Mas como b —a = —(a — b), segue que
m | (b—a). Logo, b =a mod m.

(iii) Por hipdétese a =b mod m e b = ¢ mod m, entao
ml(a—b)em|(b—c)=m|[(a—b)+(b—c)=m] (a—c).
Logo, a = ¢ mod m.
(iv) Por hipétese a = a’ mod m e b= mod m, entao
m|(a—d)em|(b-=00)=m]|(a—d)+(b-V)=m|(a+b)— (" —V).
Logo, a+b=d +b modm. Comoa-b—a -0 =a-(b—"0)+V(a—d), segue que
m | (a-b—ad -b). Portanto, a-b=d'-b mod m. ]
Pela Proposicao 1.1.4 verificamos que = é uma relacdo de equivaléncia.

Definicao 1.1.22. Chamamos de classe residual de um elemento a € A, médulo m, o
conjunto
a={reA;z=a modm}={a+m-\\e€A}

O elemento a sera chamado representante da classe residual a. Fazendo mA = {m -\ \ €
A}, podemos escrever a = a+mA. O conjunto de todas as classes residuais em A médulo
m é denotado por A,,.
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Exemplo 1.1.13. Sejaa € Zem =2, entdo 0={zr € Z | r =0 mod 2}={r € Z | z é
par} e I={z € Z | x =1 mod 2}={x € Z | x é impar}. Temos também que a =0, se a é
par e a = 1, se a é impar.

Exemplo 1.1.14. Seja a € Z e m = 5, entao:

0, se a é multiplo de 5

1, se a tem resto 1 quando dividido por 5

2, se a tem resto 2 quando dividido por 5

Ql
Il

3, se a tem resto 3 quando dividido por 5

4, se a tem resto 4 quando dividido por 5

Proposicao 1.1.5. [4] Quaisquer que sejam os elementos a,b € A, temos que:
(i) @ = b se, e somente se, m | (a — b); ou seja, a — b € mA.

(ii) aNb # () se, e somente se, a = b.

(iii) A = Ugeaa.

(iv) Se A ¢é um dominio, existe uma bijecdo entre a e mA.

Demonstracao.

(i) Como a € a, se a = b, segue que a € b. Logo, se a =b mod m entdo b =a mod m e
portanto, m | (a — b). Reciprocamente, considere a = b mod m. Logo, z = a mod m se,
e somente se, x = b mod m. Portanto, a = b.

(ii)c€eanb<=c=a modmec=0b modm <= a=0b modm <= a=b.
(iii) Para todo a € A, temos que a € a. Logo, A C Useaa C A e entdo A = Ugeaa.
(iv) Considere a aplicagao

v:mA — a

mr +— a+mx
temos que ¢ é bem definida e é bijetora, pois
v(mz) =Y(my) = a+mr=a+my=x=y.
|

Definicao 1.1.23. Chama-se sistema completo de restos modulo m todo o conjunto
S ={ri,re,...,rn} de m inteiros tal que um inteiro qualquer a é congruente médulo m a
um unico elemento r; (1 <i < m) de S.

Teorema 1.1.1. [28] O conjunto S = {0, 1,2,...,m— 1} é um sistema completo de restos
modulo m.

Demonstragio. Com efeito, o conjunto S tem m elementos e, além disso, qualquer que
seja o inteiro a, temos pelo algoritmo da divisao que

a=mq+r,com0<r<m,

o que implica que ¢ = r mod m. Como o resto r s6 pode assumir os m valores
0,1,2,...,m — 1, segue-se que o inteiro a é congruente modulo m a um unico desses
m inteiros. |
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Exemplo 1.1.15. O conjunto S = {0,1,2,3,4,5,6} é um sistema completo de restos
modulo 7.

Teorema 1.1.2. [28] Se S = {r{,72,...,7} é um sistema completo de restos médulo m,
entao os elementos de S sao congruentes modulo m aos inteiros 0,1,2,...,m — 1, numa
certa ordem.

Exemplo 1.1.16. O conjunto {—2,—1,0, 1,2} é um sistema completo de restos médulo
5, pois:

—2 = 3 mod>5
—1 = 4 modb
0 = 0 mod5
= 1 mod5b

2 = 2 modb.

Observacao 1.1.2. As operagoes de adi¢do e multiplicagdo definidas em A,,, sdo respec-
tivamente:

a+b=a+b

a .

S
IS
s

Teorema 1.1.3. [4] O conjunto das classes residuais A, munido das operagdes de adi¢ao
e multiplicagdo é um anel com 0 e 1, respectivamente como os elementos neutros para a
adicao e para a multiplicagao.

Demonstracio. Pela definicdo da operacao de adicdo em A,, e pela associatividade da
adicao em A, temos que

(@a+b+é=a+b+é=(a+bd) +c=a+(b+c)=a+b+c=a+ (b+¢c).

Agora, pela definicao das operacoes em A,, e pela distributividade da multiplicagdo com
respeito a adigao em A, temos que

a-b+c)=a-btc=alb+c)=abtac=ab+ac=a-b+a-c.
|

A seguir veremos que anéis quocientes sao classes residuais, veremos a sua definicao e
alguns resultados importantes que sdo fundamentais para o desenvolvimento dos Capitulos
3ed.

A relagdo de congruéncia em Z estudada anteriormente, pode ser definida em termos
de ideais da seguinte maneira

a=b modn <= b—ac (n),

onde (n) é o ideal gerado por n. Generalizando, definimos a seguinte relagdo bindria em
anéis.

Definicao 1.1.24. Sejam A um anel e I um ideal de A. A relagao binaria em A é definida
por
a=b modl <= b—-—acl
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Proposigao 1.1.6. (3] Sea =b modlec=d modI entdo a+c=b+c¢ modIe
a.c=b.d mod L

Definicao 1.1.25. Sejam A um anel, I um ideal de A e a € A. Define-se a classe residual
de a modulo I, como sendo o conjunto

a=a+I={a+a|zecl}

Sejam A um anel e I um ideal de A. Denotamos por A/I o conjunto das classes
residuais dos elementos de A moédulo I e definimos neste conjunto as seguintes operagoes
de adicao e multiplicacao

a+b=a+0, istoé (a+I)+ (b+1)=(a+0b)+1;
a-b=ab, isto é (a+I)(b+1) = (ab) +L

Defini¢ao 1.1.26. Seja A # I. A/I munido das operagoes definidas acima é um anel,
chamado anel quociente de A por 1.

Exemplo 1.1.17. Se A = Z e I = (m) para algum inteiro m > 1, entdo A/I = Z,,.
Para Z, = {0,1} com as operacdes de adicio e multiplicacido apresentadas nas tabelas
abaixo é um anel quociente.

Teorema 1.1.4. [1] Sejam A e B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo, entao:

=1 ol 4
— ol oI
Ol = =
=l

ol ol ol
= Ol

(i) Im(¢) é um subanel de B.

(ii) Ker(¢) é um ideal de A.

(iii) ¢ ¢é injetora se, e somente se, Ker(¢) = 0.

(vi) Os anéis A /Ker(¢) e Im(¢) sao isomorfos (Primeiro Teorema do Isomorfismo).

Teorema 1.1.5. [30] Sejam I e J ideais do anel A.
I (I+J)

(i) Existe um isomorfismo de anéis =

Ind) = 3J

(Segundo Teorema do Isomorfismo).

(1)
(%)

A seguir apresentaremos o conceito de corpo, bem como suas propriedades e principais
resultados.

~| >

12

| >

J A
(ii) Se I C J, entao T ¢ um ideal em Te existe um isomorfismo de anéis

-

(Terceiro Teorema do Isomorfismo)

Definicao 1.1.27. Um anel comutativo com unidade K, chama-se corpo, se todo elemento
nao nulo de K é invertivel. Ou seja, se para todo a € K, com a # 0, existe b € K tal que
a-b=1.
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Exemplo 1.1.18. (a) Os anéis Q, R e C sao corpos.
(b) O anel Z nao é corpo, pois os elementos em Z nao possuem inverso multiplicativo.

Definigao 1.1.28. Dado um corpo K, um subconjunto I. C K, com IL # (), é chamado
subcorpo de K se:

(i) 1eL;

(ii) a,beL=a—-bele

(iii) a,beLeb#A0=a-b"' € L.

Exemplo 1.1.19. O conjunto dos niimeros racionais Q é subcorpo dos niimeros reais IR

Definicao 1.1.29. Seja o anel A um dominio de integridade. Dizemos que um corpo K é
o corpo de fragoes do anel A se K for o menor corpo contendo A.

Exemplo 1.1.20. Q é o corpo das fra¢oes do anel Z

Definicao 1.1.30. Um corpo K é finito, quando o conjunto K é finito. A quantidade de
elementos do conjunto K é chamada ordem do corpo K.

Teorema 1.1.6. [4] O anel Z,, é um corpo se, e somente se, m é um nimero primo.
Exemplo 1.1.21. Z, é um corpo, porém Zg nao é um corpo , pois 2 - 3 = 0.
Proposigao 1.1.7. [3] Sejam A um anel e I um ideal de A com I # A. Temos que
(i) A/I é um dominio se, e somente se, I é ideal primo;

(ii) A/I é um corpo se, e somente se, I é ideal maximal.

A seguir apresentaremos o conceito e as principais propriedades de espacos vetoriais.
Um espago vetorial é uma estrutura algébrica fechada para as operagoes de adigcao e
multiplicagdo por um escalar, com suas respectivas propriedades.

Definicao 1.1.31. Sejam dados um corpo K e um conjunto V. Dizemos que V é um
espaco vetorial sobre K, ou um K-espaco vetorial V, se forem definidas as operacoes de
adicao em V e uma multiplicacao dos elementos de V por escalares de K

+: VXV —» 'V 0 KxV — 'V
(v,w) — v+w (A v) = A-v’

possuindo as seguintes propriedades:
1. (u+v)+w=u+(v+w).
2.u+v=v-+u

3. u+0=nu.

4. u+(—u)=0.

5. A+ p)-u=A-u+p-u

6. \-(u+v)=A-u+A-v.
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7. Ap)-u= XA (p-u).
8. VueV,1-u=u,ondel é¢aunidade de K.
para todou,ve Ve A e K.

Exemplo 1.1.22. O conjunto de todas as n-uplas de niimeros reais R” é um R-espaco
vetorial. Da mesma forma, C" é um C-espaco vetorial.

Exemplo 1.1.23. Seja K = Z5. Entao, V' = Z3 com as operacoes de soma e multiplicacao
modulo-3 é um Zs-espaco vetorial.

Definicao 1.1.32. Dados V um K-espago vetorial e W um subconjunto nao vazio de V,
entao W munido das operagoes de adi¢ao e multiplicacao por escalares definidas em V é
um subespaco vetorial de V| se for também um K-espaco vetorial.

Observagao 1.1.3. Para que W C V, com W # (), seja um subespaco vetorial do espaco
vetorial V| basta verificarmos que:

Vvu,ve WeVAie K, u+A-veW.

Definicao 1.1.33. Dado V um K-espago vetorial, entdao vy,---,v,, € V sdo ditos li-
nearmente independentes se A\ - vy + -+ A\, - v, = 0, com A, -+, \, € K, segue que
Ay =--- =\, = 0. Caso contrario, os vetores vy, - - -, v,, sao ditos linearmente dependentes.

Definicao 1.1.34. Dado V um K-espaco vetorial, dizemos que um subconjunto B =
{v1,-++, v} CV gera V quando todo elemento v € V puder ser escrito da forma

U= M vit e A v
com A, -+, A\, € K.

Definicao 1.1.35. Dado um K-espago vetorial V. Dizemos que um subconjunto B de V
¢ uma base de V, se B gera V e os elementos de B forem linearmente independentes sobre
K. O nimero de elementos de uma base é chamado dimensdo de V sobre K e denotado
por dimg V.

Definicao 1.1.36. Sejam V e W dois K-espacos vetoriais. Dizemos que uma funcao
T :V — W é uma transformacao linear quando a seguinte condigao for verificada:

Vu,ve V,YAe K, T(u+ A -v)=T(u)+ X T(v).
Definicao 1.1.37. Seja T : V — W uma transformacao linear.

(i) O nicleo de T é o K-subespago vetorial de V definido por
KerT = {v € V;T(v) = 0}.
(ii) A imagem de T é o K-subespago vetorial de W definido por
ImT = {T(v);v eV}

A seguir apresentaremos o conceito de médulo sobre um anel, que é a generalizacao da
noc¢ao de espaco vetorial, que em vez de um corpo, temos um anel como o conjunto de
escalares.
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Definicao 1.1.38. Seja A um anel. Um conjunto nao vazio M ¢é dito um A-mdédulo
se M é um grupo abeliano com relagdo a operacao (+) e munido de uma aplicagao
¢ : A x M — M, definida por ¢(a, m) = am, que satisfaz:

(i) a(m+n)=am + an;

(ii) (a +b)m = am + bn;

(i) (ab)m = a(bm);

(iv) 1m =m,

para todo a,b € A e m,n € M.

Definig¢ao 1.1.39. Um subgrupo aditivo N do A-médulo M é chamado A-submédulo
de M se para todo a € Aen € N entdo an € N.

Dado um A-médulo M e um A-submdédulo N podemos construir o médulo quociente
M/N da mesma forma como construimos o anel quociente, onde

a(m+ N) =am + N,
para todoa € Aem € M.

Definig¢ao 1.1.40. Um A-médulo M é chamado finitamente gerado se existem elementos
xr1,%o, ..., T, € M tal que todo m € M é da forma m = a1x1 + asxs + - - - + a,x,, com
a; € A,onde i = 1,...,n. Neste caso, dizemos que x1, Zs, ..., T, formam um sistema de
geradores de M.

Definicao 1.1.41. Sejam A um anel, M um A-médulo e zy,...,z, € M. Dizemos

que {zi,...,x,} é uma base de M se xy,...,x, forma um sistema de geradores de
M e se forem linearmente independentes, ou seja, se existem aq,...,a, € A, tais que
a1r1 + asxo+, . .., a,x, = 0 implica a; = 0, para todoi=1,...,n.

Definigao 1.1.42. Um A-moédulo que possui uma base é chamado A-mddulo livre.

Definigao 1.1.43. Sejam A um anel e M, N dois A-mo6dulos. Dizemos que uma aplicagao
f: M — N é um homomorfismo de A-médulos se satisfaz as seguintes condicoes:

(i) fx+y)=flz)+ f(y)
(ii) f(ar)=af(x),

para todo x,y € M e a € A. Se além disso, a aplicacao f for injetora, dizemos que f é um
monomorfismo de A-mddulos e, se f for bijetora dizemos que f é um isomorfismo
de A-méddulos.

Teorema 1.1.7. [22](Teorema do Isomorfismo de Médulos) Se A é um anel, M, N sao dois
A-médulos e f: M — N um homomorfismo de A-mddulos, entao os médulos M/ Ker(f)
e Im(f) sao isomorfos.
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1.2 Teoria Algébrica dos Ntumeros

Nesta secao apresentaremos os principais conceitos, propriedades e resultados de
teoria algébrica dos nimeros. Vamos apresentar os conceitos de inteiros algébricos,
corpo de niimeros, anel dos inteiros, norma, trago e discriminante. Tais conceitos serao
exemplificados em uma classe muito importante de corpos de niimeros que sdo 0s corpos
quadraticos.

Definicao 1.2.1. Sejam IL um corpo e K um subcorpo de I . Dizemos que L é uma
extensdo de K, e denotamos por IL | K.

Defini¢ao 1.2.2. A dimensao de L como K-espago vetorial, denotada por [L : K] é
chamada grau da extensdo. Dizemos que IL é uma extensao finita de K de grau [IL : K] = n,
quando uma base do K-espago tiver n elementos.

Defini¢ao 1.2.3. Para qualquer a € L, se existir P € K[X] nao nulo, tal que, P(a) = 0,
entdo o elemento « sera chamado algébrico sobre K. Se o € IL nao for algébrico sera
chamado transcendente sobre K.

Exemplo 1.2.1. Seja a = v/3 € R. Temos que « é algébrico sobre Q, pois « é raiz do
polindmio X? — 3 € Q[X].

Exemplo 1.2.2. Considere agora o = 3 + v/2 € R. Observe que
(a—V2)?2=9=0a>-20v24+2=9= (o> —7)? = (2V20)? = o —220° + 49 = 0.

Logo, existe um polinémio P(X) = X4 — 22X% + 49 € Q[X], tal que « =3+ V2 € R é
raiz. Portanto, a é algébrico sobre Q.

Definicao 1.2.4. Se o € IL é um numero algébrico sobre K, entao existe um tnico
polinémio irredutivel ménico Py x de grau minimo tal que Py x(a) = 0. Py x é chamado
polinomio minimal de a sobre K.

Definicao 1.2.5. Um corpo de nimeros IL é uma extensao finita do corpo Q dos niimeros
racionais. Se dimglL = n, dizemos que IL é um corpo de nimeros de grau n.

Definicao 1.2.6. Sejam IL um corpo e K um subcorpo de L. Dizemos que IL é uma
extensao algébrica de K se todo a € L é algébrico sobre K. Uma extensao IL de

K algébrica é finita se existirem elementos aq, s, ..., a, algébricos sobre K tais que
L =K(ay,a,...,ap).

Definicao 1.2.7. Seja KK um corpo de nimeros. Se o € K ¢é raiz de um polinémio moénico
P(X) € Z[X], dizemos que o é um inteiro algébrico sobre Z.

Exemplo 1.2.3. v/10 é um inteiro algébrico, pois é raiz do polinémio X® — 10 € Z[X].

Teorema 1.2.1. [13] Se K é um corpo de nimeros, entdo K = Q(«) para algum inteiro
algébrico a.

O conjunto de todos os inteiros algébricos de um corpo forma um anel, chamado de
anel dos inteiros que definiremos a seguir.
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Definicao 1.2.8. Sejam K um corpo de ntimeros e a € K um inteiro algébrico sobre Z.
O conjunto de todos os inteiros algébricos a sobre Z denotado por

Ok = {a € K; f(a) =0, f(z) € Z[X]}
¢ um anel, chamado de anel dos inteiros de K | Q.

Definigao 1.2.9. Sejam K um corpo de ntimeros de grau n e Ok o anel dos inteiros
algébricos de K. Uma Z-base do grupo abeliano Ok é chamada base integral de K, ou de
Ok. Se {ay,a,...,a,} é uma base integral de Ok, entao todo elemento o € Ok pode
ser escrito de modo unico como o = Y1 ; a;«;, onde a; € Z para todoi=1,...,n.

Proposigao 1.2.1. [14] Se K é um corpo de niimeros de grau n, entao todo ideal I C Ok
é um Z-médulo livre de posto n.

Teorema 1.2.2. [13] Se K é um corpo de nimeros e [K : Q] = n, entdo existem n
monomorfismos distintos o; de K em C que fixam Q definidos por o;(«) = «;, para todo
i=1,...,n,onde ai,...,a, sao as raizes do polindmio minimal f(X) € Q[X].

Definigao 1.2.10. Sejam K um corpo de niimeros de graun e g1, . . . , 0, 0s n-monomorfismos

distintos
0, K—C

Dizemos que o; é um homomorfismo real se 0;(IK) C R. Caso contrario dizemos que o; é
um homomorfismo imagindrio. Se 0;(IK) C R para todo i = 1,...,n, entdo dizemos que
K é um corpo totalmente real. Caso o; seja imaginario para todo ¢ = 1,...,n, dizemos
que K é um corpo totalmente imagindrio.

A seguir definimos os conceitos de trago e norma.

Definicao 1.2.11. Seja L | K uma extensao de corpos com [L : K] = n. Se 0y,...,0,
sao os n-monomorfismos distintos de IL em C que fixam Q, entdo definimos

n n
N(a) =Nyk(a) =[[oila) e Tr(a)=Trx(a) = oila),
i=1 i=0
como a norma e o trago de um elemento « € IL, respectivamente.

Observagao 1.2.1. Seja I C K um corpo de nimeros com dimenséao [L | K] = n. As
seguintes propriedades sao validas para todo z1,25, € L e a € K:

L Trox(zs + 22) = Trox(z:) + Trox (@)
2. Trix(az:) = aTryx(z:)

3. Trx(a) = na

4. Nyk(r122) = Ny (21) Nk (22)

5. Nyk(ozi) = a" Ny (1)

6. Nyk(e) = a”

Proposigao 1.2.2. [13] Se a € K é um inteiro algébrico entdo Nkjg(e) e Tkjo(v) sdo
elementos inteiros.
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Definicao 1.2.12. Sejam K um corpo de ntimeros, Ok o anel dos inteiros de K e I um
ideal nao nulo de Ok. Define-se como norma do ideal I a cardinalidade do anel quociente
Ok /I dada por

N(T) = #OIIK.

Teorema 1.2.3. [13] Sejam K um corpo de nimeros e Ok seu respectivo anel de inteiros.

Se I = () ¢ um ideal principal de Ok entdao N (I) =| N («) |.
Proposigao 1.2.3. [11] A norma N (I) do ideal I é finita.

Definicao 1.2.13. Sejam K um corpo de niimeros de graun e oy, . . . , g,, 0s monomorfismos
de K em C que fixam Q e {f1,...,,} uma base integral de K sobre Q. Definimos o
discriminante dessa base por

01(51) 02(51) Un(ﬁl)

D= [t | 1D B e B | o

1(B) 0a(B) .. oulBa)

~—

1.2.1 Corpos quadraticos

Nesta subsecao apresentaremos uma classe de corpo de niimeros muito importante, os
corpos quadraticos. Exemplificaremos os conceitos de anel dos inteiros, trago, norma e
discriminante vistos anteriormente para esta classe de corpos. Em especial, veremos os
exemplos dos inteiros gaussianos e inteiros de Eiseistein-Jacobi, que sao anéis de inteiros
de corpos quadraticos. Tais anéis serao a base para as construgoes de cédigos perfeitos a
serem apresentadas neste trabalho.

Definicao 1.2.14. Um corpo quadrdtico é uma extensao de grau 2 sobre o corpo Q dos
nimeros racionais.

Proposic¢do 1.2.4. [11] Todo corpo quadrético é da forma Q(V/d), onde d é um inteiro
livre de quadrados.

Demonstragio. Se KK é um corpo quadrético, entdo todo elemento « € K tal que o ¢ Q
é de grau 2 sobre Q. Pelo Teorema 1.2.1 temos que K = Q(«). Tomando o polinémio
minimal de « sobre K, mq(X) = X? + bX + ¢, e resolvendo a equacdo quadritica

a? + ba + ¢ = 0, obtemos que 2a = —b F Vb% — 4c. Portanto, K = Q(a) = Q( Vb2 — 4c).

Observando que b?> — 4¢ é um nimero racional da forma © = ,com u,v € Z, temos que

Q( Vb2 —4c) = Q(uv). Assim, como uv € Z, segue que uv é fatorado em produtos de
primos. Portanto, Q(uv) = Q( Vd),onde d é inteiro livre de quadrados. ]

Exercicio 1.2.1. Sao exemplos de corpos quadraticos:
(i) Q(v2) ={a+bV2|abeqQ}.
(i) Q(i) = {a+0bVi | a,b e Q}, onde i2 = —1.



2

Ne}

Observacao 1.2.2. O elemento Vd € K é uma raiz do polinémio irredutivel z? — d, e
seu conjugado é — V. Assim, os monomorfismos de um corpo quadratico K = Q(Vd) =

{a+bVd|abeQ} sio
o(a+bVd)=a+bVd e oy(a+bVd) =a—0bVd,

com a,b € Q. Deste modo, temos que o trago e a norma de um corpo quadratico serdao da
forma

Tr(a+bVd) = ai(a+bVd) +oyla+bVd) =2a € Q
N(a+bVd) = oy(a+bVd)os(a+bVd) = a® — db € Q.

Exemplo 1.2.4. Seja K = Q(v/3) um corpo quadratico. Dado que oy (a+bvd) = a+bVd
eox(a+bVd) =a—bVd, sex=a+bv3eK, entio

N(z)=a®>-30* e Tr(z)=_2a.
Teorema 1.2.4. [13] Seja K = Q(V/d) um corpo quadréticode modo que d # 0 mod 4.

(i) Sed=2oud=3 mod 4, entdo o anel dos inteiros de K é dado por Ox = Z [\/ﬂ =
{a+bVd;a,be Z} e {1, Vd} é uma base integral.

1+ vVd
2

(ii) Se d =1 mod 4, entdao o anel dos inteiros de K é dado por Ox = Z

1+\/E}

1
{2(a + b\/a); a,b € Z. e de mesma paridade} e {1, ¢ uma base integral.

Demonstragio. Como K = Q( \/c_i) é um corpo quadratico com d livre de quadrados e
o =a+bVd e Q(Vd) é um inteiro algébrico, temos pela Proposicio 1.2.2 que 2a e
a® — db? sao ntimeros inteiros. Fazendo a = p/2,b = q/2 com a,b € Z. obtemos a* — db* =
p? — dq* € 47Z. Note que se d = 2 ou 3 mod 4 entdo p e ¢ sdo pares, caso contrario
terfamos p? = d¢®> = d mod 4 o que é equivalente a dizer que d = 0 mod 4 oud = 1
mod 4, o que ¢ um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ é par e assim ¢> = 0 mod 4.
Segue que p? = dp?> = 0 mod 4, o que implica dizer que p também ¢é par. Logo, se
a=a+bVde Ok entdo a € Z[Vd] e assim O C Z[Vd).

Por outro lado, tomando «a € Z| \/E], temos que « é raiz do polindémio 22 — 2ax + a? —
db?, pois 2a,a®> — db* € Z. Logo, Z[Vd] C Ok. Portanto Ox = Z[Vd].

Caso seja d = 1 mod 4, entdo p e ¢ tem a mesma paridade, pois p* — d¢> € 4Z. Se
p e q sao pares entao a,b € Z. Logo, a = a + bVd e Z[\/E] Mas se p e ¢ sao

1+ Vd
|

fmpares, entdo a = a+bvVd = p/24 q/2Vd = (p—q)/2+ q¢((1+ Vd)/2) € Z

1+ Vd 1+ Vd
9 o |

1+ vd
2

Portanto, a € Z
1 d
+b ( +2\/—) e”Z

a’+ab+(1—d)b*/4 € Z, poisd =1 mod 4. Logo, Z

, ou seja, Ogx C Z Por outro lado, se a =

com a,b € Z, temos que 2a+b € Z e (a+b/2)*—d(b/2)* =

1+ Vd
2

C Ok, pois os coeficientes
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do polinémios minimal de a, m(x) = 2? — (2a + b)x + a* + ab + (1 — d)b*/4 estdao em Z.

1+ Vd
2

Portanto, Z = Ok. [ |

Exemplo 1.2.5. Seja K = Q(V/3), entdo Ox = Z[V3] = {a+bV3:a,b € Z} e {1, V3}
é uma base integral de Ok. Seja I = (2 — V3)Ok = (2 — V/3) é um ideal de Ok, entio
pelo Teorema 1.2.3, obtemos
NI = [N(a) ]|
(2 V3)(2+ V3) |
= |4-3]
= 1.

Proposigio 1.2.5. [13] Seja K = Q(Vd), com d € Z livre de quadrados, entdo o
discriminante de K sobre Q sera dado por:

(i) Dx =dsed=1 mod 4.
(ii) Dk =4dse d=2oud=3 mod 4.

Demonstragdo. Sejam oy e o9 0s Q-monomorfismos distintos de K em C que fixam Q, com
d € Z livre de quadrados, definidos por oy(a+bVd) = a+bVd e oy(a+bVd) = a—bVd.
Se d =2 ou3 mod 4 entao {1, \/ZZ} ¢ uma base integral de K sobre Q, logo por definigao
obtemos:

el 0 290 )~ ) - -

1+ Vd

De maneira andloga, se d = 1( mod 4) teremos que {1, } serd uma base integral

de K sobre Q, logo por defini¢dao, temos que:

o1(1) oa(1) 1

1
Dy = |det | (1+ \/E) U (1+ \/E> —|det| 1+vd 1-vd || =4
1 2
2 2 2 9

Exemplo 1.2.6. (i) Se K = Q(V/3), entdo o discriminante de K é Dx = 4.3 = 12.
(ii) Se K = Q(/5), entéo o discriminante de K é Dy = 5.

Para finalizar este capitulo, definimos dois anéis dos inteiros de corpos quadraticos
que serao muito importante no nosso trabalho: os inteiros gaussianos e os inteiros de
Eisenstein-Jacobi. Nas Se¢oes 3.4 e 3.5 as propriedades e os principais resultados sobre os
inteiros gaussianos e os inteiros de Eisenstein-Jacobi serao apresentados, respectivamente,
e grafos a partir deles serao obtidos.

Definicao 1.2.15. Um inteiro gaussiano é um nimero complexo da forma a + bi com a e
b inteiros. Tomando o corpo de nimeros K = Q (\/—1) ={a+bv—1|a,b € Q}, entdo o

anel dos inteiros de K, Z[i] = {a + bila,b € Z} , onde i = /—1, é chamado de anel dos

1nteiros gaussianos .
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Definigao 1.2.16. Tomando o corpo de nimeros K = Q (\/—3) ={a+bv-3la,b e Q},
~1+ V=3
2

o anel dos inteiros de K, Z[w] = {x + yw|z,y € Z} , onde w = , ¢ chamado

de anel dos inteiros de Eisenstein-Jacobi .
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Capitulo 2

Cédigos Corretores de Erros

Neste capitulo iremos apresentar os principais conceitos que envolvem esta teoria. Na
Secao 2.1, conceitos gerais sobre codigos corretores de erros serao definidos, finalizando a
secao definindo codigos perfeitos, conceito que sera de grande importancia neste trabalho.
Na Sec¢ao 2.2, apresentamos uma classe muito importante de c6digos corretores de erros,
que sao os codigos de bloco lineares, exemplificando a sua codificagao e decodificacao.
E, na Secao 2.3, apresentamos os conceitos de constelagao de sinais, regiao de Voronoi
e codigos geometricamente uniformes. As principais referéncias utilizadas neste capitulo
foram [4, 5, 11]

A seguir ilustraremos os principios dessa teoria com um exemplo.

Suponhamos que temos um robo que se move sobre um tabuleiro quadriculado, de
modo que, ao darmos um dos comandos (Leste, Oeste, Norte ou Sul), o robo se desloca do
centro de uma casa para o centro da casa contigua indicada pelo comando.

Os quatro comandos acima podem ser codificados como elementos de {0,1} x {0,1}
como se segue:

Leste — 00
QOeste — 01
Norte — 10

Sul — 11

A representacao binaria de cada uma dessas quatro mensagens igualmente provaveis é
como mostrada no lado direito. Suponhamos, agora, que esses pares ordenados devam ser
transmitidos via um canal e que o sinal no caminho sofra interferéncias. Imaginemos que
a mensagem 00 possa, na chegada, ser recebida como 01, o que faria com que o robo, em
vez de ir para o Leste, fosse para Oeste. O que se faz, entao, é introduzir redundancias
que permitam detectar e corrigir erros.

Podemos, por exemplo, realizar o seguinte mapa:

00 — 00000
01 — 01011
10 — 10110
11 — 11101

Note que as duas primeiras posi¢oes reproduzem a representacao binaria das mensagens,
enquanto que as trés posigoes restantes sao as redundancias introduzidas. O mapa
estabelecido é chamado cddigo de canal. Esse procedimento pode ser esquematizado como
mostra a Figura 2.1.
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Codificacao de Canal Decodificacao de Canal

Figura 2.1

2.1 Coddigos Corretores de Erros

Definig¢ao 2.1.1. Seja A um conjunto finito, chamado alfabeto, com ¢ elementos (|A|= q).
Um codigo corretor de erros C, de comprimento n é um subconjunto préprio qualquer de
A". Cada elemento de C é chamado palavra-cédigo ( no alfabeto A).

Exemplo 2.1.1. O conjunto C' = {00, 11,22} é um c6digo sobre o corpo finito [Fs.

Definigao 2.1.2. Seja m = |C|, o niimero de palavra-cédigo de um cédigo corretor de
erros . A taxa de informacao de C é definida como:

1
R(C) = =2,

Se o conjunto A for um corpo finito e C for um subespaco vetorial de dimensao k£ de A",

teremos que |C|= q*, portanto R(C) = —
n

Assumindo que todas as palavras do codigo sao equiprovaveis, uma forma de decodificar
utilizada é a decodificacdo por madzima verossimilhanga. Ou seja, a palavra recebida
serd interpretada como a palavra-codigo que esta “mais proxima” dela. Essa nocao de
proximidade é expressada por uma funcgao distancia no conjunto A" definida a seguir.

Definicao 2.1.3. Uma funcao d : A" x A" — R é chamada funcao distancia se, e somente
se, satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Positividade: d(z,y) > 0ed(z,y) =0 <= x =Y.
(ii) Simetria: d(z,y) = d(y, x).
(iii) Desigualdade Triangular: d(x,y) < d(z, z) + d(z,y).

Uma funcao distancia muito utilizada é a distancia de Hamming, que conta o nimero
de simbolos diferentes entre duas palavras codigo.

Definicao 2.1.4. Dados dois elementos u, v € A", a distancia de Hamming entre u e v é
definida como

Exemplo 2.1.2. Considere o alfabeto A = {0,1}. Entao,

A* = {0000,0001,0010,0100,0110,0101, 0111,
0011, 1111, 1110, 1101, 1100, 1000, 1011, 1001, 1010}

Assim, os subconjuntos C; = {0000,0001, 0101}, Cy = {0011,1111, 1000, 1011, 1010} sao
cddigos de comprimento 4 e seus elementos sdo chamados de palavra-c6digo no alfabeto A.
Em A?, temos por exemplo as seguintes distancias Hamming.
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« d(0000, 0001

(
« d(0000,1111
« d(0101,1011

(

)=1
) =4
)=3
) =2

e d(0110,1111) =

As propriedades contidas na funcao distancia caracterizam uma métrica. Por isso, a
distancia de Hamming entre elementos de A" é chamada também métrica de Hamming.

Proposicao 2.1.1. [4] (A", d) é um espago métrico, onde d é a métrica de Hamming.
Demonstragcio. Vamos mostrar as trés condigoes da Definigao 2.1.3.

(i) Como d(u,v) = [{i : u; # v;,1 < i < n}| e |[{i;u; # v;,1 <i < n}>0, pois é um
nimero natural, temos que d(u,v) > 0 Yu,v € A". Agora d(u,v) = 0 significa que
u; = v;, para todo 7 com 1 < i < n,portanto u = v.

(ii) B imediato a verificacio que d(u,v) = d(v, u).

(iii) Para mostrarmos que d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) observemos inicialmente que
d(u,v) = |{i;u; # vi}|= n —|A|, onde A = {i;u; = v;}. Dai se B = {i;u; =
w;} e C = {i;w; = v;}, temos que: Sei € Be C, entao 1 € A. Dai BNC C A.
logo A C (BN C)¢ = B°UC*. Portanto, d(u,v) = |A°|< |B°U C¢|< | B|+|C¢|=
d(u, w) + d(w, v).

Definigao 2.1.5. Seja C um codigo. A distancia minima de C é o niimero
d = min{d(u,v);u,v € C,u # v}.

Definicao 2.1.6. Dados um elemento a € A" e um nimero real ¢t > 0, definimos bola de
centro em a e raio t como sendo o conjunto

B(a,t) = {u € A" d(u,a) < t},

Lema 2.1.1. [4] Seja C um cédigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢’ sdo palavras distintas
de C, entao
B(e,k) N B(c, k) = 0.

Demonstracio. Se x € B(c,x) N B(c, k), entdo d(x,c) < ke d(z,d) < k, entdo pela
simetria e pela desigualdade triangular, temos que

d<d(c,d) <d(x,c)+d(x,d) <2k <d-—1
|

A importancia da distancia minima d de um codigo é que através dela pode-se deter-
minar a capacidade de correcao e deteccao de erros, como veremos a seguir.

Teorema 2.1.1. [4] Seja C um cddigo corretor de erros com distdncia minima d. Entao,
C pode corrigir até kK = {%J erros e detectar até d — 1 erros, onde |t| representa o menor

inteiro de um numero real t.
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Demonstrag¢io. Suponhamos que ao transmitirmos uma palavra-codigo C do codigo co-
metemos t erros com t < k, recebendo a palavra r, entdao d(r,c) = t < k; enquanto que ,
pelo Lema 2.1.1, a distancia de r a qualquer outra palavra do cédigo é maior do que k.
Isso determina C univocamente a partir de r. Por outro lado, dada uma palavra-codigo,
podemos nela introduzir até d — 1 erros sem encontrar outra palavra do codigo, e assim, a
deteccao do erro sera possivel. [ |

O Teorema 2.1.1 nos mostra que um cédigo terd melhor capacidade de correcao de
erros quanto maior for a sua distancia minima. Portanto, para a teoria dos cédigos é
fundamental o célculo de d ou determinar uma cota inferior para ele.

A seguir é apresentada uma estratégia para efetuar a correcao de uma palavra recebida
quando for possivel, [33]. Seja C um cdédigo com distdncia minima d e Kk = {%J
Suponhamos que o receptor receba a palavra r. O algoritmo abaixo ird efetuar a correcao

de erros quando for possivel.

(i) Estabelega as bolas de raio x em torno das palavras do cddigo e assim, se r pertencer
a alguma dessas bolas, basta trocar a palavra r pela palavra do centro da bola.

(ii) Se r nao pertencer a nenhuma bola de raio £ em torno de uma palavra ¢ € C entao
nao serd possivel decodificar r com boa margem de seguranca.(Em decodificacao
subdtima pode ocorrer isso).

Definigao 2.1.7. Sejam A um alfabeto e n um ntimero natural. Dizemos que uma fungao
F: A" — A" é uma isometria de A" se ela preserva distdncias de Hamming. Em
stmbolos,

d(F(x), F(y)) = d(z,y); Yo,y € A"
Proposigao 2.1.2. [4] Toda isometria de A" é uma bijecao de A",

Demonstracio. Seja F : A" — A" uma isometria. Suponha que para z,y € A",
tenhamos que F'(z) = F(y). Logo, d(z,y) = d(F(z), F(y)) = 0, o que implica que = =y,
portanto F' ¢é injetora. Como toda aplicagao injetora de um conjunto finito é sobrejetora,
concluimos que F' é uma bijegao. [ |
Definicido 2.1.8. Dois codigos C' e C' em A" sdo ditos equivalentes se existir uma

isometria F de A" tal que F(C) = C'.
Alguns cédigos possuem propriedades especiais em relacao a funcao distancia, como
Veremos a seguir.

d—1
Definigao 2.1.9. Um c6digo C C A" com distancia minima d é dito t-perfeito, t = {QJ

se, e somente se, a reuniao das bolas disjuntas centradas em palavras-cédigo com raio ¢
cobre todo A™".

U B(a,t) = A"

aeC
Observacao 2.1.1. [5] Um cédigo é t-perfeito se, e somente se, para cada elemento
w de A" (recebido) existe uma tnica palavra a do cédigo que dista deste elemento no
maximo t. Desta maneira, w sera decodificado como a por verossimilhanga e t erros serdao
corrigidos.

No Capitulo 4, veremos codigos satisfazendo esta propriedade, ou seja, codigos perfeitos,
porém obtidos a partir da estrutura de um grafo.
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2.2 (Cddigos de Bloco Lineares

Nesta secao apresentamos uma classe especial de codigos corretores de erros que sao
os codigos de bloco lineares. Exemplificaremos a sua codificacao utilizando uma matriz
geradora e sua decodificagao por maxima verossimilhancga.

Definicao 2.2.1. Seja K um corpo finito com ¢ elementos tomado como alfabeto. Um
coddigo C' C K" serd chamado cddigo de bloco linear, se for um subespaco vetorial de K”.

Um c6digo de bloco linear C pode ser caracterizado pelos pardmetros (n, k). Se v € C,
entao v é uma palavra-cédigo de C. Para valores de ¢ = 2 esse codigo serd binario e para

q = 3 esse codigo serd ternario. Em geral, a quantidade de palavra-cédigo de um codigo
C = (n, k) sobre K é ¢".

Observagao 2.2.1. [4] Podemos descrever um c6digo linear C como imagem ou niicleo
de transformacoes lineares.

(i) Descrevendo C como imagem de uma transformacao linear. Escolha uma base

vy, Vs, ...,V de C e considere a aplicagao linear
T : K* — K"
T = (21,%2,...,Tp) > T1V1 + ToUs + - -+ + Ty,

Temos que T' é uma transformacao linear injetora,como

T1V1 + ToU2 + -+ - + TV = Y101 + YoU2 + .. . YV =
(1 —y)v1 + (z2 —y2)va+ -+ (xp —yp)v, =0 &

L1 = Y1, T2 = Y2, -, Tk = Yk
pois vy, v, ..., v, ¢ uma base de C, portanto linearmente independentes.
A imagem de T é C, em simbolos,
Im(T) =C.

Essa é a forma paramétrica do subespaco C, pois os elementos de C sao parametrizados
pelos elementos z € K* através de T, o que torna facil gerar todos os elementos
de C, porém ¢ dificil decidir se v € K" pertence ou nao a C, para isso, é necessario
resolver o sistema de n equagoes com k incognitas xy, o, ..., Tg

T1U1 + TV + -+ + TRV = 0.

(ii) Descrevendo C através do nicleo de uma transformagao linear. Considere um subes-
paco C' de K™ complementar de C, isto é, C & C = K", e a aplicacdo linear

H:Col — K

(VRSSRY) = v

Seja k a dimensao do cédigo A e seja vy, v9, ..., v uma base qualquer de C. Todo
elemento de C se escreve de modo tinico na forma

)\1’1}1 + )\21)2 + ... s )\kvk,
onde os A, i =1,...,k, sdo elementos de K. dimgC = log, M, pois
M = |C|=¢" = k =log, ¢" = log, M.

Todo codigo linear é por definicao um espago vetorial de dimensao finita.
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Definicdo 2.2.2. Seja K um corpo finito. Dois cédigos lineares C e C' séo linearmente
equivalentes se existir uma isometria linear 7' : K" — K" tal que T'(C) = C'.

Definicao 2.2.3. Dois codigos lineares sao linearmente equivalentes se, e somente se, cada
um deles pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes do tipo:

(i) Multiplicacdo dos elementos numa dada posicao fixa por um escalar ndo nulo em todas
as palavras.

(ii) Permutacao das posigoes de todas as palavra-codigo, mediante uma permutacao fixa
de {1,2,...,n}.

Defini¢ao 2.2.4. Dado = € K", o ntimero inteiro w(z) = |{i; x; # 0}] é chamado peso de
x, ou seja, w(x) = d(z,0), onde d representa a métrica de Hamming.

Definicao 2.2.5. O peso de um cédigo linear C é o inteiro
w(C) = min{w(z);z € C\ {0}}.

No resultado a seguir veremos que, a distancia minima de um cédigo linear C sera igual
ao peso minimo de C.

Proposigao 2.2.1. [4] Seja C C K™ um cddigo linear com distdncia minima d. Temos que
(i) VIL',y S IKn’ d(l’,y) = (.O(ZL’ - y)
(il) d =w(C).

Demonstragio. O item (i) segue das definigdes da métrica de Hamming e do peso de um
c6digo. O item (ii) decorre do fato que, Va,y € C, com = # y, tem-se z =z —y € C \ {0}
ed(z,y) =w(z). ]

Observagao 2.2.2. Se d ¢é a distancia minima de um codigo C entdao denotamos C em
relagao a terna de inteiros (n, k,d), onde k é a dimensao de C sobre K, e d a distancia
minima de C.

Definicao 2.2.6. Sejam K o corpo finito com ¢ elementos , C C K" um coédigo linear e
B = {v1,v9,...v;} uma base ordenada de C. Considere a matriz G, cujas linhas sao os

vetores v; = (Vi1, ..., Vi), @ = 1,..., k, isto é,
01 Vi1 V12 ... Vin
G‘ pu— pu—
Uk Ukl Vg2 --- Ugn

A matriz G é chamada matriz geradora de C associada a base B.
Observagao 2.2.3. Considere transformacao linear definida por

T: Kf —» K~
z — zG

Se z = (x1,...,x), temos que
T(:E) =G =101 + - + TRUg,

logo T (lKk') = C. Podemos considerar IK* como sendo a representacdo g-aria das mensa-
gens, C o codigo de canal e a transformacao 7" uma codificagdo. Dessa forma, a matriz
geradora de um c6digo de bloco linear se torna um codificador natural para C.
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Exemplo 2.2.1. Considere o cddigo, cuja a matriz geradora é dada por:

u 1101000
c_|wm|_[ot1ro1oo0
“lws | |1 110010
vy 1010001

Seja x = (1101) a mensagem na entrada no codificador, entdao a palavra-codigo correspon-
dente seréa:

u = x-G
1101000
0110100
“—(1101)' 1110010
1010001
u=(0001101)
Exemplo 2.2.2. Tome K = F; e seja
1110000
G_lOOllOO
1000011
0101010

Considere a transformacao linear

T: ¥} — [}
r = G’

Logo, temos um cédigo linear C em FF3, como a imagem de 7.

Dada a palavra recebida 1110000 , gostariamos de decodifica-la, ou seja, encontrar
o vetor x de F3 da qual ela se origina por meio de T. Para isso, temos que resolver o
seguinte sistema:

(a:1 To T3 x4)-G:(1001100>,
isto é,
r1 4Ty +x3 =1
T 4+x4 =0
T =0
T3 try =1 )
T =1

T3 +xy4 = 0

T3 =0
cuja solucdo é xr1 = 0,29 = 1,23 = 0,24 = 0. Portanto, z = (0100).

Definicao 2.2.7. Diremos que uma matriz geradora G de um codigo C estd na forma
padrdo se tivermos

G=(1Id | P),

onde Idj, é a matriz identidade k X k e P, uma matriz k x (n — k).
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Teorema 2.2.1. [4] Dado um cédigo C, existe um cédigo equivalente C' com uma matriz
geradora na forma padrao.

Exemplo 2.2.3. Dada a matriz geradora,

G:

= O O

0
0
1
0

O =
_ o O =
SO O
—_— O = O
O O = O

Aplicando uma sequéncia de operacoes sobre a matriz geradora GG, do tipo:
e Permutagao de duas colunas;
o Multiplicagao de uma coluna por um escalar nao nulo;

o Adic¢ao de um multiplo escalar de uma coluna a outra.

Obtemos,
1 00 0/0 01
G/_()100101
100100 11|
0001|110
onde
1 000 001
0100 1 01
fdi=1 65010 ¢ 47011
00 01 110

Defini¢ao 2.2.8. Seja C um cédigo (n, k). Se G = (Ix|P) for uma matriz geradora de C
na forma padrao, entdo H = (—F;|I,,_x) é chamada matriz de verificacao de paridade de
C, em que P, é a transposta de P de ordem (n — k) X k e, I,,_; a matriz identidade de
ordem n — k.

A matriz H é utilizada na decodificagdo e na identificacao de uma palavra v como
palavra-codigo, pois como

G-H' = (It|P) - (=P|Li—) = =P+ P =0,

se v € C, entao,
v=u-G=c - H,=u-(G-H") =0,

ou seja, v € uma palavra-codigo.

Exemplo 2.2.4. Seja C um codigo binério (6,3) com uma matriz geradora
100111
G=|0100T11
001010
Como G se encontra na forma padrao, pela Defini¢ao 2.2.8, obtemos:

1
H=|1
1

——_ O
O = O
OO =
O = O
= O O
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Agora, vamos verificar se v = (100111) é uma palavra-codigo de C. Para isso, precisamos
multiplicd-lo por H*:

111
011

v H" = (100111) - (1)38 = (000).
010
00 1

Como a multiplicagao resultou em um vetor nulo, a palavra recebida é uma palavra-codigo,
ou seja v € C.

Definigao 2.2.9. Seja C um cédigo de bloco linear (n,k) com matriz verificacao de
paridade H. Suponhamos que uma palavra-codigo ¢ € C é transmitida por um canal
ruidoso e r seja o vetor recebido. Entao, o vetor erro é definido por:

e=r—2=C.

Exemplo 2.2.5. Em um dado cédigo binario, se transmitirmos ¢ = (010011) e recebermos
r = (101011), entdo, o erro introduzido é:

e = (010011) — (101011) = (111000).

Ao receber a mensagem r, o decodificador precisa determinar onde ocorreram os erros
no vetor, de acordo com seu parametro de distancia do cédigo, d. Considerando d > 3,
assim como, na codificacdo quando verificamos se o vetor é uma palavra-codigo, também
multiplicaremos r por H!. Essa multiplicacdao é denominada sindrome,

s=r-H.

Caso s = 0, entao r é uma palavra-cddigo de C. Caso contrario, r ndo é uma palavra-
c6digo e é detectada a presenca de erros na mensagem. Porém, ha a possibilidade de r ser
uma palavra-cédigo diferente de c. Quando isso acontece, o vetor e é idéntico a essa outra
palavra-codigo nao nula de C e dizemos que ocorreu um padrao de erro nao detectavel.
Existem 2% — 1 desses erros.

Observacao 2.2.4. Consideraremos que, se e- H'=0er- H' =0, entdo,r€ Cec=r.

Consideremos C, um cédigo de bloco linear com distancia minima d > 3, capaz de
corrigir ¢ erros, tal que ¢t = L%J Seja e, o vetor erro introduzido na palavra-cédigo c e
r, o vetor recebido. Caso s = 0, entdo, ¢ = r. Caso contrario, se houve um erro entao,
e=(0,0,...,a,0,...,0), para a # 0 na i-ésima posi¢ao. Assim,

e-Ht:a-hi,

onde, h; é a i-ésima coluna da matriz verificacdo de paridade, H, do cédigo C. Logo, no
processo inverso, fazemos:
r-H =a-h.

Entao, consideramos o vetor erro como o vetor com todas as componentes nulas menos
na i-ésima posicao que teremos a. A seguir sera apresentado as etapas para utilizar essa
técnica.

Algoritmo para corregcao de um erro:
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1. Calcule s =r- H';
2. Se s =0, entao r = c;
3. Se s # 0, compare s com as colunas de H.

4. Se existirem 7 e a, tais que s = a - h;, entdao e = (0,0,...,a,...,0) com a na i-ésima
posicao e 0 nas demais;

5. Corrija r fazendo c =r — €;

6. Se a etapa 4 nao ocorrer, entao ha mais de um erro e esse algoritmo nao podera ser
utilizado.

Exemplo 2.2.6. Seja C um c6digo com matriz verificagao de paridade:

10
H=|11
01

S O =
O = O
_ o O

Se r = (10100) é o vetor recebido, demonstraremos como encontrar a palavra-c6digo
utilizando as etapas descritas acima.

« Etapa 1: calcular a sindrome:

1
s=r-H'=(10100)- [ 1 = (010).
0

— _= O
O = O
_ o O

Como s # 0, passaremos para a Etapa 3:

« Etapa 3: comparar s com as colunas de H.

A sindrome é igual a quarta coluna da matriz H, hy.

« Etapa 4: Temos que,
S = h4.

Entao, e = (00010).
 Etapa 5: corrigir r :

c=r1—e=(10100) — (00010) = (10110).

Portanto, a palavra-cédigo correta é (10110). Para conferirmos, basta multiplicarmos
essa palavra por H' e verificar se resulta em um vetor nulo:

c- H' = (10110) - = (000).

OO = O
O R O KR
_ o O = O

Portanto ¢ é uma palavra-cédigo.
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2.3 Constelacoes de Sinais e Regioes de Voronoi

Em um sistema de transmissao de dados, analégico ou digital, sao utilizados formas
de inserir as informagoes em um sinal de radio frequéncia. Estas formas de insercao de
informagdo em um sinal sdo chamadas modulag¢io. Na modulacao QAM (Quadrature
Amplitude Modulation), os simbolos sdo mapeados em um diagrama de fase e quadratura,
sendo que cada simbolo apresenta uma distancia especifica da origem do diagrama que
representa a sua amplitude. Este diagrama ¢é chamado de constelacao de sinais do tipo
QAM, que em nosso estudo sdo modeladas por inteiros gaussianos e de Eisenstein-Jacobi.

Nesta secao veremos os conceitos de constelagoes de sinais e regides de Voronoi, que
sao fundamentais para os objetivos do nosso trabalho.

Definicao 2.3.1. Uma constelacao de sinais S é um subconjunto finito de pontos em um
espacgo métrico (IE, d). Os pontos da constelagao sdo chamados sinais.

Definicao 2.3.2. [11] Seja U(S) o grupo de simetrias de S em E. Uma constelacao
de sinais é dita geometricamente uniforme se para quaisquer sinais sg,s; € S, existe
uma isometria 7' € U(S), tal que T'(sg) = s1, ou seja, U(S) age transitivamente em S.
Equivalentemente,

Ulso) = {T(so) : T € U(S)} = .

Definigao 2.3.3. Um codigo C C A" é chamado geometricamente uniforme se, e somente
se, dadas duas palavras quaisquer x e y do codigo existe uma isometria ¢ : A" — A" tal
que:

(i) ¢(C) =C (a isometria leva o c6digo no codigo)

(ii) o(x) =y.

Definicao 2.3.4. Sejam S uma constelagdo de sinais e so € S. A regidgo de Voronoi de s
consiste dos pontos que estdo mais proximos de sg que de qualquer outro ponto de S, ou

seja,
Vs(so) = {s € E:d(s,s0) < d(s,r),Vr € S,s# s}

Definic¢ao 2.3.5. O perfil de distancia global com relacao a sy, denotado por PD(sg), é
dado pelo conjunto das distancias dos pontos de S com relacao a s, ou seja,

PD(sg) = {d(sg,s):s €S}

O préximo Teorema estabelece a relagao entre uma constelagdo de sinais geometrica-
mente uniforme e regides de Voronoi.

Teorema 2.3.1. [11] Seja S uma constelagao de sinais. Se S é uniforme, entao:

(i) Todas as regides de Voronoi sdo congruentes;

(ii) O perfil de distancia global é o mesmo para qualquer sinal s € S.

Definicao 2.3.6. Uma constelagdo de sinais S esta casada a um grupo G, se existe uma
aplicacao sobrejetora n: G — S tal que

d(n(hy),n(h2) = d(n(e),n(hi " hs)),Vhi, hy € G,

onde e é o elemento neutro de G e d é uma distancia em S. A aplicacdo n é uma aplicagdo
casada. Além disso, se 1 é injetora, entdo dizemos que n~! é um rotulamento casado. Nesse
caso, dizemos que 1 é um rotulamento isométrico.
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Capitulo 3

Grafos

Neste trabalho, o objeto do estudo sao grafos gaussianos e de Eisenstein-Jacobi, que
podem ser usados na construcao de codigos perfeitos onde a distancia entre duas palavras-
cddigo é a distancia do grafo entre dois vértices rotulados do anel com tais palavras cddigo
[24].

Neste capitulo, primeiramente sera realizado um breve historico sobre a teoria dos
grafos. Em seguida na Secao 3.2, elucida-se algumas defini¢ées e terminologias basicas
da teoria dos grafos. Na Secao 3.3 os grafos circulantes sdo definidos, com o objetivo de
apresentar os grafos gaussianos e os grafos de Eisenstein-Jacobi, nas Sec¢oes 3.4 e 3.5, os
quais mostraremos que sao grafos circulantes de graus quatro e seis, respectivamente. As
principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [11, 25, 26, 29].

3.1 Consideracoes Historicas

A teoria dos grafos comegou a ser desenvolvida no século XVIII quando Euler em 1736
utilizou-a para resolver o problema das "Pontes de Konigsberg'.

A antiga cidade de Konigsberg cortada pelo rio Pregel, territério da Prussia até 1945
hoje pertence a Rissia e é chamada Pregélia. O rio Pregel rodeia uma ilha (Kneiphof) e,
a direita do mapa, separa-se em dois ramos. Para a acessibilidade dos moradores foram
construidas sete pontes.

Os habitantes passaram a buscar uma rota ao redor da cidade onde cruzariam apenas
uma unica vez em cada ponte. Apods tentativas frustadas, acreditava-se impossivel existir
um caminho que cumprisse tais condigdes. Em 1736, Leonhard Euler(1707-1783) tratou
matematicamente o problema e ficou comprovada a impossibilidade de achar tal rota. Em
seu artigo, "Solutio Problematis ad Geometrian Situs Pertinentis" , ele produziu o que
ficou conhecido como primeiro trabalho sobre teoria dos grafos. Ele propds que as margens
e a ilha seriam representadas por vértices e as pontes seriam as arestas.

Outros matematicos contribuiram para o desenvolvimento dos grafos, entre eles: Arthur
Cayley (1821-1895), no artigo "On the Analytical Forms Called Trees" apresenta resultados
sobre o nimero de dvores com N vértices. Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)
desenvolveu jogos utilizando vértices e arestas de um dodecaedro. Dénes Konig (1884-1944)
escreveu o primeiro livro texto sobre teoria dos grafos. Francis Guthrie (1831-1899) e
August De Morgan(1806-1871) investigaram o Teorema das Quatro Cores.
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KONINGSBERGA

Figura 3.1: Cidade de Konigsberg (séc XVIII) e Rio Pregel

3.2 Definicoes e Terminologia

Um grafo é formado por dois conjuntos: um de vértices e outro de arestas que conectam
pares de vértices. A seguir vamos definir grafos e algumas propriedades relevantes ao
desenvolvimento e entendimento deste trabalho.

Defini¢ao 3.2.1. Um grafo G = (V, A) é uma estrutura formada por um conjunto
enumeravel e nao vazio V' de elementos chamados vértices, pontos ou nds, e um conjunto
A CV xV de pares nao direcionados de vértices chamados linhas ou arestas.

Exemplo 3.2.1. Na Figura 3.3, temos um grafo G; = (V, A), onde V = {ay, as, as, a4, as, ag}
¢ o conjunto de vértices e

A - {(al,ag),(al,CLQ),(a27a3>,(a4,a1>,(a4,a2),(a47a5),(05,(16),(@6,@1)}
é o conjunto de arestas.

Definicao 3.2.2. Quando o conjunto de arestas A de um grafo G = (V,.A) for um conjunto
de pares direcionados, dizemos que G é um digrafo e chamamos os pares direcionados de
arcos.

Exemplo 3.2.2. Na Figura 3.4, temos um exemplo de um digrafo Go = (V,.A), onde
V = {a1,02,a3,a4,05,a6} €

A = {(a1,a3),(a1,a2), (az, asz), (as, a1), (a4, az), (aq, as), (as, ag), (ag, a1)}.
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Figura 3.3: G; = (V,.A)

Defini¢ao 3.2.3. Seja G = (V, A) um grafo, onde V = {vy,---,v,} é o conjunto de
vértices e A = {a = (v;,v;) | 1 <4,57 <n} é o conjunto de arestas. Temos que:

(i) A quantidade n de vértices do grafo G é chamada ordem do grafo.

(ii) Os vértices v; e v; sdo chamados adjacentes ou conectados, se existir uma aresta a € A,
tal que a = (v;,v;). Neste caso, dizemos que a aresta a é incidente aos vértices v; e
Vy.

(iii) O grau de um vértice v é o niimero de arestas incidentes em v. O grau minimo de
um grafo é denotado por §(G) e o grau mdzimo por A(G), e representam o menor e
maior nimero de arestas incidentes em um vértice do grafo, respectivamente.

(iv) A distincia d(vq,vy) entre dois vértices adjacentes vy e vy de um grafo é o comprimento
entre eles. O diametro de um grafo é o maximo de todas as distancias entre quaisquer
par de vértices.

Observagao 3.2.1. Grafos ou digrafos sao finitos quando V e A sao finitos. E sao infinitos
quando pelo menos um dos conjuntos ¢ infinito.
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Figura 3.4: G, = (V, A)

Definicao 3.2.4. Um grafo G é chamado k-reqular quando todos os seus vértices tém o
mesmo grau k, ou seja, quando 0(G) = A(G) = k.

Exemplo 3.2.3. Na Figura 3.5 temos um exemplo de um grafo 4-regular, pois todos os
seus vértices tem grau 4.

//\
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\\ ///\ /\ /
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Figura 3.5: Grafo 4-regular

Defini¢ao 3.2.5. Dados dois grafos G; = (Vi, A1) e Go = (Va, A2). Um isomorfismo
de G; em G, é uma bijecao f : Vi — Vs, tal que (v;,v;) € A; se, e somente se,
(f(vi), f(vj)) € Az, para todo v, v; € V1.

Definig¢ao 3.2.6. Seja G = (V, . A) um grafo.
(i) Uma sequéncia de vértices adjacentes é chamada cadeia.

(ii) Quando uma cadeia nao passa duas vezes pelo mesmo vértice é dita elementar, e se
nao passa duas vezes pela mesma aresta, ¢ chamada simples.
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(iii) O comprimento de uma cadeia é o nimero de arestas que a compoe.
(iv) Uma cadeia é fechada, quando o vértice inicial é o mesmo que o vértice final.

(v) Uma cadeia simples, elementar e fechada, com comprimento maior ou igual a 3 vértices
¢ chamada ciclo.

Definic¢ao 3.2.7. Um grafo G = (V, A) é conezo se houver pelo menos uma cadeia ligando
cada par de vértices deste grafo. Dizemos que um grafo G = (V,.A) é desconezo se nao for
Conexo.

Exemplo 3.2.4. Na Figura 3.6, temos um grafo conexo G = (V, A), com vértices V =
{ala az, ag, CL4} e arestas -’4 - {(a17 a/3)7 (Cll., a2)7 (CLQ, Clg), (a'27 CL4)}.

a2 a4

Figura 3.6: Grafo conexo

Exemplo 3.2.5. Na Figura 3.7, temos um grafo desconexo G = (V,A), com vértices
V= {a17 A3, A3, A4, a5} e arestas A - {(ala a3)7 (ala CLQ), (CLQ./ a/3)a (a/57 CL4)}.

Figura 3.7: Grafo desconexo

Defini¢ao 3.2.8. Um grafo G, = (Vs, As) é chamado subgrafo de um grafo G = (V, A) se
YV, CVe A, C A. Neste caso, dizemos também que G é um supergrafo de G;.

Observacao 3.2.2. Se G for desconexo, entao ele é formado por pelo menos dois subgrafos
conexos, distintos em relacao aos vértices e maximais em relacao a inclusao. Observe que
o grafo desconexo da Figura 3.7 é formado por dois subgrafos conexos.



48

Definicao 3.2.9. Um subgrafo conexo do grafo G é chamado componente conexa de G.

Definigao 3.2.10. Um grafo G = (V, A) de n vértices é dito completo, e denotado por
K, se todos os pares de vértices distintos sao adjacentes.

Exemplo 3.2.6. Na Figura 3.8 temos um grafo completo K.

Figura 3.8: Grafo completo K

Definicao 3.2.11. Dizemos que um grafo ¢ planar se a sua representacao grafica puder
ser desenhada no plano de maneira que suas arestas nao se cruzem.

Exemplo 3.2.7. Na Figura 3.9, temos um grafo planar G = (V, A), com vértices V =
{ala ag, as, 0/4} e arestas -’4 == {(a17 a’3)7 (ah a2)7 (a27 al)a (CLQ, a’3)a (a'47 a’3)7 (a47 aQ)}'

~~— - yd

,'/ ~
~— - e
~_ // - /
L —

Figura 3.9: Grafo planar

Definic¢ao 3.2.12. Sejam G = (V, A) um grafo e D C V um conjunto. Dizemos que D é
um conjunto dominante se todo vértice de V ou estd em D ou é adjacente a um de seus
vértices. O nimero de dominagao de um grafo G, é a cardinalidade do menor conjunto
dominante de G. Seja v um vértice, isto é, v € D, ele é chamado vértice dominante. Um
vértice ¢ dito dominado quando possui um vizinho dominante.

Exemplo 3.2.8. Na Figura 3.10, o conjunto D = {vy,v3,v4} é um conjunto dominante
de G.
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Figura 3.10: Grafo que possui conjunto dominante

3.3 Grafo Circulante

Neste trabalho usaremos uma classe especial de grafos chamados grafos circulantes.
Inicialmente iremos definir os grafos de Cayley. Com o objetivo de associar a teoria dos
grupos a teoria dos grafos, Arthur Cayley em 1878, introduziu tais grafos. Um grafo de
Cayley é formado por um grupo e um conjunto gerador do grupo, onde os vértices estao
associados aos elementos do grupo e as arestas estao associadas aos elementos do conjunto
gerador.

Definicao 3.3.1. Dados (G, *) um grupo (finito ou infinito) e S um subconjunto finito e
nao vazio de G, o grafo de Cayley, denotado por Cay = (G, S) é um grafo com o conjunto
de vértices V = G e o conjunto de arestas

A={(z,y) | zxy € G e existe s € S com y = z * s},
onde *x denota a operacao do grupo.

Exemplo 3.3.1. O grafo completo K, é um grafo de Cayley no grupo aditivo Z,, dos
inteiros modulo n com conjunto gerador formado por todos os elementos diferentes de zero
de Z,,.

Exemplo 3.3.2. O grafo completo K5 é um grafo de Cayley no grupo aditivo Zs, onde
Zs=G=1{0,1,2,3,4} e S = {1,2,3,4} o conjunto gerador.

Observagao 3.3.1. O grafo de Cayley Cay = (G, S) é conexo se, e somente se, S gera G.

Veremos a seguir que um grafo circulante é um grafo de Cayley formado pelo par
(Z,,C), C C Z, é um conjunto gerador arbitrario, ou seja, sdo grafos de Cayley definidos
sobre grupos ciclicos.

Defini¢ao 3.3.2. Um grafo circulante com n vértices e saltos {ay, ..., ax}, denotado por
C.(ay,...,ax), ¢ um grafo nao direcionado onde cada vértice v é adjacente a todos os
vértices v £ a; modn, com 1 <i<kek<n/2.

Observagao 3.3.2. Se a; # n/2, entao o grafo circulante C,(ay,...,a;) é um grafo
regular de grau 2k, isto é, §(Cy(ay,...,ax)) = A(Cu(ay,...,ax) = 2k. Neste caso,
dizemos que C,(ay,...,a;) é um grafo circulante de grau 2k. Entretanto, se ax, = n/2,
entdo o grafo circulante C,(ay, ..., a;) é de grau 2k — 1.

Exemplo 3.3.3. Na Figura 3.11 apresentamos o grafo circulante Cy0(2,4,7), que é um

grafo regular de grau 2k = 6, pois ay = 7 # 5 = % e, na Figura 3.12 temos o grafo

2
circulante Cyo(1,3,5), que é um grafo regular de grau 2k — 1 =5, pois ay = 5 = %.
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4

Figura 3.11: Cy((2,4,7)

Figura 3.12: Cyo(1,3,5)
Observacao 3.3.3. Seja v; um vértice de um grafo circulante G. Como grafos circulantes
sao grafos de Cayley rotulado pelo grupo Z,, entao v; € Z,.

Teorema 3.3.1. [26] Se G = C,,(ay, as, ..., a;) é um grafo circulante com
mdc(ay, ag, ..., a;) = d, entdo G é um grafo com d componentes conexas em que cada
componente contém apenas um vértice de rétulo r , com 0 < r < d.

Demonstragio. Dados dois vértices v; e v; de um grafo circulante G, existe uma cadeia co-

nectando estes vértices se, e somente se, existe uma sequéncia de vértices v; = vy, ..., v; =
v;, com v, vizinho de v,4,, para todo r = 4g,...,4-1. Mas v, € vizinho de v, se, e
somente se, v,4+1 = U, + a5, para algum s € {£ay,...,%ar}. Logo, v; e v; estdo na

mesma componente conexa se, e somente se, v; = v; + »_,psas, onde p; € Z. Entao,
Vj — V; = >, Ps@s mod n, o que equivale a v; —v; = Y, psas + (n. Esta equacao € linear
dentro do anel dos inteiros e tera solugao se, e somente se, d dividir v; — v;. Portanto,
conclui-se que existem d componentes conexas, onde C(r) é a componente que contém o
vértice r, 0 < r < d.

|
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Observagao 3.3.4. [26] A componente C(r), que é um subgrafo de G, pode ser vista como
o grafo circulante C,/q4(a1/d, ..., a;/d) através do isomorfismo de grafos dado por:

¢2C(T) — Cn/d(al/d,...,ak/d)
r — (v—r)/d

Se x e y € C(r) sao vizinhos, entdo x — y = +as, para algum s. Logo, dividindo ambos os
lados por d temos que

it T N Cold ')l ) S

_—
d d d d
Portanto, T~ " ¢ viginho de Z ; !
Corolario 3.3.1. [26] Um grafo circulante C,(aq,...,a;) é conexo se, e somente se,
mdc(n, ay,...,ap) = 1.

Como vimos na Observagao 3.3.2, um grafo circulante tem grau 2k ou 2k — 1. Neste
trabalho estamos interessados em duas familias especiais de grafos circulantes de grau 4 e
6 da seguinte forma:

(i) Grau 4: C,(a1,as), onde n = a? + a3.
ii) Grau 6: C — den=a?+ a3 —
ii) Grau 6: C,(ay,as,as —ay), onde n = aj + a3 — a;.as.
A seguir apresentamos exemplos de representantes de tais familias.

Exemplo 3.3.4. Na Figura 3.13, temos um grafo circulante de grau 4, C;3(2, 3), onde
13 =22 + 32

Figura 3.13: Cy3(2,3)

Exemplo 3.3.5. Na Figura 3.14, temos um grafo circulante Cy3(3,4,1), de grau 6, tal
que 13 =32 +4* -3 - 4.

Definicao 3.3.3. Um grafo circulante de grau 4, contendo um niimero maximo de nés
Ci2y(k+1)2(k, k + 1), onde k ¢ o didmetro do grafo, é chamado grafo denso circulante de
grau quatro.
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Figura 3.15: Cg(5,6)

Exemplo 3.3.6. Na Figura 3.15, temos o grafo denso circulante Cg;(5,6), de grau 4.

Se nas familias de graus 4 e 6 apresentadas acima, ao invés de relacionarmos os vértices
dos grafos com elementos de um grupo, relacionarmos com os elementos do anel quociente
de inteiros gaussianos e de Eisenstein-Jacobi, respectivamente, podemos definir duas
familias de grafos circulantes: grafos de grau quatro com vértices rotulados por inteiros
gaussianos, denotado por grafos gaussianos e grafos de grau seis com vértices rotulados
por inteiros de Eisenstein-Jacobi, denotado por grafos Eisenstein-Jacobi. Nas Secoes 3.4 e
3.5, apresentamos tais familias detalhadamente com o objetivo de obter codigos perfeitos
sobre tais grafos no Capitulo 4.

3.4 Grafo Gaussiano

Grafos gaussianos sao circulantes de grau quatro. Eles sdo uma familia especial de
grafos de Cayley definidos sobre anéis quocientes de inteiros gaussianos utilizando as
unidades do anel como conjunto de geradores. Para o anel dos inteiros gaussianos a
constelacao de sinais associada possui regiao de Voronoi formada por quadrados.
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Na Definigao 1.2.15 apresentamos os inteiros gaussianos e o anel dos inteiros gaussianos
que é dado por
Z[i)|={a+bi|abe Z} 6 ondei= —1.

Se a = a + bi € Z]i] sua norma sera

N:Zi — Z°F
a+bi — a®>+ b

Como vimos na Observacao 1.2.1, a funcao valor absoluto em N é multiplicativa. Assim,
N(wz) = N(w)N(z) , Vw, z € Z]i].

A seguir, veremos alguns resultados importantes sobre os elementos invertiveis e os
ideais em Z][i].
Proposicao 3.4.1. [3] Sejam Z[i] o anel dos inteiros gaussianos e « € Z[i|. As seguintes
afirmagoes sao equivalentes:
(i) « é invertivel em Z[i].
(i) N (o) =1.
(iii) a € {—1,1,—1,1}.
Teorema 3.4.1. [3] Z]i] ¢ um dominio principal.

Demonstragio. Seja I um ideal de Z[i]. Se I = 0, nada temos a provar. Suponha que
I # 0. Considere o conjunto

A={N(2)|z €I\ {0}} CN.

Como A é um conjunto nao vazio de IN, entdo A possui um menor elemento n € IN. Seja
a €I\ {0} tal que N () =n. Vamos provar que I = (). De fato, dado que « € I, segue
que (a) C I. Por outro lado, se z € I, entao existem v, p € Z[i] tais que z = -y + p, com
N(p) < N(«). Suponha por absurdo que p # 0, logo

p=z—a-v€l

com 0 < N(p) < N(a) =n, o que é uma contradi¢ao pela escolha de . Isto implica que
z=a-7v € (a), e consequentemente I C («). Portanto, I = («). ]
.~ . . . , Z]i]
Definigao 3.4.1. Se (o) denota o ideal de Z[i] gerado por «, entdo o anel quociente <—>,
o

denotado por Z]i,, é chamado anel quociente dos inteiros gaussianos.
Teorema 3.4.2. [29] Seja 0 # « € Z|[i|. Entao, Z[i], tem N («) elementos.

Demonstragio. Seja o # 0 um inteiro gaussiano e n = AN (a). Entdo Z[i], tem n?
elementos. Note que se § = by + byi e 3/ = ) + blyi sdo congruentes médulo n, entao existe
" =0 +bi tal que B — B = ["ne by — b =b{n e by — by, ="byn. Assim sendo, by = b
mod n e by = by, mod n, o que implica que temos n? possibilidades para coeficientes de /3.
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Agora, temos que (N(a)) = (@) C (). Temos pelo terceiro Teorema do Isomorfismo
(1.1.4), que

Z[i]
(aa) N Zi[Z]
(@) = (o)

(aa)
Entao aplicando a consequéncia do Teorema de Lagrange para indices de grupos abelianos,
Zli] (@)

(aa) (aa)

[2], temos que a cardinalidade de é denotado

Z]i]

(@)

é nm, onde a cardinalidade de

por n e o de ¢ denotado por m. Finalmente, temos que a funcao

. Z1]i (o)
7@ 7 laa)

Z[i]

definida por f(f + (a@)) = fa + (aq), é um isomorfismo e, —= tem o mesmo niumero de

(@)
Z][i]

(@)’

elementos de o que conclui a demonstracgao.

Exemplo 3.4.1. Dado o = 2 + 3i € Z][i], temos que N(a) = 22 + 3% = 13. Assim, pelo
Teorema 3.4.2, Z]i]o13; tem 13 elementos. Tais elementos sao obtidos pelo quociente do
anel Z[i] com o ideal (2 4 3i), isto é, tomamos os elementos de Z[i] e fazemos mddulo
(2 + 3i). Dessa forma,

Zilors = {0,1,2, —1,-2,4,2, —i,—2i.1+4i,1 —i,—1 —i,—1+4}.

A representagao geométrica dos elementos de Z[i],3; é dada na Figura 3.16.

Figura 3.16: Constelacao Z[i]o3;

Exemplo 3.4.2. Dado o = 3 + 4i € Z]i], temos que N(a) = 3% + 4> = 25. Assim, pelo

Teorema 3.4.2; Z[i]314; tem 25 elementos, obtidos pelo quociente do anel Z[i] com o ideal

(3 + 44). Dessa forma,

Zil3+4 = {0,1,2,3,—1,-2,-3,4,2¢,3i, —4, —2i, —3i, 1 + 4,1 +2i,1 — 7,1 — 2i, —1 — 24,
i 120,240, —2 44,2 — i, —2 — i},

A representagao geométrica dos elementos de Z[i]34; é¢ mostrada na Figura 3.17.

Teorema 3.4.3. [29] Sejam a = a + bi € Z[i] e n = N(a) = a* + V?. Entao Z, e Z][i],
sdo anéis isomorfos se, e somente se, mdc(a, b) = 1.
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Figura 3.17: Constelacao Z[i]34;

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar a implicacdo direta. Se Z,, e Z]i],, sao isomor-
fos, vamos denotar esse isomorfismo de anéis por f : Z[i|, — Z,. Suponhamos que
mdc(a,b) = d # 1, o que implicaria no absurdo de Z][i,, e Z,, nao serem isomorfos. Como
N(a)
d

d = mdc(a, b) divide a e b, temos que ¢ um inteiro. Portanto, 1 < d implica que

O<N’C(Za><n. Logo,
_ N(a)
- d

#0 mod n.

= ag =0 mod «, o que é uma contradicao uma vez que obtemos

f(0) # 0. Para mostrar a outra implicacao, considere a seguinte fungao:

Por outro lado, Nc(loz) a
w2, — Zlia
g — ¢ moda«

Inicialmente, observe que u é bem definida, ou seja, se g , ¢’ € Z,, tal que ¢ = ¢’ mod n,
entao existe z € Z tal que g — ¢ = zn = zaa. Logo, g = ¢’ mod a. Além disso,
é injetiva, pois se u(g) = 0 mod «, entdo ¢ = 0 mod n. Seja, u(g) = g = Pa, com
p=x+yi € ZJi]. Logo, g = (x + yi)(a + bi) = (xa — yb) + (b + ya)i, ou seja,

ra—yb = g
xb+ya = 0 |~

Resolvendo a segunda equacao segue que (x,y) = (—at, bt), onde t € Z. Substituindo na

primeira equagao obtemos g = —ata — btb = (—t)(a? + b?) = —tn, assim g = 0 mod n.
Para finalizar, resta mostrar que a funcao é sobrejetora. Vamos considerar v =z + yi e
um par de inteiros (zg, yo) tal que zob + yoa = —y. Entao,

&+ yi + (o + yoi)(a + bi) = (x + xoa — yob) + (y + xob + yoa)i = = + xoa — yob = g

é um inteiro tal que g =~ mod a.

Corolario 3.4.1. [29] Seja 0 # a € Zi].

(i) Se g € ZJi] tal que g divide «, entao o ideal gerado por S, (8) C Z]i], tem //\V/:Eg;

elementos.
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(ii) Se g € Z]Ji] tal que  nao divide o e n = mdc(S, ), entao o ideal (5) C Z]i, é

N(a)
gerado por 1 e tem elementos.
N)
Demonstragdo. O primeiro item é consequéncia imediata do Teorema 3.4.2 e do Teorema
bt
1.1.5. Se f divide «, temos que () C (/3). Entao, ﬂ, ¢ um ideal de <[Z>] Assim,
o Q@
Z][i] .
T o ZI]
[CCN
a)
onde verificamos que @ tem ordem AN[EZ; Para o segundo item, vamos considerar
o

que v = mdc(a, §). Entao, existe v1,72 € Z[i] tal que 7 = 15 + y2a. Isso implica que
v =m0 mod a, assim (y) C (f). Por outro lado, desde que « divide /5 entao () C (7).
Finalmente, temos que aplicar o primeiro item deste coroldrio para () desde que v divide
. |

Para relacionar grafos com os inteiros gaussianos, em [29] uma métrica D, sobre um
subconjunto de inteiros gaussianos é definida. A seguir, apresentamos tal métrica com o
objetivo de definir o que chamaremos de grafos gaussianos.

Definigao 3.4.2. Para 3 , v € Z|i],, considere x + yi uma classe de 3 — v com |z|+]|y|
minimo. A distancia D, entre e v é

Do (B,v) = min{|x|+|y| , tal que (8 —~) =z +yi mod a}. (3.4.1)
Teorema 3.4.4. [24] D,, define uma distancia sobre o anel quociente Z[i],.

Demonstragio. Sejam [, e n elementos de Zl[i],. Vamos mostrar que

Do(8,1) < Da(B,7) + Da(vy,1m).

Suponha que:

(i) D.(B,n) = |x|+|y| onde B —n =2z + yi mod a e |z|+|y| ¢ minimo.

(ii) Da(B,7) = |2'|+|y/| onde f — v =2’ +y'i mod « e |2'|+|y’| é minimo.

(iii) D, (v,n) = |2"|+|y"| onde v — n = 2" + y"i( mod «) e |2"|+]y"| ¢ minimo.
Consequentemente, temos que § —n = (2’ + 2”) + (¢ + v¥")i mod «. Portanto

D,(B,n) < |2 +2"|+|y + "
< @[y 42"+ |y
Da(ﬂa'V)"'Da(’an)'

Exemplo 3.4.3. Considere o anel quociente Z]i]34;.

(i) Paray=1+2:,8 = —1 € Z[i|344, temos que v — 5 = 2 + 2i. Logo, D,(v, ) = 4.
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(ii) Para f = 14+ 2iey = —3i, temos que v — f = 1+ 5i = =2+ ¢ mod a. Logo
Da(B,7) =2+1=3.

Agora, a partir da Definigdo 3.4.2, que estabelece a distancia entre elementos do anel
quociente de inteiros gaussianos, apresentamos a relagao de tais elementos com o conceito
de grafos, o que chamaremos de grafos gaussianos.

Definic¢ao 3.4.3. Dado a = a + bi € Z[i] com mdc(a,b) = 1, definimos o grafo gaussiano
gerado por « por G, = (V,.A), onde:

(i) V = Z]i], é o conjunto de vértices, e
(ii) A={(8,7) € Vx V| Du(B,7) =1} é o conjunto de arestas.

Observacgao 3.4.1. Se 3,7 € Zl]i],, entdao D,(5,7) = 1, é equivalente a v — = £1, 41
mod .

Observacgao 3.4.2. De acordo com o Teorema 3.4.2, o grafo gaussiano gerado por a € Z[i]
tem ordem N («).

O resultado a seguir mostra que grafos gaussianos sao de fato grafos circulantes de
grau 4, ou seja, cada vértice é adjacente a outros quatros diferentes vértices.

Teorema 3.4.5. [24] Seja a = a + bi € Z]i] tal que mdc(a,b) = 1. Entao, C,(a,b), onde
n =a?+b% e G, sdo grafos isomorfos. O isomorfismo de grafos é

@:ZN’(Q) — Z[i]a
j +— x+yt mod a,

onde j = ax + by mod N (a).

Demonstragio. Sejan = N'(a) = a®+b%, a ordem do grafo circulante e do grafo gaussiano.
Inicialmente, pelo Corolario 3.3.1, o grafo circulante C,,(a,b) é conexo se, e somente se
mdc(a,b,n) = 1, o que é equivalente para mdc(a,b) = 1. Ou seja, neste caso, e somente
neste caso, para algum vértice j € Z,, existem inteiros z,y € Z tal que j = azx + by
mod N (a). Assim, se j € Z tal que j = ax +by mod n e h=j mod n, entdo a fungao
pode ser descrita por ©(j) = ©(h) mod «. Provaremos que © é uma bijecao que preserva
a adjacéncia.

(i) Para mostrar que © é injetiva, devemos provar que ©(j) = ©(h) mod «, com j, h € Z,,
implica que j = h mod n. Sejam O(j) = x + yi e O(h) = 2/ + y'i. Entdo
(x —2")+ (y —v)i = Ba, com € Z[i]. Como 5 = (31 + (21, segue que

(v — xl) +(y — y/)i = Ba = (fra — B2b) + (1b + Pa)i.
Assim,

r—1 = pra— Pob= a(z —2') = pra® — Prab
y—y = Pib—foa = bly—y) = pib* + Paab

Logo, a(x — 2') + b(y — y') = Bi(a® + V?), com B; € Z, de onde segue que j = h
mod n.
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(ii) Para mostrar que © é sobrejetora, considere = + yi € ZJ[i|,. Vamos encontrar
j € Z,, tal que j = axr + by mod n. Essa equivaléncia é pelo fato de que a
equagao diofantina com variaveis x,y e z, ax + by + zn = j tem solugao. Como
mdc(a, b,n) = mdc(a,b) = 1 por hipétese, segue que essa equagao tem uma solugao
inteira para algum j.

(iii) Finalmente, mostraremos que © preserva a adjacéncia. Para isso, sejam ji, jo € Z,
vértices adjacentes em C,(a,b), isto é, j; — j» = £a,+b mod n. Mas, note que
O(£a) = £1 e O(£b) = %4, o que implica que a imagem dos vértices sdo também
adjacentes em G,,.

Observacao 3.4.3. Dados a + bi , ¢ + di € Z[i] temos que Gy = Gerai S€, € sSomente
se, existe u € {£1, +i} tal que a + bi = u(c+ di) ou a — bi = u(c + di).

Um grafo gaussiano é gerado por um inteiro gaussiano 0 # a = a + bi € Z]i], tal que
0 < a <b. Podemos representar graficamente um grafo gaussiano de forma bidimensional
na forma de malhas. A ideia é organizar os a? + b? vértices do grafo em duas malhas de
a X a e b x b vértices.

Os resultados a seguir caracterizam os vértices e as arestas dos grafos gaussianos nesta
representacao em malhas. As demonstragoes serao omitidas pelo uso de outras ferramentas
que nao sao foco neste trabalho.

Teorema 3.4.6. [29] Sejam a,b € Z, tal que 0 < a < b, e considere dois conjuntos finitos
da seguinte forma:

(i) Se={z+yieZi]l|0<zr<a-1e0<y<a-—1}
(i) Ss={zx+vyieZi]|la<z<a+b-—1e0<y<b-—1}
Entao, D = S, U S, é um sistema de residuos reduzido de Z[i],.

Teorema 3.4.7. [29] Sejam a,b € Z, tal que 0 < a < b. Suponha que todos os pontos do
conjunto D, como no Teorema 3.4.6, sao conectados como malha e que suas arestas sejam
definidas como:

(i) Se 0 <z <b-—1, entdo z é adjacente a (z + a) + (b — 1)i.

(ii) Seb <z <a+b—1, entdo x é adjacente a (x — b) + (a — 1)i.

(iii) Se 0 <y < a—1, entdo yi é adjacente a (a +b— 1) + (y + b — a)i.
(iv) Sea <y <b—1, entdo a + yi é adjacente a (a +b— 1) + (y — a)i.

Entao, o grafo definido por este padrao de adjacéncia é isomorfo ao grafo gaussiano gerado
POT Goybi-

Nos exemplos a seguir, apresentamos algumas representagoes de grafos gaussianos
na forma de malha de acordo com os Teoremas 3.4.6 e 3.4.7. Consideraremos o vértice
0 localizado, por conveniéncia, no canto inferior esquerdo da malha menor. Os quatro
vértices adjacentes ao vértice zero sdo {+1, +i}.
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Exemplo 3.4.4. Seja a = 2+ 3i € Z[i]. Como mdc(2,3) = 1, pela Definigdo 3.4.3,
Gorsi = (V,A),onde V = Ziloyzie A= {(8,7) € VXV | Do(B,7) =1, ouy—F = 1, i
mod 2 + 3i} é um grafo gaussiano gerado por 2 + 3i. Pelo Teorema 3.4.2, Gy, 3; tem 13
vértices e pelo Teorema 3.4.6,

D={0,1,i,1414,2,3,4,2+4,2+ 21,3+ 4,3+ 2i,4 + 4,4 + 2i}

¢ um sistema de residuos reduzido de Z][i]3;, tal que ¥V = D. Na Figura 3.18, o conjunto
D foi organizado em duas malhas de 22 e 32 vértices, respectivamente. Seguindo o padrao
de adjacéncia descrito no Teorema 3.4.7, as conexoes dos vértices sao:

(0,2 + 2i), (1,3 + 20), (2,4 + 2i), (3,1), (4,1 +14), (i, 4+ 2i) e (2 + 2i,4).

Figura 3.18: Malha em 2D de Gy 3;

Exemplo 3.4.5. Seja a = 3+ 4i € Z[i]. Como mdc(3,4) = 1, pela Definigdo 3.4.3,
G3+4i = (V, A) é um grafo gaussiano gerado por 3+ 4i, onde V = Z[i|314; ¢ A= {(5,7) €
VXV | DyB,7)=1,0ouvy—5==+1,+i mod 3+ 4i}. Pelo Teorema 3.4.2, G3,4; tem 25
vértices e pelo Teorema 3.4.6,

D = {0,1,2,i,2, 14,14 2i,2+4,2+2i,3,4,5,6,3+1,3 + 2,3+ 3,
A4 i, 44204+ 30,5+4,5+2i,5+3i,6+1i,6+ 2i,6 + 3i}

¢ um sistema de residuos reduzido de Z[i]54;, onde V = D. Na Figura 3.19, o conjunto D
foi organizado em duas malhas de 32 e 42 vértices, respectivamente. Seguindo o padrao de
adjacéncia descrito no Teorema 3.4.7, as conexoes dos vértices sao:

(0,34 3i), (1,44 317),(2,5+ 37),(3,6 + 3i), (0,6 + 1),

(1,6 + 21), (24,6 + 37), (4,21), (5,1 + 21),(6,2 + 2i) e (3 + 37,6).

Exemplo 3.4.6. De modo andlogo aos Exemplos 3.4.4 e 3.4.5, Gg.s; = (V,.A) é um grafo
gaussiano gerado por 6 + 8i. O conjunto D agora possui 100 pontos, os quais foram
organizados em duas malhas de 62 e 82 vértices, respectivamente, como representado na
Figura 3.20. Seguindo o padrao de adjacéncia descrito no Teorema 3.4.7, as conexoes dos
vértices sao:

(0,6 + 71), (1, 7+ 71),(2,8+7i), (3,9 + 7i), (4,10 + 7i), (5,11 + 7i), (6, 12 + 7i),

(7,13 +7i), (8,5i), (9,14 5¢), (10,2 + 57), (11,3 + 5i), (12,4 + 5i), (13,5 + 57), (0, 13 + 24),
(4, 13+ 31), (21, 134 44), (37, 13+ 59), (44, 13+ 6i), (5¢, 13+ 71), (6 + 6i, 13), (6 + 7, 13 + 7).
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Figura 3.20: Malha em 2D de Ggys;

A partir das Defini¢oes 3.4.2 e 3.4.3, podemos estender o conceito de distancia entre os
elementos do anel quociente Z[i],, para os elementos do grafo gaussiano G,.

Definicao 3.4.4. Dado 3, v € G, . A distancia D, entre § e v é definida por
D.(B,7v) = min{|z|+|y| , tal que (8 —~) =z +yi mod a}. (3.4.2)
Além disso, o peso do vértice S (distancia para o vértice 0) é definido por
Wa(B) = Do(B,0) = min{|z|+|y| , tal que S =z +yi mod a}. (3.4.3)

Para calcular a distribuicao de distancia do grafo gaussiano é suficiente encontrar o
nimero de vértice de peso s, que serd denotado por A,(s). A seguir, serdo apresentados
resultados que caracterizam a distribuicao de peso dos grafos gaussianos de ordem par e
que nos orientam a construgdo de uma nova representacao grafica para tais grafos.

Teorema 3.4.8. [29] Seja 0 # a = a+bi € Z[i], tal que 0 < a < b, n = a*+ b? um inteiro
a+b—-1

impar e t =
P 2

. A distribuicao da distancia do grafo G, é da seguinte forma:
(i) Aa(0) = 1.

(i) An(s) =4s,se 1 <s<t.
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(iii) An(s) =4(b—s),set <s<b-—1.

Teorema 3.4.9. [29] Seja 0 # a = a+ bi € Z][i], tal que 0 < a < b, n = a* + b* um

b—1
inteiro par e t = a+2' Quando a < b, a distribuicao de distancia do grafo G, ¢ da

seguinte forma:

(i) A.(0)=1.

(i) An(s) =4sse0<s<t.

(iii) A.(t) =2(b—1).

(iv) Aua(s) =4(b—s) , set <s<b.

(v) AL(b) =1.

E, quando 0 < a = b, a distribui¢ao de distancia do grafo Gy, ¢ da seguinte forma:
(i) AL(0)=1.

(ii) Aa(s) =4sse 0 < s <b.

(iii) A,(b) =2b—1.

Corolario 3.4.2. [29] Seja 0 #a=a+bi € Z[i], talque 0 < a<ben=a*+b0. O
diametro k do grafo gaussiano G,.4; €:

b—1, se n é impar

b, se n é par
k;:{ P

Exemplo 3.4.7. Considere o grafo gaussiano G 3;. Como n = 22 + 3% = 13 ¢ um inteiro

impar e t = 3= 2, pelo Teorema 3.4.8, a distribuicdo de peso de Gy, 3; é a seguinte:

A,(0) = 1 (1 vértice com peso 0)
A,(1) = 4 (4 vértices com peso 1)
A,(2) = 8 (8 vértices com peso 2)

Pelo Corolério 3.4.2, o didmetro de Goy3; ¢ k = 2, isto é, a distdncia maxima entre os
vértices de Go,3; € 2. Utilizando a distribuigdo de peso, cuja caracteristica especial é de que
todos os vértices sao obtidos a uma distancia minima do vértice central, que declaramos
zero, na Figura 3.21, representamos graficamente o grafo Gsy3;, cujos vértices sao rotulados
de acordo com o Exemplo 3.4.1, ou seja,

V =2Zilos = {0,1,2,—1,-2,4,2,—i,—2i.1+4i,1 —i,—1—i,—1+4}.
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Figura 3.21: Grafo Gy 3;

Exemplo 3.4.8. Considere o grafo Gz, 4. Como n = 32 + 42 = 25 é um inteiro {mpar e

t= 5= 3, pelo Teorema 3.4.8, a distribui¢do de peso de G3,4; é a seguinte:

A,(0) = 1 (1 vértice com peso 0)
A,(1) = 4 (4 vértices com peso 1)
A,(2) = 8 (8 vértices com peso 2)
A, (3) 12 (12 vértices com peso 3)

Pelo Corolario 3.4.2, o didmetro de G3.4; ¢ k = 3.Utilizando a distribui¢dao de peso, na
Figura 3.22 representamos o grafo Gs.4;, cujos vértices sao rotulados de acordo com o
Exemplo 3.4.2; ou seja,

Z[ils = {0,1,2,3,—1,-2,-3,4,2,3i, —i,—2i, —3i,1+4,1+2i, 1 —,1 — 2, —1 — 2i,
i, =1 42,2+, 24,2 —i,—2 —i}.

Exemplo 3.4.9. Considere o grafo Gg,s;. Como n =N (6+ 8i) = 100 é um inteiro par e

14
t= 5 = 7. Pelo Teorema 3.4.9, a distribuicao de peso de Gg g; € a seguinte:

=)

= 1 (1 vértice com peso 0)

Q

—_

4 (4 vértices com peso 1)

Q

[\

= 8 (8 vértices com peso 2)

Q

w

12 (12 vértices com peso 3

Q

16 vértices com peso 4

ot

Q

(=)

Q

\]

)
16 ( )
20 (20 vértices com peso 5)
= 24 (24 vértices com peso 6)
14 ( )

14 vértices com peso 7

Q

e =
CICICICICICICIGIC
I

Q

09)

= 1 (1 vértices com peso 8).
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Figura 3.22: g3+4i

Pelo Corolario 3.4.2, o didmetro de Gg.s; ¢ kK = 8. Devido a grande quantidade de vértices,
omitimos a representagao do grafo gaussiano Gg,g;, porém, com as informagoes fornecidas
neste exemplo é possivel obté-la.

3.5 Grafo de Eisenstein-Jacobi

A seguir definiremos uma familia de grafos em termos dos inteiros de Eisenstein-Jacobi.
Mostraremos que tal familia sao grafos circulantes de grau seis . Para o anel dos inteiros
de Eisenstein-Jacobi, a constelacao de sinais possui regiao de Voronoi dada por hexagonos.

Na Definicao 1.2.16 apresentamos o anel dos inteiros Eisenstein-Jacobi que é dado por

1+ V=3
—

Zw] = {z+ywlzr,y € Z} , onde w =

Observe que w? +w+ 1 =10. Se a = x + yw € Z[w], entdo sua norma sera dada por

N:Zw — N
r+yw t—> m2+y2—xy

Observacao 3.5.1. Note que:
(i) N(z+yw) = (z +yw)(x + yw) , desde que 7+ yw = (z — y) — yw
(ii) As unidades de Z[w] sdo os elementos com norma unitdria que sdo {+1, +w, +w?}.

Defini¢ao 3.5.1. Se (a) denota um ideal de Z[w] gerado por «, entdo o anel quociente

Z|w]
(@)

FEisenstein-Jacobi.

, onde a € Z[w], denotado por Z[w],, é chamado anel quociente dos inteiros de

Temos resultados similares aos apresentados para os inteiros gaussianos sao validos
para os inteiros de Eisenstein-Jacobi. A seguir, apresentamos alguns desses resultados.
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Teorema 3.5.1. [24] Seja a = a+bw € Z|w], tal que mdc(a,b) = 1, e considere n = N («).
Entao, Z,, e Z[w], sdo anéis isomorfos.

Demonstragdo. Vamos provar que a fungao

2, — Zwl,

v — v mod «

é um isomorfismo de anéis. Inicialmente, oberve que f estd bem definida, pois se v = u
mod n, entao existe r € Z, tal que v — u = rn = raa, para v = v mod «. Para mostrar
que f é injetora, considere v = v mod «. Entdo, existe v = x 4+ yw € Z|w] tal que

v—u="ya=(r+yw)(a+bw)= (ax — by) + (bz + (a — b)y)w,
de onde obtemos as equacgoes
{ ar —by=v—u
br+ (a—b)y=0 "
Da segunda equacao, temos que
{(z,y) = ((a — b)t, =bt)|t € Z} , desde que mdc(a,b) = 1.
Agora, substituindo esse valor na primeira equagao segue que
v—u=a(a—b)t—b(—bt) = (a® +b* —ab)t =tN(a+bw) =tn , parav=u mod n,

como queriamos provar. Agora, para mostrar que f é sobrejetora, considere v = x + yw €
Z]w],. Vamos mostrar que existe v € Z,, tal que v = v mod «, ou similarmente, que
existem inteiros (zo, yo) tal que (z + yw) + (zo + yow)(a + bw) é um inteiro. Para isso, a
parte imagindria deve ser zero, isto é, bxg + (a — b)yo = —y que sempre tem uma solugao
com mdc(a, b) = 1, por hipétese.

|
Teorema 3.5.2. [29] Seja 0 # « € Z[w]. Entao, Z[w], tem N («) elementos.
Corolario 3.5.1. [27] Seja 0 # o = a + bw € Z|w].
(i) Se € Z|w] divide «. Entao o ideal gerado por 3, isto é, (8) C Z|w]a, contém '//1[[(0[)
elementos. (5)

(ii) Se 8 € Z[w] nao divide a, e n = mdc(5, ). Entédo o ideal () C Z|w], é gerado por
N(a)
N(n)

Exemplo 3.5.1. Dado o = 2 4 3w € Z[w], temos que N (a) = 7 e, pelo Teorema 3.5.2,
Z|w)at3, tem 7 elementos, obtidos pelo quociente do anel Z[w] com o ideal (2 4 3w), ou
seja, tomamos os elementos de Zw] e fazemos médulo (2 + 3w). Dessa forma, obtemos

elementos.

7 e contém

Zwl|aise =40,1, —1,w, —w, -1 —w, 1 + w}.

Representamos graficamente Z[w|s43, na Figura 3.23.
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Figura 3.23: Z|w]a4 3w

Figura 3.24: Z[w]3 4.

Exemplo 3.5.2. Dado a = 3 + 4w € Z|w], temos que N (a) = 13. Pelo Teorema 3.5.2,
Z|w)3+4, tem 13 elementos, obtidos pelo quociente do anel Zw] e o ideal (3 4 4w), ou
seja, tomamos os elementos de Z[w] e fazemos mod 3 + 4w. Dessa forma, obtemos

Zw)3140 =1{0,1, -l w, —w, 1 + w, -1 —w, 2, =2, 2w, —2w, 2 + 2w, —2 — 2w}.
Representamos graficamente Z[w]s 4, na Figura 3.24.

Temos também a nogao de distancia entre os elementos do anel quociente dos inteiros
de Eiseintein-Jacobi.

Definigao 3.5.2. Seja 0 # a € Z[w|. Para 3,7 € Z|w],, considere z + yw + zw? uma
classe de § — v com |z|4|y|+|z| minimo. A distancia D, entre [ e v ¢é definida por

Da(B,7) = {lz|+lyl+]2| | ¥ = B =2+ yw + 20" mod a}.
Teorema 3.5.3. [24] D, define a distancia sobre o anel quociente Z|w],.
Exemplo 3.5.3. Para o anel quociente Z[w]34.:
(i) Sey=we f =—w, temos que v — § = 2w. Logo, D,(B,7) = 2.
(ii) Sey=14we f=—1,temos que y — f =2+ w = —2 mod a. Logo, D,(5,7) = 2.

Apresentamos a seguir o conceito de grafo de Eisenstein-Jacobi a partir do seu anel
quociente.
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Definicao 3.5.3. Seja o = a+bw € Z|w], com mdc(a,b) = 1 e considere o anel quociente
Z|w],. Chamamos J, = (V, A) de grafo de Eisenstein-Jacobi gerado por a, onde:

(i) V = Zw], é o conjunto de vértices, e
(i) A= {(8,7) € Vx V[ DalB,7) =1}.

Observagao 3.5.2. Se D,(3,7) = 1 entdao (y — ) = +1, +w, +w? mod a, isto é, um
par de vértices é conectado por uma aresta se, e somente se, a sua diferenca médulo « é
uma unidade de Zw].

O teorema a seguir mostra que um grafo de Eisenstein-Jacobi, é um grafo circulante
de grau 6.

Teorema 3.5.4. [24] Seja @ = a + bw € Z[w] , tal que mdc(a,b) = 1 en = N(a) =
a’ +b? — ab. Entao, os grafos J, e C,(a,b,a — b) sdo isomorfos.

Demonstra¢io. Como mdc(a,b) = 1, entdo um inteiro m pode ser representado na forma
m = br — ay mod n. Vamos mostrar que

0:7Z, — Zuw.
m +— r+yw mod «

é um isomorfismo de grafos. © esta bem definido, pois se bx —ay =0 mod n, entdo existe
q,t € Z tal que

x qgla+0b)+at
y = q(2b—a)+0bt °

Entao,

Obr —ay) = x+yw
= q((a+b)+ (20 — a)w) + t(a + b)w
= ¢(1 -—w)(a+bw)+ t(a+ bw)

0( mod «)

Além disso, © é injetora. De fato, se O(bx — ay) = r + yw = 0 mod «, entdo existe
¢,d € Z tal que x + yw = (ac — db) + (ad + bc — db)w. Assim,

r = ac — bd
y = ad+bc—db "’

de onde obtemos que
br —ay = —d(a®* +b* —ab) = —dn =0 mod n.

Como ambos os conjuntos tem o mesmo niimero de elementos, © é uma bijecao. Agora,
se dois vértices u, v sdo adjacentes no grafo circulante, entdo u — v = +a, £b, +(a — b)
mod n. Assim, O(u) — O(v) = O(u —v) = £0(a), £6(b), £O(a — b), o que implica que
O(a) =w,0(b) = -1eO(a—b) =06(a) —O() =1+ w. Logo, D,(O(u),0(v)) =1, e
portanto, O(u) e O(v) sdo vértices adjacentes em 7. ]

Finalizamos, apresentando exemplos de representacgoes de grafos de Eisenstein-Jacobi.
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Exemplo 3.5.4. Considere o grafo Jai3, = (V,.A), onde pela Defini¢ao 3.5.3 e pelo
Exemplo 3.5.1 segue que

V =Zwlasw ={0,1, -1, w,—w, -1 —w, 1 + w},

e assim,

A = {(0,1),(0,1+w),(0,w),(0,-1),(0,-1 —w), (0, —w), (1,1 + w), (1,w), (1, —1),
(I,-1-w),(l,~w),l+w,w),(1+w,—-1),(1+w,—-1—-w), (1 +w, —w), (w, —1),
(w,—1 —w), (w,—w), (-1, -1 —w), (-1, —w), (-1 —w, —w) }.

Figura 3.25: Jo430

Exemplo 3.5.5. Considere o grafo J3:4, = (V,.A), onde pela Defini¢ao 3.5.3 e pelo
Exemplo 3.5.2 segue que

V=2Zwl314s ={0,1,-1L,w,—w, 1 + w, -1 —w,2, -2, 2w, —2w, 2 + 2w, —2 — 2w},
e assim,

= {(0,1),(0,1+w),(0,w), (0,-1),(0,—-1 —w), (0, —w), (1,2), (1,1 + w),

(1, —w), (1,2w),(1,-2), (1 + w,2 + 2w), (1 + w,w), (1 + w, —=2), (1 + w, —2 — 2w),
(W,Z(,d) ( ) ( 2_2w) ( ,—2w),(—1,—2),(—1,—1—w),(—l,?),

(-1, —2w), (-1 —w, -2 — 2w), (-1 —w, —w), (-1 —w,2), (-1 —w, 2 + 2w),
(—w, —2w), (—w,2 + 2w), (—w, 2w), (2,2w), (2, —2 — 2w),

(24 2w, -2 — 2w), (24 2w, —2), (2 + 2w, —2w),

(2w, —2 — 2w), (2w, —2w), (—2, —2w) }.

Na Figura 3.26, apresentamos o grafo [J3.4,, com seus vértices e adjacéncias.
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Figura 3.26: J544.,
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Capitulo 4

Cédigos Perfeitos sobre Inteiros
Gaussianos e Eisenstein-Jacobi

Neste capitulo apresentamos uma construcao de coédigos perfeitos sobre grafos circulan-
tes de graus quatro e seis, respectivamente grafos gaussianos e grafos de Eisenstein-Jacobi.
As construgbes apresentadas neste capitulo foram baseadas nas referéncias, [11, 24, 29],
porém novos exemplos e representacoes de tais codigos serao apresentadas. Um codigo
sobre um grafo serd definido como um subconjunto nao vazio do conjunto de vértices deste
grafo, cujos elementos formam a regiao de Voronoi associada a eles. Quando esses elementos
sao centros das bolas de raio t e formam uma particao do conjunto de vértices, o cdédigo
sera dito perfeito corretor de t erros e o grafo associado serd chamado de t-dominante.

Considere um grafo G, = (V, A), onde V = ZJi], ou V = Z[w|,, no caso de um
grafo gaussiano ou de um grafo de Eisenstein-Jacobi, como nas Defini¢oes 3.4.3 e 3.5.3,
respectivamente. Considere também a distancia D,, definida para tais conjuntos como em
(3.4.2) e (3.5.2), respectivamente.

Defini¢ao 4.0.1. Dado um grafo G, = (V, ), um cddigo em G, é um subconjunto nao
vazio C de G,,.

O subconjunto V, formado pelos elementos de V, para os quais 7 € C ¢ o ponto mais
proximo em C, isto é, V,, = {7 € V; Do (1, 7) = Do(n,C)} é aregiao de Voronoi V, associada,
ane€C . Onimerot =max{D,(n,C)|n € V} é chamado raio de cobertura do codigo,
que é o menor numero t tal que as bolas de raio ¢t centradas nos pontos de C, dadas por
B:i(n) ={r € V| Duy(n,7) <t} cobrem V. O nimero § = min{D,(n,7) | n,7 € C,n # 7}
é a distancia minima de C e § < 2t+1, a igualdade vale quando as bolas de raio ¢ centradas
nos pontos de C formam uma particao de V. Um cédigo com estd propriedade ¢ chamado
perfeito e é dito corretor de t erros.

Assim como nas Secgbes 3.4 e 3.5, os grafos gaussianos e de Eisenstein-Jacobi sao
separadamente apresentados, respectivamente. Neste capitulo, apresentaremos a construgao
de codigos perfeitos sobre grafos de inteiros gaussianos na Secao 4.1 e, na Segao 4.2 serd
apresentada a construcao de codigos perfeitos sobre grafos de inteiros de Eisenstein-Jacobi.

4.1 Cébdigos Perfeitos sobre Grafos Gaussianos

Nesta secao vamos apresentar c6digos corretores de erros sobre constelagdes QAM,
modeladas por grafos gaussianos. Nessas constelagoes cada ponto de sinal tem quatro
outros pontos vizinhos de distancia um, o que os torna adequados para serem modelados
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pelo anel dos inteiros gaussianos. Veremos que esses codigos sao perfeitos e a métrica
empregada é a distancia entre os vértices do grafo que modelam a constelagao Z[il,.

A seguir definiremos conjuntos perfeitos t-dominantes sobre grafos gaussianos, que sao
ideais de Z[i],. Esses conjuntos geram diretamente codigos perfeitos sobre anéis quocientes
gaussianos.

Definicao 4.1.1. Sejam o = a + bi € ZJi], tal que mdc(a,b) = 1 e 0 < a < b, e
Go = (V, A) um grafo gaussiano. Dado ¢ < b, um vértice v é dito t-dominar o vértice 3, se
B € By(7), onde By(v) = {n € Zli]o | Da(n,7) <t} é uma bola de raio t centrada em ~y
embutida em G,. Um subconjunto de vértices S é chamado conjunto perfeito t-dominante
se cada vértice de G, é t-dominar de um Unico vértice em S.

Teorema 4.1.1. [29] Seja 0 # a € Z[i] e t um inteiro positivo. Temos que:
i) Se p =t + (t+ 1)i divide «, entao o ideal S = () C Z][i], ¢ um conjunto perfeito
t-dominante em G,;

ii) Se 3 =t — (t + 1)i divide o, entdo o ideal S = (3) C ZJi], é um conjunto perfeito
t-dominante em G,.

Demonstragio. Seja a = a + bi € ZJ[i]. Pelo Corolario 3.4.1, S tem exatamente

N(«) a® + b*

N(B) 2+ (t+1)2

elementos. Observe que, N'(3) = N(3), assim, a prova do primeiro e segundo item seguem
o mesmo procedimento. Sejam (1,0 € S = (f). Entao, /1 = ayf e B3 = anf3, onde
aq, ay € ZJi]. Temos que provar que

Da(ﬂlaﬂZ) = Da(alﬂaOQﬁ) = Doz<<051 - @2)6, O) > 2t + 17

onde D, denota a distancia do grafo gaussiano. Para isso, é suficiente provar que para
qualquer n € ZJi], tal que nf # 0 mod «, entdo D,(nS,0) > 2t + 1 e, para n €
{1,7,—1, —i} temos que D,(n3,0) = 2t + 1. Suponha o contrario. Se D,(n53,0) < 2t + 1,
entdo nf = x + yi mod a, com |z|+|y|< 2t + 1 minimo. Portanto, nf = (z + yi) +
ma = (x + yi) + ¥2f, onde v1,7 € ZJi], implica que = + yi = B(n — v2). Agora,
N(z + yi) < 4% desde que |z|+|y|< 2t. Como N(B) = 2t*> + 2t +1 > 2t> parat > 0 ,
entao N (n —72) < 2. Consequentemente, x + yi = fu , com u € {1,i,—1,—i}. Assim em
qualquer caso, |z|+|y|= 2t + 1 é uma contradigao. |

Observagio 4.1.1. Dado 3 tal que 8 = t & (¢t + 1)i, sua norma N (3) = 2t + 2t + 1

resulta no nimero de pontos da regiao de Voronoi, que pode ser vista como uma esfera de

Lee de raio t, onde cada ponto do grafo é uma célula da esfera.

Exemplo 4.1.1. Seja a = 8+ 9i = (1 — 24)(2 — 5i)(—1) € Z[i]. Como =1 — 2i divide

a = 8+9i, pelo Corolério 3.4.1, o ideal S = (1 —2i) C Z[i]s;9; tem 29 elementos. Portanto,

S=(1-2i) = {0,1—2i,—1+2i,2+4,-2—,2—4i,—2+4i,3— 14,1+ 3,

—1—3i,4+ 2i,—4 — 24, —2 — 67,2 + 64,4 — 3i,5, —3 — 44, —bi,
—5,34+4i, -4+ 3i,5, 7+ 4,1 — Ti,—7— i, —1 + 71,6 — 2i, —6 + 2i}.

Como 3 = 1—2i é da forma 3 =t — (t+1)i, com t = 1, pelo Teorema 4.1.1, S = (1 —2i) C

Zl]i]s19; € um conjunto perfeito 1-dominante no grafo Gg,g;, representado na Figura 4.1.
Os pontos destacados em negrito sao os centros das bolas de raio t = 1.
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Figura 4.1: Conjunto Perfeito 1-dominante em Gg.g;

Exemplo 4.1.2. Seja o = 10+ 11i = (2 — 3i)(—1 + 44) € Z]i]. Como [ = 2 — 3i divide
a = 10+ 114, pelo Corolario 3.4.1, o ideal S = (2 — 3i) C ZJi]10+11; tem 17 elementos, logo

S=(2-3i) = {0,2—3i,—2+3i,3+2i,—3 — 2i,4 — 6i,—4 4 64,5 — i, —1 — bi,
1+5i,—5+14,6+4i,—6 —4i,1 — 8,844, —1+ 8, —1+ 8i,—8 —i}.

Como 3 = 2—3i é da forma 8 =t — (t+1)i, com t = 2, pelo Teorema 4.1.1, S = (2—3i) C
Z]i]10+11; ¢ um conjunto perfeito 2-dominante no grafo Gio;114, representado na Figura
4.2. Os pontos destacados em negrito sdo os centros das bolas de raio t = 2.

Pode-se assim definir um cédigo C = S sobre Z[i|, cujas palavras-cédigo sao os
elementos de S e formam um ideal. Iremos mostrar que tais codigos sao perfeitos com
distancia minima igual a 2¢ + 1. Como vimos, um codigo C é chamado perfeito, se as bolas
de raio t centradas nos pontos de C particionam o conjunto de pontos V), ou seja, é um
c6digo que corrige todos os padrdes com até ¢ erros e nenhum padrao com t 4 1 erros ou
mais.

Veremos a seguir que, se t ¢ um inteiro positivo tal que ¢+ (¢4 1)i ou t — (¢ + 1)i divide
a, entao existe um conjunto S perfeito t-dominante de G, que é um ideal de Z][il,.

Lema 4.1.1. Seja t um inteiro positivo e o € Z[i]. Para cada n € Z]i], temos que
Bi(n) N By(0) =0 <= D,(n,0) > 2t + 1.

Teorema 4.1.2. Seja v = a+bi € Z]i] e t um inteiro positivo. Se existir um codigo perfeito
C t-corretor de erros sobre Z[i],, entao este deve ser gerado por ¢+ (t + 1)i ou t — (¢t + 1)i.

Demonstragao. Seja C um cbdigo perfeito t-corretor de erros sobre Z[il,, com cardinalidade
N(a)

2+ (t+1)?
dominio de ideais principais. Além disso, este elemento deve satisfazer o Corolario 3.4.1,
onde a cardinalidade é o nimero

N(a)
N(B)

. Entao, C é gerado por um elemento § = x + yi € Z[i| tal que Sla é um

=22+t =+ (t+1)2
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Figura 4.2: Conjunto Perfeito 2-dominante em G1gy11;

3

Agora, vamos mostrar que necessariamente |z|+|y|= 2t + 1. Se |z|+|y|< 2t + 1, temos que

D.(B,0) < |z|+|y|< 2t + 1 e pelo Lema 4.1.1

Bi(n) N By(0) =0 <= D,(n,0) > 2t +1,

0 que nao ocorre pois 0 e § pertencem a C. Agora, se |z|+|y|> 2t + 1, temos que

2 +y* =t* + (t + 1). Entao,

lz|>2t4+1— |y = |z|*> (2t +1)* = 2(2t + 1)|y|+]y|?
— P (t+1)? =22+ > (2t + 1) =22t + |y +|y*+|y[?
= 0> t(t+1)— (2t + )|yl+yl>= (yl—(+ 1)) (Jy|-t),

que é também uma contradigio pois y e ¢ sdo inteiros. Assim, necessariamente |z|+|y|=

2t + 1. Logo,

|x|+|y|:2t+1:>x2+y2:t2—l—(t+1)2:>ﬁzx+yz’,

de onde segue que |z|=t e |y|=t+1ou |z|=t+1 e |y|=t, e portanto, 5 = t+(t+1)i ou f =

t— (t+1)i.

Portanto, concluimos que, dado um conjunto perfeito t-dominante .S, nas condigoes
dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.2, ele forma um cédigo perfeito. A seguir, apresentamos exemplos

de cédigos perfeitos t-dominantes sobre grafos gaussianos.

Exemplo 4.1.3. Como vimos no Exemplo 4.1.1, o ideal S = (1 — 2i) C Z]i]s19; ¢ um
conjunto perfeito 1-dominante no grafo Gg,¢;. Portanto, um cédigo perfeito que corrige
todos os padroes com 1 erro e nenhum padrao com 2 ou mais erros é dado pelo conjunto
S. Na Figura 4.3, as 29 palavras-codigo do cédigo perfeito gerado por S = (1 — 2i) sao
identificadas no grafo pelos pontos destacados em negrito, formando os baricentros dos 29
poligonos fundamentais (contendo 5 elementos cada) que recobrem a constelagao de sinais

composta pelos 145 elementos de Z]i]s ;.
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Figura 4.3: Cédigo Perfeito 1-dominante em Gg g,

Exemplo 4.1.4. Como vimos no Exemplo 4.1.2, o ideal S = (2 — 3i) C Z[i]10411i, ¢ um
conjunto perfeito 2-dominante no grafo Gigy11;. Portanto, um codigo perfeito que corrige
todos os padrdes com 2 erros e nenhum padrao com 3 ou mais erros é dado pelo conjunto
S. Na Figura 4.4, as 17 palavras-c6digo do codigo perfeito gerado por S = (2 — 3i) sdo
identificadas no grafo pelos pontos destacados em negrito, formando os baricentros dos
17 poligonos fundamentais (contendo 13 elementos cada) que recobrem a constelacao de
sinais, contendo os 221 elementos de Z[i]10411;-

4.1.1 Grafo Quociente

Nesta subsecao, iremos definir um grafo quociente de um grafo gaussiano.

Definicao 4.1.2. [29] Seja 0 # a € Z]i] tal que existe um inteiro positivo ¢ tal que
t+ (t+1)iout — (t+ 1)i divide a. Se § for este divisor exato e G, o grafo gaussiano

- <V7 ’A)J

gerado por «, entdao definimos o grafo quociente de G, por (3, denotado por, ?O‘
da seguinte forma:
(i) Oideal ¥V = (f) é o conjunto de vértices.

(ii)) A={(71,7%) € VXV | Dua(71,72) = 2t + 1} é o conjunto de arestas, onde D, é a
distancia do grafo em §G,.

Teorema 4.1.3. [29] Seja 0 # a € Z][i] tal que existe um inteiro positivo ¢ tal que
t+ (t+1)i out — (t+ 1)i divide a. Se § for este divisor exato e G, o grafo gaussiano

gerado por a.. Entao, os grafos Fa e Q% sao isomorfos.
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Figura 4.4: Coédigo Perfeito 2-dominante em Zg11;

Exemplo 4.1.5. Seja o =3+ 4i = (1 — 2i)(—1+ 2¢) € Z][i]. Como § =1 — 2i divide «,
temos que o ideal gerado por 1 — 2i forma um c6digo perfeito 1-corretor sobre Z[il,. A
G3+4i

Figura 4.5 ilustra o cddigo perfeito sobre Z[i|3,4; € o grafo quociente T o
—2i

4.2 Cbdigos Perfeitos sobre Grafos de
Eisenstein-Jacobi

Nesta secao vamos apresentar codigos perfeitos sobre grafos de inteiros de Eisenstein-
Jacobi. Nessas constelagoes cada ponto de sinal tem seis outros pontos vizinhos com
distancia um, o que os torna adequados para serem modelados pelo anel dos inteiros de
Eisenstein-Jacobi.

Iniciamos definindo conjuntos perfeitos t-dominantes sobre grafos de Eisenstein-Jacobi,

1+ V=3

esses ideais irdo gerar diretamente codigos perfeitos sobre anéis quocientes de Eisenstein-
Jacobi em relacao a distancia do grafo associado.

Dado 0 # a = a + bw € Z|w|, J, um grafo de Eisenstein-Jacobi, um inteiro ¢ > 0, e
um vértice n € J,. Uma bola de raio t centrado em n embutido em 7, é o conjunto

Bi(n) ={v € Ju | Dalv,n) < t}.

Para algum 3, a cardinalidade de By(3) é 1+ Y,_, 6d = 3t> + 3t + 1[29].

que sao ideais de Z[w|, ,onde w = . Analogamente, como no caso gaussiano,
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G3+4i

Figura 4.5: Cédigo perfeito sobre Z[i];_o; e grafo quociente T
— 2

Defini¢ao 4.2.1. Um vértice n de J, é dito t-dominar o vértice 5 € J,, se B € B(n).
Um subconjunto S de vértices é chamado conjunto perfeito t-dominante se cada vértice de
J., € t-dominante de um tnico vértice em S.

Observacgao 4.2.1. Se S é um conjunto perfeito t-dominante, entdo S+ mod o = {n+7
mod « | n € S} é também um conjunto perfeito t-dominante. Consequentemente , podemos
supor que 0 € S.

Teorema 4.2.1. [27] Dado 0 # o = a + bw € Z[w]| e t um inteiro positivo.

(i) Se p=t+ (2t + 1)w divide a, entdo o ideal S = () C Z[w], é um conjunto perfeito
t-dominante em 7.

(ii) Se B = (t + 1) + (2t + 1)w divide a , entdo o ideal S = (B) = (3) C Z[w], é um
conjunto perfeito t-dominante em 7,.

Demonstracdio. Vamos provar a primeira afirmacao do Teorema. A segunda é provada

xigi elementos, onde N (8) = 3t* + 3t + 1.

Primeiro vamos provar que § = t + (2t + 1)w é tal que D,(5,0) = 2t + 1. Como
f=t+1Dw+t(l+w) modae |t+ 1|+|t|= 2t + 1, temos que D,(5,0) < 2t+1. A
seguir vamos mostrar que a distancia é exatamente 2t + 1, caso contrario, a representagao
B =x+yw+2w? mod « implicaria |x|+|y|+|z|< 2t. Portanto, existe um n € Z[w| tal que
np = r+yw+zw? € Zw]. Como N (B3) > 3t? e N (z+yw+2w?) < 24t%, obtemos N'(n) < 8.
Agora, se n = c¢+dw com ¢,d € Z, temos que nf = (ct —d(2t+ 1))+ (c(2t+1) —d(t + 1)w
e, portanto

de forma semelhante. O ideal (f) tem

{ y—z = c(2t+1)—d(t+1) (4.2.1)
Logo,
wl+lz| = et —d(2t + 1)
{ lyl+]z| > |e(2t+1) —d(t+1)] (4.2.2)

Como N (n) < 7, existem trés casos diferentes a serem estudados



76

(i) Se 0 <|c|< |d|, entao |z|+|y|> |ct — d(2t + 1)|> |d||2t + 1|> 2t.
(ii) Se 0 < |d|< |¢|, entdo |y|+]|z|> |c(2t + 1) — d(t + 1)|> |c|(2t + 1) > 2t.

(iii) Se 0 # |c|= |d|, temos duas possibilidades. Se ¢ = —d, qualquer um dos casos
anteriores produz |z|+|z|> 2t ou |y|+|z|> 2t. Se ¢ = d, da rela¢do (4.2.1) temos
lz|+|y|> |e(t + 1) + dt|= |2¢t + ¢|= || (2t + 1) > 2t.

Em qualquer caso |z|+|y|+|z|> 2t, que é uma contradicao.

Finalmente, vamos provar que todos os elementos do ideal () estdo a uma distancia
maior ou igual a 2t + 1 um do outro. Assumindo o contrério, existe ' € Z[w] tal que
D,(1/3,0) < 2t + 1. Entdo, n/ = x + yw + zw® mod «, com |z|+|y|+|z|< 2t. Logo,
existe n € Z[w] tal que nB = x + yw + 2w? € Z|w|. Essa condicio produz uma contradicio,
concluindo a prova.

|

Observagao 4.2.2. Podemos observar que, dado 3 = t+4(2t+1)w ou 3 = (t+1)+(2t+1)w,
sua norma N (3) = 3t* + 3t + 1 resulta no ntimero de pontos da regido de Voronoi, dada
por hexagonos de raio t.

Exemplo 4.2.1. Como a; = (1 + 3w)? = —8 — 9w € Z[w], temos que 3 = 1 + 3w, divide
a3 = —8—9w. Além disso, f = 143w é da forma § = t+ (2t + 1)w, com ¢ = 1. Logo, pelo
Teorema 4.2.1, o ideal S = (1+3w) = {0,14 3w, —3—2w, —2+4w,2—w,3+2w, —1 —3w} é
um conjunto perfeito 1-dominante em J_g_g,. Na Figura 4.6, representamos a constelagao
de sinal gerada por Z[w]_g_o,, onde os vértices destacados em negrito sdo os centros das
bolas de raio t = 1.

\ *f/

Figura 4.6: Conjunto Perfeito 1-dominante em [J_g_g,,
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Exemplo 4.2.2. Seja as = (14 2w)(2 + bw) = —8 —w. Como f = 2 + bw é um divisor
de ag = -8 —w e é da forma f =t + (2t + 1)w, com t = 2, entdo pelo Teorema 4.2.1, o
ideal S = (24 5w) = {—5 — 3w, 0,5 + 3w} é um conjunto perfeito 2-dominante do grafo
J_s_- Na Figura 4.7, representamos a constelacao de sinal gerada por Z[w| g_,,, onde os
vértices destacados em negrito sao os centros das bolas de raio t = 2.

2, )
é :I+3u‘

MYM s
?+_u|

Y'?'!’

OIIIIIIIIIOI

TTT

Figura 4.7: Conjunto Perfeito 2-dominante em J_g_,

Conjuntos perfeitos t-dominantes em grafos Eisenstein-Jacobi, geram codigos perfeitos

em relagdo a distancia do grafo associado, além disso, os conjuntos t-dominantes sdo ideais
de Z[w]q.

Defini¢ao 4.2.2. Para qualquer oo = a + bw € Z[w], tal que =t + (2t + 1)w, definimos
C = (B), o ideal gerado por §, como um cédigo perfeito sobre Z[w], em relacio a métrica
D,.

Para finalizar, apresentamos um exemplo de cédigo perfeito 1-dominante sobre grafos
de Eisenstein-Jacobi.

Exemplo 4.2.3. Dado o = —8 — 3w € Z[w], temos que N («) = 49, e pelo Teorema,
3.5.2, Z|w]_g_3, tem 49 elementos. Como @ = —8 — 3w = (1 + 3w)? e fazendo 3 =1 + 3w
pelo Teorema 4.2.1 segue que 5 = 1 4 3w satisfaz condigoes estabelecidas, e portanto o
ideal (5) = (1 + 3w) é um conjunto perfeito 1-dominante em Zjw]_s_3,. Entao, o cddigo
perfeito que corrige todos os padrdes com 1 erro e nenhum padrao com 2 ou mais erros,
N(a) 49
N@B) T

S={0,143w,-3 - 2w, -2+ w,2—w,2—w,3+2w,—1—3w},

que pelo Corolario 3.5.1 possui = T elementos, ¢ dado por
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no qual é identificado no grafo pelos pontos cheios, formando os baricentros dos 7 poligonos
fundamentais (contento 7 elementos cada) que recobrem a constelagdo hexagonal de sinais,
contendo os 49 elementos de Z[w]_g—_3, como ilustrado na Figura 4.8.

Figura 4.8: Cédigo Perfeito 1-Corretor sobre Z[w] g3,
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Conclusao

Este trabalho foi dedicado a construcao de cédigos perfeitos sobre grafos gaussianos e de
Eisenstein-Jacobi, circulantes de grau quatro e seis respectivamente. Para essa construgao
realizou-se inicialmente um estudo envolvendo a teoria dos ntimeros, codigos e grafos, o
qual forneceu os fundamentos basicos necessarios para o seu desenvolvimento.

Para definir esses cddigos é necessario a construcao algébrica dos grafos gaussiano
(G.) e de Eisenstein-Jacobi (J,), e para tal foi definido o anel quociente dos inteiros

1+ V=3
2

verificou-se que é uma métrica. O conjunto de vértices e arestas desses grafos sao dados
por, V=Z[pla e A={(5,7) € Vx V| Dy(B,7) = 1}. Um subconjunto C nao vazio de
Gq ou J, ¢é definido como um cédigo sobre os grafos gaussianos e de Eisenstein-Jacobi.

Vimos que um céddigo C é chamado perfeito se as bolas de raio ¢ centradas nos pontos
de C particionam V' , ou seja, é um coédigo que corrige todos os padrdes com até t erros e
nenhum padrao com ¢t + 1 erros ou mais. Além disso, um subconjunto de vértices S é dito
conjunto perfeito t-dominante se cada vértice de G, ou 7, é t-dominar de um tnico vértice
em S. Dessa forma, neste trabalho foi apresentada a construgao de cédigos perfeitos a
partir de conjuntos t-dominantes de G, ou J,. Destacamos, as construcoes dos Exemplos
4.1.3, 4.1.4 onde apresentamos as constelagoes de sinais, destacando as palavras-codigo de
c6digos perfeitos 1 e 2-dominante, respectivamente, via grafos gaussianos. E também, as
construgoes do Exemplo 4.2.3, onde apresentamos a constelagao de sinal, detacando as
palavras-cédigo do cédigo perfeito 1-dominante via grafos de Eisenstein-Jacobi.

Existem muitos trabalhos sendo desenvolvidos nesta linha de pesquisa, por exemplo
[24],[29],[11],[27],[25],[32]. Ainda h& muito a ser explorado, principalmente nos cédigos
sobre grafos de Eisenstein-Jacobi, onde existem pouca literatura disponivel.

Como perspectivas futuras a partir deste trabalho podemos projetar diferentes grupos
de codigos perfeitos , tais como, codigo perfeito para a métrica de Lee. Podemos também
gerar codigos quase-perfeitos derivados de grafos sobre anéis dos inteiros, que sao capazes
de corrigir mais padroes de erros que os coédigos perfeitos com menor cardinalidade.
E a construcao de codigos geometricamente uniformes derivados de grafos sobre anéis
quocientes de inteiros.

complexos Z[pl,, onde p =i ou p = e a distancia definida sobre eles D,, onde
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