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Abstract

In this thesis we study the singular locus of instanton sheaves on the projective
space P2. We prove that the singular locus Sing(E) of a non-locally free instanton sheaf
FE of rank 2 has pure dimension 1, and that the double dual £** is a locally free instanton

sheaf (Theorem 3.1.5). Both statements are false if the rank of F is larger than 2.
We also consider the sheaves Sp = Ext!'(E,Ops) and Qp = E**/E. When F is a

non-locally free instanton sheaf of rank 2, we show that Sg and Qg are rank 0 instantons,
according to a definition of Hauzer and Langer in [10]. In addition, we show that both
are supported the singular locus Sing(E) and have the same Hilbert polynomial (Sections

3.1.2 and 3.1.3).

Finally, we present some properties of the singular locus. We guarantee that the
singular locus is contained in a complete intersection curve of degree ¢, where ¢ = co(E)
is called the charge of E (Proposition 3.2.1). Moreover, based on the notion of elementary
transformations for instantons given by Jardim, Markushevich and Tikhomirov in [16],
we construct an example of a rank 2 instanton sheaf whose singular locus is not connected

(Section 3.2.3).

We also provide examples of rank 3 instanton sheaves whose singular loci are a single

point, and a straight line plus a point.

Resumo

Nesta tese estudamos o conjunto singular de feixes instanton sobre o espago projetivo
P3. Um dos resultados principais mostra que o conjunto singular de um feixe instanton
nao localmente livre de posto 2 tem dimensao pura 1, e que o duplo dual E** é um feixe
instanton localmente livre (Teorema 3.1.5). Ambos enunciados sao falsos quando o posto

de F é maior que 2.
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Também consideramos os feixes Sgp = Ext' (E,Ops) e Qp = E**/E. Se E é feixe
instanton nao localmente livre de posto 2 em P2, mostramos que Sg e Qg sao feixes
instanton de posto 0, conforme definigao introduzida por Hauzer e Langer em [10]. Além
disso, mostramos que Sg e Qg sao suportados no conjunto singular Sing(E) e possuem o

mesmo polinomio de Hilbert (Secoes 3.1.2 e 3.1.3).

Finalmente, apresentamos algumas propriedades do conjunto singular. Garantimos
que o conjunto singular estd contido em uma curva de intersecao completa de grau c?,
onde ¢ = ¢(E) é chamada a carga de E (Proposigao 3.2.1). Por outro lado, baseado na
nocao de transformacoes elementares para instantons dada por Jardim, Markushevich e
Tikhomirov em [16], constuimos um exemplo de feixe instanton de posto 2 cujo conjunto

singular nao é conexo (Segao 3.2.3).

Fornecemos também exemplos de feixes instantons de posto 3 cujo conjunto singular

consiste de um ponto, e um ponto e uma reta.
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Introducao

A classificacao de instantons ne esfera 4-dimensional realizada por Atiyah, Drinfeld,
Hitchin e Manin no artigo [2] forneceu uma interessante ligagdo entre a fisica tedrica e
a geometria algébrica, posto que a demonstragao realizada utilizou-se de certos fibra-
dos algébricos em P3. Diferentes aspectos desta ligacao entre fisica tedrica e a geometria
algébrica foi intensamente explorada por intimeros autores nos ultimos 35 anos. Neste tra-
balho focaremos em um aspecto bastante particular desta ligagao, estudando os chamados

fibrados instanton.

Os fibrados em P3 que originalmente surgiram na classificacao de instantons por
Atiyah, Drinfeld, Hitchin e Manin foram posteriormente batizados de fibrados instanton
matematicos (no original em inglés, mathematical instanton bundles), ou simplesmente
fibrados instanton. Motivados por um trabalho de Mamone Capria e Salamon [22], Okonek
e Spindler [24] generalizaram este conceito para espacos projetivos de dimensao fmpar.
Mais recentemente, Jardim [15] estendeu ainda mais o conceito para incluir feixes nao
necessariamente localmente livres em espacos projetivos de qualquer dimensao. Ha uma
vasta literatura sobre fibrados instanton, veja por exemplo [1, 3, 17, 29]; o estudo de feixes
instanton nao localmente livres é, entretanto, bem mais recente.

Um dos problemas cruciais na teoria de fibrados instantons é o estudo das proprieda-
des geométricas do espaco de médulos de fibrados instanton de posto 2 em P3. Trabalhos
recentes de Tikhomirov [30, 31], Jardim e Verbitsky [19] e Markushevich e Tikhomirov

[23] estabeleceram que o espago de médulos Z(c) de fibrados instanton de posto 2 e carga ¢



Introdugao 2

em P? ¢ uma variedade nao singular, irredutivel e racional de dimensao 8c — 3, resolvendo
questoes em aberto ha mais de 30 anos. O proximo passo é estudar a compactificacao
deste espaco de mdédulos; para tanto, faz-se necessario entender feixes instantons nao lo-
calmente livres de posto 2 em P3. Nesta tese, focamos no estudo do conjunto singular
destes feixes.

Feixes instantons sao definidos como o feixes livres de torcao dados como a cohomo-

logia de uma monada linear da forma:
Ope(—1)° % 02 2 Opa(1)°.

onde ¢ = h'(E(—1)) é chamada a carga de E e r o posto de E (ver Defini¢ao 2.1.2).

O conjunto singular do feixe E é definido como:
Sing(E) = {z € P" | E, nao é livre sobre Opn ,}

onde E, representa a haste de £ no ponto z € P? (ver Defini¢ao 1.1.3).

O objetivo desta tese é o estudo do conjunto singular de feixes instanton E nao
localmente livres de posto 2 sobre P3. Nao é dificil ver que se £/ é um feixe instanton nao
localmente livre de posto 2 sobre P? entao dim Sing(E) = 1 (Proposigao 3.1.1). Mas nao
é claro que a dimensao é pura, isto é, Sing(E) poderia conter componentes de dimensao
zZero.

Assim, um dos principais resultados deste trabalho é dado pelo seguinte teorema.

Teorema. Seja F um feixe instanton nao localmente livre de posto 2 sobre P, entao:
(1) O conjunto singular Sing(F) tem dimensao pura 1.
(2) E** é um feixe instanton localmente livre.

Aqui (1) nos diz que o conjunto singular é uma curva em P3. Por outro lado, (2)
nos da uma classificacao neste caso, pois para posto maior que 2 ambas afirmacgoes sao

falsas (ver Observagao 3.1.6).
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Assim dada a curva Sing(F) em P?, nos perguntamos:
Que propriedades tem esta curva?

Apresentamos algumas de suas propriedades, como por exemplo, segundo a definicao de
configuracoes ADHM, garantimos que o conjunto singular estd contido em uma curva de
intersecao completa de grau c?, e apresentamos um exemplo no qual o conjunto singular

¢ a uniao disjunta de duas retas, isto é, nao é conexo.

Por outro lado, na demonstragao do Teorema principal 3.1.5, definimos os feixes
Qp = E*/E e Sg = Ext'(E,Ops). Fornecemos também alguns resultados sobre estes

feixes.

Descrevemos agora o conteudo desta tese.

Capitulo 1. Neste capitulo comecaremos com algumas definicoes basicas para a leitura
dos capitulos seguintes. Comecamos com resultados importantes sobre feixes coerentes
sobre variedades projetivas, assim como as defini¢oes de feixes localmente livres, livres
de torgao e feixes reflexivos. Relembramos também a definicao de classes de Chern e
apresentamos algumas de suas propriedades. Definimos o conjunto singular para feixes
coerentes, ressaltando algumas de suas propriedades. Constituimos assim um esboco dos
pré-requisitos para a compreensao dos capitulos seguintes. Neste capitulo usamos como
referéncia [4, 7, 21, 24].

Capitulo 2. Na Secao 2.1, introduzimos a no¢ao de moénada. Esta foi estudada primeiro
por Horrocks em [13], onde provou que todo feixe localmente livre E sobre o espago

projetivo P® pode ser obtido como a cohomologia de uma monada da forma
@iOPB (az) — @j@]}lﬁ (b]) — @kOPZS (Ck)

Nesta tese, trabalhamos com moénadas lineares sobre P? dadas como acima com a; = —1
para todo ¢, b; = 0 para todo j, e ¢; = 1 para todo k, cuja existéncia, estd garantida por

um resultado dado por Floystad em [5] (ver Teorema 2.1.3).
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Na Secao 2.2, vemos a definicao de feixes instanton. Primeiramente definimos os
chamados feixes lineares, os quais sao definidos como a cohomologia da monada linear

Também definimos nesta se¢ao o nosso objeto de estudo, que é o conjunto singular de
feixes, apresentando um resultado importante sobre sua codimensao (Proposigao 2.2.5).

Assim, definimos feixes instanton e relembramos algumas de suas propriedades exis-
tentes na literatura, como por exemplo a nocao de p-estabilidade o qual sera ttil para
garantir uma propriedade importante no caso em que o feixe seja de tipo de quebra trivial
(Ver Definicao 2.3.2 e Observagao 2.3.13).

Ja na tltima secao, tratamos sobre configuragbes ADHM ( Atiyah—Drinfeld—Hitchin—
Manin) onde vemos sua conexao com as monadas, a qual serd fundamental para garantir
uma propriedade do conjunto singular. Aqui temos como referéncias [2, 11, 17].
Capitulo 3. Consideramos o feixe instanton E de posto 2 sobre P? definido como a

cohomologia da monada
Ops(—1)° % 022 B 0pa (1),
e observamos que ¢;(F) = c3(E) =0 e a carga ¢ = co(F).

Na Secao 3.1, definimos o conjunto singular como sendo os pontos x € P? nos quais

a haste E, nao ¢é livre. Mostramos o resultado principal (Teorema 3.1.5).
”0 congunto singular de E quando nao vazio tem dimensao pura 17

Isto é, o conjunto singular é uma curva em P?. Como consequéncia, provamos também que
o duplo dual E** do feixe instanton £ é um feixe instanton localmente livre. Observamos

que ambos resultados sao falsos quando o posto de E' é maior que 2 (Observagao 3.1.6).

Ainda nesta secao escrevemos o complexo de Eagon—Northcott do conjunto singular,
o qual pode ser util para um estudo futuro referente a este trabalho; aqui, temos como
referéncia [4, 20]. Também apresentamos resultados decorrentes da demonstra¢ao do
Teorema Principal 3.1.5, onde, baseados na definigdo dada por Hauzer e Langer em [10]

(ver Definigao 3.1.11), mostramos que os feixes Qp = E**/E e Sp = Ext!(E, Ops) sao
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feixes instanton de posto zero. Além disso, mostramos também que ambos feixes tem o
mesmo suporte, isto é, Supp(Qg) = Supp(Sg) = Sing(FE).
Em seguida, provamos que os polinomios de Hilbert de ambos os feixes sao iguais,

e escrevemos explicitamente o respectivo polinomio de Hilbert.

Na Secao 3.2, apresentamos algumas propriedades obtidas sobre o conjunto singular
de feixes instanton por exemplo, baseados na relacao existente entre monadas e as confi-
guragoes ADHM, mostramos que o conjunto singular do feixe instanton esta contido em

uma curva de intersecao completa de grau ¢?, onde ¢ é o valor da carga de E.

Logo, passamos a construir feixes instanton baseados na definicao de tranformacoes
elementares para instantons dado por Jardim, Markushevich e Tikhomoriv em [16]. Assim
apresentamos um caso especial onde o conjunto singular do feixe instanton nao é conexo.
Além disso, construimos um exemplo de feixe instanton de posto 3, cujo conjunto singular

¢ a uniao de um ponto e uma reta.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo enunciamos alguns resultados de feixes coerentes e resultados impor-
tantes sobre o conjunto singular de feixes.

Na Segao 1.1, introduzimos algumas defini¢oes sobre feixes coerentes e dimensao
homoldgica. Aqui, definimos feixes coerentes k-sizigia, assim como o conjunto singular
para feixes coerentes, importante nos capitulos seguintes. As referéncias para esta secao
sao [7, 24, 32].

Na Secao 1.2, apresentamos as defini¢oes de feixes coerentes localmente livres, livres
de torgao e reflexivos e sua relagao com o conjunto singular de feixes. As referéncias para

esta segao sao [7, 21, 27, 32].

1.1 Feixes coerentes sobre variedades algébricas

Considere X um espago topoldgico. A seguinte definicao pode ser encontrada em

[7, Capitulo 2].
Definicao 1.1.1. Um pré-feixe E de grupos abelianos sobre X consiste do sequinte:

(1) Para todo subconjunto aberto U C X, um grupo abeliano E(U).
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(2) Para toda inclusao V- C U de subconjuntos abertos de X, um morfismo de grupos

abelianos pyy : E(U) — E(V).
Os morfismos pyy sao chamados mosrfismos restrigao e satisfazem:
e E(0) =0.
e pyy ¢ o mapa identidade E(U) — E(U).
e Se W C V C U sao subconjuntos abertos, entao pyw = pyw © puy -

Se E é um pré-feixe sobre X e U subconjunto aberto de X, entdo E(U) é chamado de

secoes de F sobre U.

Definicao 1.1.2. Um pré-feize E sobre um espaco topolégico X é um feixe se satisfaz

as sequintes condigoes:

(1) Se U € um conjunto aberto, {V;} € uma cobertura aberta de U, e se s € E(U) é um

elemento tal que s|y, = 0 para todo i, entao s = 0.

(2) Se U € um conjunto aberto, {V;} é uma cobertura aberta de U, e se temos elementos

s; € E(V;) para cada i, com a propriedade que para cada i,j; Silviav, = Sjlviav;,

entdo existe um elemento s € E(U) tam que s|y, = s; para cada i

A segdo s suja existéncia é garantida por (2) é chamada de colagem de segoes s;.

No que segue, considere X uma variedade projetiva, nao singular, de dimensao
n sobre um corpo algebricamente fechado K. Estas defini¢oes e resultados podem ser

encontradas em [7, 14, 24, 32].
Definigao 1.1.3 ([7], Capitulo 2, Pag. 61). Seja E um pré-feize sobre X, e x um ponto
de X, definimos a haste E, de E para x por:

zeU

onde o lado direito € o limite direto dos grupos E(U), para todos os conjuntos abertos U

contendo x, para a ordem U <V definida por V- C U.(ver [7, Capitulo II, Pdigina 66])
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Um elemento de E, é representado pelos pares (U, s), onde U é uma vizinhanga
aberta de z, e s é um elemento de E(U). Dois pares (U,s) e (V,t) definem o mesmo
elemento de E, se, e somente se, existe uma vizinhanca aberta W de x com W C UNV,
tal que s|y = t|w. Assim podemos ver os elementos da haste £, como germes de segoes
locais de F para o ponto x.

Por outro lado, seja Ox o feixe das fungoes regulares sobre X (ver [7, Capitulo ).
Lembrando que um feixe sobre X é dito um Ox-mddulo, quando a seguinte condig¢ao
é satisfeita: para cada conjunto aberto U, E(U) é um Ox(U)-médulo, tal que para

conjuntos abertos V' C U o diagrama

Ox(U) x E(U) —= E(U)

| |

Ox(V) x E(V) —= E(V)
comuta. Para mais detalhes ver [7, Capitulo 2] e [32, Pdgina 17].

Note que a haste £, de E para o ponto x é um Ox ,-moédulo. Assim definamos:

Definigao 1.1.4 ([32], Definigao 4.25, Péag. 30). Um Ox-modulo E sobre X € dito

coerente, ou feixe coerente, se satisfaz as sequintes condigoes:
(1) E é um Ox-mdédulo finitamente gerado.

(2) Para um conjunto aberto arbitrdrio U de X e para um homomorfismo arbitrdrio de
Oy -modulos

@:0(6]9"—>E|U—>0,

ker ¢ € um Ox-mddulo finitamente gerado.

Agora considere E' um feixe coerente sobre X. Entao:

Definicao 1.1.5 ([14], Definition 1.1.1). O suporte de E é definido como sendo o conjunto
fechado
Supp(E) ={zr € X | E, #0}.
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A dimensdo de Supp(E) € chamada a dimensao do feize E e denotado por
dim F = dim Supp(E).

Definicao 1.1.6 ([14], Definition 1.1.2). O feize coerente E ¢é de dimensdo pura d se

dim(F) = d, para todo subfeize coerente nao trivial F C E.

Se E e F sao Ox-médulos, denote por Hom(E, F') o grupo de homorfismos de O x-
moédulos, e por Hom(E, F') o feixe Hom (ver [7, Capitulo II]). Para E fixo, Hom(FE,-) e
Hom(E,-) sao funtores exatos covariantes a esquerda. Defina os funtores Ext'(FE, -) como
o funtor derivado a direita de Hom(FE, ) e Ext'(E,-) como o funtor derivado a direita de
Hom(FE,-). Para mais detalhes sobre funtores derivados ver [7, Capitulo III, Se¢ao 6] e
[12, Capitulo 5].

Assim tem-se:

Proposicao 1.1.7 ([7], Cap. III, Proposicao 6.3). Para qualquer Ox-mddulo E, temos:
(1) Ext°(Ox,E) = E;
(2) Ext'(Ox, E) =0, para i > 0;
(3) Ext'(Ox,E) = H(X, E), para todo i > 0.

Proposicgao 1.1.8 ([7], Cap. III, Proposi¢ao 6.4). Se0 — F — F — G — 0 € uma

sequéncia exata curta, entao para qualquer Ox-modulo H temos a sequéncia exata longa
0 — Hom(G,H) — Hom(F,H) — Hom(E,H) — Ext'(G,H) — - -
e igualmente para feives Ext.

Também, Hartshorne em [7] mostra a seguinte resultado:

Proposicao 1.1.9 ([7], Cap. III, Proposicao 6.8). Seja E um feize coerente sobre X, F

um Ox-maodulo e x € X um ponto. Entao temos
(Ext'(E,F)), & Eat}y (E,, F)

para todo i > 0.
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Em seguida apresentamos alguns resultados dados em [24, Capitulo 2]. Para isto

comecamos com a seguinte definicao:

Definicao 1.1.10 ([24], Capitulo 2). A dimensdao homoldgica dh E, de E, sobre Ox ,,

¢ o comprimento minimal de uma resolucao livre de E,.

Aqui dh E, é o menor inteiro k tal que para todo Ox ;-médulo M finitamente gerado
e para todo ¢ > k tem-se:

Extly (B, M) =0.
A dimensao homoldgica pode ser estimada como segue

Lema 1.1.11 ([24], Lema 1.1.1). dh E, < q quando para todo i > q, tem-se:

(Exty (E,0x))s = 0.

Agora estimamos a dimensao do suporte dos feixes Ext.

Lema 1.1.12 ([24], Lema 1.1.2). Para E feize coerente sobre a variedade X n-dimensional,
tem-se:

dim(Supp &EthX(E, Ox)) <n—1i, para todo i.

Definigao 1.1.13 ([24], Defini¢ao 1.1.3). O m-ésimo conjunto singular da dimensdao ho-

mologica de E € definido como sendo:
Sm(E)={re€ X|dhE, >n—m}.
Aqui do lema (1.1.11), tem-se que:

Sm(E)= | Supp(Exty, (E,Ox)).

i=n—m

Portanto, como consequéncia do Lema (1.1.12) obtemos:

Lema 1.1.14 ([24], Lema 1.1.4). Os conjuntos Sy, (E) sao fechados em X, de codimensao

>n—m.
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A haste E, de E para x € X é livre se, e somente se, a dimensao homoldgica de E,

é zero. Assim temos a seguinte definicao

Definicao 1.1.15. Seja E um feixe coerente sobre X, o conjunto
Sing(F) := {x € X | E; nao é livre sobre Ox ;},
¢ chamado o congunto singular de E.

Observagao 1.1.16. Observe que o conjunto singular Sing(F) é igual a S,,_1(F).

De fato,
Sing(E) = {z € X|E, nao é livre sobre Ox ,}

— {zeX|dhE,>1=n—(n—1)}
= S,1(E).

1.2 Feixes coerentes e conjunto singular

Nesta secao vamos definir os diferentes tipos de feixes coerentes, a saber, feixes
coerentes localmente livres, livres de torcao e reflexivos. Apresentamos alguns resultados

fundamentais para a demonstracao dos resultados nos seguintes capitulos.

Para isto, considere da mesma forma X uma variedade projetiva nao singular de
dimensao n sobre um corpo algebricamente fechado K. Os seguintes resultados podem

ser encontradas em [21, Capitulo V], [24, Capitulo 2].

Para feixes coerentes, definimos o feixe k-sizigia F/ como segue:

Definigao 1.2.1 ([24], Definigao 1.1.5). Um feize coerente E sobre X € um feixe

k-sizigia se exriste uma sequéncia exata
0— E— O — O — -« — O™

Da mesma forma, se diz que que E é um feixe localmente k-sizigia, se para todo

aberto U C X existe uma sequéncia exata.
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®p1 ®p2 Dpk
0— Elyg — O — O — -+ — O™

Para conjuntos singulares de feixes tem-se a seguinte estimativa para a codimensao

Teorema 1.2.2 ([24], Teorema 1.1.6). Para a codimensao do conjunto singular Sing(E)

de um feixe coerente E que é um feixe localmente k-sizigia, tem-se que:
codim (Sing(E), X) > k.

Definicao 1.2.3 ([7], Capitulo II). Um Ox-mddulo E € dito localmente livre se X
pode ser recoberto por conjuntos abertos U tal que E|y € um Ox|y-mddulo livre. Neste
caso o posto de E sobre tais conjuntos abertos é o niumero de copias do feize estrutural e

para x € X a haste E, € um Ox ,-mddulo livre.

Um feixe localmente livre de posto 1 é também chamado de feixe invertivel.

Observacao 1.2.4. A restrigdo E| x\sing(E) ¢ um feixe localmente livre. Note que se E ¢

um feixe localmente livre, entao Sing(E) = ().

Definigao 1.2.5 ([24], Defini¢ao 1.1.7 ). Um feize coerente E sobre X € livre de torgao,
se para v € X a haste £, é um Ox ,-modulo livre de torgao, isto é se, dados f € Ox, e

a € B, tais que fa =0, entao f =0 ou a = 0.

Feixes localmente livres sao livres de tor¢ao. Subfeixes de um feixe livre de torgao

sao também feixes livres de torcao.

Lema 1.2.6 ([24], Capitulo 2, Lema 1.1.8). Seja E um feize coerente livre de tor¢ao de
posto r. Para todo x € X, existe uma vizinhang¢a aberta U de x e um monomorfismo de
feizes

E\U — OQUST

Assim feixes livres de torcao sao feixes localmente 1-sizigia. Entao pelo Teorema

1.2.2, tem-se:
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Corolario 1.2.7. O conjunto singular de um feize coerente livre de tor¢ao tem codimensao

pelo menos 2.

Seja E* = Homo, (E,Ox) o feixe dual do feixe coerente £ e p : E — E** o

morfismo candnico. Entdo ker p é o subfeixe de tor¢ao T'(F) de E, isto é,
ker p, = {a € E;| fa =0 para algum f € Ox, \{0}}, ze€X.

Observacao 1.2.8. Um feixe livre de torcao é naturalmente um subfeixe do seu duplo
dual, ou seja, o morfismo

p: B — B
é injetivo.

Definigao 1.2.9 ([24], Definigao 1.1.9). Um feize coerente E tal que o morfismo natural

u: E— E* € um isomorfismo é chamado reflexivo.

Lema 1.2.10 ([24], Capitulo 2, Lema 1.1.10). O conjunto singular de um feize coerente

reflexivo tem codimensao pelo menos 3.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.2 é suficiente provar que feixes reflexivos sao feixes lo-

calmente 2-sizigia. Como E* é coerente, temos uma sequéncia exata
O = O — E|ly = 0

sobre um conjunto aberto U. Assim temos a seguinte sequéncia exata dual
0 — E*|y — Of — OF.

Como FE ¢ reflexivo temos E|y = E**|y. Segue pela Definigao 1.2.1 que E é localmente

2-sizigia como desejado. O

Observacao 1.2.11. Para todo feixe F, o dual E* é reflexivo, pois F* = E***.
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Definicao 1.2.12 ([24], Definigdo 1.1.14). Seja E um feize livre de tor¢ao de posto r
sobre X.
det E = (A"E)™

¢ chamado o fibrado determinante de E.

O fibrado determinante det E, é de fato um feixe invertivel sobre X, pois tem-se o

seguinte resultado:

Lema 1.2.13 ([24], Lema 1.1.15). Um feize reflexivo de posto 1 € um feize invertivel.

Classes de Chern. A definicao de classe de Chern de E pode ser encontrada em
[6, Capitulo 2], [7, Apéndice A].

Seja X uma variedade projetiva nao singular sobre K. Um ciclo de codimensao r
sobre X é um elemento de um grupo abeliano livre gerado pelas subvariedades irredutiveis
fechadas de X de codimensao r.

Se diz que dois ciclos de codimensao r Z e Z’ sdo racionalmente equivalentes se existe
um ciclo V sobre X x P! cujas restrigoes para duas fibras VN X X {tc} e VN X x {t;}
sao respectivamente Z e Z'. Esta é uma relacao de equivaléncia, e denote a classe de
equivaléncia de ciclos de codimensao r por A”(X). Assim temos o anel graduado, o anel
de Chow A(X) = @ ,A"(X), onde n = dim X com A%(X) = Z e A*(X) = 0 para
k > dim X.

Exemplo 1.2.14. A(P") = Z[h]/(h"'), onde h é a classe de um hiperplano (e h® ¢
a classe de um subespago linear de codimensao 7). Em particular A™(P") = Z para

0 < m < n, gerado pelas classes de um (n — m)-plano.

Seja E um feixe localmente livre de posto r sobre X, P(E) o fibrado projetivo
associado, e ( € P(E) a classe de Op()(1). Seja a projecao 7 : P(E) — X, entdo 7* faz
de A(P(E)) um A(X)-mddulo livre gerado por 1,¢,...,¢" 1

Assim tem-se a seguinte definicao:
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Definicao 1.2.15. Seja E um feixe localmente livre sobre uma variedade projetiva X nao
singular. Para cada i = 0,1,...,r defina a i-ésima classe de Chern c;(E) € AY(X) por

co(E)=1c¢e
> (Y (a(E).¢ =0

i=0
Em seguida apresentamos algumas propriedades das classes de Chern.

A classe de Chern total de E é definido como a soma:
c(E)=co(E)+car(E)+ - +c(E),
e o polinomio de Chern é dado pela série de poténcias formal

cp(t) = i (B =1+ ¢ (Bt + co( B2 + - -

=0

satisfazendo o seguinte:
(1) Para todo k > rk(E), tem-se ¢, (E) = 0.
(2) Se E = Ox (D) para um divisor D, entao

(3) Férmula de Whitney ([6, Pdgina 51]): para qualquer sequéncia exata
0—F —FE—E"—0.

de feixes localmente livres sobre X, entao

cp(t) =cp(t) - con(t) e c(BE)= Y a(E)-¢(E").

itj=k

(4) Se E se quebra em soma direta de feixes invertiveis L;, entao

T

cp(t) =[] ew.t).

=1



1 Preliminares 16

(5) Se E nao se quebra sobre X podemos escrever

r

cp(t) = (1 + ait),

i=1
aqui a classe de Chern pode ser resolvido em termos dos elementos formais aq, - - - , a,

que sao chamados de raizes de E. Assim tem-se

cavp(t) = H (14 (ai, + -+ +a;,)t),

1<i; < <ip<r

onde APE denota o p-ésimo produto exterior de FE.

Em particular,

a1 (A"E) = ¢ (B), (1.2.1)
para r = rk(FE).
Definicao 1.2.16. Seja E um feixe coerente e
0—+E"=E"'—5... 5 E' 3 FE =0

uma resolucao livre por feixes localmente livres. Entao definimos:

cp(t) = [[em ()Y

1=0

Considere agora X = P" e note que ¢;(E) € Z (Exemplo 1.2.14).

Exemplo 1.2.17. O polinémio de Chern de Opx(l) é 141 -, e 0 polinémio de Chern de

Op(1)? 6 (141 - )P, Também cy(Opn (1)P) = (7).
Por outro lado, da Defini¢ao 1.2.12 e de (1.2.1) temos:

Defini¢ao 1.2.18 ([24], Pagina 81). Seja E um feize coerente livre de tor¢ao de posto r

sobre P™. Podemos definir a primeira classe de Chern de E por
CI(E) = cl(det E)

onde det E/ denota o fibrado determinante de E.
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Observagao 1.2.19. Aqui, como o conjunto singular Sing(E) tem codimensao pelo menos

2, existem retas [ C P™ que nao intersectam Sing(FE). Seja [ C P™ tal que
E‘l = Ol(a1> ©---D Ol(ar)-

Entao

alF)=a+-+a,.

Enunciamos a seguir resultados para as classes de Chern, os quais podem ser encon-

trados em [9].

Lema 1.2.20 ([9], Lema 2.1). Seja E um feize coerente de posto r > 0 sobre P, e seja
k € Z. Entao as classes de Chern de E(k) é dado por

quﬂm):chy+w—i+1ﬂmFgE)+(r_;+2)ﬁq4um+~~+(?>m.

Corolério 1.2.21 ([9], Corolario 2.2). Seja E um feize coerente de posto 2 sobre P3 com

classes de chern cy,co, c3. Entao as classes de Chern de E(k) sao:

c(E(k)) = o1+ 2k;
ea(BE(k)) = c+ak+k
c3(E(k)) = cs.

Note em particular que c3 nao muda se torcemos o feize E.

Demonstracao. Do Lema 1.2.20 temos:

ci(E(k)) = a(E)+(2- 1+ 1key(E)
= ¢ (F)+2k.

e(E(k)) = c(E)+ (2=2+ Dkei(E) + (P727%) k2
= o(E) +ci(B)k + k.

(E(k) = c(BE)+(2—3+ Dkeo(E) + 52 ke (B) + ()&
= c3(F).
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Definicao 1.2.22. Para qualquer feize E sobre uma variedade projetiva, se define a

caracteristica de Euler como:

onde h'(E) = dim H'(E)

Em seguida apresentamos uma propriedade importante da caracteristica de Fuler.

Se 0 - FF - G — H — 0 é uma sequeéncia exata de feixes coerentes sobre uma

variedade projetiva, entao
X(G) = x(F) + x(H),
isto é, a caracteristica de Euler é aditiva sobre sequéncias exatas.

Mais geralmente, se 0 — F; — --- — F,, — 0 é uma sequéncia exata de feixes

coerentes, entao

S (—1)iN(E) = 0.

i=1
re P? tem-se o seguinte resultado como aplicacdo do Teorema generalizado de

Grothendieck-Hirzebruch-Riemman—Roch (ver [15, Apéndice A, 4.1]).

Teorema 1.2.23 (Riemann—Roch). Seja E um feize coerente de posto v sobre P2, com
classes de Chern ¢y, cq, c3, € seja x(F) a caracteristica de Euler. Entdo

+3 1
X(E)=r+ (613 > —202+§(03 —c169) — 1.

Em seguida, apresentamos dois resultados sobre feixes reflexivos de posto 2 sobre
P3 fundamentais na demonstracao do Teorema principal 3.1.5 no capitulo 3. O primeiro
é dado por Hartshorne em [9, Proposi¢ao 1.10], e o segundo é dado por Roggero em [27,

Teorema 2.3].

Proposigao 1.2.24 ([9], Proposigao 1.10). Seja F' um feize reflexivo de posto 2 sobre P3.
Entao
F* = F @ (det F)*.
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Teorema 1.2.25 ([27], Teorema 2.3). Seja F' um feize reflexivo de posto 2 sobre P*, com
c1 =0 oucy = —1. Entdo, F ¢ localmente livre se, e somente se, H*(F(p)) = 0, para

algum p < —2.

Por outro lado, sobre P" tem-se a seguinte formula de Bott [24, Pégina 4].

(”Zk) , parag=0, k>0
W (Opn(k)) =9 (L5L,) » parag=nk<-n—1 (1.2.2)

—k—1—n

0 , outro caso



Capitulo 2

Feixes Instanton

Neste Capitulo apresentamos alguns resultados sobre feixes instanton. As referéncias
sao [5, 15, 17].

Na Secao 2.1, comecamos com a definicao de monadas, em particular monadas
lineares, cuja existéncia é garantida por Flgystad em [5].

Na Secao 2.2, damos a definicao de feixes lineares, mencionando suas propriedades
fundamentais para a definicao de feixes instanton. Assim, definimos o conjunto singular
para feixes coerentes e mostramos que este coincide com o lugar de degenerescéncia da
monada, o qual serd nosso objeto de estudo.

Na Secao 2.3, definimos os feixes instanton, ressaltando algumas de suas proprie-
dades, como por exemplo a p-estabilidade sendo muito importante para garantir uma
propriedade dos feixes instanton de posto 2 sobre P (Ver Observagao 2.3.13).

Na Secao 2.4, damos a definicao de configuracoes ADHM, onde apresentamos a
relagao existente com as monadas, a qual serd uma ferramenta importante para determinar

uma propriedade do conjunto singular definido na secao anterior.

20
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2.1 Monadas

Monadas sao muito tteis quando queremos construir feixes localmente livres com
alguns invariantes fixados, como por exemplo posto, determinante, classes de Chern, etc.

Aqui temos como referéncia [13, 24].

Definigao 2.1.1. Seja X uma variedade projetiva suave. Uma moénada sobre X é um
complexo de feixes localmente livres:

M ASBSC (2.1.1)
tal que o morfismo « € injetivo e o morfismo 5 € sobrejetivo. O feize E := ker §/ima €

chamada a cohomologia da monada M?®.

O conjunto
S(E) ={x € X |a(x) nao é injetiva}
é chamada o lugar de degenerescéncia da méonada M*®. a(x) denota o mapa na fibra

sobre o ponto x € X.

A monada (2.1.1) d4 origem ao seguinte diagrama com linhas e colunas exatas:

0 B Q 0
B
0 0

onde K := ker 8, Q := Coker a e E = ker f/ima. O feixe K = ker 5 é um feixe localmente

livre.

Deste diagrama podemos deduzir que se o feixe coerente F sobre X é a cohomologia

da monada M*, entao:
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(i) 7k(E) =rk(B) — rk(A) — rk(C).

(i) cp(t) = cp(t) - calt)™ - co(t)™t

Definigao 2.1.2 (Moénada Linear). Uma ménada linear é uma monada cujos mapas

sao matrizes de formas lineares, ou seja, monadas da forma:
Ox(=1)% % 0% & 0y (1)% (2.1.2)
onde o morfismo « € injetivo e o morfismo [ é sobrejetivo.

Nesta tese, vamos nos concentrar em monadas lineares sobre P" (em particular para
n = 3). Floystad em [5], classifica completamente as monadas lineares sobre P", e mostra

uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de monadas da forma:
Ope (—1)8* % 020 & Op (1)%e. (2.1.3)
Mais precisamente, Flgystad mostra o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. Seja n > 1. Euxiste a monada linear da forma (2.1.3) sobre P™ se, e

somente se, pelo menos uma das sequintes condigoes € satisfeita:
(1) b>2c+n—1 e b>a+c

(2) b>a+c+n.
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2.2 Feixes lineares

Nesta Secao apresentamos alguns resultados referente a feixes lineares, os quais serao
fundamentais para a definicao de feixes instanton na seguinte secao. Estes resultados

podem ser encontrados em [15].

Primeiro comecamos com a seguinte definigao:

Definicao 2.2.1. Um feize coerente E sobre P" ¢é dito feixe linear se pode ser repre-

sentado como a cohomologia de uma monada linear da forma:
Opn (—1)% % 08 2 Opn(1)%, (2.2.1)
Proposicao 2.2.2 ([15], Proposigao 2). Se E é um feize linear sobre P", entdo
(1) Paran > 2, H'(E(-1)) = H"(E(—n)) =0, Ext' (E, Opn) = coker a* e
ExtP(E(k),Opn) =0 para p > 2 e todo k.
(2) Paran >3, H(E(-2)) = H" Y (E(1 —n)) = 0;
(8) Paran >4, HP(E(k)) =0,2<p<n-—2eVk.

Demonstragao. Suponha que E é a cohomologia da monada (2.2.1). Note que nicleo
K = ker 3 é localmente livre, e que temos as seguintes sequéncias exatas curtas para todo
ke Z:

0= K(k) = 04 (k) 2 Opu(k+1)° = 0 (2.2.2)

0— Opn(k—1)" 3 K(k) — E(k) =0 (2.2.3)
Da primeira sequéncia vemos que: HP(K(k)) = 0 parap = 0,1 e p+ k < 1; para
2<p<n—1leVk;eparap=nek < —n.

Da segunda sequéncia tem-se que HP(K(k)) = HP(E(k)) para p =0 e k < 0; para

1<p<n—-2eVk;eparap>n—1ek> —n.
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Dualizando a sequéncia (2.2.2), obtemos que H°(K*(k)) = 0 para k < —1. Da

mesma forma dualizando a sequéncia (2.2.3) e como K é localmente livre obtemos:
0 — E*(—k) = K*(—k) 25 Opn(—k + 1) = Ext' (E(k), Opa) — 0. (2.2.4)
Assim desta sequéncia e juntando as igualdades dadas acima temos o resultado. [J

Jardim em [15] mostra o seguinte resultado muito importante para garantir que um

feixe livre de torgao sobre P seja linear.

Teorema 2.2.3 ([15], Teorema 3). Seja E um feize livre de tor¢ao sobre P" satisfazendo:
e Paran >2, H'(E(—1)) = H"(E(—n)) = 0;
e Paran >3, H(E(-2))= H"'(E(1 —n)) =0;
e Paran>4, HP(E(k))=0,2<p<n—2 eVk

entdo E ¢ um feixe linear.

Na Definigao 2.1.1, vimos que o lugar de degenerescéncia da monada (2.2.1) é defi-

nido como o conjunto:
S(E) ={z € P"|a(x) nao é injetiva},
e lembrando da Defini¢gao 1.1.15 do conjunto singular:
Sing(E) = {z € P"| E, nao ¢ livre sobre Opn ,},
provamos o seguinte Lema.

Lema 2.2.4. Sejam S(E) o lugar de degenerescéncia da monada (2.2.1) e Sing(E) o

congunto singular do feixe linear E. Entao

Sing(E) = S(E).
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Demonstracao. Da Observacao 1.1.16, temos que Sing(E) = S,,—1(E). Além disso, da
Proposigao 2.2.2, ExtP(E, Opn) = 0 para p > 2.
Portanto,

Sing(E) = Sp_1(E) = Supp(Eate,, (E, Opn))

Por outro lado, considere a moénada linear (2.2.1), e denote por K = ker 3, entdo a monada

pode ser quebrada em duas sequéncias exatas
0— K — O — Opa(1)° — 0. (2.2.5)

0— Opn(—1)" > K —-E—0. (2.2.6)

Dualizando a sequéncia (2.2.5), obtemos a sequéncia exata
0— B = K* 25 Opa(1)* — Ext (E, Opn) — 0. (2.2.7)

Agora, mostremos que Supp Ext!(E, Opn) = S(E). Paraisto, tome x € Supp Ext!(E, Opn),

na haste para z € P", assim temos:
x € Supp Ext' (B, Opn) <= o nao é sobrejetivo,

aqui, o Lema de Nakayama (ver [24, Pag. 3]), nos garante que o é sobrejetivo se, e
somente se, a*(x) é sobrejetivo, onde «, representa o mapa induzido na haste para

x € Supp Ext! (E, Opn). Portanto,

o nao é sobrejetivo <= a*(x) nao é sobrejetivo
<= a(x) nao é injetivo

— ze€SE).

Daqui, concluimos que Sing(F) = S(E). O
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Em seguida, apresentamos um resultado importante, que nos da informacao sobre

a codimensao do conjunto singular Sing(E) do feixe linear E.
Proposigao 2.2.5 ([15], Proposigao 4). Seja E um feize linear, entao:
(1) E € localmente livre se, e somente se, o conjunto singular € vazio;

(2) E ¢ reflexivo se, e somente se, o conjunto singular é uma subvaridade de codimensao

pelo menos 3;

(8) E € livre de tor¢ao se, e somente se, o conjunto singular é uma subvariedade de

codimensao pelo menos 2.

Demonstragdo. Do Lema 2.2.4 temos que Sing(FE) = Supp Ext!(E, Opn). Assim, a afirmagao
(1) é verdadeira, pois Sing(E) = ) se, e somente se, (Ext! (E, Opn)), = 0 para todo z € P,
o qual implica Ext'(E,, Opn ) = 0, isto é, E é localmente livre.

Por outro lado, da Observacao 1.1.16 Sing(F) = S,_1(E). De [28, Prop. 1.20],

tem-se:

e Se codim¥ > 2, entdao dim S,,(E) < m — 1 para todo m < n, portanto E é um

feixe localmente 1-sizigia ;

e Se codim¥ > 3, entdo dim S,,(E) < m — 2 para todo m < n, portanto E é ume

feixe localmente 2-sizigia.
Logo a Proposicao segue do Lema 1.1.8 e 1.1.10 de [24]:

(1) E é livre de torcao se, e somente se, é um feixe localmente 1-sizigia.

(2) E é reflexivo se, e somente se, ¢ um feixe localmente 2-sizigia .
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2.3 Feixes instanton

Nesta Secao apresentamos o conceito de feixes instanton, os quais podem ser obtidos
como a cohomologia de monadas lineares e escrevemos alguns resultados importantes.

Para esta segdo temos como referéncia [15].

Definigao 2.3.1. Um feixe instanton sobre P (n > 2) é um feize linear coerente livre
de tor¢ao E sobre P™ com ¢y (F) = 0. O inteiro ¢ = —x(E(—1)) € chamado a carga de
E e se verifica que

¢ = RE(=1)) = es(B).

Definicao 2.3.2. Um feize ¢ dito tipo de quebra trivial, se existe uma reta | C P" tal
que

E, = 0P,

Segue do Teorema 2.2.3, que todo feixe instanton de posto r e carga c é a cohomologia

de uma monada linear da forma:
Opn(—1)8° & 0F+2 2y Op,.(1)%° (2.3.1)

para algum mapa injetivo «, degenerando em codimensao pelo menos 2, e algum mapa

sobrejetivo [, tal que fa = 0.

Observacgao 2.3.3. Segue do Teorema 2.1.3 que nao existem feixes instanton de posto

r<n-—2.
Um resultado importante para feixes instanton é dada pela seguinte Proposicao.

Proposicao 2.3.4 ([15],Proposicao 11). Se E € um feize instanton nao trivial de posto

n —1 sobre P*, entao H*(E) = 0. Se E ¢ localmente livre, entio H°(E*) = 0.

Observacao 2.3.5. Em particular, nao existem feixes localmente livres de posto 2m — 1

sobre P2™.
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Lembremos agora a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.3.6 (Mumford-Takemoto). Um feize E livre de tor¢do sobre P € dito

p-semi-estdvel se para todo subfeize coerente 0 # F C E tem-se:

c(F) c(E)

p(F) = h(E) S Th(E) p(E)

onde ¢1(E) € a primeira classe de Chern do feize E e rk(E) o posto de E.

Além disso, se para todo subfeize coerente 0 # F C E, com 0 < rk(F) < rk(E) tem-se:

entao E ¢é dito p-estavel.

Um feixe é propriamente semi-estavel se este é semi-estavel mas nao estavel.

A seguinte observagao decorre diretamente da defini¢ao de estabilidade:

Observacgao 2.3.7. Se E é um feixe livre de torcao de posto 2 sobre P" com primeira

classe de Chern impar, entao tem-se que E ¢é u-estavel se, e somente se, é p-semi-estavel.
Lema 2.3.8 ([24], Lema 1.2.4).

o I ¢ u-semi-estdvel, se e somente se, E* € pu-semi-estavel.

o [/ ¢ p-semi-estavel, se e somente se, E(k) é p-semi-estdvel para k € Z.

Para qualquer feixe F livre de tor¢cao de posto r sobre P", existe um inteiro kg

unicamente determinado tal que
c(E(kg)) =a(E)+rkg €{0,—1,--+ ,—r + 1};

aqui Fyomm = F(kg) é chamado a normalizagao de FE.

Note que se E tem de posto 2 sobre P, entao c;(F(kg)) € {0,—1}, e

,se ¢1(F) é par.

,se c1(E) é impar.



2 Feixes Instanton 29

Definicao 2.3.9. Um feize E € dito normalizado se —r +1 < ¢1(E) < 0.

Para feixes reflexivos de posto 2 sobre P, tem-se um critério muito ttil de estabili-

dade:

Lema 2.3.10 ([24], Capitulo 2, Lema 1.2.5). Seja E um feize reflexivo de posto 2 sobre P™.
Entao, E € p-estdvel se, e somente se, Epnorm ndo tem secoes, isto é, H(P", Enopm) = 0.

Se c1(E) € par, entao E ¢ pu-semi-estdvel se, e somente se, H*(Enorm(—1)) = 0.
Para feixes instanton de posto 2 sobre P3, tem-se os seguintes resultados:

Proposicao 2.3.11 ([15], Proposicao 14). Se E ¢é um feize instanton de posto 2 sobre

P3, entio E € pu-semi-estdvel. Além disso, E é u-estdvel se H'(E) = 0.

Lema 2.3.12 ([18], Lema 3.12). Se E é um feize coerente livre de tor¢ao p-semi-estdvel

de posto 2 sobre P3 com ¢i(F) = 0, entdo existe um reta l tal que E|; = OF.

Observagao 2.3.13. Como todo feixe instanton de posto 2 sobre P? é pu-semi-estavel,
entao pelo Lema 2.3.12, concluimos que todo feixe F instanton de posto 2 é de tipo de

quebra trivial.

No seguinte capitulo vamos considerar o feixe instanton E nao localmente livre de

posto 2 sobre P3, definido como a cohomologia de uma monada linear da forma:
Ops(—1)% % 02242 5, 0,,(1)%,

e estudar o conjunto singular Sing(£) de E. Assim, apresentaremos resultados nessa

direcgao.
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2.4 Configuracoes ADHM

Nesta secao apresentamos um conceito fundamental para a construcao de instantons,
usando métodos de algebra linear, o qual foi dado por Atiyah, Drinfeld, Hitchin, Manin
[ADHM] dado em [2]. Assim apresentamos algumas defini¢oes fundamentais e a relagao
existente com a monadas definidas anteriormente.

As referéncias para esta se¢ao sao [11, 17].

2.4.1 Configuracoes ADHM 0-dimensionais
Sejam V' e W espacos vetoriais complexos, com dimV = c e dimW = r, e considere
os mapas By, By € End(V), i € Hom(W,V) e j € Hom(V,W).
Definicao 2.4.1. Defina
B=Hom(V,V)® Hom(V,V)® Hom(W.,V) & Hom(V, W),
sendo o espago de todos as possiveis configuragoes ADHM (By, Bs,i,j).

O ponto X = (By, By, i,7) € B é dito estdvel, se ndo existe subespago préprio S C V
tal que Bi(S) C S (k=1,2),ei(W) C S.
A equacao ADHM é:
[By, Bs] +1ij = 0. (2.4.1)

2.4.2 Configuragcoes ADHM 1-dimensionais

Da mesma forma, considere V e W espacos vetoriais complexos com dimV = c e
dimW =r, e defina W=V aVeW.

Seja B = B & B com X = (B, ik, Jk) € B (k,l = 1,2), o chamado configuracao
ADHM 1-dimensional.

O grupo GL(V') atua naturalmente sobre B, da seguinte forma:

9(Bras i, gi) = (9Bug ™", gir, jxg™ "), g€ GL(V). (2.4.2)
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Equivalentemente, podemos ver um elemento em B como uma se¢ao holomorfa do

fibrado B ® Op:1(1) definindo:
El = ZBH + UJB21 (& EQ = ZBH + U}BQQ, (243)
Q= zi; +wiy e }: 271 + wjs. (2.4.4)

Em outras palavras, B = B ® H°(P', Op:(1)), com z,w denotando uma base de

HO(P!, Opi(1)), ou equivalentemente a uma escolha de coordenadas homogéneas em P!.

Assim, os mapas (2.4.3) e (2.4.4), podem ser visto em particular como:
B, By € Hom(V,V) ® H(P', Opi (1)),
i€ Hom(W,V)® H(P', Op: (1)),
j € Hom(V,W) @ H°(P', Op (1)).
Dado um ponto p € P!, o mapa avaliacao:
evy, : H'(P', Op1 (1)) — Opi (1), 2 C

pode ser tensorizado com o mapa identidade para obter o mapa:

I

ev,: B—-B®Om(l), =B.

Denote a imagem de X € B por )?p = ev,(X).

Definicao 2.4.2. A configuracio ADHM 1-dimensional X = (Bgi, ik, Jr) € dito global-

mente estdvel, se )?p ¢ estdvel para todo p € P!,

Para mais detalhes ver [11, 17].

Por outro lado, as equagoes da configuracao ADH M 1-dimensional sao:
[B11, Bio] +i1j1 = 0, (2.4.5)

[8217 BQQ] + ’igjg — O, (246)
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[B11, Bos] 4 [Ba1, Bia] + i1ja + i2j1 = 0. (2.4.7)
Note que as equagdes (2.4.5)-(2.4.7) s@o equivalentes a
[B1,Bo]+ij=0, V[z,w] €P". (2.4.8)

Observagao 2.4.3. As solugoes de (2.4.5)-(2.4.7), sao preservadas pela acao do grupo
GL(V) dada em (2.4.2).

Para feixes instanton tem-se os seguintes resultados:

Seja (Byy, ik, jr) uma configuragao ADH M 1-dimensional, e defina:

V®O0p(—1) 3 W@ O 2V & 0(1) (2.4.9)

onde os mapas a e 3 para [z :y: 2 : w] € P? sao dados por

ZBH + ’U)Bgl +x

2J1 + wja
f=(—2Bia —wBsy —y 2By +wBo +x  ziy + wiy). (2.4.11)

Assim tem-se:

Proposicao 2.4.4. Dados « e 8 definidos acima (2.4.10) , (2.4.11). Entao:
(1) Boa =0 se, e somente se, (By, ik, ji) satisfaz as equacoes ( 2.4.5)-( 2.4.7).

(2) «(P) € injetivo fora de uma subvariedade de codimensdo pelo menos 2, para

P=[r:y:z:w] € P Em particular, a € injetivo como mapa de feizes.

(3) B € sobrejetivo se, e somente se, (B, ix,Jx) € globalmente estdvel; neste caso

ker B/ima, € feixe instanton.

Para mais detalhes ver [17, Secao 2].



Capitulo 3

Conjunto Singular de Feixes

Instanton

Seja E' um feixe instanton de posto r e carga ¢ sobre P definido como a cohomologia

da monada linear

Ope(—1)° % 02 2 Opa(1)°. (3.0.1)

Aqui o conjunto singular de E é dado por
Sing(E) = {z € P"| E, nao é livre sobre Opn ,}.
Também definimos o lugar de degenerescéncia da monada como:
S(E) = {x € P"| a(x) nao injetiva}.
Além disso, o Lema (2.2.4) garante que estes conjuntos sao iguais, isto é,
Sing(F) = S(E).

Como E ¢ livre de torgao, temos que codim Sing(E) > 2, isto ¢, dim Sing(F) < 1.

33
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3.1 Feixes instanton de posto 2 sobre P?

Considere agora o feixe instanton E de posto 2 e carga c sobre P3. Em outras

palavras, £ ¢é definido como a cohomologia da monada linear
Ops (—1)° = O™ 2 Ops(1)" (3.1.1)

Proposicao 3.1.1. Seja E o feize instanton nao localmente livre de posto 2 sobre P3.
Entao:

dim Sing(F) = 1.

Demonstracao. Se dim Sing(E) = 0, entao pela Proposi¢ao 2.2.5 temos que E' é reflexivo.
Mas todo feixe reflexivo de posto 2 sobre P? com ¢;(E) = 0 é localmente livre (ver
[15, Proposigao 19]), isto é, o conjunto singular Sing(E) é vazio, assim terfamos uma
contradicao.

Portanto, concluimos que:

dim Sing(F) = 1.
[

Observacao 3.1.2. Nao ¢ claro que o conjunto singular tem dimensao pura 1, ou seja,

Sing(E) pode ter componentes de dimensao zero.

O seguinte exemplo pode ser encontrado em [17].

Exemplo 3.1.3. Seja o feixe E definido como a cohomologia da monada linear:
Ops(—1) S 0% B Ops (1)

onde, o e [ sao definidas por
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Vemos que o morfismo 3 € sobrejetivo para todo [x :y : 2z : w] € P?, enquanto a € injetiva
sempre que x,y # 0. Entdo, aplicando a Proposi¢cio 2.2.5, temos que o feize E € livre
de torcao, mas nao localmente livre. Em particular o conjunto singular de E consiste da

reta dada por {x =y =0} C P3.

Lema 3.1.4. Seja E feize instanton nao localmente livre sobre P? e o quociente Qp =

E**|E. Entao:
Supp (QE) C Sing(E),

em particular, dim Qg < 1.
Demonstragdo. Dado x € P?\ Sing(E), entao E, é um O,-mdédulo livre, assim
E,=E"= (Qgp),=0.

Portanto,

x € P*\ Supp (Qp).

Em seguida apresentamos um dos resultados mais importantes desta tese.

Teorema 3.1.5. Seja E um feize instanton nao localmente livre de posto 2 sobre P3,

entao:
(1) O conjunto singular Sing(E) tem dimensao pura 1;
(2) E* e E** sao feizes instanton localmente livres.

Antes de demonstrar o resultado, devemos ter em conta a seguinte observacao:

Observacgao 3.1.6. Ambas afirmacoes sao falsas para feixes instanton nao localmente

livres com posto maior que 2.
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O seguinte exemplo pode se encontrado em [17].

De fato.- Para isto, por exemplo considere a méonada
OIP’3(_1) ﬁ) Of?;s ﬁ) OpS(l)

onde, a e f sao definidas por

Observe que o feixe E definido pela monada tem posto 3, onde o morfismo g é
sobrejetivo para todo [z : y : z : w] € P?, e a é injetiva para os pontos onde x,y, z # 0.

Entao, temos que E é reflexivo (E = E**), pois seu conjunto singular Sing(E) é o
ponto [0:0:0: 1] € P? isto é, tem codimensio 3.

Por outro lado, temos que o feixe F é localmente livre, se e somente se, o conjunto
singular Sing(FE') é vazio. Portanto, F nao é localmente livre.

Por isto, concluimos que o feixe E** nao é localmente livre. Além disso, seu conjunto

singular Sing(FE) tem dimensao zero.

Demonstracao. (Teorema 3.1.5) Seja E o feixe instanton nao localmente livre de posto 2
sobre P3| definido como a cohomologia da monada (3.1.1). Seja K = ker 3, de maneira

que a monada pode ser quebrada em duas sequéncias exatas
0= K — 0% 2% 0ps(1)° - 0 (3.1.2)
0= Ops(—1) S K —E—0 (3.1.3)
Dualizando a sequéncia (3.1.3), obtemos a sequéncia exata

0— E* = K* 25 Ops(1)° = Ext'(E, Ops) — 0. (3.1.4)
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Seja Sg = Ext'(F, Ops), assim quebramos a sequéncia (3.1.4) em duas sequéncias

exatas curtas:

0= E 5> K" 255 A0 (3.1.5)
0—>A—Op(1)°— Sgp—0 (3.1.6)

onde A = Im a*.

Logo, passando as cohomologias em cada sequéncia, temos para k € Z:
(a) -+ = HY(K*(k)) = H'(A(k)) = H*(E*(k)) — H*(K*(k)) = -
(b) +++ — HY(Ops(k +1)¢) — H(Sg(k)) — H*(A(k)) — H (Ops(k +1)¢) — - -

Da mesma forma, dualizando a sequéncia (3.1.2), e passando as cohomologias para

k € 7Z, temos:
(c) -+ — HYOps(k)**%) — HY(K*(k)) — H*(Ops(k — 1)°) —
5 H(Opo(k)729) = HAK(K)) = H¥(Oss(k = 1) = -

Daqui usando a férmula de Bott 1.2.2 obtemos:

Para k> —2:

(i) H*(Ops(k — 1)) =0, pois H*(Ops(k — 1)¢) = HY(Ops(—k — 3)¢) = 0.
Portanto, na sequéncia (c), temos H?(K*(k)) = 0, pois H?(Ops(k)?T2¢) = 0 Vk € Z.

(i) Na sequéncia (c), temos que H'(K*(k)) =0 Vk € Z, e como H*(K*(k)) = 0, entao

na sequéncia (a) concluimos que:

H'(A(k)) = H*(E" (k).

Para k < -2

(i) Na sequéncia (b), vemos que H°(Sg(k)) = H'(A(k)), pois H*(Ops(k +1)¢) =0 e
H'(Os(k + 1)) = 0 Vk € Z.
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Portanto, em particular para k = —2, das consideracoes dadas acima concluimos
) Y b1
que

H*(E*(-2)) =2 H'(A(-2)) & H°(Sp(-2)). (3.1.7)
Aplicando a Proposicao 1.2.24 para o feixe reflexivo E*, obtemos
E™" 2 E"®(det E*)" =2 E* ® (Ops(c1(EY)))" = E*(—c1(E")) = E*, (3.1.8)

pois det(E*) = Ops(c1(E*)) e c1(E*) = ¢1(F) = 0.

Logo, em particular temos
H?*(E*(—2)) = H*(E**(-2)). (3.1.9)
Portanto, de (3.1.7) e (3.1.9) concluimos que
H°(Sp(—2)) = H*(E*(—2)) = H*(E*(-2)). (3.1.10)

Agora mostremos que H?*(E**(—2)) = 0.

Para isto, considere a sequéncia exata
0 —FEF —FE"— Qp —0 (3.1.11)

onde Qg é o quociente E**/E.

Pelo Lema 3.1.4, temos que dim Supp(Qg) < 1, assim:

H*(Qp(k)) =0 Vk € Z.

Agora, calculando as cohomologias na sequéncia (3.1.11), em particular para k = —2,

temos:
oo — H*(B(=2)) — H*(E**(-2)) — H*(Qp(-2)) — --- (3.1.12)

Além disso, do fato que H*(E(—2)) = 0 pois F é um feixe instanton, concluimos da
sequéncia (3.1.12) acima que:

H?*(E**(-2)) = 0. (3.1.13)
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Assim, das igualdades dadas em (3.1.10), concluimos que:
HY(Sp(—2)) = HX(E*(~2)) = H*(E*(~2)) = 0.

Portanto, como Supp (Sg) = Sing(F) e H°(Sg(—2)) = 0, implica que o conjunto
singular Sing(E) nao pode ter componentes de dimensao zero, isto é, o conjunto singular

¢ uma subvariedade de dimensao pura 1.

Isto completa a parte (1) do Teorema 3.1.5.

A parte (2) do Teorema 3.1.5 segue do Teorema 1.2.25 dada por Roggero em [27],
pois H?*(E**(—2)) = 0 o qual implica que o feixe E** é localmente livre. Da mesma forma

prova-se que o feixe E* ¢ localmente livre, pois H*(E*(—2)) = 0.

Resta apenas mostrar que E** é feixe instanton. De fato;

e Pela dualidade de Serre temos que H'(E**(—2)) & H?(E**(—2))* = H*(E*(—2))*.

Entao por (3.1.8), concluimos que:

HY(E*(-2)) = 0.

e Da sequéncia (3.1.11), temos que H3*(E(k)) = H3*(E**(k)), pois H*(Qg(k)) =
H?*(Qg(k)) = 0 para todo k € Z. Por outro lado, como H*(E(—3)) = 0, pois

F é um feixe instanton. Entao:

H*(E**(-3)) = 0.

e Pela dualidade de Serre, temos que H(E**(—1)) = H3(E**(—3))*, mas por (3.1.8)

E* = E**, assim
HY(E™(-1)) = H}(E"(=3))" = H*(E™(=3))" = 0.

Entao,

HY(E**(-1)) = 0.



3 Conjunto Singular de Feixes Instanton 40

Portanto, concluimos que E** é um feixe instanton. Como E* = E** (3.1.8) segue

que E* também é feixe instanton.
Isto completa a prova da parte (2) do teorema. O

Por outro lado, como foi mostrado no Teorema 3.1.5 que E** é localmente livre,

entao da sequéncia (3.1.11) mostramos que:

Lema 3.1.7. Seja E um feize instanton ndo localmente livre de posto 2 sobre P? e Qg

o feize quociente E**/E. Entao:

Supp(Qp) = Sing(E).

Demonstragao. Do Lema 3.1.4 basta mostrar que Sing(E) C Supp (Qg). Para isto, tome

x € Sing(F), entao pela defini¢ao temos que F, nao é um O,-mddulo livre.
Por outro lado, observe que a sequéncia (3.1.11), induz para cada = € Sing(E) uma
sequéncia exata
0— E, — E — (Qgp). — 0.
Daqui concluimos que (Qg). # 0, pois do contrario, se (Qg), = 0, entdo E, = E**.
Porém do Teorema principal 3.1.5 temos que E** é localmente livre, o qual implica que

E, é um O,-médulo livre, o que é uma contradigao.

Portanto, x € Supp(Qg), isto é,

Sing(E) C Supp(Qe)-

Assim temos o seguinte corolario.

Coroldrio 3.1.8. Todo feize instanton E ndo localmente livre de posto 2 sobre P? pode ser
incluido unicamente em um feixe instanton localmente livre F. Além disso, o quociente

F/E é um feize de tor¢ao suportado sobre dimensao pura 1.

Demonstracao. Para isto, considere F' := E**. O
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3.1.1 Complexo de Eagon—Northcott do conjunto singular

Uma ferramenta importante para o estudo de propriedades do conjunto singular é
dada pelo complexo de Fagon—Northcott. Por enquanto nao temos um resultado nesta
direcao, mas é importante deixar registrado para um estudo futuro. Como referéncia
temos [4, Apéndice 2.6], [20, Defini¢ao 2.1] e [26, Capitulo 2].

Considere E e F' feixes localmente livres sobre uma variedade projetiva X com

rk(E) =e, rk(F) = f.
Definigao 3.1.9 ([26], Definigao 2.1 e 2.4). Seja ¢ : E — F um morfismo. Entao:
Dy(p) = {x € X [ rk(p(z)) < k},

¢ chamado o k-ésimo lugar de degenerescéncia de ¢. Se diz que Dy(p) tem a codimensao
esperada se

codim Dy(p) = (e — k)(f — k).

Se k = min{rk(E),rk(F)} — 1, dizemos que Dy(¢) é o lugar de degenerescéncia
maximal. Note que se k = e —1e f > e, tem-se ¢(x) nado é injetivo quando = € Dy(yp),
aqui denotamos por Z = D._1(¢p).

Considere o morfismo injetivo ¢ : E' — F'. Podemos associar ao dual ¢* o complexo

de Eagon—Northcott (ver [4, Apéndice 2.6], [20, Definigao 2.1]).

f e f-1 e
0= AFeSym’(E)e NE— \FrosSym’ ' (E)e \N\E— ...

= \NF'@Sym°(E)® \ E— Ox = 0z -0

onde Sym*(E) é o k-ésimo produto simétrico de E e A'(E) a l-ésima poténcia exterior

de E.

Observacao 3.1.10. A sequéncia acima é uma resolucao de Oy se, e somente se, Z tem

a codimensao esperada.
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Por outro lado, temos o feixe instanton definido como a cohomologia da monada
linear (3.1.1):

Ops (—1)° % OF* 5 Oms(1)",
onde o lugar de degenerescéncia é dado por
S(E) ={z € P"| a(x) nao injetiva},
e mostramos que
Sing(E) = S(E).
Agora considere a sequéncia exata obtida da monada acima
0= Op(-1)S K — E —0,
onde K = ker 3, rk(K) = ¢+ 2 e o mapa injetivo «, assim

Slng<E) = Dcfl (Oé)

Portanto, para a* temos o seguinte complexo Eagon-Northcott:

c+2 c+1

CQC
0= NK ®Op(—c—2)7" = \ K ®Op(—c—1)° -

= N\ K" ® Ops(—c) = Oz = Oging(py = 0. (3.1.14)
Observe que o mapra A = A°a*(—c) fornece estrutura de esquema a Sing(E).

No Teorema principal 3.1.5 mostramos que dim Sing(E) = 1, isto é,
codim Sing(F) = 2,
mas, a codimensao esperada do conjunto singular Sing(E) = D._1(«) é igual a:
(c+2—(c—1))—(c—(c—1))=3.

Portanto, concluimos da Observagao 3.1.10 que o complexo (3.1.14) acima nao é
uma resolucao. Mas, este complexo pode ser fundamental para um estudo futuro das

propriedades do conjunto singular de feixes instanton.
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3.1.2 Propriedades dos feixes S e Qg

Outro resultado importante desta tese, decorre da sequéncia (3.1.11), onde definimos
o feixe Qg como sendo o quociente E**/E. Também temos o feixe Sp = Ext!(E, Ops),
ambos feixes foram fundamentais na demonstrac¢ao do nosso resultado principal (Teorema

3.1.5). Portanto, apresentamos resultados obtidos para tais feixes Qg e Sg.

Considere a seguinte defini¢ao, dada por Hauzer e Langer em [10, Def. 6.1]:

Definicao 3.1.11. Um feize instanton de posto zero E sobre P? é um feize de dimensao

pura 1 tal que H°(P?, E(=2)) =0 e HY(P3, E(-2)) = 0.
Segundo esta defini¢ao temos:

Proposicao 3.1.12. Seja E um feize instanton ndo localmente livre de posto 2 sobre P3.

Entao, o feixe Qr é um feixe instanton de posto zero.

Demonstracao. Do Lema 3.1.7 e da Definicao 1.1.5 temos que Q) é um feixe de dimensao
pura 1, pois do resultado principal dado no Teorema 3.1.5, temos que Sing(F) é uma

subvariedade de dimensao pura 1.

Agora mostremos que H*(Qg(—2)) =0 e H(Qg(—2)) = 0. Para isto, temos que a

sequéncia (3.1.11) induz a seguinte sequéncia exata em cohomologia
- HY(E™(-2)) — HY(Qp(-2)) — HY(E(-2)) —
— H(B(=2)) — H'(@Qp(~2)) — H(B(=2)) —
Aqui da definicao de feixe instanton, tem-se:
HY(E(-2) =0, H*(E(-2))=0.
Também como E** é feixe instanton temos que:
HY(E™(~2)) = H'(E™(~2)) = 0.

Assim a sequéncia acima, implica que H*(Qg(—2)) =0 e H(Qr(-2)) = 0.

Portanto, concluimos que Qg é um feixe instanton de posto zero. O
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Da mesma forma para Sgp = Ext'(FE, Ops), segundo a Definicao 3.1.11, temos o

seguinte resultado:

Proposigao 3.1.13. Seja E um feize instanton ndo localmente livre de posto 2 sobre P3.

Entao, o feize Sp = Ext' (E, Ops) € um feize instanton de posto zero.

Demonstra¢ao. Como Supp (Sg) = Sing(FE), temos que Sk tem dimensao pura 1.
Como E* ¢ feixe instanton, temos que H?*(E*(—2)) =0

Por outro lado, das sequéncia (3.1.5) e (3.1.6) temos as sequéncias exatas em coho-
mologia:

s HA(K*(=2)) = H*(A(=2)) — H*(E*(-2)) — - -
oo = HY(Ops(—1)) = H'(Sp(—2)) — H*(A(=2)) — - -
Destas duas sequéncias, obtemos que H?(A(—2)) = 0, pois
H*(K*(-2)) = H}(E*(-2)) = 0.

O qual implica que

H' (S5(~2)) = 0.

Portanto, concluimos que Sg é um feixe instanton de posto zero. O
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3.1.3 Polinémio de Hilbert de S e Qg

Definigao 3.1.14. O polinémio de Hilbert Pg(k) para E € definido por

e}

Py(k) = x(E(kK)) = Z(—l)ihi(E(k)),

onde h'(E(k)) = dim H'(E(k)).

Da mesma forma, considere £ um feixe instanton nao localmente livre de posto 2 e

carga ¢, definido como a cohomologia da monada

Ops(—1)° 5 02 5 Opa(1)° (3.1.15)
Aqui esta monada (3.1.15), pode ser quebrada em duas sequéncias exatas

0= K — 0% 5 0ps(1)° = 0 (3.1.16)

0— Ops(—1) 3K = FE—0 (3.1.17)

onde K = ker 5. Assim para k € Z temos:
W(Ops(R)2#2) = (K (k) + x(Ops (k + 1)),
X(K(F)) = x(Ops(k — 1)) + x(E(k)).

Portanto,

Py(k) = x(E(k)) = (2+2¢)-x(Ops(k)) — ¢ (x(Ops)(k — 1)) — ¢ x(Ops(k + 1))
= %k3+2k2+(%1 — o)k +2(1—c). (3.1.18)
Também, dualizando as sequéncias (3.1.16) e (3.1.17) obtemos:

0—>E*—>K*a—*>0]p3(1)c—>SE—>0

0— Ops(—1)° = Oz7* = K* = 0
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onde Sg = Ext' (E, Ops). Aqui vemos que
X(K* (k) = x(Ops (k)*F%) — x(Ops (k — 1)),
entao,

Psp(k) = x(E*(F)) = x(K*(k)) + x(Ops(k + 1))
= X(E"(k)) = x(Opa(k)*) + x(Ops(k — 1)) + x(Ops (k + 1))

= X(E*(k)) = x(E(k)).
Além disso, como por (3.1.8) temos E* & E**, entao:
Ps, (k) = Pg«(k) — Pg(k). (3.1.19)
Por outro lado, temos a sequéncia exata
0—>F—FE"—=Qr—0
onde Qg = E**/E, assim
Py,(k) = Pge(k)— Pr(k). (3.1.20)
Portanto, de (3.1.19) e (3.1.20), concluimos:
Py (k) = Pog (k).
Hartshorne em [8] mostra o seguinte resultado:

Lema 3.1.15 ([8], Lema 8.1). Seja E um feize localmente livre de posto 2 sobre P* com

classes de Chern c1(FE) =0 e co(E) = ¢’. Entao
1
X(E(k)) = g(k; + 1) (k+2)(k +3) — c'(k+2),

para qualquer k € 7.
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Aqui como E** ¢é localmente livre (Teorema 3.1.5) de posto 2 e ¢;(E**) = 0, se

¢’ = co(E*™), entdo pelo Lema 3.1.15 acima temos:
1
Pgo (k) = x(E**(k)) = §(k + 1) (k+2)(k+3)—c'(k+2) (3.1.21)
Logo, de (3.1.18) e (3.1.21) na igualdade (3.1.19) obtemos

Psp(k) = x(E™(kK)) — x(E(k))
= (c—ck+2(c—1c).

Observacao 3.1.16. Em resumo, nesta ultima parte mostramos:

 Supp(Qr) = Supp(Sk) = Sing(E).

e Sp e Qg sao feixes instanton de posto zero.
o Psy(k) = Pou(k) = (¢ =)k +2(c—c')

Entretanto, isso nao garante que Sg = Q.

Nao conhecemos contra-exemplos para esta afirmacao.



3 Conjunto Singular de Feixes Instanton 48

3.2 Propriedades do conjunto singular Sing(FE)

Na Secao 3.1, estudamos o conjunto singular Sing(F) de feixes instanton de posto 2
sobre P2 que ndo sao localmente livres, e apresentamos o resultado principal no Teorema
3.1.5, onde mostramos que Sing(F) tem dimensao pura 1. Aqui, note que Sing(£) é uma

curva em P3. Entdo é razodvel se perguntar:
Que propriedades tem esta curva Sing(E) ?

Aqui apresentamos algumas propriedades.

3.2.1 Sing(F) esta contido numa curva de grau ¢

Nesta se¢ao, comegaremos mostrando uma propriedade do conjunto singular Sing(E),
como consequéncia da relacao entre as equagoes da configuragao ADHM 1-dimensional e

o complexo:

V®O0p(—1) S W@ Ops 5V @ Ops(1) (3.2.1)
com dimV =¢, dimW =re W=VaVae W, onde os mapas «,  sao dados por

ZBll + ZUBQ1 +x

a = 2312 + wBQQ +y (322>
ZJ1 + wja
6 = (—ZBlg — wB22 -y ZBH + wBQ]_ +x Zil + wi2 ) (323)

Suponhamos que o mapa « é injetivo e o mapa 3 é sobrejetivo, isto é, o complexo

acima define uma monada linear sobre P2 de posto 7 e carga c.

Assim temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.1. O conjunto singular de todo feize instanton nao localmente livre de
posto r e de carga ¢ de tipo de quebra trivial, estd contido em uma curva de intersecao

completa T’ de grau c?.
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Demonstragao. O fato de o mapa [ ser sobrejetivo implica pela parte (3) da Proposi¢ao
2.4.4 que o feixe cohomologia E = ker §/ima é um feixe instanton livre de torgao.

Por outro lado, pela parte (1) da Proposi¢ao 2.4.4, o mapa «(P) é injetivo fora de
uma subvariedade de codimesao pelo menos 2, aqui vimos que os pontos onde o mapa

a(P) nao é injetivo coincide com o conjunto singular Sing(£) do feixe cohomologia E.
Assim, do mapa « dado em (3.2.2), tem-se que « é injetiva sobre a reta [, dada por
{z=w=0}.

Agora, considere P = [z :y:z:w] € P3\ Iy, e v €V, tal que a(P)(v) = 0, isto é,

(2B11 + wBy)v = —xv,
(2B12 + wBg)v = —yv, (3.2.4)

(zj1 + wjz)v = 0.

Aqui, v é um autovetor comun de zB1; + wBs; € 2By + wBas, com autovalores —x
e —y respectivamente. Logo, para z, w # 0 fixos, concluimos que «(P) nao é injetivo para

os pontos dentro de uma curva de intersecao completa I' de grau ¢, dado por:

det(zB11 + wBg +x) =0
det(2312 -+ wB22 -+ y) =0

Como os pontos donde o mapa «(P) nao ¢ injetivo é igual ao conjunto singular Sing(F)
da monada (3.2.1), entdo concluimos que Sing(F) estd contida na curva de intersegao

completa I' de grau c2. O



3 Conjunto Singular de Feixes Instanton 50

3.2.2 Transformacoes elementares para instantons

Nesta secao apresentamos um resultado muito importante dado por Jardim, Mar-
kushevich e Tikhomirov em [16] onde, partindo de um feixe instanton livre de torgao
de posto e carga arbitraria, os autores constroem feixes instanton livres de torcao com

caracteristicas importantes.

Para isto, seja > uma curva reduzida localmente de intersecao completa de género

aritmético g. Seja £ um feixe invertivel sobre 3; o grau de £ é o inteiro
deg £ = x(£) +9—1,

dado pelo Teorema de Riemann—Roch (Ver [7, Capitulo IV, Teorema 1.3]), onde x é a

caracteristica de Euler. Assim para k € Z seja o conjunto
Pic"(%) := {[L] € PicZ| deg L = k}.

Definigao 3.2.2 (Transformagoes elementares para instantons). Seja ¥ como acima e
F um feize instanton sobre P2. Uma transformacao elementar (X,L, ) para F

consiste do sequinte:

a) Um mergulho v : ¥ < P3 de grau d;

b) Um feize invertivel L € Pic9='(2) tal que

R°(1.L) = h*(1,L) = 0;

¢) Um morfismo sobrejetivo ¢ : F — 1,L(2).

Segundo esta defini¢ao, tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.3. Dado um feize instanton F sobre P? de posto r e carga ¢, e uma
transformacgao elementar (3, L, @) para F' como acima. Entao, o feize E := ker ¢ é um

feize instanton de posto r e carga ¢ + d.

Além disso, E* ~ F* e, se F' € localmente livre, E** | E ~ 1,L(2).
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O feixe E := ker ¢ é chamado uma transformacao elementar de F' ao longo de ..

Em seguida, usaremos este resultado para apresentar 2 exemplos. Para isto considere

F um feixe instanton de posto r e carga c¢ sobre P3.

e Para posto 2, faremos uma construcao de um feixe instanton de posto 2 cujo conjunto

singular é dado pela uniao de duas retas disjuntas.

e Para posto 3, da mesma forma construimos um feixe instanton de posto 3 cujo

singular é dado pela uniao disjunta de um ponto e uma reta.

3.2.3 Exemplo de posto 2

Agora, seja ¥; uma reta em P? e o mergulho ¢ : ¥; — P3 com
Ly =0x,(—P) = Op(—1) para P € ¥;.
Portanto, temos
R (1,05, (—P1)) = h' (1.0x, (= P,)) = 0.
Consideramos I’ um feixe instanton localmente livre de posto 2. Como F' é de tipo de
quebra trivial temos que existe um morfismo sobrejetivo

o: F—1,L4(2).

Assim temos a transformacao elementar (X, £q, ) para F.

Entao, pela Proposicao 3.2.3, o feixe definido por E; = ker ¢, é um feixe instanton
de posto 2, onde
ET* =2 e ET*/EI = L*,Cl(Z)

Daqui, tem-se que

Supp(exL1(2)) = Supp(Ey*/Ey) = 3.

Por outro lado, temos a sequéncia exata

0= B 5 F 50,002 —0, (3.2.5)
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onde vemos que:

Supp (¢.L£1(2)) = Sing(Ey),

pois, F' é localmente livre. Portanto, concluimos que Sing(FE;) = ¥;.

Considere agora Y, outra reta em P3 disjunta a ¥; e o mergulho j : ¥y < P3, onde

para Yo, temos Lo = Osx,(—P;) para P, € ¥y, Entao, da mesma forma temos:
h0(4.0x, (=P,)) = h'(j.Os,(—P2)) = 0.
Aqui, considere um morfismo sobrejetor
w : El —)]*£2<2)
Logo, tome E5 = ker tal que a sequéncia
B P
0— Ey = F1 — j.L2(2) = 0 (3.2.6)

seja exata.

Assim, temos uma transformagao elementar (3o, Ls,1)) para E;. Segue da Pro-

posicao 3.2.3 que Fy é um feixe instanton.
Observe que EY = F* e E5 = E}, portanto Ej* = Ef* = F.

Voltando na sequéncia (3.2.6), podemos obter um morfismo injetivo
a : FEy — Ef7,
e denote por @ = Coker a. Assim, temos a sequéncia exata
0= E, S EF—=Q—0, (3.2.7)

donde vemos que:

Supp Q = Sing(FE»),

pois, B{* ~ F' é localmente livre.
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Assim, das sequéncias (3.2.6) e (3.2.7), podemos construir o seguinte diagrama co-

mutativo
0 0
0 Ey—= - F, 0 0
YN
0 LR 5 S NN () p—
j*£2<2) Q L*‘cl (2)
0 0

Donde o Lema da serpente (ver [33, Lema 1.3.2]), nos garante a sequéncia exata
0= J.L2(2) > Q — t.Ly(2) = 0. (3.2.8)
Afirmacgao. Dada a sequéncia 3.2.8. Entao
Supp Q = Supp (j.L2(2)) U Supp (2+£1(2)).
De fato.- A sequéncia (3.2.8) induz para cada x € P? a sequéncia exata
0= (4uL2(2))s = Qu — (1:L1(2)) — 0.
Temos portanto que

r€Supp Q & Q. #0
& (3eL2(2))e 7 0 ou (1:£1(2))2 # 0
& x € Supp (J.L2(2)) USupp (¢.L1(2)).

Mas Supp (.L£1(2)) = X1 e Supp (j.L2(2)) = .
Portanto

Supp @ = 1 U X,
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isto é,

Sing(Fy) = 31 U Xs.

Assim, construimos o feixe instanton E, de posto 2 em P2, cujo conjunto singular
é dada pela uniao de duas retas disjuntas. Procedendo desta forma, pode-se produzir

instantons livres de tor¢ao com qualquer nimero de componentes irredutiveis.

Portanto, concluimos que no caso geral o conjunto singular estudado nao é conexo.

3.2.4 Exemplo de posto 3

Pela Observacao 3.1.6 temos que existem feixes instanton de tipo de quebra trivial
E; de posto 3 cujo conjunto singular é um ponto P € P3. E; ¢ um feixe reflexivo, mas

nao localmente livre.

Seja ¥ uma reta em P3 tal que X N {P} =0, e seja v : ¥ < P3 0 seu mergulho em

P3. Logo, como FE; é de tipo de quebra trivial, existe um morfismo sobrejetivo
¢ By — 1,.L(2).

Temos portanto uma transformacao elementar (X L, ) para Ej.
Tome FEy = ker ¢; pela Proposicao 3.2.3 temos que Es é um feixe instanton de posto

3 com:

E;=FE] e Supp(u.L(2)) =%, (3.2.9)

e tem-se a sequeéencia exata
0— By — E; — 1.L(2) — 0. (3.2.10)
Por outro lado, como F; é reflexivo e por (3.2.9), temos que E3* = Ef* = F, isto ¢,
Sing(Ey") = Sing(Ey) = {P}.
Assim da sequéncia (3.2.10) obtemos a sequéncia exata

0 — By — EJ* — 1,.L(2) — 0. (3.2.11)
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Além disso, temos que a sequéncia (3.2.11) induz a sequéncia exata

0— (Ey)y — (E5%)s — (1.L(2)), — 0. (3.2.12)
para cada = € P3.

Tome agora x ¢ ¥ U {P}, entao

(t:L£(2)e =0 e (E3), € livre.

Assim, temos da sequéncia (3.2.12) que (E3*), = (E2)., isto é, (E»), ¢ livre o qual implica
que x ¢ Sing(FE>).

Portanto,
Sing(E,) C X U{P}.
Por outro lado, seja x = { P}, entao
(E5")e mao élivre e (1.L£(2)), =0 pois x & Supp(t.L(2)),
assim, da sequéncia (3.2.12) obtemos que (Es), = (F3*), nao é livre. Logo

x € Sing(Ey).

Agora, se x € ¥ entao

(1:L£(2)). 0 e (E3), € livre,

e temos o seguinte diagrama comutativo

0 0
0 (E2)q (E5")e — (1:L(2))e —0
(E5*)e — (Eé‘*:)x —>(l)
(E5")2/ (E2)a 0
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Isto é,
(E5 )z o
(B2)e
Daqui (Es), 2 (E3*)., pois do contrario (1,£(2)), = 0, que é uma contradigdo. Assim

(t+L(2))e-

(Es), nao é livre, isto é,

x € Sing(E»).

Portanto concluimos que
Sing(E2) = X U{P}.

Assim, foi construido um feixe instanton de posto 3 cujo conjunto singular é uniao

de uma reta e um ponto.

Observe que:
e (Qp, é suportado em ¥ enquanto Sg, é suportado em ¥ U {P}.
e (Jp, ¢ instanton de posto zero, mas Sg, nao é.

e (Jp, tem dimensao pura 1, mas Sg, nao.



Referéncias

Ancona V., Ottaviani G., Stability of special instanton bundles on P***1. Trans. Am.

Math. Soc. 341 (1994), 677-693.

Atiyah M., Drinfeld V., Hitchin N., Manin Yu., Construction of instantons. Phys.
Lett 65A (1978), 185-187.

Coanda I., Tikhomirov A., Trautmann G., Irreducibility and smoothness of the moduli

space of mathematical 5-instanton over P3. Internat. J. Math. 14 (2003), 1-45.

Eisenbud D., Commutative algebra with a view toward algebraic geometry. Grad.

Texts in Math. 150. Springer - Verlag, (1995).

Flgystad G., Monads on projective spaces. Comm. Algebra 28 (2000), 5503-5516.
Fulton W., Intersection theory. Springer-Verlag, New York (1998).

Hartshorne R., Algebraic Geometry. Springer-Verlag, New York (1977).
Hartshorne R., Stable vector bundles . Math. Ann. 238 (1978), 229-280.
Hartshorne R., Stable Reflexive Sheaves . Math. Ann. 254 (1980), 121-176.

Hauzer M., Langer A., Moduli Spaces of Framed Perverse Instanton Sheaves on IP3.

Glasgow Math. J. 53 (2011), 51-96.

Henni A., Jardim M., Martins R. V., ADHM construction of perverse instanton shea-
ves. A ser publicado em Glasgow Math. J., (2014). Disponivel em arXiv:1201.57657v1.

57



Referéncias 58

[12]

[15]

[16]

[17]

[18]

[20]

[21]

[22]

Hilton P.J., Stammbach U., A curse in homolgical algebra. Spinger Verlag, New York
(1970).

Horrocks G., Vector bundles on the punctured spectrum of a local ring. Proc. London

Math. Soc. 14 (1964), 689-713.

Huybrechts D., Lehn M., The geometry of moduli spaces of sheaves. Cambridge Uni-
vertsity Press, (2010).

Jardim M., Instanton Sheaves on Complex Projective Spaces. Collect. Math.
57(2006), 69-91.

Jardim M., Markushevich D., Tikhomirov A., Degeneration of instanton bundles. Em

preparacao.

Jardim M., Frenkel 1., Complex ADHM equation, and sheaves on P? . J. Algebra 319
(2008), 2913-2937.

Jardim M., Verbitsky M., Moduli space of framed instanton bundles on CP? and
twistor sections of moduli spaces of instantons on C?. Adv. Math. 227 (2011), 1526~
1538.

Jardim M., Verbtsky M., Trihyperkahler reduction and instanton bundles on P3 . A
ser publicado em Compositio Math (2014). Disponivel em arXiv:1103.4431.

Kleppe J., Mir6-Roig R. M., Dimension of families of determinantal schemes. Trans.

Am. Math. Soc. 357 (2004), 2871-2907.

Kobayashi S., Differential Geometry of Complexr Vector Bundles. Princeton Univer-
sity, (1987).

Mamone Capria M., Salamon S. M. ;, Yang-Mills fields on quaternionic spaces. Non-

linearity 1 (1988), 517-530.



Referéncias 59

[23]

[24]

[26]

[27]

[31]

[32]

[33]

Markushevich, D., Tikhomirov, A. S., Rationality of instanton moduli. Disponivel em

arXiv:1012.4132.

Okonek C., Schneider M., Spindler H, Vector Bundles on Complex Projective Spaces.
Birkhauser Verlag (1988).

Okonek C, Spindler H, Mathematical instanton bundles on P!, J. Reine Agnew.
Math. 364 (1986), 35-50.

Ottaviani G., Some construction of projective varieties. Barcelona (2005).

Roggero M., On the rank 2 reflexive sheaves and the subcanonical curves in P3. Comm.

Alg. 16 (1988), 1779-1790.

Siu Y., Tratmann G., Gap-sheaves and Extension of Coherent Analytic Sub-sheaves.

Springer-verlag, Berlin-New York, (1971).

Spindler H., Trautmann G., Special instanton bundles on Pon 1, their geometry and

their moduli. Math. Ann. 286 (1990), 559-592.

Tikhomirov, A. S., Moduli of mathematical instanton vector bundles with odd cs on

projective space. lzvestiya: Mathematics 76 (2012), 991-1073.

Tikhomirov, A. S., Moduli of mathematical instanton vector bundles with even cy on

projective space. lzvestiya: Mathematics 77 (2013), 1331-1355.

Ueno K., Algebraic Geometry 2 - Sheaves and Cohomology. Amer. Math. Soc. 197,
Rhode Island (2000).

Weibel C., An introduction to homological algebra. Cambridge Studies in Advanced
Mathematics 38, Cambridge Univ. Press, (1994).



