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Abstract

In this work, we study an equivalence between monads and representations

of quivers. The second chapter presents a decomposability criterion for linear

monads and, in particular, for instantons. In the third chapter we present

new examples of monads on projective spaces of even dimension, which ge-

neralize the Horrocks-Mumford monad on P4.

Resumo

Neste trabalho estudamos uma equivalência entre mônadas e representações

de quivers. No segundo caṕıtulo apresentamos um critério de decomponibi-

lidade para mônadas lineares e, em particular, para instantons. No terceiro

caṕıtulo apresentamos exemplos de mônadas sobre espaços projetivos de di-

mensão par que generalizam a mônada de Horrocks-Mumford em P4.
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Introdução

Nos anos 60, Horrocks [5] introduziu o conceito de mônada como ferramenta

para construir fibrados vetoriais sobre espaços projetivos. Em [9], Jardim

e Martins demonstram que sob certas condições da variedade base, todo

fibrado vetorial é cohomologia de um certo tipo de mônada chamada mônada

Horrocks. Resultados como estes são motivação para estudar mônadas sobre

espaços projetivos. Fazemos isso através de uma equivalência entre mônadas

lineares e representações de um certo quiver.

Nesta tese, o primeiro caṕıtulo é dedicado às definições de quiver, mônada,

cohomologia de uma mônada e do funtor que associa a cada mônada uma

representação de um quiver.

No segundo caṕıtulo apresentamos o resultado demonstrado no artigo [11]

em conjunto com Jardim, que estabelece um critério de decomponibilidade

para mônadas lineares e aplicamos este critério para fibrados instanton.

Fibrados vetoriais sobre espaços projetivos Pn são objetos muito interes-

santes. Existem poucos exemplos de tais fibrados indecompońıveis de posto

“baixo”, isto é, de posto r com 2 ≤ r ≤ n− 1 sobre Pn.

Em 1973, Horrocks e Mumford criaram em [6] um fibrado vetorial in-

decompońıvel de posto 2 no espaço projetivo de dimensão 4, sendo o único
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fibrado conhecido com posto 2 em Pn, com n ≥ 4. Este fibrado é obtido

como cohomologia da mônada de Horrocks-Mumford. Motivados por este ex-

emplo, apresentamos no terceiro caṕıtulo novas mônadas sobre espaços proje-

tivos de dimensão par cujas cohomologias generalizam o fibrado de Horrocks-

Mumford. Mostramos que tais mônadas são indecompońıveis.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

Neste Caṕıtulo colocaremos algumas definições que serão base para o trabalho

nos caṕıtulos seguintes. Começaremos com a definição de mônadas e alguns

resultados conhecidos da literatura. Como referência citamos [3], [8], [17],

[18] e [22].

Na segunda seção temos definições e alguns exemplos de quivers e re-

presentações de quivers. Estes podem ser encontrados em [1], [12], [15], [21]

e [23].

Terminando o caṕıtulo, temos a construção de um funtor que fornece uma

equivalência entre a categoria de mônadas particulares e uma subcategoria

da categoria de representações de um quiver associado a estas mônadas.

1.1 Mônadas.

Seja V(X) a categoria dos fibrados vetoriais sobre uma variedade complexa

projetiva X.
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Definição 1.1 Sejam E e F fibrados vetoriais sobre X de posto m e n,

respectivamente, com m ≤ n, e φ : E → F um morfismo de fibrados vetoriais.

Definimos o local de degenerescência de φ sendo o conjunto

Σφ = {p ∈ X : rkφp < m}.

Isto é, o local de degenerescência de um morfismo é o conjunto dos pontos

p ∈ X onde a transformação linear φp : Ep → Fp induzida pelo morfismo de

fibrados não é injetiva.

A seguinte definição pode ser encontrada em [18], Definição 3.1.1.

Definição 1.2 Uma mônada M é um complexo da forma

M : A →
α

B →
β
C

onde A, B e C são objetos da categoria V(X), Σα é vazio e o morfismo

β : B → C é um morfismo sobrejetivo.

Pode-se fazer a definição anterior usando em vez de V(X) uma categoria

abeliana qualquer. Para este trabalho, fixaremos a categoria dos fibrados

vetoriais.

Ao fibrado E = Imα
kerβ

chamaremos de cohomologia da mônada M .

Uma mônada é completamente determinada pelo seguinte diagrama co-

mutativo com linhas e colunas exatas.
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0

��

0

��
0 // A // ker(β)

��

// E

��

// 0

0 // A α // B
β

��

// coker(α)

��

// 0

C

��

C

��
0 0

Definimos morfismos entre mônadas como morfismos entre complexos,

ou seja, a categoria das mônadas é uma subcategoria plena da categoria de

complexos de fibrados vetoriais sobre a variedade X. Denotaremos M(X) a

categoria das mônadas sobre uma variedade X.

Note que um morfismo entre mônadas induz morfismo entre os fibrados

cohomologia dessas mônadas. Temos assim, um funtor

H : M(X) → V(X)

onde V(X) é a categoria dos fibrados vetoriais sobre a variedade X.

No Apêndice A temos a definição de variedade aritmeticamente Cohen-

Macaulay (ACM). Neste trabalho é suficiente lembrar a seguinte caracter-

ização, dada em [9]:

Proposição 1.3 Uma variedade projetiva X ⊂ Pr de dimensão pura n é

ACM se e somente se H1
∗ (P

r, IX) = 0 e H i(OX(k)) = 0 para todo k quando

1 ≤ i ≤ n− 1, onde IX é o ideal saturado de X.
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Exemplos de variedades ACM são espaços projetivos e interseções com-

pletas.

A seguinte definição pode ser encontrada em [9] Definiçao 2.1.

Definição 1.4 Sejam X uma variedade ACM, OX(1) o fibrado de linha

amplo sobre X e ωX o fibrado de linha canônico sobre X. Uma mônada

M : A →
α

B →
β
C é Horrocks quando

• A =
∑r

i=1 ωX(ki) onde ki ∈ Z;

• C =
∑s

j=1 OX(lj) onde lj ∈ Z

• H1
∗ (B) = Hn−1

∗ (B) = 0

Os seguintes resultados são motivação para estudar fibrados vetoriais que

são cohomologia de mônadas.

Teorema 1.5 ([9], Teorema 2.3) Sejam X uma variedade ACM de di-

mensão n ≥ 3 e E um fibrado vetorial sobre X. Então, existe uma corres-

pondência bijetiva entre coleções {h1, . . . , hr, g1, . . . , gs}, onde

hi ∈ H1(E∗ ⊗ ωX(ki)) e gj ∈ H1(E(−lj)), para inteiros ki e lj e classes

de isomorfismo de monadas na forma

M :
r

⊕

i=1

ωX(ki) → F →
s

⊕

j=1

OX(lj)

cuja cohomologia é isomorfa a E. Esta correspondência satisfaz a seguinte

propriedade: a mônada M é Horrocks se e somente se {gj}sj=1 gera H1(E),

e {hi}ri=1 gera H1(E∗ ⊗ ωX) como S(X)−módulos, onde S(X) é o anel local

de coordenadas homogêneas de X.
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Ou seja, fibrados vetoriais sobre variedades ACM de dimensão n ≥ 3 são

cohomologia de mônadas Horrocks.

Teorema 1.6 ([9], Corolário 2.4) Todo fibrado vetorial E sobre uma va-

riedade ACM de dimensão n ≥ 3 é cohomologia de uma mônada Horrocks.

Assim, se X é variedade projetiva ACM com dimensão maior ou igual a

3 podemos estudar fibrados vetoriais sobre X olhando mônadas Horrocks.

Teorema 1.7 ([9], Teorema 2.5) Seja X uma variedade projetiva ACM e

sejam

M1 : A1 →
α1

B1 →
β1

C1

M2 : A2 →
α2

B2 →
β2

C2

mônadas Horrocks. Seja ρ o morfismo

ρ : Hom(B1,A2)⊕ Hom(C1,B2) → Hom(M1,M2)

(ψ1, ψ2) 7→ (ψ1α1, α2ψ1 + ψ2β1, β2ψ2)

Então, a sequência

0 → Im ρ
ı→ Hom(M1,M2)

π→ Hom(H(M1),H(M2)) → 0

é exata, onde ı é a inclusão e π é o morfismo natural.

Ou seja, nas hipóteses do Teorema, o funtor G induz isomorfismo entre

Hom(M1,M2) e Hom(H(M1),H(M2)) se, e somente se, Im ρ é trivial.

A seguinte definição pode ser encontrada em [8].
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Definição 1.8 Seja X = Pn. Definimos uma mônada linear sobre Pn como

a seguinte mônada

OPn(−1)⊕a →
α

O⊕b
Pn →

β
OPn(1)⊕c.

Quando a = c, dizemos que a mônada é um instanton, c é a carga e r = b−2c

é o posto do instanton.

Imediatamente se verifica que quando n ≥ 3, mônadas lineares são

Horrocks.

Como Hom(OPn ,OPn(−1)) = Hom(OPn(1),OPn) = 0, temos pelos Teo-

remas 1.6 e 1.7 que a categoria das mônadas lineares é equivalente à uma

subcategoria da categoria dos fibrados vetoriais sobre Pn. Chamaremos de

fibrados lineares os fibrados que são cohomologia de mônadas lineares.

Definição 1.9 Em P4, a mônada de Horrocks-Mumford é dada pelo com-

plexo

O⊕5
P4 (−1) → Ω2

P4(2)⊕2 → O⊕5
P4

que descreveremos no terceiro Caṕıtulo.

1.2 Quiver e Representações de Quivers

Nesta seção definimos quiver, representações de quivers, relações e repre-

sentações de quivers com relações. Estas definições podem ser vistas em [1],

[12], [13], [14], [15], [20], [21] ou [23].

Definição 1.10 Um Quiver é um objeto Q = (Q0;Q1), onde Q0 é um con-

junto chamado conjunto de vértices de Q, Q1 é um conjunto chamado con-

junto de flechas do quiver Q (ambos finitos) tal que existam mapas h, t : Q1 →
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Q0 chamados ponta e cauda, respectivamente, onde dizemos que α ∈ Q1

começa em q0 e termina em q1, com q0, q1 ∈ Q0, quando t(α) = q0 e

h(α) = q1.

É muito útil representar um quiver como um grafo orientado.

Exemplo 1.11 1. O quiver pode ter laços, isto é, flechas que começam e

terminam no mesmo vértice, como o quiver de Jordan, que tem apenas

um vértice e uma flecha

J : •1α 77

2. O quiver de Kronecker, que tem dois vértices e n flechas ligando-os

(todas na mesma direção)

1•

α1 //
α2 //...
αn

//
•2

Definição 1.12 Dado um corpo k, uma representação V = (Vi, φα) de um

quiver Q sobre k é uma coleção de k-espaços vetoriais {Vi | i ∈ Q0} com uma

coleção
{

φα : Vt(α) → Vh(α) |α ∈ Q1

}

de transformações lineares.

O conjunto de todas as representações sobre um corpo k de um quiver Q

será denotado por Rep(Q, k).

Definição 1.13 Dado um quiver Q, um morfismo f : V → W entre as re-

presentações V = (Vi, φα) e W = (Wi, ψα) de Q é um conjunto de mapas

lineares (fi)i∈Q0
tal que o seguinte diagrama comuta para toda flecha α ∈ Q1.
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Vt(α)

ft(α)

��

φα // Vh(α)

fh(α)

��
Wt(α)

ψα

//Wh(α)

Com os morfismos como definidos acima, Rep(Q, k) é uma categoria.

Definição 1.14 Dada uma representação V = (Vi, φα) de um quiver Q,

dizemos que a representação W = (Wi, ψα) de Q é uma subrepresentação de

V quando Wi ⊂ Vi é subespaço vetorial para todo i ∈ Q0 e j : W → V dada

pela inclusão de espaços vetoriais é um morfismo entre representações, isto

é,

Vt(α)
φα // Vh(α)

Wt(α)

?�

jt(α)

OO

ψα //Wh(α)

?�

jh(α)

OO

para cada α ∈ Q1.

Definição 1.15 Dados um quiver Q, representações V = (Vi, φα) e W =

(Wi, ψα) de Q e um morfismo f : V → W temos:

• ker f é a representação de Q dada por (ker f)i = ker fi para todo vértice

i e (ker f)α = φα|ker ft(α)
para toda flecha α.

• coker f é a representação de Q dada por (coker f)i = coker fi para todo

vértice i e (coker f)α é o morfismo induzido por ψα de coker ft(α) em

coker fh(α), para toda flecha α.
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Seja α ∈ Q1. Da definição de morfismo, temos para todo v ∈ ker ft(α) que

fh(α)(φα(v)) = ψα(ft(α)(v)) = 0. Assim, φα(v) ∈ ker fhα e a representação

ker f está bem definida.

Agora, sejam w1, w2 ∈ Wt(α) tais que w1 − w2 = ft(α)(v) para algum

v ∈ Vt(α), isto é, w1 e w2 estão na mesma classe de equivalência em coker ft(α).

Então, ψα(w1)−ψα(w2) = ψα(w1−w2) = ψα(ft(α)(v)) = fh(α)(φα(v)). Assim,

ψα(w1) e ψα(w2) estão na mesma classe de equivalência e conclúımos que

coker f está bem definida.

Definição 1.16 Sejam V = (Vi, φα) e W = (Wi, ψα) duas representações

do quiver Q. A representação soma direta de V e W , denotada por X =

(Xi, γα) = V ⊕W é dada por:

• Xi = Vi ⊕Wi, para todo i ∈ Q0

• γα(v, w) = (φα(v), ψα(w)), para todo α ∈ Q1, v ∈ Vt(α) e w ∈ Wt(α)

Definição 1.17 Dizemos que uma representação é decompońıvel quando for

isomorfa à soma direta de duas subrepresentações não triviais. Senão, dize-

mos que a representação é indecompońıvel.

Definição 1.18 Dizemos que uma representação V é Schur quando

Hom(V, V ) = k.

Lema 1.19 Sejam Q um quiver e V = (Vi, φα) uma representação. Se V é

Schur, então V é indecompońıvel

Prova: Note que para todo x ∈ k temos fx ∈ Hom(V, V ) dada por

fxi : Vi −→ Vi

v 7−→ xv
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Temos assim, k ⊂ Hom(V, V ).

Se V é uma representação decompońıvel, digamos V = W1 ⊕W2, temos

k2 ⊂ Hom(V, V ), via as inclusões W1 →֒ V e W2 →֒ V , o que demonstra o

lema. ⊏⊐

A rećıproca em geral é falsa.

Exemplo 1.20 Tomamos agora o quiver de Jordan do Exemplo 1.11 e V o

objeto de Rep(J,R) dado por

R2
Bgg

Onde B =





1 0

1 1



. Esta representação é indecompońıvel. Um mor-

fismo f : V → V nada mais é que uma matriz dois por dois A tal que

A.B = B.A, ou seja,

A =





a 0

b a





onde a, b ∈ R. E temos Hom(V, V ) 6= R.

Dado um quiver Q, um caminho de comprimento n é uma sequência de

flechas αnαn−1 . . . α2α1 tal que h(αi) = t(αi+1). O conjunto Q0 dos vértices

de Q é o conjunto dos caminhos de comprimento 0. Define-se a álgebra de

caminhos de Q pelo espaço vetorial sobre o corpo k que tem como base o

conjunto de todos os caminhos de comprimento maior ou igual a 0, onde a

multiplicação é dada pela concatenação de caminhos. Podemos definir uma

representação de um quiver como um módulo sobre a álgebra de caminhos.

Para mais resultados sobre [1], por exemplo, para mais resultados.
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Definição 1.21 Dado um quiver Q, uma relação R é uma combinação linear

de caminhos R =
∑

alλl onde al ∈ k e λl = αnl,l . . . α1,l são caminhos

tais que h(αns,s) = h(αnj ,j) e t(α1,s) = t(α1,j) para todo s e j. Em outras

palavras, os caminhos λl começam e terminam em mesmos vértices t(R) e

h(R), respectivamente.

Dizemos que uma representaçao V = (Vi, φα) de Q satisfaz a relação R

quando
∑

alφl = 0

onde φl = φanl,l
. . . φa1,l : Vt(R) → Vh(R).

Definição 1.22 Sejam Kn+1 o quiver de Kronecker com n+ 1 flechas

•

α0 //
α1 //...
αn

//
•

e V uma representaçao de Kn+1. Dizemos que V é uma representação glo-

balmente injetiva quando para qualquer (z0 : z1 : . . . : zn) ∈ P(kn+1) temos

que
∑

ziφαi
é injetiva.

Analogamente, dizemos que V é uma representação globalmente sobreje-

tiva quando
∑

ziφαi
é sobrejetiva.

Note que na definição anterior podeŕıamos ter escrito

“(z0, z1, . . . , zn) ∈ kn+1 não nulo”. No entanto, a definição como foi apre-

sentada se mostrará mais interessante.

Definição 1.23 Sejam K(n+1)×(n+1) o quiver

•

α0 //
α1 //...
αn

//
•

β0 //
β1 //...
βn

//
•
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e V uma representação de K(n+1)×(n+1). Sejam ainda as relações

Rij = βiαj + βjαi para 0 ≤ i ≤ j ≤ n. Dizemos que V é uma representação

globalmente injetiva e sobrejetiva quando:

• {φαi
}ni=0 determinam uma representação globalmente injetiva de Kn+1;

• {φβi}ni=0 determinam uma representação globalmente sobrejetiva

de Kn+1;

• V satisfaz as relações Rij.

Denotaremos Γgis
n a subcategoria plena de Rep(K(n+1)×(n+1), k) cujos

objetos são as representações de K(n+1)×(n+1) que satisfazem esta definição.

Definição 1.24 Sejam V uma representação do quiver Q e Q0 = {1, 2, . . . , n}.
O vetor dimV = (v1, v2, . . . , vn) onde vi = dimVi é chamado vetor dimensão

da representaçao V .

No Appendice B temos a construção do sistema de ráızes de um quiver.

O Teorema B.8, conhecido como Teorema de Kac, estabelece uma relação

biuńıvoca entre vetores dimensão de representações indecompońıveis de um

quiver sem relações Q e vetores positivos do sistema de ráızes de Q.

Da definição do sistema de ráızes, temos que se x ∈ Zn é um vetor

do sistema de raizes, então q(x) ≤ 1. Temos assim como consequência do

Teorema B.8

Corolário 1.25 Sejam Q um quiver e q a forma de Tits associada a Q. Se

x ∈ Zn é um vetor cujas entradas são todas não negativas e q(x) > 1, então

qualquer representação V do quiver Q com dimV = x é decompońıvel.
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Estes resultados e definições podem ser encontrados em [12], [13] e [14].

Explicitamente a forma de Tits para o quiver K(n+1)×(n+1) é

q(a, b, c) = a2 + b2 + c2 − b(n+ 1)(a+ c) (1.1)

onde (a, b, c) ∈ Z3.

1.3 Funtor entre mônadas e representações

de quivers.

Seja X uma variedade projetiva complexa.

Definição 1.26 Um fibrado vetorial A sobre X é simples quando

Hom(A,A) = C .

Sejam A, B e C fibrados simples sobre X. Denotaremos por MA,B,C(X) a

categoria das mônadas:

A⊕a →
φ
B⊕b →

ψ
C⊕c

quando existe mônada com esta configuração.

Temos que Hom(Aa,Bb) ∼= Matb×a⊗Hom(A,B), onde Matb×a é o con-

junto das matrizes de entradas complexas com b linhas e a colunas. Fixando

a base {x1, . . . , xn} ⊂ Hom(A,B), podemos associar φ ∈ Hom(Aa,Bb) a uma

representaçao do quiver de Kronecker com n flechas, escrevendo

φ = φ1 ⊗ x1 + · · ·+ φn ⊗ xn, onde φi são matrizes b por a, e fazendo

Ca

φ1 //...
φn

//
Cb
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Similarmente, a partir de uma base fixada de Hom(B, C) podemos associar

a cada ψ ∈ Hom(Bb, Cc) uma representaçao do quiver de Kronecker com

m = dimHom(B, C) flechas.
DadaM ∈ MA,B,C(X), denotaremos por F (M) a representação do quiver

Kn×m = •
1

α1 //...
αn

//
•
2

β1 //...
βm

//
•
3

obtida via bases fixas de Hom(A,B) e Hom(B, C), onde n = dimHom(A,B)
e m = dimHom(B, C).

Sejam Mi = (A⊕ai →
φi

B⊕bi →
ψi

C⊕ci) ∈ MA,B,C(X), para i = 1, 2 e

f ∈ Hom(M1,M2), isto é, f = (fA, fB, fC) tal que o diagrama

Aa1
φ1 //

fA
��

Bb1 ψ1 //

fB
��

Cc1
fC
��

Aa2
φ2

// Bb2
ψ2

// Cc2

comuta.

Como A,B, C são fibrados simples, temos que

• Hom(Aa1 ,Aa2) ∼= Mata2×a1 ;

• Hom(Bb1 ,Bb2) ∼= Matb2×b1 ;

• Hom(Cc1 , Cc2) ∼= Matc2×c1 .
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Assim, podemos construir um morfismo F (f) : F (M1) → F (M2) de

representações de quiver.

Ca1

φ11 //...
φ1n

//

fA

��

Cb1

ψ1
1 //...

ψ1
m

//

fB

��

Cc1

fC

��
Ca2

φ21 //...
φ2n

//
Cb2

ψ2
1 //...

ψ2
m

//
Cc2

Em outras palavras, temos um funtor F : MA,B,C(X) → Rep(Kn×m,C).

Note que o funtor depende da escolha de bases para Hom(A,B) e Hom(B, C).
Seja g : F (M1) → F (M2) um morfismo entre representações de

quivers. Via os isomorfismos fixados na definição de F podemos determinar

f : M1 → M2 tal que F (f) = g. Portanto, o funtor F é pleno, isto é, dados

M1,M2 ∈ MA,B,C(X), temos F : Hom(M1,M2) → Hom(F (M1), F (M2)) é

sobrejetivo. Em outras palavras, o funtor F é pleno.

Por outro lado, seja f :M1 →M2 tal que F (f) = 0. Da definição do fun-

tor F temos que f = 0, de onde segue que F é fiel, isto é,

F : Hom(M1,M2) → Hom(F (M1), F (M2)) é injetivo, ou seja, o funtor F

é fiel.

Portanto, uma vez que F é pleno e fiel, ou seja, a categoria MA,B,C(X) é

equivalente a uma subcategoria plena de Rep(Kn×m,C).

Teorema 1.27 Sejam A,B e C fibrados simples sobre uma variedade X.

Então, a categoria de mônadas MA,B,C(X) é equivalente a uma subcategoria

plena da categoria das representações do quiver Kn×m onde

n = dimHom(A,B) e m = dimHom(B, C).
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Assim, se queremos estudar a categoria MA,B,C(X), podemos olhar para

uma subcategoria das representações do quiver Kn×m.

O seguinte lema é de verificação imediata.

Lema 1.28 Seja M um objeto da categoria MA,B,C(X) decompońıvel, isto

é, existem mônadas M1 e M2 em MA,B,C(X) tais que M ∼= M1⊕M2. Então,

a representação F (M) do quiver Kn×m é decompońıvel.

Prova: Se o objeto M da categoria MA,B,C(X) é decompońıvel, temos que

existem mônadas M1 e M2 objetos da categoria MA,B,C(X) não nulos tais

que M =M1 ⊕M2.

Mi : Aai αi→ Bbi βi→ Cci .

Como os morfismos que definem a mônadaM se quebram em blocos como

os morfismos que definem as mônadas M1 e M2

α =





α1 0

0 α2



 e β =





β1 0

0 β2



 ,

a representação F (M) do quiver Kn×m obtida como no Teorema 1.27 é soma

direta das representações F (M1) e F (M2), o que mostra o resultado.

⊏⊐

Assim, se a representação de quiver F (M) é indecompońıvel, então a

mônada M é indecompońıvel como objeto da categoria MA,B,C(X).
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Caṕıtulo 2

Um critério de

Decomponibilidade para

fibrados instanton.

O principal resultado deste caṕıtulo é a Proposiçao 2.7, que foi apresentada

no artigo [11] e diz que: dado uma mônada instanton M sobre Pn, como na

Definição 1.8, com carga c e posto r, se r é suficientemente maior que c, então

M é decompońıvel. Apresentamos aqui a demonstração deste resultado.

Seja M a categoria das mônadas linears sobre Pn, como no Exemplo 1.8

M : OPn(−1)⊕a →
α

O⊕b
Pn →

β
OPn(1)⊕c.

A partir de escolha de coordenadas homogêneas de Pn, temos uma base

para H0(OPn(1)) ∼= Hom(OPn(−1),OPn) ∼= Hom(OPn ,OPn(1)) ∼= Cn+1 e

usando o Teorema 1.27 temos uma equivalência entre a categoria de mônadas

lineares e uma subcategoria plena da categoria das representações do quiver
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K(n+1)×(n+1).

Seguindo a notação do Caṕıtulo anterior, seja

F : M → Rep(K(n+1)×(n+1),C)

o funtor obtido de uma escolha de coordenadas homogêneas de Pn.

Lema 2.1 Se M ∈ M, então F (M)é um objeto de Γgis
n .

Prova: Sejam M : OPn(−1)⊕a →
α

O⊕b
Pn →

β
OPn(1)⊕c uma mônada linear e

F (M) a representação

Ca

α0 //
...
αn

//
Cb

β0 //
...
βn

//
Cc ,

onde αi ∈ Matb×a e βj ∈ Matc×b. Temos que:

• como α : OPn(−1)⊕a → O⊕b
Pn é um morfismo injetivo, para todo

(x0 : . . . : xn) ∈ Pn temos
n

∑

i=0

xiαi é uma transformação linear inje-

tiva;

• similarmente, como β : O⊕b
Pn → OPn(1)⊕c é um morfismo sobreje-

tivo, temos que
n

∑

j=0

xjβj é transformaçao linear sobrejetiva para todo

(x0 : . . . : xn) ∈ Pn;

• uma vez que β ◦ α = 0, para todo (x0 : . . . : xn) ∈ Pn temos que
∑

0≤i≤j≤n

xixj(βiαj + βjαi) = 0.

Portanto, F (M) é um objeto de Γgis
n . ⊏⊐
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Lema 2.2 ([11] Proposição 2.5) O funtor F : M → Γgis
n é uma equivalência

de categorias.

Prova: Dado um objeto V de Γgis
n e uma escolha de coordenadas ho-

mogêneas de Pn, como visto na Seçao 1.3 podemos construir uma mônada

M tal que F (M) = V e pelo Lema 2.1 é objeto de M.

Como Hom(M,N)
F→ Hom(F (M), F (N)) é isomorfismo para quaisquer

mônadas lineares M e N , pelo Teorema 1.7, o funtor F é equivalência de

categorias. ⊏⊐

Lema 2.3 ([11] Lema 2.4) Seja V um objeto de Γgis
n decompońıvel,

digamos V = V1 ⊕ V2. Então, Vi ∈ Γgis
n para i = 1, 2.

Prova: Basta mostrar que V1 ∈ Γgis
n .

Como V1 = (Ca1 ,Cb1 ,Cc1 ; {f 1
i }, {g1i }) é subrepresentação de

V = (Ca,Cb,Cc; {fi}, {gi}), temos o seguinte diagrama comutativo:

Ca

f0 //...
fn

// C
b

g0 //...
gn

// C
c

Ca1
?�

OO

f10 //...
f1n

// C
b1
?�

OO

g10 //...
g1n

// C
c1
?�

OO

onde as setas verticais indicam inclusões.

Uma vez que o diagrama é comutativo, temos que a representação V1

também satisfaz as relações Rij da Definição 1.23, para 0 ≤ i, j ≤ n.
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Podemos verW1 = (Ca1 ,Cb1 ; {f 1
i }) como uma subrepresentação da repre-

sentaçãoW = (Ca,Cb; {fi}) do quiver de Kronecker. ComoW é globalmente

injetiva, temos que W1 também o é.

Além disso, a representação U1 = (Cb1 ,Cc1 ; {g1i }) é isomorfa ao quociente

U/U2, onde U = (Cb,Cc; {gi}) e U2 = (Cb2 ,Cc2 ; {g2i }) são representações do

quiver de Kronecker. Como U é globalmente sobre e U1 é um quociente de

U , temos que U1 é globalmente sobre.

Portanto, temos que V1 ∈ Γgis
n . ⊏⊐

Lema 2.4 Seja M ∈ M. Se F (M) é uma representação decompońıvel,

então existem mônadas não triviais M1,M2 ∈ M tais que M ∼= M1 ⊕M2.

Prova: Se F (M) = V1 ⊕ V2 é uma representação decompońıvel, temos do

Lema 2.3 que V1, V2 ∈ Γgis
n .

Como F é equivalência de categorias, temos mônadas M1 e M2 tais que

F (M i) = Vi e M ∼= M1 ⊕M2. ⊏⊐

Lema 2.5 Seja V ∈ Γgis
n com dimV = (a, b, c). Se q(a, b, c) > 1, então V é

decompońıvel.

Prova: Este resultado é a aplicação imediata do Teorema de Kac ([12],

pg 85) para o quiver K(n+1)×(n+1). ⊏⊐

Teorema 2.6 ([11] Teorema 1.1) Se a2 + b2 + c2 − b(n + 1)(a + c) > 1,

então a mônada

M : OPn(−1)⊕a →
α

O⊕b
Pn →

β
OPn(1)⊕c
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se decompõe como soma de duas mônadas lineares.

Prova: Basta aplicar o funtor descrito no Lema 2.2 e o Lema 2.3.

⊏⊐

Proposição 2.7 ([11] Corolário 1.2) Seja M o instanton

M : OPn(−1)⊕c
α→ O⊕r+2c

Pn

β→ OPn(1)⊕c.

Se

r > (n− 1)c+
√

c2((n+ 1)2 − 2) + 1, então M é decompońıvel.

Prova: Nas hipóteses acima, seja F (M) o elemento de Γgis
n associado pelo

funtor determinado por uma escolha de coordenadas homogêneas de Pn. A

forma de Tits aplicada ao vetor dimensão de F (M) é

q(c, r + 2c, c) = 2c2 + (r + 2c)2 − (r + 2c)(n+ 1)(2c)

= ((r + 2c)− c(n+ 1))2 − c2((n+ 1)2 − 2)

= (r − c(n− 1))2 − c2((n+ 1)2 − 2)

e como r > (n − 1)c +
√

c2((n+ 1)2 − 2) + 1 temos de (1.1) que

q(c, r+2c, c) > 1 e pelo Teorema B.8 a representação F (M) é decompońıvel.

⊏⊐

Corolário 2.8 Todo fibrado instanton sobre Pn de posto 2n e carga 1 é de-

compońıvel.
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Prova: Se E é cohomologia da mônada

M : OPn(−1)
α→ O⊕2n+2

Pn

β→ OPn(1)

temos aplicando a fórmula que

(n− 1) +
√

((n+ 1)2 − 2) + 1 < (n− 1) +
√
n+ 1 = 2n

e a representação F (M) é decompońıvel. ⊏⊐

O seguinte exemplo mostra que a cota estabelecida pela Proposição 2.7 é

ótima.

Exemplo 2.9 Seja {ei}2ni=0 base canônica de C2n+1. Considere a seguinte

representação de K(n+1)×(n+1)

V : C

α0 //...
αn

//
C2n+1

β0 //...
βn

//
C

onde

• αi(z) = z.ei, 0 ≤ i ≤ n;

• βj(v) = e∗j+n(v), 0 ≤ j ≤ n− 1 e βn(v) = (e2n − e0)
∗(v).

A representação V é um elemento de Γgis
n indecompońıvel. Assim, a

mônada linear M tal que F (M) = V é indecompońıvel. A cohomologia de

M é um fibrado instanton com posto 2n− 1 de carga 1 em Pn.

Além disso, é posśıvel estabelecer uma caracterização dos fibrados in-

stanton de posto 2n e carga 1 em Pn. TPn denota o fibrado tangente e ΩPn o

fibrado cotangente de Pn
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Proposição 2.10 Seja E um fibrado instanton de posto 2n e carga 1 em Pn.

Então, ou E = TPn(−1)⊕ΩPn(1) ou E = E ′⊕Ok
Pn onde E ′ é fibrado instanton

de carga 1 e posto r, com n ≤ r ≤ 2n− 1 se n é par e n− 1 ≤ r ≤ 2n− 1 se

n é impar.

Prova: Se E é cohomologia da mônada

M : OPn(−1)
α→ O⊕2n+2

Pn

β→ OPn(1)

temos que E é decompońıvel pelo Corolário 2.8. Se V ∈ Γgis
n é a representação

deK(n+1)×(n+1) que é associada a E pelo funtor estabelecido no Teorema 1.27,

temos que as únicas posśıveis subrepresentações de V com a primeira entrada

do vetor dimensão não nula tem vetor dimensão (1, n+1, 0) ou (1, k, 1) onde

n+2 ≤ k ≤ 2n+1 se n é par e n+1 ≤ k ≤ 2n+1 se k é impar. Assim, se as

mônadas M1,M2 são tais que M1 ⊕M2 =M , supondo que o vetor dimensão

da representação associada aM1 tenha primeira entrada não nula, temos que

ou a cohomologia de M1 é o fibrado TPn(−1), o que implica que o fibrado

cohomologia de M2 é ΩPn(1), ou o fibrado cohomologia de M1 é um fibrado

instanton, de onde segue o resultado.

⊏⊐
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Caṕıtulo 3

Mônadas Horrock-Mumford.

Na literatura, fibrados vetoriais indecompońıveis sobre Pn de posto baixo são

pouco conhecidos, isto é, fibrados vetoriais de posto entre 2 e n− 1. Destes

raros exemplos, destacamos:

• os fibrados instanton, que são fibrados de posto 2n em P2n+1 e são

escritos como cohomologia de mônadas da forma

OP2n+1(−1)⊕a →
α

O⊕b
P2n+1 →

β
OP2n+1(1)⊕c

ou ainda como em [17] cohomologia de mônadas com a configuração:

O⊕k
P2n+1(−1) → Ω1

P2n+1(1)⊕k → O⊕m
P2n+1

• o fibrado de Horrocks-Mumford em P4, que tem posto 2 e é cohomologia

da mônada

O⊕5
P4 (−1)

α−→ Ω2
P4(2)⊕2 β−→ O⊕5

P4

Com o objetivo de generalizar a mônada cuja cohomologia é o fibrado de

Horrocks-Mumford em P4, estudamos mônadas em Pn que tenham a seguinte
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configuração:

O⊕a
Pn (−k) α→ Ωp

Pn(p)⊕b
β→ O⊕c

Pn (l), (3.1)

onde 2 ≤ p ≤ n − 2. Chamaremos uma mônada com esta configuração de

mônada HM generalizadas. Tais mônadas são claramente Horrocks. Como

os fibrados Ωp
Pn(p) e OPn(l), onde l ∈ Z são simples, os resultados do Seção

1.3 se aplicam à esta classe de mônadas.

Demonstraremos na Seção 3.1 a existência de mônadas HM generalizadas

e na Seção 3.2 determinamos algumas propriedades cohomológicas de um

fibrado cohomologia de uma mônada HM generalizada.

3.1 Existência de mônadas HM generalizadas.

Para mostrar a existência de mônadas HM generalizadas, usaremos a seguinte

definição.

Definição 3.1 ([19] pg 13) Sejam E e F fibrados vetoriais sobre uma va-

riedade X e φ : E → F um morfismo de fibrados. Definimos

Xk(φ) = {x ∈ X : rkφx ≤ k}

e SingXk(φ) o conjunto das singularidades da subvariedade Xk(φ).

Queremos que Pnk(β) = ∅, onde β é o mapa na mônada (3.1), com

k = b
(

n

p

)

− c.

Teorema 3.2 ([19] Teorema 2.8) (Bertini) Sejam E,F fibrados vetoriais

sobre uma variedade X, com rk(E) = m e rk(F ) = l. Se E∗⊗F é globalmente

gerado, então para um morfismo genérico φ : E → F temos:
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• Xk(φ) é vazio, ou

• Xk(φ) tem a codimensão esperada (m − k)(l − k) e

SingXk(φ) ⊂ Xk−1(φ).

Em particular, se dimX < (m − k + 1)(l − k + 1), então Xk(φ) é vazio ou

suave para φ genérico.

Por consequência, temos:

Proposição 3.3 Seja l tal que Ωn−p
Pn (n− p+1+ l) é globalmente gerado. Se

b
(

n

p

)

− c+1 > n, então para mapa genérico φ : Ωp
Pn(p)⊕b → Oc

Pn(l) temos que

kerφ é um fibrado vetorial de posto b
(

n

p

)

− c sobre Pn.

A seguinte proposição pode ser encontrada em [18].

Proposição 3.4 (Fórmula de Bott) Em Pn temos:

hq(Ωp
Pn(k)) =































(

k+n−p
k

)(

k−1
p

)

, se q = 0, 0 ≤ p ≤ n, k > p

1, se k = 0, 0 ≤ p = q ≤ n
(

−k+p
−k

)(

−k−1
n−p

)

, se q = n, 0 ≤ p ≤ n, k < p− n

0, se senão.

Em particular,

hq(OPn(k)) =



















(

k+n
k

)

, se q = 0, k ≥ 0
(

−k−1
−k−1−n

)

, se q = n, k ≤ −n− 1

0, se senão.
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Definição 3.5 Um fibrado vetorial E é dito n-regular quando

hi(E(n− i)) = 0, para todo i > 0

e regular quando é 0-regular.

Observando a Fórmula de Bott, podemos imediatamente verificar o seguinte

Lema.

Lema 3.6 Ωp
Pn(p+ 1 + l) é regular para todo l ≥ 0.

Com o seguinte Lema e a Proposição 3.3, temos imediatamente o Corolário

3.8.

Lema 3.7 ([7], Lemma 1.7.2) Seja E um fibrado vetorial sobre uma var-

iedade X. Se E m-regular, então E(m) := E⊗OX(m) é globalmente gerado.

Corolário 3.8 Se l ≥ 0 e b
(

n

p

)

− c ≥ n, então para mapa genérico

φ : Ωp
Pn(p)⊕b → Oc

Pn(l) temos que kerφ é um fibrado vetorial sobre Pn de

posto b
(

n

p

)

− c.

Analogamente à Proposição 3.3, podemos escrever o seguinte resultado.

Proposição 3.9 Seja K um fibrado vetorial sobre Pn tal que K(m) seja glob-

almente gerado. Se rkK − a + 1 > n, então para mapa genérico

ψ : Oa
Pn(−m) → K temos que cokerψ é um fibrado vetorial de posto rkK−a.

Assim, tomando K = kerφ, teremos:
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Proposição 3.10 Sejam l ≥ 0, b
(

n

p

)

− a− c ≥ n e φ : Ωp
Pn(p)⊕b → Oc(l) um

mapa genérico. Se ker(φ) ⊗OPn(m) é globalmente gerado, então para mapa

genérico ψ : Oa
Pn(−m) → ker(φ) podemos construir uma mônada

Oa
Pn(−m)

α→ Ωp
Pn(p)⊕b

φ→ Oc
Pn(l)

onde o morfismo α é a composição do morfismo ψ com a inclusão de ker(φ)

em Ωp
Pn(p)⊕b e a cohomologia E = kerφ

Imα
é fibrado vetorial de posto b

(

n

p

)

−a−c.

3.2 Cálculo de H i(E(j)).

Para fibrados instanton temos a seguinte Definição-Teorema

Teorema 3.11 ([8], Theorem 3) Um fibrado vetorial E sobre Pn é instan-

ton se, e somente se, a primeira classe de Chern c1(E) = 0 e

• se n ≥ 2, então H0(E(−1)) = Hn(E(−n)) = 0;

• se n ≥ 3, então H1(E(−2)) = Hn−1(E(1− n)) = 0;

• se n ≥ 4, então Hp(E(k)) = 0, onde 2 ≤ p ≤ n− 2, ∀k.

Ou seja, fibrados que são cohomologia de mônadas instanton são comple-

tamente determinados por suas propriedades cohomológicas.

Admitindo que um fibrado é cohomologia de uma mônada HM genera-

lizada, nesta seção calcularemos algumas propriedades cohomológicas.

Seja E um fibrado vetorial que é cohomologia da mônada

O⊕a
Pn (−l) → Ωp

Pn(p)⊕b → O⊕c
Pn (m),
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onde l,m ≥ 0 e 2 ≤ p ≤ n− 2.

Usando as sequências exatas curtas:

0 → K → Ωp
Pn(p)⊕b → O⊕c

Pn (m) → 0 (3.2)

e

0 → O⊕a
Pn (−l) → K → E → 0 (3.3)

podemos calcular H i(E(j)) em alguns casos.

A partir da Fórmula de Bott (Proposição 3.4) e da sequência exata

longa de cohomologia obtida da sequência exata curta 3.2 podemos provar

os seguintes Lemas:

Lema 3.12 Se j ≤ 0, então h0(K(j)) = 0.

Prova: Observando o seguinte pedaço da sequência exata longa de co-

homologia associada à (3.2)

0 → H0(K(j)) → H0(Ωp
Pn(p+ j)⊕b) → · · ·

temos o resultado, uma vez que pela Fórmula de Bott h0(Ωp
Pn(p+ j)) = 0,

se j ≤ 0.

⊏⊐

Lema 3.13 Se j > 0, então h0(K(j))−h1(K(j)) =
(

j+n
p+j

)(

p+j−1
p

)

b−
(

n+m+j
m+j

)

c.

Prova: Temos da sequência exata longa de cohomologia obtida da

sequência (3.2)

0 → H0(K(j)) → H0(Ωp
Pn(p+ j)⊕b) → H0(O⊕c

Pn (m+ j)) →
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→ H1(K(j)) → H1(Ωp
Pn(p+ j)⊕b) → · · ·

que h0(K(j))−h0(Ωp
Pn(p+ j))b+h0(OPn(m+ j))c−h1(k(j)) = 0, pois como

2 ≤ p ≤ n− 2, temos h1(Ωp
Pn(j)) = 0 para todo j.

Agora, pela Fórmula de Bott temos

• h0(Ωp
Pn(p+ j)) =

(

j+n
p+j

)(

p+j−1
p

)

, se j > 0

• h0(OPn(m+ j)) =
(

n+m+j
m+j

)

se m+ j ≥ 0

donde segue o resultado.

⊏⊐

Lema 3.14 Se b
(

j+n
p+j

)(

p+j−1
p

)

> c
(

n+m+j
m+j

)

, então h0(K(j)) 6= 0.

Prova: Novamente, olhando para a sequência exata longa

0 → H0(K(j)) → H0(Ωp
Pn(p+ j)⊕b) → H0(O⊕c

Pn (m+ j)) → · · ·

temos que se b
(

j+n
p+j

)(

p+j−1
p

)

> c
(

n+m+j
m+j

)

, então o mapa

H0(Ωp
Pn(p+ j)⊕b) → H0(O⊕c

Pn (m+ j))

tem núcleo não trivial igual a H0(K(j)), provando assim o Lema.

⊏⊐

Lema 3.15 Se j < −m, entãoh1(K(j)) = 0.

Prova: Observando a sequência exata longa de cohomologia induzida

pela sequência (3.2)

· · · → H0(O⊕c
Pn (m+ j)) → H1(K(j)) → H1(Ωp

Pn(p+ j)⊕b) → · · ·
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temos que se j < −m então h1(K(j)) = 0, uma vez que pela fórmula de Bott

teremos h0(OPn(m+ j)) = 0 e h1(Ωp
Pn(p+ j)) = 0. ⊏⊐

Lema 3.16 h1(K(−m)) = c.

Prova: Do seguinte pedaço da sequência exata longa de cohomologia

induzida de (3.2)

H0(Ωp
Pn(p−m)⊕b) → H0(O⊕c

Pn ) → H1(K(−m)) → H1(Ωp
Pn(p−m)⊕b)

temos que h1(K(−m)) = c, uma vez que pela Fórmula de Bott

h0(Ωp
Pn(p−m)) = 0, h1(Ωp

Pn(p−m)) = 0 e h0(OPn) = 1.

⊏⊐

Lema 3.17 Se j 6= −p, hp(K(−p)) = b e hp(K(j)) = 0.

Prova: Da sequência exata longa

Hp−1(OPn(m+ j)⊕c) → Hp(K(j)) → Hp(Ωp
Pn(p+ j)⊕b) → Hp(OPn(m+ j)⊕c)

segue o resultado, uma vez que pela Fórmula de Bott hp(Ωp
Pn) = 1,

hp(Ωp
Pn(j)) = 0 se j 6= 0 , hi(OPn(j)) = 0 se 1 ≤ i ≤ n− 1, ∀j.

⊏⊐

Lema 3.18 Se j ≥ −n, hn(K(j)) = 0.

Prova: Da sequência exata longa de cohomologia

Hn−1(OPn(m+ j)⊕c) → Hn(K(j)) → Hn(Ωp
Pn(p+ j)⊕b)
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temos que: se j ≥ −n, então hn(K(j)) = 0, pois pela Fórmula de Bott

hn−1(OPn(m+ j)) = 0 para todo j e hn(Ωp
Pn(p+ j)) = 0, para j ≥ −n.

⊏⊐

Lema 3.19 Se j < −n −m, hn(K(j)) =
(

−j

−p−j

)(

−p−j−1
n−p

)

b −
(

−m−j−1
−m−j−n−1

)

c e

se −n−m ≤ j < −n, hn(K(j)) =
(

−j

−p−j

)(

−p−j−1
n−p

)

b.

Prova: Uma vez que Hn−1(OPn(j)) = 0 para todo j, da sequência exata

longa de cohomologia temos a sequência exata curta

0 → Hn(K(j)) → Hn(Ωp
Pn(p+ j)⊕b) → Hn(OPn(m+ j)⊕c) → 0

de onde segue o resultado, uma vez que Hn(Ωp
Pn(p+ j)) =

(

−j

−p−j

)(

−p−j−1
n−p

)

, se

j < −n e Hn(OPn(m+ j)) =
(

−m−j−1
−m−j−n−1

)

, se j < −n−m.

⊏⊐

Lema 3.20 H i(K(j)) = 0, se 2 ≤ i ≤ n− 1, i 6= p e ∀j.
Prova: Basta observar a sequência exata longa de cohomologia

· · · → H i−1(OPn(m+ j)⊕c) → H i(K(j)) → H i(Ωp
Pn(p+ j)⊕b) → · · ·

e notar que da Fórmula de Bott hi(OPn(j)) = 0 quando 1 ≤ i ≤ n − 1 e

hi(Ωp
Pn(j)) = 0 se 1 ≤ i ≤ n− 1 e i 6= p. ⊏⊐

Resumindo, temos o seguinte Teorema

Teorema 3.21 Sejam φ : Ωp
Pn(p)⊕b → O⊕c

Pn (m) um morfismo sobrejetivo de

fibrados, com 2 ≤ p ≤ n− 2, e K = kerφ. Então:
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• h0(K(j)) = 0, se j ≤ 0;

• h0(K(j))− h1(k(j)) =
(

j+n
p+j

)(

p+j−1
p

)

b−
(

n+m+j
m+j

)

c se j > 0;

• Se b
(

j+n
p+j

)(

p+j−1
p

)

> c
(

n+m+j
m+j

)

, então h0(K(j)) 6= 0;

• h1(K(j)) = 0, se j < −m;

• h1(K(−m)) = c;

• hp(K(−p)) = b e hp(K(j)) = 0 se j 6= −p;

• hn(K(j)) = 0, se j ≥ −n;

• hn(K(j)) =
(

−j

−p−j

)(

−p−j−1
n−p

)

b −
(

−m−j−1
−m−j−n−1

)

c, se j < −n − m e

hn(K(j)) =
(

−j

−p−j

)(

−p−j−1
n−p

)

b se −n−m ≤ j < −n.

• H i(K(j)) = 0, se 2 ≤ i ≤ n− 1, i 6= p e ∀j

Usando novamente a Fórmula de Bott, a sequência exata longa de co-

homologia obtida da sequência exata curta 3.3 e os resultados obtidos para

hi(K(j)), temos:

Lema 3.22 Se j < l, h0(E(j)) = h0(K(j)).

Prova: Observando a sequência exata longa de cohomologia obtida da

sequência exata curta 3.3,

0 → H0(O⊕a
Pn (j − l)) → H0(K(j)) → H0(E(j)) → H1(O⊕a

Pn (j − l)) → · · ·

temos o resultado, uma vez que h0(O⊕a
Pn (j− l)) = 0, se j < l, e h1(OPn(j)) =

0, para todo j.

⊏⊐
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Lema 3.23 Se 1 ≤ i ≤ n− 2, hi(E(j)) = hi(K(j)).

Prova: Da sequência exata longa de cohomologia obtida a partir da

sequência exata curta 3.3

· · · → H i(O⊕a
Pn (j − l)) → H i(K(j)) → H i(E(j)) → H i+1(O⊕a

Pn (j − l)) → · · ·

temos o resultado, uma vez que hi(OPn(j)) = 0, para 1 ≤ i ≤ n−1 e todo

j.

⊏⊐

Lema 3.24 Se j − l > −n− 1, hn(E(j)) = hn(K(j)) e hn−1(E((j)) = 0.

Prova: Observando a sequência exata longa de cohomologia obtida a

partir da sequência exata curta 3.3

Hn−1(K(j)) → Hn−1(E(j)) → Hn(O⊕a
Pn (j−l)) → Hn(K(j)) → Hn(E(j)) → 0

temos que o resultado segue do Lema 3.18 e de que hn(OPn(j−l)) = 0 sempre

que j − l > −n− 1.

⊏⊐

Lema 3.25 hn−1(E(l − n− 1)) = a.

Prova: Basta observar a sequência exata longa de cohomologia

Hn−1(K(l + i)) → Hn−1(E(l + i)) → Hn(O⊕a
Pn (i)) → Hn(K(l + i))

com i = −n− 1 e o resultado segue do lema 3.20

⊏⊐
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Resumindo os Lemas 3.22, 3.23, 3.24 e 3.25 temos o seguinte Teorema

Teorema 3.26 Seja E o fibrado cohomologia da mônada

O⊕a
Pn (−l) α→ Ωp

Pn(p)⊕b
β→ O⊕c

Pn (m)

e K = ker β. Então:

• h0(E(j)) = h0(K(j)), se j < l;

• hi(E(j)) = hi(K(j)), se 1 ≤ i ≤ n− 2;

• hn(E(j)) = hn(K(j)) e hn−1(E((j)) = 0, se j − l > −n− 1;

• hn−1(E(l − n− 1)) = a.

Note em particular que:

• h1(E(−m)) = c;

• hn−1(E(l − n− 1)) = a;

• h0(E(j)) = 0, quando j ≤ 0;

• h1(E(j)) = 0, quando j < −m;

• hi(E(j)) = 0, para 2 ≤ i ≤ n− 2 com i 6= p e ∀j;

• hn−1(E(j)) = 0,quando j − l > −n− 1;

• hn(E(j)) = 0, quando j ≥ −n.

Enunciamos o Horrocks’ splitting criterion
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Teorema 3.27 ([18] Teorema 2.3.1) Um fibrado holomorfo E sobre Pn se

quebra como soma de fibrados de linha se, e somente se,

H i(Pn, E(j)) = 0

para todo i = 1, . . . , n− 1 e j ∈ Z.

Assim, fibrados que são cohomologia de mônadas HM generalizadas não

se quebram como soma de fibrados de linha. Nada impede, porém, que tais

fibrados sejam decompońıveis.

3.3 Mônadas HM 2p.

A cohomologia da mônada de Horrocks-Mumford

HM4 : OP4(−1)⊕5 α→ Ω2
P4(2)⊕2 β→ O⊕5

P4 (3.4)

é um dos principais exemplos de fibrado vetorial indecompońıvel de posto

baixo.

A partir deste exemplo, Rosa Maria Miró-Roig sugeriu uma generalização

da mônada (3.4) para mônadas em espaços projetivos de dimensão par,

gerando uma nova classe de exemplos de mônadas em espaços projetivos.

Em geral, o posto do fibrado cohomologia destas mônadas é alto, entretanto,

as representações de quiver associadas são indecompońıveis.

Descreveremos assim, para cada inteiro p maior que 1, os mapas α e β da

mônada:

HM2p : OP2p(−1)⊕2p+1 α→ Ω2
P2p(p)⊕2 β→ O⊕2p+1

P2p
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Começaremos a construção das mônadasHM2p descrevendo os morfismos

α e β da mônada de Horrocks-Mumford. Podemos escrever:

• OP4(−1)⊕5 = C5 ⊗OP4(−1);

• Ω2
P4(2)⊕2 = C2 ⊗ Ω2

P4(2);

• OP4(−1)⊕5 = C5 ⊗OP4(−1).

Fixemos {x0, x1, x2, x3, x4} coordenanas homogêneas de P4. Temos que

• α ∈ Hom(OP4(−1)⊕5,Ω2
P4(2)⊕2) ∼= Mat2×5 ⊗Hom(OP4(−1),Ω2

P4(2));

• β ∈ Hom(Ω2
P4(2)⊕2,O⊕5

P4 ) ∼= Mat5×2 ⊗Hom(Ω2
P4(2),OP4).

Lema 3.28 [2] Sejam V um espaço vetorial e P(V ) . Então, são canonica-

mente isomorfos

Hom(Ωi
P(V )(i),Ω

j

P(V )(j))
∼= Λi−jV.

Uma vez que OPn = Ω0
Pn e OPn(−1) ∼= Ωn

Pn(n), podemos considerar α ∈
Mat2×5 ⊗Λ2C5 e β ∈ Mat5×2 ⊗Λ2C5.

Seguindo a notação como em [4], os morfismos α e β da mônada de

Horrocks-Mumford são:

β =























x2 ∧ x3 x1 ∧ x4
x3 ∧ x4 x2 ∧ x0
x4 ∧ x0 x3 ∧ x1
x0 ∧ x1 x4 ∧ x2
x1 ∧ x2 x0 ∧ x3























, α = (βQ)t

onde Q =





0 1

−1 0



.
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Escolhendo {x1 ∧ x4, x2 ∧ x0, x3 ∧ x1, x4 ∧ x2, x0 ∧ x3, x2 ∧ x3, x3 ∧ x4,

x4 ∧ x0, x0 ∧ x1, x1 ∧ x2} como base de Λ2C5, podemos escrever um funtor R

como no Teorema 1.27, teremos a representação:

R(HM4) : C5

−e11 //
−e12 //
−e13 //
−e14 //
−e15 //
e21 //
e22 //
e23 //
e24 //
e25 //

C2

f12 //
f22 //
f32 //
f42 //
f52 //
f11 //
f21 //
f31 //
f41 //
f51 //

C5 ,

onde eij ∈ Mat2×5 e fij ∈ Mat5×2 são matrizes elementares.

Lema 3.29 Seja V : V1

φ1 //
...
φ10

//
V2

ψ1 //
...
ψ10

//
V3 subrepresentação de RHM . Se

V1 6= 0, então V2 = C2 e V3 = C5.

Prova: Seja v = (v1, v2, v3, v4, v5) ∈ V1 ⊂ C5 um vetor não nulo. Sem

perda de generalidade, podemos supor v1 6= 0. Como V é subrepresentação

de R(HM4), temos os diagramas comutativos de transformações lineares:

C5 −e11 // C2

V1
?�

OO

φ1

// V2
?�

OO C5 e21 // C2

V1
?�

OO

φ6

// V2
?�

OO

Assim, (−v1, 0) e (0, v1) são elementos de V2. Logo, V2 = C2.

De forma análoga, mostra-se que V3 = C5.

⊏⊐

Imediatamente, temos:
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Corolário 3.30 A representação R(HM4) é indecompońıvel.

Seja agora HM6 a mônada:

HM6 : OP6(−1)⊕7 α→ Ω3
P6(3)⊕2 β→ O⊕7

P6

tal que:

β =



































x234 x156

x345 x260

x456 x301

x560 x412

x601 x523

x012 x634

x123 x745



































, α = (βP )t

onde xijk = xi ∧ xj ∧ xk e P =





0 1

1 0



.

Teremos novamente que Σα = ∅, β é sobrejetivo e β ◦ α = 0.

Uma vez que por [2] Hom(OP6(−1),Ω3
P6(3)) ∼= Hom(Ω3

P6(3),OP6) ∼= Λ3C7,

e dimΛkCn =
(

n

k

)

, associamos via o Teorema 1.27 a representação de K35×35

41



dada por:

C7

e21 //
e22 //
e23 //
e24 //
e25 //
e26 //
e27 //
e11 //
e12 //
e13 //
e14 //
e15 //
e16 //
e17 //
0 //...
0

//

C2

f11 //
f21 //
f31 //
e41 //
e51 //
e61 //
e71 //
e12 //
e22 //
e32 //
e42 //
e52 //
e62 //
e72 //
0 //...
0

//

C7 ,

ao escolher {x234, x345, x456, x560, x601, x012, x123, x156, x260, x301, x412, x523,
x634, x745} os primeiros 14 elementos da base de Λ3C7.

Lema 3.31 Seja HM6 a mônada

OP6(−1)⊕7 α→ Ω3
P6(3)⊕2 β→ O⊕7

P6

e F (M) a representação de K35×35 associada pela escolha de base como no

Teorema 1.27. Então, F (M) é representação indecompońıvel.

Prova: Segue como no Lema 3.29 e Corolário 3.30. ⊏⊐

Definição 3.32 Seja p ≥ 2 um inteiro. A HM2p sobre P2p é dada por

HM2p : OP2p(−1)⊕2p+1 α→ Ωp

P2p(p)
⊕2 β→ O⊕2p+1

P2p

onde α = (αij) ∈ ΛpC2p+1 ⊗Mat2×2p+1 e β = (βij) ∈ ΛpC2p+1 ⊗Mat2p+1×2,

com αij, βij ∈ ΛpC2p+1 dados por
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• βi1 = x1+i ∧ x2+i ∧ . . . ∧ xp+i

• βi2 = xi ∧ xp+1+i ∧ xp+2+i ∧ . . . ∧ x2p−1+i

• α =



β.





0 1

(−1)p−1 0









t

onde os sub́ındices nas formas são tomados em Z2p+1.

Teorema 3.33 Sejam HM2p mônada sobre P2p e F (HM2p) a representação

de K(2p+1
p )×(2p+1

p ) obtida segundo o Teorema 1.27 pelas escolhas de bases de

ΛpC2p+1. Então, F (HM2p) é representação indecompońıvel.

Prova: Segue como no Lema 3.29 e Corolário 3.30. ⊏⊐

Conectando com a teoria geral desenvolvida no Caṕıtuo 1, temos o seguinte

resultado de indecomponibilidade para mônadas HM2p

Teorema 3.34 A mônada HM2p sobre P2p é indecompońıvel como objeto

da categoria MA,B,C(P
2p), onde A = OP2p(−1), B = Ωp

P2p(p) e C = OP2p.

Prova: Segue como consequência do Lema 1.28 e do Teorema 3.33. ⊏⊐
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Apêndice A

Variedade aritmeticamente

Cohen-Macaulay

As definições deste apêndice podem ser encontradas em [16].

Seja A um anel, A 6= 0. Uma sequência finita de n+ 1 ideais primos

p0 ( p1 ( . . . ( pn

é chamada cadeia de ideais primos de comprimento n.

Se p é um ideal primo de A, o supremo dos comprimentos de cadeias com

p0 = p é chamado altura de p e denotado ht(p).

Definição A.1 A dimensão do anel A é o supremo das alturas dos ideais

primos de A.

dimA = sup {ht(p) : p é ideal primo de A} .

Se M é um A-módulo, definimos a dimensão de M por

dimM = dim(A/Ann(M)).
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Sejam A um anel, M um A-módulo e a1, . . . , ar uma sequência de ele-

mentos em A. Dizemos que a1, . . . , ar é uma sequência M-regular quando:

1. ai não é divisor de zero sobre M/(a1, . . . , ai−1)M , para todo 1 ≤ i ≤ r

2. M 6= (a1, . . . , ar)M

Quando os elementos a1, . . . , ar pertencem a um ideal I, dizemos que é

uma sequência M-regular em I. Se não existe b em I tal que a sequência

a1, . . . , ar, b seja regular, dizemos que a1, . . . , ar é sequência M -regular max-

imal em I.

Definição A.2 Sejam A um anel noetheriano, I um ideal de A e M um

A-módulo. Definimos a I-profundidade de M como o comprimento das

sequências M-regulares em I e denotamos depthIM . Quando (A,m) é um

anel local, escreve-se depthM ou depthAM .

Se A é um anel local noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado

não nulo, temos que depthM ≤ dimM

Definição A.3 Um anel A é Cohen-Macaulay quando sua dimensão de A

é igual a profundidade de A.

Definição A.4 Diremos que uma variedade projetiva X é aritmeticamente

Cohen-Macaulay (ACM) quando o anel de coordenadas homogêneas S(X) é

Cohen-Macaulay.

Segundo a definição, o espaço projetivo Pn, n ≥ 2 é ACM.
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Apêndice B

Sistema de Ráızes

As Definições e resultados deste apêndice podem ser encontradas em [24].

Dado um quiver Q escolheremos uma enumeração para os vértices de Q,

fazendo {1, . . . , n} = Q0 sempre que Q tiver n vértices.

Definição B.1 Seja Q um quiver e n = #Qo. A forma de Euler é a forma

bilinear 〈−,−〉 : Zn × Zn → Z dada por:

〈x, y〉 =
∑

i∈Q0

xiyi −
∑

α∈Q1

xt(α)yh(α)

A partir desta forma, obtemos uma forma bilinear simétrica em Zn dada por:

(x, y) =
1

2
(〈x, y〉+ 〈y, x〉)

Esta última é a forma de Cartan associada ao quiver Q e a matriz desta

a matriz de Cartan do quiver Q.

A forma quadrática q(x) = (x, x) , x ∈ Zn associada a forma de Cartan é

a forma de Tits do quiver Q.
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Exemplo B.2 Seja Q o quiver

1•
α1 //

α2

// •2

Se x, y ∈ Z2, então

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 − 2x1y2,

(x, y) = x1y1 + x2y2 − x1y2 − x2y1,

a matriz de Cartan deste quiver é





1 −1

−1 1





e a forma de Tits de Q é q(x) = x21 + x22 − 2x1x2.

Note que a forma de Cartan não depende das orientações das flechas do

quiver Q, e sim de quantas flechas existem entre dois vértices dados.

Dado um quiver Q, associamos a este um grafo Γ que tem o mesmo

número de vértices que Q e as arestas são as flechas de Q sem as orientações.

Por semelhança com a definição de quiver, dizemos que Γ0 é o conjunto de

vértices e Γ1 o conjunto de arestas de Γ.

Assim, a forma de Cartan só depende do grafo Γ associado a Q.

O elemento ei = (δi1, . . . , δin) ∈ Zn, onde δij = 1 quando i = j e 0 se

i 6= j, é dito uma raiz fundamental quando não existem laços em i, isto é, não

temos flechas em Q1 que começam e terminam no vértice i. Denotaremos Π

o conjunto das ráızes fundamentais.
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Para uma raiz fundamental i definimos a reflexão fundamental σi ∈
AutZn dada por:

σi(λ) = λ− 2 (λ, ei) ei

Se i é uma raiz fundamental, então (ei, ei) = 1.

Vemos que a reflexão σi também depende apenas do grafo Γ.

Se (λ, ei) = 0, então σi(λ) = λ. A forma de Cartan é invariante por

reflexões fundamentais pois

(σi(λ), σi(λ
′)) = (λ− 2 (λ, ei) ei, λ

′ − 2 (λ′, ei) ei)

= (λ, λ′)− 2(λ′, ei)(λ, ei)− 2(λ, ei)(ei, λ
′) + 4(λ, ei)(λ

′, ei)(ei, ei)

= (λ, λ′) .

Temos também que σi(ei) = −ei.
O conjunto de todas reflexões fundamentais geram o grupo de Weyl do

grafo Γ que denotaremos por W (Γ) ⊂ AutZn.

Note que a forma de Cartan é W (Γ) invariante, isto é,

(σ(α), σ(β)) = (α, β) para todo σ ∈ W (Γ).

Definição B.3 O conjunto das ráızes reais ∆re(Γ) é dado por:

∆re(Γ) =
⋃

w∈W (Γ)

w(Π).

Definição B.4 Seja um grafo Γ. O grafo Γ′ é um subgrafo de Γ quando

Γ′
0 ⊆ Γ0 e Γ′

1 é o conjunto de todas as arestas de Γ que não são ligadas a

vértices de Γ0 \ Γ′
0.

Exemplo B.5 O grafo

1
•

2
•
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é subgrafo de

1
•

2
•

3
•

Para um elemento α =
∑

i∈Γ0

kiei, onde ki ∈ Z, chamamos de altura (height)

de α (denotada htα) o número
∑

i

ki. Chamamos de suporte de α ( denotado

suppα) o subgrafo de Γ com os vértices i tais que ki 6= 0 e todas as arestas

ligando estes vértices.

Dados x, y ∈ Zn, dizemos que x > y quando xi ≥ yi e x 6= y.

Definição B.6 O conjunto fundamental M ⊂ Zn é:

M = {α ∈ Zn, α > 0 | (α, ei) ≤ 0, ∀ei ∈ Π; suppα é conexo}

Definimos o conjunto de ráızes imaginárias ∆im(Γ) por

∆im(Γ) =
⋃

w∈W (Γ)

w(M ∪ −M).

Definição B.7 Definimos então o sistema de ráızes ∆(Γ) do grafo Γ como

∆(Γ) = ∆re(Γ) ∪∆im(Γ).

Um elemento α ∈ ∆(Γ), α > 0 é dito uma raiz positiva. Denotaremos

∆+(Γ) o conjunto de todas as ráızes positivas. Similarmente, definem-se o

conjunto das ráızes reais positivas e o das ráızes imaginárias positivas.

Onde não causar confusão usaremos a notação abreviada ∆, W , etc, em

vez de ∆(Γ), W (Γ), etc.

Temos que (α, α) = 1 se α ∈ ∆re, e (α, α) ≤ 0 se α ∈ ∆im.

De fato, se α ∈ ∆re, temos α = w(ei), onde w ∈ W e ei ∈ Π. Como a

forma (−,−) é invariante pelo grupo W , temos diretamente que
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(α, α) = (ei, ei) = 1. Agora, caso α ∈ ∆im temos α = w(β) para algum

w ∈ W e algum β =
∑

kiei ∈M ∪ −M .

Assim, (α, α) = (w(β), w(β)) = (β, β) =
∑

i ki (β, ei) ≤ 0, pois caso

β ∈ M então ki ≥ 0, e (β, ei) ≤ 0 e se β ∈ −M mostra-se o mesmo

semelhantemente.

Daqui temos que ∆re ∩∆im = ∅.

Teorema B.8 ( Kac [12], pg 85) Seja Q um quiver. Se V é uma rep-

resentação indecompońıvel de Q sobre um corpo algebricamente fechado k,

então dimV é um vetor com entradas positivas do sistema de ráızes de

Q. Por outro lado, se (x1, x2, . . . , x3) é um vetor com entrada positivas do

sistema de raizes de Q, então existe representação indecompońıvel V com

dimV = (x1, x2 . . . , xn).
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[19] G. Ottaviani, Varietá proiettive di codimensione piccola, INsAM

Courses, Aracne, Roma (1995).

[20] S. A. Ovsienko, Representations of quiver with relations. Matrix prob-

lems, Akad. Nauk Ukrain. SSR Inst. Mat. Kiev, (1977), 88-103.

[21] D. M. Prata, Representações Torcidas de Quivers. Dissertação de

Mestrado, IMECC-UNICAMP (2008).

[22] D. M. Prata, Representações de Quivers e fibrados vetoriais sobre
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