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Resumo

As distribui¢des multivariadas de caudas pesadas tém encontrado muitas aplicacoes em
estatistica, onde a distribuicao normal tem sido usada. A distribuicao Normal Inversa
Gaussianal (NIG) é uma mistura varidncia-média, de uma normal multivariada com
uma distribui¢do univariada Inversa Gaussiana (IG). O principal objetivo deste trabalho
é o estudo dos modelos estruturais com erros nas variaveis, sob a distribuicdo NIG
simétrica multivariada. Assume-se que as variaveis observadas seguem uma distribuicao
NIG bivariada simétrica. Devido a complexidade da funcao de verossimilhanca, a estimacgao
dos parametros do modelo por maximizacao direta é extremamente dificil. Para superar
este problema, propomos um algoritmo EM rapido e preciso, para obter as estimativa
de maxima verossimilhanca dos parametros. Discutimos aspectos da robustez do uso da
distribuicao NIG, que inclui a aplicacdo do método de deteccao de observagoes atipicas no
modelo com erros nas variaveis sob a distribuicao NIG simétrica. Estudos de simulacao
e aplicagoes de um conjunto de dados reais, sao fornecidos para ilustrar a metodologia

proposta.

Palavras-chave:Distribui¢oes de caudas pesadas; Distribui¢oes hiperbdlicas generalizadas;

Distribuigdo Normal Inversa Gaussiana; Modelo com erros nas variaveis.



Abstract

The heavy-tailed multivariate distributions have found several applications in statistics,
where the normal distribution has been used. The Normal Inverse Gaussian (NIG) distribu-
tion is a recent variance-mean mixture of a multivariate Gaussian with a univariate Inverse
Gaussian (IG) distribution. The main goal of this work is the study of the structural
errors-in-variables models, under the symmetric Multivariate Normal Inverse Gaussian
(NIG) distribution. It is assumed that the observed variables follow a symmetric bivariate
NIG distribution. Due to the complexity of the likelihood function, the estimation of
the model parameters by direct maximization is exceedingly difficult. To overcome this
problem, we propose a fast and accurate EM algorithm for the maximum likelihood
estimation. We discuss aspects of robustness of the use of the NIG distribution, which
includes the application of method to detect outlying observations in the error-in-variables
model under the symmetric NIG distribution. Simulation studies and applications to real

data set are given to illustrate the proposed methodology.

Keywords: Heavy-tailed distributions; Generalized hyperbolic distributions; Normal

inverse gaussian Distribution; Errors-in-variables models.
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1 Introducao

Em 1963, Benoit Mandelbrot notou que o comportamento dos log-retornos
de ativos financeiros apresentavam caudas mais pesadas do que a distribuicdo normal.
Assim, um novo tipo de distribuicdo, chamada hiperbdlica generalizada, provou ser 1til no
tratamento de dados financeiros. O que tornou as distribuicoes hiperbdlicas tao populares
foi o fato dos seus parametros serem suficientemente flexiveis para se adequarem aos
mais variados conjuntos de dados e contextos. Uma subfamilia da classe da distribui¢oes
hiperbdlicas, é a classe de distribuigdes normal inversa gaussiana (NIG), que é uma
distribuicao normal com mistura variancia-média, em que a densidade da mistura é a
distribui¢do inversa gaussiana (IG). Uma das razoes pelas quais a distribuicao NIG é
tao popular, é que seus quatro parametros a tornam flexivel o suficiente para ajustar
bem diferentes conjuntos de dados e consequentemente a torna potencialmente ttil em

diferentes contextos.

Esta distribuicao tem sido aplicada em areas como economia, fisica, biologia,
agronomia entre outros. A sua aplicacdo na area financeira ou econdémica surge em
primeiro lugar através de Eberlein e Keller (1995). Em seu estudo, utilizaram esta familia
de distribuicoes para ajustar dados de agoes da bolsa alema. Um trabalho mais abrangente
é elaborado por Prause (1999), no qual surge a aplicacao das distribuigdes hiperbdlicas

generalizadas para ajustar dados financeiros de ativos da bolsa alema e indices americanos.

A distribui¢ao hiperbélica, introduzida por Barndorff-Nielsen (1978), possui a
vantagem de ter caudas mais pesadas e de permitir grande concentracao das observagoes
em torno da média ou do valor central. Estas caracteristicas sao verificadas empiricamente
em aplicagoes de retornos dos ativos financeiros. O bom ajuste aos dados da distribuigao
hiperbdlica, motiva o uso desta distribui¢do em outras areas onde niao tem sido usada com

muita frequéncia.

A distribuicao NIG simétrica é uma distribuicao que possui caudas mais pesadas
do que a distribuicao normal, e que apresenta um valor de curtose maior que 3, medida
esta que caracteriza o achatamento da curva da funcao de distribuicdo. Uma distribuicao
¢ dita ser leptocurtica, quando o seu valor de curtose é maior do que 3, ja quando o valor
da curtose ¢ igual a 3 temos uma distribui¢do mesocurtica, que é o caso da distribuicao
normal, e quando a curtose é menor do que 3, temos uma distribuicao platicurtica. Sendo
assim, valores de curtose maiores do que 3, nos dao indicios de que uma distribuicao NIG

seria mais apropriada do que uma distribui¢cao normal, para o ajuste dos dados.

As distribui¢oes com caudas pesadas possuem maior probabilidade na area das

caudas quando comparadas a distribuicdo normal. Para dados do campo financeiro, como
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acontece com os retornos de ativos, temos que suas distribuicoes, em grande parte dos
casos, sao assimétricas com caudas mais pesadas do que uma distribuicao normal. Logo,
utilizar uma distribui¢cdo normal nao seria uma boa escolha, deste modo, a principio foi
sugerido o uso de distribuicoes de Pareto, mas essas distribuicoes apresentavam caudas
demasiadamente altas. Assim, as distribui¢oes hiperbdlicas generalizadas surgiram como
uma alternativa no tratamento dos dados financeiros, pois seus parametros sao suficiente-
mente flexiveis para se adequarem aos mais variados conjuntos de dados, especialmente a

distribuicao NIG, por ser mais simples de ser aplicada.

E bem conhecido, que as distribuicoes elipticas simétricas, que é o caso da
distribuicao NIG multivariada, tém sido usadas no lugar da distribuicdo normal por
serem mais robustas, ja as distribuigoes elipticas assimétricas tém sido usadas no lugar da
distribui¢ado skew-normal proposta por Azzalini (1985). Ambas classes de distribuigoes
possuem aplicagoes em um grande nimeros de areas, tanto em areas tedricas como aplicadas

(na teoria de distribuigdes e em modelos de regressao).

1.1 Distribuicdo normal com mistura variancia-média

A familia de distribui¢bes normais com mistura varidncia-média tem a impor-
tante habilidade de gerar inimeras formas de distribuigoes flexiveis. Esta familia possui
alguns casos bastante relevantes de distribui¢oes assimétricas, como é o caso da distribuigao

normal inversa gaussiana (NIG), que serd o foco de estudo neste trabalho.

Em intimeras aplicagoes as caudas da distribuicao normal sao menos pesadas
do que o desejado, e suas formas também nao sao adequadas para dados altamente
assimétricos ou muito concentrados, préoximos de valores centrais. Desta maneira, nestes

casos a utilizacao de distribui¢oes normais com misturas variancia-média é a mais indicada.

Se um vetor aleatério p-dimensional Z segue uma distribuicdo normal, entao
dizemos que o vetor aleatorio p-dimensional X tem distribuicdo normal com mistura

variancia-média se pode ser representado por
X =p+UB+VUZ, (1.1)

em que Z ~ N,(0,X), e U é uma varidvel aleatéria univariada positiva independente de Z.
Nesta representacao, B € IR? é o parAmetro de assimetria, e p é o pardmetro de locacao.

Se a variancia de U for finita, entdao a média e variancia de X sdo dadas por
E[X]=upu+BE[U] e Var[X]=E[U]Z + Var[U]|BB".

Algumas observagoes sobre a distribuigao em (1.1):
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1. Quando B = 0, temos a familia de distribui¢oes de escala mistura normal (SMN),
em que temos como casos particulares as distribui¢cdes normal, ¢-Student, normal

contaminada, slash, entre outras distribuicoes simétricas;

2. Quando a variavel aleatoria U segue uma distribuicdo inversa gaussiana, U ~

IG(x, ), temos como caso particular a distribui¢do normal inversa gaussiana;

3. Dado U = wu, a distribuicao condicional de X segue uma distribuicao normal, i.e.
X|U = u ~ Ny(p + uB,uX). Sob o modelo condicional, o procedimento para
estimagao sera mais simples, e o algoritmo EM parece ser uma boa opg¢ao como

método de estimagdo dos parametros do modelo;

4. Para B # 0, a distribuicao é assimétrica, e assim é natural pensar em compara-
la com as distribuigbes assimétricas propostas por Azzalini (1985), por exemplo.
As distribuigoes assimétricas de Azzalini, tém encontrado aplicagoes em diversas
areas, como por exemplo modelos de regressao. Entao, é natural pensar no uso da

distribui¢ao em (1.1) em modelos de regressao.

1.2 Modelo de regressao com erros nas variaveis

Em geral, os modelos de regressao linear sao ajustados sobre a hipétese de que
as covariaveis sao medidas sem erro, considerando-as como efeito fixo. Porém, em muitas
situagoes praticas, essas covaridveis apresentam efeitos aleatérios, uma vez que fatores
do acaso podem interferir no processo de medicao. Nesse caso, fatores aleatérios, como
correntes de ar ou vibragoes, introduziriam erros nas mensuragoes. Uma alternativa para
evitar essa alteragao seria repetir inimeras vezes a medicao, permitindo avaliar a incerteza

estatistica nas covariaveis.

Situagoes desse tipo ocorrem na engenharia, em que a reducao dos “erros”, no
contexto mais amplo da palavra, é tratada especificamente pela metrologia. Em sintese, essa
ciéncia analisa os aspectos relativos as medicoes e calibracoes de instrumentos, utilizando-se
metodologias estatisticas. Tais medi¢oes, em conjunto com o uso de uma técnica estatistica
inadequada certamente, resultam em indices de qualidade incoerentes. Para modelar estas
situagoes, incluindo no modelo os erros de medi¢des ou erros no processo, o modelo de
regressao com erros nas variaveis, proposto por Fuller (1987) contorna estes problemas.
O modelo proposto por Fuller é definido sob a classe das distribui¢oes normais. Devido
a presenca de observagoes atipicas, generalizacoes tém sido consideradas sobre a classe
das distribuigoes simétricas elipticas, que contém como casos particulares as distribuicoes

normal, t-Student, exponencial poténcia, normal contaminada, slash, entre outras.

A inferéncia nos modelos lineares sob a classe das distribuicoes elipticas tem sido

objeto de estudo por muitos autores, como por exemplo, em Fang e Zhang (1990) e Arellano-
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Valle (1994). Em modelos lineares com erros nas varidveis na classe das distribuigoes
elipticas, existem numerosos trabalhos, como por exemplo Lachos et al.(2009) e Patriota
e Bolfarine (2009). A inferéncia nestes modelos é importante pelas suas aplicagdes em
diferentes areas, como por exemplo, nas ciéncias médicas ou ciéncias sociais. Apesar dos
constantes avangos tecnologicos terem tornado cada vez mais precisos os procedimentos de
mensuragao, nao ¢ realista supor que algumas variaveis no modelo sejam medidas sem
erros e o mais comum ¢é nao ter acesso aos seus verdadeiros valores. O modelo linear com

erros nas variaveis mencionado acima ¢ definido a seguir.

Considere a relagao linear,
Y=a+Lx;+e,1=1,...,n,

com Y; sendo a variavel resposta da i-ésima observacao e x; a variavel preditora da -
ésima observagao. Porém, como muitas vezes x; pode nao condizer com seu valor real é

considerado medido com erro de acordo com a equagao
Xi =T; + Uj,

em que X; é um estimador nao viesado do verdadeiro valor de z;. Temos que « representa
o intercepto e [ a inclinacao, sendo ambos parametros desconhecidos. Os erros e; e u;
sao variaveis aleatorias com média 0 e variancia ¢, e ¢,, respectivamente, os quais sao

independentemente distribuidos, para ¢ =1,...,n.

O modelo de regressao linear com erros nas variaveis pode ser visto como um
modelo usado para a comparacao de dois instrumentos de medigoes, este estudo é conhecido
como calibragado comparativa (Barnett, 1969), onde se comparam vérios instrumentos ou
métodos de medic¢oes. A necessidade de se comparar instrumentos ou métodos de medigoes
tem aparecido com frequéncia em diversas areas, por exemplo: Grubbs (1948,1973) compara
trés crondmetros; Barnett (1969) apresenta um exemplo em que quatro combinadores,
instrumento-operador concebido para medir a capacidade vital em um grupo de pacientes
sao avaliados e Jaech (1985) apresentou véarios exemplos na area industrial. Christensen e
Blackwood (1993) comparam cinco termopares; Bolfarine e Galea-Rojas (1995) apresentam
um estudo de inferéncia no modelo t-Student; Bedrick (2001) compara trés métodos para
medir sedimentos de solo. Outros trabalhos sob a classe das distribui¢oes simétricas podem
ser encontrados em Arellano-Valle (1994), e para trabalhos mais recentes veja resultados
em Patriota (2010) e Patriota e Bolfarine (2009).

Em muitas aplicacoes, por exemplo, na area industrial e agricultura, é assumido
que todos os instrumentos medem a caracteristica de interesse na mesma escala, aqui o
modelo de Grubbs parece ser mais adequado, veja também, Christensen e Blackwood
(1993).
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1.3 Objetivo do trabalho

O objetivo deste trabalho é apresentar o modelos de regressao linear com erros
nas variaveis sob a classe das distribui¢des NIG simétrica. Esta discussao tem como base,
principalmente os trabalhos desenvolvidos por Arellano-Valle e Bolfarine (1996), baseados
em distribui¢oes simétricas, tais como as distribuigoes t-Student, normal contaminada
e slash, em geral baseada nas distribuigoes elipticas (Galea et al., 2000). A distribuigao
NIG possui uma representagao estocastica que facilita a implementacao de um algoritmo
EM para obter as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo e
de aplicagoes de andlise de diagnoéstico. Para a analise de dados, consideramos alguns
resultados de andlise de diagnéstico no modelo de regressao linear com erros nas variaveis
utilizado os métodos de Zhu et al. (2001). De uma forma geral, podemos enumerar os

objetivos desse trabalho como:

1. Apresentar a distribuicao NIG multivariada. Apresentar propriedades da distribuicao
NIG multivariada em direcao do uso no modelo de regressao linear com erros nas

variaveis,

2. Discutir alguns aspectos de inferéncia, em que a estimagdo de maxima verossimilhanca

sera feita via um algoritmo EM,

3. Desenvolver um estudo de andlise de diagnéstico no modelo de regressao linear com

erros nas variaveis, eliminacao de casos e ponderacao de casos.

1.4 Organizacdo do Trabalho

Este trabalho consta de 6 capitulos. No Capitulo 2, apresentamos uma revisao
resumida da distribuicao hiperbdlica, apresentando as propriedades que serao usadas nos

capitulos subsequentes.

No Capitulo 3, apresentamos o modelo de regressao linear com erros nas variaveis
baseado na distribuicao NIG simétrica. Estudos de estimacdo de maxima verossimilhanca
via algoritmo EM sao discutidos. A estimacao dos parametros do modelo via algoritmo
EM sob algumas restrigoes serao discutidas, com o intuito de realizar alguns testes
de hipodteses. Estudos de simulagoes sao desenvolvidos para avaliar o desempenho dos

algoritmos propostos e para estudar o comportamento da estatistica de teste.

No Capitulo 4, apresentamos uma discussao sobre a identificagdo de observagoes
atipicas, exclusdo de casos e métodos de influéncia local propostos por Cook (1986). No
Capitulo 5, apresentamos aplicagoes a dois conjuntos de dados reais, e finalmente no
Capitulo 6, apresentamos um resumo e conclusoes dos resultado obtidos e de pesquisas

futuras.
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2 Distribuicao Normal Inversa Gaussiana

2.1 Introducao

A distribui¢ao normal inversa gaussiana (NIG) é um caso especial da distribuigao
hiperbdlica generalizada (GH), introduzida por Barndorff-Nielsen (1978). Uma das razoes
que faz a distribuicao NIG ser tao popular, é que seus quatro parametros a tornam flexivel
o suficiente para ajustar bem diferentes conjuntos de dados e consequentemente a torna

potencialmente til em diferentes contextos.

A distribuicao NIG simétrica, que é um caso particular da distribuicdo normal
com mistura variancia-média com a densidade da mistura sendo a distribuicao inversa
gaussiana (IG), é uma distribui¢io que possui caudas mais pesadas do que a distribuig¢ao
normal, apresentando entao valores de curtose maiores do que de uma distribui¢ao normal.
Sendo assim, esta distribuicdo é considerada mais indicada para analisar dados mais

leptocurticos.

2.2 Distribuicao normal com mistura variancia-média

A familia de distribui¢bes normais com mistura varidncia-média tem a impor-
tante habilidade de gerar inimeras formas de distribui¢oes flexiveis. Esta familia possui
alguns casos bastante relevantes de distribui¢oes assimétricas, como é o caso da distri-
buigao hiperbdlica generalizada (GH), que tem como casos particulares outras inimeras

distribuigoes importantes como, por exemplo, a normal inversa gaussiana (NIG).

Seja Z é uma variavel aleatoria com distribuicdo normal univariada e X uma
variavel aleatoria seguindo uma distribuicao normal com mistura variancia-média, entao

X pode ser definida como
X=pu+UB+VUZ, (2.1)

emqueuelReZ ~ N(0,0%). B éo pardmetro que representa assimetria, 1 é o parametro
de locagao e U é a variavel aleatéria positiva que representa o peso e é independente de Z,
com fungao distribui¢do acumulada (fda) H(.). Sua fda pode ser obtida por meio de

0

Flz) = f B((x — j— uB)u"2, oDdH (), e, (2.2)

0
em que ®(.,0°%) é a fda de uma distribuicio N(0,0?). Quando H(.) é absolutamente
continua, com fungao distribuigao (fdp) h(u), podemos obter a fdp de X como sendo

) = J:O W 20((n — o — uB)u V2, o h(u)du,  ze TR, (2.3)
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em que ¢(.,0?) é a fdp de uma distribuicio N(0,0?). Dado U com variancia finita, temos
que

E[X]=p+BE[U] e Var[X]= E[U]o*+ Var[U]B>.

Quando 3 = 0 e U™ segue uma distribuicio gamma com parametros (v/2,/2),
ou seja, U segue uma distribuigdo inversa gamma com pardmetros (v/2,r/2), temos que
X segue a conhecida distribui¢ao ¢-Student com v graus de liberdade (Kotz e Nadarajah,
2004). J& quando 8 # 0 e U seguindo uma distribuigdo inversa gaussiana generalizada
(GIG), resultando assim em uma distribuicdo GH (Barndorff-Nielsen, 1997), a partir da

qual podemos gerar outras distribuicoes.

2.3 Distribuicao gaussiana inversa generalizada

A distribuicao inversa gaussiana generalizada (GIG) foi proposta inicialmente
por Etienne Halphen (1941) para analisar a frequéncia dos fluxos de rios, porém devido
a sua forma complexa envolvendo func¢oes de Bessel e fungoes exponenciais permaneceu
em esquecimento por varios anos. Essa distribuicao foi redescoberta e popularizada por
Barndorff-Nielsen (1978) e posteriormente, por sua influéncia, foi muito estudada por
Jorgensen (1982).

Uma variavel aleatéria positiva tem distribuicao GIG se a sua fdp é dada por

h(u):(z)”QMGXp{_;(Z+¢u)}n{u>0}(u), (2.4)

em que —o0 < A <00, ¥ >0,7>0e K, éa funcdo de Bessel modificada de terceiro tipo

avaliada em u e indexada por A, o qual é definida por

L [* ,_ x 1
Ki(z) = ZL v 16XP{—2 (y+ y)}d%

o grafico da fungao K,(.) pode ser observado na Figura 1 para alguns valores de . Esta
distribui¢ao ¢ denotada por U ~ GIG(%, x, \) e os parametros satisfazem as seguintes

relagoes

x=0,v>0 se A>0,
x>0,9=0 se A <0,
x>0,>0 se A=0.

Algumas propriedades da funcao de Bessel modificada de terceiro tipo serao

necessarias no decorrer do trabalho. Suas propriedades mais importantes sdo:

1. K)\(ZL’) = K_)\(ZE),
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2\
2. K)\_H(I) = ?K)\(I) + K)\_l(l’),

| + k)(2x)*
3. Krj1po(x) = —exp Z (r 'k' r=20,1,2,..., um caso particular é,

para r = 0 temos Kyp(x) = 4/21e><p(—x)7
x

d

1
%K/\il(x) = —Q(K,\,l(x) + K (2)).

4 Ky () =

Funcao de Bessel modificada de terceiro tipo

R ]

LI | R | R T |
AOr WD =

I

|

|
|
|
|
|
|

o)

Figura 1 — Fungao de Bessel de terceiro tipo K, (z).

2.3.1 Subclasses

A distribuigao Inversa Gaussiana Generalizada possui algumas subclasses muito
conhecidas, como por exemplo,

e Distribuicao gama

Se x =0,% > 0e X > 0, temos uma distribuicio Gama(A,/2), com fungao
densidade dada por

h(u) = @) ' ;ﬁ;; exp {—;m} oo (1),
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e Distribuicao inversa gama
Se x >0,v=0e\ < 0, temos uma distribuicdo IGama(X, x/2), com fun¢ao
densidade dada por

h(u) = (i)A FIEA_;\) exp {—%} L0y (w),

e Distribuicao inversa gaussiana

Se A = —1/2 | temos uma distribuigdo IG(x, 1), que serd aprofundada adiante, com

funcao dada por

hu) = \/Zexp(mmg/?exp {—; (% + wu) } 1m0 (1).

2.3.2 Propriedade dos momentos

Os momentos da distribuicao GIG serao extremamente necessarios no decorrer

do trabalho, principalmente no algoritmo EM. Temos que o m-ésimo momento é dado por

O™ Knem (VD)
ElU ]‘(¢) Ka(vxw) (25)

e desta propriedade, segue que

_ (X I/QK/\Jrl(\/W)

El) = <w) Ka(/xw) | (26)
g (Y Ky 1 (VX) (Y UQKAH(\/W)_%

Bl ]‘<x) R (x0) ‘( > M)

X

o= (3) [ () | &

(2.7)

As esperangas (2.6) e (2.7) serdo utilizadas no préximo capitulo para a estimagao

dos parametros do modelo via algoritmo EM.

2.3.3 Caracterizacdo dos parametros

Esta secao é destinada para analisar graficamente o comportamento da fdp da
distribuicao GIG para diferentes valores dos parametros. Na Figura 2, temos os graficos da
densidade em (2.4) para alguns valores de A fixando x = 9 = 1, quanto menor o pardmetro

A mais assimétrica serd a distribuicao.

Ja nas Figuras 3 e 5 fixamos ¢y = 1 para A = 0 e A = 0.5, respectivamente,
variando os valores de y, e assim podemos notar que com o aumento do valor de x o

grafico se torna menos assimétrico e nas Figuras 4 e 6 fixamos x = 1 para A =0e A = 0.5,
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Figura 3 — Fdp da GIG para diferentes valores de x, fixando ¢ =1 e A = 0.
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Figura 4 — Fdp da GIG para diferentes valores de 1, fixando y =1 e XA = 0.
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Figura 5 — Fdp da GIG para diferentes valores de y, fixando ¢y =1 e A = 0.5.
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respectivamente, variando @) e podemos ver que quanto maior o valor do parametro

mais assimétrica sera a distribuicao.

1.2

1.0

0.8

f(u)
0.6
|

0.4

0.2
|

Figura 6 — Fdp da GIG para diferentes valores de v, fixando y =1 e A = 0.5.

2.3.4 Distribuicao inversa gaussiana

Temos um dos casos mais conhecidos da distribuicaio GIG quando temos
A = —1/2, que corresponde a uma distribuigao inversa gaussiana (IG). Existem diversas
parametrizagoes possiveis para esta distribuigao, segundo Johnson et al. (1994) temos que
U ~ IG(u, A) se a funcao densidade de probabilidade é dada por

) 1/2 exp {_)‘(“_“)2} T gumop(w), (2.9)

2u?

i) =

2mus
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com média > 0 e A € IR,. Mas reparametrizando (2.9) com p = §/7 e A = 6° obtemos

as seguintes possiveis fungoes densidade de probabilidade da distribuicao IG.

- () () ew
hs(u) = (27(?;)1/2 exp {—;Z <u2 — 2ui + i) } : (2.11)
ha(u) = (Qi;)l/Qexp{—”;“ + 0y — ;SZ} (2.12)
hs(u) = (223)1/2 exp {57 - W} , (2.13)

comdeR, evyeR,.

Substituindo, §* = y e 7* = 1 na parametrizacdo hs(u), temos a parametrizacio
mencionada na se¢ao anterior (2.4) da distribuicdo GIG quando A\ = —0.5, assim U ~

IG(x, ) ¢é dada por
b t) = peespy/a0n e {3 (X4 v . @1

A seguir, serdo apresentadas algumas propriedades importantes sobre a distri-

buicao inversa gaussiana, que serao lteis com o decorrer do trabalho.

Seja U ~ IG(x, ), temos que:

1. A média é dada por
2. A variancia é dada por

3. A moda é dada por

(-3 Y 91\
vt = (52) B ()

E algumas relagoes importantes da distribuicao inversa gaussiana podem ser

vistas abaixo.
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2. Para ¢ uma constante real positiva,
cU ~ IG(\/ex, A/ ¥/c).

Por meio da distribuicao acumulada da normal padrao podemos representar
a fungao de distribui¢do acumulada de U. Sendo assim, se U ~ IG(x, ), temos que a

funcao distribui¢do acumulada é dada por

o o ) (S50 romavion () (45}

em que u > 0 e ®(.) é a funcao distribuicao acumulada (fda) da distribuigdo normal
padrao, expressao deduzida por Shuster (1968) e Chhikara e Folks (1974). A seguir temos

algumas relagoes importantes da distribuicao 1G.

Através das figuras a seguir conseguimos analisar como os diferentes parametros
interferem graficamente na distribuicao IG. Na Figura 7, fixando o parametro ¢ = 1 temos
que o aumento no parametro x leva a diminuicao da assimetria da distribuicao e na Figura
8, fixando o parametro y = 1 temos que o aumento do parametro ¢ leva ao aumento da

simetria da distribuicao.

o
3
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2 - RSl
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—_ X=4
o
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0
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o g e T
S
T T T T T
0 1 2 3 4

Figura 7 — Fdp da IG para diferentes valores de y, fixando ¢ = 1.
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Figura 8 — Fdp da IG para diferentes valores de v, fixando y = 1.

2.4 Reparametrizacao

Para o decorrer do trabalho sera utilizada uma reparametrizacao da densidade
dada em (2.4), fixando ¢ = wn e x = w/n obtemos uma nova parametrizacao para a

distribuicao GIG com fdp dada por,

) = 0 e {2 (44 D) o) (215)

em que 17 > 0 é o parametro escala, w > 0 é um parametro de concentragao, e A é o
parametro de indexagdo. Deste modo, quando denotamos U ~ GIG(w,n, \) temos que U

segue uma GIG com a parametrizagdo em (2.15).

Nas Figuras 9 e 10, apresentamos a distribuicao GIG sob a parametrizagao
(2.15) paran =1, A =0 e A = 0.5 e variando os valores de w, podemos notar que a sua

diminuicao leva ao achatamento do grafico da GIG.



Capitulo 2. Distribui¢io Normal Inversa Gaussiana 31

f(u)

f(u)

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.5

1.0

0.5

0.0

T —— =01 A\ —— =10
o I\
‘-- ©=025 - I\ ‘== @=5
| --- ©=05 " \ - =2
— o=1 o | [ — o=1
- |
|

Figura 9 — Fdp da GIG para diferentes valores de w, fixandon =1e A = 0.5.

w4
T |\‘ —— =01 - —— =10
1 c-- ©=025 ‘== @=5
7\
| --- 0=05 1\ --- 0=2
‘\ —_ n=1 I/ \ — o=1
|

Figura 10 — Fdp da GIG para diferentes valores de w, fixandon =1e A = 0.

Considerando uma distribui¢do GIG com A = —1/2, ou seja, uma distribuigao

IG, temos que a fdp obtida a partir da parametrizacao (2.15) serd dada por

(u/n)~%? wu
SV iy (U RS | 2.1
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mais especificamente, seréd utilizada a IG comn=1e y =9 = w, ou seja, U ~ IG(w,w)

com densidade dada por
u=3? 1 w

Pela Figura 11, podemos observar o comportamento da distribuicao IG, em
que com o aumento do parametro w a distribuicao tem uma diminuicao na simetria, sendo

assim, quanto menor for o w mais assimétrica sera a distribuicao IG.

0 - |\\ —— =01 —— =50
I ‘- ©=025 -- ©=25
! --- =05 --- 0=10

Figura 11 — Fdp da IG para diferentes valores de w, fixando n = 1.

2.5 Distribuicao hiperbdlica generalizada

As distribuigdes com caudas pesadas tiveram inicio com o economista Pareto
(1986) e mais estudadas depois pelo matematico francés Paul Pierre Lévy (1925). No inicio
estas distribuicoes eram estudadas apenas do ponto de vista tedrico, mas hoje podem ser
aplicadas a diversas areas, como é o caso da matematica financeira. As distribui¢oes com
caudas pesadas possuem maior probabilidade na area das caudas, quando comparadas a

distribuicao normal com mesma média e mesma variancia.

Em dados do campo financeiro, como acontece com os retornos de agoes, suas
distribuicoes, em grande parte dos casos, sao assimétricas e possuem caudas mais pesadas
do que uma distribui¢ao normal. Logo, utilizar uma distribuicao normal nao seria uma
boa escolha, deste modo, a principio foi sugerido o uso de distribui¢cbes de Pareto por
Mandelbrot (1963), mas essas distribuigdes apresentam caudas demasiadamente pesadas.

Assim, as distribui¢oes hiperbdlicas surgiram como uma alternativa no tratamento de
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Figura 12 — Comparagao entre NIG(1,0,1,0) e N(0, 1).

dados financeiros, pois seus parametros sao suficientemente flexiveis para se adequarem
aos mais variados conjuntos de dados. Sendo mais tarde generalizadas e obtendo portanto,

as distribui¢oes GH.

Como podemos ver pela Figura 12, quando comparamos a distribui¢ao normal
com a distribuicao NIG simétrica, que é um caso especial da distribuicdo GH, temos que
esta distribuicao se ajusta melhor a dados leptocurticos do que a distribui¢do normal,
como temos muitas vezes em dados financeiros. Além da area financeira, as distribuigoes
hiperbélicas generalizadas sao aplicadas as mais diversas areas de conhecimento, como por

exemplo, a fisica, biologia, agronomia, entre outros.

2.5.1 Caso univariado

A classe de distribuicoes GH tem grande destaque na literatura de modelagem
financeira, particularmente no caso univariado. Um motivo importante para este destaque
é a sua ligacao com os processos de Lévy, isto é, processos com incrementos independentes
e estacionarios, como o movimento browniano, que sao usados para modelar processos de

pregos em tempo continuo.

Uma variavel aleatéria X tem distribuicao GH se for definida como uma variavel

aleatéria gerada pela combinagdo de uma varidavel U com uma variavel com distribuicao
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normal Z de acordo com a seguinte equagao
X=pu+UB+VUZ, (2.18)

em que Z ~ N(0,0%), e U ~ GIG(), x,v) independente de Z. A sua funcio densidade de
probabilidade foi proposta por McNeil et al.(2005), que pode ser expressa por

X + d(z) ]“‘1/2”2 (/)M 1o (VT + /o] [x + d(2)])
b+ 2o (V27102 K\ (v x)exp[— 2/ (x — )]

em que d(z) = (x — p)?/o* ¢ @ = (A, x,1, p, 0,3) é o vetor dos pardmetros do modelo,

g(z) = [ Looy(a), (219)

com x,Y >0, u,B,\,ceRecd>0,

Existe um conjunto grande de parametrizacoes alternativas para a distribuicao
GH na literatura, sendo mais comum encontrar essa distribuicdo com a seguinte reparame-
trizacao. O parametro de assimetria 3 ¢ substituido pelo parametros 3’ e os pardmetros

nao negativos y e 1 sdo substituido pelos parametros nao negativos d e v de acordo com

2
2% parametrizacao: 3’ = fZ’ d=X e a= m.

Estes parametros devem satisfazer as seguintes restrigoes

§=0 e a?> (%% se A>0,
§>0 e a?> (%% se A=0,

§>0 e a?>=p%? se A<0.

Blaesild (1981) usa essa parametrizagdo para mostrar que as distribui¢coes GH
formam uma classe fechada de distribuicées sob transformacgoes lineares e condicionais.
Entretanto, esta parametrizacao tem o problema de que os pardmetros « e § sdo geralmente

invariantes sob qualquer uma destas operagoes.

As diferentes parametrizacoes permitem desenvolver diferentes significados aos
parametros utilizados. Abaixo seguem algumas das parametrizacoes conhecidas, conside-

rando o = 1:

3* parametrizagao: (= 5@7 p=p"/a,
4* parametrizacio: € = (1+ )Y, v = ép,

5* parametrizacao: a=ad, B =p'".

Os parametros da distribuigdo hiperbdlica generalizada podem ser interpretados
da seguinte forma: p e § representam respectivamente, a localizagdo e a escala, [ representa
a assimetria e a representa a forma. Aumentando £ ou diminuindo ¢ ou @ temos um
aumento no achatamento, representando a curtose. O parametro A determina o peso das

caudas da distribui¢do, como também define as diferentes subclasses das distribui¢oes GH.
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Outra parametrizagao foi proposta por Barndorff-Nielsen e Stelzer (2011), que

representa as distribuigoes hiperbdlicas generalizadas da seguinte forma,

1/2—A

o0) = ey (1 ) K n(@V T Plexpl 3o = i) D), (220)

em que

v =+a?— 32, 5&,5256,125769233;“. (2.21)

2.5.1.1 Caracterizacdo dos pardmetros

Nesta secao podemos observar o efeito de cada um dos parametros da distri-
buigao hiperbodlica generalizada quando consideramos a fdp dada em (2.19), podemos ter

mais informagoes consultando Wang (2015).

Quando = 3 = ' = p = x = 0 obtemos uma distribuicio GH simétrica, ja
quando temos que 3 > 0 observamos uma assimetria a esquerda e se § < 0 temos uma
assimetria a direita e seu efeito pode ser visto na Figura 15. Quando maior é o valor do
parametro [ mais evidente sera a assimetria. O efeito de p é bastante intuitivo, ja que é o
parametro de locagao e se efeito pode ser visto na Figura 13. O pardmetro y interfere no
achatamento da densidade, sendo que um aumento de x torna a densidade mais achatado,

que podemos ver na Figura 14.

Temos também que o menor valor do parametro ¢ resulta num aumento do
achatamento da densidade. Fixando todos os outros parametros, com um aumento de 1),

temos um aumento da variancia, que pode ser analisada na Figura 16.

2.5.1.2 Algumas propriedades

A distribuicao GH possui algumas propriedades importantes que serdo tuteis,
como por exemplo, seja X ~ GH (A, x, ¥, u,0,08) e U ~GIG(X, x,v) com representacao

como em (2.19). Entao,

1. A média de X é dada por

E[X] = p+ EU]P,

2. A variancia de Xé dada por

Var[X] = Var[U]p* + E[U]o?.

Blaesild (1981) provou que a distribuicdo GH ¢ fechada sob transformacgoes

lineares, como pode ser visto no seguinte teorema.
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Efeito do paréametro p

0.4

f(x)

0.1

Figura 13 — Comparacao do efeito do parametro p com p = 1,2 e 3, fixando A = —0.5 |
Yp=x=0c=1e=0.

Efeito do parametro y

0.2

0.1

Figura 14 — Comparacao do efeito do pardmetro x com xy = 1,2 e 3, fixando A = —0.5 ,
YvV=0=1ef=p=0.
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0.1

0.0
0.0

(a) Para f =0,—0.6 e —0.9. (b) Para 8 =0,0.6 e 0.9.

Figura 15 — Comparacao do efeito do parametro g com g = —0.9, —0.6,0,0.6 e 0.9, fixando
A=—-05,a=x=0=1epu=0.

Efeito do parametro y
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Figura 16 — Comparacao do efeito do parametro ¢ com ¥ = 1,2 e 3, fixando A = —0.5 ,
d=0c=1lef=p=0.
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Efeito do parametro A

0.3
|

0.2
|

0.1

Figura 17 — Comparacao do efeito do parametro A com A = —0.5,0 e 0.5, fixando ¢ =
x=0c=1ef=0epu=0.

Teorema 2.1. Seja X ~ GH(\, x,v¥, u,0, ). Entio a transformagao linear Y = aX + b,
em que a,b € R, Y também é uma distribuicio hiperbélica generalizada Y ~ GH (X, x, ¥, au+
b,a’c? ap).

2.5.1.3 Casos especiais

A familia da distribuicdo GH é extremamente flexivel e contém muitos casos

especiais conhecidos, como por exemplo,

e Distribuicao t-Student

Se A\ = —v/2,¢p = =0,0 =1e x = v, temos uma distribui¢ao
GH(-v/2,v,0,1,0) = t(,), com fdp dada por

g9(z)

r(est
)

e Distribuicao hiperbdlica
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Se A = 1 temos uma distribui¢do Hiperbdlica HY P(x, v, 0, u, 8), com fdp
dada por

X + d(z) ]1/4 (/)2 Ko (/ [0 + F2Jo?][x + d(x)])
v+ B2/o%| (V2ro? K (Vidx)exp[—5% /o (@ — )] |

(@ —p)?

M@Zl

com z, € R e d(z) =

e Distribuicao normal inversa gaussiana

Se A = —1/2 , temos uma distribuicao NIG(x, ¥, o, i, 3), que serd aprofundada

adiante, com funcao densidade dada por

() = [ e ]_1/2 W)Y + 5/0%][x + d(@)])
Y+ 32/0? (V2102 K1 o (v/ihx)exp[—B2/o2(x — )]

(@ —p)?

com z,u € R ed(x) = 5
o

A distribuigao normal inversa gaussiana simétrica (NIGS) é obtida quando
o pardmetro de assimetria é igual a zero (5 = 0). Assim, temos que a distribuicao
NIGS é definida pela relagao

X =pu+VUZ,

em que Z ~ N(0,0°) e U sdo independentes, e U segue uma distribuicao 1G, definida
em (2.14). A distribuigdo NIGS serd denotada por X ~ NIGS(u,o;x, ). Usando a

funcao geradora de momentos (Hanssen e Oigard, 2001), temos o seguinte teorema:
Teorema 2.2. Seja X ~ NIGS(u,0;x,v%), com x, ¥ > 0. Entao,

1. A média é dada por
E[X] =p
2. A wvariancia € dada por
Var[X] = E[U]o?

Quando @ — 0, obtemos a distribuicao Cauchy como um caso especial da
distribuicao NIGS (Lillestgl, 2000). A distribui¢ao normal também pode ser obtida

como um caso limite da distribuicao NIGS quando ) — co.
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2.5.2 Caso multivariado

Um vetor aleatério p-variado X tem distribuicao GH se for definido como um
vetor aleatdrio gerado pela combinagao de uma variavel aleatéria positiva U com um vetor

aleatorio normal p-variado Z de acordo com a seguinte equagao
X=p+UB+VUZ, (2.22)
em que Z ~ N,(0,X), e U ~ GIG(¢, x, ) independente de Z.

A sua fdp foi derivada por McNeil et al.(2005), como
f(x) = [ X +d(x) ](Ap/m L WPOVPE (V[ + BTE1B] X + d(X)])
v+ pTEB (2m)P2|S2K(Vibx)exp[(p — x) T2 6]
em que d(x) = (x — p) ' X7 (x — ) é a distancia de Mahalanobis e 8 = (), x, ¥, u, 2, B)
é o vetor dos parametros do modelo. Usamos a notagdo X ~ GH,(\, x, ¢, u, X, B) para

. (2.23)

indicar que X segue a distribuigdo em (2.23), e assumido que |¥| = 1 para garantir a

identificabilidade do modelo, para mais informagoes ver Browne et al (2015).

Podemos ver facilmente que X|U = u ~ N,y(p + uf,uX). Assim, pelo teorema

de Bayes a distribuicao condicional de U dado X = x, pode ser dada por

_ fx|wh(u)
f(U|X) - f(X)
_ <¢ 1 BT2_1B)(/\—p/2)/2 y P21
X +d(x) 265 p2(\/T + BTZ1B][x + d(X)])

« exp {—; ((X*j(x)) Ny ﬂTE‘lﬂ)U> } ,

e assim, UX =x ~ GIG(W + B'E7'8, x +d(x), A — p/2).

De acordo com Browne et al (2015), seja X ~ GH,(\, x, ¥, 1,3, 8) e U ~
GIG((\, x, ). Entao,

1. A média é dada por
E[X] = p+ E[U]B,
2. A variancia é dada por
Var|X] = E[Var(X|U)] + Var|E(X|U)]
= Var[U]BB' + E[U]Z.

A funcao geradora de momentos da distribuicdo GH é facilmente calculada,

uma vez que a funcao geradora de momento da mistura é conhecida. Assim, ela é dada por
Mgy (t) = E[E[exp{t'X}|U]] = e**E[exp{Ut'B + 1/2t'St)}]

_ ot ( v )W K\(y/0(x — 268 — t'%t))
w— 2B —t'St K\(vVx¥)

. Y =28B+ 'St
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Como provado por Blaesild (1981) temos que a distribuicao GH é fechada sob

transformacoes lineares. Assim, segue que

Teorema 2.3. Seja X ~ GH,(\, x, ¥, p, X, B), entdo a transformacio linear Y = AX+b,
em que b € R* ¢ A € R, Y também é uma distribuicio hiperbélica generalizada

Y ~ GH,(\, x, ¥, Au+ b, AS A, AB).

Considerando o pardmetro de assimetria igual a zero (8 = 0), temos a distri-
bui¢do GH multivariada simétrica, com Z ~ N,(0,X) e U ~ GIG(\, x, ). Assim, temos
que X = p + VUZ e sua funcao densidade de probabilidade E dada por

o0 = | SRR PR (Vi + G
A CrPPISIRRA(VEX)

em que d(x) = (x — p)' X7 (x —p) e 0 = (A x, 9, 1, B).

Serao apresentados a seguir alguns casos especiais da distribuicdo GH simétrica,

(2.24)

em que serao utilizados algumas propriedades assintoticas da funcao de Bessel K, que

podem ser encontrados em Abramowitz e Stegun (1972).

e Distribuicao t-Student
A distribuigao t,(p, 3, v) é obtida considerando A < 0 fixo e ) — 0, assim temos

o D(p/2 — N)
(PPN

Desta maneira, a densidade da distribuigao ¢-Student com v graus de liberdade é

lim f(x) = =72 (1 +d(x)/x)* 2.

obtida considerando v = x = —2),

e Distribuicao normal contaminada
Denotada por C'N,(p, X;v,m), com 0 < v < 1e0 < n <1, esta distribuicdo sera
obtida através da mistura de GH,(p, (1/7)X, \, x, ) e GH,(p, 5, A, x,¢) com fdp

dadas por fi e fs, respectivamente. Desta forma, considere a fdp dada por

f(x) =viylw,2/m A x,¥) + (1 —v)folylm, Z, A, x,9),

ASSIM TOMANDO ¢ — w0 e x — o0, tal que x/1» — 1, temos a distribuigdo normal

contaminada multivariada, com fdp dada por

lim  f(x) =vo,(yln, B/n) + (1 = v)op(yln, X).

(¥,x)—(90,00)
e Distribuicao slash
Denotada por SL,(p, X;v), a fdp é obtida através do vetor aleatério X = p +
k(U)Y?Z, em que k(u) = e e U ~ GIG(1,0,1)), ou seja, U ~ Gama(1,1/2), dessa
maneira, temos que

i 79 = 160 = (0/2) [, sl D)

x—0
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Assim, obtemos SL,(p,3;v) com v = 1)/2.

e Distribuicao normal inversa gaussiana
Seja X um vetor aleatério com distribuigao NIG,(x, ¥, u, X, B), a sua fungao
densidade de probabilidade é dada por

X + d(x) TWW”wwlwfm@d¢W+mzlmu+awD
b+ BTE18 @2m)P2[S[V2EK o (VX )expl(p — x) TS16]
(2.25)

o) = |

em que d(x) = (x — p)"Z7H(x — p).

Um caso especial da distribuicao NIG ¢é a distribuicao normal inversa gaussiana
simétrica, que obtemos quando B = 0. Assim, um vetor aleatério p-dimensional X
tem distribuicao NIGS multivariada como uma mistura de um vetor aleatério normal
p-dimensional Z com U seguindo distribuicao IG com parametros y, ¥, de acordo com a

seguinte equacao
X =p+VUZ, (2.26)

em que Z ~ N,(0,%), e U ~ IG(¢, x) independente de Z. Assim, sua funcido densidade
de probabilidade ¢ dada por

x+d@q<ﬁwﬂmwrWKﬁmwx D(x + d(x)))
" QryRS K p(Vix)

Usamos a notacao X ~ NIGS,(x, ¢, p, X) para indicar que X segue a distribuicao em
(2.27).

f(x) = [ (2.27)

A seguir apresentamos a func¢ao geradora de momentos (fgm) e a fungao
caracteristica da distribuicdo NIGS. Entdo, seja X ~ NIGS,(p, X5 x, ), com x, ¢ > 0.

Entao,

1. A funcao caracteristica de X é dada por

= o (V8 ) KA ETSR)
X AU+ tTE Ki2(v/X¥)

2. A fgm de X é dada por

Mty — e Y\ Kualy/AW —750)
x VY —tTEt Ky2(vx) ’

com t'3t < ¢, e t € RP. A prova e outras propriedades podem ser vistas em Zeller
(2009).



Capitulo 2. Distribui¢io Normal Inversa Gaussiana 43

A partir dessas propriedades podemos encontrar os momentos de X através da

fgem de X que ¢é dada por

Mx (t) = et *M;(tTSt/2), t € R?, (2.28)
em que
. VU e K1/2( X(¢Y — 2s))
e = (F25) et (229

éafgmde U ~ IG(x, ).

Sejam U e Z independentes, podemos obter o vetor de médias e a matriz de cova-
ridncias de um vetor aleatério com distribuigdo NIGS. Assim, seja X ~ NIGS,(p, X; x, V),
com x, ¥ > 0. Entao,

1. se E[UY?] < oo temos que E[X] existe e é dado por

E[X] = p,

2. se E|U] < oo temos que o segundo momento E|X] existe e é dado por

Var[X] = Var[U]X.

Um caso especial da distribuicao NIGS multivariada que sera utilizado neste
trabalho ¢ a distribuicio NIGS bivariada. Dizemos que X = (X1, X3)' segue uma distri-
buicdo NIGS bivariada padrio se X = VUZ, em que Z ~ N5(0,X) e U ~ IG(x, ), com
Z, e U independentes. Esta distribuigao serda denotada por X ~ NI1GS5(0, X, x, ).

Note que X, dado U = u, tem uma distribuigdo normal bivariada N5(0,u3),

em que a fdp de X pode ser obtida da seguinte forma

ﬂm=fﬂmmwm
o0 1

1 —3/2 !
J() meXP {_QUXTE_lx} %exp(\/@)exp {—2 (% + ’QDU) } du

@ Ty -1
- (2%)3/;/)% — 2 eXp(\/@)J u*exp {—; (X i qu = + ¢U) } du

0

0

d(x) +
(x) + x Y, temos

o

em que d(x) = x' X 'x . Assim, transformando u =
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- G (WA)

X ooy‘5/2exp{—; P(d(x) + x) ;er)}dy

Assim, a fdp de X ~ NIGS5(0,%, x, ) é dada por

T2V =22 \ m/d(X) + x

em que d(x) é a distancia de Mahalanobis j& definida anteriormente.

3/2
f(x) VX ( vy ) exp(v/x¥) Ks2(v/4(d(x) + X)), (2.30)

2.6 Discussao sobre reparametrizacao

Nesta secao, sera discutida a parametrizacao utilizada no decorrer do trabalho.
Na literatura, é assumido que |X| = 1 para garantir a identificabilidade do modelo, como
esta condigao pode ser muito restritiva para as aplicacoes, recentemente algumas outras
condigoes foram propostas para tornar esse modelo mais flexivel, como por exemplo o que
foi proposto por Browne et al (2015) que é utilizar U ~ GIG(w, 1, \). Fixando ¢ = wn

e x = w/n, ou entdo w = +/x¥ e n = 1/1/x, obtendo uma nova parametriza¢iao para a
distribuicao GIG com fdp dada por,

h(u) = %exp {—ZJ (:; + Z) } L u>0, (2.31)

em que 17 > 0 é o parametro escala, w > 0 é um parametro de concentracao, e A é o
parametro de indexacdo. Sob esta parametrizacao a fdp da distribuicdo GH multivariada

sera dada por

e d ]@-p/z)/z Ky pp(y/[w + BTE 1B]w + d)) (2.32)

Fx) = LW PSR (@)exp[—(x — 1) 5-16]
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Quando consideramos uma distribui¢do GIG com A = —1/2 temos uma distri-

buigao IG que a fdp em (2.31), serd dada por

(u/n)="? { w (u 77)}
h(u) = ————exp{—= | —+ =) ¢, 2.33
(u) 20Ky (w) P 2\n w ( )
mais especificamente, sera utilizada a distribuicao IG com n =1 e x = 1 = w, ou seja,
U ~ IG(w,w) com fdp dada por

h(u) = %exp {—; (wu + Z)} : (2.34)

Da mesma maneira que ocorre com a distribuicaio GH multivariada, a condicao
|%| = 1 é muito restritiva quando consideramos uma distribuicio NIG multivariada. Uma
proposta para contornar esta restri¢ao é utilizar U ~ IG(w,w), definida em (2.34). Sob

esta parametrizagdo a fdp da NIG multivariada sera dada por

(2.35)

B w+d —(p+1)/4 K_1/2_p/2(\/[w ¥ BTE 18w +d))
9= 55 58] msER el B SR

Quando analisamos o parametro w no caso univariado, considerando o = 1,
B =0,pu=0e)=—1/2, podemos comparar seu efeito com a distribui¢do normal, em que
pode ser observado que quanto menor for o valor de w mais leptoctrtica sera a distribuicao,
e quanto maior for seu valor, mais a distribuicao se assemelha a uma distribuicao normal,
que pode ser visto na Figura 18 com w = 20. Isto ocorre devido ao fato da distribuicao

normal ser um caso limite da distribuicao NIGS quando w — 0.

Em especial, neste trabalho sera utilizada uma distribuicao NIGS bivarida, em
que sua fdp é um caso especial da densidade dada em (2.35). Assim, temos que a fdp da

distribuicao NIGS bivariada que sera utilizada no trabalho é dada por

W+ d(x) ] K (Vwlw + dx)]) (2.36)

f(x) = [ 2m)[E[ 2Ky (w)



Capitulo 2. Distribui¢io Normal Inversa Gaussiana 46

Efeito do parametro o

-4 -2 0 2 4

Figura 18 — Comparacao do efeito do parametro w da NIG com a distribuigdo normal,
considerando w = 0.5,1,5 e 10, fixando =0, u=0e A = —1/2.
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3 Modelo de Regressao com Erros nas Varia-

vels

Em geral, os modelos de regressao linear sao ajustados sob a hipdtese de que as
covariaveis sao medidas sem erro. Porém, em muitas situagoes na pratica, essas covariaveis
nao podem ser medidas diretamente. Nesse caso, fatores aleatorios, como correntes de ar
ou vibragoes, introduziriam erros nas mensuragoes. Uma alternativa para contornar este

problema seria repetir a medi¢ao, permitindo avaliar a incerteza estatistica no resultado
final.

Situagoes desse tipo ocorrem na engenharia, em que a reducao dos “erros”, no
contexto mais amplo da palavra, é tratada especificamente pela ciéncia denominada por
metrologia. Em sintese, essa ciéncia analisa os aspectos relativos as medigoes e calibragoes
de instrumentos, utilizando-se metodologias estatisticas. Tais medi¢oes, em conjunto com
o uso de uma técnica estatistica inadequada certamente resultam em indices de qualidade
incoerentes. Para modelar estas situacoes, incluindo no modelo os erros de medigoes ou
erros no processo, o modelo de regressao com erros nas variaveis, proposta por Fuller

(1987) vem a contornar estes problemas.

Os modelos de regressao com erros nas variaveis sao uma extensao dos modelos

de regressao usuais, em que duas variaveis possuem uma relagao linear entre si do tipo
yi = a+ Bz,

porém nem y e nem x sao observados diretamente devido a presenca de erros na medicao
das covariaveis. Assim, considerar um modelo de regressao linear simples afetaria a precisao
dos parametros do modelo, desta maneira consideram-se os valores observados de X e Y

Cco1mo

Yi=vyi+e
Xi=$i+ui,

para i =1,....n.

Os modelos com erros nas variaveis podem ser classificados em funcional e
estrutural. No modelo funcional, temos as suposi¢oes de que e; e u; sao variaveis aleatorias
independentes, com média zero e variancias ¢, e ¢, respectivamente e ¢, e os valores de
x; nao observados como constantes. Assim, temos que o numero de parametros cresce de
acordo com o nimero de observagoes, pois os valores de x; sao parametros chamados de
incidentais, e sao associados a i-ésima observagao. Desta maneira, temos que os parametros

do modelo sao dados por «, 3, ¢, ¢, € x;, para ¢ = 1,...,n, totalizando n + 4 parametros.
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Ja no modelo estrutural temos que z; é considerado variavel aleatoéria, com média p,

e variancia ¢,. Assim, temos que o modelo estrutural possui 6 pardmetros dados por
a? /87 /"LLEJ (be? ¢U € ¢-’E

Neste trabalho sera considerado o modelo de regressao com erros nas varia-
veis estrutural, ele considera uma varidvel aleatéria bivariada desconhecida (x;,y;), que
representa os valores reais, sendo y; = o + S, .

Yi=oa+ Bz + ¢
(3.1)
Xi =2; + U, 1= 1, N,
em que « representa o intercepto e 8 a inclinacao, sendo ambos parametros desconhecidos.
Os erros e; e u; sao variaveis aleatorias com média 0 e variancia ¢, e ¢, respectivamente e

independentemente distribuidos, para i = 1,...,n.

Para a utilizagao deste modelo é necessario levar em consideracao algumas

condigdes de identificabilidade (Fuller, 1987), que sdao dadas por

(i) A variancia ¢, ou a varidncia ¢, é conhecida;

g < o du :
(ii) A razao das variancias A = — ¢é conhecida;
e

Pz

(iii) O coeficiente de atenuagao k, = ———— é conhecido, em que ¢, é a varidncia de x;,
Gu + Pe

1=1,...,n;

(iv) O intercepto a é conhecido.

Qualquer uma das suposicoes citadas reduz o niimero de parametros tornando o
modelo identificavel, para este trabalho serd considerado como condigao de identificabilidade

a razao de variancias conhecida com A\ = 1.

Mas diferente dos modelos com erros nas varidveis mais comuns sera utilizado
ao invés de uma distribuicdo Normal, uma distribuicdo Normal Inversa Gaussiana, que
¢ indicada para casos em que temos indicios que os dados seguem uma distribuicao
leptoctrtica. Iremos comparar também o caso em que w é parametro desconhecido do

modelo e quando ele é pré-fixado.

3.1 Modelo

Nesta parte do trabalho iremos assumir um modelo com erros de medigao
estrutural baseado na Distribuicdo Normal Inversa Gaussiana. Antes de especificar o

modelo sob a distribui¢ao NIG simétrica, vamos representar o modelo em (3.1) em forma
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matricial. Seja €; = (e;,u;)" e Z; = (Y3, X;)", o modelo pode ser escrito na forma
Zi =a-+ bl’l + €;
(3.2)
=a+ BI’Z‘,

€m que a = (C%O)Tv b = (57 1)T7 B = (b> 12) e o vetor r; = (ffi,GiT)T = ($i>€i7ui)T'

Assim, assumimos que (z;, ¢;,u;) ' sao independentemente distribuidos com distribuicao

r,=|e¢ @N]GS;J, 01, 0 ¢ 0], wl,i=1,...,n.
U; 0 0 0 o,

Assumindo que ¢. = ¢, = ¢ e utilizando as propriedades de linearidade, tem-se
que a distribuicio marginal de Z; = (¥;, X;)' é uma NIGS dada por
Y;
Z; = (X) ~ NIGSy(p, 3;w),

com fdp dada em (2.36), em que

_fa+ b (Béato B\
u= e X = ,1=1,...,n.
[ Bz Gat ¢

As expressoes acima podem ser escritas em forma matricial como
p=a+bu,; X =¢bb" +¢l,,
em que a e b sdo como em (3.2) e I, é a matriz identidade de ordem 2 x 2.

Seja z1,...,%, a amostra observada, entao a funcao de log-verossimilhanca

para os pardmetros «, f3, iy, ¢, ¢ € w pode ser escrita como £(0) = Z 0;(0), em que
i=1

3 1
0;(0) = —i[log(w—i—d(zi))—log w]+log Ki(v/w(w + d(z;)) )—log 27r—§log X |—log K2 (w),

com d(z;) = (z; — p) X (z; — p). Pode-se ver que a funcio de log-verossimilhanca
observada envolve expressoes complexas, como por exemplo o termo Ki(.), que pode
tornar dificil trabalhar diretamente com a funcao /(@) para encontra os estimadores de
maxima verossimilhanca (EMV) dos parametros do modelo. Desta maneira, sera utilizado

um algoritmo EM que sera descrito a diante.

3.2 Estimacao dos Parametros

Como mencionado anteriormente, é trabalhoso encontrar os EMV diretamente
da fungao £(0). Assim, nesta segao serd apresentada a estimacao dos pardmetros utilizando
o algoritmo EM (Dempster et al., 1977) para diferentes situagdes, como por exemplo,
quando comparamos o parametro w fixo ou parte do modelo, como também para alguns

casos especias que sao utilizados para realizar teste de hipdteses.
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3.2.1 Algoritmo EM considerando w fixo no modelo

A seguir, vamos discutir um procedimento para obtencao dos EMV dos para-
metros do modelo, especificamente vamos utilizar o algoritmo EM, sendo primeiramente
considerado o pardametro w fixo no modelo. Uma caracteristica importante deste modelo é
que ele pode ser formulado como representacao hierarquica que é extremamente 1til para
futuros célculos. A partir da representagao estocéastica, dada em (2.26) segue que através

da representacao hierarquica do modelo sob a distribuicao NIGS, temos que

Zi|x;,Us = u; ~ No(a + b, u;¢ly),
ri|Us = u; ~ N1(pa, uis), (3.3)
U, IG(w,w)
para i = 1,...,n independentes. A partir do teorema de Bayes temos a seguinte propriedade

que sera importante para o desenvolvimento teérico do algoritmo EM. Desta maneira,

temos que

fzi,wi,ui (Zi> Li, uz) = fzi|:ci,ui (Zi|xi7 uz)fxl,ul (fL’Z‘, uz)

fzz|xz,ul (Zz|$z7uz)fxl\u, (1'7,|U,1) (uz)

Seja z = (z],...,2, ), x = (1, 2,) ", u = (up, ..., u,) " e OF = (&¥) 3",

~ (k N
ﬁm(k), qu( ), qzb(k))T os estimadores dos parametros na k-ésima iteragdo. Assim de (3.3)

temos que a fungao de log-verossimilhanca completa associada a z. = (z,x,u) é dada por

(:(0) = ((0)z.) = log(n Foveiui (i Tiy i)

=108 (] [ Fostwans Zali, ) Faspu, (i) fo () (3.4)
i=1
Z 108 £ s s (i |4, 1) —i—Zlogfxb‘uz(xAul —|—Zlogful (u;),
i=1 i=1 =1

em que os termos da fungao de log-verossimilhanca completa sao dadas por

108 o (i, 1)) = = 5 s —a+br) s —a + b
— log(¢) — log(u;) — log(2m) (3.5)
1
- _ Zuiqﬁ[(zi —a+ b)) (z; —a+ bay)] —log(¢) + C1,
1

1 1
—log(u;) — §log(27r)

1
(@1 = 12)? = 5log(6) = 5

05 f (1)) = — 55—
L 1 o 2

(3.6)

1
— §log(¢$) + Oy,
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log(fu, (u;)) = ;log(w) — ;log(27r) — glog(ui) +w— ;w(ul + 1/w;), (3.7)

em que C] e (5 sao constantes independentes dos parametros do modelo. Neste caso,

log(fu, (u;)) é considerado constante devido w ser parametro pré-fixado do modelo.

Desta maneira, a partir de (3.5)-(3.7) temos que a func¢ao de log-verossimilhanga
completa do modelo é dada por

1 n
le(0)z.) = —nlog(¢) — 3 Z(Ui¢)_1[(zi —a+bax;) (2 —a+ b
i=1
— —log ¢z) — Z ut (z 240,
com C'sendo uma constante independente do vetor dos parametros 6. Considere 0%k —

~ ~ (k A
(a®, g® 5 %( ), #™) a estimativa de @ na k-ésima iteracio.

Apés manipulagoes algébricas, a esperanca condicional da funcao de log-

verossimilhanca completa é dada por
Q010) = E[(,(012)/6%, 2] = 3 Qu(86®).
i=1
Utilizando propriedades conhecidas da esperanca condicional, como
By ulle(8]2.)|0W) 2] = E,[Ex[(.(0]2.)|0%),u,2]|6®), 2],

entre outras encontradas em (Lachos et al., 2009), podemos obter a esperanca condicional

da funcao de log-verossimilhanga completa, que sera dada por

Q(0]6™) Z@h B, 310%) + > Qoi(jta, 62|0M),
i=1

em que
N 1. A .
Qli(Oé, B, ¢|0(k)) = - log(¢) - %ql(k) (Zi —a-— biﬂi(k))T(Zi —a-— bﬂ?i(k))
_ i]\(k)bTb
2¢ ° ’
. 1 . A
Qai(pe: 6:10") = —log(02) — 5~ (A + (& — 1. 0)?),
com
(%) Ak k AP LT (k Ky k)~ (K
- E[x2|uz,z,0( )] - Ax( ) 4 2 pT( )(Zi —ak _pf )Ifx( )),
' Q)
. A
~2(k z A (k
ﬁ>=mﬁm%mm=q®+@pﬂ (3.8)
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Para encontrar A,, através de (3.3) obtemos que

fai o (20 Tiswi) = f(2i) f(wilz) f (ilui, 2i).

Assim, utilizando o Lema 3 em Arellano-Valle et al. (2005a), obtemos de acordo com
Lachos et al. (2009), que

A
xi|ui, zZ; ~ Np (,ux + AszD71(¢)(Zi —a— b/Ll«), I) )

A A ~ (k
desta maneira, temos que A% = qAZ(k)Var[xJui, z, 0] = gzﬁw( )/c(k).

De (2.24), temos que U;|0%), Z; = z; ~ GIG(w,w + d(z;), A = —3/2), em que

d(z;) = (z; — p) "2 (z; — p) é a distancia de Mahalanobis, sendo assim teremos que

_ 3 . \/TKlﬂ(\/w(w + d(%i)(k)))
~ (k) ~ (k) ~ (B
wtd@) Nt d@)” ke + de)®)

Desta maneira, temos o seguinte algoritmo EM:

Passo E: Dado 6 = é(k), calcule qAZ(k), @5’“), ﬁ?(k) para i = 1,...,n a partir de

Passo M: Atualize 8%+ maximizando Q(8|8%)) sobre 0, o que leva as

seguintes expressoes fechadas:

Ak ¥, (v = B0
e g

B+ Y (Y = al)g g )

S (A 1 ga)

Y

=1
n  Ak) A
i (k+1) _ Diic1 qZ( )xi(k)
z n Alk )
Zi:1 Qi( )
~ (k1 1 & -
S = SV RO 46 2,00 + (2,0,
i=1

*tD = 1 Z X2 — 2X,8,® + 220 4 V2 —aWy; — 28R y;z,®

+2a® R 2, k) 4 (5))2 4 (B(k))%?(k)]‘

Os passos sao repetidos até a convergéncia do algoritmo EM, uma regra de

F+1 _ 9| suficientemente pequeno. O algoritmo EM é um

convergéncia utilizada é |@¢
algoritmo relativamente simples e nao custoso computacionalmente, sendo uma vantagem

de sua utilizagao.



Capitulo 3. Modelo de Regressao com Erros nas Varidveis 53

Valor Inicial: Neste caso, temos que o valor de w ja é previamente fixado,
porém para utilizar o algoritmo EM é necessaria uma aproximacao inicial dos valores dos
parametros desconhecidos, ja que serao necessarios no calculo da esperanca condicional
do passo E, portanto foram utilizados como valores iniciais os estimadores pelo método
dos momentos para razao de variancias conhecida (A = 1), que neste caso, também sao
estimadores de maxima verossimilhanca ajustados pelos graus de liberdade considerando
uma distribuicdo Normal, devido a simetria estes valores ja sao suficientes. Logo, os valores

iniciais escolhidos serdo

/jx(O) =X,
5O Syy — Sxx +4/(Syy — Sxx)? +4S%y
QSXY !
a0 =y - pOX,
0 0 _ Syy
’ EOK

Qg(o) = SXX - ng(O)>

em que Syy, Sxx € Syy sao os estimadores de maxima verossimilhanga para as variancias

e covariancias, ajustadas pelo grau de liberdade. Assim, temos que

Sxr = 23X - T - T)

1 ey
Syy = n;(x,» ~X)

1 & e
Syy—ﬁZ(Yi—Y).

i=1

Caso Sxy = 0 e Syy < Sxx, entao B(O) = 0. Mas, se Sxy = 0e Sy > Sy,

teremos que B(O) serd indefinido.

3.2.2 Algoritmo EM considerando w parametro

Ja nesta parte do trabalho iremos assumir um modelo com erros de medi¢ao
estrutural com w desconhecido, sendo este mais complexo, dado que seréd estimado um para-
metro a mais com relagdo ao modelo anterior. Temos neste caso que @ = («, 3, fiy, Or, O, W)

¢é o vetor de parametros a ser estimado.

A partir de (3.5)-(3.7), temos que neste modelo a fungao de log-verossimilhanca
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completa serda dada por

£o(6]2.) = — nlog(0) — iixzw (s~ a+br) (s —a+ b
Slog(6,) - 5 Zw4 — po)? + Slog(w) + nuw (3.9)
— ;wi(ui + 1/u;) + C,

com C' sendo uma constante independente do vetor dos pardmetros 6. Considere 0" =
N ~ (k A
(d(k), B(k), ;fx(k), gbz( ), qzﬁ(k),c?)(k)) a estimativa de @ na k-ésima iteracdo. A esperanca condi-

cional da funcao de log-verossimilhanca completa é dada por
Q(O16%) = B(0]2)10%.2] = Y Q.(616%),
i=1
e utilizando a propriedade da esperanga condicional,
Exu[te(012.)|0"W, 2] = Eo[Ex[((0]:)|0®), u,2]/6"), 2],

temos que

Q(016™) =" Qui(a, 8,6/0%) + " Quilptar 6:10™)) + D Qui(w]6™), (3.10)
i=1 =1

i=1
em que

a 1
Qui(a, B, ¢|9(k)) = —log(¢) — *@(k) (zi —a— bifz‘(k))T(Zi —a-— bfz‘(k))

2¢
1+
— %Ag’“)bTb,
@m%@W%=—ba%>2%m@+*w<>—@wﬁ,
Qui(wl®) = = 2@ + ¢ + Jlog(w) +w,
com AW, #0228 o (M i4 definidos em (3.8).

De (2.24), temos que U;|0%.Z; = z; ~ GIG(w,w + d(z;),A = —3/2), com
d(z;) = (z; — p) "X (z; — ). Assim, temos que

0" = E[U; 110", Z; = z,]

3 o) K1 s \/ S (%) 4 d(A )
o) + d(z;) + d K3/2 \/w ) )

o) = E[U;|0%), Z; = 2]

~ (k NG
- \/@(k) + d(zi)( )K1/2(\/@(k)(d)(k) + d(zi)( )))
= ) RCNY
T K em + @)™
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Desta maneira, temos o seguinte algoritmo EM:

Passo E: Dado 6 = é(k), calcule @@, f:l(k), i?(k) e @gk) para i = 1,...,n a partir
~ (k)
de d(Zl)

Passo M: Atualize 8%*Y maximizando Q(8|8") sobre 0, o que leva as

seguintes expressoes fechadas:

AHD S = B0 ™)
g
R n oy — a6 5 ()
5(k+1) _ szl( d;
S (A 4+ gMaE0y
n ~(k) A
ey _ S Y
M 27-11 Q(k) )

At 1K s ) . R
i=1

Y

kD = 1 Z VX2 — 2,80 + 220 4 y? — a®y; — 2pWyg, ()
i-1
+2a® B0 4 (602 4 (B®)220)],

a\)(k-‘rl) _

n
21‘11 qu(k) + Z?=1 @z(k) —2n

Da mesma maneira que ocorre com o algoritmo anterior, os passos sao repetidos
até a convergéncia do algoritmo EM, sendo a regra de convergéncia utilizada [|@%*+D —9®))|

suficientemente pequeno.

Valor Inicial: Os valores iniciais, como no caso para w fixo, sdo obtidos através

do método dos momentos sob distribuicao normal. Logo, serao dados por:

'qu(O) =X,

50 Syy — Sxx +4/(Syy — Sxx)? +4S%y
2Sxy ’

a0 =y — fOx,

(5 ©  Syy
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com Syy, Sxx e Syy dados por

1 & — —
SXY:nlzzl(Xi—X)(Yz‘—Y),
Iy o
SXX:n;(Xi_X)a

1 n

Syy = EZ(YZ- ~Y)2

i=1

Ja para obter o valor inicial do pardmetro w, serao utilizados o valores iniciais
0" = (a°, 8% 12, ¢, ¢°) j4 encontrados anteriormente e assim através funcao de log-

verossimilhanga condicional
L(w) = > Inf(z0" = 6*©),
i=1

maximizado em funcao de w, podemos encontrar o valor inicial de w,

&" = arg max L(w).

3.2.3 Teste de Hipoéteses

Discutiremos agora o teste da razao de verossimilhanga (TRV) para algumas hi-
poteses de interesse do modelo de regressao NIG com erro nas variaveis. Serao considerados

os seguintes problemas especificos que sao de interesse pratico:

e Hyy:a=0vs Hy;:a#0,
oHogzﬁzlvsﬂlg:ﬁ;él,

e Hy:a=0epf=1vs Hz:a#0e (3 #1.

A estatistica do TRV é dada por
Qrr =2{((0) - €(0)},

em que 0 é 0o EMV de 6 irrestrito e 8 é o EMV de 6 sob Hy, em que sob a hipotese nula,
a estatistica do teste da razao de verossimilhanca segue uma distribuicio y* com graus de

liberdade igual ao nimero de restrigdes da hipétese nula (p). Desta maneira, temos que
QrLr ~ X%p)-

Assim, a seguir serdo apresentados os algoritmos EM para obter as EMV sob
Hy. Para os calculos serd considerado o modelo NIG com w pardametro desconhecido, assim

temos:
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e EMV sob Hy: a = 0 (Intercepto nulo), com p=1

Quando consideramos o intercepto nulo do modelo, temos que
Q616" ZQM . 8,616™) +2@22 fay $210%) + ) Qui(w]6F),  (3.11)
i=1

assim este sofre alteragoes no Passo M do algoritmo EM. Neste caso temos entao
um novo vetor de pardmetros @ = (3, it ¢, ¢, w) " e desta maneira maximizando
condicionalmente Q(0]0™)) obtemos as novas estimativas dos pardmetros no passo

(k + 1), através das férmulas fechadas abaixo:
n ~(k) ~
B+ — i1 Yi qz( )«%’i(k)
S (A 4+ P a)
n  ~(k) ~
7, (D) = e 1qz( : i@

z n ~(k )
et qz( )
~ (k+1 1~ k) L _
(bm( ) - n Z A( )+ qz(k)( f(k) 2Mm(k)xi(k) + (Nw(k))2)a
i=1
FOD = S PIXE - 2X ) 4 220 4 ¥ - 90 4 (390

Y 7
2n i=1

Y

- i "+ Zz 1 o) —2n
com AW, il(-k) e f?(k) ja definidos em (3.8).

Os valores iniciais também sofrem alteracdo quando consideramos o intercepto nulo
do modelo. Também sao obtidos através do método dos momentos considerando

uma distribui¢do normal e serdo dados por:

/Za:(o) = y)
- Y
(O
g
0 SxyX
(bx - ? )
~ Sxy X
925(0) = SXX — X?Y )
o = argmaXZlnf(ziw* — 6*),
Y=l

onde 0*©) = (5%, ), 5. 0").
e EMV sob Hy: 8 =1, com p=1

Quando consideramos o parametro § = 1 , temos que

Q(616™) ZQMa,we )+ Qailita, 6:10%)) + > Qui(w]6W),  (3.12)
i=1 i=1
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assim este sofre alteracdes no Passo M do algoritmo EM. Temos entdo um novo
vetor de parametros @ = («, jty, ¢, ¢, w)". Assim, maximizando condicionalmente
Q(8]0™) obtemos as novas estimativas dos pardmetros no passo (k + 1), através das

formulas fechadas abaixo:

n ~(k ~
&(kJrl) _ Zz 19 5 )(K _xl(k))
DI
n k) ~
> (k1) _ Qe 1%() ,(*)

~ k1) L hg (k) ~2(k k) = s
& ZgZA(H i@ = 21,970 1 (1,0)2)
=1

)

Y

amnz; X2 — 2X,5® 4+ 20 1 y2 _ a0y _ 2y;5®)
n i=1

+2a®zH 4 (~(k))2 @?(k)]’

a}(k)-‘rl) —

n ~(k k
(211§>+2H5>—2n>

Os valores iniciais também sofrem alteracao quando consideramos [ = 1 no modelo.
Também sao obtidos através do método dos momentos considerando uma distribuicao

normal e serao dados por:

/Zac(o) = Ya
a?” =Y -X,
~ (0

¢x( ) = SXY7

¢© = Sxx — Sxy,

o0 = argmaXZlnf 2|0% = %),

=1
onde 9*(0) = (0407/127 27 ¢0)

e EMV sob Hy:a=0e =1, com p=2

Quando consideramos o« = 0 e 8 = 1 no modelo, temos que
Q(6/6" 2 Qui(0, 1, 810™) + > Qi 9210%) + ) Qui(w]0®),  (3.13)
i=1 i=1

assim este sofre alteracoes no Passo M do algoritmo EM. Temos entao um novo vetor
de parametros desconhecidos 0 = (u,, ¢., ¢,w)T, e desta maneira, maximizando

condicionalmente Q(0]0™)) obtemos as novas estimativas dos pardmetros no passo
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(k + 1), através das férmulas abaixo:

~ (k+1) _ i 1qz( )fl(k)
Mg Zﬁ_l (j(k)

(k1) _ . (k) ~2(k < (k) ~ -
b == A+ gP @ - 20,050 + (1)),
=1
~ 1 &
D = = MEVXE - 2Xim® + 2+ V2 - 2via® + 25,8 + 270,
n

i=1

(Zzlz +Zzl i —27’L)

C’a(k‘—i—l) _

3.3 Estudos de Simulacao

Para analisar a performance dos algoritmos EM propostos na Secao 3.2, foram
realizados estudos de simulagao para investigar o desempenho do método de estimacao
dos parametros do modelo estudado. Foram considerados diferentes tamanhos amostrais,
n = 50,100, 200, 500 e 1000, tanto para o modelo que considera o pardmetro w pré-fixado,
quanto para quando consideramos w parametro desconhecido do modelo, em que sao
observados 3 casos diferentes, w = 0.5,1 e 5, sendo portanto, um caso em que w < 1, outro
em que w = 1 e outro w > 1. Para cada caso foram utilizadas 1000 replicas, que foram

obtidos através da representacao estocéstica dada em (2.26).

Para este estudo, serao analisados dois cendrios distintos:

e Cenario : =0, =1, u, =3, 0, =8, ¢ =2ew =0.5,1¢e 5,

e Cenario 2: a =2, =5, 4, =3, 0, =8, 0 =2ew=0.5,1¢e5,

em que serdao analisados, para cada tamanho amostral, a estimativa 0, a média dada
N

A N 1 A
por E|6x], o viés amostral dado por Viés(fy) = N Z(@kj — 0k) e o erro quadréatico médio

j
amostral (EQM) definido como EQM, = (E[0), — 0,]?), para k = 1, ..., 6. Os valores dos

parametros foram escolhidos ao acaso.

3.3.1 Cendrio 1l

Primeiramente, através do Cenario 1 sera estudado por meio de simulacoes a
eficacia do modelo para o caso, em que a = 0 e § = 1, para os casos em que w é pré-fixado
e também quando é parametro do modelo. Os valores dos outros parametros serao dados
por p, =3, ¢ =8, ¢ =2ew=0.5,1eb.

Cenario 1 considerando w pré-fixado
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Tabela 1 — Medidas resumo para as estimativas dos parametros «, e p, considerando w
pré-fixado para o Cenario 1.

estimativa de « estimativa de estimativa de p,
Média  Viés  EQM | Média Viés EQM | Média Viés EQM
50 | -0,0630 0,0630 0,3787 | 1,0213 0,0213 0,0245 | 3,0098 0,0098 0,1199
100 | -0,0190 0,0190 0,1698 | 1,0071 0,0071 0,0101 | 3,0066 0,0066 0,0524
0.5 ] 200 |-0,0102 0,0102 0,0751 | 1,0065 0,0065 0,0063 | 3,00568 0,0058 0,0218
500 | -0,0086 0,0086 0,0268 | 1,0026 0,0026 0,0021 | 3,0025 0,0025 0,0102
1000 | 0,0060 0,0060 0,0102 | 0,9990 0,0010 0,0010 | 3,0009 0,0009 0,0053

50 |-0,0466 0,0466 0,2531 | 1,0154 0,0154 0,0204 | 3,0105 0,0105 0,1401
100 | -0,0164 0,0164 0,1085 | 1,0066 0,0066 0,0093 | 3,0070 0,0070 0,0669
1 | 200 |-0,0046 0,0046 0,0458 | 1,0076 0,0076 0,0043 | 2,9970 0,0030 0,0273
500 | -0,0034 0,0034 0,0174 | 0,9993 0,0007 0,0011 | 2,9974 0,0026 0,0100
1000 | -0,0030 0,0030 0,0103 | 1,0006 0,0006 0,0008 | 3,0014 0,0014 0,0067

50 |-0,0247 0,0247 0,2052 | 1,0106 0,0106 0,0130 | 3,0121 0,0121 0,1859
100 | -0,0156 0,0156 0,0887 | 1,0069 0,0069 0,0062 | 2,9886 0,0114 0,0834
5 | 200 |-0,0098 0,0098 0,0390 | 1,0022 0,0022 0,0024 | 3,0032 0,0032 0,0372
500 | -0,0023 0,0023 0,0105 | 1,0028 0,0028 0,0009 | 3,0006 0,0006 0,0134
1000 | -0,0009 0,0009 0,0094 | 1,0002 0,0002 0,0005 | 2,9998 0,0002 0,0083

w n

Aqui através das Tabelas 1 e 2 temos os resultados das simulacoes quando
consideramos o modelo com w pré-fixado e podemos perceber que com o aumento do
parametro w temos uma diminui¢ao dos valores do EQM, com excecao do parametro p,
que aumenta seu EQM com o aumento do parametro. Ja foi mostrado anteriormente na
Figura 18 que quanto maior for o valor de w, mais a distribuicdo NIG converge para uma
distribuicao normal, assim temos que o EQM diminui quanto mais préxima a distribuicao
for da normal, mas quanto mais leptoctrtica for a distribuigao menor o EQM para p,, o
que era esperado ja que os dados estao mais concentrados em torno da média. Podemos
facilmente observar que com o aumento do niimero amostral o valor do EQM também
diminui, também podemos notar que quando n cresce, os EQMs diminuem, como ja era

esperado.

Nas Figuras 19-21 podemos ver a convergéncia dos estimadores dos parametros
modelo proposto com o aumento da amostra e também perceber que o mesmo tem uma
boa convergéncia dos estimadores para valores amostrais altos, mas quando utilizados
valores amostrais muito pequenos ele ja nao é tao eficaz para estimar os parametros do

modelo.

Um fato importante que ainda pode ser notado através das estimativas e dos
graficos é que o estimador do pardmetro ¢, tem uma convergéncia mais lenta que os
demais parametros do modelo, sendo entao necessario grandes valores amostrais ou entao
valores de w maiores para sua melhor convergéncia do estimador, em quanto estimadores

dos outros parametros aceitam tamanhos amostrais menores.

Cenario 1 considerando w parametro desconhecido
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Tabela 2 — Medidas resumo para as estimativas dos parametros ¢, e ¢ considerando w
pré-fixado para o Cenario 1.

estimativa de ¢, estimativa de ¢

Média  Viés EQM | Média Viés EQM
50 | 7,9192 0,0808 9,6342 | 1,8783 0,1217 0,3390
100 | 7,9279 0,0721 5,0031 | 1,9502 0,0498 0,1396
0.5 ] 200 | 7,9502 0,0498 2,56304 | 1,9751 0,0249 0,1094
500 | 7,9515 0,0485 10,9343 | 1,9905 0,0095 0,0386
1000 | 8,0034 0,0034 0,4355 | 1,9953 0,0047 0,0136
50 | 7,9524 0,0476 7,2374 | 1,9228 0,0771 0,2559
100 | 7,9734 0,0266 3,1616 | 1,9533 0,0467 0,1495
1 | 200 | 7,9927 0,0073 1,6153 | 1,9699 0,0301 0,0671
500 | 8,0052 0,0052 0,6283 | 1,9950 0,0050 0,0224
1000 | 7,9957 0,0042 0,2566 | 2,0029 0,0029 0,0117
50 | 7,9529 0,0470 4,8439 | 1,9330 0,0670 0,1031
100 | 7,9549 0,0450 2,3326 | 1,9551 0,0449 0,0878
5 | 200 |8,0233 0,0233 1,1141 | 1,9773 0,0227 0,0395
500 | 7,9989 0,0011 0,3874 | 1,9935 0,0065 0,0101
1000 | 8,0009 0,0009 0,1564 | 1,9989 0,0010 0,0089

w n

Aqui através das Tabelas 3 e 4, temos os resultados das simula¢des quando
consideramos o modelo com w parametro desconhecido e podemos perceber da mesma
maneira do caso anterior, em que w é pré-fixado, que com o aumento do parametro w temos
uma diminuicao dos valores do EQM, mas neste caso com exce¢ao dos parametros i, e
w que aumentam seu EQM com o aumento do pardmetro. Também podemos facilmente

observar que com o aumento do niimero amostral o valor do EQM também diminui.

Nas Figuras 22-24 podemos ver a convergéncia dos estimadores dos parametros
no modelo proposto com o aumento da amostra e também perceber que temos uma melhor
estimagao dos parametros para valores amostrais altos, como ocorre no caso anterior
utilizar valores amostrais pequenos torna o modelo menos eficaz para estimar os seus

parametros.

Também podemos ver novamente que o estimador do parametro ¢, tem uma
convergéncia mais lenta que os demais estimadores dos parametros do modelo, sendo
entao necessario grandes valores amostrais ou entao valores de w maiores para sua melhor

convergéncia.

3.3.2 Cenario 2

Ja através do Cenario 2 serd estudado por meio de simulacoes a eficicia do
método de estimacao dos pardmetros do modelo para o caso, em que o # 0 e 3 # 1, sendo
escolhidos os valores de @ = 2 e § = 5, para os casos em que w € pré-fixado e também
quando é parametro desconhecido do modelo. Os outros pardmetros foram escolhidos como

e =3, 0, =8, ¢=2ew=0.5,1eb, da mesma maneira que ocorreu no Cendrio 1.
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Tabela 3 — Medidas resumo para as estimativas dos parametros «, 3 e u, considerando w
parametro desconhecido do modelo para o Cenério 1.

w n estimativa de « estimativa de 3 estimativa de p,
Média  Viégs EQM | Média Viégs EQM | Média Viés EQM
50 |-0,0607 0,0607 0,3435 | 1,0155 0,0155 10,0329 | 2,9894 0,0105 0,1177
100 | -0,0186 0,0186 0,1709 | 1,0070 0,0070 0,0148 | 2,9918 0,0082 0,0617
0.5 | 200 | -0,0099 0,0099 0,0814 | 1,0060 0,0060 0,0073 | 2,9983 0,0017 0,0276
500 | -0,0079 0,0079 0,0327 | 1,0023 0,0023 0,0029 | 3,0012 0,0012 0,0120
1000 | -0,0059 0,0059 0,0176 | 1,0009 0,0009 0,0015 | 2,9987 0,0012 0,0060
50 |-0,0455 0,0455 0,2688 | 1,0154 0,0154 10,0209 | 3,0116 0,0116 0,1496
100 |-0,0092 0,0092 0,1271 | 1,0065 0,0065 0,0101 | 3,0016 0,0016 0,0754
1 | 200 |-0,0091 0,0091 0,0695 | 1,0011 0,0011 0,0051 | 3,0013 0,0013 0,0371
500 | -0,0051 0,0051 0,0266 | 1,0006 0,0006 0,0019 | 3,0009 0,0009 0,0150
1000 | 0,0027 0,0027 0,0132 | 1,0002 0,0002 0,0010 | 3,0008 0,0008 0,0076
50 |-0,0228 0,0228 10,2092 | 1,0071 0,0071 0,0139 | 3,0119 0,0119 0,1916
100 | -0,0151 0,0151 10,0972 | 1,0063 0,0063 0,0068 | 3,0097 0,0097 0,0934
5 | 200 |-0,0066 0,0066 0,0502 | 1,0021 0,0021 0,0034 |2,9974 0,0026 0,0459
500 | -0,0018 0,0018 0,0200 | 1,0002 0,0002 0,0013 | 3,0022 0,0022 0,0190
1000 | -0,0001 0,0001 0,0095 | 1,0001 0,0001 0,0006 | 2,9998 0,0002 0,0091

Tabela 4 — Medidas resumo para as estimativas dos parametros ¢,, ¢ e w considerando w
parametro desconhecido do modelo para o Cenario 1.

estimativa de ¢,

estimativa de ¢

estimativa de w

Média

Viés

EQM

Média

Viés

EQM

Média

Viés

EQM

0.5

50
100
200
500

1000

8,0177
8,0185
7,9863
7,9972
7,9940

0,0177
0,0185
0,0136
0,0027
0,0059

9,1118
5,0009
2,4284
1,0240
0,5013

1,8995
1,9510
1,9768
1,9872
1,9961

0,1004
0,0489
0,0231
0,0127
0,0039

0,4299
0,2280
0,1160
0,0484
0,0233

0,5418
0,5198
0,5093
0,5043
0,5023

0,0418
0,0198
0,0093
0,0043
0,0023

0,0056
0,0021
0,0009
0,0003
0,0001

50
100
200
500

1000

8,0102
7,9801
8,0060
7,9879
8,0052

0,0102
0,0199
0,0060
0,0120
0,0052

7,2984
3,1800
1,6348
0,7101
0,3305

1,9275
1,9557
1,9794
1,9951
1,9983

0,075
0,0442
0,0205
0,0048
0,0016

0,2042
0,1581
0,0733
0,0322
0,0165

1,0455
1,0244
1,0126
1,0052
1,0018

0,0455
0,0244
0,0126
0,0052
0,0018

0,0094
0,0041
0,0019
0,0007
0,0003

50
100
200
500

1000

7,9957
7,9864
7,9866
7,9990
8,0009

0,0042
0,0136
0,0133
0,0000
0,0009

41,8727
2,3164
1,1983
0,4963
0,2600

1,9314
1,9583
1,9810
1,9888
2,0000

0,0685
0,0416
0,0189
0,0112
0,0009

0,1895
0,0967
0,0470
0,0198
0,0098

59,0634
95,0311
5,0141
95,0071
5,0021

0,0634
0,0311
0,0141
0,0071
0,0021

0,0277
0,0135
0,0067
0,0025
0,0012
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Figura 19 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, 3, f., ¢, € ¢ quando
consideramos w = 0.5 pré-fixado no modelo de regressao NIG com erro nas
variaveis para o Cenario 1.

Cenario 2 considerando w pré-fixado

Aqui através das Tabelas 5 e 6 temos os resultados das simulacoes quando
consideramos o modelo com w pré-fixado. Podemos perceber como também ocorreu no
Cenario 1, que com o aumento do valor pardmetro w temos uma diminuicao dos valores do
EQM, com exce¢ao novamente do parametro u, que aumenta seu EQM com o aumento

do parametro.

Nas Figuras 25-27 podemos ver a convergéncia dos EMV quando aumentamos
o tamanho da amostra e também perceber que o mesmooferece boas estimativas para
valores amostrais altos, mas novamente quando utilizados tamanhos amostrais pequenos

ele ja nao é tao eficaz para estimar os parametros do modelo.

De modo semelhante que ocorreu no Cenério 1, pode ser notado através das
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Figura 20 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, 3, f., ¢, € ¢ quando
consideramos w = 1 pré-fixado no modelo de regressao NIG com erro nas
variaveis para o Cenario 1.

estimativas e dos graficos que o estimador do parametro ¢, tem uma convergéncia mais
lenta que os demais estimadores do modelo, sendo portanto necessario também a utilizacao

de grandes amostras ou entao valores de w maiores para sua melhor convergéncia.

Quando comparado com o Cenario 1, temos que de maneira geral que o Cenério
2 apresenta na maioria dos casos valores maiores de EQM. Existindo entao uma melhor

convergéncia dos estimadores quando temos a =0e = 1.
Cenario 2 considerando w parametro desconhecido

Aqui através das Tabelas 7 e 8 temos os resultados das simulagbes quando
consideramos o modelo com w parametro desconhecido. Podemos perceber da mesma
maneira do caso do Cenario 1 temos que com o aumento do parametro w, temos uma

diminuic¢ao dos valores do EQM, mas com excecao dos parametros p, € w que aumentam
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Tabela 5 — Medidas resumo para as estimativas dos parametros «, 3 e u, considerando w
pré-fixado para o Cenério 2.

estimativa de « estimativa de estimativa de u,
Média Viés EQM | Média Viés EQM | Média Viés EQM
50 | 1,7533 10,2467 4,7890 | 5,0801 0,0801 0,4185 | 3,0057 0,0057 0,1205
100 | 1,8528 10,1472 2,2288 | 5,0438 0,0438 0,2000 | 3,0052 0,0052 0,0561
0.5 | 200 | 1,9023 0,0977 1,1001 | 4,9800 0,0200 0,0836 | 3,0040 0,0040 0,0240
500 | 1,9732 0,0268 0,3586 | 5,0091 0,0091 0,0293 | 2,9961 0,0038 0,0104
1000 | 2,0111 0,0111 0,2102 | 4,9975 0,0025 0,0159 | 2,9975 0,0025 0,0056

50 | 1,8862 0,1138 3,3894 | 5,0386 0,0386 0,2664 | 3,0052 0,0052 0,1438
100 | 1,9480 0,0520 1,6217 | 5,0270 0,0270 0,1290 | 3,0058 0,0058 0,0781
1 | 200 | 1,9491 0,0509 0,7903 | 5,0110 0,0110 0,0581 | 3,0064 0,0064 0,0304
500 | 1,9838 0,0162 0,2384 | 5,0076 0,0076 0,0262 | 2,9951 0,0048 0,0144
1000 | 2,0058 0,0058 0,1120 | 5,0017 0,0017 0,0122 | 2,9956 0,0044 0,0068

50 | 1,9319 0,0681 2,3864 | 5,0316 0,0316 0,1473 | 2,9912 0,0088 0,1907
100 | 1,9458 10,0542 1,2201 | 5,0205 0,0205 0,0756 | 2,9964 0,0036 0,0856
5 | 200 |1,9763 0,0237 0,5065 | 5,0103 0,0103 0,0295 | 2,9965 0,0035 0,0390
500 | 1,9894 0,0106 0,1402 | 5,0044 0,0044 0,0118 | 2,9966 0,0034 0,0160
1000 | 2,0055 0,0055 0,1047 | 4,9988 0,0012 0,0068 | 2,9986 0,0014 0,0085

Tabela 6 — Medidas resumo para as estimativas dos parametros ¢, e ¢ considerando w
pré-fixado para o Cenario 2.

estimativa de ¢, estimativa de ¢

Média  Viés EQM | Média Viés EQM
50 |7,9089 0,0911 9,1826 | 1,8841 0,1159 10,4313
100 | 7,9471 0,0529 5,0313 | 1,9335 0,0665 0,2211
0.5 | 200 | 8,0489 0,0489 25476 | 1,9648 0,0352 0,1146
500 | 8,0186 0,0186 1,0755 | 1,9889 0,0111 0,0474
1000 | 7,9944 0,0055 0,5282 | 1,9922 0,0078 0,0240
50 |8,1031 0,1031 7,03235 | 1,9053 0,0947 0,3212
100 | 7,9424 0,0576 3,7248 | 1,9459 0,0541 0,1675
1 | 200 |7,9809 0,0190 1,8031 | 1,9719 0,0281 0,0879
500 | 8,0286 0,0286 0,7536 | 1,9917 0,0083 0,0333
1000 | 8,0080 0,0080 0,3738 | 1,9917 0,0083 0,0152
50 | 7,9008 0,0992 4,6263 | 1,9224 0,0776 0,1974
100 | 7,9558 0,0442 22282 | 1,9665 0,0335 0,1000
5 | 200 | 7,9862 0,0138 11,1212 | 1,9757 0,0243 0,0402
500 | 8,0179 0,0179 0,4700 | 1,9891 0,0109 0,0186
1000 | 8,0072 0,0072 0,2293 | 1,9945 0,0055 0,0100
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Figura 21 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, 3, f., ¢, € ¢ quando
consideramos w = 5 pré-fixado no modelo de regressao NIG com erro nas
variaveis para o Cenario 1.

seu EQM com o aumento do valor do parametro.

Pelas Figuras 28-30, podemos ver a convergéncia dos estimadores e com o
aumento da amostra e também perceber que o mesmo oferece boas estimativas para valores
amostrais altos, como ocorre nos casos anteriores utilizar valores pequenos de n torna o

modelo menos eficaz para estimar os parametros do modelo.

Temos neste caso que os estimadores dos parametros a e ¢, tem uma conver-
géncia mais lenta que os demais parametros do modelo, sendo entao necessario maiores

valores de amostra para uma estimacao eficiente.

Novamente quando comparamos o Cenério 1 com o Cenario 2, temos que de
maneira geral o Cendrio 1 parece apresentar na maioria dos casos uma melhor convergéncia

na estimacgao dos parametros, pois apresenta na maior parte dos casos valores menores de
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Tabela 7 — Medidas resumo para as estimativas dos parametros «, 3 e u, considerando w
parametro desconhecido do modelo para o Cenério 2.

estimativa de « estimativa de estimativa de u,
Média Viés EQM | Média Viés EQM | Média Viés EQM
50 | 1,8095 0,1905 4,7469 | 5,0661 0,0661 0,4118 | 3,0051 0,0051 0,1303
100 | 1,9060 0,0940 2,0963 | 5,0287 0,0287 0,1834 | 3,0048 0,0048 0,0653
0.5 ] 200 | 1,9515 0,0485 1,0090 | 5,0177 0,0177 0,0919 | 3,0028 0,0028 0,0315
500 | 1,9769 0,0231 0,4308 | 5,0082 0,0082 0,0372 | 2,9984 0,0015 0,0122
1000 | 1,9836 0,0163 0,2144 | 5,0017 0,0017 0,0163 | 3,0013 0,0013 0,0063

50 | 1,9121 0,0878 3,4059 | 5,0398 0,0398 0,2663 | 2,9952 0,0048 0,1519
100 | 1,9741 0,0258 1,7209 | 5,0136 0,0136 0,1316 | 2,9950 0,0040 0,0777
1 | 200 | 1,9833 0,0167 0,8674 | 5,0104 0,0104 0,0671 | 2,9951 0,0048 0,0306
500 | 1,9922 0,0078 0,3288 | 5,0045 0,0045 0,0246 | 2,9980 0,0020 0,0149
1000 | 2,0097 0,0097 0,1716 | 5,0018 0,0018 0,0125 | 2,9985 0,0015 0,0060

50 | 1,9190 0,0810 2,4240 | 5,0316 0,0316 0,1567 | 2,9973 0,0027 0,1893
100 | 1,9520 0,0479 1,2614 | 5,0150 0,0150 0,0849 | 3,0026 0,0026 0,0954
5 | 200 | 1,9696 0,0304 0,6042 | 5,0100 0,0100 0,0382 | 2,9964 0,0036 0,0484
500 | 1,9892 0,0108 0,2329 | 5,0049 0,0049 0,0145 | 3,0032 0,0032 0,0190
1000 | 2,0033 0,0033 0,1187 | 4,9994 0,0006 0,0074 | 2,9990 0,0010 0,0095

Tabela 8 — Medidas resumo para as estimativas dos parametros ¢,, ¢ e w considerando w
parametro desconhecido do modelo para o Cenario 2.

estimativa de ¢, estimativa de ¢ estimativa de w
Média  Viés EQM | Média Viés EQM | Média Viés EQM
50 | 7,9033 0,0967 9,1804 | 1,8971 0,1029 0,4301 | 0,5406 0,0406 0,0054
100 | 7,9072 0,0928 5,0317 | 1,9357 0,0642 0,2211 | 0,5216 0,0216 0,0023
0.5 | 200 | 8,0393 0,0393 2,3428 | 1,9765 0,0235 0,1139 | 0,5105 0,0105 0,0010
500 | 8,0165 0,0165 0,9978 | 1,9894 0,0106 0,0433 | 0,5043 0,0043 0,0004
1000 | 8,0057 0,0057 0,5358 | 1,9930 0,0069 0,0240 | 0,5018 0,0018 0,0001

50 | 8,0163 0,0163 7,0057 | 1,8819 0,1181 0,3172 | 1,0456 0,0456 0,0092
100 | 7,9744 0,0256 3,4459 | 1,9445 0,0554 0,1614 | 1,0250 0,0250 0,0043
1 | 200 |8,0075 0,0075 1,7559 | 1,9778 0,0221 0,0803 | 1,0116 0,0116 0,0018
500 | 8,0060 0,0060 0,7536 | 1,9994 0,0006 0,0333 | 1,0045 0,0045 0,0007
1000 | 7,9974 0,0026 0,3506 | 1,9994 0,0006 0,0147 | 1,0023 0,0023 0,0003

50 | 7,9055 0,0945 4,2677 | 1,9123 0,0877 0,1961 | 5,0650 0,0650 0,0273
100 | 7,9524 10,0476 2,3229 | 1,9635 0,0365 0,0939 | 5,0304 0,0304 0,0130
5 | 200 | 7,9581 0,0419 1,1233 | 1,9768 0,0232 0,0501 | 5,0195 0,0195 0,0071
500 | 8,0143 0,0143 0,4470 | 1,9947 0,0053 0,0195 | 5,0074 0,0074 0,0026
1000 | 7,9912 0,0087 0,2332 | 1,9951 0,0049 0,0096 | 5,0039 0,0039 0,0013
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Figura 23 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, 3, iz, ¢, ¢ € w, quando
consideramos w = 1 parametro desconhecido do modelo de regressao NIG
com erro nas variaveis para o Cenario 1.
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Figura 24 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, 3, iz, ¢., ¢ € w, quando
consideramos w = 5 parametro desconhecido do modelo de regressao NIG
com erro nas variaveis para o Cenario 1.
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Figura 25 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, [, g, ¢, € ¢ quando
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Figura 26 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, [, g, ¢, € ¢ quando
consideramos w = 1 pré-fixado no modelo de regressao NIG com erro nas
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Figura 28 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, 3, iz, ¢, ¢ € w quando
consideramos w = 0.5 parametro desconhecido do modelo de regressao NIG
com erro nas variaveis para o Cendrio 2.
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Figura 29 — Box-plot para as 1000 estimativas dos parametros «, 3, (i, ¢, ¢ € w quando
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com erro nas variaveis para o Cendrio 2.
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4 Analise de Diagnostico

Uma grande quantidade técnicas de diagnosticos de modelo podem ser aplicadas
para realizar a selecao do modelo e analisar a adequacao do seu ajuste. Nesta secao
serao analisadas algumas maneiras de como este diagnéstico pode ser feito, ja que a
escolha do modelo apropriado, do ponto de vista estatistico, é um topico extremamente
importante na andlise de dados (Bozdongan, 1987). Entre as inimeras metodologias
utilizadas para selecionar o melhor modelo ajustado, neste trabalho serdao utilizados os
critérios de informacao de Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC), como também o teste de

bondade de ajuste Kolmogorov—Smirnov multivariado.

E ao analisar um conjunto de dados, é essencial que as estimativas do modelo
proposto sejam resistentes as pequenas perturbagoes do modelo, pois caso o modelo
ajustado ndo apresente uma boa descricao dos dados, pode conduzir a inferéncias erroneas.
Assim, é necessario realizar um estudo sobre a robustez dos resultados obtidos, como por

exemplo, utilizando a distancia de Cook.

4.1 Critério de Informacdo de Akaike (AIC)

O Critério de Informagao Akaike (AIC) é uma maneira de selecionar um modelo
a partir de um conjunto finito de modelos. O modelo escolhido é aquele que minimiza a
distancia de Kullback-Leibler entre o modelo e o modelo "real". Este critério busca um
modelo que ajuste bem aos dados, mas que contenha poucos pardmetros. Assim, seja k o
nimero de pardmetros a serem estimados no modelo, Akaike (1974) definiu seu critério de
informagao como:

AIC = —2log L(8) + 2k,

em que L(6) ¢ a funcio de log-verossimilhanca maximizada em 6.

4.2  Critério de Informacdo Bayesiano (BIC)

Desenvolvido por Schwarz (1978), o Critério de Informacao Bayesiano (BIC),
também conhecido como Critério de Informagao Schwarz (SIC) é um critério de selegao
de modelo entre um conjunto finito de modelos, e esta particularmente relacionado com
o critério AIC. Assim, seja k o nimero de parametros a serem estimados no modelo, o

critério BIC sera definido por

BIC = —2log L(6) + k log(n).
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No ajuste de modelos é possivel aumentar a verossimilhanca com a adi¢ao de
parametros, mas fazendo isso pode-se gerar modelos excessivamente complexos, assim, o
critério BIC resolve este problema penalizando modelos com grande niimeros de parametros,

sendo esta penalidade maior do que no critério AIC.

Como podemos ver comparando os critérios AIC e BIC, estes critérios diferem
apenas pelo coeficiente que multiplica o nimero de parametros, ou seja, o termo que penaliza
modelos com um grande nimero de parametros. Desta maneira, os modelos escolhidos
através do critério BIC tendem a ser menos complexos do que quando comparados com os
modelos obtidos através do critério AIC. O modelo com menores valores de AIC e BIC é

considerado o de melhor ajuste.

4.3 Teste de bondade de ajuste Kolmogorov—Smirnov multivariado

Os testes de bondade de ajuste foram desenvolvidos na maior parte para
distribuig¢oes univariadas, assim poucas referéncias podem ser encontradas sobre testes
de bondade de ajuste multivariados, que podem ser encontradas em (Krishnaiah, 1980;
Kotz e Johnson, 1985; e D’Agostino e Stephens, 1986). O teste de bondade de ajuste
Kolmogorov—Smirnov (KS) multivariado foi desenvolvido, para avaliar o ajuste de um

modelo para quando temos dados multivariados.

A estatistica de teste univariada padrao de Kolmogorov-Smirnov toma a forma
D = sup, |F,(2) — F(a),

em que F, () é a funcdo de distribuicdo acumulada (fda) e F'(x) é a fda do modelo ajustado
(Massey, 1951). O célculo da estatistica de teste é direto no caso univariado, uma vez que
as observacoes podem ser ordenadas diretamente do menor para o maior por magnitude.

Ja a fda empirica para dados multivariados pode ser expressa como
Fn(l’l,l’g, ...7ZL'p) = P(X1 < ZEI,XQ < T, ...,Xp < [Ep),

que ¢ a proporc¢ao de observagoes que satisfazem todas desigualdades, nao sendo, portanto,
dificil encontrar a fda empirica multivariada, mas sendo dificil encontrar a diferenca

maxima entre as fda para calcular a estatistica multivariada KS.

Um alternativa para este problema ¢ utilizar os valores da log-densidade para
medir o ajuste do modelo. Este fornecerda um bom ajuste quando a log-densidade estiver
concentrada nas mesmas areas que os dados subjacentes. Evitando a utilizacao de integracao
numérica ou integragao de Monte Carlo, pois a dimensao é reduzida em valores univariados
da densidade. Desta maneira, o procedimento proposto por O’Hagan et al. (2016) é dado

por

1. Selecione o modelo étimo F,
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2. Ordene as observagoes em X de acordo com o seu valor da log-densidade sob F ,
3. Trace a fda empirica dos valores da log-densidade dos dados originais X sob F,
4. Simule novos dados Y a partir de a ,

5. Ordene as observagoes em Y de acordo com o seu valor da log densidade sob F,

6. Trace a fda empirica dos valores da log densidade dos dados simulados Y sob F nos

mesmos eixos do Passo 3,

7. Repita os passos 4, 5 e 6 para um nuimero grande de simulagoes.

A intuicao deste procedimento é que, se 0 modelo realmente fornece um bom
ajuste aos dados, entao a fda empirica dos valores simulados sera similar a fda empirica
derivada dos dados originais. Desta maneira, as fdas das densidades dos dados originais
e dos dados simulados devem ser semelhantes entre si. Isso proporciona um diagndéstico

visual util do ajuste do modelo.

4.4 Distancia de Cook

O procedimento de delecao de casos é uma das técnicas mais utilizadas em
analise de diagnodstico (Cook e Weisberg, 1982), para investigar o efeito da i-ésima ob-
servacao de um conjunto de dados na estimacao dos parametros do modelo. Seja 6 o
vetor de parametros de interesse do modelo e O a estimativa de 6, quando a i-ésima
observagao Z; é deletada do conjunto observado completo, Y = {Y;, Y5, ..., Y, }, um ajuste
do modelo utilizando o mesmo método de estimacao produz a estimativa é(i), com o indice
"(i)" representando a estimativa de @ com o i-ésimo caso deletado. Medidas apropriadas
de diferenca entre é(i) e podem ser utilizadas para quantificar a influéncia da i-ésima
observagao na estimativa dos parametro 6. Uma das medidas mais utilizadas é a distancia

de Cook, que é definida por
Ci(8) = (6 — 6)™M(8;;) — 6), (4.1)

em que M é uma matriz positiva definida apropriadamente escolhida, sendo normalmente

a inversa da matriz de covaridncia estimada de 6 ou é(i) (Cook and Weisberg, 1982).

Como ¢ necessario encontrar ;) para cada caso, quando o tamanho amostral
for muito grande a carga computacional pode ser bastante pesada, desta maneira, a fim

de facilitar o calculo de 6;, Cook e Weisberg (1982) apresentam a aproximagao

6y =0+ {-i0)} i(0). (4.2)
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em que E(Z)(é) = 00(;(0)/00|,_4. Cook e Weisberg (1982) também consideraram algumas
escolhas de M, sendo entre elas a mais comum, a utilizacdo da matriz de informacao
observada M = —£(6). Assim, substituindo (4.2) em (4.1), obtemos a seguinte aproximacao
para a distdncia generalizada de Cook (Xie & Wei, 2007)

GD; = é(i)(é)T{—@(é)} (@) (8). (4.3)

Porém, dado que a fun¢ao de log-verossimilhanca do modelo de erro nas variaveis
n

sob a distribuigdo NIG é dado por ¢(0) = Z 0;(0), em que

0;(0) = —i[log(w + d(z;)) — log w] + log Ki(z/w(w + d(z;)) ) — log 2w — ;log 1%,

com d(z;) = (z;—p) X! (z; — ), visto que as derivadas envolvem expressoes complicadas,
temos que é dificil trabalhar diretamente com a funcao ¢(0). Desta maneira, vamos
implementar o método de Cook através da funcao-Q, que corresponde a metodologia de
Zhu et al.(2001), onde utilizamos a esperanga condicional da funcao de log-verossimilhanga

completa, que é dada por
Q(016") = E[(.(0]2.)|6"), ],

e pode ser encontrada em (3.10).

Quando a i-ésima observacao ¢ deletada, a funcao-Q, Q) (9|é), pode ser formada
da mesma maneira que em (3.10), apenas retirando a i-ésima observagao. Pode ser mostrado
que sua primeira derivada Q(i)(0|é) com respeito a 6, avaliada em 6 = é(i) deve ser da
forma

. ~ A 0 ~
Qw(010) = =5 [0 ©010)] . (4.4)

sendo que as primeiras derivadas sao dadas por

5(616) = Z G (Y — o — Biy),

jEJ
Qo (618) = 2 (5(; — a = 323, — Ba).

jeJ
Qu(1(016) = Z Gj(&) — 112,

T jeJ;
. ~ n— 1 1 N R
Qs,(1)(0]0) = — 2, 2% ; (A + Gi(%5 — pie) ) )
. A —1 1 . . N N
Qu(1)(00) = _n2¢ + W; [qj (X; =25 + (V; —a— B2;)°) + A (1 + 52)] ,
n—1 1

Qu(i)(0]0) =

D NURT)

Jj€Ji
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emque J;={jeN|1<j<nj#i}.

A fim de obter as medidas de diagnodstico para a influéncia local utilizando a
fungao-Q, também é necessario computar a matriz Hessiana a partir da segunda derivada
de Q(810), sendo esta dada por

. )1 (o, B, 0 0
0 - aeae‘r - QZ(Mm7¢x> ) )
0 0 Qg(OJ)
e . e 2
em que as matrizes sao dadas por Qi(«, 3,¢) = [Q1rx], Q1.rr = d Ql(;aﬂ ¢|0), com
TOT
. B . 02 e, 210
T, =, ou ¢, QQ(/’LI7¢$) = [Q2,Tﬂ']7 Q2,‘r7r = Q2é/;a7r¢ | ),COHI T, T = [z OU @y, €
5 () — O PQs(wlf) . .
Qs3(w) = Q30w = N , assim a matriz Hessiana tem elementos dados por
w
. 1&
Q oo — T Aiy
e~
. 1¢
Ql,aﬁ = —*Z% is
¢
. 1 & A
Ql,ad) = _722 z(Y; 06—61’1)7
¢ i=1
. 1 . o
Qs = —= > (Aa + #741),
¢ =
1 & A
Ql B = _¢7 Z((}/l - Q= sz)xzqz - /BAw)a
=1
n A, 1 &G
Qroo =5 (1= —(1+8) | — 5 D@ [(Xi—2)” = ( B1:)?]
¢? ¢ ¢ =
. 1 &
QQ,MZ}LI = _%ZZ; 9
. 18
Q2pzs = —?Z (@i — ),
T i—1
. n 1 &, ,
Q2,6,06, = @ - qb;’;; ( (B — pa)” + Ax) ;
. n
Q?),ww = _E

E necessério encontrar é(i) para cada caso, em que a carga computacional total
envolvida pode ser bastante pesada, especialmente quando o tamanho amostral for grande.
Assim, uma nova aproximacao é(lz) utilizando a funcao-Q ¢é usada para reduzir a carga
computacional (Cook e Weisberg, 1982; Zhu et al., 2001),

6y =0+ {-G01)} Q0 (010) (45)
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4.5 Distancia de Cook Generalizada

Sera utilizado o método proposto por Xie et al.(2007) baseado no algoritmo

EM, assim a distancia de Cook generalizada sera dada por

ep, = (8¢~ 6) {~G(016)} (6, 6). (4.6)

A A

que é uma combinacao ponderada dos elementos da diferenca <0(i) — 0) com a norma

—()(0]6). Substituindo (4.5) em (4.6), obtemos a seguinte aproximacio GD! de GD;
P RN A
GD} = Qi (010)" {-G010)} Qi (019). (4.7)

E consideravelmente fécil analisar a influéncia do i-ésimo caso para subconjunto
de parametros. Considere o conjunto de parametros 8 = (0?,0; )T em que 6 é o
subconjunto de parametros de interesse com dimensao ¢q, e 0; ¢ o subconjunto de
parametros que nao temos interesse imediato de analisar, com dimensao ¢, sendo entao
¢1 + g2 = q. Assim, das equagoes (4.6) e (4.7), as distancias de Cook generalizadas para os

subconjuntos podem ser definidas como

GDL(8:) = D, (016)T {(1,,0)[~0(@I) (1,1, 0"} Qo G10).  (43)

GDL0) = Qe (10)" {(0.1,)[-0610)] " 0.1,)} Qan@10). (19
em que Qoo (616) = 9Q(:)(610)/061|p_ © iy, (816) = 0Q»(816)/08:],_5.

Os valores de GDj (w;) e GD;j (ws) revelam o impacto da i-ésima observacio na

estim¢ao de wy e ws, respectivamente. Abaixo serao listadas algumas situacoes de andlise

de influéncia avaliadas em @ = 0, que sera omitido para simplificacao.

e Caso 1: Temos interesse em testar cada parametro separadamente, seja m =

o, B, bz, ¢r, @ OU w, temos que a distancia de Cook generalizada serd dada por

Dl () = - [a@m(mmr (a?cxem))l [a@mwl@] |

¢ om on? on

e Caso 2: Temos interesse em testar dois parametros 7w e 7 simultaneamente, assim,
seja n = (m,7) com m,T = &, 3, lg, Pz, ¢ OU w, temos que a distdncia de Cook

generalizada sera dada por

02Q(016) 3°Q(0)6)

-1
N T N
; | 9Qw(616) o2 ord 0Q((010)
P = [ n ] 2Q01) #Q(8l6) o |

orom or?
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e Caso 3: Temos interesse em testar trés parametros m, 7 e v simultaneamente, assim,
sejan = (w,T,v) com T, T,V = «, 3, iz, bz,  OU w, temos que a distancia de Cook

generalizada sera dada por

-1

02Q(016) °Q(00) Q(6]6)

5 on? ord ord .
G~ |Q000)] | 26le0) #Qe) @6 | Qa0
Z 677 aTaWA o072 R 57’5le ﬁ'r’
0*Q(616) *Q(016) *Q(6]6)
ovor ovoT ov?

e Caso 4: Temos interesse em testar todos os parametro simultaneamente,assim, temos

que a distancia de Cook generalizada sera dada por

GDY6) = — [M(géﬂe)] (C?(0|é))_1 lﬁQ(géme)] .

4.6 Distancia-Q

Outra medida de diferenca entre 0 e é(i) é a Distancia-Q, que é bastante similar
a distancia de Cook (Zhu et al., 2001)

QDi(6) =2{Q(618) - Q(6,)|6)} (4.10)
substituindo (4.5) em (4.10), obtemos a seguinte aproximacio QD; de QD;

QDL(6) =2{Q(618) - Q(6},16)} (4.11)

4.7 Resumo

A estratégia para identificacdo de casos influentes via delecao de caso pode ser

resumida como,

e Passo 1: Calcule os EMV via algoritmo EM;
e Passo 2: Calcule Q(69), Q(i) (8]0) e entdo a aproximacio é(ll) parai=1,...,n.
e Passo 3: Calcule GD; e QD; parai=1,...,n.

e Passo 4: Identifique as observagoes influentes ou conjunto de observagoes através

de valores muito altos, discrepantes dos demais, de GD] e QDZ1 parat=1,...,n.
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5 Aplicacao a Dados Reais

Neste capitulo, apresentamos a analise de dados reais, a fim de ilustrar a
abordagem proposta. Serao consideradas duas aplica¢oes, sendo a primeira utilizando
dados de um estudo com atletas do Instituto Australiano do Esporte, ja estudado por
Telford e Cunningham (1991) e Lachos et al. (20009), e a segunda aplicacao utilizando

dados de um estudo do mercado de agoes chileno, estudado por Galea et al. (2010).

5.1 Conjunto de dados do Instituto australiano do esporte (AlS)

Nesta secao serao analisados os dados de medicao de atletas de alto desempenho
do Instituto Australiano do Esporte (AIS), para 202 atletas (102 homens e 100 mulheres)
em 13 varidveis. Estes dados ja foram analisados por Telford e Cunningham (1991), que
fornecem mais informagoes sobre como os dados foram coletados, e também por Lachos
et al. (2011). Nesta aplicacao serd analisada apenas a relagao entre o indice de massa
corpérea (IMC) e a gordura corporal (GC) utilizando um modelo com erro nas varidveis.

Assim, definimos o modelo como
IMC; =a+ B gci+e, i=1,...,202,

com gc; sendo a porcentagem de gordura do individuo ¢ e IMC; o valor do IMC do
individuo ¢. Porém, para calcular a gordura corporal podem ser utilizados intimeros
métodos diferentes que na maioria das vezes nao condizem com o valor real, mas sim uma
aproximacao. Deste modo, consideramos que a gordura corporal é medida com erro de

acordo com a equagao

GCl = gc¢; + U;,
em que GC; é um estimador nao viesado do verdadeiro valor de gc¢;. Desta maneira, temos
que os dados serao considerados com a seguinte distribuigao

%

IMC;

Além da distribuigdo NIG, os dados foram analisados utilizando as distribui¢oes normal,
t-Student, slash e normal contaminada. Porém, como a distribuicao t-Student mostrou
se ajustar melhor aos dados do que as demais distribuicoes, serao consideradas apenas a

distribuicao normal e ¢-Student como forma de comparacao.
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Tabela 9 — Anélise descritiva dos dados do AIS.

Média DP Assimetria | Curtose | Min Max
IMC 22,9558 | 2,8639 0,9394 5,1322 16,7500 | 34,4200
Gordura corporal | 13,5074 | 6,1898 0,7539 2,7987 95,6300 | 35,5200

5.1.1 Analise exploratéria dos dados

Na Tabela 9 sao apresentadas estatisticas descritivas dos dados, como a média,
desvio padrao (DP), medida de assimetria e curtose. Segundo a tabela os dados parecem
ter uma leve assimetria positiva. A curtose univariada é uma medida que caracteriza o
achatamento da curva da fdp, podendo se definida como a razao entre o quarto momento

central (y4) e o quadrado do segundo momento central (15), sendo portanto, definida como

pa_ B(X — B(X))!

nio [E(X - E(X))?”

segundo esta defini¢do a curtose da distribuicao normal é igual a 3, e temos uma distribuicao
leptocirtica, quando o valor da curtose for maior que 3. No nosso caso, temos que o IMC
possui um valor de curtose consideravelmente maior que 3, indicando uma fdp leptocurtica,
ja a gordura corporal possui uma valor de curtose proximo de 3, mas como nosso modelo
segue uma distribui¢cdo bivariada, é plausivel considerar uma distribuicao de caudas pesadas
para os dados. Como ja utilizado em outros trabalhos, temos que a suposicao de que
as varidveis sdo independentes e identicamente distribuidos (iid) neste banco de dados é

plausivel.

5.1.2 Estimacao e verificacao de suposicoes

Baseado na analise exploratoria realizada anteriormente, serdo comparados os
modelos NIG, normal e t-Student, considerando os valores de v = 9 para a distribuicao
t-Student bivariada e de w = 10 para a distribuicao NIG bivariada quando consideramos o
parametro w pré-fixado no modelo, estes valores foram escolhidos para melhor acomodar
as observacoes atipicas que aparecem sob erros normais. Comparando um conjunto de
valores possiveis, os graus de liberdade, v e w, foram escolhidos de acordo com os valores
que maximizam a func¢ao de maxima verossimilhanca. Todos os resultados foram obtidos

utilizando o software R.

A Tabela 10 contém as EMV para os parametros dos quatro modelos,com seus
respectivos erros padrao calculados via bootstrap. Sendo que os parametros ¢, e w possuem
a maior variacdo. O modelo NIG possui a maior verossimilhanca do que comparado com a
distribui¢do normal, mas possui resultados um pouco inferiores quando comparado com
a distribuicao t-student, porém quando comparamos os critérios AIC e BIC temos uma
penalizagdo do modelo NIG com parametro desconhecido, por possuir uma parametro a

mais em seu modelo, o que ja poderia ser esperado devido o critério de escolha de v e w
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Tabela 10 — Resultados dos ajustes do modelo utilizando as distribui¢des normal, t-Student
e NIG considerando w fixo e parametro para as dados do Instituto australiano

do esporte.
Parimetros Normal t-Student (v =9) NIG (w = 10) NIG
Estimativa Dp Estimativa Dp Estimativa DpP Estimativa DP

« 21,4965 0,5053 21,7177 0,4675 21,4039 0,4600 21,4082 0,5016
I} 0,1081 0,0342 0,0794 0,0344 0,1026 0,0344 0,1030 0,0365
o 13,5073 0,4328 13,0521 0,4917 13,3827 | 0,4211 13,3527 | 0,4678
o 30,3308 3,4932 27,6980 3,3309 37,2197 | 3,5718 37,2197 | 3,9276
10) 7,8005 1,1312 5,9405 0,7637 7,7115 0,9933 7,7101 1,0245
w - - - - - - 11,0419 5,5880

£(0) -1149,403 -1148,960 -1149,074 -1149,070

AIC 2308,806 2307,919 2308,149 2310,140

BIC 2325,347 2324,461 2324,690 2329,990

ter sido feito visando maximizar o valor da verossimilhanca e obter o modelo que melhor
se ajusta aos dados. Sendo assim, neste caso, o modelo NIG com w = 10 pré-fixado, parece

ajustar melhor do que o modelo norma, porém levemente pior do que o modelo ¢-Student.

A Figura 31 apresenta o grafico de dispersao dos dados com a reta de regressao
para os quatro modelos analisados, sendo que o modelo sob ditribuicao t-Student possui
o menor coeficiente angular, enquanto o modelo sob distribui¢ao normal possui o maior

coeficiente angular, parecendo ser mais influenciavel por valores atipicos.

Na Figura 32 podemos ver os Q-Q plots e seus envelopes que sao baseados na
distribuicao da distancia de Mahalanobis de Z;, para ¢ = 1, ...,n, que para a distribuicao
normal segue uma distribuigao X%z) e para a distribuicao t-Student segue uma distribuicao
2F(2,v). Para a distribuigao NIG o grafico quantil-quantil foi obtido via simulagao. As
linhas nas figuras representam o 5° percentil, a média e 95° percentil de 100 pontos
simulados para cada observacao. Os graficos mostram que a distribuicdo normal é a que
pior se ajusta aos dados e a distribuigdo NIG parece ajustar tao bem, os valores atipicos,

quanto a distribuicao ¢-Student.

Na Figura 33 podemos ver os graficos de Komogorov-Smirnoff para os quatros
modelos, em que a linha preta representa a fda empirica para os dados originais e as linhas
cinzas representam a fda empirica para cada um dos 500 conjuntos de dados simulados do
modelo 6timo. As figuras ilustram que os modelos fornecem um ajuste razoavelmente bom
aos dados, com uma leve tendéncia a colocar muita probabilidade nas regioes das caudas

da log-densidade e pouca na regiao central.

A Figura 34 exibe as distancias de Mahalanobis para os quatro modelos
ajustados, e a partir desta figura, podemos detectar como as principais possiveis observagoes
atipicas os individuos 53, 56, 75, 160, 163 e 178. Do algoritmo EM, os pesos estimados ¢;
das observacoes 163 e 178 sdao as menores para os modelos t-Student e NIG, sendo a linha

tracejada representa o peso dado pela distribuicao normal, como pode ser visto na Figura
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Figura 31 — Modelos de regressao lineares ajustados para a distribuicao normal, ¢-Student,
NIG com w fixo (NIG*) e com w pardmetro.

35, assim temos que a estimativa de 0 tende a dar pouco peso ¢; para as observagoes
com maior distdncia nos casos das distribui¢oes t-Student e NIG, devido ao fato de g;
ser inversamente proporcional a distancia de Mahalanobis, diferente do que ocorre na
distribuicao normal. Deste modo, temos que as distribui¢oes ¢-Student e NIG ajustam
melhor os dados atipicos do que a distribui¢ao normal. J& no caso da distribuigdo NIG
com w parametro desconhecido do modelo, temos também o peso v;, em que a estimativa
de @ tende a dar peso maior para as observacoes distantes devido ao fato de que v; ser

diretamente proporcional a distancia de Mahalanobis.

Utilizando a distribuicao NIG ao invés da distribui¢do normal tivemos resul-
tado um pouco melhores. Porém, quando comparamos com o modelo ¢-Student tivemos
resultados levemente inferiores, indicando talvez a distribuicao NIG se ajuste melhor a

dados econdémicos, como sera analisado adiante.
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Figura 32 — Q-Q Plots e envelopes simulados para o modelo ajustado considerando a
distribuicao normal, ¢-Student, NIG com w fixo e com w pardmetro para os
dados do AIS.
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Figura 33 — Graficos de Kolmogorov-Smirnoff para o modelo sob distribuicdo normal,
t-Student, NIG com w fixo e com w pardmetro para os dados do AIS.
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Figura 34 — Graficos da distancia de Mahalanobis considerando a distribui¢do normal,
t-Student, NIG com w fixo e com w parametro para os dados do AIS.
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Figura 35 — Estimativas de ¢; para o modelo sob distribuigao ¢-Student, NIG com w fixo e
com w parametro e v; para o modelo sob distribuicdo NIG com w parametro
para os dados do AIS.
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5.2 Conjunto de dados do Mercado chileno de Acoes

Os dados analisados nesta se¢do correspondem ao retorno mensal de acoes da
Bolsa de Comércio de Santiago (BCS), sendo utilizado o indice IPSA (Indice de Precio
Selectivo de Acciones) como o retorno do mercado chileno, por ser apontado como o
principal indice do mercado de ac¢oes do Chile, sendo um dos mais antigos, criado em
1977, e considerado como referéncia para investidores tanto do Chile como ao redor do
mundo. Este indice é composto pelas 40 agoes mais negociadas da BCS, sendo revisado

anualmente.

Além do indice IPSA, serdo analisadas 4 acoes de companhias chilenas, sendo
estas, Cervezas, Copec, Cuprum e Endesa. Assim, o conjunto de dados consiste dos retornos
mensais de agoes do mercado de agoes chileno, analisados no periodo de janeiro de 1990 a
junho de 2004. Estes dados parecem ser adequados ao trabalho, devido a distribuicao NIG

ser bastante utilizada para aplicagoes de dados financeiros.

Assim, nesta aplicagao sera feita uma andlise dos dados utilizando o modelo
com erro nas variaveis ja proposto nas se¢oes anteriores, relacionando o retorno de uma
acao chilena, representada por Y, ao retorno do mercado chileno, representado por x.

Assim, definimos nosso modelo como
Yi=a+8x;+e, i=1,...,174,

com z; sendo o valor do retorno do mercado chileno no i-ésimo periodo e Y; o valor do
retorno da acao analisada no i-ésimo periodo. Porém, como o retorno do mercado nao é
diretamente observado, utilizamos o indice IPSA como uma estimativa do real valor do
mercado chileno. Deste modo, consideramos que este é medido com erro de acordo com a

equagcao
Xi = T; + Ui,

em que X; é o retorno do indice IPSA no i-ésimo periodo. Desta maneira, temos que os

dados serao considerados seguindo a distribuicao

Y;
Além da distribuigdo NIG, os dados foram analisados utilizando as distribui¢oes normal,
t-Student, slash e normal contaminada. Porém, como a distribuicdo ¢t-Student se mos-
trou ajustar melhor aos dados do que a distribuicao slash e normal contaminada, serao

consideradas apenas a distribuicao normal e ¢-Student como forma de comparacao.

5.2.1 Andlise exploratéria dos dados

Na Tabela 11 sao apresentadas estatisticas descritivas dos dados, como a média,

desvio padrao (DP), medida de assimetria e curtose. Como podemos ver os retornos
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Tabela 11 — Anélise descritiva dos dados do mercado financeiro chileno.

indice Média | DP | Assimetria | Curtose | Min Max
IPSA 0,0193 | 0,0697 0,0588 4,9993 | -0,2985 | 0,2076
Cervezas | 0,0236 | 0,1055 0,5545 4,1995 | -0,2352 | 0,4761
Copec 0,0239 | 0,0902 0,5982 4,2289 | -0,2000 | 0,3773
Cuprum | 0,0488 | 0,1459 1,8687 8,2902 | -0,3191 | 0,7510
Endesa 0,0223 | 0,0917 0,2410 4,4032 | -0,3515 | 0,3140

possuem em sua maioria a medida de assimetria proxima de zero, indicando simetria dos
dados, sendo a tinica exce¢ao os retornos da Cuprum, que parecem ter uma leve simetria
positiva. Em todos os casos temos valores de curtose maiores que 3, indicando que os
dados analisados se ajustam bem sob distribui¢oes com caudas pesadas. Como mostrado
em (Galea et al., 2010) temos que a suposigdo de que os retornos sdo independentes e

identicamente distribuidos (iid) neste banco de dados é plausivel.

As Figuras 36 e 37 mostram através dos histogramas e Box-Plots que os
retornos das variaveis do estudo parecem ter uma grande concentragao em torno da média,
confirmando os indicios que os dados parecem seguir uma distribuicao leptocurtica, desta
maneira, a utilizacao de distribui¢oes com caudas pesadas é indicada para que os valores
discrepantes possam se ajustar melhor ao modelo. Assim, aparentemente, a utilizagdo da

distribui¢cao normal nao seria a mais indicada.

Como o modelo compara as agoes individualmente com o indice IPSA, para
uma analise mais profunda dos dados serao considerados apenas as companhias Cuprum
e Endesa, devido possuirem a medida de curtose maior do que as demais, indicando
seguirem distribuicoes mais leptocurticas que as outras companhias, sendo nestes casos,
a distribuicao NIG a mais indicada. Seus graficos de dispersao e histogramas marginais

podem ser observados nas Figuras (38) e (39) respectivamente.

A AFP Cuprum S.A. é uma empresa de gestao de fundos de pensoes privadas.
Ela ¢é encarregada de administrar uma série de fundos de pensoes e investir nos mercados
de capital privado e de renda fixa, foi fundada em 1981 e est4 situada na cidade de Santiago
no Chile. Ja a Endesa Chile e Empresa Nacional de Electricidad é atualmente conhecida
como Enel Generacion Chile S.A., e é a maior empresa de energia elétrica do Chile. Foi
criada como uma subsidiaria da estatal CORFO em 1 de dezembro de 1943 e foi privatizada

em 1989, e também estd situada na cidade de Santiago.

5.2.2 Estimacao e verificacao de suposicoes

Baseado na analise exploratoria realizada anteriormente, comparando os mo-
delos NIG, normal e t-Student para analisar os retornos da companhia Cuprum foram

considerados os valores de v = 6 para a distribuicao t-Student e w = 1 para a distribuicao
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NIG quando consideramos o parametro w fixo no modelo. Ja para analisarmos os retornos
da companhia Endesa foram considerados os valores de v = 8 para a t-Student e de
w = 3 para a distribuicdo NIG. Estes valores foram escolhidos para melhor acomodar as
observacoes atipicas que aparecem sob erros normais. Todos os resultados foram obtidos

utilizando o software R.

A Tabela 12 contém as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros
considerando os retornos da Cuprum e a Tabela 13 contém as estimativas de maxima
verossimilhanca dos parametros para os retornos da Endesa, considerando os quatro
modelos, com seus respectivos erros padrao calculados via bootstrap. Temos que em ambos
0s casos os parametros e w possuem a maior variagao, e temos que na aplicagao da
Cuprum o modelo NIG com w parametro desconhecido possui a maior verossimilhanca
entre os quatro modelos, porém quando comparamos os critérios AIC e BIC temos uma
penalizacao por possuir um parametro a mais em seu modelo, sendo assim o modelo
NIG com w pré-fixado obteve melhor ajuste quando analisamos AIC e BIC, por possuir
valores menores que os demais. Ja na aplicagdo da Endesa, tivemos que o modelo NIG

obteve resultados levemente menores do que o modelo t-Student, porém significativamente
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Tabela 12 — Cuprum: Resultados dos ajustes do modelo utilizando as distribui¢oes normal,
t-Student e NIG considerando w pré-fixado e parametro para os retornos das

agoes.
Parimetros Normal t-Student (v = 6) NIG (w=1) NIG
Estimativa | DP | Estimativa | DP | Estimativa | DP | Estimativa | DP

a -0,0213 | 0,0213 | -0,0111 | 0,0130 | -0,0257 | 0,0234 | -0,0258 | 0,0238
B 3,6458 0,8290 2,7092 0,6112 3,109 0,8504 3,117 0,8575
fh 0,0192 0,0053 0,0134 0,0047 0,0146 0,0056 0,0145 0,0059
D 0,0013 0,0005 0,0009 0,0003 0,0013 0,0004 0,0014 0,0004
o) 0,0035 0,0004 0,0021 0,0002 0,0037 0,0004 0,0037 0,0004
w - - - - - - 0,8431 0,2813

0(0) 327,625 361,281 364,569 365,547

AIC -645,250 -712,562 -719,138 -719,095

BIC -629,454 -696,766 -703,263 -700,141

melhores do que o modelo normal. Apesar da penalizacao do parametro adicional do

modelo NIG, quando analisamos os retornos da Cuprum, que é o caso com maior curtose,

temos que comparando os valores de AIC e BIC, o modelo NIG ainda é melhor que o

modelo sob a distribuicao t-Student.

As Figuras 40 e 41 apresentam o grafico de dispersao dos dados com a reta
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Tabela 13 — Endesa: Resultados dos ajustes do modelo utilizando as distribui¢cdes normal,
t-Student e NIG considerando w fixo e parametro para os retornos das agoes.

Parimetros Normal t-Student (v = 8) NIG (w = 3) NIG
Estimativa DP Estimativa DP Estimativa Dp Estimativa DpP

« -0,0044 0,0038 -0,0005 0,0040 -0,0051 0,0041 -0,0051 0,0042
I3 1,3863 0,0722 1,4171 0,0746 1,2924 0,0750 1,2925 0,07447
e 0,0193 0,0049 0,0141 0,0043 0,0165 0,0044 0,0165 0,0052
o 0,0038 0,0006 0,0160 0,0005 0,0040 0,0006 0,0040 0,0006
10} 0,0010 0,0001 0,0027 0,0001 0,0011 0,0001 0,0011 0,0001
w - - - - - - 2,9171 3,1328

£(0) 487,773 492,984 493,044 493,060

AIC -965,546 -975,969 -972,366 -970,431

BIC -949,750 -960,173 -956,570 -951,470

de regressao para os quatro modelos analisados para as companhias Cuprum e Endesa
respectivamente. Para os retornos da Cuprum o modelo sob distribuigao t-Student possui
um coeficiente angular menor do que os outros modelos, j4 para os retornos da Endesa
os modelos, visualmente sdo muito parecidos entre si. E possivel observar nestas figuras
alguns individuos atipicos que poderiam influenciar as EMVs. Na Figura 40, os individuos
5, 14 e 104 foram marcados por serem possiveis valores influentes pela abordagem de

influéncia local, ja na Figura 41, temos a observacao 104, que estd presente em ambos os

Casos.

Foram testadas também algumas hipdteses de interesse do modelo, entre elas,

e Hyy:a=0vs Hi; : a#0,
.H()Q:B:lVSHlQ:B?él,

e Hy:a=0ef=1vsHz:a#0ef #1.

Pelas Tabelas 14 e 15 temos os resultados do testes de hipdteses sob a distri-
buicao NIG considerando um nivel de significancia de 5%, e apenas quando analisamos a
hipétese de intercepto nulo, Hy, : @ = 0 contra Hy; : a # 0, para o modelo de retornos da
Cuprum, que nao temos evidéncias para rejeitar a hipotese nula, assim, temos evidéncias
de intercepto nulo no modelo da Cuprum. Porém, quando analisamos simultaneamente
Hyz:a=0e 3 =1contra Hi3: a#0ef # 1 temos evidéncias de rejeitar Hy, da mesma
maneira que ocorre com as outras hipdteses tanto da Cuprum como da Endesa. Desta

forma, temos evidéncias que o # 0 e 5 # 1 para os modelos propostos.

Além do modelo NIG, foram realizados os testes de hipéteses para todos os
modelos analisados e em todos o casos obtivemos os mesmo resultados. Assim, para a

aplicacao dos dados da Cuprum, temos que nosso modelo serd dado por

Yi = ngz + €,
174,

XZ‘:{L‘Z‘—FU,Z‘, 2217
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Figura 40 — Modelos de regressao lineares ajustados para a distribuicao normal, ¢-Student,

NIG com w fixo (NIG*) e com w parametro desconhecido para as variaveis
IPSA e Cuprum.

Tabela 14 — Cuprum: Teste de hipoteses para o modelo.

H, estatistica Q | p-valor Resultado
a=0 1,1579 0,2818 | Nao rejeitamos Hy
g=1 61,6395 ~ 0 Rejeitamos H|

a=0epf=1 250,3158 ~ ( Rejeitamos Hy

Tabela 15 — Endesa: Teste de hipoteses para o modelo.

H, estatistica QQ | p-valor Resultado
a=0 78,8927 ~ 0 Rejeitamos H|
b=1 72,2183 ~ 0 Rejeitamos Hy

a=0ef=1 69,7581 ~ (0 | Rejeitamos H

Na Figura 42 temos para a empresa Cuprum os graficos Q-Q plots e seus
envelopes que sao baseados na distribuicao da distancia de Mahalanobis de Z;, para
1 =1,...,n, que para a distribui¢cao normal segue uma distribuicao X%z) e para a distribuicao
t-Student segue uma distribuigao 2F (2, v). Para a distribuicao NIG o grafico quantil-quantil

foi obtido via simulagdo. As linhas nas figuras representam o 5° percentil, a média e 95°
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Figura 41 — Modelos de regressao lineares ajustados para a distribuicao normal, ¢-Student,
NIG com w fixo (NIG*) e com w parametro desconhecido para as variaveis

IPSA e Endesa.

percentil de 100 pontos simulados para cada observacgao Os graficos mostram que a
distribuicao normal é a que pior se ajusta aos dados e que a distribuicao ¢-Student também
nao parece se ajustar muito bem, com muitas observagoes fora dos limites do envelope, ja
a distribuicao NIG parece se ajustar bem aos dados. Mais uma vez, estes graficos mostram
que a distribuicdo NIG fornece um melhor ajuste para o conjunto de dados, até mesmo
que a distribuicao t-Student. Na Figura 43 para Endesa temos novamente indicios que o
modelo com NIG fornece um melhor ajuste que um modelo normal, porém desta vez a

diferencga entre o modelo NIG e t-Student nao ¢ tao discrepante.

Nas Figuras 44 e 45 podemos ver os graficos de Komogorov-Smirnoff para os
quatros modelos considerando os retornos de Cuprum e Endesa respectivamente, em que a
linha preta representa a fda empirica para os dados originais e as linhas cinzas representam
a fda empirica para cada um dos 500 conjuntos de dados simulados do modelo 6timo. A
Figura 44 ilustra que os modelos normal e t-Student fornecem um ajuste razodvel aos
dados, com uma tendéncia de superestimar a densidade na cauda esquerda e subestimar
a densidade na cauda direita, ja para a distribuicdo NIG temos que o modelo se ajusta

bem aos dados, mostrando ser um ajuste melhor do que os demais modelos. A figura 45
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Figura 44 — Cuprum: Grafico de Kolmogorov-Smirnoff para o modelo sob distribuicao
normal, t-Student, NIG com w fixo e com w parametro.

ilustra que o modelo normal fornece um ajuste razoavel aos dados, com uma tendéncia de
superestimar a densidade na cauda esquerda e subestimar a densidade na cauda direita, ja
para as distribui¢oes t-Student e NIG temos que o modelo se ajusta bem aos dados, se

mostrando ser um ajuste melhor que a distribuicao normal.

As Figuras 46 e 47 exibem as distancias de Mahalanobis para os quatro modelos
ajustados para os retornos de Cuprum e Endesa respectivamente, e a partir destas figuras,

podemos detectar como as principais possiveis observacoes atipicas para a companhia
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Cuprum as observagoes 5, 6, 14, 18, 22, 37, 49, 104 e 107, e para a companhia Endesa as
observagoes 11, 19, 48, 51, 104, 121, 124 e 172. Do algoritmo EM, os pesos estimados ¢;
das observacoes 5 e 14 para Cuprum e 104 para Endesa sdao as menores para os modelos
t-Student e NIG, sendo a linha tracejada representa o peso dado pela distribui¢do normal,
como pode ser visto nas Figuras 48 e 49. Podemos ver que a estimativa de @ tende a
atribuir mais peso ¢; para as observacoes com distancia de Mahalanonis pequena quando
temos um modelo sob a distribuicdo NIG com w pardmetro, atribuindo portanto, menos
peso para as observagoes atipicas. O modelo sob distribuicao NIG com w parametro possui
também o peso v;, em que a estimativa de @ tende a dar peso maior para as observacoes

distantes devido ao fato de que v; ser diretamente proporcional a distancia de Mahalanobis.

De maneira geral, ambos os modelos NIG, com parametro pré-fixado e com
w parametro desconhecido, se ajustara bem aos dados, principalmente nos casos em que
temos um valor elevado de curtose, os mesmo se mostraram melhor até mesmo quando
comparada a distribuicao t-Student. Assim, sendo extremamente indicada para dados
que seguem distribuigdes leptocturticas. Apesar da penalizacao do parametro adicional do
modelo NIG, quando analisamos os retornos da Cuprum, que é o caso com maior curtose,
temos que comparando os valores de AIC e BIC, o modelo NIG ainda é melhor que o
modelo sob a distribuicao ¢-Student. Em todos os casos os modelos NIG se motraram

melhores do que o modelo normal.

5.2.3 Analise de diagnéstico

A anédlise de diagnéstico dos modelos é dado pelas Figuras 50 e 51, que
exibem as distancias de Cook para os quatro modelos ajustados para Cuprum e Endesa
respectivamente, e a partir destas figuras, podemos detectar novamente como as principais
observagoes atipicas da Cuprum as observagoes 5, 22 e 104, e para Endesa novamente as
observacoes 48, 51 e 104. Podemos ver que a estimativa de @ sob o modelo normal é mais
sensivel a valores discrepantes, enquanto os modelos t-Student e NIG acomodam melhor

esses valores do que a distribuicao normal.

As observacgoes atipicas detectados pela distancia de Cook podem ser vinculadas
a acontecimentos importantes para a historia chilena ou entao acontecimentos relevantes

para as empresas analisadas, e podem ser observados abaixo,

e Observagao 5 (margo 1990): Em 11 de margo de 1990, o General Augusto
Pinochet entregou a presidéncia do Chile a Patricio Aylwin, marcando o fim de seu
governo, foi de 1973 e 1990.

e Observagao 22 (outubro 1991): Em 1991 a AFP Cuprum foi adquirida pelo
Grupo Penta, que é um holding empresarial chileno, com investimentos nas areas de

previdéncia, seguros, finangas, saude, imobiliaria e educagao.
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Figura 47 — Endesa: Graficos da distancia de Mahalanobis considerando a distribuicao
normal, t-Student, NIG com w fixo e com w parametro.
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Figura 48 — Cuprum: Estimativas de ¢; para o modelo sob distribuicao ¢-Student, NIG
com w fixo e com w parametro e v; para o modelo sob distribuicao NIG com
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e Observagao 48 (dezembro 1993): No sabado de 11 de dezembro de 1993 ocorre-
ram as elei¢coes presidenciais do Chile, tendo como presidente eleito o engenheiro
Eduardo Frei Ruiz-Tagle, para o periodo de 1994 a 2000.

e Observacgao 51 (marco 1994): Em 11 de margo de 1994, Eduardo Frei Ruiz-Tagle
assume a presidéncia da Republica do Chile, cargo que assume até 11 de marco de

2000. Foi o segundo presidente eleito apos saida de Augusto Pinochet do poder.

e Observagao 104 (agosto 1998): Em agosto de 1998 estourou a crise financeira
da Riussia, contaminada pelos efeitos do enfraquecimento das economias dos tigres
asiaticos, em meio a reducao do crédito no mercado internacional. Em 17 de agosto
de 1998 ocorreu a moratoria russa, que foi o apice da crise, afetando nao s6 o Chile

como toda a América Latina.

A observagao 104, foi um acontecimento internacional que teve forte impacto
na economia do Chile, e por isso se mostrou um valor atipico para as duas empresas
analisadas. As observagoes 5, 48 e 51 estao vinculadas ao fim do governo Pinochet e a
presidéncia do Chile, que interferem nos setores previdenciarios e elétrico, ja a observacao
22 foi um fato especifico que impactou apenas as agoes da Cuprum. Desta maneira, temos

indicios que a detecgdo de valores aberrantes realmente foi feita de maneira correta.



Capitulo 5. Aplicagio a Dados Reais

111

0 0
[ep] [ep]
o _| o _|
() ()
0 | 0
% N % N
3 ks 3
g & g &
ot Rt
2 w5 2 v
i ) i
k] k]
O o | o o |
6 022
n - (@] n -
o — G o -
T T T T T T T T
0 50 100 150 0 50 100 150
indice indice
(a) Normal (b) t-Student
9 8 - 104 o
& &
v _|
x & 0104 € o
] 8
% 8 N % 8 n
] ]
2 © SR
«T «Q
] 5 ] 5
(=) o _| o o o _| ©
22
o — ° o -
S 3 o —
T T T T T T T T
0 50 100 150 0 50 100 150
indice indice

(¢) Normal Inversa Guassiana com w fixo  (d) Normal Inversa Guassiana com w pardmetro

Figura 50 — Cuprum: Graficos da distancia de Cook considerando a distribui¢ao normal,
t-Student, NIG com w fixo e com w parametro.
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6 Consideracoes Finais

Neste trabalho, desenvolvemos uma extensao do modelo com erro nas variaveis
utilizando a distribuicdo normal inversa gaussiana simétrica, foram considerados tanto o
pardmetro w pré-fixado, como também pardmetro desconhecido do modelo. Aqui, apresen-
tamos as distribui¢oes Inversa Gaussiana e Hiperbolica Generalizada e apontamos algumas
propriedades importantes que nos permitem definir o modelo com erro nas variaveis sob

NIG simétrica. O modelo proposto foi comparado com as distribui¢oes normal e ¢-Student.

Para o modelo com erro nas variaveis sob distribuicdo NIG simétrica, propu-
semos um estimador utilizando o algoritmo EM e como valores iniciais para o calculo
iterativo das estimativas de méxima verossimilhanca utilizamos os estimadores obtidos
pelo método dos momentos para o modelo sob distribuicao normal. Esses estimadores de

méxima verossimilhanga foram desenvolvidos seguindo mesmo conceito de Lachos (2011).

O desempenho do modelo proposto foi avaliado através de um estudo de
simulacao, e verificamos a convergéncia do estimador de maxima verossimilhanca. Os
aspectos tedricos do modelo propostos neste trabalho foram ilustrados através de dois
conjunto de dados reais, o primeiro analisando a relacao entre IMC e gordura corporal de

atletas australianos e o segundo analisando o retorno de acoes do mercado chileno.

Como forma de comparagao dos modelos foram utilizados os Q-Q plots, a
distancia de Mahalanobis e teste de bondade de ajuste de Kolmogorov-Smirnov multivariado
(O’Hagan et al., 2014). Além disso, foi utilizado a distancia de Cook (1986) como método
de andlise de diagndstico para os modelos. O modelo NIG simétrico proposto pareceu se
ajustar melhor aos dados quando temos dados bastante leptocturticos, como é o caso dos

dados economicos.

Em termos de pesquisas futuras, podemos considerar o modelo sob distribuicao
NIG assimétrica e outros conjuntos de dados para complementar os resultados atingidos.
Podemos considerar também o modelo de Barnett (1969), que é definido pelas equagoes
Yi; = oy + iz + ey,
Yo = ag + oz + e,
(6.1)
Yy = ap 4 Bpr; + €y,
comj=1,...,n.

Este modelo com erros nas variaveis é conhecido como modelo de calibragoes
comparativas, que ¢ usado para comparar métodos ou instrumentos de medicao. Para

p=2 a =0e =1, este modelo corresponde ao modelo de regressao simples usual
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com erros nas variaveis. Neste caso, dizemos que estamos comparando dois instrumentos
de medigoes, um chamado de standard ou de precisao, que corresponde a Y;, com um
outro Ys, que corresponde a um instrumento alternativo. Neste contexto é importante
estudar se ap = 0 e B1 = 1 e neste caso os dois instrumentos sdo equivalentes em termo de
vicio aditivo (ag) e vicio multiplicativo (f2), em que o algoritmo EM para analisar estas

hipdteses ja foi apresentado no Capitulo 3.
Assumindo que existe um instrumento standard de medi¢ao (g =0e f; = 1),
o modelo em (6.1) pode ser escrito por

Y; =a+ bz +e,

onde a = (0,a’)’, b= (1,8")" ee; = (e1,...,¢,), com @ = (ag,...,a,) e B =
(Bas ..., 53,)T. O modelo de calibragio também é caracterizado em estrutural e funcional,

como no caso do modelo com erro nas variaveis simples.
Para o caso estrutural, os x;’s sao v.a., e portanto a distribuicao do modelo é
especificada ao considerar o modelo definido por

Y;=a+br;,

em que

xX; .
r;, = <€J> ~ N[GSerl(nan((pz);w)a J= 1?"'7”7
J

com 1, = (15,01 e D(¢p,) é a matriz diagonal elementos no vetor ¢, = (dz, O1, ..., 0,) " .
m: = (1 g p

Pelas propriedades da distribuicao NIG simétrica
Y, ~ NIGS,(p, ;w),

em que = a + by, e X = D(¢p) + ¢,bb', onde ¢ = (¢1,...,9,)".
Assim, sejam y,,...,y, observacoes, a funcdo de log-verossimilhanga para

,Mm,(bm,a,ﬂ, d) ¢ dada por g(e) = Zgz(a), em que
=1

_p

0;(0) = — 1 [log(w+d(y;))—log w]+log K(_p_1)2(n/w(w + d(y:)) ) 5

1
1 og 27r—§log bR

com d(y;) = (yi — ) 7 (yi — ).

A utilizacao do modelo de Barnett, permite uma anélise mais completa, como
no caso do conjunto de dados estudado no Capitulo 5, ao invés de comparar cada agao
individualmente com o indice IPSA, poderia ser feita uma andlise simultdnea de todas as

acoes.
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