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Resumo:

A presente monografia contém um estudo de aspectos fundamentais da andlise no
espaco de Wiener. Os tépicos abordados sao: a decomposicdo em Caos de Wiener,
Integrais Multiplas de Wiener, Derivada de Malliavin e Integral de Skorohod. Também
sdo apresentadas as principais relactes destes com a Integral de Itd e algumas aplicagoes

ao cdleculo antecipativo.

Abstract:

This monograph contains a study on the fundamentals aspects of analysis in the
Wiener space. Subjects are: Wiener chaos decomposition, Multiple Wiener integrals,
Malliavin derivative and Skorohod integral. We also present the relations between this
elements and Ito integral. Some aplications of this tools to antecipative stochastic calculus

are showed.
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Capitulo 1

Preliminares

O Célculo de Malliavin € um célculo diferencial em dimensao infinita sobre um espaco
de Banach com uma medida de probabilidade que modela probabilisticamente o usual-
mente denominado movimento Browniano. Essa teoria comegou a se desenvolver com
P. Malliavin, seguido posteriormente por Strocock, Bismut, Watanabe, Nualart ¢ outros.
Uma das motivagdes principais para o desenvolvimento desse Calculo é sua aplicacio
em equagoes diferenciais estocasticas: estudo de regularidade da distribuicao da solugio
dessas equages, e extensao do conceito de integral estocdstica de Itd para a integral de
Skorohod, onde o integrande nac é necessariamente adaptado & o-dlgebra do movimento

Browniano (ou do semi-martingale com relagdo ao qual se faz a integracdo).

A bibliografia existente hoje ja & bastante rica, com vdrios livros que condensaram (e
aprimoraram) os resultados obtidos nos tltimos 20 anos. Nossa intengdo nessa monografia
é estudar esta teoria nos baseando fundamentalmente nos textos de Nualart [1}, Ocone

{8] e Watanabe [5].

Durante ¢ desenvolvimento do texto, usaremos algumas convencdes. Simbolos de
somatoério denotam somas infinitas enumerdveis com indice a partir de 0, quando néo

mencionado contrario. Eventualmente omitiremos a especificagdo do indice quando for



evidente de qual se trata. Todos os espagos vetoriais aqui sdo sobre R. Admitiremos
também varias propriedades de Espacgos de Hilbert sem demonstragio, assim como teoria
elementar de operadores lineares nao limitados. Para maiores detalhes, o leitor pode

consultar o livro de Conway [2].

Alguns resultados bdsicos de teoria da medida e probabilidade serdo admitidos, como
por exemplo a independéncia de varidvels gaussianas zero-correlatas, teorema de extensio
de Kolmogorov e o teorema de convergéncia de Martingales limitados em L? (Q} (veja

em Revuz e Yor [3]).

A seguir, alguns resultados 1iteis que merecem destaque.

Lema 1.1 Dadas X,Y wvaridveis aleatdrias com distribuicao conjunte gaussiana, com

XY ~ N (0,1), entéo
E lexp (sX — s%/2) exp (tY — t*/2)] = exp (stE [XY])
pare todo s,t € R.
Demonstragao: Defina Z,, = sX +tY. Para qualquer (s,?) € R?, Z,, & gaussiana

N (0,02) com
0% = B [(Z:2)"] = s* +¢* + 25t E[XY].

A transformada de Laplace de Z;; €

—

Z: (€) = Elexp (£Z,;)] = exp (£202/2) _

EFm & =1,
E [exp (Zs4)] = exp (6°/2)



ou amda

Elexp (sX +tY)] = exp (s*/2 + t?/2 + st E[XY]).

Daqui segue o resultado, usando a linearidade da esperanga. O

O m-ésimo polindmio de Hermite pode ser definido como

=

1
m!

D (T) = exp {:82/2}%8){1){—3:2/2}, m > Q. (1.1)

Serdo titeis aqui as propriedades p), = Pm-1 € (M + 1) Pmi1 = P1Pm — Pm—1, validas

para qualquer m > 1.

Coroldrio 1.2 Dadas X,Y wvaridveis aleatdrias com distribuicdo conjunta geussiana,

com X, Y ~ N (0,1), entio

Bipn (X)pn (V)] = — (BIXY))" b (1.2

Demonstracio: Seja f(s,t) = exp (ast). Entdo f € C= (R?) e

gmtnf _ nla™, n=m
W(O’O){

De fato,
orf

v (cs)™ exp (ast)

e pela regra do produto

(%) = ()5 e g et




= 3o lfes)™] [(at) e (ast)

Em t = 0, apenas o 1iltimo termo da soma n&o se anula (i = n}. Portanto

(m%ﬁamsm_“, n<m
am+nf ( 0) 371 [( )m] ]
5,0) = as) | = e =
dsmotm dsm e n=meos
0, n>m

e para s = 0, apenas o caso n = m resulta num termo néo nulo.

Portanto, fazendo o = F [XY],

g nH{E[XY])", n=m
exp (stE [XY]) = : 1.3
asnatm (0.0) ( ]) { ? " :/é m ( )
Por outro lado,
T exp (85,"*82/2) = I exp (:132/2—-(56-3)2 /2)
as™ | .o ds™| -
o
= exp (2°/2) oy exp (— (z — )" /2)
57 [s=0
= (—1)"exp (52/2) ai- exp (—62/2)
= nlp,{z) -
Portanto
gﬂ:ni E [exp (sX — s%/2) exp (tY — 1%/2)] = E[nlp. (X) mip (V)],  (14)
s"O™ | (0.0

e a prova fica completa igualando as expressoes (1.3) e (1.4}). 0



Sejam (X, X, u) e (Y, YV, v) o-finitos e sem dtomos. Serdo tteis as identificaces:

(X xY)= LX) = L* (V; L* (X)) .

O espaco linear gerado por fungdes do tipo

F®g(z,y)=f(x)gly); felP(X), ge L)

¢ denso em L? (X x Y).

No decorrer de todo o texto, os objetos fundamentais de nosso estudo serao dois
espacos de medida satisfazendo certas propriedades: (7,8, u) o-finito sem atomos e
{0, F, P) espago de probabilidade. A partir destes dois, usaremos vdrios espacos do
tipo L? derivados. Assim, teremos L? () na decomposicio em Caos de Wiener, L? (T™)
em integrais multiplas de Wiener, processo a um parmetro em L? (T" x {2) e processo
de vérios parametros em L? (T x ). Na teoria de operadores de Ornstein-Uhlenbeck,

aparecem ainda os espacos L2 (%) e L% (T x Q2).

Algumas identificacdes entre subespacos e equivalencias mais usados serdo: L2 (T)®™ ¢
L2(T™), I3 (T) € L (T x Q), L# (T x Q) ~ L2 (O L2 (T)), L? (T™ x ) = L2 (4 L2 (T™)),
L2(Q) C L3 (0%) e L2 (T x Q) C LE(T x ).

Por brevidade, denotaremos L2 (T™) = L2 (T™,B™, u™) e L*(Q) = L*(Q,F,P) (e
assim por diante) quando for claro no contexto a o-dlgebra e a medida que estamos

usando.
Vejamos ainda um resultade simples de teoria de conjuntos que serd til:
Proposicdo 1.3 Dada {A;},.; uma familia finita de conjunios, eziste {B:f}je ;7 finita com

elementos disjuntos aos pares tal que cada A; pode ser escrito como uma unigo (disjunta)

de alguns dos B;, isto é, A, = );c, B; para algum 11; C J.



Demonstracao: Por inducao na cardinalidade de 7, ou seja, por indugdo em n, sendo
I=1{1,2,..,n}

A proposicio vale trivialmente para n = 1. Paran = 2, dada {4;, A2}, entdo
{A1~ Az, Ay ~ Ay, AL N Ap}

é uma familia disjunta associada.

Suponha a proposicéo vilida para n e seja dada {Aj,..., Any1} arbitréria. Para

{A1, -, An} seja { B} ; uma familia disjunta associada. Entéo

{Bj M An—i—l}jej U {Bj - A’r‘t-’-l}je_}' U {An—}—l "" U Az}
i=1

& uma familia disjunta associada a {A1, ..., Ant1}- O

Coroldrio 1.4 Qualquer fungio caracteristica da forma 14, x...x4,, pode ser escrita como
combinagio linear de funcées caracteristicas da forma 1p,x...x .., onde { B} sdo disjuntos

aos pares. Além disso, os coeficientes da combinagdo podem ser tomados positivos.

Demonstragao: Seja {B;};.; a familia disjunta associada a {A;},Z,, cuja existéncia é
garantida pela proposi¢ao anterior. Entdo Ay X --- X Ap = W; cnp, By X X W;_en,, Bin

=

Lascoxan = 9 -0 D LoyxexBy,.

Helly Frn€Ellm



Capitulo 2

O Espaco de Wiener e a Integral de
1t6.

Uma maneira usual de construir o espago de Wiener € através da caracterizacao de
sua medida sobre cilindros de dimensfo finita no espago mensurdavel RT,| com T = [0, 1]
ouT = [0,0c). Aqui, podemos entender RT de duas formas: o espago das fungGes
w: T — R, ou o produto cartesiano infinito de T cépias de R. A segunda interpretagio

é mais apropriada para definir uma medida sobre este espaco.

Na verdade, nosso espaco de Wiener & o sub-espago de R definido por
N=C(T)={w|w:T — R continua e w (0} = 0}.

Porém, a medida em Q é induzida por uma medida definida em todo o RT.

Sejau € T — {0} e I = (a,b] C R, e considere subconjuntos de RT da forma



Clu,l)={¢cR :¢(u) el}.

Subconjuntos desta forma sio base para uma o-dlgebra em R7 (cilindros basicos).

Denotemos

1 122
wi = e e )

a funcdo densidade de uma distribuicdo gaussiana em R com média zero e varidncia v.

Definimos entdo a medida em interseccoes finitas de cilindros bédsicos por

P(C(u, )N NC (U, L)) =

f fflx,,,xfm Guy (331)91;2—1;1 (3:2 - :E]_) o Gy tim (mm - :Em——l) dﬁ:l T d:r'm.:
onde u; < -+ < Up.

Desta forma, a extensao de P 4 o-dlgebra gerada por estes conjuntos € uma medida de

probabilidade em RY. Por simplicidade, continuaremos denotando como P esta medida.
Considere em 2 a topologia induzida pelo sistema de normas

ol = max o (6)] ,m € N

O fato é que a o-slgebra dos borelianos B () associada & topologia definida acima
e a g-dlgebra induzida pelos cilindros de R” em 2 coincidem. Logo, P é uma medida

sobre o espago mensursvel (Q, B($2)). O Espaco de Wiener & a tripla (2, B (22}, P).

Dada g € L? (T), seja v, (t) = f; g (8) ds. Obviamente v, € §2, pois é absolutamente

continua. A imagem do espaco de Hilbert L?(T') pela aplicagdo g — 7,, juntamente



com o produto interno mduzido é um subespaco Hilbertiano de (), que denominamos de

Espago de Cameron-Martin e denotaremos por H. O produto interno induzido em H é

{y1,72) = L% ®) % () dt.

A cada 7 € H podemos associar uma varidvel aleatéria W, : @ — R dada pela

integral estocédstica

dy
W, (w) = ]]id_t (£} dw,.
Verifica-se que a aplicacio W : H — L2 () dada por v — W, & uma. isometria entre o
subespaco Hilbertiano H C Q2 e a sua imagem H; = W (H) C L? (), com H; gaussiano.

Sendo {n;};c uma base ortonormal de My, definimos 7 : € — RY com (5 (w)), =

n; (w), ¢ € N. Entdo n induz uma medida gaussiana padrao em RN, ou seja,

- 1
,uon‘l(Blx..‘kaxRX...)zw/---/(Q?r) kﬂexp{—i (mf+...+a:§)}d$1-“d$k
By B;.

de tal forma que a cada trajetéria w € €1 associamos uma sequéncia de niimeros reais

7 (w) € RN, Note que n (H) = I* (sequéncias cuja soma dos quadrados converge).

Faremos agora uma breve exposi¢do dos conceitos que levam & construgio da integral

de Ito.

Consideremos que W : T x © — R é um movimento Browniano padrdo no espago de

Wiener (Q, F, P), onde F é o complemento de B {Q2) em relagdo a P.

Seja L2(Tx Q) = L2 (T xQ,B(T)®F,A x P) a classe de processos estocaticos

quadrado integraveis, e o subespago fechado de processos adaptados quadrado integraveis
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L2(T % Q) ¢ L2(T x Q), dado pelos processos u € L? (T x Q) tais que
Uy € .?'_g

com F; sendo o completamento com relacdo a P da o-dlgebra \/ o (W),
s<t

Seja € (T x ) € L2 (T x ) o subespago de processos simples adaptados de quadrado

mtegravel, isto &, que podem ser escritos da forma
u= Zn: Bl ti]
i=1
onde F; € L2 (Q, F,, P).
Lema 2.1 €(T x Q) ¢é denso em L2 (T x §) na topologia de L? (T x ).

A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada em [1].

Considere uma aplicagio I : € (T x 2} — L* () isométrica dada por

Iw)y=Y F:(We,, —W.,).

=1

Usando o fato de F; e (Ws,,, — W,,) serem independentes, & facil verificar a isometria

| e = ey
/QI(u) 0.

A extensdo de I ao subespaco fechado L2 (T x ) é natural. E usual denotar I (u) =

e também que

J7 w:dW,, denominada a integral de It6 do processo u.



Capitulo 3

A decomposicao em Caos de Wiener

A seguinte proposicao é uma consequéncia do Teorema de Extensdo de Kolmogorov

e tem cardter fundamental na teoria aqui desenvolvida.

Proposigao 3.1 Dado um espago de Hilbert separdvel H, eriste um espago de probabi-
lidade (Q, F, P) e wma isometria entre espagos de Hilbert W : H — L? (2, F, P) tal que

W (H) ¢ uma famdlia de varidveis gaussianas centradas de L? (Q).

A construcao de uma isometria deste tipo pode ser feita usando a existéncia de uma
medida gaussiana em RY. Ou ainda, como todos os espacos de Hilbert separsveis sio
isomorfos, basta obter uma aplicacdo W para um dado H como na proposigao. Logo,

podemos tomar a isometria dada no capitulo anterior e a proposi¢ao é facilmente provada.

Sendo isometria, W & linear ¢ W (H) é sub-espago fechado de L2 (2, F, P). Deno-
taremos W (H) = H,. A aplicagao W fornece um isomorfismo H ~ H;.

Para. H do tipo L? (T, B, 1), onde p € uma medida sem &tomos, a isometria W pode
ser interpretada como sendo a integral estocastica de Wiener sobre fungdes A quadrado-

integravels em T com respeito a uma medida de ruido branco neste espaco.
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De fato, neste caso W é caracterizado completamente pela familia de varidveis aleatérias
{W(la): A€ B u(A) < oc}. Sendo € o subespago gerado por este conjunto, entdo £ C
H densamente. Considere o anel de conjuntos By = {A € B: u(4) < oo}. Obviamente
14 € H para A € By. E usual escrever W (A) para a W (14). A aplicagio A — W (4)

tem as seguintes propriedades:
1) leva 0 na varidvel nula;
ii) é o-aditiva sobre By;

iii) conjuntos disjuntos sdo levados em varidveis independentes, isto €, se A, B € By
e AN B =0, entdo W {A) e W (B) séo independentes, pois sdo varidveis gaussianas de

correlagao zero;
iv) W (A) ~ N(0,u{A)) para A € By.

A aplicacio A — W (A) & propriamente denominada “medida de ruido branco baseada

em p”.

Neste sentido, & usual denotar

W (h) = /T W (dt)

e W representa aqui a medida de ruido branco baseada em u.

Observacio 3.2 A proposicio 3.1 admite uma espécie de reciproca (veja [5]). Sendo
(Q, F, ) um espago de probabilidade, hd um resuliado que assegura @ ezisténcia de um
espaco H e uma isometria como o do tipo acima quando assumimos algumas hipoteses
sobre o espaco de probabilidade. Mais do que isso, teremos H C Q e a inclusdo como

isometria.

Uma medida sobre os borelianos de um espagco de Banach separdvel V' é dita gaus-

siana centrada se todo espaco gquociente de dimensdo finita V/W ~ R™ fem medida
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induzida gaussiana centrada. Isso equivale a dizer que todo funcional linear continuo
tem distributcdo gaussiana centrada.Esta medida é dita estritamente positiva se o tnico

subespago de medida nula é o trivial.

Eis o resultado, por Groés—Segaﬂ—KaHianpur: dado (Q,F,p) tal que Q@ é Banach
separdvel e p é uma medide gaussiane centrada estritamente positiva sobre os bore-
lianos B(QQ), entio eriste um subespago de Hilbert H C ) denso de tal forma que
Blhhz] = (ha, ha).

Observe que neste caso ocorre que * C H* ~ H C Q, com H ~ My, e H; gera a
c-dlgebra B ().

A estrutura (Q, H, P) como descrito aqui é nomeada Espago Abstrato de Wiener.
O resultado acima se aplica quando consideramos o Banach @ = C{[0,7] com a

norma da convergéncia uniforme.

No caso geral, fixemos um espago de probabilidade completo (2, F, P), um Hilbert
separdvel H e uma isometria W : H — L?(2,F, P) cuja imagem & um sub-espago

gaussiano (elementos ortogonais de H séo levados em varidveis independentes).

Denotaremos G a o-dlgebra gerada pelos elementos de H;. Obviamente G C F,
e serd considerado L? (Q,G,P) C L*{Q, F, P) pela incluséo candnica. Posteriormente

assumiremos G = F.

Defini¢do 3.3 Para m > 0, a m- ésima componente do Caos de Wiener Hn, € 0 sub-
espaco fechado de L? (Q,G, P) gerado pela familia {pm (W (R)) : h € H, ||k}l = 1}.
Desta forma, temos F' € H,, se esomente se F, — F, com F, dotipo ZLI P (W (hy)).

Observe que esta definigio ests de acordo com a jé estabelecida para H;. Cada

H,. & espaco de Hilbert com o produto induzido de L2 (©2,G, P). Em particular, dados
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P (W (h1)) € pr (W (h2)) € Hyp, usando (1.2),

(pm (W (h'l)) » P (W (h2))>‘ﬁm = K [pm (W (h’l)) Pm (W (h'2))]

_ %(E[W(hl)w(hz)])m

1 L)
= = (W (h), W (2))rg)
= %}((hl:hﬂﬂ)m-

Lema 3.4 A familic de varidueis aleatorias expHy = {expW (h) : h € H} é wm sub-
conjunto denso de L? (Q,G, P).

Demonstracio: Seja X € L?(Q,G, P) tal que (X, ey)bz( = () para qualquer Y €

0.6.P)
H,. Queremos provar que X = 0 P-quase sempre. Usando a linearidade de A — W (h),

<X, exp y LW (hi)> =0
LAQ.G.P)

i=1

para todos ¢, ....tm € R e hy, ..., A, € H, m > 1. Considere em R™ a seguinte medida

cormn sinal

v(B) = E[X1p(W(h1),.. W (hn})]

f X () P (dw)
(W(hl )s'":W(hm))eB

A transformada de Laplace de v é dada por

Dty entm) = Am exp (Z téxz-) v{dey - - - dz.y,)
/Q exp (ZtiW (h) (w)) X (w) P (dw).
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Comparando as equagdes conclui-se que a transformada de Laplace de v é identica-
mente nula. Logo v & nula, ou seja, E[X1g (W (h1), ..., W (h))] = 0 para todo B € R™.
Isto implica F [X 1] = 0 para todo G € G, o que prova X = 0 P-quase sempre. O

Teorema 3.5 Vule o decomposicio

e =)

L? (‘Q:g:P) = @Hn (31)

n=>0

Demonstragdo: A ortogonalidade entre espagos H; e H; com 1 # j segue do fato que

se X eY sdo varidveis aleatdrias independentes ~ N (0, 1), entdo (por {1.2))

Efp: (X) 5 (V)] = 5 (BXY])' 6,5

Mostremos que a soma dos espagos H,, gera L?(2,G, P). Para isto, seja F <
L?(9,G, P) tal que F é ortogonal a H,, para todo m > 0. Devemos ter F = 0. De
fato, F.LH,, significa E [Fp, (W (h))] = 0 para todo A € H com ||k = L. Como cada
polinémio z™ pode ser escrito como combinagao linear de polindmios de Hermite, segue
que E[F (W (R))™] = 0 para todo m > 0. Isto implica F [Fexp (tW (k))] = 0 para todo
t e Retodo h e H com |jh]| =1, elogo F 1 expH;. Pelo lema anterior, F = 0. 0

Observacao 3.6 Dagui em diante, suporemos G = F, ou seja, que a o-dlgebra P-

completa F é gerada pelas varidveis de H; .

Seja P a sub-dlgebra gerada pelos elementos de H;, isto &, combinagoes lineares de
produtos finitos quaisquer de elementos de ;. Considerando uma base {h;},. de H,

os elementos de P podem ser escritos na forma p (W (hy}, ..., W (h;_)), onde p &€ um
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polindmio. Também é dtil definir P, o subespago gerado pelos polindmios da forma

p (W (hy),..., W(h,)) onde o grau de p & menor ou igual a n.

E possivel demonstrar que para 1 < p < oo, com a topologia da norma usual, P ¢
LP{Q, G, P) densamente. O caso particular p = 2 segue dos resultados anteriores. Como
consequéncia temos L? (2, G, P) C L7(Q), G, P) densamente para p > g, na topologia da

norma de L9.

No caso p = 2 a estrutura de espago de Hilbert fornece a decomposicao em Caos
de Wiener. Observe que alternativamente poderfamos definir os espacos H; da seguinte
forma: seja Hp o espago das classes de equivaléncia das fungbes constantes (que sdo

constantes P-quase sempre). Temos

L
Hi=P1 N0 (fegl;o Hg) )

L
Hn+1 = Fpap M (feglzlo HO + .o H‘n) .

Os subespacos 7, sdo de fato gerados a partir de produtos e somas de elementos de
H,. E possivel obter uma base ortonormal para cada um dos H, a partir de uma base

ortonormal de H; usando o sistema ortonormal de polindmios de Hermite.

Seja A o conjunto de multi-indices a € ZY das sequéncias de numeros inteiros nao
negativos com finitos termos ndo nulos, com |a| = > a; e al = [[a:l. Seja A, =

{a € A : |a| = n}. Dada uma base ortonormal {h;},.y de H, define-se para cada a € A
$, = \/{EH}OQ{ (W (hz))
i=1

onde no produto temos um mimero finito de fatores {os quais a; # 0). Entdo {®, : o € A}

¢ base ortonormal para H, e {®, : @ € A} & base ortonormal para L% (Q,G, P).



Capitulo 4

Integrais Multiplas de Wiener

Estendendo o conceito da Integral de Wiener, dado m € N, é definida nesta secédo
uma aplicacdo linear e continua W™ : L?(T™) — L% () denominada m-ésima integral

multipla de Wiener, a qual é usual denotar

wm (f) = - f (tla ---;tm) W (dtl) W (dtm) .

As seguintes notagdes serdo usadas no desenvolvimento que se segue.
Definicao 4.1 Seja f: T™ — R.

(1) FEscreveremos S,, o grupo das permutagdes de {1,...,m}, isto é,

Sp={o:{1,...,m} = {1,...,m} : o bijetiva} .

(i1) Para 0 € Sp, seja fy : T™ — R dada por fo (t1, .. tm) = f (to)r - to(m))
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(i1i) Denotaremos f a simetrizacdo de f, isto é,

-1
f:“?;;lz.fa

) O'GSm

Uma funcao é dita simétrica se f = f.

Observacao 4.2 F fdcil ver que Hf <N fllgegrmy para f € L2 (T™).

LET™)

Proposigio 4.3 O sub-espago das fungdes siméiricas de L? (T™) ¢ fechado. Usaremos

denotar este sub-espago por L (T™).

Demonstragdo: Seja Sy, o operador simetrizagio, isto &, Sy, : L? (T™) — L2 (T™) dado
por S (f) = F. Pela observagdo anterior, S,, & uma contragio, portanto continuo. O
operador dado por U, (f) = f — f & portanto continuo em L? (T™) e nulo sobre L% (T™).
Sendo f, uma sequéncia em L% (T™) e f,, — f, temos também U, (f») — Un (f) pela

continuidade. Como Uy, (f,,) = 0 para todo n, resulta Uy, (f) = 0 e portanto f é simétrica.

O
Considere as fungdes caracteristicas do tipo
f=lax.xam; Ai € Bo, AiNA; =0 parai # j, (4.1)
e seja &, C L?(T™) o espago linear de fungdes simples gerado por elementos deste
tipo.

Para f do tipo (4.1} define-se

W™ (f) =W (A1) W (An)
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e estende-se linearmente para funcgoes em £,,. Observe que temos aqui um produto de
varidvels aleatérias independentes devido & disjuncdo dos conjuntos {A;}. Na expressao

acima, W™ (f} € L*? (Q), pois

E[W(A)) - (W (Am)] = EW (A1) E(W(4,))°

Proposicao 4.4 Para f € £, vale W™ (f) =W™(f).

Demonstragao: Basta provar para f = 14« x4, da forma (4.1). Neste caso temos
fcr = lAa-(1)><---><Aa(m)? e W™ (fo‘) =W (Aa(l))---W (Ag[m)) =W (Al)'W (Am) = Wwm (f)
Logo,

we(7) = v (& 3 1)

C gESm

= =S W)

' 0ESm

= =S =wr ).

) TESm

Proposigao 4.5 Dadas f € £, € g € &, entdo

0. sem :
E[W“(f)Wq(g)]—{ <‘ 7

m! f'}§>, sem=gq.

Demonstragao: Pela bilinearidade da relagio, basta demonstrar para f = 14,x..xAn €

g = 1p,x..x5, da forma (4.1).
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Dadas f e g deste tipo, seja {C;} jey uma familia de conjuntos disjuntos aos pares
tal que cada conjunto de {A;, ..., 4., By, ..., By} pode ser escrito como unido disjunta de

alguns destes, isto &,

Como {A;} sdo disjuntos aos pares, ocorre que {J,, } também sdo disjuntos aos pares.

Analogamente conclui-se que {Jp,} sdo disjuntos dois a dois. Obtemos entao

layscoxdm = Z E Loy, x.xChpm >

kr€Ja, km€Ja,,

lle...qu = Z v E ]-Czlx,,.xC:q .

hiedg, lqEJ’Bq

Usando novamente a linearidade, o problema se reduz agora a provar a relagéo
tomando f = lg, x..xC, € 9 = le,x..xc,, 1€IMOS genéricos de cada uma das somas
acima. A restricio aqui torna-se (k;);., com elementos distintos dois a dois, bem como

(1;)%_, distintos dois a dois. Denotemos Jy = {k;};2; e Jy = {L:}L,-

Se m # g, existe um indice que estd em apenas um dos dois Jr e J;. Este indice €
distinto de todos os outros que ocorrem em Js e .J,. Digamos que m > g e que &y, seja 0

indice distinto. Entéo, como esperado,

EW™(AWI()] = E[W(Cu) - WI(Cr)W(Cy) - W(C,)]
E{W (Ci, 1 E W (Chy) - W (Chmy) W (Cy) - - - W (C,)]

= 0.
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Para m = ¢, J; e J, t8ém mesmo cardinal. Considere duas situacbes: Jp # J; e

Ji=J,

Na primeira, novamente existe wmn indice que € distinto de todos os outros que ocorrem
em Jy e J,. Digamos que seja k; este indice. Entao um célculo igual ao anterior mostra
que E[W™(f)W™(g)] = 0. Mas também & facil ver que <f,§> = 0, jd que f, =
Icka(l) oGl onde um dos Cy,,, € o préprio Ck,, que ¢ disjunto de todos os {Ci},. Iy

resultando {f,, g-) = 0 para todas o,7 € 5.

Na segunda situacio, onde Jy = J,, claramente temos f = §, ja que (k)7 e (L)L,

$80 iguais & menos de uma permutagao.

Neste caso,

EW™(f)W™(g)]

It

E[w (7)wm o)
E (Wm f E]
= E[W™ ()
E[(W(Cy))*- - (W(Ck,))"]
= p(Cr) - p(Cr)-

Por outro lado, usando que {f», f-) =0 para o = 7 € 5,,,,

m(ra) = m|if
= m!‘— Z fg

cESm

Zfa

oESm

=D Tk

T 0C8m

L
m!
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= e

=

= |IfIF=p(Cu) - 1 {(Crn)-

Portanto, vale a relacdo em todos os casos. !

A seguir, considere &, dotado da topologia induzida por L* (™).
Proposicao 4.6 A aplicacio W™ : €, — L?(Q) ¢ continua.

Demonstracao: Usando a proposicao anterior e a observagao 4.2, para f € &,

2

W™ (£ = m! |7

< !l HFIE 2oy - 4.2
L2y m | fllpzepm) (4.2)

Sendo W™ linear e limitada, o resultado estd provado. O

Proposicao 4.7 O espago linear £, é denso em L* (T™).

Demonstracao: Basta mostrar que uma funciio caracteristica genérica em L? (T™) pode
ser aproximada por elementos de . Seja entdo A= A; X --- X A, € BY*. Dadoe > 0,

vamos exibir uma lg € &, tal que |14 — 15|| < £A4, onde A4 s6 depende de A.

Sendo u nio-atomica, existe {B;},,; finita de conjuntos disjuntos entre si, com cada
1 (B;) < &, tal que A; é unido de alguns dos {B;}. Digamos 4; = 4, B; para cada 7.
Observe que

jed

Seja a = p(UZ; A
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Desta forma,

7

i1, tm=1

im = 0ou l. A saber, €ilrsirn, — 1< (ila :?'m) e J.Al X X JAm-

.....

Seja I o conjunto dos multi-indices (i1, ...,%m) € {1,..,n}" tals as coordenadas

diferem a0s pares, isto &, i; 5 7; para k £ [. Defina

lB = E Eil,,..,imlBilx--‘XBim:

(1:1 ,,,,, ‘im)ef

ouseja, B=J{B:y, X Bi, : (f1,enim) € IN(Ja, X -+ x J4,)}. Entdo B C A, Ip €
Ene

ILa=181" = D ensmn(Bu)-u(Bi)
(i1....,im)EIC
< Z p(Bs) - p(Bi,)
(i1, im)EIC
[/ \ a o=
— ") T B B s (B

2 =1 e im_a=1

@™y (B

i=1

P
e N N

)
) S By
)

Dagqui segue o resultado. O

Definicio 4.8 Define-se a m-ésima integral de Wiener como sendo a extensdo da apli-
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cagdo W™ : £, — L2 () ao dominio L* (T™).
As propriedades jd estabelecidas continuam vdlidas na extensao:

Proposicao 4.9 A m-ésima integral de Wiener W™ « L?(T™) ~ L2?2(Q) é linear e

satisfaz as sequintes propriedades:

1%} Para f € L* (T™),
W (§) =wm(5); (43)

2%) Para f € L (T™) e g € L*(T7),

0, sem # q;

m1<f}§>: sem=gq. .

EW™(f)W?(g)] = {

Demonstragio: Para provar a primeira, novamente defina Uy, (f) = f — f. Entio
Wmol/,, é continua e nula no denso &, como jd demonstrade na proposigéo 4.4. Portanto

a sua extensdo é também nula, donde W™ ( f — f) =0 em todo L* (T™).

A prova da segunda propriedade é andloga. Fixado um par {(m, ¢), basta definir

0, sem £ q;

Zmg ([, 9) = F
(f.9) E[Wm(f)Wq(Q)]—m!<f=§'>= sem=gq.

em €, x &,. Pela proposicao 4.5, Zn, € nula. Como &, x &; é denso em L2 (T™) x

L2 (T9), a extensdo de Z,,, é também nula, o que prova o requerido. O

Segue da proposicdo acima que para m # ¢ as imagens W™ (L? (T™)) e W9 (L? (T7))

sao ortogonais.

RS- TRTN Y P L L L
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Observagao 4.10 Note que pare f € L% (T™), vale

W™ (F) 22y = md 1712y -

Em particular, W™ restrita a L% (T™) ¢é injetiva e a sua imagem é um conjunto
fechado de L*(§2). De fato, sendo (F,,) uma sequéncia em W™ (L% (T™)) e sendo (f,) €
L2(T™) tal que W™ (f,,) = F,, se (F,) é convergente entdo é de Cauchy, donde (f,)
também é Cauchy. Como L (T™) é fechado, (f,) — f para alguma f € L% (T™). Além
disso, lim (F,) = lim W™ (f,,) = W™ (f), donde lim (F,) € W™ (L% (T™)).

Definicao 4.11 Dadas f € L% (T?) e g € L2 (T), a contragéo de f por g é wma funcdo
em L* (TP1) denotada por f @, g e definida por

(F @1.9) (b1, o tyr) = ] £ (b o tper, $) g (8) e (ds).

Note que a contragao de f por g € bilinear quando considerada como uma aplicagao

do tipo @, : L2 (T?) x L2 (T) — L2 (TP1).

Proposicao 4.12 Seja f € L? (TF) e g € L*(T). Entéo

we (W (g) =W (Fog) +sW (Fong).

Demonstracao: Basta mostrar a validade da equacio para f € £, e g € &1, pois
a densidade de £, x & em L*(T?) x L*(T) garante a extensdo. Pela linearidade, &
suficiente assumir f = 14,x..x4, € ¢ = lg,, com A; € By disjuntos aos pares e By € By.

Seja {Cj};.; uma familia de conjuntos disjuntos aos pares tal que cada conjunto de
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{A, ..., Ap, By} pode ser escrito como unido disjunta de alguns destes, isto &,

A = [H CGi1<i<y,
kEJAi

By = |H G.
IGJBD

Como {A;} sio disjuntos aos pares, ocorre que {J, } também sao disjuntos aos pares.

Desta forma,

1A1)<.‘.><Am = Z tet E ]-Cklx...xckp ]

klEJAl kmEJAp

s, = Y lg.

iEJBD

Usando novamente a linearidade, o problema se reduz agora a provar a relagdo
tomando f = lo, x. xc,, € § = lg, termos genéricos de cada uma das somas acima.
Aqui, C é igual a algum Cj, ou € disjunto de todos eles. Vamos demonstrar a validade
da relagio para dois casos: C; = Cy,, e C; disjunto de todos os {Cy, }7_;. Os outros casos

possiveis sdo andlogos ao primeiro destes.

Por brevidade, voltemos a escrever f = 1a,x...x Ap: € 08 dois casos podem ser carac-

terizados por g = 14, € g = 14,, onde {Aq, ..., Ap} sdo disjuntos aos pares.

Se g = 1,4,, entdo & facil ver que f®1g = 0. Também f,®g é uma funcio caracteristica
da forma (4.1), e a definicio fornece WP (f, ® g) = W (Ao)--- W (4,) = WP (f) W (g),
donde WP*! ( fe g) = W?(f) W1 (g). Portanto, neste caso vale a relagio.

No caso g =14, seja f = (A1) -~ u(4,).

Temos

W2 ()W (g) = W (A1) W (A2) - - W (4,)°.
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Também
- 1
f®&g = l Z lAa(l)X"'XAu(pn (',s) L4, (S)“(ds)
T p- O'ESP
1
- H Z Llﬁa(l)x"'x’d‘o’(?) (‘1 S) 1AP (S) # (ds)
cES,
o(p)=p
1
= —h(4p) Z Lagayxexdggoy
p- €5,
i -
= 5)‘.1, (Ap) 1A1X'“XAp-1 1
donde

pr‘l (Jf @ g) = Wt (iAlx'"XAp—d) t (AP)
= Wpul (lAlx---xAp_.l) ;U'(Ap)
= WA W () (A

Dado ¢ > 0 arbitrario, vamos mostrar que a norma de W? (f) ’W"_(g)—;t:rT/V]"_‘TL (f @ 9) —
wett (f@ g) & menor que Ce, onde C depende de f e g, ou melhor, dos {Ay, ..., 4,} no

Cas0.

Considere uma partigio A, = Ey|f - - - |H E, tal que p (&) < ¢. Defina

™
h'e = E lAlx-nxAp_.lXE,;XEj -
iJ=1
it
Entao

f & g-— ha = Z 1A1x---><Ap.,1><EgXE{
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2
Foo-i| - |fEs-k
< Zu (A1) - p(Apor) e (B)?
< g
donde
) 2
[ (7e9-r) o =

Desta forma,

WP ()W g) =W (Forg) = D W (AW (o) W (Ap) W (E) W (E))
—JZW (A1) W (Ag) -+ W (Ap-1) 1 (E3)
- ZEW(AﬂW(Az)---W(Ap_l)W(Ea-) W (E;)
: Z W (AW (A) - W (Aps) (W (B — 2 (EY))
- e (he) + R,

COIIl

R=YW(A)W (A) - W (Ap) (W () - u(E2)).

Como

LRAP = (A (A) - 5 (Ap) S E(W(E) — n(E))

i

= p(A)p(Az) - p(Ap) (QZﬂ(Ei)Q) < 28,
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segue que
“W" (W' (g) — o™ (f ®1 g) - wrH (f@ g) H
< [we W (o) - oW (Foug) — W (hy)
+ HWH (he) — W2t (f® 9)
< (ml+2)pe,
fornecendo o resultado esperado. o

Corolério 4.13 Seja f € L% (TP) siméirica e g € L? (T). Entdo

WP (f @ gy =WP (/)W (g) —pW* ' (f &1 9)-

Demonstragao: Trivial, usando a proposi¢ao anterior. O

Observe que o resultado acima poderia ser admitido a principio para fornecer uma
definicdo alternativa para W™ por recursio. Definidas W° e W como sendo respectiva-
mente a identidade e a isometria dada, obtém-se o valor de W™*! no elemento do tipo

f®g € L?(T™) a partir de W™ (f), W™ (f @1 ¢9) e W (g).

Para A € L? (T) defina h®™ (t1,...,tm) = h{t1) - - A (tn). Assim, R®™ € L2 (T™) ¢

uma funcao simétrica e

“h'@mHLz(Tm} = ”h”};(T} )

Teorema 4.14 Seja p,, 0 m-ésimo polinémio de Hermite e h € L2 (T) com ||h|| = 1.
Entao

M (W (R)) = W™ (h®™) . (4.5)
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Demonstragio: Por indugio em m. E imediato que a relacio vale para m = 1. Usando

0 lema anterior e a propriedade

(m + l)pm—i—l (QC) =N (I)pm (.’L‘) — Pm-1 (.’L‘) ;

obtem-se

Wm+1 (h®m+l) = W™ (h®m) 11,74 (h) _ mW'm—l (h®m—1 f h2)
= mlpn (W (R) W () —m (m = 1)lprm—y (W (7))
= ml(m+ 1)p.. (W (h)).

Cooroldrio 4.15 A imagem W™ (L (T™)) é o espago Hy,. Além disso, W™ : L (T™) —

H.. € bijetiva.

Demonstragio: De imediato, pelo teorema anterior e pela linearidade de W™, re-
sulta que o espaco linear gerado pela familia {pm (W (R)): R € H,||hll = 1} faz parte
da imagem W™ (L% (T™)). Mas como H,, ¢ o fecho em L*(Q2) deste espaco linear e
Wm (L% (T™)) é fechado, temos H,, C W™ (L% (T™)) para cada m. Mas para n # m,
W™ (L2 (T™)) L W™ (L% (T™)). Como L? (Q) = @ Hom, segue que Hy, = W™ (L5 (T™)).

A bijetividade de W™ : L% (T™) — H., segue da observagéo 4.10, onde foi concluido
que W™ : L% (T™) — L% () ¢ injetiva. Logo, a aplicacio & bijetiva sobre a sua imagem.

O
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Coroldrio 4.16 Cada F € L* () pode ser unicamente escrita da forma

F=Y W"(fn); fm € L*(T™), fn = fm. (4.6)

m=0

Ou seja, existe uma Unica representacdo de F' como uma soma de integrais maltiplas de

fungoes simétricas quadrado integrdvers.
Observagio 4.17 Convenciona-se W° sendo a identidade em R. Note que fo = E[F].

Demonstragio: Segue do teorema 3.5 e do coroldric 4.15 anterior. a

Note que para a representacdo (4.6) acima vale

2 2
“F||L2(Q) = Zm] ”fm“L?(Tm)

como consequéncia da relagéo (4.3).

O préximo lema fornece uma representagdo para processos estocdsticos em L? (T7 x £2)

andloga a (4.6) de varidveis em L* (£2).

Lema 4.18 Sejow € L? (T x Q). Entdo u pode ser escrito da forma

u(t) = i wr (fm (1t)) 3 fm € L2 (Tm+1) 1 f—m ('1t) = fm (':t) (47)

m=0

onde a série converge em L? (T X ), e

”uHJzL?(TxQ) = Zm! ”fm”i2(’fm+l} : (4.8)
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Demonstracio: Considere um processo do tipo

=Y Fhi(t); ;e L*(Q), b € L*(T). (4.9)

i<k

Para este temos uma expansio do tipo (4.7). De fato, sendo F; = S W™ (fi) e

usando a linearidade de W™,

=S (5 2080).

Esta expansio ¢ ortogonal em L? (T x §2), pois para m # n,

(1 (s m) (s w)) -
<k jsk LT X8

<ZW’“ fLyRha(t), > W (fi)h > =
L2(Tx)

i<k <k

SO s g (W () W (D)) gy = O

i<k 1<k

visto que

<Wm (f:n) , W (fi)>L2(Q} =0, Vi, < k.

Para u como (4.9) vale (4.8) pois, usando a ortogonalidade acima estabelecida, a

linearidade de W™ e a relagao (4.3),

2
[ullz2ereqy =

s (3o )|

i<k L2(TXQ)
2
- | ()
m ik L2ATx0)
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= > IDowm(fi) k()

i<k

m LAT=Q)
= Z Z Z W™ (fm), W™ (ffﬁ));,z(m hay Ryd g
m i<k j<k
= Z Z Z m! <f:m fgw);,e(rm) (hia hj);,r
m gk j<k
2
= Yom> S ®h
™ sk L2(T™+1)

Seja uma sequéncia de processos u* do tipo (4.9) convergindo para u em L? (T x Q).

Sejam dadas as expansoes

)= W (FE )

Sendo u* convergente, é Cauchy em L? (T x Q). Como temos uma expansao orto-
gonal acima, cada componente é também Cauchy. Mas isto implica que para cada m a
sequéncia (f£), on & Cauchy em L2 (T™*1). Sendo f,, o limite para cada m, a familia

{fm} satisfaz o requerido. -

Observaciao 4.19 Diferentemente da representacdo (4.6) para varidveis, ndo podemos

estabelecer unicidade na representacdo (4.7) de processos.

Observacao 4.20 Segue do coroldrio 4.16 que varidveis do tipo W™ ( f,) geram um sub-
espaco linear denso de L? (). Analogamente, segue da proposic¢io 4.18 que processos do

tipo W™ (fm (-, 1)) geram um sub-espago linear denso de L* (T x Q).



Capitulo 5

A derivada de Malliavin

Continuamos com um espago de probabilidade completo (2, 7, P), um Hilbert do
tipo H = L*(T,B,n) = L?*(T), e uma isometria W de H num subespaco gaussiano
Hy de L? (Q, F, P) ~ L* (). Eventualmente escreveremos W, a imagem de h por W.

Continuamos supondo que a o-dlgebra F é gerada pela familia de varidveis H;.

Lembremos que LP (£2; L? (T')) € a classe dos processos u : £ — L? (T') limitados na

e { /Q ( fT 'y (dt))% P (dw)} % .

Faremos a identificaciio L2 (T x Q) ~ L*(Q; L2 (T")) pelo isomorfismo candnico.

nora

”U”Lp(n;z,z(m) = “”u”LQ(T)

Denotaremos C° (R™) o conjunto de fungdes infinitamente diferencidveis f : R* — R
tals que as derivadas de todas as ordens tem crescimento polinomial. A derivada parcial

de k-ésima ordem nos indices (¢, ...4x) serd escrita 8%, f=8; --- 8; f.

Definicao 5.1 A classe de varidueis aleatdrias suaves S é dada pelas varidveis da forma

F= f(W (hl),...,W(hn)), fe C;O (Rn) (51)
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onde h; sao elementos de H.

Analogamente podemos definir S, a classe associada as fungdes com derivadas limi-
tadas C¢° (R™), e S, a classe associada a C2° (R"), as fungbes com derivadas de suporte
compacto. As relagbes entre estas dlgebras de fungdes sfo P C S e S. C S, C S, todas
contidas em L7 (Q), p > 1. Do teorema 3.5 conclui-se que P (e portanto S) € densa em

L2 ().

Definicao 5.2 A derivade de uma varidvel F € S do tipo (5.1) € um elemento de
L*(Q; H) dado por
DF =Y 8 f (W (h1),., W (Bn)) hs. (5.2)

E usual também considerar a derivada como um elemento de L? (T x ), dado por

—DtF = Z acf (W (hl) ERT %4 (hn)) hi (t) :

Consideremos o operador D : & € L?{Q) — L*(Q; H) que faz a associagdo F' — DF.
Podemos considerar H < L2 ($; H) pela inclusio canénica. Assim, W : H ¢ L* (Q; H) —

12 (Q). Neste contexto, temos o seguinte resultado:
Lema 5.3 Para F € 8§ eh € H vale

(DF, h)m(n;g} = (F, Wh)z,z(m . (5-3)

Demonstragao: Podemos supor sem perda que ||h]l; =1 e que
F=fW(e),...Wi(en))

onde {ey, ..., e, } 330 ortonormais em H, com €, = h.
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Seja ¢ (z) a densidade da distribui¢do normal padréo em R™, isto &,

o (z) = (27) ﬂ’Eze}nip( ZJ})

Vale
0o (z) = 1 (x)-

Logo

(DF, h)L'Z(Q;H) = alf (W (81) 1y w (en))

Observacao 5.4 Para F,G € § e h € H, aplicando o lema anterior ao produto FG,

obtemos

Esta formula serd 1til no resultado seguinte.

Da forma como foi definido, D é ilimitado e densamente definido.

(5.4)
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Lema 5.5 O operador D: 8 C LP(Q)) — LP(Q; H) ¢ fechdwel, p > 1.

Demonstragdo: Considere os processos em L7 (Q; H) da forma

Gh; he H, G € §,, GW, limitada. (5.5)

O espaco linear gerado por processos deste tipo é denso em L2 (€2; H).

Para o lema, basta provar que para toda sequéncia F, € S

(F.,DF,) — (0,n) em IF () x L? (O H) = 5 = 0. (5.6)

Assumindo o lado esquerdo da implicacdo (5.6), é suficiente provar que
E{Gh,n)y=0

para qualquer processo da forma (5.5) em L? (Q; H), onde g € o conjugado de p.

De fato, usando (5.4)

E{Gh,m)y = IEEE'(Gh,DF;l)H
— EmE ((GDF,, h)y)
= LmE ((—F,DG, ), + F.GWa)

4 que F, — 0 em L? {Q), com (DG, h}, e GW, limitadas. O

Denotaremos DY o dominio do operador fecho de D : S C LP () — LP (Q; H), isto
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é, DI? & o completamento de 8 relativo & norma

i/p
1F)f, = (HF”EP(Q} + ”DFIIEP(Q;H))

O produto interno
(F,G)1o = {F.G) 20y + (DF. DG} 12y 1

faz o espaco D2 Hilbertiano.

Poderfamos considerar mais geralmente operadores derivadas de ordens superiores

DF: 8 C IP(Q) — L7 (; H®), definindo

DF= > & fW(h), .W () hy®-- @by

i1, ix=1

e D*P seria o completamento de S relativo & norma

l/p
1Pl = (VFIE+ IDF oy + - + 1D F [ rony) -

A demonstragio de que DF & de fato fechdvel é andloga & anterior.

Proposicao 5.6 Sejo h € H, com |[hi|g = 1. Entdo

D [W™ (h&™)] = mW™1 (h&m=1Y b, (5.7)

Demonstragao: Usando a propriedade de polinomios de Hermite

Prn = Pm-1,
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a definicio 5.2 da derivada e a equacgio (4.5), deduz-se que

D[wm™(h®™)] = D[mlp. (W (h))]
= mlpl, (W (h))h
= mipm-1 (W ()R
= m[(m— 1)lpm_1 (W (h))] h
= mW™t (h® 1) b,

Observagao 5.7 Poderiamos definir de forma natural as aplicages
W*H, @ H®™ > Hame @ HEF,

para kK <m, €
D*: M ® HE™ — Hpo @ HE™,
para k < n. Estas seriam continuas e sobrejetoras.

Poderiamos reescrever a equacio (5.7) na forma D; [W™ (A®™)] = mW™ 1 (A®™ (-, 1)).

A proposicao seguinte generaliza o resultado acima.

Proposicio 5.8 Seja F' € L2 () com uma representagéo do tipo (4.6). Entdo F € D*?

se e somente se

mel Hfm”i%’.{'m) < &0 (5.8)

2 ..
Neste caso, | DF || 72,5 cotncide com esta soma e
H

D = 3" W™ (i 1) 59)

m=1
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Demonstracao: Por partes:

(1) A proposicio vale para F' € H,y, :
Seja Crm 0 espago linear gerado por {p, (W (h)) : h € H,||k|| = L}.

A proposic¢ao vale para C,., pois de (5.7) resulta

HDWm (h®m) ”iQ(Q;H) = Hme—l (h®m_1) h”ifz(ﬂ,h’)
= m2(m = DA™ aipm,

= mm! Hh@muig{m).

Também de (5.7) vem
HDF”iz(Q;H) = m’ ||F“1252(m

em C,,, j4 que vale em qualquer subconjunto ortonormal. Logo, em C,, as normas

11 2 € II'lig2(n) séo equivalentes, donde

Hm _ ZL () — al,? - -S—l,:? — D1’2.

(1) A condigéo é suficiente:
Seja F' € L2(£)) com uma representagio do tipo (4.6) e suponha que (5.8) vale.

Como D é fechado em DY2 (por definicio), basta exibir uma sequéncia Fy em D"

tal que Fy — F na norma ||, ,-

Para isto, seja Fy a truncada de F' dada por

N
FN=ZWm(fm)-

m=0

Pela dltima conclusdo do item (i), Fy € DM
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Para esta sequéncia

oo oo
2
IF = Fylli,= > mlilfmlisgm + Y mmllfullzzgm — 0.
m=N+1 m=N-+1

(¢19) A condigdo é necessdria:

Suponha F = S W™ (f,) € P*?. Sendo Fy como antes, G € S e h € H, vale

hm (DEN, Gh) 120, = (DF, GR) 20 -

Para G=W"{g) € Ho e N > n:

(DFw. ), G)pagy = {0+ DW (s (8, A ) 2 ) )

@)
Portanto, sendo J, a projecao em H,,

I ((DERY ) = (04 D)W ((fann (58,2 ) oy )

e sendo {e;} uma base ortonormal de H,

S mant | il amy = ZZHJ (DF e )l zae)
= Z(DF,Bg L2

2

Notemos que se F € D42 e DF = 0, entéo segue da proposigao anterior que F' =
E[F].
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A prdéxima proposi¢ao fornece uma caracterizacao dos processos que sio gradientes.

Proposi¢ao 5.9 Dadou € L? (T x ), existe uma varidvel F' € DV? tal que DF = u se

e somente se alguma expansdo para u do tipo (4.7) tem seus nicless f,, siméiricos.

Demonstragao: Da proposi¢ao 5.8, segue que a condi¢do é necessdria, ja que (5.9) é
uma expanso do tipo {(4.7) para u = DF e os micleos sdo simétricos nesta representagao.
Para mostrar a suficiéncia, dada uma expansao com nicleos simétricos para u, defina
F=) (m+1)7' W™ (). (5.10)

m=0

Segue também da proposicio 5.8 que F € D', pois a série (5.8) para esta F fica

_ 2
HDFHi?(Q;H) = Z (m+1) (m+ 1! H(m—l— L fm”L?(TmH}
> || fmllzagmesy

= |ullZo(ren < o0

A hipdtese de simetria das f,, foi usada na 1ltima igualdade.

Derivando a expanséo (5.10) obtém-se a expansio de F, donde DF = u. !

E relevante destacar a regra da cadeia para o operador derivada, cuja demonstragao

omitirernos aqui.

Proposigao 5.10 Seja p : R™— R continuamente diferencidvel e com derivadas parciais

limitadas. Se F, € D'P, entdo @ (F1,...,Fn) € D'P ¢

D (@ (Fi, e Fr)) = ) 8:p (Fy, ., Fr) DF;
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Os dois resultados a seguir serao tteis adiante. Envolvem esperancgas condicionais

com respeito a o-dlgebras geradas por integrais estocdsticas de funcoes caracteristicas.

Para A € B, seja F4 a o-dlgebra P-completa gerada por {W(lg),B C A, B € By} .

Lema 5.11 Seja F € L? (§}) com a representagdo (4.6) e seja A € B. Entdo

EF|F4) = i W™ (fml5™) (5.11)

m=0

Demonstracao: Basta mostrar para F = W™ (fi), onde f,, € uma fungdo indicadora

do tipo (4.1), isto &,

fro = lagx..xan; Ai € By, AiNA; =8 parai # j.

Neste caso

E[F|Fs] = E[W (A1) W (An)|F4]
= E[H(W(AmAHW(AmAC))m]
= EW (A NA) W (AnNA)|Fad

= W™ (1A1 o X Am lﬁm)

Proposicao 5.12 Seja F € D2 ¢ A € B. Entdo também E[F|F4) € D2 e

Di (E[F|Fa)) = E[DF|Fa|1a(2). (5.12)
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Demonstracdo: Considerando uma expansae (4.6) para F', usando (5.11) e (5.9) vem

E[F|Fa) =Y mW™ (fm () 15771 (1)) 14 () = E[DF|Fal 14 (1)



Capitulo 6

A Integral de Skorohod

Da forma como foi definido, D : D2 € L?(Q) — L? (Q; H) é ilimitado, fechado e

densamente definido.

Definicio 6.1 Seja 6 : Domé C L2 (Q; H) — L? () o operador adjunto de D, onde
Dom§ = {u € L2 (% H) : 3eu > 0|, DF) agupn| < e | Fll ooy ¥F € DM}
e para u € Dom$é, § (u) é caracterizado por

(F,6 () oy = (DF, ) paqaymy » YF € D, (6.)

Como D é densamente definido, seu adjunto & é fechado. Sendo D densamente

definido e fechado, resulta que § é também densamente definido e fechado, e 6" = D.

Observagio 6.2 Da equagdo (5.3) vemos que, restrito a H C L* (Q; H), o operador &

coincide com a isometria W : H — L2(Q), isto &, §|lg = W.
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Proposicio 6.3 Dadou € L? (T x Q) com uma expansio do tipo (4.7), entdou € Dom §

se e somente se

> oW (fn) (6.2)

m=0

converge em L*(Q). Neste caso, § (u) coincide com esta série.

Demonstragio: Seja G = W (g), n > 1, com g € L? (T™) simétrica. Temos

(DG, wroruey = //RWR_ Zwm Jm (-2
= nf [w (-x))%Wm (fm (1))

- fT /Q W (g () W™ (fas (2)

- /T (= 118 (+2) » fomr (+2)) gy
= n(n—1!{g, fn—1>L2(T“}

_ !( ’f)
T g:fn 1 LQ(T“}

- <G’ wr (ﬁ:) >L2(n) )

Primeiramente, suponha v € Dom §. Entdo do cdlculo acima,
(G, 8 Wiz = (G W™ (F1)) e

para qualquer G da forma W™ (g). Segue que Jpé (u) = W™ ( f,::) e que a série converge

em L? () para o elemento & (u).

Reciprocamente, suponha que a série converge, Zﬂ:o W™ (f,) — V, eseja G do

tipo SN, W (gn). Do céleulo acima vem

=0

(DG, u) o = <G Z W ( fm)> = (G, V).
L2()
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Portanto, para qualquer G da forma EN W* {g,) vale

n=0

(DG, ) | < 1V sy 1G]y < IVl gagey I1G -

Logo, o funcional G — (DG, u) .5y € D*-continuo num conjunto denso de D2,

Segue que a desigualdade vale para D2, donde v € Dom é. O

Observe que (6.2) é ainda uma expansio ortogonal em L2 ().

Coroldrio 6.4 Dada u € L? (T x Q) com uma expansio do tipo (4.7), entdo u € Dom é

se e somente se
2

pagmy < 00 (6.3)

S m+1)! |

e neste caso ||6 (u)||ig(m coincide com esta série.

Demonstracao: Trivial, usando a proposicac anterior e que

”Wm+1 (fm)ﬂi2(ﬂ) = (m+ 1)! Hf‘-m 2

L2(Tm+1) )

Vejamos a seguir algumas propriedades do operador &:
(i) A integral tem média zero:

Notemos que E§ = 0 em Dom§. De fato, para u € Dom 4,

B8 (u)] = (10,8 () 130 = (Do, w) agauany = 0.
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(i1) Integracéo de processos elementares suaves:

Seja Sy ¢ L?(Q; H) a classe de processos da forma
w=Gh; GES, he H (6.4)

ou combinagdes lineares destes.

Lema 6.5 Vale a inclusdo Sy C Dom & e para um processo escrito como em (6.4) tem-se

§(u) = GW, — (DG, By . (6.5)

Demonstragao: Da equagdo (5.4), para F' € S,
(GDF, h’)L2(Q;H] = (_FDG; h‘)j;Q(Q;H) + (FG: Wh)L2(Q)
& equivalente a

<DF= Gh)z,z(n;}f} = (*F, (DG} h’>H)L2(Q) + <F= GW?‘»>L2(Q)‘

Portanto
(DF, Gh)LQ(Q;H) = (F, GWh - <DG3 h)H)LE(Q} .

(iii) Integral de produtos de processos com varidveis:
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Lema 6.6 Sejam u € Dom§ e F € DY? tais que uF' € L? ({4 H). Entdo uF € Dom$é
se e 36 se §{u} F — {u, DF), € L* (Q). Neste caso, vale

§(uF) =6 (u} F — (u, DF), (6.6)

Demonstragdo: Mostremos a suficiéncia da condigio 6 (u) F — (u, DF), € L? (Q).

Seja G € S,. E possivel mostrar que F'G € D!? estendendo a validade da equagio
(5.4) para F' € D e G € S. Usando esta mesma:

/Q/TUFDG - Lﬁu(D(PG)—GDF)

_ fQ/TuD(FG)—fQ/TuGDF
fga(u)mu/ﬂ/TuGDF
_ /ﬂ(é(u)F—LuDF)G.

Se 6 (u) F — {u, DF), € L*(f)), a equacdo acima pode ser escrita

(wF, DG) 2.y = <(6 (W) F = /TuDF) ’G>L2(Q)

onde G é qualquer em S.. Sendo S, denso em L? (§)), resulta que uF € Domé e a

igualdade (6.6) & vilida.

Quanto & necessidade da condicio, se uF € Dom 6, entdo comparando o cdlculo acima

com a definicdo de adjunto vem

568 Cluy=( (3007~ [u0F) 0),
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para qualquer & € S,, donde segue o desejado. 0

(iv) Decomposicao de Processos:

Proposi¢ao 6.7 Todo processo u € L? (% H) tem uma dnica decomposicdo ortogonal

u=DF +u°, onde F € D*?, »% € Domé e 6 (u®) = 0.

Demonstracio: Pela proposicio 5.9, {DF : F € D'?} & um sub-espago fechado de

L2(Q; H). Portanto, cada processo u € L? (; H) tem uma unica decomposicio ortogonal
uw=DF +u®

com Fe D e
(u°, DG) oy = O.YG € D™

Desta vltima equagdo segue que u° € Domé e § (u°) = 0. 0

Olhemos agora para a classe de processos em L? (T x Q) que admitern derivada de

Malliavin num certo sentido.

Definiciio 6.8 Denota-se L% a classe de processos u € L? (T’ x Q) tais que, para uma

representagio w = Y g W™ (fm (-, 1)) do tipo (4.7), vale

mel ||fm||?t,2(Tm+1) < . (67)
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Isto & equivalente a dizer que u (t) € DY? para quase todo ¢ e que existe uma verso

mensurdvel do processo {D,u, (s,t) € T?} satisfazendo

E/lr,A(Dsut)2p(ds)p(dt) < 0.

Comparando (6.3) e (6.7), vemos que £>* C Dom . Também Sy C £M? densamente.

Observe que com o produto

(U, v)19 = (U, V) paraay + (D, D) 272 v (6.8)

0 espaco £12 & Hilbertiano. De fato, £1? & isomorfo a L2 (T'; D'?).

Para uma representagio us = v o W™ (fin (-, £)} do tipo (47), 2 ||-||; ; norma de u

é dada por
lulls g = D O+ Wil oy

Consideremos a seguir processos que possuem uma expansao do tipo (4.7) com apenas

um termo n#o nulo no somatdrio, isto &, processos da forma

Uy = wm (9 (t} 81, ---:Sm)) » 4 € L2 (Tm+1) Gt = Smgt: (69)

onde a integracdo e a simetrizagio diz respeito as m iltimas varidveis.

Observe que neste caso para cada t € T temos u; € D e tomando a derivada de
Malliavin obtemos um processo a dois parametros {Dsue, (s,t) € T?}. Também u € L1

(pela definigéo 6.8) e u € dom é.

A seguir atribuiremos um sub-fndice a integral de Skorohod para explicitar a varidvel

referente & qual se estd integrando num processo de mais de um pardmetro.



54

Proposicao 6.9 Para um processo do tipo {6.9) vale

(Dség - 6-;D5) U = Uy (610)

Demonstracio: Temos & (u) = W™l {(g) = W™ (§) devido & formula (4.3). Logo
8 (u) € DM

A respeito de Dyu;, fixado t, g (£, 81, ..., 8m) & simétrica e W™ (g (¢, s1, ..., 5m)) € uma

expansdo em integrais de Wiener do tipo (4.7). Logo segue de (5.9):
Do =mW™ 1 (g (¢, 81, ..., Sme1,8))

onde W™~ opera sobre todas as varidveis exceto ¢ e s.
Para o céleulo de &8; {Dsu;), observe que {Dsu,},.r € domé para todo s. Fixado s:
61 (Dsuy) = & (mW™ (g (L, 51,y S, s))) (6.11)
= mW™ (g (s, 1, ) Sm—-1,5))
onde a integracdo atua sobre todas as varidveis exceto s.
Por outro lado, sobre D 6:u; temos

Dsétut = Ds (Wm+1 (g))
= (m A YW (S™g) (5,51, 57)

1 e
= (m+LHWn" (ﬁ (9 (8,81, 8m) + ZQ (84,81, -3 8314 8y Sig1, oy Sm)))

i=1

m
= W™ (g (S, 81; 000y Sm) + Zg (35,31, ey 85215 85 Sig g o Sm))
i=1

i

W™ (g (s, 81, 8m)) + ZW’“ (g (8iy81, -y 851, Sy Sit1s o Sm)) -

=1
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Mas g (85, 81, oy Si1y 8, Sig1y v Sm) = G (i, 51y cory Simly Sick1, -rr Sm, 8) para todo i (pela

simetria de g), donde
Wm (9 (Siu 81y ey Si—118, Si41y ey Sm)) = Wm (9 (501511 vy Symy 3))

para todo i. Logo

Dségut = Wm(g (8,31,...,3m))—|—ZWm (g (8@,81,...,81_1,8,8@4.1,...,Sm)) (612)

=1

= Ugt mW™ (g (301 51,003 Sm—1, 3))

Comparando 6.11 e 6.12 conclui-se o desejado. 0

Proposicao 6.10 Sejam u e v processos do tipo (6.9). Entdo

(5(w},8 (9)) parey = {0, 0) poqrnqy T (Ds (e} Dr (W) 2oy - (6.13)

Demonstracgao: Por (6.10),
Dby (ug) = us + 6:5 (us) -
Usando a relacdo de dualidade,

(6 (u),6 (U))LZ(Q) = (Db (ue), ’Us)Lz(TxQ)
= <us + 0, D (ut) 1US>L2(TXQ}

= (us, Us) 2rxa) + {6¢Ds (us) :”s)Lz(Txm
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= <’U.3, Us)LZ(TxQ) + <Ds (ut) 5Df (US))LZ(TXQ] .

Os resultados acima para processos do tipo 6.9 confinuam védlidos no espaco linear
gerado por estes, que ¢ denso em L2 (T x Q). Mais ainda, & possivel demonstrar as
equacdes (6.10) e (6.13) acima para a maior classe de processos em L? (T’ x §2) que admite

derivada de Malliavin, como enunciado a seguir.

Proposicio 6.11 Sejom u,v € LY. Entdo valem as equagdes

(Dsé‘t - 6;D3) Uy = U,

(6(u),8 (’UDL?(Q} = (u, v)LQ(TxQ} + (D5 (w) , D¢ (’US»LE(Tﬁxn) .

Demonstracio: Usando as proposigdes anteriores e argumentos de densidade. D

A covariéncia entre integrais para u,v € £% & portanto dada por (8 {(u),8 () 2(gy =
(u,v), 4 © a aplicagio & : L1? — L?(R) é isometria quando consideramos em L% o

produto interno dado por (6.8).



Capitulo 7

A integral de Skorohod como

extensao da integral de It6.

Primeiramente, vamos demonstrar um lema geral.

Lema 7.1 Seja F € L? () e A € By, com F sendo Fac-mensurdvel. Entdo o processo

Fl,cDomé e
§(F1la) = FW,.

Demonstracao: Suponha F € S. Entdo Fla € Sy. Pele lema 6.5

§(F14) = FWy — (DF,14) 5.

Por (5.12), DF = DF1., donde

§(F1a) = FWa.
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Para um processo geral dentro das hipéteses, seja F, — F em L?(Q), com F, € S e

F ge-mensurdvel.

Entao

(FnlA:FnWA) < grafé,
(Fola, FWL) — (Fla, FW,) em L2 (S H) x L*(9).

De fato, a convergéncia da primeira componente é trivial. Para a segunda, usando a
independéncia,

E((F.—Fy'Wj3)=E(F,—-F))EW} —0.
Como & & fechado, (Fla, FW,) € graf §. 0
Consideremos o caso do movimento Browniano unidimensional num tempo finito,

Q= C90,1] e T = [0,1]. Denotando por L? o subespaco fechado de L* (T x ) dos

processos adaptados, temos o seguinte.

Proposicio 7.2 Em 2= C%[0,1], vale a inclusdo L2 C Domé, e § restrito & L2 coincide

com a integral de Ité.
Demonstragao: Seja u um processo simples adaptado da forma
U = Z El(ti,ti+1]; F;. E L2 (Q;\‘E;)

onde t; < t;41, todos em [0,1], e F; = Fyo -

Segue do lema 7.1 que u € Dom ¢ e

§(w) = FWun =2 F(W(tu) - W (k).
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Portanto, para processos simples adaptados vale
8 (u) = I(u)

onde I : L? — L?({2) representa a integral de It6.

Para um processo u € L2 qualquer, seja (u,) uma sequéncia de processos simples
adaptados tal que u, — u em L2, e consequentemente em L? (Q; H). Como [ ¢ continua,

I (u,) — I{u) em L*(Q). Logo

(tn, I (un)) = (u, I (w)) em L? (9 H) x L (§),

(tn, I (ug)) € graf é,

e usando que 6 & fechado, resulta (u, I (u)) € graf é. O

Ainda no contexto do espaco de Wiener, vale destacar a férmula de representacao de

Clark-Ocone.

Proposigio 7.3 Seja F € D2 no espago de Wiener @ = C3[0,1]. Entdo
1
F=E[F]+ / E[D,F|F)dW,
0
onde o integragdo é no sentido de [t0.
Demonstragio: Sendo ¢, = E [D,F|F;], basta provar que § (¢) = F — E[F].
Para F = Y, W™ (f,.) € D**, usando (5.9) e (5.11):

BIDFIF] = B[S mW™(fn(,0) |17]
S mE W™ (£ (1)) | F]
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= Y (£ (01857 0).
O calculo acima fornece uma representacao do tipo (4.7) para o processo ¢, isto &,

Gr=> W™ {(gn (1))

onde

gm('vt) = (m + 1) fm+1 (,t) 1%}? () :

Mas & facil ver que

Gm = fm+1-

De fato,
gm=(m+1) fnn (lf%f‘;j ® ]-T)

5 = Fo |(m D155 I
1 = i m—i
= fon [(m 1 Ty & Hoa @ 1 @1 ]
={)

_ f 1®m+1
= m41+T -

Como S W™ (gm) = S, W™ (fr41) que converge em L? (Q), a expanséo para ¢

satisfaz a condigio da proposigao 6.3. Portanto ¢ € Domé e

§(¢) =Y W™ (fri1).

O processo ¢ € adaptado. Logo, as integrais de It e Skorohod coincidemn. =]



Capitulo 8

Calculo Antecipativo.

Dados (T, B, ) o-finito sem dtomos e (2, F, P) de probabilidade, consideremos proces-

s0s estocdsticos da forma
u:TxQ—=R w6 F

ou ainda
u:TxQ—=R ucBxF.

Aqui, T = [0, 1], e i é a medida de Lebesgue sobre os borelianos do intervalo. Também
(2, F, P) é o espaco candnico de um movimento Browniano em 7" e continuaremos com

processos em L2 (T x ).

Indicaremos como m uma parti¢ao arbitréria do intervalo {0,1] da forma

T={0=ty <t < - <t, =1}.
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A familia destas partigbes € dirigido pela norma

7| = sup (t: —ti).

1<i<n
A cada particdo 7 deste tipo & associada a familia de fungdes ortonormais

{l(fq‘—l,t;‘]/ Hl[ﬁi-l,fd]HLZ(T) 1< n} .

Desta forma, escreveremos ¢ € 7 significando que e € uma funcdo nesta familia.

Dadou e L2 (T x Q) ~ L2 (L2 (T)) ew = {0 =ty <t, <--- < t, =1} uma par-

ticdo, definimos os processos

n

1 &
uto= Z (U, €) 2y €= Z: t: — tict (,[ usds) Heiatd

ecT i=1

A "1

u?l' = Z E [(u: e}LQ(T) Ifei.} e = Z ———té — tz,_l (/t. 1 E [uslf(ﬁi—-l,ti]c} ds) 1{“_1’&]
ecw =1 Gom

onde .. = F;, ¢ & a o-dlgebra gerada pela familia {W ((r,s]), (r,s] C (ti_l,ti]c}.

Como (u, €} 2y ¢ E [(u,e) L2(T) I..?:EJ_] sao elementos de L? (), temos u™ e 4" €

LE(T) @ L Q) C L2 (T x Q). Além disso, se u € L1, entlo u™, 4" € LM,

A aplicagio u — (u, €} ;2.5 & continua de L2 (T x Q) para L*(Q) e de £1? para D',

pois como e € L2 (T x Q) e e € L1,

”(use>[‘2(j‘} = (u=f3>52(g;T) < “uHLz(Q;T) “e”LZ(Q;T}

L2()
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2
[ e)is = [ W™ gmere)|_
> (m+ 1) gm @ el|?
> (m+ DHIgml 22grmssy llell®

2 2
l[ullzre lelfzez -

A

IA

Lema 8.1 Seue L? (T xQ), entdou™ — u e 0™ — u em L2(T x Q). Sewu € L2,

entio u™ — u e 4" — u em LM,

Demonstragio: Primeiramente, observemos que podemos escrever u™ = E [ulG,] e 4" =
E [u|H,], com Gy, Hr C B&F. Paraisto, tome G, a o-dlgebra produto o ({e : e € I[I})®F,
eH,=0 ({(ti_l,ti] xF:1<1<n, Fe f(t,-_l,:;]c})-

Desta forma, Gy, C G, para my C @2, e E[u[G;] — u para qualquer sequéncia
crescente {m,} (convergéncia de martingales). Sendo L?{T x £2) um espago métrico,

segue daqui a convergéncia da rede.

Também F [u|H.,] converge para algum elemento @ em L? (T x Q) para uma sequén-
cia crescente. Pode-se mostrar que v = @. A prova da segunda parte do resultado €

anilogo, usando o fato de que para u € £LM?

D (u, ) g2y = (D, e}Lg(T)

D (E [(u, 8>L2(T) |.7-'6LD = F [(Du, e)Lgm |.7:EJ.} }

Para uma demonstracio completa do lema anterior, veja [1].
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Sao associadas aos processos u” e 47 as somas de Riemann:

R = Y weaw(e)

ecm

RE = 23[(’&,6) 1-7:84‘] W(e) .

ecw

Dado E = {&;},cy um sistema ortonormal de L? (T'), definimos ainda

N

ABN — Z {u,e;) W(e;) .

i=1

Desta forma, temos associado a cada processo u € L* (T x ) trés tipos de soma
em L2(Q): R%, BT, e ABN A convergéncia de cada uma destas resultars em conceitos

U

diferentes de integral.

Definicdo 8.2 Dado u € L? (T % Q), se a rede R converge em L? (Q) entdo define-se

a integral de Stratonovich S {u) de u como sendo este limite.

Pode-se generalizar a definicio acima para processos mensurdveis tais que | cer el <

o0 P-quase sempre € exigir somente convergéncia em probabilidade de RJ.

Proposigio 8.3 Dado v € L*{T % Q), se a rede RT converge em L*(Q) entdo u &
Skorohod integravel e 6 (u) = lim RT em L? ().

Demonstracao: Uma aplicagdo direta do lema 6.3 fornece
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A convergéncia de § (¢7) em L? () realiza a convergéncia de (47,6 (4%)) em L2 () ®
L*{T x ). Como & & operador fechado, segue que {lim47,lim & (4™)) € graf 8. Logo,

u = lim@™ € Dom 6, e 6 (u) = lim R7. O

Definicio 8.4 Dado u € L2 (T x Q), se para cada sistema ortonormal E a sequéncia
AEN conyerge em L2 () para o mesmo limite, entdo define-se a L*-integral A (u) de u

como sendo este limite.
O préximo resultado relaciona os dois tipos de integral definidos acima.

Teorema 8.5 Dado u € L (T x ), se u tem L%-integral entdo u também tem integral

de Stratonovich e ambas coincidem.

Mais geralmente, o teorema acima também é vilido para processos mensurdveis tais

que f,.,uf < co P-quase sempre.

A seguir definimos a maior classe de processos em L2 (T x ) que admitem integral

de Skorohod definida.

Definicdo 8.6 A classe L° é dada por processos u € L*(T' x Q) tais que ulpy €
Domé, vt T.

Observe que L2 ¢ £°, pois L2 C dom 6 e, se u € L2 entho uljpy € LZ paratodot € T.
Também vale a inclusio £12 C £¢, pois ||ulpyll,, € [ul];,, parau € £L32. De fato, sendo

w, =SS W™ (f (-, s)) uma representacio, entdo uly = Y. W™ (f (-, 8) Ljoy (s)), donde

lulpally, = e+ 1ymt | fm (51, m,8) Yoot ()| fagmeny
< Z(m'l‘l)m[”fm(51:---337?118)“%2(’1"”""1)

= “'U»ng -
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Destacamos na sequéncia algumas propriedades da integral indefinida de processos

em L°, ou restritamente em £2.
Proposicdo 8.7 Dado u € L°, seja Xy =0 (ul{g,t]). Entéo E [Xt - Xs|f[s t]c} = 0.
Demonstracio: Para F € D2, pela relagdo de dualidade,

(F,5 (UI[s,tl»Lz(n) = (DF’Ul[sat]>L2(TxQ} :

Mas se F' € F 4o,
DF = DF1, 4c P — quase sempre

devido & proposigao 5.12. Logo

<F=5 (uj'[ssﬁ]))m(n) =0

para toda F € DM? 7| jo-adaptada, e portanto vale a proposigio. 0

Observagao 8.8 Hd uma recfproca para G proposicao anterior: se um processo satisfaz
2 - _

Xo=0, E[X?) < 00 esup, ) FE [(thﬂ — X, ] < 0o, entdo existe u € L° tal que

Xi=96 (Ul[o,z])-

Teorema 8.9 Sejau € L1? ¢ X, = & (ulpy). Entdo

EZ (X0 — th)Q — ||U||iz('rxn)

Demonstracao: Defina

Vi)=Y (Xep, — Xy) =Y (8 (ue)®

aT e
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onde e é do tipo g, 4,1 (néo normalizada).

Para u,v € L2,

E{V™ () -V~ ()] = E|Y_ (6(ue))’ - (6(ve))®
= E|Y_(6(ue) — 6 (ve)) (8 (ue) + 6 (ve))
< E (Z 6 (ue) — 6 (ve)| > |6 (ue) +6 (ve)|)

9y 1/2 2\ 1/2
< (E (Z |6 (ue) — 6(ve)|) ) (E (Z]é(ue) +6(ve)|) )

1/2 1/2
~ (E S 16 (ue) -6<ve)|2) (EDé(ue) +6(ve)l2)

egT ecw

< luw— U”1,2 |u+ 1’“1,2 ;

onde usamos a isometria estabelecida na proposigao 6.11.

Mostremos que F [V™ (u)] — ]]u||ig(TXQ) para processos em Sy da forma
u = Fl{s,t] ,

onde F € S.

Podemos supor que s,¢ € 7. Entdo 7N (s,t] & uma partico de (s,1] e

Vi) = Y. (FW({e)— (e, DF))’

e€n(s,t]

ST [FP(W (e)) — 2FW () (e, DF) + (e, DF)"] .

eew{s,t]

Como F [Ze&n‘ﬂ(s,t] FW (e) (e, DF)} e B [dem(s,t] (e, DF)ﬂ tendern a zero, resulta
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que

lim B[V (u)] =lmE | > F*(W(e)*| = (t—9) E[F?] = Julisqua -

ecm{s,f]

Processos simples do tipo acima e combinagbes lineares compoe um conjunto denso
em £?. Logo, para u € L%, existe u, — u onde o resultado vale para cada u,. Mas

pelo cdlculo acima

EIVT (un) = V7 ()] < Cllun — 2]y,

e a validade & estendida para todo u € £ D



Capitulo 9

Operadores Sobre Variaveis

Aleatorias

Voltemos ao caso geral de um espago de probabilidade (2, F, P) e um subespago

gaussiano H; de L% (Q, F, P) que é imagem de ums isometria W : H — L% (), F, P).

Seja Jn : L? () — H,, a projecio na n-ésima componente da decomposicao em Caos
de Wiener. Pode-se escrever F' € L?(Q) na forma F =5 F,, onde F, = J,F € H,. Ou
ainda F' =37 W™ (f,). Se F € P, a soma é finita.

Para cada sequéncia ¢ € RN temos o operador multiplicativo (diagonal) T, : P —
L?(Q) dado por
ToF = ¢.Ju(F), FEP

e 0 dominio de T, pode ser estendido ao dominio Dy < L2 (), onde
Dy={Fel?: Y 1Pl <o}

sobre 0 qual o operador se mantém auto-adjunto.
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Se ¢, = —n, T, & denotado por L e é denominado operador de Ornstein- Uhlenbeck.
Se ¢, = e™™ para t > 0 fixo, denotaremos T}, por T;. Neste caso, {It},,, define um

semigrupo de operadores simétricos de contragio sobre P e Dy = L*? (§2). Logo, temos

ITFl, < 1FY,

(T,F,G) = (F,T:G)
para F,G € L[ (), e {T3},5, ¢ denominado sernigrupo de Ornstein- Uhlenbeck.

Por T; ser auto-adjunto em L? () segue que T; é isometria em L* (€2). De fato,
E[T,F) = (T.F,1) = (F,Ti1) = (F,1) = E [F]

ou seja,
||T£F||1 = I]FHI

para F' € L? ().

O operador L : P — P j4 anteriormente definido por

L= Z -y

é o gerador infinitesimal do semi-grupo {7}},.,, isto &,

d%T* (F)=T,(LF)=L(T\F), FeP

¢ em particular
[i] T,(F)= LF, FeP.
dt },—q
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O dominio do operador de Ornstein-Uhlenbech é caracterizado por

Dom L = {F e L*(Q), F= iwn () 2 D nnl | fall2agrm < oo}.

n=0

Segue da defini¢do que L ¢é ilimitado e simétrico em L? (2). Veremos que é também

auto-adjunto, e portanto fechado.

Observe que o completamento de S relativo & norma

i/p
11, = (112 + ILF 2
& Dom L.

Lema 9.1 As normas ||-l, € ||-]|,, coincidem em S, ¢ portanto Dom L = D*2.
Demonstragao: Para F escrita na expansio (4.6)

)2

Il

Z (TL? -+ 1) 'n' ||fn”,2[,2(T“}
= > n anHiz(Tn) + Zﬂﬂ! 1 fallzacem + Zn(n = D)0 || fall Z2grey

2 2 2 L
= (I + 1DF s + 1D F namen,) -

Proposigao 9.2 Vale a relagio enire operadores

§D = —L. (9.1)

Demonstragao: Primeiro suponhamos que F' € Dom 6D e provemos que *' € Dom L.
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Seja F'=5 W™ (f,) € D', com DF € Domé. Para G € H,, da forma G = W™ (g):

<G:5DF>L2(Q) = <DG:DF>L2(Q;H)
= (W (g ) (o (1)) ey

= n’(n—1)!{g, fn)Lz(Tn)

= !
nn! <9>fn>L2 (")
= n(G, JnF),gz(n) .

Desse cslculo resulta que
JnbDF =nJ, F

e que portanto F € Dom L e §DF = —LF.
Reciprocamente, seja F = 5 W™ (fn) € Dom L. Provemos que F € Dom éD.
Temos Dom I = D?2 ¢ DY?, donde F € Dom D. Falta mostrar que DF € Dom 6.

Tome G = > W™ (g») € D'*. Entéo

(DG, DF) gy = 30" (0= D1 ga) pam)

= {3, f.
> nn <9,f >L2(Tn)

= (G, —LF) -

Portanto, segue da defini¢ao 6.1 que DF € Dom é e que §DF' = —LF. ]

Proposicdo 9.3 Vale S C Dom L, ¢ para F € S da forma (5.1) temos

LF =) 5L f W () s W (k) Chis i) g Zaf W (hn)) W (hs) (9.2)
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Demonstracio: Seja F = f (Ws,,...,W,,) € S. Entdo F € D12 e DF € Sy. Pelo lema
6.5, DF € Domé e

SDF = > " 0if Way, s Wi Bi = O _ 82, f (Why, o Wi) (s, by)
i 1,7

donde segue o resultado observando (9.1). |

Qutra construgdo equivalenfe do semi-grupo de Ornstein-Uhlenbeck pode ser feita

considerando cépias independentes de processos do tipo {Wh}.

Dado W : H — L?(Q), sejam U : H — L2 (%) e V : H — L% (1) processos obtidos

a partir de W da seguinte forma:

Up (w1,w2) = Wa(wi);
Vh(wl,wg) = Wh(w2).

Assim, U/ e V sdo copias independentes de W em L2 (Q%). {Un},cp © {Vilpen sBo
familias gaussianas independentes ¢ U e V sfo isometrias. Sejam Gy e Gy as o-dlgebras

geradas por U e V respectivamente.
Um processo do tipo Z = al/ + bV com a® +b* = 1 é também gaussiano e isométrico.

Sejam By : @ — RF &y : O — R¥ e Oy : 02 — R¥ 0s mapas canénicos associados

aos processos W, U e V), 1sto é,
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Considere as probabilidades induzidas P o (&)™}, P2o (®y)™ e P2o (dy)™* em
(R¥, B (R¥)). Dado B € B (R¥), se Po (dw)™" (B) =0, entdo P2o (®y) ' (B) =0e
P20 (®y) " (B) =0.

Dada F' € L% (Q, Gw, P), considere uma representa¢do F' = 9o ®w, com vp : R¥ —

R determinada Po (‘Pw)ﬁl quase sempre. Pela conclusio do pardgrafo anterior, a varidvel
Ur (€7'®y + V1 — e %dy) estd bem definida.

Proposigao 9.4 Para t > 0,

T, (F) (wy) = /ﬂ vr (70 + VI 2 0y ) (w1, ) P (do) (9.3)

Demonstracao: Por definicio, o operador > e™™.J,, é uma contracdo. A formula acima
também define uma contracio em L? () (veja préxima proposicdo). Portanto, basta

mostrar a equivaléncia dos operadores em um subconjunto denso.

Para F = exp (W, — 3 |Alf°) € expH,, temos

[ er(teosvizema) = [ ew(e U vIem - gial)
= oo (e i+ 3 (VIZe = A1) - 1Al
= exp (Ve = 5 o)
= St e (W (=77))

= Y e A" pn (W (H_znj)

g W™ (RO
- Y e wr (57)

nl
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Pela definicéo,

T.(F) = Tg( ni!W“ (h@’“))

etn k1]
= anw(h®)'

Logo, termnos a equivaléncia dos dois operadores continuos no subespago denso exp H;.

Nio é necessdrio de fato introduzir varidveis no espago produto L? {Q?). Descrevemos

brevemente a seguir uma. alternativa & construgac acima.

Dado W : H — [2((), seja U : H — L? () outro processo gaussiano isométrico e
independente de W, isto &, {Wh},cz © {Un}ncy sio familias gaussianas independentes e
W e U sao isometrias. Sejam Gw e Gy as o-4lgebras geradas por W e U respectivamente.

Fagamos agora F = Gw V Gy.
Um processo do tipo Z = aW +bU com a®+b = 1 é também gaussiano e isométrico.

Sejam @y 1 @ = R¥Y e @y 1 2 — R o0s mapas candnicos associados aos processos

WelU.

Dada F € L2 (R, Gw, P), considere uma representagio F = ¥po®w, com ¢p : R —

R definida P o (&)~ quase sempre.
Fixado t > 0, a varidvel aleatoria Z; = ¥ (e7'®w + V1 — e~%Py ) estd bem definida.

Entdo, para { > 0,

T,(F)=E [wF (e tow + VI= ey ) 1G] .
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A validade desta férmula pode ser provada de forma andloga 4 (9.3).

Usando a caracterizacio dada na proposicao 9.4, obtemos novos resultados a respeito

dos operadores T;.

Proposic¢ao 9.5 Vale a inclusdo T: (P {Q)) C LP (), e a aplicago T; : L7 () — LP{Q)

é contracao.

Demonstragao: Usando a férmula (9.3) e a desigualdade de Jensen, resulta [T; (F)IF <
T: (|[FF°) para toda F € LP (2).

De P C L# () C LP(Q) resulta que L% () & denso em LP (). Seja F € L¥ ().
Usando primeiro que F € L7 () e depois que |F|F € L2 (),

EL (PP < BIL(FP)] = E[FF]

Argumentos de densidade completam a prova. O
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