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Resumo

O calculo de ordem nao inteira, também conhecido como céalculo fracionario, tem ganhado
destaque nos tltimos anos, tanto por sua teoria bem consolidada, como por suas aplicagoes
por fornecer resultados mais condizentes a realidade. Disso, surge o problema: pelo niimero
expressivo de defini¢oes de integrais e derivadas fracionarias, saber qual melhor integral
e derivada fraciondria utilizar para modelar determinado problema fisico. Entao, uma
maneira de ultrapassar tal problema, é propor derivadas fracionarias mais gerais. Neste
trabalho, vamos investigar detalhadamente a derivada fracionaria -Hilfer que contém
como casos particulares muitas das derivadas fracionarias usuais, a partir de escolhas
adequadas das fungoes 1 (-), f(+), dos limites a, b e dos pardmetros a e 3. Apresentamos e
demonstramos algumas propriedades e relagoes fundamentais para a derivada fracionaria
-Hilfer, por meio das derivadas fraciondrias: ¢-Caputo e -Riemann-Liouville. Resultados
de sequéncias uniformemente convergentes e fungoes uniformemente continuas, usando
o operador fracionario -Hilfer e o operador integral fracionario ¥-Riemann-Liouville,
sao investigados. Também, destacamos um exemplo por meio de um lema, que envolve
a funcao de Mittag-Leffler. Nesse sentido, investigamos a regra tipo Leibniz I e a regra
tipo Leibniz II, condi¢cao para uma determinada derivada ser considerada fracionaria,
conforme critério estabelecido por Ortigueira e Machado. Destacamos seus respectivos
casos particulares. A fim de ressaltar a aplicabilidade e importancia da derivada fracionéria
y-Hilfer, investigamos as estabilidades de Ulam-Hyers e Ulam-Hyers-Rassias da equacgao
integrodiferencial nao linear fracionaria de Volterra com condicao inicial dada e discutimos

alguns casos particulares.

Palavras-chave: Calculo Fracionario. Derivada Fracionaria v-Hilfer. Regra tipo Leibniz.
Estabilidade de Ulam-Hyers. Estabilidade de Ulam-Hyers-Rassias.



Abstract

The calculus of non-integer order, also known as fractional calculus, has gained prominence
in recent years, both for its well-established theory and its applications for providing
results more consistent with reality. From this, the problem arises: by the expressive
number of definitions of integrals and fractional derivatives, knowing which best integral
and fractional derivative to use to model a particular physical problem. So one way to
overcome such a problem is to propose more general fractional derivatives. In this paper,
we will investigate in detail the fractional derivative v-Hilfer which contains as particular
cases many of the usual fractional derivatives, from appropriate choices of the functions
(), f(+), the limits a, b and the parameters a and . We present and demonstrate some
fundamental properties and relations for the y-Hilfer fractional derivative through the
fractional derivatives: ¥-Caputo and i-Riemann-Liouville. Results of uniformly convergent
sequences and uniformly continuous functions, using the fractional operator ¢-Hilfer and
the fractional integral operator ¥-Riemann-Liouville, are investigated. Also, we emphasize
an example through a lemma, which involves the Mittag-Leffler function. In this sense, we
investigate the Leibniz I type rule and the type Leibniz II, a condition for a given derivative
to be considered fractional, according to the criteria established by Ortigueira and Machado.
We highlight their respective particular cases. In order to emphasize the applicability
and importance of the -Hilfer fractional derivative, we investigated the Ulam-Hyers
and Ulam-Hyers-Rassias stabilities of a nonlinear fractional Volterra integro-differential

equation with a given initial condition and we discussed some particular cases.

Keywords: Fractional Calculus. ¢-Hilfer Fractional Derivative. Leibniz Type Rule. Ulam-
Hyers’ Stability. Ulam-Hyers-Rassias’ Stability.
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Introducao

O célculo diferencial e integral de ordem inteira desenvolvido por Leibniz e
Newton é uma das grandes obras da matematica, com iniimeras aplicacoes em diversas
areas, a saber: fisica, biologia, engenharia, medicina, dentre outras. Algo intrigante e
interessante para os matematicos da época estava ainda por vir, o chamado céalculo
de ordem nao inteira, popularizado como célculo fracionario. De acordo com registros

histéricos, o calculo fracionario nasce da notagao introduzida por Leibniz para o calculo
n

diferencial, em particular, da expressao pT f(t), que faz referéncia a derivada de ordem

n da funcao f, onde n € N. A pergunta natural que surgiu, a principio foi, faz sentido

estender os valores de n ao conjunto dos niimeros racionais, irracionais ou complexos nessa

expressao? Entao, em 30 de Setembro de 1695 Guilleume Francois, marqués de I’Hopital

escreveu uma carta para Leibniz,

114

1
«“O que aconteceria se n for 3 ?7. A que Leibniz respondeu: “.. isso levaria a

um paradozo, do qual um dia terdo consequéncias uteis ...”» [27].

Ainda que o céalculo fraciondrio remonte a aquela época, somente no ano de 1974, na
primeira conferéncia sobre o cdlculo fracionario, na Universidade de New Haven, o calculo
de ordem nao inteira torna-se visivel e objeto de investigacao tanto no sentido tedrico como
no sentido de aplicagoes em diversas areas, como matematica, fisica, biologia, engenharia,
etc [51].

Hoje, o célculo fracionario esta bem consolidado e, iniimeras defini¢des de
integrais e derivadas fracionarias foram introduzidas, das quais destacamos algumas:
Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Caputo-Hadamard, Katugampola, Riesz, dentre
outras [19, 24, 71]. Isto ndo seria possivel sem o interesse de grandes matematicos como:
Euler, Lagrange, Fourier, Abel, entre outros, que foram fundamentais no desenvolvimento
deste novo ramo da analise matematica e sem o interesse de pesquisadores atuais como:
Delfim, Almeida, Trujillo, Baleanu, Ortigueira, Caputo, Mainardi, Tenreiro Machado,
dentre outros, que tém garantido a continuidade e expansao do cédlculo fracionario e suas
aplicagoes. De fato, isso é enriquecedor e frutifero para a area, mas entao como saber
qual melhor derivada ajusta os dados de um determinado fenémeno fisico? Uma vez que
existe uma ampla classe de derivadas fracionarias. Entao, com objetivo de unificar em
uma Unica derivada varias outras derivadas fracionarias e ao mesmo tempo sanar esse
tipo de problema, Sousa e Oliveira [58], motivados pela integral fracionaria de Riemann-
Liouville com respeito a outra fungao e por meio das derivadas fracionarias de 1-Caputo,

y-Riemann-Liouville e Hilfer [3, 24], introduziram a chamada derivada fracionaria i-Hilfer
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de ordem nao variavel. A primeira parte do problema foi solucionada, mas ainda teriam
outras etapas que seriam necessarias abordar, a fim de tornar a derivada fracionaria
1-Hilfer bem definida e ao longo do tempo, bem consolidada tanto no sentido tedrico,
quanto no sentido prético. Entao, em 2019 Sousa e Oliveira [63], propuseram a regra tipo
Leibniz I e II, para a derivada fracionaria 1-Hilfer, a fim de satisfazer o critério proposto
por Ortigueira e Machado [41]. Uma das propriedades fundamentais e importantes que
a derivada fracionaria -Hilfer detém, é a vasta classe de derivadas fracionarias e de
regra de Leibniz ou regra tipo Leibniz que ela contempla. Além disso, as propriedades de
cada derivada fracionaria, obtida como caso particular, sao preservadas. Entao, é muito
vantajoso trabalhar com a derivada fracionaria i-Hilfer, ao invés de trabalhar com um dos

seus casos particulares.

As primeiras ideias sobre estabilidade de Ulam-Hyers, comegaram em 1941 com
Ulam e Hyers [4, 17, 48], a partir de uma resposta a um problema levantado por Ulam
e respondido por Hyers. Hoje o resultado é conhecido como o teorema da estabilidade
de Ulam-Hyers. A ideia de estudar os problemas de estabilidade esta associada com o
seguinte questionamento: quando podemos dizer que uma fun¢do que satisfaz determinada
desigualdade esta proxima de uma das solugoes da equacao diferencial correspondente?
Este tipo de questao, até entao, tinha apenas interesse envolvendo equacoes diferenciais e

integrodiferenciais de ordem inteira [17, 48].

Em 1978 Rassias [48] forneceu uma generalizacao notavel das ideias de es-
tabilidade de Ulam-Hyers. As propriedades de estabilidade de todo tipo de equagoes
geram bastante interesse, em particular as estabilidades de Ulam-Hyers e Ulam-Hyers-
Rassias, sendo essas investigadas inicialmente para equagoes diferenciais classicas [18, 53].
A consolidagao do célculo fracionario e seus resultados tedricos e aplicaveis cada vez
mais bem posto na comunidade académica, permitiu que a partir de derivadas e integrais
fracionarias, pudessem formular problemas fracionarios e investigar as estabilidades de
Ulam-Hyers de solugbes dessas equagoes fraciondrias (diferenciais e integrodiferenciais)
(36, 59, 73, 74, 75, 76].

Em 2018 como destacado, Sousa e Oliveira, introduziram a derivada fracio-
naria ¢-Hilfer, e durante esse periodo iniimeros pesquisadores publicaram resultados de
existéncia, unicidade e estabilidades de Ulam-Hyers de solugoes de equagoes diferenciais
e integrodiferenciais, destacando a ampla classe de casos particulares que o resultado
permite obter [2, 13, 14, 22, 26, 31]. Em 2019, Liu et al. [29], apresentaram resultados
sobre a existéncia, unicidade e estabilidade de solugoes de Ulam-Hyers-Mittag-Lefler para
uma classe de equagoes diferenciais com atraso de ordem fracionaria por meio da derivada
fracionaria i-Hilfer utilizando o método do operador de Picard e uma desigualdade gene-
ralizada de Gronwall introduzida via integral fracionaria -Riemann-Liouville. Além disso,

discutiram dois exemplos, a fim de ilustrar os principais teoremas. No mesmo ano, Abdo
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et al. [2], consideraram uma equagao integrodiferencial fracionaria com condigao nao local
envolvendo a derivada fracionaria -Hilfer e discutiram a existéncia e unicidade de solugoes
por meio dos teoremas do ponto fixo de Banach e do ponto fixo de Krasnoselskii. Além
disso, investigaram como os resultados de estabilidades de Ulam-Hyers-Rassias. Existem
inimeros trabalhos publicados sobre existéncia, unicidade e estabilidades de Ulam-Hyers,
que podem ser encontrados na literatura. Nesse sentido, motivado pelos iniimeros resultados
investigados e publicados, dentre outros problemas ainda em aberto, apresentaremos como
aplicacao dessa dissertagao, uma breve discussao sobre as estabilidades de Ulam-Hyers

destacando a importancia da derivada fracionéria ¢-Hilfer [59, 60, 61].

A fim, de tornar claro e eficiente os pontos investigados neste trabalho, a seguir
realizamos uma analise rigorosa dos principais resultados que podem ser resumidos da

seguinte forma:

1. Investigamos detalhamente a derivada fracionaria ¢-Hilfer, dada por

. o) 1 d\"
ot f(z) a+ W (x) de a+ f( ).

Além disso, investigamos propriedades fundamentais da derivada fracionaria ¢-Hilfer,

em particular, relacoes entre as derivadas fracionarias -Caputo e -Riemann-
Liouville e uma breve classe de casos particulares de derivadas fracionarias sao

discutidas;

2. Discutimos a regra tipo Leibniz I, dada por

DY (fo)(a) =) ). ( ) (O‘ N g)f(m)(w)DSIm;wg(w)

=0 0

£ i (00) — B(@)
-3 (5 oo

onde € = (1 — 8)(1 — «). Além disso, também investigamos a regra tipo Leibniz IT e

alguns casos particulares sao apresentados;

3. Investigamos as estabilidades de Ulam-Hyers para uma classe de solugoes da equagao
integrodiferencial fracionédria nao linear de Volterra dada por
t
TDREu(E) = (k) - [ k(e s u(s))ds

0
IO;’YU(O) = 0.

Além disso, também discutimos dois casos particulares de estabilidades de Ulam-

Hyers, de modo especial, o caso inteiro.

Para a realizacao deste trabalho, tomamos como base as seguintes publicagoes
[58, 60, 63].
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Este trabalho esté estruturado da seguinte forma. No Capitulo 1, introduzimos
alguns espagos com suas respectivas normas, bem como apresentamos conceitos fundamen-
tais de integrais e derivadas fracionarias. Além disso, investigamos alguns resultados para
a integral fracionaria y-Riemann-Liouville e para as derivadas fracionarias 1-Caputo e

1-Riemann-Liouville, fundamentais dentro do calculo fracionério.

No Capitulo 2 apresentamos a definicdo do principal objetivo deste trabalho, a
derivada fracionaria ¢-Hilfer. Nesse sentido, investigamos propriedades, lemas e teoremas
que possibilitam tornar a derivada fracionaria bem definida. Além do mais, realizamos
alguns exemplos através de lemas, em particular, envolvendo a funcao de Mittag-Lefier
de um parametro. A partir da construcao da derivada fracionaria e da investigagao dos
resultados, explicitamos uma ampla classe de derivadas fracionarias, como casos particulares.
Para finalizar o capitulo, investigamos a regra tipo Leibniz I e regra tipo Leibniz II para a
derivada fracionaria v-Hilfer, destacamos também alguns casos particulares a partir das
regras tipo Leibniz aqui investigadas. Claro que, tanto no sentido da derivada fracionaria,
quanto no sentido das regra tipo Leibniz I e regra tipo Leibniz II, é possivel obter outras
versoes além das apresentadas aqui, a partir da escolha de ¢ (-) e dos limites 5§ — 1 ou
B — 0. Concluimos essa primeira etapa do projeto, até aqui com os resultados alcancados,
isto é, apresentar um estudo detalhado da derivada fracionaria -Hilfer. Como segunda
etapa do projeto de mestrado, por meio do teorema do ponto fixo de Banach, vamos
investigar a estabilidade de Ulam-Hyers para a equacao integro diferencial fracionaria nao

linear de Volterra no sentido de 1-Hilfer.

No Capitulo 3 apresentamos a definicao adaptada para as estabilidades de Ulam-
Hyers e Ulam-Hyers-Rassias por meio da derivada ¢-Hilfer e alguns resultados importantes
sobre as estabilidades a serem investigadas, a saber: espacos completos, contracao e ponto
fixo. Nesse sentido, investigamos detalhadamente as estabilidades de Ulam-Hyers e Ulam-
Hyers-Rassias de uma classe de solugoes de equagoes integrodiferenciais fraciondrias nao
linear de Volterra introduzidas via derivada fracionaria 1-Hilfer. Por outro lado, discutimos
alguns casos particulares do principal teorema do Capitulo 3 e uma importante observacao

sobre os demais possiveis casos particulares.

Finalizamos com as conclusoes e objetivos alcancados neste projeto de mestrado
e perspectivas para trabalhos futuros no doutorado. Um apéndice é apresentado, a fim de
recuperar conceitos e propriedades utilizadas durante o texto, sobre as funcoes especiais:

gama, beta e Mittag-Leffler de um e dois parametros.
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1 Preliminares

Neste capitulo, iniciamos com a estrutura dos espacos e com suas respectivas
normas, que iremos trabalhar no decorrer do mesmo. Introduzimos a integral fracionéria
de Riemann-Liouville com respeito a outra fungao e investigamos algumas propriedades.
Nesse sentido, apresentamos algumas defini¢coes de derivadas fracionarias, como: Riemann-

Liouville, Hilfer, 1)-Riemann-Liouville, ¢-Caputo, dentre outras.

1.1 Espacos de funcoes

Seja 2 um conjunto mensuravel com 1 < p < 0. Denotamos por LP(2) o

espago das fungdes p-integraveis no sentido de Lebesgue, dado por [24],

(@) - {f: 0~ | 17O <0},

munido da norma

= ([ wora) "

Por outro lado, o espaco L*({2) das fungoes reais mensuraveis limitadas, é dado por

L*(02) = {f : {2 — R;sup If(t)lp} :
tef?
munido da norma

| flloe = sup [£(£)[".
tef?

Sejam [a,b] (0 < a < b < o) um intervalo finito sobre o semi-eixo R e
C([a,b],R), AC"([a,b],R), C"([a,b],R), o espago das fung¢des continuas, absolutamente

continuas n-vezes, diferenciavelmente continuas n-vezes sobre [a, b], respectivamente.

O espago das fungoes continuas f sobre [a, b] tem a norma definida por [24]

HfHC[a,b] = max | f({)].

tel?

Por outro lado, o espago das fung¢oes absolutamente continuas n-vezes é dado por:

AC™[a,b] = {f : [a,b] — R; f"V e AC([a,b])} .
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O espago ponderado C.,([a, b], R) das fungdes continuas f sobre (a, b] é definido

por:

Cyla, b] = {f < (a,0] = R; (t —a)"f(t) € C([a,0])}, O<vy <1

co1m a norma

Il = It = @) Fllegey = max (¢ = ) F0)].

O espago ponderado C,, ,([a, b], R) das fungdes continuas f sobre (a, b] é definido

por:

Crwla, b] = {f : (a,0] = R; ((t) = ¥(a)) f(t) € C[a,0])}, 0<v<1

COo11l a norma

[ fle, prany = 10 #) =) F (D)l gy = max [(&(1) = (a) f{D)].

te[a,b]

O espago ponderado C7 ([, b], R) das fungdes continuas f sobre (a, b] ¢ definido

por:
={f:(a,b] > R; f(t) e C"a,b]; f™(t) € Cyyla,b]}, 0<vy<1

CcOo111 a norma

n—1
HfHCle’w[a,b] = ];) Hf(k)HC[a,b] + Hf(n)ng[a,b] '

Para n = 0, temos C ,([a,b],R) = C, 4([a,b],R).

Sejam 0 < a < 1e0 < < 1.0 espago ponderado Cﬁ’fj([a, b],R) é definido
por [58],

O%ﬁ[a’b] - {f € Cyyla,b] : HDgf;wf € Cw/)[%b]}»

com vy =a+ B(1 —a).

1.2 Derivadas e Integrais Fracionarias

Antes de apresentar os conceitos de integral fracionaria de Riemann-Liouville
com respeito a outra funcao e da derivada fracionéria -Hilfer, apresentaremos algumas
defini¢oes de integrais e derivadas fracionarias, a fim de podermos nos familiarizar com a
classe de integrais e derivadas fracionarias existentes; é de observar que, a funcao gama
I'(«) apresentada na segao A.1 estard presente em tais definigdes. Entdo, iniciamos com a

integral de Riemann-Liouville.
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Definicao 1.1. [24] Seja [a,b] (—0 < a < b < o) um intervalo finito sobre o eizo real
R. As integrais fraciondrias de Riemann-Liouville (a esquerda e a direita) da fungio f de

ordem «, com o > 0, sdo definidas por:

1) = g | @070 2> (1)
1 b
¥ f(z) = F(a)f (t—x)*  f(t)dt, x<b, (1.2)
respectivamente.

Definig¢ao 1.2. [24] Sejam I = (a,b) e f(x) € AC™(a,b) en—1 < a <n, ne Ny. As
derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville (d esquerda e a direita) da fungio f de ordem

«, sdo definidas por:

- (2) 5 (2)

- () 0 ()

repectivamente.

Jx(x — )" f () dt, (1.3)

a

f (t—x)" > f(t)dt,  (1.4)

T

Definicao 1.3. [24] As derivadas fraciondrias de Caputo (a esquerda e a direita) da

fungao f e AC"[a,b] de ordem « > 0, sao definidas por:

e (jt)"fa)dt, (15)

a

D) = s [ = () sion (16)

T

onde n = [a] + 1, para a ¢ Ny, e n = «, para o € Ng. Observemos que [a], representa a

parte inteira de c.

Definigao 1.4. [16] As derivadas fraciondrias de Hilfer (a esquerda e a direita) da fungdo

feC™a,b) de ordemn—1<a <mn etipo0 <[ <1, sio definidas por:

« — d " - n—«
D2 (o) = 1 () 147 5o, (1)

Dy f(x) = 7 (‘Ji)nféi‘ﬁﬂ"—“)f@), (18)

repectivamente, com v = o + f(n — «).
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Note que, a partir da escolha do limite § — 0 nas Eq.(1.7) e Eq.(1.8), obtemos
as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville dadas pelas Eq.(1.5) e Eq.(1.6), respecti-
vamente. Por outro lado, tomando o limite § — 1 nas Eq.(1.7) e Eq.(1.8), obtemos as

derivadas fracionérias de Caputo, dadas pelas Eq.(1.3) e Eq.(1.4), respectivamente.

A seguir, apresentamos apenas as expressoes de algumas defini¢des de integrais
e derivadas fracionarias (a esquerda) que ao longo do tempo, desde os primeiros conceitos
sobre integral e derivada fracionarias, foram introduzidas. Nao nos preocupamos em
apresentar uma definicao formal para cada integral e derivada fracionarias, apenas para
termos uma nocao delas. Para uma leitura mais aprofundada de suas respectivas defini¢oes,
sugerimos alguns livros e artigos, que auxiliaram na investigacao das mesmas [1, 10, 15, 19,
21, 23, 24, 25, 28, 38, 39, 40, 44, 45, 47, 46, 72]. Ressaltamos que, existem outras definigoes

de derivadas e integrais fracionarias, que nao serao abordadas aqui.

1. Integral de Liouville
1 v _
I f() J (z — 091 F(1)dt. (1.9)

2. Derivada de Liouville

0270 = (1) jorma | -0 ta (110

3. Integral de Riemann

B9 f(x) = f (z —t)* L f(t)dt. (1.11)
4. Derivada de Riemann

w0210 = (1) s [0 oa (112

dx n—aq)

5. Integral de Hadamard

e f) = r(la)J (n x)al F(t)dt (1.13)

a

6. Derivada de Hadamard
d\" 1 * x\n—a-l dt
Hpo = — J In — t)—. 1.14
o+ () T I'n—«) (nt) f<)t (1.14)

7. Integral de Erdélyi-Kober

—o(atn) rz
EKIS+,U,77f<x> — L J trﬂ?—&—o—l(xo o tg)a_lf(t)dt. (115>
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8. Derivada de Erdélyi-Kober

EKM«
Da+’o—?n

flx) = &= DY (@7 f(x)), (1.16)
onde °D%¥(-) esté definido na Defini¢do 1.7.

9. Integral de Erdélyi

Bla  f(z) = oot T (7 o)eL (1)t (1.17)
0+,0,n - F(Oz) 0 . .

10. Integral de Kober

K1a T e e 1.18
0 (@) = T o (x — 1) f(t)dt. (1.18)
11. Integral de Katugampola
11— T
o1, f(z) = ? (a)f =Y (2P — tP)Lf (1)L, (1.19)

12. Derivada de Katugampola

« d " n—o
DY f(z) = (:131’—1 d:z:) I f (). (1.20)
13. Integral de Prabhakar
ot @) = | (= 0B pleta - 0°)F (0 (121

onde E] 5(-) corresponde a fungdo Mittag-Leffer de dois pardmetros (Definicao A.4).

14. Derivada de Prabhakar

w d\"
Daf,’y,af(‘r) = <d$)

15. Integral de Chen

f @ — TS (wle — ) () (1.22)

a

1 () = rloof (z — )2 f(8)dt. (1.23)
16. Derivada de Chen
p2fe) = () LA (124)
17. Integral de Riesz
(e 1 OO a—1
rz1%f(z) = 2T (@) cos(ar 2] f |z —t|* " f(t)dt. (1.25)
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18. Derivada de Riesz

— (1D§f(w) +1 D2 ()

2 cos (%)

rzD% f(x) = (1.26)

19. Integral de Feller
FISf(x) = uP12 f(2) + 01 f(2). (1.27)
20. Derivada de Feller
Dyf(z)=—|u a nLI”_af(x)+v 4 nLI"_af(x) (1.28)
o B dx * dx - ' '

Note que, na derivada e integral fracionarias de Feller u e v sao definidas por:

Sen (@) SeEn <@)
U= ——-—>% = ——"".

sen(wd) ' sen(76)
21. Integral de Weyl
W f(z) =212 f (). (1.29)
22. Derivada de Weyl
D5 f(x) =L D2 f(x). (1.30)

23. Integral fracionaria generalizada

xkpl—ﬁ T .
oy i (T) = (o) J t(xP — 7)) f(t)dt. (1.31)
24. Derivada Caputo-Hadamard
1 * x\n—e-1 / d\" dt
CHmNa - < e @b
D%, f(x) = F(ﬂ_a>L <ln t) <tdt> 6T (1.32)

25. Derivada Caputo-Katugampola

CkD P pa—n+1 ¢ p—1/(..p pyn—a—1 1 d " /
a, n—a ) 1.
a+ (‘T> F(n ) L t (:C t ) (tp_l lt) f(t) t ( 33)

26. Derivada Hilfer-Hadamard

MDY () =T IDY, f (). (1.34)

27. Derivada Hilfer-Katugampola

oD () =2 127°7DY, f(2). (1.35)
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28. Derivada de Jumarie

02f) = (5:) Fmma ) - 00 - gD (130

dx n—aq)

29. Derivada de Liouville-Caputo

WD) i [ oot (§) s (137)

30. Derivada de Cassar

d\" 1
D® =—-—) — 1i
=) ( dx) I'in—a) Nl—r>n00{
31. Derivada fracionaria de Caputo-Riesz

Difle) + (1D () 139

fN(t — x)”_a_lf(t)dt} : (1.38)

x

reDf(z) =

Assim, devido a vasta classe de defini¢oes de integrais fraciondrias, foi neces-
sario propor uma integral que unificasse um maior niimero delas e que preservasse suas
propriedades. Entao, a seguir teremos o primeiro contato com a definicao da integral
fracionaria de Riemann-Liouville com respeito a outra fungao v (-), neste caso, o nicleo
aqui é desconhecido, o que possibilita a livre escolha e assim, obter seus respectivos casos

particulares.

Definig¢ao 1.5. [24] Sejam (a,b) (—o0 < a < b < ) um intervalo finito ou infinito da
linha real R e o > 0. Também, seja 1(x) uma fungio crescente e mondtona positiva sobre
(a,b], com derivada continua ¢'(x) sobre (a,b). Entdo, as integrais fraciondrias da fungdo

f com respeito a outra fungao ¢ sobre |a,b] (a esquerda e d direita) sao definidas por:

19 £ f W) (@) — (1) (B, (1.40)

L f0) = i | P OW0 — @) )t (141
respectivamente.

O lema a seguir garante a comutatividade dos operadores 1% () e I (-).

Lema 1.1. [24] Sejam a > 0 e 5 > 0. Entao, vale a propriedade de semigrupo dada por:

118V f(2) = 19759 f(2).

2. VY f(a) = 77 f ().



Capitulo 1. Preliminares 21

Dado que ao logo do texto falaremos de derivadas é integrais fracionarias a
esquerda e a direita; em diante, nas provas dos resultados aqui registrados somente sera

provado o caso a esquerda, dado que a prova do caso a direita ¢ analoga.

Demonstragio. De fato, por meio da Eq.(1.40) e do teorema de Fubini [5], temos

) = s | 9O v 12 o)
_ b o) e
- I(a) F(ﬂ)L RIC (f v f(i)dé) dt
S N g
- I(@) F(ﬂ)L e J vt () (W (t) —¥(£))"dt | dE.

~~ i

1

Integrando por partes I, com u = (@b(x) D) e dv =Y (t)(Y(t) — (€))7 dt, temos
;- W) =) 1(¢(f) )"

x+a‘1f¢) (01 2(0(t) — $(€))dt
3

a‘f[w ()" 2((t) — (€))7t

Novamente, integrando por partes, com u = (¢(x) —())* % e dv = ¢/ (t) (¥ (t) — ¥ (€)) dt,

obtemos

“ 1 a—2 J (e () (W (t) — (€)) dt.
Realizando este processo (a — 1)-vezes, temos
_ I'(a) , B s
T . e vy

_ I(@r@) (@) — ()
I'G+a-1) (B+a—1)

CL@EG) i
~Fa T 5 ) — (@)

Portanto, concluimos que

T

3

I'(a)
rla)r(

I'(
a+ﬁfl
- | Y OWE) ) (e

__Ia+ﬂ1ﬁf(

(1 f () =

T J; V)WL) — b))

Mostrando assim, a comutatividade do operador I127(-).
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Lema 1.2. [24] Seja a > 0 e § > 0.
1. Se f(z) = ((x) —1p(a))’™", entdo

I fz) =

I'(9)

m@@ — t(x))*

B2 f () =
Demonstragio. Substituindo f(z) na Eq.(1.40), temos

121 (0) = T (0le) = (@)’ ™) = s | 0 = v(0) (0 — vl

Integrando por partes, com u = (¢(z)—1(£))* e dv = ' (£) (W (t) —p(a))’~Ldt,

)

obtemos

LY f(z) =

1 ( ((x) — (1) (P(x) — ¥(a))’

I'a) J
ﬁ‘lfww () = 9026 (0) — v(a) e
O‘_l f Wt “2(4(t) — b(a)) .

Realizando novamente a integracio por partes, com u = (1(x) — ¥ ())* 2 e

dv = ' (t)((t) — w(a))adt temos

e =G [ v (t) — ().

Realizando esse procedimento, (o — 1)-vezes, concluimos que

L () = T(@)6(5 + 1 5 Fa— f v )yt
_ (5) —Y(a ))‘W il
Io)o0+1).. (5+a—2) ((5+a—1) "
— F((S) +a—1
“Tl+a) (¥(t) = ¥(a)’ro .

Obtendo, assim, formas fechadas para as integrais fracionarias a esqueda e a direita de
f(z) = (W(z) —p(a))’ " e gx) = (1(b) —(x))°!, respectivamente, com respeito a outra
funcao .

]
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A seguir, apresentamos dois lemas que envolvem o operador integral de uma
funcao com respeito a outra, os quais sdo de grande importancia no momento de abordar
teoremas e/ou resultados que precisam da integral fraciondria de um produto de fungdes,

como € o caso da Sec¢ao 2.3.

Lema 1.3. [63] Sejam (a,b] com —0 < a < b < 00 um intervalo na reta real, « > 0 e

(x) uma fungao crescente e mondtona positiva em [a,b|, cuja derivada é continua em

I f(x) = Z (—noz) () () = Y(@)*

Fla+n+1)

(a,b), entdo

onde f™(.) é a n-ésima derivada de ordem inteira e x > a.

Demonstrag¢io. Usando a série de Taylor [5], podemos escrever f da seguinte maneira:

(n)

_y/ @)

Aplicando o operador Ia;¢(~) sobre f, pela Definicao 1.5 temos

! a—1
121 (0) =y | 900 — w0 0t
1 T ) 0 f(n)(.CC) i
F(&) J; (0 ( )W( ) - ¢(t)) [nz;) nl (@Zj(t) - 'QZ)($)) ] dt

o Zf N —0(0)* (@A) — ()t

1 ;0 — a+n—1
e 2 f V() () — (1)

1< (—1) f(@) (W) =)
T T() ,;) n! <_ a+n a>

1 G (=D () (9(x) = g(a)™H
F(a) nz_;) n! (a+n)

1 i (=D)"f"(x) o+ n) (Y(x) — ()"
F(a) = n! I'(a+n) (v +mn)
i )" f™ (@) (e +n) (@(x) = ¢(a)*
= n! I'(«) INa+n+1)

3 (b(2) ~ ¥l
_1;)( ) (@) I'a+n+1)

Note que, pela identidade

@ (1) tal'(n — )
<n> T T —a)l(n+1)’ (1.42)
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temos
(—a) _ (=) Y=a)(n+ «) _ (—D)"al'(n + «) _ (—1)"'(n+ «)
n I'l+a)l'(n+1) al'(a)'(n+1) ra)(n+1)"
Concluindo assim a prova. O]

Lema 1.4. [63] Sejam (a,b] com —0 < a < b < o0 um intervalo na reta real, « > 0 e
W(x) uma fungao crescente e mondtona positiva em [a,b], cuja derivada é continua em

(a,b). A integral fraciondria de um produto de duas fungoes é dada por:

B o) = X ()@t

k=0

onde f®)(.) é a k-ésima derivada de ordem inteira e x> a.

Demonstracio. Sejam f e g duas fungdes que satisfazem as condigdes conforme o Lema

-y (;:) () gy 0 = )™

I'a+m+1)

1.3, entao

o = 5 ((7) 5 (1) 0 g v
Ern &) Ry

et -5 5 (1) (1 oo S
O o N () (et R)\ o (@) = Y(a)
:,;)f()(x);_;)(k)( n )g()(x) Fla+n+k+1)
N a\ (@t k) @ (@) —P(a)rh
_,;)f )(k:)zg( n )g()()F(a+n+k‘+1)
_ o [~ a+k;z/; "
’; N )f g(x)
Note que pela Eq.(1.42),
—a \ (n+k\ ()" H—a)(n+k+a)(n+k)! ()" I'n+k+a)(n+k)
(n+k>< k ) Il+a)l'(n+k+1) klnl I'(a)(n + k)! k!n!

—D)"*Mn+k+a
— F(a()k!n! ) (143)
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¢,

(—a) <—(a + k:)> _( DY =)k + o) (1) Y—(a+k)(n+a+k)
k n I'l+a)l'(k+1) 'l+a+k)'(n+1)

( DO (k+ o) (=1)"I'(n+ a + k)

I'(a)k! I'a+ k)n!
(=)™ *P(n+ k + )
- I'(a)k!n! ’ (1.44)

de modo que, a Eq.(1.43) e a Eq.(1.44) sao iguais.
Concluindo assim a demonstracao. O

Para a continuacao desta se¢ao, vamos apresentar as defini¢oes da derivada
fraciondria com respeito a outra funcao, isto é, ¥-Riemann-Liouville e ¢-Caputo, sendo
ambas motivadas pela derivada fracionaria de Riemann-Liouville e pela derivada fracionaria

de Caputo, escolhendo uma funcao 1) especifica.

Definigao 1.6. [24] Sejam ¢'(z) # 0 (—o < a <z <b< ®) ea >0, ne N. As
derivadas de Riemann-Liouville (d esquerda e d direita) de uma funcao f com respeito a

Y de ordem «, sao definidas por:

05 0) = (e ) B

1 1 d\" ", B _—
:p(n_@) (W(x)dx) LQ/’(t)W(ZU) ¥(t)) f(t)de, (1.45)

DY f(x) =( w'ix) di)nlz:wf(x)

:F(nl— a)( e dm) fl/’ ()" f(t)dt, (1.46)

respectivamente, onde n = [a] + 1.

Definigao 1.7. [3] Sejam o« > 0, n € N, I = [a,b] o intervalo (—0 < a <z < b < 0),
f,v € C™([a,b],R) duas fungdes tal que ¢ é crescente e Y'(x) # 0, para todo x € I. As

derivadas fraciondrias -Caputo (a esquerda e d direita) de f de ordem «, sao dadas por:

D 1) -1 () 1) (147
Dy (o) B () o) (1.48)

respectivamente, onde n = [a] + 1 para « ¢ N e n = « para o € N.
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Lema 1.5. [24] Sejam a >0 e § > 0.

1. Se f(z) = ((x) —1p(a))’™", entdo

a; _ F((S) d—a—1
Dy f(x) = m(w(@ —Y(a)) -

2. Se f(x) = (¥(b) —w(x))’~", entdo

DY (1) = o

m(iﬁ(b) —(x))’ N

Demonstragio. Substituindo f(x) na Eq.(1.45), aplicando o Lema 1.2 parte 1. e derivando

n-vezes, temos
D3 f() () = ()’

) 70 () — 1b(a))

s
G

F<5) n—a+Ji—1
o ) o (w(e) - vt

F(”—a+5 ( ; C:lp) @M )<w< ) — (a))n et

x)d
_F(é)(n—a+6—1 1 " (a))m-er+o-2
- I'(n—a+90) (w’(x ) )
IO (n—a+0-2) 1 53
C I'n—a+6-1) (1/)’(:10 dx) vla)) ’

I'(O)(n—a+0—(n—1)) 1 d 2)— wla))—
 I'n—a+6—(n—2)) (¢’($)d$>(w() ¥(a))

o F(é) d—a—1
—m(l/)(x) ¥(a)) :
De modo que, sao obtidas formas fechadas para as derivadas de Riemann-Liouville a

esquerda e & direita das funcoes f(z) = (¥(z) — ¥(a))’ " e g(z) = ((b) — ¥(x))° !,
respectivamente. ]

Com o objetivo de simplificar a notagao e alguns resultados, introduzimos a

seguinte notacao:

1@ = (i) 1@ 126 = (-5 ) 10,

d
onde — corresponde a derivada de primeira ordem e ¢’(x) é a derivada de primeira ordem

x
de uma funcao v (-) crescente, ¥'(x) # 0 para todo x € [a,b], com (—0 < a < x < b < ™).
Note que, estes termos iram aparecer em todas as derivadas e integrais fracionarias definidas

com respeito a outra funcao.
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Teorema 1.1. [3] Se f € C"[a,b] e a > 0, entdo

D f(w) = DG [f(:c) =2 (W) - w<a>>’“f5“l<a>] (1.49)

E \
\_/
=

DY f(z) = DY | f [ 2 )k i) (b)] . (1.50)

Demonstracao. Da Definicao 1.7 e aplicando integragao por partes com

w= (P(x) — ()" e dv = ¢/ (t) £} (£)dt, temos

DY f(x) = 1o < ! d>nf ()

V(@ )div
n—a—1 p[n]
8 = fw ()= gl

(b(@) = (@) p
R ey <a>+m J W) (W) — (62 gy,

continuando com a aplicagao de integragao por partes n-vezes, obtemos

(@) - ¢<a>)“‘“ ' (¥(x) — (@) " 4

DL () = F(n — ) fwi ! ( ) = Fn—a-1) fwﬁﬁ](a)
I(n—a- J v (0)" " f )
2 - a(ﬁ)l)_a @+ 7 [ w0 we - vy s
Z k;lF - a(i))l) fid(a)
T nlf o)\ )dx) f K. )= ()" F(dt
n—1 o ) — bla |
- 3 e W= YOt 0) 4 D s (o)
k=0 :
n—1 . a k i
et | fay = 3 @) k!w( ) fﬂ(a)] |

observe que foi usado o resultado do Lema 1.5 quando 6 — 1 = k e a igualdade que

mostraremos a seguir,
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verifiquemos que,

o, o
e | vy @ - vy e

! ! d\" " / _ n—a—1
- I'(n—a) (W(I)dm) L V() (W(z) —¥(t)) f(t)dt,

para isto, mostremos que

B | [ 000 - v o]

1 v B N
~ o [ Y0 W) - vy s
isto €,
1 e 1 t o
() LW” (W(@) =)™ 5 f W) (1) = (€))7 F(E)dgat
1 : o ) . ) »
:r(mp(_a)LWf)f(f) VO W) = ()" (00 = ()" dede
— 1 ’ / ny 2 — a1
Fra | oo e —vioy i
I S I(=a) o\ S
‘r<_a>L¢<f>f<f> T — o) (V@) = () dg
1 = o
T | VO W) —wOy T e
Note que

LD F0) = s | 00 (0) = () ey

Finalizando assim a prova, e mostrando uma relagao direta entre duas derivadas
fracionarias importantes a derivada i-Riemann-Liouville e a derivada 1-Caputo. Além
disso, observemos que no caso em que fgﬂ(a) = (0 para todo k =0,1,...,n— 1 temos a

igualdade entre estas duas derivadas fracionarias, isto é, DY f(z) = DY f(z).

]
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2 Sobre a derivada fracionaria ¥-Hilfer

Nos tultimos anos, o calculo fracionario tem chamado a atencao de iniimeros
pesquisadores, por se mostrar solido e contribuir de forma eficiente, na resolucao de
problemas envolvendo modelagem mateméatica por meio de equacgoes diferenciais, além de
estar em crescimento continuo tanto na parte tedrica como nas aplicagoes, o qual tem sido
muito bem recebido na comunidade cientifica por diversos pesquisadores de iniimeras areas,

a saber: fisica, quimica, engenharia, medicina, dentre outras [6, 7, 15, 16, 23, 24, 33, 34].

Desde o inicio do calculo fracionario datado em 30 de setembro de 1695,
especificamente depois da primeira conferéncia internacional dedicada exclusivamente a
este, em 1974 [51], tem surgido uma ampla classe de defini¢oes de derivadas e integrais
fraciondrias, cada uma com sua respectiva importancia e relevancia, o que tem-se tornado
um aparente problema. Uma maneira de ultrapassar tal situacao, é propor integrais e
derivadas fraciondrias mais gerais, em que as usuais sejam casos particulares. Nesse sentido,
a fim de contornar o problema, em 2018, Sousa e Oliveira [58], introduziram a chamada
derivada fracionaria t-Hilfer, a principio motivados pela derivada fracionaria de Hilfer que
unifica duas das derivadas fracionarias mais importantes e utilizadas do calculo fracionario,
isto é, as derivadas fracionarias no sentido de Riemann-Liouville e de Caputo. Também,
foram motivados pela ideia utilizada por Almeida [3], ao definir a derivada de Caputo
com respeito a outra fungao ¢ de uma funcdo f de ordem «, que generaliza uma ampla
classe de derivadas fracionarias; sendo ainda essa derivada fracionaria uma generalizacao
de algumas derivadas fracionarias propostas anteriormente. No entanto, o diferencial é
que além da escolha da fungao 9 (-), a derivada fracionaria v-Hilfer, possibilita a escolha
dos limites de 5 — 1 ou § — 0, o que torna mais geral. Além disso, vale destacar que, os
casos particulares obtidos da derivada fracionaria ¢-Hilfer, suas propriedades sao mantidas,

como veremos no decorrer deste capitulo, e isso, é muito bom e importante.

Neste capitulo, vamos introduzir a derivada fraciondria ¢-Hilfer [58]. Vamos
apresentar e demonstrar algumas propriedades e relagoes fundamentais para a derivada
fracionaria v-Hilfer, por meio das derivadas fracionarias, ¥-Caputo e ¢)-Riemann-Liouville,
essenciais para a investigacao dessas propriedades. Logo, apresentamos uma vasta classe
de integrais e derivadas fracionarias, como casos particulares da integral fracionaria -
Riemann-Liouville e da derivada fracionaria i)-Hilfer e, para finalizar, discutimos a derivada
fracionaria ¢-Hilfer por meio do critério justificando ser uma derivada considerada derivada
fracionaria, pois nem todas as derivadas fracionarias definidas até agora satisfazem tal
critério, este consiste na regra de Leibniz conhecida no calculo de ordem inteiro, também

como “regra do produto”.
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2.1 Derivada fracionaria v-Hilfer

Como destacado na introdugao desta secao, a vasta classe de derivadas fraciona-
rias que até entao tinham sido introduzidas, foram apresentadas na Secao 1.2. Vimos que
pesquisadores propuseram duas versoes de derivadas fracionarias, as chamadas 1-Caputo
e Y-Riemann-Liouville a fim de sanar o problema. Embora, as versdes propostas em anos
diferentes, o objetivo era propor um tunico operador que unificasse uma maior quantidade
de operadores de diferenciacao fracionarios. Sabemos que a definicao da derivada de Hilfer,
¢ motivada pelas derivadas fracionarias de Caputo e de Riemann-Liouville. Nesse sentido,
Sousa e Oliveira, foram motivados pelas derivadas fracionarias 1-Caputo e 1-Riemann-
Liouville, a propor a versao da derivada fracionaria de Hilfer com respeito a outra funcao,
chamada 1-Hilfer que, além da escolha da fungdo ¢ (-), tem a escolha dos limites de 5 — 1
ou 5 — 0. Assim, a partir da defini¢ao, apresentamos algumas propriedades e relagoes
entre as derivadas 1-Caputo e ¥-Riemann-Liouville, que sdo fundamentais para justificar

que de fato, o operador de diferenciacao -Hilfer, é fracionario.

Definigao 2.1. [58] Sejamn —1 < a <n com n € N, I = [a,b] um intervalo tal que
—w<a<b<wef,pe C(a,b],R) duas fungoes tal que ¢ é crescente e V' (x) # 0,
para todo x € 1. As derivadas fraciondrias 1p-Hilfer (a esqueda e d dereita) da fungao f de

ordem « e tipo 0 < B < 1, sao definidas por:

DR ) = G () ), (21)
€

HpoBib () = 1= (—@CZL&)” IR ey (2.2)
respectivamente.

As derivadas fraciondrias ¢-Hilfer também podem ser escritas em termos
das integrais fraciondrias i-Riemann-Liouville (& esquerda e a direita) e das derivadas

fracionarias 1-Riemann-Liouville (& esquerda e a direita) da seguinte forma:
D f(a) = T"DIY f(2) e TRV f(a) = 2D f(a), (2.3)

com vy = a+ B(n — ).

Com efeito, note que

"D ) =1 (s ) )
1

n a—B(n—a ’ll)f(:c>

nvw

zlg;a’d’( !
V()
=1 VDI £(

0 (i)
i)
)

T
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da forma analoga para o caso a direita.

Do anterior, é claro que

73 _ 1 d (1=8)(n—a);® Vi _ [ _ 1 i (1=B)(n—a);®
D 1) = (e ) W7 D) = (— ) 1),

comy =a+ B(n—a).

Observe também que, para v = a + (n — «), temos

1) = Jom DY (@), f@) = lim DY f(). (2.4)

a—n—

Segue, entao, a expressao

i D2 = I () B
d

4y [ - vy s
V(1) (Y(z) — (1)) 7" dt, obtemos

e (L (L AN (@) - ey f
Jm 01 = b (s (i) |0

1
= lim

1
a—n= I'(n—7) \¢'(z)

Integrando por partes, com u = f(t) e dv

n—- .
v [ e - vyl
= lim ! 1£n a 2) — (a))" o Bn—a)
al—m* <F(n—a—ﬁ(n—a)+1) (¢’(x) dx) [/(@)((x) = (a))

+ [ rowe - w<t>>"-a—ﬁ<"-a>dt]

:[1(11) (w%@ di)n (a) +f f’(t)dt]
_ 1 ( ! d)” [f(a) + f(x) = f(a)]

) v iz
() 1@ - o)

De maneira analoga para o caso a direita.

No caso particular em que 0 < a <1e 0 < <1, temos

o550 1 ‘ B a-1 @ i
DR () = i | (W) — () G )
Note que, por meio da Eq.(2.3), temos
HDgf;wf< )_I'Y aiﬂDMb
e j e (1))~ D ()t

M_&)j (W(a) = ()~ jt (75
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Passemos a apresentar propriedades desta derivada.

Propriedade 2.1.1 (Linearidade). Sejamn—1 < a <n,neN 0<p<le)pue
R. Sejam f,g € Cyy([a,0],R) tais que existam TDIFVF() e TDYFYg(-). A derivada

fraciondria 1-Hilfer é um operador linear, isto €,
TDIVINF () + pg(D)] = ATDGIY f() + nT DI g (1),

Demonstracao. Fazendo uso da Definigao 2.1 e sabendo que o operador I‘;ﬁ f(+) e o operador

derivada de ordem inteira satisfazem a linearidade, temos

D) + o] = 10 (D) ) + ()

[P w( - dx) [M&ﬁ)( ¥ E(t) 4 Il )

1 _o): 1 d\" . 1-8)na)
a+ ( '(z) ) f( ) + play V' (x) dr a+ g(t)

=MNTDRIVF (1) + pfTDE g 2).

E importante mencionar que esta propiedade é valida também para a derivada

1-Hilfer a direita, a prova é analoga.

Teorema 2.1. [58] Suponha que f,vp € C"™[a,b]. Entdo, para todon —1 < a < n e

0< B <1, temos

Hmna, (w(x)—¢(a))7_a v 1
DY f(z) = et DY f(a) +

’ v—ad v
AT, () = w0y DR

€,

HD?Lﬂ;wf(!T) _ (¢<b> - ¢(x))v—a Dw;iﬁ . 1

d
I'y—a+1) 1)

b
Fr T | 0 — vy D

Demonstracao. De fato, aplicando a Defini¢do 2.3 e integrando por partes com u = Dgff f(t)

e dv =1 (t)((x) — () 'dt, obtemos
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HDcx B 'gl)f
j e B DYE f ()t

_ () — o)™ v ’ 1 : ) — d ¥
rw-a)[ T Der /)] * f<w<> (1) dtDHf()]

a fy_a a

e | s D@ + [ - vy i ]

(1/}(:6) B w(a))’y_a v; 1 * d v
D o) + e | ) — o) gD 0

Mostrando assim uma relagao entre a derivada ¢-Hilfer e a derivada -Riemann-

Liouville. O

Observe que, se f,1 € C"[a, b], é valido:

L lim D3V f(x) = [ (x), e

a—n

2. lim DR f(x) = f(2).

a—n—

Com efeito, aplicando o Teorema 2.1, utilizando a Eq.(2.4) e sabendo que v = a+ (n— «),

obtemos

lim D&% f(x) = lim

a—n~ a—n~

(U(z) —Y(a)) ™ v;

| b
1 v d .

T, W —vr GO

) — @)
a { TG —a)+1) D@

" T (B —1a) ) fw(x) - w(t))ﬁ("‘“)jDZi”f(t)dt]
= Jm {F(l)DZf’f( +f —Dwf (t)d ]
— tim | D3 f(a) + DI f(x) ~ DI¥ f(a)|

= lim D}f(2) = /().

Teorema 2.2. [58] As derivadas fraciondrias 1-Hilfer sao operadores limitados, para todo

n—1l<a<nel<p<1, dados por

@) <Ko, |TDE F@)
¥, C

Y,

o < K Hf”C:/qu )
(¥(b) — P(a))"™

de K =
onae I'h—~+1D)I'y—a+1

) ev=a+f(n—a).
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Demonstragio. De fato, fazendo uso da Eq.(1.45) e sendo |(1(x) —1(a))? f, (t)] < HfHan

3], temos
_ 1 i ! oY
7Y ¢/(‘T) dx -

a+ o
= max x) —(a))’ L 4 ’ i
= mas [ (W)~ ¥(a) (w )

- o w(:c)—w(a))vp( ( o) [ O o
1 n=y=1 (o) () — v
<F(n_7)g[%]f¢ 0y () — (@) 0 \

£l .
< i 2 f Vet sty

e, () — ()|
_F(n—v)ine[%] n—7 “
e
= m;&%l’] }WJ(@ —1(a)) }

(6() — ¥(@)" |l
I'n—vy+1)

<

Agora, aplicando a Eq.(2.3) e a desigualdade |(¢)(x) — 1(a))"D2Y f(z)| <

concluimos que

;

DI f)

Y5

Oy

= max |(1(x) - w<a>>m—“;¢nwf<x>\
| [ (O (6a) — v(@)DEF )

Df:ﬁ’f .

C, / y—a—1
<2 max || W OWE vy
;1

_M max |— W(z) — v )

I'(y—a) zelab] v -« "

DG f

ey ey lt) @)

_ (W) —¥(a)y (¥ () = ()" | fllen,

S I'(y—a+1) I'in—~+1)

_ (@) =) I
Iy—a+1)I(n—y+1)" "%

=K | flon_ -

Mostrando assim que o operador -Hilfer é um operador limitado.
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Considere a derivada fracionaria i-Hilfer e as seguintes fungoes:
g(z) = 187079 p(2) e h(z) = I f(2). A partir da Definicio 2.1, temos

1 d\" . . 1 d\"
" ) = T () ) e D) = 5 (<o) )

com pu = n(l— )+ Pa.

Logo, as seguintes relagoes entre as derivadas fracionérias y-Hilfer e ¢)-Caputo sao vélidas,

DG f () = ODLYg(e) = CDLY |17 f () (25)

DR (@) = D) = CDEY | L f ()] (2.6)
Note que, n —p=n—n(l — ) — fa=n—n+np — pa=5(n—a).

Teorema 2.3. [58] Sejamn—1<a<n,neNe0< <1 SefeC"a,b], entdo

HDgfwf( ) Do 5(11 a)p [I(l B)(n— a)wf 7121 w( ))kDZJ:pk (a)]

k=0

Nt f(g) = Dy llél_—ﬂ’(”—awf(x) =S ) VDS >] ,

onde v = a+ [k — ).

Demonstracio. Considere a funcio g(z) = ISP £(2) e yp = n— B(n—a). Aplicando
a Eq.(2.5) e o Teorema 1.1 (Eq.(1.49)), obtemos

"D f (@) = DL g(a)

i ol
—DE | g(x) — ;_o () - w<a)>’“g1&’“i(a)]
:Dg‘i"_léiﬁ”” _i ’“( ! d) I
[ n—1
o | K z,j ) vt )|
1 d\*

Note que, Da+k fla) = (W( } d Ia+ 0= a)wf( )-

Mostrando assim uma relagao entre a derivada 1-Hilfer com a derivada -Riemann-Liouville

e a integral fraciondria ¥-Riemann-Liouville. O



Capitulo 2. Sobre a derivada fraciondria W-Hilfer 36

Teorema 2.4. [58] Se f e C"[a,b],n—1<a<ne0<pf<1, entdo

sy H Dy ¢ O (@) —Y(a) [1-B)(n—a)s
IcH- D kz_:l ('Y k-{— ) f¢+ a+ ( )a (27)

a; a, = ¢ K n— —B)(n—ao);
[V H DS £ () Z T k:+)1) Al i () R O
k=1

comy =a+ [(n—a).
Demonstragio. Por meio da Eq.(2.3) e o Lema 1.1, obtemos

YD (o) =15 (0 VDIY S () = DD ()

1 ’ / v—1 v
7 | v - vy (DErw) a
L ’ / ) — v—1 1 i ! B)(n—a)sp
i | oW vy () 0 o
i | @ v g () s
_ 1 * 7—1d [n—1]7(1 n—a)
~ T | @) v @y G

Integrando por partes com u = (¢(z)—1(t))" L edv = —fﬁr HIU=A=ew ¢4y gt obtemos

1

DR F ) = 5y

U¢ )= ) P )|
_1 J w )'y an 11(1 B)(n— a)¢f()dti|

=—f@¢w> W(@) LT fa)
1

* o | ) = o G A gy

\_/

Realizando novamente a integracao por partes, com u = (1(x) — ()" % e
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(1=p)(n—a);p
= f¢+ I f(t)dt, obtemos

DL f ) = = i (0le) = (@) I )
# ey [0) — vl 2 e ¢f<>j
+ 0= 2) [ W OwE) - vOr I ]
- — F (0) — vt A )
—”1 () — (@) [P ()
e 2fw — () A ).
Realizando este processo n-vezes, temos
PHDL ()
_ _"Zl (¥(x) - f(a);;‘““* : F DI ()
j Y () — pla) D )
- 2 2= ,H)); P B () 4 (AP (),

Note que, y—n=a+p(n—a)—n=a+pn—pFa—ne(l—F)(n—a)=n—a—LFn+ fa.

Assim 7 —n + (1 — 8)(n — a) = 0. Portanto, concluimos que

a; « C ))’Y n—o
I Z G k+1) T e (O

Mostrando assim os resultados obtidos ao aplicar os operadores 1% (-) e I¢(-) & esquerda

sobre a derivada -Hilfer a esquerda e a direita, respectivamente. n

Teorema 2.5. [58] Se f,g € C"[a,b], a >0 e0< [ <1. Entdo

DG f(x) = "D g(x) < f(x) = g() + i cx(v(x) = ¥(a)) ™"

k=1

DY f(a) = "Dy g(x) < flx) = g(a) + zn] di((b) — ()",

onde v = a+ [(n — «),

(f =i T — g @) (=N — g)(a)
Iy +1-k) © o= I(y+1—k) ‘

C =
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Demonstracao. Primeiramente, note que

DL f(a) = DG g(a)
=D f ) = D) =
=D (f ) ~ gl@) = 0. (2.9

Aplicando 127 (-) em ambos os lados da Eq.(2.9) e usando a Eq.(2.7), obtemos
I%#’HDaﬂ;d)( f(x

g(z)) =
) —

) —
S (Y(x ))
=/ ; Ty—k+1)

<f—m$?éi ¥ (f — g)(a) = 0.

Logo, podemos escrever

Agora, suponha f(z) = g(x) + 2 ce(1h(z) — 1b(a))’™*, aplicando #D (1) e
k=1
usando a Eq.(2.18), temos

HDgfwf(x) _HDa,ﬂ;w Z ))’y—k

"Dy g () +chHDaW z) — (a))*.

Assim, concluimos que “D2Y f(z) = AD2 ¥ g(x).

Por outro lado, temos
HDYP¥ f () = "Dy g ()
:HD?LB;¢f($) _ HD?LB;wg(éL“) =0
=Dy (f(x) — g(x)) = 0. (2.10)

Aplicando I D" em ambos os lados da Eq.(2.10) e usando a Eq.(2.8), obtemos

(f — )T A0 (f — g)(b) = 0.

" b) — () F
fa) =gt + Y, P

=

(f — ) MO (F — g)(b)
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Agora, suponha f(x 2 Y(x))* e aplicando D&Y () e
k=

—

usando Eq.(2.18), temos
HDI?’_BWf(x) ZHDZCLﬁW Z ))v—k

DR g Z DR ((6) — ()

Assim, HD?;B;wf(x) = HD?;B;¢9($).
Concluindo assim a demonstracao. Note que, este teorema mostra a forma de duas fungoes

com a mesma derivada 1-Hilfer. n
Lema 2.1. [58] Sejamn —1 <~y <n e f e C,[a,b]. Entao
L f(a) = lim ¥ f(2) =0 e BYf(b) = lim GYf(z) =0, n—1<7y<a.

Demonstragio. Primeiramente, note que I3 f(x) é limitado pois 13 f(z) € C,[a, b]. Dado
f € C,la,b], temos que (¢ (z) —1(a))” f(x) é continua sobre [a,b], e assim

V() = ()" f(2)] < M = [f(x)] < [(¥(x) —¢(a))" M, (2.11)

para x € [a,b] e M > 0 uma constante. Agora, aplicando o operador Igf’() em ambos 0s

lados da Eq.(2.11) e usando o Lema 1.2, temos

2 f ()] <ML (¢ () — ()7

_ F(l _7) _ a+1—y—1
= m(wx) ¥(a))
I'(1—7) ary
M LTS W) - vl
Dado que v < a, M]mw(x) —(a))*7 — 0 quando x — a+, concluimos que

120 f(a) = lim 137 f(x) =

Mostrando assim, que no caso em que o operador Ig‘f (+) é avaliado numa funcdo no limite
inferior a, este vai ser anulado, analogamente para o operador I?;_w(-) ao ser avaliado numa

funcao no limite superior b. O]

Teorema 2.6. [58] Sejam f e C'[a,b], >0 e 0< <1, temos

DI f(a) = f@) e TDRPVEYf(x) = f(2).
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Demonstragio. Usando a Defini¢ao 2.1, o Lema 1.1, a Eq.(2.3), o Teorema 2.4 e o Lema

2.1, obtemos

WLJ) ) Lo T f (o)

d

dx

_poaw (L A\ epaenw

*Ia-&- (wl(l')d ) a+ f( )

1oy 1 d @)y

0 () @)
f(x

IW+C¥ 1/JD’Y a; w
a

"D (o) -1

)
(¥(z) — (a))"™*
F(’y k+1)

P(a))*
Iy — k’ + 1)

=f(x) - A i )

n—k . —B)(n—a);
£ (i 1P ()

= x5
“M3 ips 3
— —

— ().

Note que, ao aplicar a derivada 1-Hilfer a esquerda sobre o operador Ig‘ﬁ’() se tem como
resultado a funcao avaliada, analogamente ao aplicar a derivada -Hilfer & direita sobre o
operador I (), isto ¢, o operador 127¥(-) é um inverso & direita do operador v-Hilfer &

esquerda e o operador Ig‘i¢(-) ¢ um inverso a direita do operador ¢-Hilfer a direita. [

Teorema 2.7. [58] Sejamn—1<a<n,neNe0<f<1. SefeC™™"[a,b], m,neN,

entao para todo k € N temos

N D) Fe) () — v(a)
) (e - L) 00O

aposB ™ RIS
(15%)" ("Dg*)" (o) = (o );;:2%? v

para algum c € (a,z) e d € (z,b).

Demonstracao. Pelo Lema 1.1, temos

k
() =1 I - Thesv

ST ~A

k—vezes
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Aplicando a Eq.(1.40), a Eq.(1.41) e o teorema do valor médio [7], obtemos
N\ kK B\ o B \™
(1) ("pas)” (o) =153 ("D2)” fla)
i | O = vy (o) e

(HDaﬁw
j U6 () — (8))
(HDW) (O (x) = v(a)
kal'(ka)
(D) () — b))
I'ka +1) ’

com c € (a,x).
Finalizando assim a demonstracao.

]

A convergéncia a e continuidade de fungdes tém grande importancia na mate-
matica, especialmente em analise, andalise funcional, teoria de distribuicoes, dentre outras.
Vamos apresentar alguns resultados de sequéncias uniformemente convergentes e fungoes
uniformemente continuas, usando o operador fracionario y-Hilfer e o operador integral
fracionario ¥-Riemann-Liouville. Além disso, alguns exemplos envolvendo a func¢ao de
Mittag-Leffler e a fungao (¢ (z) — ¥(a))®, sdo discutidos.

Teorema 2.8. [58] Sejam 0 < o < 1, I = [a,b] um intervalo finito ou infinito e ¢ € [a, b]
uma fungio crescente tal que ¥'(x) # 0 para todo x € I e f € C([a,b],R). Entdo para todo
x1, 29 € |a,b], temos

2 flles
I'a+1)

L (1) — 122 ()| < (1) = Y2,

Demonstragao. Aplicando a Eq.(1.40), supondo que z; < 2, sabendo que |f(t)| < |f],, e

usando a hipotese de 1 crescente, temos

12 o)~ 121w = || s [0 OG0~ v e

CY

I e —w(t))“‘lf(t)dtH

r (a)

) le 0 [(en) — 00— W) — 0(0)" ] s

(@)

Y [T —w<t>>a1f<t>dtH

I'(a)
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1)~ 1) < | s [ 00 [t = w0) = i) = w(0) ] S0
+]£fwwwwm—¢ww*ﬂwﬂ

< [ WO [0 - v0) - @) - v

HfH Ll (¢ ()t
}@0< (e >;¢@w:1%wmg;www:>
N I\ﬁf(|(!;3 (Jw<xz>;w<t>>“ )
P () V(@) + (D) — Do)~ (blaz) = 0(0))
P () = ()
:F&%b(w@g_w@w+zw@g—wuma—w@g—wmww
<l (bla) — b))
Obtendo assim, o resultado desejado. =

Teorema 2.9. [58] Sejam n — 1 < o < n, I = [a,b] um intervalo finito ou infinito e
Y € Cla,b] uma fungio crescente tal que ¥'(x) # 0 para todo x € I. Suponha que (f,)i_,
¢ uma sequéncia uniformemente convergente de funcoes continuas sobre [a,b]. Entao é

possivel trocar o operador integral fraciondrio com o limite, isto €,
129 lim fo(z) = lim 127 £, (2).
Tl (o) = lim I3 (0)
a; *©
Em particular, a sequéncia de funcoes (Iajr f) ¢ uniformemente convergente.
n=1

Demonstragio. Seja f o limite da sequéncia (f,),—;, f é continua e sabendo que

|fu(t) = F)] < || fa — [, Obtemos
62 ) = T2 4] < s | /O = 00)" ule) = o)

Hh fl., o
< Lw () — $(1)> dt
:_(ﬁ—ﬂw<WW%WﬁW”)

I'(a)
I fo = fllos - (2.12)

_an_fHoo «
L)~ vta)

(W) — (@)
I'a+1)
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Dado que (f,),_; é uma sequéncia uniformemente convergente, aplicando o

limite em ambos os lados da desigualdade (2.12), temos

(¥(b) — ¥(a))®
F(Oz—i—l) J%an_f”oc

Tim I3 £, () = 122 f (2)] <
— lim 157 f, (v) — 152 f (z) =
— lim 15 f, () = 57 f(2) = 12 lim f, (2).

n—o0

]

Teorema 2.10. [58] Sejam I = [0,b] um intervalo finito e ¢ € I uma fungdo crescente tal
que Y’ (x) # 0 para todo x € 1. Seja f(x) uma fungio uniformemente continua f : I — R.

Se existe algum 0 < o < 1 tal que lim I12%| f(z)| = 0, entdo

lim f(x) =

Tr—00

Demonstracao. A prova sera feita por contradicao. Considere %grgo f(x) # 0 logo existe

uma sequéncia infinita limitada {x; : i € N} e £ > 0 tal que
|f(zi)] = &, Va; €[0,0]. (2.13)

Dado que f(z) é uma fun¢ao uniformemente continua, entdao para todo x; é associado um

intervalo [x; — d,z; + 0], 6 > 0, tal que

f(z) — f(2)] < g Vo € [z — 8,x; + d]. (2.14)

Por outro lado, usando a Eq.(2.13) e a Eq.(2.14), obtemos

[f @) 21f (@) = |f (i) = f(@)], Vo ez =0, + 0]
28—%=%, Vo € [x; — 0, x; + ). (2.15)
A integral fraciondria para o valor absoluto de f(x) sobre o intervalo [xg, ;],

pode ser decomposta como

N 1 z;—1 . N o
LA =g | 0w - sy Lo
1 z;—0 , o
* e L 0w v

1 . ! -«
) W) () = p(2) £ (2)]dt.

T;—0
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LAQINAO]

(¥ (:) — (1))
1 é crescente e 1(x;) — ¥ (t))'™* = 0. Entdo, aplicando a Eq.(2.15), temos

Dado que |f(z)] < —, para todo t € [x; — 1, z;], pois ¢'(t) = 0,

w1 ronl > [ ) — ()
LA 2 g | 0w - vyl

1 T;—0 1 T4
+H®L4U@W+HMLHUwW
>&®jlv@wm%wwwvww

T;—0 c
* e L s s Sl

Observe que o termo # 0 logo, dada uma sequéncia x,, satisfazendo isto,

)
20N ()
nao é possivel obter

lim 12%| f(z)| = 0.

Tr—0
Assim, concluimos a prova. O

Teorema 2.11. [58] Seja "D f(x) uma fungio uniformemente continua em Ct . ([0,6], R)

com x> 0. Se f(z) — f(0) quando z — o, entio TDF Y f(x) — 0 quando x — .

Demonstragio. De fato, por meio da Eq.(2.7) e do Lema 1.2, temos

1 ) — v—k
DG f(z) =f(x) — Z wﬁ(?y _ﬁ(i))n

FAma g (1)

I'(v)
:f(m) - (w(l’) ;(ﬁ;o))’y f(O)I(()l_;ﬁ)(lfa);w(w<x) . w(o))lfl
oy @) =) T)(() — $(0) 0
I I'(v) f0) F1+1-p8)(1-a)

Note que v = a + (1 — a), logo
2) — (0))e+B0-a)-1 2) — (0))1-a—B+6a
Igj:bHDgf;w (z) =f(z) — (Y(x) ¢]£()<?y)) £(0) (¥(x) Flé(()_)),y)

O
Fore = <@ = f0). (2.16)

=f(x) -

Aplicando o limite nos dois lados da desigualdade (Eq.(2.16)), temos

lim 157 7DG f(x) < lim (f(x) — £(0)) = 0.

T—00
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Finalmente, pelo Teorema 2.10, concluimos que, Da’ﬂ Yf(z) — 0 quando

T — 0. OJ

Teorema 2.12. [58] Sejamn —1 < a <n, n € N e I = [a,b] um intervalo finito ou
infinito e 1 € Cla,b| uma fungio crescente tal que ¥'(x) # 0 para todo x € I. Suponha que
(fe)ily € uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas sobre [a,b] e

Dgﬁfk existe para todo k. Além disso, suponha que <D fk) converge uniformemente

sobre [a + ¢,b] para todo € > 0. Entdo, para todo x € (a,b], temos
lim Dgi¥ fi(2) = D3 limfy ().
k—o0 k—o0

Demonstragio. Pelo Teorema 2.9, dado que (fx)5—; ¢ uma sequéncia uniformemente con-
[oe}

vergente de fungoes continuas sobre [a, b], (IZIOW fk> converge uniformemente e
I hm fr(x) = klim 190 fo(z). (2.17)
—00

o0
Por outro lado, usando a Defini¢ao 1.6, a hipdétese sobre (Dgﬁ’ fk)k e a
=1
Eq.(2.17), obtemos

Jin D) = i () )

2\ )
(o)
( 1 d)l““wmnﬁ<>

=D5 lim fi(x).

Note que, sob as condigdes deste teorema ¢ possivel trocar a derivada y-Riemann-Liouville

com o limite. O

Teorema 2.13. [58] Sejamn—1<a<n,neN, 0< <1 el = [a,b] um intervalo
finito ou infinito e 1 € Cla,b] uma fungdo crescente tal que ¥'(x) # 0 para todo x € I.
Suponha que (fx)r; € uma sequéncia convergente uniformemente de fungoes continuas
sobre |a,b] e HD;"f wfk existe para todo k. Além disso, suponha que (HDgfwfk 1;.01

converge uniformemente sobre [a + €,b] para todo € > 0. Entdo, para todo x € (a,b], temos

Jim MDY fr(x) = DI lim fi(x).
—00 b
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Demonstragio. Usando a Eq.(2.3), o Teorema 2.9 e o Teorema 2.12, obtemos

lim #DZ fi(w) = lim I3 "VDYY fi(2)
=137 lim DY fi(x)

k—0o0
=17YDEY lim fi(x)

k—o0
HpyouB5% 1:

="D 1 .

o lim fi (@)
Mostrando assim que é possivel trocar a derivada -Hilfer com o limite.

Lema 2.2. Dado § € R, considere as funcoes f(x) = (1p(x) — (a))’?

e
g(x) = (p(b) — p(x))°L, onde 6 > n. Entdo paran—1<a<n el <P <1,

1.

DI f(0) = e (0a) (e
2.

DL () = s (600) — 0l

Demonstragio. Aplicando a Eq.(2.3), o Lema 1.5 e o Lema 1.2, obtemos

TP f(x) =07V DEY () — (a)
[ (]&<w<x> - w<a>>‘5‘”‘1)

_ F((S) TV () — b(a))P YL

F@_vfﬁ-(w() Y(a))

_I'(¢) 6 —~)

ro—y)I'y—a+d—79)
I'(9)

Zm(¢<x) —(a))’

Em particular, dado n < k€ N e > n, temos

DI () = (0)* = Fr (Vo) — Vi)
MDY (0) ~ 0o = g () — )

Por outro lado, para n > k € Ny, temos

DI () — (@) = 0, e TDPF((b) —(x))* = 0.

(Y(z) — P(a))’ !

(2.18)
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Lema 2.3. Sejam A >0, n—1<a<n e0<p<1. Considere

f(@) = Ea(A(¥(z) — ¥(a))?) e g(z) = Ea(A(¥(b) — ¥(2))"), onde Ea(-) € a fungdo
Mittag-Leffler com um parametro (Definicdo A.3). Entao, seque

DI f(r) = Mf(2) e FDRPYg(a) = Aglx).
Demonstracio. Aplicando a definicao da funcao de Mittag-Leffler com um parametro
(Definigao A.3) e o Lema 2.2 (parte 1), obtemos

HDSPY f () =MD Ea(A(¢(2) — ¥(a))®)

Hogw [ AW (x) —¥(a))*)*
=D (1;) I'(ak +1) )

0

Ilak+1) 7

AE I'lak +1)
I'lak+1)I'(ak+1—a)

AF "
I'(ak—1)+1) (Y(x) —¥(a)) (k=1)

)\kfl
I'a(k—1)+1)

Ak ok
2 m(w@)—lﬂ(a)) )

ABo (A (z) —1(a)?) = Af(x).

k
D () - w<a>>“’f)

(¥(x) = y(a))*

18

k=1

1

x>
Il
—

A (W () = v(a)™)

I
gk

b
Il
—_

NgE

=\

2.2 Uma ampla classe de derivadas e integrais fracionarias

O objetivo agora, é apresentar algumas derivadas e integrais fracionarias a partir
de escolhas pertinentes de ¥ (x), f(x) e os limites a e b nas integrais fracionarias da fungao
f com respeito a outra fungao 1 (a esquerda e a direita) Definigdo 1.5 e nas derivadas
y-Hilfer (& esquerda e a direita) Definigao 2.1, as quais atuam como generalizagdes de

algumas integrais e derivadas fraciondrias, respectivamente.

Entao, primeiramente, apresentaremos uma ampla classe de casos particulares
para a integral fraciondria de Riemann-Liouville com respeito a outra funcao (¢(t)),

conforme a Definicao 1.5. Entao, temos

1. Considere ¥ (x) = z na Eq.(1.40),

L2 = o | o= 07 0t = 12 1)
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Assim, obtemos a derivada fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda (Eq.(1.1)).

2. Considere ¥(x) = x e a = —0 na Eq.(1.40),

1% f(x) = F(la) f;(:c — )2 f()dt = F10 f (). (2.19)

Logo, obtemos a integral fraciondria de Liouville (Eq.(1.9)).

3. Considere ¢)(x) = x e b = o0 na Eq.(1.41),

1

1 f(0) = gy || (-0 0 =1 p o (2.20)

ZLBW% (I‘)

Logo, obtemos a integral fracionaria de Weyl (Eq.(1.29)).

4. Considere ¢(z) = z e a = 0 na Eq.(1.40),

167 0) = g | o= )t = 12 ). 2.21)

Assim, temos a integral fracionaria de Riemann (Eq.(1.11)).

5. Escolhendo 9(z) = Inz na Eq.(1.40), temos

a;lnx _L ; —1In aflw
et (x)—F(a)L(lnx ity 0 g

:F(la)f (in f:)al fgf)dt ~ 1 f().

Observe que, neste caso obtemos a integral fracionaria de Hadamard (Eq.(1.13)).

6. Escolhendo ¢(x) = 27, g(x) = 27" f(x) na Eq.(1.40), temos

o g(x) =1F (27 f ()

1 ¢ o—1(,.0 o\a—140m
:F(a)f o7 (@ — 7Y (1) .

a

—o(a+n)

Multiplicando o termo x a ambos lados da equacao, obtemos

—o(a+n) (T
—o(a a;x? or on+o— o o\a—
zm 7T g(x) :F(a)f 7O (@7 — )T f(t)dt

:EKIg-‘mJ,nf(x) .

a

Observe que, desta forma obtemos a integral fracionéria de Erdélyi-Kober (Eq.(1.15)).
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7. Considere ¢(x) = 27, g(x) = 277 f(x) e a = 0 na Eq.(1.40), logo

161" g(a) =I5 (@ f(2))
1

- JO 17 (@ — 1)1 F (1) dt.

—o(a+n

Multiplicando ambos lados da equagao pelo termo z ), obtemos

—o(a+n) rz
—c a;z? ax on+o— o o\o—
w7 CIIET g () :F(a)L 7t (@7 —17) T f(t)dt

:EIa

0+70',77f(x>'

Observe que, desta forma a integral fraciondria y-Riemman-Liouville a esquerda

(Eq.(1.40)) e a integral fracionaria de Erdélyi (Eq.(1.17)) estao relacionadas.
8. Considere ¢(z) = z, g(x) = 2" f(z) e a = 0 na Eq.(1.40), de modo que
o3 g(x) =Io¥ («" f(x))

(" alym
:F(oz)f (z—t)* " f(t)dt.

0

Multiplicando ambos lados da equacdo pelo termo 2~ temos

—(a+77)IOé§x _ x_(a'i"ﬂ) T tn B t o1 t dt
@) =T | o -

:Kla

0+,17f(x)'

Observe que, desta forma obtemos a integral fraciondria de Kober (Eq.(1.18)).

9. Considere ¥(x) = z” e g(z) = 2" f(x) na Eq.(1.40), assim temos

I g() =107 (" f ()

T

1 p—1(.p _ 4P \a—1ypn
zwLpt (2 — 19147 (1)t

__ P ‘ ptp=1(pp _ gyl
_F@f (0 (40— Y0 F(g) .

a

k
x

Multiplicando ambos lados da equagao pelo termo —, obtemos
p

xk ;T $k 0 a—
() =T f 1(a? — 7)1 f(t)dt

:pIgl-i-,n,k (‘1')

a

Logo, obtemos a integral fracionaria generalizada (Eq.(1.31)).
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10. Considere ¥ (z) = 2 na Eq.(1.40),

19 £(z) =F(1a) | ot — ey
__r : p=L(pp _ ppya—1
_r(a)L 171 (22 — 9L (1)t

1
Multiplicando ambos lados da equagao pelo termo —, obtemos
P>

1 a;xP _ﬁ ¢ p—1 P — P a—1
S F @)~ f 01 (0 — 19)0 (1)t

a

=Tas f(@). (2.22)

Assim, obtemos a integral fracionaria de Katugampola (Eq.(1.19)).
11. Considere ¢(z) = x e g(x) = E] s(w(z —t)*) na Eq.(1.40,

ar g(x) =I5 (B s(w(z — 1)) £(2))
1 v a—1mpY _ «@
:F(a)f (2 — "B y(w(o — ) ().

a

Multiplicando ambos lados da equagao pelo termo I'(«), obtemos

T

F(a)e g ) = f (2 — 1" B y(w(z — 1)%) f(t)dt

a

_p€a+ « Bf( )

Observe que, desta forma, temos a integral de Prabhakar (Eq.(1.21)).

12. Considere ¥(z) = x e a = ¢ na Eq.(1.40),
17 @) = s | =0 o

=I10f(x). (2.23)
Observe que, desta forma, temos a integral fraciondria de Chen (Eq.(1.23)).

13. Considere ¥(z) = x, a = —0 e b = 0 na Eq.(1.40 ) e na Eq.(1.41) e fazendo uso da
Eq.(2.19) e a Eq.(2.20), obtemos

LEf(e) + L2 f(x) M f(z) + M2 f ()

2 cos (g) 2 cos (g)
1 » . -
:2F(oz) cos(ar/2) (Jw(‘” — ) f(t)dt + L (x —1t) f(t)dt)
1 0 -
ZQF(Oé) COS(om/Q) J—oo |x - t| f(t)dt
=rz1%f(2).

Assim, obtemos a integral fracionaria de Riesz (Eq.(1.25)).
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14. Considere ¢(z) = x,a = —0, b = 0w e 0 < § < 1 na Eq.(1.40) e na Eq.(1.41) e
fazendo uso da Eq.(2.19) e a Eq.(2.20), obtemos

ulg? f (@) + oI f (o) =u™T2 f (@) + 0" f (2)

=rDj f(2).
onde,
sen (@) sen <@)
YT sen(r) T sen(rd)

Assim, obtemos a integral fracionaria de Feller (Eq.(1.27)).

Por outro lado, por meio da derivada fracionéria v-Hilfer, Eq.(2.1), vamos apre-
sentar uma ampla classe de derivadas fracionarias obtidas a partir de escolhas convenientes

de v, os limites a, b e os parametros «, [3.

1. Aplicando o limite 8 — 1 a ambos lados da Eq.(2.1), obtemos

. 1 d
DR (o) — iy DR ) - g 20 (7 ) L0900 ()

(x) dx
:I(”Z—a)ﬂ/ﬂ 1 i
a+ ([IJ d
=D f (=), (2.24)

que é exatamente a derivada fracionaria ¢-Caputo a esquerda (Eq.(1.47)).

2. Aplicando o limite  — 0 a ambos lados da Eq.(2.1), obtemos

Hyo0m p( oy _ oo HOyoobit o _ v tm—ayw (1 d " a-pym—ayw
Doy f () _%}_r)% Dy’ f(x>_%,1£%1a+ (77/)/(:L‘)dl‘) Lot f(z)

(1 d e
‘(meM) f)
DS (), (2.25)

que é exatamente a derivada fracionaria ¢-Riemann-Liouville a esquerda (Eq.(1.45)).
3. Considere ¢(z) = = e tomando %m% na Eq.(2.1), temos

. e (AN 1B o)
HDan@>—hmHDM“f@>=gqﬁT‘”ﬁ(i) Ty 0 f(a)
e Xz

o A\
i (1) @

=D, f(x ) (2.26)

Assim, obtemos a derivada fracionaria de Caputo & esquerda (Eq.(1.5)).
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4. Considere 1(z) = = e tomando o limite 5 — 1 na Eq.(2.2), obtemos

Hmnao,lz i HhaB5x 1 B(n—a);x 7i " 1-B)(n—a);z
D (a) = limy "D ) = B 100 () P

:Iz()f g <_d:c) f(x)

b n
:F(nl_a)f (t — z)no! (-i) F()dt
:CDg_f(x), (2.27)

que ¢é exatamente a derivada fracionédria de Caputo a direita (Eq.(1.6)).

5. Considere ¥ (x) = z” e tomando o limite 5 — 0 na Eq.(2.1), temos

DR f () = lim TDR f ()

: I d\" . (1—8)(na):

— 1 B(n_a)vxp . (1 B)(n a)zxp
= lim I} (px,,l dx) Loy f(z)

1 d\" (n—a);z?
= (pxﬂ—l dx) Lo f(x)

1 d\" 1 v
= ——— ) ——— | ptr i aP =) () dt

(i) T | o= et

1 d\" pt (T —
:(xd) r<n_a>f # (@ — 1) ()

a

Multiplicando ambos lados da equacao pelo termo p?,

o H ao,0;zf « 1 d " plin * —1 n—a—1
P D" fx) =p Ty | @ =) f(t)dt

=1 dx (n—a) ),

:< ! d)nPHH | ot -yt

wlde) I'n—a)),

1 d\"
— s P
- <LU'D_1 d.fC) Ia+ (‘1.)
=’Dg f ().

Logo, obtemos a derivada fracionaria de Katugampola (Eq.(1.20)).

6. Considere ¢(z) = x e tomando o limite § — 0 na Eq.(2.1), obtemos

— 1. —_—
ﬂ1—>0 dx

d\" n—a);x
() s

_ (;i)n F(nl_a) f(m — el ()t

a

—D°, f(a). (2.28)

"D () =l DI (o) = iy 10 () P )

Logo, obtemos a derivada fracionaria de Riemann-Liouville & esquerda (Eq.(1.3)).
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7. Considere 9(x) = Inz e tomando o limite 5 — 0 na Eq.(2.1), obtemos
DR () = i DR ()
T B(n—a);lnz i " (1-8)(n—a);lnz
_élir(l) Ia-i— (xdl’> Ia+ f(iL‘)
d " n—ao);inx
=(w>I; ”,ﬂ@
t
( ) Tn—a) (lna: —1In t)”_o‘_ljcgf)dt
d x\n-a-l dt
<) H=
( ) Tn—a) (n t ULl
HDa (SC
Logo, obtemos a derivada fracionaria de Hadamard (Eq.(1.14)).
8. Considere ¥(z) = Inz e tomando o limite § — 1 na Eq.(2.1), obtemos
D () = i DI (1)
T B(n—a);nz i " (1-B)(n—a);lnx
= %LH% Lot <md:v) Lot f(z)
nxr d "
—Ig+ () f@)
d\" f(t
J (Inzx —Int)" 1<t) &dt
I'n—«) dt t
n a—1 d dt
t— t)—
I'in—a) f < d:v) /) t
=CHD2, f(x), (2.29)

que ¢ exatamente a derivada fraciondria de Caputo-Hadamard (Eq.(1.32)).

9. Considere ¥ (x) = z” e tomando o limite 5 — 1 na Eq.(2.1), temos
DG f () = lim DG f ()

. n—o),xr 1 d " — n—o);xr
=M%i*()$m(*W@

B—1 prP—tdx
e (1 d\"
_Ia—i- <p{L"D_1 dI) f(J])

1 v 1 d\"
:F(n_a)f pt? Yz — Pyt (ptﬂldt> f(t)dt

a

_ pl_n ’ p=L(.p _ 4p\yn—a—1 ii !
_Mft (2 — 19) (tp_ldt) F(t)dt.

a
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Multiplicando ambos lados da equagao pelo termo p?,

1-n T n
o a,l;xP a 1% _ n—ca— 1 d
P DL f () =p F(n—a)L te (af — )" (tﬁ’—ldt) f(t)dt
_ pa_n+1 ’ p—1/_p pyn—a—1 1 d "
—7]_’(” — a) J:l t (ZL' —1 ) tpi_lﬁ f(t)dt
:CKDg+f($)-

Assim, a derivada fracionaria -Hilfer a esquerda (Eq.(2.1)) e a derivada fracionaria

Caputo-Katugampola (Eq.(1.33)) estao relacionadas.

10. Considere ¥(z) = Inz na Eq.(2.3), usando o resultado da Eq.(1.14) e y = a+f(n—a),

temos
Hno,B;inx _y7y—lnzyysinz
Do fz) =Lay Doy f(z)

—a;lnz d\" n—y);lnz
N ! <xdx) IEH K f(z)

- d\" 1 v 1 f()
_prene (2} = | (nz—Int)" gy
o <xdw) F(nv)L<M nt) t

: d\" 1 Torom\rrl dt
:I’y—a,lnx il f <1 7) A
o (xdx) I'in—7)J, n f()t
—L DY, f(2)
=D f ().
Assim, obtemos a derivada fracionaria Hilfer-Hadamard (Eq.(1.34)).

11. Considere ¥ (z) = xf na Eq.(2.3), aplicando os resultados da Eq.(1.20) e a Eq.(2.22),

ey =a+ fB(n—a), temos
a,fBizP —ai;xP ;P
HDaf f(z) =19 D f(x)

—o;xf 1 d " n—-y);xf
=1}, ( ) I f(x)

pxP—1dx

. 1 d\" 1 m
0 () e [ e - ey a
xXr

pae n-)J,
e 1 d\" pt -
e’ -y - PP — P L) dt
a+ ($p—1 dl’) [’(n . ’7) L (fL’ ) f( )
1 T 1 d n pa—n—H T
— [T — ) | t"HaP =t (H)dt
1 ety
:70{13-1- 7 pDa—&—f(m)
P
=13+ f(2)’Dg, f(x)
=Dy f ().

Logo, obtemos a derivada fracionaria Hilfer-Katugampola (Eq.(1.35)).



Capitulo 2. Sobre a derivada fraciondria W-Hilfer 55

12. Considere ¥(z) = x, a = 0, a Eq.(2.21) e aplicando o limite § — 0 a ambos lados da
Eq.(2.1), obtemos

d

HDaOmf( )_ hmHDaﬁmf< )_11 IBn o)z <dx> I(()l_,__ﬂ)(n_a);xf(l‘)

d\" n—a);x
=(dx) 1 ()

- () "
S

que é exatamente a derivada fraciondria de Riemann (Eq.(1.12)).
13. Considere ¥(z) = x, a = ¢, a Eq.(2.23) e aplicando o limite 5 — 0 a ambos lados da

Eq.(2.1), temos

. n—a)z d " —B)(n—a);x
HDOCOJZf( )_ hn(l)HDg_i_,B,arf( )_}}Ln Iﬁ( ) (dw) Ig_ B)( ); f(l’)

d " n—«);x
= (da?> I§+ g f(z)
d n
_ [ = In—a
() v
=D¢f(x).
Logo, obtemos a derivada fracionaria de Chen (Eq.(1.24)).

14. Considere ¢(z) = x, a =0, g(z) = f(x) — f(0), e aplicando o limite 5 — 0 a ambos
lados da Eq.(2.1), obtemos

DG g(x) = DG (f () = £(0)) = lim DR (f(x) — £(0)

i 1 (dd) "M (50 _ £(0))
d " n—a);r

=(d) 10 (£ () — £(0))

D f(2),

que ¢ exatamente a derivada fraciondria de Jumarie (Eq.(1.36)).
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15. Considere ¢(x) = z, g(x) = E, ) _,[w(z — t)’]f(z), e aplicando o limite § — 0 a
q.(

ambos lados da Eq.(2.1), temos

DY g(x) =MD By ofwe — )11 (x))
= lim M0 (oo — 0] (1)

n—a);xr d " — n—o);xr
_ Jim 12 () D005 Lo — 6)°]f ()

B—0 dx
:@)”m (B, [wl — £)°]f(x)
~(5) T | - 0r B et - 7l
=DL o f ().

Logo, obtemos a derivada fracionaria de Prabhakar (Eq.(1.22)).

16. Aplicando o limite § — 1 na Eq.(2.1), obtemos

D f (@) = lim T (x)

n—o 1 d n—a);
~tm e (s d) 1090 1)

oy (1 d
=l " ( V' () dx) fle

DI f(a). (2.30)

Assim, obtemos a derivada fracionaria ¢-Caputo a esquerda (Eq.(1.47)).

Por outro lado, considerando ¥ (z) = 27 e g(x) = 2% f(x) na Eq.(2.30), assim

D) <MD (a7 £ ()
=CDE (270 f ().

Multiplicando por 7" a expresao anterior, temos

D g(a) —a DG (@7 f(2)

EKDa

a+ U?]f<x)'

T

Desta forma, obtemos a derivada fracionaria de Erdélyi-Kober (Eq.(1.16)).
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17. Considere ¢(z) = x, a = —w0 e aplicando o limite § — 0 a ambos lados da Eq.(2.1),

temos

= 1' _—
ﬂl—>0 dx

_ i " (n—a);z
() 1@

_ <ch)n F(nl_a) roo(g; et ()t

~D% f(@). (231)

5 N n—o)x d " - n—o)x
HD% f(a) = lim "D f(x) = %ir%ﬁgo & ( ) U P07 p ()

Desta forma, obtemos a derivada fracionaria de Liouville a direita (Eq.(1.10)).

18. Considere ¢(z) = x, a = —0 e aplicando o limite § — 1 a ambos lados da Eq.(2.2),

obtemos

a,l;z . o, B . n—a);r d " —B)(n—a);z
DR () = liny MDY (o) = iy P () 1000

n—ao;x d "
=" <de‘) f(:L’)

=RLDif(33)>

que ¢ exatamente a derivada fraciondria de Liouville-Caputo (Eq.(1.37)).

19. Considere ¢(x) = x, a = —o0, b = o0, aplicando o limite 5 — 0 na Eq.(2.1) e na
Eq.(2.2), além, fazendo uso da Eq.(2.31), temos

— ("D f () + "D f(x) _ — (1D f(x) +1 D2 f ()
2 cos (%) 2 cos (%)

= RzDaf<.I').

Assim, obtemos a derivada fracionaria de Riesz (Eq.(1.26)).

20. Considere ¢(z) =z, a = —00, b = 0, 0 < 6 < 1 aplicando o limite § — 0 na Eq.(2.1)
e na Eq.(2.2), ainda mais fazendo uso da Eq.(2.31), obtemos

— (u"D25f () + 0""DE f(2)) = — (urDS f(x) + 0D f(x))

_ (u (;i)nﬂz—a flz) +v (;i)nﬁ’z—“f (I))

=rDj f().

Note que, u e v estao dadas por:

sen (@) sen <@>

‘= sen(76) U7 sen(76)

Assim, temos a derivada fraciondria de Feller (Eq.(1.28)).
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21. Considere ¢(x) = x, b = o e aplicando o limite 5 — 0 na Eq.(2.2), obtemos

"D ) = Jim, (DR (2)

T d\" (n—a);z
i {(-2) o

(8 g oo

que ¢ exatamente a derivada fraciondria de Cassar (Eq.(1.38)).

22. Considere 1(z) = z, aplicando o limite 5 — 1 na Eq.(2.1) e na Eq.(2.2), e fazendo
uso dos resultados da Eq.(2.26) e a Eq.(2.27), obtemos

"R f(2) + (=1)"DR f(e) Dy f(x) + (=1)"°Dy f(x)
2 2

= RcDaf([L’).

Desta forma, temos a derivada fracionaria de Caputo-Riesz (Eq.(1.39)).

2.3 Regra tipo Leibniz

Como mencionamos, ao longo do texto, existem muitas definicbes para as
derivadas fraciondrias e o objetivo agora é conseguir uma defini¢cdo que seja a mais geral
possivel para que as defini¢oes ja existentes, sejam casos particulares. Neste trabalho,
temos como tema central, a derivada fracionaria ¢-Hilfer, introduzida por Sousa e Oliveira
em 2018. Uma das questoes mais importantes quando se estuda uma derivada fracionaria
é: qual critério uma derivada deve satisfazer para se considerar fracionaria? A fim de
responder esta questao, Ross [50], em 1975, estabeleceu um critério com cinco condigoes
que deve satisfazer uma derivada para ser considerada fracionaria, estas sao: a derivada
fracionaria de uma funcao analitica deve ser analitica; a derivagao fracionaria, quando a
ordem for um inteiro positivo n deve fornecer a derivada ordinaria de ordem n e, quando
a ordem for um inteiro negativo —n, n > 0 deve fornecer o mesmo resultado da integral
ordindria n-ésima; a derivada fracionaria de ordem 0 de uma fun¢do deve fornecer a
propria funcao; a derivada fracionaria deve ser um operador linear; e, deve ser satisfeita
a propriedade de semigrupo. Em 2015, Ortigueira e Machado [20, 41], justificam por
que a primeira das condig¢oes do critério estabelecido por Ross, nao deve ser considerada
e propoem uma nova condi¢ao e assim um novo critério é formulado, isto é, essa nova
condicao é conhecida como “regra de Leibniz”. No entanto, torna-se mais restritivo na
hora de propor uma nova derivada fraciondria ou até mesmo investigar se as derivadas

fracionarias até entao introduzidas, sao de fato, consideradas fracionarias.

Como era de se esperar, o novo critério introduzido por Ortigueira e Machado,

destacou que algumas derivadas fraciondrias que até entao eram consideradas fracionarias
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nao satisfaziam a regra de Leibniz para o produto de duas fungoes [71], de modo especial,
a derivada fracionaria de Caputo, um das mais importantes. Osler escreveu sobre uma
possivel regra de Leibniz [42, 43]. Tarasov também investigou e apresentou trabalhos
interessantes [67, 68, 69] e, recentemente Sayevandet et al. apresentaram uma revisao sobre

a regra de Leibniz para derivadas fraciondrias [54].

Nesse sentido, a fim de sanar esse problema, em 2019, Sousa e Oliveira, re-
alizaram um estudo sobre a regra tipo Leibniz para a derivada fracionaria i-Hilfer e
conseguiram estabelecer uma forma fechada para a derivada fracionéria -Hilfer de um
produto de duas fungoes envolvendo a derivada fracionaria -Riemann-Liouville e uma
outra envolvendo a derivada fracionaria -Hilfer [63], denominadas “regra tipo Leibniz I”
e “regra tipo Leibniz II”. Apresentaremos e investigaremos detalhadamente as duas versoes
mencionadas fazendo uso da generalizacao da regra de Leibniz para a derivada fracionaria
1-Caputo em termos dela mesma e, em termos da derivada fracionaria -Riemann-Liouville
9, 67, 68, 71].

Teorema 2.14 (Regra tipo Leibniz I). [63] Sejam 0 < o <1, I = [a,b], (—o<a <b<
o) um intervalo, ¥ € C(I,R) uma fungao crescente tal que ¥(x) # 0 para todo x € I e
f,g€ C(I,R). Entao, temos

D o)) = . () (7 )it

=0 0

5 (=2 e, (6(@) — bla)) o
Z( )I 9@ B —a)

onde e = (1 —p)(1—a).

Demonstragao. Aplicando a Eq. (2.5), o Lema 1.4 e fazendo n = 1, temos

HD2Bv(f0) () =CDIFPemW [[éi A= (fg) )]
DL | [0 1) ()|

—Cp) e zsf<fg><x>]

a=1); S e+k;
=Cp, et > < k)f(k)(x)laikwg(x)]

| k=0

Z ( >0D1+[3 a—1)5p [f( )( )Izik;iﬁg(m)] ' (2'32)

Observe que, a regra tipo Leibniz para a derivada -Caputo em termos da

derivada fracionéria i-Riemann-Liouville, é dada por [70]

“ [« & n_ld—kk 2)g(z))(a .
D (o)) = X () @D o) - 3 I ) — (e
k=0
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Assim, da Eq.(2.32), temos

") = () (Z (1T e )

k=0 =0

I A0 () 2 ()-8

(e (ate (k+1) ate—lipretrkp
=2 () ul @D ()

__00 _g: f(k)(a)lflik;wg(a) D) ) )~
,;] ( k) I(—Bla—1)) (Y(x) = ¥(a))

- Z (-}{8) (a —; 8) f(k:+l) (x)Dgia_WIZi’Wg(x)

- 3 € fUC)(aﬂZik;wg(a) xT) — a —(a+te)

Z(k) TG —ay @) @)

")) =3 30 () (7 ) gt
< —€ (%) a IZik;w a —(a+e
- () =S e - vty

((2) = ¥(a))**9. (2.33)

Agora, note que

DT (o) = (g ) 0

Assim, se v = a + ¢ e u = € + m, temos

DT I h(x) = DT T h(z) = DI A (). (2.34)
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Substituindo a Eq.(2.34) na Eq.(2.33), obtemos

"o =3 3 () (U1 °) et

=0 0

3 N 00 ) e
Z( )I @I =T Ga—a)

concluindo a prova. O

Teorema 2.15. (Regra tipo Leibniz 11)[63] Sejam 0 < a <1, [ = [a,b], (—0<a <b <
o) um intervalo, ¥ € C(I,R) uma fungao crescente tal que ¥ (x) # 0 para todo x € I e
f,g€ C(I,R). Entao, temos

DS (o)) = 3 <a)f“”> (@)D g (w) + Qpgler fra),  (235)

com

o () gk ’ k z) — P(a)) =)
2yl f,a) = Y ( 5 )13: @) () — £ (a)) p)wff(_)i o

onde e = (1 - F)(1 — «).
Demonstragao. Aplicando a Eq. (2.5), o Lema 1.4 e fazendo n = 1, temos

DR (fg) ) <CDLT [T g )|
DL [ 0= (g )]

e )

) | & [(—€ .
—Cp,hle-w Z ( i )f(k)(x)laik’wg(:v)]

| k=0

:i (_]{; >CD1+B a—1)5 [f ( )Is+k ¢g( )] ' (2.36)

Observe que a regra tipo Leibniz para a derivada -Caputo em termos da

derivada fracionéria 1-Caputo, é dada por [70]

Do g Z() (0)7DEg(w) + o)) = F@) =
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Assim da Eq.(2.36), temos

")) = () (Z (1T oDy g )

' (Y(z) — I/J(a))_(Hﬁ(a—l)))
r(—(1+p(-1))

[\« [a+te (k+1) [ \Ca+e—li etk
:Z I Z I f (l’) Da-l,- Ia+ g(l’)

1@ @) = Y @)

k=0 =0
> (., z) — (a))~@te)
> ( f) g a) (@) - () zzwff(_)i))
0 o —c a+ € k4l et
:gk,; < k < z >f( N(2) DI g ()
> (!, z) — P(a))~(@Fe)
> ( l:) L 9(@) (/O (@) = 1) (w(}w(@f(_)i))

HDgf’w(fg)(x) :i i ( —& > (Oz —ll- 8) f(m) ($)CDgI€_l;wIZim_l;wg(x)
m=l

=0 m_l
© s cthip O FB () — B (g (w<l') _¢(a))_(a+e)
+};}(1€)I“+ 9(a)(f7(x) = [P (a)) I —a))

RIS —€ oa+e (m) (,\Cmya+e—lpre+m—l)
=22 ) @D ()

—€ : z) — (a))@Fe)
() E s - oy @

Note que, para 0 < v < 1,0 < pu <1 el e N, temos a identidade

DI h(r) = 1D IR (2.38)

Com efeito, observe que v — 1 <1 — [, logo temos

—libyp—i; 1=l—(v—1); 1 d - =4
‘DI L () =170 W( T @

. 1 d\'/ 1 d\‘'. .
:[1—%1# i e Iﬂ—lﬂﬁh
ot (wﬂ:)da:) (zw'(x)dx) o+ A1)
=1, DI Y h ()
=13V DG T T ()

=1, DT ().
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Sevy=a+c¢cepu=ec+m,daEq.(2.38), temos

DT () =L D ()

T}
=L DI ()

=L DT T b

T D I L AT y )

i . T d N\ s me (am)).
_pB(—m—(atm) a (1= (A=m—(a=m))w
a+ w,(x) dx ('T)

AP R (). (2.39)

Substituindo a Eq.(2.39) na Eq.(2.37), obtemos

o =3 30 (72 ) () o )

=0 0

7:): £ xT) — a —(a+e)
+ Z ( )IEHHZJ )(f(k)($) . f(k)(a>>(¢( ) ¢( ))

k Il - a))
(=) ooz

m

TEN R ) () () — R (¥ (x) = P(a)) >
0( )Ia+ g( )(f ( ) f ( )) F(ﬁ(l—&))

k
(2 )£ @ D5yt + 2y,

Il
ng .

8

I
s, F

3

0

3
I

Note que

g (moi n) (i) - (a;B)’ (2.40)

isto é, pela identidade (1.42), temos

o B (—1)m_"—1af(m —n—a«) B (=)™ "I'(m —n — a)
(m—n> - I'l—-a)(m—n+1) I(—a)(m —n)! : (2.41)
B\ (U= )  (—1)"T(n— )
(n) - Ir(1-p)rn+1)  IL(=Bn! (2.42)

Substituindo as Eq.(2.41), Eq.(2.42) na Eq.(2.40), obtemos

O L R T (T
T G
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Note que pela propriedade A.2.1, segue que

I'in—38)'(m—n—a)
I'im—a—p) '

Bn—pg,m—-—n—a)=

Logo, temos

go <moi n) <§> :p(_(;)lj):(n_ﬁ) i Im —a - @fﬁ”ﬂ;f’ m—n—a)

_(—1)mf(m—a=—ﬂ) S B(n—B,m —n—a)
- I'(—=a)I(-p) HZO (m —n)!n! ’

Assim, a partir da Definicao A.2, concluimos

2 (%) () = Sl o
(—)"rim—a-p) ( » .

= n—p-1 m—n—a—1
I(=a)'(=B) o t S = (m— n)!n!dt
(D" I(m—a—58) [*, 54 mea1 N (=)
o bt T L ™
(=" I(m—a—pB) & A1y pym—at S mltt(1 —t)
- I'(—a)r(-p) ), ! (1-1) 2 m!(m—n)!n!dt

-Gt s 5 (0 () o
_E)rrm—a—p) t= P11 —ymet (1 + t)mdt

m!\l(—a)(=B)  Jo 1—t
. (=)™I(m —a— f) ! —B—1/1 _ pym—a—1 1
=arCars ot T g

() Tm—a-p) [*
m!\l(—a)(=B)  Jo
()" (m —a - HI(-a)I(-5)
m!(—a)'(=B)(—a — B)
_(=)mI(
(

t=A71 (1 — )y tat

(-)"Tm—a -5
m!I'(—a — )
_(=)"(=a =) (m—a—p)
(—a—=B)m!I(—a —pB)
()" + H(m—a - )
m!I(1 —a— )

1)

t n
Observe que 2 ( ) (1 t) ¢ uma série binomial [66]. Finalizando assim

a demonstracao. O
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Uma das condigoes para que um operador diferencial seja considerado fraci-
ondrio, como indicado em [20, 41], é satisfazer a regra de Leibniz. No entanto, alguns
operadores nao a satisfazem. Muitas derivadas fracionarias, em particular a derivada
fracionaria de Caputo [23, 58], uma das mais utilizadas e essencial no estudo de efeitos
de memoria e equagoes diferenciais com condig¢oes iniciais, nao satisfaz tal regra. Por tal
razao, dado que sao poucos os operadores que a satisfazem, foi introduzido a regra tipo
Leibniz para o operador fracionario ¢-Hilfer Teorema 2.15. A partir desta é possivel obter
como casos particulares, uma ampla classe de regras de Leibniz e regras tipo Leibniz de

algumas derivadas fracionarias.

Vamos entao, apresentar alguns casos particulares oriundos da regra tipo Leibniz
da derivada fraciondria t-Hilfer, obtidos a partir de escolhas pertinentes da fungao ¢ (x)
e dos limites f — 0 e § — 1. Outros casos podem ser obtidos escolhendo diferentes

combinagoes. Para os casos particulares apresentados, sugerimos [9, 67, 68].

1. Aplicando o limite 8 — 0 na Eq.(2.35) e, utilizando a Eq.(2.25), obtemos

NgE

HDO% () () ) ) DET g(0) + 2y 4(a, 0, a)

m=0

I
gt

0 m

3
I

Q

£ (2) Dy ™ g()

I
RgE

(.
(CV)f(m D" g(w) + 2pg(a,0,a)
2 o)

m

3
Il
=}

v (fg)(=),

@Q
I

a qual é a regra de Leibniz para a derivada fracionaria ¢-Riemann-Liouville. Observe

Il —a))
2. Considere 9(z) = x, tomando o limite § — 0 na Eq.(2.35) e usando a Eq.(2.28),

obtemos

que 2f4(a,0,a) = 0, pois, = 0, quando  — 0.

e (fo) @) = ) ()

|
s
/\/\/\

||
o ﬁM%ﬂ

a qual é a regra de Leibniz para a derivada fracionaria Riemann-Liouville. Observe

m = 0, quando § — 0.

que 2f4(a,0,a) = 0, pois,
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3. Aplicando o limite 5 — 1 na Eq.(2.35) e usando a Eq.(2.24), obtemos

RgE iMS

Hpeliv(fg < )f(m YADY ™ g(x) + 2 4(a, 1, a)

< )f(m CDa m¢g($) + 2 4(a, 1, a)
m=0

=Dy (fg)(2),

a qual é a regra tipo Leibniz para a derivada fracionaria -Caputo. Observe que

(Y(x) —¥(a) ™"
ol 1) = g(@) ()~ F@) T Fr
lembrando que € = (1 — a)(1 — ),

Y pOlS7

. (_l{€>=1,quandok=066—>0.

° (_;) =0, quando k=1,2,3,... e 8 — 0.

4. Considere ¥(z) = x, tomando o limite 5 — 1 na Eq.(2.35) e fazendo uso da Eq.(2.26),

obtemos

"D (o)) = X (0] A DI () + (a1,

(“) F (@)D () + 2y g(e10)

a qual é a regra tipo Leibniz para a derivada fracionaria de Caputo. Observe que

241, 0) = gla)(f(z) — fla) T2

Ti—a) pois, usando o fato ¢ = (1 — a)(1 — 3),

) (_k€>=1,quandok=065—>0.

° (_]{f) =0, quando k£ =1,2,3,... e 8 — 0.

5. Considere ¥ (z) = In(x), tomando o limite § — 1 na Eq.(2.35) e fazendo uso da
Eq.(2.29), obtemos

0

a,1;In(x « m a—m,1;In(z
DI 1)) = 3 () P DL ) + gl

m=0

-y (Q)W (21D g ) + 2y 1, a)

m=0 m

:CHDg-s- (fg) (x)v
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a qual é a regra tipo Leibniz para a derivada fracionaria Hadamard. Observe que

p4(a, 1) = g(a)(f () ~ () (m(wp)(] ing;))a
/8)7

, pois usando o fato ¢ = (1—a)(1—

° (_;):Lquandok:Oeﬁ—»O.

. (_]:> — 0, quando k = 1,2,3,... ¢ § — 0.

Assim, concluimos essa se¢ao, apresentando as regra tipo Leibniz I e regra tipo

Leibniz II, bem como alguns casos particulares importantes.
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3 Estabilidades de Ulam-Hyers de uma equa-
cao integrodiferencial nao-linear fracionaria

de Volterra

Ao longo das décadas, iniimeros pesquisadores vem dedicando suas pesquisas
na investigagao de propriedades de existéncia, unicidade, controlabilidade, estabilidades de
Ulam-Hyers de equagoes diferenciais e integrodiferenciais fracionarias, sejam elas, do tipo
funcional, neutral, com impulsos instantaneos e nao-instantaneos, por meio de teoremas de
ponto fixo e desigualdade de Gronwall, dentre outras [29, 30, 55, 56, 57, 62, 64, 65]. Uma
das consequéncias direta ao atacar problemas de equagoes diferenciais e integro-diferenciais
no contexto fracionario, é a ampla classe de possibilidades que podem ser discutidas
quanto aos casos particulares oriundos da versao investigada. Além disso, permite discutir
e analisar quanto a liberdade da ordem da derivada fracionaria que esta diretamente ligada
ao problema investigado, isto ¢, a ordem 0 < v < 1. Nesse sentido, devido a estes fatos e
outros que podem ser obtidos na literatura, neste capitulo, investigaremos as estabilidades
de Ulam-Hyers e Ulam-Hyers-Rassias da equagao integro-diferencial nao-linear fracionaria
de Volterra Eq.(3.1)

t
D“”Bw (t) = f(t,u(t)) —J k(t,s,u(s))ds

0 (3.1)
IO:Y“((D = 0,

onde "D2F¥ () ¢ a derivada fracionéria ¢-Hilfer, t € I = [0, T], f(¢, u(t)) é uma funco
continua com respeito as variaveis t e u sobre I x R, k(t, s,u(s)) é uma funcao continua

respeito de t, s e u sobre I x R x R e ¢ é uma constante dada.

Inicialmente apresentaremos as defini¢oes das estabilidades de Ulam-Hyers-
Rassias e de Ulam-Hyers por meio da derivada t-Hilfer, bem como outras defini¢ées

importantes para o desenvolvimento do capitulo.

A defini¢do a seguir, é uma adaptacao da definicio dada por Sevgin em [8].

Definicao 3.1. [60] Se para cada fungao continuamente diferencidvel u(t), satisfazendo

t

HDRSu(t) - f(t u(t)) - f K(t, s, u(s))ds

0

< O(1),

onde @(t) = 0 para todo t, existe uma solu¢do ug(t) da equagdo integro-diferencial nao
linear de Volterra (Eq.(3.1)), e uma constante C' > 0 com |u(t) — uo(t)| < CD(t) para todo

t, onde C' ¢é independente de u(t) e ug(t), entdo dizemos que:
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i. A Eq.(3.1) tem estabilidade de Ulam-Hyers-Rassias.
ii. Se @(t) € uma fungio constante entao a Eq.(3.1) tem estabilidade de Ulam-Hyers.
A seguir, vamos apresentar alguns resultados de analise como: espago métrico

completo, contracdo e ponto fixo, visto que sdo de grande utilidade a fim de atingir o

objetivo principal deste capitulo.

Definigao 3.2. [32] O par (X,d) é chamado um espago métrico completo generalizado, se
X € um conjunto ndo vazio e d uma funcao de X x X aos reais estendidos que satisfaz as
sequintes condigoes:

1. d(z,y) =0, Vo,y € X.

2. d(z,y) = 0 se e somente se x =y, Yo,y e X.

8. d(r,y) =d(y,z), Yo,y e X.

4o d(w,y) < d(w,2) +d(z,y), Vo,y, 2 € X

5. Toda sequéncia d-Cauchy sobre X € d-convergente. Isto é, se (X,,) € uma sequéncia

em X tal que lim d(zpm, x,) =0, entdo existe v € X com lim d(zp,z) = 0.

Note que, a Defini¢ao 3.2 difere do conceito usual de espago métrico completo,
pelo fato de que nem todos os pontos em X tem necessariamente uma distancia finita.
Se as condigbes 1, 2, 3 e 4 da Defini¢ao 3.2 sao satisfeitas, dizemos que (X, d) é um espago

métrico.

Definicao 3.3. [8] Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicagio T : X — X € chamada
contragao sobre X se existe uma constante L, com 0 < L < 1, de modo que, se d(x,y) < o
entdao d(Tx,Ty) < Ld(z,y) < .

Teorema 3.1. Seja (X, d) um espago métrico completo generalizado. Admitamos que
T:X — X é uma contracao. Se existe um inteiro nao-negativo k tal que
d(T’”lx, Tk:c) < o para algum x € X, entdo seque que:

1. A sequéncia (T"x) converge para uwm ponto fixo x* de T.

2. % € o unico ponto firo de T em X* ={ye X : d(T"x,y) < w0}.

1
3. Seye X*, entdao d(y,x*) < ﬁd(Ty,y).
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Demonstragao. 1. Seja N um particular (o menor) de todos os nimeros k =0, 1,2, ...
tal que d(T"™x, T"z) < co. Usando a Definicdo 3.3, temos
d(TN 2, TN o) =d(T(TN ' 2), T(TN ) < Ld(TV 2, TVz) <
d(TN 2, TN 22) =d(T(TN22), T(TV'2)) < L2d(TV 2, TV 2) <

d(TN+k+133,TN+k.’L') Zd(T<TN+k33),T(TN+k_1x)) < Lk(TN+1£L',TN.CC) <o

para todo k =1,2,3,....

Em outras palavras, provamos que se n ¢ um numero inteiro tal que n > N, entao

d(T" e, T ) < L"N(TV 2, TV z) < 0.

Agora da condicao 4 da Definicao 3.2, sempre que n > N temos para qualquer

k=1,2...,

AT, Trx) < d(T"F2, T 2) + d(T e, T )

< d(Tn+kJZ,Tn+k_1I) + d(Tn+k_1:L’,Tn+k_2l’> + d(Tn+k_2Z)3,Tn£(])
k k
< Z d(Tn+i£L‘, Tn+i—1l,) < Z Ln+i_1_Nd(TN+1ZL', TNI’)

i=1

—

1=

k k
, 1-L
_ Ln—N L'L—ld TN+1 TN L N = d TN+1 TN
; ( x? ) 1 _ L ( x? x)
Ln N
1 — Ld(TNHx, ™). (3.2)
Observe que quando n — o0, d(T”Jrkx, T"x) — 0, assim a sequéncia z, Tx, T?x, ..., T "z, . ..

é uma sequéncia d-Cauchy. Pela Definicao 3.2 é d-convergente, isto é, existe um

elemento 2™ € X tal que lim d(T"z,2%) = 0.
Verifiquemos agora que x* é um ponto fixo de T'.

Sempre que n > N, temos
0 < d(z*,Tz*) < d(z*, T"z) + d(T"z, Tx*) < d(x*, T"x) + Ld(T" 'z, x*).

Tomando o limite com n — oo, temos que d(z*, Tz*) = 0 o que implica que T'z* = z*,

de modo que x* é um ponto fixo de T'.

2. Suponha que existem dois pontos fixos z* e y logo Tx* = ¥ e Ty = y, de modo que,

d(z*,y) = d(Tx*,Ty) < Ld(z*,y).

Assim, d(z*,y) = 0 entdo ™ = y. Portanto, * é o inico ponto fixo de 7.
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3. Da Eq.(3.2), temos

Ln—N
d(Ty, T y) < ——

<1T Ld(TNy, TV 1y).

Se y € X* e fazendo n = 0 na desigualdade anterior, obtemos

1
d(y, T"y) < ——d(y, Ty).
(4. T%) < ;—7dy. Ty)

Note que

* * 1
d(y, ") < d(y, T*y) + d(T*y, ") < ;== d(y, Ty).

O
No seguinte teorema, se estuda a estabilidade de Ulam-Hyers-Rassias para a

equagao diferencial fracionaria nao-linear de Volterra (Eq.(3.1)).

Teorema 3.2. Seja I = [0, 7] um intervalo fechado e limitado dado, com T >0 e M,
Ly e Ly constantes positivas com 0 < MLy + M*Ly < 1. Suponha que f : I x R - R ¢

uma fungdo continua a qual satisfaz a condig¢do Lipschitz
|f(t,ur) — f(t,ug)| < Lylug —ug|, Vtel, Vuj,useR,
kE:IxIxR—R éuma funcio continua a qual satisfaz a condigao de Lipschitz
|k(t, s,u1) — k(t, s,u9)| < Ly |ug —us|, Vt,sel, VYuy,useR,

e € C[0,T]| uma fungio crescente tal que i)' (t) # 0 sobre I. Se uma fungio continuamente
diferenciavel u : I — R satisfaz

t

DR ) = 1(tult)) = | kit u(s))ds

< o(t), Vtel, (3.3)

onde ¢ : I — (0,0) é uma fungio continua com I$Y¢(t) < M¢(t) para cada t € I, entio

existe uma unica fungdo ug : I — R, tal que

uo(t) = L0 ;(ﬁ()()))%la T u(t)) + T l L ks, uo(s))ds]
com Iy, u(0)=0,0<a<1,0<8<l,y=a+3(1-a)e

M
(ML; + M2Ly)

[u(t) — uo(t)] < = B(t), Vtel.

Demonstragao. Seja X o conjunto de todas as fun¢oes continuas de valor real sobre I.

Para v, w € X, se define o conjunto

dv.w) = inf {o(t) —w(t)] < Co(t). Veel}. (3.4)
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Note que (X, d) é um espago métrico completo generalizado.

Considere o operador 7' : X — X definido por:

(¥(t) —(0)""

T((t) = s

F ISV f(t(t) + I3 ljé k(t, s,v(s))ds] , Vtel, YveX.
0

(3.5)

Verifiquemos que T é uma contragao sobre X.
Consideremos C,,, € [0, 0] uma constante com d(v, w) < C,,, para qualquer v, w em X.

Assim, pela Eq.(3.4) temos,

0(t) — w(t)] < Couwdlt), Vtel.

Observemos que

[T(0(0) - Tlw(o)| - | ! a+%%ﬁvmwuw[fkmaw®w4

I'(v) 0
@O O i i [ [
A 959 £(t, w>IM[LMu,<»d}

3
:nWmmw—mwwhwﬂLwwmm—w@mm@]
<F;%pwaww— BE) 7€ () — F(Ew(E))] de

1 rt ,
+WJO¢(§) lJ |k(t,s,v(s)) — k(t,s,w(s ))|ds]d§
<;g%£ngww—¢@»www>—w<n%

L. (",
T ), YO lf” ”%

S LfCUwIO gb( ) + LkC’vaOJ’r |:f gb(s)ds]
0

< MLvawgb(t) + MLkCUw |:Jt ¢(S)d8]
0

= ML;Cyuyd(t) + MLiCo 1o [6(1)]
< MLiCuyd(t) + M?Ly,Coryd(t) = Cryb(t) (MLf + MQLk) ,
isto 6, d (Tw, Tw) < Cyup(t) (MLy + M?Ly,).

Logo, podemos concluir que d (Tv, Tw) < (MLf + M2Lk) d (v, w) para todo v,w € X,
onde 0 < MLy + M?Ly, < 1.

Da Eq.(3.5) para wy € X arbitrario, existe uma constante 0 < C' < 00, com

— -1 3
) - a0 = |7 O w0+ 15| [ v w9 | - )

<Co(t),
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dado que f(t,wo(t)), k(t, s, wo(s)) e wo(t) sdo limitadas nos seus dominios e I?IIH o(t) > 0.
€

Assim da Eq.(3.4) temos que d(Twg, wp) < c0.

Pelo Teorema 3.1 (parte 1.) existe ug : I — R tal que T"wy — ug em (X, d) e Tug = uo,

isto é

%=<“”‘¢@””quwvmwﬁ»+nﬁ[fk@&%“”“]

Dado que w e ug sao limitadas sobre I para qualquer w e X e rgnln o(t) > 0, existe uma
€

constante C, tal que
wo(t) — w(t)] < Cud(t), Ywe X

Além disso, temos que {w € X : d(wy, w) < oo} é igual a X, assim podemos concluir que
U ¢ a unica fungao continua.

Aplicando o operador I na Eq.(3.3), fazendo uso da Eq.(2.7) e rearranjando, temos

t

MDR(t) = £t ) = | kit u)ds

< ¢(1)

<15 o(1)

= 152 [ D5 )] 1 e ao)] ~ 15| [ et

= futt) — OOV om0 0) - g [ uto)]) - 157 | [ e s,uo)as)

|mw—Tm®ﬂ=u@—‘“”‘¢”W/a—mﬁwwuwﬂ—mTLfﬂtaw$M4

<IGYVo(t) < Mg(t), Viel,

isto implica que, d(u, Tu) < M¢(t).
Pelo Teorema 3.1 (parte 3.) e o resultado anterior, obtemos

1 Mo(t)
d(Tu,u) < :
1= (0L, + 2Ly " S TG0, + L)

d(u, U()) <
concluindo a prova. O

No teorema a seguir, se estuda a estabilidade de Ulam-Hyers para a equacao

diferencial fracionaria nao-linear de Volterra (Eq.(3.1)).
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Teorema 3.3. Seja 0 <a <1,0< <1, 1 =1[0,T] um intervalo fechado e limitado

dado, tal que T > 0 e ¢ € C[0,T| uma fungdo crescente tal que '(t) # 0 para todo t € I.
(¥ (T) —(0)
F(Oé—i—l) (Lf—i-TLk) <1

Suponha que f: I x R — R é uma funcao continua a qual satisfaz a condicao Lipschitz

Também sejam Ly e Ly constantes positivas com 0 <

|f(t,ur) — f(t,ug)| < Lylug —us|, Vtel, Vuj,useR,
ek:IxIxR—R ¢éuma funcio continua que satisfaz a condicao de Lipschitz
|k(t, s,u1) — k(t, s,u)| < Ly |ug —us|, Vt,sel, Vup,useR.

Se para € = 0 uma fungdo continuamente diferenciavel u : I — R satisfaz

t
1 DeBu(t) — £(t, u(t)) —f k(ts,u(s))ds| <z, Ve, (3.6)
0
entdo existe uma unica fungdo ug : I — R satisfazendo
t) — 0 71 a; a; ¢
ualt) = OOt 0 ua(0) + 157 | [t m)as]|
I'(v) 0
com Iy, u(0)=0,0<a<1,0<8<l,y=a+3(1-a)e

Vte l.

u(t) — ug(t)| < ,

0= w0l S P = (T — o) (L + TL)
Demonstracao. Seja X o conjunto de todas as fungoes continuas de valor real sobre I.
Para v, w € X, se define o conjunto

dlv,w) = inf {|jv(t) —w(t)| < C, Vtel}. (3.7)

Ce[0,0]

Note que (X, d) é um espago métrico completo generalizado.
Considere o operador T': X — X definido por:
(¥(t) — ()}

r(oe) = PO s g | [

3

k(t, s, v(s))ds] , Vtel, YvelX.
(3.8)

Verifiquemos que T' é uma contragao sobre X.
Consideremos C,, € [0, 00] uma constante com d(v, w) < C,,, para qualquer v, w em X.

Assim, pela Eq.(3.7) temos,

0(t) — w(t)]| < Chuy Vte I (3.9)
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Observemos que, ao fazer uso das condigoes de Lipschitz, da Eq.(3.8), o Lema 1.2 ¢ a
Eq.(3.9), temos

'3
T(0(t)) — TCw(e))] = 12 LAt o(t)) — £t w(®))] + 1250 [ | [k(t,s,v@)_W,S,w(s))]ds]

< [ O O ) - w(e)lde

(
rs | tw(g)(w(t) [ - wto s

<LyCrul§? [((1) = 0(0))~'] + LF(C;) [ vowo - vere

T & B [ v - wie)ede,

agora, aplicando integragao por partes no segundo termo e usando a hipdtese da fungao

<L;Cyu

¥(t) ser crescente, obtemos

o

|
<
=
=

~
ol
a
g

T(0(t)) — T(w(t)] <LsCng
(4

) (W(t) — () de

Q
+
N

I'a)a
0)* | LiCou
1) * F(a)a<
0", LiCuT
+ 1) I'la)a

0)° , LT
1) I'a+1)

- 1(?))@ (Ly+ TLk)] |

(L +TLk)].

(¥ (T) — ¥(0)"
I'a+1)

(L + TLk)] < 1.

|
<

<L;Cyu

o
4

o

|
<=

<Lfc,,w(
(2(

N — TN — T —

Q

|
<=

~SQ SR NS NS

gLvaw

l(w(

3
< +

< va

=
2

(W (T) = o(
INa+1

~—
Q

isto é, d (Tv, Tw) < Cyy [

e )
~—

Logo, podemos concluir que d(Tv, Tw) <

(W (T) — ¥(0))
I'la+1)

(Lf+ TLk)] d (v, w) para

todo v,w € X, onde 0 < [

Da Eq.(3.8) para wy € X arbitrario, existe uma constante 0 < C' < 00, com

@@ = ()

<C,

I A () + 15 | [ Ek(t,s,wo<s>>ds} - @UO(t)‘

0

dado que f(t,wo(t)), k(t, s, we(s)) e wy(t) sdo limitadas nos seus dominios.

Assim da Eq.(3.7) temos que d(Twp, wy) < 0.

Pelo Teorema 3.1 (parte 1.) existe ug : I — R tal que T"wy — ug em (X, d) e Tug = uo,

isto é

(¥(t) —¥(0)!
I'(7)

Ug =

o+ I8V f(tug(t)) + I [fk(t, s,uo(s))ds] .
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Dado que w e ug sdo limitadas sobre I para qualquer w € X, existe uma constante C,, tal

que
wo(t) — w(t)] < Cp, Ywe X.

Igual que na prova do Teorema 3.2, temos que {w € X : d(wp, w) < oo} é igual a X, assim
podemos concluir que uy é a tnica funcao continua.

Aplicando o operador I na Eq.(3.6), fazendo uso da Eq.(2.7) e rearranjando, temos

15 [0 ato)] - 152 eu(e)) - 55 | [ wte s utos]
() — w(@)y

(W(T) — 6(0)*

utt) - o o] -5 | | it ute))as|

I'(y) 0 Fla+1)
Note que,
—(0)) ! ' . t
utt) = 7)) = ute) - OO g (e uio] - 157 | | kst
(¥ (T) — ¥(0))*
< Tlat1) Vtel,
isto implica que, d(u, Tu) < 8(¢(]7:()a_+¢1<;) >>a
Pelo Teorema 3.1 (parte 3.) e o resultado anterior, obtemos
1
d(u, ug) < d(Tu,
(u, uo) L [(w(gc—ﬂ))))a (L; +TLk)] (Tu, u)

_ £(0(T) — ¥(0)°
S Tla+ 1) = (U(T) — 9(0)e (Ly + T L)’

concluindo a prova. O

Uma vez que estamos trabalhando com a derivada fracionaria i-Hilfer e como
vimos no Capitulo 2, contém de uma ampla classe de derivadas fracionarias como casos
particulares, que preservam suas propriedades. Nesse sentido, a seguir apresentamos dois
teoremas como casos particulares do Teorema 3.3, isto é, escolhendo o = 1 e as fungoes
P(t)=te(t) = (t+a), peR" a>0.

O Teorema 3.4, é o caso classico (inteiro), a partir da escolha de o = 1,
0<pB<lew(t) =t

Teorema 3.4. Seja 0 < 5 <1, I =[0,T] um intervalo fechado e limitado dado, tal que
T > 0 e também sejam Ly e Ly, constantes positivas com 0 < T (Ly + T Ly) < 1. Suponha

que f: I xR — R é uma fungdo continua a qual satisfaz a condicao Lipschitz

|f(tw) — f(tua)| < Lyluy —ug|, Vtel, Yuy,uyeR,
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ek:1x1xR—R éuma funcio continua que satisfaz a condicao de Lipschitz

|k(t, s,u1) — k(t, s,u)| < L |uy —us|, Vt,sel, Vup,useR.

Se para € = 0 uma fungdo continuamente diferencidvel u : I — R satisfaz

t

"D ult) = (6 ult) = | kit ul)ds

<e Vtel,

entao existe uma unica funcao ug : I — R satisfazendo

wolt) = o + T8 £t uolt)) + 15 [f kit 5 (o)) s |

e
eT
u(t) —up(t)| < , Vtel.
Demonstracio. A demonstragao segue direto do Teorema 3.3. O
O préximo teorema, escolhemos a =1, 0 < f < 1e(t) = (t +a)”, pe R,
a > 0.

Teorema 3.5. Seja 0 < 5 <1, [ =[0,T] um intervalo fechado e limitado dado, tal que
T > 0 e também sejam Ly e Ly constantes positivas com 0 < (T + a)’ (Ly +TLy) < 1.

Suponha que f: I xR — R é uma funcao continua a qual satisfaz a condi¢ao Lipschitz
|f(t,ur) — f(t,ue)| < Lylug —ug|, Vtel, Vuj,uzeR,
ek:IxIxR—R ¢éuma funcio continua que satisfaz a condicao de Lipschitz
\k(t,s,ur) — k(t,s,us)| < Ly |uy —us|, Vt,se€l, Yup,ugeR.

Se para € = 0 uma fungdo continuamente diferencidvel u : I — R satisfaz

t

"D u(t) = Fit ) = [ bt u)ds

<e Vtel,

entdo existe uma unica fungdo ug : I — R satisfazendo

wo(t) = o + T5 (£, up(8)) + T Uj k(t, s, uo(s))dS]

e
e(T + a)?
t) —up(t)] < , Vitel.
[u(t) = u(®) I'(a+1) = (T +a) (L +TLg)
Demonstracao. A demonstracao segue direto do Teorema 3.3. O

Aqui apresentamos apenas esses dois casos, mas é possivel obter outros casos
particulares a partir da escolha de «, § e da func¢do v (-). Observe que, os Teorema 3.4 e

Teorema 3.5, sao resultados de estabilidades de Ulam-Hyers e Ulam-Hyers-Rassias.
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4 Conclusoes e Perspectivas

Introduzimos alguns espagos com suas respectivas normas, a fim de desenvolver
o estudo sobre a derivada fracionaria -Hilfer, o objetivo principal deste trabalho. Nesse
sentido, introduzimos a integral fracionaria de Riemann-Liouville com respeito a outra
funcao e investigamos alguns resultados fundamentais para a elaboracgao deste trabalho.
Mediante isso, apresentamos os conceitos fundamentais de derivada fracionaria 1)-Riemann-

Liouville e ¥-Caputo e alguns teoremas.

Em vista das iniimeras defini¢des existentes de derivadas fracionarias, e com o
objetivo de unificar em um tnico operador uma ampla classe a qual contém como casos
particulares as existentes, fez-se necessario definir um novo operador de diferenciacao
fracionario, chamado -Hilfer. Investigamos detalhadamente a derivada fracionéria -Hilfer
apresentando alguns resultados essenciais de suma importancia no cédlculo fracionario.
Alguns destes resultados foram utilizados para as derivadas fracionarias i-Caputo e
1-Riemann-Liouville. Por fim, apresentamos uma vasta classe de casos particulares de
derivadas fracionarias a partir da escolha adequada das fungdes ¥(-) e f(-) bem como os

limites a, b e os paramétros «, 3.

Um dos pontos criticos ao investigar se, de fato, uma determinada derivada é
considerada fracionaria, é a regra de Leibniz. A chamada regra de Leibniz conhecida no
calculo de ordem inteira como regra do produto, foi estabelecida como uma das condigoes
do critério proposto por Ortigueira e Machado em 2015, para considerar se uma derivada
é dita fraciondria. A questao é que, algumas derivadas fracionarias nao satisfazem tal
condicao, em especial, a derivada fraciondria de Caputo. Entao, visto que umas derivadas
fracionarias satisfazem e outras nao, a regra de Leibniz, investigamos aqui a regra tipo
Leibniz para a derivada fracionaria v-Hilfer, em duas versoes, Tipo I e Tipo II. Uma vez
que a derivada fracionaria i-Hilfer contém uma ampla classe de derivadas fracionarias
como casos particulares, consequentemente, as regras tipo Leibniz I e II, também contém

casos particulares, destacamos essa propriedade detalhadamente no texto.

Para finalizar, investigamos as estabilidades de Ulam-Hyers de solugoes de
equagoes integrodiferenciais nao-lineares fracionarias de Volterra via teorema do ponto
fixo, propondo e realizando realizando algumas mudangas nas hipoteses dos resultados

originais discutidos por Jung [18].

Nesse sentido, concluimos o projeto de mestrado, cujo objetivo é investigar
detalhadamente a derivada fracionaria i-Hilfer, destacando sua importancia e relevancia
para o célculo fracionario. Além disso, discutimos as regras tipo Leibniz I e 11, as quais

satisfazem certas condigoes (critério) para uma determinada derivada ser considerada
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fracionaria, condigoes essas, apresentadas no critério de Ortigueira e Machado. Por fim,
realizamos uma aplicacao envolvendo equagoes integrodiferenciais fracionarias no sentido

da derivada fracionaria ¢-Hilfer e discutimos suas estabilidades de Ulam-Hyers.

Uma continuacao natural deste trabalho para um futuro projeto de pesquisa no
doutorado, é investigar a existéncia, unicidade e estabilidades de Ulam-Hyers de solugoes
suaves de equagoes diferenciais fracionarias introduzidas por meio da derivada fracionaria
-Hilfer e de operadores quase setoriais. Vale destacar que a solucao suave é dada por
meio de fungoes de Mittag-Leffler de um e dois parametros. Por outro lado, temos como
perspectivas depois de obter um resultado sobre solugao fraca de uma equacio diferencial
fracionaria com condigoes de contorno de Dirichlet no espaco de derivada 1-fracionario
H;““B ([0, T],R), discutir alguns problemas variacionais que estdo diretamente relacionados
com o calculo fracionario e resultados investigados neste trabalho. Uma vez que o operador
derivada fracionario ¢-Hilfer estd bem definido e bem consolidado com uma estrutura
variacional definida sobre o espaco Hg"ﬂ ([0, T],R), motiva a investigar detalhadamente

alguns problemas que estao sendo discutidos na comunidade académica.
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APENDICE A — Funcdes Especiais

Este apéndice tem como objetivo apresentar o basico sobre as fungoes gama,
beta e de Mittag-Leffler de um e dois parametros, que foram utilizadas no decorrer do
texto, visto que exemplos e defini¢oes por meio dessas fungoes especiais foram apresentadas

na Secao 2.1 e na Secao 2.3.

A.1 Funcao gama

A funcao gama foi introduzida por Leonhard Euler, como a generalizagao da
funcao fatorial a valores nao inteiros, e faz parte das fungoes trascendentais especiais.
Foi estudada por matematicos como: A. M. Legendre, C. F. Gauss, C. Gudermann, J.

Liouville, K. Weiestrass, C. Hermite, dentre outros, [11].

Defini¢ao A.1. [45] A fung¢io gama I'(2) € definida pela integral,

I'z) = foo e 7 ldt, Re(z) > 0. (A.1)

A fungao definida pela Eq.(A.1) converge na metade direita do plano complexo,
isto é, para Re(z) > 0. Com efeito, seja z = = + iy, temos

o0
I'(z)=T(z+iy)=| et dt
0

00

J
J ettt
J
J

0
(o0

e—tt:c— 1 eiy log(t) dt

0
(0

) e~ 't" cos(ylog(t)) + isen (ylog(t))]dt,

portanto,

o]

|T(2)| éj e " 'dt = I'(z), dado que, |cos(ylog(t)) + isen (ylog(t))| = 1.
0

A fim de discutir a ultima integral, é necessario separa-la em duas partes
para usar em cada regiao um limite conveniente, com o objetivo de obter integrandos
convergentes. Com esta ideia, temos que:

o0

1
I'(z) =J e_ttgﬁ_ldt—kf et dt,
0 1

~ —

~~ ~~
I J1
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t

1
sendo [; limitada por —, para x > 0, pois 0 <t <1le 0 <e " < 1. No caso de J; o
x

processo ¢ um pouco mais elaborado, como se mostra a seguir:

Caso I: Se 0 < x < 1, entao:

o0 —t 0 1
lef - dt<f etdt = -
p U 1 e

Para este resultado temos que f(t) é crescente, dado que sua derivada é

positiva. Além disso t'7% > 1; do qual se conclui que .J; esta limitada para 0 < z < 1.

Caso II: Se x > 1, entao: seja k = [x] (parte inteira de z), integrando por

partes J; com u = t*~ ! e dv = e~ 'dt; obtemos

o0
J, = f e dt

b
= lim | e %* 'dt

= lim (—ett”‘"lﬁ + (z — 1)J

1

b
etthdt)

1 b= »
=— — lim + (z — 1)J e "t 2 dt
1

1 K 0
< —lim — + (z - 1)J e 2 dt
1 * —tyr—2
=—+(x—1)| e t"dt,
€ 1
~ \f'_J
Jo

onde usamos o fato que b*~' < b" e o limite a partir da regra de 'Hopital x-vezes.

Para J;, o mesmo procedimento feito para Ji; primeiro o caso x < 2 e depois
a0

x > 2. Continuando este processo, temos J,,1 = e " 1dt, onde x — k < 1 sendo
1
suficiente s aplicar o caso I. Portanto, a funcao I'(z) converge para x = Re(z) > 0.

Teorema A.l. (Representacio da fungao gama pelo limite)[45]

nln?

I'(z) = lim

AT (e Re(z) > 0. (A.2)

Demonstragao. Para mostrar a equivaléncia entre (A.1) e (A.2) as duas representagoes da

funcao gama apresentadas, é necessario definir a familia de fungoes

fn(2) = Ln (1 - :L)ntz‘ldt.

t
Introduzindo a substituicao u = —, temos
n

fo(2) = L (1 —u)™(un)* " 'ndu.
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Aplicando integracio por partes com w = (1 — u)™ e dv = u*~'du, obtemos

1
L J (1 —w)" ' du.
0

Novamente aplicando integracao por partes com w = (1 —u)" ' e dv = u*du e

repetindo o processo n-vezes, temos

_w ' _uanuerlu
o) | =y
nn! ' z+n—1
:z(z—kl)"-(z—i-n—l)fo(u) du
n*n!

2z 1) (z+n—1)(z+n)

Usando o limite fundamental [52]
lim (1 — t) et
n—00 n

lim f,(t) = I'(z).

n—o0

temos

Agora, consideremos

o0 n t n
A ;:J el dr — J (1 — ) > dt
0 0 n
n t n o0
:J lettZ1 — (1 — ) t“] dt —J e tt*dt,
0 n n

Observemos que, tomando € > 0 arbitrario. Dada a convergéncia da integral

(A.1), existe um N tal que para n > N, temos

A1) =:

n n n

Fixando agora N e considerando n > N, podemos escrever

A :J lett21 — (1 - ) tZ1] dt + J [ettZ1 — (1 — > t21] dt
0 n N n

o0
— J e dt

=ZA3+A2—A1.

0 Q0 ) Q0 €
J e_ttz_ldt‘ <J |e_tt”_1|]t“’]dt=f e "t < —,
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Aplicando a desigualdade triangular, temos

(A < [As| + D] + [ D4] <é

f le‘%z—l — (1 — t) tz—l] dt‘ < J le—t — (1 — t) ] t*= Lt
N n N n
<J let — (1 — ) ] = dt < f e dt < =

N n N 3

e, dada a relagao a seguir,

i t\" 2
O<e"—|1——| <—, O0<t<n.
n 2n

pois

AVIES

)l

Temos para n grande e N fixo,

[ty o

1 N 2||14px—1
<— | 1etar
2n Jo

1 N
:f g < £
2n J 3

Portanto, podemos escrever

AVIES

I'(z) = lim fu(t),

n—0oo
n*n!
isto é, I'(z) = li )
isto &, I'(2) ng%z(z—i—l)...(z—i—n—l)(z%—n)
Obtendo assim, o resultado esperado. O
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Algumas das propriedades mais importantes da fun¢dao gama sao:
1. I'(z+ 1) = 2I'(2),
2. I'n)=(n—-1)!, neN,

3. I'(z4+n)=(z+n—-1)(z+n—-2)..(2 +1)2I'(2), neN,

r
4. I'(z—1) = (2) sez# 1,
2

-1’

(=D)"I'(2)
m—2)(n—1-2)...1—-2)

5. I'(z —n) = n € N, se z ndo é um inteiro positivo,

, se z nao ¢ inteiro,

6. TN —2) = s

1
7. I'(z)(z + 5) = /72'7%*(22), (Férmula de Legendre).

A prova das propriedades 1-5 pode ser feita fazendo uso da Definigdo (A.1) e o
principio de indugdo matemédtica. As propriedades 6 e 7 podem ser encontradas em [45]. A

funcdo gama tem polos simples para os pontos z = —n, n =1,2,...
Demonstragio. A fungao I'(z) pode ser escrita da seguinte forma

1 o
I'z)= J e '* 1 dt +J et ldt
0 1

~- -~ ~-
I I

~ —

Para I, expressando e ! em séries de poténcia, temos

1 0 Nk 1 -1 kik+z—1
I =f > ()" o1y :J D
0

k!

0 1)k [l 0 (Ve [ gk |t
S$eY f pertar = 3 Y (k
o ! 0 =0 ' + 2|,
_ i (=1)*
= KNk + 2)
De modo que, I'(z) tem polos simples para z = —k, onde ke Ne 0 <t < 1.

Agora para I, a funcdo f(t) = e 't*~! é continua para z arbitrario e t > 1. Além disso,

7tt271

se t = 1, log(t) = 0, temos que e é uma funcao inteira na variavel z. Seja D um

conjunto fechado, limitado e arbitrario no plano complexo e zy = max Re(z), entao
ze

|€—ttz—1| :|6(z—1) log(t)—t| _ |€(:v—1) 1og(t)—t| |€iy10g(t)|

:’e(r—l)log(t)—t| < e(xo—l)log(t)—t‘ _ e—ttaco—l’
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o qual indica que, a integral indefinida I, converge para todo z em D, e esta convergéncia
¢ uniforme na variavel z. Também, pode ser derivada com respeito ao parametro z, para
qualquer z no interior de D, de modo que I, é uma funcao analitica no interior de D.
Como D é arbitrario, estd garantido que I é inteira [12]. Logo, concluimos que I'(z) tem

polos simples em z = —k, com k = 0,1, ... O

A.2 Funcao beta

Vamos abordar um pouco sobre a funcao beta, a qual foi estudada no século
XVIII, dentre outros, por L. Euler e A. M. Legendre, mas a origem é atribuida a J. Binet,

[49]; em alguns textos é também chamada “integral de Euler de primeira espécie.

Defini¢ao A.2. [45] Sejam z,w € C. A fungio beta B(z,w) € definida pela integral

B(z,w) = Ll N1 =), Re(z) > 0, Re(w) > 0. (A.3)

Propriedade A.2.1 ( Relacao entre a fun¢ao gama e a funcao beta).
B(z,w) = ———=, Re(z) > 0,Re(w) > 0.

Demonstracao. Para abordar esta prova se faz necessario, por exemplo, o uso da transfor-
mada de Laplace. Considere a integral

t
how(t) = (71«71 = f 71— )L,
0

r 1
onde h, (1) = B(z,w). Usando o fato que £{t*}(s) = %
SZ

obtido diretamente da definigdo de transformada de Laplace ver [37]), entao

I(2)I(w)

SZ+’LU

(este resultado pode ser

S{haw()}(s) = L{EH e 1) = S e = (A4)

Agora, aplicando a transformada de Laplace inversa em ambos os lados da
Eq.(A.4), temos

£ 2heu0)o) e { T - rerwet {5
PET) s
:mt = h(t).

Tomando t = 1 temos, h, (1) = B(z,w), de onde segue

I'(z)[(w)

B(z,w) = h. (1) == m,

que ¢ o resultado desejado. O]
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A.3  Funcoes de Mittag-Leffler

A funcao Mittag-Leffler de um parametro foi introduzida no ano 1903 por
G. Mittag-Lefler e estudada por A. Wiman em 1905. A func¢ao Mittag-Leffler de dois
parametros foi introduzida por C. J. Agarwal (1953) e cumpre um papel muito importante

no calculo fracionario, fundamental no estudo de equacoes diferenciais fracionarias [24].

Defini¢ao A.3. [35] (Funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro) Seja o um parametro
complexo com Re(a) > 0. A fungao de Mittag-Leffler um pardmetro é definida por

E,(z) = ,;F(alsz Re(a) > 0.

Definicao A.4. [77] (Fungao de Mittag-Leffler de dois pardmetros) Sejam a e 8 parametros
complezos com Re(a) > 0, Re(B) > 0. A funcao de Mittag-Leffler de dois parametros é
definida por

k

E,5(z) = ;;) W, Re(a) > 0, Re(B) > 0.

Note que se = 1 na Definicao A.4, obtemos a Definicao A.3, o que justifica
dizer que E, ;(2) = Eo(2).
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