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Resumo

O cálculo de ordem não inteira, também conhecido como cálculo fracionário, tem ganhado

destaque nos últimos anos, tanto por sua teoria bem consolidada, como por suas aplicações

por fornecer resultados mais condizentes à realidade. Disso, surge o problema: pelo número

expressivo de definições de integrais e derivadas fracionárias, saber qual melhor integral

e derivada fracionária utilizar para modelar determinado problema físico. Então, uma

maneira de ultrapassar tal problema, é propor derivadas fracionárias mais gerais. Neste

trabalho, vamos investigar detalhadamente a derivada fracionária ψ-Hilfer que contém

como casos particulares muitas das derivadas fracionárias usuais, a partir de escolhas

adequadas das funções ψp¨q, fp¨q, dos limites a, b e dos parâmetros α e β. Apresentamos e

demonstramos algumas propriedades e relações fundamentais para a derivada fracionária

ψ-Hilfer, por meio das derivadas fracionárias: ψ-Caputo e ψ-Riemann-Liouville. Resultados

de sequências uniformemente convergentes e funções uniformemente contínuas, usando

o operador fracionário ψ-Hilfer e o operador integral fracionário ψ-Riemann-Liouville,

são investigados. Também, destacamos um exemplo por meio de um lema, que envolve

a função de Mittag-Leffler. Nesse sentido, investigamos a regra tipo Leibniz I e a regra

tipo Leibniz II, condição para uma determinada derivada ser considerada fracionária,

conforme critério estabelecido por Ortigueira e Machado. Destacamos seus respectivos

casos particulares. A fim de ressaltar a aplicabilidade e importância da derivada fracionária

ψ-Hilfer, investigamos as estabilidades de Ulam-Hyers e Ulam-Hyers-Rassias da equação

integrodiferencial não linear fracionária de Volterra com condição inicial dada e discutimos

alguns casos particulares.

Palavras-chave: Cálculo Fracionário. Derivada Fracionária ψ-Hilfer. Regra tipo Leibniz.

Estabilidade de Ulam-Hyers. Estabilidade de Ulam-Hyers-Rassias.



Abstract

The calculus of non-integer order, also known as fractional calculus, has gained prominence

in recent years, both for its well-established theory and its applications for providing

results more consistent with reality. From this, the problem arises: by the expressive

number of definitions of integrals and fractional derivatives, knowing which best integral

and fractional derivative to use to model a particular physical problem. So one way to

overcome such a problem is to propose more general fractional derivatives. In this paper,

we will investigate in detail the fractional derivative ψ-Hilfer which contains as particular

cases many of the usual fractional derivatives, from appropriate choices of the functions

ψp¨q, fp¨q, the limits a, b and the parameters α and β. We present and demonstrate some

fundamental properties and relations for the ψ-Hilfer fractional derivative through the

fractional derivatives: ψ-Caputo and ψ-Riemann-Liouville. Results of uniformly convergent

sequences and uniformly continuous functions, using the fractional operator ψ-Hilfer and

the fractional integral operator ψ-Riemann-Liouville, are investigated. Also, we emphasize

an example through a lemma, which involves the Mittag-Leffler function. In this sense, we

investigate the Leibniz I type rule and the type Leibniz II, a condition for a given derivative

to be considered fractional, according to the criteria established by Ortigueira and Machado.

We highlight their respective particular cases. In order to emphasize the applicability

and importance of the ψ-Hilfer fractional derivative, we investigated the Ulam-Hyers

and Ulam-Hyers-Rassias stabilities of a nonlinear fractional Volterra integro-differential

equation with a given initial condition and we discussed some particular cases.

Keywords: Fractional Calculus. ψ-Hilfer Fractional Derivative. Leibniz Type Rule. Ulam-

Hyers’ Stability. Ulam-Hyers-Rassias’ Stability.
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Introdução

O cálculo diferencial e integral de ordem inteira desenvolvido por Leibniz e

Newton é uma das grandes obras da matemática, com inúmeras aplicações em diversas

áreas, a saber: física, biologia, engenharia, medicina, dentre outras. Algo intrigante e

interessante para os matemáticos da época estava ainda por vir, o chamado cálculo

de ordem não inteira, popularizado como cálculo fracionário. De acordo com registros

históricos, o cálculo fracionário nasce da notação introduzida por Leibniz para o cálculo

diferencial, em particular, da expressão
dn

dtn
fptq, que faz referência à derivada de ordem

n da função f , onde n P N. A pergunta natural que surgiu, a princípio foi, faz sentido

estender os valores de n ao conjunto dos números racionais, irracionais ou complexos nessa

expressão? Então, em 30 de Setembro de 1695 Guilleume François, marquês de l’Hôpital

escreveu uma carta para Leibniz,

«“O que aconteceria se n for
1
2

?”. A que Leibniz respondeu: “... isso levaria a

um paradoxo, do qual um dia terão consequências úteis ...”» [27].

Ainda que o cálculo fracionário remonte à aquela época, somente no ano de 1974, na

primeira conferência sobre o cálculo fracionário, na Universidade de New Haven, o cálculo

de ordem não inteira torna-se visível e objeto de investigação tanto no sentido teórico como

no sentido de aplicações em diversas áreas, como matemática, física, biologia, engenharia,

etc [51].

Hoje, o cálculo fracionário está bem consolidado e, inúmeras definições de

integrais e derivadas fracionárias foram introduzidas, das quais destacamos algumas:

Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Caputo-Hadamard, Katugampola, Riesz, dentre

outras [19, 24, 71]. Isto não seria possível sem o interesse de grandes matemáticos como:

Euler, Lagrange, Fourier, Abel, entre outros, que foram fundamentais no desenvolvimento

deste novo ramo da análise matemática e sem o interesse de pesquisadores atuais como:

Delfim, Almeida, Trujillo, Baleanu, Ortigueira, Caputo, Mainardi, Tenreiro Machado,

dentre outros, que têm garantido a continuidade e expansão do cálculo fracionário e suas

aplicações. De fato, isso é enriquecedor e frutífero para a área, mas então como saber

qual melhor derivada ajusta os dados de um determinado fenômeno físico? Uma vez que

existe uma ampla classe de derivadas fracionárias. Então, com objetivo de unificar em

uma única derivada várias outras derivadas fracionárias e ao mesmo tempo sanar esse

tipo de problema, Sousa e Oliveira [58], motivados pela integral fracionária de Riemann-

Liouville com respeito a outra função e por meio das derivadas fracionárias de ψ-Caputo,

ψ-Riemann-Liouville e Hilfer [3, 24], introduziram a chamada derivada fracionária ψ-Hilfer
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de ordem não variável. A primeira parte do problema foi solucionada, mas ainda teriam

outras etapas que seriam necessárias abordar, a fim de tornar a derivada fracionária

ψ-Hilfer bem definida e ao longo do tempo, bem consolidada tanto no sentido teórico,

quanto no sentido prático. Então, em 2019 Sousa e Oliveira [63], propuseram a regra tipo

Leibniz I e II, para a derivada fracionária ψ-Hilfer, a fim de satisfazer o critério proposto

por Ortigueira e Machado [41]. Uma das propriedades fundamentais e importantes que

a derivada fracionária ψ-Hilfer detém, é a vasta classe de derivadas fracionárias e de

regra de Leibniz ou regra tipo Leibniz que ela contempla. Além disso, as propriedades de

cada derivada fracionária, obtida como caso particular, são preservadas. Então, é muito

vantajoso trabalhar com a derivada fracionária ψ-Hilfer, ao invés de trabalhar com um dos

seus casos particulares.

As primeiras ideias sobre estabilidade de Ulam-Hyers, começaram em 1941 com

Ulam e Hyers [4, 17, 48], a partir de uma resposta a um problema levantado por Ulam

e respondido por Hyers. Hoje o resultado é conhecido como o teorema da estabilidade

de Ulam-Hyers. A ideia de estudar os problemas de estabilidade está associada com o

seguinte questionamento: quando podemos dizer que uma função que satisfaz determinada

desigualdade está próxima de uma das soluções da equação diferencial correspondente?

Este tipo de questão, até então, tinha apenas interesse envolvendo equações diferenciais e

integrodiferenciais de ordem inteira [17, 48].

Em 1978 Rassias [48] forneceu uma generalização notável das ideias de es-

tabilidade de Ulam-Hyers. As propriedades de estabilidade de todo tipo de equações

geram bastante interesse, em particular as estabilidades de Ulam-Hyers e Ulam-Hyers-

Rassias, sendo essas investigadas inicialmente para equações diferenciais clássicas [18, 53].

A consolidação do cálculo fracionário e seus resultados teóricos e aplicáveis cada vez

mais bem posto na comunidade acadêmica, permitiu que a partir de derivadas e integrais

fracionárias, pudessem formular problemas fracionários e investigar as estabilidades de

Ulam-Hyers de soluções dessas equações fracionárias (diferenciais e integrodiferenciais)

[36, 59, 73, 74, 75, 76].

Em 2018 como destacado, Sousa e Oliveira, introduziram a derivada fracio-

nária ψ-Hilfer, e durante esse período inúmeros pesquisadores publicaram resultados de

existência, unicidade e estabilidades de Ulam-Hyers de soluções de equações diferenciais

e integrodiferenciais, destacando a ampla classe de casos particulares que o resultado

permite obter [2, 13, 14, 22, 26, 31]. Em 2019, Liu et al. [29], apresentaram resultados

sobre a existência, unicidade e estabilidade de soluções de Ulam-Hyers-Mittag-Leffler para

uma classe de equações diferenciais com atraso de ordem fracionária por meio da derivada

fracionária ψ-Hilfer utilizando o método do operador de Picard e uma desigualdade gene-

ralizada de Gronwall introduzida via integral fracionária ψ-Riemann–Liouville. Além disso,

discutiram dois exemplos, a fim de ilustrar os principais teoremas. No mesmo ano, Abdo
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et al. [2], consideraram uma equação integrodiferencial fracionária com condição não local

envolvendo a derivada fracionária ψ-Hilfer e discutiram a existência e unicidade de soluções

por meio dos teoremas do ponto fixo de Banach e do ponto fixo de Krasnoselskii. Além

disso, investigaram como os resultados de estabilidades de Ulam-Hyers-Rassias. Existem

inúmeros trabalhos publicados sobre existência, unicidade e estabilidades de Ulam-Hyers,

que podem ser encontrados na literatura. Nesse sentido, motivado pelos inúmeros resultados

investigados e publicados, dentre outros problemas ainda em aberto, apresentaremos como

aplicação dessa dissertação, uma breve discussão sobre as estabilidades de Ulam-Hyers

destacando a importância da derivada fracionária ψ-Hilfer [59, 60, 61].

A fim, de tornar claro e eficiente os pontos investigados neste trabalho, a seguir

realizamos uma análise rigorosa dos principais resultados que podem ser resumidos da

seguinte forma:

1. Investigamos detalhamente a derivada fracionária ψ-Hilfer, dada por

HDα,β;ψ
a` fpxq “ Iβpn´αq;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq.

Além disso, investigamos propriedades fundamentais da derivada fracionária ψ-Hilfer,

em particular, relações entre as derivadas fracionárias ψ-Caputo e ψ-Riemann-

Liouville e uma breve classe de casos particulares de derivadas fracionárias são

discutidas;

2. Discutimos a regra tipo Leibniz I, dada por

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“0

ˆ ´ε
m ´ l

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pmqpxqDα´m;ψ
a` gpxq

´
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqf pkqpaqpψpxq ´ ψpaqqε`α

Γ pβp1 ´ αqq ,

onde ε “ p1 ´ βqp1 ´ αq. Além disso, também investigamos a regra tipo Leibniz II e

alguns casos particulares são apresentados;

3. Investigamos as estabilidades de Ulam-Hyers para uma classe de soluções da equação

integrodiferencial fracionária não linear de Volterra dada por
$

&

%

HD
α,β;ψ
0` uptq “ fpt, uptqq ´

ż t

0

kpt, s, upsqqds

I1´γ
0` up0q “ σ.

Além disso, também discutimos dois casos particulares de estabilidades de Ulam-

Hyers, de modo especial, o caso inteiro.

Para a realização deste trabalho, tomamos como base as seguintes publicações

[58, 60, 63].
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Este trabalho está estruturado da seguinte forma. No Capítulo 1, introduzimos

alguns espaços com suas respectivas normas, bem como apresentamos conceitos fundamen-

tais de integrais e derivadas fracionárias. Além disso, investigamos alguns resultados para

a integral fracionária ψ-Riemann-Liouville e para as derivadas fracionárias ψ-Caputo e

ψ-Riemann-Liouville, fundamentais dentro do cálculo fracionário.

No Capítulo 2 apresentamos a definição do principal objetivo deste trabalho, a

derivada fracionária ψ-Hilfer. Nesse sentido, investigamos propriedades, lemas e teoremas

que possibilitam tornar a derivada fracionária bem definida. Além do mais, realizamos

alguns exemplos através de lemas, em particular, envolvendo a função de Mittag-Leffler

de um parâmetro. A partir da construção da derivada fracionária e da investigação dos

resultados, explicitamos uma ampla classe de derivadas fracionárias, como casos particulares.

Para finalizar o capítulo, investigamos a regra tipo Leibniz I e regra tipo Leibniz II para a

derivada fracionária ψ-Hilfer, destacamos também alguns casos particulares a partir das

regras tipo Leibniz aqui investigadas. Claro que, tanto no sentido da derivada fracionária,

quanto no sentido das regra tipo Leibniz I e regra tipo Leibniz II, é possível obter outras

versões além das apresentadas aqui, a partir da escolha de ψp¨q e dos limites β Ñ 1 ou

β Ñ 0. Concluímos essa primeira etapa do projeto, até aqui com os resultados alcançados,

isto é, apresentar um estudo detalhado da derivada fracionária ψ-Hilfer. Como segunda

etapa do projeto de mestrado, por meio do teorema do ponto fixo de Banach, vamos

investigar a estabilidade de Ulam-Hyers para a equação integro diferencial fracionária não

linear de Volterra no sentido de ψ-Hilfer.

No Capítulo 3 apresentamos a definição adaptada para as estabilidades de Ulam-

Hyers e Ulam-Hyers-Rassias por meio da derivada ψ-Hilfer e alguns resultados importantes

sobre as estabilidades a serem investigadas, a saber: espaços completos, contração e ponto

fixo. Nesse sentido, investigamos detalhadamente as estabilidades de Ulam-Hyers e Ulam-

Hyers-Rassias de uma classe de soluções de equações integrodiferenciais fracionárias não

linear de Volterra introduzidas via derivada fracionária ψ-Hilfer. Por outro lado, discutimos

alguns casos particulares do principal teorema do Capítulo 3 e uma importante observação

sobre os demais possíveis casos particulares.

Finalizamos com as conclusões e objetivos alcançados neste projeto de mestrado

e perspectivas para trabalhos futuros no doutorado. Um apêndice é apresentado, a fim de

recuperar conceitos e propriedades utilizadas durante o texto, sobre as funções especiais:

gama, beta e Mittag-Leffler de um e dois parâmetros.
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1 Preliminares

Neste capítulo, iniciamos com a estrutura dos espaços e com suas respectivas

normas, que iremos trabalhar no decorrer do mesmo. Introduzimos a integral fracionária

de Riemann-Liouville com respeito a outra função e investigamos algumas propriedades.

Nesse sentido, apresentamos algumas definições de derivadas fracionárias, como: Riemann-

Liouville, Hilfer, ψ-Riemann-Liouville, ψ-Caputo, dentre outras.

1.1 Espaços de funções

Seja Ω um conjunto mensurável com 1 ď p ă 8. Denotamos por LppΩq o

espaço das funções p-integráveis no sentido de Lebesgue, dado por [24],

LppΩq “
"

f : Ω Ñ R;
ż

Ω

|fptq|pdt ă 8
*

,

munido da norma

}f}p “
ˆ
ż

Ω

|fptq|pdt
˙1{p

.

Por outro lado, o espaço L8pΩq das funções reais mensuráveis limitadas, é dado por

L8pΩq “
"

f : Ω Ñ R; sup
tPΩ

|fptq|p
*

,

munido da norma

}f}8 “ sup
tPΩ

|fptq|p.

Sejam ra, bs p0 ă a ă b ă 8q um intervalo finito sobre o semi-eixo R e

Cpra, bs,Rq, ACnpra, bs,Rq, Cnpra, bs,Rq, o espaço das funções contínuas, absolutamente

contínuas n-vezes, diferenciavelmente contínuas n-vezes sobre ra, bs, respectivamente.

O espaço das funções contínuas f sobre ra, bs tem a norma definida por [24]

}f}Cra,bs “ max
tPΩ

|fptq|.

Por outro lado, o espaço das funções absolutamente contínuas n-vezes é dado por:

ACnra, bs “
 

f : ra, bs Ñ R; f pn´1q P ACpra, bsq
(

.
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O espaço ponderado Cγpra, bs,Rq das funções contínuas f sobre pa, bs é definido

por:

Cγra, bs “ tf : pa, bs Ñ R; pt ´ aqγfptq P Cpra, bsqu , 0 ď γ ă 1

com a norma

}f}Cγ ra,bs “ }pt ´ aqγf}Cra,bs “ max
tPra,bs

|pt ´ aqγfptq|.

O espaço ponderado Cγ,ψpra, bs,Rq das funções contínuas f sobre pa, bs é definido

por:

Cγ,ψra, bs “ tf : pa, bs Ñ R; pψptq ´ ψpaqqγfptq P Cpra, bsqu , 0 ď γ ă 1

com a norma

}f}Cγ,ψra,bs “ }pψptq ´ ψpaqqγfptq}Cra,bs “ max
tPra,bs

|pψptq ´ ψpaqqγfptq|.

O espaço ponderado Cn
γ,ψpra, bs,Rq das funções contínuas f sobre pa, bs é definido

por:

Cn
γ,ψra, bs “

 

f : pa, bs Ñ R; fptq P Cn´1ra, bs; f pnqptq P Cγ,ψra, bs
(

, 0 ď γ ă 1

com a norma

}f}Cn
γ,ψ

ra,bs “
n´1
ÿ

k“0

›

›f pkq
›

›

Cra,bs
`
›

›f pnq
›

›

Cγ,ψra,bs
.

Para n “ 0, temos C0
γ,ψpra, bs,Rq “ Cγ,ψpra, bs,Rq.

Sejam 0 ă α ă 1 e 0 ď β ď 1. O espaço ponderado Cα,β
γ;ψ pra, bs,Rq é definido

por [58],

C
α,β
γ;ψ ra, bs “

!

f P Cγ;ψra, bs : HDα,β;ψ
a` f P Cγ;ψra, bs

)

,

com γ “ α ` βp1 ´ αq.

1.2 Derivadas e Integrais Fracionárias

Antes de apresentar os conceitos de integral fracionária de Riemann-Liouville

com respeito a outra função e da derivada fracionária ψ-Hilfer, apresentaremos algumas

definições de integrais e derivadas fracionárias, a fim de podermos nos familiarizar com a

classe de integrais e derivadas fracionárias existentes; é de observar que, a função gama

Γ pαq apresentada na seção A.1 estará presente em tais definições. Então, iniciamos com a

integral de Riemann-Liouville.
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Definição 1.1. [24] Seja ra, bs p´8 ă a ă b ă 8q um intervalo finito sobre o eixo real

R. As integrais fracionárias de Riemann-Liouville (à esquerda e à direita) da função f de

ordem α, com α ą 0, são definidas por:

Iαa`fpxq “ 1
Γ pαq

ż x

a

px ´ tqα´1fptqdt, x ą a (1.1)

e

Iαb´fpxq “ 1
Γ pαq

ż b

x

pt ´ xqα´1fptqdt, x ă b, (1.2)

respectivamente.

Definição 1.2. [24] Sejam I “ pa, bq e fpxq P ACnpa, bq e n ´ 1 ă α ă n, n P N0. As

derivadas fracionárias de Riemann-Liouville (à esquerda e à direita) da função f de ordem

α, são definidas por:

Dα
a`fpxq “

ˆ

d

dx

˙n

In´α
a` fpxq “ 1

Γ pn ´ αq

ˆ

d

dx

˙n ż x

a

px ´ tqn´α´1fptqdt, (1.3)

e

Dα
b´fpxq “

ˆ

´ d

dx

˙n

In´α
b´ fpxq “ 1

Γ pn ´ αq

ˆ

´ d

dx

˙n ż b

x

pt ´ xqn´α´1fptqdt, (1.4)

repectivamente.

Definição 1.3. [24] As derivadas fracionárias de Caputo (à esquerda e à direita) da

função f P ACnra, bs de ordem α ą 0, são definidas por:

CDα
a`fpxq “ 1

Γ pn ´ αq

ż x

a

px ´ tqn´α´1

ˆ

d

dt

˙n

fptqdt, (1.5)

e

CDα
b´fpxq “ 1

Γ pn ´ αq

ż b

x

pt ´ xqn´α´1

ˆ

´ d

dt

˙n

fptqdt, (1.6)

onde n “ rαs ` 1, para α R N0, e n “ α, para α P N0. Observemos que rαs, representa a

parte inteira de α.

Definição 1.4. [16] As derivadas fracionárias de Hilfer (à esquerda e à direita) da função

f P Cnpa, bq de ordem n ´ 1 ă α ă n e tipo 0 ď β ď 1, são definidas por:

D
α,β
a` fpxq “ Iγ´α

a`

ˆ

d

dx

˙n

I
p1´βqpn´αq
a` fpxq, (1.7)

e

D
α,β
b´ fpxq “ Iγ´α

b´

ˆ

´ d

dx

˙n

I
p1´βqpn´αq
b´ fpxq, (1.8)

repectivamente, com γ “ α ` βpn ´ αq.
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Note que, a partir da escolha do limite β Ñ 0 nas Eq.(1.7) e Eq.(1.8), obtemos

as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville dadas pelas Eq.(1.5) e Eq.(1.6), respecti-

vamente. Por outro lado, tomando o limite β Ñ 1 nas Eq.(1.7) e Eq.(1.8), obtemos as

derivadas fracionárias de Caputo, dadas pelas Eq.(1.3) e Eq.(1.4), respectivamente.

A seguir, apresentamos apenas as expressões de algumas definições de integrais

e derivadas fracionárias (à esquerda) que ao longo do tempo, desde os primeiros conceitos

sobre integral e derivada fracionárias, foram introduzidas. Não nos preocupamos em

apresentar uma definição formal para cada integral e derivada fracionárias, apenas para

termos uma noção delas. Para uma leitura mais aprofundada de suas respectivas definições,

sugerimos alguns livros e artigos, que auxiliaram na investigação das mesmas [1, 10, 15, 19,

21, 23, 24, 25, 28, 38, 39, 40, 44, 45, 47, 46, 72]. Ressaltamos que, existem outras definições

de derivadas e integrais fracionárias, que não serão abordadas aqui.

1. Integral de Liouville

LIα`fpxq “ 1
Γ pαq

ż x

´8

px ´ tqα´1fptqdt. (1.9)

2. Derivada de Liouville

LDα
`fpxq “

ˆ

d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

´8

px ´ tqn´α´1fptqdt. (1.10)

3. Integral de Riemann

RIα`fpxq “ 1
Γ pαq

ż x

0

px ´ tqα´1fptqdt. (1.11)

4. Derivada de Riemann

RDα
`fpxq “

ˆ

d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

0

px ´ tqn´α´1fptqdt. (1.12)

5. Integral de Hadamard

HIαa`fpxq “ 1
Γ pαq

ż x

a

´

ln
x

t

¯α´1

fptqdt (1.13)

6. Derivada de Hadamard

HDα
a`fpxq “

ˆ

x
d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

´

ln
x

t

¯n´α´1

fptqdt
t
. (1.14)

7. Integral de Erdélyi-Kober

EKIαa`,σ,ηfpxq “ σx´σpα`ηq

Γ pαq

ż x

a

tση`σ´1pxσ ´ tσqα´1fptqdt. (1.15)
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8. Derivada de Erdélyi-Kober

EKDα
a`,σ,ηfpxq “ x´σηcDα;ψ

a` pxσpη`αqfpxqq, (1.16)

onde cDα;ψ
a` p¨q está definido na Definição 1.7.

9. Integral de Erdélyi

EIα0`,σ,ηfpxq “ σx´σpα`ηq

Γ pαq

ż x

0

tση`σ´1pxσ ´ tσqα´1fptqdt. (1.17)

10. Integral de Kober

KIα0`,ηfpxq “ x´pα`ηq

Γ pαq

ż x

0

tηpx ´ tqα´1fptqdt. (1.18)

11. Integral de Katugampola

ρIαa`fpxq “ ρ1´α

Γ pαq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqα´1fptqdt. (1.19)

12. Derivada de Katugampola

ρDα
a`fpxq “

ˆ

1
xp´1

d

dx

˙n
ρIn´α
a` fpxq. (1.20)

13. Integral de Prabhakar

ε
ω,γ
a`,α,βfpxq “

ż x

a

px ´ tqα´1
E
γ
α,βpωpx ´ tqαqfptqdt, (1.21)

onde E
γ
α,βp¨q corresponde a função Mittag-Leffer de dois parâmetros (Definição A.4).

14. Derivada de Prabhakar

Dω,ρ
a`,γ,αfpxq “

ˆ

d

dx

˙n ż x

a

px ´ tqn´α´1
E

´γ
ρ,n´αpωpx ´ tqρqfptqdt. (1.22)

15. Integral de Chen

Iαc fpxq “ 1
Γ pαq

ż x

c

px ´ tqα´1fptqdt. (1.23)

16. Derivada de Chen

Dα
c fpxq “

ˆ

d

dx

˙n

In´α
c fpxq. (1.24)

17. Integral de Riesz

RZIαfpxq “ 1
2Γ pαq cospαπ{2q

ż 8

´8

|x ´ t|α´1fptqdt. (1.25)
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18. Derivada de Riesz

RZDαfpxq “ ´
`

LDα
`fpxq `L Dα

´fpxq
˘

2 cos
`

πα
2

˘ . (1.26)

19. Integral de Feller

F Iαθ fpxq “ uLIα`fpxq ` vLIα´fpxq. (1.27)

20. Derivada de Feller

FDα
θ fpxq “ ´

„

u

ˆ

d

dx

˙n
LIn´α

` fpxq ` v

ˆ

d

dx

˙n
LIn´α

´ fpxq


. (1.28)

Note que, na derivada e integral fracionárias de Feller u e v são definidas por:

u “
sen

´

pα´θqπ
α

¯

senpπθq , v “
sen

´

pα`θqπ
α

¯

senpπθq .

21. Integral de Weyl

xW
α
8fpxq “L Iα´fpxq. (1.29)

22. Derivada de Weyl

xDα
8fpxq “L Dα

´fpxq. (1.30)

23. Integral fracionária generalizada

ρIαa`,η,kfpxq “xkρ1´β

Γ pαq

ż x

a

tηpxρ ´ tρqα´1fptqdt. (1.31)

24. Derivada Caputo-Hadamard

CHDα
a`fpxq “ 1

Γ pn ´ αq

ż x

a

´

ln
x

t

¯n´α´1
ˆ

t
d

dt

˙n

fptqdt
t
. (1.32)

25. Derivada Caputo-Katugampola

CkDα,ρ
a`fpxq “ ρα´n`1

Γ pn ´ αq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´α´1

ˆ

1
tρ´1

d

dt

˙n

fptqdt. (1.33)

26. Derivada Hilfer-Hadamard

HDα,β
a` fpxq “Iγ´α;lnx

a`
HDγ

a`fpxq. (1.34)

27. Derivada Hilfer-Katugampola

ρDα,β
a` fpxq “ρ Iγ´α

a`
ρDγ

a`fpxq. (1.35)
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28. Derivada de Jumarie

Dα
xfpxq “

ˆ

d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

0

px ´ tqn´α´1pfptq ´ fp0qqdt. (1.36)

29. Derivada de Liouville-Caputo

RLDα
`fpxq “ 1

Γ pn ´ αq

ż x

´8

px ´ tqn´α´1

ˆ

d

dt

˙n

fptqdt. (1.37)

30. Derivada de Cassar

Dα
´fpxq “

ˆ

´ d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq lim

NÑ8

"
ż N

x

pt ´ xqn´α´1fptqdt
*

. (1.38)

31. Derivada fracionária de Caputo-Riesz

RCDαfpxq “
cDα

a`fpxq ` p´1qncDα
b´fpxq

2
. (1.39)

Assim, devido a vasta classe de definições de integrais fracionárias, foi neces-

sário propor uma integral que unificasse um maior número delas e que preservasse suas

propriedades. Então, a seguir teremos o primeiro contato com a definição da integral

fracionária de Riemann-Liouville com respeito a outra função ψp¨q, neste caso, o núcleo

aqui é desconhecido, o que possibilita a livre escolha e assim, obter seus respectivos casos

particulares.

Definição 1.5. [24] Sejam pa, bq p´8 ď a ă b ď 8q um intervalo finito ou infinito da

linha real R e α ą 0. Também, seja ψpxq uma função crescente e monótona positiva sobre

pa, bs, com derivada contínua ψ1pxq sobre pa, bq. Então, as integrais fracionárias da função

f com respeito a outra função ψ sobre ra, bs (à esquerda e à direita) são definidas por:

Iα;ψ
a` fpxq “ 1

Γ pαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1fptqdt, (1.40)

e,

Iα;ψ
b´ fpxq “ 1

Γ pαq

ż b

x

ψ1ptqpψptq ´ ψpxqqα´1fptqdt, (1.41)

respectivamente.

O lema a seguir garante a comutatividade dos operadores Iα;ψ
a` p¨q e Iα;ψ

b´ p¨q.

Lema 1.1. [24] Sejam α ą 0 e β ą 0. Então, vale a propriedade de semigrupo dada por:

1. Iα;ψ
a` Iβ;ψ

a` fpxq “ Iα`β;ψ
a` fpxq.

2. Iα;ψ
b´ Iβ;ψ

b´ fpxq “ Iα`β;ψ
b´ fpxq.
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Dado que ao logo do texto falaremos de derivadas é integrais fracionárias à

esquerda e à direita; em diante, nas provas dos resultados aqui registrados somente será

provado o caso à esquerda, dado que a prova do caso à direita é análoga.

Demonstração. De fato, por meio da Eq.(1.40) e do teorema de Fubini [5], temos

Iα;ψ
a` pIβ;ψ

a` fpxqq “ 1
Γ pαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1pIβ;ψ
a` fptqqdt

“ 1
Γ pαq

1
Γ pβq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1

ˆ
ż t

a

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqβ´1fpξqdξ
˙

dt

“ 1
Γ pαq

1
Γ pβq

ż x

a

ψ1pξqfpξq

¨

˚

˚

˚

˚

˝

ż x

ξ

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1pψptq ´ ψpξqqβ´1dt

l jh n

I

˛

‹

‹

‹

‹

‚

dξ.

Integrando por partes I, com u “ pψpxq ´ ψptqqα´1 e dv “ ψ1ptqpψptq ´ ψpξqqβ´1dt, temos

I “ pψpxq ´ ψptqqα´1pψptq ´ ψpξqqβ
β

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

ξ

` α ´ 1
β

ż x

ξ

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´2pψptq ´ ψpξqqβdt

“α ´ 1
β

ż x

ξ

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´2pψptq ´ ψpξqqβdt.

Novamente, integrando por partes, com u “ pψpxq ´ψptqqα´2 e dv “ ψ1ptqpψptq ´ψpξqqβdt,
obtemos

I “pα ´ 1qpα ´ 2q
βpβ ` 1q

ż x

ξ

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´3pψptq ´ ψpξqqβ`1dt.

Realizando este processo pα ´ 1q-vezes, temos

I “ Γ pαq
βpβ ` 1q . . . pβ ` pα ´ 2qq

ż x

ξ

ψ1ptqpψptq ´ ψpξqqβ`pα´2qdt

“ Γ pαqΓ pβq
Γ pβ ` α ´ 1q

pψptq ´ ψpξqqβ`α´1

pβ ` α ´ 1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

ξ

“Γ pαqΓ pβq
Γ pα ` βq pψpxq ´ ψpξqqα`β´1.

Portanto, concluímos que

Iα;ψ
a` pIβ;ψ

a` fpxqq “ Γ pαqΓ pβq
Γ pαqΓ pβqΓ pα ` βq

ż x

a

ψ1pξqpψpxq ´ ψpξqqα`β´1fpξqdξ

“ 1
Γ pα ` βq

ż x

a

ψ1pξqpψpxq ´ ψpξqqα`β´1fpξqdξ

“ Iα`β;ψ
a` fpxq.

Mostrando assim, a comutatividade do operador Iα;ψ
a` p¨q.
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Lema 1.2. [24] Seja α ą 0 e δ ą 0.

1. Se fpxq “ pψpxq ´ ψpaqqδ´1, então

Iα;ψ
a` fpxq “ Γ pδq

Γ pα ` δqpψpxq ´ ψpaqqα`δ´1.

2. Se fpxq “ pψpbq ´ ψpxqqδ´1, então

Iα;ψ
b´ fpxq “ Γ pδq

Γ pα ` δqpψpbq ´ ψpxqqα`δ´1.

Demonstração. Substituindo fpxq na Eq.(1.40), temos

Iα;ψ
a` fpxq “ Iα;ψ

a` ppψpxq ´ ψpaqqδ´1q “ 1
Γ pαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1pψptq ´ ψpaqqδ´1dt.

Integrando por partes, com u “ pψpxq´ψptqqα´1 e dv “ ψ1ptqpψptq´ψpaqqδ´1dt,

obtemos

Iα;ψ
a` fpxq “ 1

Γ pαq

ˆ pψpxq ´ ψptqqα´1pψpxq ´ ψpaqqδ
δ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

˙

` α ´ 1
Γ pαqδ

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´2pψptq ´ ψpaqqδdt

“ α ´ 1
Γ pαqδ

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´2pψptq ´ ψpaqqδdt.

Realizando novamente a integração por partes, com u “ pψpxq ´ ψptqqα´2 e

dv “ ψ1ptqpψptq ´ ψpaqqδdt, temos

Iα;ψ
a` fpxq “pα ´ 1qpα ´ 2q

Γ pαqδpδ ` 1q

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´3pψptq ´ ψpaqqδ`1dt.

Realizando esse procedimento, pα ´ 1q-vezes, concluímos que

Iα;ψ
a` fpxq “ Γ pαq

Γ pαqδpδ ` 1q . . . pδ ` α ´ 2q

ż x

a

ψ1ptqpψptq ´ ψpaqqδ`α´2dt

“ Γ pδq
Γ pδqδpδ ` 1q . . . pδ ` α ´ 2q

pψptq ´ ψpaqqδ`α´1

pδ ` α ´ 1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

“ Γ pδq
Γ pδ ` αqpψptq ´ ψpaqqδ`α´1.

Obtendo, assim, formas fechadas para as integrais fracionárias à esqueda e à direita de

fpxq “ pψpxq ´ψpaqqδ´1 e gpxq “ pψpbq ´ψpxqqδ´1, respectivamente, com respeito a outra

função ψ.
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A seguir, apresentamos dois lemas que envolvem o operador integral de uma

função com respeito a outra, os quais são de grande importância no momento de abordar

teoremas e/ou resultados que precisam da integral fracionária de um produto de funções,

como é o caso da Seção 2.3.

Lema 1.3. [63] Sejam pa, bs com ´8 ă a ă b ď 8 um intervalo na reta real, α ą 0 e

ψpxq uma função crescente e monótona positiva em ra, bs, cuja derivada é contínua em

pa, bq, então

Iα;ψ
a` fpxq “

8
ÿ

n“0

ˆ´α
n

˙

f pnqpxqpψpxq ´ ψpaqqα`n

Γ pα ` n ` 1q ,

onde f pnqp¨q é a n-ésima derivada de ordem inteira e x ą a.

Demonstração. Usando a série de Taylor [5], podemos escrever f da seguinte maneira:

fptq “
8
ÿ

n“0

f pnqpxq
n!

pψptq ´ ψpxqqn.

Aplicando o operador Iα;ψ
a` p¨q sobre f , pela Definição 1.5 temos

Iα;ψ
a` fpxq “ 1

Γ pαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1fptqdt

“ 1
Γ pαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1

«

8
ÿ

n“0

f pnqpxq
n!

pψptq ´ ψpxqqn
ff

dt

“ 1
Γ pαq

8
ÿ

n“0

f pnqpxq
n!

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1pψptq ´ ψpxqqndt

“ 1
Γ pαq

8
ÿ

n“0

p´1qnf pnqpxq
n!

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα`n´1dt

“ 1
Γ pαq

8
ÿ

n“0

p´1qnf pnqpxq
n!

ˆ

´ pψpxq ´ ψptqqα`n

α ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

˙

“ 1
Γ pαq

8
ÿ

n“0

p´1qnf pnqpxq
n!

pψpxq ´ ψpaqqα`n

pα ` nq

“ 1
Γ pαq

8
ÿ

n“0

p´1qnf pnqpxq
n!

Γ pα ` nq
Γ pα ` nq

pψpxq ´ ψpaqqα`n

pα ` nq

“
8
ÿ

n“0

p´1qnf pnqpxq
n!

Γ pα ` nq
Γ pαq

pψpxq ´ ψpaqqα`n

Γ pα ` n ` 1q

“
8
ÿ

n“0

ˆ´α
n

˙

f pnqpxqpψpxq ´ ψpaqqα`n

Γ pα ` n ` 1q .

Note que, pela identidade
ˆ

α

n

˙

“ p´1qn´1αΓ pn ´ αq
Γ p1 ´ αqΓ pn ` 1q , (1.42)
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temos
ˆ´α
n

˙

“ p´1qn´1p´αqΓ pn ` αq
Γ p1 ` αqΓ pn ` 1q “ p´1qnαΓ pn ` αq

αΓ pαqΓ pn ` 1q “ p´1qnΓ pn ` αq
Γ pαqΓ pn ` 1q .

Concluindo assim a prova.

Lema 1.4. [63] Sejam pa, bs com ´8 ă a ă b ď 8 um intervalo na reta real, α ą 0 e

ψpxq uma função crescente e monótona positiva em ra, bs, cuja derivada é contínua em

pa, bq. A integral fracionária de um produto de duas funções é dada por:

Iα;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

k“0

ˆ´α
k

˙

f pkqpxqIα`k;ψ
a` gpxq,

onde f pkqp¨q é a k-ésima derivada de ordem inteira e x ą a.

Demonstração. Sejam f e g duas funções que satisfazem as condições conforme o Lema

1.3, então

Iα;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ´α
m

˙

pfgqpmqpxqpψpxq ´ ψpaqqα`m

Γ pα ` m ` 1q ,

usando a fórmula de Leibniz [9],

pfgqpmq “
m
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙

f pkqgpm´kq,

com m P N e f, g P Cmra, bs, temos

Iα;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ´α
m

˙ m
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙

f pkqpxqgpm´kqpxqpψpxq ´ ψpaqqα`m

Γ pα ` m ` 1q

“
8
ÿ

k“0

f pkqpxq
8
ÿ

m“k

ˆ´α
m

˙ˆ

m

k

˙

gpm´kqpxqpψpxq ´ ψpaqqα`m

Γ pα ` m ` 1q .

Considerando n “ m ´ k, obtemos

Iα;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

k“0

f pkqpxq
8
ÿ

n“0

ˆ ´α
n ` k

˙ˆ

n ` k

k

˙

gppn`kq´kqpxqpψpxq ´ ψpaqqα`n`k

Γ pα ` n ` k ` 1q

“
8
ÿ

k“0

f pkqpxq
8
ÿ

n“0

ˆ´α
k

˙ˆ´pα ` kq
n

˙

gpnqpxqpψpxq ´ ψpaqqα`n`k

Γ pα ` n ` k ` 1q

“
8
ÿ

k“0

f pkqpxq
ˆ´α
k

˙ 8
ÿ

n“0

ˆ´pα ` kq
n

˙

gpnqpxqpψpxq ´ ψpaqqα`n`k

Γ pα ` n ` k ` 1q

“
8
ÿ

k“0

ˆ´α
k

˙

f pkqpxqIα`k;ψ
a` gpxq.

Note que pela Eq.(1.42),
ˆ ´α
n ` k

˙ˆ

n ` k

k

˙

“p´1qn`k´1p´αqΓ pn ` k ` αq
Γ p1 ` αqΓ pn ` k ` 1q

pn ` kq!
k!n!

“ p´1qn`kΓ pn ` k ` αq
Γ pαqpn ` kq!

pn ` kq!
k!n!

“p´1qn`kΓ pn ` k ` αq
Γ pαqk!n!

(1.43)
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e,
ˆ´α
k

˙ˆ´pα ` kq
n

˙

“p´1qk´1p´αqΓ pk ` αq
Γ p1 ` αqΓ pk ` 1q

p´1qn´1p´pα ` kqqΓ pn ` α ` kq
Γ p1 ` α ` kqΓ pn ` 1q

“p´1qkΓ pk ` αq
Γ pαqk!

p´1qnΓ pn ` α ` kq
Γ pα ` kqn!

“p´1qn`kΓ pn ` k ` αq
Γ pαqk!n!

, (1.44)

de modo que, a Eq.(1.43) e a Eq.(1.44) são iguais.

Concluindo assim a demonstração.

Para a continuação desta seção, vamos apresentar as definições da derivada

fracionária com respeito a outra função, isto é, ψ-Riemann-Liouville e ψ-Caputo, sendo

ambas motivadas pela derivada fracionária de Riemann-Liouville e pela derivada fracionária

de Caputo, escolhendo uma função ψ específica.

Definição 1.6. [24] Sejam ψ1pxq ‰ 0 p´8 ď a ă x ă b ď 8q e α ą 0, n P N. As

derivadas de Riemann-Liouville (à esquerda e à direita) de uma função f com respeito a

ψ de ordem α, são definidas por:

Dα;ψ
a` fpxq “

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´α;ψ
a` fpxq

“ 1
Γ pn ´ αq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqn´α´1fptqdt, (1.45)

e

Dα;ψ
b´ fpxq “

ˆ

´ 1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´α;ψ
b´ fpxq

“ 1
Γ pn ´ αq

ˆ

´ 1
ψ1pxq

d

dx

˙n ż b

x

ψ1ptqpψptq ´ ψpxqqn´α´1fptqdt, (1.46)

respectivamente, onde n “ rαs ` 1.

Definição 1.7. [3] Sejam α ą 0, n P N, I “ ra, bs o intervalo p´8 ď a ă x ă b ď 8q,
f, ψ P Cnpra, bs,Rq duas funções tal que ψ é crescente e ψ1pxq ‰ 0, para todo x P I. As

derivadas fracionárias ψ-Caputo (à esquerda e à direita) de f de ordem α, são dadas por:

cDα;ψ
a` fpxq “In´α;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq (1.47)

e

cDα;ψ
b´ fpxq “In´α;ψ

b´

ˆ

´ 1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq, (1.48)

respectivamente, onde n “ rαs ` 1 para α R N e n “ α para α P N.
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Lema 1.5. [24] Sejam α ą 0 e δ ą 0.

1. Se fpxq “ pψpxq ´ ψpaqqδ´1, então

Dα;ψ
a` fpxq “ Γ pδq

Γ pδ ´ αqpψpxq ´ ψpaqqδ´α´1.

2. Se fpxq “ pψpbq ´ ψpxqqδ´1, então

Dα;ψ
b´ fpxq “ Γ pδq

Γ pδ ´ αqpψpbq ´ ψpxqqδ´α´1.

Demonstração. Substituindo fpxq na Eq.(1.45), aplicando o Lema 1.2 parte 1. e derivando

n-vezes, temos

Dα;ψ
a` fpxq “Dα;ψ

a` pψpxq ´ ψpaqqδ´1

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´α;ψ
a` pψpxq ´ ψpaqqδ´1

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n
Γ pδq

Γ pn ´ α ` δqpψpxq ´ ψpaqqn´α`δ´1

“ Γ pδq
Γ pn ´ α ` δq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n´1 ˆ 1
ψ1pxq

d

dx

˙

pψpxq ´ ψpaqqn´α`δ´1

“Γ pδqpn ´ α ` δ ´ 1q
Γ pn ´ α ` δq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n´1

pψpxq ´ ψpaqqn´α`δ´2

“Γ pδqpn ´ α ` δ ´ 2q
Γ pn ´ α ` δ ´ 1q

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n´2

pψpxq ´ ψpaqqn´α`δ´3

...

“Γ pδqpn ´ α ` δ ´ pn ´ 1qq
Γ pn ´ α ` δ ´ pn ´ 2qq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙

pψpxq ´ ψpaqqδ´α

“ Γ pδq
Γ pδ ´ αqpψpxq ´ ψpaqqδ´α´1.

De modo que, são obtidas formas fechadas para as derivadas de Riemann-Liouville à

esquerda e à direita das funções fpxq “ pψpxq ´ ψpaqqδ´1 e gpxq “ pψpbq ´ ψpxqqδ´1,

respectivamente.

Com o objetivo de simplificar a notação e alguns resultados, introduzimos a

seguinte notação:

f
rns
ψ`pxq :“

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq, f
rns
ψ´pxq :“

ˆ

´ 1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq,

onde
d

dx
corresponde a derivada de primeira ordem e ψ1pxq é a derivada de primeira ordem

de uma função ψp¨q crescente, ψ1pxq ‰ 0 para todo x P ra, bs, com p´8 ď a ă x ă b ď 8q.
Note que, estes termos iram aparecer em todas as derivadas e integrais fracionárias definidas

com respeito a outra função.
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Teorema 1.1. [3] Se f P Cnra, bs e α ą 0, então

cDα;ψ
a` fpxq “ Dα;ψ

a`

«

fpxq ´
n´1
ÿ

k“0

1
k!

pψpxq ´ ψpaqqkf rks
ψ`paq

ff

(1.49)

e

cDα;ψ
b´ fpxq “ Dα;ψ

b´

«

fpxq ´
n´1
ÿ

k“0

1
k!

pψpbq ´ ψpxqqkf rks
ψ´pbq

ff

. (1.50)

Demonstração. Da Definição 1.7 e aplicando integração por partes com

u “ pψpxq ´ ψptqqn´α´1 e dv “ ψ1ptqf rns
ψ`ptqdt, temos

cDα;ψ
a` fpxq “ In´α;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq

“ 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´α´1
f

rns
ψ`ptqdt

“ pψpxq ´ ψptqqn´α´1

Γ pn ´ αq f
rn´1s
ψ` ptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

` pn ´ α ´ 1q
Γ pn ´ αq

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´α´2
f

rn´1s
ψ` ptqdt

“ ´pψpxq ´ ψpaqqn´α´1

Γ pn ´ αq f
rn´1s
ψ` paq ` 1

Γ pn ´ α ´ 1q

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´α´2
f

rn´1s
ψ` ptqdt,

continuando com a aplicação de integração por partes n-vezes, obtemos

cDα;ψ
a` fpxq “ ´ pψpxq ´ ψpaqqn´α´1

Γ pn ´ αq f
rn´1s
ψ` paq ´ pψpxq ´ ψpaqqn´α´2

Γ pn ´ α ´ 1q f
rn´2s
ψ` paq

` 1
Γ pn ´ α ´ 2q

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´α´3
f

rn´2s
ψ` ptqdt

...

“ ´
n´1
ÿ

k“0

pψpxq ´ ψpaqqk´α

Γ pk ´ α ` 1q f
rks
ψ`paq ` 1

Γ p´αq

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqq´α´1
fptqdt

“ ´
n´1
ÿ

k“0

k! pψpxq ´ ψpaqqk´α

k!Γ pk ´ α ` 1q f
rks
ψ`paq

` 1
Γ pn ´ αq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´α´1
fptqdt

“ ´
n´1
ÿ

k“0

Dα;ψ
a` pψpxq ´ ψpaqqk

k!
f

rks
ψ`paq ` Dα;ψ

a` fpxq

“Dα;ψ
a`

«

fpxq ´
n´1
ÿ

k“0

pψpxq ´ ψpaqqk
k!

f
rks
ψ`paq

ff

,

observe que foi usado o resultado do Lema 1.5 quando δ ´ 1 “ k e a igualdade que

mostraremos a seguir,
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verifiquemos que,

1
Γ p´αq

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqq´α´1
fptqdt

“ 1
Γ pn ´ αq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´α´1
fptqdt,

para isto, mostremos que

In;ψ
a`

„

1
Γ p´αq

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqq´α´1
fptqdt



“ 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´α´1
fptqdt,

isto é,

1
Γ pnq

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´1 1
Γ p´αq

ż t

a

ψ1pξq pψptq ´ ψpξqq´α´1
fpξqdξdt

“ 1
Γ pnqΓ p´αq

ż x

a

ψ1pξqfpξq
ż x

ξ

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´1 pψptq ´ ψpξqq´α´1
dtdξ

“ 1
Γ p´αq

ż x

a

ψ1pξqfpξqIn;ψ
a` pψpxq ´ ψpξqq´α´1

dξ

“ 1
Γ p´αq

ż x

a

ψ1pξqfpξq Γ p´αq
Γ pn ´ αq pψpxq ´ ψpξqqn´α´1

dξ

“ 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

ψ1pξq pψpxq ´ ψpξqqn´α´1
fpξqdξ.

Note que

In;ψ
a` Dα;ψ

a` fpxq “ 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

ψ1ptq pψpxq ´ ψptqqn´α´1
fptqdt.

Finalizando assim a prova, e mostrando uma relação direta entre duas derivadas

fracionárias importantes a derivada ψ-Riemann-Liouville e a derivada ψ-Caputo. Além

disso, observemos que no caso em que f rks
ψ`paq “ 0 para todo k “ 0, 1, . . . , n ´ 1 temos a

igualdade entre estas duas derivadas fracionárias, isto é, cDα;ψ
a` fpxq “ Dα;ψ

a` fpxq.



29

2 Sobre a derivada fracionária Ψ -Hilfer

Nos últimos anos, o cálculo fracionário tem chamado a atenção de inúmeros

pesquisadores, por se mostrar sólido e contribuir de forma eficiente, na resolução de

problemas envolvendo modelagem matemática por meio de equações diferenciais, além de

estar em crescimento contínuo tanto na parte teórica como nas aplicações, o qual tem sido

muito bem recebido na comunidade científica por diversos pesquisadores de inúmeras áreas,

a saber: física, química, engenharia, medicina, dentre outras [6, 7, 15, 16, 23, 24, 33, 34].

Desde o início do cálculo fracionário datado em 30 de setembro de 1695,

especificamente depois da primeira conferência internacional dedicada exclusivamente a

este, em 1974 [51], tem surgido uma ampla classe de definições de derivadas e integrais

fracionárias, cada uma com sua respectiva importância e relevância, o que tem-se tornado

um aparente problema. Uma maneira de ultrapassar tal situação, é propor integrais e

derivadas fracionárias mais gerais, em que as usuais sejam casos particulares. Nesse sentido,

a fim de contornar o problema, em 2018, Sousa e Oliveira [58], introduziram a chamada

derivada fracionária ψ-Hilfer, a princípio motivados pela derivada fracionária de Hilfer que

unifica duas das derivadas fracionárias mais importantes e utilizadas do cálculo fracionário,

isto é, as derivadas fracionárias no sentido de Riemann-Liouville e de Caputo. Também,

foram motivados pela ideia utilizada por Almeida [3], ao definir a derivada de Caputo

com respeito a outra função ψ de uma função f de ordem α, que generaliza uma ampla

classe de derivadas fracionárias; sendo ainda essa derivada fracionária uma generalização

de algumas derivadas fracionárias propostas anteriormente. No entanto, o diferencial é

que além da escolha da função ψp¨q, a derivada fracionária ψ-Hilfer, possibilita a escolha

dos limites de β Ñ 1 ou β Ñ 0, o que torna mais geral. Além disso, vale destacar que, os

casos particulares obtidos da derivada fracionária ψ-Hilfer, suas propriedades são mantidas,

como veremos no decorrer deste capítulo, e isso, é muito bom e importante.

Neste capítulo, vamos introduzir a derivada fracionária ψ-Hilfer [58]. Vamos

apresentar e demonstrar algumas propriedades e relações fundamentais para a derivada

fracionária ψ-Hilfer, por meio das derivadas fracionárias, ψ-Caputo e ψ-Riemann-Liouville,

essenciais para a investigação dessas propriedades. Logo, apresentamos uma vasta classe

de integrais e derivadas fracionárias, como casos particulares da integral fracionária ψ-

Riemann-Liouville e da derivada fracionária ψ-Hilfer e, para finalizar, discutimos a derivada

fracionária ψ-Hilfer por meio do critério justificando ser uma derivada considerada derivada

fracionária, pois nem todas as derivadas fracionárias definidas até agora satisfazem tal

critério, este consiste na regra de Leibniz conhecida no cálculo de ordem inteiro, também

como “regra do produto”.
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2.1 Derivada fracionária ψ-Hilfer

Como destacado na introdução desta seção, a vasta classe de derivadas fracioná-

rias que até então tinham sido introduzidas, foram apresentadas na Seção 1.2. Vimos que

pesquisadores propuseram duas versões de derivadas fracionárias, as chamadas ψ-Caputo

e ψ-Riemann-Liouville a fim de sanar o problema. Embora, as versões propostas em anos

diferentes, o objetivo era propor um único operador que unificasse uma maior quantidade

de operadores de diferenciação fracionários. Sabemos que a definição da derivada de Hilfer,

é motivada pelas derivadas fracionárias de Caputo e de Riemann-Liouville. Nesse sentido,

Sousa e Oliveira, foram motivados pelas derivadas fracionárias ψ-Caputo e ψ-Riemann-

Liouville, a propor a versão da derivada fracionária de Hilfer com respeito a outra função,

chamada ψ-Hilfer que, além da escolha da função ψp¨q, tem a escolha dos limites de β Ñ 1

ou β Ñ 0. Assim, a partir da definição, apresentamos algumas propriedades e relações

entre as derivadas ψ-Caputo e ψ-Riemann-Liouville, que são fundamentais para justificar

que de fato, o operador de diferenciação ψ-Hilfer, é fracionário.

Definição 2.1. [58] Sejam n ´ 1 ă α ă n com n P N, I “ ra, bs um intervalo tal que

´8 ď a ă b ď 8 e f, ψ P Cnpra, bs,Rq duas funções tal que ψ é crescente e ψ1pxq ‰ 0,

para todo x P I. As derivadas fracionárias ψ-Hilfer (à esqueda e à dereita) da função f de

ordem α e tipo 0 ď β ď 1, são definidas por:

HDα,β;ψ
a` fpxq “ Iβpn´αq;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq, (2.1)

e,

HDα,β;ψ
b´ fpxq “ Iβpn´αq;ψ

b´

ˆ

´ 1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
b´ fpxq, (2.2)

respectivamente.

As derivadas fracionárias ψ-Hilfer também podem ser escritas em termos

das integrais fracionárias ψ-Riemann-Liouville (à esquerda e à direita) e das derivadas

fracionárias ψ-Riemann-Liouville (à esquerda e à direita) da seguinte forma:

HDα,β;ψ
a` fpxq “ Iγ´α;ψ

a` Dγ;ψ
a` fpxq e HDα,β;ψ

b´ fpxq “ Iγ´α;ψ
b´ Dγ;ψ

b´ fpxq, (2.3)

com γ “ α ` βpn ´ αq.
Com efeito, note que

HDα,β;ψ
a` fpxq “Iβpn´αq;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq

“Iγ´α;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´α´βpn´αq;ψ
a` fpxq

“Iγ´α;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´γ;ψ
a` fpxq

“Iγ´α;ψ
a` Dγ;ψ

a` fpxq
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da forma analoga para o caso a direita.

Do anterior, é claro que

Dγ;ψ
a` fpxq “

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq, Dγ;ψ

b´ fpxq “
ˆ

´ 1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
b´ fpxq,

com γ “ α ` βpn ´ αq.

Observe também que, para γ “ α ` βpn ´ αq, temos

f
rns
ψ`pxq “ lim

αÑn´

Dγ;ψ
a` fpxq, f

rns
ψ´pxq “ lim

αÑn´

Dγ;ψ
b´ fpxq. (2.4)

Segue, então, a expressão

lim
αÑn´

Dγ;ψ
a` fpxq “ lim

αÑn´

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´γ;ψ
a` fpxq

“ lim
αÑn´

1
Γ pn ´ γq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqn´γ´1fptqdt.

Integrando por partes, com u “ fptq e dv “ ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqn´γ´1dt, obtemos

lim
αÑn´

Dγ;ψ
a` fpxq “ lim

αÑn´

ˆ

1
Γ pn ´ γq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n „

´fpxqpψpxq ´ ψptqqn´γ

n ´ γ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

` 1
n ´ γ

ż x

a

f 1ptqpψpxq ´ ψptqqn´γdt

˙

“ lim
αÑn´

ˆ

1
Γ pn ´ α ´ βpn ´ αq ` 1q

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n
“

fpaqpψpxq ´ ψpaqqn´α´βpn´αq

`
ż x

a

f 1ptqpψpxq ´ ψptqqn´α´βpn´αqdt

˙

“ 1
Γ p1q

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n „

fpaq `
ż x

a

f 1ptqdt


“ 1
Γ p1q

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

rfpaq ` fpxq ´ fpaqs

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq “ f
rns
ψ`pxq.

De maneira análoga para o caso a direita.

No caso particular em que 0 ă α ă 1 e 0 ď β ď 1, temos

HDα,β;ψ
a` fpxq “ 1

Γ pγ ´ αq

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´α´1 d

dt
pI1´γ;ψ
a` fptqqdt.

Note que, por meio da Eq.(2.3), temos

HDα,β;ψ
a` fpxq “Iγ´α;ψ

a` Dγ;ψ
a` fpxq

“ 1
Γ pγ ´ αq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´α´1Dγ;ψ
a` fptqdt

“ 1
Γ pγ ´ αq

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´α´1 d

dt

´

I1´γ;ψ
a` fptq

¯

dt.
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Passemos a apresentar propriedades desta derivada.

Propriedade 2.1.1 (Linearidade). Sejam n ´ 1 ă α ă n, n P N, 0 ď β ď 1 e λ, µ P
R. Sejam f, g P Cγ,ψpra, bs,Rq tais que existam HDα,β;ψ

a` fp¨q e HDα,β;ψ
a` gp¨q. A derivada

fracionária ψ-Hilfer é um operador linear, isto é,

HDα,β;ψ
a` rλfptq ` µgptqs “ λHDα,β;ψ

a` fptq ` µHDα,β;ψ
a` gptq.

Demonstração. Fazendo uso da Definição 2.1 e sabendo que o operador Iα;ψ
a` fp¨q e o operador

derivada de ordem inteira satisfazem a linearidade, temos

HDα,β;ψ
a` rλfptq ` µgptqs “ Iβpn´αq;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` rλfptq ` µgptqs

“Iβpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

rλIp1´βqpn´αq;ψ
a` fptq ` µIp1´βqpn´αq;ψ

a` gptqs

“Iβpn´αq;ψ
a` rλ

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fptq ` µ

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` gptqs

“λIβpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fptq ` µIβpn´αq;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` gptq

“λHDα,β;ψ
a` fptq ` µHDα,β;ψ

a` gptq.

É importante mencionar que esta propiedade é válida também para a derivada

ψ-Hilfer à direita, a prova é analoga.

Teorema 2.1. [58] Suponha que f, ψ P Cn`1ra, bs. Então, para todo n ´ 1 ă α ă n e

0 ď β ď 1, temos

HDα,β;ψ
a` fpxq “pψpxq ´ ψpaqqγ´α

Γ pγ ´ α ` 1q Dγ;ψ
a` fpaq ` 1

Γ pγ ´ α ` 1q

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´α d

dt
Dγ;ψ
a` fptqdt,

e,

HDα,β;ψ
b´ fpxq “pψpbq ´ ψpxqqγ´α

Γ pγ ´ α ` 1q Dγ;ψ
b´ fpbq ´ 1

Γ pγ ´ α ` 1q

ż b

x

pψptq ´ ψpxqqγ´α d

dt
Dγ;ψ
b´ fptqdt.

Demonstração. De fato, aplicando a Definição 2.3 e integrando por partes com u “ Dγ;ψ
a` fptq

e dv “ ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´α´1dt, obtemos
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HDα,β;ψ
a` fpxq

“ 1
Γ pγ ´ αq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´α´1Dγ;ψ
a` fptqdt

“ 1
Γ pγ ´ αq

„

´ pψpxq ´ ψptqqγ´α

γ ´ α
Dγ;ψ
a` fptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

` 1
γ ´ α

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´α d

dt
Dγ;ψ
a` fptqdt



“ 1
Γ pγ ´ α ` 1q

„

pψpxq ´ ψpaqqγ´αDγ;ψ
a` fpaq `

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´α d

dt
Dγ;ψ
a` fptqdt



“pψpxq ´ ψpaqqγ´α

Γ pγ ´ α ` 1q Dγ;ψ
a` fpaq ` 1

Γ pγ ´ α ` 1q

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´α d

dt
Dγ;ψ
a` fptqdt.

Mostrando assim uma relação entre a derivada ψ-Hilfer e a derivada ψ-Riemann-

Liouville.

Observe que, se f, ψ P Cn`1ra, bs, é válido:

1. lim
αÑn´

HDα,β;ψ
a` fpxq “ f

rns
ψ`pxq, e

2. lim
αÑn´

HDα,β;ψ
b´ fpxq “ f

rns
ψ´pxq.

Com efeito, aplicando o Teorema 2.1, utilizando a Eq.(2.4) e sabendo que γ “ α`βpn´αq,
obtemos

lim
αÑn´

HDα,β;ψ
a` fpxq “ lim

αÑn´

„pψpxq ´ ψpaqqγ´α

Γ pγ ´ α ` 1q Dγ;ψ
a` fpaq

` 1
Γ pγ ´ α ` 1q

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´α d

dt
Dγ;ψ
a` fptqdt



“ lim
αÑn´

„pψpxq ´ ψpaqqβpn´αq

Γ pβpn ´ αq ` 1q Dγ;ψ
a` fpaq

` 1
Γ pβpn ´ αq ` 1q

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqβpn´αq d

dt
Dγ;ψ
a` fptqdt



“ lim
αÑn´

„

1
Γ p1qDγ;ψ

a` fpaq ` 1
Γ p1q

ż x

a

d

dt
Dγ;ψ
a` fptqdt



“ lim
αÑn´

”

Dγ;ψ
a` fpaq ` Dγ;ψ

a` fpxq ´ Dγ;ψ
a` fpaq

ı

“ lim
αÑn´

Dγ;ψ
a` fpxq “ f

rns
ψ`pxq.

Teorema 2.2. [58] As derivadas fracionárias ψ-Hilfer são operadores limitados, para todo

n ´ 1 ă α ă n e 0 ď β ď 1, dados por
›

›

›

HDα,β;ψ
a` fpxq

›

›

›

Cγ,ψ

ď K }f}Cn
γ,ψ
,

›

›

›

HDα,β;ψ
b´ fpxq

›

›

›

Cγ,ψ

ď K }f}Cn
γ,ψ
,

onde K “ pψpbq ´ ψpaqqn´α

Γ pn ´ γ ` 1qΓ pγ ´ α ` 1q e γ “ α ` βpn ´ αq.
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Demonstração. De fato, fazendo uso da Eq.(1.45) e sendo |pψpxq´ψpaqqγfnψ`ptq| ď }f}Cn
γ;ψ

[3], temos
›

›

›
Dα;ψ
a` f

›

›

›

Cγ;ψ

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´γ;ψ
a`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Cγ;ψ

“ max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pψpxq ´ ψpaqqγ
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´γ;ψ
a` fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pψpxq ´ ψpaqqγ 1
Γ pn ´ γq

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqn´γ´1fptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1
Γ pn ´ γq max

xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqn´γ´1pψpxq ´ ψpaqqγf rns
ψ`ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
}f}Cn

γ;ψ

Γ pn ´ γq max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqn´γ´1dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
}f}Cn

γ;ψ

Γ pn ´ γq max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ pψpxq ´ ψptqqn´γ

n ´ γ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
}f}Cn

γ;ψ

Γ pn ´ γ ` 1q max
xPra,bs

ˇ

ˇpψpxq ´ ψpaqqn´γ
ˇ

ˇ

ď
pψpbq ´ ψpaqqn´γ }f}Cn

γ;ψ

Γ pn ´ γ ` 1q .

Agora, aplicando a Eq.(2.3) e a desigualdade |pψpxq ´ ψpaqqγDα;ψ
a` fpxq| ď

›

›

›
Dα;ψ
a` fpxq

›

›

›

Cγ;ψ

,

concluímos que
›

›

›

HDα,β;ψ
a`

›

›

›

Cγ,ψ

“
›

›

›
Iγ´α;ψ
a` Dα;ψ

a`

›

›

›

Cγ;ψ

“ max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ
pψpxq ´ ψpaqqγIγ´α;ψ

a` Dα;ψ
a` fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

“ max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
Γ pγ ´ αq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´α´1pψpxq ´ ψpaqqγDα;ψ
a` fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
Dα;ψ
a` f

›

›

›

Cγ;ψ

Γ pγ ´ αq max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´α´1dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

›

›

›
Dα;ψ
a` f

›

›

›

Cγ;ψ

Γ pγ ´ αq max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ pψpxq ´ ψptqqγ´α

γ ´ α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

›

›

›
Dα;ψ
a` f

›

›

›

Cγ;ψ

Γ pγ ´ α ` 1q max
xPra,bs

ˇ

ˇpψpxq ´ ψpaqqγ´α
ˇ

ˇ

ďpψpbq ´ ψpaqqγ´α

Γ pγ ´ α ` 1q
pψpbq ´ ψpaqqn´γ }f}Cn

γ;ψ

Γ pn ´ γ ` 1q

“ pψpbq ´ ψpaqqn´α

Γ pγ ´ α ` 1qΓ pn ´ γ ` 1q }f}Cn
γ;ψ

“K }f}Cn
γ;ψ
.

Mostrando assim que o operador ψ-Hilfer é um operador limitado.
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Considere a derivada fracionária ψ-Hilfer e as seguintes funções:

gpxq “ I
p1´βqpn´αq
a` fpxq e hpxq “ I

p1´βqpn´αq
b´ fpxq. A partir da Definição 2.1, temos

HDα,β;ψ
a` fpxq “ In´µ;ψ

a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

gpxq e HDα,β;ψ
b´ fpxq “ In´µ;ψ

b´

ˆ

´ 1
ψ1pxq

d

dx

˙n

hpxq,

com µ “ np1 ´ βq ` βα.

Logo, as seguintes relações entre as derivadas fracionárias ψ-Hilfer e ψ-Caputo são válidas,

HDα,β;ψ
a` fpxq “ CDµ;ψ

a` gpxq “ CDµ;ψ
a`

”

I
p1´βqpn´αq
a` fpxq

ı

(2.5)

e

HDα,β;ψ
b´ fpxq “ CDµ;ψ

b´ hpxq “ CDµ;ψ
b´

”

I
p1´βqpn´αq
b´ fpxq

ı

. (2.6)

Note que, n ´ µ “ n ´ np1 ´ βq ´ βα “ n ´ n ` nβ ´ βα “ βpn ´ αq.

Teorema 2.3. [58] Sejam n ´ 1 ă α ă n, n P N e 0 ď β ď 1. Se f P Cnra, bs, então

HDα,β;ψ
a` fpxq “ Dα´βpn´αq;ψ

a`

«

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq ´

n´1
ÿ

k“0

pψpxq ´ ψpaqqkDγ;ψ
a`,kfpaq

k!

ff

e

HDα,β;ψ
b´ fpxq “ Dα´βpn´αq;ψ

b´

«

Ip1´βqpn´αq;ψ
b´ fpxq ´

n´1
ÿ

k“0

p´1qk pψpbq ´ ψpxqqkDγ;ψ
b´,kfpbq

k!

ff

,

onde γ “ α ` βpk ´ αq.

Demonstração. Considere a função gpxq “ I
p1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq e µ “ n´βpn´αq. Aplicando

a Eq.(2.5) e o Teorema 1.1 (Eq.(1.49)), obtemos

HDα,β;ψ
a` fpxq “ CDµ;ψ

a` gpxq

“Dµ;ψ
a`

«

gpxq ´
n´1
ÿ

k“0

1
k!

pψpxq ´ ψpaqqkgrks
ψ`paq

ff

“Dµ;ψ
a`

«

I
p1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq ´

n´1
ÿ

k“0

1
k!

pψpxq ´ ψpaqqk
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙k

I
p1´βqpk´αq;ψ
a` fpaq

ff

“Dµ;ψ
a`

«

I
p1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq ´

n´1
ÿ

k“0

1
k!

pψpxq ´ ψpaqqkDα,β;ψ
a`,k fpaq

ff

.

Note que, Dα,β;ψ
a`,k fpaq “

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙k

I
p1´βqpk´αq;ψ
a` fpaq.

Mostrando assim uma relação entre a derivada ψ-Hilfer com a derivada ψ-Riemann-Liouville

e a integral fracionária ψ-Riemann-Liouville.
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Teorema 2.4. [58] Se f P Cnra, bs, n ´ 1 ă α ă n e 0 ď β ď 1, então

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` fpxq “ fpxq ´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q f
rn´ks
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq, (2.7)

e,

Iα;ψ
b´

HDα,β;ψ
b´ fpxq “ fpxq ´

n
ÿ

k“1

pψpbq ´ ψpxqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q f
rn´ks
ψ´ Ip1´βqpn´αq;ψ

b´ fpbq. (2.8)

com γ “ α ` βpn ´ αq.

Demonstração. Por meio da Eq.(2.3) e o Lema 1.1, obtemos

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` fpxq “Iα;ψ

a`

´

Iγ´α;ψ
a` Dγ;ψ

a` fpxq
¯

“ Iγ;ψ
a` Dγ;ψ

a` fpxq

“ 1
Γ pγq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´1
´

Dγ;ψ
a` fptq

¯

dt

“ 1
Γ pγq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´1

ˆ

1
ψ1ptq

d

dt

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fptqdt

“ 1
Γ pγq

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´1 d

dt

ˆ

1
ψ1ptq

d

dt

˙n´1

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fptqdt

“ 1
Γ pγq

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´1 d

dt
f

rn´1s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptqdt.

Integrando por partes com u “ pψpxq´ψptqqγ´1 e dv “ d

dt
f

rn´1s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptqdt, obtemos

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` fpxq “ 1

Γ pγq
”

pψpxq ´ ψptqqγ´1f
rn´1s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptq
ˇ

ˇ

ˇ

x

a

` pγ ´ 1q
ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´2f
rn´1s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptqdt


“ ´ 1
Γ pγqpψpxq ´ ψpaqqγ´1f

rn´1s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq

` 1
Γ pγ ´ 1q

ż x

a

pψpxq ´ ψptqqγ´2 d

dt
f

rn´2s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptqdt.

Realizando novamente a integração por partes, com u “ pψpxq ´ ψptqqγ´2 e
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dv “ d

dt
f

rn´2s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptqdt, obtemos

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` fpxq “ ´ 1

Γ pγqpψpxq ´ ψpaqqγ´1f
rn´1s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq

` 1
Γ pγ ´ 1q

”

pψpxq ´ ψptqqγ´2f
rn´2s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptq
ˇ

ˇ

ˇ

x

a

` pγ ´ 2q
ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´3f
rn´2s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptqdt


“ ´ 1
Γ pγqpψpxq ´ ψpaqqγ´1f

rn´1s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq

´ 1
Γ pγ ´ 1qpψpxq ´ ψpaqqγ´2f

rn´2s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq

` 1
Γ pγ ´ 2q

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqγ´3 d

dt
f

rn´3s
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fptqdt.

Realizando este processo n-vezes, temos

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` fpxq

“ ´
n´1
ÿ

k“0

pψpxq ´ ψpaqqγ´pk`1q

Γ pγ ´ kq f
rn´pk`1qs
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq

` 1
Γ pγ ´ nq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψpaqqγ´n´1Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fptqdt

“ ´
n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q f
rn´ks
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq ` Iγ´n;ψ
a` pIp1´βqpn´αq;ψ

a` fpxqq.

Note que, γ´n “ α`βpn´αq ´n “ α`βn´βα´n e p1 ´βqpn´αq “ n´α´βn`βα.

Assim γ ´ n ` p1 ´ βqpn ´ αq “ 0. Portanto, concluímos que

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` fpxq “ fpxq ´

n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q f
rn´ks
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq.

Mostrando assim os resultados obtidos ao aplicar os operadores Iα;ψ
a` p¨q e Iα;ψ

b´ p¨q à esquerda

sobre a derivada ψ-Hilfer à esquerda e à direita, respectivamente.

Teorema 2.5. [58] Se f, g P Cnra, bs, α ą 0 e 0 ď β ď 1. Então

HDα,β;ψ
a` fpxq “ HDα,β;ψ

a` gpxq Ø fpxq “ gpxq `
n
ÿ

k“1

ckpψpxq ´ ψpaqqγ´k

e

HDα,β;ψ
b´ fpxq “ HDα,β;ψ

b´ gpxq Ø fpxq “ gpxq `
n
ÿ

k“1

dkpψpbq ´ ψpxqqγ´k,

onde γ “ α ` βpn ´ αq,

ck “ pf ´ gqrn´ks
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` pf ´ gqpaq
Γ pγ ` 1 ´ kq e dk “ pf ´ gqrn´ks

ψ´ Ip1´βqpn´αq;ψ
b´ pf ´ gqpaq

Γ pγ ` 1 ´ kq .
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Demonstração. Primeiramente, note que

HDα,β;ψ
a` fpxq “ HDα,β;ψ

a` gpxq
ñHDα,β;ψ

a` fpxq ´ HDα,β;ψ
a` gpxq “ 0

ñHDα,β;ψ
a` pfpxq ´ gpxqq “ 0. (2.9)

Aplicando Iα;ψ
a` p¨q em ambos os lados da Eq.(2.9) e usando a Eq.(2.7), obtemos

Iα;ψ
a`

HDα,β;ψ
a` pfpxq ´ gpxqq “ 0

ñfpxq ´ gpxq ´
n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q pf ´ gqrn´ks
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` pf ´ gqpaq “ 0.

Logo, podemos escrever

fpxq “gpxq `
n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q pf ´ gqrn´ks
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` pf ´ gqpaq

“gpxq `
n
ÿ

k“1

ckpψpxq ´ ψpaqqγ´k.

Agora, suponha fpxq “ gpxq `
n
ÿ

k“1

ckpψpxq ´ ψpaqqγ´k, aplicando HDα,β;ψ
a` p¨q e

usando a Eq.(2.18), temos

HDα,β;ψ
a` fpxq “HDα,β;ψ

a`

«

gpxq `
n
ÿ

k“1

ckpψpxq ´ ψpaqqγ´k

ff

“HDα,β;ψ
a` gpxq `

n
ÿ

k“1

ck
HDα,β;ψ

a` pψpxq ´ ψpaqqγ´k.

Assim, concluímos que HDα,β;ψ
a` fpxq “ HDα,β;ψ

a` gpxq.

Por outro lado, temos

HDα,β;ψ
b´ fpxq “ HDα,β;ψ

b´ gpxq
ñHDα,β;ψ

b´ fpxq ´ HDα,β;ψ
b´ gpxq “ 0

ñHDα,β;ψ
b´ pfpxq ´ gpxqq “ 0. (2.10)

Aplicando Iα;ψ
b´

HDα,β;ψ
b´ em ambos os lados da Eq.(2.10) e usando a Eq.(2.8), obtemos

Iα;ψ
b´

HDα,β;ψ
b´ pfpxq ´ gpxqq “ 0

ñfpxq ´ gpxq ´
n
ÿ

k“1

pψpbq ´ ψpxqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q pf ´ gqrn´ks
ψ´ Ip1´βqpn´αq;ψ

b´ pf ´ gqpbq “ 0.

Logo, segue

fpxq “gpxq `
n
ÿ

k“1

pψpbq ´ ψpxqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q pf ´ gqrn´ks
ψ´ Ip1´βqpn´αq;ψ

b´ pf ´ gqpbq

“gpxq `
n
ÿ

k“1

ckpψpbq ´ ψpxqqγ´k.
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Agora, suponha fpxq “ gpxq `
n
ÿ

k“1

ckpψpbq ´ ψpxqqγ´k e aplicando HDα,β;ψ
b´ p¨q e

usando Eq.(2.18), temos

HDα,β;ψ
b´ fpxq “HDα,β;ψ

b´

«

gpxq `
n
ÿ

k“1

ckpψpbq ´ ψpxqqγ´k

ff

“HDα,β;ψ
b´ gpxq `

n
ÿ

k“1

ck
HDα,β;ψ

b´ pψpbq ´ ψpxqqγ´k.

Assim, HDα,β;ψ
b´ fpxq “ HDα,β;ψ

b´ gpxq.
Concluindo assim a demonstração. Note que, este teorema mostra a forma de duas funções

com a mesma derivada ψ-Hilfer.

Lema 2.1. [58] Sejam n ´ 1 ď γ ă n e f P Cγra, bs. Então

Iα;ψ
a` fpaq “ lim

xÑa`
Iα;ψ
a` fpxq “ 0 e Iα;ψ

b´ fpbq “ lim
xÑb´

Iα;ψ
b´ fpxq “ 0, n ´ 1 ď γ ă α.

Demonstração. Primeiramente, note que Iα;ψ
a` fpxq é limitado pois Iα;ψ

a` fpxq P Cγra, bs. Dado

f P Cγra, bs, temos que pψpxq ´ ψpaqqγfpxq é contínua sobre ra, bs, e assim

|pψpxq ´ ψpaqqγfpxq| ă M ñ |fpxq| ă |pψpxq ´ ψpaqq´γ|M, (2.11)

para x P ra, bs e M ą 0 uma constante. Agora, aplicando o operador Iα;ψ
a` p¨q em ambos os

lados da Eq.(2.11) e usando o Lema 1.2, temos

|Iα;ψ
a` fpxq| ăM |Iα;ψ

a` pψpxq ´ ψpaqq´γ|

“M
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Γ p1 ´ γq
Γ pα ` 1 ´ γqpψpxq ´ ψpaqqα`1´γ´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“M Γ p1 ´ γq
Γ pα ` 1 ´ γqpψpxq ´ ψpaqqα´γ.

Dado que γ ă α, M
Γ p1 ´ γq

Γ pα ` 1 ´ γqpψpxq ´ ψpaqqα´γ Ñ 0 quando x Ñ a`, concluímos que

Iα;ψ
a` fpaq “ lim

xÑa`
Iα;ψ
a` fpxq “ 0.

Mostrando assim, que no caso em que o operador Iα;ψ
a` p¨q é avaliado numa função no limite

inferior a, este vai ser anulado, analogamente para o operador Iα;ψ
b´ p¨q ao ser avaliado numa

função no limite superior b.

Teorema 2.6. [58] Sejam f P C1ra, bs, α ą 0 e 0 ď β ď 1, temos

HDα,β;ψ
a` Iα;ψ

a` fpxq “ fpxq e HDα,β;ψ
b´ Iα;ψ

b´ fpxq “ fpxq.
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Demonstração. Usando a Definição 2.1, o Lema 1.1, a Eq.(2.3), o Teorema 2.4 e o Lema

2.1, obtemos

HDα,β;ψ
a` Iα;ψ

a` fpxq “Iβpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` Iα;ψ

a` fpxq

“Iβpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´βpα´nq;ψ
a` fpxq

“Iγ´α;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´pγ´αq;ψ
a` fpxq

“Iγ´α;ψ
a` Dγ´α;ψ

a` fpxq

“fpxq ´
n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q f
rn´ks
ψ` Ip1´βqpn´αq;ψ

a` fpaq

“fpxq ´
n
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψpaqqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q f
rn´ks
ψ`

´

lim
xÑa`

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq

¯

“fpxq.

Note que, ao aplicar a derivada ψ-Hilfer à esquerda sobre o operador Iα;ψ
a` p¨q se tem como

resultado a função avaliada, analogamente ao aplicar a derivada ψ-Hilfer á direita sobre o

operador Iα;ψ
b´ p¨q, isto é, o operador Iα;ψ

a` p¨q é um inverso à direita do operador ψ-Hilfer à

esquerda e o operador Iα;ψ
b´ p¨q é um inverso à direita do operador ψ-Hilfer à direita.

Teorema 2.7. [58] Sejam n´1 ă α ă n, n P N e 0 ď β ď 1. Se f P Cm`nra, bs, m,n P N,

então para todo k P N temos

´

Iα;ψ
a`

¯k ´
HDα,β;ψ

a`

¯m

fpxq “

´

HDα,β;ψ
a`

¯m

fpcqpψpxq ´ ψpaqqkα

Γ pkα ` 1q ,

e,

´

Iα;ψ
b´

¯k ´
HDα,β;ψ

b´

¯m

fpxq “

´

HDα,β;ψ
b´

¯m

fpdqpψpbq ´ ψpxqqkα

Γ pkα ` 1q ,

para algum c P pa, xq e d P px, bq.

Demonstração. Pelo Lema 1.1, temos

´

Iα;ψ
a`

¯k

“ Iα;ψ
a` . . . Iα;ψ

a`
l jh n

k´vezes

“ Ikα;ψ
a` .
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Aplicando a Eq.(1.40), a Eq.(1.41) e o teorema do valor médio [7], obtemos
´

Iα;ψ
a`

¯k ´
HDα,β;ψ

a`

¯m

fpxq “Ikα;ψ
a`

´

HDα,β;ψ
a`

¯m

fpxq

“ 1
Γ pkαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqkα´1
´

HDα,β;ψ
a`

¯m

fptqdt

“

´

HDα,β;ψ
a`

¯m

fpcq
Γ pkαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqkα´1dt

“

´

HDα,β;ψ
a`

¯m

fpcqpψpxq ´ ψpaqqkα

kαΓ pkαq

“

´

HDα,β;ψ
a`

¯m

fpcqpψpxq ´ ψpaqqkα

Γ pkα ` 1q ,

com c P pa, xq.

Finalizando assim a demonstração.

A convergência a e continuidade de funções têm grande importância na mate-

mática, especialmente em análise, análise funcional, teoria de distribuições, dentre outras.

Vamos apresentar alguns resultados de sequências uniformemente convergentes e funções

uniformemente contínuas, usando o operador fracionário ψ-Hilfer e o operador integral

fracionário ψ-Riemann-Liouville. Além disso, alguns exemplos envolvendo a função de

Mittag-Leffler e a função pψpxq ´ ψpaqqα, são discutidos.

Teorema 2.8. [58] Sejam 0 ă α ă 1, I “ ra, bs um intervalo finito ou infinito e ψ P ra, bs
uma função crescente tal que ψ1pxq ‰ 0 para todo x P I e f P Cpra, bs,Rq. Então para todo

x1, x2 P ra, bs, temos

›

›

›
Iαψa`fpx1q ´ Iαψa`fpx2q

›

›

›
ď 2 }f}8

Γ pα ` 1q |pψpx1q ´ ψpx2qq|α.

Demonstração. Aplicando a Eq.(1.40), supondo que x1 ă x2, sabendo que |fptq| ď }f}8 e

usando a hipótese de ψ crescente, temos
›

›

›
Iαψa`fpx1q ´ Iαψa`fpx2q

›

›

›
“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
Γ pαq

ż x1

a

ψ1ptqpψpx1q ´ ψptqqα´1fptqdt

´ 1
Γ pαq

ż x2

a

ψ1ptqpψpx2q ´ ψptqqα´1fptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
Γ pαq

ż x1

a

ψ1ptq
“

pψpx1q ´ ψptqqα´1 ´ pψpx2q ´ ψptqqα´1
‰

fptqdt

` 1
Γ pαq

ż x2

x1

ψ1ptqpψpx2q ´ ψptqqα´1fptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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›

›

›
Iαψa`fpx1q ´ Iαψa`fpx2q

›

›

›
ď
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
Γ pαq

ż x1

a

ψ1ptq
“

pψpx1q ´ ψptqqα´1 ´ pψpx2q ´ ψptqqα´1
‰

fptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
Γ pαq

ż x2

x1

ψ1ptqpψpx2q ´ ψptqqα´1fptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8

Γ pαq

ż x1

a

|ψ1ptq
“

pψpx1q ´ ψptqqα´1 ´ pψpx2q ´ ψptqqα´1
‰

|dt

` }f}8

Γ pαq

ż x2

x1

|ψ1ptqpψpx2q ´ ψptqqα´1|dt

“ }f}8

Γ pαq

ˆ

´ pψpx1q ´ ψptqqα
α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1

a

` pψpx2q ´ ψptqqα
α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1

a

˙

` }f}8

Γ pαq

˜

´pψpx2q ´ ψptqqα
α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2

x1

¸

“ }f}8

Γ pα ` 1q ppψpx1q ´ ψpaqqα ` pψpx2q ´ ψpx1qqα ´ pψpx2q ´ ψpaqqαq

` }f}8

Γ pα ` 1q ppψpx2q ´ ψpx1qqαq

“ }f}8

Γ pα ` 1q ppψpx1q ´ ψpaqqα ` 2pψpx2q ´ ψpx1qqα ´ pψpx2q ´ ψpaqqαq

ď 2 }f}8

Γ pα ` 1qpψpx2q ´ ψpx1qqα.

Obtendo assim, o resultado desejado.

Teorema 2.9. [58] Sejam n ´ 1 ă α ă n, I “ ra, bs um intervalo finito ou infinito e

ψ P Cra, bs uma função crescente tal que ψ1pxq ‰ 0 para todo x P I. Suponha que pfnq8
n“1

é uma sequência uniformemente convergente de funções contínuas sobre ra, bs. Então é

possível trocar o operador integral fracionário com o limite, isto é,

Iα;ψ
a` lim

nÑ8
fnpxq “ lim

nÑ8
Iα;ψ
a` fnpxq.

Em particular, a sequência de funções
´

Iα;ψ
a` f

¯8

n“1
é uniformemente convergente.

Demonstração. Seja f o limite da sequência pfnq8
n“1, f é contínua e sabendo que

|fnptq ´ fptq| ď }fn ´ f}8, obtemos

|Iα;ψ
a` fnpxq ´ Iα;ψ

a` fpxq| ď 1
Γ pαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1|fnptq ´ fptq|dt

ď}fn ´ f}8

Γ pαq

ż x

a

ψ1ptqpψpxq ´ ψptqqα´1dt

“ ´ }fn ´ f}8

Γ pαq

ˆ pψpxq ´ ψptqqα
α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

a

˙

“}fn ´ f}8

Γ pα ` 1q pψpxq ´ ψpaqqα

ďpψpbq ´ ψpaqqα
Γ pα ` 1q }fn ´ f}8 . (2.12)
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Dado que pfnq8
n“1 é uma sequência uniformemente convergente, aplicando o

limite em ambos os lados da desigualdade (2.12), temos

lim
nÑ8

|Iα;ψ
a` fnpxq ´ Iα;ψ

a` fpxq| ď pψpbq ´ ψpaqqα
Γ pα ` 1q lim

nÑ8
}fn ´ f}8

Ñ lim
nÑ8

Iα;ψ
a` fnpxq ´ Iα;ψ

a` fpxq “ 0

Ñ lim
nÑ8

Iα;ψ
a` fnpxq “ Iα;ψ

a` fpxq “ Iα;ψ
a` lim

nÑ8
fnpxq.

Teorema 2.10. [58] Sejam I “ r0, bs um intervalo finito e ψ P I uma função crescente tal

que ψ1pxq ‰ 0 para todo x P I. Seja fpxq uma função uniformemente contínua f : I Ñ R.

Se existe algum 0 ă α ď 1 tal que lim
xÑ8

Iα;ψ
x0

|fpxq| “ 0, então

lim
xÑ8

fpxq “ 0.

Demonstração. A prova será feita por contradição. Considere lim
xÑ8

fpxq ‰ 0 logo existe

uma sequência infinita limitada txi : i P Nu e ε ą 0 tal que

|fpxiq| ě ε, @xi P r0, bs. (2.13)

Dado que fpxq é uma função uniformemente contínua, então para todo xi é associado um

intervalo rxi ´ δ, xi ` δs, δ ą 0, tal que

|fpxiq ´ fpxq| ă ε

2
, @x P rxi ´ δ, xi ` δs. (2.14)

Por outro lado, usando a Eq.(2.13) e a Eq.(2.14), obtemos

|fpxq| ě|fpxiq| ´ |fpxiq ´ fpxq|, @x P rxi ´ δ, xi ` δs

ěε ´ ε

2
“ ε

2
, @x P rxi ´ δ, xi ` δs. (2.15)

A integral fracionária para o valor absoluto de fpxq sobre o intervalo rx0, xis,
pode ser decomposta como

Iα;ψ
x0

|fpxiq| “ 1
Γ pαq

ż xi´1

x0

ψ1ptqpψpxiq ´ ψptqqα´|fptq|dt

` 1
Γ pαq

ż xi´δ

xi´1

ψ1ptqpψpxiq ´ ψptqqα´|fptq|dt

` 1
Γ pαq

ż xi

xi´δ

ψ1ptqpψpxiq ´ ψptqq1´α|fptq|dt.
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Dado que |fpxq| ď ψ1ptq|fptq|
pψpxiq ´ ψptqq1´α

, para todo t P rxi ´ 1, xis, pois ψ1ptq ě 0,

ψ é crescente e ψpxiq ´ ψptqq1´α ě 0. Então, aplicando a Eq.(2.15), temos

Iα;ψ
x0

|fpxiq| ě 1
Γ pαq

ż xi´1

x0

ψ1ptqpψpxiq ´ ψptqqα´|fptq|dt

` 1
Γ pαq

ż xi´δ

xi´1

|fptq|dt ` 1
Γ pαq

ż xi

xi´δ

|fptq|dt

ě 1
Γ pαq

ż xi´1

x0

ψ1ptqpψpxiq ´ ψptqqα´|fptq|dt

` 1
Γ pαq

ż xi´δ

xi´1

|fptq|dt ` 1
Γ pαq

ε

2
ptq

ˇ

ˇ

ˇ

xi

xi´δ

ě 1
Γ pαq

ε

2
pxi ´ xi ` δq “ εδ

2Γ pαq .

Observe que o termo
εδ

2Γ pαq ‰ 0 logo, dada uma sequência xn satisfazendo isto,

não é possível obter

lim
xÑ8

Iα;ψ
x0

|fpxq| “ 0.

Assim, concluímos a prova.

Teorema 2.11. [58] Seja HDα,β;ψ
0` fpxq uma função uniformemente contínua em C1

1´γ;ψpr0, bs,Rq
com x ě 0. Se fpxq Ñ fp0q quando x Ñ 8, então HDα,β;ψ

0` fpxq Ñ 0 quando x Ñ 8.

Demonstração. De fato, por meio da Eq.(2.7) e do Lema 1.2, temos

Iα;ψ
0`

HDα,β;ψ
0` fpxq “fpxq ´

1
ÿ

k“1

pψpxq ´ ψp0qqγ´k

Γ pγ ´ k ` 1q f
r1´ks
ψ Ip1´βqp1´αq

0` fp0q

“fpxq ´ pψpxq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq fp0qIp1´βqp1´αq;ψ
0` p1q

“fpxq ´ pψpxq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq fp0qIp1´βqp1´αq;ψ
0` pψpxq ´ ψp0qq1´1

“fpxq ´ pψpxq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq fp0qΓ p1qpψpxq ´ ψp0qqp1´βqp1´αq

Γ p1 ` p1 ´ βqp1 ´ αqq .

Note que γ “ α ` βp1 ´ αq, logo

Iα;ψ
0`

HDα,β;ψ
0` fpxq “fpxq ´ pψpxq ´ ψp0qqα`βp1´αq´1

Γ pγq fp0qpψpxq ´ ψp0qq1´α´β`βα

Γ p2 ´ γq

“fpxq ´ fp0q
Γ pγqΓ p2 ´ γq ď fpxq ´ fp0q. (2.16)

Aplicando o limite nos dois lados da desigualdade (Eq.(2.16)), temos

lim
xÑ8

Iα;ψ
0`

HDα,β;ψ
0` fpxq ď lim

xÑ8
pfpxq ´ fp0qq “ 0.
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Finalmente, pelo Teorema 2.10, concluímos que, HDα,β;ψ
0` fpxq Ñ 0 quando

x Ñ 8.

Teorema 2.12. [58] Sejam n ´ 1 ă α ă n, n P N e I “ ra, bs um intervalo finito ou

infinito e ψ P Cra, bs uma função crescente tal que ψ1pxq ‰ 0 para todo x P I. Suponha que

pfkq8
k“1 é uma sequência uniformemente convergente de funções contínuas sobre ra, bs e

Dα;ψ
a` fk existe para todo k. Além disso, suponha que

´

Dα;ψ
a` fk

¯8

k“1
converge uniformemente

sobre ra ` ε, bs para todo ε ą 0. Então, para todo x P pa, bs, temos

lim
kÑ8

Dα;ψ
a` fkpxq “ Dα;ψ

a` lim
kÑ8

fkpxq.

Demonstração. Pelo Teorema 2.9, dado que pfkq8
k“1 é uma sequência uniformemente con-

vergente de funções contínuas sobre ra, bs,
´

In´α;ψ
a` fk

¯8

k“1
converge uniformemente e

Iα;ψ
a` lim

kÑ8
fkpxq “ lim

kÑ8
Iα;ψ
a` fkpxq. (2.17)

Por outro lado, usando a Definição 1.6, a hipótese sobre
´

Dα;ψ
a` fk

¯8

k“1
e a

Eq.(2.17), obtemos

lim
kÑ8

Dα;ψ
a` fkpxq “ lim

kÑ8

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´α;ψ
a` fkpxq

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

lim
kÑ8

In´α;ψ
a` fkpxq

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´α;ψ
a` lim

kÑ8
fkpxq

“Dα;ψ
a` lim

kÑ8
fkpxq.

Note que, sob as condições deste teorema é possível trocar a derivada ψ-Riemann-Liouville

com o limite.

Teorema 2.13. [58] Sejam n ´ 1 ă α ă n, n P N, 0 ď β ď 1 e I “ ra, bs um intervalo

finito ou infinito e ψ P Cra, bs uma função crescente tal que ψ1pxq ‰ 0 para todo x P I.
Suponha que pfkq8

k“1 é uma sequência convergente uniformemente de funções contínuas

sobre ra, bs e HDα,β;ψ
a` fk existe para todo k. Além disso, suponha que

´

HDα,β;ψ
a` fk

¯8

k“1

converge uniformemente sobre ra` ε, bs para todo ε ą 0. Então, para todo x P pa, bs, temos

lim
kÑ8

HDα,β;ψ
a` fkpxq “ HDα,β;ψ

a` lim
kÑ8

fkpxq.
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Demonstração. Usando a Eq.(2.3), o Teorema 2.9 e o Teorema 2.12, obtemos

lim
kÑ8

HDα,β;ψ
a` fkpxq “ lim

kÑ8
Iγ´α;ψ
a` Dγ;ψ

a` fkpxq

“Iγ´α;ψ
a` lim

kÑ8
Dγ;ψ
a` fkpxq

“Iγ´α;ψ
a` Dγ;ψ

a` lim
kÑ8

fkpxq

“HDα,β;ψ
a` lim

kÑ8
fkpxq.

Mostrando assim que é possível trocar a derivada ψ-Hilfer com o limite.

Lema 2.2. Dado δ P R, considere as funções fpxq “ pψpxq ´ ψpaqqδ´1 e

gpxq “ pψpbq ´ ψpxqqδ´1, onde δ ą n. Então para n ´ 1 ă α ă n e 0 ď β ď 1,

1.

HDα,β;ψ
a` fpxq “ Γ pδq

Γ pδ ´ αqpψpxq ´ ψpaqqδ´α´1.

2.

HDα,β;ψ
b´ gpxq “ Γ pδq

Γ pδ ´ αqpψpbq ´ ψpxqqδ´α´1.

Demonstração. Aplicando a Eq.(2.3), o Lema 1.5 e o Lema 1.2, obtemos

HDα,β;ψ
a` fpxq “Iγ´α;ψ

a` Dγ;ψ
a` pψpxq ´ ψpaqqδ´1

“Iγ´α;ψ
a`

ˆ

Γ pδq
Γ pδ ´ γqpψpxq ´ ψpaqqδ´γ´1

˙

“ Γ pδq
Γ pδ ´ γqIγ´α;ψ

a` pψpxq ´ ψpaqqδ´γ´1

“ Γ pδq
Γ pδ ´ γq

Γ pδ ´ γq
Γ pγ ´ α ` δ ´ γqpψpxq ´ ψpaqqδ´α´1

“ Γ pδq
Γ pδ ´ αqpψpxq ´ ψpaqqδ´α´1.

Em particular, dado n ď k P N e δ ą n, temos

HDα,β;ψ
a` pψpxq ´ ψpaqqk “ k!

Γ pk ` 1 ´ αqpψpxq ´ ψpaqqk´α,

e,

HDα,β;ψ
b´ pψpbq ´ ψpxqqk “ k!

Γ pk ` 1 ´ αqpψpbq ´ ψpxqqk´α.

Por outro lado, para n ą k P N0, temos

HDα,β;ψ
a` pψpxq ´ ψpaqqk “ 0, e HDα,β;ψ

b´ pψpbq ´ ψpxqqk “ 0. (2.18)
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Lema 2.3. Sejam λ ą 0, n ´ 1 ă α ă n e 0 ď β ď 1. Considere

fpxq “ Eαpλpψpxq ´ ψpaqqαq e gpxq “ Eαpλpψpbq ´ ψpxqqαq, onde Eαp¨q é a função

Mittag-Leffler com um parâmetro (Definição A.3). Então, segue

HDα,β;ψ
a` fpxq “ λfpxq e HDα,β;ψ

b´ gpxq “ λgpxq.

Demonstração. Aplicando a definição da função de Mittag-Leffler com um parâmetro

(Definição A.3) e o Lema 2.2 (parte 1), obtemos

HDα,β;ψ
a` fpxq “HDα,β;ψ

a` Eαpλpψpxq ´ ψpaqqαq

“HDα,β;ψ
a`

˜

8
ÿ

k“0

pλpψpxq ´ ψpaqqαqk
Γ pαk ` 1q

¸

“
˜

8
ÿ

k“0

λk

Γ pαk ` 1q
HDα,β;ψ

a` pψpxq ´ ψpaqqαk
¸

“
8
ÿ

k“1

λk

Γ pαk ` 1q
Γ pαk ` 1q

Γ pαk ` 1 ´ αqpψpxq ´ ψpaqqαk´α

“
8
ÿ

k“1

λk

Γ pαpk ´ 1q ` 1qpψpxq ´ ψpaqqαpk´1q

“λ
8
ÿ

k“1

λk´1

Γ pαpk ´ 1q ` 1q ppψpxq ´ ψpaqqαqk´1

“λ
8
ÿ

k“0

λk

Γ pαk ` 1q ppψpxq ´ ψpaqqαqk

“λEαpλpψpxq ´ ψpaqqαq “ λfpxq.

2.2 Uma ampla classe de derivadas e integrais fracionárias

O objetivo agora, é apresentar algumas derivadas e integrais fracionárias a partir

de escolhas pertinentes de ψpxq, fpxq e os limites a e b nas integrais fracionárias da função

f com respeito a outra função ψ (à esquerda e à direita) Definição 1.5 e nas derivadas

ψ-Hilfer (à esquerda e à direita) Definição 2.1, as quais atuam como generalizações de

algumas integrais e derivadas fracionárias, respectivamente.

Então, primeiramente, apresentaremos uma ampla classe de casos particulares

para a integral fracionária de Riemann-Liouville com respeito a outra função (ψptq),
conforme a Definição 1.5. Então, temos

1. Considere ψpxq “ x na Eq.(1.40),

Iα;x
a` fpxq “ 1

Γ pαq

ż x

a

px ´ tqα´1fptqdt “ Iαa`fpxq.
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Assim, obtemos a derivada fracionária de Riemann-Liouville à esquerda (Eq.(1.1)).

2. Considere ψpxq “ x e a “ ´8 na Eq.(1.40),

Iα;x
´8fpxq “ 1

Γ pαq

ż x

´8

px ´ tqα´1fptqdt “ LIα`fpxq. (2.19)

Logo, obtemos a integral fracionária de Liouville (Eq.(1.9)).

3. Considere ψpxq “ x e b “ 8 na Eq.(1.41),

Iα;x
8 fpxq “ 1

Γ pαq

ż 8

x

pt ´ xqα´1fptqdt “LIα´fpxq (2.20)

“xW
α
8fpxq.

Logo, obtemos a integral fracionária de Weyl (Eq.(1.29)).

4. Considere ψpxq “ x e a “ 0 na Eq.(1.40),

Iα;x
0 fpxq “ 1

Γ pαq

ż x

0

px ´ tqα´1fptqdt “ RIα`fpxq. (2.21)

Assim, temos a integral fracionária de Riemann (Eq.(1.11)).

5. Escolhendo ψpxq “ ln x na Eq.(1.40), temos

Iα;lnx
a` fpxq “ 1

Γ pαq

ż x

a

pln x ´ ln tqα´1fptq
t
dt

“ 1
Γ pαq

ż x

a

´

ln
x

t

¯α´1 fptq
t
dt “ HIαa`fpxq.

Observe que, neste caso obtemos a integral fracionária de Hadamard (Eq.(1.13)).

6. Escolhendo ψpxq “ xσ, gpxq “ xσηfpxq na Eq.(1.40), temos

Iα;xσ

a` gpxq “Iα;xσ

a` pxσηfpxqq

“ 1
Γ pαq

ż x

a

σtσ´1pxσ ´ tσqα´1tσηfptqdt.

Multiplicando o termo x´σpα`ηq a ambos lados da equação, obtemos

x´σpα`ηqIα;xσ

a` gpxq “σx´σpα`ηq

Γ pαq

ż x

a

tση`σ´1pxσ ´ tσqα´1fptqdt

“EKIαa`,σ,ηfpxq.

Observe que, desta forma obtemos a integral fracionária de Erdélyi-Kober (Eq.(1.15)).
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7. Considere ψpxq “ xσ, gpxq “ xσηfpxq e a “ 0 na Eq.(1.40), logo

Iα;xσ

0` gpxq “Iα;xσ

0` pxσηfpxqq

“ 1
Γ pαq

ż x

0

σtσ´1pxσ ´ tσqα´1tσηfptqdt.

Multiplicando ambos lados da equação pelo termo x´σpα`ηq, obtemos

x´σpα`ηqIα;xσ

0` gpxq “σx´σpα`ηq

Γ pαq

ż x

0

tση`σ´1pxσ ´ tσqα´1fptqdt

“EIα0`,σ,ηfpxq.

Observe que, desta forma a integral fracionária ψ-Riemman-Liouville à esquerda

(Eq.(1.40)) e a integral fracionária de Erdélyi (Eq.(1.17)) estão relacionadas.

8. Considere ψpxq “ x, gpxq “ xηfpxq e a “ 0 na Eq.(1.40), de modo que

Iα;x
0` gpxq “Iα;x

0` pxηfpxqq

“ 1
Γ pαq

ż x

0

px ´ tqα´1tηfptqdt.

Multiplicando ambos lados da equação pelo termo x´pα`ηq, temos

x´pα`ηqIα;x
0` gpxq “x´pα`ηq

Γ pαq

ż x

0

tηpx ´ tqα´1fptqdt

“KIα0`,ηfpxq.

Observe que, desta forma obtemos a integral fracionária de Kober (Eq.(1.18)).

9. Considere ψpxq “ xρ e gpxq “ xρηfpxq na Eq.(1.40), assim temos

Iα;xρ

a` gpxq “Iα;xρ

a` pxρηfpxqq

“ 1
Γ pαq

ż x

a

ρtρ´1pxρ ´ tρqα´1tρηfptqdt

“ ρ

Γ pαq

ż x

a

tρη`ρ´1pxρ ´ tρqα´1fptqdt.

Multiplicando ambos lados da equação pelo termo
xk

ρβ
, obtemos

xk

ρβ
Iα;x
a` gpxq “xkρ1´β

Γ pαq

ż x

a

tηpxρ ´ tρqα´1fptqdt

“ρIαa`,η,kfpxq.

Logo, obtemos a integral fracionária generalizada (Eq.(1.31)).
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10. Considere ψpxq “ xρ na Eq.(1.40),

Iα;xρ

a` fpxq “ 1
Γ pαq

ż x

a

ρtρ´1pxρ ´ tρqα´1fptqdt

“ ρ

Γ pαq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqα´1fptqdt.

Multiplicando ambos lados da equação pelo termo
1
ρα

, obtemos

1
ρα

Iα;xρ

a` fpxq “ ρ1´α

Γ pαq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqα´1fptqdt

“ρIαa`fpxq. (2.22)

Assim, obtemos a integral fracionária de Katugampola (Eq.(1.19)).

11. Considere ψpxq “ x e gpxq “ E
γ
α,βpωpx ´ tqαq na Eq.(1.40,

Iα;x
a` gpxq “Iα;x

a`

`

E
γ
α,βpωpx ´ tqαqfptq

˘

“ 1
Γ pαq

ż x

a

px ´ tqα´1
E
γ
α,βpωpx ´ tqαqfptqdt.

Multiplicando ambos lados da equação pelo termo Γ pαq, obtemos

Γ pαqIα;x
a` gpxq “

ż x

a

px ´ tqα´1
E
γ
α,βpωpx ´ tqαqfptqdt

“ρε
ω,γ
a`,α,βfpxq.

Observe que, desta forma, temos a integral de Prabhakar (Eq.(1.21)).

12. Considere ψpxq “ x e a “ c na Eq.(1.40),

Iα;x
c` fpxq “ 1

Γ pαq

ż x

c

px ´ tqα´1fptqdt

“Iαc fpxq. (2.23)

Observe que, desta forma, temos a integral fracionária de Chen (Eq.(1.23)).

13. Considere ψpxq “ x, a “ ´8 e b “ 8 na Eq.(1.40 ) e na Eq.(1.41) e fazendo uso da

Eq.(2.19) e a Eq.(2.20), obtemos

Iα;x
a` fpxq ` Iα;x

b´ fpxq
2 cos

`

π
2

˘ “
LIα`fpxq ` LIα´fpxq

2 cos
`

π
2

˘

“ 1
2Γ pαq cospαπ{2q

ˆ
ż x

´8

px ´ tqα´1fptqdt `
ż 8

x

px ´ tqα´1fptqdt
˙

“ 1
2Γ pαq cospαπ{2q

ż 8

´8

|x ´ t|α´1fptqdt

“RZIαfpxq.

Assim, obtemos a integral fracionária de Riesz (Eq.(1.25)).
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14. Considere ψpxq “ x, a “ ´8, b “ 8 e 0 ă θ ă 1 na Eq.(1.40) e na Eq.(1.41) e

fazendo uso da Eq.(2.19) e a Eq.(2.20), obtemos

uIα;x
a` fpxq ` vIα;x

b´ fpxq “uLIα`fpxq ` vLIα´fpxq
“FDα

θ fpxq.

onde,

u “
sen

´

pα´θqπ
α

¯

senpπθq , v “
sen

´

pα`θqπ
α

¯

senpπθq .

Assim, obtemos a integral fracionária de Feller (Eq.(1.27)).

Por outro lado, por meio da derivada fracionária ψ-Hilfer, Eq.(2.1), vamos apre-

sentar uma ampla classe de derivadas fracionárias obtidas a partir de escolhas convenientes

de ψ, os limites a, b e os parâmetros α, β.

1. Aplicando o limite β Ñ 1 a ambos lados da Eq.(2.1), obtemos

HDα,1;ψ
a` fpxq “ lim

βÑ1

HDα,β;ψ
a` fpxq “ lim

βÑ1
Iβpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq

“Ipn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq

“CDα;ψ
a` fpxq, (2.24)

que é exatamente a derivada fracionária ψ-Caputo à esquerda (Eq.(1.47)).

2. Aplicando o limite β Ñ 0 a ambos lados da Eq.(2.1), obtemos

HDα,0;ψ
a` fpxq “ lim

βÑ0

HDα,β;ψ
a` fpxq “ lim

βÑ0
Iβpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ipn´αq;ψ
a` fpxq

“Dα;ψ
a` fpxq, (2.25)

que é exatamente a derivada fracionária ψ-Riemann-Liouville à esquerda (Eq.(1.45)).

3. Considere ψpxq “ x e tomando lim
βÑ1

na Eq.(2.1), temos

HDα,1;x
a` fpxq “ lim

βÑ1

HDα,β;x
a` fpxq “ lim

βÑ1
Iβpn´αq;x
a`

ˆ

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
a` fpxq

“Ipn´αq;x
a`

ˆ

d

dx

˙n

fpxq

“ 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

px ´ tqn´α´1

ˆ

d

dx

˙n

fptqdt

“CDα
a`fpxq. (2.26)

Assim, obtemos a derivada fracionária de Caputo à esquerda (Eq.(1.5)).
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4. Considere ψpxq “ x e tomando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.2), obtemos

HDα,1;x
b´ fpxq “ lim

βÑ1

HDα,β;x
b´ fpxq “ lim

βÑ1
Iβpn´αq;x
b´

ˆ

´ d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
b´ fpxq

“Ipn´αq;x
b´

ˆ

´ d

dx

˙n

fpxq

“ 1
Γ pn ´ αq

ż b

x

pt ´ xqn´α´1

ˆ

´ d

dx

˙n

fptqdt

“CDα
b´fpxq, (2.27)

que é exatamente a derivada fracionária de Caputo à direita (Eq.(1.6)).

5. Considere ψpxq “ xρ e tomando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.1), temos

HDα,0;xρ

a` fpxq “ lim
βÑ0

HDα,β;xρ

a` fpxq

“ lim
βÑ0

Iβpn´αq;xρ

a`

ˆ

1
ρxρ´1

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;xρ

a` fpxq

“
ˆ

1
ρxρ´1

d

dx

˙n

Ipn´αq;xρ

a` fpxq

“
ˆ

1
ρxρ´1

d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

ρtρ´1pxρ ´ tρqn´α´1fptqdt

“
ˆ

1
xρ´1

d

dx

˙n
ρ1´n

Γ pn ´ αq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´α´1fptqdt.

Multiplicando ambos lados da equação pelo termo ρα,

ραHDα,0;xρ

a` fpxq “ρα
ˆ

1
xρ´1

d

dx

˙n
ρ1´n

Γ pn ´ αq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´α´1fptqdt

“
ˆ

1
xρ´1

d

dx

˙n
ρα´n`1

Γ pn ´ αq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´α´1fptqdt

“
ˆ

1
xρ´1

d

dx

˙n
ρIαa`fpxq

“ρDα
a`fpxq.

Logo, obtemos a derivada fracionária de Katugampola (Eq.(1.20)).

6. Considere ψpxq “ x e tomando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.1), obtemos

HDα,0;x
a` fpxq “ lim

βÑ0

HDα,β;x
a` fpxq “ lim

βÑ0
Iβpn´αq;x
a`

ˆ

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
a` fpxq

“
ˆ

d

dx

˙n

Ipn´αq;x
a` fpxq

“
ˆ

d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

px ´ tqn´α´1fptqdt

“Dα
a`fpxq. (2.28)

Logo, obtemos a derivada fracionária de Riemann-Liouville à esquerda (Eq.(1.3)).
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7. Considere ψpxq “ ln x e tomando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.1), obtemos

HDα,0;lnx
a` fpxq “ lim

βÑ0

HDα,β;lnx
a` fpxq

“ lim
βÑ0

Iβpn´αq;lnx
a`

ˆ

x
d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;lnx
a` fpxq

“
ˆ

x
d

dx

˙n

Ipn´αq;lnx
a` fpxq

“
ˆ

x
d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

pln x ´ ln tqn´α´1fptq
t
dt

“
ˆ

x
d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

´

ln
x

t

¯n´α´1

fptqdt
t

“HDα
a`fpxq.

Logo, obtemos a derivada fracionária de Hadamard (Eq.(1.14)).

8. Considere ψpxq “ ln x e tomando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.1), obtemos

HDα,1;lnx
a` fpxq “ lim

βÑ1

HDα,β;lnx
a` fpxq

“ lim
βÑ1

Iβpn´αq;lnx
a`

ˆ

x
d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;lnx
a` fpxq

“Ipn´αq;lnx
a`

ˆ

x
d

dx

˙n

fpxq

“ 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

pln x ´ ln tqn´α´1

ˆ

t
d

dt

˙n
fptq
t
dt

“ 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

´

ln
x

t

¯n´α´1
ˆ

t
d

dx

˙n

fptqdt
t

“CHDα
a`fpxq, (2.29)

que é exatamente a derivada fracionária de Caputo-Hadamard (Eq.(1.32)).

9. Considere ψpxq “ xρ e tomando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.1), temos

HDα,1;xρ

a` fpxq “ lim
βÑ1

HDα,β;xρ

a` fpxq

“ lim
βÑ1

Iβpn´αq;xρ

a`

ˆ

1
ρxρ´1

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;xρ

a` fpxq

“Ipn´αq;xρ

a`

ˆ

1
ρxρ´1

d

dx

˙n

fpxq

“ 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

ρtρ´1pxρ ´ tρqn´α´1

ˆ

1
ρtρ´1

d

dt

˙n

fptqdt

“ ρ1´n

Γ pn ´ αq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´α´1

ˆ

1
tρ´1

d

dt

˙n

fptqdt.
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Multiplicando ambos lados da equação pelo termo ρα,

ραHDα,1;xρ

a` fpxq “ρα ρ1´n

Γ pn ´ αq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´α´1

ˆ

1
tρ´1

d

dt

˙n

fptqdt

“ ρα´n`1

Γ pn ´ αq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´α´1

ˆ

1
tρ´1

d

dt

˙n

fptqdt

“CKDα
a`fpxq.

Assim, a derivada fracionária ψ-Hilfer à esquerda (Eq.(2.1)) e a derivada fracionária

Caputo-Katugampola (Eq.(1.33)) estão relacionadas.

10. Considere ψpxq “ ln x na Eq.(2.3), usando o resultado da Eq.(1.14) e γ “ α`βpn´αq,
temos

HDα,β;lnx
a` fpxq “Iγ´α;lnx

a` Dγ;lnx
a` fpxq

“Iγ´α;lnx
a`

ˆ

x
d

dx

˙n

Ipn´γq;lnx
a` fpxq

“Iγ´α;lnx
a`

ˆ

x
d

dx

˙n 1
Γ pn ´ γq

ż x

a

pln x ´ ln tqn´γ´1fptq
t
dt

“Iγ´α;lnx
a`

ˆ

x
d

dx

˙n 1
Γ pn ´ γq

ż x

a

´

ln
x

t

¯n´γ´1

fptqdt
t

“Iγ´α;lnx
a`

HDγ
a`fpxq

“HDα,β
a` fpxq.

Assim, obtemos a derivada fracionária Hilfer-Hadamard (Eq.(1.34)).

11. Considere ψpxq “ xρ na Eq.(2.3), aplicando os resultados da Eq.(1.20) e a Eq.(2.22),

e γ “ α ` βpn ´ αq, temos

HDα,β;xρ

a` fpxq “Iγ´α;xρ

a` Dγ;xρ

a` fpxq

“Iγ´α;xρ

a`

ˆ

1
ρxρ´1

d

dx

˙n

Ipn´γq;xρ

a` fpxq

“Iγ´α;xρ

a`

ˆ

1
ρxρ´1

d

dx

˙n 1
Γ pn ´ γq

ż x

a

ρtρ´1pxρ ´ tρqn´γ´1fptqdt

“Iγ´α;xρ

a`

ˆ

1
xρ´1

d

dx

˙n
ρ1´n

Γ pn ´ γq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´γ´1fptqdt

“ 1
ρα

Iγ´α;xρ

a`

ˆ

1
xρ´1

d

dx

˙n
ρα´n`1

Γ pn ´ γq

ż x

a

tρ´1pxρ ´ tρqn´γ´1fptqdt

“ 1
ρα

Iγ´α;xρ

a`
ρDα

a`fpxq

“ρIαa`fpxqρDα
a`fpxq

“ρDα,β
a` fpxq.

Logo, obtemos a derivada fracionária Hilfer-Katugampola (Eq.(1.35)).
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12. Considere ψpxq “ x, a “ 0, a Eq.(2.21) e aplicando o limite β Ñ 0 a ambos lados da

Eq.(2.1), obtemos

HDα,0;x
0` fpxq “ lim

βÑ0

HDα,β;x
0` fpxq “ lim

βÑ0
Iβpn´αq;x
0`

ˆ

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
0` fpxq

“
ˆ

d

dx

˙n

Ipn´αq;x
0` fpxq

“
ˆ

d

dx

˙n
RIα`fpxq

“RDα
`fpxq

que é exatamente a derivada fracionária de Riemann (Eq.(1.12)).

13. Considere ψpxq “ x, a “ c, a Eq.(2.23) e aplicando o limite β Ñ 0 a ambos lados da

Eq.(2.1), temos

HDα,0;x
c` fpxq “ lim

βÑ0

HDα,β;x
c` fpxq “ lim

βÑ0
Iβpn´αq;x
c`

ˆ

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
c` fpxq

“
ˆ

d

dx

˙n

Ipn´αq;x
c` fpxq

“
ˆ

d

dx

˙n

In´α
c fpxq

“Dα
c fpxq.

Logo, obtemos a derivada fracionária de Chen (Eq.(1.24)).

14. Considere ψpxq “ x, a “ 0, gpxq “ fpxq ´ fp0q, e aplicando o limite β Ñ 0 a ambos

lados da Eq.(2.1), obtemos

HDα,0;x
0` gpxq “ HDα,0;x

0` pfpxq ´ fp0qq “ lim
βÑ0

HDα,β;x
0` pfpxq ´ fp0qq

“ lim
βÑ0

Iβpn´αq;x
0`

ˆ

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
0` pfpxq ´ fp0qq

“
ˆ

d

dx

˙n

Ipn´αq;x
0` pfpxq ´ fp0qq

“Dα
xfpxq,

que é exatamente a derivada fracionária de Jumarie (Eq.(1.36)).
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15. Considere ψpxq “ x, gpxq “ E
´γ
ρ,n´αrωpx ´ tqρsfpxq, e aplicando o limite β Ñ 0 a

ambos lados da Eq.(2.1), temos

HDα,0;x
a` gpxq “HDα,0;x

a` pE´γ
ρ,n´αrωpx ´ tqρsfpxqq

“ lim
βÑ0

HDα,β;x
a`

`

E
´γ
ρ,n´αrωpx ´ tqρsfpxq

˘

“ lim
βÑ0

Iβpn´αq;x
a`

ˆ

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
a` pE´γ

ρ,n´αrωpx ´ tqρsfpxqq

“
ˆ

d

dx

˙n

Ipn´αq;x
a` pE´γ

ρ,n´αrωpx ´ tqρsfpxqq

“
ˆ

d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

a

px ´ tqn´α´1
E

´γ
ρ,n´αrωpx ´ tqρsfptqdt

“Dω,ρ
a`,γ,αfpxq.

Logo, obtemos a derivada fracionária de Prabhakar (Eq.(1.22)).

16. Aplicando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.1), obtemos

HDα,1;ψ
a` fpxq “ lim

βÑ1

HDα,β;ψ
a` fpxq

“ lim
βÑ1

Iβpn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;ψ
a` fpxq

“Ipn´αq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

fpxq

“CDα;ψ
a` fpxq. (2.30)

Assim, obtemos a derivada fracionária ψ-Caputo à esquerda (Eq.(1.47)).

Por outro lado, considerando ψpxq “ xσ e gpxq “ xσpη`αqfpxq na Eq.(2.30), assim

HDα,1;ψ
a` gpxq “HDα,1;ψ

a` pxσpη`αqfpxqq
“CDα;ψ

a` pxσpη`αqfpxqq.

Multiplicando por x´ση a expresão anterior, temos

x´σηHDα,1;ψ
a` gpxq “x´σηCDα;ψ

a` pxσpη`αqfpxqq
“EKDα

a`,σ,ηfpxq.

Desta forma, obtemos a derivada fracionária de Erdélyi-Kober (Eq.(1.16)).
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17. Considere ψpxq “ x, a “ ´8 e aplicando o limite β Ñ 0 a ambos lados da Eq.(2.1),

temos

HDα,0;x
´8 fpxq “ lim

βÑ0

HDα,β;x
´8 fpxq “ lim

βÑ0
Iβpn´αq;x

´8

ˆ

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
´8 fpxq

“
ˆ

d

dx

˙n

Ipn´αq;x
´8 fpxq

“
ˆ

d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq

ż x

´8

px ´ tqn´α´1fptqdt

“LDα
`fpxq. (2.31)

Desta forma, obtemos a derivada fracionária de Liouville à direita (Eq.(1.10)).

18. Considere ψpxq “ x, a “ ´8 e aplicando o limite β Ñ 1 a ambos lados da Eq.(2.2),

obtemos

HDα,1;x
´8 fpxq “ lim

βÑ1

HDα,β;x
´8 fpxq “ lim

βÑ1
Iβpn´αq;x

´8

ˆ

d

dx

˙n

Ip1´βqpn´αq;x
´8 fpxq

“In´α;x
´8

ˆ

d

dx

˙n

fpxq

“ 1
Γ pn ´ αq

ż x

´8

px ´ tqn´α´1

ˆ

d

dt

˙n

fptqdt

“RLDα
`fpxq,

que é exatamente a derivada fracionária de Liouville-Caputo (Eq.(1.37)).

19. Considere ψpxq “ x, a “ ´8, b “ 8, aplicando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.1) e na

Eq.(2.2), além, fazendo uso da Eq.(2.31), temos

´
`

HDα,0;x
´8 fpxq ` HDα,0;x

8 fpxq
˘

2 cos
`

πα
2

˘ “´
`

LDα
`fpxq `L Dα

´fpxq
˘

2 cos
`

πα
2

˘ “ RZDαfpxq.

Assim, obtemos a derivada fracionária de Riesz (Eq.(1.26)).

20. Considere ψpxq “ x, a “ ´8, b “ 8, 0 ă θ ă 1 aplicando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.1)

e na Eq.(2.2), ainda mais fazendo uso da Eq.(2.31), obtemos

´
`

uHDα,0;x
´8 fpxq ` vHDα,0;x

8 fpxq
˘

“ ´
`

uLDα
`fpxq ` vLDα

´fpxq
˘

“ ´
ˆ

u

ˆ

d

dx

˙n
LIn´α

` fpxq ` v

ˆ

d

dx

˙n
LIn´α

´ fpxq
˙

“FDα
θ fpxq.

Note que, u e v estão dadas por:

u “
sen

´

pα´θqπ
α

¯

senpπθq , v “
sen

´

pα`θqπ
α

¯

senpπθq .

Assim, temos a derivada fracionária de Feller (Eq.(1.28)).
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21. Considere ψpxq “ x, b “ 8 e aplicando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.2), obtemos

HDα,0;x
8 fpxq “ lim

NÑ8
tHDα,0;x

N fpxqu

“ lim
NÑ8

"ˆ

´ d

dx

˙n

Ipn´αq;x
N fpxq

*

“
ˆ

´ d

dx

˙n 1
Γ pn ´ αq lim

NÑ8

"
ż N

x

pt ´ xqn´α´1fptqdt
*

“Dα
´fpxq,

que é exatamente a derivada fracionária de Cassar (Eq.(1.38)).

22. Considere ψpxq “ x, aplicando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.1) e na Eq.(2.2), e fazendo

uso dos resultados da Eq.(2.26) e a Eq.(2.27), obtemos

HDα,1;x
a` fpxq ` p´1qnHDα,1;x

b´ fpxq
2

“
CDα

a`fpxq ` p´1qnCDα
b´fpxq

2
“ RCDαfpxq.

Desta forma, temos a derivada fracionária de Caputo-Riesz (Eq.(1.39)).

2.3 Regra tipo Leibniz

Como mencionamos, ao longo do texto, existem muitas definições para as

derivadas fracionárias e o objetivo agora é conseguir uma definição que seja a mais geral

possível para que as definições já existentes, sejam casos particulares. Neste trabalho,

temos como tema central, a derivada fracionária ψ-Hilfer, introduzida por Sousa e Oliveira

em 2018. Uma das questões mais importantes quando se estuda uma derivada fracionária

é: qual critério uma derivada deve satisfazer para se considerar fracionária? A fim de

responder esta questão, Ross [50], em 1975, estabeleceu um critério com cinco condições

que deve satisfazer uma derivada para ser considerada fracionária, estas são: a derivada

fracionária de uma função analítica deve ser analítica; a derivação fracionária, quando a

ordem for um inteiro positivo n deve fornecer a derivada ordinária de ordem n e, quando

a ordem for um inteiro negativo ´n, n ą 0 deve fornecer o mesmo resultado da integral

ordinária n-ésima; a derivada fracionária de ordem 0 de uma função deve fornecer a

própria função; a derivada fracionária deve ser um operador linear; e, deve ser satisfeita

a propriedade de semigrupo. Em 2015, Ortigueira e Machado [20, 41], justificam por

que a primeira das condições do critério estabelecido por Ross, não deve ser considerada

e propõem uma nova condição e assim um novo critério é formulado, isto é, essa nova

condição é conhecida como “regra de Leibniz”. No entanto, torna-se mais restritivo na

hora de propor uma nova derivada fracionária ou até mesmo investigar se as derivadas

fracionárias até então introduzidas, são de fato, consideradas fracionárias.

Como era de se esperar, o novo critério introduzido por Ortigueira e Machado,

destacou que algumas derivadas fracionárias que até então eram consideradas fracionárias
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não satisfaziam a regra de Leibniz para o produto de duas funções [71], de modo especial,

a derivada fracionária de Caputo, um das mais importantes. Osler escreveu sobre uma

possível regra de Leibniz [42, 43]. Tarasov também investigou e apresentou trabalhos

interessantes [67, 68, 69] e, recentemente Sayevandet et al. apresentaram uma revisão sobre

a regra de Leibniz para derivadas fracionárias [54].

Nesse sentido, a fim de sanar esse problema, em 2019, Sousa e Oliveira, re-

alizaram um estudo sobre a regra tipo Leibniz para a derivada fracionária ψ-Hilfer e

conseguiram estabelecer uma forma fechada para a derivada fracionária ψ-Hilfer de um

produto de duas funções envolvendo a derivada fracionária ψ-Riemann-Liouville e uma

outra envolvendo a derivada fracionária ψ-Hilfer [63], denominadas “regra tipo Leibniz I”

e “regra tipo Leibniz II”. Apresentaremos e investigaremos detalhadamente as duas versões

mencionadas fazendo uso da generalização da regra de Leibniz para a derivada fracionária

ψ-Caputo em termos dela mesma e, em termos da derivada fracionária ψ-Riemann-Liouville

[9, 67, 68, 71].

Teorema 2.14 (Regra tipo Leibniz I). [63] Sejam 0 ă α ă 1, I “ ra, bs, p´8 ď a ă b ď
8q um intervalo, ψ P CpI,Rq uma função crescente tal que ψpxq ‰ 0 para todo x P I e

f, g P CpI,Rq. Então, temos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“0

ˆ ´ε
m ´ l

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pmqpxqDα´m;ψ
a` gpxq

´
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqf pkqpaqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq ,

onde ε “ p1 ´ βqp1 ´ αq.

Demonstração. Aplicando a Eq. (2.5), o Lema 1.4 e fazendo n “ 1, temos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “CDn`βpα´nq;ψ

a`

”

I
p1´βqpn´αq;ψ
a` pfgqpxq

ı

“CD1`βpα´1q;ψ
a`

”

I
p1´βqp1´αq;ψ
a` pfgqpxq

ı

“CD1`βpα´1q;ψ
a`

”

I
ε;ψ
a` pfgqpxq

ı

“CD1`βpα´1q;ψ
a`

«

8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

f pkqpxqIε`k;ψ
a` gpxq

ff

“
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

CD1`βpα´1q;ψ
a`

”

f pkqpxqIε`k;ψ
a` gpxq

ı

. (2.32)

Observe que, a regra tipo Leibniz para a derivada ψ-Caputo em termos da

derivada fracionária ψ-Riemann-Liouville, é dada por [70]

CDα;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

k“0

ˆ

α

k

˙

f pkqpxqDα´k;ψ
a` gpxq ´

n´1
ÿ

k“0

dk

dxk
pfpxqgpxqqpaq
Γ pk ´ α ` 1q pψpxq ´ ψpaqqk´α.
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Assim, da Eq.(2.32), temos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

˜

8
ÿ

l“0

ˆ

1 ` βpα ´ 1q
l

˙

pf pkqqplqpxqD1`βpα´1q´l;ψ
a` Iε`k;ψ

a` gpxq

´ f pkqpaqIε`k;ψ
a` gpaq

Γ p´p1 ` βpα ´ 1qq ` 1qpψpxq ´ ψpaqq´p1`βpα´1qq

¸

“
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙ 8
ÿ

l“0

ˆ

α ` ε

l

˙

f pk`lqpxqDα`ε´l;ψ
a` Iε`k;ψ

a` gpxq

´
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

f pkqpaqIε`k;ψ
a` gpaq

Γ p´βpα ´ 1qq pψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

“
8
ÿ

l“0

8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pk`lqpxqDα`ε´l;ψ
a` Iε`k;ψ

a` gpxq

´
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

f pkqpaqIε`k;ψ
a` gpaq

Γ pβp1 ´ αqq pψpxq ´ ψpaqq´pα`εq.

Introduzindo a seguinte mudança, m “ k ` l, obtemos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“l

ˆ ´ε
m ´ l

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pmqpxqDα`ε´l;ψ
a` Iε`m´l;ψ

a` gpxq

´
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

f pkqpaqIε`k;ψ
a` gpaq

Γ pβp1 ´ αqq pψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

“
8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“0

ˆ ´ε
m ´ l

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pmqpxqDα`ε´l;ψ
a` Iε`m´l;ψ

a` gpxq

´
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

f pkqpaqIε`k;ψ
a` gpaq

Γ pβp1 ´ αqq pψpxq ´ ψpaqq´pα`εq. (2.33)

Agora, note que

Dγ´l;ψ
a` Iµ´l

a` hpxq “
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´γ`l;ψ
a` Iµ´l;ψ

a` hpxq

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´γ`l`µ´l;ψ
a` hpxq

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´γ`µ;ψ
a` hpxq

“
ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙n

In´pγ´µq;ψ
a` hpxq

“Dγ´µ;ψ
a` hpxq.

Assim, se γ “ α ` ε e µ “ ε ` m, temos

Dα`ε´l;ψ
a` Iε`m´l

a` hpxq “ Dα`ε´pε`mq;ψ
a` hpxq “ Dα´m;ψ

a` hpxq. (2.34)
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Substituindo a Eq.(2.34) na Eq.(2.33), obtemos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“0

ˆ ´ε
m ´ l

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pmqpxqDα´m;ψ
a` gpxq

´
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqf pkqpaqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq ,

concluindo a prova.

Teorema 2.15. (Regra tipo Leibniz II)[63] Sejam 0 ă α ă 1, I “ ra, bs, p´8 ď a ă b ď
8q um intervalo, ψ P CpI,Rq uma função crescente tal que ψpxq ‰ 0 para todo x P I e

f, g P CpI,Rq. Então, temos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqHDα´m,β;ψ
a` gpxq ` Ωf,gpα, β, aq, (2.35)

com

Ωf,gpα, β, aq “
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqpf pkqpxq ´ f pkqpaqqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq ,

onde ε “ p1 ´ βqp1 ´ αq.

Demonstração. Aplicando a Eq. (2.5), o Lema 1.4 e fazendo n “ 1, temos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “CDn`βpα´nq;ψ

a`

”

I
p1´βqpn´αq;ψ
a` pfgqpxq

ı

“CD1`βpα´1q;ψ
a`

”

I
p1´βqp1´αq;ψ
a` pfgqpxq

ı

“CD1`βpα´1q;ψ
a`

”

I
ε;ψ
a` pfgqpxq

ı

“CD1`βpα´1q;ψ
a`

«

8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

f pkqpxqIε`k;ψ
a` gpxq

ff

“
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

CD1`βpα´1q;ψ
a`

”

f pkqpxqIε`k;ψ
a` gpxq

ı

. (2.36)

Observe que a regra tipo Leibniz para a derivada ψ-Caputo em termos da

derivada fracionária ψ-Caputo, é dada por [70]

CDα;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

k“0

ˆ

α

k

˙

f pkqpxqCDα´k;ψ
a` gpxq ` gpaqpfpxq ´ fpaqqpψpxq ´ ψpaqq´α

Γ p1 ´ αq .
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Assim da Eq.(2.36), temos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

˜

8
ÿ

l“0

ˆ

1 ` βpα ´ 1q
l

˙

pf pkqqplqpxqCD1`βpα´1q´l;ψ
a` Iε`k;ψ

a` gpxq

` Iε`k;ψ
a` gpaqpf pkqpxq ´ f pkqpaqqpψpxq ´ ψpaqq´p1`βpα´1qq

Γ p1 ´ p1 ` βpα ´ 1qqq

˙

“
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙ 8
ÿ

l“0

ˆ

α ` ε

l

˙

f pk`lqpxqCDα`ε´l;ψ
a` Iε`k;ψ

a` gpxq

`
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqpf pkqpxq ´ f pkqpaqqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq

“
8
ÿ

l“0

8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pk`lqpxqCDα`ε´l;ψ
a` Iε`k;ψ

a` gpxq

`
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqpf pkqpxq ´ f pkqpaqqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq .

Tomando m “ k ` l, obtemos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“l

ˆ ´ε
m ´ l

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pmqpxqCDα`ε´l;ψ
a` Iε`m´l;ψ

a` gpxq

`
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqpf pkqpxq ´ f pkqpaqqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq

“
8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“0

ˆ ´ε
m ´ l

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pmqpxqCDα`ε´l;ψ
a` Iε`m´l;ψ

a` gpxq

`
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqpf pkqpxq ´ f pkqpaqqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq . (2.37)

Note que, para 0 ă γ ă 1, 0 ă µ ă 1 e l P N, temos a identidade

CDγ´l;ψ
a` Iµ´l;ψ

a` hpxq “ I1´γ;ψ
a` D1;ψ

a` Iµ;ψ
a` . (2.38)

Com efeito, observe que γ ´ l ă 1 ´ l, logo temos

CDγ´l;ψ
a` Iµ´l;ψ

a` hpxq “I1´l´pγ´lq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙1´l

Iµ´l;ψ
a` hpxq

“I1´γ;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙1 ˆ 1
ψ1pxq

d

dx

˙´l

Iµ´l;ψ
a` hpxq

“I1´γ;ψ
a` D1;ψ

a` Il;ψa`Iµ´l;ψ
a` hpxq

“I1´γ;ψ
a` D1;ψ

a` Il`µ´l;ψ
a` hpxq

“I1´γ;ψ
a` D1;ψ

a` Iµ;ψ
a` hpxq.
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Se γ “ α ` ε e µ “ ε ` m, da Eq.(2.38), temos

CDα`ε´l;ψ
a` Iε`m´l;ψ

a` hpxq “I1´pα`εq;ψ
a` D1;ψ

a` Iε`m;ψ
a` hpxq

“I1´α´ε;ψ
a` D1;ψ

a` Iε`m;ψ
a` hpxq

“Iβp1´αq;ψ
a` D1;ψ

a` Ip1´βqp1´αq;ψ
a` Im;ψ

a` hpxq
“Iβp1´m´α`mq;ψ

a` D1;ψ
a` Im;ψ

a` Ip1´βqp1´m´α`mq;ψ
a` hpxq

“Iβp1´m´pα`mqq;ψ
a`

ˆ

1
ψ1pxq

d

dx

˙1´m

Ip1´βqp1´m´pα´mqq;ψ
a` hpxq

“HDα´m,β;ψ
a` hpxq. (2.39)

Substituindo a Eq.(2.39) na Eq.(2.37), obtemos

HDα,β;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“0

ˆ ´ε
m ´ l

˙ˆ

α ` ε

l

˙

f pmqpxqHDα´m,β;ψ
a` gpxq

`
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqpf pkqpxq ´ f pkqpaqqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqHDα´m,β;ψ
a` gpxq

`
8
ÿ

k“0

ˆ´ε
k

˙

Iε`k;ψ
a` gpaqpf pkqpxq ´ f pkqpaqqpψpxq ´ ψpaqq´pα`εq

Γ pβp1 ´ αqq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqHDα´m,β;ψ
a` gpxq ` Ωf,gpα, β, aq.

Note que

8
ÿ

n“0

ˆ

α

m ´ n

˙ˆ

β

n

˙

“
ˆ

α ` β

m

˙

, (2.40)

isto é, pela identidade (1.42), temos
ˆ

α

m ´ n

˙

“ p´1qm´n´1αΓ pm ´ n ´ αq
Γ p1 ´ αqΓ pm ´ n ` 1q “ p´1qm´nΓ pm ´ n ´ αq

Γ p´αqpm ´ nq! . (2.41)

e
ˆ

β

n

˙

“ p´1qn´1βΓ pn ´ βq
Γ p1 ´ βqΓ pn ` 1q “ p´1qnΓ pn ´ βq

Γ p´βqn!
. (2.42)

Substituindo as Eq.(2.41), Eq.(2.42) na Eq.(2.40), obtemos

8
ÿ

n“0

ˆ

α

m ´ n

˙ˆ

β

n

˙

“
8
ÿ

n“0

p´1qm´nΓ pm ´ n ´ αq
Γ p´αqpm ´ nq!

p´1qnΓ pn ´ βq
Γ p´βqn!

“ p´1qm
Γ p´αqΓ p´βq

8
ÿ

n“0

Γ pm ´ n ´ αqΓ pn ´ βq
pm ´ nq!n!

.
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Note que pela propriedade A.2.1, segue que

Bpn ´ β,m ´ n ´ αq “ Γ pn ´ βqΓ pm ´ n ´ αq
Γ pm ´ α ´ βq .

Logo, temos

8
ÿ

n“0

ˆ

α

m ´ n

˙ˆ

β

n

˙

“ p´1qm
Γ p´αqΓ p´βq

8
ÿ

n“0

Γ pm ´ α ´ βqBpn ´ β,m ´ n ´ αq
pm ´ nq!n!

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
Γ p´αqΓ p´βq

8
ÿ

n“0

Bpn ´ β,m ´ n ´ αq
pm ´ nq!n!

.

Assim, a partir da Definição A.2, concluímos

8
ÿ

n“0

ˆ

α

m ´ n

˙ˆ

β

n

˙

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
Γ p´αqΓ p´βq

8
ÿ

n“0

1
pm ´ nq!n!

ż 1

0

tn´β´1p1 ´ tqm´n´α´1dt

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
Γ p´αqΓ p´βq

ż 1

0

tn´β´1p1 ´ tqm´n´α´1

8
ÿ

n“0

1
pm ´ nq!n!

dt

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
Γ p´αqΓ p´βq

ż 1

0

t´β´1p1 ´ tqm´α´1

8
ÿ

n“0

tnp1 ´ tq´n

pm ´ nq!n!
dt

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
Γ p´αqΓ p´βq

ż 1

0

t´β´1p1 ´ tqm´α´1

8
ÿ

n“0

m!tnp1 ´ tq´n

m!pm ´ nq!n!
dt

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
m!Γ p´αqΓ p´βq

ż 1

0

t´β´1p1 ´ tqm´α´1

8
ÿ

n“0

ˆ

m

n

˙ˆ

t

1 ´ t

˙n

dt

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
m!Γ p´αqΓ p´βq

ż 1

0

t´β´1p1 ´ tqm´α´1

ˆ

1 ` t

1 ´ t

˙m

dt

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
m!Γ p´αqΓ p´βq

ż 1

0

t´β´1p1 ´ tqm´α´1 1
p1 ´ tqmdt

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
m!Γ p´αqΓ p´βq

ż 1

0

t´β´1p1 ´ tq´α´1dt

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βqΓ p´αqΓ p´βq
m!Γ p´αqΓ p´βqΓ p´α ´ βq

“p´1qmΓ pm ´ α ´ βq
m!Γ p´α ´ βq

“p´1qmp´α ´ βqΓ pm ´ α ´ βq
p´α ´ βqm!Γ p´α ´ βq

“p´1qm´1pα ` βqΓ pm ´ α ´ βq
m!Γ p1 ´ α ´ βq

“
ˆ

α ` β

m

˙

.

Observe que
8
ÿ

n“0

ˆ

m

n

˙ˆ

t

1 ´ t

˙n

é uma série binomial [66]. Finalizando assim

a demonstração.
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Uma das condições para que um operador diferencial seja considerado fraci-

onário, como indicado em [20, 41], é satisfazer a regra de Leibniz. No entanto, alguns

operadores não a satisfazem. Muitas derivadas fracionárias, em particular a derivada

fracionária de Caputo [23, 58], uma das mais utilizadas e essencial no estudo de efeitos

de memória e equações diferenciais com condições iniciais, não satisfaz tal regra. Por tal

razão, dado que são poucos os operadores que a satisfazem, foi introduzido a regra tipo

Leibniz para o operador fracionário ψ-Hilfer Teorema 2.15. A partir desta é possível obter

como casos particulares, uma ampla classe de regras de Leibniz e regras tipo Leibniz de

algumas derivadas fracionárias.

Vamos então, apresentar alguns casos particulares oriundos da regra tipo Leibniz

da derivada fracionária ψ-Hilfer, obtidos a partir de escolhas pertinentes da função ψpxq
e dos limites β Ñ 0 e β Ñ 1. Outros casos podem ser obtidos escolhendo diferentes

combinações. Para os casos particulares apresentados, sugerimos [9, 67, 68].

1. Aplicando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.35) e, utilizando a Eq.(2.25), obtemos

HDα,0;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqHDα´m,0;ψ
a` gpxq ` Ωf,gpα, 0, aq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqDα´m;ψ
a` gpxq ` Ωf,gpα, 0, aq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqDα´m;ψ
a` gpxq

“Dα;ψ
a` pfgqpxq,

a qual é a regra de Leibniz para a derivada fracionária ψ-Riemann-Liouville. Observe

que Ωf,gpα, 0, aq “ 0, pois,
1

Γ pβp1 ´ αqq “ 0, quando β Ñ 0.

2. Considere ψpxq “ x, tomando o limite β Ñ 0 na Eq.(2.35) e usando a Eq.(2.28),

obtemos

HDα,0;x
a` pfgqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqHDα´m,0;ψ
a` gpxq ` Ωf,gpα, 0, aq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqDα´m
a` gpxq ` Ωf,gpα, 0, aq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqDα´m
a` gpxq

“Dα
a`pfgqpxq,

a qual é a regra de Leibniz para a derivada fracionária Riemann-Liouville. Observe

que Ωf,gpα, 0, aq “ 0, pois,
1

Γ pβp1 ´ αqq “ 0, quando β Ñ 0.
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3. Aplicando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.35) e usando a Eq.(2.24), obtemos

HDα,1;ψ
a` pfgqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqHDα´m,1;x
a` gpxq ` Ωf,gpα, 1, aq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqCDα´m;ψ
a` gpxq ` Ωf,gpα, 1, aq

“CDα;ψ
a` pfgqpxq,

a qual é a regra tipo Leibniz para a derivada fracionária ψ-Caputo. Observe que

Ωf,gpα, 1, aq “ gpaqpfpxq ´ fpaqqpψpxq ´ ψpaqq´α

Γ p1 ´ αq , pois,

lembrando que ε “ p1 ´ αqp1 ´ βq,

•

ˆ´ε
k

˙

“ 1, quando k “ 0 e β Ñ 0.

•

ˆ´ε
k

˙

“ 0, quando k “ 1, 2, 3, . . . e β Ñ 0.

4. Considere ψpxq “ x, tomando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.35) e fazendo uso da Eq.(2.26),

obtemos

HDα,1;x
a` pfgqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqHDα´m,1;x
a` gpxq ` Ωf,gpα, 1, aq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqCDα´m
a` gpxq ` Ωf,gpα, 1, aq

“CDα
a`pfgqpxq,

a qual é a regra tipo Leibniz para a derivada fracionária de Caputo. Observe que

Ωf,gpα, 1, aq “ gpaqpfpxq ´ fpaqqpx ´ aq´α

Γ p1 ´ αq , pois, usando o fato ε “ p1 ´ αqp1 ´ βq,

•

ˆ´ε
k

˙

“ 1, quando k “ 0 e β Ñ 0.

•

ˆ´ε
k

˙

“ 0, quando k “ 1, 2, 3, . . . e β Ñ 0.

5. Considere ψpxq “ lnpxq, tomando o limite β Ñ 1 na Eq.(2.35) e fazendo uso da

Eq.(2.29), obtemos

HDα,1;lnpxq
a` pfgqpxq “

8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqHDα´m,1;lnpxq
a` gpxq ` Ωf,gpα, 1, aq

“
8
ÿ

m“0

ˆ

α

m

˙

f pmqpxqCHDα´m
a` gpxq ` Ωf,gpα, 1, aq

“CHDα
a`pfgqpxq,
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a qual é a regra tipo Leibniz para a derivada fracionária Hadamard. Observe que

Ωf,gpα, 1, aq “ gpaqpfpxq´fpaqqplnpxq ´ lnpaqq´α

Γ p1 ´ αq , pois usando o fato ε “ p1´αqp1´
βq,

•

ˆ´ε
k

˙

“ 1, quando k “ 0 e β Ñ 0.

•

ˆ´ε
k

˙

“ 0, quando k “ 1, 2, 3, . . . e β Ñ 0.

Assim, concluímos essa seção, apresentando as regra tipo Leibniz I e regra tipo

Leibniz II, bem como alguns casos particulares importantes.
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3 Estabilidades de Ulam-Hyers de uma equa-

ção integrodiferencial não-linear fracionária

de Volterra

Ao longo das décadas, inúmeros pesquisadores vem dedicando suas pesquisas

na investigação de propriedades de existência, unicidade, controlabilidade, estabilidades de

Ulam-Hyers de equações diferenciais e integrodiferenciais fracionárias, sejam elas, do tipo

funcional, neutral, com impulsos instântaneos e não-instântaneos, por meio de teoremas de

ponto fixo e desigualdade de Gronwall, dentre outras [29, 30, 55, 56, 57, 62, 64, 65]. Uma

das consequências direta ao atacar problemas de equações diferenciais e integro-diferenciais

no contexto fracionário, é a ampla classe de possibilidades que podem ser discutidas

quanto aos casos particulares oriundos da versão investigada. Além disso, permite discutir

e analisar quanto a liberdade da ordem da derivada fracionária que esta diretamente ligada

ao problema investigado, isto é, a ordem 0 ă α ă 1. Nesse sentido, devido a estes fatos e

outros que podem ser obtidos na literatura, neste capítulo, investigaremos as estabilidades

de Ulam-Hyers e Ulam-Hyers-Rassias da equação integro-diferencial não-linear fracionária

de Volterra Eq.(3.1)

$

&

%

HD
α,β;ψ
0` uptq “ fpt, uptqq ´

ż t

0

kpt, s, upsqqds

I1´γ
0` up0q “ σ,

(3.1)

onde HDα,β;ψ
a` p¨ q é a derivada fracionária ψ-Hilfer, t P I “ r0, T s, fpt, uptqq é uma função

contínua com respeito as variáveis t e u sobre I ˆ R, kpt, s, upsqq é uma função contínua

respeito de t, s e u sobre I ˆ R ˆ R e σ é uma constante dada.

Inicialmente apresentaremos as definições das estabilidades de Ulam-Hyers-

Rassias e de Ulam-Hyers por meio da derivada ψ-Hilfer, bem como outras definições

importantes para o desenvolvimento do capítulo.

A definição a seguir, é uma adaptação da definição dada por Şevgin em [8].

Definição 3.1. [60] Se para cada função continuamente diferenciável uptq, satisfazendo

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HD
α,β;ψ
a` uptq ´ fpt, uptqq ´

ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Φptq,

onde Φptq ě 0 para todo t, existe uma solução u0ptq da equação integro-diferencial não

linear de Volterra (Eq.(3.1)), e uma constante C ą 0 com |uptq ´ u0ptq| ď CΦptq para todo

t, onde C é independente de uptq e u0ptq, então dizemos que:
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i. A Eq.(3.1) tem estabilidade de Ulam-Hyers-Rassias.

ii. Se Φptq é uma função constante então a Eq.(3.1) tem estabilidade de Ulam-Hyers.

A seguir, vamos apresentar alguns resultados de análise como: espaço métrico

completo, contração e ponto fixo, visto que são de grande utilidade a fim de atingir o

objetivo principal deste capítulo.

Definição 3.2. [32] O par pX, dq é chamado um espaço métrico completo generalizado, se

X é um conjunto não vazio e d uma função de X ˆX aos reais estendidos que satisfaz as

seguintes condições:

1. dpx, yq ě 0, @x, y P X.

2. dpx, yq “ 0 se e somente se x “ y, @x, y P X.

3. dpx, yq “ dpy, xq, @x, y P X.

4. dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq, @x, y, z P X.

5. Toda sequência d-Cauchy sobre X é d-convergente. Isto é, se pXnq é uma sequência

em X tal que lim
m,nÑ8

dpxm, xnq “ 0, então existe x P X com lim
nÑ8

dpxn, xq “ 0.

Note que, a Definição 3.2 difere do conceito usual de espaço métrico completo,

pelo fato de que nem todos os pontos em X tem necessariamente uma distância finita.

Se as condições 1, 2, 3 e 4 da Definição 3.2 são satisfeitas, dizemos que pX, dq é um espaço

métrico.

Definição 3.3. [8] Seja pX, dq um espaço métrico. Uma aplicação T : X Ñ X é chamada

contração sobre X se existe uma constante L, com 0 ă L ă 1, de modo que, se dpx, yq ă 8
então dpTx, Tyq ď Ldpx, yq ă 8.

Teorema 3.1. Seja pX, dq um espaço métrico completo generalizado. Admitamos que

T : X Ñ X é uma contração. Se existe um inteiro não-negativo k tal que

dpT k`1x, T kxq ă 8 para algum x P X, então segue que:

1. A sequência pT nxq converge para um ponto fixo x˚ de T.

2. x˚ é o único ponto fixo de T em X˚ “ ty P X : dpT nx, yq ă 8u.

3. Se y P X˚, então dpy, x˚q ď 1
1 ´ L

dpTy, yq.



Capítulo 3. Estabilidades de Ulam-Hyers de uma equação integrodiferencial não-linear fracionária de

Volterra 70

Demonstração. 1. Seja N um particular (o menor) de todos os números k “ 0, 1, 2, . . .

tal que dpT k`1x, T kxq ă 8. Usando a Definição 3.3, temos

dpTN`2x, TN`1xq “dpT pTN`1xq, T pTNxqq ď LdpTN`1x, TNxq ă 8
dpTN`3x, TN`2xq “dpT pTN`2xq, T pTN`1xqq ď L2dpTN`1x, TNxq ă 8

...

dpTN`k`1x, TN`kxq “dpT pTN`kxq, T pTN`k´1xqq ď LkpTN`1x, TNxq ă 8

para todo k “ 1, 2, 3, . . . .

Em outras palavras, provamos que se n é um número inteiro tal que n ą N , então

dpT n`1x, T nxqq ď Ln´NpTN`1x, TNxq ă 8.

Agora da condição 4 da Definição 3.2, sempre que n ě N temos para qualquer

k “ 1, 2, . . . ,

dpT n`kx, T nxq ď dpT n`kx, T n`k´1xq ` dpT n`k´1x, T nxq
ď dpT n`kx, T n`k´1xq ` dpT n`k´1x, T n`k´2xq ` dpT n`k´2x, T nxq

ď
k
ÿ

i“1

dpT n`ix, T n`i´1xq ď
k
ÿ

i“1

Ln`i´1´NdpTN`1x, TNxq

“ Ln´N
k
ÿ

i“1

Li´1dpTN`1x, TNxq “ Ln´N 1 ´ Lk

1 ´ L
dpTN`1x, TNxq

ď Ln´N

1 ´ L
dpTN`1x, TNxq. (3.2)

Observe que quando n Ñ 8, dpT n`kx, T nxq Ñ 0, assim a sequência x, Tx, T 2x, . . . , T nx, . . .

é uma sequência d-Cauchy. Pela Definição 3.2 é d-convergente, isto é, existe um

elemento x˚ P X tal que lim
nÑ8

dpT nx, x˚q “ 0.

Verifiquemos agora que x˚ é um ponto fixo de T .

Sempre que n ě N , temos

0 ď dpx˚, Tx˚q ď dpx˚, T nxq ` dpT nx, Tx˚q ď dpx˚, T nxq ` LdpT n´1x, x˚q.

Tomando o limite com n Ñ 8, temos que dpx˚, Tx˚q “ 0 o que implica que Tx˚ “ x˚,

de modo que x˚ é um ponto fixo de T .

2. Suponha que existem dois pontos fixos x˚ e y logo Tx˚ “ x˚ e Ty “ y, de modo que,

dpx˚, yq “ dpTx˚, T yq ď Ldpx˚, yq.

Assim, dpx˚, yq “ 0 então x˚ “ y. Portanto, x˚ é o único ponto fixo de T .
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3. Da Eq.(3.2), temos

dpT ny, T n`kyq ď Ln´N

1 ´ L
dpTNy, TN`1yq.

Se y P X˚ e fazendo n “ 0 na desigualdade anterior, obtemos

dpy, T kyq ď 1
1 ´ L

dpy, Tyq.

Note que

dpy, x˚q ď dpy, T kyq ` dpT ky, x˚q ď 1
1 ´ L

dpy, Tyq.

No seguinte teorema, se estuda a estabilidade de Ulam-Hyers-Rassias para a

equação diferencial fracionária não-linear de Volterra (Eq.(3.1)).

Teorema 3.2. Seja I “ r0, T s um intervalo fechado e limitado dado, com T ą 0 e M ,

Lf e Lk constantes positivas com 0 ă MLf ` M2Lk ă 1. Suponha que f : I ˆ R Ñ R é

uma função contínua a qual satisfaz a condição Lipschitz

|fpt, u1q ´ fpt, u2q| ď Lf |u1 ´ u2| , @t P I, @u1, u2 P R,

k : I ˆ I ˆ R Ñ R é uma função contínua a qual satisfaz a condição de Lipschitz

|kpt, s, u1q ´ kpt, s, u2q| ď Lk |u1 ´ u2| , @t, s P I, @u1, u2 P R,

e ψ P Cr0, T s uma função crescente tal que ψ1ptq ‰ 0 sobre I. Se uma função continuamente

diferenciável u : I Ñ R satisfaz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HD
α,β;ψ
0` uptq ´ fpt, uptqq ´

ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď φptq, @t P I, (3.3)

onde φ : I Ñ p0,8q é uma função contínua com Iα;ψ
0` φptq ď Mφptq para cada t P I, então

existe uma única função u0 : I Ñ R, tal que

u0ptq “ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, u0ptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, u0psqqds


com I1´γ;ψ
0` up0q “ σ, 0 ă α ď 1, 0 ď β ď 1, γ “ α ` βp1 ´ αq e

|uptq ´ u0ptq| ď M

1 ´ pMLf ` M2Lkqφptq, @t P I.

Demonstração. Seja X o conjunto de todas as funções contínuas de valor real sobre I.

Para v, w P X, se define o conjunto

dpv, wq “ inf
CPr0,8s

t|vptq ´ wptq| ď Cφptq, @t P Iu . (3.4)
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Note que pX, dq é um espaço métrico completo generalizado.

Considere o operador T : X Ñ X definido por:

T pvptqq “ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, vptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, vpsqqds


, @t P I, @v P X.

(3.5)

Verifiquemos que T é uma contração sobre X.

Consideremos Cvw P r0,8s uma constante com dpv, wq ď Cvw para qualquer v, w em X.

Assim, pela Eq.(3.4) temos,

|vptq ´ wptq| ď Cvwφptq, @t P I.

Observemos que

|T pvptqq ´ T pwptqq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, vptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, vpsqqds


´ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ´ Iα;ψ
0` fpt, wptqq ´ Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, wpsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Iα;ψ
0` rfpt, vptqq ´ fpt, wptqqs ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

rkpt, s, vpsqq ´ kpt, s, wpsqqs ds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1
Γ pαq

ż t

0

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqα´1 |fpξ, vpξqq ´ fpξ, wpξqq| dξ

` 1
Γ pαq

ż t

0

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqα´1

„
ż ξ

0

|kpt, s, vpsqq ´ kpt, s, wpsqq| ds


dξ

ď Lf

Γ pαq

ż t

0

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqα´1 |vpξq ´ wpξq| dξ

` Lk

Γ pαq

ż t

0

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqα´1

„
ż ξ

0

|vpsq ´ wpsq| ds


dξ

ď LfCvwIα;ψ
0` φptq ` LkCvwIα;ψ

0`

„
ż t

0

φpsqds


ď MLfCvwφptq ` MLkCvw

„
ż t

0

φpsqds


“ MLfCvwφptq ` MLkCvwI1;x
0` rφptqs

ď MLfCvwφptq ` M2LkCvwφptq “ Cvwφptq
`

MLf ` M2Lk
˘

,

isto é, d pTv, Twq ď Cvwφptq
`

MLf ` M2Lk
˘

.

Logo, podemos concluir que d pTv, Twq ď
`

MLf ` M2Lk
˘

d pv, wq para todo v, w P X,

onde 0 ă MLf ` M2Lk ă 1.

Da Eq.(3.5) para w0 P X arbitrário, existe uma constante 0 ă C ă 8, com

|T pw0ptqq ´ w0ptq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, w0ptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, w0psqqds


´ w0ptq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďCφptq,
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dado que fpt, w0ptqq, kpt, s, w0psqq e w0ptq são limitadas nos seus domínios e min
tPI

φptq ą 0.

Assim da Eq.(3.4) temos que dpTw0, w0q ă 8.

Pelo Teorema 3.1 (parte 1.) existe u0 : I Ñ R tal que T nw0 Ñ u0 em pX, dq e Tu0 “ u0,

isto é

u0 “ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, u0ptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, u0psqqds


Dado que w e u0 são limitadas sobre I para qualquer w P X e min
tPI

φptq ą 0, existe uma

constante Cw tal que

|w0ptq ´ wptq| ď Cwφptq, @w P X.

Além disso, temos que tw P X : dpw0, wq ă 8u é igual a X, assim podemos concluir que

u0 é a única função contínua.

Aplicando o operador Iα;ψ
0` na Eq.(3.3), fazendo uso da Eq.(2.7) e rearranjando, temos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HD
α,β;ψ
0` uptq ´ fpt, uptqq ´

ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď φptq

ñ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Iα;ψ
0`

”

HD
α,β;ψ
0` uptq

ı

´ Iα;ψ
0` rfpt, uptqqs ´ Iα;ψ

0`

„
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Iα;ψ
0` φptq

ñ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

uptq ´ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq Ip1´βqp1´αq;ψ
a` up0q ´ Iα;ψ

0` rfpt, uptqqs ´ Iα;ψ
0`

„
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Iα;ψ
0` φptq

ñ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

uptq ´ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq I1´γ;ψ
a` up0q ´ Iα;ψ

0` rfpt, uptqqs ´ Iα;ψ
0`

„
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Iα;ψ
0` φptq

ñ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

uptq ´ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ´ Iα;ψ
0` rfpt, uptqqs ´ Iα;ψ

0`

„
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Iα;ψ
0` φptq.

Note que,

|uptq ´ T puptqq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

uptq ´ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ´ Iα;ψ
0` rfpt, uptqqs ´ Iα;ψ

0`

„
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďIα;ψ
0` φptq ď Mφptq, @t P I,

isto implica que, dpu, Tuq ď Mφptq.
Pelo Teorema 3.1 (parte 3.) e o resultado anterior, obtemos

dpu, u0q ď 1
1 ´ pMLf ` M2LkqdpTu, uq ď Mφptq

1 ´ pMLf ` M2Lkq ,

concluindo a prova.

No teorema a seguir, se estuda a estabilidade de Ulam-Hyers para a equação

diferencial fracionária não-linear de Volterra (Eq.(3.1)).
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Teorema 3.3. Seja 0 ă α ă 1, 0 ď β ď 1, I “ r0, T s um intervalo fechado e limitado

dado, tal que T ą 0 e ψ P Cr0, T s uma função crescente tal que ψ1ptq ‰ 0 para todo t P I.

Também sejam Lf e Lk constantes positivas com 0 ă pψpT q ´ ψp0qqα
Γ pα ` 1q pLf ` T Lkq ă 1.

Suponha que f : I ˆ R Ñ R é uma função contínua a qual satisfaz a condição Lipschitz

|fpt, u1q ´ fpt, u2q| ď Lf |u1 ´ u2| , @t P I, @u1, u2 P R,

e k : I ˆ I ˆ R Ñ R é uma função contínua que satisfaz a condição de Lipschitz

|kpt, s, u1q ´ kpt, s, u2q| ď Lk |u1 ´ u2| , @t, s P I, @u1, u2 P R.

Se para ε ě 0 uma função continuamente diferenciável u : I Ñ R satisfaz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HD
α,β;ψ
0` uptq ´ fpt, uptqq ´

ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε, @t P I, (3.6)

então existe uma única função u0 : I Ñ R satisfazendo

u0ptq “ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, u0ptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, u0psqqds


com I1´γ;ψ
0` up0q “ σ, 0 ă α ď 1, 0 ď β ď 1, γ “ α ` βp1 ´ αq e

|uptq ´ u0ptq| ď pψpT q ´ ψp0qqαε
Γ pα ` 1q ´ pψpT q ´ ψp0qqα pLf ` T Lkq , @t P I.

Demonstração. Seja X o conjunto de todas as funções contínuas de valor real sobre I.

Para v, w P X, se define o conjunto

dpv, wq “ inf
CPr0,8s

t|vptq ´ wptq| ď C, @t P Iu . (3.7)

Note que pX, dq é um espaço métrico completo generalizado.

Considere o operador T : X Ñ X definido por:

T pvptqq “ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, vptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, vpsqqds


, @t P I, @v P X.

(3.8)

Verifiquemos que T é uma contração sobre X.

Consideremos Cvw P r0,8s uma constante com dpv, wq ď Cvw para qualquer v, w em X.

Assim, pela Eq.(3.7) temos,

|vptq ´ wptq| ď Cvw, @t P I. (3.9)
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Observemos que, ao fazer uso das condições de Lipschitz, da Eq.(3.8), o Lema 1.2 e a

Eq.(3.9), temos

|T pvptqq ´ T pwptqq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Iα;ψ
0` rfpt, vptqq ´ fpt, wptqqs ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

rkpt, s, vpsqq ´ kpt, s, wpsqqs ds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Lf

Γ pαq

ż t

0

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqα´1 |vpξq ´ wpξq| dξ

` Lk

Γ pαq

ż t

0

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqα´1

„
ż ξ

0

|vpsq ´ wpsq| ds


dξ

ďLfCvwIα;ψ
0`

“

pψptq ´ ψp0qq1´1
‰

` LkCvw

Γ pαq

ż t

0

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqα´1ξdξ

ďLfCvw
pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q ` LkCvw

Γ pαq

ż t

0

ψ1pξqpψptq ´ ψpξqqα´1ξdξ,

agora, aplicando integração por partes no segundo termo e usando a hipótese da função

ψptq ser crescente, obtemos

|T pvptqq ´ T pwptqq| ďLfCvw
pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q ` LkCvw

Γ pαqα

ż t

0

pψptq ´ ψpξqqαdξ

ďLfCvw
pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q ` LkCvw

Γ pαqαpψpT q ´ ψp0qqα
ż t

0

dξ

ďLfCvw
pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q ` LkCvwT

Γ pαqα pψpT q ´ ψp0qqα

ďLfCvw
pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q ` LkCvwT

Γ pα ` 1qpψpT q ´ ψp0qqα

ďCvw
„pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q pLf ` T Lkq


,

isto é, d pTv, Twq ď Cvw

„pψpT q ´ ψp0qqα
Γ pα ` 1q pLf ` T Lkq



.

Logo, podemos concluir que d pTv, Twq ď
„pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q pLf ` T Lkq


d pv, wq para

todo v, w P X, onde 0 ă
„pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q pLf ` T Lkq


ă 1.

Da Eq.(3.8) para w0 P X arbitrário, existe uma constante 0 ă C ă 8, com

|T pw0ptqq ´ w0ptq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, w0ptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, w0psqqds


´ w0ptq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďC,

dado que fpt, w0ptqq, kpt, s, w0psqq e w0ptq são limitadas nos seus domínios.

Assim da Eq.(3.7) temos que dpTw0, w0q ă 8.

Pelo Teorema 3.1 (parte 1.) existe u0 : I Ñ R tal que T nw0 Ñ u0 em pX, dq e Tu0 “ u0,

isto é

u0 “ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ` Iα;ψ
0` fpt, u0ptqq ` Iα;ψ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, u0psqqds


.
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Dado que w e u0 são limitadas sobre I para qualquer w P X, existe uma constante Cw tal

que

|w0ptq ´ wptq| ď Cw, @w P X.

Igual que na prova do Teorema 3.2, temos que tw P X : dpw0, wq ă 8u é igual a X, assim

podemos concluir que u0 é a única função contínua.

Aplicando o operador Iα;ψ
0` na Eq.(3.6), fazendo uso da Eq.(2.7) e rearranjando, temos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Iα;ψ
0`

”

HD
α,β;ψ
0` uptq

ı

´ Iα;ψ
0` rfpt, uptqqs ´ Iα;ψ

0`

„
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Iα;ψ
0` pεq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

uptq ´ pψpxq ´ ψpaqqγ´1

Γ pγq σ ´ Iα;ψ
0` rfpt, uptqqs ´ Iα;ψ

0`

„
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε
pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q .

Note que,

|uptq ´ T puptqq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

uptq ´ pψptq ´ ψp0qqγ´1

Γ pγq σ ´ Iα;ψ
0` rfpt, uptqqs ´ Iα;ψ

0`

„
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďεpψpT q ´ ψp0qqα
Γ pα ` 1q , @t P I,

isto implica que, dpu, Tuq ď ε
pψpT q ´ ψp0qqα

Γ pα ` 1q .

Pelo Teorema 3.1 (parte 3.) e o resultado anterior, obtemos

dpu, u0q ď 1

1 ´
”

pψpT q´ψp0qqα

Γ pα`1q
pLf ` T Lkq

ıdpTu, uq

ď εpψpT q ´ ψp0qqα
Γ pα ` 1q ´ pψpT q ´ ψp0qqα pLf ` T Lkq ,

concluindo a prova.

Uma vez que estamos trabalhando com a derivada fracionária ψ-Hilfer e como

vimos no Capítulo 2, contém de uma ampla classe de derivadas fracionárias como casos

particulares, que preservam suas propriedades. Nesse sentido, a seguir apresentamos dois

teoremas como casos particulares do Teorema 3.3, isto é, escolhendo α “ 1 e as funções

ψptq “ t e ψptq “ pt ` aqρ, ρ P R
`, a ą 0.

O Teorema 3.4, é o caso clássico (inteiro), a partir da escolha de α “ 1,

0 ď β ď 1 e ψptq “ t.

Teorema 3.4. Seja 0 ď β ď 1, I “ r0, T s um intervalo fechado e limitado dado, tal que

T ą 0 e também sejam Lf e Lk constantes positivas com 0 ă T pLf ` T Lkq ă 1. Suponha

que f : I ˆ R Ñ R é uma função contínua a qual satisfaz a condição Lipschitz

|fpt, u1q ´ fpt, u2q| ď Lf |u1 ´ u2| , @t P I, @u1, u2 P R,
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e k : I ˆ I ˆ R Ñ R é uma função contínua que satisfaz a condição de Lipschitz

|kpt, s, u1q ´ kpt, s, u2q| ď Lk |u1 ´ u2| , @t, s P I, @u1, u2 P R.

Se para ε ě 0 uma função continuamente diferenciável u : I Ñ R satisfaz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HD
1,β;t
0` uptq ´ fpt, uptqq ´

ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε, @t P I,

então existe uma única função u0 : I Ñ R satisfazendo

u0ptq “ σ ` I1;t
0`fpt, u0ptqq ` I1;t

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, u0psqqds


e

|uptq ´ u0ptq| ď εT

1 ´ T pLf ` T Lkq , @t P I.

Demonstração. A demonstração segue direto do Teorema 3.3.

O próximo teorema, escolhemos α “ 1, 0 ď β ď 1 e ψptq “ pt ` aqρ, ρ P R
`,

a ą 0.

Teorema 3.5. Seja 0 ď β ď 1, I “ r0, T s um intervalo fechado e limitado dado, tal que

T ą 0 e também sejam Lf e Lk constantes positivas com 0 ă pT ` aqρ pLf ` T Lkq ă 1.

Suponha que f : I ˆ R Ñ R é uma função contínua a qual satisfaz a condição Lipschitz

|fpt, u1q ´ fpt, u2q| ď Lf |u1 ´ u2| , @t P I, @u1, u2 P R,

e k : I ˆ I ˆ R Ñ R é uma função contínua que satisfaz a condição de Lipschitz

|kpt, s, u1q ´ kpt, s, u2q| ď Lk |u1 ´ u2| , @t, s P I, @u1, u2 P R.

Se para ε ě 0 uma função continuamente diferenciável u : I Ñ R satisfaz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HD
1,β;tρ

0` uptq ´ fpt, uptqq ´
ż t

0

kpt, s, upsqqds
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε, @t P I,

então existe uma única função u0 : I Ñ R satisfazendo

u0ptq “ σ ` I1;tρ

0` fpt, u0ptqq ` I1;tρ

0`

„
ż ξ

0

kpt, s, u0psqqds


e

|uptq ´ u0ptq| ď εpT ` aqρ
Γ pα ` 1q ´ pT ` aqρ pLf ` T Lkq , @t P I.

Demonstração. A demonstração segue direto do Teorema 3.3.

Aqui apresentamos apenas esses dois casos, mas é possível obter outros casos

particulares a partir da escolha de α, β e da função ψp¨q. Observe que, os Teorema 3.4 e

Teorema 3.5, são resultados de estabilidades de Ulam-Hyers e Ulam-Hyers-Rassias.
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4 Conclusões e Perspectivas

Introduzimos alguns espaços com suas respectivas normas, a fim de desenvolver

o estudo sobre a derivada fracionária ψ-Hilfer, o objetivo principal deste trabalho. Nesse

sentido, introduzimos a integral fracionária de Riemann-Liouville com respeito a outra

função e investigamos alguns resultados fundamentais para a elaboração deste trabalho.

Mediante isso, apresentamos os conceitos fundamentais de derivada fracionária ψ-Riemann-

Liouville e ψ-Caputo e alguns teoremas.

Em vista das inúmeras definições existentes de derivadas fracionárias, e com o

objetivo de unificar em um único operador uma ampla classe a qual contém como casos

particulares as existentes, fez-se necessário definir um novo operador de diferenciação

fracionário, chamado ψ-Hilfer. Investigamos detalhadamente a derivada fracionária ψ-Hilfer

apresentando alguns resultados essenciais de suma importância no cálculo fracionário.

Alguns destes resultados foram utilizados para as derivadas fracionárias ψ-Caputo e

ψ-Riemann-Liouville. Por fim, apresentamos uma vasta classe de casos particulares de

derivadas fracionárias a partir da escolha adequada das funções ψp¨q e fp¨q bem como os

limites a, b e os paramêtros α, β.

Um dos pontos críticos ao investigar se, de fato, uma determinada derivada é

considerada fracionária, é a regra de Leibniz. A chamada regra de Leibniz conhecida no

cálculo de ordem inteira como regra do produto, foi estabelecida como uma das condições

do critério proposto por Ortigueira e Machado em 2015, para considerar se uma derivada

é dita fracionária. A questão é que, algumas derivadas fracionárias não satisfazem tal

condição, em especial, a derivada fracionária de Caputo. Então, visto que umas derivadas

fracionárias satisfazem e outras não, a regra de Leibniz, investigamos aqui a regra tipo

Leibniz para a derivada fracionária ψ-Hilfer, em duas versões, Tipo I e Tipo II. Uma vez

que a derivada fracionária ψ-Hilfer contém uma ampla classe de derivadas fracionárias

como casos particulares, consequentemente, as regras tipo Leibniz I e II, também contêm

casos particulares, destacamos essa propriedade detalhadamente no texto.

Para finalizar, investigamos as estabilidades de Ulam-Hyers de soluções de

equações integrodiferenciais não-lineares fracionárias de Volterra via teorema do ponto

fixo, propondo e realizando realizando algumas mudanças nas hipóteses dos resultados

originais discutidos por Jung [18].

Nesse sentido, concluímos o projeto de mestrado, cujo objetivo é investigar

detalhadamente a derivada fracionária ψ-Hilfer, destacando sua importância e relevância

para o cálculo fracionário. Além disso, discutimos as regras tipo Leibniz I e II, as quais

satisfazem certas condições (critério) para uma determinada derivada ser considerada
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fracionária, condições essas, apresentadas no critério de Ortigueira e Machado. Por fim,

realizamos uma aplicação envolvendo equações integrodiferenciais fracionárias no sentido

da derivada fracionária ψ-Hilfer e discutimos suas estabilidades de Ulam-Hyers.

Uma continuação natural deste trabalho para um futuro projeto de pesquisa no

doutorado, é investigar a existência, unicidade e estabilidades de Ulam-Hyers de soluções

suaves de equações diferenciais fracionárias introduzidas por meio da derivada fracionária

ψ-Hilfer e de operadores quase setoriais. Vale destacar que a solução suave é dada por

meio de funções de Mittag-Leffler de um e dois parâmetros. Por outro lado, temos como

perspectivas depois de obter um resultado sobre solução fraca de uma equação diferencial

fracionária com condições de contorno de Dirichlet no espaço de derivada ψ-fracionário

H
α,β;ψ
p pr0, T s,Rq, discutir alguns problemas variacionais que estão diretamente relacionados

com o cálculo fracionário e resultados investigados neste trabalho. Uma vez que o operador

derivada fracionário ψ-Hilfer está bem definido e bem consolidado com uma estrutura

variacional definida sobre o espaço H
α,β;ψ
p pr0, T s,Rq, motiva a investigar detalhadamente

alguns problemas que estão sendo discutidos na comunidade acadêmica.
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APÊNDICE A – Funções Especiais

Este apêndice tem como objetivo apresentar o básico sobre as funções gama,

beta e de Mittag-Leffler de um e dois parâmetros, que foram utilizadas no decorrer do

texto, visto que exemplos e definições por meio dessas funções especiais foram apresentadas

na Seção 2.1 e na Seção 2.3.

A.1 Função gama

A função gama foi introduzida por Leonhard Euler, como a generalização da

função fatorial a valores não inteiros, e faz parte das funções trascendentais especiais.

Foi estudada por matemáticos como: A. M. Legendre, C. F. Gauss, C. Gudermann, J.

Liouville, K. Weiestrass, C. Hermite, dentre outros, [11].

Definição A.1. [45] A função gama Γ pzq é definida pela integral,

Γ pzq “
ż 8

0

e´ttz´1dt, Repzq ą 0. (A.1)

A função definida pela Eq.(A.1) converge na metade direita do plano complexo,

isto é, para Repzq ą 0. Com efeito, seja z “ x ` iy, temos

Γ pzq “ Γ px ` iyq “
ż 8

0

e´ttx`iy´1dt

“
ż 8

0

e´ttx´1tiydt

“
ż 8

0

e´ttx´1eiy logptqdt

“
ż 8

0

e´ttx´1rcospy logptqq ` isen py logptqqsdt,

portanto,

|Γ pzq| ď
ż 8

0

e´ttx´1dt “ Γ pxq, dado que, | cospy logptqq ` isen py logptqq| “ 1.

A fim de discutir a última integral, é necessário separá-la em duas partes

para usar em cada região um limite conveniente, com o objetivo de obter integrandos

convergentes. Com esta ideia, temos que:

Γ pxq “
ż 1

0

e´ttx´1dt

l jh n

I1

`
ż 8

1

e´ttx´1dt

l jh n

J1

,
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sendo I1 limitada por
1
x

, para x ą 0, pois 0 ă t ă 1 e 0 ă e´t ă 1. No caso de J1 o

processo é um pouco mais elaborado, como se mostra a seguir:

Caso I: Se 0 ă x ď 1, então:

J1 “
ż 8

1

e´t

t1´x
dt ď

ż 8

1

e´tdt “ 1
e
.

Para este resultado temos que fptq “ t1´x é crescente, dado que sua derivada é

positiva. Além disso t1´x ě 1; do qual se conclui que J1 está limitada para 0 ă x ď 1.

Caso II: Se x ą 1, então: seja κ “ rxs (parte inteira de x), integrando por

partes J1 com u “ tx´1 e dv “ e´tdt; obtemos

J1 “
ż 8

1

e´ttx´1dt

“ lim
bÑ8

ż b

1

e´ttx´1dt

“ lim
bÑ8

ˆ

´e´ttx´1
ˇ

ˇ

b

1
` px ´ 1q

ż b

1

e´ttx´2dt

˙

“1
e

´ lim
bÑ8

bx´1

eb
` px ´ 1q

ż 8

1

e´ttx´2dt

ď1
e

´ lim
bÑ8

bκ

eb
` px ´ 1q

ż 8

1

e´ttx´2dt

“1
e

` px ´ 1q
ż 8

1

e´ttx´2dt

l jh n

J2

,

onde usamos o fato que bx´1 ď bκ e o limite a partir da regra de l’Hôpital κ-vezes.

Para J2, o mesmo procedimento feito para J1; primeiro o caso x ď 2 e depois

x ą 2. Continuando este processo, temos Jκ`1 “
ż 8

1

e´ttx´κ´1dt, onde x ´ κ ă 1 sendo

suficiente só aplicar o caso I. Portanto, a funcão Γ pzq converge para x “ Repzq ą 0.

Teorema A.1. (Representação da função gama pelo limite)[45]

Γ pzq “ lim
nÑ8

n!nz

zpz ` 1q ¨ ¨ ¨ pz ` nq , Repzq ą 0. (A.2)

Demonstração. Para mostrar a equivalência entre (A.1) e (A.2) as duas representações da

função gama apresentadas, é necessário definir a família de funções

fnpzq “
ż n

0

ˆ

1 ´ t

n

˙n

tz´1dt.

Introduzindo a substituição u “ t

n
, temos

fnpzq “
ż 1

0

p1 ´ uqnpunqz´1ndu.
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Aplicando integração por partes com w “ p1 ´ uqn e dv “ uz´1du, obtemos

fnpzq “nz
ż 1

0

p1 ´ uqnuz´1du

“nz
˜

p1 ´ uqnuz
z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

` n

z

ż 1

0

p1 ´ uqn´1uzdu

¸

“nzn

z

ż 1

0

p1 ´ uqn´1uzdu.

Novamente aplicando integração por partes com w “ p1 ´ uqn´1 e dv “ uzdu e

repetindo o processo n-vezes, temos

fnpzq “nznpn ´ 1q
zpz ` 1q

ż 1

0

p1 ´ uqn´2puqz`1du

...

“ nzn!
zpz ` 1q ¨ ¨ ¨ pz ` n ´ 1q

ż 1

0

puqz`n´1du

“ nzn!
zpz ` 1q ¨ ¨ ¨ pz ` n ´ 1qpz ` nq .

Usando o limite fundamental [52]

lim
nÑ8

ˆ

1 ´ t

n

˙n

“ e´t,

temos

lim
nÑ8

fnptq “ Γ pzq.

Agora, consideremos

△ :“
ż 8

0

e´ttz´1dt ´
ż n

0

ˆ

1 ´ t

n

˙n

tz´1dt

“
ż n

0

„

e´ttz´1 ´
ˆ

1 ´ t

n

˙n

tz´1



dt ´
ż 8

n

e´ttz´1dt,

Observemos que, tomando ǫ ą 0 arbitrário. Dada a convergência da integral

(A.1), existe um N tal que para n ě N , temos

|△1| “:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

n

e´ttz´1dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ż 8

n

|e´ttx´1||tiy|dt “
ż 8

n

e´ttx´1dt ă ǫ

3
,

Fixando agora N e considerando n ą N , podemos escrever

△ “
ż N

0

„

e´ttz´1 ´
ˆ

1 ´ t

n

˙n

tz´1



dt `
ż n

N

„

e´ttz´1 ´
ˆ

1 ´ t

n

˙n

tz´1



dt

´
ż 8

n

e´ttz´1dt

“ : △3 ` △2 ´ △1.
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Aplicando a desigualdade triangular, temos

|△| ď |△3| ` |△2| ` |△1| ă ǫ,

pois

|△2| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż n

N

„

e´ttz´1 ´
ˆ

1 ´ t

n

˙n

tz´1



dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ż n

N

„

e´t ´
ˆ

1 ´ t

n

˙n

tx´1dt

ă
ż 8

N

„

e´t ´
ˆ

1 ´ t

n

˙n

tx´1dt ă
ż 8

N

e´ttx´1dt ă ǫ

3
,

e, dada a relação a seguir,

0 ă e´t ´
ˆ

1 ´ t

n

˙n

ă t2

2n
, 0 ă t ă n.

Temos para n grande e N fixo,

|△3| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż N

0

„

e´ttz´1 ´
ˆ

1 ´ t

n

˙n

tz´1



dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1
2n

ż N

0

|t2||tx´1|dt

“ 1
2n

ż N

0

tx`1dt ă ǫ

3
.

Portanto, podemos escrever

Γ pzq “ lim
nÑ8

fnptq,

isto é, Γ pzq “ lim
nÑ8

nzn!
zpz ` 1q . . . pz ` n ´ 1qpz ` nq .

Obtendo assim, o resultado esperado.
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Algumas das propriedades mais importantes da função gama são:

1. Γ pz ` 1q “ zΓ pzq,

2. Γ pnq “ pn ´ 1q!, n P N,

3. Γ pz ` nq “ pz ` n ´ 1qpz ` n ´ 2q...pz ` 1qzΓ pzq, n P N,

4. Γ pz ´ 1q “ Γ pzq
z ´ 1

, se z ‰ 1 ,

5. Γ pz ´ nq “ p´1qnΓ pzq
pn ´ zqpn ´ 1 ´ zq...p1 ´ zq , n P N, se z não é um inteiro positivo,

6. Γ pzqΓ p1 ´ zq “ π

senpπzq , se z não é inteiro,

7. Γ pzqΓ pz ` 1
2

q “
?
π21´2zΓ p2zq, (Fórmula de Legendre).

A prova das propriedades 1-5 pode ser feita fazendo uso da Definição (A.1) e o

princípio de indução matemática. As propriedades 6 e 7 podem ser encontradas em [45]. A

função gama tem polos simples para os pontos z “ ´n, n “ 1, 2, . . .

Demonstração. A função Γ pzq pode ser escrita da seguinte forma

Γ pzq “
ż 1

0

e´ttz´1dt

l jh n

I1

`
ż 8

1

e´ttz´1dt

l jh n

I2

.

Para I1, expressando e´t em séries de potência, temos

I1 “
ż 1

0

8
ÿ

k“0

p´tqk
k!

tz´1dt “
ż 1

0

8
ÿ

k“0

p´1qktk`z´1

k!
dt

“
8
ÿ

k“0

p´1qk
k!

ż 1

0

tk`z´1dt “
8
ÿ

k“0

p´1qk
k!

˜

tz`k

k ` z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

¸

“
8
ÿ

k“0

p´1qk
k!pk ` zq .

De modo que, Γ pzq tem polos simples para z “ ´k, onde k P N e 0 ď t ă 1.

Agora para I2, a função fptq “ e´ttz´1 é contínua para z arbitrário e t ě 1. Além disso,

se t ě 1, logptq ě 0, temos que e´ttz´1 é uma função inteira na variável z. Seja D um

conjunto fechado, limitado e arbitrário no plano complexo e x0 “ max
zPD

Repzq, então

|e´ttz´1| “|epz´1q logptq´t| “ |epx´1q logptq´t||eiy logptq|
“|epx´1q logptq´t| ď epx0´1q logptq´t| “ e´ttx0´1,
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o qual indica que, a integral indefinida I2 converge para todo z em D, e esta convergência

é uniforme na variável z. Também, pode ser derivada com respeito ao parâmetro z, para

qualquer z no interior de D, de modo que I2, é uma função analítica no interior de D.

Como D é arbitrário, está garantido que I2 é inteira [12]. Logo, concluímos que Γ pzq tem

polos simples em z “ ´k, com k “ 0, 1, . . .

A.2 Função beta

Vamos abordar um pouco sobre a função beta, a qual foi estudada no século

XVIII, dentre outros, por L. Euler e A. M. Legendre, mas a origem é atribuída a J. Binet,

[49]; em alguns textos é também chamada “integral de Euler de primeira espécie".

Definição A.2. [45] Sejam z, w P C. A função beta Bpz, wq é definida pela integral

Bpz, wq “
ż 1

0

tz´1p1 ´ tqw´1dt, Repzq ą 0,Repwq ą 0. (A.3)

Propriedade A.2.1 ( Relação entre a função gama e a função beta).

Bpz, wq “ Γ pzqΓ pwq
Γ pz ` wq , Repzq ą 0,Repwq ą 0.

Demonstração. Para abordar esta prova se faz necessário, por exemplo, o uso da transfor-

mada de Laplace. Considere a integral

hz,wptq :“ ptz´1 ˚ tw´1q “
ż t

0

τ z´1p1 ´ τqw´1dτ,

onde hz,wp1q “ Bpz, wq. Usando o fato que Lttzupsq “ Γ pz ` 1q
sz`1

(este resultado pode ser

obtido diretamente da definição de transformada de Laplace ver [37]), então

Lthz,wptqupsq “ Lttz´1 ˚ tw´1u “ Lttz´1uLttw´1u “ Γ pzqΓ pwq
sz`w

. (A.4)

Agora, aplicando a transformada de Laplace inversa em ambos os lados da

Eq.(A.4), temos

L
´1 tLthz,wptqupsqu “L

´1

"

Γ pzqΓ pwq
sz`w

*

“ Γ pzqΓ pwqL´1

"

1
sz`w

*

“Γ pzqΓ pwq
Γ pz ` wq t

z`w´1 “ hz,wptq.

Tomando t “ 1 temos, hz,wp1q “ Bpz, wq, de onde segue

Bpz, wq “ hz,wp1q ““ Γ pzqΓ pwq
Γ pz ` wq ,

que é o resultado desejado.
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A.3 Funções de Mittag-Leffler

A função Mittag-Leffler de um parâmetro foi introduzida no ano 1903 por

G. Mittag-Leffler e estudada por A. Wiman em 1905. A função Mittag-Leffler de dois

parâmetros foi introduzida por C. J. Agarwal (1953) e cumpre um papel muito importante

no cálculo fracionário, fundamental no estudo de equações diferenciais fracionárias [24].

Definição A.3. [35] (Função de Mittag-Leffler de um parâmetro) Seja α um parâmetro

complexo com Repαq ą 0. A função de Mittag-Leffler um parâmetro é definida por

Eαpzq “
8
ÿ

k“0

zk

Γ pαk ` 1q , Repαq ą 0.

Definição A.4. [77] (Função de Mittag-Leffler de dois parâmetros) Sejam α e β parâmetros

complexos com Repαq ą 0, Repβq ą 0. A função de Mittag-Leffler de dois parâmetros é

definida por

Eα,βpzq “
8
ÿ

k“0

zk

Γ pαk ` βq , Repαq ą 0, Repβq ą 0.

Note que se β “ 1 na Definição A.4, obtemos a Definição A.3, o que justifica

dizer que Eα,1pzq “ Eαpzq.
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