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Resumo

Temos por objetivo principal nesta dissertacao de mestrado o estudo de condigoes necessa-
rias de otimalidade para problemas de controle 6timo com restri¢coes de igualdade e de
desigualdade, o celebrado Principio do Maximo de Pontryagin. As restri¢oes consideradas
sao do tipo mistas, envolvendo ambas as variaveis de estado e de controle. O principio
do méximo foi estudado no contexto nao suave, fizemos uso do subdiferencial limite (de
Mordukhovich) e do subdiferencial de Clarke. As condigoes necessarias de otimalidade sao

obtidas sob qualifica¢des de restri¢oes do tipo Mangasarian-Fromovitz.

Palavras-chave: controle 6timo. qualificacdo de restrigdes. condi¢des necessarias de

otimalidade. andlise nao suave.



Abstract

The main objective in this master’s thesis is the study of necessary optimality conditions
for optimal control problems with equality and inequality constraints, the celebrated
Pontryagin Maximum Principle. The constraints to be considered are mixed type, in-
volving both the state and control variables. The maximum principle has been studied
in the nonsmooth setting, the limiting (Mordukhovich) subdifferential and the Clarke’s
subdifferential has been used. The necessary optimality conditions are obtained under

constraint qualifications of Mangasarian-Fromovitz type.

Keywords: optimal control. constraint qualifications. necessary optimality conditions.

nonsmooth analysis.
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1 Introducao

As qualificacoes de restrigoes (ou condigoes de qualificacio ou constraint quali-
fications) na Teoria de Otimizagdo sdo reconhecidamente importantes. Em um problema
de programacao matematica classico em que as fungoes que o define sdo suaves, sabemos
que as solugoes Otimas de tais problemas satisfazem regras de multiplicadores de Lagrange.
Por exemplo, a de Fritz John, entretanto esta regra permite que o multiplicador associado
a funcao objetivo seja nulo, de modo que perdemos informacoes importantes do problema.
Vé-se entao que uma regra em que tal multiplicador seja nao-nulo € crucial. Essa regra é
conhecida como Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (ou condigoes de KKT). As qualifi-
cagoes de restricoes desempenham um papel fundamental para garantir a validade das
condicoes de KKT. E importante salientar que quando uma qualificacdo de restricao é
valida, ou seja, quando as condigdes de KKT sao verificadas, algoritmos eficientes podem
ser definidos, andlise de sensibilidade pode ser levada a cabo, e a teoria de dualidade
pode ser desenvolvida. Isso se deve ao fato de que quando uma qualificacao de restrigao
é verificada, é possivel captar analiticamente as propriedades geométricas do problema;

estas ultimas fundamentais no desenvolvimento das condigbes de otimalidade.

Encontramos na literatura varios tipos de qualificagoes de restrigoes, sendo
a mais conhecida a de independéncia linear dos gradientes das restrigoes ativas. Outras
bastante difundidas sdo a de Abadie, a de Mangasarian-Fromovitz, a de Slater, etc. H&
uma vasta bibliografia sobre qualificacao de restricdo em programacao mateméatica. Ver
Andreani et al. [1] [2] [3], Janin [4], Bazaraa et al. [5], Bertsekas [6] e Nocedal e Wright [7],

por exemplo.

Naturalmente, as qualificagoes de restrigdes sdo igualmente importantes em
outros tipos de problemas de otimizacdo. Em particular, na Teoria de Controle Otimo.
Assim como acontece com as condi¢goes KKT que nao sao, em geral validas, precisa-se
assumir alguma qualificacao de restrigdes. No caso de problemas de controle 6timo com
restricoes mistas a sua condi¢do necessaria também nao é em geral valida. Alguma hipotese
de regularidade (qualificacao de restrigoes) deve ser assumida sob as restrigdes. Entretanto,
a bibliografia para este assunto em controle 6timo nao é tao rica como para problemas
de otimizacdo em dimensao finita. Os problemas com restrigoes mistas foram estudados
sistematicamente por Hestenes [8], Neustadt [9] e Dubovickii e Milyutin [10], entre outros,
e ainda permanece ativo, ver Dmitruk [11], Péles e Zeidan [12], Stefani e Zezza [13],
Milyutin e Osmolovskii [14], Devdariani e Ledyaev [15], Frankowska e Rampazzo [16],
Arutyunov [17], de Pinho et al. [18], de Pinho e Ilchmann [19], de Pinho [20], de Pinho e
Rosenblueth [21], etc.
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Pelo fato da bibliografia em qualificagdes de restrigoes em dimensao infinita
nao ser tao rica, vale a pena conhecer o assunto para possiveis contribui¢oes futuras. Neste
trabalho a finalidade é conseguir um bom conhecimento técnico na teoria de controle
otimo. Para isso estudou-se na teoria de otimizacao em dimensao finita: o problema de
programacao nao linear, as qualificacoes de restrigoes e a condicao de KKT. Na teoria
de otimizacao em dimensao infinita: o problema de calculo das variagoes e a Equacao de
Euler-Lagrange; o problema de controle 6timo com e sem restri¢oes mistas, as qualificagoes
de restrigoes e o principio do maximo. Além disso, analise ndo suave, ji que o problema

de controle 6timo considerado pode ter dados nao suaves.

A finalidade de estudar o problema de programacao nao linear é que o problema
de controle 6timo considerado se parece um pouco com o de programacao nao linear no
sentido que tem uma fungao objetivo para ser minimizada, restri¢coes de igualdade e
desigualdade. Além disso, para que o principio do maximo seja valido, assim como acontece
com a condi¢ao de KK'T, precisa-se que seja assumido sob as restrigoes uma condigao de
qualificacdo. As condigoes de qualificacao sdo muito importantes para provar a convergéncia
de algoritmos, as quais validam a eficiéncia e a viabilidade dos mesmos, além de permitir
desenvolver algumas caracteristicas importantes. Consegue-se escrever as condig¢oes de
qualificacao classicas da dimensao finita, independéncia linear dos gradientes das restrigoes
ativas e Mangasarian-Fromovitz, em dimensao infinita e provar que a condi¢ao necessaria do
controle 6timo vale quando assumido que estas condig¢oes de qualificacao se verificam. Isto
nos faz pensar que da para escrever as outras condi¢oes de qualificacao da dimensao finita,
que garantem a validade da condicao de KKT, em dimensao infinita e provar a validade
do principio do maximo. Por isso, é importante estudar o problema de programacao nao

linear e entender as técnicas utilizadas na teoria de otimizag¢ao em dimensao finita.

A teoria de controle 6timo nao foi uma continuacgao direta do classico calculo
das variagOes, pois uma teoria que levava em consideragao as caracteristicas dos problemas
de controle 6timo precisou ser desenvolvida. Entretanto, usa-se o problema de calculo das
variagoes para introduzir o problema de controle 6timo. Este fato ocorre, pois o problema
de célculo das variagoes tem uma semelhanca extremamente importante com o problema
de controle 6timo, ambos problemas minimizam um certo funcional e a solu¢ao de ambos
é uma func¢ao. Assim, as condi¢oes de otimalidade terao uma certa equivaléncia, pois o
fato de minimizar um funcional é o mesmo, mas as restri¢oes se diferem e os argumentos
do funcional também. Conhecer a condicao de otimalidade do problema do calculo das
variagoes nos ajuda a compreender as condigoes de otimalidade para o problema de controle
otimo. Compreender e interpretar as condi¢oes necessarias de otimalidade do problema
de controle 6timo com restrigoes mistas é o principal objetivo deste trabalho, assim os

resultados de calculo das variagoes serao tteis nesta tarefa.

Estudado os pré-requisitos ficamos preparados para estudar o problema de
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controle 6timo. O controle 6timo passou a ser uma area distinta de todas que ja existiam
quando foi demonstrado o principio do maximo na década de 1950 e precisou-se de técnicas
especificas para o problema. Especificamente neste trabalho as técnicas para demonstrar
as condigoes necessarias de otimalidade para o problema de controle 6timo sao baseadas
em perturbacao, eliminacao de restrigoes e passagem de limite, estas técnicas foram

desenvolvidas por Clarke, Ioffe, Loewen, Mordukhovich, Rockafellar, Vinter, e outros.

O problema de controle 6timo considerado neste trabalho tem dados possivel-
mente nao suaves, entao se faz necessario, também como pré-requisito, o estudo de analise
nao suave. Problemas com dados nao suaves sao considerados, pois segundo Clarke [23],

tornou-se claro que eles surgem naturalmente no cenéario de controle 6timo.

As qualificagoes de restrigdes surgem no contexto de controle 6timo quando é
considerado um problema com restrigoes mistas, precisa-se desta hipotese para garantir a
validade do principio do maximo. Neste trabalho, é visto as técnicas da demonstragao do
principio do maximo quando assumimos uma condi¢ao do tipo Mangasarian-Fromovitz.
Esta hipétese do tipo Mangasarian-Fromovitz tem que ser valida apenas no processo 6timo,
para garantir a validade do principio do maximo. Conhecer o principio do maximo, bem
como as técnicas utilizadas na sua demonstracao faz parte do caminho a ser trilhado para

possiveis contribui¢oes futuras.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma: o Capitulo 1 com esta breve
introdugao; no Capitulo 2 de preliminares temos o problema de programagcao nao linear, o
problema de célculo das variagoes e suas respectivas condi¢oes necessarias de otimalidade,
e além disso definimos o problema de controle 6timo; no Capitulo 3 tem-se construgoes
basicas de analise nao suave, cones normais, subdiferenciais, calculo subdiferencial e alguns
resultados necessarios para este trabalho; no Capitulo 4 ha alguns elementos basicos
para prosseguimento do trabalho e temos a parte mais importante que sao as condigoes
necessarias de otimalidade para o problema de controle 6timo de Pontryagin e com

restrigoes mistas e para finalizar o Capitulo 5 é a conclusao, o fechamento do trabalho.
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2 Preliminares

Neste capitulo definiremos o problema principal deste trabalho, o problema de
controle 6timo com restrigoes mistas, além disso o problema de programacao nao linear e

o problema de célculo das variagoes.

Antes de definirmos o problema de interesse, o problema de controle 6timo,
vamos ver o problema de programacao nao linear, o problema de calculo das variagoes e
suas respectivas condi¢des necessarias de otimalidade. Desta forma, vamos nos apropriar
do assunto e quando as condigoes necessarias de otimalidade para o problema de controle
otimo forem apresentadas sera mais facil compreendermos o motivo de serem como sao, ja
que serao analogas as condi¢oes das teorias classicas, programagao nao linear e calculo das

variagoes.

Apresentar o problema de programacao nao linear e sua condi¢ao necessaria
de otimalidade é relevante, mesmo nao sendo de dimensao infinita como o problema de
controle 6timo, pois a teoria que propomos estudar em controle 6timo é espelhada na
teoria de programacao nao linear. Assim como em programacao nao linear em que para
garantir que vale a condicao necessaria de otimalidade, a condicao de KK'T, precisa-se
assumir uma hipotese de regularidade sob as restrigoes, a qualificacdo de restri¢ao, no
controle 6timo também precisa-se assumir tal hipétese (no contexto de dimensao infinita)
para garantir que vale a condigdo necesséaria de otimalidade, o Principio do Maximo. Além
disso, a condicao necesséaria para o problema de controle 6timo lembra a condi¢ao de KK'T,

s6 que no contexto de dimensao infinita.

J& o problema de calculo das variagoes e sua condi¢ao necessaria de otimalidade
¢é valido ser apresentado, pois desta forma estaremos nos preparando para um problema
em dimensao infinita. O problema de calculo das variacoes é classico e bastante difundido
e assim como o problema de controle 6timo ele também é um problema de dimensao
infinita, sua solucao estd em espacgos de fungoes, que sao espagos de dimensao infinita.
Entao, conhecer a condi¢ao necessaria de otimalidade do problema de calculo das variagoes,
a Equacao de Euler-Lagrange, nos ajudara a compreender as condigoes necessarias de

otimalidade para o problema de controle étimo.

2.1 O Problema de Programacao Nao Linear

As principais referéncias para esta segao sdo Ribeiro e Karas [24], Andreani,
Echagiie e Schuverdt [25] e Andreani, Martinez e Schuverdt [2].

Um problema de programacao nao linear pode ser posto como:
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minimizar  f(x)
sujeito a  cg(x) =0, (C)
CI(x) < Oa

onde f:R" - R,¢; : R" - R,ie & uT sio funcdes de classe C2. O conjunto
Q= {xeR"ceg(x) =0,c7(x) <0}
¢ o conjunto viavel.

Definicao 2.1. Seja z € Q2. Uma restricao de desigualdade c;,i € I é dita ativa em T se
¢i(x) = 0. Vamos denotar por I(x) o conjunto de indices das restrigoes de desigualdade

ativas em um ponto vidvel T, isto €,

1(z) = {i e T|e;(z) = 0}

Definicao 2.2. Dizemos que x* € Q é um minimizador local de f em Q quando existe
d >0, tal que f(z*) < f(z) para todo x € B(x*,d) n Q.

Uma condigao necessaria de otimalidade para o problema (C) é a condigao de
KKT:

Teorema 2.1. Seja x* € Q um minimizador local do problema (C) e suponha que alguma
hipdtese de reqularidade (qualificacdo de restrigio) vale sob as restrigoes. Entao existem

vetores \* e u* tais que

— Vf(r*) = YN Vei(a*) + ). piVei(a*),

€€ i€l
pi =0, iel,

prc(z*) =0, ieZ.

2.1.1 QualificacGes de RestricGes

As qualificagoes de restrigoes ou condigoes de qualificacao (CQ) sdo condigoes
impostas sob as restricoes que garantem que um minimizador satisfaz as relagoes de KKT.
As de interesse, neste trabalho, sdo a Condigao de Qualificagdo de Independéncia Linear
(LICQ), a Condigao de Qualificagdo de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ), a Condigao de
Qualificagao de Posto Constante (CRCQ) e a Condigao de Qualificagdo de Dependéncia
Linear Positiva Constante (CPLD).

2.1.1.1 Condicdo de Qualificacdo de Independéncia Linear

Definicao 2.3. Dizemos que a condig¢io de qualificacdo de independéncia linear é satisfeita

em x quando o conjunto formado pelos gradientes das restricoes de igualdade e das restrigoes
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de desigualdade ativas € linearmente independente, isto €,

{Ve(z)lie EUI(T)} é LL
2.1.1.2 Condicdo de Qualificacdo de Mangasarian-Fromovitz

Definicao 2.4. A condicio de qualificacio de Mangasarian-Fromovitz é satisfeita em T
quando os gradientes das restricoes de iqualdade sdo linearmente independentes e existir

um vetor d € R" tal que

Vei(z)'d =0 e Vej(z)'d <0,
para todos i € £ e j € I(x).
Abaixo definimos, como alternativa, quando um ponto nao satisfaz MFCQ (isto
¢, MF-nao regular).

Definicao 2.5. Dizemos que x € R"™ é MF-nao reqular se existem multiplicadores A1, ..., Ay, €

R, pu; = 0Vi € I(x), com Z |\ + Z w; > 0, tais que
jeJ iel(x)

Y NVhi(x) + Y] wiVgilx) = 0.
j=1 icl(x)
Observagao 2.1. A condicao de Mangasarian-Fromovitz é também conhecida como con-

dicao de independéncia linear positiva.

2.1.1.3 Condicdo de Qualificacdo de Posto Constante

Definigao 2.6. Dado uma familia de fungoes diferencidveis {f;(x) : i = 1,...,r}, fi :
R" — R, dizemos que a condicao de posto constante vale em =¥ se, e somente se, para

qualquer subconjunto K < {i € {1,...,r}: f;(z™) = 0}, a familia de gradientes

permanece com o posto constante na vizinhanca do ponto x*.

Definicao 2.7. Dado a familia de fungoes diferencidveis {c;(x) : i € E;¢j(x) : j € T}
associadas com o problema (C), dizemos que um ponto vidvel x* € Q satisfaz a condi¢ao de

qualificacao de posto constante se, e somente se, a condi¢io de posto constante vale em x*.

CRCQ foi definida por Janin [4].
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2.1.1.4 Condicdo de Qualificacdo de Dependéncia Linear Positiva Constante

Defini¢ao 2.8. Sejam x € R", Iy < I(z),Jo < E. Dizemos que o conjunto dos gradi-

entes {V¢i(x)}ier, v {Vej(x)}jes, € positivo linearmente dependente se existem escalares
{a;}iess, {Bitier, tais que B; =0 para todo i € I, Z || + Z Bi>0,e

jEJ() iEI()

Z a;Ve;(z) + 2 piVei(x) = 0.
j€do i€ly
Caso contrdrio, dizemos que o conjunto de gradientes {V¢;(x)}ier, v {Vej(2)}jes, € positivo

linearmente independente.

Definicao 2.9. Um ponto vidvel x é dito satisfazer a condicao CPLD se para quaisquer
Iy c I(x), Jy < € tais que o conjunto de gradientes {Ve¢;(2)}ier, v {Ve;(2)}jes, € positivo
linearmente dependente, existe uma vizinhanga N(x) de x tal que, para qualquer y € N(x),

o conjunto {Ve;(y)bier, v {Vej(y)}jes, € linearmente dependente.

2.2 O Problema de Calculo das Variacoes

A principal referéncia utilizada nesta segao foi Clarke [26]. O problema cléssico
de calculo das variagoes consiste em encontrar uma fungao z(t) definida no intervalo [0, 1]

satisfazendo as condigdes x(0) = x,z(1) = 21 que minimiza o funcional

J(z) = J L(t, (1), @ (t))dt,

0

onde L é uma funcao de trés variaveis, referida como o Lagrangiano e as trés variaveis
t,z,v sdo o tempo, o estado e a velocidade, respectivamente. Tomamos L : R* — R sendo
uma funcado duas vezes continuamente diferenciavel e limitamos a atencgao para fungoes
x:[0,1] — R que pertencem a C?[0, 1]. Além disso, a integral definindo J(z) estd bem

definida para cada x. O problema bésico é:

minimizar J(z)
sujeito a r e C?[0,1], (V)
z(0) = zg, x(1) = x;.

J(x) é referido como o custo correspondente a . Uma fungao x : [0,1] — R é admissivel
se satisfaz as restricoes de fronteira e estd na classe apropriada, nesse caso C? [0,1]. Uma
solucao z* de (V) é uma fungao admissivel tal que J(z*) < J(x) para todas as outras

fungoes admissiveis x.

Neste problema, sem restrigoes, nao queremos encontrar um ponto que minimiza
uma fungao, como na programacao nao linear, mas sim uma funcao que minimiza um

funcional. Dessa forma, a condigdao necessaria de otimalidade nao é mais a derivada no
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ponto solucao ser igual a zero, mas sim a Equacao de Euler-Lagrange. Esta equacao é
encontrada usando o calculo das variagoes e é um resultado analogo a Regra de Fermat de
que f'(x) = 0 em um minimo, a condi¢ao necessdaria classica da derivada na solugao ser

igual a zero.

A condigao necessaria de otimalidade para o problema de calculo das variagoes, a
Equacao de Euler-Lagrange, ¢ encontrada da seguinte maneira: tomamos uma perturbacao

da solucao x de modo que esta seja viavel
rT=2T+\n
onde A é um parametro real e 1 : [0,1] — R",n € C?[0,1]. Assim, para cada A,
9(A) = J(T + An) = J(z) = 9(0),

segue que ¢ atinge o minimo em A = 0 e por isso ¢'(0) = 0. Usando este fato e o Lema de

du Bois-Reymond obtemos a Equacao de Fuler-Lagrange

d

%Li(t,i(t),i(t)) = L,(t,z(t), 2(t)) Vt € [0,1].

A Equagao de Euler-Lagrange é uma condigdo necesséaria de otimalidade, ou seja, suas

solugoes sao candidatas a solugao do problema.

2.3 O Problema de Controle Otimo

Nesta se¢ao definiremos nosso problema de interesse, o problema de controle
6timo com restrigoes mistas. O primeiro componente béasico de um problema de controle

Otimo é o sistema de controle

2(t) = f(t,2(t),u(t), v(t), (x(0),2(1)) € C,

que é constituido pela dindmica que relaciona a varidvel de estado z(t) € R" e as varidveis
de controle u(t) € R* e v(t) € V(t) = R* e a condigdo de contorno, onde C' = R" x R™.

Temos que t € T' = [0, 1] é o tempo, com 0 e 1 o tempo inicial e final, respectivamente.

O segundo componente de um problema de controle 6timo é o funcional objetivo,

que pode ser dado de trés formas
1
f L(t, z(t),u(t),v(t))dt (Forma de Lagrange)
0

fo L(t,z(t), u(t),v(t))dt + 1(x(0), z(1)) (Forma de Bolza)

[(x(0),x(1)) (Forma de Mayer)
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onde [ :R"xR" > ReL:T xR" x R* x R* — R. Estas formas do funcional objetivo
sao todas equivalentes. A forma que trabalharemos sera a forma de Mayer, por isso abaixo

segue como transformar as formas de Lagrange e Bolza para a forma de Mayer.

Forma de Lagrange = Forma de Mayer

Demonstracao. Considere o funcional na forma de Lagrange:

J L(t,z(t),u(t),v(t))dt,

0

introduzimos uma nova variavel de estado z,1(t) tal que @,41 = L(t, z(t), u(t), v(t)).

Temos,
1

LLmamwmmmw=szﬁ:%ﬂm—%ﬂ@.

0
Considerando I(z(0), z(1)) = xp11(1) — 2,,41(0) temos o funcional na forma de Mayer. [

Forma de Bolza = Forma de Mayer

Demonstragao. Considere o funcional na forma de Bolza:
1
| 2t ote). uto. oot + 1(a(0), 1),
0
analogamente ao caso anterior temos,
1
J L(t,z(t),u(t),v(t))dt + 1(x(0),2(1)) = zp41(1) — 2,11(0) + {(2(0), 2(1)).
0

Considerando s(z(0),z(1)) = zp41(1) — 2,51(0) + I(2(0), 2(1)) segue que o funcional esta

na forma de Mayer. O

A forma de Mayer segundo Clarke [28] é a formulagdo que se provou ser natural

no modelo de uma variedade de problemas de fisica, economia e engenharia.

Continuando com a formulacao do problema de controle 6timo, para o nosso
problema de interesse teremos um terceiro componente, que sao as restricoes mistas,

restrigoes de igualdade e desigualdade,
glt, (), u(t), o(t) < 0, b(t,(t), u(t), v(t)) = 0

onde (g,b) : T x R™ x RFe x RF — R™s x R™.

O problema de controle 6timo pode ser escrito de varias formas diferentes, com
diferentes funcionais objetivo, com controle restrito ou controle irrestrito, com condig¢oes

de contorno fixas ou nao e com ou sem restrigoes de igualdade e desigualdade, entre outras
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variagoes. Mas o problema de interesse principal é o de encontrar um processo (z,u,v)

que seja solugao do seguinte problema:

minimizar  [(x(0), z(
sujeito a  z(t) = f(

O problema de controle 6timo difere do problema de calculo das variagoes,
pois tem, além da variavel de estado, a variavel de controle, além disso tem a dinamica
(z(t) = f(t,z(t),u(t),v(t)) que relaciona a variavel de estado e as variaveis de controle,
este tipo de restricao caracteriza um problema de controle 6timo. Mas o comum dos dois
problemas é que estamos em busca de uma fun¢do que minimiza um certo funcional e

satisfaz as restri¢coes colocadas.
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3 Analise Nao Suave

O termo analise nao suave refere-se a teoria que desenvolve um “calculo diferen-
cial” para fungdes que nao sao diferencidaveis no sentido usual e para conjuntos que nao sao
variedades suaves classicas. Este é um assunto, dentro de um campo matematico grande,
mas tem também desempenhado um papel importante em varias areas de aplicagao como
otimizacao, cdlculo das variagoes, equacoes diferenciais, mecénica e teoria de controle.
Entre aqueles que participam do seu desenvolvimento estao: J. Borwein, A. D. Toffe, B.

Mordukhovich, R. T. Rockafellar, R. B. Vinter e F. H. Clarke.

No final da década de 1950 importantes avangos foram feitos no estudo de
problemas de controle 6timo, um deles foi o Principio do Maximo, um conjunto de condigoes
necessarias para uma funcao controle ser 6tima. Na década seguinte, tornou-se aparente
que o progresso foi sendo impedido pela perda da ferramenta analitica adequada para
investigar propriedades locais de fungoes que nao sao suaves, isto é, nao diferenciaveis
no sentido tradicional. Quando esforcos foram feitos para estender a aplicabilidade das

condi¢Oes necessarias, emergiram as fungoes nao suaves.

A anélise nao suave teve inicio com as contribui¢oes de Rockafellar no desenvol-
vimento da analise convexa, na década de 1960. Na década seguinte iniciou-se um desejo de
estender para contextos nao convexos. Em 1973, um avango importante ocorreu, a teoria
de F. H. Clarke de gradientes generalizados, comeca o campo de andlise nao suave que
fornece uma ponte para as condigoes necessarias de otimalidade. O livro do Clarke [28]
de 1983 cobriu muitos avangos importantes da década anterior e suas aplicagoes para a

derivagao de condigoes necessarias em controle 6timo.

O cone normal proximal, o cone normal limite e seu envoltério convexo (o cone
normal de Clarke), junto com seus subdiferenciais associados, a saber, o subdiferencial
proximal, subdiferencial limite e o subdiferencial de Clarke (o gradiente generalizado),
respectivamente, e a teoria que envolve estes cones e subdiferenciais serao necessarios
para estabelecer o Principio do Méximo no contexto nao suave. Neste capitulo serao
apresentadas construgoes basicas de analise nao suave e resultados de calculo, que serao
relevantes para a teoria que envolve os problemas de controle 6timo. A principal referéncia
utilizada neste capitulo foi Vinter [29], onde também pode ser encontrado as demonstragoes

de todos os resultados apresentados.
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3.1 Cones Normais

Vamos definir o cone normal proximal e o cone normal limite, além disso

estabeleceremos algumas de suas propriedades.

Definicdo 3.1. Dado um conjunto fechado C < R* e um ponto x € C, o cone normal

proximal a C' em x, escrito como Ng(a:), € o conjunto
NE(z) :={peR*:IM >0 tal que p- (y —2) < M|y — x> Yy € C}.
Os elementos em N&(x) sdo chamados normais provimais a C' em .

A proposicao abaixo d4 uma interpretacao geométrica de normais proximais.

Proposicao 3.1. Tome um conjunto fechado C' < R¥ e pontos x € C e p e RE. Entdo p é
um normal prozimal a C em = se, e somente se, existe um ponto z € R¥ e um fator de

escala v > 0 tais que
|z — x| =min{|lz —y|:ye C} ep=r(z— ).

Definicdo 3.2. Dado um conjunto fechado C < R* e um ponto x € C, o cone normal

limite a C' em z, escrito como No(z), € o conjunto
Ne(z) = {p: exzistem z; S x,p; — p tais que p; € N5 (x;) Vi}.

Os elementos em N¢(x) sao chamados normais limites a C' em x.

Para prosseguimento precisaremos definir o epigrafo de uma funcao.
Definicao 3.3. O conjunto
epi fi={(z,0) e RF xR :a > f(z)}
¢ o epigrafo da f.

Exemplo 3.1. Sejam f: R - R ez =0, temos:

(i) f(z) = |z], entao
Nel;f((),()) = Nepif(ovo) ={(z,y) e R?: y < —|zl}.
(ii) f(x) = —|x|, entdo

Nepi £(0,0) = {(0,0)} € Neyi £(0,0) = {(w,y) e R* 1y = —|a[}.

epi f
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f)=1x

N£i£(0,0) = Neyir(0,0)

Figura 1 — Exemplo 3.1 (i)

Ni,(0,0)

"] Nepis(0,0)

f(@) = —la|

Figura 2 — Exemplo 3.1 (ii)

Segue, agora, algumas propriedades dos cones normais:

Proposicao 3.2. Tome um conjunto fechado C < R¥ e um ponto x € C. Entdo:

(i) NE(z) e No(z) sdo cones em R, contendo o {0} e Nt () = Ne(x);
(i) NE(z) é convexo;

(iii) a multifungio y — Ng(y) : C — R* tem um grdfico fechado, no sentido que, para
quaisquer sequéncias i; S y e p; — p tais que p; € Ne(y;) para todo i, temos
p € Ne(y).

Proposicao 3.3. Tome um conjunto fechado C = R* e um ponto x € C. Entdo:

(i) x € int{C} implica No(x) = {0}.
(ii) x € fr{C} implica No(z) contém elementos nao nulos.

Proposicao 3.4. Tome subconjuntos C; < R™ e Cy < R", e um ponto (1, x2) € Cy x Cs.

Entao
NE oy (@1, 22) = NE (1) x NG, (2), (3.1)

NC1><CQ(:C17$2> = NCI (.fL'l) X NCQ<£L'2). (32)

No caso convexo, os cones normais coincidem com o cone normal no sentido de

Andlise Convexa.
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Proposicao 3.5. Tome um conjunto convezo fechado C < R* e um ponto z € C. Entdo

NE(z) = Ne(z) ={¢: ¢ (x— ) <0 Ve O}

O cone normal limite é o mais utilizado em aplicagoes na otimizagao, por conta
das suas propriedades analiticas superiores. Muitas dessas propriedades sao consequéncias
do fato que o cone normal limite tem um grafico fechado, quando considerado como uma

multifun¢do do ponto base.

3.2 Subdiferenciais

Definicdo 3.4. Uma fungio f : R¥ — R € semicontinua inferior em um ponto xo € R™ se

f(zo) < liminf f(x).

T—T0

Teorema 3.1. Uma fungio f : R¥ — R € semicontinua inferior em xo € R" se, e somente

se, epi € fechado.

Fa) \_/\
" V\—/Q

Figura 3 — Exemplo de uma funcao semicontinua inferior em o, mas que nao é semiconti-
nua inferior em z;.

Tomaremos sempre uma funcio semicontinua inferior f : R¥ — R U {00}, pois
o conjunto epigrafo destas fungoes ¢ fechado. Isto serda importante ja que os subgradientes

serao definidos em termos do cone normal ao epigrafo da f.

Definicao 3.5. O dominio efetivo de wuma funcio f em S < R¥, que denotamos por dom f,

¢ a projecio em R* do epigrafo de f:

dom f = {x[3p, (x, u) € epi f} = {x|f(x) < o}.

Definicio 3.6. Tome uma funcio semicontinua inferior f : R¥ — R U {0} e um ponto

xedom f.
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(i) O subdiferencial provimal de f em x, escrito como 0¥ f(x), é o conjunto

o7 f(x) = {€: (&, —1) € N (=, f(2))}.
Os elementos do 0¥ f(x) sio chamados subgradientes provimais.

(i) O subdiferencial limite de f em x, escrito como 0f(x), € o conjunto

af(x) = {f : <€7 _1) € Nepif<x,f<$))}-
Os elementos do 0f(x) sao chamados subgradientes limite.

Exemplo 3.2. Sejam f:R - R ez =0, temos:

(i) f(x) = |z|, entao
0" f(z) = 0f (x) = [-1,1].

Figura 4 — Exemplo 3.2 (i)

(i) f(x) = —|x|, entdo
0" f(x) =@ e df(x) = {-1} v {1}.

Figura 5 — Exemplo 3.2 (ii)
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Subdiferenciais vazios ou ilimitados sdo um alerta que a inclinagao da fung¢ao
em uma bola arbitrariamente pequena sobre o ponto base ¢ ilimitado. Quando isso ocorre
gostarfamos de saber a direcao dessa inclinagdo arbitrariamente grande. Esta informacao é

expressa pela “assintotica” dos subdiferenciais ja definidos.

Definigio 3.7. Tome uma funcio semicontinua inferior f : R¥ — R U {0} e um ponto

x € dom f.

e

(i) O subdiferencial proximal assintdtico de f em x, escrito como 0F f(x), é

0P f(x) == {£:(£,0) € NZ, (=, f(2))}.

Os elementos do 0F f(x) sdo chamados subgradientes proximais assintoticos.

s

(it) O subdiferencial limite assintdtico de f em x, escrito como 0% f(x), é

07 f(x) :={§: (£,0) € Nepi g (, f ()}

Os elementos do 0 f(x) sdo chamados subgradientes limite assintdticos.

1/2

Exemplo 3.3. Considere a fungio f : R — R dada por f(x) = sgn{z}|x|’* e o ponto

xr =0, temos:
Nepi (0,0) = {(z,0) € R?: 2 > 0}.
Assim

0f(x) = & e 0 f(z) = [0, ).

O cdlculo do 0% f(x) nos revela que a inclinagao “infinita” proximo a x € positiva.

05 1 15 2 25 3

Figura 6 — Exemplo 3.3
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Proposicio 3.6. Tome uma fungio semicontinua inferior f : R¥ — R U {0} e um ponto

x € domf. Entao:

(i) 0f(x) é um conjunto fechado. Dado sequéncias x; Lre & — & tais que & € Of ()

para todo i, entao € € 0f (x);

(ii) 0 f(x) € um cone fechado. Dado sequéncias x; Lre & — & tais que & € 0% f(x;)
para todo i, entio & € 0° f(x).

Para fungoes convexas, as defini¢oes de subdiferencial limite e proximal coinci-

dem com o subdiferencial no sentido de Anélise Convexa.

Proposicio 3.7. Tome uma fungio conveza semicontinua inferior f : R¥ — R U {00} e

um ponto T € dom f. Entdo

o"1(@) = 0f(@) = {€: € (e — %) < [(a) - [(&) Yo e BY).

3.2.1 Subgradientes de Funcdes Lipschitz

Definicao 3.8. Uma funcio f em um conjunto S < R* ¢ dita ser Lipschitz se existe um
k =0 para o qual
1f(2) — f(z)| < klx —2| ¥V 2z,2" € S.

Como fungoes Lipschitz sao um caso especial de funcao semicontinua inferior,
tudo que vimos até aqui vale. Mas func¢oes Lipschitz sao encontradas muito frequentemente
em aplicagbes de Andlise Nao Suave, em particular neste trabalho em que as fungoes
consideradas sao Lipschitz. Assim, é importante explorar sua estrutura e abordagens

alternativas para aproximacao local.

A hipotese de continuidade Lipschitz diz que a fungdo tem uma inclinagao
limitada. Assim, nao é surpresa que os subdiferenciais de func¢oes Lipschitz sao conjuntos

limitados e o subdiferencial limite assintético ¢ o conjunto trivial {0}.

Proposicao 3.8. Tome uma funcio semicontinua inferior f: RF — R U {0} e um ponto
z € R*. Assuma que f é Lipschitz em uma vizinhanca de x com K a constante de Lipschitz.

Entao:
(i) 0f(x) € nao vazio e 0f (x) € KB;
(i) 0" f(x) = {0}.

Agora examinamos uma abordagem alternativa para definir subdiferencial de

fungao Lipschitz baseada em ideias de aproximagoes convexas e dualidade. Esta abordagem
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é importante, pois fornecera novas representagoes de subdiferenciais que sdo extremamente

uteis nas aplicagoes.

Iniciamos definindo a derivada direcional generalizada (Clarke) de uma fungao

localmente Lipschitz.

Definicdo 3.9. Tome uma funcio f: R¥ — R e pontos z € R* e v e R*. Assuma que f
¢ Lipschitz em uma vizinhanca de x. A derivada direcional generalizada de f em x na
direcio v, escrita como f(x,v), é o nimero

fox,v) = lim sup T f(y + to) — f(y)].

Proposicdo 3.9. Tome uma funcio f : R¥ — R e um ponto x € R¥. Assuma que
f € Lipschitz em um vizinhanca de x com constante de Lipschitz K. Entao a fung¢do

v — fx,v) com dominio R* tem as sequintes propriedades.

(i) E wvalor-finito, Lipschitz com constante de Lipschitz K e positivamente homogénea,
no sentido que
Oz, av) = af’(z,v) Vve R ea = 0.

(ii) E convea.

-

Definimos uma funcdo convexa f°(z,v) que aproxima f “préximo” a z. E,
entdo, natural introduzir um “subdiferencial”, escrito como df(z), que é o subdiferencial
no sentido de anélise convexa da funcio convexa v — f°(x,v) em v = 0. Como f°(z,0) = 0,
segue que

of () :i={&: fOw,v) = € v YveRF}

0f(x) é chamado de subdiferencial de Clarke de f em x. df(x) é um conjunto (para x
fixo) ndo vazio, compacto e convexo. Os elementos do 0 f(z) sdo uniformemente limitados

na norma euclidiana pela constante Lipschitz de f em uma vizinhanca de x.

A derivada direcional generalizada pode ser interpretada como a fungao suporte

do 0f (x):

Proposicdo 3.10. Tome uma funcio f : R¥ — R que é Lipschitz em uma vizinhanca de

um ponto x € R*. Entdo

f(z,v) = max{v-€: &€ df(x)} para todo v e RF.

O subdiferencial de Clarke comuta com —1:

Proposicdo 3.11. Tome uma funcio f : R¥ — R que é Lipschitz em uma vizinhanca de

um ponto x € R*. Entdo
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Observacao 3.1. A afirmagdo da Proposicao 3.11 é em geral falsa para o subdiferencial

limite. Veja o Exemplo 3.2.

A proposicao seguinte traz a relacao entre a subdiferencial limite e o subdife-

rencial de Clarke.

Proposicdo 3.12. Tome wma fun¢io semicontinua inferior f : R¥ — R que é Lipschitz

em uma vizinhanca de algum ponto = € R¥. Entdo

Of(z) = codf(z).

Onde o co(+) é definido como:

Definicao 3.10. Seja S um subconjunto de E™. O envoltorio convexo de S, denotado por

co(S), € o conjunto das intersecoes de todos os conjuntos convexos contendo S.

De acordo com o Teorema de Rademacher se f : R¥ — R é Lipschitz em uma
vizinhanca de um ponto = € R, entéo f é diferencidvel em quase todos os pontos nesta
vizinhanga (em relagdo a medida k-dimensional de Lebesgue). Pelo teorema seguinte, o
envoltorio convexo do conjunto de limites de derivadas na vizinhanga coincide com o
envoltério convexo do subdiferencial limite em x. Este é um teorema de interesse, pois
relaciona o conceito moderno e classico de derivadas, além disso, fornece uma ferramenta

computacional para o envoltério convexo do subdiferencial limite de grande poder.

Observacao 3.2. Note que se f é diferenciavel em x e Lipschitz em uma vizinhanca de
x, entao

Vf(z) € codf(x).

Teorema 3.2. Tome uma funcio f : R¥ — R, um ponto x € R* e qualquer subconjunto
Q < R* tendo medida de Lebesque nula. Assuma que f € Lipschitz em uma vizinhanca de

x. Entdo

of () = codf(z) = co{€ : Jx; — x,2; ¢ O,V f(z;) existe e Vf(x;) — £}

3.3 Calculo Subdiferencial

Nesta secao apresentamos algumas regras de calculo de subdiferencial tteis
para estimar os subdiferenciais limite. E interessante que estas regras se apliquem a funcdes
semicontinuas inferior gerais, mas isto nem sempre ocorre. Alguma hipétese de regularidade
serd imposta, que se diferird de regra para regra, sendo que em cada caso esta hipotese
elimina certos tipos de interacdo do subdiferencial limite assintético. Para nosso caso
de maior interesse, quando as fungoes sao Lipschitz, estas hipoteses de regularidade sao

automaticamente satisfeitas.
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A propriedade, “se f atinge seu valor minimo em & € dom f, entao {0} estd
contido no subdiferencial de f em z”, é um conceito de subdiferencial 1til no campo da

otimizagao e felizmente ele vale.

Proposicédo 3.13. Tome uma funcio semicontinua inferior f : R¥ - Ry {oo} e um ponto

x € dom f. Assuma que x atinge o valor minimo de [ sobre uma vizinhanca de x; entdo

0e o’ f(x).

Note que pela Proposicdo 3.2 (i), temos NJ () € Ng(x), logo como os subdi-
ferenciais proximal e limite sdo definidos em termos dos cones normais proximal e limite,

respectivamente, temos 07 f(x) < df(z), logo pela proposicao anterior 0 € 0f(z).

Proposicao 3.14 (Regra da Soma Bésica). Tome fungies f : R¥ - R U {w0} e g: RF —
R, um conjunto fechado C = R* e um ponto x € (intC) n (dom f). Assuma que f é

semicontinua inferior e g é de classe C* em uma vizinhanca de x. Entdo,

O"(f +g+We)(x) = 0" f(z) + {Vg(2)},
o(f +g9+Vo)(x) = df(x) + {Vy(z)},
OF(f +9+¥o)(z) = 0" f(x).

Aqui ¥e : R¥ — R U {o0} denota a funcdo indicadora do conjunto C, definida

por

Vo) 0, se x € C,
x) =
¢ o, se x ¢ C.

Segue, abaixo, um corolario do Teorema do Principio de Funcao Marginal,
veja [29]. Apresentamos o coroldrio, pois ele é o mais utilizado. Este teorema e seu coroléario
sao importantes, pois algumas das regras de calculo apresentadas, a saber, o Subgradiente
Parcial Limite, a Regra da Soma, a Regra da Cadeia, sao consequéncias do Principio de

Funcao Marginal.

Corolario 3.1. Tome uma fung¢io semicontinua inferior F : R" x R™ — R u {0} e um
ponto (,u) € dom f. Assuma que T minimiza x — F(x,u) sob alguma vizinhanga de Z.
Suponha que

{n:(0,n) e d”F(z,u)} ={0}.

Entao existe um ponto € € R™ tal que

(0,€) € OF (z,u).
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Teorema 3.3 (Subgradiente Limite Parcial). Tome uma fungao semicontinua inferior

f:R"xR™ - R U {w} e um ponto (Z,y) € dom f. Assuma que

(Oan) € aoof('ivg) =1 =0.

Entao:

O f(Z,y) < {£: existe n tal que (§,m) € 0f(z,y)}
oX f(Z,y) < {&: emiste n tal que (§,m) € 0°f(z,9)}.

Teorema 3.4 (Regra da Soma). Tome fungoes semicontinuas inferior f; : R" — R u

{oo},i=1,...,m, e um ponto T € nydom f;. Defina f = f1 + ...+ fin. Assuma que
v, € fi(z),i=1,...,me Zvizozvizow.

Entao
of(x) c dfi(z) + ...+ 0fm(T)

0°f(x) c 0% fi(x) + ...+ 0" fru(Z).

E possivel obter uma estimativa do cone normal ao grafico de uma aplicagao

Lipschitz por meio de uma aplicacdo da Regra da Soma.

Proposicao 3.15. Tome uma aplicacio semicontinua inferior G : R"™ — R™ e um ponto

u € R". Assuma que G é Lipschitz em uma vizinhanga de w. Entdo

NG'I‘G(UJ G(”)) = {(67 _77) : f € 5(77 ’ G)(u)ﬂl € Rm}

Teorema 3.5 (Regra da Cadeia). Tome uma fungdo localmente Lipschitz G : R" — R™,
uma fungao semicontinua inferior g : R™ — R u {0} e um ponto u € R" tais que

G(u) € dom g. Defina a fung¢io semicontinua inferior f(u) := go G(u). Assuma que:
O dnico vetor n € 0 g(G(u)) tal que 0 € d(n-G)(u) én = 0.
Entao
of(u) c {¢: existe ne dg(G(u)) tal que £ € d(n- G)(u)}

0" f(u) = {£: existe ne 0%g(G(u)) tal que & € d(n - G)(u)}.

Como corolarios da Regra da Cadeia, temos a Regra do Maximo e a Regra do

Produto, que seguem.
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Teorema 3.6 (Regra do Méximo). Tome funcoes localmente Lipschitz f; : R" — R, i =
1,...,m e um ponto & € R". Defina f(r) = max fi(x) e A :== {\ = (A\,..., \n) € R™:
Ai =0, N = 1}. Entdo

of(z) {6(i Nifi)(@):he A, e =0 se fi(z) < f(2)}.

Teorema 3.7 (Regra do Produto). Tome fungoes localmente Lipschitz f; : R" — R,i =
1,...,m e um ponto T € R". Defina f(z) = fi(z)fa(x) ... fm(x). Entdo

of(z) a(i i f5(2) £i) ().
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4 Condicoes de Otimalidade para Problemas

de Controle Otimo

No inicio da Guerra Fria, logo apés a II Guerra Mundial, as duas superpoténcias,
Estados Unidos e Unido Soviética se empenharam em resolver varios problemas matematicos
que ficaram conhecidos, mais tarde, como problemas de controle 6timo, por exemplo, o

problema de interceptacao em tempo minimo de uma aeronave de caga.

Os matematicos que trabalharam com o problema de controle 6timo nos Estados
Unidos, a saber, Magnus R. Hestenes (1906-1991), Rufus P. Isaacs (1914-1981) e Richard
E. Bellman (1920-1984), fizeram avancos na teoria, mas nao deram uma demonstracao
rigorosa do principio do maximo. Hestenes trabalhou com o problema de interceptacao em
tempo minimo, em 1950, ele o reformulou como um problema de céalculo das variagoes
e aplicou os resultados ja conhecidos, sendo esta a primeira formulagao do principio
do maximo, mas para isso precisou de hipoteses mais fortes como as func¢oes controle
serem continuas e assumirem valores em um dominio aberto. Isaacs e Bellman obtiveram
resultados de programacao dinamica em que o principio do maximo estava oculto, mas

eles nao reconheceram as consequéncias e conexoes das teorias.

Ja os matematicos que trabalharam com o problema de interceptacao em tempo
minimo na Unido Soviética, a saber, Lev Semyonovich Pontryagin (1908-1988), Vladimir
Grigor’evich Boltyanski (1925-) e Revaz Valerianovich Gamkrelidze (1927-), nao ficaram
atrelados ao calculo das variagdes. Pontryagin teve as primeiras ideias, dai Gamkrelidze e
Boltyanski completaram. No Congresso Internacional de Matemética em Edinburgh, em
agosto de 1958, foi apresentada a demonstragao do principio do maximo e em seguida na
Federacao Internacional de Controle Automatico em 1960 em Moscou foram discutidas
as relacgoes entre o principio do maximo e o calculo das variagoes, antes disso de acordo
com os matematicos da Unido Soviética, as condigoes do calculo das varia¢des ndo eram

conhecidas durante o desenvolvimento do principio do maximo.

O controle 6timo emergiu como um distinto campo de pesquisa na década de
1950 quando L. S. Pontryagin et al. demonstraram o Principio do Maximo, conjunto de
condicoes necessarias de otimalidade para problemas de controle 6timo. A partir dai, busca-
se estender a aplicabilidade do principio do maximo que é uma ferramenta importante em
muitas areas. Isto é feito, por exemplo, enfraquecendo hipdteses ou estendendo os tipos de
problemas para os quais o resultado se aplica. Neste trabalho estudamos um problema mais
geral do que o considerado por Pontryagin, com restrigoes de igualdade e desigualdade,
custo e dinamica nao suaves e ¢ mostrado que o Principio do Maximo vale para este

problema com as restri¢oes satisfazendo uma hipétese do tipo Mangasarian-Fromovitz. A
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principal referéncia para este capitulo é de Pinho e Rosenblueth [21].

4.1 Definicoes Basicas

Nesta secao, vamos estabelecer definicdes e notagoes que serdao usadas posteri-

ormente. Primeiro, relembre que 7' = [0, 1].

Definig¢ao 4.1. Um processo (Z,u,v) é uma tripla (x,u,v) compreendendo de uma fungdo
r e WHY(T;R™) e fungées mensurdveis u - T — R™ e v : T — RM satisfazendo as

restrigoes.

Defini¢ao 4.2. Um processo (z,u,v) é um minimizador fraco se, para algum € > 0, o
processo minimiza o custo sobre todos os processos (x,u,v) satisfazendo |x(t) — Z(t)| < e
para todote T e

lu(t) —u(t)| <e, |v(t)—v(t)| <eqt.teT.

A notagao r = 0 para r € R? (p € N) significa que cada componente de r é nao
negativo e a notagao (b, g)(+) significa (b(-), g()).

(Z,u,v) é um minimizador local e ¢(t) é a funcio ¢ avaliada em (Z,u,v). Os

conjuntos Q. e Q. sdo definidos por
Qc(t) := (2(t) + eB) x (u(t) + eB) x ((v(t) + eB) N V(t)),

Q(t) == (Z(t) + eB) x ((0(t) + €B) N V (1)),

respectivamente.

4.2 Problema de Pontryagin

Primeiro consideramos o problema na forma de Pontryagin.

1))
t,x(t),v(t)) qt. teT,

( ,
v(t)e V(t) qt. teT,
(z(0),z(1)) € C.

Com a dindmica e o custo possivelmente nao suaves. Além disso, mais algumas hipéteses

minimizar {(z(0),z
)

(
sujeito a  z(t) = f(

(1)

precisam ser feitas para que o problema considerado faga sentido.

(h1) A funcdo t — f(t,x,v) é Lebesgue mensuravel para cada (x,v) e existe uma funcao

integravel k¢ tal que, para quase todo ¢t € T,

[t @, 0) = [t 2 0] < Ky (D) (2, 0) — (2, 0))]
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para todo (z,v), (z',v") € Q.(1).
(h2) O grafico de V' é um conjunto Borel mensuravel e V (t) := (v(t) + eB) n V(t) é

fechado em quase todo t € T.

(h3) C é fechado e [ ¢ localmente Lipschitz em uma vizinhanca de (z(0), z(1)).

Agora estamos prontos para enunciar o Principio do Maximo Nao Suave, nao é
apenas Principio do Maximo, pois originalmente os dados considerados eram suaves, o

resultado apresentado abaixo ja ¢ uma extensao do resultado classico.

Teorema 4.1 (Principio do Maximo Nao Suave). Seja (Z,v) um minimizador fraco para
(1). Defina H(t,xz,p,v) :=p- f(t,x,v). Se, para algum € > 0, (h1)-(h3) sdo satisfeitas,
entdo existem p e WHHT;R™) e A = 0 tais que

(i) |pllec + A # 0,
(i) —p(t) € coo, H(t,z(t),p(t),v(t)) q.t. teT,

(iii) H(t,z(t),p(t),v(t)) = g&é)H(t,i(t),p(t),v) qt. teT,

(iv) (p(0), =p(1)) € No(2(0), 2(1)) + Adl(z(0), 2(1)).

Os elementos (), p), cuja existéncia é afirmada, sdo chamados multiplicadores
para (I). Os componentes A e p sao referidos como o multiplicador custo e o arco adjunto

ou coestado, respectivamente.

As conclusoes do teorema anterior sdo todas esperadas do que ja conhecemos das
teorias classicas de programagao nao linear e célculo das variagoes. De fato, a condigao (i), a
condi¢ao de nao trivialidade dos multiplicadores, é esperada, pois se os dois multiplicadores
forem zero nao teremos nenhuma informacao do problema, nem das restri¢oes e nem da
fungao objetivo; a condicao (ii), a equacao de coestado ou equagdo adjunta, nada mais é do
que a Equacao de Euler-Lagrange thi(t, z(t),p(t),v(t)) € cod. H(t,z(t),p(t),v(t)), que
ja era esperada aparecer por se tratar da condi¢ao necessaria de um problema que busca
uma func¢do e nao um ponto como solugao, como no problema de calculo das variagoes, que
é 0 nosso caso no problema de controle 6timo; a condigao (iii), a condi¢do de maximo, é a
condic¢ao que da nome ao teorema, Principio do Maximo, esta condigao sera apresentada
de uma maneira diferente nos resultados que seguem, mas continuam sendo condigoes
necessarias esperadas para um processo ser solugao. Finalmente a condigao (iv), condigao de
transversalidade e condigao de fronteira, esté relacionada com a restri¢ao (z(0),z(1)) € C

e com o funcional objetivo [.
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Observacao 4.1. (a) O jacobiano generalizado de Clarke de uma fungao L : R™ — R™

em um ponto y, tem a sequinte propriedade, para qualquer vetor linha r € R™,
cod(r - L)(y) = rcodL(y)

onde O(r - L)(y) € o subdiferencial limite da fungao y — r - L(y). Dessa propriedade
seque que a conclusao (ii) do teorema anterior pode ser equivalentemente escrita

como

—p(t) € p(t) codu f(t,2(t),0(1)).

(b) As condigoes necessdrias do teorema acima sio homogéneas em relag¢ao aos multiplica-
dores (p, \). Isso significa que se (p, \) servem como um conjunto de multiplicadores,
entao para qualquer o > 0, (ap,aX) também servem. Como (p,\) # 0, podemos

sempre escolher um a apropriado tal que

”PHOO +A=1

4.3 Problema com Restricoes Mistas

O problema (P) abaixo é o de principal interesse neste trabalho. Comparado com
o problema (I) apenas acrescentamos restri¢oes de igualdade, restrigoes de desigualdade e

o controle irrestrito w.

minimizar  [(x(0), z(
sujeito a  z(t) = f(

Também o consideramos com a dinamica e o custo possivelmente nao suaves.
Assim como fizemos para o problema (I), também precisamos estabelecer algumas hipéteses

para que este problema faca sentido.
(H1) A funcao t — f(t,x,u,v) é Lebesgue mensuravel para cada (x,u,v) e existe uma
funcao integravel k¢ tal que, para quase todo t € T,
|f(t, x,u,v) — f(t 2 u ") < kp(t)|(z,u,v) — (2,0, 0')]
para todo (z,u,v), (z',u’,v") € Q.(t).

(H2) O grafico de V' é um conjunto Borel mensurdvel e V.(t) := (v(t) + eB) n V(t) é

fechado em quase todo t € T
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(H3) C é fechado e [ é localmente Lipschitz em uma vizinhanga de (z(0),z(1)).
(H4) (b,9)(-, x,u,v) é mensuravel para cada (x,u,v) et — g(t, z(t), u(t), v(t)) é L(T,R™9).

(H5) (b,9)(t,-,-,-) é continuamente diferenciavel em (z(t),u(t),v(t)) + eB q.t. t € T e

existe uma funcao integrével L, tal que, para quase todo ¢t € T,

(b, 9)(t, 2, u,0) = (b, g)(t, 2", ', )| < Loy (8)[(2, 0, 0) — (2,0, o)
para todo (z,u,v), (z',u’,v") € Q(t).
(H6) Existe K, > 0 e uma funcio crescente § : (0,00) — (0,90) com 0(s) | 0 quando
s | 0 tal que, para quase todo t € T',
V(0. 9)()] + [Vu(b, 9)(B)] + [Vu(b, 9) ()] < Koy,

| xuv( )(t>$au> 'U) - vﬂ&,uﬂ)(b? g)(t,x',u',v')| < 9(|($,u,v) - (zlau/7vl)|)

para todo (z,u,v) # (2',u’,v") pertencente a Q(¢).

4.3.1 QualificacGes de Restricoes

Além das hipéteses (H1)-(H6), para estabelecermos as condigoes necessérias
para o problema (P) precisamos de mais uma hipétese de regularidade nas restrigdes
mistas, igualdade e desigualdade. Esta hipétese de regularidade é chamada de qualificagao
de restrigao (ou constraint qualification). Neste trabalho veremos duas qualificagdes de

restrigoes: a condicao de posto completo e a condicao do tipo Mangasarian-Fromovitz.

4.3.1.1 Posto Completo

Uma qualificacao de restricao, basica e forte, usada na literatura equivalente
em problemas de dimensao finita, a hipétese conhecida como independéncia linear (LICQ),

¢é a hipdtese de posto completo
det F()F(t)" #0VteT,

onde

_( Vablea.a0.50)
o= (vﬁ( (0).() <>) .

com Z,(t) = {i € {1,...,my}|gi(t,2(t),u(t),v(t)) = 0} denotando o conjunto de indices
das restricoes ativas. Temos Vg7 (t,z(t), a(t), v(t)) € Rk 5 matriz que obtemos
removendo de V,g(t, z(t), u(t),v(t)) todas as linhas de indices i ¢ Z,(t), onde g,(t) denota
a cardinalidade de Z,(t).

Pelo fato dos dados de (P) serem assumidos apenas mensuraveis com relagao a
t, a condicao de posto completo é substituida pela condi¢ao de posto completo uniforme

que chamaremos de (H*):
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(H*) Existe K > 0 tal que det F(t)F(t)" > K q.t. t € T, onde F é definida em (4.1).

Com as restrigoes mistas satisfazendo a hipotese de posto completo uniforme
(H*) temos que vale o seguinte teorema, um variante do Principio do Maximo Nao Suave,

que nos da as condigbes necessarias para um processo ser solugao do problema (P).
Teorema 4.2. Seja (Z,u,v) um minimizador fraco para (P). Defina
H(t,x,p,q,r,u,v) :=p- f(t,z,u,v) +q-b(t,z,u,v) +7r-g(t,z,u,v).}

Se, para algum e > 0, (H1)-(H6) e (H*) estio satisfeitas, entdo existem p e W (T;R™), q €
LYT;R™),re L'(T;R™),( € L'(T; R*) e X\ > 0 tais que

(1) |plloo + A # 0,

(ii) (=p(t),0,¢(t)) € colpunH(t, Z(t), p(t), q(t), r(t), ult),v(t)) q.t. t €T,

(iii) ((t) € coNyuy(v(t)) qt. teT,

(iv) r(t) - gt,z(t),u(t),v(t) =0er(t)<0qt. teT,

(v) (p(0), —p(1)) € Ne(2(0), (1)) + Adl(z(0), 2(1)).

Além disso, para alguma fungdo integrdvel K, |(q(t),r(t))| < Kn(t)|p(t)| g.t. teT.

Demonstragao. Ver [20]. O

Observagao 4.2. (a) A condigio (iv) é conhecida como condi¢io de folgas complemen-

tares.

(b) O teorema acima tem uma importancia fundamental na demonstrag¢ao do resul-
tado principal deste trabalho, as condigoes necessdrias para o problema (P) com as

restrigoes satisfazendo a condig¢do do tipo Mangasarian-Fromovitz.

4.3.1.2 Mangasarian-Fromovitz

O principal foco deste trabalho é ver as condigdes necessarias para problemas de
controle 6timo com restrigoes mistas satisfazendo a hipotese do tipo Mangasarian-Fromovitz

e é isso que veremos daqui para frente.

Primeiramente vamos ver do que se trata a condicao do tipo Mangasarian-

Fromovitz, que chamaremos de (H7):

(H7) Existem constantes K, Ky > 0 e funcées h € LP(T;R*) ¢ a € L®(T;R™) com
|h(t)| =1 q.t. t € T tais que, para quase todo t € T,

I Hamiltoniano nao maximizado.
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(i) a;(t) > Ky para i € Z,(t),
(ii) Vug™® () - h(t) = a™O (1),
) Vub(t) - h(t) =0,

(iv) det V., b(t)V b(t)" = K.

(iii

Observacao 4.3. Dizemos condicao do tipo Mangasarian-Fromouvitz, pois a condi¢do
acima € equivalente a condigcio de Mangasarian-Fromouvitz cldssica dos problemas de

dimensao finita.

A hipétese (H7) é uma condi¢do do tipo Mangasarian-Fromovitz uniforme.
Esta hipotese é mais fraca que a condicdo de posto completo uniforme quando o problema
tem restricoes de igualdade e desigualdade ou s6 de desigualdade, quando o problema
tem apenas restrigoes de igualdade ela se resume a condi¢ao de posto completo. Depois
veremos exemplos em que fica claro que a condigdo do tipo Mangasarian-Fromovitz é mais

fraca do que posto completo.

Antes do resultado principal, que é o resultado que da as condi¢Ges necessarias
para (P) com as restri¢oes satisfazendo a condicao do tipo Mangasarian-Fromovitz, vamos
ver as condi¢oes necessarias para um problema (Q) apenas com restrigoes de desigualdade.

0), (1))

minimizar [(x

(
) =

sujeito a  x(t) = f(t,z(t),u(t),v(t)) qt. te T,
gt x(t), u(t),v(t)) <0 gt teT, (@)
v(t) e V(t) qt teT,

(x(0),2(1)) €

Note que, para este caso, as hipdteses (H7)(iii) e (H7)(iv) sdo ignoradas, pois
se tratam de hipdteses assumidas para restricoes de igualdade. O resultado que segue sera

crucial na demonstracao.

Teorema 4.3 (Principio Variacional de Ekeland). Tome um espago métrico completo
(X,d(+,")), uma fungao semicontinua inferior f: X — R u {0}, um ponto xy € dom f e

numeros a > 0 e A > 0. Assuma que

f(zo) < ig}f{f(m) + Aa.

Entao, existe x € X tal que

(i) f(x) < f(x0),
(ii) d(zo,T) < A,

(iii) f(z) < f(z) + ad(z,z) para todo x € X.
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Demonstragao. Ver [29] O

Observagao 4.4. A demonstracio do teorema abaizo é longa, por isso alguns detalhes

serdo feitos no apéndice.
Teorema 4.4. Seja (z,u,v) um minimizador fraco para (Q)) com my = 1. Defina
H(t,x,p,r,u,v) :=p- f(t,x,u,v) +r-g(t,z,u,v).
Se, para algum € > 0, as hipdteses (H1)-(H7) sdo satisfeitas, entdo existem p € WHH(T;R™),r €
LY(T;R™),¢ e LYT; R*) e A\ = 0 tais que
(1) |pllec + A #0,

(77) (—p(t),0,((t)) € coOpurH(t,z(t),p(t), r(t),u(t),v(t)) qt. teT,

(iii) ((t) € coNyuy(v(t)) qt. teT,

(iv) r(t) - gt,z(t),u(t),v(t) =0er(t)<0qt. teT,

(v) (p(0), =p(1)) € Ne(2(0), 2(1)) + Adl(z(0), 2(1)).
Além disso, para alguma fungdo integrdvel R, |r(t)] < R(t)|p(t)| q.t. t € T.

Demonstracio. A demonstragao consiste em definir uma sequéncia de problemas de otimi-
zac¢ao (Ry) e aplicar o Principio Variacional de Ekeland para tal sequéncia, obtendo-se
uma sequéncia de problemas de controle 6timo com restrigoes mistas, que satisfazem a
condicao de posto completo, de modo que o Teorema 4.2 se aplica. O limite da solucao
desta sequéncia de problemas de controle 6timo é solugdo do problema (Q), por isso,
tomando limites das condi¢oes dadas pelo Teorema 4.2, obtemos as condigoes necessarias
para (Q) satisfazendo (ii)-(v) do Teorema 4.4. Finalmente, usando (H7), provamos que a

condi¢ao de nao trivialidade (i) também é verificada. Procedemos em seis passos.

Passo 1. Introducio de novos conjuntos e fungées. E conveniente introduzirmos
fungoes auxiliares a, z,w : T — R™ tais que a(t) = z2(t) = w(t) = 0 ¢.t. t € T. Também

defina
Uct) :=u(t) + €B, V(t) :=V(t) n (v(t) + eB), Ac(t) := a(t) + eB,
e considere as fungoes
F.(w,a):=w—a, F,(a):=ad? Gt z,z,u,v,a):=g(t,z,uv)+ 2+«
que tomam valores em R™?. Componente a componente, estas fungdes sdo definidas como

F,(w,a) == w; — oy, Fy () := a?, Gi(t,z, z,u,v,a) = g;(t,x,u,v) + z; +
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para todo i € {1,...,m,}. Sob as hipdteses, F,, F,, e G sdo mensuraveis com relagao a t e

Lipschitz com relagao as variaveis restantes proximo a

(@(2), 2(t), w(t), u(t), v(t), a(t)).
Também existem fungoes integraveis Cr, Cr,, Cp, e Cq tais que
|f &z, u,0)] < Cp(t), |Fo(w, a)| < Cp (1), [Fu(a)] < Cr,(t), |Gz, 2,u,v,0)| < Cal(t)

para todo (x, z,w,u,v, ) € (Z(t), 2(t), w(t), u(t),v(t), a(t)) + eB q.t. t € T.

Passo 2. Definicao de uma sequéncia de problemas de otimizagdo e verificacao
de que o Principio Variacional de Ekeland se aplica para tal sequéncia. Defina W como o
conjunto de todas as fungdes mensuraveis (u,v, ) e todos os vetores (a,b) € R" x R" tais
que, para quase todo t € T, (u(t),v(t), a(t)) € Uc(t) x V.(t) x A(t) e (a,b) € C e para o

qual existem fungoes absolutamente continuas x,y, z e w tais que

Aqui y, z e w sdo variaveis de estado adicionais e o um controle adicional.

Seja {€x }rey uma sequéncia de escalares positivos tal que €, — 0 quando k& — 0,

e defina
Uz, y, 2’y 2, w) == max{l(z,y) — 1(Z(0),Z(1)) + €, ew], |w — 2|, |z" — ¢/}

Para simplificar a notacio defina E = (a,b) € R*". Seja |[E — E'| =|a—d'|+|b—V|e

v((u,v, ), (W, v, ) = JDI lu(t) — o' (t)|dt + JOI l(t) — o' (t)|dt + Jnl la(t) — o (t)]dt.
Defina oy : W x W — R por
ow((u,v,a, E), (u',v', ', E")) = v((u,v,a), (W, v, a)) + |E — F'|.
Considere a sequéncia de problemas de otimizacao
min Jy (u, v, o, E) s.a (u,v,a, E) € W, (Ry)

onde

Je(u, v, 0, E) = Wp(x(0),y(0), z(1),y(1),2(1),w(1)).
Seja £ = (2(0),#(1)). Como (i, v, @, E) € W, W é ndo vazio. Além disso, 6y define uma
métrica em W, o conjunto W é um espago métrico completo em relacao a esta métrica e a

fungdo (u,v, o, E) — Ji(u,v,, E) é continua em (W, dy ). Agora, para todo k € N, temos

Ju(w,v,a, E) = U(z(0),z(1), (1), (1), 2(1),w(1)) = €.
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Como, para todo k € N, Ji(u,v,a, E) = 0, (4,v,a, E) é um “e;-minimizador” para (Ry).

Pelo Principio Variacional de Ekeland, existe uma sequéncia (ug, vx, ag, Ey) € W tal que,

para cada k € N,
S ((ug, v, e, By, (4,0, @, E)) < € (4.2)
e (ug, vk, g, Fy) minimiza a fungdo custo perturbada
Jp(u,v, a, E) + 0w ((ug, vr, an, Ex), (u, v, o, E))

para todo (u,v,«, E) € W.

Passo 3. Derivagio de uma sequéncia de problemas de controle 6timo padrao
reescrevendo as conclusoes do Teorema de Ekeland em termos teoricos de controle. Seja

(@, Yk, 2k, Wx) & trajetéria correspondente a (ug, v, ag, Ey). Para cada k € N, o processo
(xkv Yk, 2k, WE, W1, We, W3, Uk, Uk, Olk) com (wla W2, CL)3) = (07 Oa O)
resolve o problema de controle (Cy) posto a seguir:

[ minimizar  ®,(v(0), (1))
sujeito a ZE(t) = f( 7$(t)’u(t>’v<t)) y(t> =0, Z(t) = Fz(w(t)7a(t>>’ w<t) = Fw<a(t))’

+ el(0) — 24(0)] + exly(0) — g (0)] + | &xwi(1),

i=1
v(t) = (x(t),y(t), z(t), w(t),wi(t),ws(t),ws(t)) e todas as relagdes, exceto as tultimas
duas, sendo entendidas no sentido ¢.s.. Como ¢, | 0, podemos arranjar por extracao
de subsequéncia, se necessario, que Zek < 0. Por (4.2) deduzimos que (ug, vg, ag) —
(u,v,a) fortemente em L' e E, — (Z(0),z(1)). Com a extracdo de subsequéncia te-
mos (ug(t), vp(t), ax(t)) — (u(t),v(t), a(t)) ¢.s.”. Deduzimos entdo que (T, Yx, 2x, W) —
(z,Z(1), z, w) uniformemente. Descartando termos iniciais da sequéncia, se necessario,
temos

(xr(t), ye(t), zx(t), wi(t)) € (2(t),z(1), 2(t), w(t)) + (¢/2) B Vk.

Ver resultado na p. 61 no apéndice.

2
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Entao Sy := (g, Yk, 2k, Wk, 0, 0,0, ug, vg, o) é um minimizador fraco de (C’k) (veja a
demonstracao na p. 61 no apéndice), uma variante de (Cy) obtida tirando a seguinte

restricao de estado

(@(t), y(t), 2(t), w(t)) € (x(t),z(1), 2(t), w(t)) + eB.
Esta restricao é retirada, para que o problema fique do formato adequado para aplicarmos
o Teorema 4.2.

Passo 4. Derivacio de condicoes necessdrias para (Cy). Seja R := {(p1, p2, p3, p1) €
R*| pi=0,p1 + ...+ ps = 1} e defina H como

H<t7$7Z7w7p7QZ7Qwar7uaU7a) =p- f(t,CC',U,U) +q,z FZ(U),Oé> +Qw : Fw(Q{) +re G(t,[L‘,Z,U,U,Oé).

Lema 4.1. Ezistem escalares Ag, p1,, p2,, P3, € pa, vetores es ez € R™ e ey € R,
fungoes integraveis (i, : T — R¥ e ry, : T — R™ e funcdes absolutamente continuas py, =,
€ Gu,, tais que

(a) Aepiy + [Pl + 112 oo + [quplloo + 3Arer = 1,

(b)) A\, 20, le;| =1 parai=2,3,4 € pp = (p1,, 2., P31 P1,.) € R,

(¢) pi(1) = =Xepa,€ay, Qup(1) = =@z (1) + Mpa€iea,, @o (1) = —Aeps,es,,

(d) (pr(0), —pi(1)) € Ne(zk(0), yr(0)) + Akpr, 0l(zk(0), yx(0)) + Arer(B x B),

(¢) Ck(t) € coNyy(ve(t)) g-s.,

(f) (_pk (t)a _q,zk (t)a _Qu)k (t)> 07 Ck (t)a O)

€ CO(}.H(t, l’k(t), Zk’(t)7 Wy, (t)a pk(t)7 qz, (t)v Gy, (t)7 Tk (t)a Uk(t), U, (t)a g (t))
+Arer({(0,0,0)} x B x B x B) ¢.s.,

onde 0H refere-se ao subdiferencial de H nas varidveis (z, z,w, u, v, o),
(9) T(t) - G(t, 2 (t), 2(t), ur(t), vi(t), ar(t)) = 0 e () < 0 g.s..
Demonstracao. Ver Apéndice A. O]

Passo 5. Derivagao de condigoes necessdrias para (Q)) considerando e, — 0 e
tomando limites. As sequéncias {es, },{es, },{es,} € {pr} sdo uniformemente limitadas pelo
Lema 4.1(b). Do Lema 4.1(a), as sequéncias { A}, {|Pk]oo}, {| @z loo} € {lGuy |0} s@0 também
uniformemente limitadas. Podemos portanto arranjar, por extracao de subsequéncia, se

necessario, que

e, — €, €3, — €3, €4, —€1 N— A €  pp— p=I(p1,pP2, P3,P1),
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onde |es] = |es| = |es] = 1,A=0epeR.

Agora, usando teoremas de selecdo mensuravel e levando em consideragao as
propriedades de diferenciabilidade de g, F. e F,,, deduzimos, pelo Lema 4.1(f), a existéncia
de uma fungdo integravel K, tal que |ri(t)| < K,(t) g.t. t € T. Também deduzimos que
as sequéncias {pr},{¢:.} ¢ {quw,} sdo uniformemente integravelmente limitadas e existe
uma funcao integravel K tal que [(,(t)| < K¢(t) ¢.t. t € T. (Os detalhamentos estdo no
apéndice p. 65).

E conveniente introduzir a seguinte versao escalada 7 de ry, dada por 74 (t) =
t

(1+ K,.(t))"'ri(t). Note que a sequéncia {||74]} ¢ uniformemente limitada e {t — J (rds}
0

é equicontinua e uniformemente limitada. Por extracio de subsequéncias® temos que, para

funcoes absolutamente continuas p, q., ¢,,, uma funcao integravel ( e 7 € L™,

t t
P =Dy Gz — 4z GQu, — Guw, J (pds — f (ds, uniformemente,
0 0

pk - p, QZk - q,zv ka - (jun Ck - C7 fracamente em Ll
e 7, — T fracamente® em L™.
Levando em consideracgao o Lema 4.1(g) deduzimos que, para qualquer conjunto mensuravel

BcT,

0= JB Fo(t) - Gi(t)dt = L (1) - {Gr(t) — G(t)}dt +J (1) - G(t)dt

B

e f 7x(t)dt < 0, onde
B

Gi(t) = G(t, 2 (), 2(t), un(8), v (), (), G(t) = G(t, (), 2(t), a(t), o(t), a(t)).

Tomando limites, concluimos que 7(t) < 0 e #(t) - G(t) = 0 ¢.t. t € T. Também, por
uma modificacdo simples na demonstracao do Teorema 3.1.7 [28] e por propriedades de
semicontinuidade superior de cones normal e subdiferenciais limite, podemos passar o

limite de (a)-(g) do Lema 4.1. O que resulta em

(A7) A+ [plo + g:]o + [qulle > 0,
(B7) (=p(t), =¢:(t), —qw(t),0,¢(¢), 0)

€ codH(t,z(t), z(t), w(t), p(t), ¢:(t), qu(t), r(t), u(t), v(t), a(t)) ¢.s.,
(C) C(t) € coNy»(B(t)) q.5..

(D7) (p(0), =p(1)) € Ne(2(0), 2(1)) + Adl(z(0), 2(1)),

3

Veja estes resultados no apéndice p. 67



Capitulo 4. Condicoes de Otimalidade para Problemas de Controle Otimo 49

(E) Jqw(D)| = lg.(D)],r(t) < 0er(t) Gt x(t), 2(1),u(t), v(t),a(t)) = 0 ¢.s.,
onde r(t) = (1 + K,.(t))7(t).

Passo 0. Reescrevendo as relagoes (A’°)-(E’) na forma requerida. Relembre que
H(tv T, 2, W, P54z Gu, T, U, U, CY) = pf<t7 T, U, v)+QZ'(w_a)+Qw'a2+r'(g(ta T, U, U)+Z+Oé).
Agora vamos estimar o codH. Temos

Coaﬁ(t,x,z,w,p, qz,qw,T,U,U,Oé) < {(01 + vag,r, q2702 + Tvug,
93 + Tvvga —qz + 2Qwa + 7”) | (017 027 93) € Coaa:,u,vp ’ f}

Como a(t) =0ew(t) =0 g.t. t € T, por um teorema de selegdo apropriado, deduzimos a

existéncia de fun¢oes mensurdaveis 61, 09, 03 e ( satisfazendo

(61(0), 62(8), 05(1)) € coPnup(t) - £t 5(2), (1), 5(0)) .t tE T, (13)
C(t) € coNywy(v(t)) gt. teT.

Concluimos de cima que
(=p(t), =¢=(t), =Gu(t), 0,¢(%),0) = (61(t) + 7(£)Vag(t), r(t), ¢=(1), (4.4)
02(t) + r(t)Vug(t), 93(15) r(t)Vog(t), r(t) — ¢:(t)).
De (4.4) e (E’) deduzimos que, para quase todo t € T,
@:(t) =r(t), ¢:(t)=—r(), Gut)=—q(t) (4.5)
e |qw(1)| = [g:(1)]. Defina
H(t,z,p,r,u,v) :=p- f(t,x,u,v) +7-g(t,x,u,v).
De cima e (4.4) temos
(=9(),0,C(1)) = (B:(8) + r(D)V23(1), 02(t) + D)V (0), B5() + () Vu(8)  (46)
para algum (0, (t), 02(t),05(t)) € co0puwp(t) - f(t,2(t),u(t),v(t)) q.t. t € T. Segue que
(—p(t),0,C(1)) € oty unH (t, E(t), p(t), r(t), u(t), v(t)) q.t. t € T. (4.7)
Levando (E’) em consideragao, também temos
r(t) - g(t,z(t),u(t),v(t)) =0er(t) <0qt.teT. (4.8)

Deduzimos que (4.7), (C’), (4.8) e (D’) sdo, respectivamente, (ii), (iii), (iv) e (v) do

teorema.
Resta provar (i). Afirmamos que
A+ pt) >0 VteT. (4.9)

Primeiro observe que se ¢, = 0 e ¢, = 0, entdo (4.9) vale. Buscando uma contradigéo,

assuma que A = 0 e p(7) = 0 para algum 7 € T'. Existem dois casos a serem considerados.
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Caso 1.

Caso 2.

Suponha que r(t) = 0 ¢.s.. Entao por (4.5) temos ¢, = 0, ¢, = 0. Deduzimos de (4.6) e
(H1) a existéncia de K integravel com K;(t) = 0 ¢.s. tal que |p(t)| < Ki(¢)|p(t)] g.s.
a Desigualdade de Gronwall e o fato que p(7) = 0 para algum 7 € T implicam que
p =0 (veja os detalhamentos na p. 68 no apéndice). Mas isto, junto com o fato que
A=0eq,=0,q,=0ep=0, contradiz (A’).

Suponha agora que r(t) # 0 em um subconjunto de 7" de medida de Lebesgue
diferente de zero. Deduzimos de (4.6) que 0 = 65(t) + r(t) - V,g(t) qt. t € T,
onde 05(t) é definido em (4.3). Tomando o produto interno do lado esquerdo da
equagao anterior e o vetor h (definido em (H7)) obtemos, de (H7) e (iv) do teorema,
que Oy - h(t) = —r(t) - a(t) ¢g.t. t € T. Pelas hipdteses, existe Ky integravel com
Ky(t) = 0 g.s. tal que

Ir(t)] < Ka(t)|p(t)| qt.teT. (4.10)

Deduzimos de (4.6), (4.10) e (H1) a existéncia de K3 integravel com Kj3(t) = 0 q.t.
tal que |p(t)| < K3(¢t)|p(t)| q.t. t € T. Novamente pela Desigualdade de Gronwall e o
fato que p(7) = 0 para algum 7 € T" implica que p = 0. Mas entao, por (4.10), temos

r(t) = 0 g.t., uma contradigao.

Provamos que A+ |p(t)| > 0¥ ¢t € T', uma condigao que assegura que A+||p||o > 0.

A demonstragao esta completa. O]

Agora sim, estamos quase prontos para enunciar o principal resultado do

trabalho, mas antes disso sera enunciado o Teorema da Funcao Implicita Uniforme, que

desempenha um papel crucial na demonstragao das condi¢oes necessarias para o problema

(P) com as restrigoes satisfazendo a condigao do tipo Mangasarian-Fromovitz.

Teorema 4.5 (Teorema da Fungao Implicita Uniforme). Considere um conjunto A < R¥,

um numero a > 0, uma familia de fungoes {1, : R

"™ x R" — R"},eq, € um ponto

(ug,v9) € R™ x R™ tal que ¥4 (ug,vg) = 0 para todo a € A. Suponha que

(i) Y, € continuamente diferencidvel em (ugy,vo) + aB para todo a € A,

(7i) existe uma fun¢do mondtona crescente 0 : (0,00) — (0,00) com 6(s) | 0 quando s | 0

tal que, para todos a € A e (u,v) # (u',v") € (ug,vo) + aB,

Vb (u, v) = Viba (u/,0')] < 0| (u, v) = (', 0')]),

(7ii) V,a(ug,v9) € ndo singular para cada a € A e existe ¢ > 0 tal que, para todo

ac A7 |[vv¢a<u0a UO)]_1| < c.
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Entao ezistem § = 0 e uma familia de fungoes continuamente diferencidveis {¢, : ug+9dB —

vo + aBl}aea que sao Lipschitz com constante de Lipschitz k comum tais que, para todo

a€A,

(a) vo = ¢a(uo),

(b) Vo(u,pa(u)) =0 para todo u € uy + I B,

(C) VU¢(UO) = _[vvwa(uoaUO)]_lvuwa<u0aU0)'

Os nimeros § e k dependem de 0,c e a somente. Além disso, se A é um conjunto Borel
e a — P,(u,v) é uma fungao mensurdvel Borel para cada (u,v) € (ug,vo) + B, entdo

a — ¢q(u) € uma fun¢io mensurdvel Borel para cada u € ug + 0B.

O teorema que segue é o principal resultado deste trabalho, a técnica utilizada
na demonstragao consistird em montar um problema auxiliar a partir do problema (P)
apenas com restrigoes de desigualdade e para isso usaremos o Teorema da Func¢ao Implicita
Uniforme, que “embute” as restrigoes de igualdade de (P) neste problema auxiliar e em

seguida utilizamos o Teorema 4.4 para concluir as condigoes necessérias para (P).

Teorema 4.6. O Teorema /4.2 permanece vilido se substituimos (H*) por (H7).

Demonstragio. Considere a fungao p: T x (R™ x RFu x Rk”) x R™ — R™ dada por
p(t, (&, u,0),m) = b(t, T(t) + & a(t) +u + Voub(t) ', 0(t) +v).

Temos u(t, (0,0,0),0) = 0 g.t. t € T. Escolha Sy < T sendo o maior subconjunto tal que
esta relacao e cada uma das hipoteses nao valem para cada t € Sy. Por hipoteses, Sy tem
medida de Lebesgue nula. Assim, existe um conjunto Borel Si, que é a interse¢do de uma
colegdo enumeravel de conjuntos abertos, tal que Sy < S; e S1\Sp tem medida nula. Assim
S1 é um conjunto Borel de medida nula. Definimos S := T\S;, um conjunto Borel de

medida total. Temos

Z’;(t, (0,0,0),0) = T'(t) := V,b(t)Vub(t)" ViteS.

Por (H6) e (H7)(iv) existe uma constante M > 0 tal que |[T'(t)]"'| < M para todo t € S.
Assim o Teorema 4.5 se aplica para a fungao p e assegura a existéncia de €; € (0,¢€), 01 € (0, €)
e uma aplicacao implicita d : T x €, B x €1 B x ;B — 61 B tal que d(-, &, u,v) é uma fungao
mensuravel para (£, u,v) fixo, as fungoes {d(t,-,-,-) | t € S} sdo Lipschitz com constante
Lipschitz Ky > 0 comum, e d(t, -, -, -) é continuamente diferenciavel para t € S fixo. Escolha

01,0 > 0 tais que

o1 € (0,min{e, €/2}), 0 € (0,min{dy,€/2}), o1+ K40 € (0,€/2), (4.11)
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onde €; e §; (que nao dependem de t) sdo como acima e K, , é dado por (H6).

No que segue e sem perda de generalidade, consideramos a funcao implicita
d definida em T x 0;B x 01B x 01B e tomando valores em 6B. A fungao d(t,-,-,-) é
continuamente diferenciavel e Lipschitz em 01B x 1B x 01 B com K, a constante de
Lipschitz e satisfaz d(t,0,0,0) =0 q.t. t € T:

p(t, (& u,v),d(t, & u,v) =0gqt. teT, ¥V (Eu,v) € 01B x 0B x 01B,

(de, du, dy)(t,0,0,0) = —T'(£) "1 (V,b(t), Vub(t), V,b(t)) q.t. t € T.
Defina as fungoes
D(t,z,u,v) == d(t,x — (t),u — u(t),v — v(t)),
F(t,z,u,v) = f(t,z,u+ V,b(t)" D(t,z,u,v),v),
G(t,z,u,v) == g(t,z,u+ Vb(t) D(t, z,u,v),v)
e os conjuntos U(t) := u(t) + o1 B, V(t) := V(t) n (v(t) + 01 B). Considere o problema
(0),z(1))
sujeito a  z(t) = F(t,x(t),u(t),v(t)) ¢t. t €T,
G(t,z(t), u(t),v(t)) <0 q.t. teT, (Paus)

(u(t), v(t)) € () V(t) gt . teT,
(2(0), z(1)) €

O processo (Z, u,v) é admissivel para (P,,,;) (ver detalhamentos no apéndice p. 68). Assuma

minimizar [(z

que (Z,u,0) é uma solugdo com custo menor. Defina
a(t) == a(t) + V,b(t) ' D(t, &(t), a(t), (t)),
§(t) := () —2(t), w(t):=a(t) —u(t), wn(t):=0(t) o)
De (4.11) e da definicao de d segue que
[a(t) —u(t)] <|a(t) —u(t)] + Kpgd < o1+ Kpgo <€, [0(t) —0(t) <oy <e.
Pela definicao de d, para quase todo t € T" temos

plt, (§@), ua (), vi (1)), d(t, £(2), ua (t), v1(2))) = (£, 2(2), a(t), o(t)) = 0.

Concluimos que (Z, 1, 0) é uma solucdo para (P) com menor custo (veja os detalhes na
p. 69 no apéndice), contradizendo a otimalidade de (z,u,v). Segue que (z,u,v) é um
minimizador para (Pyyz).

Vamos agora checar que (P,,;) satisfaz as condigoes sob as quais o Teorema

4.4 vale. Precisamos somente verificar que

Vo GEO () h(t) = aO(t) q.t. teT, (4.12)



Capitulo 4. Condicoes de Otimalidade para Problemas de Controle Otimo 53

onde h e a sdo as fungdes cuja existéncia é postulada em (H7) e satisfaz (H7)(i) e (H7)(ii).

Observe que
V.Gt 2(t),u(t),v(t)) = Vug(t) — Vug(t)Vub(t) TT(#) 1V ,b(1).

Levando em consideracao (H7), o produto interno do lado esquerdo da equagao anterior e

o vetor h(t) implica em
VGO (t) - h(t) = Vg™ () - h(t) = a®V(t) qt. teT
fornecendo (4.12). Agora aplicamos o Teorema 4.3 para (P,,;). Que garante a existéncia

de A= 0,pe WHYT;R™),r e L*(T;R™) e ¢ € L*(T;R*) tais que

1) [ple + X #0,

(it) (=p(t),0,((t)) € coduunH (¢, 2(t), p(t), (1), a(t), (1)) q.t. te T,
(iii) ¢(t) € coNyuy(v(t)) q.t. teT,
(iv) r(t) - G(t,z(t),u(t),v(t)) =0er(t) <0qt.teT,

(v) (p(0), =p(1)) € No(2(0), 2(1)) + Adl(z(0), 2(1)),

onde H(t,z,p,r,u,v) = p- F(t,z,u,v) + r - G(t,z,u,v). Da regra da cadeia ndo suave
(Teorema 3.5), das propriedades de diferenciabilidade de d e um teorema de selecao

apropriado, existem func¢oes mensuraveis 0, 0, 05 e ( satisfazendo, ¢q.t. t € T,

(61(1), 05(1),05(1)) € codpuup(t) - [ (2, T(2), u(t),0(t), ((t) € coNvy(0(1)),

(=p(£),0,¢(1)) = (02(t) + q(t)Vub(t) + r(t) Vg (1),
Os(t) + a(t)Vub(t) + (1) Vg (t), 03(t) + a(t)Vob(t) + r(t)V.g (1)),

onde
q(t) = —(0a(t) + r(t)Vug(t)) Vub(t) 'T ()" (4.13)

Sob as hipéteses, 01, 6s, 03,7 e ( sao todas fungdes integraveis e assim ¢ o é. Isto prova
que A\, p,q,r e ¢ satisfazem (i)-(v) do teorema. Como existe R integravel tal que |r(t)| <
R(t)|p(t)| g.t. t € T, deduzimos de (4.13) a existéncia de K, integravel tal que a tltima
conclusao do teorema vale (detalhamento no apéndice p. 69). Isso completa a demonstragao.

m
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4.3.2 Exemplos

Dos exemplos que seguem, para o primeiro (H7) é satisfeita, mas (H*) nao e
vale o principio do maximo, e para o segundo (H7) nao é satisfeita e o principio do maximo

nao ¢ valido.
Exemplo 4.1. Considere o problema:

min z(
sujeito a  (t) = ui(t) + uz(t),

Aqui as varidveis de controle sao (uy,us,ug). Este é um problema sem restrigoes de
igualdade. Um minimizador é (0,0,0,0) e Z,(t) = {1,2} Y t € T. O Teorema /.J vale com

p(t) = —1 e A\ = 1. Para este problema, a matriz

1 00
F(t) =
1 00
satisfaz (H7), mas ndo (H*): defina h(t) = (1 0 0)",a(t)=(1 1)" e Ky =1/2.
Em situagdes quando m, # 0 e m;, # 0, é crucial para h € L*(T; R™) satisfazer

simultaneamente (H7)(ii) e (H7)(iii). O exemplo que segue, ilustra o fato onde nao existe

tal A.
Exemplo 4.2. Considere o problema:

min T

(
sujeito a  x(t) = uy(t)

Um minimizador é (T, uy,us) = (0,0,0). Neste minimizador a restri¢io de desigualdade é

ativa para todo t € T'. Para este problema temos
H(t,x,p,q,ru1,uz) = pus + q(uz — 2%) + r(ug — u?).

O Teorema 4.6 ndo vale para este problema. De fato, aplicando as conclusoes deste teorema,
temos

(=p(£),0,0) = (0, p(t), q(t) + r(t))
e p(1) = —\. Seque que p = 0. Consequentemente A = 0, contradizendo a condi¢ao de

nao-trivialidade (i) do Teorema 4.6.
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Neste problema (H7) nao € satisfeita. De fato, como
v“lﬂmb(ta 07 07 0) = vﬂl,uzg(tu 07 07 0) = (07 1) V le T:
¢ impossivel definir um vetor h € R? para o qual

Vs 0(6,0,0,0) - h =0 e Vi, 4,9(¢,0,0,0) - h # 0.



56

5 Conclusao

Nesta dissertagao, estudamos as condigoes necessarias de otimalidade para
o problema de controle 6timo com restrigoes mistas de igualdade e desigualdade sob a
qualificacao de restricao do tipo Mangasarian-Fromovitz, bem como as técnicas utilizadas
na demonstracao. Para o entendimento pleno foram estudados os seguintes pré-requisitos:
a teoria de otimizacdo no contexto de dimensao finita, as qualificacoes de restrigdoes mais
classicas e a condicao de KKT para o problema de programacao nao linear; o problema de
calculo das variagoes e a Equacao de Euler-Lagrange; as construgoes basica de andlise nao
suave; o problema de controle 6timo de Pontryagin e o principio do maximo nao suave

classico, com a condi¢cao do maximo.

O préximo passo deste trabalho é generalizar para o contexto de controle
otimo as qualificagoes de restrigdes recentes da literatura que se mostraram ser de grande
importancia na area de programagdo nao linear (ver Andreani et al. [1], [3]) e foram
muito bem recebidas pela comunidade cientifica, com impacto consideravel. A partir desta
dissertacao a ideia é generalizar a condigao de qualificacao de posto constante (CRCQ), que
¢ uma hipétese alternativa a condi¢do de qualificacdo de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ),
e a condigdo de qualificagdo de dependéncia linear positiva constante (CPLD), que é mais
fraca que MFCQ e CRCQ. Em seguida, provar o principio do maximo assumindo estas
hipoteses, CRCQ e CPLD, dessa forma aumentamos a quantidade de problemas para os

quais o principio do méaximo é aplicavel.
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APENDICE A - Definicoes, resultados e

demonstracoes utilizados no capitulo 4

Proposiciao A.1. [36] Suponha 1 <p < 0. Se |f, — fll, = 0, entdo f, — f na medida

e por isso alguma subsequéncia converge para f q.s..

Demonstracdo que Sy é um minimizador fraco de (C})

Demonstragio. Tomamos um processo factivel S arbitrario de (Cy) na vizinhanca fraca
de Sy, seja

S = (x,y, 2z, w,w, wsy, w3, U, V, ).

Sabemos que Sy, é minimo fraco para (Cy), logo se o processo S que tomamos é factivel

para (C}) temos Sy minimo fraco para (Cy). Entdo, temos que verificar se
(2(t), y(1), 2(t), w(t)) € (z(t), (1), 2(¢), w(t)) + €B, (A1)
pois esta é a tinica restricdo que tem no problema (Cy) e ndo tem no problema (Cy).
Como S esté na vizinhanca fraca de S, temos
|(z,y, 2, w, w, ws, ws) — (g, Yk, 2k, Wk, 0,0,0)] < €/2.

Além disso, temos (g, Yk, 2k, wr) — (Z, (1), z, w) uniformemente e assim (2 (t), yx(t), 2k (t), wi(t)) €
(z(t),z(1), 2(t), w(t)) + €¢/2B, Yk. Logo,

|(2(8),y(), 2(t), w(t)) — (2(2), (1), 2(t), w(t))| < |(2(2),y(t), 2(1), w(t) = (wx(t), ye(t), 2 (1), w ()]
+ ’(xk(t)ayk<t)a Zk(t)awk<t)) - (i'(t%j(l)v E(t),u_)(t))\ < 6/2 + 6/2 =c

Portanto, a equacdo (A.1) estd satisfeita, entdo Sy, é um minimizador fraco para (Cy),

como queriamos. O

Demonstracao do Lema 4.1

Demonstragio. [21] Sem perda de generalidade assuma que |wg(1)| < 1 para todo k € N,

isto pode ser feito, pois wy — w uniformemente e w(t) = 0 g.t. t € T. Defina
h<t7 r,Y,z,W,wW1,wW2,wW3,P, 5,4z, qu, T, ]'_‘[7 u,v, Oé)
=p- flt,r,u,v)+s-0+q, - F(w,a) + qu - Fp(a) +r-G(t,z,z,u,v,a)

+ 7y |u — ug(t)] + mo|v — v (t)| + w3 — au(t)],
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onde II = (my, m, m3). Para simplificar a notagao, defina Py := (pg, Sk, @z s Quy )- E uma

questao simples ver que

aaaG(t, xk(t), Zk(t), Uk(t>, Uk(t>, Oék<t)> =71 q.t. te T,

onde I é a matriz identidade. Assim o problema (Cy) satisfaz as condigoes sob as quais
o Teorema 4.2 se aplica. Observando que u; e a; tomam valores no interior do conjunto
controle apropriado, uma aplicacao do Teorema 4.2 da fungoes absolutamente continuas

Pyi(t), 11 (t), um escalar A\, = 0, e fungoes integraveis ry, (x tais que

3

(A) A+ Ipllo + [slloo + [dloo + I oo + Y i oo > 0,
i=1

(B) (—Pu(t), —ILk(t), 0,(u(t), 0) € codhy(t) g.s.,
(C) G(t) € coNv iy (vk(?)) g-5.,

(D) (Pr(0), 11 (0), —Fy(1), ~11x(1))
€ (Ne(z1(0), yr(0)) x R™ x R™) x R x {(0,0,0,0)} x {(0,0,0)}

+Xe0P%(7%(0), 7%(1)),

(E) re(t) - Gt mp(t), z(t), ui(t), vi(t), ax(t)) = 0 e ri(t) < 0 ¢.s.,
onde 0h(t) denota o subdiferencial de h com relagao a
(,y, 2, w, Wy, ws, w3, U, V, )
avaliado em Sy. Como h nao depende de y,w;,wy e ws, deduzimos de (B) que
—Pe(t) = (=pr(1), 0, =z, (), =G, (1)) € —TI(t) = (0,0,0), (A.2)

Agora nos voltamos a ¥;. Observe que, por (H3), Ui (z,y, 2, vy, z,w) é Lipschitz em torno
de
(#(0),2(1), 2(1),2(1), 2(1), w(1)).

Afirmamos que, para k suficientemente grande,

U (2£(0), yx(0), 21 (1), yr (1), 22(1), w (1)) > 0. (A.3)

Por definigao esta relagao é nao negativa. Suponha que é igual a zero. Entao

ye(1) = 2(1),  1(zx(0),y£(0)) < I(2(0), (1)
)

),
(2(0),2(1)) € C,  z(1) =0, wg(1) =0. (A.5)
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Como wi(t) = 0 g.s. e wi(0) = wi(l) = 0 temos wg(t) = 0 e ag(t) = 0 ¢.s.. Assim
Z1(t) = 0 g.s., que, junto com z;(0) = 0, implica que zx(t) = 0 ¢.s.. Segue dos fatos acima

que
Gi(t, xp(t), zi(t), up(t), ve(t), an(t)) = gi(t, zx(t), up(t), ve(t)) <0 g.s. (A.6)

para todo i € {1,...,m,}. Assim, se Uy (2£(0),yx(0), 2x(1), yx(1), 2x(1), wr(1)) = 0, dedu-
zimos de (A.4)-(A.6) que (xy, ug, vx) ¢ um processo admissivel para (Q), contradizendo a

otimalidade de (Z, u,v). Isto prova a afirmagao.

Vamos agora provar que o calculo do subdiferencial limite (Regra do Méximo,

Teorema 3.6) e (A.3) dao a seguinte estimativa para o subdiferencial de W) com relagdo a

(z,y,2",y, z,w):

OV (2£(0), yx(0), 2% (1), (1), 26 (1), wi (1)) = {p1(01,02,0,0,0,0) (A7)
+ p2(07 07 07 07 07 6%62) + /03(0; OJ 07 07 €3, _63) + p4(07 07 €4, —€4, 07 O>|
(61, 65) € l(x(0), yx(0)), les| = les| = leal = 1,p € R, pi = 0 se Py, < Wy},

onde eq, €3 € e4 sa0 vetores tais que ey, e3 € R™9 ¢4 € R",
Uy, = max{t)1,, Yo, , V3, , U, §,
Uy = Uz,y) = Uz(0),2(1) + €, o, = eplwl, Wy, = |w—2z], Y = 2" =,
e Uy e @lk denotam, respectivamente, as fungoes ¥y e v;, avaliadas em
(2£(0), y&(0), 21 (1), yr(1), 21(1), wi(1)).

Suponha que x(1) # yi(1). Entdo a inclusao (A.7) vale com e, € R" e |ey| = 1. Analoga-
mente, se wy(1) # 0, entdo (A.7) vale com ez € R™, |es| = 1. Finalmente, se wy(1) # 0,
entao (A.7) vale com ey € R™9, |eo| = 1. Por outro lado, se ¢;, = 0 para algum i € {2,3, 4},
de (A.3) temos p;, = 0. Assim (A.7) vale.

De (D), (A.2) e (A.7) deduzimos a existéncia de vetores
Pk = <p1k7p2k7 P35 p4k)7 €2, €3, € nga €4, e R"
tais que pp € R, p;, = 0 se 2/71% < Uy,

|62k| = |63k| = |€4k| = 17 <A8>

Também temos que s, é constante, e

4z (1) = —Apps, €3y, (A.10)
Gu, (1) = =z, (1) + Apz,€iea,, (A.11)
pr(1) = —sp = —Appa,eu,, (A.12)

k(D] = Aepay., (A.13)
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(Pr(0), s) € Ne(2x(0), yx(0)) + App1, 0l(xx(0), yx(0)) + Apex(B x B). (A.14)

As equagoes (A.8), (A.12) e (A.13) implicam |s;| = |px(1)|. Como py € R temos |sg| =
Ae(1—=p1, — pa, —p3,.), que, junto com (A.10), implica que Ay = [s|+ ¢z, (1) + Axp1, + Axpo, -
Segue de (A) e de cima que

AP+ Akpz + [Prloo + 2o + g2 oo + @ (D] + lquy oo + 3Arer > 0. (A.15)

Afirmamos que esta ultima desigualdade implica que

APy + [Pklloo + 2o (D] + gz oo + 162 (D] + guy oo + 3Arer > 0. (A.16)

Buscando uma contradigao, suponha que (A.15) vale e

Mo+ [Pklloo + 2o (D] + g2 oo + 192 (D] + Gy o0 + 3Arer = 0. (A17)

Entao Arps, # 0, isto é, A\y # 0 e pg, # 0. Segue de (A.17) que py, = p3, = ps, = 0 e
consequentemente, py, = 1. Por (A.17) também temos ¢, (1) = 0 e gy, (t) = 0. Contudo,
como Agpe, # 0, segue de (A.11) que gy, (1) # 0, uma contradi¢do. Assim (A.16) vale,

uma condi¢cdo que assegura que

Aepry, + [P0 4 (162 oo + 1wy oo + 3Aker > 0.

As equagoes (A.10)-(A.13) implicam (c). Por outro lado, o requerimento que
At = 0,pr € R, e (A.8) corresponde a (b). A inclusdo (A.14), junto com (A.12), implica
(d), e (C) e (E) sao, respectivamente, (e) e (g). Para provar (f), note que

h‘<t7 z,Y,z,w, Wi, Ws,Ws, P, S,qz, qu, Tk, Ha u,v, O‘)

= H(t,z,2,w,D, @2 Gu> Tk, Uy U, @) + T U — ug| + Tolv — | + T3] — gl
Estimando o sudiferencial codh; com a ajuda da regra da soma e (A.9), temos

Coahk - {(917 07 02, 03, 07 07 07 04, 05, Q6)|(Ql7 02, 03, 04, 05, QG)

€ Coax,z,w,u,v,aH(t7 Ly Zky Wiy Pk Gz, 5 Quy s Tks Wk Uk, akz)}

+ Aper({0,0,0,0,0,0,0} x B x B x B),

e assim (f) vale em virtude dos fatos acima, (B) e (A.2). Finalmente, por um simples
argumento de escala, podemos normalizar a soma dos multiplicadores sem afetar as outras
conclusbes do lema, implicando que (a) também vale. Isto completa a demonstragao do

lema. O

A referéncia dos préximos quatro resultados é Vinter [29]

Definicdo A.1. Tome uma multifuncio T : I ~~ R*. Dizemos que uma funcio z : I — RF

¢ uma selecio mensuravel para I' se
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(i) © é mensurdvel Lebesgue, e

(ii) z(t) € T'(t) q.s..

Teorema A.l. Seja T : I v R wma multifungio ndio vazia. Assuma que T € fechada e

mensuravel. Entao I tem uma selecao mensurdvel.

Teorema A.2 (Teorema de Selecio Mensuravel de Aumann). Seja I' v R* uma multi-

fungdo nao vazia. Assuma que
GrT é L x B¥ mensurdvel.

Entao T" tem uma selecdo mensurdvel.

Teorema A.3 (Teorema de Selegdo Generalizado de Filippov). Considere uma multifungao

nao vazia U : I v~ R™ e uma funcdo g : I x R™ — R" satisfazendo

(a) o conjunto GrU é L x B™ mensurdvel;

(b) a fungio g é L x B™ mensurdvel.

Entdo para qualquer funcio mensurdvel v : I — R™, a multifuncao U’ : I v~ R™ definida
por

U't):={uecU(t):g(t,u) =v(t)}

tem um grdfico L x B™ mensurdvel. Além disso, se
v(t) e {g(t,u) :ueU(t)} q.s.
entao existe uma funcao mensurdvel u : I — R™ satisfazendo
u(t) e U(t) g.s.

g(t,u(t)) = v(t) q.s.

Demonstracdo de que existe uma func3o integravel K, tal que |ry.(t)] <
K. (t)qt.teT

Demonstragio. Pelo Lema 4.1 (f), temos

0e co@aﬁf(t, (1), 26(t), Wi (t), P(t), @z (), Guy, (1), T (1), wr(t), vi(t), ax(t)) + Arex B,

onde

Coaaﬁk = QZk(_I) + Quy, (Qdiag(aki)) + il
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Logo,
Tk(t) € qz, (t) - 2q’LUk (t)diag(a/ﬁ (t)) - )‘kEkB qgt.te T.

Assim, pelos teoremas de selegdo mensuravel 3b(t), tal que
Plt) = 42, (1) = 2qu, (Ddiag(an, (£) — Meb(t) q.t.t € T.
Calculando a norma de ry:
7l < ¢z, | + 2|qu, ||diag(cu,)| + Awer[b],

temos |¢,, | < 1 e |qu,| <1, pois sao multiplicadores (ver Observacao 4.1 (b)); |diag(ay,)| <
[ para algum [y constante, pois ay, € A, e A\geg|b| < ls para algum [y constante, pois b € B

e M\pex < lo. Entao, existe uma funcgao integravel K, tal que
Irk(t)| < K,(t)qt.teT,
onde K, =1+ 1] + ls. O

Defini¢ao A.2. [29] Uma familia de fungoes S é uniformemente integravelmente limitada

se existe uma funcdo integrdvel oo € L' tal que
lz(t)] < af(t) g.s.

para todo x € S.

Demonstracdo que as sequéncias {p;},{¢,} € {Gu,} sdo uniforme-

mente integravelmente limitadas

Demonstragio. Pelo Lema 4.1 (f), temos

(_pk’(t)> _QZk (t>7 _qwk (t)) € Coax,z,wHk (t)

Pela Proposicao 3.8, 0H, < KB, onde K é a constante de Lipschitz de H, temos K
integravel por (H1) e (H5). Logo, usando a Proposigao 3.8, teoremas de sele¢io mensuravel
com ideias analogas & demonstracao anterior, concluimos que as sequéncias sao de fato

uniformemente integravelmente limitadas. O

Demonstracgao que existe uma fungdo integravel K tal que |(;(?)| <
Kc(t) q.t.t e T

Demonstragdo. Segue analogo as duas ultimas demonstragoes. O]
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A referéncia dos resultados que seguem é Rudin [37]

Definicao A.3. Uma familia F de funcoes f definidas em um conjunto £ em um espago

métrico X € dita ser equicontinua em E se para cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que

[f(x) = fly)l <€

sempre que d(x,y) <0,z € E,ye FE e f € F. Aqui d denota a métrica de X.

Teorema A.4. Seja K um conjunto compacto.

(a) Se {f.} é uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas em K,

entao {f,} € equicontinua em K.

(b) Se {f.} € limitada ponto a ponto e equicontinua em K, entao {f,} contém uma

subsequéncia uniformemente convergente, e {f,} € uniformemente limitada em K.

Teorema A.5 (Compacidade das Trajetérias). [29] Tome um subconjunto relativamente
aberto Q < [S,T] x R" e uma multifuncio F : Q v~ R™. Assuma que, para alguma
multifuncio fechada X : [S,T] v~ R" tal que Gr X < Q, as sequintes hipdteses sdao

satisfeitas:

(i) F € uma multifuncio fechada, convezra, nao vazia.
(ii) F é L x B" mensurdvel.

(iii) Para cada t € [S,T], o grifico de F(t,-) restrito a X(t) € fechado.

Considere uma sequéncia {x;} de fungoes W ([S, T]; R™), uma sequéncia {r;} em L'([S,T]; R)
tal que ||ril|zr — 0 quando i — w0, e uma sequéncia {A;} de subconjuntos mensurdveis de

[S,T] tal que measA; — |T — S| quando i — o. Suponha que:

(iv) Gra; < Gr X para todo i,

(v) {;} € uma sequéncia de fungoes uniformemente integravelmente limitadas em [S, T

e {z;(S)} é uma sequéncia limitada;

(vi) existe c e L' tal que
P(t,2i(t)) © c(t) B

para quase todot € A; e para i =1,2,....

Suponha, além disso, que

i(t) € F(t,zi(t)) + ri(t)B q.t. t € A,
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Entao ao longo de alguma subsequéncia
x; — x uniformemente e &; — & fracamente em L
para algum x € WH([S, T];R™) satisfazendo
x(t) € F(t,x(t)) q.t. t e [S,T].

Teorema A.6 (Desigualdade de Gronwall). [29] Tome uma fun¢do absolutamente con-
tinua z : [S,T] — R™. Assuma que existem fungoes integrdveis nao negativas k e v tais

que

| 2] < k@)]=(0)] +o(t) gt te [ST].

12(0)] < exp ( Lt k(o)da> l\z(S)| ; Lt exp (- L k:(a)da) U(T)dT]

para todo t € [S,T].

Entao

Demonstracao de que a Desigualdade de Gronwall e o fato que

p(7) = 0 para algum 7 € T implicam que p = 0.

Demonstracao. Considere a seguinte mudanca de variavel
s=171—1.
Defina ¢ : [0, 7] — R", ¢q(s) := p(T — s). Assim, ¢(0) = p(7) = 0. Temos
[q(s)| = | =B(7 = 8)| = [p(7 = 5)| < EKa (7 = 8)|p(T — 5)| = Ki(s)]a(s)|-
Pela Desigualdade de Gronwall,
() < e ([ Kalo)da ) la@) = 0 = g(5) = 0.5 € 0.7
Assim, p(t) = p(T — s) = q(s) = 0,t € [0, 7].

Analogamente, mostra-se que p(t) = 0,t € [7,1]. Basta definir s =t — 7 ¢
q:[0,1—7] > R" q(s):=p(s+ 7).

Portanto, p = 0. O]
Demonstracdo que o processo (,u,v) é admissivel para (P,,;)

Demonstracao. De fato,

F(t,2(t),ult),v(t)) = f(t,z(t), a(t) + Vub(t) D(t, 7,u,0),0(t))
= f(t,2(t),a(t) + V.b(t)'d(t,0,0,0),5(t)) = f(t.2(t),a(t), v(t)) = z(t),

I~y
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G(t,i"(t),ﬁ(t),?_)(t)) = g(t,i(t),ﬁ(t)+vul_)(t)TD(t,i",ﬁ,@),@(t)) = g(t,;ﬁ(t),ﬂ(t),f)(t)) <0,
(u(t),v(t)) e U(t) x V(),
(#(0),#(1)) € C.

Como (z,u,v) satisfaz as restrigoes de (P,,;), temos (Z, u,v) admissivel para (P,,,). O

Assumindo que (Z, %, ¥) é uma solucdo para (P, ), concluimos que

(Z,4,v) é uma solucio para (P)

Demonstracao. De fato,
M(tv (f(t)a Uy (t)v U1 (t))7 d(t7 é(t)7 ul(t>7 U1 (t))) = b(tv j<t)7 ﬁ(t), T)(t))v

como (&(t), u1(t),v1(t)) € oy BxoyBxo1B, temos pu(t, (£(t), i (t), v1(t)), d(t, £(t), uq(t), v1(t))) =
0, logo
b(t, z(t),u(t),v(t)) = 0.

Além disso, temos

o(t) eV =0(t)

e V(t),
1)eC

—~
=
—~
(@)
SN~—
IS
—

pois (Z, 4, ) é uma solu¢ao para (P, )-

Como as restrigoes de (P) sao satisfeitas temos o que queriamos. O

Demonstracdo de que existe K, integravel tal que |q(t)| < K., (t)[p(1)]

Demonstragio. Temos q(t) = —(05(t) + 7(t)V4g(t))V.b(t) 'T'(t)~. Logo,

lq(t)] = |(62(t) + r(t)Vug(t))Vub(t) 'T(t) !
= 02(t) + r(t)Vug(t)||Vub(®) |0 ()]
< (|0:0)] + [r()||VWg(®))|Vub(t) T|M

(H6)
< ([62(0)] + [ (1) Ky g) K g M

L b)) + RO ()| Ko KM = Kon(B)]p(0)],

onde K, (t) = ks (t) Ky M + R(t) Ky oKy oM. Portanto, |q(t)| < K,,,(t)|p(t)], como queria-

mos. O
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A referéncia para os resultados que seguem é Clarke [28]

Proposigao A.2 (Somas Finitas).

0 (Z fl) (x) Z@fl(ac)

Corolario A.1. Vale a igualdade na Proposicio A.2 se todas as fungoes f; sdo, ou no

mdximo uma nao €, estritamente diferencidveis em x.
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