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RESUMO

ANALISE DO COMPORTAMENTO DE RESERVATORIOS HETEROGENEOS
SUBMETIDOS A INJECAQ DE AGUA

Deise Massulo Ferreira

A presente dissertagiio estuda o deslocamento uni dimensional de dois fluidos
incompressiveis, com o fluido molhante deslocando o nao-molhante, em reservatorios
heterogéneos compostos de wma fragdo continua de maior transmissibilidade
englobando uma fragio descontinua de menor transmissibilidade.

. A formulagdo matemdtica adotada para represenfar o escoamnento
incompressivel no meio heterogéneo admite fluxo convectivo na fragdo mais permo-
porosa e transferéncia de massa entre a fragdo mais permo-porosa e a fragdo menos
permo-porosa, proporcional & diferenga de saturagio entre as duas fragoes.

O sistema hiperbolico de equagtes € resolvido pelo método das caracteristicas
para uma curva de fluxo fraciondrio genérica. A solugdo obtida mostra a formagio de
uma frente de avango na fragdo mais permo-porosa, cuja velocidade e saturagiio
diminuem com o tempo, devido a troca de massa entre as duas fragdes do meio
poroso. A redugfio da velocidade da frente de avango da fragio mais permo-porosa
depende da intensidade da recuperagio do dleo da fragho menos permo-porosa.

Os modelos de transferéncia de massa reportados na literatura sdo usados
para calcular o coeficiente de transferdncia de massa do modelo proposto.

A validagiio do modelo ¢ feita através do ajuste a um exp&ri‘mmtﬂ de
laboratério reportado na literatura.

Uma oufra formulagdo para a transferéncia de massa, baseada na equag:ao da
difusdo, é apresentada. A solugiio numérica para esta formulago exigiu um excessivo
tempo computacional, o que conduziu ao desenvolvimento de uma solugio
aproximada, baseada no teorema de valor médio para integrais.

E apresentado um exemplo prético com dados de campo.
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ABSTRACT

ANALYSLS OF WATERFLOOD PERFORMANCE IN HETEROGENEOUS
RESERVOIRS

Deise Massulo Ferreira

The present work studies the incompressible flow of two immiscible fluids
(a wetting fluid displacing a non-wetting one) in  heterogeneous reservoirs compaosed
of a continuous fraction of high transmissibility surrounding a discontinuous fraction
of low transmissibility,

The mathematical formulation used to represent the incompressible flow in
the heterogeneous medium admits flow due to convective forces in the more
permeable fraction, and mass transfer between the more permeable fraction and the
less permeable fraction, which is proportional to the difference in saturation between
them.

The resultant hypmb@lzc system of equations is solved by the method of
characteristics for a generic fractional flow curve. The solution leads 1o a shock front
of saturation of the wetting fiuid in the more permeable fraction, whose velocity and
saturation decrease in time, due to the mass transfer between the two fractions. The
rate of reduction in the velocity of the shock front depends on the intensity of oil
recovery from the less permeable fraction of the reservoir.

The mass transfer models reported in the petroleum literature are used to
calculate the mass transfer coefficient of the proposed model.

The model validation is obtained through a laboratory experiment reported
in the literature.

Another mathematical formuiation that considers a diffusion-type equation
for the less permeable fraction is presented. The numerical solution for this
formulation is time consuming. S0, an approximate solution, based on the mean
value theorem for integrals, was developped.

A practical example with field data is presented.
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1. INTRODUCAO

O comportamento de um reservatério de petrdleo submetido a produgdo ¢
influenciado por heterogeneidades em diferentes escalas, que impactam em maior ou
menor grau a recuperagio de hidrocarbonetos. Em reservatorios silicicldsticos que
apresentam heterogeneidades primdrias de cardter deposicional, tais como a
ocorréncia de lentes de arenitos em conglomerados, ou vice-versa, sabe-se que a
fracdo 1mais permo-porosa, quando continua, € aquela que rege 0 comportamento
hidraulico do sistema. Ocorre que, muitas vezes, grande volume de 6leo encontra-se
armazenado na fragdo menos permo-porosa, instigando s engenheirps de
reservatérios a investigar quais os mecanismos de recuperag®o do dleo desta fragédo.

Outro tipo de reservaidrio, aqueles nhaturalmente fraturados, também
apresentam ¢ comportamento hidriulico descrito acima, ou seja, a rede de fraturas
de alta condutividade ¢ responsdvel pelo fluxo de fluidos através do reservatério. Para
estes reservatorios, diversos estudos tedricos e experimentais realizados nas dltimas
décadas vem elucidando como se dé a recuperacao de 6leo dos blocos ae matriz.

O presente trabalho estuda o deslocamento unidimensional de dois fluidos
incompressiveis, com o fluido molhante deélocando o njo-mothante, em reservatérios
- heterogéneos compostos de uma fragao mais permo-porosa englobande uma fragao
INEeNOS Permo-porosa.

A formulagao matemdtica adotada para representar o fendmeno fisico em
estudo admite fluxe convectivo na fragdo mais permo-porosa do reservatério e
transferéncia de massa por embebicdo entre a fragiio mais permo-porosa e a frag#o

MEenos permo-porosa, o que conduz a um sisterna hiperbélico de equagtes. A solugéio



¢ obtida pelo método das caracterfsticas, que produz resultados mais acurados que
o método de diferengas finitas.

Os maxdelos de transferéncia de massa para reservatdrios fraturados existentes
na literatura 580 comentados, e podem servir como uma primeira aproximagao para
o coeficiente de transferéncia de massa do modelo proposto, conforme evidencia o
caso pratico apresentado.

De forma a considerar o periodo transiente do processo de embebigio, uma
formulagic para a transferéncia de massa através da equagiio da difusio ¢
apresentada. A solugdo para esta formulagdo exigiu um excessivo tempo
computacional, 0 que conduziu a a&()ggao de uma solugdo aproximada, vilida para um
determinado range dos pardmetros envolvidos.

Finalmente, o modelo desenvolvido foi aplicado a um reservatorio real, de
forma a avaliar o impacto da variagao do coeficiente de transferéncia de massa e da

vazio de injegdo na recuperagao de 6leo e na raziio dgua-Gleo.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

O comportamento de reservatérios submetidos a injegao de dgua vem
sendo objeto de interesse dos engenheiros de reservatdrios ha muito tempo.
O deslocamento de dois fluidos imisciveis num meio poroso resulta da inte-
racio entre as forga$ viscosas, capilares e gravitacionais, controladas pelas
caracteristicas permo-porosas do meio € pelo seu grau de heterogeneidade,

Os primeiros trabathos nesta drea admitiam o escoamento dos fluidos
emn reservatdrios homogéneos. Buckley ¢ Leverett (1942) derivaram a equa-
¢fio diferencial que descreve o deslocamento de éleo por dgua num meio
poroso linear e homogéneo, negligenciando o efeito das forgas capilares.
Douglas, Blair e Wagner (1957) consideraram os efeitos capilares numa si-
mulago numérica e mostraram que, para altas vazOes, a solugio se
apmxima da de Buckley e Leveretﬂ ¢ a recuperacdo independe da vazao.
Fayers e Sheldon (1959) estudaram os efeitos das forgas capilares ¢ gravita-
cionais no deslocamento bifdsico e mostraram que estas provocam mudangas
significativas no perfil de saturagtes obtido por Buckley e Leverett para pe-
quenas vazies.

O impacto das heterogeneidades presentes em reservatorios estratifi-
cados e reservatdrios fraturados no desempenho do processo de injegio de
dgua vem merecendo a atengfio da literatura técnica ha longo tempo.

No que tange aos reservatOrios estratificados, consideram-se duas
categorias: aqueles nos guais ndo hd comunicagdo vertical entre as camadas

e agueles em que ocorre fluxo cruzado enfre as camadas.



Na primeira categoria enquadram-se os trabalhos de Stiles (1949),
Dykstra-Parsons (1950). Em ambos os casos, Tepresenta-se o reservatorio por
camadas homogéneas que diferem nas propriedades petrofisicas. No método
de Stiles a razio de mobilidade € assumida unitdria, enquanto que no méto-
do de Dykstra-Parsons esta pode assumir qualquer valor. O desempenho de
cada camadia, em termos de recuperagio de 6leo, € calculado pela teoria do
fluxo unidimensional negligenciando-se os efeitos capilares e gravitacionais,
eo  desempenho do reservatdrio como um fodo € obtido somando-se o

desempenho individual das camadas.

A previsiio do comportamento de reservatorios estratificados com
comunicagdo vertical é muito mais dificil, pois devem ser levados em conta
05 mecanismos que causam o fluxo cruzado entre as camadas.

Goddin et al. (1966) realizaram um estudo numérico do fluxoe én:.xaw
do causado pelas forgas capilares e viscosas. Conclufram que o fluxo cruza-
do é maximo na vizinhanga da frente de avango da camada mais permedvel
e que, para razdes de mobilidade fa'm-*oraﬁeiﬁ (menores que 1), ¢ fluxo cruza-
do é favordvel & recuperagio de 6leo. A medida em que a razdo de mobili-
dade diminue a partir da unidade, o fluxo cruzado viscoso aumenta de im-
portdncia em relagdo ao fluxo cruzado capilar.

Zapata é Lake (1981) apresentaram uma analise tedrica do fluxo cru-
zado viscoso usando o conceito de equilibrio vertical, ou seja, a queda de
pressdo vertical € zero em qualquer tempo e posi¢ao do reservatdrio, o que

implica no mdximo grau de fluxo cruzado possivel. Os autores mostraram



que o fluxo cruzado viscoso € desprezivel em reservatorios com rémc‘) efeti-
va comprimento-espessura (Ry=L/h (k,/k)") menor que 0,1, e que o fluxo
cruzado viscoso € maximo em reservatorios com R, maior que 10
Concluiram também que o fluxo cruzado viscoso € independente da vazao,
em contraste com os outros mecanismos de fluxoe cruzado, Para um desloca-
mento dgua-oleo com razio de mobilidade menor que 1, a eficiéncia de var-
rido vertical ¢ aumentada devido ao fluxo cruzado viscoso,

Yokoyama e Lake (1981) realizaram uma andlise considerando so-
mente o fluxo cruzado capilar . Assumiram despreziveis os efeitos gravita-
cionais e consideraram a mobilidade total constante, de forma a eliminar o
fluxo cruzaclo viscoso. A andlise foi feita em termos dos nimeros adimensio-
nais NCT (mimero capilar transversal), NCL (nimero capilar longitudinal) ¢
Ry (fungao de heter{)géﬁeidade). Os autores concluiram que, mun meio
porosoe homogéneo, os efeitos capilares longitudinais causam uma diminui-
¢io na recuperacdo de oleo quando NCIL » 0,01, porvémf esta mndigm‘) Nndo se
aplica a escala de campo devido ao comprimento L do meio poroso apare-
cer no denominador de NCL. Por outro lado, os efeitos capilares transversais
causam um aumento na recuperagio de 6leo em meios estratificados, e estes
efeitos comegam a ser importantes para NCT > 0,1, um valor que é possivel
de ser obtido em escala de campo.

Tompang e Kelkar (1988) utiizaram um simulador numérico "Black-
Oil" para analisar o efeito do fluxo cruzado cauﬁéd() pelas forgas viscosas e
gravitacionais no desempenho da injecdo de Agua. Concluiram que, para

raztes de mobilidade favordveis, a recuperagiio no é afetada pela vazao de



injecao e depende unicamente da razaoe efetiva comprimento-espessura (R},
confirmando os resultados de Zapata e Lake. Para razdes de mobilidade
desfavordveis, a recuperagio de oleo depende da vazio de injegio, de R, e
de K, que € a raziio entre os gradientes de pressao vertical e horizontal.

Yortsos (1991) apresentou uma formulagio geral para o deslocamento
bifdsico imiscivel para sistemas longos e estreitos, onde a hipotese de equili-
brio vertical se aplica. Na auséncia de gravidade e capilaridade, uma exten-
sdo da equaglo cldssica de Buckley e Leverett, e que inclui termos cruzados,
¢ obtida. Subsequentemente, esta equagdo ¢ aplicada a um reservatério com
um numero arbitrario de camadas. O resultado ¢ um sistema hiperbdlico
ndco-linear que descreve a interagio entre as camadas. Bste sistema contém a
formulagdo de Zapata e Lake (1981). Em seguida, o sistema de equaghes ¢
madificado para levar em conta efeitos fracos de capilaridade e gravidade,
de tal forma que ndo haja fluxe segregado. Isto generaliza a formulagao de
Yokoyama e Lake (1981). Finalmente sdo considerados efeitos fortes de capi-
laridade e gravidade que conduzem ac fluxo segregado.

Haq e Reis (1993) apresentaram um modelo analitico para prever o
fluxe cruzado capilar em camadas adjacentes a uma camada de alta permea-
bilidade, durante a injegdio de dgua nesta Gltima. Os autores assumem que o
deslocamento é tipo-pistdo na camada xhais permedvel e que a taxa de fluxo
cruzado capilar segue o declinio exponencial verificado por Aronofsky et al.
(1958). Sao obtidas expressbes para a extensao areal da zona lavada e para a

fracdo de dleo deslocado que provém das camadas adjacentes.



Em reservatdrios fraturados, a embebigao capilar hd muito € reconhe-
cida como © principal mecanismo de expulsio do 6leo da matriz para as
fraturas, Estudos tedricos e experimentais revelaram-s¢ valiosos para a com-
preensio e a modelagem do processo de embebigho.

Graham e Richardson (1959) mostraram que a recuperagio de dleo de
um madelo de laboratorio representando um elemento de reservatorio cons-
tituido de matriz e fratura é sensivel & vazdo. Para uma dada largura de
fratura, quanto menor a vazdo de injegdo, isto €, guanto menor o gradiente
de pressio, maior a recuperagdo de dleo para um dado volume injetado.

Mattax e Kyte (1962) aplicaram leis de escala ao estudo do fendmeno
de embebigao, de tal forma que testes em pequenas amostras do reservatorio
pudessem ser usadas Iﬁara prever a embebigdo em grandes blocos de matriz
do reservatorio. Eles mostraram (ue o tempo requerido para se recuperar
uma dada fragdo de dleo de um bloco de matriz € proporcional ao quadrado
do tamanho do bloco.

Kleppe e Morse ( 1974) estudaram o comportamento do fluxo em
reservatorios fraturados produzindo por injeciio de dgua, Eles colocaram
uma amostra saturada com 6leo num cilindro deixando um espago ao redor
da amostra para simular um sistema de fraturas circundando um bloco de
matriz. A dgua era injetada na base e os fluidos produzidos no topo. Os
experimentos de Kleppe e Morse foram utilizados por diversos autores para
validar formulagdes matemdticas que consideram o efeito da variagio de

saturagiio da fratura no processo de embebigéo.



Lefebvre du Prey (1978) estudou os efeitos da gravidade ¢ da capila-
ridade na embebigao da matriz em reservatorios fissurados e concluiu que,
para grandes blocos de matriz, os efeitos da gravidade sio importantes, e o
tempo de recuperaco € proporcional ao tamanho do | bloco. Para blocos
pequenos, os efeitos da capilaridade sdo importantes, e o tempo de recupe-
ragdo é proporcional ao quadrado do tamanho do bloco

Kazemi e Merrill (1979) realizaram experimentos de laboratorio em
amostras cilindricas e blocos retangulares cortados ac longo do comprimento
de modo a representar uma fratura com dois blocos de matriz adjacentes. Os
experimentos foram conduzidos com o plano da fratura e a amostra coloca-
dos na horizontal. Os lados da amostra foram selados e foram realizados
ensaios de injecdo de dgua com vazio constante. Estes experimentos sao
adeguados para a validagio de solugGes para o escoamento bifdsico unidi-

mensional incompressivel.

A transferéncia de massa entre a matriz e a fratura pode ser modela-
da através de uma fungio empirica ou através da equagio da difusio.

Aronofsky et al. (1958) prbpus%eram um modelo empirico no qual a
embebicdo de dgna num bloco de matriz é modelada como uma fungdo ex-
ponencial do temnpo.

Beckner et al. (1987) propuseram um modelo usando a equacio da
difusao com um éoeﬁcien.te de difusao dependente da saturagdio para repre-
sentar a transferéncia de massa entre a matriz e a fratura, em combinagio

com uma condigdo de contorno varidvel para levar em conta a variagdo de



saturagdo na fratura. Eles simularam os experimentos de Kleppe e Morse
com o moxlelo proposto, obtendo um bom ajuste para o caso de baixa vazao,
porém previram menor recuperagao para o caso de alta vazao, indicando
que as forgas viscosas e gravitacionais precisavam ser inclufdas. Os autores
mostraram também que um coeficiente de difusao constante ajustava bem os
resultados experimentais para ambos 0s casos, porém com fempo computa-
cional muito menor quando comparado ao uso de um coeficiente ndo-linear.
Os autores mostraram que um modelo de embebigdo contra-corrente basea-
do na equagio da difusio nao ajustava os dados de Kleppe e Morse, con-
cluindo que a embebiggo contra-corrente ndo foi 0 mecanismo de recupera-
gdp nos experimentos de Kleppe e Morse. As fronteiras abertas no topo e
nas laterais do bloco de matriz provavelmente permitiam um fluxo de 6leo
menos resistente do que em contra-corrente.

Drutra Jr. (1991), & semelthanga de Beckner et al. (1987}, assumiu a
pressao capilar como a forga predominante e resolveu a equagdio da difusio
com o coeficiente de difusao constante para derivar o termo de transferéncia
de massa .e'ntre a matriz e a fratura. O autor mostrou que o coeficiente de
difusao pode ser determinado a partir de experimentos de laboratorio, a
partir de simulagdes refinadas de um tnico bloco, a partir de solucoes nu-
- méricas da equagio da difuso, e a partir do ajuste aos dados de campo.

Reis e Cil (1993) propuseram um modelo analitico para a embebigso
capilar espontanea de dgua e expulsdo de 6leo em contra-corrente em reser-
vatorios naturalmente fraturados ou em camadas. Os resultados do modelo,

em termos de fracio do 6leo recuperdvel da matriz, sdo confirmados pelos



estudos experimentais de:Maﬁax e Kyte {1962), Hamon e Vidal (1986) e

Cuiec et al, (1990}

As equagoes diferenciais que descrevem o fluxo bifasico incompressi-
vel num reservatorio heterogéneo $30 ndo-lineares e de dificil solugdo anali-
tica. No caso de reservat6rios fraturados, nos quais a embebigao capilar ¢ o
principal mecanismo de expulsao do 6leo da matriz para as fraturas, algu-
mas solugdOes analiticas para o caso unidimensional sdo encontradas na lite-
ratura.

Braester (1972) apresentou uma solugao semi-analitica para ¢ fluxo
simultdneo de dois liquidos imisciveis através de um meio poroso fissurado.
As equagOes obtidas, uma para as fissuras e outra para os blocos, 530 rela-
cionadas por um termo fonte que representa a transferéncia de massa entre
as fissuras € 0s blocos. O sistema de equagdes é resolvido pelo método das
caracteristicas, integrando-se numericamente as equagOes ao longo das carac-
teristicas. A solugdo mosfra que se forma uma frente de avango nas fissuras,
~ enquanto nos blocos a saturagfo varia gradualmente. A saturagao do fluido
mothante e a velocidade da frente de avango nas fissuras diminuem com o
tempo, devido  transferéncia do fluido molhante dos blocos para as fissu-
ras.

deSwaan (1978) e Kazemi et al. (1992) propuseram uma formulagio
analitica na qual a transferéncia de massa entre a matriz e a fratura segue ©
modelo empirico de Aronofsky et al. (1958), ou seja, apresenta um declinio

exponencial negativo. A variagio gradual da saturagdio de dgua nas fraturas
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ao redor <dos blocos da matriz € Jevada em conta através de wma condiciio
de fronteira varidvel. A solugdo analitica, em termos de saturagho da fase

molhante na fratura, € obtida para um deslocamento tipo-pistdo.
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3. FORMULACAO MATEMATICA DO MODELO
PROPOSTO

Este capitulo apresenta a formulagiio matemitica adotada para representar
o escoamento unidimensional de dois fluidos incompressiveis, com o fluido molhante
deslocando © nao-mothante (por exemplo, injegdo de dgua num reservatorio sub-
saturado), em reservat6rios heterogéneos.

Admite-se que o0 reservatério heterogéneo é composto por uma fragdo
continua de maior permo-porosidade, englobando uma fragio descontinua de menor
permo-porosidade (ver Figura 3.1). Nesta descricio encaixam-se os reservatorios
fraturados e aqueles que apresentam lentes menos permedveis dispersas em regides
de alta pemeabilidade.

As seguintes premissas 530 adotadas na formulacao materndtica:

- O escoamento ¢ considerado imiscivel e incompressivel.

- Para a fragao continua, a aﬁmgao das forgas viscosas € levada em conta através do
fluxo convectivo devido a um gradiente de pressao. Os efeitos capilares i@ngitudinai&
sdo considerados despreziveis, de acordo com Yokoyama e Lake (1981), que
demonstraram que em escala de campo estes efeitos ndo tém relevincia. Os efeitos
capila‘res transversais oriundos das heterogeneidades s3o levados em conta através de
uma modelagem para a transferéncia de massa entre a fragdo continua e a fragdo
descontinua,

~ Para a fragdo descontinua, considera-se que sua permeabilidade € muito menor que
a permeabilidade da fracdo continua. Desta forma, o gradiente de pressdo que se

estabelece devido ao fluxo convectivo na fragdo continua ndo é suficiente para
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provocar um fluxo convectivo de grande importincia na fragho descontinua, Os
efeitos capilares longitudinais ndo sdo levados em conta, mas podem ter importancia
quando a velocidade do fluido molhante na fragdo continua € pequena, como em
reservatorios fraturados nos quais o avango vertical da dgua nas fraturas ¢ lento. Nos
casos em que o avango do fluido molhante ¢ relativamente répido e as lentes
descontinuas sdo pequenas, de forma que sejam inteiramente expostas ao fluido
molhante num curto perfodo de tempo, podese desprezar os efeitos capilares
longitudinais. Assim sendo, vamos considerar para a fragdo descontinua apenas a
influencia das forgas capilares transversais.

- Neste capftulo, a formulagiio apresentada para a transferéncia de massa desconsidera
o transiente do processo de embebi¢do na fragio descontinua, que serd considerado
na formuiagfio apresentada no capitulo 7. Admite-se que o fluxo mdssico entre as
duas fragoes se dd em contra-corrente e que sua magnitude é proporcional & massa
de dgua total e a diferenga de saturagao entre as duas fragoes.

- Efeitos gravitacionais sdo considerados despreziveis em ambas as fragties do meio

POroso.

ks
x  Spb/ | + b #*

T Fragho menos permoporosa

Figura 3.1 - Representagdo esquemdtica do meio poroso.
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Pela equagto da continuidade da fase molhante na fragao continua (Apéndice

1), temos que:

s, ;
o v, NS a8 _ 4 (3.1
ax a1

Na equacdo (3.1), £5) é o fluxo fraciondrio da fase molhante no meio

continuo, tal gue:

q,
f=-—, (3.2)
q
v, ¢ a velocidade efetiva de injecfio, ou seja:
S 7 V—
! 7 (3.3
bbb,

e 5 ¢ a saturagdo total da fase molhante, calculada como uma média ponderada das

saturacoes na fragio continua e na frago descontinua:

§=ow S+ (0-w)S, . (3.4)
Na equagio (34), 5; ¢€ a saturagdo da fase molhante na fragdo continua, G, é
a saturacao da fase molhante na fracao descontinua e « ¢ a fragdo volumétrica do
meie continuo, definida por:
B b, By

@ = : (3.5)
+
tbf,g hf ‘t’ﬂg k”

Substituindo a equagio (3.4) na equagdo (3.1), obtemos:
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NS o8
w v, AS) + o L+ (1)
ox o 8t

h

=0 (3.6)

A transferéncia de massa entre as duas porgdes do meio poroso pode ser

modelada por:

S”

(I)a
'wél?t

= K (5/8) %)

onde K é um coeficiente de transferéncia de massa. No capitulo 5 veremos como

calcular o valor de K através dos modelos de transferéncia de massa existentes na

literatura.

A condigdo inicial é dada por:

S, (x,0)=0 (3.8)

S, {x,0)=20

) (3.9)

e a condigdio de contorno interna ¢ dada por:

S.(0,1)=1 . ‘ (3.10)

Logo, as equacdes (3.6) e (3.7) , associadas as condigdes de contorno e inicial,

formam o sistema hiperbélico de equagtes que representa o fendmeno fisico em

estudo.

Em primeiro lugar, vamos obter a solugo analitica da equagdo (3.7) para o

caso de 5, constante:
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K

|

S, =8, (1 -e ) . (3.11)

QOcorre, porém, que a fragio descontinua € exposta a variagdo de saturagio
da fragao continua 3 medida em que a injegdo nesta dltima prossegue. Para levar em

conta este efeito, aplicou-se o principio da superposigdo dos efeitos, obtendo-se:

r X
e RS B 1
S (x0) = f( l-e '@ ) ;” dr
+

0

(3.12)

Derivando a equagdo {3.12) em relagio ao tempo e substituinde na equagao

(3.6}, obtemos:

5 Jg 55 ! - E (‘”"’?} 618 Jt'
mvme+w-m’£+Kfe’“” f()drm() "
ox or “0 at
(3.13)

A equagio (3.13) ¢ uma equagao diferencial hiperbolica ndo-linear com um
termo fonte; ela representa uma lei de conservagdo cuja solugdo mostra a formacio
de um choque de saturagdo. O choque se estabelece a partir da origem, devido a
condigdo de contorno interna. A obtengiio da sulug:éa analitica da equagao (3.13) ¢
invidvel, devido 3 ndo-linearidade do termo de fluxo.

Por conveniéncia, vamos adimensionalizar o sistema composto pelas equagoes

(3.6) a (3.10). Definindo as varidveis adimensionais:

% = KX
p T (3.14)
¥ .
.
fp = , (3.15)
L]
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as equacdes (3.6) a (3.10), em termos das varidveis adimensionais, ficany:

6J(Sf) N ﬁSf N 1 as, ~ o
ax,, o, a o,
(A
e o Sf " Sﬂ
a @A’D .
Bf (x,,0)=20

onde:

A equagio (3.13), na forma adimensionalizada, fica:

= O *

T

I .
NSy | 85 | f -0 (o O84%0)

o .a;f” o1, . | | a7,

n

{3.16)

(3.17)

(3.18)
(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

A equagdo (3.22) é equivalente 2 equagio derivada por deSwaan (1978) para

representar 0 escoamento bifdsico imiscivel em reservatdrios fraturados. deSwaan

usou o modelo empirico de Aronofsky et al. (1958) para derivar um termo de

transferéncia de massa entre a matriz e a fratura. No capitulo 5 apresentaremos o

modelo de Aronofsky e mostraremos que ele € equivalente a equagio (3.11), que é

solugdo da equagio da conservagio da massa para a fragio descontinua, equagiio

3.17.
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4. SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Este capitulo apresenta o8 métodos utilizados na solugdo do sistema composto
pelas equagdes (3.16) a (3.20) que, como vimos, ¢ ndo-linear. Em primeiro lugar,
assumimos uma linearizagdo da equaco (3.16) para a obtengdo de uma solugdo
analitica. Em seguida, resolvemos o sistema de equagdes numericamente pelo Método

das Caracteristicas e pelo Método das Diferengas Finitas.
4.1. Solugdo Analitica para o Caso Linear

Se considerarmos que f(5)=5, , estamos asmmindﬂ que a variagdo de
saturagdo da fragdo continua ¢ causada apenas pela troca de massa com a fragdo
descontinua. Para £(5)=5, , a equagao (3.22) torna-se linear ¢ podemos obter uma
solugdio analitica, usando 0 mesmo procedimento que Kazemi (1992) apresentou para
obter a solu¢do analitica para o modelo de deSwaan.

Vamos, entlio, resolver a equacio (3.22),

+ el

ax B ot

' t
MSY 88, % ey 885L1p)
AS,, fe Cfp ::-)W{(m?mdxﬂma . (4.1)
D 9y |
o

Usando a integracdio por partes na equagao (4.1), e fazendo £5)=5, obtemos:

1
a8 BN p
L L g g [T g Yy =0 4.2
ax, o, 7 [ A%o) 45 *2

A solugho analitica da equagio (4.2) pode ser obfida no campo de Laplace

I8



e invertida para o campo real (Apéndice 2).

‘Sf(""’w"p) = g P [ e o) I (2 axb(;";wwmxms ) +

n

+ a fﬁ = T gy X} ]0 (2 \ﬁ;}“};(%ﬁﬁ ) d‘tﬂ } para ID x X, (4.3)

‘xﬂ

Sf(xp,tﬂ) = () para f, < x, . (4.4)

A condigao xy=ty, define a posigao da frente de avango que se forma na fase
molhante na fraglio continua. Ou seja, a velocidade da frente é constante e igual a
dxp/dty = 1, A Figura 4.1 mostra a comparagdo entre a solugdo analitica ¢ a solugio
numérica por diferengas finitas para um esquema explicito no tempo, 1 ponto a
montante (ver item 4.3). Observa-se que a saturagio da frente de avango diminue
com ¢ tempo, devido a transferéncia de massa da fase molhante da fragdo continua

para a fragdo descontinua.
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Figura 4.1 - Comparagio entre a solugo analitica e a solu¢lo numérica por

diferengas finitas para o Caso Linear.

120 —
W= DM
w = 0,70
b
T
eE]
T
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000 040 0.80 1.4 1,66 200
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Figura 4.2 - Perfis de saturago para diferentes valores de w.
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£ interessante observar que, para este modelo, a saturagio da frente de
avango na fragio continua ndo depende de w, conforme mostra a Figura 4.2 . Isto
pode ser entendido se substituirmos a equagdo (3.17) na equagdo (3.16), obtendo-se

a seguinte eqpuagdo:

. 95, oS,
J'(S) + + 8- 8, =0 . (4.5)
ax, o1, ,

Conforme expresso pela equagao (3.17), a variagio da saturagio da fragao
descontinua com o tempo € proporcional a diferenga de saturago entre as duas
fragoes do meio poroso, Ou seja, 5, comega a variar na fragio descontinua, numa
dada posicao do reservatério, a partir do momento em que a frente de avango da
fraclo continua, com saturagiio G, atingir aquela posigio. Logo, sobre a frente de
avango, 5,=0. Se usarmos esta condigfio na equacdo (4.5), aliada a condigao £(S)=5,

obtemos a seguinte solugdo para a saturagao da frente de avango:

w g
S, (xp= 1, , 1) = e ", (4.6)

frenie

4.2 - Solucdo pelo Método das Caracteristicas

Para que 0 modelo possa ser aplicado a condigoes mais realistas, é necessario
obter a solugao do sistema composto pelas equagdes (3.16) a (3.20) para Bma curva
de fluxo fraciondrio genérica. A titulo de ilustragfo, a curva de fluxo fraciondrio serd

maodelada pela seguinte funclo:
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2
£8) - =5
f 2 > (4-7)
.‘: Sf + ( b~ ‘Sf )m

onde ¢ é uma constante positiva.

A derivada da curva de fluxo fraciondrio em relagio & saturagdo ¢ dada por:

FO8) - 22(: 5, 8) _ “8)
| [c S +(1-5)]?

As Figuras 4.3 e 44 mostram, respectivamente, a curva de fluxo fraciondrio

e sua derivada para ¢=1.

1.00 ———

f{8h

DA —

0o 4 i . i ,
om 020 {140 050 080 1060

Figura 4.3 - Curva de fluxo fraciondrio para c=1.
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Figura 4.4 - Derivada da curva de fluxo fracionério para =1,

O método das caracterﬁsﬁcas foi utilizade na obtengdo de wma solugdo semi-
analitica do sistema composto pelas equactes (3.16) a (3.20), da forma utilizada por
Braester (1972).

O método das caracteristicas permite transformar um sistema de eqi.mag:me;
diferenciais parciais num sistema de equagoes diferenciais ordindrias, validas ao
longe de curvas no plano (xb), curvas estas ditas caracteristicas. As equagbes s3o
entdo integradas simultaneamente, ao longoe das caracteristicas corrésfmndentes, a
partir dos valores conhecidos de 5; e 5, no plano (x.1), definidos pelas condigtes inicial
e de contorno interna.

As equacOes diferenciais ordindrias resultantes da transformacao das equages
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(3.16) e (3.200 sdo dadas por (ver Apéndice 3

ds,
—= =5, - &) , {4.9)

valida sobre as caracteristicas o definidas por:

dx,, 2¢ 80 - 8)
= - 7 7
a, T - (4.10)
D [ - 8P+ ¢S ]
e
LB (s -8
o dr, 8 D (4.11)
vilida sobre as caracteristicas B, definidas por:
dx
A2
il = Q) (4.12)
di,

A solugdo do sistema é obtida em cada ponto de intersegdo de wma
caracteristica ¢ com uma caracteristica f. A construgio das caracteristicas ¢ realizada
simultaneamente a solugio das equaghes (4.9) e (4.11). A titulo de entendimento,
vam.oé fazer alguns comentdrios sobre as caracterfsticas antes de passar a solugfio do

sistema.

Para as caracteristicas «, definidas pela equacio (4.10) (Figura 4.5), temos 3
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familias :

- aquelas correspondentes c:om"iigad inicial: 8, (x,0} = 0, que partem dos
pontos (xi,0) com valor inicial de 5, {denominado §*) = 0 e inclinacso
dx,/dt, = £ (5 = Q) = {), ou seja, estas caracteristicas partem perpendiculares ao eixo
dos x. Estas caracterfsticas ndo contribuem para a solugho, pois sio paralelas 2s
caracterfsticas b e, neste caso, 0 sistema s0 admite solugao trivial (5, = 0, S, =0) em
fungdo das condiches iniciais.

- aquelas correspondentes a condigio de contorno interna: S, (0,1 = 1, que
partem dos pontos (0,t) com valor inicial de §* = 1 e inclinagdo  dx,/dt, =
= £'(&* = 1) = 0. Deste modo, estas caracteristicas partem coincidentes com o eixo
dos t, ou seja, estamos impondo a condigdo de contorno em ¢ima das caracteristicas.
Isto implica numa contradigdo, pois 5 nao pode satisfazer & condigao de contorno e
2 equagao (4.9) ao mesmo tempo. Isto é contornado conforme exposto mais adiante.

- aquelas que partem do ponto (0,0} (origem), com 5 assumindo um valor
inicial 0 < 5% < 1 e inclinaglio dx;/dt, = { '(5*).

A Figura 4.5 dd um exemplo ilustrativo das caracteristicas n. Aquelas que
partemn da origem e do eixo dos t nao s&o linhas retas, pois 5, sobre elas varia e,
consequentemente, sua inclinagio dx,/dt, = £ (53 em cada ponto também varia.

As caracteristicas p (Figura 4.6), definidas pela equacio (4.12), sao retas
perpendiculamﬁ a0 eixo dos x que partem dos pontos {xi,0) com valor inicial de

5, =0.
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Figura 4.5 - Caracteristicas «.
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A integragdo das equagoes do sistema ao longo das caracteristicas, a partir
das condigbes iniciais, conduz a uma solugdo ndo-tnica, isto €, 3 diferentes valores
de saturaghdo sdo obtidos para o mesme ponto num dado tempo. Pela andlise da
Figura 4.5, observa-se que, para um dado ponto (xtp), trés caracteristicas o se
interceptam carregando diferentes valores de 5, . Este p‘robleina ¢ resolvido quando
se considera na solucdo a formagio do chogue de saturago, a partir da origem. A
velocidade do choque é calculada através das condictes de conservagio da massa
num elemento <e volume contendo o choque, de acordo com Braester (1972).

Voltermos ao nosso sistema original, equagbes (3.16) e (3.17), que ¢ repetido

abaixc:
s ) a8
EvLw(8,-58,)=0 (4.13)
Bxb Btm
[~
L% s - sy=0
. ’ . . (4.14)

Sejam. vy, € vp, as velocidades das fren.mé de avango na fragfo continua e na
fracdo descontinua, .respecﬁvﬂmehtﬁ, assumidas constantes por um curto periodo de
tempo. Vamos considerar um sistema -de coordenadas (£,17) movendo-se com a
velocidade da frente; este sistema estd relacionado com as coordenadas fixas (x;,1;,)
por: £, =xp - Valp 5 &2 &= Xp - Wity -

A integracdo das equagtes de conservagio da massa (4.13) e (4.14) para um
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elemento  ~¢<E <+e, contendo a frente, num intervalo de tempo -np<ty<+n, onde € ¢

n tendemn para zero, nos da:

fpm tom kg m e

lim Ifs ) a8 Lo
€0 f f [ B L (8,008, | dg, di, = 0

n=0 t=-m L %, %,
{4.15)
e
I B PR ;
im " 2 Ay B s - sy lae, an, =0
e-0 f f :‘fzg’g’; A 80 Ezlp' .
7n -0 n™ —n% k= -4 -
(4.16)

O termo (B -5)) nas equagtes (4.13) e (4.14) pode ser considerado como um
termo fonte que rege a transferéncia de massa entre as duas fragdes do meio poroso,
e cuja integral nas equagtes (4.15) e (4.16) tende a zero quando n — 0.

Entdo, as equagﬁeﬁ (4.15) e (4.16) nos levam a:

_dr, S - f(S,;“ )

Gl 4.17
5T, s; -8 @
v, =0 e 5, =8, (4.18)

DI‘ldE S;‘ [ Sf (X""*’“E ,lt) e Sfm o Sr (X“""(:: .rt)«
As equagdes (4.17) e (4.18) mostram que na fracdo continua se forma uma

frente (descontinuidade) de saturagio e que na fraclo estagnante a saturagdo varia
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gradualmente. A equagdo (4.17) ¢ conhecida como condigdo de Rankine-Hugoniot
para a velocidade da descontinuidade da soluglo.
Para © nosso problema, 57 = 0 e £(5f) ¢ dada pela equagdo (4.7). Entao a

equagdo (4.17) fica

_odx, f (5,) ¢ 8
vﬂ - dt A - B M i ) (4.19)
D S, c (8 Y+ (1-8)

A descontinuidade se forma a partir da origemn. Logo, a primeira caracteristica
o a ser usada na integracdo numérica do sistema serd aquela que sai da origem
tangente & curva do choque, carregando uma saturagdo inicial 5% que satisfaga

simultaneamente as equactes (4.10) e (4.19), ou seja:

ﬁﬂlcar #m de lf; N (4.20)
di,, dat,
e, pm‘tanm,
e TS
S,y = —Ls , (4.21)
5

Substituindo as equagtes (4.7) e (4.8) na equagdo (4.21), obtemos:

2¢8 (1-38) ¢ 8
. ) " = - - s {4.22)
[c (8 )Y +(1-8)VT c (S Y +(1-8Y

cuja solugdo é:
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5 = ! (4.23)

Substituindo este valor de S na equagio (4.19) e integrando a partir de xp=

e t,=0, temos a equagdo que define a frente de avango na origem :

2 ¢+ 1 =~ 1+ c¢)

xp(1,) = I, (4.24)

f interessante observar que o valor de saturagao do choque na origem, dado
pela equacso (4.23), ¢ 0 mesmo que o calculado pela teoria de Buckley-Leverett para
meios homogéneos pois, em (xp=0,t,=0), 5= §, = 0, ¢ a equagdo (4.13) se reduz & de
Buckley-Leverett.

‘Neﬁte ponto, temos todas as informagdes necessdrias para resolver
numericamente © sistema composto pelas equagdes 4.9) e 4.11) ao longo das
caracteristicas. A integragdo numérica é baseada em uma malha gerada pelas

caracteristicas o e B no plano. (xpt,) (Figura 4.7).
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Frente

. Frentena
T origem

- Figura 4.7 - Integragio numérica do sistema ao longo das caracteristicas.

(O sisterna, na forma discretizada, fica:

[ 8P = S(PY T =1 8P - SLPHTLHP) - tPY] , (425)
sobre a carac’teﬁsﬁxza: ‘

(P - x(Py) = LS, T HP)) - Py ] (4.26)

f;- [ SP) - SP) 1= [8() - S 1L 4P) - P) ]

(4.27)

sobre a caracteristica:
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x(P)y - x(P)y =0 (4.28)

Para pequenos intervalos de tempo, as caracterfsticas @ sAo consideradas
como retas. As  caracteristicas p sao linhas retas paralelas ao eixo t. O procedimento
é iniciado corn uma caracteristica a partindo da origem com saturagio ligeiramente
superior a 5 dada pela equagdo (4.23). A intersegdo desta caracteristica o com 2
caracteristica {3 que parte da linha da frente define novos valores de 5, e 5,
calculados pelas equagtes (4.25) e (4.27).

O valor de 5, diminue 3 medida em que avangamos ao longo da caracteristica
o e, consequentemente, sua inclinagdo dx,/dt;, aumenta monotonicamente. Apods
alguns passos de integragdo, a caracteristica « intercepta a linha da frente de avango,
resultando nurn salto na saturaciio, entre 5 = 0 e 0 5 carregado pela caracteristica,
Este valor de &7 define entdo uma nova saturagio da frente de avango, cuja
velocidade ¢ calculada pela equagho (4.19). Uma vez que este valor de 57 ¢ menor
que 0 5 na origem, a nova velocidade da frente serd menor que na origem.

Repete-se o prcmetdi;.némo acima descrito para ouiras caracteristicas «a
associadas a 5 tal que VI/(I+0) < §* <« 1. A partir de entdo, usam-se as
caracteristicas o q.mzr partem do eixo dos t com 5%=1.

Neste ponto voltamos ao problema mencionado anteriormente, de que as
caracterfsticas e que partem do eixo dos t sdo inicialmente coincidentes com o mesmo
devido a condigdo f '(5~1) = 0. Para contornar este problema vamos assumir uma

aproximag#o para a curva de fluxo fraciondrio,
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- e

AS) 0x 858§,
I5) =Y 1-A8 5) - 8, - (4.29)
4 f( fl A {(mw S <« 85 <1
pr— f" bt f f
1-8, 1-8
\ J 7

no intervalo [S,,1]. Desta forma, a derivada de f(5) neste intervalo é constante e igual

a um valor e arbitrado, conforme mostra a Figura 4.8.

1-m Jy——— — — JRTRTS urpe e — et — P it frs— e -‘r
e
-
gy =& = {1 | |
I
-
150 | |.
| i
i .
| |
| 1
| |
| |
. i {
0o 8 o0

biH

Figura 4.8 - Aproxi.magao para a curva de fluxo fraciondrio.
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Para a derivada de £(5), temos :

1148) 0s 58 58§

)
18D =1 1-48; (4.30)
1-5,

A construcio da solugio ¢ feita conforme § mencionado. A tnica diferenga
é que, para as caracteristicas que partem da origem, devemos adotar 5* tal que
VI7+0) < S < 8, onde valor de S; pode ser obtido pela equagdo (4.30) para um

dado valor de e:

= € (4.31)

Substituinde a expressdo para f(5), equagiio (4.7), na equagio (4.31), e

explicitando 5,, obtemos:

o o (2e~1) + \/1 + 4 ce (1-€)

h) (4.32)
4 2 (1 + ¢) e
S a 2 3
Podemos usar a expansio em série /1 4+ g =1+ % - 2+ 2 _ 4
2 8 16
para obter:
S, 1-ce (4.33)

Por exemplo, para c=1 e € = 0.001, obtemos 5, = 0.999.
Desta forma, na construgao da solugdo, devemos considerar as caracteristicas

que partem da origem com S entre Y1/(I+¢) < §* < S, e inclinagio
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dx,/dtp='(5*), e as caracterfsticas que partem do eixo t com  5%=1 e inclinagao
dx,/dtp=f.'(1)=e.

As Figuras 4.9 a 4.11 apresentam os perfis de saturagho e a Figura 4.12, as
caracteristicas obtidas para o caso de « = 0,25. As Figuras 4.13 a 4.15 apresentam os
perfis de saturagao ¢ a Figura 4.16, as caracterfsticas obtidas para 0 caso de » = 0,75
Conforme ji observado para o caso linear, a saturagdo da fase molhante na fragio
continua, 5, diminue com o tempo devido a troca de massa entre as duas fragtes do
melo poroso. Para efeito de comparagao, estdo também plotadas as solugbes obtidas
por diferencas finitas. Foi usada a mesma discretizagdo no espago (Ax;, = 5,0 E-3 para
w = 0,25 ¢ Axp = 1,0 E-3 para o = 0,75). O método das caracteristicas revelou-se
adequado 2 solugldo do sistema hiperbdlico de equagdes. Para uma mesma
discretizagdo, a determinagado da frente de avango ¢ mais acurada que no método de

diferencas finitas.



METODD DA CARMNCTERISTICAS
bt CEEEIRENGA FIMTAG

Figura 4.9 - Perfis de 5 para o = 0,25.

e METOD0 DAS CARACTERIGTICNS

{183 oo bt DAIFEREMCAS FIMITAS

Figura 4.10 - Perfis de 5, para v = 0,25.
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Figura 4.11 - Perfis de 5 para o = 0,25
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Figura 4.12 - Caracteristicas para w = 0,25.
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Figura 4.13 - Perfis de 5, para » = 0,75.
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Figura 4.14 - Perfis de 5, para » = 0,75.

38




TEXE o
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Figura 4.15 - Perfis de 5 para o = 0,75,
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Figura 4.16 - Caracteristicas para w = 0,75.
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4.3. Solugdo pelo Método das Diferengas Finitas

A solugfio numérica por diferengas finitas utilizou um esquema explicito no

tempo e um ponto a montante no espago. Para a solugho de 5, partinioa da equagho

@):
) ;
AS) oS Lt
v d v 8§ —a fe "™ sicyde, =0 . (4.34
ax I d .(( o) 4 39

A equagio (4.2), na forma discretizada, € expressa por {(vamos suprimir os

subscritos f e DD, para fins de simplificagao):

n L] ntl n
j(Si ) - ﬂSh 1) + Si - Si
Ax At

nirl
{

+ &

-a F ™Yy =0 (4.35)

onde:

L3

. .
F (tw{vvl) o fewa { t"“-»-r) 31(1:) du;- o 0 " (4.36)

L

A integral de convolugdo da equagdo (4.36) pode ser discretizada de forma
a tormar o algoritmo eficiente em termos computacionais (a mesma idéia ¢ explorada

por Kazemi et al. (1992)):

n n
Famy= X (I ey s/ ar, =0 (4.37)
A k=J
onde: Ar, = ¥ - gk (4.38)
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Na exjuago (4.37), podemos explicitar o terine correspondente ao tempo t™

n- 1 ne ]
Fam™y =8"" e ar + [ XM ey s/ oag e,
0 ke
(4.39)
ou,
Fam™ly = e ™ 8™ ae + SUM™' Y, (4.40)
onde;
SUM™ = e "™ [ 8" A¢,_ + SUM™>] . (4.41)

Desta forma, a convolugdo no tempo ' pode ser expressa em fungio da
convolugao no fempo 1", 0 que resulta num grande ganho em termos de tempo
computacional.

Para a determinagio de §,, discretizamos a equagdo (4.14):

atl n
Sﬂ'f Sll

. mlo g ol ) 4.42
v a (S 5,) (4.42)

A solugiio das equactes (4.35) e (4.42) pode ser visualizada nas Figuras 4.9

a411 e 4.13 a 4.15.

4}



5. A TRANSFERENCIA DE MASSA

Num reservatério heterogéneo submetido 2 injegdo de dgua, a transferéncia
de massa que ocorre entre porgdes adjacentes de diferentes caracteristicas permo-
porosas é governada pela acio das forgas viscosas, gravitacionais e capilares.

As forgas viscosas sfio aquelas resultantes dos gradientes de pressao gue se
estabelecem dwurante o fluxo, Ein reservatorios estratificados, o fluxo cruzado viscoso
resulta da diferenca entre os gradientes horizontais de pressdo de camadas
adjacentes, diferenga esta oriunda do fato de os fluidos deslocante e deslocado terem
mobilidades diferentes em cada camada. Para razdes de mobilidade menores que 1
o fluxo cruzado viscoso é favordvel a recuperagdo de dleo das camadas menos permo-
porosas (Zapata e Lake (1981)). Em reservatorios fraturados, os gradientes de pressao
que se estabelecem no sisteras de fraturas s8o pequenos e portanto a contribuigao
das forcas viscosas na recuperagao do 6leo da matriz é pequena (Aronofsky et al.
(1958)).

As forgas gravitacionais podem ter importincia na presenga de grandes
diferengas de densidade, como ¢ o caso dos sistemas gds-Gleo. Em geral, para 0s
sisternas Gleo-dgua, as solugdes analiticas obtidas para representar o fluxo no meio
poroso desconsideram a influncia das forgas gravitacionais.

As forgas capilares hd muito sdo reconhecidas como tendo um papel
relevante na troca de massa entre porctes adjacentes de diferentes caracteristicas |
permo-porosas. Em reservatérios fraturados, a expulsio do 6leo da matriz devido 2
embebicdo capilar tem sido estudada hd muito tempo, tanto em termos de modelagem

matematica quanto em termos de verificacio experimental.
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Em geral, a transferéncia de massa é modelada através de uma fungdo
empfrica (Aronofsky et al., 1958) ou através da equagao de difusdo com coeficiente de
difusio dependente da saturagio (Beckner et al.,, 1987) ou independente da saturagio

(Dutra Jr., 1991).

5.1. Experimentos de Laboratério num Bloco de Matriz

Mattax e Kyte (1962) realizaram experimentos de laboratério em amostras
cilindricas embebendo dgua numa Gnica face ou em todas as faces e estabeleceram a
lei de escala que permite corrigir os dados de laboratdrio para as condigbes de campo,
No caso de os efeitos gravitacionais serem negligiveis, as seguintes condigties devem
ser vaxificacviasar
- a amostra de laboratorio e o bloco de matriz do reservatério devem ter a mesma
forma.

- A razdo n,/ B, deve ser idéntica para o reservatorio e o laboratorio.
~ A distribuic8o dos fluidos e o padrdo de movimentagio da dgua nas fraturas deve
ser reproduzido no laboratorio.

Fles estabeleceram que o tempo para a recuperagao de Oleo no laboratério
poderia ser relacionado ao tempo paré a IMesma recuperagio no campo usando a

seguinte equagio

k k
(1 ,,i___f‘___) = (1 o 9%
¢ p L?

laboraidrio campo
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onde o € a tensdo interfacial 6leo-dgua, L € o comprimento caracterfstico do bloco de
matriz, k, e ¢ sdo a permeabilidade absoluta e a porosidade do bloco de matriz,
respectivamente.

Ou seja, se a recuperagdo de 6leo por embebigio for plotada contra o
pardmetro adimensjonal acima, a mesma curva serd obtida para o modelo de
laboratério e para todos os blocos de reservatGrio de mesma geometria e tipo de

rocha,
5.2. Modelos de Transferéncia de Massa

5.2.1 - OO Modelo Empirico de Aronofsky

Aronofsky et al. (1958) reportaram que a embebicio de dgua num bloco de
matriz. pode ser modelada como uma fungao exponencial do tempo. Eles propuseram

a seguinte expressio para a recuperagio de dleo:

R=R (1 -~e*)y (5.2)

onde: - R é o volume acumulado de Gleo produzido por embebigdo, por unidade de
volume de reservatorio, e € igual a variagio do volume de dgua no bloco:
R = Sy - Suer) By |
- R € 0 volume méximo de dleo, por unidade de volume de reservatorio,
produzido apds wm tempo infinito : Ro=0-5.,~ S $.

- A € o fator caracteristico de embebicao,
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A raziao R/K, ¢ a propria definigho de 5. Assim sendo, quando comparamos
a equagdo (5.2) com a equagao (3.11), observamos que a formulagio  proposta para
a transferéncia de massa nesta dissertagdo ¢ equivalente & de Aronofsky et al para
o caso de 5, =1, isto € considerando o bloco imerso na dgua. A equivaléncia entre as
constantes de transferéncia de massa dos dois modelos se dé através da seguinte

relacao:

K
S (5.3)
1~ ‘

Pela equagio (5.2), observa-se que A tem dimensdo de [T]. Se realizarmos um
ensaio de embebigio de um bloco de matriz, podemos calcular A como o inverso do
tempo para se recuperar (1-1/€) = 63% do volume recuperdvel do bloco. Porém, o
valor de A depende da geometria e das caracterfsticas petrofisicas do sistema. Un
valor de A obtido em laboratério ndo necessariamente se aplica ao reservatodrio real,
onde a dimensao dos blocos ¢ muito maior, Uma maneira de corrigir os dados de
laboratorio para as condigdes de campo € através do uso da lei de escala de Mattax

e Kyte. Kazemi et al. (1992) definiram os seguintes pardmetros adimensionais:

4

t= (Al e ) 2 (5.4)
? b p, L 2 .
e ‘
‘ 2
¢ K,
Ay = () e ) A, (5.5)
k, o
Utilizando as equagoes (5.4) e (6.5), podemos reescrever a equagdo (5.2)
COmo:
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R=R_(V -eky | (5.6)

De modo a ajustar todos os dados de Mattax e Kyte numa tinica correlago,
Kazemi et al. (1992) redefiniram as equagoes (5.4) e (5.5) em termos do fator de forma

do bloco da matriz, Fs, como:

(4]
[ = oty (5.7)
® K, ' :

’df b,
AA == — l » 5..8
b ( ka o F‘ ) (5.8)

onde o fator de forma Fs é definido como:

A

T
dma

F, = ;;E: E; ) (5.9)

sendo V. é o volume do bloco de matriz, A, a drea superficial aberta ao fluxo numa

1
dada direcao, d,, a distdncia da superficie aberta ac fluxo ao centro do bloco de
matriz; o somatorio é feito considerando todas as superficies do bloco de matriz
expostas ao fluxo. TPor exemplo, para um bloco retangular com todas as faces

a

embebendo, |

p (5.10)
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Para v cilindro com todos os lados embebendo;

-

4 2
e [P A, *
Fomtos t 5 ) (5.11)

A Figara 5.1 mostra a correlagio obtida para os dados de Mattax e Kyte. Uma

unica curva que ajusta todos os dados foi obtida para 1y, = 0,0111.

w ! T l ; 3 |
w0 - » .
P
b £ 4]
A
. » 0
™ R y wod
= " 1 A
@ . B F=10001. 6700 X
B
P w0 §- i ,
") . w4 CHindros ge Areniio - Exdas as Taces aberas
Ll -
A 3 o, 8,x Clindims ds Alumcen - face Infedior sbenta
mI- © Ay = 80,0419
70 L? Fg= 2% um lado smbebendo B
y Fge 4% 20*  ilingro embebends em
10 ‘ totas o8 lados -~
n H ] I | I} J H
) Y T 5 ]
to# VWK o Fe
¢ Hy

Figura 5.1 - Correlagio ajustada por Kazemi et al. aos dados de Mattax e Kyte

(extraida de Kazemi et al. (19920,
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5.2.2 - ) Modelo Analitico de Reis ¢ Cil

Reis e Cil (1992) derivaram um modelo analitico para a embebicao de dgua
e expulsdo de 6Gleo em contra-corrente que incorpora as propriedades petrofisicas do
sistema sem pardmetros empiricos. 580 considerados 2 periodos de embebigcao: um
periodo transiente, que ocorre até a fmf:nté de embebigio atingir o fim do bloco,
seguido de um periodo de atuagdo tardio. As premissas assumidas sio: (1) os perfis
de saturagio de 6leo e dgua atrds da frente de embebicao sio lineares; (2) a pressao
capilar durante a embebigao é uma fungio linear da saturagao; (3) a relagdo entre a
pressdo capilar ¢ a soma da mobilidade do dleo e da dgua atrds da frente de avango
¢ constante,

A produgao acumulada de 6leo durante o periodo transiente, t, € 1, é dada

PO

R 1 -
ot T ererem 4 .
X3 Vi (5.12)

e, durante o periodo de atuagdo tardio, por:

fimmlw%exp[%(lwp)] , C (513)

e

onde:

‘ 4 .
b = A (5.14)

Na equagdo (5.14), t* é o tempo caracteristico de embebicdo, isto ¢, o tempo

necessdrio para a frente de embebicdo atingir o fim do bloco da matriz. Este tempo

é dado por:

48



(5.15)

» rw 44 ‘t’

o ¢cos O Bk
&

onde L é o comprimento do bloco de matriz, AS, é a saturaclo recuperavel de 6leo
(1-5,-5,), 0 e 0 s80 a tensao interfacial e ¢ &ngulo de contato entre os fluidos,
respectivamente, e K e ¢ 530 a permeabilidade e a porosidade do bloco de matriz.
As mobilidades sdo assumidas constantes.

Este modelo prevé que a recuperagio € de 50% quando a frente de avango
atinge o fim do bloco de matriz. On seja, t* € o tempo necessédrio para recuperar 50%
do total. Reis obteve um modelo simplificado que representa os dois periodos de
fluxo substituindo o tempo caracteristico de embebigdo, t*, na equagio de Aronofsky
e calculando o valor de A tal que 50% do 6leo fosse recuperado em t*.

O modelo simplificado obtido foi:

wégw s ] - ’exp [ ( In % ) 1 } . | (5.16)

n

Usando este modelo, a constante empirica 2 do modelo de Aronofsky ¢

calculada por:

A= - - %— , (5.17)
Vo,
onde v ¢ dado por:
H, B,
o AS, H“;;) * (“;““” | 5.18)
cos 0 /8 In (2) B,
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Para o5 dados de Mattax e Kyte, Reis calculou os tempos caracteristicos de
embebicao com a eq. (5.15) , assumindo permeabilidades relativas de ambas as fases
constantes e iguais a 0,1, e obteve valores préximos aos tempos medidos para se
recuperar 50% do 6leo . A Figura 5.2 mostra o ajuste do modelo de Reis aos dados
de laboratorio de Mattax e Kyte. Reis obteve também bons resultados quando testou
seu modelo com os dados experimentais de Hamon e Vidal (1986) e Cuiec et al (1990),

normalizando os dados experimentais pelo tempo para se recuperar 50% <o 6leo.

Fé { | v Mndé!n de embebicio
-— Modelo de embebiclio
C 0.8+ si%p?iﬁcadm ¢
U o Caso #1
P 0641 & Caso#2
E x Caso #3
0.4 o Caso #4
A »
C
A 0.2-
O

01 o1 14 1 10 100

Figura 5.2 - Ajuste do modelo de Reis e Cil aos dados de Mattax e

Kyte (extraida de Reis e Cil (1993)).

Tanto o modeio de Reis quanto ¢ modelo de Kazemi admitem que o tempo

para se obter uma dado valor de recupera¢do é proporcional ao quadrado do
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comprimento do bloco. O expoente A calculado pelo modelo de Reis  pode servir
como uma primeira aproximagdo para ajuste do modelo proposto nesta dissertagio

aos dados reais, conforme apresentado no capitulo 6.

5.3 - Aplicagdo do Modelo de Aronofsky na Modelagem Matematica de

Reservatorios Fraturados

deSwaan (1978) formulou matematicamente a equaciio para o deslocamento
unidimensional bifasico num reservatério fraturado no qual os blocos de matriz sdo
submetidos & uma variagdo gradual de saturacdo nas fraturas & medida em que a
dgua avanga nas fraturas. Para 850, usou o modelo de Aronofsky para derivar um
termo de transferéncia de massa entre a matriz ¢ a fratura. deSwaan sugeriu que a
constante de transferéncia de massa A para os blocos do reservatorio fosse
determinada a partir de ensaios de laboratério em uma amostra de rocha da matriz
como ¢ inverso do tempo necessdrio para se obter 63%, ou seja, (1-1/e) da
recuperagao final, A curva de recuperacio obtida para o laboratério poderia ser usada
para fazer previstes de comportamento para o campo utilizando-se a lei de escala

derivada por Mattax e Kyte.

Kazemi et al. (1992) utilizaram o modelo de Aronofsky para derivar pseudo-
fungdes de transferéncia entre é matriz e a fratura, que foram entdo incorporadas a
um simulador de dupla porosidade. Segundo Kazemi et al,, a constante A deve ser
mﬁsidﬂzrada puramente como um fator de ajuste de curva, ou seja, nﬁo ¢ deve

atribuir a A um significado fisico. O valor de A foi determinado a partir de simulagtes
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refinadas de vm tinico bloco de matriz como o inverso do tempo necessdrio para se

obter 63% da recuperagiio final.
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6 - VALIDAGCAO DO MODELO PROPOSTO

Este capitulo apresenta o ajuste do modelo proposto a um dos experimentos
de laboratorio conduzidos por Kazemi e Merrill (1979). Estes autores realizaram
experimentos em amostras cilindricas e blocos retangulares cortados ac longo do
comprimento, de modo a representar uma fratura com dois blocos de matriz
adjacentes. Os lados da amostra foram selados e foram realizados ensaios de injegdo
de &gua com wvazdo constante, com o plano da fratura e a amostra colocados na
horizontal. Este experimento foi usado por Kazemi et al (1992) para validar o modelo
de deSwaan (1978),

A Figura 6.1 representa esquematicamente o experimento realizado:

1"

L3
T

Figura 6.1 - Esquema do experimento de Kazemi e Merrill.

Os dados relativos ac experimento sfio os seguintes:
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q (cm’/s) . 1,447

L cm) ... 10,2

b {cm} ... 5,08

h (cm) . 0,03048

h, (cm) .. 5,08

A (em’) ... 25,2

d (6 0,14 , definida em relagio ao volume de rocha total.
b, (%) . 1744 , idem.
u, e 4,6

i, ) v LO

Swn e 0,43

S.n e 0,34

| D ndo fornecidas
k, .. 56 ml)

O modelo proposto no capitulo 3 admite dois graus de liberdade para o
ajuste: a curva de fluxo fraciondrio, £5)), e o coeficiente de transteréncia de massa, K.
Conforme demonsirado no capitulo 5, hd uma equivaléncia entre a constante K do

nosso madelo e a constante A do modelo de Aronofsky, isto &

K

1 - w

=4 . | (6.1)

Entao, para a determinacdo de K, podemos utilizar 0 modelo de Reis e a

correlacdo ajustada por Kazemi et al. (1992) aos dados experimentais de Mattax e
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Kyte. Para isso, fazemos uso da simetria do experimento em relaglo ao eixo da
fratura, de modo a obter uma configurago equivalente A que Reis usou para derivar
seu madelo de embebigao.

TPelo modelo de Reis:

-
A o= M\L& i (6.2)
v MWLQ ¢

onde v € dado por:

B, Ko
[(;’W)“‘“(k )]

rw ro

AS, (6.3)

cos B 8 In (2) B,

Qs parametros de rocha nas equagtes (6.2) e (6.3) dizem respeito 3 matriz.

Para o calculo de A, os dados utilizados foram;

o - 35 dina/cm

6-30°

i, - 1,0 P

p, - 4,6 <P

b, - 17,44 %

AS, - 0,23

k, - B6mD = 5,527 x 107" cm?

k. ek,=01 - valores assumidos



Substituindo-se os dados nas equagdes (6.2) e (6.3), o resultado obtido foi
A =348 dia™ .
Para efeito de comparagao, utilizamos também a correlagio ajustada por

Kazemi et al. aos dados experimentais de Mattax ¢ Kyte:

()
w‘j’w w ) A com A,p - 00111 , {6.4)

onde F, = 2/L7, para um bloco com um tinico lado embebendo.

Utitizando-se a equagdo (6.4), obtemos A = 59 dia™ , valor bastante inferior
ao fornecido pelo modelo de Reis. As permeabilidades relativas adotadas para ©
modelo de Reis podem ndo ser repreﬁemativas,

Para a curva de fluxo fraciondrio, o ajuste fol feito considerando-se a fungdo |

proposta no capitulo 3:

A8y = \ |
P : - (6.5)
1 -8)*+cs

onde ¢ é uma constante, assumida variar no intervalo 0 « ¢ < 1. Com isto, estamos
indiretamente ajustando a permeabilidade relativa a agua.

Para a aplicacdo do nosso modelo ao caso de wm reservatério fraturado, a
equacio .(3.6) do capitulo 3 € rigorosamente vilida, porém devemos de:firlzifr w, a fragao
volumétrica da fratura, como a relagdo entre a porosidade da fratura e a soma das
porosidades da fratura e da matriz, pois estas foram calculadas em relagdo ao volume

total de rocha.
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¢,
@ — 6.6
4, b, (6.6)

L4

Qndﬂ q)fc = ‘bf = 0,14(}0 £ d)lw = (‘t)n (1 - Swm - swcn) = 4:"0%"
A velocidade efetiva de injegdo deve ser calculada considerando-se a drea

total, isto &

A (hy + ) &, . (6.7)

Os valores calculados foram w = 0,0337 e v = 0,0398 cn/s. O ajuste do
modelo aos resultados do experimento foi obtido para K= 90 dia™ e ¢ = 0,75, As
Figuras 6.2 e 6.3 mostram, respectivamente, o ajuste das curvas de volume poroso de

oleo produzido e RAQ versus volume poroso de dgua injetada.
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Figura 6.3 - Ajuste do modelo proposto aos dados de laboratorio de Kazemi
e Merrill. Curva de RAQO versus Winj.
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7. FORMULACAO CONSIDERANDO O MODELO
DE DIFUSAO PARA A TRANSFERENCIA DE MASSA

Neste capftulo vamos considerar a presséo capilar como a forga predominante
no processo de embebigdo que ocorre na fragio descontinua do meio poroso e derivar
a equagdo diferencial que representa este processo. Desta forma, estaremos
considerando o periodo transiente do processo de embebicdo, & semethanga de
Beckner et al. (1987), que usaram a equagfio da difusiio com um coeficiente de difusao
dependente da saturagdo para representar a transferéncia de massa entre a matriz e
a fratura. Dutra Jr. (1991), utilizou a equagio dé difusdo com o coeficiente de difusio
constante para derivar o termo de transferéncia de massa entre a matriz e a fratura,

A equagio diferencial que representa o processo de embebigdo é derivada no
Apéndice 4, combinando-se a Lei de Darcy com a equagio de conservagdo da massa
para wm volume de controle. A velocidade de difusao da fase molhante na fragao

descontinua ¢ dada por:

v = -D " , (7.1)

dr

[

D= - . (7.2)




Definindo:

D=, (7.3)

. (p* " ) + 5, o (7.4)
gt

com as seguintes condigdes inicial e de contorno:

S (xz,0) =10 {7.5)
S, (x0,0) = Sf {(x.0) (7.6)
as, 0
ol - (7.7)

ans) EAY n, OS5
f ,f L4 € "
v, ¢ + . — - D - = 0 . (1.8)
f e px Te a1 b, oz L,
onde
g ‘

v T [FPTRRTT I  A—

! * (7.9)

| bh o,



As condigbes inicial € de contorno interna para a equagao (7.8) sao

8, (x,0) = 0 (7.10)

,Sf (0, = 1 (7.11)

A adimensionalizacdo das equagdes (7.4) a (7.11) pode ser feita usando as
seguintes varidveis adimensionais:

Yr
X & ])* X {7“12)
7, = = ;
C—y - (7.13)
2
(o= Ly (7.14)
b=
i
a = (7.15)
I-w '
vfz hf _
o = L1 . (1.16)
D
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Ent3o, as equagoes (74) a (7.11), escritas em termos das varidveis

adimensionais, ficam:

%S, R
T b g e (7.17)
6;!; oy,

S, (xp,2,,0) = 0 {7.18)
8, (xp.0,1.) = S, (x,.8,) (7.19)
- as, | o
oy | (7.20)
w3, 0 1% =0 (7.21
ax,, at,, ¢ a gz, - 1)
S, (x,0) = 0 (7.22)
S (00,) =1 . (7.23)

Resolvendo a equaciio (7.17) no campo de Laplace, derivando e invertendo

para o campo real, assumindo-$; constante na C.C.1. (Apéndice 5), obtemos:



bl - S ‘3— 49 . 124
8z, fE (7.24)

Se considerarmos 5 varidvel, o resultado € dado pela seguinte integral de convolugio:

a8 aS (-0 | . 85t ,)
- = e A, (7,25)
Az, ‘zp -0 0z, £, = 0 A
8y = var SJ, = e =}
ou, ainda, usando a equagdo (7.24) na equagao (7.2),
p (2n-1)% 8% (s, \
A = - a8z .)
” T f [ E e A w ] WML(WE’W dv, .
é'??;D I, = © 5 el : EMD
S! - @y
(7.26)
Substituindo a equagdo (7.26) na equaglo (7.21), obtemos:
o (2717 0 @1y
a8 A . - asf(t,)
£sy ~L o+ L 23 e x | 242 e <o
axﬂ atD Pp 4 o nm} aTﬂ .
| (7.27)

Na equagio (7.27), o termo que contém a integral de convolugdo pode ser
interpretado como um termo-fonte que governa a troca de massa. Vamos utilizar o
método das caracteristicas para obter uﬁ“;a solug@o semi-analitica para a equacdo
(7.27). A equagfio da curva x(f) que define a caracteristica é dada por:

dep FA 0l
] ! 5 . . 8
ar, ? (7.28)
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ot seja, sAo as caracteristicas denominadas o j& comentadas no capitulo 2.
Sobre as caracterfsticas, a equagho diferencial parcial (7.26) se reduz & equagio

diferencial ordindria abaixo:

' (20 -1)% " (xp)
das . = - - AT
SEr=1 | D ORI B oS
dr, woa o = dtp,

E conveniente observar que o termo correspondente 3 integral na equago
(7.29) ndo pode ser calculado ao longo da caracteristica, e sim para cada posigao x;,
no mtervalo Q ~ t,

As Figuras 7.1 e 7.2 mostram, respectivamente, os perfis de 5 e as

caracteristicas para w = 0,25 e ¢ = 100. As Figuras 7.3 e 74 mostram, respectivamente,
os perfis de 5, para w = 0,25 e ¢ = 10 e para v = 0,25 ¢ ¢ = 5000 , Observa-se, pela
equagao (7.6), que quanto maior o coeficiente de difusdo D%, menor o coeficiente ¢,

e portanto maior a troca de massa entre as duas fragdes do meio poroso. Para ¢ =
5000, a saturagao da frente de avango pouco varia com o tempo, e a solucio se

aproxima da de Buckley e Leverett,
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Figura 7.1 - Perfis de 5, para w = 0,25 e ¢ = 100.
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Figura 7.2 - Caracteristicas para o = 0,25 e ¢ = 100.
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Figura 7.4 - Perfis de 8, para © = 0,25 e ¢ = 5000.
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Na construgdo das solugdes apresentadas, a integral de convolugdo que
aparece na equagdo (7.29) foi calculada numericamente para cada posigdo xp. Isto
tornou o algoritmo computacional demorado, uma vez que foi necessdrio armazenar
todoes 0s valores de S, no tempo para todas as posigoes. Uma simplificagho da equagio
(7.29) pode ser obtida utilizando-se o teorema de valor médio para integrais (Camargo

(1993)). Para iss0, vamos partir da equagdo (7.29) escrita na forma abaixo:

, n .
as, o8 (t,-v,) ﬂSf(_'cﬂ)
= e T, (7.30)
dr,, pa oz, 2, ~ 0 ar,,

wacw”l

Queremos avaliar a integral da equacdo (7.30) num tempo t, = t;,,. Pelo

teorema de valor médio para integrais, podemos aproximar a equagao (7.30) por:

¥

ds {1y, ) 1 08,(tp ) f 98 dr (7.31)
b 31

dtD pd 0z, £, = 0 o o1,
‘ Sf”cm“’ 1

onde tp, = tp, - Tp. , 2l que 0 < 1, < f;,,. Resolvendo a integral da equacio (7.31),
obtemos;

ast, ) 88,0,

dt,, pa oz, g, = 0
‘ 8y~ cte ™ 1

Si) (7.32)

Para que a aproximagdo expressa pela equagdo (7.32) seja valida, as fungoes
Sty e 95,./9zy{ty) ndo podem trocar de sinal e devem ser continuas no intervalo
[0t.)- A fungdio dS,/dz{ty) é continua com t;, apesar de divergente para t;, tendendo
a zero, conforme mostra a Figura 7.5. Porém 5{t;,) apreﬁenﬁl uma descéni:inuidade:,

correspondente a frente de avango.
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Figura 7.5 - d5,/02z;, para S=constante=1, para ¢ = 100 e ¢ = 5000.

Além disso, o teorema de valor médio para integrais ndo define qual o valor
de t;,, a ser assumido. Podemos, numa primeira tentativa, assumir 0%, /dz,(t,,) =
: dS,/07,(ty), onde 1, é 0 tempo em qué se quer avaliar a equagio (7.32). Isto equivale
a expandirmos a fungio E)S“/ 0zpftp,) em série de Taylor e desprezarmos os termos de
primeira ordem e de ordem superior. A andlise da série de Taylor truncada nos

termos de ordem superior a um nos mostra quando esta aproximagao produz bons

resultados:
as (1, ) E:'Sn(rﬂn) 4 198,0,)
Sl T lp - 4y) ( : ) - (7.33)
8z, dz;, " » o dt, dr, ©w, |
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Para que 05,/07,t,,) sejo igual a 0S,/0z{t,), para cada tempo &, €
necessdrio que 0s termos de ordem superior possam ser desprezados e que, para 0
termo de ordexn um, o valor de (i, ~ t,) ou 0 valor de d(05,/0z,(t,))/dt;, sejam
muito pequenos. A Figura 7.6 mostra o comportamento da derivada de 95,/0z,(t;)

em relagdo a g,

TR -y
1UHEE
s
Legenda
1082 "
- _(;.) ¢ = BOG0
fx’g
iy
R a]
"
g,
ey
. , Hﬁ-"ﬂ'”"ﬁﬂf}m{ﬁ"*} S
- ¥
M“‘”‘""““-yﬂ{ K
_ " Mé{h“”"‘%ﬂ%wﬁﬂ)ﬁwww e
‘ 3 K e,
5 02 T l T ' T l T l I l
00 0.0 200 ;0 o w0
™

Figura 7.6 - Derivada de 95,/ Bm;;,(ﬂ) em relacdo a tp,.

Verifica-se que, para tempos pequenos, a deﬁvﬁda assume valores grandes,
o que poderia ser compensado por um valor de (tp, - t,,,) pequeno. Para tempos
grandes, a derivada assume valores pequenos. A Figura 7.7 mostra a solugdo obtida
com a equagao (7.32) em comparacgio com a solugfio exata para ¢ =100 . Observa-se

que a aproximago subestima a troca de massa, calculando valores de S, maiores que
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os da solugao exata. Ou seja, a aproximagdo de 95, /dz,{t,,) por 08,/dz,,(tp,) ndo é

valida.

Métodn das Caraderistions
com convohigio

st Mol das Caracteristicas
CRNG BpoXimaca
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1 Tim .
1w
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- e T
44 iy
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Q.00 1.0 200 300 4051 5.00
X0

Figura 7.7 - Comparagio entre a solugdo exata e a solugfio aproximada com

the & ton Para ¢ = 100,

A forma encontrada de se obter uma solugdo mais eficiente em termos
computacionais foi determinar o valor de t;,, por tentativa.

As Figuras 7.8 a 7.11 mostram os resultacdos obtidos para diferentes valores
de ¢. Para ¢ =1, a aproximacdo ndo funcionou. Isto pode ser explicado pelo fato de
que, para ¢ pequeno, a troca de maésa ¢ grande, sendo maior a contribuicdo da
integral de convolugdo na solugdo. Para ¢ =10, o valor de t,, que melhor ajustou a
solugdo aproximada a solugio correta foi t,, = 0,83 t,,. Para ¢ =100 e ¢ =500, tp,, =

0,88 t,, foi 0 que melhor ajustou a solugdo aproximada & solugio correta. ¥
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conveniente observar que, para todos 0s valores de ¢ testados, o valor méximo de t;,

considerado foi t; = 5,0, o que pode significar tempo curto (da ordem de dias). Nao

foi possivel obter solugbes exatas para t,'s maiores devido a limitagdo de memoria

computacional. Acreditamos, porém, que a aproximagdo deve funcionar para temypos

longos, pois as variagdes de saturagio sio menores,

040 —

Dm p—

-~ Méiado das Caracieristices
com corvolugio

bt WGEOAG e Caracteristicas
COM  APTOXITEGH0

200 am
xn

- Figura 7.8 - Comparacao entre a soluglo exata e a solugdo aproximada com

to, = 07 t, para ¢ = 1.
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Figura 7.9 - Comparagdo entre a solugdo exata e a solugdo aproximada com
tp, = 083 ty, para ¢ = 10.
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Figura 7.10 - Comparagao entre a solugdo exata e a soluglio aproximada com
tn, = 0,88 t,, para ¢ = 100
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8. APLICACAO A UM CASO REAL

Este capftulo apresenta a aplicagdo do modelo proposto utilizando dados de
um reservatorio real. O reservatorio em questdo encontra-se submetido 2 injecao de
dgua num esquema “five-spot”. Como, na presente dissertacio, a geometria
considerada foi a linear, trabalhou-se com um meio linear com drea equivalente a de
um quarto de "five-spot”. O objetivo foi avaliar o impacto da variagio do coeficiente
de transferéncia de massa e da vazio de injegdo sobre a recuperago de 6leo ¢ a razio
dgua-6leo, tomando como base a resposta do modelo de Buckley-Leverett. Nao se
procurou ajustar © histérico de produgiio, uma vez que a geomelria considerada nao
é representativa.

Considerou-se, para a anélise, uma zona produtora onde ocorrem lentes de
arenito, de menor permo-porosidade, dispersas no conglomerado, de maior permo-
porosidade. A espessura porosa com Oleo média € de 15 m, e a espessura das lentes

de arenito ¢ da ordem de 05alm.
8.1. Dados Gerais

As dimensdes c;:)xlside:radas para o meio poroso foran: comprimento (L) =
200 m, largura (b) = 100 m e espessura total (h) = 15 m. Como & meio poi*cso contém |
vérias lentes dispersas de espessura da ordem de 1 m, definimos uma unidade de
fluxo conforme representado pela Figura 8.1. Para esta unidade de fluxo
representativa, a fragio mais permo-porosa tem espessura de 1 m, e a fragio menos

permo-porosa, 0,5 m, ou seja, 1/3 do volume de rocha corresponde 2 esta dltima.
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Figura 8.1 - Unidade de fluxo representativa do meio poroso.

Os dados petrofisicos e de fluido adotados foram:

fragdo mais permo-porosa

fracdo menos permo-porosa

¢ 0,15 0,10
ch O,QG 0,:?,5
Ber 0,328 0,35
po (CP) 30 30
n,, «P) 08 08
- 3,1 1-8 -8 M
0,86 ( M ) 0,86 ( SO A . )
k 1 - AS'W!TM AS'OF’ } - SWC“ S(‘Jl"
S -8 1L# _ 1B
0,574 ( m.w.ww ) 0,574 ( w we )
krw lmSwtthw l”ch“”Sw
k, (mI>} 50 5

Tabela 8.1 - Dados de rocha e fluidos
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A vazao de injegdo considerada para a unidade representativa foi de 0,375
m3/d (correspondente a 0,25 m*/d/m para 1/4 de "five-spot™). A velocidade efetiva
de injegio, calculada pela equagio (3.5) € de 0,0530 m/d,

A fragio volumétrica do meio mais permo-poroso, w, foi calculada pela
equagao (3.3) em fungdo das espessuras e das porosidades efetivas, obtendo-se
w = 0,796.

A curva de fluxe fraciondrio para a fragdo mais permo-porosa foi calculada

pela equacdo (8.2), em fungao das viscosidades e das permeabilidades relativas

reportadas na Tabela 8.1;

K. /uw

kr'w /uwﬂhkh‘?/uﬂ'

NSy = . (8.2)

Para fins de simplificacdo de cdlculo, a equagio (4.7) foi ajustada & carva
calculada, As curvas calculada e ajustada encontram-se plotadas na Figura 8.2, A

saturacdo 5; j& € a normalizada.

76



o

D&y

f{sh

Lk
Lhinvp Cadeiduck
e MOV AR

Figura 8.2 - Curvas de fluxo fraciondrio calculada e ajustada.

O ajuste da equagio (4.7) a curva de fluxo fraciondrio calculada foi obtido
para ¢ = 43,1944, valor este que honra a saturagdo e a velocidade da frente de avango
do modelo de Buckley-Leverett para a curva calculada. Assim sendo, a equagdo para

a curva de fluxo fraciondrio ¢ dada por:

c S
F(8)~ L , ¢ = 43,1944 . (8.3)

¢S +(1-8)

O coeficiente de transferéncia de massa, K, foi calculado pelo modelo de Reis,
utilizando-se as equagtes (5.3), (5.17) e (5.18). As permeabilidades relativas foram
avaliadas no ponto médio de saturagdo, S, = 0,45, obtendo-se k, = 0,1648 € k., =

0,1003. A tensao interfacial dleo-d4gua e o ngulo de contato foram assumidos como
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o = 35 dina/cm e 0 = 30". O valor obtido para A pela equagao (5.17) foi de 0,0375 d”,

o que equivale a dizer gue seriam necessarios 1/1 = 26,65 dias para se recuperar 63%

do 6lec de um bloco de 0,5 m de altura caso este tivesse a base imersa em dgua.
Para o valor de A calculado, o valor de K correspondente, pela equagio (5.3),

é de 7,655 E-3 d™.

8.2, Resultados

8.2.1. Variag3o do Coeficiente de Transferéncia de Massa

Foramm rodados 3 casos, variando-se o valor de XK, além do caso

correspondente a0 modelo de Buckley-Leverett. A Tabela 8.2 mostra os valores de K

adotados e 05 respectivos resultados obtidos:

FR para Tempo de | Recuperagdo
RAQ RAQ
KdhH 50 anos | "Break-through" | até o BT
- inicial | final
(%) (anos) (%)

Buckley-Leverett | 27,394 2 705 11,756 1354 | 36,702
7,655 E-7 27422 2,705 11,756 1,354 § 35,342
7,655 E-b 31,487 2,706 11,759 1,211 26,375
7 655 E-3 32,672 3,239 14,073 0312 | 28971

Tabela 8.2 - Quadro comparativo de resultados para diferentes valores do

coeficiente de transferéncia de massa.

Os resultados podem ser visualizados nas Figuras 8.3 e 84. Observa-se que,
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para o valor de K calculado pelo modelo de Reis, a recuperagio adicional em relagio
ao previsto pelo modelo de Buckley-Leverett é de 5,5 % para um tempo de vida otil
de 50 anos. Isto corresponde a uma recuperagio de 23,0 % do 6leo da fragao menos
permo-porosa. O tempo de irrupglo da dgua no produtor € de 3,2 anoé,, contra 2,7

anos do modelo de Buckley-Leverett.
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Figura 8.3 - FR versus tempo para diferentes valores do coeficiente de

transferéncia de massa (g = 0,375 m*/d).
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Figura 8.4 - RAQ versus tempo para diferentes valores do coeficiente de

transferéncia de massa (q = 0,375 m’/d).

8.2,2. Variagdo de Vazido

De forma a avaliar a influéncia da variagio da vazao de injecao na resposta
do modelo, foram rodados dois casos com o dobro da vazao considerada no ftem
8.2.1., ou seja, ¢ = 0,75 m*/d. A Tabela 8.3 apresenta os resultados obtidos para K =
7,655 E-3 47 e para K = 7,655 E-5 d™ . Para efeito de .comparat;-’aa, eétao listacdlos os

resultados obtidos para q = 0,375 m*/d.
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FR para | Tempo de BT | Recuperagio

K q RAQO RAQ
50 anos (anos) " até o BT
(d) (m*/d) inicial | final
{%) (%)

7,655 E-3 0,750 37,617 1,557 13,530 0,343 59,77
7,665 k-3 0375 32,672 3,239 14,073 0,312 28,97
7,655 E-5 | 0,750 36,332 1,353 11,756 1,280 | 53,33
7,685 E-5 0,375 31,487 2,706 11,759 1,211 26,38

Tabela 83 - Quadro comparativo de resuitados para diferentes valores de

vazio,

As Figuras 8.5 a 8.7 apresentam os resultados para K = 7,655 E-3d7 , e as

Figuras 8.8 a 8.10 apresentam os resultados para K = 7,655 E-5 d™ .
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Figura 8.5 - FR versus tempo para diferentes valores de vazio
{K=7,655 E-3d™ ).
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Figura 8.9 - FR versus volume poroso injetado para diferentes valores
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Figura 8.10 - RAO versus tempo para diferentes valores de vaziio
(K=7,655 E-5d™ ).

A andlise da curva de FR versus volume poroso injetado para K=7,655 E-3
at, apresentada na Figura 8.6, indica que este valor de K € muito alto, pois
praticamente nd3o se observou variacdo na recuperagiio para as duas vaz0des
consideradas na andlise. Ou seja, para um valor de K muito alio tudo se passa como
s a troca de massa fosse instantanea. Para K=7,655 E-5 d”', a Figura 8.9 indica que
quanto major a vazio, menor a recuperagao obtida para um dado volume poroso
injetado.

Observa-se que, caso o fator determinante de abandono do reservat6rio seja
a RAO, o fator de recuperagdo final serd menor para uma vazdo maior, conforme

mostradp na Tabela 8.4:
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K Tempo de | FR para
| 9 abandono | RAO=25
(d?) (®/d)
{anos) (%}

7,655 B3 0,750 21,666 3,576
7,655 B-3 0,375 43,241 31,624
7,655 E-5 0,750 24,482 30,522
7,655 E-5 | 0,375 47,518 31,084

Tabela 8.4 - Fatores de Recuperagao para RAQ = 25,

Deve ser ressaliado que a analise aqui apresentada refere-se a uma geometria
unidimensional. C modelo proposto pode ser estentido para uma geometria
bidimensional através da teoria dos canais de fluxo, de forma a obter resultados mais
representativos. Além disso, o valor de K deve ser determinado a partir do ajuste do
modelo ao histdrico de produgio do msmvat{ﬁriﬁ, para que entdo se possa fazer a

previsio do comportamento futuro com razodvel seguranga.
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9. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

1. O modelo proposto para representar o escoamento unidimensional bifdsico
imiscivel em reservatdrios heterogéneos considera a ocorréncia de fluxo convectivo
na fragiio mais permo-porosa € transferéncia de massa por embebigdo entre a fragdo

mais permo-porosa e a fragdo menos permo-porosa.

2. O modelo empirico de transferéncia de massa proposto por Aronofsky et al. (1958)
é demonstrado através da forrmilago matemdtica apresentada, que considera o fluxo
m4ssico proporcional & massa de dgua total e a diferenga de saturagio entre as duas

fraghes do meio poroso.

3. O método das caracteristicas revelou-se adequado a solugdo do sisterna hiperbolico
de equagdes que representa o fendmeno em estudo, fornecendo resultados mais
acurados que o método de diferencas finitas, para wma mesma discretizagdo no

espago.

4. A solugad obtida mostra que se forma uma frente de avango na fragiio mais permo-
porosa, cuja saturagio e velocidade d.i.m‘inuem com o tempo, devido & troca de massa
entre as duas fracdes do meio poroso. A reduglo da velocidade da frente de avango
da fragdo mais permo-porosa depende da intensidade da recuperagio do 6leo da

fragdc menos permo-porosa,

5. O coeficiente de transferéncia de massa pode ser determinado a partir de ensaios
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de laboratério e a partir do ajuste do modelo ao histérico de produgao. Os modelos
de transferéncia de massa existentes na literatura podem servir como uma primeira

aproxitnagio para o coeficiente de transferéncia de massa.

6. O modelo proposto foi validado através do ajuste a um experimento de laboratério

reportado na literatura ( Kazemi e Merrill (1979)).

7. A transferéncia de massa também foi modelada através da equagdo da difusdo,
visando levar em conta o transiente do processo de embebigdo. A solugdo para esta
formulagdo exigiu um excessivo tempo computacional, o que conduziu a adogdo de
uma solucdo aproximada, vélida para valores do pardmetro adimensional ¢ maiores
que 10. Verificou-se que a aproximagio funciona para tempos curtos, devendo ser

testada para tempos longos caso se deseje aplicar esta formulagdo a casos préficos.

8. O modelo proposto pode ser estendido para o caso bidimensional através da teoria

de canais de fluxo, 0 que propiciaria uma mais ampla utilizagdo do mesmo.
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NOMENCLATURA

A - drea transversal ao fluxo. {L7]

a ~ relacfio entre a fragdo volumétrica do meio continuo e a fragio volumétrica do
meio descontinuo.

b - largura do meio poroso. [L]

¢ - constante da equagio do fluxo fraciondrio.
D - coeficiente de difusdo. {L?/7]

D* - coeficiente de difusio inluindo a porosidade efetiva. [L°/T}
f - fluxo fraciondrio da fase mothante (4gua).

f, - curva de fluxo fraciondrio aproximada.

h - espessura . [L]

K - coeficiente de tran:;*;ferénc:ia de massa. [1/T]
k, - permeabilidade absoluta. {L7]

k, - permeabilidade relativa,

m - fluxo massico longitudinal. [M/T)

m* - fluxo mé‘iégiéu transversal. [M/T]

q - vazo. [L*/T) |

5 - saturagio da fase molhante.

t - tempo. [T]

v - velocidade. {L/T]

x - posicao. [1.]

z - posigao. [L]
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Alfabeto grego

a - caracteristica.

B - caracterfstica.

A - constante de transferdncia de massa do modelo de Aronofsky. {1/T]
¢ ~ pardmetro adimensional do modelo de difusio.

p - viscosidade. IM/LT}

p - massa especifica, [M/L%

o - tensdo interfacial. [ML/T)/L

¢ - porosidade.

w - fracdo volumétrica do meio continuo.
Subscritos

¢ - conata,

D - adimensional.

car - caracteristica,

e - efetiva.

f - fracéo continua.

n - fragao descontinua.
‘ca - Oleo. |

r - residual.

w - dgua.

f, - frente de avango na fragio continua.
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{, - frente de avango na fragdo descontinua.
x - diregiio x.

z - direcao z.

Sabreescritos

' - derivada

+ - a jusante da frente de avango.

- - a montante da frente de avango.

* . jnicial sobre a caracteristica.

Transformagdes de Unidades

1D =987 E-9 on?,

1 ¢P = 0,01 dina s/ e’
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APENDICE 1 - Formulagio Matemaética do Modelo Proposto

O modelo proposto procura representar um meio heterogéneo composto por
uma fragdo continua de maior permo-porosidade englobando uma fragdo descontinua
de menor permo-porosidade. Para representar o escoamento-unidimensional de dois
fluidos incompressivéis neste reservatério, o fluido molhante deslocando o nio-
molhante (por exemplo, injegdo de dgua num reservatério de 6leo sub-saturado) ,
vamos admitir a ocorréncia de fluxo convectivo devido a um gradiente de pressao
na fragdo continua e embebigdo transversal a diregdo do fluxo convectivo entre a
fracdo continua e fracdo descontinua. Efeitos gravitacionais sdo considerados

negligiveis.

Z

-i] Fragio menos permoporosa

Sejam S; e S, as saturacOes da fase molhante nas fracGes continua e
descontinua, respectivamente, jd normalizadas em relagio em relacdo ao volume

mével de cada fragao:
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S, = e A , 1
I 1 -85 -8 (1)
‘arf WCf
SW - S‘WC
S —_ " n . 2
’ 1 - SO?‘ - SWC ( )

Arelacdo entre o volume de 6leo mével da fragdo continua e o volume de
6leo mével total do meio poroso, w, doravante denominada de fragdo volumétrica do

meio continuo, é dada por:

s, By
® = ’ 3
b kot &, b, |

Na equagfio (3), ¢, e ¢, sdo as porosidades efetivas da fragdo continua e da
fracdo descontinua, respectivamente, calculadas em relagdo ao volume de rocha de

cada fragdo, e dadas por:

b, =6, (1-5,-5.) , @

s

¢n Eq)n(l—sor”uswc ) * & ®

+ n

Podemos escrever que a saturagio total da fase molhante como uma média

ponderada das saturagdes na fragdo continua e na fragao descontinua:
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S=o0 8 +(-w)S, . o (6)

Fagcamos um balango de massa sobre um elemento dx do meio poroso,

conforme ilustrado abaixo:

——+-> Mysdx

idx k

Pela equagdo da continuidade da fase molhante na fragdo continua, podemos

escrever:

X

(m - m,,-m )di=p bhdcd [Std)-SmH1

ou, ainda,

L]

om, m b b o as, . ®
ox ax PP % Ty )

Para a fragdo descontinua, podemos escrever:

il

m_ dt=p bh dx 6, [8,a+dy - S0 ] ©)
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ou, ainda,

E = bh ¢ %, (19)
dx Pw n ", ot *

am_ as, as,
— +p,bh b —=+p bbh ¢ —=0 |, (11)
ox ¢ gt ¢ o1
ou, ainda,
oni AY A
(h}r 4)}. + h, $.) bpw ox ot ot
& [ -4

O fluxo massico da fase molhante na fragdo continua é dado por:

m.o=p.4, (13)
e o fluxo fraciondrio por:
9w
[y = ?— . (14)

Substituindo as equagdes (13) e (14) na equagio (12), obtemos:
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NS a8
9 ﬂf)+w~——f+(l-w) =0 .
bhyd, +h, &) ox ot ot
€

Utilizando a velocidade efetiva de injegao, isto §,

= 9
b (16)
bbb,

podemos escrever a equagdo (15) como:

fSY) 58 -

I

Wy & SR G . 17
T ax ot : {n

'~ Na modelagem da transferéncia de massa entre as duas fragdes do meio
poroso, vamos assumir que o fluxo mdssico entre as duas fragbes é proporcional a

massa de dgua total e a diferen¢a de saturagdo entre as duas fragdes, ou seja, -

m:,___Kpw[bdx(hn¢”e+kf¢fe)](sf~S”) . (18)

Substituindo a equacgdo (18) na equagdo (10), obtemos:

P, bdx h &, a8
€ n
=K (S5 -8 ,
p, bdx(h, &, +h &) ot (5= 5. (19)
e £

ou, ainda,
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n

0
ot

(1- o) =K(S8-S5,) . (20)

Entdo, o fenoméno fisico em estudo € representado matematicamente pelas

equagoes (17) e (20), associadas as condigdes inicial e de contorno:

Sf(x,O)mO , 1
S (x,0)=20 ,- 22)
§,(0,t)=0 . | (23)
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APENDICE 2 - Solu¢do Analitica da Equa¢do Linearizada

Seja a equacdo (4.2), com as condigdes inicial e de contorno interna:

Iy
a8 as gy
'S I+ L +8 - a e “0 " gz ydr, =0 R 1
78) o e S / ; (3p) dv, )
. 0
S,(x,,0)=0 Ke)
S,(0,1,)=1 . | 3)

Para o caso em que f (5) = 5, ou seja, f '(Sf) = 1, podemos aplicar a

transformada de Laplace as equagtes (1) e (3):

i
p+a

ds, — _
—L +pS - 850)+ S -a
dx, _

s,=0 @)
- ®)

1
P

Usando a condigdo inicial, equagfo (2), na equagio (4), temos:

mdsf+5( 1 a ) =0
T + 1 - = , 6
i, T 4 p+a )

ou, rearranjando,
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dx p+a ) . @)

A solugiio da equagfo (7) &

— -(p+ £
+
S, (xp.p) = c e pra

)xp

, ®)

Utilizando a C.C.I., equagdo (5), na equagio (8), obtemos:

- s x
. (r p+a)D

1 . ©)
P ,

S, (xp.p) =

Vamos agora inverter a equacdo (9) para o campo real

-1 1 -px ~( i ) *p :
S}, (xptp) =" {— e "Pe P77 Y, - {10)
r

-px -3 (:)x
S, Gptp) =g e[ Lt Ty

s (11)
P
-x px ( : ) x
S, Gpptp) = €72 gl ge TP Lo rTe Ty (12)
r
-x ~px (ﬂ )=
S, Gputp) = e @t e B4 L ety o )

J 4 pta
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Definindo:

a

—_ 1 ( )] xp
G(pta) = —— e ?7° (14)
(p+a) ,
pta
podemos escrever a equagio (13) como:
S, Gpotp) = e 7 L7 {e TP (1 + f ) G(p+a)} (15)

ou, ainda,

S, Gptp) = € 7 g {e TP Glpra)y + e g (e -;‘} 5(’”“)}'(16)

Mas,

a
-

Py @2fax, 1) . an

2! (G)} = 2 (L e
F4

Entdo,
2! (Gp+a)y = e P I2fax, 1) (18)

e assim sendo,

9! {e 7 Gp+a)} = uxp(tb) e (7% 10(2\/::1 x, ty-x)) . (19

onde,
: 0 tD < xD
I = .
u"b( n) 1 t, = x, (20)
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Entao,

@ ! fe 7 G(p+ta)} = g 4o 19(2‘/a xp (tp-x) ) . tpxy (2D

e, desta forma,

. ’p :
- 1 -pPXn ~a(tp~x,)
g 1{; e 7" G(pta)y = fe o 1 (2yfa x, (3,-35) ) dig , thexg.
*p
(22)
A solugao final fica:
S, Gepotp) = e T2 o M7 12 \/a x, (t-x) ) +
7
+ ae P f e o7 1 (3 \/a x, (t,-%,) ) d1 t, = x
0 p Up~¥p p D

p

(23)
e

Sp (xptp) = 0 » Ip <X, .« (24.“)
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APENDICE 3 - Transformagdo do Sistema de Equagdes Diferenciais

Parciais num Sistema de Equagdes Diferenciais Ordinérias

Seja o sistema de equag0es diferenciais parciais, com as condig0es inicial € de

contorno interna :

oS,
S S

oty

an

ox b

+ R

718,

Sf(xD,O) = 0

S (x,,0) = 0
S00,t,) = 1

O sistema acima pode ser expresso na forma matriciak:

U
ox

U
ot

A B C

com Ux,t) = (S, 57, ou seja,
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)
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O método das caracteristicas permite transformar um sistema de equagGes
diferenciais parcias num sistema de equagdes diferenciais ordindrias, validas ao longo
de curvas no plano (x,t), curvas estas ditas caracteristicas. As equagbes sdo entdo
integradas simultaneamente, ao longo das caracteristicas correspondentes, a partir de
condigtes pré-estabelecidas de U(x,t) sobre curvas conhecidas no plano (x,t).

Considere o diferencial da fungdo vetorial U(x,t) ao longo de uma

caracteristica:

av = 2% a4 + Y 4, ®

3x ot

As equagtes (6) e (8) formam um sistema de 2 equagdes nas 2 derivadas

parciais dU/dx e dU/ot :

A B 8y C

ox _

v | - : ©®)
Idx Idt | o v

As caracteristicas sdo as curvas x(t) para as quais o determinante do sistema

(9) é zero:

det |Adt - Bdx| = 0 . - (10

Isto implica que a inclinagdo das caracteristicas € igual aos autovalores do par

de matrizes A e B:

de:|A-—~f§i‘—B;=o = det|A- AB| =0 . (1)
4
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- Pafq,_ o sistema hiperbdlico em questao, temos dois autovalores reais:

A =f '(Sf) e A, = 0. As caracterfsticas sao definidas por:

dx
—_— = S
o J(8) (12)
e
dx
— p— O -
” ‘ (13)

= . ' 14
dt " ot 14)

Considere os autovetores a esquerda, I, e 2 direita, r;, correspondentes ao

autovalor A; :
I.(A4-1,B)y=( -2 B)r =0 (15)
Multiplicando a equacao (6) a esquerda por I, e usando a equagao (15), temos:

ARV RSy SN B WYL AL S R (16)
_ ox ot ox ot '

As relagbes requeridas sobre as caracteristicas podem entdo ser obtidas

usando-se a equagdo (14) na equagdo (16):

ILB===1¢C (i=12) . a7

Para o nosso problema, os autovetores a esquerda, determinados pela equagédo

(15), séo:
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zlm[;} : fza[‘;} : (1s)

Entfo, usando a equagdo (17), chegamos ao sistema transformado:

de—-(S S, ) 19
— RN BN (19)

sobre as caracteristicas definidas por:

dx
— = S 20
— =) @0
€
il (S -85, (3}
a dt d ? ’
sobre as caracteristicas definidas por:
dx
it (22)
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APENDICE 4 - Derivacdo das Equagdes para o Modelo de Difusdo

Vamos derivar as equag0es que representam o fluxo unidimensional bifésico

incompressivel num reservatorio héterogéneo considerando um modelo de difusao

para representar a transferéncia de massa. Efeitos gravitacionais sao considerados

negﬁgivéis. A representacio esquemdtica do meio poroso pode ser visualizada na

Figura 1 do capitulo 3.

Vamos considerar a embebic¢do da fase molhante na fragdo descontinua e o

fluxo da fase nao-molhante em confra-corrente. Podemos derivar a velocidade de

difusdo da fase molhante na fracdo descontinua, transversal a dire¢do do fluxo na

fragdo continua. Pela Lei de Darcy, temos:

- fase 6leo:
. ka kro ap o

v, = -
o ", 0z

- fase dgua:
k, k., or,

v, = - '

¥ 19 oz

As pressoes nas duas fase sdo relacionadas pela pressdo capilar:

o, Yo, B,
oz k” o
apw — vw; w
oz kn e

chpo-pw *

(1)

(2)

(3)

Como a embebigio se d4 contra-corrente, temos que a velocidade total no

meio poroso é nula:



. e (4)
z H

Pela equagdo (3), podemos escrever:

dp, 8, op, op,

. {(5)
dS” _az oz 0z

Usando as equagtes (1), (2) e (4) na equagdo (5), temos:

Ve dP_ 8§
z p [} ‘ + "l W ] - [l .4 . ( 6 )
kﬂ k?’a k?‘W dSﬂ az

Entao, a velocidade de difusdo da fase dgua na fracdo descontinua é dada

por:
k, dP, 8§,
v, = .
vz B, pw] ds, oz (7)
&, —
kra krw |

Definindo o coeficiente de difusio como:

| © Ok, dp,
D = - ) » ‘
B, nw] as, ' (8)
% 4+ 2
kra krw

a equagdo (7) pode ser escrita como:

. {92)
z oz

111



Um balango de massa num elemento de volume dx,dz nos da:

(mz’ - mz:dz) dt = pw b dx dz ‘bn [ Sn(t+ dt) - Sﬂ(f) ] (10)
€
O,
om. a8
4+ p, bdx e, —=0 . -
oz ¢ gt

m, =p, v, bdx . (12)

Usando a equacdo (9) na equagéo (12), temos que:

. o8
m,= - p_ bdx D . . (13)
0z

Utilizando a equagao (13) na equagdo (11) e simplificando, obtemos:

)+¢,, =0 |, (14)
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com as seguintes condig0es inicial e de contorno:

S, (x,2,0) = 0 , {15)
S,. (x,0,7) = Sf (x,0) R . {16)
BSH .

= 0 . (17)
0z z=h

Para a fracfio continua, um balan¢o de massa sobre um elemento de volume

dx nos da:
Z iz=g
) ) ri‘x+dx
My ——
he | | O
| b
' dx
( mx B mx-f- dx m, |z=0 ) dt m pw_é hf dx 4)1'8‘[ Sf(t+ d) - Sf(t)] ’(iS)
ou ainda,
m
am: + z|z=0 - b h é _aif {(19)
P r % :
ox dx ¢ gt

O fluxo méssico da fase molhante na fragfio continua é expresso por:
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mx = pw qw 4 (20)

ou, expresso em termos do fluxo fraciondrio,

m, =»p, afS) - (21)
Substituindo as equagtes (13) e (21) na equagio (19), temos que:

g 9AS) p oS, s,

- = =" +¢ —L=0 (22)
bh, ox b bzl e

Utilizando a velocidade efetiva de injegdo, definida por:

q

Vr - mz e (23)
é-e'qu’ag’:ﬁc (-ﬁ) pode ser expressa por
s e
7, =0
com as seguintes condig¢des inicial e de contorno interna:
S, x0)=0 | (26)
S, 0 =1 . | (27)

Entdo, as equagdes (14) e (24), junto com as respectivas condigdes inicial e de

contorno, formam o sisfema de equacgOes que descrevem o fendmeno fisico em estudo.
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APENDICE 5 - Solugdo da Equaciio da Difusio

Seja a equaglo (7.17), com as condig0es inicial e de contorno:

s as,
= (1)
az; af}) : ‘
S, (%5200 = 0 )
S, (x,,0t) = Sf (xp.t5) 3)
as, 0
9z, ) “)
, zZp = 1

d? —
~=¢[pS -S501 |, (5)
dz,
S, (x,,0,p)=8.(x,,2) , ©
ds, _ _ |
el I )

" Usando a condigio inicial, equagio (2), na equagio (5), temos:
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d*s —_ |
| (8)

cuja solugdo € dada por:
MSﬂ:(xp:zD:P)&cl ""'\/‘;z‘o'&cz""\/@;..’JD . ©)

- Utilizando as equacbes (6) e (7) na equagdo (9), obtemos:

S, Gpozpp) = 5, (xp0) | cosh (Vep z,) - tanh (ep) semh (Jop z,)]
(19)

Estamos interessados na derivada de S, em relagiio a z,,, avaliada em z,=0,

ou seja,
5, | _ L
—2epm) | = - 5 Gpp) [ Ver bk Gfon)] .y
L - I = 0 &
ou,
s, . N R
Gotat) | o= - 5 ) Vo P[ senh (/op) } - (12)
dz, =0 Vp cosh (Vep)

Mas, temos que:

' - o (2m-1 Y et
! { 1 senh x \/}; }= 2 E(_l)”_i . 4 o2 sen (2n —21) X
a

\/p_i cosh a \/]; a p=1
. (13)
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Se assumirmos S, constante, temos que:

—e S, (x,.t,)
Sf (xpP) = _...-Z'm_.}..f'.._.l?__ . (14)

Entao, usando as equagoes (13) e (14), a solugao da equagao (11), no campo

real, é dada por:

(2n-1)Y %0

28, -
pipdy) | = - 28 Gptp) D ‘o . (15)

F4 =1
D z, =0 "
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