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Resumo

Nesta dissertacao estudamos um modelo da interacao radiacao-matéria, mais conhecido
como modelo Raman acoplado, consistindo de um atomo de trés niveis na configuracao
A (lambda) acoplado a dois modos do campo quantizado em regime de alta dessintonia
atomo-campo. De inicio, apresentamos uma revisao dos assuntos que formam a base para o
entendimento do trabalho.

A partir dai, deduzimos o Hamiltoniano efetivo do modelo através do método de trans-
formacao unitaria mantendo os termos de segunda ordem nas constantes de acoplamento e
eliminando o nivel intermediario. Na sequéncia, comparamos a dinamica atémica sob duas
preparagoes distintas: na primeira delas consideramos os dois modos em estados puros (es-
tados coerentes), enquanto que na segunda alteramos a preparacio do modo 2, mudando o
estado coerente para um estado de maxima entropia (estado térmico).

Finalizamos esta tese apresentando um estudo do emaranhamento na particao atomo-
modo 1 sob influéncia do modo 2, considerado um subsistema externo. Adotando a Nega-
tividade como principal medida de emaranhamento dtomo-campo, verificamos em que cir-

cunstancias do modelo (tempo, preparagoes iniciais) temos o maximo emaranhamento.



Abstract

In this work we study a model for the matter-radiation interaction, best known as Raman
coupled model, which consists of an atom with three levels in the A (lambda) configuration,
coupled to two modes of the quantized field in a high atom-field detuning regime. At the
beginning, we present a review of the subjects that form the background for understanding
the work.

After that, we deduce the Effective Hamiltonian of the model through the method of
unitary transformation, keeping the terms of second order in the coupling constants and
eliminating the intermediate level. In the sequence, we compare the atomic dynamics under
two distinct preparations: in the first we consider the two modes as pure states (coherent
states), while in the second we change the preparation in the mode 2, switching the coherent
state to a state of maximum entropy (thermal state).

We finish this dissertation presenting a study of the entanglement in the partition atom-
mode 1 under the influence of the mode 2, considered as an external subsystem. Adopting
the Negativity as the main measure of the atom-field entanglement, we verify in wich cir-

cumstances of the model (time, initial preparations) we achieve the maximum entanglement.

vi



Sumario

Agradecimentos
Resumo
Abstract

1 Introducao

iv

vi

2 Conceitos Fundamentais da Optica Quéantica

2.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético . . . . . . .. ... .. ... ....

2.2 Estados do Campo . . . . . . . . . ..
2.3 Interacao radiacao-matéria . . . . . . ... oL oL

2.4 Emaranhamento . . . . . . . . .

3 O Modelo Raman acoplado

3.1 O Hamiltoniano Efetivo . . . . . . . . . . .
3.2 Autovalores e Autovetores . . . . . . . .
3.3 A dinamica . . . ...

3.4 Estudo numérico da inversao atomica

3.5 Inversao atomica na preparacao Fock-Coerente

4 Emaranhamento Atomo-campo

4.1 Estudo Grafico das fungoes de Negatividade e Entropia linear

5 Conclusoes

vii

14
18

21
22
24
26
29
35

38
42

45



Lista de Figuras

2.1
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5
3.6
3.7

3.8

4.1

4.2

A estatistica de fotons do estado coerente paran=25. . . ... .. ... ..
A distribuicao de fotons tipica do campo térmico quando temos um nimero

médio de D excitacoes. . . . . . . ...

Esquema do modelo Raman acoplado. O parametro de dessintonia (detuning)
é colocado em termos das diferencas de energia dos niveis atémicos fundamen-
tais (|1),]2), F2 > Fj) e excitado |3) na forma hA = (E5 — Ey) — hw; ou
hA = (B35 — Es) — hwy. Aqui, wy e wy sao as frequéncias dos modos 1 e 2,
também conhecidos como Pump e Stokes, respectivamente. . . . . . . . . ..
Inversao atomica em funcdo do tempo escalonado t' = ¢t com ny; = 1.5,
ng = 0.01, r = 1.023 e ¢ = 100 para os modos do campo nos estados coerente-
coerente e coerente-térmico. . . . . . . . ..o s e
Inversdo atomica em func¢do do tempo escalonado ' = git com (a) ny =
ny = 1.5, r = 1.023 e ¢ = 100 na preparagao coerente-coerente, (b) n; =
ng = 1.5, r = 1.023 e ¢ = 100 na preparagao coerente-térmico. . . . .. . ..
Inversao atémica em fungao do tempo escalonado t' = ¢;t com n; = 10.6,
ny = 10.1, r = 1.012 e ¢ = 200 para os modos do campo nos estados (a)
coerente-coerente e (b) coerente-térmico. . . . . . ... ...
Preparacao coerente-coerente. . . . . . . . . .. ...
Preparacao coerente-térmico. . . . . . . . . . . . ..o
Inversao atéomica em funcao do tempo escalonado t' = gt com N =5, n = 5,
r = 1.023 e ¢ = 200 para os modos do campo nos estados de Fock e coerente.
Inversao atémica em funcao do tempo escalonado t’ = g;t com N = 40, n = 40,

r = 1.023 e ¢ = 200 para os modos do campo nos estados de Fock e coerente.

Negatividade (a) e Entropia linear (b) pelo tempo escalonado ¢ = ¢t para
N =D0en=>0. . . . . . e e

Negatividade em fun¢ao do tempo escalonado t' = g;t para N = 40 e n = 40.

viil

11

14

21

32

33

33
34
35
36

37

42



4.3
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Capitulo 1

Introducao

A Mecanica Quantica é notavelmente uma das teorias mais bem sucedidas da Fisica.
Todas as suas predigoes teodricas foram confirmadas nos laboratoérios, muitas delas gerando
inimeras aplicacoes que se tornaram a base para os avancos tecnologicos do século passado e
hoje fazem parte da vida cotidiana, como o efeito transistor e a magnetoresisténcia gigante,
entre outros. Suas implicacoes tiveram profundo impacto na Ciéncia, transformando radical-
mente os principios de uma Fisica até entao baseada em leis estritamente deterministicas e
causais.

Uma das conquistas mais notéveis da teoria quantica foi o desenvolvimento de mode-
los que explicavam a interacao radiacao-matéria, levando em conta a quantizagao do campo
eletromagnético. Nesse contexto o primeiro modelo a tratar quanticamente d&tomo e campo
foi proposto em 1963 por Jaynes e Cummings (JC)'[14], o qual descreve a interagao proxima
da ressonancia entre um atomo de dois niveis e um tnico modo do campo de radiacao. O
estudo do modelo sob a aproximacgao da onda girante, permitindo que o mesmo seja analiti-
camente soluvel, revelou uma série de importantes resultados como os fenomenos de colapsos
e ressurgimentos das oscilagoes de Rabi da inversdo atomica [15, 16|, a producao de estados
nao-classicos do campo eletromagnético, antiagrupamento de fotons [17] e a compressao do
ruido quantico [18, 19, 20].

O intenso desenvolvimento experimental alcancado nas ultimas décadas no campo da
Eletrodinamica Quéantica de Cavidades bem como o dominio de técnicas de controle em escala
atomica [21] cada vez mais precisas tém ampliado os horizontes dessa disciplina, estimulando
pesquisas além do cenario proposto inicialmente por JC. Desde entao surgiram extensoes do
modelo incluindo versées multi-fotons [22, 23, 24|, acoplamentos dependentes das intensidades
[25, 26, 27, 28], dissipagao [29, 30|, 4tomos de muitos niveis [31] e campos multi-modais
[32, 33], etc.

lsigla para Jaynes-Cummings.



Nesta dissertacao iremos analisar um modelo do tipo JC governado por transi¢oes a dois
fotons em um campo bi-modal. Originalmente proposto por Gerry e Eberly [6] no inicio dos
anos 90, o modelo Raman acoplado descreve a interacao entre um atomo de trés niveis na
configuragao A e dois modos do campo eletromagnético em regime altamente dispersivo, isto
é, quando a dessintonia entre o nivel intermediario e os modos do campo é bastante alta, de
tal forma que as probabilidades de ocupacgao desse nivel se tornem muito baixas e ele passe a
atuar como virtual nas transicoes atomicas. Nesse caso, podemos elimina-lo adiabaticamente,
obtendo um atomo a dois niveis efetivos. Quando da proposta original, ¢ interessante ob-
servar que no procedimento de eliminagao adiabatica [6] os autores do trabalho desprezaram
os termos responsaveis pelos “Stark shifts” dos niveis de energia, obtendo um Hamiltoni-
ano de interacao simplificado cuja dinamica atdémica, em certas condicoes, se assemelha ao
modelo JC. Entretanto, estudos posteriores apontaram que os termos de “Stark shifts” tem
importancia crucial no modelo em questao e devem ser incluidos em qualquer analise que con-
sidere processos multi-fotons [9]. A ndo inclusao dos termos leva a comportamentos bastante
distintos para as mesmas condi¢oes iniciais do sistema [11].

Anos depois, Alexanian e Bose |7], empregando uma transformagao unitéaria para o Hamil-
toniano, apresentaram um método equivalente & eliminacao adiabatica. A abordagem, que
consistiu em truncar a expansao do Hamiltoniano em segunda ordem nas constantes de
acoplamento, permitiu obter um Hamiltoniano efetivo descrevendo o mesmo sistema a dois
niveis, porém com os termos de “Stark shifts” presentes na expressao. A solucao exata uti-
lizando o mesmo método da transformagao unitaria veio com Y. Wu 8], nesse trabalho a
expansao dos operadores é calculada de forma exata e o Hamiltoniano dai obtido é bastante
geral, vilido para quaisquer dessintonias e sem restrigoes nas constantes de acoplamento.

Motivados pelos trabalhos |7, 9], nossa abordagem do Hamiltoniano efetivo segue de perto
o método da transformacao unitaria no regime perturbativo, matematicamente mais simples
que a expansao exata e suficiente para investigar o cenario em que o nivel intermediério
estd dessintonizado dos modos. De posse do Hamiltoniano efetivo, conseguimos resultados
analiticos envolvendo o operador densidade preparando o 4&tomo no estado fundamental e os
modos do campo em estados genéricos.

Os modos do campo foram inicialmente preparados considerando estados puros e de mis-
tura estatistica com distribuicoes muito distintas. Na primeira delas assumimos os dois
modos em estados puros, ambos em estados coerentes enquanto que na outra preparacao
modificamos o estado do segundo modo, introduzindo um estado de maxima entropia, o es-
tado térmico. A mudanca de estado no segundo modo foi feita com o proposito de entender a
influéncia do modo 2 na dinamica. Nesse sentido, analisamos o efeito da troca de papéis dos

modos do campo na dinamica da inversao atémica. Ao final do capitulo 3 investigamos uma



outra preparacao, envolvendo o modo 1 em estado de Fock e o modo 2 em estado coerente.

No capitulo 4 estudamos o sistema tripartite composto pelo atomo e os dois modos do
campo, considerando o emaranhamento na particao dtomo-modo 1 na perspectiva em que
o modo 2 é descrito como um subsistema externo. O objetivo desta andlise consistiu em
determinar o quao relevante é a influéncia do subsistema externo (modo 2) no emaranhamento
Atomo-modo 1. Para esse estudo, o atomo foi preparado no estado fundamental e os dois
modos em estado de Fock e estado coerente, respectivamente. Em certo sentido, existe
uma correspondéncia entre o nosso estudo e o método empregado quando se estuda a teoria
de reservatorios. Podemos fazer uma analogia, tratando o subsistema de interesse (4&tomo
+ modo 1) como analogos a um sistema acoplado ao reservatoério (ambiente), nesse caso
modelado em estado coerente.

A estrutura da dissertacao esta dividida da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos os
conceitos fundamentais necessarios ao entendimento do trabalho que se segue. A quantizacao
do campo eletromagnético é vista com alguns detalhes juntamente com os estados do campo
mais utilizados na dissertacao. Deduzimos o Hamiltoniano do modelo de Jaynes-Cummings
na aproximacao de onda girante e calculamos o vetor de estado quando o dtomo interage de
modo ressonante com 0 campo em uma superposi¢ao genérica na base de Fock. Terminamos
o capitulo apresentando o critério de Peres-Horodecki [12, 13] de estados nao separaveis e a
definicao da Negatividade, a principal medida de emaranhamento utilizada nesse trabalho.

No capitulo 3 introduzimos o modelo Raman acoplado e obtemos a sua dinamica atomica
nas preparacoes do campo nos estados coerente-coerente e coerente-térmico. O capitulo 4
trata do emaranhamento entre a&tomo e modo 1 sob a influéncia do segundo modo, descrito
como um subsistema externo. No capitulo 5 apresentamos as principais conclusoées do estudo
e finalizamos o texto com um breve Apéndice, que contém o procedimento de eliminacao

adiabéatica levando em conta os termos de “Stark shifts”.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais da Optica

Quantica

2.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Apresentamos a quantizacao do campo eletromagnético de um ponto de vista bastante
simples e auto-suficiente para os propositos desta dissertacao. Tomaremos como base as
equacoes de Maxwell para os campos elétrico E(F, t) e magnético E(F, t) no vacuo e seguire-
mos de perto o tratamento empregado nas referéncias [1] e [2].

Em unidades SI, elas sao dadas por

S - dB
‘B =0 E=-22 2.1
\Y V x T (2.1)
ﬁ - OE -
Eo= = B = — ] 2.2
\ - V x Hoto 5, + HoJ (2.2)

onde pe jrepresentam as densidades de carga e corrente, respectivamente. Os campos podem
ser expressos em termos do potencial escalar ¢(7,t) e do potencial vetor fY(F, t) como
E:—w—%, B=VxA, (2.3)
ot
os quais satisfazem automaticamente as equagdes homogéneas (2.1).
As equagoes de Maxwell sao invariantes se os potenciais forem transformados de acordo
com as chamadas transformacoes de calibre:

Ao A=A+ VA ¢%¢’:¢—%, (2.4)

onde A = A(7,t) é qualquer funcdo da posicdo 7 e do tempo t. E sempre possivel escolher

4



o potencial vetor A de modo que V- A =0 (calibre de Coulomb). Na auséncia de cargas e
correntes, é entao possivel fazer ¢ = 0, e substituir as equagoes de Maxwell pelas equacoes
(2.4) mais a equacao de ondas para o potencial vetor:

194

Agora, expandimos o potencial vetor em uma superposi¢ao de ondas planas na forma

A7) =030 &, |Ag, (0 = Ax (e ] (2.6)
k,s

onde Aj ¢ a amplitude complexa do campo e &}, ¢ um vetor real de polarizagao. A soma é
realizada sobre todos os valores das componentes do vetor de onda, com k; = 27n;/L, n; =
0,£1,£2,..., j =z, vy, z, e também sobre as duas polarizacoes independentes, representadas
por s =1, 2. A condicao de calibre V - A=0 juntamente com a relacao de ortonormalidade

dos versores de polarizacao &3, - €z, = 0sy implica na chamada condi¢ao de transversalidade

k& =0, (2.7)

ou seja, o vetor de polarizacao deve ser ortogonal a direcao de propagagao. I conveniente
entao definir um conjunto de versores que, junto com k, sao escolhidos para formarem um

sistema! orientado segundo a regra da mao direita de modo que

-

— —

i1 X €E T

|
bl

(2.8)

I

Da equagao (2.5) e da condicao de calibre V - A=0¢ possivel obter uma equacao

para as amplitudes complexas A~ dos modos andloga aquela de um oscilador harmonico

unidimensional
A2 A .
dtzk& + WI%SAES = O s (29)

cuja solucao mais simples /ng(t) = fl‘gse*i”kt oscila harmonicamente com frequéncia dada
por wy, = ck. Esse tltimo resultado juntamente com as equagoes (2.3) e (2.6) nos permite

expressar os campos elétrico e magnético em termos dessas amplitudes

!também conhecido como dextrégiro.



E(Ft) ==Y wéy, [A,;Sewﬁ—w + Aﬁse—“”—wtﬂ : (2.10)

- 1 N o L
B(Ft) === wy(k x & [A~ et Twrt) 4 A% e—“’f'r—w’et)} . 2.11
( ) c Z k( /{;5) ks ( )
Classicamente, a energia total armazenada no campo eletromagnético é dada por

1 R
H, = —/(eOE-E+ —B-B)dV, (2.12)
2 Jy Ho

onde a integracao espacial se estende sobre o volume dentro do qual o campo esta contido.
Poderia ser todo o espacgo, como no caso do campo livre, ou um volume finito dentro do
qual o campo estaria confinado, em particular uma cavidade de alto fator de qualidade,
representando a situacao tipica da Eletrodinamica Quantica de Cavidades.? No que segue
imaginamos que o espago livre possa ser modelado como uma cavidade ctibica de lado L com
paredes perfeitamente refletoras e dimensoes muito maiores que os comprimentos de onda do

campo. Assumindo condi¢oes periddicas de contorno nas faces do cubo obtemos

=

/Vei”z AITAV = 6.V, (2.13)

que combinado com as identidades vetoriais

( 8 ) ( X_’ES/) = 685’7 (214)
(kx &) (—kx &) = —& &gy (2.15)

resulta na expressao mais simples para a energia do campo
H, =2,V Z wp Az, AL (2.16)

em termos do modulo ao quadrado das amplitudes complexas.
Agora, com o proposito de quantizar o campo, introduzimos as varidveis canonicas py, e

qi, dadas pelas seguintes relagoes

1

A = W [ka;gs + ZP;QJ ) (2.17)
x 1 :
AL 2on(2V)1 2 [wrag, — vz » (2.18)

2do inglés Cavity Quantum Electrodynamics, sigla CQED.



de modo que podemos reescrever (2.16) em termos dessas quantidades

Hy= % > 0%, +wig): (2.19)
ks

Vemos de (2.19) que a energia do campo eletromagnético pode ser colocada na forma
da Hamiltoniana de um conjunto de osciladores harmonicos independentes com p;. e gy,
desempenhando o papel de posicdo e momento conjugado, respectivamente. Cada um deles

tem massa unitaria e frequéncia wy,.
A descricao quantica do campo eletromagnético exige que as variaveis candnicas de posi¢ao
qg, € momento py_ expressas através das equacoes (2.17) e (2.18) sejam transformadas nos

operadores hermiteanos i, e p;. obedecendo as regras de comutagao

[qAES,ﬁE,S,] - iﬁé,;,g,(sss/, [qAEs,qAE/S/} = [ﬁ];wﬁl;/s’} =0. (220)

Seguiremos agora o formalismo usualmente adotado para o oscilador harménico, intro-

duzindo para cada oscilador, os operadores de aniquilagdo e criagao, definidos por

1

gy = (2hwy ) 172 [wrdg, + ipg,] (2.21)
1

o L

Aps = (2771«%)1/2 [wqus Zpkg}? (2.22)

os quais satisfazem as relacoes de comutagao bosonicas

[akaH = Gl [ag g, = [aZa;;] — 0. (2.23)

Além disso, H, dado por (2.19) se torna um operador hermiteano e pode ser colocado,

apo6s algumas manipulagoes algébricas, na forma padrao
. At 1
H = Z hwg ( a ag, + 3 (2.24)
ks
. 1
ks

onde np, = &j; ag, € o operador niimero para o modo ks. Uma vez que todos esses modos
S

sao independentes um do outro, podemos construir uma base combinando os autoestados de

cada um deles na forma de produto

n1) @) @ ...@ ny) @ ... = [{n;}). (2.26)



Essa base, que é naturalmente autoestado de H

H|{ns}) = E l{n;}), (2.27)

com autovalor

E= ; huw; (nj + %) : (2.28)

é conhecida na literatura como estados de Fock ou estados de ntimero de fétons e constituem
um analogo do oscilador harmonico.?

Os estados de numero tém diversas propriedades que nada mais sao do que extensoes de
propriedades do oscilador harmoénico para o caso multidimensional. Aqui vale a relacao de

ortonormalidade

/ /
<n1, Nnog, ... ]nl, Ng, .. > = 5n1n/1(5n2n/2 ce (2.29)
e também as atuacoes dos operadores de aniquilacao e criacao

ajny, ng, ... nj, ...) = Jnjlng, ng, ...m;—1,...),

(2.30)
&;’n17n27...nj7...> == \/nj+1‘nl7n27"'nj+]‘7"'>'

O estado estacionario de menor energia, conhecido como estado de vacuo, é especificado

pelo ket
‘{O}) = ‘01, 02, Oj, .. .>, (231)

a partir do qual todos os estados de ntimero podem ser gerados de acordo com a expressao

at)’
o) =TT 2 1o 232)

Na transicao classico-quantico, os c-numbers A sdo trocados por operadores relacionados

por equagoes do tipo (compare (2.17) e (2.21) por exemplo)

A _
[ O, 2.
ks (2&)k5()v> aks ( 33)

e entao o potencial vetor quantizado adquire a forma

3nessas equacdes fizemos N, = Nj para simplificar a notagao.



1
T . h 2 ~ ~ i(kf—w ~ —i(kF—w
A(rt) =i Z (ka50V> p [a,—ése (em—wit) _ a%se (k ’“t)] : (2.34)

ks

O operador campo elétrico fica sendo

1
i~ h 2 P LT
E(Ft)=-) <—2;:‘k/> & [a,;se“’”—wt) + a;se—’(’“""‘wk“} : (2.35)

ks

enquanto que o campo magnético é representado pelo operador de campo

1
2, 1 - h 2 Lo g
B(rt) = —=Y (kx &;,) < i > {a,;se“k-“wt) + ajzse*“’f-“w)} : (2.36)

2.2 Estados do Campo

Estados Coerentes

Agora introduzimos uma representacao extremamente util para lidar com os problemas

do campo de radiagao: os estados coerentes. Originalmente propostos por E. Schrédinger [3]

na descri¢do do oscilador harménico, foram redescobertos mais tarde por R. J. Glauber [4]
em um contexto diferente e aplicados a Optica Quantica.

Estes estados podem ser definidos como autoestados do operador de aniquilacao a, o que

é expresso através da equacao

ala) =ala), (2.37)

onde o autovalor o ¢ em geral complexo. E mais, nao ha condigoes de contorno que forcem o
espectro de a a ser discreto, nesse caso a pode assumir qualquer valor complexo. Desde que

os estado de nimero formam um conjunto completo podemos expandir |«) de acordo com

@) = >~ (nla) ) = 3 Culn) (2.38)

Atuando com @ em cada membro da expansao, a eq. (2.38) se torna

ala) =) Covnln—1)=a) C.ln). (2.39)

Igualando os coeficientes de |n) temos



Cpov/n = aC,_, (2.40)

ou

Cp=—Cpg=—--=Chy=..= —C (2.41)

e entao

COZ \/_ n) . (2.42)

O coeficiente Cyy é determinado pela condigao de normalizagao («|a) = 1 que, junto com
(3.52) leva a

Co| = ezl (2.43)

Isso ainda deixa a fase ¢ de Cy = |Cy|e*” indeterminada. Entretanto, na definigdo dos
estados coerentes ¢ ¢ escolhido como sendo zero por conveniéncia. Entao, com essa escolha

de fase o estado coerente normalizado fica

e}

o) = e~zloP Z \% In). (2.44)

n=0
Considerando o valor esperado do operador de campo elétrico para um modo polarizado

na direcao =

A Ao \2r1 - B,
Ey(Ft) = — (2€Z}V) [de’(k"_“t) +ate T ﬂ , (2.45)
obtemos
o \ 2
(alBu(r t)‘ a) = - ( - v) et 4 qreithran ] (2.46)
0

Escrevendo a na forma polar a = |ale resulta em

<a E, (7, t)‘ a> = —2|q| (QZUV) : Ccos <wt — kP — 9) : (2.47)

cuja estrutura é muito semelhante a de um campo cléssico. Também é possivel mostrar

que a flutuacao do campo é idéntica as flutuacoes do vacuo quantico, o que certamente é

algo notavel. De fato, os estados coerentes sao os estados mais classicos dentre os estados
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quéanticos da luz porque nao somente dao a forma correta dos valores esperados, como também
apresentam as mesmas flutuacoes que o vacuo.
Da eq. (2.47) é aparente que |a| esta relacionado 4 amplitude do campo. O valor médio

do operador de ntiimero de fétons 7 = a'a é

a'a

n=(a a) = |al?, (2.48)

assim |a|? ¢ identificado como o nimero médio de excita¢oes do campo. Para o calculo das

flutuacoes do nimero de fotons temos de calcular

<a |f12‘ a> = <a ’&TddTEL| a>
(a]afalaa + a'a| o)

= n’+n (2.49)

e entdo An = 4/ (n?) — (ﬁ)2 = /n que é caracteritico de uma distribuicido poissoniana.
De fato, para uma medida do namero de f6tons do campo, a probabilidade de encontrar o

oscilador com energia® nhw ou de detectar n fétons é dada por

P, = [{n|a) |*

AT
-n

(2.50)

-
que é uma distribuicao de Poisson centrada em n.
Na Figura (2.1) representamos graficamente a distribui¢do para um caso tipico de n = 25

fotons.

0.08

.
o

0.06 -

0.04 -

0.02+

0.00eesosopeseret L Tleceserereny

Figura 2.1: A estatistica de fotons do estado coerente para n = 25.

4a menos da energia de ponto zero.
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Estado Térmico

Como ¢ bem sabido, a origem da teoria quantica esta relacionada a descoberta de Planck
da lei de radiacao que agora leva seu nome. Esta lei descreve o espectro de emissao de um
objeto ideal chamado de corpo negro, modelado como uma cavidade acoplada a um campo de
radiacao multimodal em equilibrio térmico no seu interior. No que segue trataremos apenas
de um modo do campo, porque geralmente os modelos de interacao radiacao-matéria se
baseiam no acoplamento entre um atomo de poucos niveis e alguns modos de uma cavidade.
A descri¢ao de um modo do campo em equilibrio térmico a temperatura T é feita em termos

de um ensemble canoénico cujo operador densidade é dado por

exp (—ﬂ/chT)
Tr [exp (—H/pT)]’

onde kp é a constante de Boltzmann, H ¢ o Hamiltoniano livre do campo H = hw (dTa + %)

p= (2.51)

e

o0

Tr [exp (—H/kBT)] = Z <n ‘exp (—H/kBT)| n>

n=0

= > exp (—Fo/ksT)
n=0
A

é definido como a funcao de particao do sistema. Como FE,, = hw (n+ %) , a funcao de

parti¢do adquire a forma de uma soma geométrica de razdo exp (—»/ksT) < 1, 0 que leva a

7 exp (—"/2kpT)

"1 —exp (—/ipT) (2:52)

Nesse caso, reescrevemos o operador densidade na representacao dos estados de Fock

po= D> 1) (W]pn) (n|

— %nzzoexp (=En/kpT) |n) (N

= Y Puln)(nl, (2.53)
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identificando P, = w como a probabilidade de ocupacao dos n-ésimo autoestado de

energia. O nimero médio de fétons do campo térmico é dado por

n o= Tr(Rp)
- Yo
n=0

exp (—;“/2kBT) Z; nexp (—n/is) . (2.54)

Fazendo a substituicao x = IQ—“’T temos

ine—nx _ _i - P
n=0 df,E n=
B d 1
N dr \1—e=
e—r
= 2.55
(1-— e—f’f)2 ( )
e entao
1
n=—— . (2.56)
eksT — 1

Essa ultima equacao nos possibilita expressar o operador densidade do campo em termos

do niimero médio de excitacoes da seguinte forma

AT

p=Y i In) nl (2.57)

(1+n)

n=0

e a probabilidade de encontrar n fétons no campo como sendo

Na figura (2.2) representamos o grafico de P, versus n para um valor de n. Esta claro

que o nimero de fotons mais provavel é o vacuo, P, decrescendo monotonicamente com n.

13
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Figura 2.2: A distribuicao de fotons tipica do campo térmico quando temos um niimero
médio de 5 excitagoes.

2.3 Interacao radiacao-matéria

O modelo de Jaynes-Cummings

Originalmente proposto por E. T. Jaynes e F. W. Cummings [14], o0 modelo emprega a
quantizagao do campo eletromagnético para descrever a interagao entre um atomo de dois
niveis e um tnico modo do campo. Esse modelo, exatamente solivel na aproximacao de
onda-girante, previu alguns fendmenos sem analogo na teoria semi-cléssica correspondente,
denominados de colapsos e ressurgimentos das oscilagoes de Rabi, constituindo uma evidéncia
direta para a discreteza das excitagbes do campo [5].

Consideramos um atomo, com niveis |e) (excitado) e |g) (fundamental) no centro da

cavidade (7= 0), interagindo com um modo do campo °
E=-E(a+ah)e (2.59)

onde Ey = (hw/220V)"? & a amplitude do campo
No regime em que o comprimento de onda da radiacao incidente é muito maior que as
dimensoes atomicas (lgf < 1), podemos empregar a aproximacao de dipolo e escrever o

Hamiltoniano de interacao na forma

Hypy = —d-E, (2.60)

SEsta é a equacdo do campo elétrico 2.35 na representacdo de Schrédinger, quando temos apenas um
modo.
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com o momento de dipolo d = —er. Levando em conta o campo quantizado temos

~

Hint - _C?
= By (

=

+a'), (2.61)

Q>

onde d = d-&. Podemos escrever o operador d na representacao de estados atémicos na forma

~

d = d|g)(e| +d*|e) (g|
= d(64+0.), (2.62)

uma vez que apenas os elementos fora da diagonal contribuem, os demais sao nulos por
paridade. Aqui fizemos (e|d|g) = d, considerado um nimero real. Assim, o Hamiltoniano

de interacao fica

Hip = hg (64 +06-) (a+a'), (2.63)
com os operadores de transi¢do atomica . = |e) (9| , - = |g) (e| e a constante de acopla-
mento atomo-campo

Eod
= 70 (2.64)

O Hamiltoniano do a&tomo escrito em termos dos operadores de ocupacao ¢ dado por

F[A = Eee) (e| + By [9) (9] = Eevee + Eyoyg, (2.65)
o qual pode ser reescrito na forma

. 1 1
HA = §ﬁwa (6’56 — 699) + 5 (Ee + Eg) s (266)

através da identidade 1 = o, + 049 € da diferenca de energia £, — E, = hw, que acopla
os niveis, onde w, representa a frequéncia de transicao correspondente. O Hamiltoniano do

campo livre, a menos da energia do vacuo, fica
Hp = hwa'a (2.67)

e o Hamiltoniano total,

A

H = Hy+Hp+ Hy

1
= Fhwads+ hwala +hg (64 +6-) (a+a'), (2.68)
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introduzindo o operador de inversao 03 = 0. — 049. Agora, com o proposito de justificar
o termo aproximacao de onda girante passamos para a representacao de interagao, na qual

~

H;,; é transformado em

g o = e—i—iHOt/hf{mte—irot/h

= hg (€i(w7wa)th6, + €7i(w7wa)t&5’+ + ei(w+wa)t&Té_+ + eii(erwa)tCAL&,) : (269)

onde usamos o teorema de Baker—Campbell-Hausdorff na expansao.

No limite ressonante (w ~ w,) os dois primeiros termos oscilam muito lentamente em
comparagao aos dois ultimos de frequéncia mais alta (w + w,), de modo que em média os
ultimos termos nao contribuam para a dinamica do sistema e possam ser desprezados. Assim,

obtemos o Hamiltoniano total do modelo
g1y At 56+ ale
H= Ehwaag + hwa'a + hg (a6, + a'o_) . (2.70)

A solugao do Hamiltoniano de JC sera obtida através do método de “Estados vestidos”,
também utilizado no préximo capitulo.

Escolhemos uma base desacoplada envolvendo os estados que acoplam todas as transicoes
possiveis |e;n) — |g;n+1). A partir de uma base ordenada {le;n),|g;n + 1)} podemos

representar o Hamiltoniano na forma matricial como

+hw, + nhw hgvn + 1
H= , (2.71)
hgvn + 1 —shw, + (n+ 1) hw
resultando nas auto-energias
1 Q(A
com
QA) = [A2+42(n+ D] (A=w,—w) (2.73)

sendo a frequéncia de Rabi e o parametro de dessintonia dtomo-campo. Os autoestados

associados sao combinacoes lineares da forma

|+,n) = —sinb,|g,n+ 1)+ cosb, |e;n),
(2.74)
|—,n) = ++cosb,|g,n+1)+sinb, |e;n)
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e 0s coeficientes sdio encontrados pela normalizacio cos? 6, + sin?6,, = 1

2gv/n +1

sinf, = ,

V(@A) dg2(n+ 1)

(2.75)
Q-—A

JO-8P a2 (n+1)

cosb, =

Agora deduzimos o vetor de estado para o modelo na situagao em que &tomo e campo
estdo em ressonancia (w, ~ w), isto é quando A ~ (0. Para isso, supomos o atomo preparado
no estado excitado |e) e o campo em uma superposicdo genérica qualquer, caracterizada
pelos coeficientes ¢, na base de Fock. Assim, podemos escrever o estado inicial do sistema

composto atomo-campo como

[ (0)) = culesn). (2.76)

Quando tomamos A = 0, as equagoes (2.74) se reduzem a

ol

[+.n) = (le;n) = lg,n+1)),

(2.77)

ol

|=n) = (le;n) +1g,n + 1)),

pois nesse caso os coeficientes associados as combinagoes lineares tém mesmo peso, entao
cosf, = sinf, = \/5/2 O passo seguinte é expressar o vetor de estado inicial, dado por
(2.76), em termos dos autoestados do Hamiltoniano. Utilizando as (2.77) juntamente com
(2.76) temos

b (0) = %gwm flmm). (278)

A aplicagdo do operador de evolugao temporal no estado dado por (2.78) leva ao vetor de

estado evoluido no tempo
] & Bt E_t
() = =D (7 )+ =) (2.79)
epS

o qual adquire a seguinte expressao quando colocado em termos da base desacoplada {|e;n) ,|g;n + 1)}

Bt E_t E_t Bt
Cn, [(e”T + e’lT> lesn) + (e’lT — e’zT> lg;n + 1>} . (2.80)

NE

V() =5

I
o

n
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Apo6s um pouco de algebra pode-se mostrar que o estado composto do sistema &tomo-

campo evolui da maneira
ch —intg )t [COS <\/n + gt) le;n) + isin (\/n + gt) lg;m + 1)} (2.81)

onde usamos as expressoes das autoenergias (2.72) com dessintonia nula (A = 0) para chegar

a esse resultado.

2.4 Emaranhamento

Nesta secao apresentamos uma breve introducao ao tema do emaranhamento e as me-
didas usadas posteriormente no trabalho. O emaranhamento é certamente uma das carac-
teristicas mais intrigantes da Mecanica Quantica. Suas promissoras aplicacoes nos campos
da informacao e computagao quanticas geraram uma variedade de trabalhos direcionados
nao apenas a entender a natureza das correlagoes como também de buscar meios simples de

quantificar esse importante recurso.

Emaranhamento bipartite

Um sistema bipartite é composto por dois subsistemas fisicos distintos. Quando tratamos
de sistemas compostos, rotulados por A e B, o principio de superposi¢ao permite descrever o
estado global puro mais geral através de uma combinacao linear de todos os pares distintos

de vetores das bases de cada um dos espagos associados na forma
= Z Com [1) 4 ® M) 5. (2.82)

Acontece que apenas uma classe restrita de estados do tipo 2.82 pode ser fatorada em

partes exclusivas de um sistema e outro, ou seja, como

) =[4) ®|B), (2.83)

nesse caso dizemos que o estado [¢)) é fatoravel, caso contréario dizemos que esta emaranhado.

Uma ferramenta mais ttil que o vetor de estado para tratar o emaranhamento, e que
possui a vantagem de também lidar com estados de mistura estatistica, é o operador densidade
do sistema. Estamos em condigoes de definir a separabilidade de um estado com base no

operador densidade. Um estado, composto pelos sistemas A e B é dito separavel quando nao
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puder ser escrito como uma soma de estados produtos
A B
p=> " @p”, pi>0, N pi=1, (2.84)

cada um deles com probabilidade real p; de ocorréncia, caso contrario, dizemos que esta

emaranhado.

Medidas de emaranhamento
Entropia linear

Uma medida bastante empregada para quantificar o emaranhamento em sistemas globais
puros devido a sua praticidade é a entropia linear. Quando levamos em conta que estados

puros dos operadores reduzidos sao idempotentes, isto é,

(6D)* = p, (2.85)

entao podemos associar o desvio da idempoténcia a uma medida de emaranhamento do vetor

de estado. Assim, a entropia linear do subsistema A é dada por

Ca=1-Tr(pM)". (2.86)

Se p™) ¢ puro, entdo a idempoténcia é satisfeita e o traco correspondente é igual a 1, logo
a entropia se anula. Na situacao em que nao vale a idempoténcia, 0 < 7T'r (p(A))2 < 1 e assim
0<Ca<L

Negatividade

A. Peres [12] introduziu um critério de detecgao de emaranhamento baseado no célculo
de autovalores da transposta parcial. Esse algoritmo, conhecido na literatura como critério

de Peres-Horodecki, é obtido pela transposicao parcial dos caracteres de um dos subsistemas

p=> i |i) (Gl @ 1) (W] = 0" =Y pijyu 1) (i © ) {ul, (2.87)

e caso a matriz p’® tenha ao menos um autovalor negativo, podemos afirmar que o estado p
estd emaranhado.

A definicao da Negatividade, empregando o mesmo critério, mede o quanto um determi-
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nado estado falha em ser separavel ou esta longe da separabilidade na forma
N=>"x, (2.88)

definida como a soma em modulo dos autovalores negativos.
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Capitulo 3
O Modelo Raman acoplado

No inicio dos anos 90, Gerry e Eberly [6] introduziram um modelo composto por um
atomo de trés niveis na configuragdo A acoplado a dois modos do campo eletromagnético
quantizado, como mostrado na figura (3.1). Assumindo que a interagao entre o nivel excitado
e os modos do campo se da em regime de alta dessintonia, o nivel excitado estd muito fora
de ressonancia com os outros dois niveis e pode ser eliminado adiabaticamente, resultando
em um modelo de dois niveis efetivos, no qual o terceiro atua apenas como nivel virtual
nas transicoes. O modelo Raman acoplado a dois modos do campo, assim batizado por
seus idealizadores, foi amplamente utilizado nos mais diversos contextos, como na geracao
de estados nao-classicos da luz [9], mostrando a existéncia dos fenomenos de colapsos e
ressurgimentos das oscilacoes de Rabi e até mesmo na implementacao de operagoes logicas

em computagao quantica [10].

3>

[2>

1>

Figura 3.1: Esquema do modelo Raman acoplado. O parametro de dessintonia (detuning)
¢ colocado em termos das diferengas de energia dos niveis atomicos fundamentais (|1),]2),
Ey > Ej) e excitado [3) na forma hA = (E3 — Ey) — hwy ou hA = (E3 — Ey) — hwe. Aqui,
wy € wy sao as frequéncias dos modos 1 e 2, também conhecidos como Pump e Stokes,
respectivamente.
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Posteriormente, M. Alexanian e S. Bose |7] propuseram uma transformagao unitaria para a
dinamica, e através de um calculo perturbativo em segunda ordem nas constantes de acopla-
mento encontraram um Hamiltoniano efetivo de dois niveis. Uma diferenca fundamental
entre as abordagens dos dois trabalhos é que o método adotado por Alexanian manteve os
termos de Stark Shifts no Hamiltoniano do sistema, enquanto que durante a eliminacao adi-
abatica Gerry e Eberly desprezaram esses termos para simplificar as equacoes de movimento
resultantes. Estudos posteriores [9, 11] mostraram que os termos de Stark Shifts nio so6
desempenham um papel importante na dinamica do sistema, levando a evolugoes completa-
mente diferentes, como também ha evidéncias experimentais que corroboram esse fato.

Anos depois, partindo da mesma transformacao, Y. Wu [8] deduziu o Hamiltoniano exato,
valido para quaisquer dessintonias e sem restricoes nas constantes de acoplamento ou nas
intensidades dos modos do campo.

Neste trabalho estamos interessados em explorar o cenario no qual o nivel excitado esta
bem fora de ressonancia com os outros; de modo que a abordagem da transformacao unitaria

seguida em [7] é suficiente para os nossos propoésitos.

3.1 O Hamiltoniano Efetivo

Apresentamos o Hamiltoniano que governa a evolugao do sistema considerando basica-
mente o procedimento de quantizacao utilizado no modelo de JC na aproximacao de onda-
girante. O Hamiltoniano total pode ser escrito como a soma de dois termos principais: Hy ou
energia livre, que contém operadores de nimero atomicos o; = |i) (i| e dos modos do campo
N; = a}aj , 7 = 1,2; e o Hamiltoniano de interacao H; responsavel pelas transicoes atomicas.

Assim temos

H = Hy+ H, (3.1)
3

Hy, = Z Eioi + hwlalal + hwzagag, (3.2)
i=1

Hy = hg (a1031 + CLIU13) + hgo <a2032 + @023) ) (3.3)

onde g; e go sdo as constantes de acoplamento dtomo-campo nas transigoes |1) <> [3) e
|3) <> |2), respectivamente.
Agora deduzimos o Hamiltoniano efetivo através da transformacao unitaria proposta na

referéncia |7]

U = exp(9), (3.4)
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a forma explicita de S sendo dada por
S =« <a1031 — CL]£O'13) + ﬁ (CL20'32 - CL;O'Q:;) (35)

e os coeficientes «, B escolhidos de acordo com os termos que serao truncados na expansao.
Como estamos interessados em estudar a dindmica no regime em que os modos do campo
estao altamente dessintonizados do nivel 3, mantemos apenas os termos em segunda ordem
nos parametros gi(z)/A, considerados pequenos o suficiente para que a aproximacao seja
valida. Formalmente, um operador genérico pode ser transformado mediante o uso do teorema

de Baker—Campbell-Hausdorff aplicado a expansao. Isso é feito da seguinte forma

1
X' =e’Xe ™ = X +[S, X] + o1 S [ X 4+ (3.6)

Podemos reescrever o primeiro termo da eq. (3.2) como

3

1 1 1
E EZO'“ = 5 (El -+ E2 -+ E3)+§ (2E2 — El — Eg) (O’QQ — 0'11)—§ (E2 + E1 — 2E3) (0'33 — 0'11)
i=1

(3.7)

e entdo aplicar o calculo perturbativo aos operadores (o929 — 011) € (033 — 011) resultando em

(099 — 011)/ = (092 —011) + <CL2032 + @023) -« <a1031 + 6&013) +

+ (52 - 042) 033 + 042@1611 (011 — 033) + 62a£a2 (033 — 022),
(3.8)
(033 —o11) = (033 — o11) — 3 <a2032 + CL;Uz:s) — 2 (G1031 + 611013) +
— (8% +20%) 033 — 20”alay (033 — o11) — B2afas (033 — 022) +
3
+ 5045 (a1a£021 + CLICL2012) .
Os operadores de aniquilacao se transformam de acordo com
2
a‘a af
ay = a1 +aoz+ - (033 —011) — 02012,
(3.9)
B2as af
ay = ay+ Bos+ 5 (033 — 022) — — @021,
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enquanto que os operadores de transicao atomica sao levados em

013 = 013+ aay (033 — 011) — Bagors,
(3.10)
04y = 093+ fas (033 — 092) — Qa1 09;1.
Substituindo as eq. (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.1) temos o Hamiltoniano Efetivo
H/ = 0'11E1 + O'QQEQ + hwlaJ{al + hCUQCL;CLQ
9 9
—h—laua{al — h—2022a$a2 + (311)

A A

9192
—hT <CL16L20'12 + CL;CL10'21> s

dada a escolha dos parametros o = ¢;/A e § = go/A para descartar os termos lineares
nos operadores de campo. Apesar de nao ser necessario, fizemos o33 = 0 na deducdo por
conveniéncia, desde que o33 ¢ uma constante de movimento e nao contribui nas transicoes
dos niveis |1) <> |2).

Note que este procedimento mantém os “Stark shifts” (segunda linha) e também apresenta
o termo da terceira linha idéntico ao Hamiltoniano efetivo deduzido na referéncia [6], exceto

por um fator 2.

3.2 Autovalores e Autovetores

O conhecimento dos autovalores e os autoestados correspondentes nos permite calcular
todas as quantidades dinamicas de interesse no modelo. A diagonalizacao sera feita intro-
duzindo uma base desacoplada composta pelos vetores |1;n1,n9) e |2;n7 — 1,n9 + 1) nessa
ordem. A notagdo |1;n1,n9) significa que o 4&tomo se encontra no estado |1) enquanto que
os modos possuem n; e ny fotons, respectivamente. O segundo vetor |2;n; — 1,n9 + 1) in-
dica que o atomo foi promovido a um estado de maior energia |2) absorvendo um fo6ton do
primeiro modo e emitindo outro no segundo. Os autoestados podem ser expandidos a partir

dos estados da base na forma de combinagoes lineares

|+, n1,n2) = —sinb,, pn, |1500,n2) + €080, 0,y |21 — 1,ng + 1),
(3.12)

|—,n1,m2) = +¢080ph, ny |10, 10) + 8100, n, |25 — 1,ng + 1),
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cujos coeficientes dependem dos indices nq e ny. A representacao do Hamiltoniano Efetivo
no espaco bidimensional gerado pelos vetores da base desacoplada é dada pela matriz 2x2
Hy,  Hj,
H = , (3.13)
Hy  Hj

com as seguintes entradas

2
Hil = (1;n1,n2|H/|1;n1,n2):El—i—nlhwl—i—ngﬁwg—ﬁ&nl

A
h
Hi, = (Liny,ngH'[2m —1,np+1) = — QAQQ ny (ng + 1)
(3.14)
h
Hy = (2;m —1,ng+1|H'|1;n1,n9) = — gALC]z ny (ng + 1)

2
HQQ = (2;n1—1,n2+1|H']2;n1—1,n2+1> :E2+(n1—1)hwl+(n2+1)hw2—h% (n2+1)

Os autovalores de energia sao dados por

2 2
Iy — b2 (ny +1) £ hQy, s (3.15)

Ef = FE i B — BIL
1+ nihwy + nghws QAnl N

ni,n2
onde a grandeza com unidade de frequéncia é a chamada frequéncia de Rabi e dada por

lgin1 + g5 (na + 1)]

Loz = 2A

(3.16)

em contraste com a dependéncia y/ny (ng + 1) encontrada em [6].

Os coeficientes de 3.12 sdo obtidos pela equacao a autovalores H' |4+, n1,n9) = Efflm |+, n1, na)

junto com a normalizagio sin® 6, n, + cos?0,, ., = 1. Ao final do procedimento temos as
expressoes

N
S0,y = Tviet (3.17)

Vi + 12 (ng + 1)’

cosbp,n, = v : (3.18)
\/n1+T2(n2+1)

com a introdugdo do parametro r = gs/¢g;.
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3.3 A dinamica

Na subse¢ao (3.4) abordaremos a evolugdo atomica do modelo preparando o segundo
modo do campo ora em estado puro, ora em estado de mistura estatistica, e nesse caso o
operador densidade se torna imprescindivel na descricao do sistema. A matriz densidade

inicial é assumida na forma de produto envolvendo cada subsistema

P (0) = Pa (0) @ pPp (0) @ Po (O) ) (319)

A corresponde ao atomo, B representa o modo 1 (Pump) e C rotula o segundo modo (Stokes).
Uma configuragao adequada e bastante geral para a nossa anélise toma como ponto de

partida o &tomo no estado de menor energia
4) = 1) (3.20)

e 0os modos em superposicao na base de Fock

B) = Y culm) . 1O)= ) culn) (3.21)
n1=0 no=0

As eq. (3.20), (3.21) quando substituidas em (3.19) levam a

o0

IO(O) = Z Pni,ng;my,me ’1;n1;n2> <1;m17m2| ) (322)

ni,n2,mi,ma

COM Py my s mima = CniCng Coy oy O estado (3.22) acima em um instante posterior ¢ é obtido

utilizando a solucao

SH't CH't
h h

p(t)=e"mp0)er, (3.23)

mas antes, temos de calcular o vetor e=*" % |1;nq,ng), isso é feito de maneira trivial uma vez

que as relagoes (3.12) podem ser invertidas e dadas em termos dos autoestados de H’

|1;n1,n9) = —Sin O,y |+, M1, N2) + €OS O,y |—, M1, M2) (3.24)
resultando em
1! gt o=
e~ |1;m1,m9) = —sin by, ny e iR |+, n1,n2) + cos Oy, 1, e —,ny,Na) . (3.25)
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E conveniente relacionar as autoenergias (3.15) através da expressao

-
—2hQy, n, com o proposito de simplicar (3.25), reescrita como

ni,n2

SH't

+
- Em,nz +

e "F |1;ny,ng) = e_}Q(E"l”’Q ~1nyny )t [— sin 0y, ny e~ it |+,n1,m2) +  (3.26)
+ €08 Oy €7 M2t | — iy o))
Agora, basta substituir as (3.12) na expressao (3.26) para obter
e [Ty, mg) = e i (P —hOnum )t [(SIn Oy 1y €7 Pm1m2" 4 €O O iy €77 P1m28) [ 150, o) +
+20 810 O,y 1y €OS Oy g SIN Qg 1pt) 12500 — 1, ng + 1)), (3.27)

e

ou

CH't
R

onde klv”ly”Q € kQ,m,nz

2
i —=r*(na+ 1)1 .
Einin, (£) = Qi ot Qs not) s
1, 172() COS( 172)—’_2{721 T2(n2+1):|81n( 1,2)

I () = 2ir\/ny (ng +1)
2.0 N [n1 + r? (TLQ + 1)]

sin (2, n,t) -
De posse dos tltimos resultados é possivel escrever o operador densidade como

p(t)
ni,n2,mi,ma
+ k'2,n1,n2 k;,ml,mg ’27 ni — 17”2 + 1> <27 my — 17m2 + 1’ +

+k1,n17n2 k;,ml,mg |1;n1an2> <2am1 - 1;m2 + ]-| +

+k2,n17n2 T,mhmz |2?n1 - 17”2 + 1> <1;m17m2|:| 3

27

L)
(2% t * . .
E Pring;mime € VT2TLT2 [kl,nhnz 1,mm1,m2 |1, ny, n2> <1, maq, m2| +

1y, mg) = e n (Biuns =0}l [ ) [1my ma) + Koy g (£) 2000 — 1,ma + 1)]

(3.28)

sao facilmente obtidos mediante as (3.17) e (3.18) resultando em

(3.29)

(3.30)



onde o argumento da exponencial complexa é dado por

gt 9
Viy ngmams = (M1 — 11) <W1 - ﬁ) + (mg — ny) (w2 - ﬁ) . (3.31)

A operacao de traco parcial nos modos do campo leva ao operador densidade reduzido do

atomo

2 2
pa(t) = Z Pranzsnang [K e na|” [1) (1] + Z Prynzinang [K2.m,na|” [2) (2] +

ni,no ni,n2
(3.32)
oo
1Un o b *
+ E pn17n2+1;n1+17n2 etVning+lmi+1,mg k17n17n2+1 k27n1+17n2 ‘1) <2| + h,.C.,
ni,n2

onde h.c. é a sigla para hermiteano conjugado do altimo termo explicito em (3.32). A inversao
atomica requer o conhecimento dos elementos diagonais da matriz de p, (t) ou, ao menos de
um deles, pois o vinculo (p,),; + (P, )y = 1 n0s permite escrever um elemento em termos do

outro. Dessa forma, a inversao atomica

W(t) = lpa Dy = [pa (D] (3.33)

se torna

W (1) = ~1+2p, (), (3.34)

e das eq. (3.32) e (3.29) ¢ imediato que

2
W) = —1+42 Z Pz inma [K2m0n0
ni,na
= r’ny (ng +1) .
= —148)  puimyinims 5512 (D, not) (3.35)

[y + 72 (ng +1)]

ni,n2

onde P, myinime = |¢ny|” |Cna|” = Py Pny da a probabilidade conjunta de medir n; excitagdes
do campo no modo 1 e ny excitagoes no modo 2. Note que a eq. (3.35) é bastante geral pois
independe da preparacao inicial dos modos do campo. Apesar de ter sido obtida considerando
estados puros do campo, ela é igualmente vilida também no caso de prepararmos os modos em
estado de mistura estatistica, desde que o calculo envolve somente o produto das distribuicoes

de cada modo.
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3.4 Estudo numérico da inversao atomica

Nesta secao apresentamos um estudo comparativo da inversao atémica entre duas preparacoes
distintas do campo com o objetivo de investigar a influéncia do segundo modo na dinamica
atomica: na primeira delas preparamos os modos 1 e 2 da cavidade em estados coerentes
rotulados como |« ) e |a,), respectivamente; enquanto que na segunda introduzimos o estado
térmico no modo 2, deixando o modo 1 em estado coerente. Mas antes disso, procuramos
estabelecer a partir de qual parametro a aproximacao de alta dessintonia se torna razoavel,
isto €, buscamos um limite inferior para o detuning A através de uma comparacao direta
entre os graficos obtidos pelas expressoes exata e aproximada.

Originalmente [8], a expressao exata da inversao atomica era dada em termos da constante

r = g2/g1 e do detuning A na forma

= r’ny (ng + 1) ~
W(t) = —1+8 S sin2{§2nnt}, 3.36
( ) Z p 1,n2;Mn1,Nn2 [nl +T2 (n2 + 1)]2 1,12 ( )

ni,n2

~ 1 A2 A
Qm,nz = 5 \/(E) + g%nl + 95 (n2 + 1) — (E) (337)

sendo definida como a frequéncia de Rabi exata do modelo. Aqui W (t) e fNme sao usados

cOoI1n

para distinguir das fun¢oes aproximadas correspondentes (3.16) e (3.35) . Uma parametriza-
¢ao adequada das fungdes (3.35) e (3.36) e que permite estudar o efeito da dessintonia na
dindmica é feita introduzindo o conjunto de parametros ¢ = A/g; e o tempo escalonado

t' = git. Esse procedimento resulta nas seguintes expressoes aproximada

Z Pri,no ;n1,me 7“ ny (ng + ) bln2 { [nl +r (TL2 + )]t,} . 1’ (3.38)
n1 + T2 TZQ + 1)] 2c

ni,n2

e exata

Pni,nz ;n1,ng rny (n2+ 1) in” \/<C>2 i ) :
2l sin =] +n+r n+1—<—> = ¢ L

nlznz [+ 72 (ng + 1)) 2 =)
(3.39)

Definindo a funcéo & (/) = W (¢')—W (#') podemos verificar graficamente a diferenca entre

as expressoes caso a caso. Assim, utilizando as (3.38) e (3.39) juntamente com a identidade
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sin?a — sin? b = sin (a — b) sin (a + b) temos

r’n, (ng+1) . (anm - Qm,nz) .
5 SN t | sin t
ny + 12 (ng + 1)] g1 g1

0 (t,) =38 Z Pninz;in,ne [

ni,n2

identificando o argumento dos senos como

(ng) - iw (5) + sy - (5) | 2 Tt et U
(3.41)
- (9 [\/l+4(n1—|—r;(n2+1)) . [n1+r22(cn2+1)]'

Expandimos o termo na raiz em primeira ordem no parametro € = 4 (ny + 2 (ng + 1)) /c?
(¢ muito pequeno), condensando os termos de ordem superior na notagio O (¢%). Esse pro-

cedimento da origem aos argumentos

(in ;12 + in ;12 )

c
= —(e+0(?),
. ‘(0 (@)
(3.42)
(thm - Qm,m) I
= —0(e?),
" 10 )
e quando levados em (3.40) resultam na seguinte equagao
(') =8 i Do (n2 1) _sin [f O (=2) t’} sin [f (c+ 0 (e?)) t’} . (3.43)
T I+ (ne 4+ 1)) 4 4

ni,n2

Da expressao acima concluimos que quanto maior for a relagdo e = 4 (ny +r% (ny + 1)) /2,
os termos de ordens mais altas se tornam relevantes nos argumentos dos senos, de modo que a
funcao diferenca nao vai a zero. Isso acontece quando os parametros que dao a intensidade do
campo (N1 e Ni2) sao relativamente altos em comparacao a constante ¢ e o termo de primeira
ordem nao basta na aproximacao. Entretanto, tomaremos aqui somente valores de ¢ que
estejam em bom acordo com a aproximagao, o que foi feito caso a caso através dos graficos
de § (') para cada conjunto dos parametros 7y, na,  escolhidos.

Na configuracao em que temos os dois modos em estado coerente, o produto das dis-
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tribuicoes é dado por duas poissonianas

711 12

—n 1 —n 2
Prinainimng = € ! xe s (344)
n1! ’I’LQ!

e no caso em que temos o segundo modo em estado térmico fica

—1n1 —ng
. n
1 % 2

ny! (ﬁg + 1)n2+1.

(3.45)

Prinaining = €

Para estimar os tempos de revival das oscila¢oes de Rabi [9], nos reescrevemos (3.35) na

forma
> 2 1 1— 2 not
wit) = _1+8me,n2;n1,nz (et 1) 2 ( = - ))
ni,ne [77,1 + r? (7’L2 + 1)] 2
i (ny +7r%(ny + 1))2 —4r%(ng+1)  4r? (ng + 1) cos (22, nyt)
= - Pning;nin
— bz (ng +72(ny + 1))2 (ny +7r2(ny + 1))2
e 2 2 2 .
— _Re Z Do s (m 7’2 (n2 -+ 1)) I 4r (nQ + 1) . 62(2 in,th) :
it ny 412 (ng + 1) (ng +72(ny+ 1))

e assumimos que a contribuicdo dominante na somatoria dupla vem do termo para o qual

ny X N e Ny X Ng, os numeros de fétons que maximizam a distribui¢ao conjunta pp, ny:n ne

dada pelas (3.44) e (3.45); assim, a frequéncia de Rabi pode ser escrita em primeira ordem
como

2= 2 (= 2 2

gin1 + gj (g +1)] g1 9

_ _
Dy ny = oA + N (ny —ng) +

(g — 2) (3.46)

e entao a inversao atoémica fica

,([g%ﬁﬁg%(ﬁﬁl)]

93n1+03(ng+1)
i = t) 00 ny — T2 (n2 + 1) 2 _i<[‘71n1 qAZ ng ]t
§ : Pring;ning € +

T +T’2 (ng + 1)

ni,n2

(3.47)

s (o) (o))

(n1 472 (na + 1))

As exponenciais em (3.47) contribuem para os ressurgimentos das oscilagoes de Rabi
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quando seus argumentos sao multiplos inteiros de 27

%tR ok . k=12,
(3.48)
2
g
Z%R = 2l , 1=1,2,---;
e, multiplicando as duas obtemos
2 A
R=—7T\/a , g=kli=12--- (3.49)

9192

com os inteiros k e [ satisfazendo as seguintes restri¢oes

2
z
(&) :§ ou r=1]t (3.50)

g2 k

Observe que os tempos de ressurgimentos sao proporcionais a dessintonia. Outro fato que
deve ser mencionado a respeito de (3.49) é a independéncia da intensidade inicial dos modos.
Agora passamos a andlise grafica das duas situagoes tomando como base comparativa o
estado de vacuo no segundo modo (ny < 1). Quando o segundo modo esta bem préximo do
vacuo (Figura 3.2), as duas curvas sao idénticas pois nesse limite as distribuicoes coerente e

térmica apontam o estado de menor energia com probabilidade méxima igual a 1.

1.0
0.5
) r“ ﬂ ’n\
T A | N ‘
= 00 m /\‘m ’;wx‘ \H q /\H‘ (‘
\\/‘ \ ’/‘ /‘
asf [ V[V VL dlt Vi
I ‘H |
I T . .
1'00 1 2 3 4
x103 gt

Figura 3.2: Inversao atomica em func¢ao do tempo escalonado t' = ¢g;t com n; = 1.5, ng =
0.01, » = 1.023 e ¢ = 100 para os modos do campo nos estados coerente-coerente e coerente-
térmico.

Para uma varia¢ao do namero de fotons no segundo modo (de 0.01 para 1.5), mantendo
ny fixo, as curvas apresentam diferencas sutis, indicando que a populagdo do segundo modo
tem efeito muito pequeno na dinadmica atomica, ao menos no regime de baixo ntimero de

fotons dos dois modos. Uma estrutura semelhante de ressurgimentos das oscilagoes de Rabi
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ocorre nas Figuras (3.3a e 3.3b), com tempos essencialmente iguais e estimativas em bom

acordo com a expressao (3.49).
A quase-periodicidade das curvas é devida a linearidade da frequéncia de Rabi (3.16) com
os nimeros de fotons n, e ny, levando a um periodo de ressurgimento que nao depende do

tipo de campo e da populacao inicial dos modos, em contraste com o que foi encontrado na

referéncia [6].

1.0 T T T T T 1.0 T
0.5f 1 0.5F
z 00 \”\ W‘ T B 00 ;
AR
| “\Lj“gﬂ’gwx \f\\/\“\q/“\/‘ \4/‘ \’\/"\,
05| (! u ] —osp |
. BRR P
ot ‘ ‘ ‘ ot ‘ ‘ ‘
’ 1 2 3 4 0 1 2 3 4
x103g,t x10% g, t
(a) (b)

Figura 3.3: Inversao atomica em funcao do tempo escalonado ¢ = ¢t com (a) n; = 1.5,
ny = 1.5, r = 1.023 e ¢ = 100 na preparacao coerente-coerente, (b) 7y = 1.5, iy = 1.5,
r = 1.023 e ¢ = 100 na preparacao coerente-térmico.

Uma caracteristica notavel observada (Figura 3.4) para um conjunto de parametros iguais
foi que o valor maximo da inversao atémica ocorre quando populamos o modo 2 no estado
coerente, assim as probabilidades de transi¢ao do estado fundamental |1) para o estado |2)

sao maiores considerando uma preparacao inicial do tipo coerente-coerente.

1.0 1.0
st l ] sl
i ]
z OOTV V\u j 4“ U‘V me z 00 “\ T @H‘w‘ wJ”UV
_0.5—H ‘ U ‘l‘ ] -05} | b
1.0l : { : : : —1.0‘ : |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
><103g1t ><103g|t
(a) (b)

Figura 3.4: Inversao atomica em funcao do tempo escalonado ¢ = ¢;t com n; = 10.6,
ny = 10.1, r = 1.012 e ¢ = 200 para os modos do campo nos estados (a) coerente-coerente e
(b) coerente-térmico.
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Isso é explicado comparando a forma das distribui¢oes poissoniana e térmica no entorno
de seus valores maximos, a primeira contribui na somatoéria dupla com valores maiores dis-
tribuidos em torno da média enquanto que a luz cabtica apresenta uma estatistica de fétons
“espalhada” e com valores menores quando comparados & poissoniana.

No presente estudo realizado com o modelo Raman, é intuitivo pensar que o primeiro
modo seja o mais influente na dinamica das inversoes ja que o dtomo preparado no estado
fundamental precisa absorver energia do modo de bombeio para ser excitado. Isso pode ser
verificado considerando inicialmente os modos em estado coerente.

Na sequéncia de Figuras 3.5a e 3.5¢ o modo 1 apresenta um niimero médio de fétons maior
que o nimero médio do modo 2 e nas Figuras (3.5b, 3.5d) mostramos a situacao inversa, com
ntimero médio de f6tons maior no segundo, trocando os papéis dos modos.

Da comparagao entre os pares (3.5a-3.5b), (3.5¢-3.5d) inferimos que o modo 1 se sobressai
em relacao ao segundo modo pois a amplitude das oscilacoes no caso do modo 1 ser mais
populado ¢ ligeiramente maior que a amplitude das oscilagoes quando a situagao se inverte,

acarretando valores de inversao maiores para as curvas em que n; > .

1.0~ 1.0
0.5} 1 0.5} 1
Zz 00 ” M Z 0.0 H
| fil ’U“f‘ M% I ‘“P “M\ \L
—05¢F I‘ |M LU . -0.5+ M WU ‘JVM’
| |
1ol : : : : -1.0 1 : : : ‘
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
x103g,t x10% g t
(a) iy = 20, 7iy = 5, r = 1.023 e ¢ = 200 (b) n1 =5, ny =20, r =1.023 e ¢ = 200
1.0 1.0~
0.5} ] 0.5¢ 1
Z 0.0 Z 0.0
_ ,”l v“ | ] ~05) ]
0.5 “r ‘W\‘ »M, A 0.5 J{“ J\W 'Wf )
-1.0 ‘ I 1 L L -1.0 . : : ‘
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
x10% g, t x10% g, t
(c) iy = 40, ig = 5, 7 = 1.023 e ¢ = 200 (d) n1 =5, ng = 40, r = 1.023 e ¢ = 200

Figura 3.5: Preparacao coerente-coerente.
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Quando preparamos o modo 2 em estado térmico (Figura 3.6), este efeito ndo é tao claro
como na preparacao coerente-coerente, entretanto o estado térmico provoca uma atenuacao
nas amplitudes quando comparamos as preparacoes coerente-coerente e coerente-térmico nos
casos em que ny > Ny e vice-versa. Nos podemos entender a atenuacao como um efeito devido

a natureza da distribuicao térmica, sem picos.

1.0 : : : : 1.0~
0.5} ] 0.5F
00 l B 00 | ”
| | o . (” J“L Iy N
_05l u”v i V ~05 7‘ L/ /
l ‘
1.0l : : : : -1.0 J
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
x103 gt x10% gt
(a) iy =20, s = 5, r = 1.023 e ¢ = 200 (b) Ay = 5, s = 20, r = 1.023 e ¢ = 200
1.0 T T T T T 1.0 T
0.5} ] 0.5
00 B 00
| | R
-0.5 }“t JM* i ] -05 f[k , / Jo—]
V “‘ J |
-1.0 ‘ : : ‘ -1.0 ;
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
x10° g, t x10% g t
(c) iy =40, np =5, r = 1.023 e ¢ = 200 (d) iy =5, iy = 40, r = 1.023 e ¢ = 200

Figura 3.6: Preparacao coerente-térmico.

3.5 Inversao atomica na preparacao Fock-Coerente

Para finalizar este capitulo apresentamos um estudo da inversao atomica considerando
uma preparacao dos estados do campo que serd também abordada no Capitulo 4, mas sob a
perspectiva do emaranhamento. De agora em diante tratamos o modo 1 em estado de Fock
de N fotons (N inteiro), rotulado como |[N) e o segundo modo em estado coerente o) com
uma populacao média de n fétons. O dtomo continua preparado no estado fundamental.

Assim, o vetor de estado global do sistema é dado por
[ (0)) = [1) @ [N) @ |av) (3.51)

35



¢ imediato ver que podemos aplicar os resultados obtidos na se¢do (3.3) para deduzir a
inversao atomica, haja visto que a expressao (3.35) é valida sejam os estados puros ou mistos.

Nesse caso, o coeficiente pp, nyininy = PniPn, €nvolvendo o produto das distribuigoes
probabilisticas dos campos se torna

Ng?
__ 52 —ng 72
Prina;nimng = 5n1,N X € ) (352)

7’L2!
onde a delta de Kronecker representa a certeza de encontrar N fétons ao realizar uma medida
no primeiro modo e a distribuicao Poissoniana da a probabilidade de detectar ny fotons no
segundo.
Substituindo (3.52) em (3.35), eliminamos a somatoria em n; através da delta restando’

uma expressao mais simples para a inversao atomica

= " r’N(n+1)
W (t :—1+8§ e — sin? (Qynt), 3.53
com uma nova frequéncia de Rabi dada por
2N + g2 1

’ 2A

Para ilustrar a inversao atomica utilizamos a mesma parametrizacao ja vista anterior-
mente, ou seja, a dessintonia expressa como A = ¢ g; e o tempo escalonado na forma
t' = git. O comportamento periodico da inversdao atomica (Figura 3.7) observado ao preparar
o campo nos estados coerente-coerente e coerente-térmico também é caracteristico da atual

preparagao.

-0.5¢ ]

-1.0!
x10% g t

Figura 3.7: Inversdo atomica em funcdo do tempo escalonado ¢ = g;t com N =5, n = 5,
r =1.023 e ¢ = 200 para os modos do campo nos estados de Fock e coerente.

IPerceba que aqui nao hi necessidade de manter o rétulo ny pois N esté fixo.
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Novamente o comportamento pode ser atribuido a linearidade da frequéncia de Rabi na
intensidade dos modos, porém nesse caso os ressurgimentos tem amplitudes significativamente
maiores, aumentando as probabilidades do 4&tomo ocupar o nivel excitado.

A base fisica do processo é entendida da seguinte forma: o estado de Fock induz as
oscilacoes de Rabi mas a estatistica coerente tende a atrapalhar essa formacao introduzindo
diferencas de fase entre os termos da somatoria, ora contribuindo de modo destrutivo, nas
regioes de colapso, ora reforcando as oscilagoes durante os ressurgimentos.

Quando populamos os dois modos com nimero igual de fotons, ha uma tendéncia do
adtomo em conseguir realizar a inversao completamente, transitando do estado fundamental
até o estado excitado e repetindo o processo durante os ressurgimentos. Essa tendéncia se

intensifica & medida que aumentamos as populacoes dos modos.

1.0

0.5

= 0.0jrr

~0.5}

o
0 1 2 3

x103 g, t

Figura 3.8: Inversao atomica em funcao do tempo escalonado t' = g1t com N = 40, n = 40,
r =1.023 e ¢ = 200 para os modos do campo nos estados de Fock e coerente.
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Capitulo 4
Emaranhamento Atomo-campo

Nas ultimas décadas estudos relacionados ao emaranhamento ganharam novo impulso
gracas as possiveis aplicagoes desse importante recurso nas areas de Informacao e Computacao
quanticas. Nesse contexto surgiram intmeros trabalhos abordando questoes fundamentais,
envolvendo desde a natureza das correlagoes quanticas em si até critérios [12] e métodos [13]
de como quantificar o emaranhamento em sistemas bipartites.

Nesta secao estudamos a influéncia do segundo modo do campo, preparado em estado co-
erente, no emaranhamento bipartite dos subsistemas atomo e modo 1, preparados no estado
fundamental e no estado de Fock de N fétons, respectivamente. Com essa finalidade, defini-
mos a particao composta pelos subsistemas de interesse, atomo e modo 1, obtida através de
um trago parcial sobre o modo 2. Na sequéncia, iremos aplicar o critério da transposta par-
cial ao operador densidade reduzido atomo-modo 1 e analisar graficamente a Negatividade,
utilizada neste trabalho como a principal medida de emaranhamento.

O vetor de estado do sistema composto pode ser colocado em forma fatorada
[¥(0)) = 1) @ [N) @a), (4.1)
levando & seguinte expressao para o operador densidade associado
p(0)=|LN,a)(1;N,af. (4.2)

Como vimos na se¢ao (3.3), o operador densidade mostrado em (3.30) é bastante geral

para que possamos aplica-lo aqui. A maneira direta de aproveitar esse resultado é assumir
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. . _ag n
os coeficientes de (3.21) iguais a ¢,, = 0, « € ¢, = €2 2= resultando no operador
1 LN 2 /nal?

e 2

p(t) = Z CnCr, €XP {Z {(m —n)wy — (m—mn) 29—2}} [kLN’n KL N |1 N n) (1 N, m| +

n,m=0

+ kinn Ko v LN, 0) (25N —Lom + 1+ konn K v 23N — 1L,n+ 1) (1; Nym| +
(4.3)
+hoNn ks ym 22N —1n+1) (2N —1,m+ 1],

onde os indices de soma n e m dizem respeito somente ao estado coerente € ki n ., k2 v, Sa0
casos particulares das expressoes (3.29) com ny = N e ny = n.
O operador densidade reduzido dos subsistemas de interesse, rotulados como A - atomo

e B - modo 1, ¢ dado pelo traco nos indices do segundo modo

pacs(t) = Y leal* kiva iy [LN) (LGN Jenl® konvm k3 yp (25N — 1) (2N = 1] +
n=0 n=0
+ eil<‘”2’ﬁ)t S 1l kv By |1 N) (25N — 1] + (4.4)
n=0

(+-8) 5

@ "JQ_ﬁ)t * * . .

te CnCpi1 M1,Npn+1 konn 2N —1) (1; N
n=0

E conveniente introduzir um pouco de notacio que torne as expressdes mais simples e
facilite a interpretagdo dos resultados. Assim podemos definir os coeficientes da eq. (4.4)

como

. 95
— oo 2 * — -t (inﬂ)t oo * *
P11 = Zn:o |cnl k1,nn kl,N,n? P12 =¢€ Zn:o Cn41Cy, K1 N nt1 kQ,N,m

. 95
—_ ’L(w2iﬁ>t [e.@] * * —_ o0 2 *
pa1=¢ > 0 CnCni1 kl,N,n-H ko, N, p22 =Yg lenl” konm klNﬂ’
(4.5)

e reescrevé-la como

pa-p (t) = pu |1, N) (I, N[+ paz [2; N — 1) (23 N — 1]+
(4.6)
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A matriz densidade e sua transposta parcial na base '{|1; N — 1), |1; N) ,|2; N — 1), |2; N)}
sao diretas

0 0 0 0 0 0 0  po
0 pi1 p2 O T 0O pu O O
pA-B = Pa-p = : (4.7)
0 pia p22 O AP 0 0 pn O
0 0 0 0 Py 0 0 0

O tnico autovalor nao trivial (isto é, negativo) da transposta parcial, uma vez que a
violagao do critério de Peres-Horodecki implica na existéncia de autovalores negativos, é

dado por

AT = —y/p12 X ply ; (4.8)

o qual, ap6s observar que os fatores na raiz sao o conjugado um do outro, pode ser colocada

na forma

A= —\J[Re () + [Im (o)) (49)

onde Re e I'm denotam respectivamente as partes real e imaginaria de pys.
Inserindo os coeficientes ki n 1€ K3y, juntamente com c,y1 e ¢ na expressao (4.9) e

utilizando a definicao da Negatividade apresentada ao final do capitulo 2, temos finalmente

N(O) = 2R li% (X202 s Dt i (Dt
n=0 ’

N+7r2(n+2) [N +72(n+1)]
(4.10)
0" sin (Quat) cos (Qnpprt) 2k
* ;e nF <[]\]fvll—7’2(n+1,)] ] ’
o g (93N + g3 (n + 1)
r=% e On= = (4.11)

De posse do operador densidade reduzido (eq. 3.32), podemos empregar em nossa anéalise
outra quantidade muito usada na préatica para medir o emaranhamento em sistemas globais
puros: a entropia linear. Porém é importante ressaltar que o estado bipartite atomo-modo

1 dado pelo operador densidade ps_p (eq. 4.4) ndo é mais um estado puro e nesse caso a

!Convengéo adotada: |1) = ( (1) ) ,]2) = ( (1) ) no subspago atomico, e |[N — 1) = ( (1) ) | N) = ( (1) )

no subspaco do estado de Fock.
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Entropia linear nao pode ser considerada um bom quantificador de emaranhamento, de modo

que a utilizaremos apenas como um indicativo das possiveis semelhancas e discrepancias em

relacao a Negatividade, esta sim uma medida confiavel
Uma vez que temos o operador densidade reduzido ps_p podemos obter o operador den-

sidade do 4tomo através do trago parcial aplicado ao primeiro modo, descartando os termos
nao diagonais de (4.4) no subspago do campo. O resultado dd uma mistura estatistica dos

estados atdémicos
(4.12)

n=0

2 2 2 2
pa(t) =Y leal* krnnl” [1) (1 4+ leal® [konnl* 2) (2]

n=0
O célculo de p5 (t) é imediato devido a estrutura diagonal do operador na representagao

’ 2 , -
t
dos estados atomicos desacoplados {|1),]2)} e nos permite escrever a entropia linear do

atomo como
(4.13)

Calt) =

2 2 2 2
1— {Z|Cn| k1N } - {Z|0n| k2Nl }
n=0 n=0

ou explicitamente

Ca(t) =
(4.14)

}7

Podemos ainda rearranjar os termos de (4.14) e escrevé-la em uma forma mais simples

< A, N-r2(n+1)7% .,
_{ . lcos (Qnat) + {]\H—TQ T D) sin® (Qn ,t)

n +1) .
8r2 N e n_ (n sin? (Qnat) » +
{Z nl [N+ 72 (n+ 1)) (€ >}

Ca(t) =
(4.15)

2
SN +1) .
—32r* N2 e ”n— (n sin? (Qnnt) ¢ .
{Z ANy
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4.1 Estudo Grafico das funcoes de Negatividade e En-

tropia linear

Agora iniciamos propriamente o estudo numérico das correlagbes expressas em (4.10) e
(4.15), buscando sobretudo entender o papel do modo coerente no emaranhamento do sistema
bipartite &tomo-modo 1. Todos os graficos que envolvem a Negatividade e a Entropia linear
foram tracados escolhendo de maneira conveniente os valores r = 1.023 e ¢ = 200, deixando
os parametros do campo livres para o estudo. Como pode ser observado na Figura 4.1,
existem concordancias entre o grau de emaranhamento do subsistema dtomo-modo 1, indicado
pela Negatividade e a Entropia linear. Ambas sao funcbes quase-periddicas e apresentam
essencialmente mesmo periodo, além disso nas regioes em que atomo e modo 1 tendem a estar
separados (trechos de rapida oscilagdo na Figura 4.1a) observamos, ainda que a grosso modo,
a mesma tendéncia na evolucao da Entropia linear (Figura 4.1b). Entretanto ressaltamos
que ha diferencas substanciais no comportamento de uma e outra. Nas regides “suaves”’ a
Negatividade cresce atingindo o pico (valor maximo de emaranhamento) e diminui logo em
seguida, enquanto que a Entropia linear se mantém estacionaria no valor maximo durante
toda a variacao. As diferencas apontadas sao devidas, como mencionado a pagina 35, ao fato
de nao termos mais um estado puro apoés a aplicacao do traco parcial sobre o modo coerente,
de forma que a entropia linear nao é mais um indicador confidvel de emaranhamento, se

mostrando inadequada neste caso.

1.0 ‘ : : : 1.0
0.8f ] 0.8
0.61 ] 0.6
= . . N < . y ~—
aaly /N N N ol YT YW
OO T YT
02l H‘ “\\‘\\L” \\,\\“W ] 0.2} HW I
U || Iy | \ | |
. A 5 T R
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
x10% g, t x10% gt

(a) (b)
Figura 4.1: Negatividade (a) e Entropia linear (b) pelo tempo escalonado t' = g;t para N =5

en=->.

Quando aumentamos as populacoes dos modos 1 e 2, notamos que os subsistemas de
interesse (dtomo + modo 1) passam um tempo maior emaranhados nas regides estaveis

(“morros”), onde a Negatividade tem uma evolu¢do simples, e um tempo de interagdo muito
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pequeno nas regides instéveis (oscilatorias).

1.0

0.8} ]

0.6 ]
0.4}

0.2}

0.0 0
0 1 2 3 4

x103 g, t

Figura 4.2: Negatividade em funcao do tempo escalonado t' = g1t para N = 40 e i = 40.

Uma caracteristica peculiar do modelo Raman nessa preparacgao, e até entao desconhecida
na literatura, é a tendéncia que 4&tomo e modo 1 possuem de estar maximamente emaranhados
no meio da regiao de colapso da inversao atomica (compare as Figuras 3.8 e 4.2 por exemplo).

A tendéncia oposta, ou seja, de separacdo entre dtomo e modo 1, ocorre durante os
ressurgimentos das oscilacoes de Rabi da inversao atomica. Apesar de serem modelos de
interacao radiagao-matéria bastante distintos, é interessante apontar o contraste entre 0 nosso
modelo e 0 modelo de Jaynes-Cummings, no qual o emaranhamento é maximo justamente

nos ressurgimentos [34].

0 50 100 150 200 250 300
n

(b)

Figura 4.3: (a) Negatividade em funcao do tempo escalonado t' = g;t e do ntumero médio de
fotons coerentes 7, quando fixamos o nimero de fotons no estado de Fock em N = 40; (b)
uma secao transversal da superficie mostrando a Negatividade em funcao do nimero médio
de fotons coerentes 7, quando fixamos o tempo escalonado em ' = 3000 e o nimero de fotons
do modo 1 em N = 40.
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Uma maneira de vizualizar a Negatividade considerando o tempo e uma faixa ampla de
valores de n é através da Figura 4.3a, a qual mostra claramente a periodicidade do emaran-
hamento quando fixamos as populacoes dos modos. Além disso, notamos que a Negatividade
é praticamente nula para valores de n proximos do vacuo, crescendo rapidamente a medida
que aumentamos a populacao do modo coerente até atingir valor maximo igual a 0,5 quando
os modos apresentam o mesmo numero de fotons (n = N = 40), a partir do qual temos um
decréscimo a uma taxa lenta, com supressao do emaranhamento quando o nimero de fétons
coerentes se torna suficientemente grande.

Vale a pena ressaltar que este comportamento ocorre apenas nas regioes de picos da
superficie, assim nao temos a garantia de que o mesmo ocorra na regiao dos “vales”, que
exibem um comportamento mais complicado, com oscilacoes rapidas. O mesmo pode ser
visto na Figura 4.3b através de um “corte” da superficie que contem os picos (¢ = 3000).

A situacao de maximo emaranhamento dtomo-modo 1 é claramente favorecida para uma

preparacao inicial simétrica, na qual os modos sao igualmente populados em média.
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Capitulo 5
Conclusoes

Nesta dissertacao estudamos um sistema quantico tripartite, composto por um atomo
na configuragdo A interagindo com dois modos do campo eletromagnético via transicoes a
dois fotons. Deduzimos o Hamiltoniano efetivo utilizando uma transformacao unitaria no
regime de alta dessintonia atomo-campo (91(2) JA < 1), 0 que permitiu desacoplar o nivel
intermediario e obter um sistema a dois niveis efetivos. Apresentamos sua solucao analitica
e investigamos a influéncia do segundo modo na dindmica do &tomo, em especial a inversao
atomica.

Em uma etapa inicial, preparamos os modos da cavidade em estados coerentes e em
seguida trocamos o segundo modo, até entao em estado coerente, por um estado térmico.
No regime de alta dessintonia, mostramos que as oscilagoes de Rabi sao periddicas e revivem
independentemente da intensidade ou do tipo dos campos. Atribuimos essa caracteristica do
modelo & linearidade da frequéncia de Rabi com os nimeros de fétons de cada modo. Ao
trocar os papéis dos modos na preparacao coerente-coerente (Figura 3.5), observamos que
as amplitudes das inversoes atdmicas sao ligeiramente maiores nos casos em que o modo
1 é mais populado, o que mostra sua infuéncia direta nas inversdes. Quando preparamos
o segundo modo em estado térmico (Figura 3.6), a troca dos papéis nao produz um efeito
tao claro como na preparacao coerente-coerente, entretanto hd uma reducao da amplitude
quando comparamos as duas preparacoes nos casos em que n; > ng e vice-versa. Isso pode
ser entendido em termos das estatisticas poissoniana e térmica no entorno de seus valores
maximos, a primeira contribui na somatoéria dupla com valores maiores distribuidos em torno
da média enquanto que a luz cadtica apresenta uma estatistica de fo6tons “espalhada” e com
valores menores quando comparados a poissoniana. Finalizamos o capitulo 3 analizando
a preparacao Fock-coerente, relacionada ao estudo posterior de emaranhamento. No caso
de uma preparacao inicial com o mesmo nimero médio de fé6tons em cada modo, o atomo

apresenta ressurgimentos bem definidos, com probabilidade de ocupacdo do nivel |2) (|1)),
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relativamente proxima da unidade.

Na segunda parte do trabalho, fizemos um estudo do emaranhamento entre o 4tomo e o
“modo 1”7 do campo (emaranhamento bipartite), tendo sido feito um trago parcial sobre o
“modo 2”7, considerado um subsistema “externo”; foi utilizada a negatividade como medida
de emaranhamento, e foi verificada explicitamente a inadequacao da entropia linear como
medida de emaranhamento neste caso. Isso ja era esperado, visto que o estado global (4&tomo
+ modo 1) nao é um estado puro.

Fixando o ntimero de fotons do estado de Fock (Figura 4.3b) e avaliando a Negatividade
nos instantes em que a funcao atinge valores méaximos, por exemplo em t' = 3000, constatamos
que os subsistemas dtomo-modo 1 se emaranham maximamente quando os modos atingem
um regime de igual niimero de fétons em média e a medida que a diferenca entre as populacoes
dos modos aumenta o emaranhamento tende a degradar, indo & zero nos limites em que n é

muito pequeno (vacuo) ou muito grande comparado ao outro modo.
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Apéndice

Neste apéndice deduzimos o Hamiltoniano efetivo do modelo Raman acoplado empre-
gando o método da eliminacao adiabatica, considerando os termos de “Stark shift”, ao con-
trario de que foi feito pelos autores na referéncia [6]. Passemos entdo para a representagao
de Heisenberg, na qual um operador genérico denotado por X; tem a seguinte transformacao

dos operadores usuais'
X (t) = X e, (1)

sendo H o Hamiltoniano total dado pelas eqgs. (3.2) ,(3.3) e com i = 1 por conveniéncia. A

equacao de movimento dos operadores nessa descri¢gao possui a forma
Xt:i[Hth], (2)

onde o segundo membro envolve o comutador entre o Hamiltoniano total e o operador e o
ponto significa derivada temporal. Apo6s obter as equacoes de movimento e substituir as

definicoes

(aj), = exp(iw;t)(ay),,
(035), = expli(E; — E3)t](035),, J=1,2 (3)

(0a1), = expli(Ey — Ey)t](021),,

resulta no conjunto de equacoes acopladas

i (’e@-)t — g; exp (—iAt) (5;) . j=12 (4)

t

listo &, na representacao de Schrédinger.
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i (612), = —g1 exp (1A1) (@), Bn), +grexp (i) (34) (al) (5)

i (622), = ~g2oxp (i) (@), (Fa), + goexp (—il) (5) (), (©)
i(033), = g1exp (1At) (a1), (731), + g2 exp (1At) (az), (032), — h.c., (7)
i ('@)t — g1 exp (—iAAt) (&;Q)t (a{)t — grexp (iAt) (@), (F31), . ®)

i (331)t = exp (—iAt) {91 [(033), — (011),] <5Dt — g2 (021), <5§)t} ) (9)

i (532)t = exp (—iAt) {92 [(o33), — (022)] (@)t — 0 (551)t (ﬂ)t} : (10)
Agora, eliminamos adiabaticamente [35] o estado intermediario |3) integrando as equagoes

(9) e (10). Supondo que os operadores variem lentamente em comparagdo as frequéncias

6pticas, temos em primeira ordem

~ | . exp(—iAt)

@), = T {1 (o), = (o)) (@) =92 (Br), ()} (11)

- exp (—iAt

G = 2ER o fow), — o)) (&)~ (1) (@)} 2)

Quando levamos as eqs. (11) e (12) no conjunto (4)-(10) as eqs. se reduzem a
2

i (@), = wr (), + 5 (o), = (1)) (@), = 22 (@), () . (13)
i a2), = wn a2), + 2 (o), — (o)) (an), — 222 (an), (o) (14

i (01), = 52 (@), () (02), = (al), (@), (012),] (15)
SRCONE (16)

(033), =0, (17)



i (62), = (Br = B) (021), + 5 (al) (@2), [(on), = (o)) +

—Z@mmmmm+%@%wmwmy (18)

as quais sao de fato as equagoes de Heisenberg para os operadores ai, as, 011, 029, 033, 091

desde que o Hamiltoniano seja

= 011 1~ A a4 + 099 Eg——a2a2 +

A A
‘H,Ul(lJ{CLl + MQ(I;CLQ (19)
9192

T T
(021611&2 + 0120702 ),

A

imediatamente reconhecido (a menos do i) como o Hamiltoniano (3.11) encontrado via trans-

formagao unitaria.

49



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

3]

4]

5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

11

C. C. GERRY e P. L. KNIGHT, Introductory quantum optics. Cambridge University
Press, (2005).

Escola de verdao “Jorge André Swieca” Optica quantica e Optica nao-linear, Campinas-

SP, (1994).

E. SCHRODINGER, Der stetige Ubergang von der Mikro-zur Makromechanik, Natur-
wissenschaften, 14, 664, (1926).

R. J. GLAUBER, Coherent and incoherent states of the radiation field, Phys. Rev., 131,
2766, (1963).

B. W. SHORE e P. L. KNIGHT, Topical Review: The Jaynes-Cummings model, J. Mod.
Opt., 40, 1195 (1993).

C. C. GERRY e J. H. EBERLY, Dynamics of a Raman coupled model interacting with
two quantized cavity fields, Phys. Rev. A, 42, 6805 (1990).

M. ALEXANIAN e S. K. BOSE, Unitary tranformation and the dynamics of a three-level
atom interacting with two quantized field modes, Phys. Rev. A, 52, 2218 (1995).

Y. WU, Effective Raman theory for a three-level atom in the A configuration, Phys. Rev.
A, 54, 1586 (1996).

W. K. LAIL V. BUZEK e P. L. KNIGHT, Dynamics of a three-level atom in a two-mode
squeezed vacuum, Phys. Rev. A, 44, 6043 (1991).

ASOKA BISWAS e G. S. AGARWAL, Quantum Logic gates using Stark-shifted Raman
transitions in a cavity, Phys. Rev. A, 69, 062306 (2004).

M. ALEXANIAN e S. K. BOSE, Optical Stark effects in the dynamics of a Raman
coupled model, J. Luminescence, 66, 48-50 (1996).

20



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22|

23]

[24]

25]

A. PERES, Separability criterion for Density Matrices, Phys. Rev. Lett., 77, 1413
(1996).

M. HORODECKI, P. HORODECKI e R. RORODECKI, Separability of mized states:
necessary and sufficient conditions, Phys. Lett. A, 223, 1-8 (1996).

E. T. JAYNES e F. W. CUMMINGS, Comparison of Quantum and Semiclassical Radi-
ation Theory with Application to the Beam Maser, IEEE, 51, 89 (1963).

J. H. EBERLY, N. B. NAROZHNY e J. J. SANCHEZ-MONDRAGON, Periodic Spon-
taneous Collapse and Revival in a Simple Quantum Model, Phys. Rev. Lett., 44, 1323
(1980).

N. B.NAROZHNY, J. J. SANCHEZ-MONDRAGON e J. H. EBERLY, Coherence versus
Incoherence: Collapse and Revival in a Simple Quantum Model, Phys. Rev. A, 23, 236
(1981).

H. J. KIMBLE, M. DAGENAIS e L. MANDEL, Photon antibunching in resonance
fluorescence, Phys. Rev. Lett., 39, 691 (1977).

P. MEYSTRE e M. S. ZUBAIRY, Squeezed States in the Jaynes-Cummings Model, Phys.
Lett. A, 89, 390 (1982).

J. R. KUKLINSKI e J. L. MADAJCZYK, Strong Squeezing in the Jaynes-Cummings
Model, Phys. Rev. A, 37, 3175 (1988).

H. MOYA-CESSA e A. VIDIELLA-BARRANCO, Interaction of Squeezed Light with
Two-Level Atoms, J. Mod. Opt. 39, 2481 (1992).

J. M. RAIMOND, M. BRUNE e S. HAROCHE, Manipulating quantum entanglement
with atoms and photons in a cavity, Rev. Mod. Phys., 73, 565 (2001).

B. BUCK e V. SUKUMAR, Ezactly soluble model of atom-phonon coupling showing
periodic decay and revival, Phys. Lett. A, 81, 132 (1981).

C. C. GERRY, Two-photon Jaynes-Cummings model interacting with the squeezed vac-
uum, Phys. Rev. A, 37, 2683 (1988).

I. ASHRAF, J. GEA-BANACLOCHE e M. S. ZUBAIRY, Theory of the two-photon
micromaser: Photon statistics, Phys. Rev. A, 42, 6704 (1990).

P. L. KNIGHT, Quantum Fluctuations and Squeezing in the Interaction of an Atom with
a Single Field Mode, Physica Scripta, 33, 51 (1986).

o1



26]

27]

28]

[29]

[30]

31]

32]

33]

[34]

[35]

S. J. D. PHOENIX, e P. L. KNIGHT, Periodicity, phase, and entropy in models of
two-photon resonance, J. Opt. Soc. Am. B, 7, 116 (1990).

V. BUZEK, e 1. JEX, Emussion espectra for the Jaynes-Cummings model with intensity-
dependent coupling, Quant. Optics, 2, 147 (1989).

G. B. BENIVEGNA, A. MESSINA e A. NAPOLI, Canonical dressing in nonlinear
Jaynes-Cummings models, Phys. Lett. A, 194, 353 (1994).

T. QUANG, P. L. KNIGHT e V. BUZEK, Quantum collapses and revivals in an optical
cavity, Phys. Rev. A, 44, 6092 (1991).

S. M. BARNETT e P. L. KNIGHT, Dissipation in a fundamental model of quantum
optical resonance, Phys. Rev. A, 33, 2444 (1986).

M. KOZIEROWSI e A. S. SHUMOVSKY, Photon statistics in an N-level (N - 1)-mode
system, Physica A, 145, 290 (1987).

J. PARKER e C. R. STROUD, J. Opt. Soc. Am. B, 3, 96 (1986).

G. B. BENIVEGNA e A. MESSINA, Collective behavior of M bosonic modes interacting
with a single two-level atom, Phys. Rev. A, 37, 4747 (1988).

S. J. D. PHOENIX, e P. L. KNIGHT, Establishment of an entangled atom-field state in
the Jaynes-Cummings model, Phys. Rev. A, 44, 6023 (1991).

R. R. PURI e R. K. BULLOUGH, Quantum electrodynamics of an atom making two-
photon transitions in an ideal cavity, J. Opt. Soc. Am. B, 5, 2021 (1988).

22



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Conceitos Fundamentais da Óptica Quântica 
	Quantização do Campo Eletromagnético
	Estados do Campo==2=3= 
	Interação radiação-matéria
	Emaranhamento

	O Modelo Raman acoplado
	O Hamiltoniano Efetivo
	Autovalores e Autovetores 
	A dinâmica 
	Estudo numérico da inversão atômica
	Inversão atômica na preparação Fock-Coerente

	Emaranhamento átomo-campo 
	Estudo Gráfico das funções de Negatividade e Entropia linear

	Conclusões

