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Resumo

O principal propédsito dessa dissertacao é estudar um novo modelo de interagao entre um atomo
e um modo do campo eletromagnético quantizado, assim como a sua aplicagdo no problema de
transferéncia de emaranhamento entre qubits e sistemas de varidveis continuas. Inicialmente, apre-
sentamos uma revisao do principal modelo de interacao dtomo-campo quantizado, conhecido como
modelo de Jaynes-Cummings, e também uma introdugdo ao emaranhamento, com o objetivo de
estabelecer as medidas que serdo utilizadas no restante do trabalho. Apds essa parte introdutodria,
baseados no ja conhecido modelo Raman degenerado, propomos o modelo Raman Quase-degenerado
com intuito de descrever a interacdo de um atomo de trés niveis na configuracdo A e um modo do
campo quantizado. Admitimos que o campo, no limite dispersivo, acopla os dois niveis atdémicos
inferiores ao estado de maior energia e este é eliminado por uma transformacao unitdria, ou por
eliminacao adiabdatica. Dessa forma, ele passa a desempenhar o papel de um nivel virtual que
possibilita a transicao efetiva entre os dois estados de menor energia do atomo. Para chegarmos a
forma final do Hamiltoniano efetivo, ainda supomos que a diferenca de energia entre os dois niveis
inferiores é muito pequena se comparada a dessintonia do nivel excitado em relacao a freqiiéncia do
campo interagente. A partir das equagoes que descrevem a dinamica do atomo interagindo com um
campo coerente, investigamos a transferéncia de emaranhamento de um par de dtomos maxima-
mente emaranhados para um par de cavidades preparadas inicialmente no estado puro e separavel
de campo coerente. Naturalmente, também consideramos a transferéncia no sentido contrério,
campo — atomo. Os resultados obtidos mostram que é possivel a transferéncia completa nas duas
situagoes. O tltimo assunto abordado nessa dissertacao foram os estados coerentes emaranhados
do tipo cluster. Propomos um esquema para a geracao desse tipo de estado entre quatro cavidades
separadas espacialmente utilizando apenas um atomo e duas zonas de Ramsey e também estudamos
a influéncia da dissipacao de energia.
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Abstract

The main purpose of this dissertation is to study a new model to describe the interaction
between an atom and a mode of the quantized electromagnetic field and also its application to the
entanglement reciprocation problem between qubits and continuous variable systems. Firstly, we
review the main model used to describe the atom-field interaction, known as the Jaynes-Cummings
model, and also make an introduction to entanglement, aiming to establish the measures that will
be used latter. After this introductory part and based on the known degenerate Raman model, we
propose the Quasi-degenerate Raman model with the intention to describe the interaction between
a three level atom in the A configuration and a mode of the quantized field. We admit that the
field, in the dispersive limit, couples the two lower atomic levels to the highest energy state, which
is then eliminated by a unitary transformation, or by an adiabatic elimination. In this way, it
plays the role of a virtual level which enables the effective transition between the other two lower
energy levels. To get to the final form of the effective Hamiltonian we still assume that the energy
difference between these two lower energy levels is too small when compared to the detuning of the
excited level. From the equations that describe the dynamics of an atom interacting with a coherent
field, we investigate the entanglement transfer from two maximally entangled atoms to two cavities
initially prepared in a pure separable coherent state. Naturally, we also consider the transfer on
the opposite way, field — atom. Our results show that the complete entanglement reciprocation
is possible. The last subject of this dissertation is the cluster-type entangled coherent states. We
propose a new scheme for the generation of this kind of state among four spatially separated cavities
using only one atom and two Ramsey zones and also study the energy dissipation influence.
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Introducao

A interacao entre (poucos) atomos e fotons é um dos principais assuntos estudados dentro da
area de pesquisa que ficou conhecida como ()ptica Quantica. Em 1963, Jaynes e Cummings [1]
apresentaram o primeiro modelo totalmente quantico para descrever a interacao entre um atomo
de dois niveis e o campo, que foi utilizado para examinar a emissao espontanea e revelou a existéncia
de freqiiéncias de Rabi [2] na populacao dos estados atémicos quando o campo tem uma distribuicao
bem definida do nimero de fétons (como o estado de Fock).

Por exemplo, imagine um dtomo de dois niveis, preparado no estado excitado, entrando numa
cavidade no estado de vacuo do campo eletromagnético. O modelo de Jaynes-Cummings prevé
que a populacdo dos estados atomicos varia periodicamente entre o estado excitado |e) e o es-
tado fundamental |g), com uma freqiiéncia caracteristica A (constante de acoplamento da interacao
atomo-campo), ou seja, o atomo sofre uma espécie de “emissdo espontanea reversivel”; a energia
eletromagnética é emitida e absorvida periodicamente para um tempo de interacao suficientemente
longo. Outra conclusao interessante que tiramos desse exemplo € que a interacao de sistemas
quéanticos produz certo tipo de correlagoes, ja que se o atomo for detectado no seu estado funda-
mental, apds deixar a cavidade, entao inferimos que a cavidade passou do estado de vacuo para o
estado de Fock de um fétons. Da mesma maneira, inferimos que a cavidade esté no estado de vacuo
se o atomo for medido no seu estado excitado. Matematicamente, devemos utilizar o principio da
superposicao - uma das propriedades mais fundamentais da Mecanica Quéantica - para escrever o
estado do sistema ap6s um tempo de interagao: a|0)|e) + b|1)|g), sendo a e b as amplitudes de
probabilidade, que dependem de ¢, de encontrarmos o sistema no respectivo estado. Esse tipo de
correlacao, também conhecida como correlacao quantica ou emaranhamento, aparece em diversos
sistemas fisicos e deu origem a um complexo formalismo que visa caracteriza-la tanto qualitativa-
mente quanto quantitativamente. Além disso, esses estados quanticos fortemente correlacionados,
ou estados emaranhados, passaram a ocupar papel central nos intimeros trabalhos de informacao
quantica que surgiram nas duas dltimas décadas.

Nesta dissertacao, em particular, damos atencdo especial ao caso de um atomo de trés niveis
interagindo com um modo do campo eletromagnético. Quando a dessintonia do estado atomico
intermediario, que acopla os outros dois niveis através do campo, é muito alta, podemos elimina-
lo adiabaticamente [3], fazendo com que ele se torne um nivel virtual. Através dessa eliminacao,
obtém-se um “4tomo de dois niveis” cujas transicoes efetivas ocorrem via transicoes de dois fétons

<a£a1) se consideramos dois modos do campo ou via transicoes de zero fétons (aTa) se conside-

rarmos apenas um modo do campo!. O primeiro trabalho a explorar um atomo de trés niveis
na configuracdo A interagindo no limite dispersivo com um modo do campo eletromagnético foi
publicado em 1986 por Peter L. Knight [4]. Nessa referéncia considera-se um atomo degenerado, de
forma que os dois niveis inferiores possuam a mesma energia (menor que a do nivel intermediério), e
que o campo acopla a transicao entre cada nivel inferior e o intermediario. O Hamiltoniano efetivo
obtido nesse limite apresenta uma dindmica periédica bastante simples e que permite a obtencao
de resultados analiticos como no caso do modelo de Jaynes-Cummings. Aqui também podemos
explorar propriedades puramente quanticas dos estados de campo gerados apds a interacao com o
atomo.

Inspirados por esse e outros trabalhos relacionados, nos propusemos a investigar o sistema fisico
composto de um dtomo quase-degenerado? na configuracio A e um modo do campo eletromagnético.

LAqui justifica-se o termo “modelo Raman degenerado” que serd utilizado posteriormente ao referir-se & este
modelo, j4 que no caso de dois modos temos um processo andlogo ao espalhamento Raman, no qual um féton do feixe
de bombeio é absorvido e um féton do feixe de Stokes é emitido.

2Utilizamos o termo “quase-degenerado” para indicar que, apesar dos dois niveis inferiores n&o possuirem a mesma
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Essa generalizacdo aparece naturalmente quando pensamos que assim um unico féton poderd sa-
tisfazer as regras de selecdo das duas transigoes e que podemos obter o modelo anterior como o
limite completamente degenerado desse novo modelo. O Hamiltoniano efetivo que descreve essa
situacao é obtido apds a aplicacao dos dois limites envolvidos: o limite dispersivo e o limite quase-
degenerado. Matematicamente, esses limites sdo implementados por transformacoes unitdrias que
sao escritas como uma série de poténcias do parametro de expansao e truncadas, guardando termos
até primeira ordem desse parametro. Os resultados obtidos para o cdlculo da evolugao do sistema
atomo-campo exibe, em parte, a mesma simplicidade matematica do caso degenerado, o que nos
permitiu generalizar um outro trabalho que vinhamos desenvolvendo paralelamente.

A transferéncia de emaranhamento entre qubits e sistemas varidveis continuas foi primeiramente
estudada por J. Lee et al. [5] em 2006, no &mbito do modelo de Jaynes-Cummings. Descobrimos que
este tipo de problema constituiria uma aplicagao interessante do modelo de interacao desenvolvido
nesta dissertagdo, com atomos de trés niveis na configuracdo A (quase) degenerada e o campo
no estado coerente, que representa o sistema de variaveis continuas. Em particular, esse tipo de
interagao atomo-campo coerente é descrita por equagoes que favorecem a obtencao de resultados
analiticos para o esquema de transferéncia de emaranhamento; o que possibilitou, por exemplo,
mostrar que podemos obter a transferéncia completa independentemente da amplitude coerente
inicial e do tempo de interagdo. Além do mais, a periodicidade da dinamica também aparece no
emaranhamento transferido aos campos, o que reduz consideravelmente as restricbes impostas sobre
o tempo de interacao.

Outro topico analisado nessa dissertacgao foi a geracao de estados coerentes emaranhados do tipo
cluster [6]. Esses estados, que sdo composto por quatro cavidades na proposta original, constituem
uma nova classe de estados emaranhados [7] e possuem perspectiva de aplicagdo em protocolos de
informagao quantica - assim como a sua versao baseada em qubits [8]. O objetivo desse estudo
foi buscar um esquema mais simples em relacdo ao que ja foi proposto para a geracao desse tipo
de estado e também investigar qual a influéncia da dissipacao de energia nesses estados. O pri-
meiro objetivo foi alcangado quando percebemos que, utilizando um atomo cuja interacao deixasse
o campo coerente num estado do tipo gato de Schrédinger (|a) + | — «)), poderfamos obter o es-
tado desejado colocando as cavidades em sequéncia e utilizando uma (ou duas) zonas de Ramsey
convenientemente posicionadas. A segunda parte do nosso estudo foi extremamente simplificada
ao reescrevermos os estados envolvidos de uma forma bastante compacta, o que inclusive permitiu
a generalizacao para o caso de N cavidades emaranhadas e a obtencao de uma expressao analitica
para operador densidade dependente do tempo de dissipacao.

A organizagao dessa dissertagao é a seguinte: no capitulo 1 reunimos alguns conceitos e calculos
elementares para o desenvolvimento dos assuntos abordados na dissertagao. Primeiramente, dedu-
zimos o Hamiltoniano que descreve a interacao classica de um elétron o campo eletromagnético, o
que nos permite justificar a aproximacao de dipolo, amplamente utilizada diversos problemas da
fisica. Em seguida, aplicamos o Hamiltoniano deduzido anteriormente ao cdlculo da dindmica de
um atomo de dois niveis interagindo com um campo classico, o que também é conhecido como
zona de Ramsey. Nesse capitulo também introduzimos o modelo de Jaynes-Cummings, fazendo a
deducao do Hamiltoniano de interacao dtomo-campo, a sua diagonalizagao nos limites ressonante
e dispersivo e também calculando a evolugao do sistema quando o atomo de dois niveis interage
dispersivamente com um campo coerente. A tltima secao do capitulo é dedicada a apresentacao
dos conceitos béasicos sobre emaranhamento e os postulados e defini¢oes das medidas de emaranha-
mento que serao posteriormente utilizadas. No capitulo 2 apresentamos o modelo Raman quase-
degenerado, deduzindo o Hamiltoniano efetivo dentro dos limites assumidos, diagonalizando-o por
teoria de perturbacao estacionaria e entao calculando a dinamica para a situacao em que o atomo
interage com um campo coerente. Na tltima secao desse capitulo mostramos que no limite degene-
rado esse modelo se reduz aquele introduzido por Knight [4]. O capitulo 3 é sobre a transferéncia

energia, a diferenga entre elas é muito pequena quando comparada & dessintonia do nivel intermedidrio (excitado).
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de emaranhamento entre dtomos (qubits) e campos coerentes de cavidades distintas (sistemas de
varidveis continuas). Inicialmente revisamos o trabalho de Lee et al. [5] e em seguida apresentamos
o esquema de transferéncia baseado no modelo Raman quase-degenerado [9]. O estado coerente
emaranhado do tipo cluster é o assunto do capitulo 4. Por fim, concluimos o trabalho, fazendo
também algumas perspectivas futuras, e apresentamos os apéndices que contém desenvolvimentos

auxiliares ao texto principal.



1 Teoria Elementar

1.1 Interacao Classica Elétron-Campo E.M.

Nesta secao deduzimos o Hamiltoniano que descreve classicamente a interacao de um elétron, ou
uma particula carregada qualquer, e um campo eletromagnético. Além disso, também justificamos
a aproximacao de dipolo que é comumente utilizada nos problemas de éptica quéntica.

1.1.1 Dedugao da Lagrangeana e do Hamiltoniano

O nosso ponto de partida é a expressao da forca que um campo eletromagnético exerce sobre
um elétron de carga e, também conhecida como forca de Lorentz,

Fe L) e (E(r,t) + % x B(r,t)) . (1.1)

Cdt
E importante salientarmos aqui que esta é uma forca nao-conservativa, ou seja, ela nao pode ser
escrita como o gradiente de um potencial escalar e conseqiientemente o trabalho realizado por esta
forca depende da trajetéria escolhida. Para elucidarmos isso, pensemos no caso de uma particula
carregada com velocidade nao-paralela & um campo magnético constante. Nessa situacao, a forca
do campo magnético sobre a particula dard origem a um movimento acelerado, o que implica
em emissao de radiacdo pela particula. Claramente, essa quantidade de energia que a particula
cede ao campo depende da trajetéria que ela percorre. Assim, percebemos, a0 menos nesse caso
simplificado, que a forca magnética nao é conservativa. Por causa disso, ao definir a Lagrangeana
relativa ao problema de uma carga elétrica num campo eletromagnético nao podemos interpreta-la
como a diferenca entre a energia cinética e a energia potencial. Com isso em mente, observemos o
seguinte: escrevendo os campos elétrico e magnético em fungao dos potenciais A(r,t) e ®(r,t), (a
partir desse ponto, para simplificar a notacao, deixamos de escrever explicitamente a dependéncia
espacial e temporal dos campo e potenciais)

B=VxA E:—V(I)—la—A,
c Ot
temos que
0A,, O(v-A)
(v x B); = €50 Bk = €ijk€rimv; el s (v-V)A,.
Lembrando que a férmula para a derivada conectiva é
= _— = — F— = . A’i?
dt ~or 2 on oy o +Zj:”Jar a TV

chegamos que

87"2' dt 8t '
Substituindo essa expressao, junto com do campo elétrico em funcao dos potenciais, na componente
1 da equacao 1.1

(vxB); =

Feel|l—0r 22270 4 —
1= or; c@t+c

o, at | ot

0D 104 1<M dA; aAiﬂ (1.2)
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= =l (- Lvem)) - 140, (13)

or; c

Agora langamos mao de dois truques mateméticos. Utilizamos a igualdade

o (m?\_
8’UZ' 2 N ’

e também o fato de A nao depender explicitamente da velocidade para escrever que

0
—(v-A)=A,.
a0 (v-A)
Com isso, a equacao para a forca de Lorentz fica dada por
d[ o [(mv? e 0 1
— | = L+ —(v-A —e— |-DP+-(vVv-A)) =0. 1.4
dt [avi < 2 * c(v )>] 687"2- < * c v )> 0 (14)

Para finalizar, também utilizamos que ® nao depende explicitamente da velocidade e que a veloci-
dade nao depende explicitamente da posigao (Jv;/dr; = 0). Levando isso em consideracao, a iltima
equacao pode ser reescrita como

d| o mvi2 e 0 e mvi2

Agora basta identificar esta equacao com aquela satisfeita por uma Lagrangeana (equagao de Euler-

Lagrange)
d (0L oL 0
dt \ 0¢ dq
Conseqiientemente, lembrando que os calculos anteriores sao validos para qualquer componente ¢,

podems definir a Lagrangeana de um elétron num campo eletromagnético como

2
L:m;i—e<1>+§(v-A). (1.6)

Aqui fica claro que ndo podemos separar a equacao 1.6 em um termo cinético e outro potencial.
Fisicamente, podemos dizer que isso acontece porque os campos, assim como o elétron, também
possuem e transportam energia, como discutido anteriormente.

A formulacdo Hamiltoniana é obtida pela aplicacdo da definicdo do Hamiltoniano a partir de
uma Lagrangeana

H(gj,p;) =Y _pidj — L,
J

oH OH

— =—p; e — =(;.
8qj J apj J
Para o caso que estamos tratando:

2

L A)> . (1.7)

2

H=p -v- <
O momento conjugado, calculado por p; = g—i, resulta em
e
p=mv+ -A.
c

Escrevendo o Hamiltoniano como funcao apenas do momento conjugado e da posigao (implicita-
mente na dependéncia dos potenciais)



TEORIA ELEMENTAR 6

1 e e
H=— <p - —A) - (p - —A) +ed, (1.8)
2m c c
Este é o Hamiltoniano que descreve classicamente a interacao de um elétron e um campo eletro-

magnético.

1.1.2 A aproximacao de dipolo

Matematicamente, a aproximacao de dipolo consiste em aplicar o limite k - r < 1 na expressao
do potencial vetor e entao substituir essa expressao aproximada no Hamiltoniano 1.8. Fisicamente,
isso significa que consideraremos campos eletromagnéticos cujo comprimento de onda (k = 27 /\)
é muito maior que as dimensoes lineares (~ 1) do 4tomo ou molécula envolvida. Considerando que
o elétron é ligado por um potencial V(r) a um ntcleo posicionado em ry, entdo o potencial vetor
de uma onda plana na aproximacao de dipolo serda dado por

A(r+rg,t) = A(t)ekr+ro)
= A@t)e*T (14+ik-r+...)
~ A(t)e’*To = A(rg,1). (1.9)

Ou seja, na prética a aproximagao de dipolo se reduz a considerar r = 0 nas expressoes que envolvem
os potenciais eletromagnéticos. O Hamiltoniano 1.8, nesta aproximacao, é!

2
He ;’_m Y V() — %p - A(ro, 1), (1.10)
desprezando o termo quadratico em A, pois para fontes comuns a intensidade da luz é suficiente-
mente baixa para garantir que o efeito deste termo seja desprezivel em relacao aos outros.
Usualmente, utiliza-se na aproximacao de dipolo um Hamiltoniano cujo termo de interagao
¢é do tipo r - E ao invés da equacao 1.10. Entretanto, pode-se mostrar que esses dois termos
sdo equivalentes por uma transformacao de gauge dos potenciais eletromagnéticos. Inicialmente,
consideremos, sem perda de generalidade, que o potencial vetor estd alinhado ao eixo z: A(r,t) =
A(t)e™roz (aproximacio de dipolo). Nesse caso, a transformacio de gauge que relaciona os dois

Hamiltonianos é dada pela funcao

A(r,t) = —ze®TOA(L).

Os novos potenciais sao dados por

A=A +VA=A—e*T0A®t) =0 (1.11)
e
10N =z, :
P = o —— = ek
cot ¢ ®)
- 51 ikero jp) - T 2 S
= r2-e At) = - atA(r’t) =—r-E(r,1). (1.12)

Nesta ultima igualdade utilizamos a relagao entre o campo elétrico e os potenciais no gauge original

E= —%%—?. Neste novo gauge o Hamiltoniano 1.8 se reduz a

2
H = 2p_m +V(r) —er- E(rg,t), (1.13)

na aproximacao de dipolo.

! Aqui utilizamos o gauge Coulomb, ou gauge de radiacio, no qual V- A = 0 e também, para a situacio tratada
aqui, = 0.
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1.2 Atomo de dois niveis num campo classico

A interagdo de um dtomo com um campo classico é particularmente interessante em protocolos
que necessitam manipular os estados atomicos, pois com a tecnologia atual essa tarefa pode ser
realizada com boa eficiéncia [10, 11]. Particularmente para dtomos de dois niveis, vale lembrar
que de acordo com o os resultados da secao 1.3 essa tarefa também pode ser realizada através da
interagao do atomo com o campo quantizado, a partir de condigoes iniciais especificas. Como é de
se imaginar, entretanto, campos cldssicos sao mais vidveis experimentalmente. Nessa dissertacao o
sistema atomo de dois niveis + campo classico é utilizado no capitulo 4, no qual apresentamos um
esquema para geracao de estados coerentes emaranhados do tipo cluster. Na literatura o conjunto
cavidade 4+ campo classico, utilizado para realizar transformagcoes dos estados atomicos, é conhecido
com ‘“Zona de Ramsey”.

O objetivo dessa segao é calcular a evolucao do sistema dtomo + campo classico (figura 1.1) e,
entdo, encontrar as condigOes necessarias para a realizacao da transformacado utilizada no capitulo
4. Consideramos que o campo cldssico tem a sua freqiiéncia ajustada na ressonancia da transicao
atomica, de forma que v = we — wy. Assumindo ainda que ele é polarizado na direcao z, de forma
que E(t) = Ecos(vt)z, e com base no resultado da se¢ao 1.1 e nos desenvolvimentos da referéncia
[12], conclui-se que o Hamiltoniano de interacao é dado por

Hy = —e2E(t) = —El|peg|cos(vt) <ei¢|e><g| + e—i¢|g><e|) : (1.14)

na qual peg = |pegle® = ele|zlg) = e [ d3re}(r)zpy(r) é o momento de dipolo elétrico de transigao
entre os estados atomicos e p.(r) e p4(r) sdo as suas fungdes de onda na representagao de posigao.
Por simplicidade matematica, nessa expressao também consideramos que os momentos de dipolo
elétrico dos estados |e) e |g) sao nulos (pee = pgg = 0). Quando nao ha interagao, admitimos que a
energia do sistema é dada simplesmente pelo estado atémico populado?,

Hy = hwele)(e| + hwylg){gl-

L,

AVAVA. Wa = We — Wy

l9)

Figura 1.1: Niveis de energia de um atomo de dois niveis interagindo com um campo classico de
freqiiéncia v.

Antes de partimos para o cdlculo da dindmica em si, passemos para a representacio de interacao,

] i eizxt + e—iut ) »
Hy = 0yt — | (LT ) (0l g e el

Agora devemos aplicar a aproximacao de onda girante, assim como foi feito anteriormente na
deducido do Hamiltoniano de JC. A justificativa fisica é a mesma: o termo et*?* estd “muito
longe” da ressonéncia atomica e nao esperamos que ele induza nenhuma transicdo. Assim sendo,
desprezamos esses termos frente aos termos ressonantes e ficamos com

E‘pe ‘ ] —1
Hy = ==L (e9]e){g| + e g) el (1.15)

2 Aqui supomos que a energia média do campo classico é de ordem de grandeza muito maior que a energia atémica
e que, portanto, ndo percebe qualquer alteragdo quando o dtomo estd ou nao excitado. Dessa maneira, podemos
omitir esse termo constante sem afetar a dinamica do sistema.
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O estado atomico apds um tempo t de interagdo pode ser escrito como

[Y(0)1 = Ce(t)]e) + Cy(t)l9), (1.16)

com Cj(t) = (j|v(t))r1, ja que {|e), |g)} é uma base do espaco de Hilbert. A equacao de Schrddinger,
ih%’l/}(t» 1 = Hp|(t)) 1, nos leva ao sistema de equagoes diferenciais

Ce(t) = iQre™C,(t),

Cy(t) = iR C,(t),

nas quais definimos a “freqiiéncia de Rabi” Qg = E|peg4|/2h. A solucao desse sistema é bastante
simples de ser obtida e apresentamos apenas o seu resultado final:

Ce(t) = cos(Qpt)Ce(0) + ie~sen(Qgt)Cy(0),

(1.17)
Cy(t) = cos(Qrt)Cy(0) + ie*sen(Qpt)Ce (0).
Logo, para as condicGes iniciais especificas a seguir temos que
[%(0))r = |e) = [9(1))1 = cos(Qrt)le) + ie'Psen(Qrt)|g),
[%(0))1 = |g) = (1)1 = cos(Qrt)|g) + e~ Psen(Qrt)e). (1.18)

Assim sendo, a transformagao utilizada no capitulo 4 é obtida quando se tem Qrt = 7/4 e ¢p = 7/2.

1.3 Modelo de Jaynes-Cummings

Este modelo, apresentado pela primeira vez em 1963 por E. T. Jaynes e F. W. Cummings [1],
estuda a interagao entre um dtomo (ou molécula) de dois niveis e um modo quantizado do campo
eletromagnético. Inicialmente, o modelo foi usado para investigar aspectos da emissao espontanea,
ja que ele prevé o retorno ao estado fundamental de um dtomo excitado mesmo quando o campo
eletromagnético esta no estado de vacuo. Subseqlientemente, evidenciou-se a natureza discreta dos
fétons (excitagoes do campo eletromagnético quantizado) através do estudo da evolucao temporal
da populacao, ou ocupagao, dos estados atomicos. As oscilacoes da probabilidade de ocupacao dos
estados atomicos e os seus colapsos e ressurgimentos, presentes nas solucoes analiticas do modelo,
sao uma forte indicagao tedrica da natureza discreta dos f6tons [13]. Além disso, também descobriu-
se que o modelo prevé propriedades estatisticas puramente quanticas, ou seja, sem analogo classico,
para o campo modificado pela interacdo com o dtomo. Um caso particular muito interessante, é
a proposta tedrica e a realizacao experimental, baseada no limite dispersivo do modelo de Jaynes-
Cummings (JC), de estados de superposicao quantica, também conhecidos como “gatos de Schro-
dinger” [14]. Mais recentemente, o estudo do emaranhamento em sistemas fisicos compostos por
atomos e campos quantizados encontrou nesse modelo a ferramenta ideal que possibilita a interface
entre matéria e luz ou entre qubits e sistemas de varidveis continuas. Por exemplo, intiimeras pro-
postas surgiram com esquemas para gerar diferentes estados emaranhados [15, 10, 16-18], estudar
a nao-localidade da teoria quéantica [19] e o acumulo de emaranhamento® em sistemas de varidveis
continuas [20]. Outro assunto interessante, e que sera tratado na segunda parte desta dissertacao,
é a aplicacdo do modelo de JC para a transferéncia de emaranhamento entre qubtis e sistemas de
variaveis continuas [5, 21].

3A expressdo “acumulo de emaranhamento” se refere ao fato de que sistemas de varigveis continuas sdo capazes
de armazenar mais de um ebit de emaranhamento, ou seja, podem possuir emaranhamento maior que um.
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O sistema fisico descrito matematicamente pelo modelo de JC consiste num dtomo de dois
niveis?, |e) e |g), interagindo com um modo quantizado do campo eletromagnético de freqiiéncia
w, como ilustrado na figura 1.2. A interpretacao fisica do modelo, a principio, é simples. O dtomo
é excitado (]g) — |e)) quando absorve um féton do campo, ou seja, um féton é “destruido” neste
processo. Quando o 4tomo volta ao seu estado fundamental (|e) — |g)) ele emite um f6ton, criando
um féton no campo. A seguir partimos para a descricdo matemaética do modelo.

: le) —le)
——19) ——|9)

Figura 1.2: Esquema da interacao descrita pelo modelo de JC. Criacao de um féton pelo decaimento
do dtomo (esquerda) e absorcao de um féton pelo d&tomo que passa a ocupar um estado de maior
energia (direita).

1.3.1 Hamiltoniano de interagcao atomo-campo

Como estd apresentado na secao 1.1, o termo de interacao entre o campo eletromagnético e um
atomo (veja a nota de rodapé 4), na aproximagao de dipolo é do tipo —er - E(rg,t), no qual r¢y é
a posicao do nicleo atomico e r é a posicao do elétron. Conseqiientemente, podemos assumir um
Hamiltoniano do tipo

H=H.+ H, —er-E(rg,t) (1.19)

para descrever a interacao do a&tomo com o campo quantizado na aproximacao de dipolo. O primeiro
termo é a energia do campo quando nao hé interagdo. Admitimos que a quantizacdo do campo
eletromagnético é conhecida pelo leitor e apenas citamos algumas referéncias para consulta: [12, 22,
23]. Assim, a energia de um modo do campo, em termos dos operadores de aniquilagao e criagao
de fétons a e af, respectivamente, é dada por

H, = hw <aTa + %) . (1.20)

Para os termos H, e er podemos encontrar expressoes lteis a partir dos operadores de transicao
atomica |i)(j|, com i,j = e, g. Isso porque os estados |e) e |g) formam um conjunto completo dos
estados atomicos, ja que apena estes dois niveis energéticos sao relevantes para a interacao com o
campo considerado. Em razao disso, eles satisfazem a relagdo de fechamento |e)(e| + |g)(g] = 1 e
também a relacdo de ortonormalidade (i|j) = 6;;. Além disso, também podemos escrever esses dois
vetores de estados na base binéria: |e) = (0,1) e |g) = (1,0), o que evidencia o fato deles formarem
uma base do espaco vetorial de duas dimensoes. Utilizando o fato de que |g) e |e) sdo autoestados
de H,, vem que

Ha = ([e) (el +[9){g]) Ha ([e){e] +19)(g]) = Eele)(e] + Eqlg)(gl- (1.21)

Analogamente podemos tratar o termo de interacao

er = (le) (el + |g)(gl) er ([e){e] + 19)(9]) = Peg (le)(g] + |g)(el) , (1.22)

4Para sermos rigorosos, devemos dizer que consideramos apenas um dos elétrons do dtomo interagindo com o
campo. Isso é possivel através da escolha de regras de selecdo especificas que permitem apenas transicoes deste
elétron entre dois niveis (4tomo de dois niveis), entre trés niveis para os chamados adtomos de trés niveis e assim por
diante.
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sendo que aqui novamente consideramos, por simplicidade matematica, que os niveis atomicos |e)
e |g) possuem momento de dipolo elétrico nulo e que os elementos de matriz de dipolo elétrico de
transigao entre esses estados sdo reais, ou seja, peg = € [ dProl(r)rpy(r) = fdgrcpe(r)rgpz(r) = Peg,
na qual ¢;(r) = (r|j) é a funcdo de onda do estado |j) na representagao de posi¢ao. Finalmente,
basta expressar o campo elétrico em fungdo dos operadores criacdo e aniquilagdo de fétons para
chegarmos ao Hamiltoniano desejado. Novamente, apenas utilizaremos a expressao obtida no for-
malismo da segunda quantizacao, apds a realizacao da quantizagao do campo eletromagnético, e o
leitor pode encontrar detalhes sobre a deducao dessa expressao nas referéncias [12, 22, 23|, entre
outras. Considerando uma base linear para a polarizacao, cujos versores sao reais, e que o atomo
estd posicionado na origem, de forma que ry = 0, temos que o campo elétrico (mono-modo de

freqiiéncia w) é dado por
hw
— R
E=,/ T (a +a > €, (1.23)

sendo V' o volume da cavidade que contém o campo e € = cosf3X + sen3y o versor de polarizagao
linear na base (z,y), de forma que 3 é o angulo do versor de polarizagdo do campo neste plano.
Assim, substituindo essas expressoes para H., H,, er e E no Hamiltoniano total, segue que

H = lwa'a + Eele){e| + E,lg){g| + hg (|e){g] + g} e]) (a + aT) , (1.24)

w ~
= — _— - €
g 2h60Vpge

é a constante de acoplamento dtomo-campo, que por essa defini¢cao possui dimensao de freqiiéncia.
Também devemos dizer que nessa expressao omitimos a energia de ponto zero do campo eletro-
magnético, pois esse termo constante nao alterara fisicamente a dindmica do sistema.

A 1ltima etapa para obter a expressao conhecida como Hamiltoniano de JC é realizar a apro-
rimagdo de onda girante. Para justificarmos porque alguns termos serdo descartados, passemos
por um momento para a representacao de interagao. Separando H no termo de energia do sistema
livie Hy = hwala + E.le){e| + E,4|g)(g| e no termo de interacdo Hy = hg (|e){g| + |g){e|) (a + a'), é
simples de se obter® que na representacio de interacdo em relacio a H

na qual

HI — eiHot/hHle—iHot/h — (125)
— g (el el + e ale) (g] + N ale) g] + e alg) el

com hw, = E.—E,. Agora devemos observar a freqiiéncia de oscilagao das exponenciais da equacao
1.25. Os dois primeiros termos, conhecidos como termos girantes, oscilam suavemente proximo a
ressonancia, pois w—w, ~ 0. Ja os dois ultimos termos, contra-girantes, oscilam com uma freqiiéncia
muito maior (w + w, ~ 2w). Portanto, espera-se que a contribuigao dos termos contra-girantes, na
média, seja cancelada por essa rapida oscilacao, sendo desprezivel em relacao aos termos girantes.
Por causa disso, comumente realiza-se a aproximacao de onda girante, que consiste em omitir os
termos contra-girantes do Hamiltoniano. Assim sendo, chegamos no conhecido Hamiltoniano de
JC, que é o ponto de partida de diversos trabalhos em 6ptica quantica,

Hyo = hwala+ E.le) (el + Eylg){g| + hg (allg)(e] + ale)g]) (1.26)

Uma outra forma muito utilizada deste Hamiltoniano é obtida quando substitui-se a relagao de
fechamento dos estados atomicos (|e)(e|+|g)(g| = 1) para escrever E,|e)(e|+ E4|g)(g| = hwq0./2+
10
0 -1
que nao alterard a dinamica do sistema, o Hamiltoniano 1.26 fica

(Ee + E4)/2, na qual 0, é a matriz de Pauli . Omitindo o dltimo termo (constante),

5 Aqui utiliza-se o resultado do teorema A.1, apéndice A
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hwq
Hjc = hwa'a + — Ozt hg (aT|g>(e| + a|e><g|> . (1.27)

Vale comentar que os dois ultimos termos de 1.26, os termos de interagéo, correspondem aos
esquemas de interacao atomo-féton ilustrados na figura 1.2. Também é interessante dizer que este é
o Hamiltoniano de JC no limite ressonante, no qual a freqiiéncia do campo é ajustada num valor
préximo a diferenca de energia entre os niveis atomicos. Nesse limite, conseqiientemente, hé troca
de energia (na forma de fétons) entre o a&tomo e o campo, o que nao acontece no limite dispersivo
analisado adiante.

1.3.1.1 Solucao do Hamiltoniano de JC

A diagonalizacdo do Hamiltoniano 1.27 pode ser encontrada quando percebemos que o seu
termo de interacao causa transi¢oes do tipo |e,n — 1) < |g,n). A partir disso, é intuitivo supor
autoestados do tipo

|—,n) = cosb,le,n —1) — senb,|g,n)
|[+,n) = senfyle,n — 1)+ cosby|g,n), (1.28)

sendo cos#,, e senf, coeficientes de normalizacio dependentes de n, que satisfazem sen?d,, +
c0s?6,, = 1. Ao aplicarmos H jc & esses estados, percebemos que a condicio

senth,  Qp — A
cosl,  2g\yn’

com Q, = \/AZ+4¢?n e A = w — w,, garante que eles sejam autoestados do Hamiltoniano
e, ainda mais que isso, a equacao de autovalor Hjo|4+,n) = Ei,|+,n) nos diz que as energias
correspondentes sao

X (CRS PR TR
Eip = h(nw—%)—i—%(Qn—A). (1.29)

Também ¢é interessante notar que a condicao de normalizagao determina os coeficientes dos auto-
estados

29vn senb,, = -4
V(Q, — A2 1 4¢2n " V(Q, — A2 14920

cosl,, =

1.3.2 Limite ressonante

O limite ressonante é obtido quando w — w, = 0, ou seja, quando a freqiiéncia do campo é
ajustada exatamente para o valor da freqliéncia de transicdo atomica. Nesse caso, os autoestados
se reduzem a

)

) = len—1)—
—n) = —le,n—1)——|g,n
/2 /2"

Lien—1)+ L g.n)
—le,n — —|g,n),
/2 /2"

’+7n> =

com as energias
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E., = h <(n — 1w + %) — hgv/n
Eiw = h <nw — %) + hgy/n.

Essas equagoes ajudam a clarificar o fato de que a interagao JC provoca transigoes atomicas entre
os niveis fundamentais e excitado, “seguidas” da absorcao ou emissao de fétons.

Outra equacao muito utilizada quando se considera o limite ressonante é a que se obtém para
o operador evolucao U(t). Para isso, é conveniente trabalhar na representacao de interagao, obtida
quando utilizamos a equacao 1.25 sem os termos contra-girantes,

Hyc, = hg (atlg) el + ale)(g]) - (1.30)

Vale lembrar que estamos considerando a ressonancia exata, tal que w — w, = 0. Utilizando as
expressoes

(a'lg) (el +ale)al) " = (aa!)7le)e] + (aa)lg) .
(allg)tel +ale)al) " = (aa")ale)lg] + a (aa")]g) el (131)

provadas no apéndice A (teorema A.2), podemos obter uma expressao fechada para o operador de
evolugao temporal

o0

U(t) — e_iHJCIt/h — Z 1 <_i];~;LJCIt>q

P
=0 T

sen (gt aTa+1>
7 W i G L
cos (gt ala + 1) ] Jatarl a

= U@t)= : (1.32)

sen(gtv/ata+1
) o )
a'a

na base {le), |g)} do estados atomicos. Conhecendo essa expressao do operador evolugao temporal
tem-se, em principio, a descricdo completa da evolugdao do sistema atomo-campo sob a interacao
ressonante, ji que para qualquer condicao inicial dada, o estado do sistema apds um tempo t de
interacao é | (t)) = U(t)|1(0)). Note uma das principais caracteristicas que tornou o modelo de
JC tao utilizado nas dltimas décadas: a possibilidade de se obter resultados analiticos.

—ial

1.3.3 Limite dispersivo

O limite dispersivo consiste em considerar que a freqiiéncia do campo estd tao dessintonizada
da freqiiéncia de transicao atomica que o termo de interacao de 1.27 pode ser tratado como uma
pequena perturbagao [14, 12, 24]. Matematicamente, isso se traduz em considerar o limite

4g°n
valido para todos os “n” relevantes. Uma maneira de perceber que este é o limite correto é impor
a condigao €, ~ A, j4 que nesse caso as energias da solugao geral (equagao 1.29) tendem & energia
do sistema sem interacdo. Uma conseqiiéncia do limite 1.33 é que cos#,, >~ 1 e senf,, ~ 0, ou seja,
|+,n) ~|e,n — 1) e |—,n) ~ |g,n), com as seguintes energias
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E., = h((n—l)w—l—%)—%
E., = h(nw—%)+hg:n.

Um ponto interessante a se notar é que, por exemplo, o estado |g,n), cuja energia nao-perturbada
(caso g = 0) é h(wn — wa/2), no limite dispersivo sofre um deslocamento de energia® de hg’n/A,
proporcional ao nimero de fétons. Outro fato importante é que esse deslocamento de energia é
dispersivo, ou seja, nao é acompanhado pela absorgao/emissao de fétons.

Para finalizar, notemos que se o limite 1.33 é satisfeito, entdo podemos trabalhar com o Hamil-
toniano efetivo

hw, hg?

5 75T A <(aTa + 1) le)(e| — aTa|g>(g|) , (1.34)

pois ele possui os autoestados e energias obtidos no limite dispersivo.

disp __
HJC’ -

1.3.3.1 Dindmica com Campo Coerente

Uma rapida observacdo do Hamiltoniano 1.34 nos permite reescrevé-lo como

hw hg? t hg?
— ——alac, — —

2 A N
o que evidencia o fato de H ;" ser diagonal na base {|e,n),|g,n)}. Com isso, o cilculo da evolucao
temporal do atomo 1nterag1ndo com um campo coerente se torna trivial. Considerando o atomo

inicialmente no estado excitado e o campo no estado coerente |«), a evolugao do sistema apds um
tempo t é

dzsp
HJ

e)(el, (1.35)

dzsp

oo
i pydisp a2 a
e~ tH G t/h’e’a> — ¢ || § : e it(wntwa/2—g%(n+1)/A) ‘e Tl>

n!
n=0
N e—iHﬁiépt/h|e’ ) = e itwa/2-97 /D) | mitlw—g"/R) ) (1.36)
Analogamente,
e—iHjicfpt/h‘g7a> _ eiwat/2‘g et wtg?/A) > (137)

Dessas expressoes, confirmamos que a interacao dispersiva nao altera o nimero médio de fétons do
_ 2 . , Al -
campo (\e iwtg™/B) |2 = |a ) ou seja, como o campo estd longe da ressonancia ele nao induz a

emissdo/absor¢ao atomica e, portanto, nao hé troca de energia nesse processo.

1.4 Introducao ao Emaranhamento

“All our former experience with application of quantum theory seems to say:

what is predicted by quantum formalism must occur in laboratory.

But the essence of quantum formalism - entanglement, recognized by Einstein,
Podolsky, Rosen and Schrédinger - waited over 70 years to enter to laboratories

as a new resource as real as energy.”

Ryszard Horodecki, Pawel Horodecki, Michal Horodecki and Karol Horodecki, [25].

5Traducio para energy shift.
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1.4.1 Definicao

O estudo do emaranhamento e suas aplicag0es, como na criptografia, computacao e teletrans-
porte quantico, tém recebido grande atengao de muitos fisicos de todo o mundo durante os iltimos
anos. Todo este destaque se deve, em particular, a resultados de pesquisas que utilizam-se dele
como ferramenta essencial para a realizacao de tarefas impossiveis classicamente.

Mas o que é emaranhamento? Basicamente, podemos definir emaranhamento de duas maneiras.
A primeira, mais objetiva e matemadtica, é dizer que ele é uma caracteristica (ou propriedade) da
Mecanica Quéantica que nao tem analogo classico e, entao, mostrar o que sao estados emaranhados
ou, ainda mais, o que sao estados nao-emaranhados (veja por exemplo, [25-28]). Outra abordagem
que também pode ser feita é descrever o emaranhamento como correlagbes quanticas que podem
ocorrer em estados quanticos constituidos por mais de uma parte (estados bipartites, tripartites ou
multipartite em geral). Naturalmente, isto nos leva a questao: O que sao correlagoes quanticas? E
o que as diferencia das correlacoes classicas? A resposta surge no contexto da informacao quantica
via Local Operations and Classical Communication (LOCC) - Operagoes Locais e Comunicagoes
Cléassicas. O que se faz é definir as correlacoes cldssicas e dizer que as correlagdoes quanticas sao
aquelas que nado podem ser simuladas classicamente, ou seja, através de LOCC. As correlagoes
classicas, por sua vez, sao definidas como aquelas que podem ser geradas por LOCC. Logo, conclui-
se que o emaranhamento pode ser definido como as correlagoes que nao podem ser criadas através de
LOCC apenas [25, 29]. Dessa definigdo segue uma importante conclusao sobre o emaranhamento,
a de que este nao pode crescer sob operacoes do tipo LOCC, sendo esta um dos postulados que
deve ser satisfeito por qualquer medida de emaranhamento.

Dando continuidade & tentativa de se definir emaranhamento, apresentamos o que sio esta-
dos emaranhados e nao-emaranhados. Devemos dizer que mesmo a resposta desta pergunta nao
é geral e de facil implementacao. Para o caso de sistemas bipartites (sistemas compostos de dois
subsistemas), que é a situagao de interesse deste trabalho, existem condi¢oes necessérias e sufici-
entes. Se, além disso, consideramos estados puros, podemos encontrar os estados emaranhados e
nao-emaranhados através do trago parcial sobre as varidveis de um dos subsistemas. Se um estado
é emaranhado, o estado remanescente apdés o cédlculo do traco parcial, serd necessariamente uma
mistura estatistica. Por outro lado, se um estado nao é emaranhado, entdo o estado reduzido serd
puro. Desta forma, faz sentido associarmos o grau de emaranhamento do sistema bipartite com
0 quao misto o seu estado reduzido é. A partir desta interpretacio, define-se a entropia de von
Neumann como uma medida de emaranhamento de estados puros para sistemas bipartites. Para
estados mistos, entretanto, esta tarefa se complica bastante. Diversas medidas de emaranhamento
ja foram propostas, mas elas, geralmente, nao resultam no mesmo ordenamento dos estados em
relacdo & quantidade de emaranhamento, o que é um dos pontos que dificulta bastante o estudo
de estados emaranhados mistos - veja [25, 27-29] para uma boa revisao do assunto. Além dessas
duas situacoes, podemos ainda pensar em sistemas compostos de muitas partes. Porém, aqui vamos
nos restringir a dizer que o estudo do emaranhamento em sistemas multipartites é extremamente
complicado e mesmo os trabalhos mais atuais nao apresentam métodos operacionais de trata-lo.
Neste trabalho estudamos exclusivamente o emaranhamento bipartite e, portanto, o termo bipartite
apenas sera utilizado nos casos em que a sua omissao poderd gerar duvidas.

Apesar da definicao de estados puros emaranhados ja ter sido apresentada, precisamos de uma
definigdo mais ampla e que também abranja os estados mistos. Perceba que isto se faz necessario
se quisermos estudar o emaranhamento atomo-campo quando o campo esta preparado num estado
térmico, por exemplo. Felizmente, existe uma definicdo bastante geral de estados emaranhados
para um sistema composto de NN subsistemas. Como temos interesse apenas no caso de dois
subsistemas, apresentamos a definigao simplificada e especifica para sistemas bipartites (composto
dos subsistemas A e B):

Um estado misto é emaranhado quando ele nao pode ser escrito como um estado
separado, ou seja, como uma soma de estados produtos,



TEORIA ELEMENTAR 15

p=> piP's ®plz, (1.38)
i
na qual p; € a distribuicao de probabilidade e satisfaz ) ; p; = 1. Analogamente, podemos
dizer que p representa um sistema nao emaranhado se, e somente se, ele pode ser
escrito na forma de 1.38.

1.4.2 Medidas de Emaranhamento

O estudo das medidas de emaranhamento por si sé é uma vasta area de pesquisa que detém
boa parte dos esforgos da comunidade cientifica especializada. Nesta secao apresentamos uma
breve discussao das medidas escolhidas para descrever o emaranhamento produzido pela interacao
atomo-campo.

1.4.2.1 Postulados

Antes de passarmos as medidas, apresentamos os postulados que toda boa medida de emara-
nhamento deve satisfazer. Algumas delas, como o emaranhamento destildvel e o custo de emara-
nhamento [25], sdo construidas com o objetivo de descrever o emaranhamento em termos de tarefas
de otimizacao de protocolos que utilizam estados quanticos. Por outro lado, pode-se realizar uma
abordagem axiomaética; de forma que qualquer funcao do estado quantico possa ser uma medida
do emaranhamento deste, desde que satisfaga certos postulados. Um resultado bastante geral e
interessante é que qualquer dessas medidas de emaranhamento (F) que satisfaga esses postulados é
limitada inferiormente pelo emaranhamento destildvel (Ep) e superiormente pelo emaranhamento
de formagao (EoF) [30], ou seja,

Ep < E < EoF.

Os postulados que uma medida de emaranhamento deve satisfazer foram inicialmente divididos em
trés grupos [30]. Porém, apds sete anos de pesquisa houve uma pequena reclassificacao [25], mas
que nao alterou o contetido principal deles. Apresentamos abaixo, de forma simplificada, a versao
mais atual:

Postulados necessarios

1. Monotonicidade sob LOCC: O emaranhamento nao pode crescer sob operacoes locais e co-
municacao classica [31].

2. O emaranhamento é nulo para estados separaveis: Do fato de que todo estado separavel
pode ser transformado em qualquer outro estado separdvel por LOCC [32], segue que se uma
medida F satisfaz o postulado anterior, entao ela é constante para estados separaveis. Além
disso, ¥ deve ser minima, ja que qualquer estado separdvel pode ser obtido por LOCC de
qualquer outro estado. Por conveniéncia, escolhe-se essa constate igual a zero. Perceba que
esses dois postulados impoem a nao-negatividade de E.

Outros postulados possiveis

Estes sao postulados que, apesar de nao serem estritamente necessarios, sao bastante 1teis e naturais
em certos contextos.

3. Normalizagao: E(¢]'*") = logy(d), na qual ™" é o estado maximamente emaranhado e d é

a dimensao do espago de Hilbert do subsistema de menor dimensao. Note que para o caso de
dois qubits (sistema 2x2) temos E(15*") = 1 e para sistemas de varidveis continuas podemos
ter E (¢ ) — oo.

d—oo
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4. Continuidade assintética: Se p, e 0, sdo estados de um espaco de Hilbert de dimensao d,,
entao [30, 32]

‘E(pn) - E(Un)’
— 0 = 0.

Um exemplo da importancia da continuidade assintética é que junto com a normalizacao e
a propriedade de adicao ela determina uma medida tnica de emaranhamento para estados
puros (veja em [25]).

5. Convexidade: Esse era considerado [30] um postulado fundamental para a formulacdo ma-
tematica da monotonicidade; entretanto, passou-se a considerar a convexidade apenas como
uma propriedade matemética conveniente [25]. A maioria das medidas conhecidas sdo con-
vexas, por exemplo: entropia de emaranhamento, emaranhamento de formacao, robustez de
emaranhamento e negatividade.

Para finalizar, é interessante dizer que toda medida que satisfaz o postulado da monotonicidade é
invariante por operagoes locais unitdrias: E(p) = E(U1 ®. .. UNpU;r ... UJJ{,)7 j& que essas sao um
caso particular de LOCC e sao reversiveis. Em particular, primeiramente costuma-se verificar se
esta condicao é satisfeita, quando se propoe uma nova medida de emaranhamento, especialmente
nos casos nos quais ¢ dificil provar a monotonicidade.

1.4.2.2 Entropia de von Neumann (ou Entropia de Emaranhamento)

A entropia de von Neumann (do sistema reduzido) é uma das inicas medidas de emaranhamento
que tem justificativa fisica [33] e simples implementacdo ao mesmo tempo. Entretanto, ela sé é
aplicavel ao caso de estados puros. Se p = |¢)(3| é a matriz densidade do sistema em questao, o
emaranhamento deste estado, dado pela entropia de von Neumann, é

Eyn(p) = =Tr[palogy(pa)l = —=Tr[pslogy(ps)]; (1.39)

sendo pa = Trplp| e pp = Tralp] as matrizes densidade reduzidas do sistema composto de A e B.

Desta definicio, segue claramente que os estados do tipo |[¥F) = 1/4/2(|10) + |01)), conhecidos
como estados de Bell, tétm emaranhamento igual a 1, justificando o termo estados maximamente
emaranhados. Por outro lado, os estados que podem ser escritos como [1)) = |¢)a ® |() B, estados
produtos (ou separaveis), tém emaranhamento igual a zero. Vale salientar, que apesar da entropia
de von Neumann ser uma medida de emaranhamento para estados puros bipartites, o nimero
de dimensoes de cada subsistema nao é limitado, podendo tender a infinito no caso de varidveis
continuas. Para explicitar isto, podemos aplicar a conhecida decomposi¢ao de Schmidt a um estado

) [28]:

N
lv) = Z Vil alGi) B,

sendo que N é o minimo entre as dimensoes dos subsistemas A e B e /p; sdo os coeficientes de
Schmidt, que satisfazem ), p; = 1. Nesse caso, o emaranhamento é dado por

N
Eun(p) = = pilogy pi;
7

perceba que nao hé restricao sobre o nimero de dimensoes V.
Por fim, é interessante dizer que a entropia de von Neumann serve de “referéncia” para outras
medidas de emaranhamento, no sentido de que estas se reduzem aquela quando sao aplicadas a

estados puros’.

" Na realidade, uma medida de emaranhamento que nio se reduz a entropia de von Neumann no caso puro é
chamada de entanglement monotone.
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1.4.2.3 Emaranhamento de Formagao/Concurrence

O numero minimo de singletos necessdrios para produzir um conjunto de pares de particulas
descritas pelo estado p, usando-se apenas LOCC. Esta é a interpretacao fisica do emaranhamento
de formacao, FoF, dada por Bennett et al. [31]. Formalmente, define-se esta medida como

EoF (p) = min 3 piS([14)), (1.40)

na qual p = > pilvi) (Wi e S(|vi)) = Eun(|v)(¢i]) é a entropia de von Neumann do sistema
reduzido, calculada a partir de 1.39. Infelizmente, como é comum em defini¢oes de medidas de
emaranhamento para estados mistos, temos que lidar com um problema de minimizacao, que pode
ser suficientemente complicado a ponto de inviabilizar o calculo do FoF'. Perceba que, a partir
desta definigao, é necessario que se encontre a decomposi¢ao de p em estados puros que minimize
a quantidade ), p;S(|1;)) - vale lembrar que em alguns casos existem infinitas decomposigoes da
matriz densidade.

Felizmente, Wootters [26] simplificou extremamente o célculo do EoF' para qualquer tipo de
estado de sistemas de dimensao 2, ou seja, sistemas compostos de duas partes 2x2 (ou de dois
qubits®). Antes de apresentarmos a férmula obtida por Wootters, vamos introduzir algumas gran-
dezas que serao utilizadas posteriormente. A primeira delas é a transformacao de spin-flip, aplicavel
a estados de nimero arbitrario de qubits. Para um estado puro de um unico qubit, o spin-flip é
definido por

[9) = oylv*),

—1
0 > , a mesma

base em que [¢) foi escrito. E interessante observar que a operacao de conjugacao complexa,
muitas vezes denotada por um operador anti-unitario K, seguida da aplicacao da matriz de Pauli
oy é a defini¢do padrao da operacao de reversao temporal para particulas de spin 1/2 [34]. Para
realizar o spin-flip em n qubits, devemos aplicar esta transformacao em cada qubit separadamente.
Considerando dois qubits, esta transformacao pode ser escrita como

sendo [¢*) o complexo conjugado de |¢) e o, a conhecida matriz de Pauli ( ?

p=(oy@0y)p*(oy @ay). (1.41)
A Concurrence do estado p é definida como

C(p) = max{0,\1 — A2 — A3 — Mg}, (1.42)

na qual os \;’s sao as raizes quadradas dos autovalores da matriz nao-hermitiana R = pp, em ordem
decrescente. A seguir, definimos duas funcdes essenciais para o cdlculo do EoF':

e(c) = h (Hi ”21_62> , (1.43)
h(z) = —zloggx — (1 —x)logy(1l —z). (1.44)

Com isso, Wootters [26] prova que o emaranhamento de formacgao, definido em 1.40, de um
estado qualquer de dois qubits é dado por
EoF(p) = £(C(p)). (1.45)

Dai, vé-se que o EoF'(p) e a Concurrence C(p) estdo monotonicamente relacionados, o que explica
porque alguns autores utilizam a Concurrence para caraterizar o emaranhamento. Entretanto, é

8Qubit é utilizado para designar qualquer tipo de sistema de duas dimensdes, como, por exemplo, o spin 1/2 ou
um atomo de dois niveis.
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interessante enfatizar que a Concurrence tem significado devido a sua relagdo com o emaranhamento
de formacao e que o contrario nao é verdadeiro. Para sistemas de dimensao superior a 2, por
exemplo, esta conexdo entre as duas quantidades ndo é mais véalida e, de fato, nem existe uma
defini¢ao tnica para a Concurrence [29]. Desta forma, apenas o emaranhamento de formacao é
uma medida de emaranhamento e deve ser preferido inclusive em sistemas de dois qubits.

1.4.2.4 Negatividade e Negatividade Logaritmica

Estas duas grandezas, Negatividade e Negatividade Logaritmica, utilizadas para quantificar
emaranhamento tém a sua definigdo baseada no resultado apresentado por A. Peres em 1996 [35].
Esse resultado é baseado na matriz obtida pela transposicdo parcial da matriz densidade, p’5,
definida por

p = S bl @ ) wl,

> 0 = i)l @ ) (ul, (1.46)

sendo que os caracteres latinos correspondem ao subsistema A e os gregos ao B. Em [35] demonstrou-
se que sempre que p!B contiver autovalores negativos, entdo p é um estado emaranhado. Vale dizer
que o espectro de autovalores da matriz parcialmente transposta independe da escolha de base e se a
transposicao parcial é feita em relagio ao subsistema A ou B. A Negatividade é um “entanglement
monotone” [36] (veja a nota de rodapé 7) que quantifica a negatividade no espectro da transposigao
parcial de p. A sua defini¢ao usual é [29, 36]

o) 1
N(p) = 1 —,

na qual |[M| = TrvV/MTM. E interessante notar que quando M é Hermitiano entdo ||M|| corres-
ponde & soma do médulo dos autovalores de M. Outra forma bastante utilizada [37] da negatividade
é obtida quando escrevemos-a em funcao apenas dos autovalores negativos e, nesse caso, 0 emara-
nhamento, normalizado entre zero e um, é dado por E = —23". \;", na qual A s@o os autovalores
negativos de p’B.

A Negatividade Logaritmica, definida por

(1.47)

En(p) = log, 0™ I, (1.48)

é um outro “entanglement monotone” utilizado para detectar os autovalores negativos da trans-
posicao parcial de p. Por construgao, ela é uma medida aditiva, o que nao acontece com a Negativi-
dade. Além disso, ela pode ser interpretada como um limite superior do emaranhamento destildvel,
veja [25, 28, 29] para mais detalhes.
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2 O Modelo Raman Quase-Degenerado

Em 1986, Peter L. Knight [4] apresentou um modelo simples de interagdo dtomo-campo que
permite, por exemplo, o calculo analitico de expressoes exatas para a inversao atémica e a entropia
do campo [38]. Esse modelo, que passaremos a chamar de “modelo Raman degenerado”, baseia-se
na interagdo de um modo do campo quantizado com um &tomo de trés niveis (|g1), |g2) e |e))
degenerado, de forma que E. > Fy = E; (figura 2.2). Fizemos questao de destacar o fato de
que apenas um modo do campo interage com o atomo para deixar claro que “o mesmo foton” é
responsavel pela transicao |g1) < |e) e também pela transigdo |e) < |g2). O estudo detalhado
desse modelo é apresentado na secao 2.4. Além dessas caracteristicas interessantes, que privilegiam
a interpretacao fisica em relacao a cdlculos e dificuldades matematicas, esse modelo foi aplicado
a diversos esquemas, dentre eles: geragao de estados nao-locais do campo [39], estados atomicos
maximamente emaranhados [40] e de estados coerentes emaranhados [41, 42], teletransporte de
estados atomicos [43], processamento de informacdo quéntica e geragdo de portas logicas [44].
Outro trabalho interessante é a proposta para implementacao fisica desse modelo no contexto de
fons aprisionados [45]. Nesse caso, os operadores de criagao e destruigao bosonicos atuam sobre as
excitacoes do movimento do centro de massa e os operadores de transicao sobre os niveis internos
de energia do fon.

Inspirado neste modelo, propomos neste capitulo um novo modelo para a interacao de um atomo
de trés niveis com um modo do campo quantizado. Nesse modelo, os dois niveis inferiores possuem
energias muito préximas (figura 2.1), mas diferentes - o que justifica o termo “quase-degenerado”.
Acreditamos que esse seja um modelo mais realistico porque permite que um mesmo féton satisfaca
tanto as regras de selegdo da transicdo |g1) < |e) quanto aquelas da transigao |e) < |g2).

l91)

Figura 2.1: Configuragao atomica do modelo Raman quase-degenerado. A diferenga de energia entre
os dois niveis inferiores ¢ definida por hd = E,, — Ey,, g1 e g2 sao as constantes de acoplamento das
respectivas transi¢oes e a dessintonia entre a freqiiéncia do campo (w) e as freqiiéncias de transicao
atomica é hA = E, — B, — hw.

2.1 Deducao do Hamiltoniano efetivo

Com base no modelo de JC, podemos escrever o Hamiltoniano que descreve a interacao entre
um dtomo, cuja configuragao de niveis estd ilustrada na figura 2.1, e um modo do campo quantizado
(de freqiiéncia w). Assim, consideramos, para cada transicao, |g1) < |e) e |e) < |g2)!, um termo

! Assim como no capitulo anterior associamos os vetores de estado & vetores no plano Cartesiano, agora podemos
associar a cada um deleso um vetor no espago de trés dimensoes. Explicitamente, podemos assumir que |e) = (1,0, 0),
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de interacdo que aparece no Hamiltoniano de JC (equacao 1.26):

H = H(]—l-Hl,
Ho = hwala+ Bolo){or] + Eylgo) ool + Eeleel, (21)
Hy = hgi(ale)(gi] + allg1){e]) + hga(ale)(ga| + al[ga)le)).

Nessas equacgoes, Hy representa a energia do sistema livre e H; contém os termos de interacao do
tipo JC.

No modelo, assumimos que as constantes de acoplamento tém a mesma ordem de grandeza, g; ~
g2 ~ g, pois isso garantird que podemos obter um Hamiltoniano efetivo até primeira ordem em g/A
para as duas transi¢oes. O método que empregamos consiste em aplicar uma transformagao unitaria
ao Hamiltoniano 2.1, expandi-la em poténcias de g/A e considerar termos até primeira ordem
neste parametro adimensional, como foi feito nas referéncias [46-48]. Dessa forma, chegaremos a
um Hamiltoniano efetivo vélido no limite dispersivo g/A < 1. Além disso, como consideramos
um atomo quase-degenerado, hd um detalhe a mais. Também devemos supor que /A < 1,
pois precisamos garantir que A — § tenha a mesma ordem de grandeza de A para que todos os
termos negligenciados na expansao do Hamiltoniano efetivo (equacao 2.4) sejam realmente de ordem
superior.

Definindo o operador S como (perceba que S é anti-Hermitiano, ou seja, ST = —8)

= L (ale)(g1] ~ allgr)el) + 2 (ale){ga| — allga) (), (2.2)
temos a transformacao unitaria que nos leva ao Hamiltoniano efetivo:
H/ = GSHE_S. (23)

A expansao de H' em poténcias de g/A é obtida através da aplicagdo do resultado do teorema
A.1 a essa transformagao unitaria. Para calcular os termos de interesse na expansao de 2.3 sao
necessarios os seguintes comutadores (com Hy e H; definidos em 2.1)

HY =[S, Hol = ~hgy (aledg1] + a'lgr)(el) — hga (ale) (g2] + allga)e) )
2 2
1 _ — t g9, 9% |\ _
H,” =[S, Hi] =2haa|e)e] <A + A—5>

o
~nata (28101} on]+ 252 o)l + (B2 L2l o]+ b)) )
Y = (5.0 =
Logo, a equagdo A.1 nos permite escrever que

HIZGSH H0+H1+H(1)+H£) H(z)

e, substituindo as expressoes anteriores,

2 2
= Hoh (A i 5> aalle) el - (2.4)
2 2
e ( Do)l + 525 ) onl + 55 2228~ ) (aahlon] + o) o)) +© (L5

Portanto, o Hamiltoniano efetivo nos limites dispersivo (g/A < 1) e quase-degenerado (0/A < 1)
é

|91> = (07 170) € |92> = (0707 1)'
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Hepp = Hipp+ Higy,

2 2
Heoff = Jwa'a+ [Egl - h%(ﬂa] l91) (91| + [Egz - hAgi 5aTa lg2) (921,

HYp = hidla(lg2)(o1] + |o1){g2)) (2.5)

sendo que nessa expressao eliminamos o termo proporcional a |e)(e| porque ele claramente é uma
“constante do movimento”, ja que [|e)(e|, Herf] = 0, e ndo consideraremos nenhuma situagao na
qual o atomo esteja inicialmente populado no estado excitado. Perceba também que a constante
de acoplamento efetiva é dada por
(2A —9)
A=— —-— 2.6

NN A 0) (2.6)
E interessante notar que se considerarmos constantes de acoplamento idénticas (91 = g2) e o dtomo
completamente degenerado (0 = 0), esse Hamiltoniano efetivo se reduz ao introduzido por Knight
[4] para o modelo Raman degenerado (equacao 2.31).

2.1.1 Aplicagao do limite 6/A < 1

Apesar do Hamiltoniano efetivo apresentado na equacao 2.5 ser védlido apenas nos limites dis-
persivo e quase-degenerado, ele ainda contém termos de ordem superior no parametro adimensional
e = 0/A. Explicitamente, observa-se isso ao nos recordarmos da soma geométrica

1 1[ 1] 1 ) e
A——cS_Z[l—J _A[1+5—|—5 +...]_An§::oe. (2.7)

Além disso, embora o Hamiltoniano 2.5 descreva a transicao efetiva entre os dois niveis funda-
mentais, queremos um Hamiltoniano efetivo cujos autovalores sejam proporcionais ao nimero de
fétons do estado de Fock do campo quantizado. Isso se faz necessario para que a evolucao gerada
por tal Hamiltoniano seja completamente andloga aquela obtida no caso de um atomo degenerado
(Eq, = Ey,). Assim, poderemos explorar a simplicidade do célculo da evolucao temporal desse
modelo. Como serd mostrado a seguir (veja a se¢ao 2.2), pode-se obter esse Hamiltoniano desejado
a partir dos termos de H.y; que sao lineares em e.
Assim sendo, o “Hamiltoniano efetivo desejado”, denotado por H, é definido por

Hepp =M+ O(2).
Aplicando 2.7 a 2.5, ‘H fica dado por

H = H'+H,
2 2
H' = hwala+ |:Eg1 - ﬁ%d*d] l91) (91| + [Egl +hAe - ﬁ% (1+<)alal |g2)(gal,
H' = hhala(lg2) o] + |o1)(ga]) (2.8)

com 9192
A = —T92 94 oy
! oA (21
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2.2 Diagonalizacao de 'H

Na equacao 2.8, consideramos H até primeira ordem em ¢ e, portanto, para manter a coeréncia
dos calculos, também devemos calcular as suas energias e autoestados apenas com corregoes lineares
em £. O desenvolvimento do formalismo da teoria de perturbacgao estaciondria em primeira ordem
do parametro perturbativo estd feito no apéndice B e a seguir aplicamos os resultados obtidos para
o Hamiltoniano H, cujo parametro perturbativo é a razao /A = e.

Inicialmente, devemos diagonalizar o Hamiltoniano do caso nao perturbado, obtido quando
fazemos € = 0 em 2.8

2 2
g g 9192
Ho = hwata + By — Lafal o) an| + | B~ n%2ata) g} ool ~ 220t (00) o + lan) o)
Percebendo que os operadores de campo que aparecem neste Hamiltoniano ja sao diagonais na base
de Fock, podemos restringir a diagonalizacao de Hy a um espaco de Hilbert de duas dimensoes, que
tem como possivel base {|g1,n), |g2,n)}. Escrevendo o Hamiltoniano explicitamente nessa base

hwn + Eg, — hgin/A —hgi1gan/A
Holn) = n) ® . (2.9
—hgi1gan/A hwn + Eg, — hgan/A

A diagonalizagdo dessa matriz 2x2 é trivial e resulta nos seguintes autovalores

Ef)n = hwn+ Egy,
hn
EC), = hon+ By — 7 (g1 +93). (2.10)
Com isso,
hn hn
BY), - B, = T (6 +93) = ot (1477, (2.11)

na qual definimos v = g2/g1. Os autovetores também podem ser obtidos facilmente e, apés a devida
normalizacao, sao dados por

1

v}, n) = ﬁ (—=7lg1) + 1g2)) ® In),
= (o + loab) 1o, (212)

Agora partimos para o calculo das primeiras correcoes das energias de H, que sdo dadas por
Eg) = <v$),n\H1]v$),n>, de acordo com B.4. Reescrevendo a equacao 2.8 como H = Hy + eHj,
vemos que a parte do Hamiltoniano de perturbacao é dada por

hg192

oA a'a(|g2)(g1| + 1g1)(g2]) -

2
= (18 = 152aa) ool -

A partir disso, calcula-se que

hA

1+42’
2

m - _hain g
EY = 2 (hA A (1+7)>, (2.13)
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0 que nos leva as energias de H em primeira ordem em &:

1
¢ A 2 2
. gin 2 2 Y
8_—hwn+Eg1—T(1—|—7 +y 6)—1—71A€<1+72>. (2.15)

Para as corregoes dos autoestados utilizamos as equactes B.6 e B.7 e, conseqiientemente, faz-se
necessario o calculo dos elementos de matriz de transicao entre os autoestados \vf),m e ]v(_o),n>
nao perturbados. Utilizando as equagoes em 2.12 chegamos ao resultado

1++2  2A

Finalmente, com o auxilio das equagoes 2.11, 2.12 e 2.16, podemos escrever os autoestados de H
com correcao até primeira ordem no parametro ¢

(2.16)

2
Ol ) = | o~

1.0 W " 1 1
) = 62} + 600 m) = — T | (=Gl + (5 96 )l 217)
(]
1
lv_,n) = ]v(_0)7n> +§]v(_1)7n> = \/#—fy? [(; +’nda> lg1,n) + (1 — Cpe) \gg,n>] , (2.18)

sendo que definimos o coeficiente (n =1,2,3,...)

A* L (2.19)
ng?(1++2)% 2(1+7?) '

Cn

E importante esclarecer esse resultado nao é valido quando n = 0 (perceba que inclusive Cy nao é
definido). Isso acontece porque nesse caso Eio)n — E(_O)n = 0 e a teoria de perturbacao deixa de ser
aplicavel, logo, é necessario tratar esse caso separadamente. Entretanto, com o campo no estado de
véacuo o nosso modelo nao prevé transicao, ja que nao consideramos o atomo preparado no estado

excitado, e H deve ser diagonal na base {|0, 1), |0, g2)}, 0 que de fato se obtém
_ Eg, 0
o =e (G L) (2.20)

Assim, quando n = 0 nao hé correcao para os autoestados e as energias sao E, e Ey + hAe =
Eg, + ho = Eg4,, ou seja, quando nao ha fétons a energia do sistema ¢ a energia do estado atomico
populado, como era de se esperar.

2.3 Dinamica gerada pelo Hamiltoniano efetivo

A evolugao gerada pelo Hamiltoniano efetivo por ser facilmente obtida pela forma integral da
equacgao de Schrodinger,
() = e TR (0)),

ja que na secao anterior calculamos os autoestados e as energias de H. Disso segue diretamente
que (para n # 0)
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e_th/h]v+, n> — e_i&rt/h’i)_,_, n> — e—it[wgl +V]€_thn"U+, n>7
(2.21)
e_th/h|’U_,TL> _ e—ié‘,t/hh)_’ n> _ e—it[u}gl +’y21/]e—iwtneig%t(l—i-’yQ(1+€))n/A|,U_’n>’
nas quais definimos as freqiiéncias
Ey, Ae
Wg. = — (] UV = .
gj h 1 _|_,72
Se n = 0, as equagoes de evolugao se reduzem a (j = 1,2)
e‘mt/h|0,gj> = e_iw9it|0,gj>. (2.22)

Apesar das equacoes em 2.21, em principio, ja definirem a evolucdo do sistema para um tempo
t de interagao, temos interesse em obter expressoes fechadas para a evolucao do sistema quando a
cavidade é preparada num estado coerente, assim como é possivel no limite degenerado [44] (veja
a secao 2.4). Isso se faz conveniente especialmente no estudo da transferéncia de emaranhamento
atomo < campo (capitulo 3), no qual as cavidades sao inicialmente preparadas com um campo
coerente. Em razao disso, passamos a considerar a evolugao do sistema no limite

1 €

Fisicamente, esse limite se justifica quando assumimos que as duas transigoes, |g1) < |e) e |g2) <
le), tém a praticamente a mesma probabilidade de acontecer, ja que os dois niveis inferiores sao
quase-degenerados e estao longe da ressonancia com o campo. Essa dependéncia especifica em &,
contudo, se justifica pela simplicidade matematica que esse limite traz aos calculos seguintes. Para
nao perder a consisténcia devemos voltar em todas as expressdes que envolvem -~y e aplicar esse
limite, guardando apenas os termos lineares em . O coeficiente definido em 2.19, por exemplo, se

transforma em
1 [ A? e [(2A?
Ch=-(—7—-1 | = —1].
" 4<ng% >+8<ng% >

Outra expressao util de se explicitar é

i)

Com isso, fica simples de obter as novas expressoes para os autoestados de H

1 eA 1 eA
=——1(1- — (1 2.24
¢ 1 A 1 A
€ €
_ =— 14+ — —(1- 2.2
o) = 5 (14 o)+ = (1 23 ) b, (235)
sendo que definimos A\g = g% /A, e para as energias
A
£ = hwn + By + % (2.26)
© hA hg?
E_=hwn+ Ey + Te - % (2.27)

No capitulo 3 investigamos a transferéncia de emaranhamento entre atomos e campos quando estes
estdo preparados no estado coerente. Por causa disso, escolhemos como exemplo o cédlculo da
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evolugao do sistema com as condicoes iniciais de campo coerente, de amplitude o Real, e dtomo
nos estados |g1) e |g2):

00 n
e"Ht/h|a,gl> _ e‘0‘2/2e_’m/h|0,g1> + Z e_a2/2\/—_'e_z7'lt/ﬁ|n,g1> =
n.

n=1

_a2/2 —iwglt’() 91> +
e }/2 an Ae —iwyt Ae —iw_t
—i—Z [— <1—4n)\0>e + \n,v+>+<l+4n)\0>e ]n,v_ﬁ.

Substituindo as expressoes 2.24 e 2.25 e guardando apenas termos de primeira ordem em &, chegamos
a

e—th/h’a7g1> 022wt (1 _ e—z’Aat/2> 10, g1) +
g2 i) o) + ) = 52 (le) = e )] <o) 1) 1) .
sendo que definimos o estado do campo?
oo L on
[Xa) = Nya g e i) (2:28)
e as amplitudes coerentes o/ = e22'a/, o/ = e . A fim de simplificar a notacdo, definimos

ainda os seguintes estados do campo

ja—) = N (lo') =1a")),
) = Na, (|) +a")), (2.29)
1 2 ; Aeg 1 1
+ _ —a?/2 [ tilet/2
= N —1 — 1
) = N gl + e (o )07 5 () = 7= hen) |
2 —1/2

cujos fatores de normalizacao sao dados por N, = {2 4 2" (COSRAot)=1) g (a2sen(2)\0t))] e

, . ~1/2
Ne = [e_o‘z (eidet/2 — 1)2 +2e7 (eFidet/2 — 1) 4 Nojf/él} . Antes de escrever o resultado

final, informamos ao leitor que o calculo para a condicao inicial |« g2) é completamente anélogo e
pode-se utilizar as mesmas defini¢cGes. Substituindo essas defini¢Ges, chegamos nas expressoes para
o estado do sistema ap0s a interagao

e_th/h|aa gl> - —|£a ; gl>
5

e MM go) = N—\§;792>
o

L os )
a_
2N(17 y 92

1
N o la—.g1), (2.30)

nas quais desprezamos a fase global e~ Uwo A/t e nido altera as propriedades fisicas do estado.
Perceba a analogia dessas expressoes com aquelas obtidas no limite degenerado (equacao 2.33).

20 fator de normalizacdo desse estado é dado pela soma

o0
Z _a2 1 o?
NXOL = e _2_7
n2 n!

n=1

que nao possui forma fechada, mas pode ser calculada numericamente quando necessario.
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Figura 2.2: Configuragao atomica do modelo Raman degenerado.

2.4 Limite degenerado

Observando o Hamiltoniano efetivo 2.5, que obtivemos através de uma transformacao unitaria
do Hamiltoniano original 2.1 no limite dispersivo g/A < 1; concluimos, como era de se esperar,
que o modelo Raman degenerado proposto por Knight [4, 38] é um caso limite do nosso modelo.
Para observar isso explicitamente, basta aplicar o limite § = 0 e a simplificagdo g1 = g2 = g no
Hamiltoniano efetivo 2.5 e recuperamos o Hamiltoniano do modelo Raman degenerado

Hde!] = ngg + Héegv
ngg = hwala + [Egl + h)\aTa} lg1){g1| + [Egl + hAaTa] lg2){(g2],
Hj, = hiata(lg2) (g1 + |g1)(gal), (2.31)

com a constante de acoplamento efetiva A = —g?/A.

A dinamica gerada por esse Hamiltoniano tem algumas conseqiiéncias interessantes que passa-
mos a investigar a seguir. A diagonalizacao de H g, ¢ trivial quando passamos para a representagao
de interacao

0 17 _ _ 4HS t/hyp1  —iHO t/h _ prl
[Hdedeeg] =0 = Hldeg = de Hdege deg - Hdeg?

e notamos que

+) = % (Ig1) £1g2)) = lg2){oa] +lg1){g2| = [+){+] = [=){~.
Logo,
Hy,, = haala (|4)(+] = |=)(=]). (2.32)

A primeira caracteristica a se notar é a simplicidade da evolugao quando escolhemos um campo
coerente

i 1 . . . .
e szdegt/ﬁ‘a7gl> _ 5 [\91> (]e_l)‘ta> + ’ezAta>) + ’g2> (‘e—zAta> - ‘ez)\ta>)}
i 1 . . . .
e ZHIdegt/h|Oé,92> _ 5 [|92> <|e—z)\ta> + |ez>\ta>) + |91> (|e—z>\ta> _ |eZ)‘toz>)} ] (2‘33)
A inversao atomica, (o), é uma grandeza que pode ser calculada analiticamente nesse modelo,

tanto para o campo no estado de Fock, estado coerente ou estado térmico [4]. Para o primeiro caso,
o mais simples deles, vemos que quando o atomo esta no estado |g1)

e_iHIdegt/h]n,gﬁ = (e_m)‘t\n, +) + ei”’\tln, —>) = |n, g1)cos(nAt) — i|n, g2)sen(nAt)

Sl
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= {oe)n = [WO)]g1) P~ [(@(®)lg2)]” = cos(2nt). (2.34)

O célculo para os outros casos é andlogo e apenas precisamos considerar a distribuicdo de pro-
babilidade do numero de fétons correspondente. Para o caso coerente temos a distribuicao de
Poisson

|Oz|2" e
pal(n) = i el

e para o campo térmico a temperatura 71" a distribuicao de Bose-Einstein

(n)7

com

_ 1
()T = oholkpT _ 1"

Disso vem que

(000 = 3 pa(n){o2)n = e 23 M0 co5 ((n)sen(2t)) (2.35)
n=0

na qual (n) = |a|?, e

B 1+ 2(n)psen?(\t)
1+ 4{n)p({n)p + 1)senZ(\t)

[ee]
(UZ>T = ZPBE(H) <Uz>n (236)
n=0
FEssas expressoes nos mostram que a interagao com o campo coerente causa o ressurgimento perfeito
. . . . 2 .
das oscilagoes de Rabi a cada intervalo Atg = 7/\, quando o termo exponencial e 2(n)SeN"(Xt) a5
a um. Além disso, para tempos curtos (0,), =~ cos(2(n)At), o que nos diz que nesse regime a

freqiiéncia de Rabi é aproximadamente 2(n)\ e o tempo de colapso, devido ao envelope Gaussiano,
depende do nimero médio de fétons t. = 1/A\/2(n)
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3 Transferéncia de Emaranhamento
Atomo <~ Campo

Desde os primeiros trabalhos sobre informagao quéantica [50-53], os qubits, implementados por
um spin 1/2, um atomo de dois niveis, na polarizagdo de fétons ou num circuito supercondutor,
entre outros sistemas fisicos de dois niveis, sao utilizados como o meio fisico ideal para a realizacao
das tarefas previstas nos protocolos. A simplicidade matematica de sistemas bidimensionais e a
clara interpretacao fisica da maioria dos processos fez com que os qubits fossem amplamente utili-
zados nos trabalhos de informagao quantica. Contribui para isso também o fato do emaranhamento
bipartite de sistemas discretos de dimensao finita ser bem estabelecido e a existéncia de medidas que
quantificam-no de maneira satisfatéria (veja a segao 1.4 e as referéncias citadas 14). Por outro lado,
alguns sistemas de varidveis continuas, como o oscilador harmonico e o campo eletromagnético, que
sdo definidos num espaco de Hilbert de dimensao infinita, tém atraido atencéo tanto pelo desen-
volvimento de técnicas experimentais (veja, por exemplo, as novas cavidades Opticas [54, 55] que
podem armazenar um féton por um tempo da ordem de 130 ms) quanto pelos desenvolvimentos
tedricos que se utilizam dessa interface entre qubits e sistemas de varidveis continuas. Alguns exem-
plos disso sao trabalhos sobre como emaranhar qubits utilizando campos Gaussianos emaranhados
[56-59] (em geral sao utilizados estados comprimidos) e sobre a transferéncia de emaranhamento
entre qubits e campos coerentes [5, 21]. Em [5] também menciona-se a possibilidade de utilizar
sistemas de variaveis continuas como meméria de armazenamento de emaranhamento, o que ti-
raria proveito do fato desses sistemas poderem armazenar mais de um ebit de emaranhamento
[60], devido a dimensao infinita do espago de Hilbert associado. Conseqiientemente, é consenso
geral que um elemento chave para a arquitetura de redes de processamento de informagao quantica
[5, 58, 59, 61] consiste nessa interface entre sistemas de varidveis continuas e qubits. Veja também
[62] para um exemplo de um canal quantico baseado em sistemas de muitos corpos.

Inspirados por essas idéias, aplicamos o modelo de interagao dtomo-campo que desenvolvemos
no capitulo 2 ao estudo da transferéncia de emaranhamento entre qubits (dtomos) e um sistema
de varidveis continuas (campos coerentes). Os resultados obtidos foram publicados no trabalho [9].
Antes de apresentarmos esse estudo (segao 3.2) revisamos os resultados da referéncia [5] na préxima
secao.

3.1 Transferéncia de emaranhamento com o modelo Jaynes -
Cummings

Quando dois atomos, de dois niveis, maximamente emaranhados interagem com duas cavidades
(nao dissipativas) inicialmente preparadas no védcuo, podemos obter um estado de emaranhamento
méximo entre estas duas apés um determinado tempo de interacao ressonante [63]. Nesse caso,
entretanto, os campos nao se comportam como um sistema de variaveis continuas real e sim como
um qubit - j& que ele assume apenas os estados ortonormais [0) e |1). Mas, o que aconteceria se as
cavidades fossem preparadas com campos coerentes de amplitude nao nula? E possivel transferir
todo o emaranhamento atomico para esses campos coerentes? Seria possivel o processo inverso,
ou seja, emaranhar maximamente dois dtomo a partir dessas cavidades emaranhadas? KEssa é a
motivagao inicial da referéncia [5]. Os resultados obtidos por J. Lee et al. mostram que é possivel
depositar perfeitamente o emaranhamento atémico nos campos coerentes iniciais e, entao, transferi-
lo de volta para outro par de dtomos. Eles consideram o modelo de JC ressonante para descrever
a interagao atomo-campo (veja a secao 1.3) e o seguinte estado inicial para o sistema [15, 64]
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[¥(0)) = % (le)1lg)z + [g)1le)2) [e)ala)s, (3.1)

no qual as duas cavidades (a e b) estdo preparadas no estado coerente de amplitude « e os estados |e)
e |g) representam os estados excitado e fundamental do 4tomo, respectivamente. Por conveniéncia
matemaética, admitimos que o € R. Na notagdo que utilizamos o dtomo 1 (2) interagem com a
cavidade a (b). O célculo da evolucao desse sistema pode ser feito através do Hamiltoniano 1.26 ou
do operador evolucao 1.32, que nds reescrevemos aqui na base {|e);,|g):}

COS <
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/ ////,///, Addd /’/7
g 5 - " |

7 /

e 3 4 YT ///////
- { £7 0 ‘é 4 4

Figura 3.1: (a) Emaranhamento das cavidades em fun¢ao do tempo de interacdo At em unidades
de 7 e da amplitude o dos campos coerentes iniciais. (b) Probabilidade de detectar os dtomos no
estado fundamental apds deixarem as cavidades. “Reprinted figure with permission from J. Lee,
M. Paternostro, M. S. Kim and S. Bose, Phys. Rev. Lett., 96 080501 (2006). Copyright 2008 by
the American Physical Society.”

http://link.aps.org/abstract/PRL/v96/e080501

estado 3.2 seja uma superposicao de dois estados ortogonais de mesmo peso. Isso acontece quando
o overlap

—n2
ea

2

wl®) = (alUf, OV (Bla)] = S 3 Y2 en2pt /)
- 2 ~ an!
se anula. No limite a® > 1, a distribuicio Poissoniana pode ser substituida pela Gaussiana, de
e’a2a2" ~ 1 e—(n—a2)2/2a2
n!  V2ma? ’
buem para a soma, ou seja, aqueles com n préximo a a?, temos que /n = /a2 + (n —a?) ~

—a? . . N
o) <1 + %ﬁ—) Se, além disso, trocarmos a soma em n por uma integracio em x = (n —a?)/a e a

forma que Levando em conta os termos em vy que mais conti-

regiao de integragao for extendida para (—oo,c0), iremos reconhecer vg(t) como a transformada de
Fourier da funcao Gaussiana

vo(t) o <sen(2a)\t) + ;—;cos(2a)\t)> e N1/2,

Disso, vemos que esse overlap tende Gaussianamente a zero em funcao do tempo de interagao. Isso
mostra a transferéncia completa do emaranhamento para campos coerentes de grandes amplitudes?.
Além disso, na figura 3.1 (b) podemos observar que nesse mesmo limite a probabilidade de sucesso
na pos-selecao atomica tende a 1/4. Para vermos que os coeficientes do estado 3.2 terdo o mesmo
médulo, ou seja, (oz|U2T1 Usil|a) = <oz|U2T2 Uss|a), observemos o seguinte: sabendo que se admitirmos
a pés-selecao atomica no estado fundamental, o estado atémico |e) leva o estado coerente inicial a
Usi|a) e ]g) a Uss|ar); entao se os d&tomo sao preparados no estado tripleto 3.1, cujos coeficientes dos
dois termos tém o mesmo médulo, fica claro que os coeficientes dos termos do estado 3.2 também
terao a mesma magnitude.

Para explicarmos o comportamento oscilatério do emaranhamento na figura 3.1 (a), temos
que voltar a soma discreta do overlap vg. Os ressurgimentos ou colapsos acontecem quando 0s
senos em vy entram ou saem de fase. Como a maior contribuicao vem dos termos proximos
ao pico da distribui¢do Poissoniana (n ~ a?), podemos estimar o tempo de ressurgimento por

2\t (\/ a? —+va? — 1) = 27. Tomando a expansao do termo entre parénteses até segunda ordem

20 valor de a, contudo, néo pode ser arbitrariamente grande, pois, como est4 mostrado no apéndice D para estados
coerentes emaranhados, a dissipagdo anula drasticamente o emaranhamento para o > 3
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em a?, no limite o > 1, temos que At, = 2a7. Logo, conclui-se que a dinamica do emaranhamento

segue a conhecida dindmica de colapso-resurgimento do modelo JC.

Apés estudar a transferéncia de qubits para um sistema de varidvel continua, naturalmente,
surge a pergunta: é possivel recuperar esse emaranhamento, de forma que dois qubits fiquem
maximamente emaranhados depois da interacao? Para responder a essa pergunta, consideramos
um novo par de dtomos, cada um inicialmente preparado no estado fundamental, que interage
com o par de cavidades emaranhadas no estado |C(t)). Utilizando o operador evolugao U(t') =
U (1)(15’ )@ U &) (t'), pode-se obter que ao interagir um tempo ¢’ o sistema evolui para o estado

6(t) = > Var(t)|n)alm), (3-4)

n,m=0

com a matriz

—sen(At'v/n + 1)sen(At'v/m + 1)cpt1mt1
—isen(At'v/n + 1)cos(At'/m)cni1,m
—icos(At'y/m)sen(At'v/m + 1) mi1 '

cos(At'y/n)cos(At'v/m)cn m

na base {|e)1, [g)1}®{le)2, |9)2} = {le,€).]e, 9),1g.€),]9,9)}. O emaranhamento criado entre os dois
atomos pode ser encontrado se tragarmos os estados dos campos de |¢(t')), o que nos leva ao estado

Vu(t) =

atomico pat(t') = >, ., Var (' )Vlt(t’ ), e utilizarmos a negatividade logaritmica da transposigao
parcial de p,; (equagao 1.48). O resultado obtido por esse procedimento estd apresentado na figura
3.2 (a). Logo percebe-se que ele nao é satisfatorio, ou seja, os campos nao sao capazes de transferir o
emaranhamento para os dtomos se « # 0. Entretanto, devemos lembrar que na transferéncia qubits
— campo fizemos a pos-selecao dos atomos (o que destréi qualquer correlacao existente entre eles),
pois isso deixaria as cavidades num estado puro, para o qual podemos utilizar a entropia de von
Neumann como medida de emaranhamento. Conseqlientemente, pode ser que o fato de nao impor
a medida das cavidades apds a interacao tenha contribuido para a nao transferéncia completa de
emaranhamento. Fisicamente, faz sentido pensarmos que ao tragarmos as cavidades iremos medir
apenas o emaranhamento entre duas partes de um sistema composto por quatro partes (dois dtomos
e duas cavidades) e que ao fazermos a pds-selegao iremos colapsar duas partes desse sistema (as
cavidades, nesse caso) num estado produto (puro), fazendo com que todo o emaranhamento do
sistema se concentre nas duas partes restantes (os dtomos).

Assim, temos que encontrar uma maneira de realizar essa pds-selecao dos campos. Seguindo a
idéia da referéncia [5], podemos pensar no esquema de implementagao do projetor P, = |a) (| ilus-
trado na figura 3.3. Logo, esse esquema reduz o projetor P, a uma contagem de fétons. Matematica-
mente, ele se traduz em D(—a)|a) = |a—a) = |0) e D(—a)pDT(—a) = p’ # 0)(0| (p # la){al).
O estado atomico, apds a projecao Po(éa) Po(éb) e um tempo de interacao t’ = ¢, pode ser escrito como

2U1U2
fVAV V104 + V2U3
N \/5 V3V2 + V41
2U3U4

na qual v1 = (a|U1aUs1 |a), v = (a|U1aUss|a), v3 = (a|UaUs1 ), vg = {(|Ua2Uaz|) € N4 é o fator
de normalizacdo. Aplicando os limites o > 1, A\t > 1 e utilizando o mesmo procedimento anterior,
pode-se mostrar que vo — 0, v3 — 0, v1 — —1/2 e v4 — 1/2. Portanto, o estado |A(t)) tende
ao estado maximamente emaranhado (|e)1]g)2 + |g)1le)2) /v/2, o que demonstra a transferéncia
completa do emaranhamento e pode ser visto na figura 3.2 (b). Baseado nisso, podemos concluir
que a completa transferéncia de emaranhamento qubits < sistema de varidvel continua é possivel
dentro do modelo de JC e dos limites aplicados.
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Figura 3.2: (a) Emaranhamento do segundo par de dtomos em funcdo do tempo de interacdo
(A’ = Mt) e da amplitude coerente . (b) Grafico andlogo para o caso no qual é feita a pés-selegao
das cavidades no estado coerente |a). Note a semelhanga com o grafico da figura 3.1 (a). “Reprinted
figure with permission from J. Lee, M. Paternostro, M. S. Kim and S. Bose, Phys. Rev. Lett., 96
080501 (2006). Copyright 2008 by the American Physical Society.”
http://link.aps.org/abstract/PRL/v96/e080501

E interessante informar ao leitor que L. Zhou et al. [21] estudou o mesmo esquema de trans-
feréncia de emaranhamento, mas com a aplicacado de um campo classico extra nas cavidades. Nesse
caso também é possivel a transferéncia completa dentro de algumas aproximacoes, sendo que pode-
se, inclusive, obter uma expressao analitica para a Concurrence das cavidades e dos dtomos.

3.2 Transferéncia de emaranhamento com o modelo Raman Quase-
degenerado

Agora apresentamos o estudo da transferéncia de emaranhamento qubits < sistema de varidvel
continua baseado no modelo Raman Quase-degenerado. A motivacdo e a idéia bésica é a mesma
da secao anterior, o emaranhamento de dois dtomos pode ser transferido para um par de cavidades
inicialmente preparadas com campos coerentes? E o processo inverso, também é possivel? Para res-
ponder a essas perguntas, vamos aplicar os resultados do capitulo 2 e as medidas de emaranhamento
introduzidas na secao 1.4.

Atomo — Campo

O estado inicial do sistema é°

1 (0)) = %|a>a|a>b<|gl>1|g2>2 ~lgailan)e). (3.5)

Utilizando a equacgao 2.30 podemos obter que

3Ap6s compreender todo o esquema de transferéncia de emaranhamento, o leitor poderd se convencer de que
esse estado inicial atdomico pode ser obtido a partir do préprio esquema. Por exemplo, se considerarmos um atomo
preparado em |g1) que interage sucessivamente com duas cavidades preparadas em estados coerentes e apds deixd-las
é medido no mesmo estado inicial, entdo o sistema de duas cavidades serd deixado num estado anélogo aos estados de
3.7 a 3.10. A partir disso, podemos aplicar a segunda parte do esquema de transferéncia para obter o estado atémico
maximamente emaranhado.
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Figura 3.3: O esquema de projecao da cavidade no estado coerente |a) consiste basicamente em
injetar um coerente de amplitude —a e monitorar o nimero de fétons que sai da cavidade apds a
liberacao de um dos espelhos (o que pode ser feito com uma corrente elétrica que diminui a sua
qualidade). Se nenhum féton for detectado, entdo a cavidade estava no estado |«); caso contrario
deve-se repetir o experimento até selecao do evento desejado.

By y 1 1 _
e mt/hla>a]gl>1 ®e ’Ht/h\a>b]gz>2 = —W’91>1‘91>2’§$>a‘0‘—>b + W‘91>1’92>2’§;r>a’§a )b
§a a— §a §;

1 1 _
+ m|92>1|91>2|a—>a|04—>b - m|§2>1|92>2|04—>a|5a )b

e, a partir disso, concluimos que apds um tempo ¢ de interacao

1
[hi(t)) = - m\gﬁl\gﬁz (I€D)ala—)s = la=)al€d )s)
a9l (o )l€i )~ ol
1 1
+ [g2)1lg1)2 <W|a—>a|a—>b - WEE%KQF%) (3.6)
1 1
+ [g1)1lg2)2 m|£a>a|£a>b - W|a_>a|a_>b .

Conhecendo essa expressao, basta calcular o emaranhamento dos estados de duas cavidades obtidos
pelas quatro possiveis projegoes dos estados atomicos. A escolha natural da medida de emaranha-
mento é a entropia de von Neumann do sistema reduzido, ja que estamos lidando com um sistema
bipartite descrito por um estado puro. Nesse ponto utilizamos um resultado de X. Wang [65],
demonstrado no apéndice C, que fornece uma expressao simples para os autovalores da matriz
densidade reduzida de um estado geral do tipo |¥). = al@)qe|B)s + d|7)ald)s, sendo que a e d sdo
fatores de normalizagao e os estados de cada cavidade podem ser nao-ortogonais, ou seja, (@|y) # 0

e (B|3) # 0.
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Pés-selecao atomica em [g1)1]g1)2 ou |g2)1]g2)2

A deteccao dos dtomos num destes estados deixa as cavidades, respectivamente, num dos estados

cav-1) = ﬁ (1) k=)o — la—Yal€E)o) (3.7)
|cav-2) = W (lom)aléd s — €2 Yalo—)p) - (3.8)

Interessantemente, o resultado demonstrado no apéndice C nos diz que existe uma base na qual esses
dois estados podem ser escritos como uma superposicao, de pesos iguais, de dois estados compostos
ortogonais - como acontece para os estados de Bell no caso de qubits. Em outras palavras, isso
quer dizer que a matriz densidade reduzida, que descreve o estado de uma cavidade, é um estado
de mistura maxima e, portanto, possui emaranhamento igual a um. O que torna esse resultado
ainda mais interessante é a observacao de que isso é valido para qualquer valor de a, de € = §/A,
e do tempo de interacio, desde que seja satisfeito €22t £ 1, ou seja, 2\gt # 0,27, 4m,.... Note
que para esses tempos de interacao |a_) = 0. Fisicamente, podemos entender isso com base na
periodicidade do modelo Raman Quase-degenerado. Logo, concluimos que uma escolha adequada
do tempo de interacdo, que nao depende do campo coerente inicial, possibilita a transferéncia
completa de emaranhamento dos dtomos para as cavidades.

Pés-selecao atomica em [g2)1[g1)2 ou |g1)1g2)2

Neste caso, a determinacao do estado dos adtomos deixara as cavidades num dos respectivos
estados

1 1
|cav-3) = (W’a—%’a—% - m\f@a\i:ﬂb) (3.9)

[

1 1
|cav-4) = <W\§:§>a’§;>b - W\a—%’a—%) ; (3.10)

que por Obvia questdao de simetria possuem o mesmo emaranhamento. Escolhemos calcular ex-
plicitamente o emaranhamento de |cav-3), sempre lembrando que resultados anélogos podem ser
obtidos da mesma maneira para |cav-4). Na notagao do apéndice C, temos os seguintes parametros

para o estado [cav-3): a = 1, d = —ﬁ, n1=1/1—{a_|&3)]2, na = /1 — |(€X ]a_)|2 e os
(o &7

autovalores da matriz densidade reduzida (joa = Try, (|cav-3){cav-3|)

1 1
Ay = 5 + 5 1 — 4ladninz|?. (3.11)
Logo, o emaranhamento do estado |cav-3) é dado pela entropia de von Neumann do estado reduzido
E = —X;logy(Ar) — A_logy(A-). O comportamento de E em fungao dos principais pardametros é

apresentado nas figuras 3.4, 3.5 e 3.6.

Desses dois primeiros gréficos, conclui-se que o emaranhamento das cavidades é uma funcao
periddica do tempo de interacao e que s6 € estritamente nulo para Aot = 0,7, 27, 3m,.... Isto
demonstra certa robustez da transferéncia de emaranhamento em relagdo a variagoes no tempo
de interacao dos atomos com as cavidades, principalmente quando consideramos o > 2, situacao
na qual o emaranhamento das cavidades é praticamente médximo para a maioria dos valores de
Aot. Disso, ja podemos concluir que a transferéncia de emaranhamento completa também pode
ser alcancada para a pds-selegdo atomica em [g2)1]g1)2 ou |g1)1|g2)2. Ou seja, com uma escolha
adequada do tempo de interacao e da amplitude «, podemos conseguir cavidades maximamente
emaranhadas qualquer que seja o resultado da deteccao atomica.
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Figura 3.4: Emaranhamento do estado |cav-3). Inicialmente prepara-se as cavidades com um campo
coerente de amplitude o« = 1 (pontilhada), o = 3 (tracejada) e @ = 5 (sélida). E interessante
13

dizer que basta determinar a fracao §_0 = ﬁ, dos parametros atomicos do problema, para
1

que o emaranhamento se torne uma funcao apenas do tempo e de a. Neste grafico escolhemos
Ae/Xo = 1/10.

Também € interessante nos perguntarmos como o nosso parametro perturbativo e = §/A, a nao-
degenerescéncia atomica, influencia o emaranhamento das cavidades. O grafico da figura 3.6 nos
mostra que se « > 2, ele é insensivel a pequenas diferencas de energia nos dois niveis fundamentais.
VariacoOes significativas ocorrem apenas para pequenas amplitudes coerentes, o = 1, por exemplo,
ou para valores grandes de e, situacdo na qual o Hamiltoniano 2.8 perde a validade. Assim,
percebemos que o estudo da transferéncia de emaranhamento no limite degenerado (secao 3.2.1)
descreve com boa aproximacao o caso quase-degenerado, com a vantagem da grande simplicidade
matematica.

Campo — Atomo

Agora o estado inicial do sistema passa a ser

[12(0)) = |g1)191)2|cav-1), (3.12)
sendo que escolhemos o tempo de interagdo da primeira parte do esquema como t; = 7/2\g, de
forma que o/ = —a/ = e~ ™/2X0 = @y, na qual @ é a amplitude do campo coerente inicial das

cavidades. E importante salientar que estas escolhas foram feitas apenas para simplificar as contas
e evitar complicagoes desnecessarias. De fato, resultados andlogos podem ser obtidos com os outros
estados do tipo |cav-i), definidos anteriormente.

O célculo da evolugao do sistema sob o Hamiltoniano H requer que calculemos o termo e~"t/%|g;) 1€X,),
o que pode ser feito a partir das equagoes 2.21 e 2.30. O resultado que se obtém é

o—ilwg, +Ae/2)t

V2

e MM gy Et,) = (lg1)]aux-1) + |g2)|aux-2)), (3.13)

com
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Figura 3.5: Gréafico do emaranhamento das cavidades, no estado |cav-3), em fungao do tempo de
interacao e da amplitude coerente inicial das cavidades. Neste gréfico foi feita a escolha Ae/A\g =
1/10.

1 s i
[aux-1) = 72 [\QIJ +1€%a,) +2Ngs e 2/2 ilet/2 (e Aetj2 1) 0)
Ae Net
+EXEA&1 (h@g>+¢xug>—Ix_aQ-—lx_%Q)]
al

_ 1 Nfctl Ae Nfctl
|aux—2> = % _2Na1 (‘041_> + ‘ - O41—>) + 4—)‘0NX (‘Xoc’1> - |Xo/1’> + |X—a’1> - |X—a’1’>)
_ o

sendo of = e?Mta), of = e"™ta; e utilizamos as igualdades |of|> = |a}|? = |a1]? = o? para
igualar e simplificar alguns fatores de normalizacao. Na realidade, o leitor nao precisa se preocupar
com as expressoes complicadas dos estados auxiliares |aux-1) e |aux-2), pois, como veremos a seguir,
apenas a estrutura da equacgao 3.13 é importante para a andlise da transferéncia de emaranhamento.

A evolucao do sistema pode entao ser calculada a partir de 2.30 e 3.13, nos levando a

[h2(t)) = 2\/5\,& {N;l g1, 91) [laux-1)q (165506 — 1€506) — (165 01)a — 162, )a) laux-1),] +
+ 2Nl 92: g2) [laux-2)q (Ja1—)p — | — a1-)p) — (Ja1-)a — | — 1-)4) [aUx-2)p] +
+ 191,92) lleal laux-1), (Jor—)p — | = a1-)p) — ﬁ (|€X0,)a — 1€2)a) \aux—2>b]
+ lg2,01) [Nzi laux-2)q (150,00 — €5, )0) — 2Nlal (Jon-)a — | — 1-)a) |aUX'1>b] },
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Figura 3.6: Emaranhamento do estado |cav-3) em fungdo do pardmetro % = E%' A linha
1

pontilhada corresponde a @ = 1, a tracejada a o = 3 e a sélida a o = 5. Escolhemos o tempo de
interagdo que maximiza o emaranhamento das cavidades: Aot = 7/2.

na qual eliminamos a fase global e~ ilwg tA/2)t Negsa expressio, s6 0 que precisamos é observar a

estrutura matematica do estado [12(t)) e notar que os termos proporcionais a |g1)1|g1)2 € |92)1|g2)2
cancelam-se automaticamente para qualquer projecao das duas cavidades num mesmo estado, como
|a)q|a)p. Fisicamente, isso significa que qualquer medida nas cavidades, seguindo o esquema da
figura 3.3, por exemplo, ird deixar o subsistema de dois d&tomos num estado descrito apenas pela
superposicao de |g1)1]g2)2 € |g2)1]91)2. Ainda mais, conclui-se que para qualquer projecao o coefi-
ciente dos termos de |g1)1]g2)2 € |g92)1|g1)2 serao idénticos e de sinais opostos. Logo, apds a medida
das cavidade, o estado de dois atomos se reduzird ao estado de Bell

v = %(|91>1|92>2 ~ lg2lgn)2), (3.14)

que é localmente equivalente a qualquer outro estado da base de Bell e cujo emaranhamento é
maximo. Dessa forma, mostramos que é possivel a transferéncia completa de emaranhamento campo
— atomo. Também é interessante notar que o primeiro par de atomos foi preparado justamente
nesse estado de Bell (veja a equac@o 3.5), ou seja, conseguimos recuperar o mesmo estado fisico
apds todo o processo. Isso evidencia a dinamica periddica da interagao atomo-campo que, mesmo
apés duas medidas projetivas, que destroem todas as correlacoes existentes entre os subsistemas,
ainda pode levar o segundo par de atomos ao mesmo estado quantico no qual o primeiro par foi
preparado.

3.2.1 Transferéncia no limite degenerado

Nessa secao apresentamos os resultados para a transferéncia de emaranhamento quando considera-
se dtomos na configuracdo Raman degenerado (figura 2.2). Apesar de ser um limite do estudo
apresentado anteriormente, a simplicidade matemaética desse modelo permite obtermos expressoes
analiticas para o emaranhamento das cavidades, por exemplo, o que possibilita investigar a in-
fluéncia da dissipagao no emaranhamento das cavidades (veja o apéndice D).

Antes de estudarmos a evolugdo do sistema a partir de uma condigfo inicial especifica, intro-
duzimos os seguintes estados coerentes emaranhados (também conhecidos como “quasi-Bell states”
(66, 67])
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|f1 <|ez)\ta —iAt > + |€ it > |62)\t >b) ’
F2)ab zoa”a “Na), — e Ma),leMa),)
’f?, — N3 ’ez)\ta z)\t b + ‘e Z’\ta>a]e_i)‘ta>b) ’

[Fda = Na (e a)ale™a)y = le™Ma)ale™a)s)

sendo que os fatores de normalizacao sao dados por

Nio= /21 +s%),
Noo = 1/v2(1 - |s[%),
Ny = 1/v/2(1+ Re[x?]),

Ny = 1/4/2(1 — Re[r?

com Kk = <ei)\ta|ae—i>\t> — e~ lalglaPe™M _ lal?(COS(2Mt)—1) o —ilal>Sen2At

Agora basta utilizarmos o Hamiltoniano 2.32, ou as regras de evolugao 2.33, para obtermos de
maneira simples as seguintes evolugoes

e adalady — s { o aonla)s +lamhilae) -l Alasonslate + lozhlo) |
o adalady — s { e alonlan)s ~ ko) + 5 lasonsla)e ~ lozhlo) |
@ adalas o { i lon)a + lmlan)a) ~ 5l Alasonlan)a + lahlon)) |
irmmwb—e s  atlohlon)s ~ lmlan)a) + 5| flasonlan)z ~ lahlon)) |

nas quais \\I/i> e \(IJi> sao os estados da base de Bell para o espago de Hilbert de dois qubits, dados
por

[F) = —(!91>1\92>2 + [g92)1191)2) (3.15)

g

§§MMmhiMMQM- (3.16)

Portanto, se quisermos analisar a transferéncia de emaranhamento dtomo — campo, basta caracteri-
zarmos o emaranhamento dos estados de duas cavidades |fj)a, j = 1,2, 3,4. Novamente, utilizamos

|2%) =

o resultado do apéndice C para calcular os autovalores ()\g)) da matriz densidade reduzida desses
estados:
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Figura 3.7: Emaranhamento do estado |f1)s em fungao do tempo de interagao e da amplitude
do campo coerente inicial |a) das cavidades. Perceba a semelhanca com a figura 3.5, do caso
quase-degenerado.

I

= Try (| 1) ab{ f1lab)

B =Tr(albla) = A =7,
¥ = @_ 1,1 _(A=sP)r
o =Try ([fs)an(fslar) = AL =5 2\/1 1+ Re[2])2’
1 1 1 — |k[?)?
A = Tr(falfile) = AP =S 5\/1 o

Logo, podemos obter a expressdao do emaranhamento em funcdo do tempo de interacdo e da am-
plitude coerente inicial das cavidades a partir da entropia de von Neumann do sistema reduzido

B (i) = =2 logy (A7) = 3 10g, (V) .

O primeiro resultado imediato e muito interessante é que F (|f2)q) = 1 para qualquer estado coe-
rente inicial das cavidades e qualquer tempo de interacdo que satisfaga A\t £ 0,7, 27, 3m,.... Essa
restricao deve ser feita por causa da periodicidade do modelo Raman degenerado, que faz com que
o sistema volte ao seu estado inicial, com apenas uma fase na amplitude do campo coerente, apds
ciclos de perfodo At = 7 (veja a equagao 2.33). O emaranhamento dos estados |f1)ap, | f3)ab € | f4)ab
¢ uma funcao periédica do tempo de interagao e para o > 2 é muito proximo ao valor maximo, com
excecao quando At assume os valores ja mencionados. Como exemplo, apresentamos na figura 3.7
o grafico do emaranhamento do estado |f1)q. Graficos andlogos seriam obtidos caso escolhéssemos
os estados |f3)ap OU | f4)ap- E interessante ao leitor o apéndice D, no qual estudamos a influéncia
da dissipacao no emaranhamento desses estados.

A transferéncia campo — dtomo pode ser analisada de forma semelhante. Para exemplificar e
mostrar que também é possivel a transferéncia completa, consideremos o seguinte estado inicial
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E
1

Figura 3.8: Emaranhamento do estado 3.19 em funcao da amplitude coerente inicial das cavidades.
Perceba que se a > 1 ja temos a transferéncia completa de emaranhamento.

0(0)) = N1 (lia)a| — i)y + | = ic)alia)s) [91)1]91)2, (3.17)

que pode ser obtido a partir da etapa anterior, ou, mais especificamente, do estado |f1)q, com um
tempo de interacao At = w/2. Apds um pouco de algebra, podemos obter a igualdade

2 (Jia)al = i)y + | —ia)alic)s) = ([i)a + | = i)a) (li)y + | —ia)p) = (li)a — | — i)a) ([ic)y — [ —ict)s)

que, junto com a equagao 2.33, nos leva a

=1 = “2{(Jada+ |~ a)a) (lads + | — o) lorhilon)s
—(la)a = [ = a)a) (lo)y — | = @) |g2)1]g2)2] =
= [(!a>a\04>b + [ = a)al = a)) (lg1)1lg1)2 — lg2)192)2)
+ (|)al =)o + | = )ala)e) (l91)1lg1)2 + |g2)1lg2)2)] . (3.18)

A projecao do estado de duas cavidades, como foi feito nas dltimas se¢oes, é o tltimo passo necessario
para a obtencao de um estado atémico emaranhado. Supondo que medimos as cavidades nos estados
coerentes |a)q|a)p, temos que

_Nl

cujo emaranhamento, calculado a partir da entropia de von Neumann do sistema reduzido, esta
apresentado na figura 3.8. Escolhendo um dos outros estados |f;)qp, com At = 7/2, para a condi¢ao
inicial da transferéncia campo — atomo, obteriamos resultados andlogos. A tnica excegdao é o
estado |f2)ap, que faria com que os dtomos fossem levados ao estado de Bell |¥'™) apds a interacao;
ou seja, os atomos teriam emaranhamento maximo independente do valor de .

[(1 + (a| — ) ) |P7) + 2(a| — a>\<I>+>] , (3.19)

T
ab{, (At = 5

3.3 Conclusao

Baseados nos resultados das ultimas segoes, concluimos que, em principio, a transferéncia com-
pleta do emaranhamento entre qubits e sistemas de varidvel continua é possivel. Nos esquemas
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apresentados, dtomos sao utilizados como “qubits voadores” (ou flying qubits, em inglés) e o ema-
ranhamento é armazenado pelos campos de cavidades distintas. E interessante notar, inclusive,
que existe a possibilidade de utilizar-se dois modos do campo numa mesma cavidade, de forma que
cada atomo interagisse com apenas um deles.

Além disso, também devemos salientar que a periodicidade da dindmica da interagdo de um
atomo na configuracdo Raman quase-degenerado com o campo coerente faz com que o emara-
nhamento (e outras quantidades como a inversdo atomica) seja periddico. Isso pode ser visto
explicitamente na figura 3.7, na qual a recorréncia dos platés indica a transferéncia completa de
emaranhamento. Ainda mais que isso, a proximidade da energia dos dois niveis fundamentais nos
leva a esperar alguma semelhanca nas propriedades dos campo gerados a partir da interacao com
esses estados atomicos, independentemente do resultado da medida do 4tomo, como nds mostramos
para emaranhamento. De fato, no limite degenerado percebemos que o campo é levado a um dos
dois estados do tipo gato de Schrédinger quando o atomo é medido apds a interacao.

A comparacao entre os dois esquemas de transferéncia de emaranhamento dtomo < campo
nos leva a algumas vantagens que o esquema utilizando o modelo Raman quase-degenerado pos-
sui. Primeiramente, nao ha a necessidade de campo cldssico externo, como foi utilizado em [21].
Outro ponto positivo é a nao necessidade de um tempo de interacdo muito preciso para que o
emaranhamento seja completamente transferido. Isso se torna particularmente interessante quando
queremos reduzir a sensibilidade a erros experimentais e ajuda a minimizar as perdas das cavidades
quando consideramos tempos curtos. Além do mais, enquanto no esquema de J. Lee et al. [5] a
probabilidade de sucesso na medida atomica é de aproximadamente 1/4, no nosso caso o sucesso
da transferéncia nao depende do resultado dessa medida. Em particular, se considerarmos apenas
0s casos nos quais os dtomos sao medidos em |g1, 1) € |g2,92), as cavidades ficam maximamente
emaranhadas (1 ebit) independentemente da amplitude coerente inicial e do tempo de interagao.
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4 Estados Coerentes Emaranhados do tipo
Cluster

4.1 Introducao

Nos tltimos anos o emaranhamento quantico adquiriu papel de destaque em muitos trabalhos so-
bre informacao quantica, sendo continuamente citado como uma das mais celebradas caracteristicas
da mecdnica qudntica [31], como a mais marcante caracteristica que distingue a mecanica quantica
de nossa intui¢ao classica [29], como o que diferencia, através das suas propriedades, implicagoes
e utilidades, a informagdo quantica da informagao cldssica [68], como o recurso fundamental para
o processamento de informa¢ao quantica [32, 36, 69] e assim por diante. Schrodinger, inclusive,
chegou a dizer que emaranhamento é o traco caracteristico da mecanica quantica (veja a referéncia
citada em [26]).

Devido a esse carater fundamental e a sua utilizagdo em muitos (se nao todos) protocolos de
teletransporte, criptografia e computagdo quantica, a procura por classes equivalentes de estados
emaranhados se tornou mais e mais importante. Em 2001, H. J. Briegel e R. Raussendorf [7]
introduziram uma nova classe de estados emaranhados multipartite, chamada de estados de cluster
(ou “cluster state”, no inglés), intrinsicamente diferente das classes GHZ e de estados W conhecidas
anteriormente [70]. Mais que isso, eles também mostraram que os estados de cluster formam a base
para um novo tipo de computagdo quantica, que ficou conhecida na literatura como “one-way
quantum computation” [8] e se tornou uma alternativa ao tratamento convencional baseado em
circuitos de operagoes quanticas [71]. Além dessa aplicacdo em computacao quantica, estados de
cluster também j4 foram utilizados para estudar a nao-localidade da teoria quantica [72]. Nessa
mesma referéncia mostrou-se que os estados de cluster formados por quatro qubits, ao contrario do
estado GHZ anélogo, viola maximamente a desigualdade de Bell deduzida pelos autores.

Como era de se esperar, a implementacao experimental de estados de cluster passou a ser um
objetivo perseguido por varios grupos pesquisa e gerou diversas propostas baseadas, por exem-
plo, em fétons [73-76], {ons aprisionados [77-79], circuitos quanticos supercondutores [80-82] e
eletrodinamica quantica de cavidade [83-91]. Recentemente, inclusive, apresentou-se [92] a geracao
experimental de estados de cluster, com os qubits codificados na polarizacao de quatro fétons, e a
sua utilizacao na implementacgao do algoritmo de procura de Glover. Outra realizacao experimental
do estado de cluster, agora com apenas dois fétons codificando quatro qubits na polarizagdo e no
momento linear, e também a sua aplicacao num teste de nao-localidade pode ser encontrada em
[93].

Todas essas implementacoes, contudo, baseiam-se em sistema discretos de dimensao finita, ti-
picamente qubits, seguindo os trabalhos originais de H. J. Briegel e R. Raussendorf. Notando o
sucesso de protocolos de informagao quantica baseados em sistemas de varidveis continuas [94-97], a
generalizacao de estados de cluster para sistemas de varidveis continuas parece ser uma ferramenta
em potencial para novas propostas que utilizem as propriedades do estado de cluster ja conhecidas
para o caso discreto. De fato, a partir de 2006 surgiram alguns trabalhos nessa linha [98-101, 6].
O nosso interesse neste capitulo concentra-se na primeira dessas propostas que utiliza estados co-
erentes, feita por Munhoz et al. [6]. A aplicacao de estados coerentes se faz interessante devido a
sua ampla utilizacdo ao longo dos anos, o que fez com que muita experiéncia sobre a sua geragao
e manipulagao fosse acumulada. Varias referéncias podem ser encontradas sobre estados coerente
e aqui citamos apenas dois exemplos que demonstram realizagoes experimentais em uma sistema
de fons aprisionados [102] e em cavidades de microondas [103]. Além disso, testes de realismo
local [104, 105], teletransporte quantico [106, 37] e portas légicas [107] figuram entre algumas das
aplicagoes dos estados coerentes.
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A idéia bésica dos CTECS, sigla para “Cluster-type Entangled Coherent States”, é utilizar
os estados coerentes |a) e | — a) para codificar um qubit num espago de Hilbert bidimensional.
Apesar desses estados coerentes serem estritamente nao ortogonais, a superposigao (a| — a) decai
exponencialmente com o valor da amplitude o — para o > 3, por exemplo, a sua ordem de grandeza
é inferior a 10~7. Na prética, isso torna possivel utilizar |a) e | — a) com base para um qubit [107],

|qubit) = cos()|a) + sen(#)e'?| — o).

Nesse mesmo sentido, alguns trabalhos [104-106, 66] investigaram a extensao dos estados de Bell
(estados maximamente emaranhados de dois qubits) para os “estados coerentes emaranhados do
tipo Bell”

23) = Ni(la,a)£[—a,—aq))
05) = Nilla,—a) x| -a,q)), (4.1)

com Ny =1/4/2 (1 + e—4|°“2). Novamente, quando |a| — oo esses estados coerentes emaranhados
formam, com boa aproximacao, uma base ortonormal do espaco de Hilbert para dois qubits, gracas
ao decaimento exponencial de (a| — ). Para o caso tripartite, mostrou-se [108] que os estados GHZ
e W baseados em estados coerentes violam a desigualdade de Bell, ou seja, exibem nao-localidade.
Antes de partimos para os esquemas de geracao dos CTECS, vamos defini-los e discutir algumas
propriedades.
O estado de cluster!, como foi originalmente definido [7], é dado por

1
|Cluster ™) = 3 (]0000) + |0011) + |1100) — [1111)), (4.2)

na qual |0) e |1) formam uma base ortonormal para o espaco de Hilbert de um qubit. E interessante
notar que apenas pela aplicacao de operacoes unitarias locais em |Clusteri>, mais especificamente
“bit-flips”, é possivel obter uma base do espago de Hilbert de quatro qubits (16 dimensdes). Em
[6] ela foi escrita como

1
|Cluster™) = 5 (£0000) + [0011) +[1100) F [1111)),

|cF) = % (]0000) =+ [0011) F |1100) + |1111)),

|L*) = % (4]0001) = [0010) + [1101) + [1110)),

U*) = % (]0001) + ]0010) = |1101) F [1110)) ,

|5%) = %(i]0100> + ]0111) T [1000) + |1011)) , (4.3)
|T%) = % (]0100) 4 [0111) 4 [1000) F [1011)),

|E*) = % (#]0101) + |0110) 4 [1001) F |1010)),

|RE) = ! (]0101) + 0110) F |1001) + |1010)) .

2
Uma caracteristica interessante desses estados é que o estado de um qubit obtido pelo traco dos

outros trés é maximamente misturado. Além disso, a possibilidade de se gerar toda a base a partir
de um dos estados e apenas operagoes de “bit-flips” é uma propriedade interessante e que nao é

!Sempre temos em mente estados que envolvem quatro qubits, a néo ser que seja explicitamente indicado o
contrario.
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presente em outras bases conhecidas, como a base de Bell para dois qubits e a base GHZ para
trés qubits. A generalizacao proposta em [6] é obtida com a utilizagao do estado coerente |a) para
codificar o bit |0) e | — a) para codificar |1). Dessa forma, a base formada pelos CTECS fica dada
por

(|l oy £ oy o —, —a) F | — o, —a,a,0) + | — a, —a, —a, —v) ),
(£, oy —a) F o, o, —a, ) + | — o, —a,a, —a) + | — a, —a, —, @) )

(|Oé,Oé,Oé, —Oé> + |OZ,OZ, —Oé,Oé> + | -, —q, «, —Oé> + | -, —qQ, —Oé,Oé>) 9

(|Oé, —Oé,Oé,Oé> + |Oé, —Q, =, —Oé> + | - OZ,OZ,OZ,OZ> + | - Q,Q, —Q, —Oé>) 9

1

2

1

2

1

2

1

|Si>0¢ = 5 (:|:|Oé, —Q, «, Oé> + |Oé, —Q, =, —Oé> + | - o, Q, O£> + | - o, —a, —Oé>) ) (44)

1

2

1

5 (£, —a, a, —) + o, —a, —a, ) + | — a0, —) F | — o, 0, —a, )

1
2

(|, —a, 0y —a) + |, —v, —a, ) F| — oy, —a) + | — a0, —a, )

Utilizando a operacao de “bit-flip” generalizada para estados coerentes [109],

Xl

A P(m)a) =| - a),
|- a)

= P(7)| — a) = |a),

nas quais I:’(ﬂ) = eimata ¢ operador de paridade, também é possivel demonstrar que todos os
elementos da base podem ser obtidos a partir de um outro qualquer. Consequentemente, fica claro
que todos os estados em 4.4 possuem a mesma quantidade de emaranhamento para o mesmo valor
de a. Como sera calculado na secao 4.3, ao realizar-se o traco de trés subsistemas, o estado do
quarto se reduz a

po= g [l el (14+7) +] — aj(~a] (1 - 7). (45)

Perceba que a dependéncia em « indica que no limite @ — oo esse estado tende a um estado de
mistura maxima, como é o caso quando se considera qubits e o que indica que a base em 4.3 pode
ser obtida daquela em 4.4 nesse limite.

4.2 Esquema de geracao

Nessa secao propomos um novo esquema para geragao de CTECS, que assim como o esquema
da referéncia [6] é baseado em eletrodinamica quantica de cavidades. Vale dizer que esse esquema
junto com alguns resultados da segdo 4.3 resultaram no trabalho que apresentamos na conferéncia
“RIAO/OPTILAS’07” [110]. Também é importante mencionar que um esquema similar ao nosso,
mas com campo bimodais, foi apresentado por E. M. Becerra-Castro et al. [111] ap6s a submisséo
do trabalho [110].

Inspirados pelo trabalho de Munhoz et al. [6], percebemos que os CTECS podem ser gerados
sempre que a interagdo atomo-campo deixar a cavidade num estado de superposi¢cao de estados
coerentes de amplitude opostas, similar a um estado de “gato de Schrodinger”, ou seja,

@) £ = ). (4.6)
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Nessa dissertacao ja apresentamos dois tipos de interacao capazes de deixar o campo nesse estado:
a interagao JC dispersiva (se¢@o 1.3.3) e a interacao Raman no limite degenerado (segao 2.4). Aqui
escolhemos utilizar a interagao JC dispersiva por ela apresentar implementacao experimental mais
imediata, apesar da montagem experimental ser praticamente a mesma nos dois casos (figura 4.1).
O sistema fisico que consideraremos consiste num conjunto de quatro cavidades (que formarao o
CTECS) preparadas inicialmente com um campo coerente |«), duas zonas de Ramsey, um &tomo
de dois niveis e um detector atomico. Acreditamos que a simplicidade dessa montagem é a principal
vantagem em relacdo aquela apresentada em [6].

Cl CQ C 3 04
] ] — —1 l‘
RZ RZ 7

Figura 4.1: Esquema de montagem para geracao dos CTECS com a interacao JC dispersiva: quatro
cavidades (C;), duas zonas de Ramsey (RZ), um atomo (cujo percurso é indicado pela seta e o
estado inicial é (|e) + |g))/v/2) e o detector atémico (D). Para a interacio Raman degenerado o
esquema possui duas modificagoes: a ultima RZ é descartada e o estado inicial do dtomo ¢ |e).

As zonas de Ramsey sdo zonas de campo cldssico comumente utilizadas para manipular os
estados atdmicos e que no nosso esquema devem realizar a seguinte transformagcao (veja a se¢ao 1.2
para maiores detalhes)

l9) — (le) +19))/V2 (4.7)
le) — (=le) +1g))/V2.

Fisicamente, o esquema de geracao consiste apenas em fazer com que o atomo de dois niveis
atravesse as quatro cavidades seqiiencialmente, passando pelas zonas de Ramsey estrategicamente
posicionadas, e ao final realizar a medida do estado atdémico na base {|e), |g)}, sendo que qualquer
um dos resultados possiveis deixard as quatro cavidades num CTECS. Matematicamente, é simples
de se observar que esse esquema nos levara ao resultado desejado. O estado inicial do sistema é

1
(W (0)) = Eum +le))lev, o, o, ),
sendo que a notagao |, a, a, a) indica o estado das cavidades na mesma ordem na qual elas apa-
recem na figura 4.1. Por simplicidade consideramos o € R. Apds o dtomo passar pela primeira
cavidade, a interacao JC dispersiva (equagoes 1.36 e 1.37) ird levar o sistema ao estado
1) = —(lg)lia) + (~0)Je)| — i), o, )
1) = — e —i)ley| —ia))|a, a, ),
vz
na qual consideramos um tempo de interacio de g?t/A = 7/2, sendo que g é a constante de
acoplamento dtomo-campo e A = w — (we — wy). Repetindo esse célculo para a segunda cavidade

e considerando a transformagao causada pela zona de Ramsey (equagao 4.7), o estado do sistema
antes da terceira cavidade serd

|Wo) = % [|g> (|ia,ia> + (—=i)?| — iay, —ia)) + |e) (|ia,ia> — (—i)?| —iay, —z'oz})] o, ).

A préxima parte do nosso esquema € considerar o ultimo par de cavidades e zona de Ramsey, cujos
calculos sao andlogos aos anteriores. Calculando o estado do sistema logo apds o dtomo deixar a
dltima zona de Ramsey vem que
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1
Uy) = ———=|9) (—|ia,ia,ia,ia) + | —ia, —ia,ia,ia) + |ia, ia, —ia, —ia) + | — ia, —iq, —icr, —ia))

22

1
Wi e) (lia,ia, ia, ia)y — | — o, —ia, i, ia) + |iay o, —ic, —ia) + | — i, —ia, —ia, —icv)) .

A medida do estado atémico é a tltima parte do nosso esquema. Do estado |¥y) fica claro que
qualquer resultado (|e) ou |g)) levaré o conjunto de cavidades a um CTECS. E interessante comentar
que foi a “juncao” dos estados do tipo gato de Schrodinger de uma forma apropriada, que foi
alcancada pelo uso das zonas de Ramsey, o que possibilitou obtermos o CTECS e nao alguma
propriedade intrinseca da interagao entre o atomo e as cavidades. Isso é reforcado pelo fato de que
o mesmo resultado pode ser obtido com um atomo na configuragdo Raman degenerado e com uma
montagem semelhante (com as pequenas modificagoes indicadas na legenda da figura 4.1).

A possibilidade de realizagdo experimental desse esquema com a tecnologia atual pode ser
verificada por uma rapida comparacao entre o tempo gasto pelo atomo para cruzar toda a montagem
e os tempos de relaxacao envolvidos. O “tempo de vo6” do dtomo pode ser estimado pela soma do
tempo de interacao nas cavidades e nas zonas de Ramsey: T = 4 X % + 2 x ﬁ. Considerando
valores tipicos dessas grandezas [14, 6], g ~ 27 x 25 kHz, A ~ 27 x 8g e Qr ~ 4g temos que
T ~ 2 ms. Para atomos de Rydberg o tempo de radiagdo é da ordem de 30 ms [10, 11] e as
cavidades de hoje em dia s@o capazes de manter um féton por tempo da ordem de 130 ms [54, 55].
Logo, conclui-se que o tempo de geracao dos CTECS é bastante inferior aos principais tempos que
poderiam limitar a implementacao do esquema.

_|_

4.3 Dissipacao de energia nos CTECS

A consideracao de cavidades imperfeitas, que perdem fétons por espelhos cuja refletividade
nao é 100%, é sempre importante de ser feita quando propoe-se um esquema/protocolo baseado
em eletrodindmica quantica de cavidades. Além de trazer o tratamento tedrico mais préximo a
realidade dos laboratérios, o estudo da influéncia da perda de energia dos campos confinados em
cavidades pode mostrar a viabilidade (ou nao) do esquema em questao quando analisa-se os tempos
envolvidos. Outro ponto interessante é analisar a influéncia da dissipagdo no emaranhamento de
cavidades, ou, como a perda de energia dos campos altera as correlacoes quanticas existentes entre
eles. Nesse sentido, j& percebeu-se [37, 112] (veja também os resultados do apéndice D) que o
emaranhamento diminui quando os campos perdem energia. Fisicamente isso é intuitivo, pois o
sistema tende ao estado puro - e separavel - de vacuo na medida em que as cavidades perdem
os fotons. A seguir, desenvolvemos um novo formalismo para tratar a dissipagdo de energia nos
CTECS. Com isso, conseguimos calcular a expressao analitica do operador densidade dependente
do tempo de dissipagao, o que, em principio, caracteriza completamente o estado. Esses calculos
foram generalizados para um CTECS de N cavidades (N par), definido por

1
|C)y = §(|a1,...,o¢]\/>—I—|Oz1,...,ozN/2,—oz(N+1)/2---—aN>—I—
—H—al,...,—aN/2,a(N+1)/2...aN>—\—al,...,—aN>).

Vale salientar que estados desse tipo, com nimero arbitrario de cavidades, podem ser obtidos
por esquemas andlogos ao mostrado na secao anterior. Primeiramente, vamos introduzir a funcao
“degrau”

~__ | O0sej <O,
oy ={ 5] (43)

e a funcao “dois degraus” £(j) = 60(j —2) — 60(j — 3) + 6(j — 4) que nos permitem reescrever |C)
como



ESTADOS COERENTES EMARANHADOS DO TIPO CLUSTER 48

= N2 ' N .
0) =52 VI NI Yo e T 1) Wa). (49)
j=1 k=1 I=N/24+1

A equacao mestra que descreve o processo de perda de fotons de cada cavidade, no limite de
temperatura nula e dentro da aproximagao de Born-Markov é dada por [37, 113, 114]

ap A A

% = Jp+ Lp,

A N

Jp = 7> bpbl, (4.10)
k=1

A "Y N

Lp = —ggb,tbkpmbzbk),

nas quais J e L sao conhecidos como superoperadores, por atuarem sobre o operador densidade e y é
a constante de decaimento da cavidade, que assumimos ser a mesma para todas elas. Formalmente,
a solucdo de 4.10 é p(t) = exp[(J + L)t]p(0). Como estamos considerando apenas campos coerentes
nas cavidades, essa solucao pode ser encontrada pela aplicagdo da 1til relagdo obtida por S. J. D.
Phoenix [113]

exp[(J + L)t]|a)(B] = (Bla) =" |ar)(Br],

sendo |«) e |3) estados coerentes do campo e 7 = e~ /2 uma nova escala de tempo para a dissipagao
(que é a mesma para todas as cavidades ja que assumimos que todas tém a mesma constante de
dissipagao). Utilizando isso, podemos calcular a expressao analitica do operador densidade para a
condicao inicial p(0) = |C)(C:

4
p(t) _ i Z (_1)9(i_4)+€(]~_4)e%az(1_7_2)(_2+(_1)9(]73)+9(273)+(_1)§(J)+§(7~)) x (411)
1,7=1
N/2 N
< [T P ar)yu(-1)Yarle [T (=D P ar)u((-1)*War],
k=1 I=N/2+1

A primeira conseqiiéncia que podemos tirar desse resultado é a expressao para o operador densidade
da k-ésima (1 < k < N/2) cavidade, apos realizar o trago das outras k — 1 em p(t),

1

pr(t) = 3 [(1 - 6_0‘2N> | — ar)pp(—at| + <1 + e_O‘QN) |om'>kk(oz7'|] . (4.12)

Essa expressao é a generalizagdo, para o caso de um numero par arbitrario de cavidades imper-
feitas, da equagao 4.5 apresentada em [6]. E interessante notar a forte dependéncia no ntimero
de cavidades, o que serd analisado mais adiante. A partir dessa expressao, pode-se obter nimero
médio de fétons da k-ésima cavidade (ny) = Tr[alakpk(t)]. O resultado obtido é (a7)?, a mesma
quantidade que se obtém quando a cavidade, inicialmente preparada no estado coerente |}, sofre
dissipacao e passa a ser descrita pelo estado |aT). A interpretagao fisica para esse fato é imediata
quando lembramos do tipo de interacao atomo-campo que deu origem a esse estado emaranhado
das cavidades. Tanto na interacao JC dispersiva como na interacao Raman no limite degenerado,
nao ha troca de energia entre o 4tomo e o campo e, portanto, o nimero médio de fétons nao é
alterado. Outra grandeza interessante de calcular-se é a pureza de p(t) em funcao do tempo de

dissipacao, da amplitude coerente inicial e do nimero de cavidades. Gragas & notacdo compacta



ESTADOS COERENTES EMARANHADOS DO TIPO CLUSTER 49

Figura 4.2: A pureza de um CTECS como funcéo do tempo de dissipacao t e da amplitude coerente
«. Nesse grafico consideramos N = 4 cavidades.

que utilizamos, podemos realizar esse calculo sem maiores problemas e a partir da equacao 4.11
obtemos que

1 2
Tr[p2] =3 [1 _ e~2Na? | —2Na?r? | 6—2Na2(1—7'2)] 7 (4.13)

da qual seguem algumas conseqiiéncias interessantes. Oberva-se que a pureza do campo é bastante
sensivel ao nimero de cavidades: ao aumentar N a pureza do sistema decai rapidamente, o que
nos parece razoavel ja que haverda um acoplamento maior com o reservatério. Além disso, para
tempos de dissipacao curtos (7 ~ 1) os termos exponenciais em 4.13 sdo muito pequenos, fazendo
com que Tr[p?] — 1/4, o que é uma espécie de limite inferior para a pureza dos CTECS (figura
4.2). Para finalizar, quando ~t¢ se torna suficientemente grande (7 — 0) a pureza tende a 1 e essa
¢é a representacao matematica daquilo que ja comentamos: as cavidades perdem todos os fétons e
o sistema passa a ser descrito pelo estado puro de vacuo.
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Conclusoes e Perspectivas Futuras

O estudo da interacao da radiagdo com a matéria é um assunto interessantissimo e dé origem a
uma vasta area de pesquisa dentro da Fisica. Nesse trabalho, focamos a nossa atencao no caso em
que um atomo isolado interage com fétons, ou seja, excitacoes quanticas do campo eletromagnético.
Como comumente é feito em trabalhos que estudam esse problema, assumimos que apenas dois ou
trés niveis de energia do atomos sao relevantes, ou seja, o foton s6 interage com esses poucos niveis
escolhidos. Isso é possivel através da escolha cuidadosa dos niveis atomicos, de forma que os fétons
satisfacam apenas as regras de selecao especificas da transicao escolhida. Assim, o campo nao sera
capaz de induzir qualquer outra transicao e podemos simplificar a descricao do atomo como um
sistema de dois ou trés niveis.

Um dos assuntos do primeiro capitulo dessa tese foi o modelo de JC, que descreve a interagao
de um atomo de dois niveis com o campo quantizado. Esse modelo, que foi amplamente explorado
durante as ultimas décadas, explicou ou previu diversos efeitos quanticos, como a geragao de estados
nao-cldssicos da luz, e também foi aplicado a varios protocolos de informacao quantica que se
baseiam na interface luz/matéria. Nessa dissertagao, esse modelo apareceu novamente no capitulo
3, no qual foi utilizado para o estudo da transferéncia de emaranhamento entre atomos e campos;
assim como no capitulo 4 que utilizou a superposicao de estados coerentes gerada pela interacao
dispersiva como ingrediente fundamental no esquema de geracao de CTECS. Outro assunto revisado
no capitulo 1 foi a interacdo de um dtomo de dois niveis com um campo classico. Esse é um sistema
de interesse quando se pretende realizar transformacoes nos niveis atémicos internos, o que também
foi utilizado no esquema de geracao de CTECS. Pelas equagoes em 1.18, por exemplo, percebemos
que através do campo classico podemos obter um estado de superposicao arbitraria entre os dois
estados atomicos.

O capitulo 2 foi dedicado a apresentagdo do modelo Raman quase-degenerado. O objetivo
foi descrever a interacao de um dtomo de trés niveis na configuracdo A com um modo do campo
quantizado, dentro dos limites dispersivo e quase-degenerado. O primeiro limite é obtido quando
a freqiiéncia do campo é altamente dessintonizada em relacdo a freqiiéncia de transicao atomica e,
nesse caso, o estado atomico de maior energia pode ser eliminado adiabaticamente. Dessa forma,
passamos a ter um Hamiltoniano que descreve a transicao efetiva entre os dois niveis inferiores. O
segundo limite considerado nesse modelo supde que a diferenca de energia desses dois niveis é muito
pequena se comparada com a dessintonia do campo. O fato dessas energias nao serem iguais é o que
o diferencia do modelo Raman degenerado, que pode ser obtido como um caso limite. Calculamos
o Hamiltoniano efetivo com correcoes de primeira ordem nessa diferenca de energia e obtivemos as
equacoes de evolugao para a condigao inicial de campo coerente.

A partir do resultado desses calculos pudemos propor um novo esquema de transferéncia de ema-
ranhamento entre dtomos e campos coerentes. Mostramos que um par de cavidades inicialmente
preparadas no estado coerente pode apresentar 1 ebit apds a interacao com um par de atomos
maximamente emaranhados e a medida destes. Ainda mais que isso, os resultados do capitulo 3
nos mostram que esse emaranhamento transferido seguira a periodicidade do modelo Raman quase-
degenerado. Outra caracteristica interessante é que essa transferéncia nao depende do resultado da
medida atdmica, basta projetar os atomos num dos “dois estados fundamentais”. Interpretamos
isso como uma consequiéncia da similaridade dos campos gerados pela interacao quando o atomo
entra na cavidade num desses dois estados de menor energia. A transferéncia no sentido oposto,
campo — atomo, também mostrou-se possivel. Nesse caso, apds a interacao dos atomos com o par
de cavidades emaranhadas (num dos estados obtidos pela etapa anterior), a projegao das cavidades
no mesmo estado leva os dtomos a um estado da base de Bell.
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Finalmente, acreditamos que o modelo Raman quase-degenerado pode ser investigado mais a
fundo, de forma a clarificar propriedades tanto do atomo quanto do campo modificado pela in-
teragdo. Exemplos disso sao os cdlculos do pardmetro @ [22], que determina se um estado do
campo é ou ndo quantico, e das populacoes atomicas em funcao do tempo de interacdo. Alertamos,
porém, que talvez alguns desses cédlculos necessitem das correcoes de segunda do Hamiltoniano
efetivo, o que também é outro ponto interessante de ser investigado. Por exemplo, se mostrdassemos
que os proximos termos da expansao do Hamiltoniano efetivo ndo prejudicam a transferéncia de
emaranhamento, a hipdtese do limite quase-degenerado poderia ser relaxada numa possivel im-
plementacao experimental. Outra perspectiva interessante diz respeito ao CTECS. Ele possui as
mesmas propriedades demonstradas para o caso discreto? Intuitivamente, esperamos que no limite
de grande nimero de fotons elas sejam vélidas, mas uma prova matematica e que, inclusive, limite
inferiormente o nimero de fétons é desejdvel.
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A Identidades Matematicas

Teorema A.1. Sejam dois operadores A e B que ndo necessariamente comutam, entdo a igualdade

2
ABe 4 = B 4 4[A, B] + %[A, [A,B]] + ... (A1)

€ vdlida para qualquer v € Z .

Demonstracdo. Seja o operador
F(y) = Be ™,

que também é funcao de . Por defini¢do, temos que

F'(vy) = e (AB — BA) e A = 14 [A, B]e_VA

F"(y) = € (A[4, B] — [A, BJ4) e = 4[4, [4, Blle.
Agora, definamos o comutador de ordem n por: C,, = [4,[A,[A,...,[A,B]..]]].

n vezes
Procedendo a demonstracao por inducao, vamos supor que a igualdade é valida para n e pro-

varemos que o caso n + 1 é valido. Para isso, vamos supor que

FM(y) = 4Che A

¢é valido. Nesse caso,

FO(q) = % (4Ce M) = A (AC, — CpA) e = 4[4, Cple A

= Ftl(y)y = A0, 1e74 (A.2)

Agora basta aplicar a expansao de Taylor a funcao F(v),

F(y) = F(0) +vF'(0) + ;—TF”(O) + ..,

para se obter a equacdo A.l. O

Corolério A.1.1. Para os operadores de aniquilacio e criacao de fétons, a e at, que satisfazem a
relagdo de comutacao [a,aT] = 1; valem as sequintes transformacoes

et agemala — g
eralagieala — gier. (A.3)
Demonstracao. Utilizando as relacoes de comutagao
[aTa, a} = da'aa —adta = ataa — (1 + aTa) a=—a,
[aTa, aT] = a'aa’ —d'ala=a <1 + aTa> —alala=d (A.4)

Aplicando a prova por indugao, supomos que
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[aTa, [aTa, [aT, e [aT, al..]]] =(=1)"a

11 vezes

[a'a,[ala, [al,. .., [aT,a'].. ]]] = o

n vezes

Para n + 1 temos, entao,

[a'a,[a’a,[al,... [aT,a]..]]] = [aTa, (—1)"@] = (—1)""q

n +1 vezes

[a'a,[afa,[af,. .., [af,al].. ]]] = [aTa, aq =al.

n +1 vezes
Logo, o teorema A.l implica em
2 3
erdtagemata — o _ va + T oLy +...=ae”

2! 3!

2 3
eralaghe—rala — ot 4 yal + %aT + %aT +...=ae€". (A.5)
U
Teorema A.2. Seja o operador O = al|g)(e| + ale)(g|, na qual a e a' sdo os operadores de

destrui¢ao e aniquilagao de fdtons, respectivamente, e |i)(j| os operadores de transicio atémica,
tais que (i|j) = 6;;. Entdo, as sequintes igualdades sao vdlidas

(all)(el +ale)al) " = (aat)le)e| + (afa)lg) .

(a'lg)tel +ale)al) ™ = (aa")ale)lg] + a (aal)lg) e]. (A6)

Demonstracao. Explicitamente, verificamos que o caso ¢ = 1 é valido, ja que

(al g el + aledlal)” = (a'lg)el +ale)al) (allg)iel + ale)igl) = alalg) o] + aalle) el

(a'l)tel +ale)al)” = (atlod el +aledgl)” (atlgdel + ale)gl) = ataaflg)(e] + aalale) g1

Agora, suporemos que o caso ¢ = n ¢ valido e provaremos que o caso ¢ = n + 1 também é vilido,
concluindo a prova por inducao matematica.
Caso g=n

(allg)(el +ale)al) ™" = (aa")"le)e] + (ata)"]a) ol

(allgvtel +aledial) " = (aat)ale)lg] +a (aat)"lg) e].

Casog=n+1

2

)" = (alladtel + aledal) ™ (alladel + ale)iol)

= ((aah)"le) (el + (ala)"lg)(g]) (atalg)(g] + aalle)e]) =
= (aah)™ el + (ala)" g}y (A7)

(a'lg) (el + aleg]
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e também

)2(n+1)+1 2 _

(a'lg) el +ale) (o = (aflgvtel +ale)ol) ™" (aflo) (el +ale)ol)
(aa")"ale) (9] + a'(aa")"|g)(e]) (a'alg) (g] + aalle) (el ) =

= (aa")""ale)(g] +a' (ala)"[g) (e]. (A-8)

/N

Teorema A.3. Seja z um numero complexo qualquer, entdo temos que

OO:L.n
L -
=
n=0
segue que
e —1 1 >z 1 o= 2" >, gl
= P —;<‘1+Zm R DD D
n=0 n=1 n=1
z x oo oo nz 0 n
et —1 1 1 |z 1z
= dx = — | 2"y = — =] = -z
/0 - 2 ) 2w =2
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B Teoria de Perturbacao

Aqui fazemos o desenvolvimento formal da teoria de perturbacdo estaciondria até primeira
ordem do parametro perturbativo, £ <« 1. Assim, deduzimos as correcoes de primeira ordem da
energia e dos autoestados do Hamiltoniano perturbado.

Consideramos que o Hamiltoniano total H pode ser dividido em uma parte livre Hg, que descreve
o sistema nao perturbado, e em uma parte de interacao Hi, ou seja,

H:Ho-i—le. (B.l)

Também consideramos que H pertenca a um espago de Hilbert de duas dimensoes, ou seja, possui

(0)

apenas dois autoestados (|v4)) e duas energias (F4 ). Denotamos por E’ as energias do caso nao

interagente ({ =0) e \vf )> os respectivos autoestados, ou seja,

HO’U > (0)’ ()>.

Como é usual assumir no tratamento perturbativo [23], admitimos que as energias e os autoestados
de H podem ser escritos como uma série de poténcias de &:

By =EY 4+ ¢pY 4 2pP

oi) = o) + oty + 210y + ..

Perceba que nessas equagoes ja impusemos o fato de que se £ = 0, entdo Fy e |vy) se reduzem as
respectivas quantidades do caso nao interagente.
Escrevendo a equacao de autovalor para H e guardando somente termos lineares em £, vem que

Hlvy) = Etfvy)
= (Ho+&H) (W) +¢pl)) = (B + ¢B0) (o) + o))

= Hol?) + ¢ [Holo) + Hi o] = EP ) + ¢ [EORY) + B (B2)

Agora devemos igualar os termos de mesma poténcia em &, ja que essa equacao deve ser satisfeita
para qualquer valor do parametro perturbativo (dentro do limite { < 1, é claro). Os termos de
ordem zero nao trazem nenhuma informagao nova porque apenas nos dizem que para o caso nao
interagente a equagao de autovalor de Hy deve ser satisfeita. Os termos lineares em £ implicam que

Holoy + Hi[ol?) = EQ o) + ED 0. (B.3)

Projetando essa equacao no vetor de estado <v$ ) |, que é autoestado de Hy, chegamos a conclusao
de que a primeira correcao da energia é dada por

1 0 0
EY = Q1 H o). (B.4)

Para encontrar a primeira correcao dos autoestados de H, utilizamos a relacao de fechamento
satisfeita pelos autoestados de Hy, pois, j4 que este é um observavel entdo os seus autoestados
formam uma base do espaco de Hilbert:

R+ ) ] = 1.

Disso segue que
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o) = EP ) + 001 o))

H o) = o 1H PO ) + BY ).
Substituindo essas equagoes em B.3 temos que
0 1 0 0 0
(B = Ho) o) = 0 H o) o)

(B.5)
(B - Ho) o) = @)’y

Agora devemos fazer outra consideracao comum a esse tipo de tratamento. Escolhemos procurar
por corregoes de primeira ordem que nao tragam nenhuma informacao ja contida nos estados do
caso nao interagente, ou seja, os vetores que dao a primeira correcdo devem ser ortogonais aos nao
perturbados:

WPy =0 ¢ @YD) =0

Logo, concluimos que

o) = @O + P ) o)
N——

=0
©) g1, O
W, _ W [Hilvl") | (o)
= i) = ———L ) (B.6)
£O _ pO
€
1 0 1 0 0 1 0
WD) = @) ) + @ ) )
=0
©) 71, (0
@y _ Wi [HivZ?) | (o
=y = S0, (B.7)
g9 - gV

E interessante notar que devido a escolha de ortogonalidade entre o termo nao interagente e o
de primeira ordem, os autoestados de H ficam automaticamente normalizados até primeira ordem
em &:

(walos) = @) + 2P ) =1+ 0@E). (B.8)
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C Estados Nao-Ortogonais Emaranhados

Seguindo os passos de [65], comegamos com um estado bipartite emaranhado qualquer

[P)ab = al@)alB)s + dIT)al)s, (C.1)

no qual a e d sao fatores de normalizacao e os estados de cada modo (ou cavidade) podem ser nao-
ortogonais, ou seja, (@|y) # 0 e (8|6) # 0. Considerando que |a) (|6)) e |7) (|3)) sdo linearmente
independentes entre si, entao eles formam um subespaco dois dimensional do espaco de Hilbert. A
partir disso, se escolhermos a base ortonormal {|0), 1)}, dada por

0y =), 1) = (%) —pila))/m para o sistema a

10) = [6), |1) = (|B) — p2]0))/n2 para o sistema b,
com
m=@y n=yV1-|pf
p2 = (6]6) ng =+/1—|p2|?,

o estado |¥),, pode ser escrito como

|W)ap = (ap2 + dp1)]0)a|0)y + anz|0)q|1)y + dni|1)al0)s. (C.2)

Ainda mais que isso, pode-se facilmente calcular a matriz densidade reduzida p, = T (|¥)apab(¥])
e os seus autovalores,

B ~( lapz +dp1|* + |ana*  (ap2 + dp1) d*n}
Pa = Trb(|\Il>abab<\Ij|) - < (ap2 + dp1)* dny ‘dn1’2 ’ (03)
na base {|0)4,|1)s}. Os autovalores dessa matriz sdo dados por
1 1 3
At = 3 + 3 1 — 4|adnins|?, (C.4)

sendo que para obter essa expressao devemos lembrar que a normalizacdo da equacao C.2 nos diz
que
(WD) = 1 = [apy + dp1[2 + |ana]? + |dns 2

Uma aplicagao bastante interessante deste calculo é a obtengao de uma expressao para a entropia
de von Neumann do estado |¥),;, que quantifica o emaranhamento desse estado. Por defini¢ao
temos que

Eun(1¥)a) = ~T7 [pa 108 (pa)] = —As logy(As) — A logy(A_). (C5)
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D Cavidades Emaranhadas com Dissipacao

Neste apéndice complementamos o estudo do emaranhamento de cavidades com o calculo da
influéncia da dissipacao de energia. Suponha que um par de cavidades (a,b) encontre-se num dos
estados

|fi)ab = Ni(la)al — a)p £ | — @)ala)s), (D.1)

que sdo analogos aos estados |fi)as € |f2)ap do capitulo 3, quando escolhemos At = 7/2. Se
considerarmos que as cavidades sao imperfeitas, de forma que percam fétons pelos espelhos, entao
o estado desse sistema passara a ser descrito, no limite de temperatura nula e dentro da aproximacao
de Born-Markov, pela equacao mestra 4.10, cuja solucdo formal é py(t) = exp[(J + L)t]|f+)(f+].
Utilizando a igualdade [113]

exp|(J + L)t]|a) (8] = (Bla) =" |ar) (5],

na qual |) e |3) sdo estados coerentes, 7 = e~7%/2 ¢ v é uma constante que caracteriza a dissipacao
da cavidade (que assumimos ser igual para as duas), podemos obter a expressao para o operador
densidade em funcao do tempo de dissipagao

p+(t) = Ni (]Ta>aa(7'a\ ® | — Taypp(—Tal £ e_4|0“2(1_72)\7'04>aa<—7'a\ ® | — Ta)py(tal
:l:e_4‘°‘|2(1_T2)| — T aa(T0| @ |TQ)pp{—Ta| + | — TQ) o {(—Ta| ® |Ta>bb(7'a|) . (D.2)

Para caracterizar o emaranhamento deste estado misto, utilizamos, assim como feito em [37], a
negatividade, na sua forma dada por E = —23". \;", sendo A, os autovalores negativos de ps(t)FT
- a matriz densidade parcialmente transposta (veja a equacao 1.46). Logo, precisamos calcular e
diagonalizar p (t)F'7.

Utilizando a base ortonormal

1

’\Il+> = \/m
) = LN (= sin(8)[ta) + cos(8)] — ta)) , (D.3)
%

(cos(8)[ta) — sin(0)| — ta))

com

cos(f) =

(D.4)

1+ /1 — e 4ol 2 1— V1 — e dalPt? 2
5 e sin(f) = )

2

podemos escrever os elementos da matriz densidade p4(t) como

o—4lof?t? <1 4 e—4\a|2(1—t2)>

(1 + e AoP) ;

P11 = P44 = P14 =

1 e—4|o¢\2t2
p23 =

4lal2(1-2 . )
2(tetr) |2 € e t)(COS4(9)+SID4(9))]v
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E(t)
1

\
.

.

.
.

yt

Figura D.1: Emaranhamento das cavidades em funcao do tempo de dissipacao, o estado inicial das
cavidades é |fi)q. Amplitudes coerentes escolhidas: o = 0.5 (linha sélida), a = 1 (tracejado) e
a = 2 (pontilhado).

e — 1 4 .4 e el
p22 = P33 = m <COS (0) 4 sin”(0) £ 5 ;

1+ e—4\a|2<1—t2>>
2 (1 £ e4oP)

P12 = P13 = P24 = P34 = (cos®(0) sin(6) + sin®(6) cos(0)) .

Na forma matricial, p+(t)F7 ¢ dada por
P11 P12 P31 P32
pi(t)PT _ P21 P22 P41 P42

P13 P14 P33 P34
P23 P24 P43 P44

e os autovalores dessa matriz sao dados por

A1 = p22 — p11;

A2 = p11 — p23;

1
s =5 <2p11 + p22 + p23 — \/16sz + P3y — 2p22p23 + /%3) ;

2

A partir dessas expressoes, temos implicitamente o emaranhamento em fungdo de a e de t.
Nas figuras D.1 e D.2 apresentamos os grafico do emaranhamento versus o tempo de dissipacao.
Como era de se esperar, o emaranhamento decai rapidamente com o tempo de dissipacao, ja que
as cavidades tendem ao estado de vécuo |0),|0), que é um estado produto e ndo possui nenhuma
correlagdo. Um fato inesperado, entretanto, pode ser observado no comportamento do emaranha-
mento do estado |f1)q. Apesar dele nao ser sempre maximo quando vyt = 0, é necessdrio um maior
tempo de dissipacao para que ele tenda a zero. Disso, percebemos que as correlacdes quanticas do
estado |f1)ap s80 menos influenciadas pela perda de fétons quando o nimero médio destes dentro

1
A= <2/711 + pa2 + p23 + \/16sz + 3y — 2p22p23 + P%g) :
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E(t)

Figura D.2: Emaranhamento das cavidades em funcao do tempo de dissipagao, o estado inicial das
cavidades é |f_)qp € 7 é a constante de dissipagdo. Amplitudes coerentes escolhidas: « = 0.5 (linha
solida), a = 1 (tracejado) e a = 2 (pontilhado).

é pequeno (Jal? < 1). Essa mesma conclusio pode ser tirada do segundo gréfico, no qual o emara-
nhamento inicial é maximo, independentemente do valor inicial da amplitude coerente. Isso parece
ser mais uma previsao nao intuitiva da mecanica quantica, ji que esperdvamos que a perda de
um féton afetasse menos as correlagoes quanticas de um estado quando este possuisse um numero
médio de fétons elevado e afetasse mais quando esse niimero médio fosse menor.
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