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:0 phesenie trabalho € um estudo sobre o problema
de um eletron de Bloch em um campo magnetico unifor-
me. Nele basicamente discutimos o formalismo dos Ha—
miltonianos efetivos aplicado ao pfob]ema. Discuti -
mos airepresentagﬁb introduzida par L.Roth. Introdu-
"~ zimos uma nova fepreséntagao que apfesenta 0 compor-
tamento adeﬁu%do no limite da rede vazia, isto &, -
V(r) + 0 e derivamgs uma expressio para a aplicacio

do Hamiltoniano sobre as fungoes de Base.
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CAPITULD 1

INTRODUCAD

0 problema de um eletron de Bloch num campo maanet1co uni

forme tem sido bastante estudado, desde o trabalho inicial de Lan -

i
dau em 1930. Isso se deve ao fato de que muito ﬂos,exper1mentos -

com os quais se investioam as propriedades eletrdnicas dos sdlidos

sao levados a cabo com o-auxTIio de campos maqnéticos. Deste  modo, ©

a interpretacao dos resu?tados requer, em princhio. o conhecimento
do comportamento dos eletrons do cristal sob a acdo desses campos.
' 2

Num cilculo semi-classico se mostra que esses eTetrons -

obedecem as equacgoes,

AF = B (3 xB) B | (1.1.2)

'que'sio-uti1izad$s;.porlexempIO, na determinacdo de superficies de
~ Fermi. | | | | :
B 0_conhebimentc completo do comportamento guanto-mecinico
de um sistema & possivel ser obtido se resoTvemos a'equagﬁo,'esta -

cionaria de Schrldinger
He = E¢ ' ' ‘ - : (1.2}

onde H & o Hamiltoniano do sistema, Isso significa encontrar as au-

tofuncoes ¢ que diagonalizam H. Os autovanres dessa matriz diaco -

nal sao as energias possiveis para o sistema. Na maior parte dos ca

sos entretantop, nio se pode digonalizar diretamente H, como ocorre

no problema de um eletron de Bloch num campo magnético. Nesse caso,

0 probléma & normalmente desenvolvido dentro do chamado formalismo

‘dos hamfltonfanos efétivos,'o qual consiste na inirodugio de um ¢con

E (R (I.1.b)
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juhto dé funcﬁés, completo para o broblema, isto e, que gera o espa~
¢o das aptofuncaes do sistema, o qual.constitui uma base hara 0 espa
co. A intrnducao dessa base define assim uma representacao, que ori-
ugfna uma nova matriz hamiltoniana, denominada hamiltoniano efetivo.
0 tratamento dado por Landau (1930)lao'prob1ema foi o,  de
_considefar oS e1et?ons;de conducao como um gas de eletrons livres, -
num'campo magnético-uniforme. Ele logrou resolver exatamente a egua-
cao de onda, encontrando que, ao longo do campo, o movimento era i~
déﬁticoao caso do campo nulo. Ja no plano normal ao campo, 0 compor-
tamento era o de um oscilador harménico. |

R. Peierls (1933)3 abordou o problema, pela primeira vez ,
dentro do formalismo dos hamiltonianos efetivos, considerando a ex -
pansao das autofuncoes do problema em termos do conjunto de orbitais
atomicos, ou seja, uma LCAQ (Linear Combination of Atomic Orbifa1s).
Cdm isso foi levado em coﬁta_o efeito do potencia1 periodico, despre
zado por Landau. Na verdade, a expansgd.(LpAO) utilizada e uma ex -
pansao modificada. Essa modificacao decorre do fato de que o poten -~
_ciél vetorial R (F) que aparece no hami]toﬁiano magnético nio & inva-
‘riante por uma translacao. K(?i-,ﬁ), no entanto, descreve o mesmo -
campd queAﬁ(?)..Logb as duas expressdes devem diferir pelo calibre .
Assim, enquanto que-no.caso de campo nulo as orbitafs atomicas trang_
ladadas 550 solucoes locais satisfatﬁrias'nq limite do "Tight biding"
no €aso em que o campo magnEtico & diferente de zero, Peierls as mul-
tip?icé por fases, que se oriainam das mudangés de calibre provoca -
das_peias translagoes T(ﬁ). Essas fases s3o conhecidas como fatores
de fase de Peierls. Nesse caso, as autofuncdes e autovalores da ener

qia'podem ser coﬁhecidos,_se resolvemos a equag&o,
> e ¥ o .
e [P+ 2 A(r)]e = E¢ o - (1.3)

onde E&(?) € banda de energia dé Tndice n, no problema sem campo.



Esse resultado @ também conhecido como, teorema de Peierls.
) . . . L .
Futtinaoer e Kohn {1955) dintroduziram uma reoresentacao .

confiecida como representacao da massa cfetiva, e definida por

onde Un(toa?) ¢ a parte peripdica da funcao de Bloch, num ponto

da zona de Brillouin. Essas fungaeé constituem uma base para o pro-
blema do eletron de Bloch e dao origem ao conhecido hamiltoniano
_ E-Es . Ela éluti{izadatlentretanto,'para derivar uma equacdo efeti-
va de Schrddihqer no problema com campo, 0 que origina um hamilto -
nfano efefivo na forma de uma série de poteéncias em B, ou seja = =~

) fn(ﬁ + % E(F))Bn,dnde o termo de ordem zero € o hamiltoniano  de
n . '
Peierls.

Hannier e Fredkin (1962)5! mostraram a existencia de um - -
hamiltoniano efétivo aeral, sem contudo abresentar afsua forma ex -
.plicita, supoﬁdo.a_compTéteza de um conjunto de funcoes de Bloch mo
dificadas. Essas fungBes.se reduzem Elfyncaes de Bloch no limite de
campo nulo. Elas sdo introduzidas atraves de uma equdgﬁo, que se re
duz 3 equacao de onda do eTetron_de Bloch no Timite -de campo nulo .
A validade dessa equacao €& assumida sem prova.

| Roth (1962)7, como descrevemos com maior detalhe no Capi-
tulo 11, propoz um conjunto de funcGes de Bloch mofificadas, qué é
suposto sér comp1efo e que tambem se redui ao das funcoes de -Bloch,
no limite B = 0. |

Em todas ess&s derivacgoes as completezas dqs conjuntos -
de funcdes sao assumidas mas n3o provadas, sendo eé;e , @ NoSsSo ver
‘um ponto fraco delas. A justificativa desse procedimento esta baseg'
‘da no COmpbrtémeﬁto qssintqtico'dé_base e dos resultados para o 1i~_

- . _ -
_mite B > 0. Como comentam Wannier e Fredkin, "o que se assume e va-
1ido, pelo menos para alouma faixa de.valores de §, yma vez que e



vélido.para B = 0".

Brown (19{54)a construiu um éonjunto.dé funcaes a partir -
das representacdes irredutTveis do ¢rupo das translacdes magnéticas.
Prihéir&mgnte, ele obteve a forma analitica exﬁlfcita para 0s opera
dores, num calibre qua]quér. Mostrou Brown gque eles nao constituem
um grupo vetoriail(grupo ordinario) e sim um "ray gqroup”. Neste Ul
timo, o fechamento exjiste, a menos de uma fase.?ApeSar de se poder
genérg!izaf completamente a teoria das representacoes para grupos -
de ordem finita nesse éaso Brown so qonseguiu construir as represen
tacoes irredutiveis, guando o campo § tem a direcdo de um vetor pri
mitive da rede. Com essas representacoes, através dos operadores de
projecao, € possivel obter funcdes com propriedades de transforma -
c3o das autofuncoes do sistema, que $3ao as funcoes naturais para . -
constituirem a base da expansao. Persiste, porem, a dificuldade da
generalizacao dos resultados, para uma direcdo qualquer de B,

Misra (?9?0)9, mostrou ser possivel, explorando a invari-
ancia translacional magnetica pertinente as autefuncoes do problema
derivar uima c1a§sé,de representacoes para eletrons de Bloch em cam-
po magnetico uniforme.e, em particu1ar,'derivou as fungBés de Roth,
COMmo veremos no Cathu]o IT. -Num trabalho quase simultaneolo, pro -
vou ele a completeza desse conjunto. '

Retornando a idéia centré} do formalismo dos hamiltonia -
nos efetivos, podemos observar que existe uma ligagao forte entre ,
"6 hamiltoniano efetivo e a base que lhe di origem. A nova matriz ha
miltoniana “carrega", em algum grau, as "qualidades" das funcoes ba
sicas. Assim, o comportamento do hamiltoniano derivade, quando §+0,
ou V(¥) = 0, onde V(¥) & o potencial cristalino, esta diretamente -
ligado ao comportamento das fungdes basicas nesses limites e, & den
tro deste ésp?rito ﬁue se desenvolve o presente trabalho. As funcoes
basicas propoﬁfas, at? a presente data, tem como caracterystica co-

mum, o fato de se reduzirem as fhnqﬁes de Bloch, no limite de campo



nulo, oL pelo menos constituirem bases para o problema nesse limite.
Entretanto, nao anresentamge1as 0 compﬂrtamento réquerido'no caso em
que v(?i + 0,0 seja, no limite da rede vazia. As funcoes de Roth, -
" por exemplo, nesse Jimite, sEo'ondas.p1anas e nao funcgoes de Landau.
Assim sendd, 5¢ s@ conseguir‘dérivar fungaeslque apresentem o limite
da redé vazia, deve-selesperar que o ham{ltoniano efetivo, obtido a
parfir desse conjunfo, retenha de forma explicita as caracterTsticas
do sistema, sob a acao de um campo magnético forte. Em particular, o
formalismo serd de grande aplicabilidade no caso dos eletrons de con
duqao<b metais. | |

No Cap1tu10 III mostramos como & possTvel construir.um con
junto comp]eto de funcoes gque tenham a propr1edade acima, isto &, -
que apresentem o 1Timite da rede vazia e, no Capitulo IV, desenvolve-
mos o ham11ton1ano efet1vo que com e]as € obtido. 0 Capitulo V e des

tinado -as conclusdes € comentar1os.



CAPTTULD IT

FUNCBES DE BASE  DE ROTH

il;1 - Introducag

Neste-capTtulo apresentamos, basicamerdte, todo o material ,
necessario para a derivacao do conjunto das funcoes basicas introduy
7

zidas por Roth ,a prova da sua completeza, assim como a derivagao do

hamiltoniano efetivo obtido nessa representacao.

' 11.2 - As funcoes RZcicas de Laura Roth e a derivacdo de um hamilto

niano efetxvo

Para um eletron de Bloch, num campo magnetico uniforme, ©

hamiltoniano que descreve o sistema e dado povr

ha =4
n

";E 3+ %;3(?)]2 + V(F) . '. (I1.1)

+

+ ‘. L3 l L Ld L3 -
onde A(¥) & o potencial yetorial, aaui tomado no calibre linear ,

isto &, E(?) ¥.9A , onde VA & umq diada constante, por exemplo,

0 0 O
gA = |(-B- 0 O . . (11.2)
0o 0 0

éendo § o campo mégnético na direéia z, escolha essa que noé da o
propr1o calibre de Landau para ¢ eletron livre rum campo madnEtico
uniforme; e & o valor absoluto da carga eletronica e V(r) e o pon-
tencial cristalino que & perfodico. No ham11ton1aqo (II.T) termos
envolvendo sp1n foram omitidos. A'escolha.do calibre de Landau g
fe1ta, afim de 51mp]1f1car a.s expressoes, mas 0S resuTtados sao in

dependentes dessa escoplba, isto &, podem ser provados para um cali

bre qualquer®,



, L . .
Roth prepee, para funcoes basicas, o conjunto

, ;o
' e - e + oy . >
.+ (R - F),[v Ve, + = MF ]=1k.
A(F - Rle Tt e M) e

e -+
e r's r

(11.3)

que sao as fungoes obtidas das funcoes de Bloch) na sua expansao em

termos das funcoes de Hannier,

LN i(R - ).k
> 1 - 3 . 1 > -+ = . >
bnﬁ(r) = 7ﬁ_ 2 An(r Re = [7ﬁ" z An(r R)e ]e1k.r
R R .
L kP ' o
= U x(r)e s | (11f4)

Lo

. : he . .
rador Unﬁ(?) g sobre .a onda nlana, somente, As diferentes comnonen

Substituindo % por P = % §;f + Vh, en Unt(?). A agdc do ope
. . 3 . :

]

tes de ? nao comutam entre si, pois,

P .p1 = 8 [aAy - an]'= eB
[_X’ Y] ihckax dy ihc

para ocalibre de lLandau

A(F) = - By&_

* Se procedemos uma mudanqa-dé ca]ibre{

AY > A+ FaE(F)

. , b :
a fungdo de onda fica, como mostra Landau  multiplicada por uma fase, -
oe -+ ‘ \
1-ﬁ~5f(r‘)

v>yoe

‘que deixa invariantes todos os observiveis fisicos do sistema.



_Ehtéo,fa-ordem dos fatores (componentes de P) & importante e na dg':
fiﬁigéo_(11.3)-das ¢“;(?}, 0 operador_F entra numa forma completa
mente simetrica. As funcoes o ni! .) f1ram as¢sim muito bem definidaa
Entretanto as fungoes ¢ug(h) nio 5ao0 ortornormé{s; E su-
posto;contudo, gue elas formam um conjunte completo. Isso equivale
. a dizef que a expanséé da funcac de onda, sclucdao  da equacao de
Scﬁrﬂdinger para ¢ hamiltoniano (II.1), em termos déssas funcoes,
& possivel. Isto e: . |
w(r) o (%) (%) . o (11.5)'
Esse & 0 ponto dEbil do trabalho de Roth. Os resu1tados obt1dos, a
partirdessa expansdao, naoc sac a rigor va11dos, uma vez que nao foi
demonstrada a completeza do qonjunto das ¢n§(r) . 0 uso dessas fun
coes, entretanto, fica “jﬁstificado“ pe]b menos "intuitivamente® -
para campos pequehos, como ja expuzemoﬁ.nd_cap¥tu1o anterior.

Levando-se a expansao {II1.5) a equacao de onda, obtéem-se

2P (K1) = i T g ad Py, (K1) (11.6)
ok - ' - .

_Mu1t1p11cando anbos os termos de (II 6) por ¢*E(r) e 1nteqrando,

em todo o cristal resu]ta
| néjd’ ¢*+(r)H¢ .(r‘) - Ejd’r¢*+(r)¢ .I-:‘[r') rpn,"(xi__‘) = 0 (11.7)

Para se calcular os elementos de matriz e as integrais -
o ) .- N - __ . - _ R . - . .
de normalizagao as funcoes ¢n§(r) sao escritas na forma,

-

o SN |3 i;ﬁ(ﬁ—g;fq.ﬁA.fE'-_?) | o
¢n§(?) = 7%— A (r - Rle ™ e_ﬁc e T (11.8)
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Apds um extenso talculo se obtem:
> : )
. - . - I“‘ [ :
. . ~ige(R'+ 5). VA R 1(E - §).R' -ik.R g
> i B
_j¢:-g(r)?i¢ﬁ§»(?)d’r = N—}I e T° e H_..(R)
| _ P _ S
(11.9)

onde _ S i

. e a. FRPX(F - R) . |
o (R) =jd3r M - e [0 + FxP)®+ v(h)]a .(r‘)

nn m
(IT.10)
e -
S | o
' T 2 - o (I
Com o uso da identidade,
. S o
S i(k'-k).R' o _
e ow ™ e . .
ot ; e REZR | o (11.12)
. R
é possivel mostrar que, )
o SR Se)
f k(r)!ﬂa o -(r‘)d3r = .E, H .(R)e - B (irasy
: . : N _ ' : . o

B . o - +l -> - . .
'SEHGQ.AKE; = 0, a menos que k = k + G, onde ¢ & um vetor da rede

reciproca. Para kK e k' na primeira zona de Bri1louiml At € a fun-
c3o § de Kronecker. |

A variavel % & considerada como uma variével contfnua
_ Para 0 campo maqnet1co nulto, os H ,(ﬁ) 530 0§ coef1c1entes da ex- L

pansao de Four1er_da-Energ1a___En(k)6nn, ., poiss

o (R) =f.dar ArE - DL e vi®dlan B arae)
E'—».O -+ | .. - .
= eg(R)e

n Inn

 Este resultado pode ser facilmente obtido,-ée consideramos o ele -

‘mento dé_matriz do hamiltoniano do eletron de Bloch entre fungoes



.-.-..70 o

de Wannier, o qual & '' ',
| { L S 4 .-'r | ¢ o o
Hj'm,jn =J}d r j.(r - Rm)HRJ(F - Rn) = Ej(jo Rn)éjj' (;1!15)\

.. . . - ‘ - . . . .
0s elementos-de matriz de H entre as fungoes ¢ﬁ§(r) reduzem-se, no

limite de campo nulo, a: a , : ' ‘ .
_ .
' . =Rk o -
o gim ) Hnn'(R)e = En(k)an'n' : : (I11.16)
B0 :

'-..y - . . - -
onde En(k)_e a banda de energia de Tndice n. Ainda nesses elementos

de matriz, o operador & considerado como construido a partir da fun

¢ao > >
’ I - . 3 "iR.k . : ' . g
R (k) = y H 1 (R)e {117y -

hd

;_sﬁbétituindo-se X por K=k + %E_K(igi) . A substituicio & feita no
expoente da expansao de Fouriér, 0o que garante, para a fungao, umé
'forma simétrica em k, a qual & necessaria, uma vez que as diferen - .
A tés.componentes de ¥ ndo comutam. Suas relacGes de comutagdo sdo as
mesmas de B.

As 1nfegrafs de normalizacac (I1.9) resultam em;
T + '
Jeren®o = n, g (11.18)

- onde Nnn,(E) & o operador simétrico obtido de

‘ o ARE(F - R, L -iRE | |
Nnn,(i) =-I',Id3rA:(F - R)e1 P )Anf(R)e : | (I1.19)

4
R
stbstitutindo [ por ?'na exponencial. No limite de campo'nu1o, as
1nfegrais de normalizacao reproduzem a ortogonalidade das fungﬁes -
" de Bloch, como esperado. Usando~se a're1agﬁd, |

'i(E'-?).E S . . T o
3? S e (KT) =Y (k) - C(Ir.20)

w 1
N




.cuja va]iﬂade{ekige a periodicidade em-EHdefwn((%)que & aqui assumi

~da, torna-se.possivel encontrar a eouacio de Schrddinger,

n.-(i?)]wn-, ci?)

_que, no. ?1m1te de campo nu1o, e d1agonal como era eSperado.

~~ Para uma ap11cacao prat1ca, torna =se, entao, necessar1a a’
_fresoTUan da equagao seca1ar (I1.7), ut111zando -se a eXpressao(II 13]
 para 0 elemento de matr1z do Hami1ton1ano e a relagao (11. 18) nara- ]"

3Qas 1nteara1s de norma?izagao.;_;'.[ ";}?Jgjgw""
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I1.3 - Ns oneradores manngticos de translacao

Cancsidaramas A araon dn nneradnr de trans?agﬁo ordinaria
" 1(R®), nos dois membros-da eguacio de Schridinger de um eletron  de
Bloch num camno magnético uniforme. Temos:

-

(R He(F) - T(E-)[m‘;—' (3 + % (#)]2+ v(r)] o(F) = Ea(F - T (11.22) "
0 que implica que
ROLE [-f—,-,.;lp + T R - R)]‘* + vm] T(R) = H'T(R) (11.23)

0 operador H', a menos do potencial vetorial, & o mesmo que H. Mas

0 pbtenciél vétorial transladado ainda define o mesmo campo magnéeti.

co, pois

f(E)er A(F) = rot K(T;‘(E)?) = rot R(¥ - ) | (11.20)
;e c0mo ) - | |

r®i) - e BB = aF-H C o (I1.es)
obtemos

+

B(¥ - B) = rot A(r - R) = B(F) (11.2¢%)

Dessa maheira, H' e H descrevem a mesma situacao fisica, devendo di

" - ferir apenas no calibre, isto &:

R(F - Ry = B(F) - 25 T2 £(F) (11.27)

onde f(r) & uma fungao real.
Por outro lado’, sabemos que uma mudanga de calibre no ha-
mi]toniano & levada a cabo por uma'transforma;ao:unitar1a da forma
. '. +
= el flr) o (11.23)
"Isso'significa que, |

' + S ' o o o
H = U HU . T _ (11.29)
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donde _
ooy = whaur(B) } (11.203)
' ' -+ ' -+ ; . -
o [urry]m = a[uT(R)) © (I1.30b)

0s operadores UT{R) comutam com H e sap denpminédos 0peradores'magq§ 
ticos de translagao. Embora eles nao constituam um gfupo vetorial =~
( grupo ordinario), eles formam um “ray Qroup“. ﬁ diferenca & que a
cond}gﬁo de fechamento da operacao de multiplicacao do grupo existe
a menos de uma fase, qué.nﬁo pode desaparecer completa e unicamente
por uma redéfinigﬁo das fases dos.operadores. Apesar disso, a teoria
-&aé.represenfacﬁes, desenvolvida para grupos vetoriais, pode ser pron
tamente generalizada para os "ray groups", como mostra Browne.

Para obtermos o 6per§dor magnetico de transtacao, com o.hi
" miltoniano expresso num dado calibre, devemos, portanto, resolver a
. €quacao: - |

Kt? - ﬁ) = K(?) - E£ ﬁzf(F) ' . (II-31)

=

_para encontrar £(¥). No calibre Tinear, |vide (I11.2)| temos:

- > > fic

>
(F - R).vA- ¥.vA = - &= v;f(F)
donde
v;f(r),g ¥e R.VA . _ | o (11.32)
ou,.
SE(F) e |2 ol ' 11.33a
M) e R | N (11.332)
3§yf =0 L  (11.33b)



‘A analise das equacoes acima ndés leva a concluir que,

R, P2 . -+ - "

Iy = o~ R.¥A.r + © . | : _ (II.'34)‘

‘onde C & uma constante arbitriria. Assim, o operador magnético de. -

translacdo no calibre linear &:

.8 T > . + :
e R.VA.r + C 1Rip/ﬁ (11.35)

Fazendo
-
= ‘ﬁ“" R.VA. R
v
* T(R) pode ser escrito como
. iR (P + & VAT x5 R.VA.R
. T(R) = e -oe (11.36)

N | | _
pois os operadores, ﬁep e §'§K°(§+?)s comutam. A fase no operador

g éntretanto irrelevante,

‘I1.4 - Derivac3o e prova da completeza das fungoes de Roth com a -

utilizacao dos operadores maagneticos de.translagiao.

Como foi salientado no item II1.2, a validade dos calculos’
de Roth nao fica rigorosamente estabe]ecida, uma vez que nao foi -
mostrada 2 completeza do conjunto utilizado na expansao da funcao -
_de ondé 'Misrag’i? mostrou, éntretaﬁto, ser pdssTvei derivar e pro-
”var a completeza do conjunto de Roth, o gque 8 apresentado a seou1r

o Para o e1etron de Bloch num campo magnético uniforme, o -

~hamiltoni¥ano, com K(r) no calibre linear e sem os termos de spin, g

ndado}nr'(IIJ?), isto &:

AJ:Jﬂza.zlE [3 + % ?.VAI{ * V(Fj




'-:.conpleto, isto e, seja possivel expandir a fungdo de onda, 501uga0

"'fﬁovprob!ema, em termos desse conjunto. Tem-se, entao

Por outrs lado, vimos, rela relacdo (I1I1.36), que os operadores mao-

neticos de v

an3lacot sac dadss nov
e - - : .
_ iR.{p + = YA.r} o= S
T(R) ¢ 137y e

é'mendg de yma fase, irrelevante, como veremos abaixo.

- | Sao pronostas, como functes basicas, em analogia com - as
__fungﬁes de_B!dch, aue s3ao as.solucoes, no caso de campo zero, fun -
gSeé'da-forma: | '
- T

e ptP) = E(EERe . (11.38)

n

onde €, & um operador que depende de %, B, r. Pretende-se encontrar

uma forma nara o onorador C tal que o conjunto das ¢nﬁ(?), sejh'él'

w(mt) = E ic, (k i, r)e Jv (K.t) - (11.39)
_.;éonsiderando_a soma'em_i;‘no limite de % contTnuo, pode-se téhbém';_ 3f

__escrever,

o ' N ik 7 R .
, lw(r t) = const X I-Jdak [C (k,B Te ] wn(k,t)
LR, nE o
= const X. E < c*(t B, r)e [wn(ﬁ,t)> -
*1E_+ ' | ﬁ: r. 4 .+ s
= const X- E <e I(C*) w (%, t)>-= const X I.fd3ke D_(k:B,r)y_
= ; e (E E r)w (k t) S N _ . ' (;1.491 L

..n

sendo D, ;'(En*)+. Ap1{cdndo”o_operador magnético de translagio -

T; tIIL37}.5 funcio acima, isto & -
c e Dn(i,a,?)¢n(t,t)  :

T(R)ﬁ(r t)

B T AP SEEE A




{f§i16 f.f
resulta, de acordo com 0 énresentado no Ap@ﬁdige B,
. 3 -+ - -+ : ’
- . ik.or -ED‘(D +'-'ﬁKo),.. v, ! .
T(R)W(F,t) = § e e 0o (KsBuF)u, (Rut) (11.41)
ak : - A
onde- - : ' ' , : | o,
bl - e - .',. . ’
Ko = k + Fe VA.'iVE \ . ‘ (11.42)_

Como__T(E)w(?,t) e também autofuncao de H com mesmo autovalor, pode-
se, entdo, escrever, em analoaia com (I1.40) (vide Apéndice C).
- - .
- - 1-|:.r‘_ > * VT ' PR o
CT{R)G(F.t) = p{F.t) =L e Dn(k,B,?)wn(kst) - (11.43)

i

g

_ZA§7fe}ag6es (11.41) e 11.43) devem, pela propriedade translacional,
ter a mesma forma. Devido 3 presenca do operador de translacio ordini

ria no operador |
. > .-+'

CiR.UD + hKe)

e . o

'fﬁa deve ser, entdo; uma funcao perTodicd em ¥ na rede real. Mas ﬁn de

- ye comutar tamb&m com o operador eiﬁ.h?0 . 1sso &, entretanto, satis

fé{to, se'ﬁn for fungao de um operador ?, Que comute com Eo'

Todavia &s .componentes de Ko nao comutam, sendo qde

' _ ieB
[KoxsKoy] v

Definindo-se um operador K, por
K = %+ 52 iVaivA oy

| x o+ g7 iple (11.44)
‘donde | -

' Te . _ -ieB -
o Deeklls



pbde—sé facilmente mostrar que

-5
k. ¥,

'3 qual @ valida cntre as componentes dos vetores, isto &, temos nove .

relacoes de comutagic. do tipo

Portanto, Dn deve‘,:desde que as diferentes-componenﬁes de ? nao co-’
mutém, ser definida como uma funcdo simétrica de f.

Até este ponto determinamos as condicdes a serem satisfeités
pelés fuhgﬁes ¢n,ﬁ(?)‘ Falta, agora, .apresentar uma forma mafis expli
~cita para essas funcgoes. Misra impae, entao, que elas se reduzam &s

",fungoes de Bloch para B = 0. Isso & satisfeito se
D (ﬁ, B,7) = U ?(r) | oL B {11.45)

"oh'seja, Dn e o'Operadof obtido pela substituicio simétrica de k por
. ¥ na parte ner10d1ca da funcao de Blach, da mesma forma descrita ”na
: fdef1n1cao das . fungoes de Roth. Mas como qua]quer fungao simetrica de

(4 pode ser expandida como (vide Apendice D)
e .

-1p K
£(X) =df}3 e  £(®)
é como. k & hermiteano, entEo_

-,

.. K. '
R e e
‘pas, K = [f(?*)l*
cou, . [EY(K))T = £(k%) ' | o (11.46)

'hﬁgligapdo_a relacao (11.46) a definicao de Cn..temos L




_ ]8,;;5?

cn(E,B,F) . unﬁ*(F} ' (11.47)
e as funcgoes bhasicas resultam em
ik. 7
-+ +
$,2(r) = U _Fa(F)e _ (11.40)

=

R : Lo iR APk e e/hc@d%i)fﬁi] 1k.?'J
8 e a (r.- R)e ' _ e
¢n§(r) i _Eﬁ n(_ ) ‘ : _ . Fl= 3

(11.49)

Se, entretanto, na expressao {I1.49) acima tomamos o operador expo-
nencial na sua expansao em série de poténcias, isto g, |
AR -0+ erne(-175). )
R -.r). + efhc(-iVp). ' L ;-
_e_( - € MY =14 R )[R+ ernc(-ivp).vA] T

' R SR . i v I .
{ 11.50)
- ela poderz ser escrita de um modo diferente. Considerando-se o ter-

. mo linear da expansao obtemos.

- > _‘_ - -> k- iEaF.' - > ' 1 3 | 1?.?"
IR - F). [k + e/hc(-ivg).VA]e = 1(R = 7). [sVne4 e/hch(¥')]e

Procedendo, entao por indugao, retornamos a forma exponencial, 0

que nos permite reescrever a fungdo bisica (II1.49) na formag

- 1> >
' ‘(P | - + 1(R - o [V, ' s
o 2(r) = 7%_ TA _,R)e_( r)[3vpe e/ﬁcA(r )]éjk )

- 11.51)
__que $ao0- as fungoes de Roth. Sﬁ; 1
L} . o '\. _‘ .
Para mostrar a comn}eteza desse - conJunto, Misra __uti]i -
.'zou o sesm1nte proced1mento Vamos sunor que o conjunto nao'Ercom -

p1eto. Reun1mos, entao, a eTe um conJunto de fungoes de forma seme- .
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thante,

e
il
AN
i
L

3 > : . I
k,Bsrje | . {I1.52)

tal que a reunido-seja um conjunto completo. Dessa forma, podemos

escrever:

- 'i]:.?‘ - -+ | ii:'-;a e - .
p{r,t) = J e Unﬁ(r)wn(k’t) + t e Gm(k,B,r)wm(k,t) (11.53)
nk - S Cmk '
" onde
Pl - "\* +
Gm = (Fm)

Aplicando o operador magnetico de translacae @ funcao de

onda (II.535, isto &,

" -~ -+ i S 3 -
e : iR.{p + e/hc VA.r) ik.r
T(R)u(r.t) = e o . Le (r)w_(k,t) +
o nk
> . > > > >
iR.{(p + e/hc VA.r) iker, L4 o
e e G (k.B.r)y (k,t)
mk
encontramos:
. e PE.F iR (P + 1Kp) .
T(R)p(r,t) = L e  [e | JU_p{r)w,(kst) +
’ _ni ) :
R AR+ HKo) . -
+ Te o fe Y8 (KB, v (%)  (11.54)
mﬁ . . . . - *

0 mesmo rac1nc1n1o anterior aqui se aplica, mostrando se que f de
ve ser fungao periodica de *, bem como fungao simetrica de K.
Para obter um operador simetrico em K; definimos uma funcao atra -

ves de sua transformada de Fourier .



-

o L ~ik. Yy
G (k,r) = de e - a!-n(p,?:)

o4

"

sendo Gm uma fuﬁg&o pgr?odicé na rede real. 0 operador ﬁm(?,?)'é
obtido de Gm(ﬁ,?), substituindo-se k por K na exponencial, isto &,
simetricamente, Comonﬁm(?,?) & perfodica em T, pode-se expandi-la
Cem termos, das funcdes Un;(?),.paﬁte peerica das funcoes de Bioch,
que formam um c0n1unt0 completo com respe1t0 a fungoes per1od1cas na-.
rede rea1 Esta @ltima afirmativa pode ser faC11mente provada se €O

locarmos, na equacao de.Schrddinger

.I - - . e
[ B2+ V(F)]up(F) = Ewg(¥)
3 ?orma de Bloch para as funcoes de onda

-
ik.

) = oeu®) I_' emx-' . (11.55)

- onde 0 numero quant1co k segue da invariancia translacional, Esses

, vetores $30 def1n1dos no espago reC1oroco e tem a forma.

onde 3*, B*, 2* formam a terna primitiva da rede definida naquele
espaco..
‘ Com essa substituicao encontramos uma equacao de autova~-

Jores para a fungao HE(F),‘que & perfodica na rede real.




Fafa'éada valor de ¥ e com as condicdes Je contorno,. _ _
up(r + R) = ui(?) | ” (11.57a) ,
i - -+ . L - ' . . | ; |
V?Ug(r + R} = V= UE(F) _ {11.57b)

_b.pfbbleha de auto-valor tem um nﬁﬁerq infinito de solucoes, que -
| ;Eqﬂcﬁracterfzadas por ﬁy Tndicé n. 0 mesmo rotulo & dado aos au-
.ft64va10res E,.qué} obviamente, s3o funcdes de %. Dessa forha, re -
| éuita'a equacao, | ”

+) -_—— F V+ + V(P)]U E(P) En(t)Uﬁ?(?) | | J(iI}SS)

: ..:_[ (k2 vr

- Para qualquer fungdo satisfazendo as mesmas condi¢coes de contorno

o T . .
(I 57)'-35 Unk(r) const1tuem um con;unto comn?eto, propriedade. es
"fﬁsa va11das em geraj, para as autofungoes de um prob]ema de auto- va
ﬁ fbr.“' | | |
| £ntao podemos escrever para 6 (K,F),
+
6 (K. %) 1 (F)y

=] a
r'mnn

dnde os coeficientes apm $ao independentes.de_?. Por conseguinte,

: onde U K,,(r)e obtido de’ Unﬁ(r)’ substituindo-se ? por Z*.
fEntretanto, como a re1agao (II ,46) vale para qualquer fungao sime—

'7f tr1ca de X, entio




ou

‘e, portanto
X 2(F) = E 2 ymlait (F) -  (11.59)

Assim sendo, qualquer funcdo do conjunto das Xmﬁ(?)
pode ser escrita como.-uma combinacao .linear das fun96e5'¢ni(?).
Portanto, as fungoes Xmﬁ(?) nao sao independentes, donde o con-
junto das ¢n?(?) € completo, com respeito @ funcdo de onda do -
Hamiltoniano de um eletron num'potencial.per¥odico e sob a acgao
- de um campo mégné?ico uniforme. |

| Embora as fbngﬁes de Roth tendam as funcdes de Bloch
 _ no'11mite'§*-0,_eias-n§c apresentam o limite desejavel, quando
o potencial cristalino V(F) 8 pequéno, condicao essa satiSfeita
‘no caso de metaié sob a acao de campos magneticos iptensos. E
facil observar que quando V(?) tende a zero, entio.Un,K(?) E'ig
dependente de K e, nesse caso, as fqncaes de Roth sao ondas pla
nas. Entretanto, no limite da rede ﬁazia, as:autdfungaes'do Ha-
}miltpniano_(il.1) sdo as funcdes dé Landau. Certamente, para se
cohseguir expressar estas ultimas em termos do conjunto de ondas
ﬁ1anas, um numero muito grande de termos sera necessario, tor -

nando a diagonalizacao da matriz secular muito trabalhosa.
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CAPITULO III

" NOVAS FUNCOES DE BASE

Iflfl :-Introducao

Vamos mostrar, neste capitulo, como & possivel obter
um conjunto.comp1eto de fudg6es, p&ra_o problema do eletron de
ﬁ1oth num campo magnétic9 uniforme, que apresenta o limite da rede
vazia, isto E; as funcoes de base se redyzen as fungdes de onda do
eletron livre num campo maqnetico uniforme (funcdes de lLandaul),
quando V(F)*-O. A derivacao do conjunto e a prova da sua completeza

- . . - . . 9, 10
serio feitas utilizando o mesmo metodo introduzido vor Misra. =

II[.2 - Derivacao das novés funcoes de base

Vamos considerar 0 Ham11ton1ano (I11. 1), com o poten -
-+ . :
cial vetor A( ) expresso no calibre 11near
| Para funcoes de base vamos esco1her funcoes da forma,

i(kxx + kzz)

RAGE EH(E’E-?)[e PolkBuy)] (111.1)

onde

. . /el Bl
Pylk,Buy) = a,(B)aH, [£(k_B.y)]e”

- _1/2 ’ - (
f(kx,B,y) = A / {(y - {kx) , A= chi/eB

. I... ' . - . . ~ -+ -

e Ho(x) & o polinomio de Hermite de grau £, Cn(k,B,r) e um operador
: 4+ >  a -

com dependenc1as func1ona1s em k,B e r a serem determinadas. Em

(1I11.1) a fungao que segue a esse Operador € a: fungao do eTetron 1i-
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vre de Landau. Tal definicao nio envolve aproximacoes, pois ¢ sen

pre possivel encontrar um operador que aplicado:numa funcao, nos -

da outra fun¢3o. Essa e,portanto, uma forma natural das fungoes

basicas, ‘'se desejamos obter o limite da rede vazia. O conjunto @

suposto completo e, por isso, podemos expandir a funcao de onda .

wt?,t) em termos de fungdes a ele pertencentes:

W(Fat) = T e z,(F)v ,(%et) (111.2)
nké

Como foi discutido no CapYtulo anterior, a soma em k deve ser vis-
.ta'como uma integral em k, isto &, no limite de X contVnuo. Manten
do, entretanto a somatoria por conveniencia e utilizando a expres-

sdo (111.1) para as fungdes da base, obtem-se:

C (k.Byr)fe  * =%

lm(f,t) = Pz(kx,ﬁ,y)]wnz(ﬁ,t) (I11.3)

- A expansao (III.3) acima pode ainda ser escrita como:

B -+ i(kxx + kzz.) <> '-"- o e e > : ’
L P(F,t) = Ete | Polk,sB,y)D_(K,B.vr)w_,(k,t) (111.4)
: nk . '

~

onde,'ﬁn = (E:)+, isto &, o adjunto do complexo conjugado de En.'

Aplicando o operador dé'translagao (11.37) a P(F,t) ,

dado por (III.4) temos:
. IR+ EVAF) ik x + k.z) N -
T(RYw(F.t) = e ¢ e * 2P (k WB,y)D_(K,B,r)u_, (K.t
' nkd -
(I11.5)

que_resuTté em {veja Apéndice A):
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i(k x + k_z) iR.(P + hko) -

T(R)g(F,t) = ] e Pk +E,y)[e - ]nu(E,ﬁ,?)wnz(E,t)
- nkl ' ' '
C(111.6)
onde,
- > - > - e S
Ko = kxex f-kzeé + (e/hc)VA.iVi
=k B+ (~1/2) 4 8, + kzzz (111.7)

X

Como T(R)p(F,t) tambem & uma autofungdo de H, com o mes
.mo autovalor, nEs.pbdemos escreve-la em analdgia com (IIl.4) (veja
apEndice‘Cj

1(kxx + k_z)

T(R)w(Fat) = e z Pz(kx,ﬁ,y)ﬁn(f,§,F)¢;(K,t) (I11.8)

)
-+
nk

)4
Da pﬁopriedade translacional -resulta que (111.6) e -

(III.Bj devem ter.a mesma forma, isto e:
e 0_(%,B:¥)w_,(K,t) = D_(k,Bsr)p! (K.t)" - (111.9)

A igua1dadé (I11.9) exige que Bﬁ(i,ng) seja uma fungao periodica -
Il Ce

de ;; dada a presenga do operador de translacao e1ﬁ.p
- -> pre > -
eiR.(p + HKg) iR.RK,

no operador

Quanto ao operador e , desde que ele n3o age

sobre as coordenadas ¥, a igualdade pode ser satisfeita se ﬁnfﬁ,ﬁ.?)

comuta com ele. E isso & possivel se b s por exemplo, for fungdo -

. T - : -
de um operador K que corute com Ky. Um tal operador e:

+_ - > .-h-b'A*.
K = kyey + kz-ez +-(e/ﬂc)1vﬁ.v
- (-i/;) = Ex + kyéy + ke (111.10)

¥y



L 26 -

-+
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1

Aqui,cs operadoires cvem dagqueles © u1¢as por Misxa, pe-

{9 ©
la aus€ncia dos térmos k € e kxgx. respect1vaménte. Suas relagoes
de édmutagéo, contudo, sac ifdenticas a anteriorés. | |

| Encontramos, ate aqui, as“condjgaeé necessarias paré

a comp1eteza das fungoes ¢n§£(?). "Nesse ponto,lvamos efetuar uma
escolha para as dependencias funcionais do operéﬁor'ﬁn(ﬁ,g,?).

fazemos,

'onde'Ung(F) e o operador bbtido de Unﬁt?) substituindo-se'i por XK
de maneira simétrica, as condicoes acﬁma exigidas sao pfeenchidas.
A forma simé;rica de UnE(?) & obtida, como antes, a partir da ex-
pansdo em termos das fungﬁes'déluanhier,

. -+

-ik.R

. -+ - N '] X B .
N R v (K.F) (I11.12)

“'dd parte periodica da fun¢do de Bloch:

f(R - 7).k

u E(r 2 — )} A (r -R)e . (I11.13)

)
n
VN R
onde a substituicio simetrica de K por K, nos deixa:
1R - ¥).K

u_g(r) @ S NGRS : (111.14)
ERTES

~Novamente, como qualquer funcgao simetrica F(K).pode ser expandida

como >

- . -ikep : '
F(K) =dj’dp e F(3) - = (111.15)

 'resu1ta_que



n

¢ (K,B,7r) = U o, (F) | - (111.16)

Assim sendo,as funcGes basicas para o problema tem a forma seguin-
te:

s Sop dlkox + k z)
o.2p(r) = U pulryfe”

+ .
Po(k,B,y)] (111.17)
Nq limite da rede vazia, V(.F)-)-O’ temos que Un-lz*(‘;) -é uma constan-
te e, entao:

ik x o+ k2) . ‘
Sty > e Pg(kx,B,y) ‘ (111.18)

que @ a solugdo do eletrom livre num canpo magnético uniforme pa-
ra um hamiltoniano no calfbre'liﬁear. |
o Mo limite B+0, entretanto, a fungao acima, embora a-
presente-algumas propriedades das fungﬁés de Bloch para §=OF solu
¢ao do problema, ela nio reproduz exatamente uma dessa#:fungﬁes.
Isso porque, enquanto a funcao de Landau - parte entre colchetes~
' fem (III.]?) - nesse limite, dévg'reproduiir a funcao de onda de -
um eletrom Iivré, {sto g, uma onda plana, a parte inicial em -
(IIT.17) nos did a parte periodica da funcio de Bloch, mas no pla-
no kx=0, pois, quando B=0 temos que K = ky3§ + kégz.f Deste modo,
a fungdo base seria o produto de uma onda plana pela parte perio-

dica da funcao de Bloch calculada com k_=0.
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I11.3 - Prova da Conpleteza desse conjunto de funcoes:

Esta prova pode ser feita de modo comp1etamente ana-

logo ao. apresontado na Secao II.4, para o conJunto de fungoes de

,Roth. Mostraremos que a escolha Cn(k,B,r) = Unk*(r) e_cond1gao

suficiente para a completeza do conjunto.

Para i15s0, supomos que o conjunto das ¢ Ez(?) nao e

completo e, entao, reunimos a ele, outro conjunto de fungoes de -
"forma seme]hante

L s i = "i(k)(*l'kZ) - | :

xmtl(?) =F (k,B,r) e ™ F P,k sBLYy) (111.19)

tal que o conjunto reunido seja completo. Secuindo o procedimen-

to anterior escrevemos:

. (k X + k z) . -
p(r,t) = E € E : Pz_(k > a.‘/)U“‘E(r)\’-’nz(k’t) +
‘ nk? ‘

k k ' - ”~ ’ . -> ' |
+ 1 ei( x* zZ)Pz(kx,B,y)Gm(E,ﬁ,r')wnz(k,t) (I11.20)
ke - | '

n

onde ﬁ = (F*)+ Ap11cando o operador magnetico de translagdao (Il. 37).

E w(r t) dada por (III 20), isto e:

> >
£

iR.(p + & vA.T) ifk_x + k_2) .
T(R)p(r.t) = e L 2Pk By U g (F)u ,(Kat) e
nkl ‘ . '
COAR(P + EVALTY T(kox + k_2) e e s .
+ e © § e X 2P,k +B.y)6_(k.B.r)w_,(k,t)
nkf -

(II.21)

encontramos:
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. Lok x + K z) L iR(D 4 fKo) . N
T(R)o(r,t) = ). € - . P‘a(kstsY)[_e . ]Un'ﬁ(r)‘pnz(k!t) +
ak? ' . s '
;
.1(k x + k z) ) iﬁ:(g + hKo) o o ow :
+ Ye | Po(k, Bay)[e J6_(k.B,r)w_,(Kst)
n-I:Z .

| (111.22)
Novamente, com um raciocinio idantico ao dar Segio 111.4, pode-se
| mosfrar qué Em(E,E,?) deve na fun¢ao periodica de r, bem como --
fuhcso siﬁétriCa de E.:‘Rara obter~um.opefador simetrico en E, -

procedemos'como antes ficando justificada a expansao:

m nm nK

8 (K,r) = 5 a_ U 2a(¥)
L

-

com os coeficientes 3 independentes de k. Temos dai,

8 (k%) ='§ 2 alnir (F)

nmn
. - . -+ : . - . __' :
..onde a forma simetrica em K* de Un§*(?) e obtida do modo ja destri

to.. Entretanto como para qualquer fung¢do simetrica de K, a relacao

(11.46) & valida, obtemos:
donde

.e,portanto,

Xoe(F) = b oagaone(®) (111.23)
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;; 'DeSsg fqrma, Qualquer funé5o do con&unto das Xmgé(?) pode ser es-

. crita camo pma’combinagﬁo'1ineér das funcBes ¢n§£(?) . Pbrtanth,
as'funcﬁes xmiz(?) n3o sic independentgs;donde‘se.cchTui_quet )
.cthunto das ¢n§£(?) e cbmp]eto, com respeito a fqncio'de-ohda.do 

Hamiltoniano de um eletron de Bloch num campo magnético_uniforme.i '
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CAPTITULO 1V

HAMILTONIANO EFETIVO

Vames aqui derivar um hamiltoniano efetivo, a partir das
' fungaes hésicas b, : 2(:), ohtidas no capftu1o aﬁter%or; E interessan
_te observar que no onerador UnK‘r) diferencia com retacao a k e'que
a fungao do eletron 11vre de Landau, que o seque em (III, 17}, nio
contém'k.; Esse e um aspecto importante dessas fungoes ba51cas. tlas,
apesar disso, continuam bem definidas, como pode ser observado, da
gxpansao de UnK*(?) em ternmos das fungoes dglwannier. Assim proceden
-do; temos: | -
Upte () = L1 (P, . | (1v.1)
R . : .

Com o uso da identidade
E+F FE 3[E, F]
e =eee
~-que e valida desde gue [E,F] comute com E e F - o que & vehdadeiro_

no caso acima - e definindo E e F como sendo, respectivamente:

E = i(R-r), 128 9 -2

fic 3Jky X

F = {(R-7F). (k e + ke z)

dondg

[£,F] = 12803y 91, R-F)
. 2he



obtgmos:
e W s B{R - M)k kB i(R-aTy.dcE 2 g
UnK*(r') }; An(r -+R)e | ‘Y y . a2l he 3_EyH x
5 _
_1_213 ﬁ -~ i > .
Fe r). VAL(R -~ ¥F) - (1V.2)

ansiderando a expansao em série de potencias do operador dado pela

segunda exponencial na expansdo (IV.2), isto &:

> feB 3 *
1(.Rb"-?t).-:ﬁ—— e T .
- c oK ] = > ieB 3 =2 4]
e Xy = I DR TFe 3k &x)” (IV.3)
: ' . _ j=0 jl y .
podehos observar que somente o termo constante (10 termo) da.expap-

sdo nos interessa. 0 operador UHE*(?) pode ser, entEo,'escrito como

+ -+ I - Z » ’ .
Uz (F) =% An‘(r‘-'ﬁ)e Y | e N (1v.4)
Portanto, as fungﬁes nfa(?) podem ser escritas como'o:produto de

) *(?) por e (k <t k Z)P (k ﬁ ¥), sendo este ultimo fator repre-,
n¥

sentado, no que .se seaue, por Lg, isto e:

%

bty (F) = U ien (FIL, . - | (1V.5)

onde, portanto, L, designa a funcao de Landau.
Considerémos a a¢ao do operadof Hamiltoniano (I1.1) sobre
as ¢nE£(?) dadas por (IV.5). Para isso & conveniente escrevé-lo em

_ ' - . > -
termos das componentes dos operadores vetoriais p e I(r),ou seja:

g (1 ph + Eah (P 4 E o, A () 4 S A, (FOn, Jrvm

-! 1 ' 1 1 ]

(1V.6)



Qbtemos :

SRR I 20 Ut L N po L
et m is1 o 3 _ 1

i
!
r
?'.

Ly (P}, Uner (1) f—f- (U L) 2(py )(unr* L)+

2Z Ay (0 Ungs(FIL, * 2%Axiunﬁ*(?)(pxitg)]}+ V(F) (U g(FIL,) (IV.7)

1 1

Agrupando termos encontramos:

Hopgy (F) = Uz w(F) Ei— [p + & E('F)]HNLR [2_:;- P2+ V(?)]Urm*(.-rth

3 ,
. , 3 . :
s L& (RF).D) UgulF) + o I Py L) (o Ve (F) (1v.8)

fh k £k
B C X ieB 3
L[—-]—e—y+ X . JI]pl} *(r)+L[-e—y+ ]x
L me m m y oK . mc m mc. aky
Bl - ' _
Pelna(F) + g I G 20 U (F) (1v:9)

0 termo .
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em {IV.9) pode, desde que os operadores K. 3; e K*.K* s3o simetri-

nas componentes de K*, ser substituido por, . -

- [en(z*) - gi'ﬁ*. 7| Unz*(?ﬁ'.

que & geradode
2

[ (E)- il E] E(r) -[? n 3; %%f A2 y(?)] unt(?).

substituindo-se K por X, simetricamente. Em En(f) a'subétituigﬁo“

@ feita no expoente da sua serie de Fourier,
. . .
Co 'fiﬁ.k
E(K) = e (®),
% .

Ficamos, entdao, com:

oL - . . Tk -
( ) - PyUngelr) + Lg [—"ﬁEy_+' m - - m X]pyun?*(r? *

: eB x ieB 3 1. . : : , .
L.i['?ﬁfy YwoT mc_aky]pxun'ﬁr(") . | | (1v.10)

" Como era de esperar, no limite da rede vazia, a expressao de

Ho 7, (F) se reduz 3,

o, 7o (F) = E o2, (F) o
¢"m(_?_ kgt Tnken (1V.11)
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3

3

L

i

]

onde - Ek 2 sdao as eneraias dos niveis de Landau. Isso porque, quan-
A ' ‘ '

do V(¥) +0, as derivadas-2— U v, (F) e —— U 2,(¥)devem se anular, e
. - 9. - - a ; 3X RK* ay HK* ] . .

3
L.
3

i- a"banda" -de energias En(f*] torna-se:  h? Tx T
"Podemos, ainda, escrever (IV.10) na forma de uma serie de -

poténcias em B, isto & :

oz
i .. 8 - RZT ., . iR, -3 TR
PR e T At g Y
fioeB r.., 3 3 - 9 3. ., 8 . . 5 . .1
x +|T!(c )[1kx -é-k_; + iy -g-i-‘i' ka .+ 5-](—; 3)’-1)(73_5’- + 'lky EE;"F Xky]
'+ 188\ 13 x1* Y 6 s (2) C(1v.a12)
me! L3k T ' nket' - : o

obtendo-~se; finaimente, 2 expressao para a aplicacdo do Hamiltoniano

H sobre as funcSes de base.



-CAPITULD VY-

CONCLUSOES

NMeste trabalho mostramos ser bossTve1 construir um

conjunto completo de funcdes que, no limite da rede vazia, isto &,
o potencial cristalino ¥(¥) tendendo a zero, produzem as funcdes
de Landau,'autn-funcﬁes; naauele limite, do Hamiltoniano H de um
e1etfon de Bloch num cambo'maqnétiéo uhiforme B. Essas funcles, en-
tretanto, ne Timite B ; 0, nio reproduzem exatamente as funcoes de
Bloch, autofuncoes de H nesse caso, mas sac o produto de-uﬁa onda
plana por uma funcdo periodica na rede real com k, = 0.

| © Ja as funcOes de.Roth normalmente utilizadas na bibli
.ografia, embora anresentem o desejado comportamento no limite E + 0,
tendem as ondas planas, auando Y{r¥) »0.

Assim sendo, esneramos que as funcoes aqui introduzi -
das sejam a escolﬁé natural no estudo de eletrons de conducao de me-
" tais sob a aczo de campos ﬁaqnéticoé intensos, pois nesse caso, elas
apresentam o_cqmpbrtamento esperado. Como as fungaeg de Roth se asse
" melham mais a onda n1ana§ nesse caso, sera necessario um gfande nime
ro detas para bem caracterizar o estado, o que sianifica que a dimen
sao da matriz secular a ser diagonafizada poderse'tprnar_muito gran-
de.

Estabelecemos, tamhem, o Hamiltoniano efetivo para es-
éas funcdes, o qua1'pode ser colocado numa serie de poténcias de 8.

Nio tentamos, entretanto, aplicar o formalismo desen -
vblvido a um caso concreto, o aue sera feito pro%imamente

Finalmente, seria interessante comentar que das varias
fuﬁgﬁes tentativas introduzidas - o que. nos consumiﬁ grande parte do

trabaihO'— as apresentadas neste fraba]ho foram as unicas que apre -



sentaram 0. comportamento dese1ado. De1xamos, tambem, de comentar
"outros traba1hos que tratam do estudo de um eletron de Bloch num

ffcimpo magnetico, po1s a b1b1ioqraf1a era muito extensa e por nio

”: 95tarem eies diretamente 1igados ao nosso traba]ho.

-
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CAPEUDICE A

da expressao,

' ikox + k z) . PR(F 4 BKe) 4 s o
) = § e | * PPk, sBey)]e .Dn(k,B,r)wnt(ﬁ,t)

nkt

Consideremos o operador de translacdao magnetico apiicado a

onda, na sua forma de expans3o em serie de potencias. Is

' so nos da:

[iR. (P

o=

5

Aplicando

conm:

. iK.F > -ik y
s & Tle PulkByle V1D (k 8,%)y t(f t)
nkd :
(A.1)

inicialmente, o teérmo linear da expansao {j=1) ficamos -

. L . ik P - ik, Y .
[iR.(F + §VA.F)] § [e Pplk »Boyle 7 ]D (k.B I, (K, t) s
' "nkl ' :
= I [(AR.Vze )Pt(kx,B,y)e y ]o (k, B r)¢ z‘E t) +
e
nki '
ik. ¥ - =ik y ‘ ‘
+ J [e Pplk_,B,y)e 7 1HR. $+n (k B, Flv (E,t) +
nk2 ) |
T
: 'ik.f‘ > o ....'ik y bt o
+ T fe  (hR.P,(k B, F)e Y )]D (K.B.F)v ,(K.t)
nk&

L : —1kyy
c A-Te z(kx,asy)e ]n (k B.r)v £(E t) (ATZ)

and
=¥
12
+
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Mfas como, "

* - 1—'2‘?: -+ -tk oy . . + +
[iR. (P + £ vA.¥)] z [e Polk »Biy)e 7 1D (K,Br)u_,(k,t) =
nk '
ik.r N -ik.y 4 -
= 7 [e Polk »B,yle 7 JhR kD, (k.Bar)y ,(k,t) +
nﬁi’.
T RS | I NN .
+ ¥ [e Pelk B,y)e Y;]ﬁR:v?on(k,B,r)wnz(k,t) +
nkl ' . | :
'ik.-?r 5 -+ =iky - 45 :
+ 'E [e (AR.Vy Po(k »B.y)e  T)ID (k,Bir)y ,(K,t) +
nkf S -
+ g + ﬂz'-‘: > =ik y - -+
+ z [iR.%TVA.(-iVE)(e Polk,sBiy)e 7 )]0 (k.Bor)y ,(k.t) -
L : :
ik.r o » k.Y . 44 "
- £ [ iR.E VAL (-i92) (Pp(k,sBay)e Y )ID_(K,B.ryw_,(k,t) = (A.3)
' nkf ' '

0 terceirq e 0 quinto termos do segundo membro da Eq.{A.3), poden -

ser reescritos, respectivamente, como: . o F



R -ik_y -~
+ I le. Pylk ,By)e 7 ]hR (-ik )e yDn{k,B rip ,{k,t)
nkf
_e
1]2.-;' - o> -1k Y. oo > -
E [e (iR.Z 9A. (- 1vk,P£(L Boy))e  YTID_(K.B,F)u_, (K.t
nkd

Esta Ultima expressao e obtida, tendo em vista que o operador -
. =] - - R . o~ :

iﬁ.% VA.(-1V;) so contem derivagao com respeito a k_. Pode-se, en-
tretanto, mostrar que esse termo e cancelado pel:s primeira parcela-

da exphessﬁo do terceiro termo. Para ver isso, calculemos’

RTRRLE: VA.(-iEE)}Pz(kx,ﬁ,y)
Corto
o ¢ 0
VA = {-B 0 O
c 0 0
entao
i @ . I-» e > - + .+ A3 3 - . . _
.[hg.v; - Rz Vﬂf’“iﬂpz(k :Biy) = R'[ey(@ - % B?E;)]Pz(kx’B’y) | (A.4)

Mas;_as dependencias funcionais de Pt(kx,g,y) em kx'e_y diferem ape-

 nas por uma constante mu1tip1icatiya. E facil mostrar que

: . ' : _ - -1/2 N | . T
| %y Pylk +B.y) = %§ c(gx,ﬁ,y) 3 G(kxfB,y} o (s



Logo;

+ o 3
R. [ey('ﬁ"'a-y' ‘

£
c

=~}

3. >
-A-gk—xPz(kx,B,y)

3 Pl sBay)] = 0

(A.5b)

(A.6)

(A.7)

Este ultimo resultado e mais o fato delque o operador 16? E'hermiti

ano, permite uma rearruma¢ao dos termos restantes sob um Gnico soma

torio, na forma seguinte

[R5 + & vAP)]u(Fat) =

. T " - ‘ ->.
x [hR.i(k e+ ke ) + BR.

[iR (3 + £ VA P)]u(Ft) = ] [e

1R.r
L [e

nkd

1(kxx'f k_z)
nke

-

iR (B + hRa) [D_(K,B,F)u_, (K, 1)

Pzﬂkx,B,y)e

-ik_ y

® Pk, sBay)] ox

-+ - ' E omm -+ v
vy + 'iR.% YA.1VR]1D_(K,B,r)w_,(k,t)  (A.8)

(A.9)

Para retornar & forma exponencial, vames recorrer a um processo de=~

indugao. Assim pois, suponhamos que



-+ e > J | 1—’*'; 5> . koY > > > >
[iR.(p + S vA.F))Y § [e Ptk Buy)e V1D (K.B.F)w_,(K,t) =
nkl ' : S '
LT : ' : '! .
ik - -ik_y - ,
= ¥ Te Pp(k sB,y)e y’ ][1R (p + hKn)]J k,B r)&nz(k t) (A.10)
nkl ' ,
Dai,
L ik, ¥ kyy .
[R(F+ AP T Te Ptk aBayie  TID (B F)u (K.t) =
nkl
' ik.r -ik_y
= [R(P SRR T [ PylkBuy)e U] x
‘ nkl '
+* i . ‘ 7
x [1R.(F + ﬁk’o)]Jnn(k,ﬁ,r)wnz(f:t)_ (A.11)
.FaZendo,
-+ + . -+ .'-- _.,' . > - o
[iR. (B + 8Ka)]D_(R.E.F)p_,(k.t) = X_(K.B,r)y_,(K,t) (A.12)

Zficamos com:
> > - _ .
. > > ik.r - .-1kyy . oo E
EL_I(hR.V—F e )P,k .Bsy)e 1%, (ks Bar)u, p(kot) +
nk .

ii.; | > -ik.y .
o+ .1 [e Polk, »B,¥)e y ]m v+x (k B F )Y z(lf t) +
akl ' v\
1?. =ik y

+ T [e AR v-»(P (k> Byy)e 7 )]x (k, B,r)tp ﬂ(k t) +

: o s r. '1ky - > - -+
4 T DRE TAL(-1T) (e - Pk sBiy)e  Y)IX (KLBLF)y p(ket) +
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- .I iz'-;.-;'p ._—1-- ~ . “ik y - e e o
+ E.[e AR VAL (=iVp) (Py(k »BLy)e Y X (KsBur)y ,(K,t)
Tddﬁs 0s argumentos anteriores valem aqui entdc: - :
| Ty ik -
SN 3 . : ik.r - -ik,y .
[iR.(p + Sva PP e(Fat) = [ le Pk Bayde V| «x 1
ikl | |
. '+ .4 . . ‘ N . E -- g
# [1R3(p_f ﬁKg)]xn(k,B,r)wnz( »t) = f
L. ._
- ik.r. B -ik_ y . c : T o
= y L -> > [,H'T e e o ) -+ :
| _); [e Polk sB.y)e JUIR.(P + fiKe )7 'D_(K,\Bar)uy ,(k,t) (A.13)
nki . _ t
=donde,fina1hente,
. ik x_+”k ¥y . iR. (P + 1Ke)
TRWEL) = Lle X YRk Eay)]e o
- ' okl :
R N > : . ' U
- x D (ksB,r)p_,(K,t) S . S | - (AL18)

Como queriamos denonstrar,
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 APENPICE B
Tunandu T{ﬁ}”uu Turma de ume serie de puléncias, temos:
| i .
K = o o : ) LIPS -> : .
T(R)W(F.t) = z-;.-, [iR.(3 + S VA.M]Y [T e D (K.B,F)pw (K.t)  (B.1)
: g J ¥ : _ : :

nk

Aplicandc o térmo linear da expansdao ficamos com:

. >
> > ik.r > o >
[iR(F+ EVAF)] Je B (%.B.%)p_(%,t) =
. ni .
= hR.Vx E e D (K.B,7)p (K,t) + 2= R.VAF § e nn(E,B,?)wn(E,t)
nk nk
(B.2)
como -
I -
ik.r -+ ik.r
¥ § e = {-ivp) Z )
nk S nk

e como o operador igﬁ e hermiteano, o segundo térmo da relagao (B.2)-

" pode ser reescrito do seguinte modo:

ik. ¥ IR, iKr 4L
7 e (inR.k)D_(k.B, %)y (K,t) + e (RR V;)Dﬂwn(F,t) +
nk | )
-]E.-F R s - A g
Te (L RIA¥D (KB, Frv (R.t)
L .
nk

~utilizando a definic¢io (11.42) de ﬁu'podemos escrever o termo acima

como:



T A
e [iR.(3 + nRa)ID_(K,B,F)u_(F,t)

Para se retornar & forma exponencial, recorre-se a indugdo, isto 8,
supoe-se que o resultado acima € valido para a j-@sima poténcia do
termo linear e prova-se, dai, a validade para a potencia j+1. As--

sim sendo sunde-se que

L

3=y

[iﬁ.(ﬁ + % v

el

iE.F > : -+ A o -+ - . : '
e [iR(P + 7Ko)]7D_(k,B.r)y (¥,t) (B.3)

=¥ o1

[3-3]

valido. Denominando

>

: -+, -> jA <> - C D ' .
iR (B + #Ka)]7D_(K,B,7)y (K.t} = X u_(k,t)

resulta
k.7

> e 27 >, j+1 1 "o - _

[iR. (D + £ VA.F)] g e D_(K.B,F)y_(K.t) =
' nk
| kP o |
= [R(B+EWRA] [ e Xy (Kt | (B.4)
ni: . '

Aplicando os argumentos apresentados anteriormente, o segundo membro

de (B.4) pode ser escrito

J.e [1R(P + BKo)IX v_(k,t) = I e [iR. (P + fKo)] un(k,ﬁ,r)wn(t,-
-+ - . . : .

donde finalmente
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(8.5)

k ’t.)

0

s Byr)v {
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APENDICE ¢

T(E)w(%,t) tambem. ¢ autofuncio de H com o meemo:autovalor., Se o -
. . _ - _ . - - .

autovalor e nao degenerado, T(R)w(?,t) e sinplesmente proporcional

" - ¥ ey : - n

a w(?,t). Se @ degenerado, T(R)yp(r,t) serd uma comhinacdo linear

das autofuncocs coh gsse autova}or1 Assim,
> .
T(R);(Fat) = ga;’nwm(?-wt\)_._ | - (c.1)

Como cada uma das wm(?,t) pode ser escrita em termos das ¢nﬁ£(?) )

isto @
T(R)w;(Fat) = § ad T 6 2,(F)v_,(%.t)
" n_!:_i :
- z ¢nk£[z ai ?nm(r’t)]
nkf n
_entdo
TRy (Fot) = § o zp0,(K0t) = w3(Fat) - (C.2)
nkL : : :
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APENDICE D

Quando conStfu?mbs um operador a.pdrtir_de uma fungdo, de
veﬁos'observar que © operador obtido seja bem definfdo, onde por -
-_uﬁ_opefador bem definido deve-se entendér umn operador que nEo'con-:
tenha, ﬁas suas dependencias funcionais, quaisquer ambiguidades a-
cerca dg ordeﬁ en que aparecer, nos produtos gue porventura ocor--
- ram, as- componentes que n56ﬂcomutam dos operadores vetoriais envo]l
vidos.

- Se tomamos a fun¢ao na sua expansao de Fourier,

- , iRk - .
H(K) = ] H{R)e | - {D. 1)
‘& substituimos ¥ pelo operador vetorial K*, obtenos:
s 4 SiRRe L o
H{(K*)} = } H{R)e i : {D.2)
- | | |

-Considerando agora, ¢ operador exponencial na forma de uma série -

de poténcias, temos:

e b2

-iR.K* Cand e s i : _ _
e, ='§ 13%1 [R.k*]9 = § igfl-[RxK; + RKS + R K1Y (D.3)

L]

. Pode-se mostrar que'qualqder térmo dessa soma é completamente sime
trizado;'isto e, sé ocorré um produto, ocorre tambem o nroduto com
fatores na ordem inversp. Assim, a substituicao na exponencial e-
vita qualquer ambiguidade, Isso e facilmente observadc bara os -
ﬁérmos de ordem baixa. Por exempfo, para j=2, (so interessam'as - .

componentes K; e K; no nosso caso, que nao comutam),

: KXY = KR | 2 f:.  '7t: . v
C KRG = K KK KK K e



Portanto, a substituigao de k por K* na exponencial gera uma funcao
simetrica do operador. Scgue dai que qualquer Fungdo simgtrica de
um operador pode ser escrita na forma transformada de Fourier como--

usamos no texto:

N ~ip.KY |
£(K*) .-._f dge - £(5) | L (D.5)
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