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Resumo

Em estudos do modelo de Jaynes-Cummings, a chamada Aprozimagao de Onda
Girante, que consiste em desprezar os termos antiressonantes da Hamiltoniana
de interagdo, é em geral assumida desde o inicio, devido (entre outras coisas)
a extrema simplificagao resultante no tratamento do problema. Neste traba-
lho, estudamos em detalhes a influéncia dos termos contra-girantes no modelo.
Primeiramente, investigamos as diferencas na dinamica do sistema devido a
estes termos, em particular nos fenémenos de colapso e “revival”, bem conhe-
cidos da Optica quantica. Comparamos os resultados fornecidos pela teoria
de perturbagdes com aqueles obtidos por calculo numérico, e analizamos exa-
tamente em que condigoes os termos contra-girantes podem ser desprezados.
Além disso, estudamos as propriedades de simetria do modelo, e descobrimos
que uma nova simetria aparece no limite de acoplamento forte entre o 4tomo
e o campo, o que da origem a uma degenerescéncia dos niveis de energia do
sisterna neste limite. :



Abstract

In studies concerned with the Jaynes-Cummings model, the so-called Hotating-
Wave Approzimation, which consists in neglecting the counter-rotating terms
in the interaction Hamiltonian, is in general adopted since the very begining,
due to (among other things) the extreme simplification which results. In our
work, we study in detail the effects of the counter-rotating terms on the mo-
del. First, we investigate the differences in the system’s dynamics due to these
terms, in particular in connection to the phenomena of collapse and revival,
well-known in quantum optics. We compare the results we get using pertur-
bation theory with those obtained by direct numerical computation, and we
analyse under which conditions the counter-rotating terms can be neglected.
We also studied the model’s symmetry properties, by using group-theoretical
methods, and we found that a new symmetry appears in the strong coupling
limit, which gives rise to an energy-level degeneracy in this limit.
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Introducao

O modelo de Jaynes-Cummings € o mais simples conhecido capaz de modelar
a interagao de um atomo com a radiac¢io, e vemn sendo extensamente usado em
otica quantica, para estudar aspectos basicos da interagao da radiagao com a
matéria. A grande maioria dos estudos feitos com este modelo, no entanto, é re-
alizada no contexto da aproximacao de onda girante, por causa da simplificagao
resultante. Neste trabalho, estudamos os efeitos dos termos contra-girantes no
modelo de Jaynes-Cummings, tanto em propriedades estaticas (ou seja, os au-
toestados e as autoenergias), como na dinamica do sistema. Para isto, usamos
métodos perturbativos, vilidos quando o acoplamento entre o &tomo e o campo
é pequeno (o que é verdade em cavidades éticas reais), e também métodos
numeéricos, que nao sio limitados a casos de acoplamento fraco. Usando estes
dois métodos conjuntamente, nds vemos quais sio as novas caracteristicas do
comportamento do sistema causadas pelos termos contra-girantes, e tentamos
interpreta-las com base no significado fisico dos termos contra-girantes.

Este trabalho ¢é dividido em quatro capitulos:

No capitulo 1, nés reobtemos a Hamiltoniana do sistema composto por
um atormo interagindo com um campo eletromagnético em uma cavidade nao-
dissipativa, seguindo uma modificagdo de métodos canonicos de quantizagao
encontrados em livros-texto. A diferenca em nosso procedimento esta em que
nos aplicamos ao campo elétrico as condi¢des de contorno correspondentes a
uma cavidade cujas paredes sao condutores perfeitos, em vez das condigoes
de contorno periédicas comumente usadas, o que resulta em importantes dife-
rengas fisicas entre os resultados dos dois procedimentos.

No capitulo 2, mostramos as varias aproximacoes necessarias para se chegar
a Hamiltoniana do modelo de Jaynes-Cummings a partir da Hamiltoniana
obtida no primeiro capitulo, ¢ em seguida estudamos o significado fisico dos
varios termos, mostrando entdo o que € a aproximagio de onda girante e como
ela é justificada. Em seguida, chegamos a algumas conclusdes qualitativas
sobre quais devem ser os efeitos dos termos contra-girantes.

No capitulo 3, nés primeiramente consideramos o caso em que o acopla-
mento entre o atomo e o campo € fraco, e usamos teoria de perturbac¢io (in-
dependente do tempo) para calcular os efeitos dos termos contra-girantes nos
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autoestados e autoenergias, e também na dinamica do sistermma. Em seguida,
comparamos estes resultados com aqueles obtidos por diagonaliza¢ao numérica
da Hamiltoniana, e chegamos a uma condig¢ido para que os resultados pertur-
bativos sejam validos.

Finalmente, no capitulo 4, estudamos o papel das simetrias no modelo (com
e sem termos contra-girantes), através da teoria de grupos, para entender um
fenomeno de degenerescéncia que aparece no limite de acoplamento forte.



Capitulo 1

Quantizacao do Campo
Eletromagnético em uma

Cavidade

O tratamento completo da quantizagdo do campo eletromagnético € um pro-
blema bastante complicado e que levou bastante tempo para ser resolvido de
forma mais ou menos satisfatoria, mesmo que para isso tenha tido que recor-
rer a procedimentos matemaéaticos complicados, como por exemplo a renorma-
lizagdo (ver por exemplo [1]).

Para os nossos objetivos, no entanto, ndo necessitamos de uma teoria com-
pleta do campo eletromagnético . O que vamos estudar aqui sio os aspectos
fundamentais da interacdo de um atomo (considerado como um sistema de dois
niveis nao-degenerados de energia) com um modo do campo eletromagnético
no interior de uma cavidade perfeitamente condutora. O atomo que consi-
deraremos € neutro, e move-se sempre com velocidades nao-relativisticas em
relagao & cavidade; além disso, consideraremos sempre o atomo sendo pequeno
o suficiente em relagdo ao comprimento de onda para que possamos fazer a
aproximagao dipolar da interacdo. Todas estas aproximacoes simplificam con-
sideravelmente o problema da quantizagao; além de tudo isso, vamos considerar
o campo eletromagnético como sempre estando restrito a uma cavidade, o que
significa que os seus graus de liberdade passem a ser discretos, em vez de
continuos, o que também representa uma simplificagdo apreciavel!.

Assim, em vez de proceder a uma quantizacao candnica usual, a partir
de uma lagrangeana (como é feito em [2] e [3], por exemplo), vamos adotar
uma abordagem mais simples, e que no entanto é genérica o suficiente para

INa verdade, como toda cavidade sempre tem alguma dissipagio, os modos do campo
nunca sao exatamente continuos; consideraremos, no entanto, cavidades com um fator de
qualidade bom o suficlente para que esta seja uma boa aproximagio.



08 nossos propdsitos; por ser mais simples, a interpretacao fisica das entida-
des matematicas que vao aparecer € mais facil e direta, sendo este o motivo
principal que nos levou a adota-lo.

Assim, procederemos da seguinte maneira: primeiramente, vamos quanti-
zar o campo eletromagnético livre em uma cavidade, ou seja, vamos quantizar
o campo na auséncia de cargas; depois, introduziremos separadamente a in-
teragdo do dtomo e do campo. O método de quantizagio que empregaremos
foi parcialmente inspirado em [4] e [5].

1.1 Potenciais do Campo, Transformacoes de

Gauge e Condigoes de Contorno em uma
Cavidade

Para fazer a quantizagdo do campo eletromagnético , partimos da eletro-
dinamica classica, dada pelas equagdes de Maxwell (no vicuo}%:

V-E =0 (1.1)
V. H =0 (1.2)
. 19H
Vx B =—=t ‘ .
x E P (L.3)
. 10F
VxH=-22 :
x H - (1.4)

"
Podemos reescrever as equagoes acima em termos dos potenciais A(7,t) e
&(7, 1), definidos por:

H =V x A (1.5)
. 18A .
E=—-or =V (1.6)

Com as defini¢bes acima, as equagdes (1.2) e (1.3) ficam identicamente
satisfeitas; substituindo as eqs. (1.5) e (1.6) nas eqs. (1.1) e (1.4), obtemos as
equagdes de movimento para os potenciais:

qu_i_f__‘_,vv.ﬂ_l_fv =0
A C2 6t2 ( A) Cﬁt ¢—O, (1.7)
2 l_ A=
v ¢+C§tv A=o. (1.8)

*Sobre a eletrodinamica classica, ver [6], [7], ou [8].
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As equagdes (1.5) e (1.6} ndo determinam unicamente os potenciais Ae
¢; 08 campos E e H sio invariantes perante as chamadas {ransformagoes de
gauge, dadas por:

A— A+ VS (1.9)

18
bt (1.10)

onde f é uma fungio arbitrdria das coordenadas e do tempo. Nos aproveitamos
desta liberdade para escolher [ tal que:

V.-A=0, (1.11)

que é o chamado gauge de Coulomb®. Substituindo a eq.(1.11) em (1.7) e (1.8),
teremos:

L 184 1_0
VA - —2—8}? — Vb =0; (1.12)

Vig = 0. (1.13)
Vemos através das equagtes acima que no gauge de Coulomb o potencial
vetorial ¢ nao é de fato uma variavel dinamica independente; na verdade, ele
é determinado pela configuragao instantanea de cargas no sistema, e portanto
¢ uma funcgao dos graus de liberdade translacionais das cargas. Na auséncia
de cargas, que é o caso que estamos tratando, podemos sempre escother ¢ = 0
como solugao da equacao (1.13), desde que nao ha]a campos de orlgem externa.
Dessa maneira, a equagao de movimento de A assume a forma:
L 10%4
V- GG =0

que é uma simples equagdo de onda sem fontes, onde as solugdes se propagam a
velocidade da luz ¢. Com o gauge de Coulomb, os campos elétrico e magnético

sao escritos apenas em funcao do potencial vetorial:

(1.14)

= IBA .
H=VxA (1.16)

Nas paredes da cavidade, que assumimos serem perfeitamente condutoras,
valem as condicoes de contorno usuais:

ﬁxE“:o:ﬁxg—t,ho; (1.17)
A H=0=7-VxA=0, (1.18)

onde 7i é um vetor normal a superficie que delimita a cavidade.

33e o potencial vetorial A é tal que V-4 # 0, escolha f em (1.9) satisfazendo V2f = —V-A.



1.2 Modos da Cavidade

Como estamos tratando de uma cavidade que delimita completamente os cam-
pos ao seu interior (estamos assumindo que suas paredes tém condutancia infi-
nita), podemos escrever o potencial vetorial A como uma combinagio linear de
um conjunto discreto de fung¢des ortonormais A‘X(F), onde A é um conjunto de
trés indices discretos. Como o potencial vetor é uma funcao real, ele é escrito
em termos dos modos A, e A% como:

A= 3 {BAVD + BAE),

onde as funcdes A,(7) e AL(F) satisfazem as relacdes de ortonormalidade:

-
*

1 - -1 »
VfdsrA,\ Ay = Vfd%A;- =0, (1.19)

1 L.
7 /ds?‘A,\ <AL = b, (1.20)

onde A e ) sio dois modos quaisquer. Das expressdes acima, vemos que A, e
A} sdo adimensionais.

Os coeficientes by e b3 determinam completamente o potencial vetor dentro
da cavidade, e por conseguinte os campos elétrico e magnético, pelas eqs.(1.15)
e (1.16). Assim, em cada instante de tempo teremos diferentes by, e b%, depen-
dendo da evolugao temporal dos campos. Os coeficientes by, e b3 sao, portanto,
dependentes do tempo. Teremos entao:

A(F 1) = Z,\: (O ANR) + B (1) AP} (1.21)

Agora, substituindo a eq.(1.21) na eq.(1.14), e lembrando que os Ay 86
dependem de 7, enquanto que os by s6 dependem do tempo, teremos as duas
equacgoes:

— 2 e
VA, 4 24, = 0; (1.22)
C2
by + wiby =0, (1.23)

A} e b} satisfazem equagdes idénticas. A equagio (1.22) é uma equagao de
autovalores do tipo Sturm-Liouville, o que significa que as fungdes A, e f_l“;
formam um conjunto completo: qualquer fungio espacial na cavidade pode ser
expressa como combinacio linear destas fungoes. Além disso, os modos zf_l‘,\
satisfazem as condig¢bes de contorno nas paredes da cavidade:

AxA,=1x A% =0; (1.24)
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F-VxA=7-VxA,=0, (1.25)

como pode ser visto através das equagoes (1.15), (1.16), (1.17), (1.18) e (1.14).
A condigao (1.11) do gauge de Coulomb é escrita como:

V-A,=V-.A =0. (1.26)

A eq.(1.22) é a equagdo de Helmholtz, que deve ser resolvida para que
possamos determinar os modos fL.. As suas solucoes /«.l‘,\ e /i‘j{ dependem uni-
camente da geometria da cavidade, através das condigdes de contorno (1.24)
e (1.25). Nao vamos especificar aqui a nenhuma geometria em particular, e
vamos admitir que a eq.(1.22) ja foi resolvida e que sabemos quais sao os mo-
dos da cavidade. Para exemplos especificos de cavidades com varios tipos de
simetria, ver por exemplo [8].

A equagao (1.23) mostra que (no vacuo) os coeficientes b, e b} tém de-
pendéncia senoidal com o tempo:

ba(t) = by(to)e™rt—to) (1.27)

b (t) = b3(to)e iwr(t=to), (1.28)

As constantes by (o) e b3(fo) sao determinadas a partir do estado inicial A(7, o)
do campo, através da eq.(1.21).

1.3 Energia do Campo

Vamos agora escrever a energia total do campo na cavidade, que é dada pela
expressao:

1 3 2 2
H:8—W/dr(E + H?). (1.29)
Usando as expressoes (1.15) e {1.16) para os campos elétrico e magnético,

a expansao (1.21) do potencial vetor, e usando também as eqs.(1.27) e (1.28),
escrevemos a energia /{ da seguinte forma:

1 s g > gk A% Ax
M= — Ag;fd% [baba((¥ x Ay) - (¥ x Aw) + B33V x A%) - (V x A3)+

BABYY x Ay} (V x Ayk) + Bba(V x A3) - (V x Ay)} +
1

8 XA

babi Ay - A% + biby Ay Av ) (1.30)

Wy — — = =
e / Er {baby Ay - Au + B30T - Ap+
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Usando a eq.(1.19), vemos que o primeiro e o segundo termo de cada integral

tem contribuicdo nula; usando a eq.{1.20), chegamos a expressio seguinte para
H:

1 - A A LU‘2 A A
H= - ng)zufd% l(v x A%) - (V x Ay) + ;;‘—AA Ayl (1.31)

Vamos usar agora a seguinte identidade vetorial, valida para quaisquer
vetores d, b:

V- (@xb)=b-Vxda—a Vxb. (1.32)
Fazendo b = V x f_l.x ed = A‘A, teremos:
V(A x (VxA)) =(Vx AN (Vx A+ A, VxVxA, (1.33)
Usando a relagao:

V x V x A} = V(V- A3) — VIAY; (1.34)

como (1.26) V- A} = 0, a equacio (1.33) fica:
V(A x (V x AY)) = (V x AD) - (V x A\) + Ay - V2AL (1.35)

Usando agora a equagdo de Helmholtz (1.22), temos:

—
»

— - — — 2 -
V(A x (V x A3)) = (V x AL) - (V x Ay) — %A,\ A3 (1.36)
Substituindo esta identidade na equacao para a energia (1.29), teremos:

1

47rA

2
H %bi{b/\fc?r [A'; Ay + év Ay x (V x AD)] . (1.37)

Usando o teorema de Gauss, vemos que o segundo termo do integrando se
transforma em uma integral de superficie:

/d%V Ay % (V x AY)] = f[,af,\ x (V x A3})] - #dS
- f(ﬁ x Ay) - (V x A%)dS;  (1.38)

Levando em conta a condigdo de contorno (1.24), vemos que a expressdao acima

é nula. Lembrando que podemos sempre escolher as fun¢oes Ay e fﬁ tais que
elas sejam ortonormais, a equagao (1.37) reduz-se simplesmente a:

L
H = ; Eﬁcz‘/b*b*’ (1.39)

12



onde V é o volume da cavidade.
Vamos agora definir as varidveis dinamicas ¢y e py através das relagoes:

Vv

Tel

VWt
Py = z\/‘hc’z‘(b)\ — by). (1.41)

Invertendo as rela¢oes acima:

B=\7 (br +8%); (1.40)

7c? 7
by = Vv (CI,\ + —Px) ; (1.42)
7558

we? 2
b = v A (qA - w/\px) . (1.43)

Substituindo as expressoes acima na expressao (1.39} para a energia total
do campo na cavidade, teremos:

1
H= YL (). (.11
A

A expressao para a energia H acima € exatamente a mesma que a expressao
para a energia de uma cole¢io de osciladores harmonicos unidimensionais in-
dependentes de massa unitaria, cada modo do campo na cavidade correspon-
dendo a um oscilador, se interpretarmos ¢, como a coordenada do oscilador, e
Py como o momento conjugado; usando as equagoes (1.27) e (1.28), juntamente
com as relagoes (1.40) e (1.41), vemos que vale a relagio:

Pr = s (1.45)

o que ¢é natural, se lembrarmos que cada modo corresponde a um oscilador
harmonico de massa unitaria.

Assim, postulamos que as quantidades gy e p, definidas por (1.40) e (1.41)
sdo a coordenada generalizada e o momento canonicamente conjugado da Ha-
miltoniana (1.44). Assim, para quantizar o sistema descrito por esta Hamilto-
niana, vamos passar das func¢des p) e gy para os operadores py e ¢, correspon-
dentes, distinguidos das fungoes classicas pelo “chapéu” (), e que estao ligados
pela condi¢ao de quantizagao de Dirac:

[Gx, Pr] = ih. (1.46)

Daqui por diante, usaremos o simbolo () para denotar um operador
quantico.

13



Como os varios modos do campo sao independentes uns dos outros, os
operadores correspondentes a modos diferentes devem comutar entre si:

[gxs Bx] = théar. (1.47)

A partir das coordenadas g, e dos momentos conjugados py, podemos de-
finir os operadores adimensionais de criagao e aniquila¢io para cada modo:

Wy T .
/ I . 1.48

z

t_ ‘;"_A_( __*) 1.49
A 5\~ o) (1.49)

Estes operadores satisfazem a conhecida regra de comutagao:

jt)

fw$)

[@y,at] = 1. (1.50)

Invertendo as relagoes (1.48) e (1.49), e substituindo na expressio da Ha-
miltoniana, encontramos:

. 1
A

Os operadores &f\&,\, como esta demonstrado em todos os livros-textos
bésicos de fisica quantica, s6 tém autovalores inteiros positivos; assim, em
cada modo A do campo a energia é quantizada em miiltiplos de hw, e a energia
total, portanto, tem os valores permitidos:

E:;(n,\-}-%). (1.52)

Os numeros de excitagao ny nos dio o nimero de fotons do modo A do
campo, onde consideramos fotons aqui como significando o mimero de ex-
citagoes fundamentais daquele modo. O operador de aniquilagio a, destréi
um féton no modo A, e o operador de criagao &; cria um foton.

Comparando as expressoes (1.42) e {1.43) com (1.48) e (1.49), vetnos que
os operadores @, e by sio mdltiplos:

N LUAV 7 At u)).V Tt
= b M = . 1
o V 27 c2h A o \/ 27rc27ib’\ (1.53)

Assim, os operadores a, e &K também satisfazem a equacgio de movimento
{1.23). No espaco livre, portanto, estes operadores evoluem harmonicamente:

ax(t) = ax(to)e™>; (1.54)

14



al(t) = al(to)e ™. (1.55)

Substituindo a relagado acima na equagao (1.21), escrevemos o operador
potencial vetor em termos dos operadores de aniquilagao e criagao:

A7) = X 2 e + al A} (1.56)
Y @

Vamos definir por conveniéncia as fungoes:

- 2rcth - - 2wecth -
=y Ay; Y= A3 1.57

Usando estas definigoes, o potencial vetorial é escrito simplesmente:

,:1' =5 {&,\./IA('F) + &T\A‘:{(ﬂ} . (1.58)
A

Usando agora a equagao (1.15), escrevemos o operador do campo elétrico
em fungao dos operadores de criagao e aniquilagao:

o 182 . 2w hu? At T A 2
b= ot T zz,\: wyV (aA *_a’\A’\) -
= iy w (@l Ly —andy). (1.59)
A
Definimos entao: . B
Ey = —iwy Ay, (1.60)
Ficamos entdo com a simples expressio:
E =73 (axEx+alE;). (1.61)
A

Lembramos que Ay e E sio fung¢des espaciais; elas ndo siao operadores.

A quantidade E\ pode ser heuristicamente considerada como o campo
elétrico devido a um tnico foton. Esta ndo é uma interpretagao rigorosa, pois
um campo com um himero bem definido de fdtons, ou seja, um autoestado
da Hamiltoniana (1.51), ndo é a0 mesmo tempo um autoestado do operador
campo elétrico (1.61).

Usando a expressao (1.16), encontramos o operador campo magnético:

A= (i, +ald;), (1.62)
A

15



onde definimos: . B
H,\:VXA,\. (1.63)

Da mesma maneira que com o campo elétrico, podemos considerar H, como
o campo magnético devido a um féton, com as mesmas ressalvas.

Vamos agora discutir uma importante questao: a diferenga entre os cam-
pos em uma cavidade com paredes condutoras, e o campo no espago vazio. A
maioria dos livros de optica quantica faz a quantizacdo do campo no espaco
livre, através do seguinte procedimento (ver por exemplo [5]): admite-se que
o campo esta restrito a uma caixa cubica de lado L, e impéem-se condigdes
peridédicas de contorno aos campos; em seguida, fazemos I, — oo, e temos os
campos quantizados para o espago livre. Mas os campos dentro de uma cavi-
dade condutora sao bastante diferentes dos campos livres, mesmo que facamos
as paredes irem para o infinito. Comparando as expressoes (1.59) e (1.62) dos
campos elétrico e magnético dentro de uma cavidade, vemos que estes oscilam
sempre com uma defasagem de 7 /2, enquanto que no espago livre eles oscilam
em fase. Além disso, dentro das cavidades, devido as condigdes de contorno
das paredes, vao haver pontos (nodos) onde os campos serdo nulos, para todos
os tempos. Estes sdo os pontos onde A,(7) = 0. Os nodos nao estio presentes
O espago vazio.

Uma outra diferenga entre as duas situagoes é o papel das “coordenadas” e
momentos conjugados g, e py. Suponha que os modos A, sejam reais, ou seja,
Ay = /1‘3. Neste caso, o campo elétrico e o campo magnético ficam:

= S . . 2 o,
E= Zzw,\A,\(a; —ay) = zz h——E,\p;\; (1.64)
) X )
o zw -4
A=Y T*H,\qA. (1.65)
)

Assim, se os modos Ay {ou /_l‘,\) forem reais, o campo elétrico E",\ sera entio
proporcional ao momento gy, e o campo magnético H, seré proporcional a “co-
ordenada” gy. Se escolhermos os modos A, puramente imaginarios, os papéis
de g e py invertem-se. Esta simples relagio entre os campos e as variaveis
dinamicas nao existe no caso de o campo estar no espaco livre; neste caso, nao
existe nenhuma interpretacgio fisica simples do significado das coordenadas e
dos momentos, como a que temos aqui.

1.4 Interacgio com um Atomo

Até agora estivemos tratando do campo livre em uma cavidade, mas na verdade
estamos interessados na interagido do campo eletromagnético com um atomo.
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Para introduzir esta interagio, deveriamos comegar da Lagrangiana classica do
eletromagnetismo, obter os momentos conjugados e a Hamiltoniana classica, e
aplicar o procedimento de quantizagao canonica de Dirac para chegar em uma
versio quantica da teoria. Novamente, ndo vamos seguir este procedimento;
0 que faremos aqui vai ser introduzir o termo de interagio ad hoc, fazendo
varias aproximacoes, de uma maneira bem mais simples do que a quantizacio
canodnica, e onde temos interpretacgoes fisicas mais diretas.

Se tivermos apenas um atomo dentro da cavidade, esperamos que a Hamil-
toniana total do sistema atomo 4 campo seja da forma:

H=H+H,+H, (1.66)

onde H. é a Hamiltoniana do campo isoladamente (ou seja, sem a presenca
do 4tomo), H, é a Hamiltoniana do atomo isoladamente, e fI; descreve a
interacao do campo com o atomo. Nos ja encontramos a Hamiltoniana do
campo na secao anterior:

L= hwy (a;aA + 1) . (1.67)
T 2

H, vai depender de com qual 4tomo estamos lidando. Nés vamos supor que
H, é bem conhecida, e que sabemos quais sao todos os seus autoestados e au-
toenergias, ou seja, supomos resolvida a equagio de Schrodinger independente
do tempo para H,. Denotaremos o conjunto de autoenergias e autoestados de
H, por {E;} ¢ {|¥,)}, respectivamente, onde i representa o conjunto de {ndices
necessarios para numerar os autoestados:

H,|¥) = Ei|0,). (1.68)
Vamos agora introduzir os operadores ¢;;, definidos por:

i = W) (V1. (1.69)

Usando estes operadores, a Hamiltoniana atomica escreve-se na forma:

ﬁa = ZE{O’,‘,‘. (1.70)

Agora, temos que descobrir qual é a Hamiltoniana de interagio atomo-
campo H;, para completar o trabalho. Para isso, vamos fazer algumas simpli-
ficacgoes.

Estamos interessados aqui em campos dticos, ou seja, com comprimentos
de onda da ordem de alguns milhares de angstrons, enquanto que o tamanho
tipico de um atomo é de apenas alguns angstrons. Assim, estamos no caso
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onde os comprimentos de onda dos campos na cavidade sdo muito maiores do
que o tamanho do dtomo, ou seja, podemos desprezar a variagdo espacial dos
campos ao longo da extensao do dtomo. Os campos véem o 4tomo como um
ponto. Como o atomo é neutro, o campo s6 “vé” o dipolo do dtomo. Podemos
considerar, portanto, o 4tomo como sendo um dipolo, no que concerne a sua
interagdo com o campo.

Além da aproximacéo de interagao dipolar, vamos desprezar a influéncia do

campo magnético ﬁ, o que pode ser feito tranquilamente, pois as contribuigoes
magnéticas sdo muito menores que o termo de interagdo do campo elétrico com
o dipolo atémico[5].

Assim, o termo de interacdo H; é a interagio do dipolo atémico d com o
campo elétrico E. No eletromagnetismo classico, a energia de interacao de um
dipolo elétrico com um campo externo é:

-

Hin =—d-E, (1.71)

onde d é o vetor momento de dipolo do atomo.

Mas o campo elétrico presente na cavidade ndo é um campo externo: ele
faz parte do sistema, tem graus de liberdade préprios, que evoluem no tempo
de acordo com a Hamiltoniana. Neste caso, pode ser mostrado (ver [2]) que a
Hamiltoniana de interagao ¢ dada por:

~

Hip=—d- D, | (1.72)
onde 5 é o deslocamento elétrico:
D=FE+4rP, (1.73)

sendo P a polarizagdo. Em nosso caso, temos apenas um atomo, que aproxi-
mamos por um dipolo pontual:

~ ~
— —

P = d§(7 — ), (1.74)

onde g € a posigao do atomo. Assim, a energia de interagao (1.72) é composta

- - . , 7 = rd .
de dois termos: o primeiro é —d - E, e o segundo é um termo divergente
proporcional a d?, que é a autoenergia do dipolo pontual. Vamos desprezar este
segundo termo divergente, e renormalizar a Hamiltoniana, ficando novamente

com a expressao (1.71). O campo elétrico £ é dado pela mesma soma (1.61)
nos modos do caso em que nao havia atomo na cavidade e o campo era livre,
com a diferenca de que os operadores de de criagio e aniquilagio @, e al nao
evoluem mais harmonicamente no tempo, como no caso de campo livre; agora,
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devido & interagdo com o dipolo atoémico, a evolugdo temporal do campo é
nais complexa.

Usando os operadores o;; introduzidos em (1.69) e (1.68), podemos escrever
o operador momento de dipolo na forma:

d=>3"o0idy, (1.75)

ij

onde i
dij = (Wild|W;) = di;. (1.76)

A Hamiltoniana de interagdo fica entio:

Hine = =5 Ady - Broijin + diy - Ejoyal }; (1.77)
] A
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Capitulo 2

O Modelo de Jaynes-Cummings
e a Aproximacao de Onda
Girante

No final do capitulo anterior, chegamos & Hamiltoniana total do sistema com-
posto por um tnico atomo interagindo com o campo eletromagnético no in-
terior de uma cavidade com paredes perfeitamente condutoras (ou seja, com
dissipagio nula), na aproximacao dipolar. O resultado é a eq.(1.77), que rees-
crevemos aqui:

Hipy = — ZZ {Gig . EAU;'J'GA + (Z:'j g Eiaaaf\} ; | (2.1)

oA

No capitulo anterior, usamos o “chapéu” () para denotar um operador
quantico. A partir de agora, como usaremos exclusivamente as variaveis
quanticas, vamos deixar de usar esta convengao, sem risco de confusao.

Vemos da equacao acima que todos os modos A do campo e todos os niveis
do atomo contribuem para a Hamiltoniana, o que torna a dinamica do sis-
tema extremamente complexa. Vamos tentar simplificar o problema atraves
de algumas aproximacgoes.

Suponha que a geometria da cavidade seja ajustada de tal maneira que dois
dos niveis atomicos tenham uma frequéncia de transigio wy muito proxima a
frequéncia w de um dos modos da cavidade; se este modo estiver suficiente-
mente separado em frequéncia dos modos vizinhos, ou seja, se os intervalos
de frequéncia para os modos vizinhos forem (em modulo) muito maiores que
a largura espectral da transigdo entre os dois estados, entdo a transicdo en-
tre estes dois niveis vai excitar praticamente apenas este modo de frequéncia
w. Se garantirmos ainda (utilizando regras de selegio, por exemplo) que ape-
nas aqueles dois niveis vao ter uma probabilidade nao desprezivel de estarem
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ocupados, entdo s6 precisamos levar em conta os dois niveis e 0 modo w, e
podemos esquecer todos os outros niveis atomicos e modos do campo; obtemos
entdo uma considerdvel simplificacdo em nosso modelo: podemos considerar a
cavidade como tendo apenas um modo, e podemos considerar o atomo como
um sistema de dois niveis (que vamos admitir que sejam nao degenerados),
com autoenergias £, < E,. e autoestados |e) e |g).

O dipolo atomico d = e éum operador impar com respeito a inversao pelo
centro do atomo (7 — —7). A Hamiltoniana atdmica H, é invariante perante
esta operacdo, o que significa que os autoestados |e) e |g) tém paridade bem
definida. Assim, os elementos de matriz (e|d]e) e (g|d|g) sdo necessariamente
nulos, pois sendo ¥.(7) = (rle), temos:

(eldle) = e]d%me(m?a (2.2)

A integral varre todo o espago, e o integrando é uma funcao impar, logo a
integral é nula. O mesmo raciocinio vale para (g|d|g).

—

Assim, para um atomo de dois niveis, o operador d tem elementos diagonais
nulos na base {|e),|g}}. Adotando a notagao:

Teg = le){g] = 07, (2.3)

Oge = |g){e| =07, (2.4)
teremos: L.

d=ko™ + k*o+, ‘ (2.5)

onde k = (gld|e). Assim, a Hamiltoniana total do sistema fica:
H = hwala+ E.o. + F,04,
— {E .Eo~a+k-Eoal
+k* - Eota+k*- E*o+af} : (2.6)
onde F = E(F) é 0 modo do campo elétrico, e w é a frequéncia do modo.

Escolhendo o modo £ como sendo real (o que podemos fazer, pois estamos
tratando de um 1nico modo), e ajustando a fase relativa de |e) e |g) para
que k seja real (0 que também podemos fazer, j& que os autoestados |e) e |g)
sao definidos a menos de um numero complexo de médulo unitario), podemos
entdo definir a constante de acoplamento g, dada por:

—t

g=—k-E. (2.7)
Assim, a Hamiltoniana total fica:
H = twala+ E.0p + E,o4,
+g(a +a')(o™ + o). (2.8)
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Do mesmo modo que E, g depende da posicao. Se o modo tiver nodos, ou
seja, pontos onde E(f') = (), o &tomo e o campo nio interagem nestes pontos.

Vamos agora reescrever a eq.(2.8) em uma forma mais conveniente. Na
base {|e},|g)}, a Hamiltoniana atoémica H, é escrita:

(E. 0\ _(E-E, 0 :
ne (5 0)=(552 0)en eo

Assim, a menos de um deslocamento na origem das energias, a Hamiltoni-
ana atomica é:

H, = huwp ( é g ) . (2.10)
Usando as equagbes (2.3) e (2.4), vemos que:
H, = hwgoto™. (2.11)
Assim, a Hamiltoniana total fica:
H = hwa'a + hweoto™ + hg(a + al)(o™ + o). (2.12)

Podemos escrever H, ainda de outra maneira, fazendo um deslocamento
de hwo/2 na origem das energias na eq.(2.11):

1 10 1 |
H, = §hw0 ( 0 —1 ) = §ﬁw002, (2.13)
1 0 , . .
onde o, = 0 -1 )¢® matriz de Pauli da componente z do momento an-
gular para uma particula de spin ;. Desta maneira, a Hamiltoniana completa
¢ escrita: {
H = hwata + ihwgaz + hgla +af) (o™ + o). (2.14)

Os operadores ,, 0~ e ot estio ligados pela regra de comutacao:
[et,07] = 0.. (2.15)
Os operadores a e a' sdo operadores de aniquilacdo e criagao bosdnicos:
[a,a'] =1, (2.16)

enquanto que os operadores 0~ e ot sdo operadores de aniquilagdo e criagao
fermidnicos:

{oe*t, o7} =1. (2.17)
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Esta diferenca no carater dos comutadores dos existe porque o atomo (em
nosso modelo) tem apenas dois niveis, enquanto que o campo tem infinitos
niveis de energia.

Para simplificar a notagido, adotaremos um sistema de unidades em que
h =1, e w=1; a Hamiltoniana do sistema fica entao

H=ala4+woto™ + Ma+al)(o™ +0™), (2.18)
ou |
H=a'a+ 5 W0 + Ma+a')o™ +o07), (2.19)
onde w
m=—; A=, (2.20)
w w

A constante g é a frequéncia na qual a energia ¢ trocada entre o atomo e o
campo, quando o atomo esta inicialmente no estado excitado, e o campo esta
inicialmente no vacuo (ou seja, g € a frequéncia de Rabi do vacuo). Assim, A
¢ a razao entre a frequéncia de Rabi do vacuo e a frequéncia do campo, que é
muito pequena em experimentos com cavidades de baixa dissipagdo e atomos
de Rydberg (da ordem de 10~%).

Vamos discutir agora o significado fisico dos termos que aparecem na Ha-
miltoniana. Para isso, reescrevemos a eq.(2.19) na forma:

H=da+ %maz + Maot +alo™) 4+ AMao™ + aTa;*). (2.21)

Lembremos do significado dos operadores que aparecem aqui: a destroi um
foton do campo, e cria um féton; ¢~ passa o atomo do estado excitado para
o estado fundamental, e ot do estado fundamental para o estado excitado.
Tendo isso em mente, vemos que na Hamiltoniana de interacao aparecem dois
tipos de termos, que representam diferentes processos elementares:

Primeiramente, temos os termos ressonantes act e ato ™, que representam
respectivamente a absor¢ao de um f6ton pelo atomo e a consequente transi¢io
deste para o estado excitado, e a emissdo de um fé6ton seguida pela transi¢ao do
atomo do estado excitado para o estado fundamental (ver fig.(2.1a)). Estes sio
os termos “normais”, que representam os processos que nos costumeiramente
imaginamos que acontecem na interagao de atomos com fétons.

Acontece que temos também os chamados termos anti-ressonantes, ou ter-
mos contra-girantes ac~ e a'ot; estes termos representam a absorcao de um
foton seguida pela de-excitacdo do atomo, e a emissio de um féton seguida
pela excitacdo do atomo (ver fig.(2.1b)). Estes termos definitivamente nao sao
“normais”, e parecem a primeira vista violar a conservagao de energia.
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Usando a base de estados {|g,n},|e,n}}, onde |g,n) = |g) ® |n), |e,n) =
le) @ |n), nos obtemos uma representa¢io matricial da Hamiltoniana (2.21) (ou
{2.19). Vamos nos restringir ao caso em que o dtomo é exatamente ressonante
com o campo, ou seja, w = 1 (w = wy):

H=uad'a+ é-crz + Maot + alo™) + AMao™ + a’o™).

Ficamos entao com:

T
|
[

Tt b bt

B3 e

(2.22)

(2.23)



Os blocos diagonais 2 x 2, juntamente com o elemento de matriz isolado
no canto esquerdo ({g,0|H|g,0)) correspondem & Hamiltoniana (2.22) sem os
termos contra-girantes.

2.1 A Aproximagao de Onda Girante

A aproximagio de onda girante consiste em ignorar os termos contra-girantes
da Hamiltoniana (2.21), o que é vilido quando o acoplamento é muito fraco
(A < 1), e quando o campo ndo é muito intensol.

Para justificar este aproximacéao, observamos que os elementos de matriz
dos termos contra-girantes em (2.23) ligam estados que, sem a interagdo {ou
seja, com A = 0), teriam energias diferentes: de fato, eles ligam os estados |g,n)
e |le,n + 1), que tém uma diferenga de energia de AE = 2 (ou AE = 2hw,
em unidades usuais). Sabemos da teoria de perturbagoes que estes termos so
terao uma contribui¢do importante se o elemento de matriz (g, n|Hle,n 4 1) =
A/n + 1 for comparavel a AFE; assim, desde que a condigio Av/n < 1 seja
satisfeita, os termos contra-girantes terio uma contribuicdo muito pequena
para a dinamica do sistema. :

Os termos ressonantes, ao contrario, ligam estados que para A = 0 tém a
mesma energia (|e,n) e |g,n+ 1)), o que significa que, mesmo sendo pequenos,
eles contribuem para a dinamica do sistema, através de oscilagoes de populagio
entre os estados |e,n) e |g,n + 1) (oscilagido de Rabi).

Para abordar esta questao de uma outra maneira, vamos passar tempora-
riamente para a representacio de interacio, onde os operadores a, af, 6~ e ot
dependem do tempo da seguinte maneira:

a(t) = ac™ (2.24)
al(t) = ale™! (2.25)
o™ (t) = o et (2.26)

ot (t) = gte ! (2.27)

A Hamiltoniana na representagio de Heisenberg vai ficar dependente do
tempo da seguinte maneira:

H = waTa + &}220.2 +g(0+aei(w—wo)t +o.'~afe—i(w—w0}t) +

gl aeilwtwolt ¢ gtgte—ilutwo)ty (2.28)

! Veremos mais adiante que a condigdo rigorosa para que possamos desprezar os termos
contra-girantes é Av/f < 1, onde i é o niimero médio de fétons no campo.
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Assim, proximo da condiciao de ressonancia (ou seja, quando w & wyg), 08
termos contra-girantes oscilarac muito mais rapidamente que os termos resso-
nantes. Além disso, na maioria dos sistemas fisicos, a constante de acoplamento
g ¢ muito menor que w e wy. Neste caso, apesar de a interagdo entre atomo
e campo ser fraca (no sentido de que g é muito menor que w e wyp), os termos
ressonantes tém uma contribuicdo cumulativa no tempo e, a medida que o
sistema evolui, seu efetto & de uma troca periddica de energia entre o dtomo e
o campo (no caso de um nimero bem definido de fé6tons no campo). Assim, os
efeitos dos termos ressonantes sdo visiveis nas escilagées de Rabi da populagio
do nivel excitado do atomo, apesar de o acoplamento ser fraco. Se o atomo no
estado excitado entrar na cavidade onde haja vacuo eletromagnético (auséncia
de fétons), a constante g é igual 4 frequéncia de troca de energia entre o atormo
e 0 campo; por 1ss0, ¢ € chamado de frequéncia de Rabi do vdcuo. Assim, a
frequéncia com que a energia é trocada entre os dois sistemas é em geral muito
menor do que as frequéncias da cavidade e do atomo (ver fig.(2.2a)).

Os termos contra-girantes, ao contrario, oscilam fora da ressonancia, com
frequéncias da ordem da frequéncia da cavidade w, muito maiores portanto do
que a frequéncia tipica de troca de energia ¢. Assim, estes termos nao vao
ter nenhum efeito cumulativo no tempo, e devem contribuir apenas com uma
pequena oscilacao de alta frequéncia em cima da oscilacao de Rabt devida aos
termos ressonantes® (ver fig.(2.2b)). Assim, o procedimento usual em estudos
do modelo de Jaynes-Cuminings é desprezar estes termos e ficar apenas com
os termos ressonantes, o que simplifica bastante o problema matematico, pois
com esta aproximacgdo a Hamiltoniana (2.21) é exatamente diagonalizdvel. O
objetivo deste trabalho é ir além desta aproximagéao, chamada aprorimacdo de
onda girante.

?Durante esta discussio semi-qualitativa, admitimos sempre que ha um niimero bem de-
finido de fétons dentro da cavidade, para efeito de simplicidade. No caso geral, as oscilagdes
devidas a varios nimeros de f6tons v&o se superpor, mas o argumento nao é alterado.
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Fig. 2.2a
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Fig. 2.2b
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t

Assim, no limite A €« 1 podemos desprezar os termos contra-girantes, e a
Hamiltoniana (2.21) no caso ressonante (w = 1) pode ser aproximada por:

H=ala+ %az + Maot 4+ alo™). (2.29)
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A representagao matricial desta Hamiltoniana é:

(_

o=
—

1A
A2
3 \/i)\
AV (2:30
Assim, H ¢é a soma direta:
H=H,oH, & H & -, (2.31)
onde )
Hy = ~519,0{g,0}; (2.32)
_{ n+i Mn+l

H, = ( AWATT 4l | (2.33)

Assim, os estados le,n) e |g,n 4+ 1) geram umn subespago invariante para a
Hamiltoniana (3.1). A diagonalizacao de H reduz-se entao a diagonalizagio de
matrizes 2 X 2, o que a torna analiticamente diagonalizavel. Os autoestados e
as respectivas autoenergias sao:

L
V2

EE = (n + %) + Avn +1 (2.35)

[Wo) = lg,0) (2.36)
1

By=—3 (2.37)

onde os |WE) sdo os autoestados, e EF sio as autoenergias correspondentes;
{Wy) é o estado fundamental, e Ey é a energia deste. Em nossas unidades, a
energia é adimensional; para voltar s unidades usuais, basta multiplicar as
energias por hw.

Se o estado inicial é |¥(0)) = |e,n), com o campo tendo n fétons e o dtomo
estando no estado excitado, o estado evoluido |¥(t)) vai oscilar no tempo
entre os estados |e,n) e |g,n + 1), ou seja, o atomo e o campo vao trocar
energia periodicamente, como fazem dois péndulos acoplados linearmente. A
frequéncia desta troca de energia é dada por 3, = 2A/n + 1, que é a frequéncia

(W3) = —=(le;n) £ lg,n +1)) (2.34)
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de Rabi. Mesmo quando o campo esta inicialmente no vacuo (n = 0), ainda
existe uma oscilagao de Rabi de frequéncia 2) (ou 2¢, em unidades usuais).
Notamos que a frequéncia de Rabi para n fétons é proporcional a v/n + 1,
o que é consequéncia do carater bosonico dos fotons presentes no campo.
A Hamiltoniana (3.1) tem uma importante propriedade: definindo o ope-
rador numero de excitagoes como sendo

1

N =ale + 7% (2.38)
ou, equivalentemente:
N=da+oto, (2.39)
vale a lei de conservacéo
[H,N]=0 (2.40)

para H dada por (3.1). A equagdo (2.40) também é valida para o caso de
detuning nao nulo, ainda na aproximacao de onda girante.
Na base {|e),|g)} o operador o0¥o~ assume a seguinte representagdo ma-

tricial:
ote™ = ( (1) 8 ) . (2.41)

Assim, o operador N dado pela eq.(2.39) é:

1 p/ dtomo no estado excitado
0 p/ atomo no estado fundamental -
(2.42)
A eq.(2.40) diz que este numero de excitagdes é conservado, e que pertanto
os autoestados |UF) de H também sio autoestados de N; de fato, das eqs.(3.2-
3.5) vemos imediatamente que

N = No. de fétons no campo + {

NIWE) = (n + 1)), (2.43)

A equagio (2.40) nao é vélida para a Hamiltoniana completa (2.21), o que
quer dizer que os termos contra-girantes quebram a conservagio de N, e este
deixa de ser uma constante de movimento do sistema.

A Hamiltoniana (3.1), apesar de ser aparentemente muito simples, apre-
senta caracteristicas muito interessantes, e proporciona um rico campo de es-
tudos para a oOtica quantica. Para um artigo de revisao recente, ver {9], onde
ha também uma excelente lista de referéncias. Para tratamentos basicos, ver

[10] e [3].
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2.2 As Transicoes Anti-Ressonantes e a Con-
servagao de Energia

Como vimos na secdo anterior, o nimero de excitacoes N ndo € uma cons-
tante de movimento quando levamos em conta os termos contra-girantes na
Hamiltoniana. Isto é uma consequéncia direta do fato de que a'o* representa
um processo em que o dtomo vail para o estado excitado emitindo um foton,
enquanto que o termo ao~ representa o processo inverso. Assim, o espago
de estados gerado pelos estados |e,n) e |g,n + 1) ndo é mais invariante pela
dinamica do sistema: os termos contra-girantes provocam transigoes entre es-
tados com diferentes niimeros de excitacao (ver fig.(2.3)).

Fig. 2.3

e Transi¢oes causadas pelos termos ressonantes

— Transigoes causadas pelos termos contra-girantes

— (19, 0)

le,0) <= |g,1)| ——

T Ieal) — |932)

T Iev 2) — |g73) -

— |€73) — Igs4> e

Os termos aoc~ e a'ot causam transigdes entre estados com AN = 2. E
claro que estas transi¢bes podem ocorrer em cascata, o que significa que todos
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os estados com AN par vao estar ligados pelos termos contra-girantes. Os
autoestados da Hamiltoniana vao entao ser do tipo

5™ {a2al W) + banl W50} (2.44)

S {arnt[TE41) + bana[95040) (2.45)
n

com n inteiro.

Considere agora um atomo parado em uma cavidade, inicialmente no es-
tado fundamental, estando o campo inicialmente no vacuo (|¥(0)) = |g,0)).
Na aproximagao de onda girante, este é um autoestado do sistema, e
nada acontece. Mas os termos contra-girantes podem causar uma transicao
lg,0) — |e, 1}, ou seja, temos uma probabilidade ndo nula de medir um féton
e uma excitagdo atdmica onde antes nao havia nada: aparentemente, criamos
uma quantidade de energia de 2hw ! Este “paradoxo” torna-se ainda mais
aparente se lembrarmos que o estado |e, 1) pode evoluir “normalmente” para o
estado |g,2) (através dos termos ressonantes na Hamiltoniana), e entéo sofrer
uma outra transi¢cao anti-ressonante para o estado |e,3) e assim por diante (fer

fig.(2.4)).

Fig. 2.4

—e
alot i (\J\I\;‘
—e
0, g) |1, €)
aog™
L
7 =
5 -
atet ?,Fr ]
|2,9') |3, 6)
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Mesmo quando nao levamos em conta a aproxtmacao de onda girante, se
considerarmos uma situagio de ndo-ressondncia (w # wp) ja teremos proble-
mas: suponha que um féton de frequéncia w {e energia Aw) é absorvido, en-
quanto que o atomo passa do estado fundamental para o estado excitado,
ganhando uma energia de hwy; aparentemente, uma quantidade de energia de
hi(w — wp) fol perdida (ou ganha) pelo sistema. Como isso é possivel?

A resposta, é claro, € que nao ha paradoxo nenhum. A energia sb parece
nao estar sendo conservada se nos considerarmos a energia do sistema atomo-
campo como a energia do atomo mais a energia do campo. Acontece que isso
claramente ndo é verdade, pois o atomo e o campo interagem! A partir do
momento em que o atomo entra na cavidade, o nimero de fotons nio é mais
uma medida da energia; matematicamente, a Hamiltoniana do sistema nao
mais comuta com o operador nimero de fétons ala. A energia de interacao
age como uma espécie de “energia potencial” do sistema total, que d4 conta
das diferencas de energia nos processos discutidos acima, preservando a con-
servacao.
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Capitulo 3

Tratamento Perturbativo e
Numeérico dos Termos
Contra-Girantes

Neste capitulo, vamos investigar os efeitos dos termos contra-girantes usando
teoria de perturbagdes (independente do tempo) e diagonalizag¢io numeérica,
comparando os resultados obtidos pelos dois métodos. Antes, no entando, va-
mos fazer uma breve revisao dos principais trabalhos que abordam o problema
dos termos contra-girantes. No modelo de Jaynes-Cummings classico e semi-
classico, os termos contra-girantes sao responsaveis pelo surgimento de caos
na dindmica do sistema [11, 12, 13, 14]; os termos contra-girantes também
sao responsaveis pelo aparecimento do caos quantico (definido através da es-
tatistica de niveis) no modelo completamente quantizado, embora neste caso
0 caos sG apare¢a para um sistema com varios dtomos [15, 16, 17]. Ainda
no modelo classico, foi demonstrada a existéncia de uma transicio de fase
superradiante para o modelo com muitos atomos, com e sem os termos contra-
girantes [18], com um interessante anélogo classico {19, 20, 21]. Usando a
teoria de perturbagoes dependente do tempo nas equagdes de movimento, al-
guns estudos foram feitos comparando alguns resultados da aproximacéo de
onda girante (AOG) com os correspondentes resultados com os termos contra-
girantes (TCG): os efeitos dos TCG na dinamica do Laser sao estudados em
[22], com o resultado de que ocorrem apenas desvios muito pequenos (da or-
dem de A?) no “threshold”, no niimero médio de fétons e na varidncia da
distribui¢do de fétons de equilibrio, em relagao as previsoes da AOG; em [23],
é discutido um efeito de dependéncia de fase devido aos TCG que nao existe
na AOG; a evolugao do operador de fase de Pegg-Barnett [24] com os TCG é
estudada em (25], e a conclusdo é de que os TCG causam uma. difusio de fase e
umn deslocamento na frequéncia do campo. Empregando um método diferente
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de aproximacao, baseado em integrais de caminho, os artigos {26, 27] desenvol-
vern expressoes aproximadas para a inversio atdmica e para a energia total em
func¢ado do tempo (valida para tempos curtos). Eles mostram que os colapsos
e “revivals” encontrados na AOG aparecem também no modelo com os TCG,
mas superpostos a oscilagbes de alta frequéncia, causadas pelos TCG. Este
meétodo de integrais de caminho €, no entanto, bastante complicado e dificil de
ser aplicado, e 50 estados iniciais em que o campo estd emn um estado coerente
sao trataveis por este método.

Todos os resultados descritos acima s6 sao validos no limite de acoplamento
fraco (A pequeno).

Métodos numeéricos sido usados em [28, 29] para estudar a evolugao tempo-
ral de quantidades importantes tais como squeezing, antibunching, e inversao
atdomica, para varios estados iniciais. Um resultado interessante é que os TCG
tendem a “matar” a compressao do campo [28]. Estudos também foram feitos
investigando a influéncia dos TCG no modelo de Jaynes-Cummings de dois
fotons [30] e de varios fétons [31], e também em sistemas dissipativos [32].
I interessante também mencionar o artigo de M. Crisp [33], onde ele mostra
como, usando luz polarizada e explorando regras de selecao atdmicas, podemos
minimizar os efeitos dos TCG, e assim garantir que a AOG seja valida mesmo
para regimes de acoplamento forte.

Para terminar, citamos o artigo de S. Swain [34}, em que ele obtém ex-
pressdes aproximadas para os autoestados e para as autoenergias da Hamilto-
niana (2.22), comparando com os conhecidos resultados da AOG. O método
que ele usa (método das fragdes continuadas) é no entanto bastante compli-
cado, e nao permite uma interpretacio fisica clara das etapas intermediarias
do calculo.

3.1 Tratamento perturbativo
Por simplicidade, vamos admitir que a frequéncia de transi¢ao do atomo esteja

exatamente em ressonancia com o modo da cavidade: w = wy. Na aproximacao
de onda girante, a Hamiltoniana do sistema é:

1
Hy=dla+ 37 + Malo™ 4 ac™) (3.1)
Os autoestados e as autoenergias sao (ver [10, 3]):

W) = —=(le,n) £ 1g,n + 1)) (3.2)

7
( ) TS Wor) (3.3)
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1

Eo = ) (3-5)

onde os |¥%) sdo os autoestados, e Ef sao as autoenergias correspondentes;
|Ty) é o estado fundamental, e Ey é a energia deste. Em nossas unidades, a
energia é adimensional; para voltar as unidades usuais, basta multiplicar as
energias por hw.

Agora, se no fizermos a aproximagao de onda girante, a Hamiltoniana Hy
acima é transformada em:

H=Hy+V (3.6)

onde

V = )\(aTa+ +aoc”) (3.7)

Assim, V sera a nossa perturbagao.

3.2 Corregoes nas energias

A corregao de primeira ordem nas autoenergias é dada por (para uma revisio
de teoria de perturbagdes na mecanica quantica, ver ref.[35]):

AEY = (U |VIUE) (3.8)

Mas, das expressdes (3.2) e (3.7) vemos imediatamente que o valor médio
de V em qualquer um dos autoestados de Hp € nulo (isso vale também para o
estado fundamental), ou seja, em primeira ordem as energias nao sao pertur-
badas pelos termos contra-girantes.
Em segunda ordem em A, as corre¢bes nas autoenergias sao:
A2

AEX® = AE = -5 (3.9)

Assim, em primeira ordem as autoenergias nao sao afetadas pelos termos
contra-girantes, enquanto que em segunda ordem todas elas sofremn um des-
vio de —A?/2, o que equivale a uma mudanga na origem das energias, e que
portanto nao afeta a dinamica do sistema. Concluimos entao que até segunda
ordem em A as variagdes nas autoenergias devidas aos TCG podem ser igno-
radas. Nds desprezaremos os efeitos de terceira ordem no que segue.

35



3.3 Corregoes nos autoestados

As correcdes de primeira ordem nos autoestados (3.2, 3.4) sdo calculadas da
seguinte maneira[35]: seja |¢g} o autoestado nado perturbado; aplicando o ope-
rador V que representa a perturbagio, teremos em geral uma mistura de varios
autoestados:

Vido) = D calda) (3.10)

onde |¢,) sdo autoestados. Como V é conhecido, os coeficientes ¢, podem ser
encontrados. A corregido de primeira ordem do autoestado |@o) € entdo dada
por:

Ay = Z Eo - \éa) (3.11)

Vamos aplicar isto aos autoestados nao perturbados (3.2). Primeiro, deve-
mos calcular a acido de V (dado pela eq 3.7} nos autoestados:

VIVE) = V(e &lon+ 1)

_ \%(\/mg,n — 1)+ Vn+2le,n +2))

Escrevendo os estados |g,n — 1) e |e,n + 2} em termos dos autoestados

(3.2):

g —1) = —\}—i(w,t_a — W) (3.12)
|e,n + 2) = %(N’Lz) + |‘I';+2>) (3-13)

Assim, a agao de V nos autoestados nao perturbados é:

VIBE) = SR — W) £ SV T o) + W) (3.14)

Para poder aplicar a equagdo (3.11), precisamos das diferengas de energia
Eg - Ea:

EXf—Ef, =24 AXVn+1FvVn—-1) (3.15)
Ef ~Ef, =24+ XVn+1FVn+3) (3.16)
(
(

EF —Ef,=2-XVn+1xvn-1) 3.17)
Er —Ef,=-2-)MvVn+1+vn+3) 3.18)
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Assim, a corregao de primeira ordem de |¥;}) vai ser:

A O _,) . ¥ a)
Al = §ﬁ{2+)\(\/n+l—\/n—1) 2+A(\/n+1+\/n—1)} (3.19)
A

n _m{ |97 42) n [W5s2) }
2 —2-AMvn+3-vn+1) -2+Avn+3+vn+1)

Como ja vimos no capitulo anterior, a teoria de perturbagdes so vale desde
que seja satisfeita a condigao:

An <] (3.20)

Para cavidades de microondas tipicas, isso implica n < 10'2. Com esia
restrigio, podemos eliminar nos denominadores de (3.19) os fatores multipli-
cados por A, pois estes sao da ordem de \/n e portanto, pela condigéo (3.20),
sdo muito menores que 2. Assim, a expressao para a corre¢ao de |U}) é con-
sideravelmente simplificada:

AT = \/g/\lg,n—l)m\/n'gQ/\le,n+2) (3.21)

onde usamos as expressoes (3.2).
Fazendo exatamente o mesmo tipo de desenvolvimento, e usando nova-
mente a condigdao (3.20), encontramos a corre¢ido de primeira ordem para o

estado |W ):

n+2
8

A7) = \[2Algn = 1) + Ae,n +2) (3.22)
Assim, os novos autoestados (corrigidos em primeira ordem) |¢¥) corres-
pondentes aos estados (3.2) sao:

2
68 = U3 4\ [odgn - 1) 7 N en+2) (323)

Observamos que em primeira ordem os estados |¢T) estdo normalizados,
como deveriam ser.

As expressoes (3.21) e (3.22) ndo valem para o estado fundamental |Wy):
devemos fazer o calculo separadamente, seguindo o mesmo procedimento; o
resultado é;

fa) = 190} — 5e,1) (320

37



Para que possamos fazer uso dos resultados obtidos acima, é conveniente
que possamos escrever os estados {|e,n),|g,n)} em termos dos novos autoesta-
dos |¢2). Fazemos isso diretamente usando as egs. (3.23) e (3.2), e o resultado,
correto em primeira ordem, é:

o~

N
(|¢+)+|¢5 )+ 2\/—/\(1% 2) — [632)) (3.25)

_ \/W
\/—(|¢+) Ién)) 2\/— (1¢n+2) | n+2)) (326)

Para o estado fundamental |g,0) = |¥,), teremos:

e, )

%I

lg,n+ 1) =

l9,0) = |¢o) + S—=(1¢7) + 67)) (3.27)

2\/_

Tendo em maos as expressoes (3.25), (3.26) e (3.27), podemos expressar
diretamente qualquer estado do sistema composto atomo-campo (que normal-
mente é dado em termos dos estados {|g,n),|e,n)}) em termos dos novos
autoestados [¢f), e assim calcular a evolugdo temporal do sistema para um
dado estado inicial, que € o que faremos na proxima secao.

3.4 Evolugao temporal com os termos contra-
girantes |

Usaremos agora. os resultados obtidos na se¢io anterior para calcular a evolugao
temporal de todos os estados {|g,n}, |e,n)}; comos estes estados definemn uma
base no espaco de Hilbert de nosso sistema, fazendo isto teremos calculado a
evolucéo temporal de qualquer estado inicial.

Como em até segunda ordem em X podemos ignorar as corre¢des nas au-
toenergias, os estados |¢F) satisfazem s mesmas equacdes de autovalores que
os correspondentes estados |W):

H|¢E) = [(n + %) + Avn + 1 |¢2) (3.28)
Hlgo) = —3140) (3.29)

Vamos comegar com os estados |e,n). Expressando este estado em fungao
dos autoestados |¢E), segundo a expressio (3.23), e aplicando o operador de
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evolugao U(t) = e~*!, teremos, a menos de um fator de fase global de ¢=%*/%

e—:‘nt

s (e 8n) + 1))+
itV
2

Ult)le,n} =

)‘(e"”“‘”lsvﬁ;_z) — eTHnztlgt ) (3.30)
onde a frequéncia de Rabi 2 é dada por:

Q= AV/n+1 (3.31)

Lembramos que em nossas unidades, o tempo é adimensional; uma unidade de
tempo € igual a oscilagdo de um radiano (na frequéncia w).

Expandindo os estados |¢X) nos estados e, n), |g,n}, e reagrupando termos
teremos, ap6s um calculo direto:

Ut)le,n) = e ™ [cos(wt)|e,n) — isin(wt)|g,n + 1)+

2Asin(wt)|e,n +2) +

i?)em sin(Q2,_ot)le,n —2) —1
\/TE’\ (cos(wt) — e COS(Qn_gt)) lg,n — 1)] (3.32)

De maneira exatamente analoga, chegamos ao resultado correspondente
para a evolugdo de |g,n + 1):

Ut)lg,n+1) = e ™ [cos(wt)lg,n + 1) —isin(wt)le,n) +
vn+2
2

n2+ 2 A (cos(wt) + 7 sin(Qﬂ+2t)) le,n + 2)] (3.33)

Ae™ ¥ cos(Qnyat)|g,n + 3) — 54/\ sin{wt)|g,n — 1) —

Para a evolugao do estado |g, 0}, encontramos a seguinte expressdo (a menos
de uma fase global e~*/?) :

. A .
U()g,0) = *1g,0) + 3 [cos(t) = ] |e,1) -

A
2—2— sin(Q4t)|g,2) (3.34)

Um estado genérico do sistema atomo-campo pode ser escrito como uma
combinagao linear dos estados tratados acima:

o0

=Y (aa|n, g) + ba|n.€)) (3.35)

n=0
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e como o operador de evolugao U(t) é linear, o estado no tempo ¢ sera:

o0

[9(2)) = 3 (a.U(t)ln, g) + buU(t)In, €)) (3.36)

n=0

Vamos agora examinar com mais atengio as equagoes (3.32-3.34). Além
da oscilacdo de Rabi usual devida aos termos ressonantes, temos também a
possibilidade de transicdes que nao conservam o niumero de excitagio N (ver
eq.2.38). Observe no entanto que a variagao de N sempre é de £2, o que cor-
responde a um dos processos “virtuais” discutidos no capitulo anterior, como
por exemplo um atomo absorver um féton e ir do estado excitado para o es-
tado fundamental (isto reduziria N em 2}, ou a emissao de um féton por um
adtomo, enquanto este vai do estado fundamental para o estado excitado (o que
causaria uma varia¢ao de +2 em N). Em principio, poderiam haver miiltiplas
transi¢oes deste tipo: por exemplo, um atomo inicialmente no estado funda-
mental poderia ir para o estado excitado emitindo um féton (AN = 2), decair
em seguida para o estado fundamental através da emissao normal de um féton,
e depois ir para o estado excitado novamente (AN = 4) com a emissao de ou-
tro féton, e assim por diante. Na aproximagio de primeira ordem s6 processos
correspondentes a uma unica transicao deste tipo sdo levados em conta. A
razdo disso é facil de ver: pelas egs.(3.32-3.34), vemos que a probabilidade
de ocorréncia de qualquer uma destas transicoes (isto é, de detectarmos uma
quebra na conservacio de N) é da ordem de A% assim, a probabilidade de
que ocorram duas destas transicoes é de cerca de A*; como assumimos que A
seja muito menor que um, podemos em primeira aproximagao desprezar estas
transi¢oes multiplas.

3.5 Comparagao com o Calculo Numérico

Vamos comparar os resultados que obtivemos por métodos perturbativos com
os resultados obtidos através de diagonalizagdo numérica. Para isso, vamos
observar a dinamica da inversao atomica para algumas condig¢oes iniciais sim-
ples.

Usando o método de diagonalizagio numeérica, calculamos a evolugio tem-
poral da inversdo atomica (que é a probabilidade de o atomo estar no estado
excitado menos a probabilidade de ele estar no estado fundamental), para o
estado inicial |0} = |¢,0), e com a constante de acoplamento A igual a 0.2. O
resultado esta mostrado na fig.3.1 (linha continua). Lembramos que na AOG,
o estado |g,0) é um autoestado da Hamiltoniana, e portanto niao evolui no
tempo nesta aproximagao. Na AQG, a inversao seria igual a ~1 para todos
os tempos. O fato de a inversdo assumir valores maiores que —1 é devido as
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transicoes virtuais causadas pelos TCG. Em nossas unidades, o tempo é adi-
mensional, e At = 27 é o intervalo de tempo correspondente a uma oscilagao
do modo do campo.

Figura 3.1
A=0.2  Estado inicial: |g,0)

T T I I T

Resultado numérico — |
Resultado perturbativo .. .-

Inv

50

Usando a eq.(3.34), obtemos a inversio de acordo com a teoria de per-
turbacdo; o resultado esta na fig.3.1 (linha tracejada). Como vemos, os resulta-
dos da teoria de perturbagio sao muito bons mesmo para valores relativamente
grandes de A. Para A = 0.1, as duas curvas sdo praticamente indistinguiveis.
Para A = 0.5, por outro lado, ja estamos em uma regiio onde a teoria de
perturbagdes ndo pode mais ser usada, como vemos pela fig.3.2.
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Figura 3.2
A=0.5 Estado inicial: |g,0)

-04 T T T T | T T T T

Resultado numérico —
05 F _Resultado perturbativo «--- |

Inv

As expressoes (3.23) e (3.24) mostram que a importancia dos TCG cresce
com o numero de fétons; quanto maior o valor de n, mais incorretas serao
as previgoes da AOG. Isto esta exemplificado nas figuras 3.3 e 3.4, calculadas
usando a diagonalizagdo numérica. Estando o dtomo inicialmente no estado
excitado e sendo A = 0.1, se o campo estiver inicialmente no vacuo (n = 0),
as previsdes da AOG e da Hamiltoniana completa (2.22) concordam quase
perfeitamente (fig.3.3). Isso ja nio é mais verdade se o campo tiver muitos
fétons e a condigao (3.20) nao for satisfeita, como mostra a figura 3.4.
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Figura 3.3
A=0.1  Estado inicial: |e, 0}

l I T ! T i T

Resulbado numérico —

Resyltado AOG - - -~

Inv
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Figura 3.4

A=0.1 Estado inicial: |e, 50}

1.5 T T T T T T T T T

Resultado numérico —
Resultado AQOG - -+ -

Inv

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Uma importante condigao inicial para a 6ptica quantica é aquela em que o
campo esta em um estado coerente |a). Sabe-se entao que na AOG o campo
apresenta colapsos e “revivals” em sua evolugio [36, 37, 38])(o que é uma “as-
sinatura” do carater quantico do campo). Um exemplo tipico de um colapso
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na AOG é mostrado na fig.3.5 (linha pontilhada), onde temos A = 0.1 e o
estado inicial é |g, ), com « = 7.0. Para estes pardmetros, o efeito dos TCG
¢ “matar” o colapso (ver fig.3.5, linha continua, onde mostramos o calculo
numérico da inversao com os TCG): a inversdo nado é mais constante durante
o periodo em que anteriormente havia o colapso. Vemos entdo que os TCG
podem acabar com os colapsos e “revivals” da AOG. Para este caso, o namero
médio de fétons no campo é 7 = a? = 49; assim, a condicao

AWh <l (3.37)

nao é satisfeita, e a teoria de perturbagio ndo pode ser usada. Se (3.37) for
satisfeita, os TCG causardo apenas pequenas alteragdes as previsoes da AQG,
e os colapsos e revivals continuarao sendo bem definidos. Assim, a condigao
para que existam colapsos e revivals na evolugao do campo pela Hamiltoniana
(2.22) é:

Ao < 1. (3.38)

Figura 3.5
A=0.1 Estado inicial: |g, @), com a = 7.0
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Resultado numérico —
Resultado AOG -+~
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A fig.3.6 mostra o exemplo de um caso onde ainda podemos observar re-
miniscéncias do colapso e do “revival” observados na aproximacio de onda
girante ; os parametros sio a@ = 5.0 e A = 0.01. O estado inicial ¢ le, a).
Para estes valores, a condicao (3.38) é satisfeita, e vemos que de fato ha um
colapso e um revival razoavelmente bem definidos, embora oscilagoes de alta
frequéncia (causadas pelos TCG) estejam superpostas ao perfil usual da curva
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de inversdo. Os tempos de colapso e de revival sao os mesmos da AOG. O
grafico da fig.3.6 foi calculado por diagonalizagao numerica.

Figura 3.6

A =10.01 Estado inicial: |e, @), com o = 5.0
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Para entender melhor o comportamento da curva de inversao da fig.3.6,
vamos aplicar os resultados perturbativos que obtivernos anteriormente, que
sao validos para este caso.

Para um estado inicial da forma i) = 3, ¢»|€, ), vamos denotar o estado
no tempo t resultante de sua evolu¢ao temporal por:

[ (2)) = 3 _{an(t)le,n) + bu(t)lg, n}}. (3.39)

k3

A probabilidade de detetarmos o dtomo no estado excitado sera entao:
B(t) = 1= By(t) = X laa(t)" (3.40)

Para calcular os coeficientes a,(t), usamos as equagdes (3.32), (3.33) e
(3.34), obtendo:

an(t) = e {cn cos(vV F LAt) — iAY ”; 2 sz sin(v/m T TAL)
—iezit/\\—g—ﬁcn_g sin(v/n — L\t)} (3.41)
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0O méddule quadrado de a,(t) é entao igual a:

lan, (1)]? = €2 cos?(vVn + LAt )+ A/ Rcncn_z sin(2t) sin{+/n — 1At) cos(vn + 1At),
(3.42)
onde mantemos apenas os termos de até primeira ordem em A.
Usamos agora a conhecida identidade trigonométrica para escrever:

sin(v/n — 1At) cos(vn + 1At) = % {sin[(\/n —1+vn+ DA+
sin[(vn —1— Ve + DAt} (343)

Vamos admitir agora que no estado inicial |vy) os coeficientes ¢, com n
q
pequeno sejamn despreziveis (como € o caso para estados coerentes com « su-

ficlentemente grande). Neste caso, podemos considerar n 3> 1 na expressao
acima, € es5Crever:

JrEl~ \/515—1\/—7_1, (3.44)

e teremos entao:

sin{v/n — 1At) cos(vn + 1Al) = {Sin(Q\/ﬁ/\t) — sin (3—%) } . (3.45)

B | =

A probabilidade P, fica entao:
P(t) = D cEcos*(Vn+ 1M) +

%sin(?t) ; Vnencn_z {sin(?ﬁ,\t) — sin (%) } , (3.46)

e a inversido fica:

I(t) = Io(t) + Asin(2t) > v/nencnsy {sin(?ﬁ)\t) — sin (%)} ,  (3.47)

onde Iy(t) € a inversao prevista pela AOG, e o segundo termo é a correcao de
primeira ordem, que vem dos TCG. Vamos examinar este termo de corregao

com mais detalhes. Ele é composto do termo rapidamente oscilante sin(2t)
multiplicado pela subtragio dos dois termos A(t) e B(t):

A(t) =D Vncatagsin(2y/nrt); (3.48)

n

B(t) = Z /TiCnn_z 8D (%) : (3.49)
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ou seja:

1(t) = Io(t) + Asin(2t)[A(t) — B(1)]. (3.50)

Tanto A(t) como B(t) sao somas de termos oscilantes modulados pela dis-
tribuicio \/ncycn_2. Se a distribuigio ¢, tiver um pico bem definido em torno
de algum valor médio 7 {(como é o caso do estado coerente, onde 7 = o?),
\/TCnCn—2 também vai ter um pico bem definido, que também vai estar cen-
trado em torno de fi. Neste caso, a funcido A(t)} vai ter colapsos e “revivals”
nos mesmos tempos que Iy(t), pols os termos oscilantes de A tém a mesma
frequéncia que os de Iy. Assim, no intervalo de tempo em que ocorre o colapso
(que acontece aproximadamente entre t = 300 e ¢ = 2000 no caso da fig.3.6),
A(t) é praticamente igual a zero, e pode ser desprezada. Neste intervalo, ape-
nas B(t) aparece; ela € o envoltorio das rapidas oscilagdes. Este envoltério tem
uma frequéncia dada por:

@ = _i: = i. (3.51)
N
No caso da fig.3.6, temos @ = 2 - 1073, O envoltério tem entio uma forma
aproximadamente senoidal, e atinge o zero no tempo dado por @t = =, ou
seja, metade do tempo de “revival”. Em nosso caso, isto corresponde a um
tempo de £ = 1570. Como vemos na fig.3.6, este é realmente o tempo em que
a amplitude das rapidas oscilagdes (vindas do termo sin(2t)) vai a zero. E
claro que para tempos multiplos deste a mesma coisa vai acontecer, mas para
tempos muito grandes o envoltério nio terd mais uma forma senoidal, devido
a interferéncia entre as diferentes frequéncias em B(t).
Notamos que no tempo correspondendo a metade do tempo de “revival”,
o campo atinge o maximo de pureza, e se encontra aproximadamente em um
estado do tipo “gato de Schroedinger”. Os termos contra-girantes tendem
a aumentar a entropia, pois eles ligam mais estados que a Hamiltoniana da
AOG, causando mais flutuacoes. Isto de fato é observado na figura 3.7 abaixo,
onde plotamos a entropia em fun¢ao do tempo para um estado inicial onde o
campo € um estado coerente. Vemos que de fato a entropia é maior para a
Hamiltoniana com os TCG; em particular, o valor da entropia ponto de minimo
¢ “levantado” pelos TCG. Observamos ainda que o instante correspondente
também é deslocado.
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Capitulo 4

Simetrias no Modelo de
Jaynes-Cummings

Neste capitulo, vamos aplicar a teoria de grupos [39, 40, 41} ao modelo de
Jaynes-Cummings, para entender em termos das simetrias do modelo as ca-
racteristicas e regularidades dos niveis de energia do sistema.

Para facilitar a abordagem do problema, vamos proceder por etapas, da
Hamiltoniana sem interacdo (com A = 0), passando pela aproximagio de onda
girante, até a Hamiltoniana total, quando investigaremos o que acontece no
limite A — oo. Trataremos inicialmente do caso ressonante, e depois investi-
garemos os efeitos do “detuning”.

4.1 Hamiltoniana Sem Interacao

Se o atomo e 0 campo nao interagem, entao A = 0, e a Hamiltoniana do sistema
fica simplesmente
H=Hy=da+c*c", (4.1)

o que é a soma das energias do atomo e do campo.
A Hamiltoniana (4.1) é invariante perante as seguintes operagdes:

a — aei‘g
—ig 3 (4-2)

ﬂ,T — aTe

A(6) = {

o — oTe™?
B(¢) = { s (4.3)
— |e,n)—>|g,n+1>
Pl SR o
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Das defini¢oes acima, vemos imediatamente que A, BB e P sao operagoes
unitarias. Inspecionando a eq.(4.1), é 6bvio que A e B sao operagoes de sime-
tria. Por outro lado, como A = 0, as energias dos estados |e,n) e |g,n + 1)
sao as mesmas, logo P também € uma simetria do sistema. Denotaremos os
grupos de simetria correspondentes as operagdes A, B e P por A, B e P,
respectivamente.

A e B sio grupos de Lie de um parametro (8 e ¢ respectivamente), logo eles
sao isomorfos ao grupo SO(2) de rotagdes no plano. P € um grupo discreto
de dois elementos (pois P? = 1), que sio a identidade e P. As operagdes
(4.2), (4.3) e (4.4), juntamente com todos os seus produtos, formam todas as
operacoes de simetria da Hamiltoniana Hg, ou seja, A(#), B(¢) e P sao os
geradores do grupo de simetria de Hp.

Notamos que A(#) e B(¢) estao definidos por suas agdes nos operadores a,
al, 0~ e ot, enquanto que P esté definido pela acio nos estados. Precisaremos
mais adiante saber a acdo de A e B nos estados da base {|g,n},le,n}}, e
também a acdo de P nos operadores do dtomo e do campo.

A(0) atua nas variaveis do campo; para calcular sua acgio no estado de Fock
|n), basta aplicd-lo aos dois lados da relagio:

aln) = Valn — 1), (4.5)

ficando entio com:

AaAtAln) = /nA|n - 1), . (4.6)
ou seja, usando a eq.(4.2),
eaAln) = /nAn —1). (4.7)
Da relacao acima, encontramos de imediato que
AB)ln) = e~ |n). (4.8)

Assim, o efeito de A(f) é rodar a fase do campo pelo angulo 8. O fato de A
ser um grupo de simetria de Hy significa que a energia do sistema é invariante
por mudangas na fase do campo, o que é de se esperar, j4 que o campo e o
atomo nao interagem.

Da eq.(4.8), vemos que os estados de Fock |n) correspondem as repre-
sentacdes irredutiveis [ univaluadas do grupo SO(2) com indice n.

Vamos agora estudar o operador B(¢), que atua sobre as variaveis atdémicas;
para determinar sua agdo nos estados do atomo, usamos a relacao

o~ le) = |g). (4.9)
Aplicando B(¢} dos dois lados, temos:
e B(¢)le) = B(¢)lg). (4.10)
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Teremos entao:
B(8)le) = e'*le); B(¢)lg) = e™**?g). (4.11)

Assim, os estados atémicos |e} e |g) correspondem as representacoes irre-
dutiveis bi-valuadas de spin 1/2 do grupo SO(2) com indices +1/2 e —1/2,
respectivamente. Isto estéd ligado ao carater fermionico dos operadores ot e
o~. Os operadores do campo a e a', por outro lado, satisfazem uma relagao
de comutagio bosénica, o que esta de acordo com o fato de que os estados |n}
correspondem a representagoes irredutiveis com indices inteiros.

Vamos agora calcular o efeito de P nos operadores a, af, 6= e o*. Para
isso, é conveniente definir os operadores P, e PI, que t&m o efeito de adicionar
ou subtrair um foton do campo:

Pn) = |n + 1) Plin) = |n — 1). (4.12)
Sendo N o operador nimero de fotons do campo:
N =ala, (4.13)
entao P, e P! podem ser escritos como:
P, = N~ Pl =aN~2, (4.14)
Da expressao (4.12), segue de imediato que P, é unitario: |
PP, = PPl =1. (4.15)
Usando os operadores P, e P,;r , podemos escrever P na forma:
P =Po + Plot, (4.16)
como pode ser diretamente verificado através de sua ac¢io nos estados |e,n) e

g, n).
A agdo de P. e P! nos operadores de campo a e a' é dada por:

PPl = (L)m - (4.17

c c N+1 a! * )
N 1/2

a' Pl =a Nl : (4.18)
N 1 1/2

PlaP. = a ( A“TL : (4.19)

51



1/2
PCTaTPC = (——N;— I) al. (4.20)

A acao de P em a é entio dada por:

a — PaP! = P.aPlo~o* 4 PlaP.oto™ =

N 1/2 N+ 1\ /2 \
= | = - - 4.21
(N m 1) ac” o t+a ( ~ ) ot (4.21)

Para o operador de criagio af, temos:
1/2 N4 13\

1 tpt — 4t -yt f ot -

a' — Pa'P a(N+1) oo +( N ) algTo”, (4.22)

A acao de P no operador mimero de fétons N é facilmente encontrada:

PNP! = P.NPloot + PINPoto™ =
(N—1o7e7 +(N+ Dato™. (4.23)

Como P. e P;f sG atuam nas variaveis do campo, a agiode Pem ot e 0~
€ muito simples:

Po~ Pl = o™ PotPl =0, (4.24)

Usando os resultados anteriores, podemos calcular a acdao de P sobre a
Hamiltoniana Hy. Usando as expressoes (4.23) e (4.24), encontramos que:

PHoPt = H,. (4.25)

Assim, P é realmente uma transformacao de simetria de Hj.

Como ja falamos, o grupo total de simetria de Hy € o resultado da com-
binacdo dos trés grupos geradores A, B e P. Os elementos de A e B comutam,
e eles definem o produto direto A® B, que age nos estados da seguinte maneira:

le, n) 485 e~ -9/ e n); (4.26)
lg,n) "G e n46/D g . (4.27)

Assim, o estado |e,n} corresponde & representagio produto I'™ @ I'~1/2 =
[™=1/2 e o estado |g,n) corresponde a '™ @ I'1/2 = '1/2,

A e B sao grupos de Lie monoparamétricos, e portanto todas as suas re-
presentacoes irredutiveis sdo unidimensionais, assim como as representagoes
produto T @ T (5 = +1). Assim, se o grupo P nao estivesse presente,
todas as representacgoes irredutiveis do grupo de simetria de Hy seriam unidi-
mensionais, e portanto todos os niveis de energia seriam nao-degenerados. O
fato de P fazer parte do grupo de simetria de Hy, no entanto, muda isto, pois
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P ndo comuta com A& B, o que significa que P val misturar as representagoes
irredutiveis de A ® B. Isto é visto facilmente da equagao (4.4):

le,n) «2 lg,n + 1). (4.28)

Assim, P mistura as representacdes I'"+1=1/2 ¢ '™1/2_ de forma que elas nao
sdo mais representagdes irredutiveis. Das eqs. (4.26), (4.27) e (4.28), vemos
que na base {|e,n),|g,n)}, os elementos de A ® B e P admitem a seguinte
representacao matricial:

e—il{n+1)}d-4/2) 0 .
A®B(4,¢) = 0 —ilnger2) | (4.29)
01
P = ( 10 ) . (4.30)

O estado |g,0) é um caso especial, pois ele nao se liga a nenhum outro
estado por P:

Plg,0) = 0. (4.31)

Assim, I'"~!/2 continua sendo uma representagio irredutivel do grupo total.

Vemos entao que para H = Hy, todos os niveis de energia (com excessao do
estado fundamental |g,0}) siao duplamente degenerados; além disso, as repre-
sentagdes irredutiveis geradas pela mistura de [+1=1/2 ¢ ['"™/2 530 indexadas
pelo “nimero de excitacao” N:

N=n4j, (4.32)

com n sendo o numero de fétons, ;j = 1/2 para o estado |e}, e j = —1/2 para
o estado |g). Ou seja, N é um bom numero quantico para o sistema.

Obviamente, todas estas conclusbes para a Hamiltoniana (4.1) podem ser
obtidas de maneira muito mais simples, sem usar a teoria de grupos, pots
sabemos exatamente quais s30 os autoestados e autovalores de Hy. No entanto,
o que fizemos aqui sera bastante util para os casos mais complicados tratados
adiante, em particular para o limite A — oc.

4.2 Aproximacgao de Onda Girante

Vamos investigar agora o que acontece com as simetrias do sistema atomo-
campo quando “ligamos” a interagao ressonante A(act + alo™). A Hamilto-
niana é entéo:

H = Ho+ Maot +alo™) =ala+ ot + Maot +alo™). (4.33)
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Quando perturbamos uma Hamiltoniana, o que em geral acontece é que o
grupo de simetria diminui, o que pode acarretar quebras de degenerescéncias.
Neste caso, vemos imediatamente que as operagoes (4.2) e (4.3) em geral ndo
deixam a Hamiltoniana (4.33) invariante: somente o subgrupo correspondente
af = —¢ de A® B continua a ser um grupo de simetrias de (4.33). As-
sim, ficamos com apenas um grupo de Lie uniparamétrico (em vez de dois).
Denotaremos este grupo por C, e 0s seus elementos sao C(8), dados por:

i0. —if

T, ot
C(B) - { e if. N ¢ e_.'a . (4-34)

o- — o7es ot — gte

O grupo P continua a ser uma simetria, como podemos verificar direta-
mente das equagoes (4.16), (4.17-4.20) e (4.24):

PHP' = H, (4.35)

onde H é dada por (4.33). O fato de P continuar a ser um grupo de simetria
de H quer dizer que o numero de excitagio, dado por

N.=dala+ ot (4.36)

continua a ser uma constante de movimento do sistema.

As representagoes irredutiveis unidimensionais I'V de C sao indexadas por
N =n+4j(j = £2). A agdo de C(0) no espago de estados é calculada
diretamente das eqs.(4.26) e (4.27) para § = —¢:

C()|e,n) = e P+ D¢ ). C(Dlg,n+1) = e /D0 g n 1 1), (4.37)

Assim, P nao mistura as representacoes irredutiveis de C, pois os estados
le,n) e |g,n + 1) correspondem a um mesmo valor de N (N =n +1/2). Em
outras palavras,C e P comutam, o que quer dizer que o grupo total de simetria
de H é simplesmente o produto direto C ® P. As representagdes irredutiveis
de P sdo I't e I'", correspondendo respectivamente a estados siméiricos e
antissimétricos perante P. As representagdes irredutiveis do grupo total sio
portanto 'V @I't = I'V% correspondendo a estados com nimero de excitacdes
N, simétricos (ou antissimétricos) perante a permutacio le,n) « [g,n + 1).
Todas as representagées I'M* sio unidimensionais, o que quer dizer que a
interagdo atomo-campo quebra a degenerescéncia dupla que havia entre os
estados [e,n) e |g,n + 1); ver fig.(4.1).
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Fig. 4.1: Autoenergias na aprox. de onda girante
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4.3 Hamiltoniana Total

Introduzindo os termos contra-girantes, obtemos a Hamiltoniana total do sis-
tema: '

H=dlatoto™ +Aa+a) (o~ +o"). (4.38)

P nao é mais um grupo de simetria do sistema, pois os termos contra-
girantes ndo comutam com o operador nimero de excitagdes. Além disso,
C(6) dada por (4.34) ndo é uma operacdo de simetria de H, a nao ser para
o subgrupo & = {0,7}; chamaremos este subgrupo de §. § é composto pela
identidade (8 = 0) e pela operagao S (# = r), dada por:

(4.39)

s=1e— % al — —at
"o — —07: ot — —0ot

Usando a equacao (4.37) com § = =, encontramos a agao de S sobre os
estados:

S|¥n) = e Ny, (4.40)

onde N = n+ j, e |¥y} é um estado com nimero de excitagdo igual a N.
Como 7 = :i:%, teremos:

. N | +:|¥y), para N, par
S[¥n) = ie |Un) = { —i|¥y), para N, impar (4.41)
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As representacdes irredutiveis T'E correspondem entdo a estados com
niimero par e impar de excitagdes, que nao malis se conservamn devido aos
termos contra-girantes, mas cuja paridade é bem definida.

A simetria S correponde a conservacio do observavel efn(alatot )

4.4 Hamiltoniana no Limite A —

No limite A — oo, a energia de interacdo, dada pelo operador H; = Afa +
at)(e~ + ot), tende a ficar muito grande (em mddulo). Como o dtomo pode
sofrer apenas uma excitagao (ao contrario do campo, que pode ter um nimero
arbitrario de fotons), neste limite podemos desprezar o termo oo~ da energia
atomica em comparacgao com os outros termos na Hamiltoniana. Para A — oo,
o campo tende a conter muitos fotons, pois a probabilidade de transi¢oes “anor-
mais” causadas pelos termos contra-girantes ¢ muito grande, e os autoestados
tém uma grande dispersao no numero de fotons (ver capitulo anterior). Assim,
a energia do campo (dada por a'a) nao pode ser desprezada, ao contrario da
energia do atomo.
Podemos entdo, para A — 0o, escrever a Hamiltoniana como:

H=ala+ Ma+al) (o™ +0o%). (4.42)

Vamos analisar as simetrias de (4.42). Evidentemente S continua a ser
uma operagdo de simetria de H. Além de &, a auséncia do termo oto™ faz
surgir uma outra simetria, que denotaremos Q. @ é uma simetria atomica,
que € composta pela operagao identidade, e pela operacao (7, dada por:

ot —s o~
Q = { . (4.43)

o~ — ot

O efeito de ) sobre os estados atomicos é uma troca entre os estados |e) e
lg):
Qle} = lg); Qlg) = le). (4.44)
Q ser uma simetria de I significa que a energia do sistema é insensitiva ao
estado do atomo.
Como ¢} provoca uma mudanga de 1 no nimero de excitacio, @ mistura
as representacgoes irredutiveis de S, e os dois grupos nao comutam; assim, o

grupo total de simetria de (4.42) nao vai ser simplesmente um produto direto.
S e  admitem a representagao matricial:

sz(éf’i); Q:(‘l}é) (4.45)
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Obviamente esta representacdo é irredutivel. Esperamos entao que para
A — o0, os estados correspondentes s representacdes I'f e I'y se degenerem
dois a dois. Na fig.(4.2), vemos um céalculo numérico das oito primeiras au-
toenergias em fungdo de A. Vemos que de fato para grandes valores de A,
as autoenergias vizinhas correspondentes a I't e I'; vio se degenerando as-
sintoticamente, como esperadvamos. Além disso, vemos também que estados
correspondentes a uma mesma representagio irredutivel nao se cruzam, o que
também é previsto pela teoria de grupos [41].

Fig. 4.2: Autoenergias em funcao de A
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Na fig.(4.2) notamos também que existe um padrdo no nimero de cruza-
mentos entre os estados cujas energias acabam se degenerando para A — co: o
primeiro par nao se cruza, o segundo se cruza uina vez, o terceiro duas vezes,
e assim por diante; além disso, existe apenas um cruzamento de um par de
autoenergias no intervalo de energias entre dois cruzamentos consecutivos do
par seguinte. Todas estas propriedades ndo decorrem das simetrias do sistema;
elas sdo propriedades gerais da equacio diferencial de autovalores {equagao de
Schroedinger independente do tempo), anadlogas as regularidades no nimero
de nodos dos autoestados de um potencial ligado unidimensional.

O grupo total de simetria de (4.42} é gerado pelas matrizes S e @) (4.45),
multiplicadas de todas as maneiras possiveis. Como as matrizes sdo bidimen-
sionais, a representagio (4.45) admite um isomorfismo com transformagdes
lineares no plano. Neste caso, S é uma reflexao pelo eixo z, e @ é uma reflexzo
pela diagonal entre os eixos z e y {ver fig.(4.3)).
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Fig.4.3

Por um calculo direto (ou olhando as figs.(4.4a) e (4.4b)}), vemos que QS
corresponde a uma rotagao anti-horaria de 90°, enquanto que SQ corresponde
a uma rotacao horaria pelo mesmo angulo.
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Assim, o grupo total inclui rotagoes de 90°, 180° e 270°, juntamente com
reflexdes pelos eixos = e y, e pelas diagonais (ver fig.(4.5)). Trata-se entao do
grupo de simetrias do quadrado, conhecido em cristalografia como Cy,. Este
grupo é bem conhecido (ver por exemplo [40]), e tem cinco representagdes
irredutiveis, sendo que apenas uma é bidimensional (a chamada representagao
E). Esta representagao, se decomposta na soma direta das representagoes [
e I's de S, resulta I'f @ 'z, o que realmente tinha que acontecer.

Figd5
y

4.5 Caso com “Detuning”

Para terminar, vamos examinar brevemente o efeito de um “detuning” nao
nulo sobre as simetrias do sistemna.

Para a Hamiltoniana sem interagdo, as simetrias A e B (eqs.(4.2) e (4.3))
continuam a existir, mas P nao esta mais presente, pois como a frequéncia dos
fotons do campo nao é mais igual a frequéncia de transi¢io do 4&tomo, os estados
le,n) e |g,n + 1)} ndo sdo mais equivalentes. Como A e B comutam, o grupo
total de simetria vai ser simplesmente A & B, e as representagoes irredutiveis
vao ser unidimensionais, ou seja, os niveis de energia vao ser nao-degenerados
(a nao ser por degenerescéncias acidentais).

Para a Hamiltoniana da aproximacao de onda girante, a simetria C conti-
nua, e como nao ha mais a simetria P, os niveis continuam nao-degenerados,
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mas nao mais podem ser classificados em simétricos e antissimétricos perante
a troca le,n) & |g,n + 1), apesar de eles ainda serem combinagtes lineares
destes estados, por causa da simetria C.

Para a Hamiltoniana completa (com os termos contra-girantes), o grupo de
simetrias continua o mesmo (&); as simetrias também permanecem inalteradas
para o limete A — oo, 0 que significa que as caracteristicas principais da fig.4.2
neste limite devem ser as mesmas.
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Conclusao

Para concluir, vamos resumir as principais conclusdes a que chegamos neste
trabalho.

Em primeiro lugar, vimos que para um acoplamento fraco entre o atomo
e o campo, a teoria de perturbagoes descreve satisfatoriamente a dinamica do
sistema, e as corregdes nas autoenergias podem ser desprezadas até segunda
ordem em A, desde que a condicio A\v/fi < 1 seja satisfeita; este é o limite
de validade da teoria de perturbag¢des. Vimos também que os termos contra-
girantes tendem a introduzir oscilagbes de alta frequéncia (com o dobro da
frequéncia de oscilagdao do campo), que tém amplitude tendendo a zero no
limite da aproximacgio de onda girante; além disso, a entropia quantica tende
a ser aumentada pelos TCG.

Se o estado inicial do campo for um estado coerente, vimos que se a condi¢ao
M/f <€ 1 nao for satisfeita, o periodo de colapso na inversio atémica nao
existe, por causa das oscilacdes rapidas introduzidas pelos TCG. Se, por outro
lado, a condigao for satisfeita, a inversdo nunca colapsa realmente (por causa
das pequenas oscilagoes dos TCG), a ndo ser no instante igual & metade do
tempo de “revival” (este é um resultado que vale em primeira ordem em X). E
interessante observar que este instante é o mesmo em que a entropia atinge um
minimo, e onde o estado do campo é um estado do tipo “gato de Schroedinger”.

Para terminar, descobrimos os grupos de simetria das Hamiltonianas com
e sem termo contra-girante, analisando o significado fisico de cada grupo.
Usando em seguida a teoria de grupos, vimos que quando a constante de
acoplamento A fica muito grande, surge uma nova simetria no sistema, au-
mentando o grupo de simetria de Z? para Cy,, o que faz com que os niveis
de energia se degenerem dois a dois, neste limite, como observado na diagona-
lizacao numeérica.
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