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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ❛❞✈✐s♦r ❉r✳ Pr♦❢✳
❏♦sé ❇r✉♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉♣♣♦rt✱ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ♥♦t
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐ss✉❡s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ♠② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ s❝✐❡♥t✐st✳

❇❡s✐❞❡s ♠② ❛❞✈✐s♦r✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❝♦✲❛❞✈✐s♦r ❉r✳ Pr♦❢✳ ▼❛r❝✉s ❆❣✉✐❛r ❢♦r
t❤❡ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ■ ❛❧s♦ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ Pr♦❢✳ ●❛❜r✐❡❧❛ ❈❛st❡❧✲
❧❛♥♦✱ ❤❡r st✉❞❡♥ts ❘❛♣❤❛❡❧ ❈❛ss❡❜ ❛♥❞ ▲✉✐s ❍❡rr❡r❛✱ ❛♥❞ ❉r✳ Pr♦❢✳ ❘✐❝❦s♦♥ ▼❡sq✉✐t❛ ❢♦r
♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦❀ ❛♥❞ ❉r✳ ❚❤✐❡rr②
▼♦r❛ ❢♦r s✉♣❡r✈✐s✐♥❣ ♠② ✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❛t t❤❡
➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ✐♥ P❛r✐s✳

■ t❤❛♥❦ ❈◆Pq ❛♥❞ ❋❛♣❡s♣ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ s✉♣♣♦rt✳
▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧②✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ♠② ♠♦t❤❡r ■✈♦♥❡ ❋♦♥s❡❝❛

❛♥❞ ❛❧s♦ ♠② ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❣✐r❧❢r✐❡♥❞ ❈❛♠✐❧❧❛ ❘❡❤❡♠✱ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛❧❧ t❤✐s
♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ♠② ❧✐❢❡ ✐♥ ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts✳



❘❡s✉♠♦

❊st❡ tr❛❜❛❧❤♦ é ❞✐✈✐❞✐❞♦ ❡♠ ❞✉❛s ♣❛rt❡s✳ ◆❛ ♣r✐♠❡✐r❛ ♣❛rt❡✱ ✉♠❛ r❡❞❡ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦ é
❝♦♥str✉í❞❛ ❜❛s❡❛❞❛ ❡♠ ✉♠ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ■s✐♥❣ ❡♠ ❞✐❢❡r❡♥t❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❛s✱ ❝rít✐❝❛✱ s✉❜❝rí✲
t✐❝❛ ❡ s✉♣❡r❝rít✐❝❛✱ ✉s❛♥❞♦ ✉♠ ❛❧❣♦rít✐♠♦ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦♠ ❞✐♥â♠✐❝❛ ❞❡
s✐♥❣❧❡✲s♣✐♥✲✢✐♣✳ ❊st❡ ♠♦❞❡❧♦ t❡ór✐❝♦ é ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❝♦♠ ✉♠❛ r❡❞❡ ❞♦ ❝ér❡❜r♦ ❝♦♥str✉í❞❛ ❛
♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çõ❡s ❞❛s sér✐❡s t❡♠♣♦r❛✐s ❞♦ s✐♥❛❧ ❇❖▲❉ ❞❡ ❢▼❘■ ❞❡ r❡❣✐õ❡s ❞♦ ❝ér❡❜r♦✳
▼❡❞✐❞❛s ❞❡ r❡❞❡✱ ❝♦♠♦ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛❣❧♦♠❡r❛çã♦✱ ♠í♥✐♠♦ ❝❛♠✐♥❤♦ ♠é❞✐♦ ❡ ❞✐str✐❜✉✐çã♦
❞❡ ❣r❛✉ sã♦ ❛♥❛❧✐s❛❞❛s✳ ❆s ♠❡s♠❛s ♠❡❞✐❞❛s ❞❡ r❡❞❡ sã♦ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛s ♣❛r❛ ❛ r❡❞❡ ♦❜t✐❞❛
♣❡❧❛s ❝♦rr❡❧❛çõ❡s ❞❛s sér✐❡s t❡♠♣♦r❛✐s ❞♦s s♣✐♥s ♥♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ■s✐♥❣✳ ❖s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❛
r❡❞❡ ❝❡r❡❜r❛❧ sã♦ ♠❡❧❤♦r ❡①♣❧✐❝❛❞♦s ♣❡❧♦ ♠♦❞❡❧♦ t❡ór✐❝♦ ♥❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ❝rít✐❝❛✱ s✉❣❡r✐♥❞♦
❛s♣❡❝t♦s ❞❡ ❝r✐t✐❝❛❧✐❞❛❞❡ ♥❛ ❞✐♥â♠✐❝❛ ❝❡r❡❜r❛❧✳

◆❛ s❡❣✉♥❞❛ ♣❛rt❡✱ é ❡st✉❞❛❞❛ ❛ ❞✐♥â♠✐❝❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛ ❛t✐✈✐❞❛❞❡ ❞❡ ✉♠ ♣♦♣✉❧❛çã♦
♥❡✉r❛❧✱ ♦✉ s❡❥❛✱ ❛ ❛t✐✈✐❞❛❞❡ ❞❡ ❝é❧✉❧❛s ❣❛♥❣❧✐♦♥❛r❡s ❞❛ r❡t✐♥❛ ❣r❛✈❛❞❛s ❡♠ ✉♠❛ ♠❛tr✐③
❞❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡tr♦❞♦s✳ ❱ár✐♦s ❡st✉❞♦s tê♠ ❢♦❝❛❞♦ ❡♠ ❞❡s❝r❡✈❡r ❛ ❛t✐✈✐❞❛❞❡ ❞❡ r❡❞❡s ♥❡✉r❛✐s
✉s❛♥❞♦ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ■s✐♥❣ ❝♦♠ ❞❡s♦r❞❡♠✱ ♥ã♦ ❞❛♥❞♦ ❛t❡♥çã♦ à ❡str✉t✉r❛ ❞✐♥â♠✐❝❛✳ ❚r❛✲
t❛♥❞♦ ♦ t❡♠♣♦ ❝♦♠♦ ✉♠❛ ❞✐♠❡♥sã♦ ❡①tr❛ ❞♦ s✐st❡♠❛✱ ❛ ❞✐♥â♠✐❝❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛ ❛t✐✈✐❞❛❞❡
❞❛ ♣♦♣✉❧❛çã♦ ♥❡✉r❛❧ é ♠♦❞❡❧❛❞❛✳ ❖ ♣r✐♥❝í♣✐♦ ❞❡ ♠á①✐♠❛ ❡♥tr♦♣✐❛ é ✉s❛❞♦ ♣❛r❛ ❝♦♥str✉✐r
✉♠ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ■s✐♥❣ ❝♦♠ ✐♥t❡r❛çã♦ ❡♥tr❡ ♣❛r❡s ❞❛s ❛t✐✈✐❞❛❞❡s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♥❡✉rô♥✐♦s ❡♠
t❡♠♣♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s✳ ❖ ❛❥✉st❡ ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ é ❢❡✐t♦ ❝♦♠ ✉♠❛ ❝♦♠❜✐♥❛çã♦ ❞❡ ❛♠♦str❛❣❡♠ ❞❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡ ♠ét♦❞♦ ❞♦ ❣r❛❞✐❡♥t❡ ❞❡s❝❡♥❞❡♥t❡✳ ❖ s✐st❡♠❛ é ❝❛r❛❝t❡r✐③❛❞♦ ♣❡❧♦s ♣❛✲
râ♠❡tr♦s ❛♣r❡♥❞✐❞♦s✱ q✉❡stõ❡s ❝♦♠♦ ❜❛❧❛♥ç♦ ❞❡t❛❧❤❛❞♦ ❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐❞❛❞❡ t❡♠♣♦r❛❧ sã♦
❛♥❛❧✐s❛❞❛s ❡ ✈❛r✐á✈❡✐s t❡r♠♦❞✐♥â♠✐❝❛s✱ ❝♦♠♦ ♦ ❝❛❧♦r ❡s♣❡❝í✜❝♦✱ ♣♦❞❡♠ s❡r ❝❛❧❝✉❧❛❞❛s ♣❛r❛
❡st✉❞❛r ❛s♣❡❝t♦s ❞❡ ❝r✐t✐❝❛❧✐❞❛❞❡✳



❆❜str❛❝t

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜✉✐❧❞ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❝r✐t✐❝❛❧✱ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧✱ ✉s✐♥❣ ❛
▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲s♣✐♥✲✢✐♣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❇❖▲❉ ❢▼❘■ t❡♠♣♦r❛❧
s❡r✐❡s ♦❢ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ❛❝t✐✈✐t②✳ ◆❡t✇♦r❦ ♠❡❛s✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛✈❡r❛❣❡
s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡❛s✉r❡s
❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s ✐♥ t❤❡
■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t
✐s✱ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛rr❛② ✇❛s st✉❞✐❡❞✳
▼❛♥② st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ ♥♦ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡✳ ❚r❡❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ▼♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ q✉❡st✐♦♥s ❧✐❦❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s s♣❡❝✐✜❝
❤❡❛t✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ st✉❞② ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s

✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♣♦✇❡r✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦❡❞ s②st❡♠s ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢

♠❛♥② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❬✶✱ ✹✱ ✶✻✱ ✹✶✱ ✹✷❪✳ ❲✐t❤ ✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ❝❤❛r❛❝t❡r✱

♥❡t✇♦r❦ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❛ ❢❛st✲❣r♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞ ✢♦✉r✐s❤✐♥❣ ❛❝r♦ss ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ▲❛r❣❡

❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s ❛r✐s❡ ✐♥ ❛ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✱ ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s ❛

❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞❀ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ s♣❡❝✐❡s ✐♥t❡r❛❝t

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧✐♥❦s ✐♥ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ▲❛r❣❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r ❣r✐❞s

♦r tr❛♥s♣♦rt ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛r❡ ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ t♦ ♠♦❞❡r♥ s♦❝✐❡t②✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

❛♥❞ ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧❛✇s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②

st✉❞✐❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦❡❞

s②st❡♠s ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡✐r

♣❛rts✿ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢❡❛t✉r❡s ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ s②s✲

t❡♠s ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❢r❡❡❞♦♠ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦❡❞

s②st❡♠s ❤❛s ❢❛✈♦r❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐✉♠✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧

❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳

❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞
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✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ s❝✐❡♥❝❡ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❚❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s ❣❡♥✉✐♥❡❧② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦✱

✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1010 ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡♠✳ ▲✐❦❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱ ✐ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ✭s✉❝❤ ❛s ♠❡♠♦r②✱ ❝♦❣♥✐t✐♦♥

♦r ✈✐s✐♦♥✮ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭♥❡✉r♦♥s✮✳

❆ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ♠✐❣❤t ❛s❦ ✐s ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡

❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❝❤ ❡♥♦r♠♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❛♥❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❢r♦♠ r❡❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦

♠❡❛s✉r❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞

♥❡t✇♦r❦ s❝✐❡♥❝❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s ♠✐❣❤t

❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❬✻✱ ✶✷✱ ✶✸✱ ✶✼✱ ✶✾✱ ✷✵✱ ✷✷✱ ✸✼✱ ✸✽✱ ✺✶✱ ✺✼❪✳

✶✳✶ ❈r✐t✐❝❛❧✐t②

❇❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐s ❝r✐t✲

✐❝❛❧✐t②✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✿ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

st❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♦r ♣❤❛s❡✱ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r st✉❞② ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠✲

❡t❡r ✭s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s✮ ✐s ✈❛r✐❡❞✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

♣❤❛s❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t②

♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛❧t❡rs ❬✶✶❪✳ ❍❛❧❧♠❛r❦s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❛r❡ ♦❜✲

s❡r✈❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱

❡r❣♦❞✐❝✐t② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❢r❛❝t❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▼❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❡r s♣✐♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ■s✐♥❣ ✷✲❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ s✐③❡ L = 100.

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ♦r ❝♦♥t✐♥✉✲
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♦✉s ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❢r♦♠ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♣✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s✳ ■♥ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝

♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ h = 0✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣✐♥s

❛❧✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ h 6= 0✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❢❡r✲

r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✱ ♥❡✐❣❤❜♦r s♣✐♥s t❡♥❞

t♦ ❛❧✐❣♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc✳ ❇❡❧♦✇ t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✶✳✶✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢

s✐③❡ L = 100✳ ❚❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢❡rr♦✲

♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠s ❜✉t ♠❛♥② ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧

❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ s♣✐♥s ✐♥ ❛♥

■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ✭✰✶ ♦r ✲✶✮✳ ❉✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ✐♥ ❋✐❣✳

✶✳✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ③❡r♦ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭Tc ≈ 2.3✮✱

❛ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ♥♦♥ ③❡r♦ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✜❡❧❞

h = 0✱ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣❤❛s❡s t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳

✭❛✮ ❚ ❁ Tc ✭❜✮ T ≈ Tc ✭❝✮ ❚ ❃ Tc

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤r❡❡ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s✉❜❝r✐t✐❛❧✱ ❝r✐t✐❛❧ ❛♥❞
s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧✮ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷✲❉ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐③❡ L = 200✳

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤r❡❡ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ s✐③❡ L = 200 ✭t❤❡ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥s ✐s N = L × L✮✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ s✉❜❝r✐t✐❛❧✱ ❝r✐t✐❝❛❧

❛♥❞ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ s♣✐♥s ❛r❡ ✢✐♣♣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡s❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥s ❛♥❞

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ ♦❢ s♣✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛♦t✐❝ ♣❤❛s❡✱ t❤❡

s✉♣❡r❝r✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷❝✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ s♣✐♥s ❛r❡



✶✳✷✳ ❈❘■❚■❈❆▲ ❆❙P❊❈❚❙ ■◆ ❇❘❆■◆ ❉❨◆❆▼■❈❙ ✶✸

❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ s✉❜❝r✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷❛✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡

t✇♦ r❡❣✐♠❡s t❤❡ s②st❡♠ ❧✐❡s ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷❜✳ ❚❤❡ s♣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦❛❧❡s❝❡ ✐♥t♦ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥s ❞✐✈❡r❣❡ ❛♥❞

❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ♦❢ t❤✐s ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②

✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t ✜♥✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣✐♥ ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ❛s ❛♥ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡✱ r❡s❤❛♣✐♥❣

t❤❡ ❡♥t✐r❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t r✐❣♦r♦✉s❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t ✭N →∞✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛♠♦♥❣st t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡s❡ t❡r♠s t♦ ♥❡✉r❛❧ ❝♦♥t❡①t✱

t❤❡s❡ ❛r❡ s✉❣❣❡st✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳

✶✳✷ ❈r✐t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ✐♥ ❇r❛✐♥ ❉②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❡①t ❜②

♦❜s❡r✈✐♥❣ ❤♦✇ ❛ ♥❡✉r❛❧ s②st❡♠ ✇♦r❦s✳ ▼❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡

s♣✐♥s ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ✭✰✶ ♦r ✲✶✮✱ ♥❡✉r♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s s♣✐♥s s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡ s♣✐❦✐♥❣ ✭✰✶✮ ♦r ✐♥ s✐❧❡♥❝❡ ✭✲✶✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ✐♥

❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t♦ ❤❛✈❡ ♣r♦♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧

♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✜r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝❤❛♦t✐❝ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✱ ♥❡✐t❤❡r ✇❤❡♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧

♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❛ q✉✐❡s❝❡♥t st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛

❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

s♦♠❡ t❛s❦✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛✐♥ ❛r❡❛s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷❜✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✲

♠❛✐♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♠❡s ✐♥✿ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❡ ❜r❛✐♥ ♠✉st ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦✈✐❞❡s ❛

t❡♥✉♦✉s tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❤❛♦t✐❝ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛ q✉✐❡s❝❡♥t ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r ❧✐✈✐♥❣✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s ♦♣t✐♠❛❧

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❬✸✶❪✱ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦ st❛❜✐❧✐t② ❬✼❪✱ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡♠♦r②

r❡♣❡rt♦✐r❡s ❬✺❪ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ st✐♠✉❧✐ ❬✷✾❪✳
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✶✳✸ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢r♦♠ ❜r❛✐♥

❛❝t✐✈✐t② ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❬✶✸✱ ✶✾✱ ✷✷❪✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭❢▼❘■✮

✐♥ ♣❛t✐❡♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r❡st✐♥❣ st❛t❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♠❛♥② r❡❣✐♦♥s

❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲

❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛ ✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❉r✳ Pr♦❢✳ ●❛❜r✐❡❧❛ ❈❛st❡❧❧❛♥♦ ❛♥❞

❤❡r st✉❞❡♥t ❘❛♣❤❛❡❧ ❋❡r♥❛♥❞❡s ❈❛ss❡❜ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❡✉r♦♣❤②s✐❝s ❣r♦✉♣ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢

❈❛♠♣✐♥❛s✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t❡s t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ■s✐♥❣

♠♦❞❡❧ ❛♥ ❧❡t t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡✲

❈❛r❧♦ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸✳ ❆❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r

❡❛❝❤ s♣✐♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤

s♣✐♥✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞

❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ◗✉❛♥t✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜r❛✐♥ ❞❛t❛ ✐s ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ✐♥ ❜r❛✐♥

❞②♥❛♠✐❝s✳

✶✳✹ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ▼♦❞❡❧s ■♥❢❡r❡♥❝❡

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛

♥❡✉r♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐s st✉❞✐❡❞ ❬✸✸✱ ✸✼❪✳ ❘❡❛❧ ♥❡✉r❛❧

♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✇❛②✳ ◆❡✉r♦♥s ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜②

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐ts ♣❛rts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♣❤②s✐❝✐sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ st✉❞②

t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣✐❦❡s

❛♥❞ s✐❧❡♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞❡✲✇♦r❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡

st❛t❡ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ t♦ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ■s✐♥❣ s♣✐♥✱ ✇✐t❤ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ s♣✐♥ st❛t❡s ❜❡✐♥❣ s♣✐❦❡s ❛♥❞

s✐❧❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦❞❡✲✇♦r❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❙t✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧
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r❡s✉❧ts ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡♠❡r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ♥❡✉r♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❬✷✵✱ ✸✼✱ ✺✶❪✳

▼❛♥② st✉❞✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ♦❢ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡✲✇♦r❞s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♥♦ r❡❣❛r❞s

t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦✱ t✐♠❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s ✐s ❜✉✐❧t✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s

r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛rr❛② ❬✺✶❪✳ ❚♦ ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♥ t♦ st✉❞② t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ◗✉❡st✐♦♥s ❧✐❦❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❛♥❞

❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐① ♠♦♥t❤s r❡s❡❛r❝❤

✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❛t t❤❡ ➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ♦❢ P❛r✐s ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❉r✳ ❚❤✐❡rr②

▼♦r❛✳



✶✻

P❛rt ■

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦



✶✼

❈❤❛♣t❡r ✷

❉❡✜♥✐t✐♦♥s

✷✳✶ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ▼❛tr✐①

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t

✇❛② ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ♦r ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❦s✱ ♦r ❡❞❣❡s✱ t❤❛t ❛r❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛s ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱

♣❡♦♣❧❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♦r s♣❡❝✐❡s ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦s r❡♣r❡s❡♥t ❛ r❡❧❛t✐♦♥

♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ◆❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②

❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧

❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✳ ❆ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ N ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❛❞❥❛❝❡♥❝②

♠❛tr✐① A ✇✐t❤ N ×N ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Aij =











1 if there is a link from j ot i

0 otherwise

✭✷✳✶✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛✉t♦✲

❧✐♥❦s✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♥♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐s ③❡r♦✱

Aii = 0✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ i t♦ ♥♦❞❡

j✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✱ Aij = Aji✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②

♠❛tr✐① ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳
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✷✳✷ ▼❡❛♥ ❉❡❣r❡❡

❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ki ♦❢ ♥♦❞❡ i ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s✱

t❤✐s ♥♦❞❡ ❤❛s ki✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✬s r❡s♣❡❝t✐✈❡ r♦✇ ✐♥ t❤❡

❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✭♦r ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡r❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✐s s②♠♠❡tr✐❝✮✳

ki =
∑

j

Aij ✭✷✳✷✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐♥ ✐ts t✉r♥✱ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

♥♦❞❡s✱

〈k〉 =
1

N

N
∑

i=1

ki ✭✷✳✸✮

✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡r❡ ❛❧❧

♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

〈k〉 = k =

(

N

2

)

=
N(N − 1)

2
. ✭✷✳✹✮

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

P (k) ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✱ ♦r ✐♥t❡r❛❝t✳ ■♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛

♥♦❞❡ ❛t r❛♥❞♦♠ t❤❛t ❤❛s ❞❡❣r❡❡ k✳

✷✳✸ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❈♦❡✣❝✐❡♥t

■♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s ❛s ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ♥♦❞❡s t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝❧✐q✉❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❣✐✈✐♥❣ ♥♦❞❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ i

✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♥♦❞❡ j✱ ❛♥❞ ♥♦❞❡ j ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡ l✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♥♦❞❡s i ❛♥❞ l ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞

♥❡t✇♦r❦s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r♦✉♣ ❝♦❤❡s✐✈❡✲

♥❡ss ❬✺✾❪✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Ci ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ i✱ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ ki✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s ei ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ i ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s✉❝❤ ❧✐♥❦s
(

ki
2

)

✱
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Ci =
ei

ki(ki − 1)/2
. ✭✷✳✺✮

■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ei ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✱

ei =
1

2

∑

jl

AijAjlAli ✭✷✳✻✮

s♦ t❤❛t✱

Ci =

∑

jl AijAjlAli

ki(ki − 1)
. ✭✷✳✼✮

❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❥✉st t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✱

C =
1

N

∑

i

Ci. ✭✷✳✽✮

✷✳✹ ❆✈❡r❛❣❡ ❙❤♦rt❡st P❛t❤ ▲❡♥❣t❤

❆ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦❞❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❧✐♥❦s tr❛✈❡rs❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① A✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r N (r)
ij

♦❢ ♣❛t❤s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ r ❢r♦♠ j t♦ i ✐s

N (r)
ij = (Ar)ij ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ (. . .)ij ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ijt❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❛♥❞ Ar ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢

t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❜② ✐ts❡❧❢ r t✐♠❡s✳

●✐✈❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s i ❛♥❞ j✱ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ dij ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ j ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ ♦♥❡

✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt❡st ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ j

✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ r s✉❝❤ t❤❛t (Ar)ij > 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡

♣❛t❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt❡st ❧❡♥❣t❤ r✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ Li ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡ i ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s

Li =
1

N − 1

∑

j,j 6=i

dij. ✭✷✳✶✵✮
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❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤✱ ♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L =
1

N

∑

i

Li. ✭✷✳✶✶✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ dij ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐r

♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

L =
1

N(N − 1)

∑

ij

dij. ✭✷✳✶✷✮

▲✐❦❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ L = 1✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤

r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❤✐❣❤ ❝❧✉s✲

t❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞ ❡✛❡❝t ❬✺✾❪✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ t♦ ❣♦

❢r♦♠ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♥♦❞❡ ✇❡ ♠✉st tr❛✈❡rs❡ ❛ s❤♦rt ♣❛t❤✱ ♦r t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s s♠❛❧❧✳

✷✳✺ ❉✐❛♠❡t❡r

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s

D = max
i,j
{dij}. ✭✷✳✶✸✮

✷✳✻ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦

❋♦r ❝❡rt❛✐♥ s②st❡♠s✱ ♥♦❞❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧✐♥❦s ❛r❡ ♥♦t s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t ❛♥❞ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ❚❤✐s

✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❜r❛✐♥

r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✶✼✱ ✶✾❪✳

❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s i

❛♥❞ j✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

r(i, j) =
〈xi(t)xj(t)〉 − 〈xi(t)〉〈xj(t)〉

sd[xi(t)]sd[xj(t)]
✭✷✳✶✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ P❡❛rs♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ 〈. . .〉 ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ sd ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ sd2[xi(t)] = 〈x
2
i (t)〉 − 〈xi(t)〉

2 ❛♥❞ xi(t) ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢

♥♦❞❡ i✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ♦r t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
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✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✸✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭❛✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✭❜✮✳

■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ρ✱ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s i ❛♥❞ j

✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ✐s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞✿ r(i, j) ≥ ρ⇒ Aij = 1✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❛ ♥♦❞❡ i ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ s✐t❡ ✇✐t❤

♥♦♥✲③❡r♦ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s✿ ki =
∑

j Aij 6= 0✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

♥♦❞❡s ❛♥❞ ❧✐♥❦s✳ ■♥ ✜❣✳ ✷✳✶ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭❋✐❣✳ ✷✳✶❛✮ ❛♥❞

❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✭❋✐❣✳ ✷✳✶❜✮ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ N ♥♦❞❡s✳



✷✷

❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❋r❛♠❡✇♦r❦

✸✳✶ ❇r❛✐♥ ❉❛t❛

❆❧❧ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝❤❛♣t❡r ✭❈❤❛♣✳ ✹✮ ✐s ❛ ✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Pr♦❢✳ ●❛❜r✐❡❧❛ ❈❛st❡❧❧❛♥♦ ❛♥❞ ❤❡r st✉❞❡♥t

❘❛♣❤❡❧ ❋❡r♥❛♥❞❡s ❈❛ss❡❜ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❡✉r♦♣❤②s✐❝s ❣r♦✉♣ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛♠♣✐♥❛s✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞

♣r♦❝❡ss❡❞✳

❚❤❡ ❜r❛✐♥ ❞❛t❛ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭❢▼❘■✮✳ ❙✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡

s❝❛♥♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ r❡st✐♥❣ st❛t❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ ❧②✐♥❣

✐♥ t❤❡ s❝❛♥♥❡r✱ ❛r❡ ❛s❦❡❞ ♥♦t t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦ ✭♠✐♥❞ ✇♦♥❞❡r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✱

t♦ r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡②❡s ❝❧♦s❡❞✱ ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ❛s❧❡❡♣✳ ❉❛t❛ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢♦r ✷✼

s✉❜❥❡❝ts✱ ✐♥ ❛ P❤✐❧✐♣s ❆❝❤✐❡✈❛ ✸❚ ♠❛❝❤✐♥❡❀ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ✭❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡s❀

✐s♦tr♦♣✐❝ ✈♦①❡❧s ♦❢ ✶♠♠3 ❛♥❞ ❛ ✈♦①❡❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ✷✹✵①✷✹✵①✶✽✵❀ ❚❘✴❚❊ ❂ ✼✴✸✳✷ ♠s❀ ✢✐♣ ❛♥❣❧❡

❂ ✽◦✮ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘ ✐♠❛❣❡ ✭✶✽✵ ✈♦❧✉♠❡s❀ ❚✷✯✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡❀ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✈♦①❡❧s ♦❢

✸①✸①✸ ♠♠3❀ ❣❛♣ ♦❢ ✵✳✻ ♠♠❀ ❚❘✴❚❊ ❂ ✷✴✵✳✵✸ s❀ ❛♥❞ ❛ ✈♦①❡❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ✽✵①✽✵①✹✵✮✳

❚❤❡ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢▼❘■ ❡①❛♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧❧②

r❡s♦❧✈❡❞ ❜❧♦♦❞✲♦①②❣❡♥✲❧❡✈❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❇❖▲❉✮ s✐❣♥❛❧ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♥❡✉✲

r♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ r❡s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❣❛r ❛♥❞ ♦①②❣❡♥✱ ❜♦t❤ ♥❡❡❞❡❞ t♦

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✭❣❧✉❝♦s❡✮ ♠✉st ❜❡ ❜r♦✉❣❤t q✉✐❝❦❧② ❜②

t❤❡ ❜❧♦♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✐s tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦✲

❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡✱ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡

♠♦r❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛✉s❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❛t❡s ♦❢ ♦①②❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥ ❛♥❞ ❞❡♦①②❤❡✲
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♠♦❣❧♦❜✐♥✱ ✇❤❛t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❢▼❘■ s❝❛♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❤❡ ♦①②✲ ❛♥❞ ❞❡♦①②❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥

❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ ✈♦①❡❧s✱ t❤❛t ❛r❡

t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣✐①❡❧s t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❢▼❘■ ❡①❛♠✳ ❚❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢

❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢▼❘■✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ s❡r✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❜r❛✐♥ ❘❖■✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t②✱ ♦✉r

❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧ ❣r❛② ♠❛tt❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ t✐ss✉❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦❞②

♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✳ ❙♦♠❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

st❡♣s ✭r❡❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡s❀ ❝♦rr❡❣✐str❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡❀ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥❀ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣✮ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

❢▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐s ✇❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦✐s②✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♠❛s❦ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ♦t❤❡r t✐ss✉❡s t❤❛♥

❣r❛② ♠❛tt❡r❀ r❡❣r❡ss ♦✉t ♠♦✈❡♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s♣✉r✐♦✉s s✐❣♥❛❧ ✭❢r♦♠ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r

❛♥❞ ❝❡r❡❜r♦s♣✐♥❛❧ ✢✉✐❞✮❀ r❡♠♦✈❡ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧❀ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r t♦

♦❜t❛✐♥ ❞❛t❛ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✵✵✽ ❛♥❞ ✵✳✵✶ ❍③ ❬✽❪✳

❚❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ t❡♠♣♦r❛❧ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✶✹✮✱ ✇❤❡r❡ xi(t)

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✈♦①❡❧ i✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②

♠❛tr✐① A ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ρ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

✸✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❬✷✺❪✳ ❚❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✳

■ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣♦❡s ✇❛② ❜❡②♦♥❞ ♣❤②s✐❝s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛r❡❛s✱ s✉❝❤

❛s s♦❝✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✱ ❡♣✐❞❡♠✐❝s ♦r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❧❛tt✐❝❡

✇❤❡r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s✐t❡ ❛ s♣✐♥ ✐s ♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❛♥❞ ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ s✐t❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧

✭❝❤❡♠✐❝❛❧✮ ❜♦♥❞s✱ s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❛ t✇♦

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✐t❡ ❤❛s

❢♦✉r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❛ s♣✐♥ si t❤❛t ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✱ ✰✶ ♦r ✲✶✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡

r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ✰✶ ✏✉♣✑✱ ✲✶ ✏❞♦✇♥✑✳
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■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✰✶ ✭❛❝t✐✈❡✮ ❛♥❞ ✲✶ ✭s✐❧❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡

❧❛tt✐❝❡ ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ L ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥s ✐s N = L× L✳

❆ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ s♣✐♥s ✐♥ t❤❛t ♠♦♠❡♥t✱

s = {s1, s2, . . . , sN}. ✭✸✳✶✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥s ✐s s❤♦rt✲r❛♥❣❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧②

t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ sisj ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Jij✳ ❋♦r

❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

E = −
∑

〈ij〉

Jijsisj ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ 〈ij〉 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t i ❛♥❞ j ❛r❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s Jij r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

❡♥❡r❣② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐❢ s♣✐♥s i ❛♥❞ j ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞✱ t❤❛t ✐s Jij > 0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❛t T = 0✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ s♣✐♥s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞✱ ❛❧❧ s♣✐♥s ✉♣ ✭si = 1✮ ♦r

❛❧❧ s♣✐♥s ❞♦✇♥ ✭si = −1✮✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜rst ♣❛rt ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s

❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ Jij = J = 1✱ s♦ t❤❛t

E = −
∑

〈ij〉

sisj. ✭✸✳✸✮

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✸✮ ❤❛s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✇♦

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬✷✸✱ ✹✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r J = kB = 1 ✐s Tc ≈ 2.3✱ ✇❤❡r❡ kB ✐s

t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝✳ ✷✳✶✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❧❡t t❤❡ s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡✈♦❧✈❡

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✺❪ ❛♥❞ st♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s♣✐♥

{s1(t), s2(t), . . . , sN(t)}✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r(i, j)✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

❊q✳ ✭✷✳✶✹✮✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ s♣✐♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s ❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥

❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝✳ ✷✳✻✳
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✸✳✸ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❙❛♠♣❧✐♥❣

■♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♠❛♥② s❛♠♣❧❡s✱ ♦r s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❡r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❤❛✈❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s✳ ❚❤♦s❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❛s t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s

❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆✐❝♦❧❛s ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛♥❞ ❤✐s ❝♦✲✇♦r❦❡rs ✐♥ ❛ ✶✾✺✸ ♣❛♣❡r

♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ❣❛s❡s ❬✸✺❪✳

❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ s②st❡♠ st❛t❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥

❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♦♠❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ µ✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ν ❢r♦♠ t❤❡ ♦❧❞ st❛t❡ µ ✐s P (µ → ν)✳ ❚♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts ❬✹✸❪✱

P (µ→ ν) = g(µ→ ν)R(µ→ ν), ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ g(µ → ν) ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ R(µ → ν) ✐s t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ t❛r❣❡t

st❛t❡ ν ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ µ✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥ ✐ts t✉r♥✱ s❛②s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥

t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ µ✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ν ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② R(µ→ ν)✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♦❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ µ✳

■♥ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✢✐♣ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ t❛r❣❡t st❛t❡✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s❛✐❞ t♦

❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡✲s♣✐♥✲✢✐♣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s g(µ → ν) ✐♥ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❛❧❧ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s µ✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡

♦t❤❡r st❛t❡s✳ ■♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ N s♣✐♥s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s

t♦ ✢✐♣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

g(µ→ ν) =
1

N
. ✭✸✳✺✮

❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚♦

❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡
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t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

pµP (µ→ ν) = pνP (ν → µ). ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ pµ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ µ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ st❛t❡s

t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛❦❡s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ µ t♦ ❛ ♥❡✇ st❛t❡

ν ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐t ♠❛❦❡s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ν t♦ µ✳ ❲❡ ✇✐s❤ t❤❛t t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ pµ t♦ ❜❡ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢②

P (µ→ ν)

P (ν → µ)
=

pν
pµ

= e−β(Eν−Eµ). ✭✸✳✼✮

❲✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✸✳✺✮✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✸✳✼✮ t❛❦❡s

t❤❡ ❢♦r♠
P (µ→ ν)

P (ν → µ)
=

g(µ→ ν)R(µ→ ν)

g(ν → µ)R(ν → µ)
=

R(µ→ ν)

R(ν → µ)
= e−β(Eν−Eµ). ✭✸✳✽✮

◆♦✇✱ t❤❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥

❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❧✐❦❡ ✭✸✳✼✮✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦s ♠✉st

❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❛t✐♦s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ✕

♥❛♠❡❧② ✶ ✕ ❛♥❞ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢

❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s µ ❛♥❞ ν✱ ∆E = Eν − Eµ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

R(µ→ ν) =











e−β∆E if ∆E > 0

1 otherwise,

✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r kB = 1 ✇❡ ❤❛✈❡ β = 1/T ✳ ❲❤❛t ❊q✳ ✭✸✳✾✮ s❛②s

✐s t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s❡❧❡❝t❡❞ st❛t❡ ν ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡✱ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ st✐❧❧ ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦

❛❝❝❡♣t ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ✇❡✐❣❤ts

e−β∆E✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞

t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✳
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✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✢✐♣♣✐♥❣ ❛ s♣✐♥ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✾✮✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ ❛ s♣✐♥ ✐s ✢✐♣♣❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st❡♣✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ❡♥❡r❣② ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❙♦✱ ✐♥ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st❡♣ ❛ s♣✐♥ k ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠

❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✢✐♣ ✐t ♦r ♥♦t✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ µ ✇✐t❤

❡♥❡r❣② Eµ ❜❡❢♦r❡ ✢✐♣♣✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ ν ✐s Eν ✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

❡♥❡r❣② ∆E ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢✐♣ ♦❢ ❛ s♣✐♥ k ✐s

∆E = Eν − Eµ

= −
∑

〈ij〉

sνi s
ν
j +

∑

〈ij〉

sµi s
µ
j

= −
∑

i n.n. k

sµi (s
ν
k − sµk). ✭✸✳✶✵✮

■♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡✱ ❵i n.n. k✬ ♠❡❛♥s t❤❡ s✉♠ ✐s ♦✈❡r t❤❡ i ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ s♣✐♥ k✱ ❛♥❞

✐t ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ s♣✐♥ k ✢✐♣s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs s♣✐♥s r❡♠❛✐♥

✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ sνi = sµi ❢♦r i 6= j✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ sµk = −1✱ t❤❡♥ ❛❢t❡r ✢✐♣♣✐♥❣✱ sνk = +1

❛♥❞ (sνk − sµk) = +2✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ sµk = +1✱ t❤❡♥ ❛❢t❡r ✢✐♣♣✐♥❣✱ sνk = −1 ❛♥❞

(sνk − sµk) = −2✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

(sνk − sµk) = −2s
µ
k ✭✸✳✶✶✮

❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ✐s

∆E = 2sµk
∑

i n.n. k

sµi . ✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✶✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ s✐t❡ ✭❦✮ ❛t r❛♥❞♦♠❀

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ∆E ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢✐♣ ♦❢ s♣✐♥ sk❀

✸✳ ■❢ ∆E ≤ 0✱ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♠♦✈❡ ❛♥❞ ✢✐♣ t❤❡ s♣✐♥✿ sk → −sk❀

✹✳ ❊❧s❡✱ ✐❢ ∆E > 0✱ ✢✐♣ t❤❡ s♣✐♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p = e−β∆E❀

❚❤✐s ✐s ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st❡♣✳ ❋♦r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ N s♣✐♥s✱ ✇❤❡♥ N ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st❡♣s ❛r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐t ✐s s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♦♥❡ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥
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❛✈❡r❛❣❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❡✈❡r② s♣✐♥ t♦ ✢✐♣✳ ■♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✇❡❡♣✱

♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s st♦r❡❞✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t M ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡♥

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ M s✇❡❡♣s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

✶✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣

■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s②st❡♠✿ si = ±1 ❢♦r i = 1, . . . , N ❀

❚❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✿ N2 s✇❡❡♣s

▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ →M sweeps→ t❡♠♣♦r❛❧ s❡r✐❡s

{si(t)} i = 1, . . . , N t = 1, . . . ,M ✭✸✳✶✸✮

✷✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

r(i, j) =
〈si(t)sj(t)〉 − 〈si(t)〉〈sj(t)〉

σ[si(t)]σ[sj(t)]
; ✭✸✳✶✹✮

✸✳ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✭ρ✮

Aij =











1 if r(i, j) ≥ ρ

0 otherwise.

✭✸✳✶✺✮



✷✾

❈❤❛♣t❡r ✹

❘❡s✉❧ts

✹✳✶ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤r❡❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡ ✭T = 2✮✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭T = 3✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡

❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭T = 2.3✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❤❛❞ ❛ s✐③❡ ♦❢ L = 100✱ t❤❛t

✐s✱ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ N = 10000 s♣✐♥s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡

✷✵✵✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ✭❣r❡❡♥✮
❛♥❞ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ✭r❡❞✮✳

❚❤❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣✐♥ t❡♠✲

♣♦r❛❧ s❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s✉❜✲ ❛♥❞ s✉✲
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♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r

✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ s♣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦❛❧❡s❝❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥s ❡♠❡r❣❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✢✉❝t✉❛t✐♦♥

✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✳

✹✳✷ ▼❡❛♥ ❉❡❣r❡❡ ✈s✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❚❤r❡s❤♦❧❞

■♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ρ✱ ❛

❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡ 〈k〉✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼❡❛♥ ❞❡❣r❡❡ 〈k〉 ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ρ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ✭❜❧❛❝❦✮✮✱ ❛♥❞

❢♦r t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❡❧❡✈❡♥ s✉❜❥❡❝ts ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✮✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❡❧❡✈❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r

❝✉r✈❡s ❛r❡ t❤❡ ■s✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛t t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❝r✐t✐❝❛❧

✭r❡❞✮ ❛♥❞ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❛s ρ

❣r♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡

♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣
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t❤❛t t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❝❧♦s❡r

❜❡❤❛✈✐♦r t♦ t❤❡ ❜r❛✐♥ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s✳

✹✳✸ ❉❡❣r❡❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦✳ ■t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (k) ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞

t❤❛t t❤✐s ✈❡rt❡① ❤❛s ❞❡❣r❡❡ k✳

✭❛✮ ❚❂✷✳✵ ✭❜✮ ❚❂✷✳✸ ✭❝✮ ❚❂✸✳✵

✭❞✮ ❇r❛✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❉❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ✭❛✮ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧✱
✭❜✮ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✭❝✮ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧✱ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡s✿ 〈k〉 ≈ 26 ✭❣r❡❡♥✮✱ 〈k〉 ≈
127 ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ 〈k〉 ≈ 716 ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❆t t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ✭❞✮ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦
✇✐t❤ N = 12699 ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡s✿ 〈k〉 ≈ 27 ✭❣r❡❡♥✮✱ 〈k〉 ≈ 127 ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ 〈k〉 ≈ 715

✭❜❧❛❝❦✮✳

❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ t❤r❡❡

♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ♠❡❛♥ ❞❡❣r❡❡s✱ 〈k〉 ≈ ✷✻ ✭❣r❡❡♥✮✱ ✶✷✼

✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ✼✶✻ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠

❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ N = 12699 ❢♦r 〈k〉 ≈

✷✼ ✭❣r❡❡♥✮✱ ✶✷✼ ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ✼✶✺ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛ ❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸❜✱ ❛t
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t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇s ♣♦✇❡r✲❧❛✇ t❛✐❧s ✇✐t❤ ❛ ❝✉t♦✛✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸❛ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸❝ t❤❡ s②st❡♠

s❤♦✇s ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❜♦✈❡ ❛❧❧✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦✳

✹✳✹ ◆❡t✇♦r❦ ▼❡tr✐❝s

■♥ ❈❤❛♣✳ ✷ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡tr✐❝s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❍❡r❡ t❤❡ ■s✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t✲

r✐❝s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇r❛✐♥

❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❚♦♦❧❜♦① ❬✺✵❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠

♥❡t✇♦r❦✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐ts ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ◆❡t✇♦r❦ ♠❡tr✐❝s ♦❢ t❤❡ ■s✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

T N 〈k〉 C L D Crand Lrand Drand

■s✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦
✷✳✵ ✶✵✵✵✵ ✶✾✼ ✵✳✵✼✽ ✷✳✵✻ ✸ ✵✳✵✷✷ ✷✳✵✶ ✸
✷✳✸ ✶✵✵✵✵ ✶✾✽ ✵✳✺✹✹ ✹✳✷ ✶✻ ✵✳✶✹✽ ✷✳✷✺ ✹
✸✳✵ ✶✵✵✵✵ ✶✾✺ ✵✳✵✾✶ ✷✳✵✾ ✸ ✵✳✵✷✶ ✷✳✵✶ ✸

❇r❛✐♥ ◆❡t✇♦r❦
✶✷✻✾✾ ✶✾✽ ✵✳✺✹✾ ✹✳✶✸ ✶✶ ✵✳✵✻✺✽ ✷✳✷✻ ✹

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡ 〈k〉✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥t C✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ L✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r D✳ ❋♦✉r s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✱ t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ✭❝r✐t✐❝❛❧✱ s✉❜✲ ❛♥❞ s✉♣❡r❝r✐t✐✲

❝❛❧✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ρ ✇❡r❡ s❡t ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❤❛✈❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛s♣❡❝t ✐s t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t✉r♥s ♦✉t t♦ s❤♦✇ ❛ s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✳ ■♥

t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❣r♦✇ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛❧♠♦st r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛❧s♦ ✐♥✲

❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s

❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❛r❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡tr✐❝s✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✱ ❛ ❤✐❣❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤✳
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❚❤❡ ❜r❛✐♥ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥s

❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✾❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❛s❦s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡rs♦♥ ❛t r❡st ✭✐t ✐s

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤✉t❞♦✇♥ ❛❧❧ ♦✉r s❡♥s❡s✮✱ s♦♠❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇❤✐❧❡

♦t❤❡r ❛r❡❛s ♠✉st ❞❡❛❝t✐✈❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ s✉❝❤ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ■t

✐s ♥♦t ✈✐❛❜❧❡ t♦ ❛ ❤❡❛❧t❤② ❧✐✈✐♥❣ ❛♥✐♠❛❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❛ q✉✐❡s❝❡♥t st❛t❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞

♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❜r❛✐♥ ❤❛s st♦♣♣❡❞✱ ♥❡✐t❤❡r ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❛ s✉♣❡r ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡②

❛r❡ ❛❧❧ ✜r✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② tr✐✈✐❛❧✱ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤✐s

❜❛❧❛♥❝❡ ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳
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▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ▼♦❞❡❧s



✸✺

❈❤❛♣t❡r ✺

▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ▼♦❞❡❧s ❋r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ✭▼❛①❊♥t✮ ✇❛s ✜rst ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜② ❊✳ ❚✳ ❏❛②♥❡s ✐♥

t✇♦ ♣❛♣❡rs ✐♥ ✶✾✺✼ ❬✷✻✱ ✷✼❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②

❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥tr♦♣② ❬✺✸❪ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥✲

str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❤❛s t❤❡ ❧❡❛st ❜✐❛s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛✲

s✉r❡s ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❛♥s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ❡t❝✳✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ▼❛①❊♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛ str❛t❡❣② t♦ ✜♥❞ ❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❜✉t ♦t❤❡r✇✐s❡ ❤❛s ❛s ❧✐tt❧❡ str✉❝t✉r❡

❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❬✸✵❪ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ❛

❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✱ ♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t

♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✉s❡❞

t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✺✳✶ ❊♥tr♦♣②

❊♥tr♦♣② ✐s ❛ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦r r❛♥✲

❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ✐t ✐s

❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡♥tr♦♣②
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S ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

S[P ] = −
∑

i

P (X = ai) logP (X = ai) ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ ai ❛r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✵✱✶❪

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ✐ts ❝♦♥❝❛✈✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f

f(p) = −p log p, for 0 ≤ p ≤ 1 ✭✺✳✷✮

❚❤✐s ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ③❡r♦ ❢♦r p = 0 ❛♥❞ p = 1✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡

❢♦r ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ❛s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ f ′(p) = −(1 + log p) ❛♥❞

f ′′(p) = −1/p✳ ❚❤✉s✱ f(p) ✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ p✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s

❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② S[P ] =
∑

i f(P (X = ai)) ✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛

✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ❛ ❝♦♥❝❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✺✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣②

■♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♠❛♥② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❣❡tt✐♥❣

❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱

✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❝❤♦s❡♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t

❞❡s❝r✐❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣②

♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (σ) ♦✈❡r t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤
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N ❡❧❡♠❡♥ts✱ σ ≡ {σ1, σ2, . . . , σN}✱ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❜✉t

♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛s r❛♥❞♦♠ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✾✱ ✶✵✱ ✷✽✱ ✸✻✱ ✸✾✱ ✹✼❪✳ ❆s ❛♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t

t❤❡r❡ ❛r❡ M s❛♠♣❧❡s {σ1, σ2, . . . , σM} ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② f ≡ {f1, f2, . . . , fk} ✇❤❡r❡ fµ = fµ(σ)✳

❚❤✐s ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ P (σ) ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr♦♣②

s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳

▲❡ts ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❛❧✱ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s

Pr(σ) =
1

M

M
∑

n=1

δ(σ, σn) ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ δ(a, b) ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✇❤❡♥ a = b ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡♥✱ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pm(σ) t❤❛t

♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣②

S[Pm] = −
∑

σ

Pm(σ) logPm(σ) ✭✺✳✹✮

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∑

σ

Pm(σ) = 1, ✭✺✳✺✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

〈fµ(σ)〉m = 〈fµ(σ)〉r. ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ 〈. . .〉m st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ 〈. . .〉r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② S[Pm]✱ ✇❡

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② S̃✱ ✇✐t❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r gk ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ❝♦♥str❛✐♥ts ❣✐✈❡♥

❜② ❊q✳ ✭✺✳✻✮ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❊q✳ ✭✺✳✺✮✳

˜S[Pm] = −
∑

σ

Pm(σ) logPm(σ)− λ
[

∑

σ

Pm(σ)− 1
]

−
k
∑

µ=1

gµ

[

∑

σ

Pm(σ)fµ(σ)− 〈fµ〉r
]

✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t 〈fµ〉m =
∑

σ Pm(σ)fµ(σ)✳
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▼❛①✐♠✐③✐♥❣ S̃✱

0 =
∂S̃

∂Pm(σ)
= − logPm(σ)− (1 + λ)−

k
∑

µ=1

gµfµ(σ) ✭✺✳✽✮

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥✱

logPm(σ) = −(1 + λ)−
k
∑

µ=1

gµfµ(σ) ✭✺✳✾✮

Pm(σ|g) =
1

Z(g)
exp

[

−
k
∑

µ=1

gµfµ(σ)

]

✭✺✳✶✵✮

✇❤❡r❡ {g1, g2, . . . , gk} ≡ g ∈ R
k ❛r❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✺✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t exp (1 + λ) =
∑

σ exp [−
∑

µ gµfµ(σ)] = Z(g) ✐s t❤❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♥♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✺✳✻✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ S̃ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡

♠✉❧t✐♣❧✐❡rs gµ✳ ❚❤✉s✱ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✮ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ st❛t✐st✐❝❛❧

♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✳ ■❢ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣♦s❡❞ ✇❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ f(σ) = E(σ)✱

t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ Pm(σ) = Z−1 exp−βE(σ)✱ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ❲❤❡r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

β = 1/kT ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛②✱ t❤❡ s✉♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✿ E(σ) =
∑k

µ=1 gµfµ(σ)✳

■t ✐s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts gµ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pm(σ)

❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛t❝❤

t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ 〈fµ(σ)〉m =
∑

σ Pm(σ)fµ(σ)✱ ✇✐t❤ t❤❡

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s 〈fµ(σ)〉r✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ s❡t ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r t❤❛t s❛t✐s❢② ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❇✉t✱

t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❡❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✐✳❡✳✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs g ≡ {g1, g2, . . . , gk}✱ ✇❡ ❛s❦ ✇❤❛t ✐s t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ σ ≡ {σ1, σ2, . . . , σN}✱ P (σ|g)✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥✿ ✐❢ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ M ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ {σ1, σ2, . . . , σM}✱

❤♦✇ ❞♦ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs g t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥❄ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
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❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (g|σ)

♦r✱ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛②✱ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡t

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs g t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♠♦st ❧✐❦❡❧②✳

■♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢

t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳

〈fµ(σ)〉m = −
∂ logZ(σ)

∂gµ
. ✭✺✳✶✶✮

❚❤✉s✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛♥s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

〈fµ(σ)〉r =
1

M

M
∑

n=1

fµ(σ
n) = −

∂ logZ(σ)

∂gµ
✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥❞❡① ✐♥ σ ♠❡❛♥s t❤❡ nt❤ s❛♠♣❧❡✳

❊q✳ ✭✺✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

1

M

M
∑

n=1

fµ(σ
n) =

1

M

M
∑

n=1

∂

∂gµ

k
∑

ν=1

gν fν(σ
n) = −

∂ logZ(g)

∂gµ

0 =
∂

∂gµ

1

M

M
∑

n=1

[

− logZ(g)−
k
∑

ν=1

gν fν(σ
n)

]

=
∂

∂gµ

1

M

M
∑

n=1

logPm(σ
n)

∴

∂

∂gµ
log

M
∏

n=1

Pm(σ
n) = 0 ✭✺✳✶✸✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ❜❡✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✸✮ ✐s t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛②✳

L = log
M
∏

n=1

Pm(σ
n)

=
M
∑

n=1

logPm(σ
n)

=
M
∑

n=1

∑

σ

δ(σ, σn) logPm(σ)

= M
∑

σ

Pr(σ) logPm(σ)
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∴ L = M{S[Pr(σ)]−DKL(Pr|Pm)} ✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡ DKL(Pr|Pm) ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡✱ ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r

✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ■t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ♦r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❜✉✐❧t t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛②✱ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ Pr(σ)✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦r ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pm(σ)✳ ❚❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

DKL(Pr|Pm) =
∑

σ

Pr(σ) log
Pr(σ)

Pm(σ)
. ✭✺✳✶✺✮

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥✱ S[Pr]✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

S[Pr, Pm]✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✶✺✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❊q✳ ✭✺✳✶✸✮✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
∂DKL(Pr|Pm)

∂gµ
= 〈fµ(σ)〉m − 〈fµ(σ)〉r ✭✺✳✶✻✮

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮ t❤❛t ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❬✷✽❪✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❧❡❛r♥s

t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❬✷✹❪✳

✺✳✸ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣❛✲

r❛♠❡t❡r ❛rr❛② ♦r s❡t✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ DKL(Pr|Pm)

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs g ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✻✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t

g(0)✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ DKL(Pr|Pm) ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ❛t t❤✐s

♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆t t❤✐s

♥❡✇ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❋♦r s♦♠❡ t > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

gµ(t) = gµ(t− 1)− η
∂DKL

∂gµ

∣

∣

∣

∣

∣

gµ=gµ(t−1)

✭✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t gµ(t − 1)✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✐s t❤❡ ❵❧❡❛r♥✐♥❣

r❛t❡✬ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s



✺✳✸✳ ●❘❆❉■❊◆❚ ❉❊❙❈❊◆❚ ✹✶

✉♥t✐❧ s♦♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳

✼✳✷✳

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✶✻✮✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✭✺✳✶✼✮ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠✐t②

✇✐t❤ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱

gµ ← gµ + η [ 〈fµ(σ)〉r − 〈fµ(σ)〉m ] ✭✺✳✶✽✮

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t✇♦ t❛s❦s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s 〈fµ(σ)〉m ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pm(σ) ❢♦r

❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs {gµ}❀ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✉♣❞❛t❡

r✉❧❡ s✉❝❤ ❛s ✭✺✳✶✽✮ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs {gµ} t❤❛t ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡♠♣✐r✐❝❛❧

✈❛❧✉❡s 〈fµ(σ)〉r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉♠♠❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ σ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②

❝♦st❧②✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❣❡t ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s

✇♦r❦✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❤✐❣❤

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦r ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇♥

❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s s✉❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼✳



✹✷

❈❤❛♣t❡r ✻

▼♦❞❡❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ t❤❡♦r② ❢r♦♠ ❈❤❛♣✳ ✺ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t

t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ❧❡❛st str✉❝t✉r❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚✐♠❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s ❡♥❞✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡

❞❡✜♥❡❞✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❈❤❛♣✳ ✺✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t✇♦ t❛s❦s✱ ❛

❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳

✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✇♦r❦s✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡✐r

❞②♥❛♠✐❝s r❡❝♦r❞❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧

❞❛t❛ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛rr❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡

❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛t

r❡t✐♥❛✳ ❚❤❡ r❡t✐♥❛ ✐s ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛t✬s ❡②❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧ s✐❞❡ ✐s ♣✉t ❛❣❛✐♥st

t❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡ ❛t t❤❡ ❱✐s✐♦♥ ■♥st✐t✉t❡ ✐♥ P❛r✐s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡t✐♥❛❧ ♣❛t❝❤ ♦✈❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡✳

❚❤❡ r❡t✐♥❛ ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s②st❡♠ t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t②✳ ■t ✐s ❛ ❜✉✐❧t✲

✐♥ s②st❡♠ t❤❛t ❤❛s ❛ ❧❛②❡r t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s ✈✐s✉❛❧ ✐♥♣✉ts✱ ❡♥❝♦❞❡s t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞

❧❛②❡rs ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞❡✱ ✇✐t❤ s♣✐❦❡s ❛♥❞ s✐❧❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡❛r❜② ✜r✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛

❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ st❡♣ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ❡♥❞✱ ❛ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦rt t❤❡

r❡❝♦r❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❘❛st❡r ✇✐t❤ t❡♠♣♦r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s♣✐❦❡s ❛♥❞ s✐❧❡♥❝❡s✳ ❈♦❧✉♠♥s ❛r❡ t✐♠❡ ❜✐♥s ❛♥❞
r♦✇s ❛r❡ ♥❡✉r♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳

■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐s ❛ r❛st❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t❡♠♣♦r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣✐❦❡s ❛♥❞ s✐❧❡♥❝❡s

♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❛ t✐♠❡ ❜✐♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r♦✇ ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②

♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥✳

✻✳✷ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s

❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ◆ ♥♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ i ❝❛♥ ❜❡❡♥ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ s♣✐♥ t❤❛t

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛ ❜✐♥❛r② st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

✐ts st❛t❡ σi✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐t ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❛r❡ σi = 0 ❢♦r s✐❧❡♥❝❡ ♦r σi = 1 ❢♦r ❛ s♣✐❦❡✳ ■t ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣✐♥ ✉♣ ♦r ❞♦✇♥✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦❞❡ ✇♦r❞ ♦r t❤❡ st❛t❡

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ σ ≡ {σi} ✇❤❡r❡ i = 1, 2, . . . , N ✳

❆ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ σ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ E(σ)✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

fµ(σ) t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s

❛r❡ ❜✐♥❛r②✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s 2N ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s✳ ❖✉r ❤♦♣❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
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❢✉♥❝t✐♦♥s✱ µ = 1, 2, . . . , k ✇✐t❤ k << 2N ✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ❜✉t ♦t❤❡r✇✐s❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧✐tt❧❡ str✉❝t✉r❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

✜r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ σi ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉t✱ ♦r ✜❡❧❞✱ hi✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ✜rst ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡ 〈σi〉r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳

❙t✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❬✷✵✱ ✺✶✱ ✺✻✱ ✺✼❪✱ t❤✐s

✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ ❛s t❤❡ ♥❡✉r❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞

s✐♠♣❧❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✉r♦♥s σiσj ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❦

Jij✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♥❡✉r♦♥s 〈σiσj〉✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E(σ) = −
∑

i

hi σi −
∑

i<j

Jij σiσj. ✭✻✳✶✮

❚❤❡ ❊q✳ ✭✻✳✶✮ ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡

✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❢❡rr♦♠❛❣✲

♥❡t✐s♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥❛❧♦❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞② ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢

t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❤❛t ✇❡ r❡❛❧❧② ❤❛✈❡ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦♥❧②✳

■♥ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ ✇♦r❞s ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛

❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ❤❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢

❛♥❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s✳ ❚♦ st✉❞② t❤❡ t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t✐♠❡ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✻✳✸ ❚✐♠❡ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❚r❡❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡

♠✉❧t✐✲♥❡✉r♦♥ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ σ ≡ {σi,t} ✇❤❡r❡ i = 1, . . . , N ❛♥❞ t = 1, . . . , L✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s

r❡❣❛r❞❡❞ ♥♦t ❛s s②st❡♠ ♦❢ N s♣✐♥s✱ ❜✉t ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ s✐③❡ N ×L✱ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ t✐♠❡ ❜✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

♥❡✉r♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ i ❛t t✐♠❡ t ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② σi,t

✭❂✵ ♦r ✶✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ Jij,τ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥❡✉r♦♥ i ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ ❛ ♥❡✉r♦♥ j

❛t t✐♠❡ t + τ ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts



✻✳✹✳ ❉■❘❊❈❚ P❘❖❇▲❊▼ ✹✺

♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s u✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

E(σ) = −
1

2

L
∑

t=1

N
∑

i=1

N
∑

j=1

u
∑

τ=−u

Jij,τ σi,t σj,t+τ −
L
∑

t=1

N
∑

i=1

hi σi,t ✭✻✳✷✮

◆♦t❡ t❤❛t τ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ τ = 0,±1,±2, . . . ,±u✳ ❇② ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s

s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r t✐♠❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② Jij,τ = Jji,−τ ✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡s

〈σi,t〉r = 〈σi,t〉m ✭✻✳✸✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

〈σi,t σj,t+τ 〉r = 〈σi,t σj,t+τ 〉m. ✭✻✳✹✮

❯s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡

♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pm(σ) =
1

Z
exp [−E(σ)] ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡ E(σ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✻✳✷✮✳

✻✳✹ ❉✐r❡❝t Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s g = {hi, Jij,τ} ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❜❡✐♥❣ ❡st✐✲

♠❛t❡❞ ✐s f = {σi,t, σi,tσj,t+τ}✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❛s s❛♠♣❧❡s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pm(σ)✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s

n s❛♠♣❧❡s✳ ■❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❛ t♦t❛❧ t✐♠❡ T ✱ t❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s s❡t t♦ L t♦

❤❛✈❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② nL = T ✱ s♦ t❤❛t ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❛❦❡ ♦✈❡r nL s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡ ✐s
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❣✐✈❡♥ ❜②

mmodel
i = 〈σi,t〉m =

∑

σ

Pm(σ)

(

1

L

L
∑

t=1

σi,t

)

=
1

n

n
∑

µ=1

(

1

L

L
∑

t=1

σµ
i,t

)

. ✭✻✳✻✮

❚❤❡ r❡❛❧ ✜r✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

mreal
i = 〈σi,t〉r =

1

T

T
∑

t=1

σi,t ✭✻✳✼✮

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

cmodel
ij,τ = 〈σi,tσj,t+τ 〉m =

1

n

n
∑

µ=1

(

1

L

L
∑

t=1

σµ
i,tσ

µ
j,t+τ

)

✭✻✳✽✮

❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱

crealij,τ = 〈σi,tσj,t+τ 〉r =
1

T

T
∑

t=1

σµ
i,tσ

µ
j,t+τ ✭✻✳✾✮

❚❤❡ ❧❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥❡✉r❛❧

♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

ccij,τ = 〈σi,tσj,t+τ 〉 − 〈σi,t〉〈σj,t〉. ✭✻✳✶✵✮

✻✳✺ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

{hi, Jij,τ} ♠✉st ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ {σi,t} t♦ ❣✐✈❡ t❤❡

❝♦rr❡❝t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡s 〈σi,t〉 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s 〈σi,tσj,t+τ 〉✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡ ✭✺✳✶✽✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Jij,τ ←− Jij,τ + α[ c realij,τ − cmodel
ij,τ ] ✭✻✳✶✶✮

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s

hi ←− hi + γ[mreal
i −mmodel

i ]. ✭✻✳✶✷✮



✹✼

❈❤❛♣t❡r ✼

▼❛①❊♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r

❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❜r❛♥❝❤❡s✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥

❈❤❛♣s✳ ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

✭▼❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛s s❛♠♣❧❡s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pm(σ)✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s {mi, cij,τ , ccij,τ} ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

{hi, Jij,τ}✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛

♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✉♣❞❛t❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡s✳

✼✳✶ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s NL ♥♦❞❡s✱ ♦r s♣✐♥s✳ ❆❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ NL ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st❡♣s✱ ✇❡ s❛② ✇❡

❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♦♥❡ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤ s♣✐♥ σi,t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❤❛♥❝❡

t♦ ✢✐♣ ✭σi,t → 1 − σi,t✮ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts✳

❙✇❡❡♣✿

❢♦r i = 1, . . . , NL

❈❤♦♦s❡ ❛ s✐t❡ ✭❦✱t✮ ❛t r❛♥❞♦♠❀

❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ∆E ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢✐♣ ♦❢ s♣✐♥ σk,t✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✷✮

∆E = (2σk,t − 1)

( N
∑

j=1

u
∑

τ=−u

Jkj,τσj,t+τ + hk

)

; ✭✼✳✶✮
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■❢ ∆E ≤ 0✱ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✐♣ t❤❡ s♣✐♥✿ σk,t → 1− σk,t❀

❊❧s❡✱ ✐❢ ∆E > 0✱ ✢✐♣ t❤❡ s♣✐♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P = e−∆E✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❦❡❡♣ t❤❡

♦❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❀

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛♥② s✇❡❡♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❤❡r♠❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s n s✇❡❡♣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■♥♣✉ts✿

♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥s✿ N ❀

t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✿ L❀

t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s✇❡❡♣s✿ T ❀

s②st❡♠ s✇❡❡♣s✿ n❀

❆❧❣♦r✐t❤♠✿

✐♥✐t✐❛❧✐③❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s♣✐♥s

❢♦r i = 1, . . . , T

s②st❡♠ s✇❡❡♣

❢♦r i = 1, . . . , n

s②st❡♠ s✇❡❡♣

❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✜r✐♥❣ r❛t❡s

✼✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t♦ r✉♥ t❤❡ s✇❡❡♣s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

■♥♣✉t

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ mreal
i ✱ crealij,τ ❀

♣❛r❛♠❡t❡rs✿

♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥s✿ N ❀

t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✿ L❀
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t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s✇❡❡♣s✿ T ❀

s②st❡♠ s✇❡❡♣s✿ n❀

♠❛①✐♠✉♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ t✐♠❡✿ u❀

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✿ α❀

✜❡❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✿ γ❀

♣r❡❝✐s✐♦♥✿ p̄❀

❝❤❡❝❦ ♣♦✐♥t✿ checkpt❀

❆❧❣♦r✐t❤♠✿

✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ④hi, Jij,τ⑥

✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s {mmodel
i , cmodel

ij,τ }

✐♥✐t✐❛❧✐③❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s♣✐♥s

❢♦r i = 1, . . . , T

s②st❡♠ s✇❡❡♣

❞♦

✉♣❞❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs {hi, Jij,τ} ← {hi + γ∆hi, Jij,τ + α∆Jij,τ}

r❡s❡t ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s {mmodel
i = 0, cmodel

ij,τ = 0}

❢♦r j = 1, . . . , n

s②st❡♠ s✇❡❡♣

❝♦♠♣✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s {σi,t, σi,tσj,t+τ}

❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s {mmodel
i , cmodel

ij,τ }

✇❤✐❧❡✭❝❤❡❝❦ ✐❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ < p̄✮

❆❢t❡r ❡✈❡r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r✉♥✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠

p ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ p̄ ✇❛♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡rr♦rs✳ ❖♥❡ ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❵r❡❛❧✬ ❛♥❞ ❵♠♦❞❡❧✬ ❡①♣❡❝t❡❞

✈❛❧✉❡s ✭Ereal✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t st♦❝❤❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✭EMC✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r✉♥s ✇✐t❤
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t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② p = Ereal/EMC ✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛❞❡

✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st♦♣s ✇❤❡♥ p = Ereal/EMC ≤ p̄✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡rr♦rs Ereal ❛♥❞ EMC

❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❵r❡❛❧✬ ❛♥❞ ❵♠♦❞❡❧✬

♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ereal({mi}) =
1

N

N
∑

i=1

|〈mi〉r − 〈mi〉m| ✭✼✳✷✮

❚❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡s {mi} ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

{cij,τ}✳

❈❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✐❢ ✭checkpt✮

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡rr♦rs ✭Ereal✮

r✉♥ ❛ ▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❡st

❝❛❧❝✉❧❛t❡ ▼❈ t❡st ❡rr♦rs ✭EMC✮

❝♦♠♣❛r❡ ❡rr♦rs ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✿ p = E/EMC ≤ p̄ ❄



✺✶

❈❤❛♣t❡r ✽

❘❡s✉❧ts

❇❡❢♦r❡ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ s♦♠❡ t❡sts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛

❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❧♦❛❞❡❞

✇✐t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✹✱ ✺✷❪✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s❡❡ ✐❢ ✐t ✇❛s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s t❡st❡❞ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❣✐✈❡♥

r❡❧✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞✳

✽✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛

❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧

✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ ✜❡❧❞s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s

✇❡r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ sd✳ ❆ s❡♣❛r❛t❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞

t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

Jij,τ = 0 ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✷✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡ {σi,t} ❢❛❝t♦r✐③❡s ♦✈❡r ♥❡✉r♦♥s

❛♥❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ r❡❛❞s

P ({σi,t}) =
L
∏

t=1

N
∏

i=1

p
σi,t

i q
1−σi,t

i ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ pi ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥ i ✇✐t❤ ❛ ✜r✐♥❣ r❛t❡ ri s♣✐❦✐♥❣ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ❜✐♥ δt✱



✽✳✶✳ ❙❨◆❚❍❊❚■❈ ❉❆❚❆ ✺✷

pi = ri δt✱ ❛♥❞ qi = 1 − pi✳ ❇✉t✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Jij,τ ∼ 0✱

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦

P ({σi,t}) =
1

Z
exp

[

−
L
∑

t=1

N
∑

i=1

hiσi,t

]

. ✭✽✳✷✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱

∑

i,t

[σi,t log pi/qi + log qi] =
∑

i,t

hiσi,t − logZ. ✭✽✳✸✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✜r✐♥❣ r❛t❡s ri = r

hi = h = log
r δt

1− r δt
. ✭✽✳✹✮

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✜r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ r = 10 ❍③ ❛♥❞ t✐♠❡ ❜✐♥s

♦❢ t =✶✵ ♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s h ∼ −2.2✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ccij,τ = tanh

(

Jij,τ
4

)

[

1− (2〈σi〉 − 1)2
][

1− (2〈σj〉 − 1)2
]

. ✭✽✳✺✮

✽✳✶✳✶ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✿ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s t❡st❡❞

✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✳ ❙❝❛tt❡r ♣❧♦ts ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛✲

t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✽✳✺✮ ✭❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧✮✳
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✭❛✮ τ = 0 ✭❜✮ τ = 1

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧✮ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ✭❛✮ τ = 0 ❛♥❞ ✭❜✮ τ = 1✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ N❂✶✵ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛ t✐♠❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ L❂✶✵✵✵ t✐♠❡ ❜✐♥s✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

♦❢ u❂✶✱ n❂✷✵✵✵✵ s✇❡❡♣s✱ sd❂✵✳✶ ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ τ = 0 ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶❛

❛♥❞ τ = 1 ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶❜✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t

❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✽✳✶✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✿ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s t❡st❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❙❝❛tt❡r

♣❧♦ts s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✭❉❛t❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭▼♦❞❡❧✮✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ N❂✶✵✵✱ L❂✶✵✵✵✱ u❂✶✱

n❂✽✵✵ ❡✈❡r② ▼❈ r✉♥✱ sd❂✵✳✵✹✱ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡s α❂✵✳✽✺ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ γ❂✵✳✵✷✺

❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❣✐✈❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ st❡♣s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

✇❛②✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❙❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢ ✭❛✮ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡s {mi} ❛♥❞ ✭❜✮ ✜❡❧❞s {hi}✳

✭❛✮ τ = 0 ✭❜✮ τ = 1

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❙❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s {ccij,τ} ❢♦r ✭❛✮ τ = 0 ❛♥❞ ✭❜✮ τ = 1✳

✭❛✮ τ = 0 ✭❜✮ τ = 1

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❙❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s {Jij,τ} ❢♦r ✭❛✮ τ = 0 ❛♥❞ ✭❜✮ τ = 1✳
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❚❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣s✳ ✽✳✷✕✽✳✹ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈✐♥❣

r❡❧✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ ✜❡❧❞s s✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣

r❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞

t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡t t❤❡♠ ❛❧❧ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✷❛ s❤♦✇s

t❤❛t ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭h ∼ −2.2✮ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡rr♦r✳

✽✳✷ ❘❡❛❧ ❞❛t❛

❚❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ {σi,t} ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✐❝❦❡r✐♥❣ ❝❤❡❝❦❡r❜♦❛r❞ st✐♠✉❧✐ ♣r♦✲

❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡t✐♥❛✱ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❜✐♥s δt ❂ ✶✵ ♠s✳ ❚❤r❡❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞

N = 185, L = 185000❀

N = 97, L = 185000❀

N = 61, L = 185000❀

✇❤❡r❡ N ✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ L ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s T = Lδt✳

✽✳✷✳✶ ❚✐♠❡ r❛♥❣❡ ✉❂✺

❚✐♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ τ = 0 t♦ τ = 5 ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❍❡r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡

❧❛r❣❡st r❛♥❣❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ u = 5 ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ N❂✶✽✺ ♥❡✉r♦♥s✱ L❂✺✵✵ t✐♠❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ n❂✸✻✵ s✇❡❡♣s ❡✈❡r② ▼❈ r✉♥✱ α❂✵✳✷✺ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✱ γ❂✵✳✵✷✺ ✜❡❧❞

❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ p̄❂✸✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❙❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢ ✭❛✮ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ✜❡❧❞s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
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■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✽✳✺ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✜r✐♥❣ r❛t❡s ✇✐t❤ ❣♦♦❞

❛❝❝✉r❛❝②✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞s ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡✳

✭❛✮ τ = 0 ✭❜✮ τ = 1

✭❝✮ τ = 2
✭❞✮ τ = 3

✭❡✮ τ = 4
✭❢✮ τ = 5

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❙❝❛tt❡r ♣❧♦ts ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ τ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺✳

❆❧s♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✭s❡❡ ❋✐❣s✳ ✽✳✻❛✕
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✽✳✻❢✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦✉t❧✐❡rs ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛❜s♦❧✉t❡

✈❛❧✉❡s✳ ❚❤♦s❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤②

❛r❡ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s s♦ ❤✐❣❤✳

✭❛✮ τ = 0 ✭❜✮ τ = 1

✭❝✮ τ = 2 ✭❞✮ τ = 3

✭❡✮ τ = 4 ✭❢✮ τ = 5

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ τ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❋✐❣s✳ ✽✳✼❛✕✽✳✼❢✱ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✱

✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❛❦✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦✉t❧✐❡rs ❢♦r ❧❛r❣❡r
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❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣s✳ ✽✳✻❛✕✽✳✻❢✳

✽✳✷✳✷ ❈♦✉♣❧✐♥❣s r❛♥❣❡

■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t✐♠❡✲s❝❛❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ♦✛✳ ❋♦r

t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s τ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ♥♦t

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

r❛♥❣❡✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ τ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛
✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❛t❛ ✭r❡❞✮✳ ✭N❂✶✽✺✱ L❂✺✵✵✱ u❂✺✱ α❂✵✳✷✺✱ γ❂✵✳✵✷✺✮✿ ✭❛✮ ❝♦♠♣❧❡t❡✱

✭❜✮ ✇✐t❤♦✉t ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✭❝✮ ♦♥❧② ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

❆s t❤❡ t✐♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ τ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s r❛♥❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✽✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛

✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✽✳✽❛ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ τ = 0 t♦ τ = 1✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛t

τ = 0 ✭Jii,0 = 0✮✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥❡✉r♦♥ ❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✳

■♥ ❋✐❣✳ ✽✳✽❜ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ■♥

❋✐❣✳ ✽✳✽❝ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r

t✇♦ ❣r❛♣❤s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✽✱ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❛t ✐s✱ ❡✈❡r② ♥❡✉r♦♥s ❤❛s ✐ts t✐♠❡ s❡r✐❡s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✐♥

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡

❛s τ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ τ ✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✳

✽✳✷✳✸ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡

❚❤❡ s②st❡♠ st✉❞✐❡❞ ✐s ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s②st❡♠s ❞♦ ♥♦t

♦❜❡② ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦♥ t✐♠❡✳



✽✳✷✳ ❘❊❆▲ ❉❆❚❆ ✺✾

❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❜❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Jij,τ ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

t❤❡ t✐♠❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt② Jij,τ = Jji,−τ ✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✿ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts ♦❢ Jji,τ ✈❡rs✉s Jij,τ ✳



✽✳✷✳ ❘❊❆▲ ❉❆❚❆ ✻✵

❚❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✾ ❛r❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛tr✐① Jij,τ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✲

♣♦s❡❞ ♠❛tr✐① Jji,τ ❢♦r τ = 1, 2, 3, 4, 5✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ②❡t✱ t❤❡ s②st❡♠

❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ♦❜❡② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠✉st ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧

❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

❆♥♦t❤❡r r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐s

♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❛♥❞♦♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ s♣✐❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

t❤✐s✱ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❛s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ✇♦r❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥

✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③❡r♦s ❛♥❞ ♦♥❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♦r❞❡r ✐s r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ ❛♥❞

t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ■❢ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐s r❛♥❞♦♠✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡

✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❧❧ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✾ t❤❡ r❡❞ ❞♦ts st❛♥❞s

❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts✳

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ r❛♥❞♦♠ s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✳

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❣❡ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❛t❛ ❛s τ

❣r♦✇s✳

✽✳✷✳✹ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❖♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs {hi; Jij,τ}✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❛♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

P (σ) =
1

Z
exp−βE(σ), ✭✽✳✻✮

✇❤❡r❡ β = 1/T ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ♥♦ ❞✐r❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ✐t ✐s

❥✉st ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

■♥ t❤❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜✉✐❧t✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s T = 1✳ ❙♦ t❤❛t✱

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ T = 1 ✐s t❤❡

s②st❡♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❣✐✈❡ n s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②✱

E(T ) =
1

n

n
∑

ν=1

Eν(σ, T ). ✭✽✳✼✮



✽✳✷✳ ❘❊❆▲ ❉❆❚❆ ✻✶

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱

〈m(T )〉 =
1

n

n
∑

ν=1

mν(T ) ✭✽✳✽✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r sνi,t = ±1✱

mν(T ) =
1

NL

∑

i,t

sνi,t =
1

NL

∑

i,t

(1− 2σν
i,t) = 1− 2〈.σν

i,t〉. ✭✽✳✾✮

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t✱

c(T ) =
1

NL

〈δE2(T )〉

T 2
✭✽✳✶✵✮

✇❤❡r❡✱ δE(T ) = E(T )− 〈E(T )〉✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s②st❡♠ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❞✐✈❡r❣❡s ❛t t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②

♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❛ ❢✉t✉r❡ ♣r♦❥❡❝t✳



✻✷

❈❤❛♣t❡r ✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ ■♥ t❤✐s ✜rst ♣❛rt✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦

s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❇❖▲❉ t❡♠♣♦r❛❧ s❡r✐❡s✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲s♣✐♥✲✢✐♣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❡❛❝❤

s♣✐♥ ❤❛❞ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ s♣✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❡r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ❜✉✐❧❞ ❢♦r t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❝r✐t✐❝❛❧✱ s✉❜❝r✐t✐❛❧✱ ❛♥❞ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧✳ ◆❡t✇♦r❦ ♠❡❛s✉r❡s

✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ◆❡✉r♦♣❤②s✐❝s ❣r♦✉♣ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛♠♣✐♥❛s ❛♥❞ t❤❡ ■s✐♥❣

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜r❛✐♥ ❞❛t❛ ✇❛s ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t

t❤❡ ❜r❛✐♥ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡✱ ♦r t❤❛t ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥

❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦

✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✜❡❧❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ st❛t❡s ❛s t❤❡ s♣✐♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠

❜r❛✐♥ ❤❛s t❡♠♣♦r❛❧ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ✐♥

♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❙♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ s♦♠❡❤♦✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐s t♦ st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t

t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❜r❛✐♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✱ ❧✐❦❡

❡♣✐❧❡♣s②✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
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❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥❡✉r♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐① ♠♦♥t❤s

✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❛t t❤❡ ➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ♦❢ P❛r✐s ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❉r✳ ❚❤✐❡rr②

▼♦r❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❤✐s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦r ❉r✳ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❱✐s✐♦♥

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❛r✐s✳ ❉❛t❛ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛ ♦❢ ♠✐❝❡✳ ❆

♠♦✈✐❡ ✇❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡t✐♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❛

♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛rr❛②✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛ r❛st❡r ♦❢ t✐♠❡ ❜✐♥s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♣✐❦✐♥❣ ♦r ✐♥ s✐❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❛t t✐♠❡ ❜✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦❞❡✲✇♦r❞✳

▼❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❝❧❛ss✐❝ s♣✐♥ ✇✐t❤ t✇♦ st❛t❡s✱ ✏✉♣✑ ✭s♣✐❦❡✮ ♦r ✏❞♦✇♥✑ ✭s✐❧❡♥❝❡✮✱

✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

▼❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜✉t ♥♦ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇❛s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡

t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦❞❡✲✇♦r❞ ❛s t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t♦

st✉❞② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜✉✐❧t tr❡❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♣✉tt✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts

♦❢ t✐♠❡✳ ❯s✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠

❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❛♥❣❡ ♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ st✉❞✐❡❞✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ♥♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱

s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t

❝r✐t✐❝❛❧✐t②✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳

■♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✉r♦♣❤②s✐❝s ❣r♦✉♣ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛♠♣✐♥❛s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❜r❛✐♥ ❞❛t❛✳ ◆❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭◆■❘❙✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

❢▼❘■ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❡♥tr♦♣② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
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❬✶❪ ❆❧❜❡rt✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❇❛r❛❜❛s✐✱ ❆✳ ▲✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s✳ ❘❡✈

▼♦❞ P❤②s ✼✹✱ ✶ ✭✷✵✵✷✮✱ ✹✼✕✾✼✳

❬✷❪ ❇❛r❛❜ás✐✱ ❆✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❛❦❡♦✈❡r✳ ◆❛t✉r❡ ✽✱ ✶ ✭✷✵✶✷✮✱ ✶✹✕✶✻✳

❬✸❪ ❇❛r❛❜ás✐✱ ❆✳ ▲✳✱ ❛♥❞ ❆❧❜❡rt✱ ❘✳ ❊♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❙❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ❘❛♥❞♦♠ ◆❡t✇♦r❦s✳

❙❝✐❡♥❝❡ ✷✽✻✱ ❖❝t♦❜❡r ✭✶✾✾✾✮✱ ✺✵✾✕✺✶✷✳

❬✹❪ ❇❛rr❛t✱ ❆✳✱ ❇❛rt❤❡❧❡♠②✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❱❡s♣✐❣♥❛♥✐✱ ❆✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss❡s ♦♥

❈♦♠♣❧❡① ◆❡t✇♦r❦s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❑✱ ✷✵✶✵✳

❬✺❪ ❇❡❣❣s✱ ❏✳ ▼✳ ◆❡✉r♦♥❛❧ ❆✈❛❧❛♥❝❤❡s ❆r❡ ❉✐✈❡rs❡ ❛♥❞ Pr❡❝✐s❡ ❆❝t✐✈✐t② P❛tt❡r♥s ❚❤❛t
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❬✹✷❪ ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✱
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❬✺✻❪ ❚❦❛↔✐❦✱ ●✳✱ ▼❛rr❡✱ ❖✳✱ ❆♠♦❞❡✐✱ ❉✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥✱ ❊✳✱ ❇✐❛❧❡❦✱ ❲✳✱ ❛♥❞

❇❡rr②✱ ▼✳ ❏✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ ▲❛r❣❡ ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ❙❡♥s♦r②

◆❡✉r♦♥s✳ P▲♦❙ ❈♦♠♣ ❇✐♦ ✶✵✱ ✶ ✭✷✵✶✹✮✳
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❬✺✼❪ ❚❦❛↔✐❦✱ ●✳✱ ▼♦r❛✱ ❚✳✱ ▼❛rr❡✱ ❖✳✱ ❆♠♦❞❡✐✱ ❉✳✱ P❛❧♠❡r✱ ❙✳ ❊✳✱ ❇❡rr②✱ ▼✳ ❏✳✱

❛♥❞ ❇✐❛❧❡❦✱ ❲✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢

♥❡✉r♦♥s✳ P◆❆❙ ✶✶✷✱ ✸✼ ✭✷✵✶✺✮✱ ✶✶✺✵✽✕✶✶✺✶✸✳

❬✺✽❪ ❱❛sq✉❡③✱ ❏✳ ❈✳✱ ▼❛rr❡✱ ❖✳✱ P❛❧❛❝✐♦s✱ ❛✳ ●✳✱ ❇❡rr②✱ ▼✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❈❡ss❛❝✱ ❇✳

●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡ ✐♥ r❡t✐♥❛ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s✳

❏ P❤②s✐♦❧ ✲ P❛r✐s ✶✵✻✱ ✸✲✹ ✭✷✵✶✷✮✱ ✶✷✵✕✶✷✼✳

❬✺✾❪ ❲❛tts✱ ❉✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❙tr♦❣❛t③✱ ❙✳ ❍✳ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✬s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞✬ ♥❡t✇♦r❦s✳

◆❛t✉r❡ ✸✾✸✱ ✻✻✽✹ ✭✶✾✾✽✮✱ ✹✹✵✕✷✳

❬✻✵❪ ❨❛❝♦✉❜✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❍❛r❡❧✱ ◆✳ ❍✐❣❤✲✜❡❧❞ ❢▼❘■ ✉♥✈❡✐❧s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ❤✉✲

♠❛♥s✳ P◆❆❙ ✶✵✺✱ ✸✵ ✭✷✵✵✽✮✳



✼✵

❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

●✐✈❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ Pr ❛♥❞ Pm✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s

DKL(Pr|Pm) =
∑

σ

Pr(σ) log
Pr(σ)

Pm(σ)
. ✭❆✳✶✮

■t ✐s ❛ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✐❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ❜✉✐❧t t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

s❛② Pr✱ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡①tr❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜✐ts t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡

s②st❡♠ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ Pm ✐♥ ❊q✳ ✭❆✳✶✮✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡

♠❡ss❛❣❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ S[Pr]✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ♦❢ Pr ❛♥❞ Pm✱ S[Pr, Pm] =

−
∑

σ Pr(σ) logPm(σ)✳

DKL(Pr|Pm) = −
∑

σ

Pr(σ) logPm(σ) +
∑

σ

Pr(σ) logPr(σ) ✭❆✳✷✮

= S[Pr, Pm]− S[Pr]. ✭❆✳✸✮

❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ❤❡r❡✿

✶✳ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ✿ DKL(Pr|Pm) ≥ 0❀

✷✳ ✐❞❡♥t✐t② ✿ DKL(Pr|Pm) = 0 ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ Pr = Pm❀

✸✳ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✿ DKL(Pr|Pm) ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Pr ❛♥❞ Pm❀

✹✳ ❝♦♥✈❡①✐t② ✿ DKL(Pr|Pm) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ Pr ❛♥❞ Pm✳
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Pr♦♣❡rt✐❡s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛♥② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

Pr♦♣❡rt② ✭✹✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❢♦r t❤❡

♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pm(σ)✳


