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Resumo

Nesse trabalho estudamos configuracoes geométricas de um cristal liquido bidimensio-
nal sobre substratos curvos. Em particular, estamos interessados na fase esmética-A desses
materiais, em que as suas moléculas sao organizadas em camadas. Isso é interessante pois
grande parte das propriedades de um cristal liquido, como as propriedades 6pticas e elas-
ticas, é afetada pela curvatura do seu substrato. Diferentemente dos esméticos no plano
euclidiano, em superficies curvas a presenca de curvatura gaussiana déa origem a defeitos
topologicos e grain boundaries na estrutura dos esméticos. Mostrarei essa interagao entre
curvatura e defeitos topoldgicos em algumas superficies no limite em que a contribuicao
a energia devido a compressao das camadas é muito maior do que as contribui¢oes prove-
nientes de outros tipos de deformagao. Nesse regime, o estado de menor energia é obtido
quando as camadas esméticas sao igualmente espagadas. Isso faz com que o vetor diretor
siga as geodésicas da superficie, o que leva a uma interessante analogia entre esméticos
e Optica geométrica. Além disso, é bem conhecido na comunidade de 6ptica que lentes
planas de indice de refracao nao-uniformes podem ser tratadas como superficies curvas,
cujas geodésicas se propagam da mesma forma que a luz se propaga na lente. Com isso,
pode-se fabricar, em principio, superficies com propriedades 6pticas especificas e, dessa
forma, construir texturas esméticas com diferentes defeitos e singularidades a partir da
extensa literatura conhecida de lentes.

Abstract

We study geometrical configurations of liquid crystals defined on curved bidimensio-
nal substrates. We are particularly interested in the smectics-A phase, whose molecules
are organized in layers. This is an interesting problem since many of the liquid crystal
characteristics, such as its optical and elastic properties, are affected by the curvature of
its substrate. Differently from the planar case, in curved surfaces the presence of Gaus-
sian curvature induces topological defects and grain boundaries in the smectic structure.
We will illustrate this interplay between curvature and topological defects for different
surfaces in the limit where the energy contribution due to the compression of the layers
is much larger than the contributions from other types of deformations. At this regime,
the ground state is obtained when the smectic layers are uniformly spaced. In this case
the normals to the layers follows geodesics of the surface. This leads to an interesting
analogy between smectics and geometric optics. Moreover, it is well known in the optics
community that flat lenses with nonuniform refractive index can be treated as curved sur-
faces, where their geodesics propagate in the same way that light propagates in the lens.
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Therefore, one can manufacture, in principle, surfaces with specific optical properties and
construct smectic textures with different topological defects and singularities by using the
extensive literature of known lenses.
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Introducao

Ao longo da histéria da ciéncia, a fisica e a matematica foram interlocutoras de uma
interessante historia. Tudo comegou com um ancestral comum, conhecido por filosofia
natural, numa época em que nao existiam divisoes, nem mesmo de cunho pedagogico,
entre fisica, matemaética e as demais areas modernas da ciéncia. No entanto, com o passar
dos anos a matemética foi se tornando cada vez mais abstrata, enquanto a fisica foi se
aproximando de suas aplicacoes e tecnologias, o que acabou rompendo esse casamento
entre as disciplinas. Foi somente entao no século passado, com o surgimento da fisica
moderna, que elas se reconciliaram e passaram a oferecer beneficios mituos.

A matemaética, por um lado, serve & fisica nao somente como uma caixa de ferramentas,
ela oferece um universo de conceitos e estruturas para a elaboracao de teorias fisicas. Por
outro lado, a natureza tem servido como a principal fonte de inspiragoes para a criagao das
teorias matematicas. Em particular, quando falamos de geometria e fisica, essa simbiose
revela-se ainda mais evidente. De fato, a geometria e a sua irma do mundo qualitativo,
a topologia, fornecem poderosos métodos, muitas vezes acompanhados de apelo visual,
que permitem aumentar a nossa compreensao de problemas fisicos. Particularmente,
nocoes geométricas tém desempenhado um papel muito importante na fisica da matéria
condensada. Exemplos incluem as fases geométricas, as anomalias quénticas, os isolantes
topologicos, os defeitos topologicos etc.

A fisica da matéria condensada mole [1] é uma subarea da matéria condensada que
compreende uma variedade enorme de sistemas fisicos que sao facilmente deformados por
compressao ou flutuagoes térmicas e inclui coldides, polimeros, espumas, géis, cristais
liquidos, etc. Nesses materiais os defeitos topoldgicos tém recebido notavel atengao de
fisicos e matematicos. Enquanto os matematicos desfrutam desses materiais como um
playground para brincar de geometria e topologia, os fisicos conseguem confrontar as
teorias de defeitos com a experiéncia, o que ainda ¢ muito dificil (ou até mesmo impossivel)
de se fazer considerando defeitos topoldgicos em teoria quantica de campos, por exemplo.
Dessa forma, resultados (tedricos e experimentais) em matéria condensada mole podem
ser usados como analogias em outras areas da fisica em que defeitos topoldgicos estejam

Xix



presentes.

Isso é particularmente interessante nos cristais liquidos, onde encontram-se os sistemas
classicos que descrevem materiais em estados intermediarios entre fluidos e cristais, pois
estes compartilham diversas analogias com a gravitagao [2-4|. Em [4] vemos, por exemplo,
que o estudo das trajetorias da luz ao redor de defeitos topologicos em cristais liquidos le-
vou a previsao de uma familia de cordas cosmicas assimétricas. Ja em [3] foram realizadas
verificagoes experimentais do mecanismo de Kibble para a formagao de cordas césmicas
em cristais liquidos. Isso mostra a forte interacao que existe entre cristais liquidos e a
teoria da gravitacao.

Enfatizei anteriormente que para investigar a fisica dos esméticos em superficies curvas
é necessario conceitos preliminares tanto da fisica quanto da matematica. Por esse motivo,
organizei o texto de modo a introduzir esses conceitos antes de abordar o problema em si.
Dessa forma, o Capitulo 1 fornece uma introducao a fisica dos esméticos do ponto de vista
da teoria da elasticidade. Os defeitos topologicos em matéria condensada sao estudados
no Capitulo 2 com o auxilio da teoria da homotopia (Segao 2.1-2.3). Veremos que a
classificacao dos defeitos é feita através do grupo fundamental do espago do parametro
de ordem (Secdo 2.4). Nos casos em que o grupo fundamental é o grupo aditivo dos
inteiros, é possivel associar uma carga aos defeitos. Analogamente as cargas elétricas, as
cargas topologicas podem decair ou se somar com outras cargas, mas sempre respeitando
a conservacao da carga topologica total. Em seguida, o Capitulo 3 aborda as principais
nocoes de geometria necessarias para o estudo dos esméticos em superficies curvas. E
aqui que surgirdo os conceitos de curvatura gaussiana (Segao 3.3) e de geodésica (Secao
3.4). Talvez o resultado mais notével desse capitulo seja o Teorema de Gauss-Bonnet
(Segao 3.5), que relaciona conceitos geométricos com conceitos topologicos e que sera de
grande importancia no Capitulo 4. Por fim, no Capitulo 4 investigarei a configuracao de
esméticos em diferentes superficies curvas, a fim de entender a interacao que ocorre entre
defeitos topoloégicos e a curvatura gaussiana do substrato. Veremos que nas situagoes
em que a distancia entre as camadas esméticas é muito pequena se comparada com as
distancias tipicas do sistema, os esméticos sao guiados pelas geodésicas da superficie. Isso
reduz o problema de encontrar as camadas esméticas em uma superficie curva ao de obter
as geodésicas dessa superficie, com determinadas condi¢oes de contorno, e entao obter a
familia de curvas ortogonais a ela, as quais representam as camadas esméticas. Isso foi
feito tanto analiticamente, no caso de superficies com um ntmero suficiente de simetrias,
quanto numericamente para superficies mais gerais.

Na Secao 4.2 apresento alguns dos resultados novos que obtivemos nesse trabalho. Ve-
remos que esses resultados mostram que a curvatura gaussiana é capaz de interagir com os
esméticos, produzindo defeitos topoldgicos em sua estrutura. Além disso, o fato de que o
vetor diretor segue as geodésicas do substrato leva a uma interessante analogia com 6ptica
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(Secao 4.1), onde as geodésicas desempenham o papel das trajetorias da luz e as camadas
esméticas das frentes de onda. Isso nos permite estudar fenémenos em esméticos usando
o extenso conhecimento acumulado na literatura de 6ptica. Ao levar essa analogia um
passo a frente, juntando com a equivaléncia existente entre lentes planas nao-homogéneas
e superficies curvas de indice de refra¢ao unitario (Se¢ao 3.6), tornou-se possivel construir
configuragoes esméticas com propriedades desejadas a partir das solugoes de lentes conhe-
cidas. Vale apena ressaltar que os resultados obtidos nessa secao, incluindo a concepcao
da idéia de usar solugoes de lentes para obter diferentes configuragoes esméticas em su-
perficies curvas, sao frutos originais desse trabalho. Essa idéia é explorada para diversas
lentes e os resultados e discussoes sao apresentados na Segao 4.3. As conclusoes sao entao
feitas no Capitulo 5.
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Capitulo 1

A fisica dos cristais liquidos

Os cristais liquidos, como o proprio nome sugere, sao fases da matéria com propriedades
intermediarias entre so6lidos e liquidos. Eles sao caracterizados pelas simetrias do seu
estado fundamental [5,6], ou seja, pelo grau de organizacao neles presente. Dessa forma,
um cristal liquido apresenta diversas fases de acordo com o grau de organizagao das
suas moléculas. Naturalmente, as fases menos organizadas possuem propriedades mais
evidentes de liquidos e sao as primeiras que surgem nas transformacoes de fase do liquido
para o cristal liquido (Figura 1.1).

increase increase
—_— —_—
lemperature temperature

Crystal Liquid Crystal Licpuid

Figura 1.1: Tlustracao das fases de um material que apresenta a fase de cristal liquido.
Figura retirada de http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/liquid_crystals/printall.

php.

A fase nematica (Figura 1.2) é resultado da primeira transi¢ao de fase do liquido para
o cristal liquido. Nela ndo h& ordem de posi¢ao (ou translacional), mas observa-se a
presenca de ordem direcional, ou seja, suas moléculas tendem a se alinhar a um campo
vetorial unitario N(r), conhecido como vetor diretor, fazendo com que o material se torne
anisotropico. Assim, as moléculas fluem livremente e as posicoes dos seus centros de
massa sao distribuidas aleatoriamente como em um liquido, mas sempre mantendo sua



ordem direcional de longo alcance.

Figura 1.2: Fase nematica. Figura retirada de http://en.wikipedia.org/wiki/Liquid_
crystal.

Ao continuar resfriando o cristal liquido, ocorre a transicao da fase nematica para a
fase esmética (Figura 1.3). Nesse caso, a ordem direcional é herdada dos nematicos e
surge também ordem translacional, fazendo com que as moléculas passem a se organizar
em camadas, nao sendo permitida a passagem de moléculas de uma camada para a outra.
Isso faz com que na diregao do vetor diretor N(r) o material se comporte como um soélido.
Por outro lado, na dire¢ao perpendicular ao vetor diretor N(r) as camadas deslizam umas
sobre as outras como em um sabao e dentro de cada camada o material se comporta como
um liquido.

Pode-se encontrar vérios subtipos de materiais esméticos na natureza. O chamado
esmético-A ocorre quando o vetor diretor é perpendicular & camada esmética, enquanto
que no esmético-C o vetor diretor faz um angulo nao nulo com a normal & camada.
Por outro lado, se cada molécula estd, em média, rodeada por seis outras, dispostas
nos vértices de um hexagono, e os hexdgonos formados pelos vizinhos de cada molécula
possuem lados paralelos uns aos outros, teremos o esmético-B. De particular interesse para
essa dissertacao é a fase esmética-A, que de agora em diante seré abreviada simplesmente
por esmética.

A presenca dos chamados defeitos topologicos nos cristais liquidos, ou seja, de singula-
ridades em seu vetor diretor, altera varias propriedades 6pticas e mecanicas do material.
Por esse motivo, eles sao muito importantes do ponto de vista prético e, portanto, torna-se
crucial estuda-los em detalhe. Experimentalmente, uma das maneiras de induzir defeitos
no cristal liquido é adicionando impurezas em sua estrutura. Dessa forma, suas moléculas
sao forcadas a se reorganizar a fim de se adaptar a presenca dessas particulas, levando
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Figura 1.3: Fase esmética-A (esquerda) e fase esmética-C (direita). Figura retirada de
http://en.wikipedia.org/wiki/Liquid_crystal.

a formacgao de singularidades e defeitos na estrutura esmética. Em substratos curvos, os
esméticos experimentam uma complexa interacao entre ordem e curvatura, fazendo com
que também aparecam esses defeitos e singularidades até mesmo na auséncia de impu-
rezas [7-9]. Como a curvatura e a presenca de defeitos alteram muitas das propriedades
Opticas e elasticas de um cristal liquido, tal fato se torna muito importante do ponto de
vista experimental e tecnologico, pois o crescimento de cristais é realizado sobre superficies
reais.

Para observar esses defeitos no laboratorio, os cristais liquidos podem ser analisados
colocando-os entre dois polarizadores de eixos cruzados perpendicularmente. O resultado,
conhecido como textura schlieren, é caracterizado por manchas claras e escuras (ou colo-
ridas se for usado luz branca) que revelam a orientagao molecular da amostra, conforme
ilustra a Figura 1.4. Terminagoes escuras de niimero par sobre um mesmo ponto sao a
assinatura da presenca de um defeito (mais detalhes no Capitulo 2).

Além dos defeitos, que sao singularidades no parametro de ordem, os cristais liquidos
podem apresentar singularidades na sua propria estrutura molecular. Essas singularidades
sao fronteiras que dividem regidoes com diferentes orientacoes moleculares e, por esse
motivo, sdo chamadas de grain boundaries (do inglés, “fronteira granular”). A Figura
1.5 mostra a imagem de um cristal na presenca de grain boundaries.

Para os propositos dessa dissertacao utilizarei o formalismo da teoria da elasticidade,
em que o cristal liquido é tratato como um continuum e todos os seus detalhes atomi-
cos e moleculares sao ignorados. Dessa forma, nossa abordagem aqui serda baseada na
termodindmica, em que o cristal liquido é modelado de maneira fenomenologica. Para



(a) Luz branca (b) Luz monocromatica

Figura 1.4: Texturas schlieren obtidas usando-se luz branca e monocromatica. Figura
retirada de http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/liquid_crystals/printall.php.

isso, precisamos de algum potencial termodinamico que descreva nosso sistema. Como a
maioria dos experimentos sao executados a temperatura e volume constantes, o poten-
cial termodinamico adequado é o funcional de energia livre F [1|. Assim, o equilibrio
termodinadmico corresponde ao minimo de F.

Uma maneira operacionalmente eficaz de se obter expansoes fenomenologicamente cor-
retas para F é obtida expandindo a densidade de energia livre f em torno de um ponto de
equilibrio e mantendo somente os termos de até segunda ordem que deixam f invariante
por transformacoes de simetria. Com isso, obtemos o funcional de energia livre integrando

a densidade f em todo o volume:
F = / fdv.

No caso da fase nemaética, esse funcional ¢ dado pela energia livre de Frank [1,5, 6]
1
Fn=3 /d3r[Kl(V N2+ Ky(N -V x N)2 + K3(N x V x N), (1.1)

onde os K; (i = 1,2,3) s@o constantes positivas, com dimensao de forga, da ordem de
107''N. Cada um dos termos da energia de Frank penaliza um tipo de deformacéo
do vetor diretor N(r) (Figura 1.6). O primeiro termo penaliza deformagoes na diregao
perpendicular de N(r), também conhecidas como deformagoes do tipo splay. O segundo
termo penaliza torcao, ou seja, a propriedade da molécula girar em torno do eixo que
passa pelo seu centro e é ortogonal & N(r). J& o terceiro termo penaliza curvatura ao
longo de N(r), também chamada de bend.



Figura 1.5: Os grain boundaries sao as linhas que delimitam as regioes do material. Figura
retirada de http://en.wikipedia.org/wiki/Grain_boundary.

Ja os esméticos, além do vetor diretor que descreve, na média, a dire¢cao das moléculas,
também apresentam ordem posicional. Isso pode ser descrito matematicamente pelas
superficies de nivel de uma funcdo ¢(x) = ndy, n € Z, que modula a densidade

2

p(x) = po + p1 cos (d—ocb(X)) , (1.2)

onde py é a densidade média, p; é o parametro de ordem e d; é o espacamento de equilibrio
entre as camadas. Portanto, na fase esmética temos

Vo
N=—"-. 1.3
Vol -
Consequentemente,
1
VxN:V<—)xV¢>. 1.4
Vol Y

Logo, o termo de tor¢ao que acompanha K5 é nulo, ja que V¢ esta na dire¢ao de N. Isso é
intuitivo e representa o vinculo geométrico que faz com que as moléculas permanegam pre-
sas na superficie. Do ponto de vista matemaético, esse resultado é expresso pelo Teorema
de Frobenius [10], o qual afirma que é possivel folhear um campo vetorial ortogonamente
se, e somente se,

N -V xN=0.

Como ja foi dito, a fase esmética também apresenta caracteristicas de sélido na direcao
de N devido a sua organizagao em camadas. Dessa maneira, no calculo da energia livre



Figura 1.6: Diferentes tipos de deformagoes dos nematicos: (a) splay em duas dimensoes,
(b) splay em trés dimensédes, (c) tor¢ao e (d) bend. Figura retirada de [1].

da fase esmética deve-se adicionar um termo a (1.1) que contabiliza a compressao das
camadas esméticas:
1 d — do

J—‘e:§/d3r[BeQ+K1(V'N)2+K3(NXVXN)QL c=—— (L)
0

onde B é o modulo de Young e d é o espacamento atual entre as camadas. A rigor,



deveriamos também incluir os termos com divergentes

na integral. No entanto, como resultado do Teorema de Gauss, obtemos integrais de
superficies que nao influenciam no problema de minimizagao da energia. Portanto, daqui
em diante nao faremos mais mengao a eles.

O nosso objetivo, entao, é encontrar a configuragao do estado fundamental de um mate-
rial esmético bidimensional, cuja altura é muito pequena em relagao as demais dimensoes
(podendo, portanto, ser desprezada), em superficies curvas. Em particular, também esta-
mos interessados em entender como ocorre a interagao entre a curvatura de uma superficie
e os defeitos topologicos do material, os quais serao discutidos com mais detalhes no ca-
pitulo seguinte.



Capitulo 2

Defeitos topolbgicos

A presencga de impurezas em materiais ordenados faz com que a sua estrutura atomica
ou molecular se reorganize a fim de se adaptar a presenga dessas particulas (veja a Fi-
gura 2.8). Isso leva a singularidades na diregao do vetor diretor N do sistema. A essas
singularidades damos o nome de defeitos topologicos.

Matematicamente, a classificacao dos defeitos topoldgicos é realizada com o uso de
grupos de homotopia, os quais fazem parte da grande area da matematica conhecida como
topologia algébrica, que utiliza a algebra para estudar problemas de cunho topologico [11].

Dessa forma, antes de discutir a fisica dos defeitos topoldgicos em matéria condensada,
é preciso introduzir alguns conceitos da teoria de homotopia. Nas Se¢oes 2.1-2.3 farei uma
introducao aos conceitos mais importantes dessa teoria. Por fim, na Secao 2.4 aplicarei
esses conceitos para estudar defeitos topoldgicos em cristais liquidos. Para mais detalhes
sobre a teoria de homotopia em matéria condensada confira as referéncias [12-14].

2.1 Grupos fundamentais

Seja a : I = [0,1] — X uma curva em X tal que a(0) = a(l) = z. A tais curvas
damos o nome de lacos baseados em zy. E possivel fornecer ao conjunto destes lacos uma
estrutura algébrica, da seguinte maneira.

Sejam « e [ lagos tais que a(1) = 5(0). Definimos o produto af por:

a(2s),
p(2s = 1),

IN
»
IA

aB(s) =

o= O
(VAN

V)

[N

— N~



Geometricamente, a curva a3 corresponde a percorrer a imagem de « e em seguida a de
p.

Definimos ainda o' (s) = a(1—s) para todo s € I, o que corresponde a percorrer o laco
a no sentido contrario. Por ultimo, definimos o elemento neutro como ¢,(s) = z, ou seja,
a imagem c, () é um ponto. Essas definices poderiam sugerir que o 'a = aa™' = ¢,.
No entanto, isso nao é verdade. Para de alguma forma obtermos sucesso na construcao
das operacoes de grupo, precisamos do conceito de homotopia.

Se existe uma fungao continua h : I x I — X tal que:

ho(s) = a(s), hi(s)=pB(s), Vsel, (2.1)
he(0) = he(1) = xy, Vtel, (2.2)

onde a e 3 sao lagos em xg, dizemos que existe uma homotopia entre o e § baseada em
To, representada por o ~ 5. Nessas condigoes, a e 3 sao ditas homotdpicas e a funcao h,
é uma homotopia em zy. Em outras palavras, dois lacos sao homotopicos se podem ser
deformados continuamente um no outro.

Notavelmente, a relacao a ~ 8 é uma relagao de equivaléncia e sua classe de equiva-
léncia [a] = {f|la ~ B} é comumente chamada de classe de homotopia de . De fato, a
relagao ~ satisfaz as propriedades:

- Reflexividade: « ~ «. A homotopia pode ser dada por h(s) = «a(s) para qualquer
el.

- Simetria: Seja a ~ [ com a homotopia h:(s) tal que ho(s) = a(s) e hi(s) = B(s).
Entao § ~ «, onde a homotopia é dada por hy_4(s).

- Transitividade: Seja o ~ 5 e f ~ . Entdo a ~ 7. Se fi(s) ¢ uma homotopia entre «
e e gi(s) é uma homotopia entre § e v, uma homotopia entre « e v pode ser dada por

1
th(S)) 0 S t S o
hi(s) = 1 2
ggt_l(S), 5 <t S 1.
Munido com o conjunto das classes de homotopia dos lagos em z, denotado por m1 (X, x),
e definindo a operacao [a][3] = [af], obtemos o chamado grupo fundamental. O grupo

fundamental é um grupo de fato, pois apresenta as seguintes propriedades:
- Associatividade: Uma homotopia fi(s) entre (a5)y e a(f7v) pode ser dada por

( 4s 1+t
a(1+t), O<s<—,
o) =4 Bas—t-1, o< 2r
4s —t — 2 2+1
V<ﬁ) R
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Portanto, podemos simplesmente escrever [af7] para denotar [(af)7] ou [a(57)].
- Elemento neutro: Definimos a homotopia

2s 1+t
0<s<-—"'
a<1+t)’ =T

1+t

) — <s< 1.
X 5 S >

fi(s) =

Obviamente essa é uma homotopia entre ac, e a. Da mesma forma, uma homotopia entre
ca e a é dada por

fi(s) = (23—1+t> 14
N1+ ) 2

Isso mostra que [a][c,] = [c:][a] = [a].
- Inversa: Definimos uma homotopia fi(s) por

1
a(2s(1 —1t)), 0<s< g,
hi(s) = 1 2
a(2(1 —s)(1 —1)), 3 <s< 1.
Naturalmente, fy(s) = aa™" e fi(s) = ¢, e, portanto,
[aa™"] = [d]la™] = [c.]-
Isso mostra que [a~'] = [a] 7"
Resumidamente, o grupo fundamental m (X, zg) é o grupo formado pelas classes de
homotopia em g, onde [c,] é o elemento neutro e, dado «, [a]™" = [a"'] é seu elemento
inverso.

2.2 Propriedades do grupo fundamental

Nessa se¢ao, apresentarei algumas das propriedades mais importantes do grupo funda-
mental. Vale a pena notar que o grupo fundamental foi construido em condig¢oes bastante
gerais. No entanto, se admitirmos espagos topologicos mais restritos (mas ainda gerais
o suficiente para que tenham grande aplicabilidade) poderemos provar propriedades inte-
ressantes.
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Nesse sentido, consideremos X um espago topologico conexo por caminhos (isto é,
um espaco em que quaisquer dois pontos xg,x; € X podem ser ligados por uma curva
continua « tal que «(0) = zg e a(1) = x1). Entdo, pode-se mostrar que sempre existe
um isomorfismo entre m1(X,xg) e m(X,z1). A demonstracao dessa afirmacao pode ser
encontrada em qualquer livro sobre homotopia. Com esse resultado, podemos omitir o
ponto base da homotopia em espagos conexos por caminho e escrever m; (X).

A homotopia de lagos pode ser facilmente generalizada para fungoes continuas. Sejam
X e Y espagos topologicos e f,g: X — Y fungoes continuas. Se existe uma outra fungao
continua F': X x I — Y tal que F(z,0) = f(z) e F(z,1) = g(x), f ¢ dita homotopica a
g e denotamos f ~ g. A funcao F' é chamada de homotopia entre f e g.

Dois espagos topologicos X e Y sao do mesmo tipo de homotopia, denotado por X ~ Y,
se existem funcoes continuas f: X - Y eg:Y — X taisque fog~idy e go f ~idy.
A funcao f é chamada de equivaléncia homotopica e g é a sua inversa.

Dessa forma, é possivel enunciar uma das propriedades mais importantes dessa secao:
se f: X — Y & uma equivaléncia homotopica entre X e Y, 7 (X, z) é isomorfo a
m (Y, f(z0)). Como corolario temos que o grupo fundamental é invariante sob homeomor-
fismos, ou seja, ¢ um invariante topolégico.

Nesse sentido, grupos fundamentais classificam espagos topolégicos de maneira menos
restrita do que homeomorfismos. No entanto, é preciso enfatizar que os grupos de ho-
motopia sao mais comumente usados em fisica para classificar mapas e configuragoes de
campo, nao espagos topologicos.

2.3 Exemplos de grupos fundamentais

Embora nao exista um procedimento sistematico para calcular o grupo fundamental, é
possivel obté-lo em alguns casos especificos a partir de consideragoes simples.

No caso da circunferéncia S* temos que o seu grupo fundamental é isomorfo aos inteiros;
m(X) = Z. Embora a demonstragao dessa afirmagao ndo seja exatamente 6bvia (veja
[11]), o seu conteudo pode ser facilmente compreendido. Suponha que enrolamos um
cilindro com um fio elastico. Se o fio circula o cilindro n vezes, entao essa configuragao
nao pode ser continuamente deformada em outra que circula o cilindro m # n vezes.
Além disso, se o fio circula o cilindro n vezes e depois m vezes, ele circula o cilindro n+m
vezes no total.

Outro espaco topolégico interessante é a reta projetiva real RP! que é o espaco topolo-
gico obtido a partir de identificagdo dos pontos de uma circunferéncia com suas respecti-
vas antipodas. Esse espago pode ser pensado como o semicirculo em que os extremos sao
identificados. Por essa razdo, a reta projetiva real RP! é topologicamente equivalente &
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circunferéncia S'. Assim sendo, o seu grupo fundamental também é isomorfo aos inteiros:
7 (RPY) = Z.

Além de RP', existem outros espacos definidos de maneira analoga mas de dimensées
superiores. A esses espagos damos o nome de espaco projetivo real e denotamos RP".
Dessa maneira, RP" é o resultado de S™ com os pontos p e —p identificados, p € S™.
No entanto, nesse caso RP" nao é topologicamente equivalente a S™. Alids, o seu grupo

fundamental é dado por:
Wl(RPn) = ZQ, n > 1,

em que Zs = {0,1} representa o espaco quociente de Z pela relagao de equivaléncia
r=y (mod 2), ou seja, Zy é o conjunto das classes de equivaléncia

a=lal ={zlr=a (mod 2)}.

Dessa forma, a operagdo x = y (mod 2) divide os inteiros em duas classes: a dos nimeros
pares e a dos ntimeros fmpares.

Uma classe importante de espacos topologicos é aquela formada pelo produto cartesiano
de outros espacos. Nesse casos, temos que se X e Y sao espacos topologicos, entao

(X X Y, (0, 40)) = m1 (X, 20) ® m1 (Y, %0), (2.3)

onde @ representa a soma direta. Para provarmos essa afirmagao, definimos as projegoes
P X XY >Xep: X XY =Y. Seaéumlago em X X Y no ponto (g, o), entao
a; = pi(a) é um lago em X no ponto zp e as = po(a) ¢ um lago em Y no ponto yo.
Reciprocamente, qualquer par de lagos a; de X em xp e as de Y em gy determina um
tnico lago a = (a1, az) de X x Y em (xg, o). Definamos um homomorfismo

¢ m (X XY, (z0,y0)) = m (X, 20) ® 71 (Y, 90)
o([a]) = o([a]) = ([ou], [a2]).

Por construcao ¢ admite inversa, portanto ¢ é o isomorfismo procurado.
Como aplicacio desse resultado, temos que o grupo fundamental do toro 7% = S' x S*

7T1(T2) = 7T1(Sl) D 7T1(Sl) = Z@Z

Da mesma maneira o cilindro X = S' x R apresenta o grupo fundamental

7T1(X) gZ@{G} =7.
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2.4 Defeitos topolégicos em cristais liquidos

Diferentemente da fisica de particulas, que tenta entender a matéria em busca dos
seus constituintes fundamentais, a fisica da matéria condensada busca explici-la através
do comportamento emergente da interacao de zilhoes de elétrons, dtomos e moléculas.
Para isso, é preciso olhar para as variaveis e graus de liberdade mais importantes. Essas
variaveis sao frequentemente reunidas no pardmetro de ordem, que é um campo (escalar,
vetorial ou tensorial) ¢ : X — M que mapeia pontos do espago fisico X no espago
abstrato M, denominado espa¢o do parametro de ordem. Em outras palavras, M ¢
definido como o espago de variagao do parametro 1 que ocorre sem nenhuma alteracao
na energia do sistema. E por esse motivo que esse espaco é também chamado de espaco
de degenerescéncia ja que todos os pontos nesse espago possuem a mesma energia.

Para elucidar melhor essa idéia, apresento alguns exemplos a seguir. O parametro de
ordem de um material ferromagnético bidimensional, por exemplo, é dado pelo campo
vetorial de magnitude constante que descreve a dire¢ao dos spins no material. O espaco
de degenerescéncia é entao uma circunferéncia em que todo ponto corresponde a uma
diregao do campo vetorial. Se u e © sao vetores ortonormais no plano, o parametro de
ordem pode ser dado por:

f(r) = tcos¢(r) + vsing(r).

O mesmo espago de degenerescéncia descreve o hélio-4 superfluido, em que o parametro
de ordem é um campo escalar complexo de magnitude fixa 1)y mas de fase ¢(r) arbitraria:

U(r) = o exp (ig(r)).

Nesse caso o espaco de degenerescéncia pode ser pensado como uma circunferéncia de
raio unitario no plano complexo. J& no caso de neméaticos bidimensionais, o parametro
de ordem é o vetor diretor N introduzido anteriormente, que toma valores no espaco
S'. No entanto, o vetor diretor possui simetria de inversdo; isso quer dizer que N e
—N representam o mesmo estado fisico. Portanto, o espaco topoldgico que descreve
corretamente os estados da fase nemética é a reta projetiva RP!, que é o espaco obtido
pela identificacdo dos pontos da circunferéncia p € S' com as suas respectivas antipodas
(Figura 2.1).

Quando o espaco M é degenerado, ou seja, formado por apenas um ponto, dizemos que
¥ (e portanto o proprio material) é homogéneo. No entanto, o campo 1(r) em geral varia
ponto a ponto, podendo ainda existir regioes do material em que 1 nao esta definido.
Essas regioes singulares sao os defeitos. Se esse defeito puder ser eliminado através de
transformacoes continuas no parametro de ordem v, de modo que a configuracao do campo
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Figura 2.1: Representacdo da variedade RP! em que os pontos P e P’ sdo identifi-
cados. Figura retirada de http://ieeexplore.ieee.org/ieee_pilot/articles/06/
ttg2009061457/article.html.

1 seja transformada em uma configuragao localmente homogénea, dizemos que o defeito é
topologicamente instavel. Por outro lado, se o defeito nao puder ser eliminado por trans-
formagoes continuas no parametro de ordem 1, dizemos que o defeito é topologicamente
estavel, ou simplesmente o chamamos de defeito topologico. Os defeitos topologicos podem
ser puntuais (sem dimensdo), lineares (unidimensionais) ou superficiais (bidimensionais).
Além disso, quando os defeitos topologicos sao causados por singularidades na posicao
das moléculas, dizemos que eles sdo deslocagoes (do inglés “dislocations”); quando sao
causados por singularidades na direcao das moléculas, eles sao chamados de desclinacoes
(do inglés “disclinations”).

Suponhamos que o espaco X esteja preenchido com o cristal liquido bidimensional a
ser estudado. Suponhamos também que exista um defeito topolégico nesse meio. Por
simplicidade, digamos que esse defeito seja puntual. Tracemos um laco a em torno do
defeito em X (Figura 2.2). Através do parametro de ordem v, o lago a ¢ mapeado em um
laco 8 = 1poa em M. E a partir dos lacos em M, mais precisamente do grupo fundamental
de M, que investigamos a topologia de M e, por conseguinte, classificamos os defeitos em
X. Se M apresenta buracos ou restrigoes na deformacgao de um lago qualquer (3, entao X
possui defeitos. Em outras palavras, o espaco X podera apresentar defeitos topologicos
sempre que existir uma classe de homotopia nao-trivial em M. Por outro lado, se todo
laco for homeotopico ao lago constante c,, entao o cristal liquido em X pode ser deformado
continuamente em uma configuracao que nao apresente singularidades em . Assim, para
cada classe de homotopia nao-trivial de M associa-se um defeito topoldgico. Dessa forma,
o grupo fundamental fornece informacao suficiente para uma classificagao do ponto de
vista da topologia para os defeitos em matéria condensada.

Consideremos como exemplo defeitos puntuais em um material neméatico bidimensi-
onal. Como o seu espaco de degenerescéncia ¢ M = RP!, o seu grupo fundamental ¢
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Figura 2.2: Lag¢o em torno de um defeito puntual em um cristal liquido (esquerda) e
o respectivo lago mapeado no espago do parametro de ordem (direita). As setas sao
apenas para fins ilustrativos, pois as moléculas de um cristal liquido nao diferenciam suas
extremidades. Figura retirada de [13].

71 (RP') =2 Z (veja a Secdo 2.3). Portanto podemos associar um ntimero inteiro a cada
defeito topolodgico possivel na fase nemética em duas dimensoes.

Por outro lado, se considerarmos defeitos de linha em um material nematico tridi-
mensional, essa situagao muda radicalmente. O espago de degenerescéncia passa a ser
RP?, que é o analogo tridimensional de RP' (Figura 2.3). O seu grupo fundamental &
71 (RP?) = Z, e, portanto, s6 existem duas configuracoes de defeitos possiveis: uma que
é possivel ser deformada continuamente em uma configuracao sem defeitos e outra em
que isso nao é possivel. Portanto, somente a ultima configuracao representa um defeito
topologico de fato.

Isso mostra que a classificacao dos defeitos topologicos é dependente da dimensionali-
dade do sistema em questao. De fato, alterar a dimensao do sistema fisico também altera
a dimensao do espago de degenerescéncia M, o que pode levar a uma diferenca muito
grande em sua topologia. Basta considerar, por exemplo, as topologias de S* e S?. Faca
um laco em volta de S* e tente reduzi-lo a um ponto (Figura 2.4). Repita o experimento
para S?. A dimensdo extra em S? permite reduzir todo laco a um ponto.

Ja no caso de interesse, ou seja, esméticos bidimensionais sobre uma superficie M, o
parametro de ordem é composto tanto pelo vetor diretor N : M — RP! quanto pela den-
sidade p(r) : M — S*. Obter o seu espaco de degenerescéncia envolve um procedimento
um pouco delicado e complicado, por isso nao apresentarei as suas demonstragoes que po-



P

Figura 2.3: Representacio da variedade RP? em que os pontos P e P’ sdo identifi-
cados. Figura retirada de http://ieeexplore.ieee.org/ieee_pilot/articles/06/
ttg2009061457/article.html.

derdo, no entanto, ser encontradas com mais detalhes em [15,16]. Utilizarei a regra geral
na qual o espaco de degenerescéncia de um meio ordenado ¢ dado pelo grupo quociente
entre o grupo de simetria total do funcional de energia G (grupo de estados desordena-
dos) pelo seu subgrupo H (grupo de estados ordenados), cujas transformagoes deixam
o parametro de ordem invariante. Simbolicamente, o espaco de degenerescéncia é dado
pelo grupo G/H. Para o grupo G, podemos escolher o grupo euclidiano E composto por
todas translacgoes e rotagoes do plano. Observemos que os esméticos apresentam simetria
continua ao longo das camadas e simetria discreta na direcao do vetor diretor N. Além
disso, devido a simetria de suas moléculas (N = —IN), eles também possuem simetria de
rotagdo de ordem 2 (grupo de simetria Cy), ou seja, sdo invariantes por rotagoes de m em
torno do eixo perpendicular ao plano que os contém. Portanto, o grupo de simetria dos
estados ordenados é dado por:

H= (R xZ)xCy,

onde X e x denotam os produtos direto e semi-direto, respectivamente. Devido ao iso-
morfismo entre Cs e Zs, podemos escrever

H = (R XZ) X Zs.

Observe que efetuar uma rotagao de 7 seguida por uma translacao por ¢ é equivalente
a uma translagao por —¢. Isso faz com que o espago de degenerescéncia apresente um
formato torcido. De fato, o grupo E/H dos esméticos é isomorfo ao espago topologico
conhecido por garrafa de Klein (veja a Figura 2.5), cujo grupo fundamental é dador por

m(E/H) =T x L. (2.4)

Portanto, os defeitos topologicos nos esméticos sao descritos pela dupla ordenada de ni-
meros inteiros (b, k), onde b caracteriza defeitos na orientagdo das moléculas (desclinagao)
e k na posi¢ao das moléculas (deslocagao).
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Figura 2.4: Diferenca na topologia de (a) S* e (b) S*. Figuras retirada de http://en.
wikipedia.org/wiki/Homotopy_groups_of_spheres.

Esse exemplo dos esméticos mostra que a aplicagao da teoria da homotopia para a
classificacao de defeitos topoldgicos em materiais com ordem translacional apresenta limi-
tagoes. Parte do problema é que essa teoria prediz a existéncia de defeitos que nao estao
presentes no sistema fisico. De fato, foi demonstrado em [17] que esméticos ndo podem
apresentar desclinagoes com carga b maior que +1 (veja a proxima segao) e, ainda assim,
cargas b > +1 sao preditas pela teoria da homotopia.

2.4.1 Cargas topolégicas

Nos casos em que o grupo fundamental é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros, os de-
feitos compartilham algumas semelhancas com cargas elétricas, ja que estas sao formadas
por miltiplos inteiros da carga fundamental (e ~ 1,6 x 107'°C). Esses defeitos podem ser
vortices em supercondutores, deslocacoes em cristais ou defeitos puntuais em materiais
ferromagnéticos isotropicos, nematicos e esméticos. Analogamente as cargas elétricas, os
defeitos possuem cargas topologicas. Matematicamente, a carga topologica é o grau de um
mapa ou o indice de Poincaré-Hopf, que é o niimero de voltas que o parametro de ordem
¥ (r) executa quando r percorre um circuito fechado em torno do defeito. Desta maneira,
as cargas podem ser expressas como funcionais do parametro de ordem e, por isso, sao
denominadas “invariantes topologicos analiticos”.

Como vimos, o parametro de ordem da fase nematica pode ser descrito pelo vetor

17



Figura 2.5: Uma representacio da garrafa de Klein imersa em R?.

diretor N. A carga topologica ¢ entao definida como [18,19]:

1 L fde (b)) = ¢la)
m—g (N,V)—%ﬁgds—in ,

onde V é um campo vetorial unitario qualquer, ¢ ¢ o angulo entre N e V e v é uma curva
definida no intervalo a < s < b tal que y(a) = v(b). Como em um nemético as moléculas
sao simétricas pela inversao N — —N, os valores possiveis para esta carga topologica sao
semi-inteiros (veja a Figura 2.6):

1 3

eZ—{Oi +1,+ }
m 5 — 0,5, &L, %5,... 5

No entanto, o conjunto Z ¢ isomorfo aos semi-inteiros %, pois para todo n € Z podemos

associar f(n) = 2 cujainversaé f~'(n) = 2n. Assim, também existe um isomorfismo entre

o grupo fundamental dos nematicos bidimensionais 7;(RP'), que classifica os defeitos, e
os semi-inteiros % que rotulam as cargas topologicas. Simbolicamente escrevemos

Z
7T1<RP1) = 5
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5=1/2 5=-1/2

Figura 2.6: Configuragao das moléculas dos neméticos na presenca de defeitos topologicos
de diferentes cargas s. Figura retirada de http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/liquid_
crystals/printall.php.

Isso mostra que podemos associar a cada defeito topologico (ou seja, a cada classe de
homotopia) uma carga topologica e, portanto, podemos classifica-los através dessas cargas.
Dessa forma, defeitos de cargas diferentes nao podem ser transformados um no outro de
maneira continua. Além disso, ja que o grupo m (RP') é isomorfo ao grupo aditivo dos
semi-inteiros, dois defeitos de cargas m; e ms podem se somar produzindo um tunico
defeito de carga m = my +msy. Analogamente, defeitos de cargas opostas podem se somar
aniquilando um ao outro.

Isso também ocorre, em parte, nos materiais esméticos, pois estes herdam o vetor
diretor da fase nematica. No entanto, em outros materiais, como os ferromagnéticos
por exemplo, que nao apresentam essa simetria de inversao (spins em sentidos contrarios
possuem estados fisicos diferentes), apenas valores inteiros para a carga topologica m sao
permitidos, pois configuragoes de carga fracionédria custariam energia infinita devido a
descontinuidade no campo de spins (veja a Figura 2.7).

Experimentalmente, esses defeitos topologicos podem ser induzidos em um cristal li-
quido através da adicao de particulas coloidais, que sao particulas que apresentam pelo
menos uma de suas dimensoes dentro do intervalo Inm a 1pm, ao material. Na presenca
de uma particula coloidal, as moléculas do material podem se reorganizar paralelamente
(alinhamento homogéneo) ou ortogonalmente (alinhamento homeotropico) a sua superfi-
cie, dependendo da natureza dessa particula e do proprio cristal liquido, fazendo com que
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Figura 2.7: Configuragao de spins (representados em azul) se houvesse um defeito puntual
de carga +% na origem. A descontinuidade (representada em vermelho) se extende ao
longo de todo o eixo x positivo. Para essa configuragao existir, seria necessaria uma
energia infinita.

aparecam defeitos na estrutura do material [20]. Um defeito de carga +1, por exemplo,
pode ser obtido colocando-se uma particula suspensa em um material cujo alinhamento é
homeotropico (veja a Figura 2.8).

Por fim, agora mostrarei que a carga topologica total m ¢é conservada. Para isso,
precisarei do conceito de caracteristica de Euler. A caracteristica de Euler y é um in-
variante topologico que descreve a forma de um espago topoldgico. Para um poliedro, a
caracteristica de Euler é dada por

x=V—-—A+F,

onde V', A e F representam o nimero de vértices, arestas e faces, respectivamente. Para
um poliedro simplesmente conexo y = 2. Para superficies (ou variedades) mais gerais,
a caracteristica de Euler pode ser obtida através da tridngulacao da superficie, ou seja,
da divisao da superficie em triangulos (cujas arestas sao geodésicas). Desse modo, basta
contar o nimero de vértices, arestas e faces de todos os tridngulos para calcular a carac-
teristica de Euler (Figura 2.9). Felizmente, existem teoremas na literatura que facilitam
esse calculo. Um deles afirma que a caracteristica de Euler de uma superficie compacta é
dada por:

x(g) =2(1-g),

[\
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Figura 2.8: Coldides (circulos em cinza) em um material nematico (moléculas em azul)
produzindo defeitos de carga +1. Figura retirada de http://cftc.cii.fc.ul.pt/
investiga.php?id=8.

onde g é o género da superficie, ou seja, o niimero de “buracos” nela presentes. Como
exemplo, temos y = 2 para a esfera, y = 0 para o toro de género g =1 e y = —2 para o
toro de género g = 2; veja a Figura 2.10.

Com isso, podemos enunciar o Teorema de Poincaré-Hopf que afirma que a somatoria
dos indices de cada singularidade de um campo vetorial sobre uma superficie compacta S
de género g é dado por [14,22]

Zmi = X(S5). (2.5)

No contexto de defeitos topologicos, isso equivale a dizer que a somatoéria das cargas topo-
logicas € igual a caracteristica de Euler do substrato S. Esse é um resultado notével e que
merece atencao. Enquanto que a origem da carga topolégica m é puramente analitica, o
conceito da caracteristica de Euler x(S5) é puramente topologico. Elegantemente, o Teo-
rema de Poincaré-Hopf estabelece uma conexao profunda entre areas da matemaética que
nao sao relacionadas a primeira vista. Como resultado temos que a carga topologica total
de um sistema depende somente da topologia do substrato em que esse sistema se encon-
tra. Portanto, dado um substrato, a carga topologica total sobre ele é conservada. Isso
implica que espagos com diferentes cargas topologicas totais nao podem ser continuamente
transformados um no outro.

2.4.2 Defeitos no laboratorio

Vimos no Capitulo 1 que uma das formas de analisar a configuracao de cristais liquidos
¢é através das texturas schlieren. Dessa forma, a partir dos padroes de manchas claras
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Figura 2.9: Triangulacao para o calculo da caracteristica de Euler. Veja que o valor de
x ¢ o mesmo independentemente da quantidade de tridngulos usados. Figura retirada
de [21].

e escuras, ¢ possivel determinar a existéncia de defeitos topolégicos no material e a sua
respectiva carga topologica. A Figura 2.11 mostra como seria a textura schlieren na
presenca de defeitos de diferentes cargas para cristais liquidos no plano. Observe que nos
exemplos da Figura 2.11 as texturas sao formadas por terminagoes escuras de niimero par
sobre o defeito, sendo quatro terminagoes escuras para os defeitos de carga +1 e duas
terminacoes para os defeitos de carga :I:%. Essa observacgao €, na realidade, um resultado
geral que se estende para defeitos de carga qualquer. Portanto, a existéncia de terminagoes
escuras de niimero par sobre um mesmo ponto em uma textura schlieren é a assinatura
da presencga de defeitos topologicos no material sob investigagao.

Outra coisa que também devemos notar na Figura 2.11 é que defeitos cuja a carga
tem o mesmo modulo, porém sinais diferentes, apresentam a mesma textura schlieren.
Essa degenerescéncia dificulta a determinacao do sinal da carga do defeito a partir dessas
informagoes. Para contornar esse problema, basta girar os polarizadores mantendo o
angulo entre seus eixos constante e igual a 90°. Dessa forma, se as terminagoes escuras
girarem no mesmo sentido que os polarizadores a carga sera positiva e se girarem no
sentido oposto a carga serd negativa.
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(b) g=1 (©) g=2

Figura 2.10: Exemplos de superficies com diferentes géneros. Figura retirada de http:
//en.wikipedia.org/wiki/Genus_(mathematics).

polariser

analyser

Figura 2.11: Textura schlieren de defeitos topologicos de diferentes cargas s. Figura
retirada de http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/liquid_crystals/printall.php.
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Capitulo 3

Um pouco sobre geometria

Nesse capitulo, introduzirei algumas ferramentas que serao necessarias para o estudo
das configuracoes de esméticos em substratos curvos, os quais serao estudados no Capitulo
4. Essas ferramentas sao partes de uma vasta e elegante area da matemética: a geometria
diferencial. Como o meu objetivo aqui nao é fazer uma anélise completa de toda a
sua extensao, tratarei somente dos topicos que serao de importancia adiante. O leitor
interessado pode consultar as demonstrac¢oes e outros detalhes em [18,19,21,23-25| ou
em qualquer livro de introdugao a geometria diferencial.

3.1 Conceitos basicos

Quando analisamos amostras de cristais liquidos, estes necessariamente estao vincula-
dos ao substrato no qual se encontram e, portanto, herdam destes muitas caracteristicas.
O processo de formagao de defeitos e grain boundaries, por exemplo, é completamente de-
pendente da curvatura do substrato. Seja o substrato curvo ou plano, matematicamente
ele pode ser descrito por uma superficie mergulhada em R®. Desta forma, é natural
comecarmos definindo o que é uma superficie.

Uma superficie parametrizada em R*® ¢ uma aplicacio X : U ¢ R* — R? (Figura
3.1), onde U é um aberto de R?, tal que X é diferencidvel (X € C*°). Além disso, para
que o plano tangente a superficie possa existir é preciso que para todo ¢ = (u,v) € U,
a diferencial de X em ¢, dX, : R? — R?, seja injetora. Em outras palavras, um vetor
tangente em U é levado em um tnico vetor tangente de X. Isso proibe que em um mesmo
ponto de aplicagao existam diferentes vetores tangentes na mesma direcao e garante que
a superficie X nao apresente bicos. Superficies com essa propriedade sao chamadas de
superficies regulares. Nesse trabalho s6 serao consideradas superficies regulares e, por esse
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motivo, sempre que for mencionado “superficie” leia-se “superficie regular.”

R3

X

Figura 3.1: Superficie parametrizada.

Esméticos bidimensionais sao representados por curvas sobre o substrato (superficie).
Para entedermos melhor o significado preciso dessa ultima sentenca, devemos ter em mente
o conceito de curvas sobre uma superficie. Uma curva a da superficie X é dada por

tes alt) = X (u(t), v(t)), (3.1)

ou seja, ¢ uma curva obtida pela parametrizacao dos parametros u e v da superficie por
um mesmo parametro t. Dessa forma, o traco de a esta contido sobre a superficie X
(Figura 3.2). A curva « é chamada regular se, para todo t € I C R, o vetor tangente,
definido por t = (1), for diferente de zero, ou seja,

t(t) = o/(t) # 0.

Nesse trabalho s serao consideradas curvas regulares. Como exemplo, as curvas ug —
X (ug,v) € vg — X (u,vy) obtidas ao fixar um dos parametros e variar o outro sdo, obvia-
mente, curvas regulares da superficie X e sao denominadas curvas coordenadas.

Fisicamente, é razoavel pensar que as propriedades intrinsecas de uma curva nao depen-
dem da maneira como a descrevemos. De fato, pode-se mostrar que a geometria de uma
curva nao depende de sua parametrizacao. No entanto, a escolha de uma parametrizacao
adequada pode simplificar signitivamente os calculos. Uma curva regular o : I — R?
sempre pode ser parametrizada pelo seu comprimento de arco s:

(1) = / o/ (Ot = ¢ — fo.
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. a(t)= x(a1(), a:(t))
(a(t), as(t))

Figura 3.2: Curva da superficie. Figura retirada de [18].

Em outras palavras, uma curva parametrizada pelo comprimento de arco é tal que
/ _
lo/(s)]| =1,

ja que % = | ”fi—‘j ||. O uso da parametrizac¢ao pelo comprimento de arco leva a grandes sim-
plificagoes na geometria de curvas, conforme veremos ao longo deste capitulo. Por isso, de
agora em diante assumirei, sem perda de generalidade, que toda curva esta parametrizada
pelo comprimento de arco, salvo mencao contraria.

A curvatura de uma curva « é definida como

o "

k(s) = [l (s)]l- (3.2)
Ela mede, de certa forma, o quanto uma curva se diferencia localmente de uma reta, ou
seja, 0 quanto uma curva se curva. O inverso da curvatura r(s) = ﬁ ¢ chamado de raio

de curvatura (Figura 3.3) e ao circulo tangente a curva no ponto P = «a(s) e de raio r(s)
damos o nome de circulo osculador.
Observe que, como « é parametrizada pelo comprimento de arco, temos

lo/ (s)I* = (o/(5), & (s)) = 1.
Derivando essa equagao em relagao ao parametro s, obtemos que
(a"(s),d/(s)) = 0.

Portanto, podemos definir um vetor unitario na dire¢ao de (), ou seja, normal & curva
a, para k(s) # 0, da seguinte maneira:

n(s) = . (3.3)



Figura 3.3: Circulo osculador de raio r no ponto P da curva C. Figura retirada de
http://pt.wikipedia.org/wiki/Curvatura.

Esse vetor é denominado vetor normal & curva em s. Dessa forma, os vetores tangente e
normal, denotados respectivamente por t(s) e n(s), sdo ortonormais e

t'(s) = a"(s) = k(s)n(s). (3.4)

Essa equacao é uma das formulas fundamentais da teoria de curvas e pertence as conhe-
cidas formulas de Frenet.

Ja que as curvas coordenadas sao curvas da superficie, as derivadas parciais X,(p) e
X,(p) (também denotadas como 9,(p) e 0,(p), respectivamente) sao vetores tangentes a
superficie X em p. Além disso, o conjunto de vetores {X,(p), X,(p)} forma uma base
vetorial para o espago tangente 7,X, que ¢ o conjunto de todos os vetores tangentes
a superficie X em p (Figura 3.4). Veremos a seguir que esses vetores detém toda a
informagao acerca das medidas sobre a superficie X, como o comprimento de uma curva
e a area de uma regiao.

O tensor métrico, ou métrica, ¢ a aplicagao g, : T, X x T, X — R definida como

9p(v1,v2) = (v, Va)yp, (3.5)

onde (-,-), representa o produto interno euclidiano no ponto p. Adotando a notagao de
Einstein, em que indices repetidos aparecendo em um mesmo termo implicam na somatoria
desse termo ao longo de todo o dominio do indice (podendo, portanto, omitir o sinal de
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Figura 3.4: Ilustragao do espago tangente 7,5 no ponto p. Figura retirada de http:
//www.professores.uff.br/katia_frensel/.

somatoria), escrevemos os vetores tangentes em componentes:
i
v = vl&-,
_J
Vg = v26j7
com i, j = 1,2. Assim, decorre da propriedade linear do produto interno que:

gp(v1,02) = VL (p)v3(p) 9 (p), (3.6)

onde
9i(p) = (9i,95)p (3.7)

sao as componentes do tensor métrico. Além disso, a métrica admite inversa e suas
componentes sao denotadas por g*:

gi;9"" = oF,

onde (52%C é a delta de Kronecker. Como a Equacao (3.6) vale para todo p, podemos abrevia-
la escrevendo:

g(vy,v9) = vivg Gij- (3.8)

Se a(t) = X(u*(t),u*(t)) ¢ uma curva sobre a superficie X, a taxa de variagio do com-
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primento de arco ao longo dessa curva é

= =l
= Vg(a/(t),o/(t))
[dut dud
=\ 57 a7 i
dt dt
Portanto, obtemos a expressao formal
ds? = gy;du‘du? (3.9)

que é usada para medir distancias sobre a superficie X. Além disso, vemos que o com-
primento L de uma curva, ou de um segmento de uma curva, definida no intervalo [a, b|
nao depende da maneira como essa curva é parametrizada. De fato, se 7 = h(t) é uma
mudanca de parametro da curva (1), cuja reparametrizagao é

B(t) = aoh(t),

entao
L= / 18/ ()t
- / o () 7 (1))
h(b)

_ / o (7) dr.
h(a)

A érea de uma superficie, ou de uma regiao da superficie, é outra quantidade numeérica
que deve depender somente da propria superficie e ndo da maneira como ela é parame-
trizada. De fato, a area A de uma superficie X definida no dominio U C R? é dada
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por:
A= / | Xy x X,||dudv
U

= / V(X x X,)? dudv
U

— [ VIR = (X0 X dudo
U

- / \/guugvv — GuvGuvu dudU
U

~ [ Vaslal @) dude,

onde det(g) é o determinante do tensor métrico. Como det(g) é um invariante algébrico,
segue da regra de mudanca de varidveis em integrais multiplas que a area A da superficie
X nao depende da sua parametrizacao.

3.2 Derivada covariante

A derivada covariante é parte essencial de toda a geometria. Muitas das nogoes im-
portantes, como a da curvatura de uma superficie que veremos a seguir, dependem em
tltima instancia desse conceito.

Qualquer definicao de derivada deve satisfazer a propriedade de linearidade e a regra
de Leibnitz (regra do produto). Introduziremos a derivada covariante como um conceito
primitivo satisfazendo essas propriedades. Se I'*°(T'M) é o conjunto de todos os campos
vetoriais suaves em uma variedade M, entdao uma conexao afim V é um mapa

V : I®(TM) x T°(TM) — I(T M) (3.10)
(X,Y) = VxV (3.11)

que satisfaz as propriedades

V(Y + Z) = VxY + VyZ, (3.12a)
VixanZ =VyZ +VyZ, (3.12b)
Vix)Y = fVxY, (3.12¢)
Vx(fY)=X[f]Y + fVxY, (3.12d)
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onde f : M — R é uma funcado diferenciavel arbitraria, X,Y,Z € I'*(TM) e X|f]
representa a derivada direcional de f na dire¢ao de X em um ponto p, definida por

p+tX) :65—2.9)

t=0

X[f Xt (3.13)

J= 3/
onde a segunda passagem foi obtida da aplicacao da regra da cadeia.

Dessa forma, a conexao afim induz a derivada VxY com as propriedades acima, cha-
mada de derivada covariante. Intuitivamente, o valor de VxY em um ponto p € M ¢ a
taxa de variacao de Y na dire¢ao do vetor unitario X (p).

Em uma variedade M existem infinitas maneiras de se definir uma conexao que satisfaga
as propriedades (3.12). Apesar disso, podemos restringir esse leque de opgoes se exigirmos
que tal objeto obedeca a algumas outras propriedades. Nesse sentido, uma conexao de
Levi-Civita é uma conexao tal que, para quaisquer X,Y, 7 € I'°(TM):

Vxlg(Y.2)] = g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ), (3.14)
[X,Y]=VyY — Vy X, (3.15)

onde [X, Y] é o colchete de Lie dos campos vetoriais X e Y, definido por:

(X Y]() = X(Y(f) =Y (X)), [eC=(M).

A propriedade (3.14), conhecida como compatibilidade da conex@o com a métrica, diz
que a métrica é preservada ao longo de qualquer curva sobre M e, portanto, dngulos e
areas também sdo mantidos constantes. J& a rela¢do (3.15) implica a simetria da conexao
e dos coeficientes de Christoffel, conforme veremos adiante, e esta ligada & auséncia de
torgao [24]. Salvo mengao contraria, nessa dissertagao so serao consideradas conexoes de
Levi-Civita.

A seguir ilustrarei os conceitos acima com alguns exemplos mais concretos. O exemplo
mais simples é o de campos vetoriais no espaco euclidiano E®. Nesse caso a derivada
covariante

V :T®(TE?) x T™(TE?) — I'™°(TE®)

de W = W0, com respeito ao vetor X em um ponto p é definida por

VxW == %W(p +tX)(0), (3.16)
_ %Wi(p - £X)(0)0), (3.17)
= X[W1o;, (3.18)
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ou seja, a derivada covariante é a derivada direcional do campo vetorial W na direcao de v,
que ¢ a derivada da Equagao (3.13) calculada para cada componente de W. Para mostrar
que (3.17) é de fato uma derivada covariante, basta verificar as propriedades (3.12). Para
isso basta verifica-las para cada componente da Equagao (3.18). Assim, da linearidade da
derivada usual, obtemos a propriedade (3.12a):

— . ) . . d . )
ViV + 7)) = X'+ 71 = (V' + Z)(p+£X)

t=0

Yip+tX)+ Z'(p+tX)]

~a .
= XY+ X[Z'|=VxY'+VxZ"

Utilizando-se da regra da cadeia, obtemos a propriedade (3.12b):

_ d
VixsyZ'= 2 Z'(p+H{X +Y))

YA . )
= 2 (XT 4 Y7

e (X7 +Y7)

YA YA
— J J

o T
= X[Z)+Y[Z) =VxZ' +Vy 2.

t=0

A relagao (3.12c) é obtida pela aplicagao direta da regra da cadeia e da regra do produto:

Vix¥' = (X = LY+ )

t=0

oyt d . .
— _ J

5 P T .
oY of . ;
—wﬂp“(%ﬂ)}mx

& .
_ J

oxd FX

= fX[Y] = fVxY"
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Por fim, verifica-se a propriedade (3.12d) aplicando novamente a regra do produto:

_ A
VxfY'=X[fY'] = &(fyl)(PthX)

t=0

. d .
Vit [V (p+1X)

d
= — +tX
dtf(p )t:O

= X[fIY' + [X[Y'] = X[f]Y" + fVxY.

t=0

Ja a derivada covariante de campos vetoriais definidos em uma superficie S imersa em
E? ¢ definido pela projecdo de (3.17) sobre a superficie S:

V :T®(TS) x I°(TS) — I'™(TS) (3.19)
(X,Y) = VxY =VyY — (VxY,N)N, (3.20)
onde 9 % 8
X
N—=— 22"
10w > 0yl

é o campo vetorial normal & superficie, também conhecido como mapa de Gauss, e VY
representa a derivada covariante do espago euclidiano definida pela Equacao (3.18). Geo-
metricamente, a defini¢ao (3.20) mede a taxa de variagao de um campo vetorial Y, definido
sobre a superficie S, na dire¢ao do vetor unitario X, também definido sobre S. Se ima-
ginarmos 7(t) como sendo a curva que descreve a posigao de uma particula vinculada a
superficie S, entao a derivada covariante V. ;)7 (t) tem o significado do vetor aceleracao
da particula sobre a superficie.

Novamente, para mostrar que (3.20) é uma derivada covariante, precisamos verificar se
ela satisfaz as propriedades (3.12). Dessa forma, temos:

Vx(Y+2)=Vx(Y +2)—(Vx(Y +Z),N)N
=VxY +VxZ— (VxY +VxZ N)N

=VxY +VxZ - (VxY,N)N — (VxZ,N)N
= VXy + VXZ,
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VxivZ =VxiyZ — (VxiyZ,N)N
=VxZ+VyZ—~(NxZ+VyZ N)N
=VxZ+VyZ— (VxZ N)N — (VyZ N)N
=VxZ+VyZ,

VixY =V;ixY — (VixY,N)N
= fVxY — f(VxY,N)N
= fVxY,

Vx(fY) = Vx(fY) = (Vx(fY), N)N
= X[fIY + fVxY — (X[f]Y + fVxY,N)N
= X[fIY + [VxY = X[f[{Y,N)N — f(VxY,N)N
= X[fIY + fVxY,

onde na tltima passagem usei que (Y, N) = 0, ja que Y e N sdo campos vetoriais tangente
e normal & superficie, respectivamente.

Embora até agora a derivada covariante tenha sido usada de maneira abstrata, sem a
necessidade de introduzir um referencial, é 1til expressa-la em coordenadas de um sistema
referéncia para facilitar os calculos. Para isso, suponhamos que {gii- (p)} seja uma base de
T,M. A derivada covariante de um vetor dessa base em relacao a um outro vetor dessa
base é novamente um vetor dessa base. Portanto, podemos escrever

V,0; = T0k, (3.21)

onde os coeficientes F sao chamados de simbolos de Christoffel. Além disso, da Equacao
(3.15) encontramos que

(05, 05] = V9,05 — Vo, 0;
= (T = T5)0k.

Como 0,0, f = 0;0;f, segue que:
Iy =T (3.22)

jio
ou seja, os simbolos de Christoffel sao simétricos nos indices inferiores.

Assim, para especificar a derivada covariante de campos vetoriais arbitrarios é suficiente
especifica-la para cada um dos vetores da base d; em relagao a 9;. Entao, usando a Equagao

34



(3.21) juntamente com as propriedades (3.12), encontramos para vetores genéricos X =
X'0;eY =Y70; que:

VXy - VXiai (Yjﬁj) (323)

= X'V(Y79,) (3.24)

= X'YIV,0; + X'0;V,Y’ (3.25)
inj ;0Y7

= X'YITE0, + X S0 (3.26)

Como o indice 7 no tltimo termo é mudo, podemos trocé-lo por k e obtemos

oY , ,

Y = (= +YITE ) X0, 3.27

vay = (G YIS ) X, (327

E possivel encontrar os coeficientes de Christoffel Ffj somente em funcao da métrica e
de suas derivadas a partir da compatibilidade com a métrica (veja a Equagao (3.14)):
0 — IGix _
oxt
Usando que os simbolos de Christoffel sao simétricos nos indices inferiores, pode-se resolver
a Equagao (3.28) explicitamente para Ffj:

Q_kl(agjl Ogu; agij).

Imkl5l = gimT - (3.28)

k. _
I = (3.29)

2 \ ozt " 027 Oxt

Concluirei esse capitulo introduzindo o conceito de gradiente em uma variedade. O
gradiente de uma funcao ¢ : M — R é por definicao o campo vetorial cujo produto
interno com qualquer vetor v em todo ponto p € M resulta na derivada direcional de ¢
na direcao de v, isto é,

v[¢] = (Vo,v). (3.30)
Na linguagem da algebra linear, dizemos que v[¢] é o vetor dual de V¢. Veja que, como
essa defini¢ao envolve o produto interno, ela deve depender da métrica da variedade M.
De fato, para V¢ = a'0; e v =170;, temos da Equacao (3.30):
8k¢ Uk = (Lin <8Z, 8j>
9;¢ = gijai
gjkaﬂﬁ = Qijgjkaz
7*0;6 = o;a’
I'd kajqb =a".
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Portanto, em termos das coordenadas em relagao ao espaco tangente, o gradiente é ex-
presso como:

Se M = E®, a base do espaco tangente {0} ¢ a base canonica de E® e a métrica se resume
a delta de Kronecker 9. Assim,

Vo =0;0e;, (espago euclidiano)

que ¢ a féormula do gradiente de uma fungao que nos é ensinada nos cursos de calculo.
Consideremos agora o exemplo da esfera de raio unitario. Uma parametrizacao possivel
para essa superficie é

X (0, ¢) = (sinf cos ¢, sin @ sin ¢, cos ), (3.32)

onde 0 <0 <7me0<¢p<2r. Com isso, podemos calcular a sua métrica:

goo = (g, 0p) = 1, (3.34)
Gop = (Dp, 0) = sin® 0. (3.35)

Portanto, o gradiente de uma funcao f : M — R fica

_of 9, 0f
Vf—6989+sm 08¢8¢.

3.3 Curvaturas de uma superficie

Introduzimos na Segao 3.1 a curvatura de uma curva pela taxa de variagao de seu vetor
tangente. No caso de superficies, procedemos de maneira analoga. Isso é esperado ja que
a geometria de uma superficie é localmente caracterizada pelas curvas nela contidas.

Analogamente as curvas em R®, a taxa de variacdo do vetor normal a uma superficie
é tudo o que precisamos para entender a sua geometria extrinsica, ou seja, a sua forma
como um objeto imerso R®. Se p é um ponto de X, entdo para todo vetor tangente v a
X em p, o operador de forma de X em p é definido como a derivada covariante de R? do
mapa de Gauss:

S(v) = —V,N. (3.36)

Assim, o operador de forma S(v) nos diz como ¢ a taxa de varia¢do do vetor normal N
ao longo de um vetor arbitrario v e, portanto, contém toda a informacao sobre como a
superficie X se curva em R?.
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A todo vetor unitario u tangente a X C R? em um ponto p, podemos associar o niimero
kn(u) = (S(u), u), (3.37)

que é chamado de curvatura normal de X na direcao de u. Essa grandeza mede a curvatura
de uma curva, cujo vetor tangente é u, na direcdo de N (veja a Equacao (3.38) a seguir).
Ela também pode ser pensada como a curvatura da curva formada pela interseccao da
superficie X com a segdo normal (plano que corta a superficie ortogonalmente).

Isso permite decompor a Equagao (3.4) em duas componentes:

t'(s) = k(s)n(s) = k,N + k,(t x N). (3.38)

O coeficiente k, ¢ chamado de curvatura geodésica e mede a curvatura sobre o plano
tangente, na direcao do vetor t x N. Em outras palavras, k, = 0 significa que a aceleragao
da curva é normal a superficie.

Dentre todas as diregoes do versor u, existem duas delas para os quais a curvatura
normal k, admite valores maximo e minimo. A esses valores damos o nome de curvaturas
principais de X em p, os quais sao denotados por k; e ky. As diregoes em que a curvatura
normal k, atinge um extremo sao chamadas de dire¢oes principais de X em p e os vetores
unitarios nessas dire¢oes sao chamados de vetores principais de X em p. A Figura 3.5
ilustra esses conceitos.

Figura 3.5: Curvaturas principais. Figura retirada de http://geology.gsapubs.org/
content/35/6/519/F1.expansion.html.

No que segue, veremos que as curvaturas principais sao os auto-valores do operador
linear S e os vetores principais sao os respectivos auto-vetores. Dessa forma, o céalculo
da geometria de uma superficie em R® se resume a operacio algébrica de diagonalizar o
operador S.
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Teorema 1. 1) Se p € um ponto tal que ki = ko, entdo o operador de forma S em p
¢ apenas a multiplicacao pelo escalar k = ki = ky.

2) Se p € um ponto tal que k1 # ko, entdo existem exatamente dois vetores principais
ortogonais entre si. Além disso,

S(Gl) = klel, (339)
S(Gz) = kgez. (340)
Desse resultado, vemos que os invariantes algébricos possuem uma interessante inter-

pretacdo geométrica. De fato, eles definem as curvaturas gaussiana e média de X C R?
da seguinte maneira:

K=detS = klkg, (341)
H:%Tﬁ:@, (3.42)

respectivamente.

A curvatura gaussiana K sera de grande importancia no Capitulo 4. Intuitivamente, ela
mede a forma geométrica local de uma superficie. Isso pode ser visto quando consideramos
o seu sinal. Se K > 0, significa que as curvaturas principais tem o mesmo sinal, ou seja,
elas se curvam na mesma direcao e por isso a superficie apresenta, localmente, a forma
de uma esfera (veja a Figura 3.6). Da mesma maneira, quando K < 0, as curvaturas
principais possuem sinais opostos e, portanto, a superficie possui localmente o formato de
uma sela. O caso em que K = 0 indica que uma das curvaturas principais é nula e por
isso a sua geometria é localmente parecida com um cilindro ou, ainda, um cone.

3.4 Geodésicas

De todas as curvas da superficie, de particular interesse para nos sao as geodésicas.
Geodésicas sao as “retas” de uma superficie, ou seja, sdo as curvas que minimizam (lo-
calmente) o caminho entre dois pontos. Dessa forma, elas capturam de maneira essencial
o conceito de reta. Fisicamente, uma geodésica pode ser pensada como sendo a curva
descrita por uma particula sujeita apenas a forca de vinculo da superficie. Mais preci-
samente, uma curva v sobre X C R* é uma geodésica da superficie se, e somente se, a
sua aceleracao v” for sempre normal & X. Lembrando da definicao de derivada covariante
(Equagao (3.12)), vemos que matematicamente podemos expressar essa condigdo como

V., =0. (3.43)
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Figura 3.6: Da esquerda pra direita: uma superficie de curvatura gaussiana negativa
(hiperboloide), uma superficie de curvatura gaussiana nula (cilindro) e uma superficie de
curvatura gaussiana positiva (esfera). Figura retirada de http://en.wikipedia.org/
wiki/Gaussian_curvature.

Isso quer dizer que ao percorrer uma geodésica a aceleracao s6 altera o vetor velocidade
na dire¢ao perpendicular a superficie.

Outra maneira de caracterizar uma geodésica ¢ através da sua curvatura geodésica,
que foi introduzida na Equagao (3.38). Dessa forma, uma curva v ¢ uma geodésica se, e
somente se, a sua curvatura geodésica ¢ identicamente nula (k, = 0). De fato, vemos da
Equacao (3.38) que a aceleragao de uma certa curva da superficie é ortogonal a superficie
se, e somente se, a curvatura geodésica k, for identicamente nula.

Outra analogia que as geodésicas possuem com as retas do espaco euclidiano é a se-
guinte. Da mesma forma que as retas sao as curvas que minimizam o caminho entre dois
pontos no espaco euclidiano, as geodésicas minimizam localmente o caminho entre dois
pontos em superficies curvas. Assim, se v é uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco em X que conecta os pontos P = 7(s;) e Q = v(sy), si,5y € I C R, tal que
v é o menor caminho entre P e (), entao v ¢ uma geodésica. Isso pode ser entendido
intuitivamente se imaginarmos uma particula se movendo sobre a superficie X cuja forca
resultante sobre ela é somente a for¢a de vinculo, ou seja, a forga normal. Para os ha-
bitantes da superficie essa for¢ga nao é percebida e para movimentos sobre a superficie a
particula pode ser tratada como livre.

Observe, no entanto, que a reciproca desse resultado s6 é verdadeira localmente, isto
é, se v ¢ uma geodésica, a distancia entre os pontos P e () ¢ um minimo local. De fato,
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consideremos a esfera de raio unitario parametrizada da mesma forma que na Equagao
(3.32). Os vetores principais sao:

0y = (cos d cos ¢, cos O sin ¢, — sin 0),
Jp = (—sinfsin ¢, sinf cos ¢, 0).

Com isso, calculamos o mapa de Gauss

8@ X 8¢ . . .
N =——""-=(sinf cos ¢,sinfsin ¢, cos §).
195 > 0|

Counsideremos o circulo maximo
v(s) = (sin s, 0, cos s)

sobre a esfera obtido através da parametrizacao 6(s) = s e ¢(s) = 0. A aceleracao dessa
curva é dada por
7"(s) = (—sins, 0, — cos s).

O mapa de Gauss ao longo de v é
N = (sins, 0, cos ).

Logo, vemos que
7'(s) x N

e portanto v é uma geodésica da esfera. Por simetria, podemos concluir que qualquer
circulo maximo, ou qualquer arco de um circulo méximo, de uma esfera é uma geodésica.
No entanto, como mostra a Figura 3.7, nem todo arco de um circulo maximo minimiza o
caminho globalmente.

Uma isometria f : M — N é um difeomorfismo (ou seja, uma aplicagdo bijetora
diferenciavel com inversa diferenciavel) entre variedades M e N que preserva o produto
interno, isto é,

(u, v)p = (dfp(u), dfp(v)) s o),
para todop € M e u,v € T,M. Se existe uma isometria entre as variedades M e IV, entao
elas sao ditas isométricas. Intuitivamente, uma isometria é uma transformacao de uma
superficie em outra tal que todas as medidas de comprimento sao mantidas constantes.

Como consequéncia imediata dessa defini¢ao, temos que a métrica é invariante perante
isometrias. Dessa forma, ja que os simbolos de Christoffel dependem somente da métrica
da variedade (Equagao (3.29)), geodésicas de M sao levadas em geodésicas de N através
de isometrias.
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Figura 3.7: Em linha cheia esta representada uma geodésica que minimiza o caminho e
em linha interrompida uma geodésica que minimiza o caminho apenas localmente. Figura
retirada de http://www2.rdrop.com/ half/Creations/Puzzles/cone.geodesics/.

Superficies que sao isométricas ao plano simplificam bastante o nosso trabalho, pois
é geralmente mais facil trabalharmos nesse espago e entao realizarmos a transformacgao
inversa de volta para a superficie. Devido a essa isometria, tais superficies podem ser
abertas sobre o plano sem que no entanto ocorra distor¢ao (isto é, sem comprimir nem
esticar) e por isso sdo chamadas de superficies desenvolviveis. Isso nos permite obter as
geodésicas a partir das retas do espaco euclidiano, o que por sua vez é muito mais simples
do que resolver as equagoes diferenciais que veremos a seguir. Esse resultado serd muito
util na hora de encontrar configuracoes esméticas sobre o cone.

Por outro lado, para obter as geodésicas de superficies genéricas é preciso resolver a
equagao diferencial (3.43). Para obter a equagao diferencial em termos das coordenadas
de 7, basta utilizarmos as propriedades da derivada covariante:

Vo = Vo (i)

(Vi) )0; + 47V .0,
= i/ 0; + W'V 0,

= i 0; + W' TL0,

= (i + @/ 0'Tf) 0, = 0.

Portanto,
Put L dutdu
ds? Y ds ds
Quando a superficie se trata de uma superficie de revolugao é possivel utilizar uma
alternativa mais simples as equagoes diferenciais da Equagao (3.44) através do Teorema
de Clairaut, enunciado a seguir.

=0, k=12 (3.44)
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Teorema 2 (Teorema de Clairaut). Seja v uma geodésica em uma superficie de revolugdao
X, r a distdncia entre um ponto de X e o eizo de rotagio e o o dngulo entre 7' e o
meridiano de X (Figura 3.8). Entio, A = rsina € constante ao longo de . Além
disso, se X estiver parametrizada pelas coordenadas polares (r,$), entao as equagoes da
geodésica serao

dp A
d 1 A2

el N - =, (3.46)
ds L+ f/(r)? r

onde z = f(r) € o perfil da superficie X. Reciprocamente, se rsina é constante ao longo
de uma curva v da superficie, e se nenhuma parte de v € parte de algum paralelo de X,
entao vy € uma geodésica.

Demonstracao. A métrica em coordenadas cilindricas é dada por

ds® = dr? + r?d¢* + dz* (3.47)
= dr® 4+ r2de¢® + f/(r)dr? (3.48)
= (14 f'(r)>)dr® + r*d¢*. (3.49)

Assim o comprimento ao longo de uma geodésica parametrizada por r = r(t) e ¢ = ¢(t)
é:

/ \/(1 + )i + 242 dt. (3.50)

Como estamos procurando as geodésicas de X, precisamos minimizar esse funcional, cuja
lagrangeana é

L(r,i,8) = /(1 + f2)i + 1242,

Como ¢ é uma variavel ciclica, ou seja, Z(r, 7, d)) nao depende de ¢, as equagoes de
Euler-Lagrange fornecem:

d (aozﬂ) 0¥

7\a5) =9
d r’¢ 0
dt \/(1+f’2)¢2+r2q32
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Como toda curva admite parametrizacao pelo comprimento de arco s, podemos tomar
t = s, de modo que

\/(1 + )i +r2¢2 = 1.
Portanto, obtemos a seguinte lei de conservacgao:
. A
¢ = ﬁ)
onde A é uma constante real ao longo de cada geodésica. Assim a Equacao (3.45) é
verificada. Além disso, manipulando a Equacao (3.49),

1=(1+f?) (%) r’ (%)

dr 1—1r2 (ii’)
— (&) Tl

dr R d<;5
&

que é a Equacao (3.46). O sinal na ultima igualdade depende se a coordenada r(s) da
geodésica cresce ou diminui ao longo do parametro de arco s. Irei adotar o sinal negativo
(isto &, quando r diminui com s). As Equagoes (3.45) e (3.46) formam o vetor tangente
a geodésica:

V(s) =1"(8)X; + ¢'(s) X (3.51)
Para podermos calcular o angulo entre a geodésica 7(s) e o meridiano, também precisamos
do vetor tangente ao meridiano. Seja [(s) = X(r(s),¢(s)) a curva que descreve um
meridiano de X em ¢(s) = ¢y = constante. Entao o vetor tangente é dador por

B'(s) =1"(s)X, + ¢'(s)X
1

—X,.
i

Como ~'(s) e #'(s) sao unitarios, o angulo ¢ entre a geodésica e o meridiano é dado por

cos ) =1'(s) - B'

:[ \/ X+ X¢
1+f/2
vl—r—z

e
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Portanto )

A
r

Com isso concluimos a prova do teorema. O

Figura 3.8: Superficie de revolugao ilustrando o Teorema de Clairaut. Figura retirada

de [19].

O motivo da simplicidade das equagoes do Teorema 2 em comparagao com as Equagoes
(3.44) é que essas sao resultado de uma primeira integral fornecida pela constante A =
rsin . Essa constante é consequéncia do Teorema de Noether devido a simetria de rotagao
da superficie e fisicamente representa o momento angular de uma particula de momento
linear unitario se movendo livremente sobre a superficie.

Veremos no Capitulo 4 que geodésicas convergentes produzem grain boundaries nas
camadas esméticas. Do ponto de vista local, isso pode ser introduzindo os campos de
Jacobi, os quais sao usados para estudar o comportamento de geodésicas na vizinhancga
de uma dada geodésica v. Se 7, é uma familia de geodésicas, sobre uma superficie S,
indexadas pelo parametro 7, tal que vy = v, entao o campo de Jacobi é definido por:

~ 07-(s)
5(8) - 87_ o
e satisfaz a equacgao diferencial:
0%¢
> K .52
952 £, (3.52)

44



onde K ¢é a curvatura gaussiana da superficie S. De certa forma, o campo de Jacobi
&(s) mede, para todo s, a distancia entre duas geodésicas vizinhas (veja Figura 3.9).
Portanto, regides de S em que K é positivo (negativo) produzem geodésicas convergentes
(divergentes).

Figura 3.9: Ilustragao da Equagao de Jacobi.

3.4.1 Geometria de camadas

Nesta subsecao, veremos algumas nogoes rudimentares sobre folheagoes de superficies.
Isso sera usado no Capitulo 4 para descrever as camadas esméticas em superficies curvas.
Do ponto de vista geométrico, modelaremos tais camadas como curvas de nivel de uma
fungao ¢(u,v), ¢ : M — R.

No Capitulo 4 veremos que no nosso contexto as camadas esméticas podem ser consi-
deradas igualmente espagadas. Matematicamente, isso significa que ||V¢|| = constante.
Intuitivamente, como o gradiente V¢ aponta para a direcao de méximo crescimento de ¢ e,
além disso, é ortogonal a familia de curvas dessa fungao (camadas), sua magnitude || V||
mede, essencialmente, o modulo da velocidade das camadas na direcao perpendicular a
elas. Logo, se ||[V¢|| é constante, segue que as camadas sao igualmente espagadas.

Por simplicidade, adotarei que ||Vé|| = 1, que pode ser obtido através de uma simples
renormalizacao de ¢. Com isso, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1. Seja v,(s) uma familia de curvas de uma superficie M, tal que v, é
parametrizada pelo comprimento de arco para todo pardmetro fizo o. Se as curvas de
nivel de uma fungio ¢ : M — R forem ortogonais a familia de curvas v,(s), entio as
sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1) As camadas de ¢ sao igualmente espagadas;

2) Fizado o, a curva v,(s) € uma geodésica da superficie.
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Demonstracao. (1 < 2) Seja o uma curva arbitraria ligando os pontos A = 7,(s4) e
B = ~,(sp), para o fixado. A diferenga da fungao ¢ nesses pontos ao longo da curva « é
dada por

Ap =dp—¢a= /A d¢ = /A Vo(a(s)) - o/(s)ds < /A IVe(als))lllla’(s)]ds.

Por hipotese temos que [|[V¢|| = 1, entao
A¢ < L(a), (3.53)

onde L(«) denota o comprimento da curva « entre os pontos A e B. Por outro lado, como
V¢ e v, (s) estdo na mesma diregao e usando novamente que ||V¢| = 1, obtemos:

B B V B B
L(v,) = / () llds = / ﬁ-%@ds: / V6, (s)ds = / 16 = Aé. (3.54)

Portanto, vemos das Equagoes (3.53) e (3.54) que:
L(vs) < L(a),

para toda curva a. Isso significa que o comprimento do caminho é minimo para a curva
Yo €, por isso, ela ¢ uma geodésica.
Reciprocamente, definamos a funcdo F : U C R? — M tal que

Yo (s) = F(o,s), Vo fixo.

As curvas ¢y, (0) = F(0, sg), obtidas fixando s = sg, sdo ortogonais as geodésicas v,(s).
De fato, se escolhermos cy(0) de modo a coincidir com uma dada camada, obtemos que
g(co(0),7.(0)) = 0, por hipotese. Disso, segue que

) = (54000 ) + 9l 0), Tt (5)
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onde usei a defini¢ao de geodésica (V., v, = 0) e que ||7,(s)|| = 1, ja que ela é parame-
trizada pelo comprimento de arco. Isso mostra que as curvas cs(o) sao, de fato, sempre
ortogonais as geodésicas para qualquer o. Logo, elas coincidem com as camadas. Dessa
forma, as camadas podem ser rotuladas por s, que é justamente o parametro que mede o
seu espagamento. Portanto, tais camadas sao igualmente espagadas. Assim concluimos a
demonstracao dessa proposicao. O

Esse resultado sera muito importante do ponto de visa operacional no Capitulo 4.
Conforme veremos, o processo de construgao da configuragao esmética tornar-se-a4 com-
pletamente sistematico gracas a ele.

3.5 O Teorema de Gauss-Bonnet

O Teorema de Gauss-Bonnet afirma que integrando a curvatura geodésica k, em torno
de um circuito fechado, podemos calcular a curvatura gaussiana total da superficie deli-
mitada pelo circuito. Mais precisamente, o teorema afirma que:

/ KdA + / kyds = o, (3.55)
M oM

onde OM denota a fronteira da regiao M.

Observe que se aplicarmos o Teorema de Gauss-Bonnet para um circuito muito pequeno
centrado em um ponto zo = X (ug,v9) € M, poderemos calcular a curvatura gaussiana
nesse ponto. De fato, digamos que o circuito seja dado por

OM = {X (u,v) : (u—up)* + (v —1p)* < €},

onde € é positivo e arbitrario. Dessa forma, quando ¢ — 0, a curvatura gaussiana K se
torna aproximadamente constante em M. Ja que K é continua, podemos escrever:

/ KdA =~ K(Uo,vo)/ dA = K(Uo,Uo)A.
M M

Portanto,

2m — kqd
K(UO,UO)AvL/ kyds =21 = K(ug,v9) = ™= Jour o 57
oM A

onde A é a érea total da regiao delimitada por OM. Isso é notével ja que a curvatura
geodésica k, pode ser medida sem o uso do vetor normal. Em outras palavras, o fato da
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curvatura geodésica ser intrinseca implica que a curvatura gaussiana também seja uma
quantidade intrinseca.

Podemos generalizar esse resultado a circuitos que apresentam angulos discretos exter-
nos. Nesse caso, nao podemos calcular a curvatura geodésica k, nos pontos singulares,
mas podemos integra-la ao longo das partes suaves de 9M. Com isso, o Teorema de

Gauss-Bonnet fica:
/ KdA + / kyds = 21 — Y " A6, (3.56)
M oM -

onde a integral ao longo de OM é realizada ao longo dos seus segmentos suaves e Af; sao
os angulos discretos externos.
Se a fronteira for um poligono cujos lados sao geodésicas, obtemos:

/ KdA =27 - ) A6, (3.57)
M i

ja que k, é identicamente nulo para geodésicas. Como a soma dos angulos externos Af; de
um poligono no espacgo euclidiano é 27, a curvatura gaussiana é uma medida do excesso
(ou déficit) do angulo em um poligono. Dessa maneira, se a curvatura gaussiana K é
positiva, a soma dos angulos externos ¢ menor que 2m. Por outro lado, se a curvatura
gaussiana K é negativa, a soma dos angulos externos é maior que 27 (veja a Figura 3.10).

E possivel levar a Equagao (3.57) ainda mais adiante se usarmos a caracteristica de
Euler introduzida na Secao 2.4. Dessa forma, em uma superficie fechada M, o Teorema
de Gauss-Bonnet é expresso como:

/ KdA = 2ry. (3.58)
M

Isso mostra novamente que, apesar da curvatura gaussiana ser uma propriedade geomé-
trica, quando integrada sobre uma superficie inteira ela se torna um invariante topologico,
independente da geometria local.

3.6 Equivaléncia entre 6ptica em lentes planas e 6ptica
em superficies curvas

Nessa secao, aplicarei alguns dos conceitos vistos ao longo do presente capitulo no
contexto da optica. Os resultados aqui obtidos formam, juntamente com a analogia que
seré descrita na Secao 4.1, um dos pilares dessa dissertagao e serao de grande importancia
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Figura 3.10: Ilustracao do Teorema de Gauss-Bonnet para triangulos em superficies cur-
vas. Figura retirada de http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/0038_
matematika_Miklos_Hoffmann-Topology_and_differential_geometry/ch12s02.
html.

para o desenvolvimento do Capitulo 4. Para mais detalhes, o leitor interessado pode
consultar as referéncias [26,27], nas quais essa segao se baseia fortemente.

Existe uma interessante equivaléncia, bastante explorada na comunidade de 6ptica, que
diz respeito a lentes planas nao-homogéneas com simetria esférica e superficies curvas com
indice de refra¢do unitario [26-31]. Essas superficies podem ser pensadas como sendo a
superficie média de uma guia de onda formada por duas superficies condutoras paralelas,
tal que o espacamentro entre elas seja muito pequeno em relagao ao comprimento de onda
da luz [31]. Para examinar essa equivaléncia utilizaremos um dos mais ilustres principios
variacionais da fisica: o Principio de Fermat. Esse principio afirma que a trajetoria
percorrida pela luz entre dois pontos P e P, é tal que o tempo é extremo, isto é, minimo
ou maximo. Isso é equivalente a extremizar o caminho 6ptico C'O, definido por

P
CcO = / ndl,

Py

entre esses mesmos pontos. De fato,

P2 P2
T= / dt = / dl 1/ ndl = @,
Py Py ¢
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onde n = < ¢ o indice de refragao do meio em questao e ¢ ¢ a velocidade da luz no

vacuo. Logo, minimizar (ou maximizar) o tempo total 7 é equivalente a minimizar (ou
maximizar) o caminho 6ptico CO.

Além disso, considerarei, sem perda de generalidade, apenas lentes de raio unitario e
com indice de refragao dado por:

{ n(r), r<l1

1, r > 1.

Suponhamos que a luz é emitida por uma fonte localizada no ponto P; e que, apos
atravessar a lente, ela alcanga o ponto P, onde forma-se a imagem (Figura 3.11). Do

S
r
X

Pr.o. 0 1

P.[r..¢.]

Figura 3.11: Configuracao geométrica de uma lente plana nao-homogénea de indice de
refragao n(r). Figura retirada de [26].

Principio de Fermat, sabemos que a trajetoria entre os pontos P; e P, é tal que o caminho
optico C'O, ou o tempo 7, é um extremo. Assim, devemos extremizar o funcional:

CO —/ n(7‘(s))\/7'"(s)2—I—r(s)%"(s)2 ds. (3.59)

A

A lagrangeana nesse caso ¢ definida por
Lr,7,0) = n(r)Vi? 4 r262 (3.60)

e a condigao de extremo da Equagao (3.59) é dada pela célebre equagao de Euler-Lagrange,
calculada para cada coordenada generalizada ¢;:

d (ax) i

— = ;1 =1,2. 3.61
dS (‘3ql 8% ' ! ’ ( )
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Observemos que a coordenada 6 é uma coordenada ciclica, o que nos leva a uma lei de
conservagao:

2.0
V2 + r20?
Ja que toda curva admite uma reparametrizacao por comprimento de arco, podemos

assumir sem perda de generalidade que V72 + 1202 = 1. Além disso, se W¥(r) é o angulo
entre a normal da interface e a trajetoria do raio de luz, podemos escrever (Figura 3.12)

n(r)r = constante. (3.62)

do

:7"5.

sin(¢(r))

Portanto, obtemos a generalizacao da equacao de Snell para meios nao-homogéneos:

0

Figura 3.12: Trajetoria de um raio de luz em um meio esférico. Figura retirada de [26].

L =n(r)r sin(y(r)) = constante. (3.63)

O ponto em que ¥ = I serd chamado de ponto de retorno, pois é o ponto em que 7(s)

2
muda de sinal, e sua respectiva coordenada radial serd denotada por r*.

Com isso é possivel obter a equacao que descreve a trajetéria dos raios de luz da
seguinte maneira. O elemento de linha dl da trajetéria, exibido na Figura 3.12, pode ser

eXpresso commo

do

= r—
sin)’

dl

ou,

di? = dr? + r?d”.

Dessas equagoes obtemos
sin ¢ dr

rv1— sin2w'

o1

df =+



Assim, usando a Equagao (3.63), encontramos:

4= +— 14 (3.64)

Integrando essa expressao desde a fonte de luz de coordenadas (71, 61) até a imagem (79, 02)
e denotando a variagao total do angulo polar por —Mm, com M > 0, obtemos:

v /1 Ldr ) /1 Ldr / Ldr
_ m = —_— —_— _—
r rVr2— L2 e r/n2r? — L2 1 rvr2— L2
O primeiro e o terceiro termos do lado direito dessa equagao correspondem & propagacao
do raio fora da lente, onde n = 1, enquanto que o segundo termo corresponde & propagacao

dentro da lente com indice de refracdo n(r). O primeiro e o terceiro termos podem ser
facilmente calculados e entao obtemos:

1
Ldr 1 L L
———— = — | Mm + arcsin — + arcsin — — 2 arcsin L) . 3.65
/,,* rvn?r:2 —[2 2 ( 71 79 ( )
Agora consideremos a diferencial de comprimento de arco em uma superficie com si-
metria esférica

ds} = do® + p*d¢?, (3.66)

onde o é a medida do comprimento ao longo do meridiano e ¢ é o 4ngulo azimutal (Figura
3.13). A diferencial do caminho 6ptico no meio ndo-homogéneo expressa em coordenadas
polares é dada por:

ds3 = n*(r)(dr* + r?d6?), (3.67)

ou seja, a métrica na lente ¢ dada pela transformagao conforme dsy = n(r) ds, em que ds
¢ a métrica do plano:
ds? = dr® + r*d6>.

Portanto, se exigirmos que a métrica da lente e da superficie sejam iguais, isto é, ds; = ds,,
obteremos uma outra transformagao conforme do plano para a superficie:

ds; = n(r)ds.

Uma escolha natural para que essa exigéncia seja satisfeita é dada pelas equacgoes:

d = do, (3.684)
p(o) =rn(r), (3.68b)
do = n(r)dr. (3.68¢)
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Figura 3.13: Geodésicas em uma superficie esfericamente simétrica. Figura retirada de
[29].

Como ambos os sistemas sao esfericamente simétricos, podemos assumir que a constante
de integracao seja nula na Equacdo (3.68) e, portanto, § = ¢. Logo, a transformagao
ocorre apenas entre n(r) e o(p).

Com essa transformacao é possivel converter as solugoes de lentes, juntamente com suas
propriedades Opticas, em solugoes de lentes de indice de refracao constante e unitario, mas
sobre superficies curvas. De fato, como as métricas sao iguais em ambos os meios, todas
as medidas que dependem dela sao preservadas, como as distancias, as areas e os angulos
entre vetores. Por conseguinte, devido ao Principio de Fermat, os raios de luz e as frentes
de onda nas lentes sao levados em geodésicas e em camadas esméticas sobre a superficie,
respectivamente. Por esse motivo, denominarei essa superficie de superficie geodésica. A
Figura 3.14 apresenta alguns exemplos.

Como consequéncia da transformagao (3.68), a constante L da Equacdo (3.63), que
caracteriza a trajetoria do raio de luz, pode ser escrito como

L = psin.

Vemos dessa forma que L é exatamente a constante do Teorema de Clairaut. A constante
L também pode ser pensada como sendo o momento angular de uma particula hipotética
de momento linear unitario que percorre uma geodésica sobre a superficie geodésica. Em
outras palavras, ao longo de uma geodésica o momento angular se conserva.

Além disso, também podemos reescrever a Equacdo (3.64) para obter a equagao que

53



descreve a trajetoria da geodésica na superficie:

La'(p)dp

+—F
p\/ p* — L?

A Equacao (3.65) também se transforma em

dop =

' Lo'(p)d 1 L L
/ _Lo'p)dp = - (MTF + arcsin — + arcsin — — 2 arcsin L) = g(L), (3.69)
L p\/p?—L? 2 T T2

que é uma equagao integral para a derivada da fungao desconhecida o(p) que determina
a forma da superficie geodésica. Na verdade, a Equagao (3.69) é um tipo da equagao
integral de Abel [29,32]. Para resolvé-la, multiplicamos a Equacao (3.69) por (L —y?)~1/?
e integramos em y < L < 1:

// p)dpdL [ g(L)dL
L p\/p —LQ\/LQ—y v VIP—y?

Invertendo a ordem de integracao na integral dupla e derivando a equacgao em relagao a

Y, obtemos:
/ / d _d ' g(L)dL
dy o) ), e

Pelo Teorema Fundamental do Calculo:

- _d [t oL
</y \/pQ—LQ\/LQ—gﬁ)dp_dy y VI (3.70)

A integral restante no membr02esquerd0 pode ser resolvida fazendo a substituicdo u = L?,
seguida da substituicao w = l;Q_L;Q. Isso resulta em

1/1 dw L1y 7
2 Jo w/2(1l—w)/2  27\2'2) 2’

onde
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é a funcao beta. Assim, substituindo esse resultado na Equagao (3.70) e fazendo y = p,
obtemos a solugao para a equagao integral de Abel (3.69):

2p d

oy 2pd [t g(L)
a(p) = — (/p \/mdL) : (3.71)

Por fim, a Equagao (3.71) pode ser resolvida através de métodos usuais de integragao, o
que resulta em:

a(p) = _l p arcsin 12_ p22 + parcsin 12_ p22
T rt—p T2 =P
_ r? —1 _ ra—1 \/T X
+ ryparcsin | p m + roarcsin | p m —/r{ — larcsinp
1= P 2P

/ . 1 ) 1 )
— 7’% — larcsin p — arcsin — arcsin p — arcsin — arcsin p
1 T

+ (M — 1) arcsin p + p.

Essa equacao é muito complicada e de dificil analise, o que dificulta a construcao da propria
superficie geodésica. No entanto, se considerarmos apenas os casos em que a fonte e o
foco se localizam no infinito ou sobre a borda da lente, ou seja, quando r1,75 € {1, 00},
temos por inspecao que:

o(p) = Ap + Barcsin(p), (3.72)
com
1 1—p? 1 1—p?
A =1-— —arcsin 2—/)2 — — arcsin 2—'02, (3.73)
m e 3 —p
1 1 1 1
B = (M —1)+ — arcsin — + — arcsin —. (3.74)
™ 1 ™ 9

onde os tnicos possiveis valores de A s@o: (i) 0 se tanto a fonte quanto o foco estdo

localizados sobre a borda da lente, (ii)% se um desses pontos esta localizado sobre a

borda da lente e o outro no infinito e (iii) 1 se ambos estao localizados no infinito. Além
disso, vemos que A + B = M, ja que na situagao em que r € {1,00} os termos

1—p? 1
r2 — p? ¢ r
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Lente A B M n(r)

2
Maxwell 0 1 1
1+ 72
2rar !
Maxwell generalizado 0 M M 5
11 L
Luneburg 3 3 1 V2—r2
2
Eaton 1 1 2 -—1
13
Rotacao de 90° 1 3 3 m* —2n+r=0
Plano 10 1 1

Tabela 3.1: Parametros e indices de refracao de algumas lentes conhecidas.

sao iguais. Mostramos na Tabela 3.1 exemplos de algumas lentes conhecidas e na Figura
3.14 as ilustracoes de algumas lentes.

Embora a parametrizacdo do perfil das superficies por o(p) tenha sido eficiente na
obtencao dos resultados anteriores, na construcao da superficie é mais adequado usar
z(p). Para tanto, basta fazer:

1/2

2
B
do? =dz*+dp? = de=4 <A+—> —1| dp.

V1= p?

Portanto, vemos que a construgao da superficie s6 é possivel quando |A + B| = |M| > 1.
Quando M = 1 a superficie é chata no topo, pois dz(0) = 0. Ademais, toda superficie
dessa forma é ortogonal ao plano z = 0 em sua fronteira pois dz — oo quando p — 1.

Com isso, terminamos a exposicao das ferramentas geométricas essenciais para o nosso
trabalho. Veremos agora como esses conceitos geométricos surgem no contexto de cristais
liquidos. Em particular, veremos como a equivaléncia descrita nessa se¢ao poderé ser 1til
para elaborar configuracoes esméticas em superficies curvas.
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Figura 3.14: As figuras de cima ilustram as superficies associadas as lentes (figu-
ras de baixo): (a) Olho-de-peixe de Maxwell (n(r) = H%), (b) Lente de Luneburg

(n(r) =2 - 7‘2), (c) Lente de Eaton (n(r) =4/2 - 1), (d) Lente de rotagao em 90°
(rn* — 2n +r = 0). Figura retirada de [26].
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Capitulo 4

Esméticos sobre superficies curvas

No Capitulo 1 vimos que existem trés diferentes termos que contribuem para o balancgo
de energia dos esméticos. Para analisar o peso que cada um desses termos exerce na
energia total, podemos definir algumas grandezas que dependem da razao dos coeficientes

de cada termo. No nosso caso, estamos interessados nos parametros \; = \/%, 1 =1,3.
Eles medem o quanto os termos devido as curvaturas do tipo splay (que acompanha
o coeficiente Ki) e do tipo bend (que acompanha o coeficiente K3) contribuem para
a energia em relagao a contribuicao do termo de compressao. Tais parametros sao da
ordem do espacamento entre essas camadas (=~ 107%m) [1]. Assim, quando )\; é muito
pequeno se comparado com um comprimento L tipico do sistema, podemos assumir que
a Unica contribuicao importante para a energia livre do cristal liquido é a proveniente
da compressao das camadas esméticas. De fato, da Equagao (1.5) podemos obter uma
aproximacao para a razao entre os termos de curvatura e de compressao:

’ A
;f ¢s(f), i=1,3.
comp

Portanto, nesse regime o estado fundamental é obtido, essencialmente, quando a energia
de compressao é nula ou, em outras palavras, quando as camadas sao uniformemente
espagadas (isto é, [|[Vo|| = 1; veja a Subsegao 3.4.1) [7,8,33-36]. Isso implica que o termo
de compressao deve ser nulo sempre que a condigao ||V¢| = 1 for satisfeita. Para tanto,
é usual tomar

e=[[Vo(u,v)| -1 (4.1)

na Equagao (1.5). Ja que estamos interessados apenas nas propriedades elasticas do
cristal liquido e estamos ignorando os detalhes atomicos e moleculares, a forma funcional
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da Equagao (4.1) nao é importante, contanto que e se anule sempre que |Vo(u,v)|| = 1.
Nesse caso, o funcional de energia dos esméticos pode ser aproximado por:

B 3 9
Fo= [ (ve) -1y (42)

Isso significa que sempre que as camadas esméticas forem uniformemente espacadas a
energia livre F, serd estritamente minimizada. Além disso, vimos na Proposi¢ao 1 que
quando camadas em uma superficie sao igualmente espacadas, elas sao ortogonais a um
fluxo geodésico da superficie.

Nesse trabalho, consideraremos somente os casos em que L > \;. Assim, para en-
contrar o estado de menor energia de esméticos em superficies curvas, basta obter as
geodésicas do substrato, sujeitas a determinadas condi¢oes de contorno, e entao tragar a
familia de curvas ortogonais a elas. Dessa maneira, é possivel investigar a interacao entre
curvatura do substrato e a configuracao dos esméticos sobre estes.

4.1 Analogia com éptica geométrica

Conforme vimos na Secao 3.4, as geodésicas sao as curvas de uma superficie que extre-
mizam o comprimento do caminho. Da mesma forma, as trajetérias da luz sao tais que o
seu caminho 6ptico CO é minimizado (veja a Se¢ao 3.6). Assim, se fizermos um paralelo
entre caminhos em superficies curvas e caminhos 6pticos em sistemas 6pticos, poderemos
estabelecer uma interessante analogia entre esméticos e 6ptica geométrica [37], ja que a
normal de cada camada esmética esta contida em geodésicas do substrato (veja a Propo-
sicao 1). Dessa maneira, as camadas esméticas sao anédlogas as frentes de onda, enquanto
que as suas normais podem ser pensadas como sendo os proprios raios de luz (Figura 4.1).

No entanto, embora as trajetorias da luz possam se cruzar com as trajetorias de outros
raios de luz sem nenhum problema, isso nao pode acontecer com nossas geodésicas. O
motivo é que se diferentes geodésicas se cruzarem, as camadas esméticas ortogonais a
elas também se cruzarao. Mas como estas compOem materiais fisicos, isso nao ocorre.
Portanto, ao utilizar o método de construgao da configuragao esmética da Proposicao 1,
devemos tomar o cuidado de interromper a trajetéria das geodésicas nos seus respectivos
pontos de interseccao. Geralmente isso faz com que as camadas esméticas provenientes
de regioes com diferentes orientacoes moleculares se encontrem, levando a formagao de
grain boundaries.

Assim, tomando o devido cuidado, poderemos usar nossa intuicao ja bem estabelecida

de o6ptica para estudar fendmenos em esméticos através dessa analogia.
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Figura 4.1: Camadas esméticas sobre o bump gaussiano. As linhas cheias representam as
camadas e as linhas tracejadas as geodésicas. Observe a formagao de um grain boundary
ao longo da linha vermelha.

Comecemos descrevendo o fendmeno da refracao. Sabemos que quando a luz atinge uma
interface que separa meios com diferentes indices de refracao, ela é refratada obedecendo
a minimizagao do tempo 7, conforme discutido anteriormente. Da mesma forma, quando
uma geodésica (e, por conseguinte, a camada esmética) encontra uma interface que separa
duas superficies com diferentes curvaturas, ela sofre refracao, passando de uma superficie
para a outra (Figura 4.2). Vemos entao que a curvatura do substrato é analoga ao indice
de refracao do meio em que a luz se propaga. De fato, se compararmos a Equagao de
Jacobi (3.52) com a equacao de Helmholtz para um campo eletromagnético

VA = — (ﬂ)g A,
c

onde A é a amplitude do campo, w é a sua frequéncia angular e ¢ a velocidade da luz
no vacuo, veremos que a curvatura gaussiana K tem o mesmo efeito em geodésicas que
o indice de refracao n tem para a luz. No entanto, diferentemente do caso da luz em
que o angulo de refracao depende da sua velocidade em ambos os meios através do indice
de refragao (veja a Equagao (3.63)), a refracao de uma geodésica é tal que o seu angulo
(sempre medido no plano tangente) de refragao é igual ao seu angulo de incidéncia, pois
a sua velocidade é constante.

Outro fendmeno interessante presente em esméticos é o da cdustica. Quando um feixe
de luz converge em uma curva (ou superficie) através da reflexao (ou refragao), observa-se
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(a) Refragdo da luz em uma lente plana (b) Refracdo de uma geodésica em uma
superficie curva

Figura 4.2: Refracao da luz em uma lente plana e refracao de uma geodésica em uma
superficie curva. Na figura (b) a linha cheia representa a geodésica e a linha pontilhada
é a normal & interface que separa o plano do cone.

o aparecimento de pontos singulares de curvatura infinita nas frentes de onda, locali-
zados sobre aquela curva, conforme ilustra a Figura 4.3. Como a intensidade da luz é
proporcional & curvatura das frentes de onda [39], ou seja

I(r) o< A% = k(r), (4.3)

ao longo dessa curva observa-se uma intensidade luminosa muito forte. A essa curva
damos o nome de caustica (é comum, no entanto, encontrar autores que adotam o termo
céustica para o feixe de luz convergente).

Analogamente, vemos a partir da Equagao de Jacobi (3.52) que superficies com curva-
tura gaussiana K predominantemente positiva geram geodésicas convergentes e, portanto,
a formacao de grain boundaries. Assim vemos que a caustica em Optica é traduzida em
grain boundaries no contexto de cristais liquidos. Nessas regioes o valor de ¢ da Equacao
(1.2) é bem definido, mas V¢ é descontinuo. Embora seja tentador chamar essas singula-
ridades de defeitos, elas nao o sao. De fato, proximo a um defeito a fase ¢ assume todos os
valores possiveis em seu entorno, ou seja, o vetor diretor N assume infinitas dire¢oes em
uma vizinhanga arbitraria do defeito. Em contraste, os grain boundaries possuem valores
definidos de ¢ e, além disso, o vetor V¢ nao assume todas as diregoes possiveis em torno
dessas singularidades. Na analogia com optica, dirfamos que defeitos sao regioes com
amplitude nula, enquanto que o grain boundary é uma regiao de amplitude infinita, ja
que a curvatura das camadas esméticas ao longo dessas regioes é infinita (veja a Equagao

4.3).
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Figura 4.3: Na figura do topo, vemos a ocorréncia da caustica em um xicara de café,
apos o feixe de luz se refletir na superficie interna da xicara. A figura de baixo ilustra a
trajetoria dos raios de luz antes e depois da reflexdo. Figura retirada de [38].

Entretanto, K > 0 nao é uma condigao suficiente para o aparecimento de grain boun-
daries em superficies curvas. Mesmo para superficies com K < 0 em que as geodésicas
sao divergentes (veja a Equacao (3.52)), como por exemplo o bump gaussiano da Figura
4.1, observa-se a formacao de grain boundaries. O motivo disso é que a derivada é um
operador definido localmente e, portanto, a Equagao (3.52) descreve apenas o comporta-
mento local das geodésicas. Globalmente, mesmo quando as geodésicas sao localmente
divergentes, a presenca de curvatura faz com que geodésicas inicialmente paralelas ao
eixo x, por exemplo, e simétricas em relacao ao plano xz se encontrem, formando os grain
boundaries (veja a Figura 4.1). Mais precisamente, aplicando o Teorema de Gauss-Bonnet
(ver o Capitulo 3) para o circuito composto por geodésicas da Figura 4.4, obtemos:

/KdA+/ kyds =21 = &:/KdA, (4.4)
Q G) Q

onde o mede, de certa forma, o quao ingrime é o grain boundary. Portanto, mesmo que
localmente as geodésicas sejam divergentes, a Equacao (4.4) mostra que em geral o # 7.
Agora veremos alguns exemplos da aplicagao desse formalismo.
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Figura 4.4: Exemplo da projecao da estrutura esmética sobre o bump gaussiano no plano.
Figura retirada de [34].

4.2 Esméticos em algumas superficies

Nessa secao apresentarei os primeiros resultados inéditos que obtivemos. Mostrarei
a configuragao esmética em algumas superficies simples e de curvatura gaussiana cons-
tante, abrangendo os casos de curvatura nula (cone), curvatura positiva (semiesfera) e
curvatura negativa (pseudo-esfera). Todos os resultados dessas configuragoes foram feitos
computacionalmente utilizando o programa de algebra computacional Mathematica.

4.2.1 Cone

O cone é um caso importante de se investigar pois se trata de uma superficie desen-
volvivel (ver Segao 3.4). Com efeito, através de um corte ao longo de um meridiano
do cone, podemos transformé-lo no plano sem a necessidade de comprimir nem esticar
as suas distancias. Isso nos permite abordar o problema de maneira inteiramente anali-
tica, melhorando nossa intuicao para atacar problemas mais dificeis que exigem calculos
numeéricos.
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Podemos parametrizar o cone de geratriz R e abertura 2( por:

X(R,®) = Rcos Psin,
Y(R,®) = Rsin ®sin, (4.5)
Z(R,®) = —Rcos(,

em que (X, Y, Z) sdo as coordenadas cartesianas no cone. Se realizarmos um corte ao longo
da linha meridional L, desde o apice até a base do cone, e abrirmos essa superficie no
plano, obteremos um disco com um setor circular de d&ngulo 0 removido (veja a Figura 4.5).
Impondo isometria entre o cone e o disco e lembrando de identificar as retas L no disco,

Figura 4.5: Transformagao do cone para o plano através de um corte ao longo do meridiano
L. Figura retirada de [8].

obtemos a transformacao das coordenadas polares no plano (r, ¢) para as coordenadas do
cone (R, ®):

R=r, (4.6a)
o = (gzb - g) csc (4.6b)

onde, em termos das coordenadas cartesianas do plano, r = /22 + 32 e tan¢ = L\
x

Equacao (4.6a) é imediata ja que uma isometria preserva comprimentos. Para mostrar
a Equagao (4.6b) basta usar que os arcos de circunferéncias também sdo preservados.
Assim, o comprimento de um arco de circunferéncia de raio r e angulo ¢ no plano cortado
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da Figura 4.5 é

llz (gb—g)r

No cone, o comprimento de um arco de uma circunferéncia em que a geratriz é R é
ly = PRsin (.

Usando a isometria e a Equagao (4.6a), obtemos:

L=l = &= (gb—%) csc (.

Agora construirei as camadas esméticas considerando a presenca de uma particula
coloidal (defeito de carga +1) sobre o cone. Vimos no Capitulo 2 que nesse caso as
moléculas emanam radialmente a partir do ponto onde esté localizada a particula, da
mesma forma que raios de luz sao produzidos por uma fonte. Vamos supor que o defeito
esteja localizado no ponto py = (—r9,0) do plano, correspondente ao ponto Py do cone.
Assim, as geodésicas que partem de pg podem ser parametrizadas por:

z(\) = —ro + Acosw,
y(A) = Asinw,

onde w é o angulo entre o eixo y e a geodésica do plano (veja a Figura 4.6). Entéo,
as camadas esméticas sao simplesmente circunferéncias concéntricas centradas em py.
Utilizando as transformagoes (4.6a) e (4.6b), encontramos as camadas esméticas no cone
(Figura 4.7).

Veja que aparece um grain boundary mesmo com a curvatura gaussiana sendo nula,
conforme discutido anteriormente (Segao 4.1). Além disso, o cone também é capaz de pro-
duzir defeitos no material quando o seu angulo de meia abertura é menor que o da Figura
4.7. No entanto, nesse exemplo eu quis enfatizar o aparecimento de grain boundaries na
presenca de curvatura e por isso usei um angulo de meia abertura tal que os defeitos nao
aparecem. Veremos adiante que outras superficies também sao capazes de gerar defeitos
topologicos na estrutura esmética.

E ainda possivel calcular como seriam as texturas schlieren observadas em um experi-
mento. Sejam X (), Y () e Z(\) as coordenadas das geodésicas no cone. O vetor tangente
a geodésica (e, portanto, ortogonal as camadas esméticas) é entdao dado por:

X(\) cosp X + sinyY
YA | =k | —singX +cosyY |, (4.7)
Z(\) cosyZ

65



Figura 4.6: Visao do disco cortado obtido a partir do cone. Do ponto py parte uma
geodésica de inclinagdo w parametrizada por A. Figura retirada de [8].

(a) Parte da frente (b) Parte detras

Figura 4.7: Configuragao esmética sobre o cone na presenca de um defeito de carga +1
contido no plano xz. As linhas brancas representam as geodésicas e as linhas pretas as
camadas esméticas.

onde

sin? ¢ rosinw\

7o sin w
1) = arctan ( 0 ) )

(A — 79 cosw) sin
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Normalizando a Equagao (4.7), obtemos:

. cos(P — 1)
= sin(® — 1) |- (4.8)
V14 cot? ¢ cos2 ¢ _ costhoot ¢

Portanto, a projecao de N no plano XY faz um angulo ® — ¢ com o eixo X:

cos(P —
N, =1 ( ¥) . (4.9)
sin(® — v)
As moléculas do material esmético atuam como um terceiro polarizador, absorvendo as
componentes do campo eletromagnético na dire¢cao paralela a elas e transferindo as com-

ponentes na direcao do vetor IV,. Entao, pela lei de Malus, concluimos que a intensidade
da luz apos atravessar o segundo polarizador é dada pela expressao

I o< sin?(® — ). (4.10)

O calculo teorico da textura schlieren, ou seja, o grafico da intensidade I em funcao da
posicao no plano XY esta ilustrado na Figura 4.8.

E interessante observar o fato notével que, ao contrario do que vimos no Capitulo
2, a textura da Figura 4.8 apresenta uma regiao com uma Unica terminacao escura, o
que por sua vez viola a regra das terminacoes pares existente no plano. Isso se deve ao
fato de que a projecao N, de N nao ¢ ortogonal as projecoes das camadas esméticas no
plano XY, ao contrario do vetor N e das camadas esméticos sobre o cone que se cruzam
perpendicularmente.

4.2.2 Cone sobre o plano
O substrato da Figura 4.9 é resultado da rotacao da funcao

—xcot( — Rcos(, r <1,
0, x>1,

em torno do eixo z. Aqui ( é a meia abertura do cone e R é a sua geratriz. Veja que para

x < 1, a fungdo f(z) é uma reta de coeficiente angular a = — cot { e coeficiente linear
b = —Rcos(, como deveria ser para o cone. Girando f(z) em torno do eixo z por um
angulo ¢ obtemos uma parametrizacao da superficie:

X(r,¢) = (rcos¢,rsing, f(r)).
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Figura 4.8: Textura schlieren do cone da Figura 4.7.

Tomaremos as condigoes iniciais um pouco diferentes desta vez: as geodésicas virao
paralelas de x = 400 ao invés de emanarem do ponto Fy, o que é equivalente a colocar o
defeito +1 em (400, 0). Isso é equivalente a dizer que as camadas esméticas sao paralelas
e igualmente espacadas no infinito, ou seja, a condi¢ao inicial é tal que no plano os
esméticos estao no estado fundamental. Apesar da diferenca em relacao as condigoes
iniciais anteriores, o procedimento ainda é o mesmo: basta encontrar as geodésicas no
cone sujeitas a essas novas condi¢oes de contorno. Na interface, as geodésicas do plano
(retas) sdo transformadas em geodésicas do cone, analogamente a lei de Snell. Nesse
ponto, existem duas possibilidades: geodésicas muito préoximas do eixo x ficam presas
no cone, pois nao podem se cruzar com outras geodésicas, enquanto que as geodésicas
mais distantes de = retornam ao plano através de outra refracao na interface. Como
consequéncia do Teorema de Clairaut (Teorema 2) as geodésicas deixam o cone com um
angulo igual ao angulo de entrada. Novamente, apesar dos defeitos estarem ausentes,
surgem grain boundaries na textura esmética; veja a Figura 4.9.

Até agora todas as solugoes foram passiveis de serem analisadas analiticamente, pois se
tratavam de superficies simples, cuja curvatura gaussiana era predominantemente nula.
A seguir, atacarei o problema do cone sobre o plano, mas desta vez incluirei uma pequena
suavizagao na interface entre essas superficies. Em outras palavras, o perfil da superficie
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(a) Parte da frente (b) Parte detras

Figura 4.9: Configuracao das camadas esméticas sobre a superficie conica obtida anali-
ticamente a partir da condicao inicial em que as camadas sao paralelas ao eixo y para
xr — oo. As linhas brancas representam as geodésicas e as linhas pretas as camadas
esméticas.

resultante sera:

—zcot( — Rcos( se<x<1—rc¢,
f(x) =< g(x) sel—e<ax<l1+e,
0 sel+e<ax <1,

onde g(x) ¢ uma fungao arbitraria suave e 0 < € < 1 é um namero real também arbitrario.
Para que f(x) seja de classe C?, escolhi g(z) como sendo um polinémio de quinto grau,
de modo que os coeficientes sejam determinados de maneira que os diferentes ramos de
f(z), e suas respectivas derivadas de até segunda ordem, coincidam em 1 — e e 1 + €.
Embora a metodologia seja a mesma, as solugoes da Figura 4.10 sao numéricas. Na
Figura 4.11 esta ilustrada a projecao das camadas e das geodésicas sobre o plano xy
juntamente com a correspondente textura schlieren. Como era de se esperar, nao houve
diferencas notaveis na estrutura esmética em comparacao com o caso analitico. De fato, a
configuragao esmética é consequéncia da topologia de uma superficie e nao deve depender
da alteracao da sua geometria local.

69



(a) Parte da frente (b) Parte detras

Figura 4.10: Configuragao das camadas esméticas sobre a superficie conica obtida nume-
ricamente a partir da condicao inicial em que as camadas sao paralelas ao eixo y para
xr — oo. As linhas brancas representam as geodésicas e as linhas pretas as camadas
esmeéticas.

s

-5 -4 =3 -2 -1 o 1

Figura4.11: A figura de cima ¢é a projegao das geodésicas (linhas tracejadas) e das camadas
esméticas (linhas cheias) do cone suavizado sobre o plano. A figura de baixo é a respectiva
textura schlieren.
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4.2.3 Semiesfera sobre o plano

A semiesfera sobre o plano ¢ a superficie de curvatura gaussiana positiva (exceto nas
fronteiras com o plano) obtida pela rotagao da fungao

VR? — 12, r <1

0, x>1

em torno do eixo z. Aqui R é o raio da semiesfera. As condigOes inicias sao as mesmas
que a do cone sobre o plano.

(a) Parte da frente (b) Parte detras

Figura 4.12: Configuracao das camadas esméticas sobre a superficie esférica sobre o plano
sem suavizagao obtido a partir da condigao inicial em que as camadas sao paralelas ao eixo
1y para x — oo. Na auséncia de suavizacao, algumas regioes do plano nao sao alcancadas
pelas geodésicas e, portanto, nao conseguimos construir as camadas esméticas. As linhas
brancas representam as geodésicas e as linhas pretas as camadas esméticas.

Vimos na Sec¢ao 3.4 do Capitulo 3 que as geodésicas da esfera sao circulos méaximos.
Na semiesfera sobre o plano, isso implica que o ponto de saida de uma geodésica para
o plano é diametralmente oposto ao seu ponto de entrada. Por conseguinte, todas as
geodésicas se cruzam com as geodésicas simétricas a elas em relagao ao plano xz antes
de voltarem para a regiao plana. Isso impede que as geodésicas sejam levadas de volta
para o plano, levando a formacao de uma “sombra” e impossibilitando a construcao das
camadas esméticas nessa regiao do plano, conforme ilustra a Figura 4.12.
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Este problema pode ser resolvido se adicionarmos uma fun¢ao suave entre as duas
superficies, da mesma maneira que fizemos na Secao 4.2.2. Assim, existirao geodésicas
intermediarias entre as geodésicas do plano e as geodésicas da semiesfera que alcancarao
a regiao escura do plano; veja as Figuras 4.13 e 4.14.

(a) Parte da frente (b) Parte detras

Figura 4.13: Configuragao das camadas esméticas (linhas pretas) e das geodésicas (linhas
brancas) sobre a superficie esférica no plano com suavizagao obtido a partir da condigao
inicial em que as camadas sao paralelas ao eixo g para xr — oo.
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Figura 4.14: A figura de cima é a projegao das geodésicas (linhas tracejadas) e das camadas
esméticas (linhas cheias) da semiesfera no plano suavizado sobre o plano. A figura de baixo
¢é a respectiva textura schlieren.
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Conforme previamos, as camadas esméticas fluem suavemente de volta para o plano,
nao sofrendo grandes alteracoes em sua estrutura nesta passagem. Novamente, observa-
mos o aparecimento das cuspides na estrutura esmética devido a presenca de curvatura.
Isso ilustra o principio geral de que, no limite onde as camadas sao incompressiveis, a
presenca de curvatura gaussiana leva ao surgimento de singularidades na estrutura esmé-
tica. Todavia, nesse caso, a curvatura nao foi suficiente para o surgimento de defeitos
topologicos.

4.2.4 Pseudo-esfera

Por tltimo, vamos analisar a textura esmética sobre a pseudo-esfera (K < 0) cujo perfil

h(z), x <1,
flaz) =
0, x>1,
onde h(x) = —V1 — 22+arcsech z é a famosa curva denominada tratriz [25]. As condi¢oes

iniciais sao as mesmas que as das demais superficies e o resultado esta ilustrado na Figura
4.15.

Mais uma vez vemos o aparecimento de singularidade nas camadas, o qual é resultado
da simples presenca de curvatura. Mais interessante ainda é o aparecimento de um defeito
de carga -1 ao longo do mesmo meridiano que contém o grain boundary. O que é notavel
é que nao existe nenhuma particula localizada onde surge o defeito. O que ocorre é que
a curvatura da superficie interage com os esméticos produzindo particulas virtuais', ou
seja, particulas que nao existem mas cujo efeito na estrutura esmética é o mesmo do que
se existisse. Nesse caso, o protagonista na producao de defeitos topoldgicos é a propria
curvatura.

Por fim, vale a pena ressaltar que a presenca de curvatura gaussiana nao implica no
aparecimento de defeitos. A semiesfera sobre o plano, por exemplo, apesar de demonstrar
grain boundary, nao apresenta defeitos. Veremos adiante que outras superficies levam ao
surgimento de defeitos com cargas —% e %, e nem sempre apresentam grain boundaries.
Isso mostra que o processo de criacao de defeitos e grain boundaries tem origens diferentes,
apesar de ambos estarem relacionados a curvatura do substrato. Por um lado, sabemos
que a presenca de curvatura leva ao surgimento das ctispides nas camadas esméticas devido
a Equacao 4.4. Por outro lado, no entanto, ainda que a curvatura esteja presente, ela nao

2

é a Unica condi¢ao necesséaria para o aparecimento de defeitos topologicos.

!Chamamos tais objetos de particulas virtuais ja que seu efeito é semelhante ao de uma particula real.
Veja, no entanto, que esse conceito nao compartilha nenhuma semelhanga com as particulas virtuais que
surgem no contexto da fisica de altas energias.
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(a) Parte da frente (b) Parte detras

Figura 4.15: Estrutura esmética sobre a pseudo-esfera. As linhas pretas sao as camadas
esméticas e as linhas brancas sao as geodésicas. Observe que, apesar da curvatura gaussi-
ana ser negativa, ocorre a formacao de grain boundary. Além disso, vemos que surge um
defeito topologico de carga -1 no material.

4.3 Optometria esmética

Nesta se¢ao, abordarei uma maneira inédita de se obter configuracoes esméticas em su-
perficies curvas. O que faremos é, essencialmente, unir a analogia entre 6ptica e esméticos,
apresentada na Secao 4.1, com a equivaléncia entre lentes planas e superficies curvas da
Secao 3.6, de modo que se torna possivel obter configuragoes esméticas desejadas através
de solucoes de lentes conhecidas.

O olho-de-peixe de Maxwell, por exemplo, é uma lente de indice de refragao

2
1472’

n(r) =
tal que se a fonte de luz for colocada sobre o circulo unitario, a imagem se formara

sobre o circulo unitario no ponto diametralmente oposto ao da fonte (Figura 3.14a). Da
Equacdo (3.72) e da Tabela 3.1, obtemos que a superficie equivalente ¢ a semi-esfera.
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Dessa maneira, colocar no plano da lente duas fontes de luz, uma sobre a imagem da
outra, ¢ equivalente a colocar duas particulas coloidais (defeitos de carga +1) nas posi¢oes
correspondentes da semi-esfera, ou seja, nas posigoes (1,0,0) e (—1,0,0), expressas em
coordenadas cartesianas. A Figura 4.16 ilustra os esméticos construidos dessa forma.
Observe que nessas condigoes surgem dois outros defeitos de carga —% localizados na

y

(a) Parte da frente (b) Parte detras

Figura 4.16: Ilustragoes da configuragao esmética sobre a superficie equivalente a lente
de Maxwell. As linhas brancas representam as geodésicas e as linhas pretas as camadas
esméticas.

borda da lente e ao longo do eixo y, resultando em uma carga topologica total de +1. De
fato, se olharmos para as camadas esméticas localizadas no infinito, veremos que estas sao
circulos concéntricos centrados na origem, como deveria ser dado que a carga topologica
total é conservada. Novamente, é importante frisar que nao existem particulas no local
onde foram criados os defeitos de carga —%. Ao invés disso, a curvatura faz com que

surjam particulas virtuais no material, que por sua vez, produzem esses defeitos. Em
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adigao, vemos que também surgem grain boundaries ao longo do eixo y em |y| > 1.
A lente da Figura 3.14c, denom<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>