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Resumo

Desde 1908, quando Mie apresentou expressões anaĺıticas para os campos espalhados por

uma part́ıcula esférica sob incidência de uma onda eletromagnética plana, generalizações para

esta expansão têm se mostrado incompletas. Isto se deve à presença de certos termos com

dependência radial nos coeficientes de forma do feixe quando expandido em termos de funções

de onda esféricas vetoriais. Aqui mostramos pela primeira como cancelar estes termos, permi-

tindo expressões anaĺıticas para os coeficientes para um campo eletromagnético completamente

arbitrário. Damos também vários exemplos deste novo método, que também é muito apropriado

para cálculos numéricos. Obtemos deste modo, expressões anaĺıticas para feixes de Bessel e para

os modos de guias de onda metálicos retangulares e ciĺındricos. Estes resultados são extrema-

mente relevantes para o incremento na velocidade de cálculo das forças de radiação atuando sobre

uma part́ıcula esférica, colocada em um campo eletromagnético arbitrário, com por exemplo, em

pinças ópticas.
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Abstract

Since 1908, when Mie reported analytical expressions for the fields scattered by a spherical

particle upon incidence of an electromagnetic plane-wave, generalizing his analysis to the case of an

arbitrary incident wave has proved elusive. This is due to the presence of certain radially-dependent

terms in the equation for the beam-shape coefficients of the expansion of the electromagnetic

fields in terms of vector spherical wave functions. Here we show for the first time how these terms

can be canceled out, allowing analytical expressions for the beam shape coefficients to be found

for a completely arbitrary incident field. We give several examples of how this new method, which

is well suited to numerical calculation, can be used. Analytical expressions are found for Bessel

beams and the modes of rectangular and cylindrical metallic waveguides. The results are highly

relevant for speeding up calculation of the radiation forces acting on spherical particles placed in

an arbitrary electromagnetic field, such as in optical tweezers.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A cor azul do céu representou um desafio não resolvido mesmo pelas mentes mais brilhantes

por muitos séculos até a teoria do espalhamento de Rayleigh em 1871, que mostrou a dependência

com r6/λ4. Essa teoria, entretanto, só era válida para part́ıculas muito pequenas comparadas ao

comprimentos de onda da luz espalhada r/λ << 1 – pela qual é conhecida hoje como regime de

espalhamento de Rayleigh – e para o caso de part́ıculas muito maiores do que o comprimento de

onda r/λ >> 1 – conhecida como o regime da óptica geométrica, visto que pode ser explicada

pela lei de refração de Snell de 1621. O que faltava era uma teoria mais geral do espalhamento

por part́ıculas esféricas de qualquer tamanho, da qual os dois regimes, de Rayleigh e da óptica

geométrica, fossem obtidos como dois casos limites de r/λ.

O desenvolvimento moderno dessa teoria coube ao f́ısico alemão Gustav Mie em 1908, em

seus esforços para entender as várias cores na absorção e espalhamento por part́ıculas coloidais de

ouro suspensas em água. O nome de Lorenz foi incorporado na teoria a partir da década de 1980

(quando passa a se chamar Teoria de Lorenz-Mie) em reconhecimento pelo trabalho publicado

em 1890 em que ele resolve o problema do espalhamento por esferas dielétricas, chegando até

a relação de Rayleigh r6/λ4 no limite de pequenas part́ıculas [1]. Esse trabalho foi largamente

ignorado porque foi publicado em dinamarquês e porque não se baseou na teoria eletromagnética

de Maxwell já desenvolvida desde 1864 [2]. Os trabalhos de Debye sobre a pressão de radiação

exercida sobre uma pequena part́ıcula no espaço de 1909 chegaram a sugerir a mudança do t́ıtulo

da teoria do espalhamento por microesferas para Teoria de Lorenz-Mie-Debye, mas sem grande

aceitação por parte da comunidade envolvida. A Teoria de Lorenz-Mie, entretanto, só se aplica ao

problema eletromagnético do espalhamento de ondas planas. Ela precisou ser generalizada para

o caso do espalhamento de feixes focalizados, principalmente após o aparecimento dos lasers,

quando foi finalmente denominada Teoria Generalizada de Lorenz-Mie (“Generalized Lorenz-Mie

Theory” – GLMT). Gustav Mie, em seu famoso artigo de 1908 [3], usou funções de onda esféricas

vetoriais (“vector spherical wave functions” – VSWF), também chamada de expansão em ondas

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

parciais (“partial wave expansion” – PWE), de uma onda plana linear polarizada para generalizar as

teorias de espalhamento para part́ıculas esféricas de qualquer tamanho, da onda plana ao regime de

Rayleigh, e assim foi capaz de explicar muitos fenômenos, por exemplo em f́ısica atmosférica. Ele

obteve expressões anaĺıticas para os coeficientes da expansão baseado em identidades matemáticas

especiais relativas a ondas planas. Esta expansão foi necessária para aplicar as condições de

contorno à interface esférica. Desde então, com o surgimento dos lasers e dos guias de onda

ópticos, a diversidade e complexidade dos posśıveis campos incidentes se tornou enorme de modo

que a restrição a uma onda plana se tornou irrealista.

A maior dificuldade matemática da teoria geral de Lorenz-Mie advém da expansão em ondas

parciais dos feixes incidentes, visto que até hoje não se conhecia um método eficaz de cálculo dos

coeficientes de expansão dos feixes. Como este problema foi inicialmente proposto para resolver

a questão do espalhamento eletromagnético por esferas, as funções-base ou ondas parciais devem

ter simetria esférica, e são dadas em função da solução da equação de Helmholtz em coordenadas

esféricas, dada por φlm(r) = jl(kr)Ylm(r̂), em que Ylm(r̂) é um harmônico esférico e jl(kr) uma

função esférica de Bessel, escolhida de acordo com as condições de contorno do problema (neste

caso, a onda incidente sobre a esfera). A expansão em funções de onda esféricas vetoriais dos

campos elétrico E e magnético H é dada por [4]

[

E(r)

ZH(r)

]

=E0

∑

lm

[

alm

blm

]

L
√

l(l + 1)
φlm(r) +

[

−blm
alm

]

−i∇× L

k
√

l(l + 1)
φlm(r), (1.1)

em que L é o operador de momento angular. Como este operador não tem componentes na

direção r̂, e os harmônicos esféricos formam uma base ortonormal e sabendo que r ·∇×L = iL2

obtém-se que

[

krr̂ · E
krr̂ · ZH

]

= E0

∑

lm

[

−blm
alm

]

√

l(l + 1)jl(kr)Ylm. (1.2)

Multiplicando a equação acima por Y ∗
pq e integrando sobre o ângulo sólido e usando a ortogona-

lidade dos harmônicos esféricos obtemos

E0jl(kr)

[

blm

alm

]

=
kr

√

l(l + 1)

∫

dΩ(r̂) Y ∗
lm(r̂)

[

−r̂ · E(r)
r̂ · ZH(r)

]

. (1.3)

A equação (1.3) acima é o cerne da expansão em ondas parciais, neste caso, funções de onda

vetoriais esféricas e os coeficientes alm e blm são conhecidos como coeficientes de forma dos

feixes (“Beam Shape Coefficients-- BSC). Entretanto esta equação nos mostra que o problema

da expansão em ondas parciais é um problema no ḿınimo incompleto. Isto se deve ao fato do lado
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esquerdo conter um termo radial – jl(kr) – que deve se anular com a componente radial de r ·E, o
que a teoria não mostra. O pressuposto inicial é de que as quantidades alm e blm sejam constantes,

o que implica que a equação (1.3) deve valer em todos os pontos do espaço. Ainda, para um

caso hipotético de se calcular numericamente alm e blm, temos que escolher arbitrariamente um

valor para r, baseado em algum critério desconhecido, e o fato de que a função esférica de Bessel

possui várias ráızes leva a singularidades no problema.

Mie utilizou algumas propriedades matemáticas das funções esféricas de Bessel e dos po-

linômios de Legendre para obter uma solução anaĺıtica para os coeficientes da expansão de uma

onda plana, cujos campos eletromagnéticos são dados por: E = E0e
ikzzx̂ e ZE = E0e

ikzzŷ.

Os livros clássicos de van de Hulst [5] e Bohren & Huffman [6] trazem o cálculo da expansão da

onda plana, ao modo de Mie, que faremos a seguir. Estes autores utilizam funções especiais, com

paridade, definidas como combinações lineares de harmônicos esféricos, definidos como∗

Y m
n = (−1)m

√

2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)eimφ, (1.4)

Y −m
n =

√

2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)e−imφ. (1.5)

Deste modo, são definidas as funções

ψenm = Pm
n (cos θ) cosmφ = (−1)m

√

π

2n+ 1

(

Y m
n + (−1)mY −m

n

)

, (1.6)

ψonm = Pm
n (cos θ) sinmφ = −i(−i)m

√

π

2n+ 1

(

Y m
n − (−1)mY −m

n

)

, (1.7)

cuja caracteŕıstica principal é ter as mesmas propriedades de ortogonalidade dos harmônicos

esféricos. Os sub́ındices e (even – par) e o (odd – ı́mpar) denotam a paridade das funções.

Neste caso, o supeŕındice varia na forma 0 ≤ m ≤ n. Com isto, definem-se também os vetores

harmônicos esféricos M em que

[

Menm

Monm

]

= −iun(kr)L
[

ψemn

ψomn

]

, (1.8)

em que L é o operador de momento angular. Deste modo, segundo a definição de operador de

momento angular L = −ir×∇, temos que r ·M = 0. Em prinćıpio podeŕıamos utilizar qualquer

∗Estas definições foram utilizadas na tese de doutorado da Adriana Fontes [7] e correspondem à notação utilizada
nos livros de van de Hulst [5] e Bohren & Huffman [6] e só valem para este caso. Nesta tese entretanto, a convenção
padrão é a mesma seguida pelos livros do Jackson [4] e do Arfken [8], mostradas nas equações (2.26) e (2.27), em
que a fase de Condon-Shortley (−1)m aparece dentro da definição dos polinômios associados de Legendre.
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uma das funções esféricas de Bessel, já que todas são soluções da parte radial da equação de

Helmholtz. Entretanto, como estamos interessados no campo incidente que deve ser finito na

origem, a solução que satisfaz este critério é un(kr) = jn(kr). Temos também os vetores

harmônicos esféricos N = k−1∇×M dados por

[

Nenm

Nonm

]

=
−i
k
∇×

[

jn(kr)Lψemn

jn(kr)Lψemn

]

. (1.9)

Para encontrar os campos E eH vamos então expand́ı-los em termos dos vetoresM eN, segundo

a forma†:

[

E

iZH

]

= E0

∑

p=e,o

∑

nm

[

Apnm

Bpnm

]

Mpmn +

[

Bpnm

Apnm

]

Npmn, (1.10)

em que temos quatro constantes, duas de paridade par e e duas de paridade ı́mpar o. Para

encontrarmos os coeficientes usaremos as relações de ortogonalidade dos harmônicos esféricos e

as seguintes relações:

1

E0

[

r · E
ir · ZH

]

=

[

Bonm

Aonm

]

r ·Nomn +

[

Benm

Aenm

]

r ·Nemn, (1.11)

que nos dão as quatro constantes referidas. Multiplicando ambas as equações acima por ψp′n′m′ ,

p′ = o, e, integrando no ângulo sólido e utilizando as definições de ψp′n′m′ e as propriedades de

ortogonalidade dos harmônicos esféricos, vamos obter













Aonm

Bonm

Aenm

Benm













E0jn(kr) =
k

2π

2n+ 1

n(n+ 1)

(n−m)!

(n+m)!

∫

dΩ













iψ∗
onmr · ZH
ψ∗
onmr · E

iψ∗
enmr · ZH
ψ∗
enmr · E













. (1.12)

Por outro lado, temos que r = rr̂ e r̂ = x̂ sin θ cosφ + ŷ sin θ sinφ + ẑ cos θ, e, a partir da

definição de E = E0e
ikzzx̂ e ZE = E0e

ikzzŷ, e o fato de que z = r cos θ, temos

[

r · E
r · ZH

]

= E0

[

cosφ

sinφ

]

eikr cos θr sin θ = E0

[

cosφ

sinφ

]

i

k

∂

∂θ
eikr cos θ. (1.13)

†Sabendo que a impedância do meio é dada por Z =
√

µ/ε e o módulo do vetor de onda k =
√
µεω,

eliminamos das expressões a permeabilidade magnética µ e a permissividade elétrica ε de modo a termos uma
notação mais clara e eficiente, uma vez que sempre expressaremos o campo magnético em unidades de campo
elétrico, ou seja, ZH.
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Substituindo (1.13) em (1.12) obtemos













Aonm

Bonm

Aenm

Benm













jn(kr) =
i

2π

2n+ 1

n(n+ 1)

(n−m)!

(n+m)!

∫

dΩ













iψ∗
onm sinφ

ψ∗
onm cosφ

iψ∗
enm sinφ

ψ∗
enm cosφ













∂

∂θ
eikr cos θ. (1.14)

Explicitando os termos da integral obtemos

∫

dΩ













ψ∗
onm sinφ

ψ∗
onm cosφ

ψ∗
enm sinφ

ψ∗
enm cosφ













∂

∂θ
eikr cos θ =

∫

dθ sin θPm
n (cos θ)

∂

∂θ
eikr cos θ

∫

dφ













sinmφ sinφ

sinmφ cosφ

cosmφ sinφ

cosmφ cosφ













.(1.15)

Calculando as integrais em dφ obtemos para
∫ 2π

0
dφ sinmφ sinφ = δm,1π,

∫ 2π

0
dφ sinmφ cosφ =

0,
∫ 2π

0
dφ cosmφ sinφ = 0 e

∫ 2π

0
dφ cosmφ cosφ = δm,1π. Deste modo temos













Aon1

Bon1

Aen1

Ben1













jn(kr) =
i

2

2n+ 1

n(n+ 1)

(n− 1)!

(n+ 1)!

∫

dθ sin θP 1
n(cos θ)













i

0

0

1













∂

∂θ
eikr cos θ. (1.16)

Obtivemos de antemão dois termos iguais a zero, Bon1 e Aen1, e também obtivemos a paridade

das ondas parciais, devido aos outros dois termos possúırem paridade definida. Integrando por

partes, e deixando apenas os termos desconhecidos temos

[

Aon1

Ben1

]

jn(kr) =
i

2

2n+ 1

n(n+ 1)

(n−m)!

(n+m)!

[

i

1

]

∫

dθ eikr cos θ
∂

∂θ

(

sin θP 1
n(cos θ)

)

. (1.17)

Agora vamos usar a definição dos polinômios associados de Legendre

P 1
n(cos θ) = − d

dθ
Pn(cos θ), (1.18)

a equação diferencial dos polinômios de Legendre

d

dθ

(

d

dθ
Pn(cos θ)

)

= −n(n+ 1) sin θPn(cos θ), (1.19)

e ainda observando que (n− 1)!/(n+ 1)! = 1/n(n+ 1) e multiplicando os números complexos,
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obtemos finalmente

[

Aon1

Ben1

]

jn(kr) =
1

2

2n+ 1

n(n+ 1)

[

1

−i

]

∫

dθ eikr cos θ sin θPn(cos θ). (1.20)

A última integral pode ser resolvida por [8]

∫

dθ eikr cos θ sin θPn(cos θ) = 2injn(kr), (1.21)

conhecida como generalização de Gegenbauer para a integral de Poisson [9]. Assim finalmente

obtemos

[

Aon1

Ben1

]

= in
2n+ 1

n(n+ 1)

[

1

−i

]

, (1.22)

de modo que a expansão da onda plana é totalmente conhecida.

Além da onda plana, alguns casos isolados foram obtidos [10,11], mas não havia até agora uma

demonstração de que é posśıvel se encontrar soluções (quando não anaĺıticas, numéricas) para

quaisquer casos devido ao fato de haver uma dependência radial nas expressões dos coeficientes da

expansão. Diferentes experimentos, indo da levitação e aprisionamento de part́ıculas [12,13], às ca-

vidades de ultra alto Q usados em experimentos de eletrodinâmica quântica (QED) [14,15], utilizam

diferentes feixes. Por exemplo, em pinças ópticas e microscopia confocal são usados feixes de aber-

tura numérica muito alta [16–18], campos evanescentes em microscopia de campo próximo [19,20], e

os modos de uma fibra óptica são empregados para acoplar luz aos modos de galeria de micro-

cavidades esféricas [21]. Forças ópticas, absorção, espalhamento Raman e fluorescências podem

ser fortemente amplificadas usando-se cavidades esféricas e ressonâncias de Mie [22–25]. Feixes de

Laguerre-Gauss, Hermite-Gauss e de Bessel [26,27], e os campos eletromagnéticos dentro de fibras

de cristal fotônico [28,29], são usados para aprisionar e transportar part́ıculas. O entendimento de

todos estes fenômenos requer um conhecimento preciso dos coeficientes das expansões em funções

de onda esféricas vetoriais do feixe incidente. A teoria generalizada de Lorenz-Mie foi desenvolvida

para lidar com os mais variados feixes além das clássicas ondas planas, e os coeficientes destas

expansões são conhecidos com coeficientes de forma dos feixes (“beam shape coefficients” –

BSC) [30,31]. Além disso, devido ao fato destas funções de onda formarem uma base ortonormal

completa, elas podem ser utilizadas para o estudo do espalhamento e de forças [32] em part́ıculas

não esféricas, e são o ponto de partida dos poderosos métodos “T-matrix” [33].

O cálculo dos coeficientes de forma dos feixes para um feixe arbitrário tem sido uma tarefa

complicada, requerendo um esforço significativo. Ainda mais que há um problema fundamental

com estes cálculos: a expansão de uma função em alguma base é completa somente quando
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os coeficientes da expansão podem ser escritos em termos de produtos escalares, ou integrais,

com valores numéricos definidos. Esta tarefa de fato nunca foi realizada para as funções de onda

esféricas vetoriais de um feixe arbitrário, porque a integral sobre o ângulo sólido não elimina expli-

citamente a dependência radial. Até onde sabemos, a literatura nos deve uma prova matemática

de que a função que aparece após a integração sobre o ângulo sólido para qualquer tipo de feixe

que satisfaça as equações de Maxwell cancela a função esférica de Bessel que aparece do outro

lado da equação dos coeficientes de forma. Se isto não for verdade, então os coeficientes de

forma não podem ser constantes independentes da coordenada radial, como requer uma expansão

de sucesso.

Esta independência radial dos coeficientes de forma foram mostradas para o caso de ondas

planas e para um feixe gaussiano focalizado com alta abertura numérica [10]. Trabalhando com

um modo eletromagnético dentro de um guia de onda ciĺındrico, também obtivemos com sucesso

expressões anaĺıticas para os fatores de forma dependentes apenas da posição do sistema de

referência. Isto nos levou a uma pergunta fundamental: seria posśıvel provar que a função esférica

de Bessel emergiria naturalmente da integral no ângulo sólido para qualquer tipo de feixe? O que

mostraremos ao longo deste trabalho é que isto é posśıvel. Mostraremos como este método pode

ser usado para calcular os coeficientes de forma para ondas planas, modos de guias de onda

ciĺındrico e retangular e para feixes de Bessel.

Este trabalho decorre diretamente dos trabalhos anteriores em pinças ópticas, principalmente

as teses de Doutorado de Adriana Fontes [7] e de Antônio Neves [34]. No caso das pinças ópticas

o tamanho das part́ıculas é usualmente da mesma ordem ou maior do que o comprimento de

onda da luz, ou seja, diretamente no regime de Mie. Podemos, por meio do Tensor de Stress

de Maxwell, calcular a força que atua sobre a part́ıcula em função dos coeficientes de forma

dos feixes. Entretanto, a expressão da força depende diretamente dos coeficientes de forma dos

feixes incidentes. Em seu trabalho de doutorado, Antônio Neves conseguiu calcular expressões

semi-anaĺıticas para os coeficientes de forma de um feixe focalizado por um objetiva de abertura

numérica muito alta. Como este feixe depende da abertura da objetiva, os coeficientes dependem

de uma integral sobre as coordenadas da abertura da objetiva, e que, neste caso, é numérica.

Entretanto o trabalho do Antônio demonstrou que é posśıvel eliminar a dependência radial dos

fatores de forma. O resultado do Antônio foi posśıvel graças a uma identidade pouco conhecida,

que o Antônio resolveu por meios próprios:

∫ π

0

dθ sin θP q
p (cos θ)Jp(kr sin ξ sin θ)e

ikr cos ξ cos θ = 2ip−qP q
p (cos ξ)jp(kr). (1.23)

O Professor Lenz, usando a equação (1.3), conseguiu calcular os coeficientes da expansão

dos campos no interior de um guia de onda ciĺındrico, novamente incorrendo na integral (1.23),
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obtendo assim coeficientes totalmente anaĺıticos. O próximo passo foi tentar encontrar os co-

eficientes da expansão para os campos no interior de guias de onda retangulares. Novamente

incorremos na integral (1.23), e obtivemos também coeficientes totalmente anaĺıticos. Entre-

tanto, as caracteŕısticas dos guias de onda retangulares nos levaram a pensar em calcular os

coeficientes no espaço de Fourier. Com isto, obtivemos uma expressão para o cálculo dos coefi-

cientes de qualquer campo em um guia de onda de qualquer forma (expressão geral). Do mesmo

modo que obtivemos uma expressão geral para os guias de onda, fomos em busca da expressão

geral para campos quaisquer, chegando em termos dependentes do operador de momento angular

nas coordenadas do espaço de Fourier. Demonstramos em seguida que o operador momento an-

gular nas coordenadas do espaço de Fourier está relacionado à transformada de Fourier do próprio

operador momento angular nas coordenadas do espaço direto, na forma

F
{

Lψ(r)
}

= F
{

L
}

F
{

ψ(r)
}

= LΨ(k), (1.24)

em que L é o operador momento angular no espaço direto e L é o operador momento angular no

espaço rećıproco. Deste modo, reescrevemos todo o problema partindo do começo, ou seja, da

própria equação da expansão, e refizemos tudo no espaço de Fourier. Dessa forma a independência

radial surgiu naturalmente.

O Caṕıtulo 2 mostra o problema da expansão em funções de onda vetoriais, desde as equações

de Maxwell até a antiga e tradicional forma de expressão dos coeficientes, com o problema da

dependência radial. Apresentamos o formalismo dos Multipolos e Harmônicos Esféricos Vetoriais

de Hansen, as principais definições matemáticas. No Caṕıtulo 3 colocamos o cálculo dos coefici-

entes pelo que chamamos de método da “Força Bruta”, que foi como primeiramente obtivemos

a nova expressão para os coeficientes de forma. Conhecida a nova expressão para os coeficientes,

refizemos os cálculos de um modo mais elegante. Este modo elegante é mostrado no Caṕıtulo 4,

que constitui o principal caṕıtulo desta tese. Obtida a expressão para os coeficientes com inde-

pendência radial, tecemos algumas considerações sobre a expansão e recalculamos a expressão

para a onda plana. Nos caṕıtulos seguintes, partimos para aplicações do resultado obtido. No

Caṕıtulo 5 mostramos as soluções para os campos no interior de guias de onda, tanto para o caso

geral, quanto para dois casos espećıficos, o dos guias de onda ciĺındricos e o dos guias de onda

retangulares. No Caṕıtulo 6 tratamos dos feixes de Davis, obtidos a partir do potencial vetor e do

gauge de Lorenz, e calculamos os coeficientes para o feixe de Bessel. Estes três caṕıtulos são os

resultados que obtivemos ao longo do trabalho de Doutorado. No Caṕıtulo 7 mostramos a Teoria

de Mie, important́ıssima para toda a área de espalhamento e também no cálculo da Força Óptica.



Caṕıtulo 2

Expansão em funções de onda vetoriais

Neste caṕıtulo trataremos da expansão em ondas parciais vetoriais esféricas, que é a base

da Teoria Generalizada de Lorenz-Mie, que é uma técnica ligada ao espalhamento. Entretanto

pode-se utilizar expansão em ondas parciais vetoriais esféricas em qualquer problema que lide

com simetria esférica, independende de haver uma part́ıcula espalhadora ou não. Iniciaremos

mostrando as soluções das Equações de Maxwell e das equações de onda vetoriais pelos Multipolos

de Hansen e também apresentaremos os harmônicos esféricos vetorias (Harmônicos de Hansen) e

mostraremos a questão da componente radial, deixando o terreno preparado para a solução, que

mostraremos nos Caṕıtulos 3 e 4.

2.1 Equações de Maxwell e de onda

Os campos eletromagnéticos devem satisfazer em todos os pontos as equações de Maxwell

harmônicas [4]:

∇ · E = 0, (2.1)

∇ ·H = 0, (2.2)

∇× E = ikZH, (2.3)

∇× ZH = −ikE, (2.4)

em que Z =
√

µ/ε é a impedância do meio (portanto ε e µ devem ser cont́ınuos) e k é o módulo

do vetor de onda. Os vetores E e ZH possuem a mesma dimensão de campo elétrico e devem

ser tratados do mesmo modo. Dado um deles o outro é obtido através do rotacional

[

E

ZH

]

= − i

k
∇×

[

−ZH
E

]

. (2.5)

9
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Aplicando o rotacional nas equações (2.3) e (2.4) temos

∇×∇× E = ik∇× ZH = k2E, (2.6)

∇×∇× ZH = −ik∇× E = k2ZH, (2.7)

e sabendo que

∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A, (2.8)

obtemos

∇2E+ k2E = 0, (2.9)

∇2H+ k2H = 0, (2.10)

que nos diz que E e H satisfazem a equação de onda vetorial. Logo, qualquer campo vetorial

com divergência nula que satisfaz a equação de onda vetorial será um campo eletromagnético

admisśıvel.

2.2 Solução vetorial da equação de onda

Supondo que conheçamos a solução escalar ψ da equação de onda, podemos escrever a

equação de onda como um operador W,

W = ∇2 + k2, (2.11)

de modo que Wψ = 0. Entretanto estamos interessados em determinar a solução vetorial WF =

0. Suponhamos que descobrimos um operador vetorial V que comute com W, ou seja, [W,V] =

WV − VW = 0. Então podemos mostrar que F = Vψ é uma solução da equação de onda

vetorial, pois WF = WVψ = VWψ = 0. Neste caso se percebe que o problema de encontrar

uma solução vetorial é reduzido ao problema de encontrar uma solução escalar, sobre a qual o

operador V vai atuar. Entretanto não basta encontrar um operador vetorial que comute com o

operador W da equação de onda, pois as ondas eletromagnéticas devem ser transversais, ou seja,

∇ · E = 0 e ∇ ·H = 0. Neste caso, buscamos operadores solenoidais que comutem com W.
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2.2.1 O operador de momento angular e suas propriedades

Conforme afirmamos na introdução o operador de momento angular L = −ir × ∇ é um

operador vetorial que comuta com o operador W da equação de onda e, portanto, é um bom

candidato para gerar a solução vetorial da equação de onda dos campos eletromagnéticos. Para

isso precisamos mostrar que L comuta com W e que ∇ · L = 0. Mais forte ainda, se F = Lψ

representa um dos campos eletromagnéticos o outro deve ser proporcional a ∇×F = ∇×Lψ, o

que significa que ∇×Lψ tem que ser, também, um operador vetorial solenoidal que comuta com

W. Matematicamente deve-se mostrar, portanto, que [L,W] e [∇×L,W] ao mesmo tempo em

que ∇ · L e ∇ · ∇ × L.

Utilizando a notação de Einstein de que ı́ndices repetidos significam somatória nos mesmos e o

tensor εijk antisimétrico de Levi-Civita∗ pode-se mostrar a comutatividade do operador momento

angular fazendo

∇2L = ∂m∂m(−ix̂iεijkxj∂k) = −ix̂iεijk
(

∂mδmj∂k + ∂m(xj∂m∂k)
)

(2.12)

= −ix̂iεijk(2∂j∂k + xj∂k∂m∂m). (2.13)

Agora usamos o fato de que a contração de um tensor simétrico Sij com um antisimétrico Aij,

SijAij =, é sempre nula† para anular o termo εijk∂j∂k que contrai o tensor εijk antisimétrico com

o tensor ∂j∂k simétrico. Neste caso:

∇2L = −ix̂iεijkxj∂k∂m∂m = L∇2. (2.14)

Para demonstrar a comutatividade de ∇× L podemos usar a propriedade‡

− i∇× L = 2∇− r∇2 + (r · ∇)∇, (2.15)

da qual se mostra que

i∇2∇× L = ∂m∂m(2x̂i∂i − x̂ixi∂j∂j + xi∂ix̂j∂j) (2.16)

= (2x̂i∂i − x̂ixi∂j∂j + xi∂ix̂j∂j)∂m∂m + (−x̂i∂i∂j∂j + x̂i∂j∂j∂i) (2.17)

= i∇× L∇2. (2.18)

∗εijk =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δi1 δi2 δi3
δj1 δj2 δj3
δk1 δk2 δk3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δi1 δj2 δk3
δi1 δj2 δk3
δi1 δj2 δk3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

em que δij =

{

1, i = j
0, i 6= j

.

†Podemos ver que SijAij = SjiAji por simples troca de letras. Mas Sij = Sji enquanto Aij = −Aji, logo
SijAij = −SijAij = 0 ou 2SijAij = 0. Esta propriedade será extensivamente utilizada nesta tese.

‡−i∇ × L = −ix̂iεijk∂jLk = −x̂iεijkεklm∂j(xl∂m) = −x̂i(xi∂j∂j + δij∂j − δjj∂i − xj∂j∂i) = 2x̂i∂i −
x̂ixi∂j∂j + xj∂j x̂i∂i = 2∇− r∇2 + (r · ∇)∇, lembrando apenas que δjj = 3.
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A ausência da divergência ∇·L = −iεijk∂ixj∂k = −iεijkxj∂i∂k = 0 é devida às contrações de

tensores simétricos com antisimétricos. Pela mesma razão ∇ · (∇× L) = εijk∂i∂jLk = 0. Dessa

forma se mostra que os operadores L e ∇ × L comutam com W e são campos solenoidais, ou

seja, ∇·L = 0 e ∇·∇×L. O gradiente ∇ é outro operador que claramente comuta com W. Mas

o gradiente não faz parte do conjunto de soluções do nosso sistema porque não é solenoidal, uma

vez que ∇ · ∇ψ = ∇2ψ = −k2ψ 6= 0. Note-se que, entretanto, esse operador geraria soluções

vetoriais em ondas acústicas, que podem ser longitudinais. Os campos gerados pelo operador

L = −ir × ∇ são transversais pois r · L = −ir · (r × ∇) = 0. Neste caso a escolha E = Lψ

gera campos transversais elétricos, TE, enquanto a escolha H = Lψ gera campos transversais

magnéticos, TM. Os campos magnéticos e elétricos associados aos campos TE e TM possuem

componentes radiais. Usando o fato de que r · ∇ × F = xiεijk∂jFk = −εjikxi∂jFk = iL · F,
percebe-se que r · ∇ × F = iL · L = iL2 6= 0. A solução dos campos TE é dada por E = Lψ e

ikZH∇× Lψ, enquanto a solução dos campos TM é dada por H = Lψ e −ikZE∇× Lψ.

2.3 Solução escalar da equação de onda

Na seção anterior estabelecemos que é necessário primeiro encontrar a solução escalar da

equação de onda para depois encontrar a solução vetorial, ou seja, encontrar o campo escalar

ψ(k, r) que satisfaça a equação de onda Wψ = (∇2 + k2)ψ = 0. Uma propriedade do operador

de momento angular que simplifica essa equação de onda em coordenadas esféricas é que L ·L =

r · ∇+ (r · ∇)2 − r2∇2 ou

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

− L2

r2
. (2.19)

Isto pode ser demonstrado usando

L · L = −εijkxj∂k(εilmxl∂m) = −εijkεilmxj(∂kxl∂m + xl∂k∂m) (2.20)

= (δjmδkl − δjlδkm)xj(δkl∂m + xl∂k∂m) = xj(3∂j + xk∂k∂j − ∂j − xj∂k∂k)(2.21)

= 2xj∂j + xkxj∂k∂j + xjxj∂k∂k = r · ∇ − (r · r)(∇ · ∇) + xkxj∂k∂j. (2.22)

Agora (xk∂k)(xj∂j) = xkδjk∂j + xkxj∂k∂j = xk∂k + xkxj∂k∂j o que significa que xkxj∂k∂j =

(r · ∇)(r · ∇)− (r · ∇), o que leva a

L · L = r · ∇+ (r · ∇)2 − r2∇2. (2.23)
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Usando propriedade acima a equação de Helmholtz pode ser escrita como

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂ψ

∂r

)

−
(

L2

r2
− k2

)

ψ = 0, (2.24)

que pode ser resolvida via separação de variáveis, fazendo

ψ(r) = ul(r)Ylm(r̂). (2.25)

Aqui, como dissemos no Caṕıtulo 1, utilizamos a definição de harmônico esférico como sendo

Ylm(r̂) =

√

2l + 1

4π

(l +m)!

(l −m)!
Pm
l (cos θ)eimφ, (2.26)

em que Pm
l (x) são os polinômios associados de Legendre, definidos como

Pm
l (x) = (−1)m(1− x2)m/2 d

m

dxm
Pl(x), (2.27)

em que Pl(x) são os polinômios de Legendre. Os harmônicos esféricos satisfazem a equação de

auto-valor

L2Ylm(r̂) = l(l + 1)Ynm(r̂). (2.28)

A função de onda radial obedece a equação diferencial§

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂ul(kr)

∂r

)

−
(

l(l + 1)

r2
− k2

)

ul(kr) = 0, (2.29)

cujas soluções são combinações das funções esféricas de Bessel – jl(kr) – e Neumann – yl(kr) –

ou das funções de Hankel – h
(1,2)
l = jl(kr) ± iyl(kr). A escolha das funções radiais dependerá

das condições de contorno. As funções yl(kr), h
(1)
l (kr) e h

(2)
l (kr) divergem para r → 0. Por-

tanto, as soluções para o interior de uma esfera só podem ser do tipo jl(kr). Por outro lado o

comportamento assimptótico de h
(1)
l (kr → ∞) → eikr/r é t́ıpico de uma onda esférica que se

afasta da origem (outgoing wave), e h
(2)
l (kr → ∞) → e−ikr/r é o comportamento de onda que

se aproxima da origem (incoming wave).

§Ou, para x = kr temos que u′′l + 2
xu

′
l −
(

l(l+1)
x2 − 1

)

ul = 0 ou ainda x2u′′l + 2xu′l − [l(l + 1− x2]ul = 0.
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2.4 Vetores de onda esféricos

Os vetores de onda esféricos dados por Xlm = LYlm/
√

l(l + 1) formam uma base ortornormal

devido ao fato de que L é um operador Hermitiano, ou seja,

∫

dΩ X∗
l′m′ ·Xl′′m′′ =

1
√

l′(l′ + 1)

1
√

l′′(l′′ + 1)

∫

dΩ (LYl′m′)∗ · LYl′′m′′ (2.30)

=
1

√

l′(l′ + 1)

1
√

l′′(l′′ + 1)

∫

dΩ Y ∗
l′m′L · LYl′′m′′ (2.31)

=
1

√

l′(l′ + 1)

1
√

l′′(l′′ + 1)

∫

dΩ Y ∗
l′m′L2Yl′′m′′ (2.32)

=
1

√

l′(l′ + 1)

l′′(l′′ + 1)
√

l′′(l′′ + 1)

∫

dΩ Y ∗
l′m′Yl′′m′′ (2.33)

=

√

l′′(l′′ + 1)

l′(l′ + 1)
δl′,l′′δm′,m′′ (2.34)

= δl′,l′′δm′,m′′ . (2.35)

Se o campo elétrico normalizado é dado por E/E0 = ul(kr)Xlm o campo magnético nor-

malizado será dado por ikZH/E0 = ∇ × (ul(kr)Xlm) . Usando a propriedade −i∇ × L =

(2 + r · ∇)∇− r∇2 podemos calcular esse vetor, sabendo que ∇2(ulYlm) = −k2(ulYlm) e defi-

nindo
√

l(l + 1) = 1/α:

α∇× L(ulYlm) = iα(2 + r · ∇)∇(ulYlm)− iαr∇2(ulYlm) (2.36)

= i(2 + r∂r)α∇(ulYlm) + iαrk2(ulYlm). (2.37)

Agora utilizamos a propriedade¶ ∇ = r̂∂r − (îr× L)/r para obter

α∇(ulYlm) = αku′lr̂Ylm − ul
r
iαr̂× LYlm = αku′lr̂Ylm − ul

r
îr×Xlm. (2.38)

O operador r∂r só atua nas funções de r portanto:

α∇× LulYlm = i(2 + r∂r)
(

αkr̂u′lYlm − ul
r
îr×Xlm

)

+ iαrk2ulYlm (2.39)

= iα(k2ru′′l + 2ku′l + k2rul)r̂Ylm +
(

ku′l +
ul
r

)

r̂×Xlm. (2.40)

¶
r × L = −ir × (r × ∇) = −ix̂iεijkxjεklmxl∂m = ix̂i(δimδjl − δilδjm)xjxl∂m = ix̂ixj(xj∂i − xi∂j) =

ir2∇− ir(r · ∇)
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Multiplicando tudo por −i/k obtemos

− i

k
α∇× LulYlm = αkr(u′′l + 2

u′l
kr

+ ul)r̂Ylm − i
(

u′l +
ul
kr

)

r̂×Xlm. (2.41)

Usando a equação diferencial para ul dada por

u′′l + 2
u′l
x

+ ul =
l(l + 1)

x
ul (2.42)

obtém-se que

− i

k
∇× (ulXlm) =

ul
αkr

r̂Ylm − i
(

u′l +
ul
kr

)

r̂×Xlm. (2.43)

Finalmente chega-se a

− i

k
∇× (ulXlm) =

√

l(l + 1)
ul
kr

r̂Ylm +
(

u′l +
ul
kr

)

(−îr×Xlm). (2.44)

Vale a pena notar que −ik−1∇×Xlm contém dois termos perpendiculares entre si e perpendicu-

lares ao próprio Xlm pois r ·Xlm = 0, X∗
lm · (r×Xlm) = 0 e r · (r×Xlm) = 0. São três vetores

perpendiculares entre si sugerindo a formação de uma base. São conhecidos como os Harmônicos

Esféricos Vetoriais de Hansen os seguintes vetores harmônicos esféricos:

Xlm(r̂) =
LYlm(r̂)
√

l(l + 1)
, (2.45)

Ylm(r̂) = r̂Ylm(r̂), (2.46)

Vlm(r̂) = −îr×Xlm. (2.47)

Além de perpendiculares entre si eles formam uma base ortonormal. Já mostramos que

∫

dΩ X∗
l′m′ ·Xl′′m′′ = δl′l′′δm′m′′ , (2.48)

e sabemos que

∫

dΩ Y∗
l′m′ ·Yl′′m′′ =

∫

dΩ r̂ · r̂Y ∗
l′m′Yl′′m′′ =

∫

dΩ Y ∗
l′m′Yl′′m′′ = δl′l′′δm′m′′ . (2.49)

. Para os Vlm usamos a rotação do produto misto e a identidade A × (B ×C) = B(A ·C) −
C(A · B) para mostrar que V∗

l′m′ ·Vl′′m′′ = (îr ×X∗
l′m′) · (−îr ×Xl′′m′′) = (r̂ ×X∗

l′m′) · (r̂ ×
Xl′′m′′) = r̂ ·

(

Xl′′m′′ × (r̂ × X∗
l′m′)

)

= r̂ ·
(

r̂
(

Xl′′m′′ · X∗
l′m′

)

− X∗
l′m′

(

r̂ · Xl′′m′′

)

)

, portanto

V∗
l′m′ ·Vl′′m′′ = X∗

l′m′ ·Xl′′m′′ . Esses três vetores formam uma base ortonormal completa sobre
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uma superf́ıcie esférica, de modo que

∫

dΩ(r̂) Al′m′(r̂)Bl′′m′′(r̂) = δA,Bδl′l′′δm′m′′ , (2.50)

∑

A,l,m

A∗
lm(r̂

′)Alm(r̂
′′) = 1δ(r̂′ − r̂′′). (2.51)

2.5 Multipolos de Hansen

Nas seções anteriores buscamos soluções vetoriais para as equações de Maxwell e da onda,

baseadas na solução escalar ψlm(k, r) = ul(kr)Ylm(r̂) da equação de onda. Estas soluções são

conhecidas como Multipolos de Hansen [35] e são dadas por

Llm(r) = αL

−i
k
∇ψlm(k, r), (2.52)

Mlm(r) = αMLψlm(k, r), (2.53)

Nlm(r) = αN

−i
k
∇× Lψlm(k, r), (2.54)

sendo que apenas Mlm e Nlm satisfazem as equações de Maxwell‖. As constantes α serão utili-

zadas para a normalização sobre a superf́ıcie esférica Ω(r̂) ortogonal ao versor r̂. Explicitamente,

como mostrado em (2.38) e (2.44), e fazendo ul(kr) = jl(kr), temos que

Mlm(r) = jl(kr)Xlm(r̂), (2.55)

Nlm(r) =

(

j′l(kr) +
jl(kr)

kr

)

Vlm(r̂) +
√

l(l + 1)
jl(kr)

kr
Ylm(r̂), (2.56)

Llm(r) = −i
(

√

l(l + 1)
jl(kr)

kr
Vlm(r̂) + j′l(kr)Ylm(r̂)

)

, (2.57)

em que introduzimos os chamados Harmônicos Esféricos Vetoriais de Hansen, dados por

Xlm(r̂) =
LYlm(r̂)
√

l(l + 1)
, (2.58)

Ylm(r̂) = r̂Ylm(r̂), (2.59)

Vlm(r̂) = −îr×Xlm(r̂), (2.60)

‖A expansão de Hansen se dá em função de ψlm(k, r), com A1lm = (l(l+1))1/2∇ψlm, A2lm = k∇×(rψlm) =
(−1/k)∇×A3lm e A3lm = (−1/k)∇×A2lm, de modo que o campo elétrico é dado por E = E0

∑

lm a2lmA2lm+
a3lmA3lm e o campo magnético por ZH = iE0

∑

lm a2lmA2lm + a3lmA3lm, o que nos dá facilmente que
∫

dΩ r̂ · S =
∑
(

|a2lm|2 + |a3lm|2
)

. Tomando a expressão A2lm = k∇× (rψlm) = k∇ψlm × r+ kψlm∇× r =
−kr×∇ψlm. Este termo é equivalente à nossa definição de Mlm, desconsiderando-se as constantes.
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Os harmônicos esféricos vetoriais de Hansen podem ainda ser expressos na forma da identidades

Xlm(r̂) = −îr×Vlm(r̂), (2.61)

Ylm(r̂) =
−r2∇×∇×Vlm(r̂)

√

l(l + 1)
, (2.62)

Vlm(r̂) =
r∇Ylm(r̂)
√

l(l + 1)
. (2.63)

Os vetores solenoidais Mlm e Nlm formam uma base completa para os campos tangenciais. O

vetor irrotacional Llm não satisfaz a condição de divergência zero.

2.6 Problema da expansão em ondas parciais

De posse dos Multipolos de Hansen, podemos escrever agora a expressão para a expansão em

ondas parciais, sendo que as ondas parciais são os multipolos Mlm e Nlm, uma vez que Llm tem

divergente diferente de zero, como requer as equações de Maxwell para os meios livres. Deste

modo, temos

[

E(r)

ZH(r)

]

= E0

∑

pq

[

GTE
pq

GTM
pq

]

Mpq(r) +

[

−GTM
pq

GTE
pq

]

Npq(r), (2.64)

em que, como já mostramos

Mpq(r) = jp(kr)Xpq(r̂), (2.65)

Npq(r) =
(

j′l(kr) +
jp(kr)

kr

)

Vpq(r̂) +
√

p(p+ 1)
jp(kr)

kr
Ypq(r̂). (2.66)

Para calcular as constantes GTE/TM podemos utilizar as propriedades de ortogonalidade dos

Harmônicos Esféricos Vetorias de Hansen. Multiplicando a equação (2.64) por Yp′q′ ou por Xp′q′

e integrar sobre uma esfera podemos obter diretamente os coeficientes da expansão. A expansão

em ondas parciais tradicional [4] utiliza a ortogonalidade dos harmônicos esféricos vetoriais para

obter as constantes GTE/TM multiplicando ambos os lados da equação (2.64) por Y∗
p′q′(r̂) e

integrando no ângulo sólido. Isto nos dá diretamente que

E0jp(kr)

[

GTM
pq

GTE
pq

]

=
kr

√

p(p+ 1)

∫

dΩ(r̂) Y∗
pq(r̂) ·

[

−E(r)

ZH(r)

]

. (2.67)
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Preferimos no entanto escrever os coeficientes de forma

E0jp(kr)

[

GTE
pq

GTM
pq

]

=

∫

dΩ(r̂) X∗
pq(r̂) ·

[

E(r)

ZH(r)

]

, (2.68)

também nos valendo das relações de ortogonalidade, em que multiplicando ambos os lados da

equação (2.64) por X∗
p′q′(r̂) e integrando no ângulo sólido, obtemos a equação (2.68). Podemos

também obter a equação (2.68) a partir da equação (2.67) observando as equações de Maxwell

harmônicas

kr · ZH = −ir · (∇× E) = L · E, (2.69)

−kr · E = −ir · (∇× ZH) = L · ZH, (2.70)

e a identidade vetorial∗∗

− ir · (∇× F) = L · F. (2.71)

As expressões (2.68) e (2.67) entretanto não representam o problema inteiramente resolvido.

Em ambas as equações, o lado esquerdo possui uma função radial que não encontra equivalente

no lado direito. Não t́ınhamos uma demonstração contundente de que do lado direito surgiria

uma função esférica de Bessel para anular a que se encontra do lado esquerdo. Por outro lado,

uma função esférica de Bessel, para um cálculo numérico é outro grande problema, por que

além de altamente oscilante, possui diversas ráızes que causam singularidades. Além disso, existe

o problema de selecionar um valor arbitrário para r. Este trabalho vem ao encontro destas

questões, mostrando como eliminar a depência radial das expressões (2.68) e (2.67) e completando

o problema da expansão em funções de onda vetoriais esféricas. Nossa técnica consistirá em

levar a equação (2.64) para o espaço de Fourier, onde mostraremos que a questão radial será

definitivamente resolvida.

∗∗−ir · (∇× F) = −i(x̂lxl) · (εijkx̂i∂jFk) = −iεijkxi∂jFk = −i(εijkx̂kxi∂j)(x̂kFk) = L · F.



Caṕıtulo 3

O método da “força bruta”

Neste caṕıtulo vamos obter o cálculo dos coeficientes pelo método que utilizamos inicialmente,

que estamos designando de método da “força bruta”,uma vez que na evolução do trabalho des-

cobrimos uma forma muito mais simples, elegante e sintética que será apresentada no Caṕıtulo 4.

Esse trabalho evoluiu no contexto de uma continuidade do trabalho das teses da Adriana Fon-

tes [7] e do Antônio Neves [34]. Na tese do Antônio Neves mostrou-se como efetuar a expansão em

vetores esféricos harmônicos sem qualquer aproximação de feixes altamente focalizados. A chave

para o sucesso no cancelamento das funções esféricas de Bessel foi a utilização da identidade

∫

dθ sin θP q
p (cos θ)Jp(kr sin ξ sin θ)e

ikr cos ξ cos θ = 2ip−qP q
p (cos ξ)jp(kr). (3.1)

Conseguimos generalizar o resultado da Tese do Antônio para qualquer feixe através do cálculo

direto dos coeficientes. Com os resultados obtidos notamos o aparecimento de um operador

momento angular no espaço k, que nos levou a procurar um método mais simples de obter os

mesmos resultados. Este caṕıtulo faz a ligação entre os trabalhos anteriores do Antônio Neves [10]

e os nossos resultados. Estamos de fato interessados em calcular

E0jp(kr
′)GTE

pq =

∫

dΩ(r̂′) X∗
pq(r̂

′) · E(r′) = 1
√

p(p+ 1)

∫

dΩ′ Y ∗
pq(r̂

′)L · E(r′) (3.2)

=
Kpq

√
4π

∫

dθ′ sin θ′P q
p (cos θ

′)

∫

dφ′ e−iqφ′

L · E(r′), (3.3)

em que z′/r′ = cos θ′ e ρ′/r′ = sin θ′, k′z/k
′ = cos ξ, γ′/k′ = sin ξ e

Kpq =

√

2p+ 1

p(p+ 1)

(p− q)!

(p+ q)!
. (3.4)

19
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Utilizamos a transformada de Fourier na forma

E(r′) =
1

(2π)3/2

∫

d3k′ E(k′)eik
′·r′ . (3.5)

Vamos utilizar o operador momento angular em coordenadas cartesianas

L =

(

y′
∂

∂z′
− z′

∂

∂y′

)

x̂+

(

z′
∂

∂x′
− x′

∂

∂z′

)

ŷ +

(

x′
∂

∂y′
− y′

∂

∂x′

)

ẑ (3.6)

operando sobre o campo

L · E =
i

(2π)3/2

∫

d3k′
(

Ex(y′k′z − z′k′y) + Ey(z′k′x − x′k′z) + Ez(x′k′y − y′k′x)
)

eik
′·r′ . (3.7)

Em coordenadas ciĺındricas teremos

y′k′z − z′k′y = k′zρ
′ sinφ′ − z′γ′ sin ζ ′, (3.8)

z′k′x − x′k′z = z′γ′ cos ζ ′ − k′zρ
′ cosφ′, (3.9)

x′k′y − y′k′x = γ′ρ′ sin(φ′ − ζ ′), (3.10)

o que nos permite integrar em dφ obtendo-se

∫

dφ′ e−iqφ′

L · E =
i

(2π)3/2

∫

d3k Ex(k′zρ′I− − z′γ′ sin ζ ′I0) +

+
i

(2π)3/2

∫

d3k Ey(z′γ′ cos ζ ′I0 − k′zρ
′I+) +

− i

(2π)3/2

∫

d3k Ezγ′ρ′Is, (3.11)

em que

I0 =

∫

dφ e−iqφeiγ·ρ = 2πiqe−iqζJq(γρ), (3.12)

I+ =

∫

dφ e−iqφeiγ·ρ cosφ = −iπiqe−iqζ
(

Jq−1(γρ)e
iζ − Jq+1(γρ)e

−iζ
)

, (3.13)

I− =

∫

dφ e−iqφeiγ·ρ sinφ = −πiqe−iqζ
(

Jq−1(γρ)e
iζ + Jq+1(γρ)e

−iζ
)

, (3.14)

Ic =

∫

dφ e−iqφeiγ·ρ cos(φ− ζ) = −2iπiqe−iqζJ ′
q(γρ), (3.15)

Is =

∫

dφ e−iqφeiγ·ρ sin(φ− ζ) = −2πiqe−iqζ qJq(γρ)

γρ
. (3.16)
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Temos também que

Jq−1(γρ)− Jq+1(γρ) = 2J ′
q(γρ), (3.17)

Jq−1(γρ) + Jq+1(γρ) = 2
qJq(γρ)

γρ
, (3.18)

o que vai nos dar

Jq−1(γρ) =
qJq(γρ)

γρ
+ J ′

q(γρ), (3.19)

Jq+1(γρ) =
qJq(γρ)

γρ
− J ′

q(γρ), (3.20)

e finalmente

Jq−1(γρ)e
iζ − Jq+1(γρ)e

−iζ = 2i sin ζ
qJq(γρ)

γρ
+ 2 cos ζJ ′

q(γρ), (3.21)

Jq−1(γρ)e
iζ + Jq+1(γρ)e

−iζ = 2 cos ζ
qJq(γρ)

γρ
+ 2i sin ζJ ′

q(γρ). (3.22)

Assim,

I0 = 2πiqe−iqζJq(γρ), (3.23)

I+ = −2πiqe−iqζi
(

i sin ζ
qJq(γρ)

γρ
+ cos ζJ ′

q(γρ)
)

, (3.24)

I− = −2πiqe−iqζ
(

cos ζ
qJq(γρ)

γρ
+ i sin ζJ ′

q(γρ)
)

, (3.25)

Is = −2πiqe−iqζ qJq(γρ)

γρ
. (3.26)

Tomando

I0 = 2πiqe−iqζJq(γρ), (3.27)

γρI+ = 2πiqe−iqζ
(

sin ζqJq(γρ)− i cos ζγρJ ′
q(γρ)

)

, (3.28)

γρI− = 2πiqe−iqζ
(

− cos ζqJq(γρ)− i sin ζγρJ ′
q(γρ)

)

. (3.29)

Precisamos saber quanto vale

c1 =
kz
γ
(γρI−)− zγ sin ζI0, (3.30)

c2 = zγ cos ζI0 −
kz
γ
(γρI+), (3.31)
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que nos dá

c1 = −kz
γ

cos ζqJq(γρ)− i sin ζ
(

kzρJ
′
q(γρ)− izγJq(γρ)

)

, (3.32)

c2 = −kz
γ

sin ζqJq(γρ) + i cos ζ
(

kzρJ
′
q(γρ)− izγJq(γρ)

)

. (3.33)

Sabendo que

∂kz
∂ξ

= −γ, (3.34)

∂γ

∂ξ
= kz, (3.35)

e que sendo

U = Jq(γρ)e
ikzz, (3.36)

∂

∂ξ
U =

(

kzρJ
′
q(γρ)− izγJq(γρ)

)

eikzz, (3.37)

temos

c1e
ikzz = 2πiqi

(

−kz
γ

cos ζ
∂

∂ζ
− sin ζ

∂

∂ξ

)

Ue−iqζ = −2πiqLxUe
−iqζ , (3.38)

c2e
ikzz = 2πiqi

(

−kz
γ

sin ζ
∂

∂ζ
+ cos ζ

∂

∂ξ

)

Ue−iqζ = −2πiqLyUe
−iqζ . (3.39)

Além disso temos também que

− γρIs = −2πiqLzUe
−iqζ , (3.40)

em que reconhecemos Lx, Ly e Lz como as componentes do operador momento angular no

espaço de rećıproco (de Fourier). Deste modo

∫

dφ′ e−iqφ′

L · E = − iq√
2π

∫

d3k E ·Le−iqζ′U, (3.41)

que pode ser integrado em dθ diretamente [34,36] usando

∫

dθ sin θP q
p (cos θ)U =

∫

dθ sin θP q
p (cos θ)Jp(γρ)e

ikzz (3.42)

=

∫

dθ sin θP q
p (cos θ)Jp(kr sin ξ sin θ)e

ikr cos ξ cos θ (3.43)

= 2ip−qP q
p (cos ξ)jp(kr). (3.44)
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A integral acima foi a peça chave do sucesso dos trabalhos do Antônio Neves [10,22,34], muito

embora já fosse uma integral conhecida [36,37] a mesma não consta das principais tabelas de inte-

grais. O Antônio teve que resolver esta integral por si mesmo [34], e como se pode ver aqui, ela é

fundamental para a solução do problema que nos propusemos, como também foi no caso dele.

De posse dos resultados acima, podemos relembrar as etapas como sendo 1) abrir os termos

da integral

E0jp(kr
′)GTE

pq =

∫

dΩ X∗
pq · E =

Kpq

√
4π

∫

dθ sin θP q
p (cos θ)

∫

dφ e−iqφL · E, (3.45)

2) fazer as integrais em φ primeiramente, de onde se pode obter 3) a integral em θ

E0jp(kr
′)GTE

pq =
−iq√
2π

Kpq

√
4π

∫

d3k′ E ·Le−iqζ′
∫

dθ′ sin θ′P q
p (cos θ

′)U, (3.46)

que 4) resolvida nos dá

E0jp(kr
′)GTE

pq = − iq√
2π

Kpq

√
4π

∫

d3k′ E ·L2ip−qjp(k
′r′)P q

p (cos ξ
′)e−iqζ′ . (3.47)

5) Reescrevendo os termos da expressão acima vamos então obter

E0jp(kr
′)GTE

pq = − ip
√

p(p+ 1)

√

2

π

∫

d3k′ jp(k
′r′)E(k′) ·LY ∗

pq(k̂
′
). (3.48)

Neste ponto é preciso ressaltar que L∗ = −L, o que nos diz que −LY ∗
pq = (LYpq)

∗ – isto pode

ser verificado diretamente nas equações (3.38), (3.39) e (3.40) – 6) o que nos permite fazer

E0jp(kr
′)GTE

pq = ip
√

2

π

∫

d3k jp(k
′r′)X ∗

pq(k̂
′
) · E(k′). (3.49)

7) O passo definitivo consiste em notar que estamos tratando equações harmônicas∗, ou seja,

E(k′) =
δ(k′ − k)

k′2
Ek(k̂

′
), (3.50)

o que 8) elimina a integral em k, deixando apenas a parte direcional, ou seja

∫

dΩ(r̂′) X∗
pq(r̂

′) · E(r′) = ipjp(kr
′)

√

2

π

∫

dΩ(k̂
′
) X ∗

pq(k̂
′
) · E(k̂′

), (3.51)

∗A justificativa matemática será mostrada no próximo caṕıtulo
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9) o que nos fornece

E0G
TE
pq = ip

√

2

π

∫

dΩ(k̂
′
) X ∗

pq(k̂
′
) · E(k̂′

). (3.52)

Para o campo magnético e o cálculo de GTM o resultado é idêntico bastando trocar E por ZH.

A partir deste resultado fomos verificar a atuação do operador momento angular no espaço de

rećıproco (de Fourier) e reescrevemos a solução a partir de um status de “quem sabe a resposta”.

Muito embora surja naturalmente este operador momento angular nas coordenadas do espaço

rećıproco, não conhećıamos sua relação com o operador momento angular nas coordenadas do

espaço direto. No Caṕıtulo 4 mostraremo a relação entre estes dois operadores, e de que forma

passamos de uma representação para outra.

É importante notar também os vetores harmônicos esféricos nas coordenadas do espaço

rećıproco, definidos como

X ∗
pq(k̂

′
) =

LY ∗
pq(k̂

′
)

√

p(p+ 1)
, (3.53)

V∗
pq(k̂

′
) = −ik′ ×X ∗

pq(k̂
′
), (3.54)

Y∗
pq(k̂

′
) = k̂

′
Y ∗
pq(k̂

′
). (3.55)

Utilizamos a notação caligráfica para ressaltar que estes vetores harmônicos esféricos dependem

das coordenadas do espaço rećıproco, mas de fato, se explicitarmos o argumento das funções esta

convenção não é necessária.



Caṕıtulo 4

O Método Elegante

4.1 Definições matemáticas

A eliminação da função radial depende passar a equação (2.64) para o espaço de Fourier.

Temos portanto que fazer algumas definições antes de prosseguir. Utilizaremos sistemas de co-

ordenadas sobrepostos para o espaço direto, ou seja, os sistemas cartesiano (x, y, z), ciĺındrico

(ρ, φ, z) e esférico (r, θ, φ) não são rotacionados nem transladados, de modo que as coordenadas

obedecem às relações tradicionais, explicitadas na Tabela A.1 do Apêndice A. Além do mais,

para uma melhor clareza da notação utilizaremos o versor direcional r̂ para indicar dependência

nas variáveis angulares, ou seja, f(r̂) = f(θ, φ), e ainda temos a diferencial de ângulo sólido

dΩ(r̂) = sin θdθdφ. Do mesmo modo, temos sistemas equivalentes para o espaço rećıproco (de

Fourier), também sobrepostos, ou seja, os sistemas cartesiano (kx, ky, kz), ciĺındrico (γ, ζ, kz) e

esférico (k, ξ, ζ). O versor direcional k̂ para indicar dependência nas variáveis angulares, ou seja,

f(k̂) = f(ξ, ζ), e ainda temos a diferencial de ângulo sólido dΩ(k̂) = sin ξdξdζ.

Ainda vamos contar com o sistema de coordenadas complexo, definido em termos de ê± =

(x̂ ± iŷ)/
√
2, muito útil na avaliação das componentes de momento angular. Neste caso, este

sistema é escrito como (ê+, ê−, êz), em que ez = ẑ. As propriedades deste sistema de coordenadas

(que é fixo e não muda do espaço direto para o espaço rećıproco) estão detalhadas no Apêndice A.

Este sistema também pode ser escrito como sendo (e−1
1 , e01, e

1
1), em que e−1

1 = ê−, e
0
1 = êz e

e11 = −ê+, ou seja, e±1
1 = ∓ê±. Este último sistema é usado teoria dos Harmônicos Esféricos

Vetoriais.

25
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4.1.1 Transformadas de Fourier

Utilizaremos as transformadas de Fourier definidas como se segue

E(r) = F−1
{

E(k)
}

=
1

(2π)3/2

∫

d3k E(k)eik·r, (4.1)

E(k) = F
{

E(r)
}

=
1

(2π)3/2

∫

d3r E(r)e−ik·r, (4.2)

de modo que vamos ter

δ(k′ − k′′) =
1

(2π)3

∫

d3r e±i(k′−k
′′)·r. (4.3)

Em muitos casos vamos usar a chamada expansão de Rayleigh para ondas planas, dada por

eik·r = 4π
∞
∑

l=0

iljl(kr)
l
∑

m=−l

Y ∗
lm(r̂)Ylm(k̂). (4.4)

em que o complexo conjugado pode estar em qualquer um dos harmônicos esféricos. Esta função

é muito importante porque nos permite escrever a transformada de Fourier em coordenadas

esféricas, ou seja, substituindo (4.4) em (4.5) obtemos

E(r) = F−1
{

E(k)
}

=

√

2

π

∞
∑

l=0

il
l
∑

m=−l

∫

d3k E(k)jl(kr)Y
∗
lm(r̂)Ylm(k̂), (4.5)

E(k) = F
{

E(r)
}

=

√

2

π

∞
∑

l=0

(−i)l
l
∑

m=−l

∫

d3r E(r)jl(kr)Y
∗
lm(r̂)Ylm(k̂). (4.6)

Por outro lado, temos ainda a chamada transformada em harmônicos esféricos (“Spherical

Harmonic Transform” – SHT), dada por

f(r̂) =
∑

l=0

l
∑

m=−l

C l,mYl,m(r̂), (4.7)

C l,m =

∫

dΩ f(r̂)Y ∗
l,m(r̂), (4.8)

em que são válidas as identidades

∫

dΩ Yl′,m′(r̂)Y ∗
l′′,m′′(r̂) = δl′,l′′δm′,m′′ . (4.9)

Outra transformada associada é a transformada de Bessel esférica de ordem l, também conhecida
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como Fourier-Bessel ou de Hankel, dada por

gl(r) =

√

2

π

∫ ∞

0

dk k2Gl(k)jl(kr), (4.10)

Gl(k) =

√

2

π

∫ ∞

0

dr r2gl(r)jl(kr), (4.11)

em que temos a identidade

∫ ∞

0

dr r2jl(k
′r)jl(kr) =

π

2

δ(k′ − k)

k′2
. (4.12)

Conhecendo-se estas duas transformadas correlatas, caso tenhamos uma função separável do tipo

f(r) = fr(r)fΩ(r̂), (4.13)

vamos ter para a transformada de Fourier

F (k′) =
∞
∑

l=0

(−i)l
l
∑

m=−l

Ylm(k̂
′
)

√

2

π

∫

dr r2fr(r)jl(k
′r)

∫

dΩ Y ∗
lm(r̂)fΩ(r̂) (4.14)

=
∞
∑

l=0

(−i)lF r
l (k)

l
∑

m=−l

Ylm(k̂
′
)C lm

Ω , (4.15)

ou seja, vamos obter a dependência em transformadas de harmônicos esféricos e esféricas de

Bessel.

Em nosso caso, estamos interessados em calcular a transformada de Fourier da função

φpq(k; r
′) = jp(kr

′)Yp,q(r̂
′), (4.16)

uma vez que esta função é a base dos Multipolos de Hansen, e possui teoremas de adição próprios.

Vamos calcular a transformada em harmônicos esféricos harmônicos da parte angular

C lm
Ω =

∫

dΩ(r̂′) Y ∗
lm(r̂

′)Ypq(r̂
′) = δl,pδm,q, (4.17)

o que por sua vez nos possibilita fazer a transformada de Bessel da parte radial (já que equipara

os ı́ndices das funções esféricas de Bessel),

F r
p (k) =

√

2

π

∫

dr r2jp(k
′r)jp(kr) =

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
. (4.18)
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Com tudo isto temos que

Φpq(k;k
′) = F

{

φpq(k; r
′)
}

= (−i)p
√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
Ypq(k̂

′
). (4.19)

Conhecendo-se esta transformada, poderemos calcular as transformadas de Fourier dos Multipolos

de Hansen e consequentemente a transformada de Fourier da equação (2.64). Os Multipolos de

Hansen são dados por

Mlm(r) =
L

√

l(l + 1)
φlm(k; r

′), (4.20)

Nlm(r) =
−i
k
∇×Mlm(r̂), (4.21)

Llm(r) =
−i
k
∇φlm(k; r

′). (4.22)

Vamos utilizar as definições das transformadas de Fourier dadas em (4.5). Fazendo, por exemplo

∇ · E(r′) = 1

(2π)3/2

∫

d3k E(k′) · ∇eik′·r′ =
1

(2π)3/2

∫

d3k E(k′) · ik′eik
′·r′ . (4.23)

(4.24)

Fazendo então a transformada de Fourier vamos obter

F
{

∇ · E(r′)
}

= ik′ · E(k′). (4.25)

Do mesmo modo temos

F
{

∇× E(r′)
}

= ik′ × E(k′). (4.26)

Com isto obtemos diretamente as transformadas de

F
{

Nlm(r
′)
}

= N lm(k
′) =

k′

k
×Mlm(k

′), (4.27)

F
{

Llm(r
′)
}

= Llm(k
′) =

k′

k
Φlm(k; r

′). (4.28)

Substituindo Φlm(k; r
′) e simplificando a delta de Dirac,

Llm(k
′) = (−i)l

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
Y lm(k̂

′
). (4.29)
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Deste modo, precisamos então calcular a transformada de Fourier de Mlm, ou seja

F
{

Lφlm(k; r
′)
}

. (4.30)

4.1.2 Operador momento angular

A transformada de Fourier é a peça chave em nosso trabalho. Vimos no caṕıtulo anterior que

no desenvolvimento da expansão surgem termos dependentes de um “operador momento angular”

nas coordenadas do espaço rećıproco. Precisamos saber que relações este operador no espaço

rećıproco mantém com o operador momento angular no espaço direto. Escrevemos o operador

L = −ir× d

dr
, (4.31)

em que

d

dr
= x̂

∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z
, (4.32)

é o gradiente nas coordenadas do espaço direto. Temos também que

L = −ik× d

dk
, (4.33)

em que

d

dk
= x̂

∂

∂kx
+ ŷ

∂

∂ky
+ ẑ

∂

∂kz
(4.34)

é o gradiente nas coordenadas do espaço rećıproco. Do mesmo modo que fizemos para o gradiente

e para o rotacional, faremos

Lψ(r) = L

[

1

(2π)3/2

∫

d3k Ψ(k)eik·r
]

=
1

(2π)3/2

∫

d3k Ψ(k)Leik·r. (4.35)

Vamos então observar a atuação do operador momento angular sobre a exponencial complexa,

Leik·r =

(

−ir× d

dr

)

eik·r = (−ir× ik) eik·r = (ik× ir) eik·r =

(

ik× d

dk

)

eik·r. (4.36)

Substituindo este termo na expressão (4.35) podemos expandir o produto vetorial

I=

∫

d3k Ψ(k)

(

ik× d

dk

)

eik·r = iεlmnêl

∫

dkx

∫

dky

∫

dkz Ψkm∂kne
ikxxeikyyeikzz. (4.37)
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Tomando por exemplo os ı́ndices l = x, m = y e n = z, vamos obter

I = iêx

∫

dkx e
ikxx

∫

dky kye
ikyy

∫

dkz Ψ∂kze
ikzz. (4.38)

O último termo da integral acima pode ser integrado por partes. Usando o fato de que as funções

que têm transformada de Fourier pertencem a um espaço de Hilbert (ou seja, são quadraticamente

integráveis, o que significa que vão a zero para r → ∞) obtemos

I = −iêx
∫

dkx e
ikxx

∫

dky kye
ikyy

∫

dkz e
ikzz∂kzΨ. (4.39)

Com isto retiramos a derivada que agia sobre a exponencial e a colocamos para agir sobre a função

de Ψ(k). Reagrupando todos os termos, obtemos

Lψ(r) =
1

(2π)3/2

∫

d3k eik·r
(

−ik× d

dk

)

Ψ(k) =
1

(2π)3/2

∫

d3k eik·rLΨ(k). (4.40)

Deste modo, fazendo a transformada de Fourier do operador momento angular obtemos,

F
{

Lψ(r)
}

= LF
{

ψ(r)
}

= LΨ(k). (4.41)

Uma outra demonstração desta propriedade está no Apendice C, junto a outras propriedades do

operador momento angular mais conhecidas [4,8,38]. Esta expressão, como veremos será o passo

fundamental para fazermos a transformada de Fourier dos Harmônicos Esféricos Vetoriais de

Hansen e assim obter os coeficientes da expansão em funções de onda vetoriais esféricas.

4.2 Solução da expansão em ondas parciais

Como vimos, a transformada de Fourier dos Harmônicos Esféricos Vetoriais de Hansen são

dadas por

N lm(k
′) =

k′

k
×Mlm(k

′), (4.42)

Llm(k
′) = (−i)p

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
Y lm(k̂

′
). (4.43)

Precisamos deste modo, calcular a transformada de

Mlm(r
′) =

L
√

l(l + 1)
φpq(k; r

′), (4.44)
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ou mais precisamente

F
{

Lφpq(k; r
′)
}

= LΦpq(k;k
′) = (−i)p

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
LYpq(k̂

′
). (4.45)

Obtemos assim a transformada de Mlm, dada como

Mlm(k
′) = (−i)p

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
X lm(k̂

′
), (4.46)

e consequentemente, substituindo (4.46) em (4.42) e usando a propriedade da delta de Dirac

obtemos

N lm(k
′) = (−i)p

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
i
(

− ik̂
′ ×X lm(k̂

′
)
)

= ip−1

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
V lm(k̂

′
). (4.47)

Podemos resumir as transformadas de Fourier dos Multipolos de Hansen como funções dos

Harmônicos Esféricos Vetoriais de Hansen no espaço rećıproco (ou de Fourier):

Llm(k
′) = (−i)p

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
Y lm(k̂

′
), (4.48)

Mlm(k
′) = (−i)p

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
X lm(k̂

′
), (4.49)

N lm(k
′) = (−i)p−1

√

π

2

δ(k′ − k)

k′2
V lm(k̂

′
). (4.50)

O último passo para obtermos a transformada de Fourier da expansão em funções de onda

vetoriais esféricas é exatamente a transformada dos campos eletromagnéticos. Sabemos que os

campos eletromagnéticos obedecem às equações de onda

∇2

[

E(k′)

H(k′)

]

= −k2
[

E(k′)

H(k′)

]

. (4.51)

Um fato importante a ser observado é que, aplicando-se a transformada de Fourier de ambos os

lados das equações acima obtemos

k′2

[

E(k′)

H(k′)

]

= −k2
[

E(k′)

H(k′)

]

, (4.52)

(4.53)

o que nos diz que os campos E e H não podem conter dependência em k, apenas direcional (k̂),
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ou seja

[

E(k′)

H(k′)

]

=
δ(k′ − k)

k′2

[

Ek(k̂
′
)

Hk(k̂
′
)

]

. (4.54)

Analisando (4.54), (4.49) e (4.50) já vemos claramente que todas contêm uma delta de Dirac na

componente radial do espaço rećıproco. Em outras palavras, estas deltas tendem a se anularem

quando for feita a transformada da expansão

[

E(r)

ZH(r)

]

= E0

∑

pq

[

GTE
pq

GTM
pq

]

Mpq(r) +

[

−GTM
pq

GTE
pq

]

Npq(r), (4.55)

que vai nos dar

[

E(k′)

ZH(k′)

]

= E0

∑

pq

[

GTE
pq

GTM
pq

]

Mpq(k
′) +

[

−GTM
pq

GTE
pq

]

N pq(k
′), (4.56)

Desta forma, substituindo (4.54), (4.49) e (4.50) em (4.56) e eliminando a delta de Dirac obtemos

[

Ek(k
′)

ZHk(k
′)

]

= E0

√

π

2

∑

pq

(−i)p
[

GTE
pq

GTM
pq

]

X pq(k̂
′
) + (−i)p−1

[

−GTM
pq

GTE
pq

]

Vpq(k̂
′
), (4.57)

A equação (4.57) nos permite obter as constantes GTE/TM diretamente, do mesmo modo que

hav́ıamos obtido anteriormente, ou seja, utilizando as propriedades de ortogonalidade dos vetores

harmônicos esféricos de Hansen. Com isto, obtemos

[

GTE
pq

GTM
pq

]

= ip
√

2

π

∫

dΩ(k̂
′
) X ∗

pq(k̂
′
) ·
[

Ek(k̂
′
)

Hk(k̂
′
)

]

, (4.58)

ou uma outra forma equivalente

[

−GTM
pq

GTE
pq

]

= ip−1

√

2

π

∫

dΩ(k̂
′
) V∗

pq(k̂
′
) ·
[

Ek(k̂
′
)

Hk(k̂
′
)

]

, (4.59)

que demonstra a independência nas variáveis radiais. Este resultado é de fato o principal resultado

deste trabalho, porque completa a teoria da expansão em ondas parciais, mostrando que os

coeficientes da expansão não dependem da posição r, um resultado que até então não havia sido

demonstrado, há mais de cem anos.
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4.2.1 O potencial vetor

Já que estamos trabalhando com os campos no espaço rećıproco, nos ocorreu a idéia de

trabalhar com as transformas de Fourier diretamente dos potenciais, em lugar das transformadas

diretas dos campos. No gauge de Lorenz (em unidades SI) temos

∇ ·A+
1

c2
∂Φ

∂t
= 0. (4.60)

Os campos elétricos e magnéticos são obtidos dos potenciais via

E = −∇Φ− ∂A

∂t
, (4.61)

B = ∇×A. (4.62)

Tudo pode ser expresso em termos do potencial vetor se o potencial escalar for extráıdo do

potencial vetor através da condição de Lorenz. Considerando ondas harmônicas com dependência

temporal na forma e−iωt, de modo que ∂Φ/∂t = −ikcΦ, e ∂A/∂t = −ikcA a condição de

Lorenz se torna

∇ ·A = −ik
c
Φ, (4.63)

o que leva a

−∇Φ =
ic

k
∇(∇ ·A). (4.64)

O campo elétrico vai ser dado então por

E = ikc

(

A+
1

k2
∇(∇ ·A)

)

. (4.65)

Como

∇ · E = ikc

(

∇ ·A+
1

k2
∇2(∇ ·A)

)

= 0, (4.66)

assumindo ψ = ∇ ·A, vamos ter que

∇2ψ = −k2ψ, (4.67)

que é a solução escalar da equação de onda. Dimensionalmente vamos ter que ZH0 = E0 = kcA0.

Temos ainda que B0 = kA0, ou seja, H0 = kA0/µ. Fazendo E0/H0 = (kcA0)µ/(kA0) = cµ =
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Z.

4.2.2 Expansão em ondas parciais

Para o cálculo dos coeficientes da expansão usaremos as expressões

GTM
pq = il

√

2

π

∫

dΩ X ∗
pq ·Hk, (4.68)

GTE
pq = il

√

2

π

∫

dΩ X ∗
pq · Ek. (4.69)

Temos que os campos eletromagnéticos são dados por

E = ikc

(

A+
1

k2
∇(∇ ·A)

)

, (4.70)

B = ∇×A, (4.71)

que no espaço de Fourier se tornam

E = ikc

(

A+
1

k2
k′(k′ ·A)

)

, (4.72)

B = ik′ ×A. (4.73)

Por outro lado, sabemos também que o potencial vetor obedece à equação de onda e do

mesmo modo que fizemos para os campos eletromagnéticos, podemos fazer

A(k) = Ak(k̂)
δ(k′ − k)

k′2
, (4.74)

de onde obtemos as expressões para os campos

Ek = iE0

(

Ak + k̂
′
(k̂

′ ·Ak)
)

, (4.75)

ZHk = iE0k̂
′ ×Ak. (4.76)

Como o momento angular não tem componentes na direção k̂, temos então que os coeficientes
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de forma podem ser escritos (ajustando-se a dimensionalidade das constantes A0 e E0) como

GTM
pq = ip+1

√

2

π

∫

dΩ X ∗
pq ·
(

k̂×Ak

)

, (4.77)

= ip
√

2

π

∫

dΩ V∗
pq ·Ak, (4.78)

GTE
pq = ip+1

√

2

π

∫

dΩ X ∗
pq ·Ak. (4.79)

A grande vantagem deste método é que agora só é necessário encontrar uma transformada de

Fourier, do potencial vetor, em lugar das transformadas de dois campos vetoriais, o elétrico e

o magnético. Precisamos unicamente saber se o potencial vetor escolhido tem transformada de

Fourier e integrar o potencial transformado sobre uma esfera no espaço-k.

4.2.3 Onda plana

O único resultado obtido por Mie é a expansão da onda plana [4]. Uma onda plana pode ser

escrita como

[

E(r′)

H(r′)

]

= E0

[

û

k̂× û

]

eik·r
′

, (4.80)

que no espaço de Fourier vai nos dar

[

Ek(k̂
′
)

Hk(k̂
′
)

]

= E0

[

û

k̂× û

]

δ(k̂
′ − k̂). (4.81)

Substituindo na expressão dos coeficientes temos

[

GTE
pq

GTM
pq

]

= ip4πX ∗
pq(k̂)

[

û

k̂× û

]

. (4.82)

Para o caso em que k̂ = ẑ e û = x̂ ± iŷ (sem normalizar) temos, pelas propriedades dos

harmônicos esféricos,

[

GTE
pq

GTM
pq

]

= ip
√

4π(2p+ 1)δq,±1

[

1

∓i

]

, (4.83)

como mostrado no livro do Jackson [4].
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4.2.4 Deslocamento da origem

Vamos agora verificar o que ocorre com o deslocamento da origem. Suponhamos que estejamos

interessados na expansão para os campos elétrico e magnético deslocados para a posição r′′ =

r′ − r0. Pelas propriedades das transformadas de Fourier temos que

F
[

H(r̂′′)

E(r̂′′)

]

= e−ik′·r0

[

Hk(k̂
′
)

Ek(k̂
′
)

]

, (4.84)

de modo que

[

GTM
pq

GTE
pq

]

= ip
√

2

π

∫

dΩ(k̂
′
) e−ik′·r0X ∗

pq(k̂
′
) ·
[

Hk(k̂
′
)

Ek(k̂
′
)

]

. (4.85)

Esta expressão pode ser expandida em termos de somatórios de coeficientes de Clebsh-Gordon ou

3J de Wigner e de expansões em harmônicos esféricos obtendo assim expressões genéricas [39–46].

Entretanto, outra possibilidade é fazer a mudança de coordenada antes da transformada de Fourier

e fazer o cálculo direto. Esta abordagem foi a que utilizamos nos casos que analisamos, como

pode-se ver nos caṕıtulos seguintes. Outra opção se deve ao fato dos multipolos de Hansen

também possúırem teoremas de adição, novamente em função de coeficientes de Clebsh-Gordon.

Os métodos “T-Matrix”são baseados nas propriedades de translação destes multipolos [39].

4.2.5 Expansão em outros Harmônicos Esféricos Vetoriais

Na literatura é muito comum encontrarmos outros harmônicos esféricos vetoriais que não os

de Hansen. Em Teoria de Grupos é muito comum o uso dos Harmônicos Esféricos Vetoriais de

Blatt e Weisskopf [47], que formam uma base de autovetores de J2, Jz e L2, em que J = L+ S,

J é o operador momento angular total, L é o operador momento angular orbital e S o operador

de momento angular de spin. A equivalência entre estes dois grupos é dada por Y m
ll = Xlm e

ainda [48]

[

Ylm

Vlm

]

=
1√

2l + 1

[ √
l −

√
l + 1√

l + 1
√
l

][

Y m
l,l−1

Y m
l,l+1

]

, (4.86)

em que Y m
l,(µ),j são os Harmônicos Esféricos Vetoriais de Blatt e Weisskopf, e µ = 1 e é omitido

e j = l − 1, l, l + 1. A relação inversa pode ser facilmente obtida

[

Y m
l,l−1

Y m
l,l+1

]

=
1√

2l + 1

[ √
l

√
l + 1

−
√
l + 1

√
l

][

Ylm

Vlm

]

. (4.87)
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Estas relações nos permitem comparar as expressões para as componentes dos harmônicos esféricos

vetoriais, ou, em se conhecendo um conjunto, obter o outro. Deste modo, temos

Mlm(r) = jl(kr)Y
m
l,l (r̂), (4.88)

Nlm(r) =

√

l + 1

2l + 1
jl−1(kr)Y

m
l,l−1(r̂)−

√

l

2l + 1
jl+1(kr)Y

m
l,l+1(r̂), (4.89)

Llm(r) =

√

l

2l + 1
jl−1(kr)Y

m
l,l−1(r̂) +

√

l + 1

2l + 1
jl+1(kr)Y

m
l,l+1(r̂). (4.90)

As expressões acima têm a vantagem de dependerem de apenas de funções esféricas de Bessel, não

tendo nem derivadas j′l(x) nem razões jl(x)/x, o que facilita o cálculo numérico. Estes harmônicos

esféricos vetoriais também só dependem de um harmônico esférico escalar por componente [48],

como mostrado no Apêndice D. Além disso, na literatura encontramos casos de expansão em

ondas parciais com três termos [49], ou seja,

[

H(r̂′′)

E(r̂′′)

]

=
∑

l,m

∑

j=−1,0,1

[

αm
l,l+j

βm
l,l+j

]

jl+j(kr)Y
m
l,l+j(r̂), (4.91)

mas como podemos ver, esta situação é equivalente a encontrar os termos da expansão em

dois termos. No Apêndice D faremos uma explanação mais abrangente das relações entre os

Harmônicos Esféricos Vetoriais. Outra expansão muito comum é a expansão em quatro termos

de paridade definida mostrados no Caṕıtulo 1. Novamente, trabalhando com as funções e com as

constantes, pode-se reduzir as quatro constantes a combinações de duas constantes que sabemos

calcular.
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Caṕıtulo 5

Campos no interior de guias de onda

A partir do caṕıtulo 4 nosso objetivo é mostrar como o resultado fundamental lá obtido pode

ser utilizado para obter os coeficientes de forma de diversos tipos de feixes incidentes. Neste

caṕıtulo estamos interessados na expansão em ondas parciais para campos no interior de guias

de onda vazados. Estes campos são geralmente divididos em campos transversais elétricos e

transversais magnéticos, dados por [4]:

[

ETM

ZHTE

]

=
kz
k
ẑ×

[

−ZHTM

ETE

]

= E0

[

ẑ+ i
kz
γ2

d

dρ

]

g(r), (5.1)

em que kz é o vetor de onda na direção z, k2 = k2z+γ
2, γ é o módulo do vetor de onda transverso

e

d

dρ
= x̂

∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
(5.2)

é o gradiente transversal. Multiplicando ambos os lados por −ẑ× obtemos

− ẑ×
[

ETM

ZHTE

]

= −kz
k
ẑ× ẑ×

[

−ZHTM

ETE

]

= −E0ẑ×
[

ẑ+ i
kz
γ2

d

dρ

]

g(r), (5.3)

que nos permite obter

[

−ZHTM

ETE

]

= E0
k

γ2

[

−iẑ× d

dρ

]

g(r). (5.4)

Estes mesmos campos, no espaço de Fourier são dados por (lembrando que os valores sem

39
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linha são dados de entrada do problema, e as variáveis com linha são da descrição do problema)

[

ETM(k′)

ZHTE(k′)

]

= E0G(k
′)

[

ẑ− kzγ
′

γ2
γ̂ ′

]

, (5.5)

[

ETE(k′)

−ZHTM(k′)

]

= E0
kγ′

γ2
G(k′)ζ̂

′
. (5.6)

Por outro lado, sabemos que a função de onda é dada por

g(r′) = gρ(ρ
′)eik

′

zz
′

. (5.7)

Deste modo, temos

F
{

g(r′)
}

=
1

(2π)3/2

∫

d3r′ gρ(ρ
′)eik

′

zz
′

e−ik′·r′ =
√
2πδ(k′z − kz)Gρ(γ

′), (5.8)

em que

Gρ(γ
′) = F

{

gρ(ρ
′)
}

=
1

2π

∫

d2r′ gρ(ρ
′)e−iρ′

·γ
′

(5.9)

é a transformada de Fourier no plano xy da função gρ(r
′). Entretanto, como sabemos, a função

gρ(r
′) obedece à equação de onda em duas dimensões

d2

dρ2
gρ(ρ

′) = −γ2gρ(ρ′). (5.10)

No espaço de Fourier esta equação se torna

− (γ′2 − γ2)Gρ(γ
′) = 0, (5.11)

o que nos diz que Gρ(γ
′) a equação de onda em duas dimensões é obedecida para todos os pontos

se e somente se

Gρ(γ
′) = Gγ(ζ

′)
δ(γ′ − γ)

γ
. (5.12)

Deste modo, vamos ter que

G(k′) =
√
2πGγ(ζ

′)
δ(γ′ − γ)

γ
δ(k′z − kz) =

√
2πGγ(ζ

′)
δ(k′ − k)

k′2
δ(ξ′ − ξ)

sin ξ
. (5.13)

Substituindo, usando as propriedades das deltas de Dirac, vamos obter para os campos eletro-
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magnéticos

[

ETM
k (k̂

′
)

ZHTE
k (k̂

′
)

]

=
√
2πE0Gγ(ζ

′)
δ(ξ′ − ξ)

sin ξ

[

ẑ− kz
γ
γ̂ ′

]

, (5.14)

[

ETE
k (k̂

′
)

−ZHTM
k (k̂

′
)

]

=
√
2πE0

k

γ
Gγ(ζ

′)
δ(ξ′ − ξ)

sin ξ
ζ̂
′
, (5.15)

uma vez que a delta de Dirac em coordenadas ciĺındricas e esféricas compartilham da relação

δ(k′ − k) =
δ(γ′ − γ)

γ
δ(k′z − kz)δ(ζ

′ − ζ) =
δ(k′ − k)

k′2
δ(ξ′ − ξ)

sin ξ′
δ(ζ ′ − ζ). (5.16)

Deste modo, podemos inserir os campos calculados na expressão dos coeficientes de forma

[

GTE
pq

GTM
pq

]

=
ip

E0

√

2

π

∫

dΩ(k̂
′
) X ∗

pq(k̂
′
) ·
[

Ek(k̂
′
)

ZHk(k̂
′
)

]

. (5.17)

Veja que o supeŕındice TE/TM é relativo à expansão em ondas parciais, e não ao modo propa-

gante do guia de onda. Deste modo, escreveremos GTE/TM [TE/TM ], em que o supeŕındice se

refere ao modo da expansão em ondas parciais, e termo entre colchetes ao modo propagante no

guia de onda.

Sabendo que os harmônicos esféricos são dados por

Ylm(k̂
′
) =

√

2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (kz/k)e

imζ =

√

l(l + 1)

4π
K lmPm

l (kz/k)e
imζ , (5.18)

em que kz/k = cos ξ, e por questão de conveniência definimos

K lm =

√

2l + 1

l(l + 1)

(l −m)!

(l +m)!
. (5.19)

Substituindo tudo isto, vamos obter para os coeficientes, observando apenas que as componentes

do operador de momento angular mantém a relação

Lγ = −kz
γ
Lz, (5.20)

de modo que

L ·
[

ẑ− kz
γ
γ̂ ′

]

=

(

Lz −
kz
γ
Lγ

)

=

(

1 +
k2z
γ2

)

Lz =
k2

γ2
Lz, (5.21)



42 CAPÍTULO 5. GUIAS DE ONDA

e que LzYlm(k̂
′
) = mYlm(k̂

′
). A outra componente é dada por

Lζ = −i
(

kz
∂

∂γ
− γ

∂

∂kz

)

, (5.22)

de modo que a primeira componente não nos interessa, e como

Ylm(k̂
′
) ∝ Pm

l (kz/k), (5.23)

então podemos fazer

Lζ = i
γ

k

∂

∂(kz/k)
. (5.24)

Obtemos assim

[

GTE
pq [TM ]

GTM
pq [TE]

]

=
ip√
π
q
k2

γ2
KpqP q

p

(

kz
k

)

Gq
γ, (5.25)

[

−GTM
pq [TM ]

GTE
pq [TE]

]

=
ip+1

√
π
KpqP q

p
′

(

kz
k

)

Gq
γ, (5.26)

em que P q
p
′(x) é a derivada de P q

p (x) e

Gq
γ =

∫

dζ ′ Gγ(ζ
′)e−iqζ′ . (5.27)

Da equação acima vemos que Gq
γ corresponde aos coeficientes da expansão em série de Fourier

de Gγ(ζ
′). Vamos em seguida, analisar os casos dos guias de onda retangular e ciĺındrico. Esta

expressão generaliza a expansão em ondas parciais para qualquer guia de onda, de modo que os

termos da expansão dependem apenas de uma coordenada no espaço de Fourier, o que faz todo

o sentido já que o comprimento de onda (e conseqüentemente k) é definido de antemão (onda

monocromática), e γ é definido pela geometria do guia de onda, ou seja, há uma escolha em

quais são os campos que se propagam no interior do guia. A única variável livre passa a ser então

a inclinação ζ do vetor de onda k em relação ao eixo x, e de como a amplitude do espectro varia

com ζ, ou seja, Gγ(ζ).

Analisando com cuidado a expressão dos coeficientes de forma, pode-se perceber que eles

têm uma estrutura de transformada que leva o problema de variáveis cont́ınuas (kx, ky, kz) para

variáveis discretas (p, q). No caso dos guias de onda, esta transformada é uma série de Fourier.

No caso mais geral, as transformadas em harmônicos esféricos (que são uma generalização da

transformada de Fourier).
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5.1 Guia de onda retangular

O guia de onda retangular [4], de lado maior a na direção x e lado menor b na direção y

depende das componentes de vetor de onda kma = mπ/a e knb = nπ/b, o que nos dá as constantes

γ2mn = kma
2 + knb

2 e ζmn = arctan knb /k
m
a , com m e n inteiros positivos, e com o canto esquerdo

inferior na origem. Neste sistema de referência temos dois modos caracteŕısticos, expressos pelas

funções

gTE
ρ (ρ) = cos(kma x) cos(k

n
b y) (5.28)

gTM
ρ (ρ) = sin(kma x) sin(k

n
b y) (5.29)

Entretanto, como já dissemos, não estamos interessados na expansão em ondas parciais na

origem do guia de onda, mas em um ponto arbitrário dentro do guia de onda, de modo que a

expansão se dê em torno de um ponto r = r′ + r0. Deste modo, escrevendo as funções acima

como exponenciais, teremos

4gTE
ρ (ρ) = ei(k

m
a x+kn

b
y) + e−i(kma x+kn

b
y) + ei(k

m
a x−kn

b
y) + e−i(kma x−kn

b
y), (5.30)

−4gTM
ρ (ρ) = ei(k

m
a x+kn

b
y) + e−i(kma x+kn

b
y) − ei(k

m
a x−kn

b
y) − e−i(kma x−kn

b
y). (5.31)

No espaço de Fourier essas funções geram quatro deltas de Dirac, posicionadas nos pontos

(kma , k
n
b ) → (γmn, ζmn), (5.32)

(kma ,−knb ) → (γmn,−ζmn), (5.33)

(−kma , knb ) → (γmn,−ζmn ± π), (5.34)

(−kma ,−knb ) → (γmn, ζmn ± π), (5.35)

sendo que o lado direito nos dá os pontos em coordenadas ciĺındricas (kx, ky) → (γ, ζ), em

que tanto faz usar +π ou −π para localizar o ponto. Deste modo, fazendo a mudança de

coordenadas e colocando as deltas de Dirac (multiplicadas por 2π, sendo 4π2, 2π para a delta em

cada coordenada, dividido por 2π da definição da transformada de Fourier no plano xy), obtemos

2GTE
γ (ζ ′)

π
= ei(k

m
a x0+kn

b
y0)δ(ζ ′ − ζmn) + e−i(kma x0+kn

b
y0)δ(ζ ′ − ζmn + π) +

+ ei(k
m
a x0−kn

b
y0)δ(ζ ′ + ζmn) + e−i(kma x0−kn

b
y0)δ(ζ ′ + ζmn + π), (5.36)

−
2GTM

γ (ζ ′)

π
= ei(k

m
a x0+kn

b
y0)δ(ζ ′ − ζmn) + e−i(kma x0+kn

b
y0)δ(ζ ′ − ζmn + π) +

− ei(k
m
a x0−kn

b
y0)δ(ζ ′ + ζmn)− e−i(kma x0−kn

b
y0)δ(ζ ′ + ζmn + π). (5.37)
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Calculando então os termos de Fourier Gq
γ, obtemos

±
2Gq

γ[TE/TM ]

π
=

(

ei(k
m
a x0+kn

b
y0) + (−1)qe−i(kma x0+kn

b
y0)
)

e−iqζmn +

±
(

ei(k
m
a x0−kn

b
y0) + (−1)qe−i(kma x0−kn

b
y0)
)

eiqζmn , (5.38)

em que o sinal + corresponde ao termo TE e o sinal − ao termo TM . Podemos ainda fazer

±
2Gq

γ[TE/TM ]

π
= i−q

(

iqei(k
m
a x0+kn

b
y0) + (−i)qe−i(kma x0+kn

b
y0)
)

e−iqζmn +

± i−q
(

iqei(k
m
a x0−kn

b
y0) + (−i)qe−i(kma x0−kn

b
y0)
)

eiqζmn , (5.39)

que pode ser reescrito como

Gq
γ[TE/TM ] = πi−q

(

Re

{

iqei(k
m
a x0−kn

b
y0)
}

eiqζmn ±Re

{

iqei(k
m
a x0+kn

b
y0)
}

e−iqζmn

)

(5.40)

Adicionando este resultado às equações gerais dos termos para os guias de onda dadas em (5.25) e

(5.26) obtemos, com relativa facilidade, os coeficientes da expansão em ondas parciais para o guia

de onda retangular. Devido á simetria retangular, os coeficientes no espaço de Fourier se tornam

deltas de Dirac, o que nos diz que devemos somar muitas ondas parciais para a reconstrução

correta do campo. Entretanto, essa soma não é infinita, uma vez que os guias de onda, ao menos

em sua seção transversal, são limitados, e como as funções esféricas de Bessel jn(x) de alta

ordem vão tendendo a zero a partir de um certo valor x proporcional á ordem n da função jn(x),

somar muitos termos vai significar somar zeros. Já na direção longitudinal, há uma simetria de

translação que pode ser explorada, o que torna a expansão realizável.

5.2 Guia de onda ciĺındrico

A soluções escalares para os campos eletromagnéticos em termos de coordenadas ciĺındricas

com origem no eixo para os guias de onda metálicos são dadas por gρ(ρ) = Jm(γmnρ)e
±imφ,

sendo que o modo TE é dado por γmn = ξmn/R, em que ξmn é a n-ésima raiz de Jm(x), e o

modo TM por γmn = ξ′mn/R, em que ξ′mn é a n-ésima raiz da derivada J ′
m(x) de Jm(x).

Definimos então a função

ψm(k; r) = Jm(γρ)e
±imφeikzz (5.41)

A razão de definirmos a função ψm vem do fato de que a usaremos várias vezes ao longo do tra-

balho, mas principalmente pelo que se segue. Como no caso do guia de onda retangular, estamos
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interessados na expansão em um ponto arbitrário dentro do guia de onda, não necessariamente

na origem. Deste modo, vamos calcular a expansão em um ponto r = r′ + r0, de modo que a

mudança de coordenada para a função ψm pode ser escrita como uma convolução [50]:

ψm(k; r) =
∞
∑

j=−∞

ψm−j(k; r0)ψj(k; r
′) (5.42)

Vamos então calcular a transformada de Fourier F{ψm(k; r
′)} = Ψm(k;k

′) ou seja,

Ψm(k;k
′) =

√
2πδ(k′z − kz)Gρ(γ

′) (5.43)

Escrevendo a transformada de Fourier no plano xy em coordenadas esféricas obtemos

Gρ(γ
′) =

1

2π

∫

dρ′ ρ′Jm(γρ
′)

∫

dφ′ e−iγ′ρ′ cos(φ′−ζ′)e±imφ′

, (5.44)

que resolvendo em dφ′ nos dá

Gρ(γ
′) = (±i)me−imζ′

∫

dρ′ ρ′Jm(γρ
′)Jm(γ

′ρ′). (5.45)

Integrando em dρ′ obtemos a delta de Dirac

Gρ(γ
′) = (±i)me−imζ′ δ(γ

′ − γ)

γ′
, (5.46)

conforme era esperado. Substituindo o resultado acima na equação (5.42) obtemos a expressão

para o caso mais geral, ou seja,

Gγ(ζ
′) =

∞
∑

j=−∞

(−i)je±ijζ′ψm−j(k; r0), (5.47)

cujos termos da série de Fourier são dados por

Gq
γ = 2π(−i)±qψm∓q(k; r0). (5.48)

Para o caso especial em r0 = 0 temos que Jm−q(x) = δm,q, o que faz com que

Gq
γ = 2π(−i)±me±imζ′δm,±q (5.49)

o que nos diz que a expansão em ondas parciais não depende mais da somatória em q, o que faz

todo o sentido já que temos total simetria ao longo do eixo. Os coeficientes da expansão são
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então dados substituindo (5.48) ou (5.49) em (5.25) e (5.26). O caso do guia de onda ciĺındrico

é de certo modo inverso ao do guia de onda retangular, já que obtemos deltas nas transformadas.

Deste modo, podeŕıamos com bem menos termos que no guia de onda retangular, descrever um

problema de grandezas semelhantes (basicamente dimensões do guia de onda e comprimento de

onda propagante). Interessante notar que, para qualquer outro problema, este deverá ser um caso

intermediário entre o guia de onda ciĺındrico e o retangular no que se refere ao número de ondas

parciais a somar, já que estes dois casos são extremos, um com deltas de Dirac no espaço de

Fourier, o que implicaria teoricamente infinitas ondas parciais (o que na prática não acontece,

como já discutimos), e outro com deltas de Kronecker no espaço da transformada em harmônico

esférico vetorial, o que implica em algumas (ou uma única) ondas parciais.



Caṕıtulo 6

Solucão completa dos feixes tipo Davis

6.1 Feixes de Davis

A denominação de feixe tipo Davis se refere ao método de Davis [51] que busca soluções para

o potencial vetor A que tenham apenas uma componente. Um exemplo de feixe de Davis são

os feixes de Bessel. Para se deduzir todas as componentes dos campos elétrico e magnético de

um feixe de Bessel que satisfaça à equação de Maxwell a partir de uma função de onda escalar,

deve-se seguir a sugestão de Davis [51] e procurar soluções para o potencial vetor A que tenham

uma única componente. É claro, deve-se lembrar que somente em coordenadas retangulares as

componentes de um potencial vetor que obedeçam à equação de onda vetorial também satisfazem

a equação de onda escalar.

O método de Davis [51] consiste em tomar uma função escalar que obedeça à equação de onda

como sendo a única componente do vetor de onda, ou seja, fazer A = ψû em que û é uma

direção arbitrária. Devemos então calcular a transformada de Fourier de A = ψû, em que û

representa uma direção qualquer.

Caso especial I – campos do tipo TE/TM

Para um caso genérico de û = ẑ temos que calcular k̂× ẑ, ou seja

k̂× ẑ =

(

γ

k
γ̂ +

kz
k
ẑ

)

× ẑ = −γ
k
ζ̂. (6.1)

Deste modo, estamos interessados nos componentes de momento angular na direção ζ̂, dada

por

Lζ = −i
(

kz
∂

∂γ
− γ

∂

∂kz

)

, (6.2)

47
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de modo que a primeira componente não nos interessa, e como

Ylm(k̂
′
) = Ylm(kz/k, ζ) =

√

l(l + 1)

4π
K lmPm

l (kz/k)e
imζ , (6.3)

então podemos fazer

Lζ = i
γ

k

∂

∂(kz/k)
, (6.4)

e dáı

X ∗
pq ·
(

k̂× ẑ
)

= −γ
k
X ∗

pq · ζ̂ = −γ
k

(

LζYpq
√

p(p+ 1)

)∗

, (6.5)

o que vai nos dar

X ∗
pq ·
(

k̂× ẑ
)

=
i√
4π

γ2

k2
KpqP q

p
′(kz/k)e

−iqζ . (6.6)

Com este resultado, resta-nos integrar sobre a superf́ıcie esférica para obtermos GTM . Outra

forma de verificar este resultado é observar que

ζ̂ = −ie
−iζ ê+ − eiζ ê−√

2
, (6.7)

de modo que

− γ

k
X ∗

pq · ζ̂ = i
γ

k

e−iζ ê+ − eiζ ê−√
2

·
(

L−ê+ + L+ê−
√

2l(l + 1)
Ypq

)∗

(6.8)

= i
γ

k

cpq− e
−iζY ∗

p,q−1 − cpq+ e
iζY ∗

p,q+1

2
√

l(l + 1)
, (6.9)

e abrindo os termos dos harmônicos esféricos

− γ

k
X ∗

pq · ζ̂ =
i

2
√
4π

γ

k

(

cpq−K
p,q−1P q−1

p (kz/k)− cpq+K
p,q+1P q+1

p (kz/k)
)

e−iqζ . (6.10)

Este resultado ainda nos dá uma relação de recorrência para os Polinômios Associados de Legendre,

como sendo

2
γ

k
KpqP q

p
′(kz/k) = cpq−K

p,q−1P q−1
p (kz/k)− cpq+K

p,q+1P q+1
p (kz/k). (6.11)
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Para o caso em que û = ẑ o resultado ainda é mais simples, uma vez que

X ∗
pq · ẑ =

iq√
4π
KpqP q

p (kz/k)e
−iqζ . (6.12)

Caso especial II – campos circularmente polarizados

Outro caso importante é aquele em que û = ê±. Para o o caso GTE, novamente obtemos

um resultado simples, ou seja,

X ∗
pq · ê± =

(

L∓Ypq
√

2l(l + 1)

)∗

=
cpq∓ Y

∗
pq∓1

√

2l(l + 1)
=

1√
8π
cpq∓K

p,q∓1P q∓1
p (kz/k)e

−i(q∓1)ζ . (6.13)

Para o caso GTM precisamos da identidade

k̂× ê± = ∓i
(

kz
k
ê± − 1√

2

γ

k
e±iζ ẑ

)

, (6.14)

com a qual obtemos

X ∗
pq ·
(

k̂× ê±

)

= ∓i
(

kz
k
X ∗

pq · ê± − 1√
2

γ

k
e±iζX ∗

pq · ẑ
)

. (6.15)

Todos os termos do lado direito da equação (6.15) já foram calculados anteriormente, seja no

caso especial I ou no caso especial II.

6.2 O feixe de Bessel

Um feixe de Bessel é um campo eletromagnético, acústico ou mesmo gravitacional, descrito

por uma função de Bessel do primeiro tipo [52,53]. É importante ressaltar que o feixe de Bessel

de ordem zero tem seu máximo de amplitude na origem, ao passo que os de ordem superiores

possuem uma singularidade de fase axial transversa à origem, em que a amplitude se anula como

esperado pela descrição matemática das funções de Bessel de alta ordem. Um feixe de Bessel

verdadeiro é não-difrativo, ou seja, ao se propagar ele não difrata nem espalha, o que é fora do

comum se compararmos com o comportamento ordinário da luz, ou do som, que se espalham

após serem focalizados em um ponto pequeno.

Como no caso da onda plana, um feixe de Bessel não pode ser criado, já que o mesmo não

é limitado e requeriria uma quantidade infinita de energia. Entretanto, aproximações razoáveis

podem ser feitas, e são muito importantes em muitas aplicações ópticas devido ao fato de exibirem

pouca ou nenhuma difração em uma distância limitada. Além disso, são ainda auto-recuperáveis,
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de modo que o feixe pode ser parcialmente obstrúıdo em um ponto mas se reconstruirá em um

ponto logo a seguir no eixo do feixe.

Um feixe de Bessel tem amplitude considerável apenas para distâncias da ordem ρ ≤ 1/γ,

e mantém o mesmo perfil radial a uma distância arbitrariamente longa. Este comportamento

contradiz o senso comum de que um feixe de extensão transversal ḿınima a difrata para preencher

um cone de ângulo 1/a. Deste modo, o feixe de Bessel é conhecido como sem difração (“diffraction

free”). Aproximações de um feixe de Bessel são feitas na prática, focalizando-se um feixe gaussiano

com uma lente tipo axicon que gera o feixe chamado de Gauss-Bessel

6.2.1 Soluções para o Potencial Vetor

Buscamos soluções da equação de onda do potencial vetor

∇2A+ k2A = 0. (6.16)

Sabe-se que, em coordenadas ciĺındricas o operador laplaciano escalar é dado por

∇2f =
1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂f

∂ρ

)

+
1

ρ2
∂2f

∂φ2
+
∂2f

∂z2
, (6.17)

e o operador laplaciano vetorial por,

∇2A

∣

∣

∣

ρ
= ∇2Aρ −

1

ρ2

(

Aρ + 2
∂Aφ

∂φ

)

, (6.18)

∇2A

∣

∣

∣

φ
= ∇2Aφ −

1

ρ2

(

Aφ − 2
∂Aρ

∂φ

)

, (6.19)

∇2A

∣

∣

∣

z
= ∇2Az. (6.20)

O feixe de Bessel é obtido tomando funções de onda escalares na forma

ψ(r, t) = f(ρ)ei(kzz±mφ), (6.21)

em que m ≥ 0. Temos ainda que

∂ψ

∂φ
= ±imψ, (6.22)

∂ψ

∂z
= ikzψ, (6.23)
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o que leva à equação

∇2ψ =
1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂ψ

∂ρ

)

−
(

m2

ρ2
+ k2z

)

ψ. (6.24)

Pelo método de Davis, podemos escolher arbitrariamente o potencial vetor em uma direção

arbitrária û. Como já mostramos anteriormente, existem dois casos particulares interessantes.

O primeiro caso em que û = ẑ, o que vai fazer com que H não tenha componentes em ẑ,

o que define um caso transversal magnético TM . Correspondente a cada solução TM das

equações de Maxwell no espaço livre, existe um campo transversal elétrico TE obtido por meio

das transformações duais ETE → ZHTM e ZHTE → −ETM . O segundo caso em que û = ê±

corresponde ao feixe circularmente polarizado, talvez o caso fisicamente mais interessante.

Vamos então resolver a equação de onda

∇2A+ k2A = 0, (6.25)

para dois casos, o caso A = ψẑ e o caso A = ψ(ρ̂± iφ̂).

Para A = ψẑ teremos

∇2A

∣

∣

∣

ρ
= 0, (6.26)

∇2A

∣

∣

∣

φ
= 0, (6.27)

∇2A

∣

∣

∣

z
=

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂ψ

∂ρ

)

−
(

m2

ρ2
+ k2z

)

ψ, (6.28)

o que nos leva a seguinte equação para ψ, sendo que k2 − k2z = γ2

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂ψ

∂ρ

)

+

(

γ2 − m2

ρ2

)

ψ = 0, (6.29)

cuja solução é

ψ(r, t) = Jm(γρ)e
i(kzz±mφ). (6.30)
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Para A = ψ(ρ̂± iφ̂) temos que Aρ = ψ e Aφ = ±iψ

∇2A

∣

∣

∣

ρ
= ∇2ψ − 1− 2m

ρ2
ψ, (6.31)

∇2A

∣

∣

∣

φ
= ±i

(

∇2ψ − 1− 2m

ρ2
ψ

)

, (6.32)

∇2A

∣

∣

∣

z
= 0. (6.33)

Substituindo na equação de onda obtemos a equação diferencial para ψ,

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂ψ

∂ρ

)

+

(

γ2 − (m− 1)2

ρ2

)

ψ = 0. (6.34)

cuja solução é

ψ(r, t) = Jm−1(γρ)e
i(kzz±mφ). (6.35)

Por outro lado, temos que ρ̂± iφ̂ = e∓iφê± e deste modo

A = Jm−1(γρ)e
i(kzz±(m−1)φ)ê±. (6.36)

Podemos então escrever as soluções em função de

ψm = Jm(γρ)e
i(kzz±mφ), (6.37)

o que leva a duas soluções para o feixe de Bessel

AI = ψmẑ, (6.38)

AII = ψm−1ê±, (6.39)

sendo que a primeira AI é um tipo TM/TE, e a segunda AII um tipo circularmente polarizada.

Note que a solução AI acima é TM .

Uma vez que as funções de Bessel são reais, superf́ıcies de fase constante (num tempo fixo)

das funções de onda não são planos de z constante, mas “roscas”. O vetor de onda k =

∇(kzz ±mφ) = kzẑ ± m
ρ
φ̂ que é perpendicular às superf́ıcies de fase constante tem linhas que

formam hélices de raio constante ρ. O vetor de onda k faz um ângulo θk com ẑ dado por

tan θk = ± m

kzρ
. (6.40)
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Vamos utilizar o referencial da esfera, de modo que o feixe agora se encontra deslocado de sua

posição original para uma posição r′′ = r′ + r0. Deste modo, usando o teorema da adição vamos

temos

ψm(k, r
′′) =

∞
∑

j=−∞

ψm−j(k, r0)ψj(k, r
′), (6.41)

ou seja,

Ψm(k,k
′) =

∞
∑

j=−∞

ψm−j(k, r0)Ψj(k,k
′). (6.42)

Entretanto, esta função já é conhecida do guia de onda ciĺındrico, mostrada na seção 5.2, de

modo que o potencial vetor é dado por

Ak =
√
2π
δ(ξ′ − ξ)

sin ξ′

∞
∑

j=−∞

ψm−j(k, r0)
(

(−i)je±ijζ′
)

û. (6.43)

Os coeficientes da expansão são, então, dados por

GTM
pq = ip+1

√

2

π

∫

dΩ X ∗
pq ·
(

k̂×Ak

)

, (6.44)

GTE
pq = ip+1

√

2

π

∫

dΩ X ∗
pq ·Ak, (6.45)

que podem ser escritos como

[

GTM
pq

GTE
pq

]

= 2ip+1

∞
∑

j=−∞

ψm−j(k, r0)(−i)j
∫

dζ e±ijζ′

[

X ∗
pq ·
(

k̂× û
)

X ∗
pq · û

]

. (6.46)

Os termos entre colchetes do lado direito já foram calculados na seção 6.1. Substituindo esses

resultados na equação dos coeficientes obtem-se, para o caso I,

X ∗
pq ·
(

k̂× ẑ
)

=
i√
4π

γ2

k2
KpqP q

p
′(kz/k)e

−iqζ , (6.47)

X ∗
pq · ẑ =

iq√
4π
KpqP q

p (kz/k)e
−iqζ , (6.48)
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que leva ao resultado final

[

GTM
pq

GTE
pq

]

I

= − i
pKpq

√
π

∞
∑

j=−∞

ψm−j(k, r0)(−i)j
[

γ2

k2
P q
p
′(kz/k)

qP q
p (kz/k)

]

∫

dζ e±i(j∓q)ζ′ . (6.49)

que finalmente nos dá

[

GTM
pq

GTE
pq

]

I

= −ip∓q
√
4πψm∓q(k, r0)K

pq

[

γ2

k2
P q
p
′(kz/k)

qP q
p (kz/k)

]

. (6.50)

Para o caso II temos,

X ∗
pq · ê± =

1√
8π
cpq∓K

p,q∓1P q∓1
p (kz/k)e

−i(q∓1)ζ , (6.51)

X ∗
pq ·
(

k̂× ê±

)

± i
kz
k
X ∗

pq · ê± = ∓ 1√
8π
q
γ

k
KpqP q

p (kz/k)e
−i(q∓1)ζ , (6.52)

considerando apenas o caso positivo de ψm (para não confundir com ± da orientação do potencial

vetor), temos

[

GTM
pq ± ikz

k
GTE

pq

GTE
pq

]

II

=
−ip√
2π

∞
∑

j=−∞

ψm−1−j(k, r0)i
−j

[

∓q γ
k
KpqP q

p (kz/k)

cpq∓K
p,q∓1P q∓1

p (kz/k)

]

×

×
∫

dζ ei(j−q±1)ζ′ , (6.53)

o que finalmente fornece

[

GTM
pq ± ikz

k
GTE

pq

GTE
pq

]

II

= −
√
2πip−q∓1ψm−1−q∓1(k, r0)

[

∓q γ
k
KpqP q

p (kz/k)

cpq∓K
p,q∓1P q∓1

p (kz/k)

]

. (6.54)

Deste modo obtivemos os coeficientes para a expansão de dois tipos de feixes de Bessel. En-

tretanto, este método pode ser estendido para qualquer feixe de Davis, obtendo-se funções

anaĺıticas. Se a transformada de Fourier da função escalar for anaĺıtica, os coeficientes também

serão anaĺıticos.



Caṕıtulo 7

Teoria Generalizada de Lorenz-Mie para

o Espalhamento

Mie resolveu o problema do espalhamento de ondas eletromagnéticas por uma esféra dielétrica

expandindo o campo incidente na forma

[

Ei(r)

ZHi(r)

]

= E0

∑

nm

[

GTM
nm

GTE
nm

]

Mi
nm(r) +

[

−GTE
nm

GTM
nm

]

Ni
nm(r), (7.1)

em que

Mi
nm(r) = jp(kr)Xnm(r̂), (7.2)

Ni
nm(r) =

−i
k
∇×Mi

nm(r). (7.3)

O campo espalhado é dado por

[

Es(r)

ZHs(r)

]

= E0

∑

nm

[

bnG
TM
nm

anG
TE
nm

]

Ms
nm(r) +

[

−anGTE
nm

bnG
TM
nm

]

Ns
nm(r), (7.4)

em que

Ms
nm(r) = h(kr)p (kr)Xnm(r̂), (7.5)

Ns
nm(r) =

−i
k
∇×Ms

nm(r), (7.6)

e o campo no interior da esfera por

[

Ew(r)

Z ′Hw(r)

]

= E0

∑

nm

[

dnG
TM
nm

cnG
TE
nm

]

Mw
nm(r) +

[

−cnGTE
nm

dnG
TM
nm

]

Nw
nm(r), (7.7)
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em que

Mw
nm(r) = jp(k

′r)Xnm(r̂), (7.8)

Nw
nm(r) =

−i
k
∇×Mw

nm(r). (7.9)

Aqui M = ns/n0, ns é o ı́ndice de refração da esfera, n0 o ı́ndice de refração do meio externo, k

é número de onda do meio externo e k′ o do meio interno, Z é a impedância do meio externo e

Z ′ a impedância do meio interno (esfera), e k′ =Mk e Zk/Z ′k′ = µ/µ′.

Os campos eletromagnéticos devem satisfazer as equações de Maxwell em pontos onde ε e µ

sejam cont́ınuos, e, nas interfaces, às seguintes condições de contorno:

r̂×
(

Ein − Eout

)

= 0, (7.10)

r̂×
(

Hin −Hout

)

= 0, (7.11)

em que Ein = Ew, Eout = Ei +Es, Hin = Hw e Hout = Hi +Hs. Mas devemos nos lembrar de

que

− îr×Xnm = Vnm, (7.12)

−îr×Vnm = Xnm, (7.13)

e como

Nnm(r) =

(

j′p(kr) +
jp(kr)

kr

)

Vnm(r̂) +
√

p(p+ 1)
jp(kr)

kr
Ynm(r̂), (7.14)

então

r̂×Mnm(r) = iup(kr)Vnm(r̂), (7.15)

r̂×Nnm(r) = i

(

u′p(kr) +
up(kr)

kr

)

Xnm(r̂). (7.16)

Aqui convém introduzir as funções de Ricatti-Bessel vn(x) = xun(x) em que un(x) são funções

esféricas de Bessel, dadas por

ψn(x) = xjn(x), (7.17)

ξn(x) = xh(1)n (x). (7.18)
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As derivadas das funções de Ricatti-Bessel são dadas por v′n(x) = xu′n(x) + un(x), de modo que

v′n(x)

x
= u′n(x) +

un(x)

x
. (7.19)

Da equação acima pode-se perceber que estas funções aparecerão junto ao termo r̂ ×Nnm. As

funções de Ricatti-Bessel por sua vez aparecerão quando multiplicarmos a equação dos termos de

Mnm. Juntando-se todas estas informações, vamos obter para uma esfera de raio a:

[

ξn(x) − 1
M
ψn(Mx)

ξ′n(x) − µ
µ′
ψ′
n(Mx)

][

bn

dn

]

=

[

ψn(x)

ψ′
n(x)

]

(7.20)

para o caso TE, isto é, os ı́ndices que acompanham M, e

[

ξn(x) − µ
µ′
ψn(Mx)

ξ′n(x) − 1
M
ψ′
n(Mx)

][

an

cn

]

=

[

ψn(x)

ψ′
n(x)

]

(7.21)

para o caso TM, isto é, os ı́ndices que acompanham N. Para simplificar fazemos x = ka, também

conhecido como fator de tamanho. As soluções desses dois sistemas de equações são simples.

Para o caso em que µ′ ≈ µ temos

[

bn

dn

]

=
1

∆TE

[

−ψ′
n(Mx) − 1

M
ψn(Mx)

−ξ′n(x) ξn(x)

][

ψn(x)

ψ′
n(x)

]

(7.22)

para o caso TE e para o caso TM

[

an

cn

]

=
1

∆TM

[

− 1
M
ψ′
n(Mx) ψn(Mx)

−ξ′n(x) ξn(x)

][

ψn(x)

ψ′
n(x)

]

. (7.23)

Nestes casos ∆TE/TM são os determinantes das respectivas matrizes. Estas equações carac-

teŕısticas são independentes do feixe incidente. Os coeficientes dos campos espalhados e dos

campos dentro da part́ıcula são independentes do ı́ndice m devido à simetria esférica do espa-

lhador. Caso a esfera fosse deformada os modos azimutais não seriam mais degenerados. Se o

ı́ndice de refração relativo M for igual a um não existe o espalhador e os coeficientes de espa-

lhamentos são nulos como esperado. Embora os determinantes ∆ não admitam ráızes reais, eles

podem se tornar muito pequenos para determinados valores do fator de forma x, ocasionando uma

ressonância de Mie. Em geral, o campo é espalhado em uma superposição de modos normais.

Essas ressonâncias são chamadas de MDR – morphology dependent resonances ou de freqüências

naturais de uma esfera, são complexas e os modos associados são denominados virtuais. Se as

partes imaginárias destas freqüências complexas forem pequenas quando comparadas as partes
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reais, a freqüência natural corresponde aproximadamente à freqüência real da onda EM incidente

que excita os vários modos EM.

As equações (7.22) e (7.23) em função de x para um dado M fixo possuem várias carac-

teŕısticas: uma série de máximos e ḿınimos regularmente espaçados chamados de estrutura de

interferência e uma estrutura de ondulações com picos irregularmente espaçados representando os

modos eletromagnéticos normais de uma esfera. Este último também é conhecido como morpho-

logy dependent resonance – MDR – ou por whispering gallery mode – WGM (a nomeclatura

MDR é mais apropriada).

As equações (7.22) e (7.23) implicam que podemos determinar os campos espalhados se

conhecermos os coeficientes GTE/TM do campo incidente. O calcanhar de Aquiles deste método,

portanto, se encontra no cálculo desses coeficientes, até então dados por

E0jp(kr)

[

GTE
pq

GTM
pq

]

=

∫

dΩ(r̂) X∗
pq(r̂) ·

[

E(r)

ZH(r)

]

, (7.24)

que apresentam o problema já citado da função radial do lado esquerdo não cancelada na inte-

gração angular do lado direito. Com o resultado deste trabalho,

[

GTM
pq

GTE
pq

]

= ip
√

2

π

∫

dΩ(k̂
′
) X ∗

pq(k̂
′
) ·
[

Hk(k̂
′
)

Ek(k̂
′
)

]

, (7.25)

essas dificuldades desaparecem. Deste modo, podemos agora conhecer o problema por inteiro em

termos de ondas parciais, ou seja, o campo incidente, o campo interno e os campos espalhados.



Caṕıtulo 8

Conclusões e perspectivas

Este trabalho representa um grande passo na teoria da expansão em ondas parciais ou também

chamada expansão em funções de onda vetoriais esféricas sobre dois pontos de vista: o primeiro

no sentido de que, o problema como apresentado até então, não estava completo já que deixava

os termos da expansão com uma função radial não cancelada do lado esquerdo. Nunca fora

mostrado que do lado direito surgiria uma função de Bessel esférica para anular a do lado esquerdo,

independente do campo incidente. Além disso função esférica de Bessel possui ráızes, o que levaria

o sistema a uma singularidade. Neste sentido, demostramos que não há singularidade, e que a

expansão é válida para todo o espaço, ou seja, os coeficientes são de fato constantes. Estes

podem ser calculados através das transformadas de Fourier dos campos elétrico e magnético, ou

apenas através da transformada de Fourier do Potencial vetor.

Além da expansão no doḿınio de Fourier demonstrar que as funções esféricas de Bessel se

cancelam, completando o problema apresentado, as expressões obtidas para os coeficientes per-

mitiram a obtenção de resultados anaĺıticos em diversas situações, como nos casos dos guias de

onda retangular e cilindrico e dos feixes de Bessel. O resultado para o caso geral de um guia

de onda depende apenas da transformada de Fourier de uma função escalar g. Estes resultados

demonstram o potencial do método, que permite obter com relativa facilidade os coeficientes da

expansão para diversos tipos de feixe.

As perspectivas deste trabalho são muito grandes, uma vez que a metodologia introduzida

permite expandir os horizontes em muitas áreas em que se usam ondas parciais esféricas. Mesmo

para os feixes cujas integrais não tenham uma solução anaĺıtica, o simples fato de eliminarmos

a função esférica de Bessel nos permite um cálculo numérico confiável. Vale lembrar que as os-

cilações rápidas das funções esféricas de Bessel trazem grandes problemas para o cálculo numérico

das integrais, exigindo metodolgia especial para garantir a precisão numérica. Além disso, nosso

formalismo transforma um problema de três dimensões em um problema de duas dimensões, ou

mesmo uma, como no caso dos guias de onda e dos feixes de Bessel. Finalmente, mesmo que
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o resultado final seja numérico, a integral a ser obtida numericamente é realizada sobre uma su-

perf́ıcie esférica finita, na qual as funções são bem comportadas. Considerando que existem muito

grupos dedicados ao cálculo dessas expansões de funções de onda vetoriais esféricas, ainda hoje

uma agenda importante em muitas áreas, do estudo da atmosfera a acoplamento em cavidades

de altos Q utilizadas em óptica quântica, acreditamos que a contribuição deste trabalho será de

grande utilidade.



Apêndice A

Sistemas de coordenadas

Utilizaremos um sistema de coordenadas sobreposto, ou seja, os sistemas cartesiano (x, y, z)

ciĺındrico (ρ, φ, z) e esférico (r, r̂) não são rotacionados, de modo que as coordenadas obedecem

às seguintes relações:

ρ2 = x2 + y2, (A.1)

r2 = ρ2 + z2. (A.2)

O ângulo θ pode ser definido por

ρ = r sin θ, (A.3)

z = r cos θ, (A.4)

e o ângulo φ por

x = ρ cosφ, (A.5)

y = ρ sinφ, (A.6)

de modo a podermos livremente passar de um sistema de coordenadas para outro. Temos ainda

os vetores unitários

ρρ̂ = xx̂+ yŷ, (A.7)

ρφ̂ = −yx̂+ xŷ, (A.8)
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e ainda

rr̂ = ρρ̂+ zẑ, (A.9)

rθ̂ = −zρ̂+ ρẑ. (A.10)

Com as relações acima definimos os conjuntos de vetores unitários para os dois sistemas móveis

de coordenadas, baseados nas coordenadas fixas (x̂, ŷ, ẑ), de modo que

A = Axx̂+ Ayŷ + Azẑ = Aρρ̂+ Aφφ̂+ Azẑ = Arr̂+ Aθθ̂ + Aφφ̂. (A.11)

Além disso, temos o sistema de coordenas fixo circular-complexo, dado por

ê± =
x̂± iŷ√

2
, (A.12)

que tem uma álgebra um pouco mais diferenciada, mas que

A = A−ê+ + A+ê− + Azẑ, (A.13)

sendo que os termos

A± = A · ê± =
Ax ± iAy√

2
, (A.14)

e ainda os produtos escalares são dados por

ê± · ê∓ = 1, (A.15)

ê± · ê± = 0. (A.16)

Uma excessão à regra é operador de momento angular, que é definido como

L =
L−ê+ + L+ê−√

2
+ Lzẑ (A.17)

devido às caracteŕısticas particulares dos operadores escada L± = Lx ± Ly.

Temos até agora dois sistemas de coordenadas fixos (cartesiano e circular-complexo) e dois

sistemas móveis (ciĺındrico e esférico). Entretanto, como vamos trabalhar em boa parte do tempo

no espaço de Fourier, teremos também coordenadas móveis no espaço de Fourier. A melhor forma

de se passar do espaço de coordenadas (direto) para o espaço de Fourier (rećıproco), é transformar

o sistema de coordenadas móveis do espaço direto para coordenadas fixas, e das coordenadas fixas



63

para coordenadas móveis do espaço rećıproco. No espaço rećıproco definimos as correspondências

1 : x→ kx, y → ky, z → kz, (A.18)

2 : ρ→ γ, φ→ ζ, (A.19)

3 : r → k, θ → ξ, (A.20)

de modo que as relações entre as coordenadas sejam semelhantes nos dois sistemas, bastando

apenas fazer a conversão acima nas equações (A.1–A.9). A ressalva é que

k̂x = x̂, (A.21)

k̂y = ŷ, (A.22)

k̂z = ẑ, (A.23)

que como já hav́ıamos dito anteriormente, definem os sistemas de coordenadas fixos. Com isso,

temos o sistema cartesiano (kx, ky, kz) – (x̂, ŷ, ẑ), ciĺındrico (γ, ζ, kz) – (γ̂, ζ̂, ẑ) e esférico (k, k̂)

– (k̂, ξ̂, φ̂), do espaço rećıproco. Além disso, temos o ângulo sólido que passa de Ω(r̂) → Ω(k̂)

de modo que

∫

dΩ(r̂) =

∫

dφ

∫

dθ sin θ, (A.24)
∫

dΩ(k̂) =

∫

dζ

∫

dξ sin ξ, (A.25)

De uma maneira geral, a Tabela A.1 resume as informações acima. As relações entre os

Tabela A.1: Sistema de Unidades utilizado
Entidade Real Reciproco
Vetor r k

Coordenadas Cartesianas (x, y, z) (kx, ky, kz)
Coordenadas Ciĺındricas (ρ, φ, z) (γ, ζ, kz)

(r+, r−, rz) (k+, k−, kz)

Coordenadas Esféricas (r, r̂) (k, k̂)
(r, θ, φ) (k, ξ, ζ)

sistemas são dadas por

r = xx̂+ yŷ + zẑ = rr̂ = ρρ̂+ zẑ (A.26)

ρρ̂ = xx̂+ yŷ (A.27)

Um conjunto de relações equivalentes para o espaço rećıproco pode ser obtido, fazendo as subs-
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tituições descritas em (A.18)-(A.20).

A.1 Transformações diversas

Podemos precisar de transformar variáveis que não têm relação direta, como as coordenadas

ciĺındricas e circulares, para tanto descrevemos em forma matricial as transformações, o que

facilita enormemente o trabalho.

A.1.1 Ciĺındricas

A relação entre as coordenadas planares é dada por

(

ρ̂

φ̂

)

=

(

cosφ sinφ

− sinφ cosφ

)(

x̂

ŷ

)

(A.28)

e a relação inversa é dada por

(

x̂

ŷ

)

=

(

cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)(

ρ̂

φ̂

)

. (A.29)

Temos também as relações entre os vetores complexos, dadas por

(

ê+

ê−

)

=
1√
2

(

1 i

1 −i

)(

x̂

ŷ

)

(A.30)

e a relação inversa é dada por

(

x̂

ŷ

)

=
1√
2

(

1 1

−i i

)(

ê+

ê−

)

, (A.31)

o que nos permite obter diretamente

(

ê+

ê−

)

=
1√
2

(

eiφ ieiφ

e−iφ −ie−iφ

)(

ρ̂

φ̂

)

(A.32)

e a relação inversa é dada por

(

ρ̂

φ̂

)

=
1√
2

(

e−iφ eiφ

−ie−iφ ieiφ

)(

ê+

ê−

)

. (A.33)
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A.1.2 Esféricas

As coordenadas esféricas, no plano ρz seguem uma lógica semelhante, dada por

(

r̂

θ̂

)

=

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(

ρ̂

ẑ

)

(A.34)

cuja inversa é facilmente obtida

(

ρ̂

ẑ

)

=

(

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(

r̂

θ̂

)

. (A.35)

A.1.3 Derivadas

As derivadas em φ são dadas por

d

dφ

(

ρ̂

φ̂

)

=

(

φ̂

−ρ̂

)

, (A.36)

e para o caso da derivada em θ

d

dθ

(

r̂

θ̂

)

=

(

θ̂

−r̂

)

. (A.37)

Todas as outras relações de derivadas são obtidas a partir destas duas. Vale lembrar que relações

idênticas valem para as coordenadas no espaço de Fourier, em que a equivalência ρ→ γ, φ→ ζ,

r → k e θ → ξ deve ser usada nas relações acima. Devemos ressaltar ainda que não há

equivalência entre coordenadas móveis de um espaço para outro, sendo que os resultados no

espaço direto/rećıproco devem ser passadas para coordenadas fixas e depois reescritas no espaço

rećıproco/direto.
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Apêndice B

Vetores Complexos

Em complemento ao Apêndice A, precisamos saber como funciona a álgebra dos espaços de

bases complexas, ou seja, dos vetores complexos.

B.1 Base circular tradicional

Vamos estabelecer a base de vetores complexos circulares mais comuns dados por

ê± =
x̂± iŷ√

2
, (B.1)

(B.2)

o que nos dá ainda que ê∗+ = ê−. Vamos ter com isto que

êi · ê∗j = δij, (B.3)

ou numa forma mais clara

ê± · ê∓ = 1, (B.4)

ê± · ê± = 0. (B.5)

Um vetor qualquer A pode ser expandido fazendo-se

A = A−ê+ + A+ê− + Azêz, (B.6)
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em que

A± = ê± ·A =
Ax ± iAy√

2
, (B.7)

(B.8)

do qual obtemos

Ax =
A+ + A−√

2
, (B.9)

Ay =
A+ − A−√

2i
. (B.10)

Tomando então

B = B−ê+ +B+ê− +Bzêz, (B.11)

obtemos

A ·B = A−B+ + A+B− + AzBz. (B.12)

O caso mais comum refere-se ao operador momento angular L e aos operadores L±. Neste caso,

vamos ter que o operador momento angular é dado por

L =
ê+L− + ê−L+√

2
+ Lzêz, (B.13)

em que L± tem valores especiais, ou seja, são os operadores escada. Sendo assim,

L · F =
L−F+ + L+F−√

2
+ LzFz. (B.14)

B.2 Bases modificadas

Uma base complexa semelhante à base anterior é definida como e±1
1 = ∓ê± e e01 = êz, tal

que

ei1 · ej∗1 = δij. (B.15)
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Deste modo, define-se o operador diádico

1 =
∑

i=−1,0,1

ei1e
i∗
1 , (B.16)

e também a relação de ortogonalidade

ei1 · ej∗1 = δij. (B.17)

O uso desta base será justificado no Apêndice D, neste caso, através de um operador de spin

dado por

SjA = iêj ×A. (B.18)

em que j = x, y, z. Outra base equivalente a esta, usada por R. G. Newton [54], definida como

χ1 = ê−, (B.19)

χ0 = iêz, (B.20)

χ−1 = ê+. (B.21)

em que temos o operador unitário diádico

1 =
∑

i=−1,0,1

χiχ
∗
i (B.22)

e

χi · χ∗
j = δij. (B.23)

de modo que, definido-se o operador de spin como

SjA = iχj ×A (B.24)

No contexto desta tese essas bases são utilizadas apenas na teoria dos harmônicos esféricos

vetoriais, uma vez que a decomposição em componentes das mesmas incorre em termos que não

têm simetria de notação, como no caso da base circular tradicional êi, e só serão utilizadas no

contexto do tema abordado.
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B.3 Produtos vetoriais

Para a base (ê+, ê−, êz) temos

ê+ × ê− = −iêz, (B.25)

ê− × ẑ = −iê−, (B.26)

ẑ× ê+ = −iê+. (B.27)

o que leva a

A×B = i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ê+ ê− êz

A+ A− Az

B+ B− Bz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ê+ ê− êz

A · ê+ A · ê− A · êz
B · ê+ B · ê− B · êz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (B.28)

Ressaltamos uma inversão na posição dos termos já que os termos que acompanham o vetor

a = a−ê+ + a+ê− + azẑ estão invertidos, ou seja a+ é o termo que acompanha ê− = ê∗+.

A grande confusão ocorre quando queremos calcular o produto vetorial com algum dos vetores

unitários, por exemplo, para B = ê+,

A× ê+ = i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ê+ ê− êz

A · ê+ A · ê− A · êz
0 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ê+ ê− êz

A+ A− Az

0 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (B.29)

ou seja, o termo não-nulo aparece em baixo do vetor unitário ê−. De modo que, o melhor a fazer

é utilizar a convenção de fazer os produtos escalares com os vetores unitários da coluna.

B.4 Vetores especiais

Como vetor especial definimos os vetores unitários r̂ e seu equivalente no espaço rećıproco k̂.

r̂ = r̂xx̂+ r̂xŷ + r̂xêz = r̂−ê+ + r̂+ê− + r̂zêz, (B.30)

k̂ = k̂xx̂+ k̂xŷ + k̂xêz = k̂−ê+ + k̂+ê− + k̂zêz, (B.31)

sendo que

r̂± =
1√
2
sin θe±iφ, (B.32)

r̂z = cos θ, (B.33)
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o que nos dá diretamente um correspondência com os harmônicos esféricos

r̂± = ∓
√

4π

3
Y1,±1, (B.34)

r̂0 =

√

4π

3
Y1,0. (B.35)

Podemos construir uma tabela de operação do momento angular sobre os componentes do vetor

unitários, mostrados na Tabela B.1. Podemos também escrever o vetor unitário r̂ como

Tabela B.1: Operadores de momento angular sobre as componentes do versor r̂

r̂− r̂z r̂+
L− 0

√
2r̂− −

√
2r̂z

Lz −r̂− 0 r̂+
L+

√
2r̂z −

√
2r̂+ 0

r̂ =

√

4π

3

(

Y1,−1ê+ − Y1,1ê− + Y1,0êz

)

. (B.36)

Para o vetor unitário k̂ temos relações idênticas, bastando apenas mudar os nomes das variáveis.
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Apêndice C

O Operador Momento Angular

O operador momento angular (clássico) é definido como sendo

L = −ir× d

dr
. (C.1)

C.1 Em Coordenadas Cartesianas

Em coordenadas cartesianas (x, y, z) temos

L = Lxx̂+ Lyŷ + Lzẑ, (C.2)

Lx = −i
(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)

, (C.3)

Ly = −i
(

z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)

, (C.4)

Lz = −i
(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)

. (C.5)

C.2 Em Coordenadas Esfericas

Em coordenadas esféricas (r, r̂) temos

L = Lrr̂+ Lθθ̂ + Lφφ̂, (C.6)

r = rr̂, (C.7)

d

dr
=

∂

∂r
r̂+

1

r

∂

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂

∂φ
φ̂. (C.8)
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sendo que

Lr = 0, (C.9)

Lθ = −i
(

− 1

sin θ

∂

∂φ

)

, (C.10)

Lφ = −i ∂
∂θ
. (C.11)

É comum também usarmos

Lx = −i
(

− sinφ
∂

∂θ
− cosφ cot θ

∂

∂φ

)

, (C.12)

Ly = −i
(

− cosφ
∂

∂θ
+ sinφ cot θ

∂

∂φ

)

, (C.13)

Lz = −i ∂
∂φ
. (C.14)

Além disso os operadores de adição e subtração são dados por

L± = e±iφ

(

± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)

. (C.15)

C.3 Em Coordenadas Ciĺındricas

Em coordenadas ciĺındricas temos

L = Lρρ̂+ Lφφ̂+ Lzẑ, (C.16)

r = ρρ̂+ zẑ, (C.17)

d

dr
=

∂

∂ρ
ρ̂+

1

ρ

∂

∂φ
φ̂+

∂

∂z
ẑ. (C.18)

Deste modo temos

Lρ = −i
(

−z
ρ

∂

∂φ

)

, (C.19)

Lφ = −i
(

z
∂

∂ρ
− ρ

∂

∂z

)

, (C.20)

Lz = −i ∂
∂φ
. (C.21)
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C.4 Transformada de Fourier do Operador Momento An-

gular

C.4.1 Demonstração I

Sabemos que

L = −ir× d

dr
, (C.22)

d

dr
=

∂

∂x
x̂+

∂

∂y
ŷ +

∂

∂z
ẑ, (C.23)

d

dk
=

∂

∂kx
x̂+

∂

∂ky
ŷ +

∂

∂kz
ẑ, (C.24)

e deste modo

Lψ(r) = L

[

1

(2π)3/2

∫

d3k Ψ(k)eik·r
]

=
1

(2π)3/2

∫

d3k Ψ(k)Leik·r (C.25)

=
1

(2π)3/2

∫

d3k Ψ(k)

(

−ir× d

dr

)

e−ik·r (C.26)

=
1

(2π)3/2

∫

d3k Ψ(k)

(

ik× d

dk

)

eik·r. (C.27)

Integrando por partes e usando o fato de que as funções que têm transformada de Fourier per-

tencem a um espaço de Hilbert (ou seja, são quadraticamente integráveis, o que significa que vão

a zero para r → ∞), obtemos

Lψ(r) =
1

(2π)3/2

∫

d3k eik·r
(

−ik× d

dk

)

Ψ(k) =
1

(2π)3/2

∫

d3k eik·rLΨ(k). (C.28)

Fazendo então

F{Lψ(r)} =
1

(2π)3/2

∫

d3r Lψ(r)e−ik′·r =
1

(2π)3

∫

d3r e−ik′·r

∫

d3k eik·rLΨ(k)(C.29)

=
1

(2π)3

∫

d3k LΨ(k)

∫

d3r ei(k−k
′)·r =

∫

d3k LΨ(k)δ(k− k′) (C.30)

= LΨ(k), (C.31)

o que nos diz que

L = −ik× d

dk
, (C.32)
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ou seja, mantém a mesma “forma” que o seu correspondente no espaço de coordenadas, ou seja,

no espaço de coordenadas temos

L = −ir× d

dr
, (C.33)

Lz = −i ∂
∂φ
, (C.34)

L± = e±iφ

(

± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)

, (C.35)

e no espaço de Fourier temos

L = −ik× d

dk
, (C.36)

Lkz = −i ∂
∂ζ
, (C.37)

L± = e±iζ

(

± ∂

∂ξ
+ i cot ξ

∂

∂ζ

)

. (C.38)

C.4.2 Demonstração II

Transformada de Fourier

E(r′) =
1

(2π)3/2

∫

d3k′ eik
′·r′E(k′), (C.39)

E(k′) =
1

(2π)3/2

∫

d3r′ e−ik′·r′E(r′). (C.40)

A transformada de Fourier do operador momento angular é

L · E(r′) =
1

(2π)3/2

∫

d3k′
(

Leik
′·r′
)

· E(k′). (C.41)

Isso nos diz que temos que fazer

Leik
′·r′ = 4π

∑

lm

iljl(k
′r′)Y ∗

lm(k̂
′
)LYlm(r̂

′) (C.42)

= 4π
∑

lm

iljl(k
′r′)Y ∗

lm

(

ê−L+Ylm + ê+L−Ylm√
2

+ ẑLzYlm

)

(C.43)

= 4π
∑

l

iljl(k
′r′)
∑

m

Y ∗
lm

(

ê−c
lm
+ Yl,m+1 + ê+c

lm
− Yl,m−1√

2
+ ẑmYl,m

)

. (C.44)
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Estamos de fato interessados na soma

S =
∑

m

Y ∗
lm

(

ê−c
lm
+ Yl,m+1 + ê+c

lm
− Yl,m−1

)

, (C.45)

em que clm± =
√

l(l + 1)−m(m± 1). Temos ainda o fato de que cl,m± = cl,m±1
∓ . Deste modo,

vamos reorganizar a soma da seguinte forma

S = ê−

l−1
∑

m=−l

clm+ Y ∗
lmYl,m+1 + ê+

l
∑

m=−(l−1)

clm− Y ∗
lmYl,m−1. (C.46)

Fazendo, na primeira parte da soma s→ m+ 1 e na segunda s→ m− 1, temos

S = ê−

l
∑

s=−(l−1)

cl,s−1
+ Y ∗

l,s−1Yl,s + ê+

l−1
∑

s=−l

cl,s+1
− Y ∗

l,s+1Yl,s, (C.47)

e agora usando cl,s+1
− = cl,s+ e cl,s−1

+ = cl,s− obtemos

S = ê−

l
∑

s=−(l−1)

cl,s− Y
∗
l,s−1Yl,s + ê+

l−1
∑

s=−l

cl,s+ Y
∗
l,s+1Yl,s. (C.48)

Podemos então definir um operador momento angular L, no espaço de Fourier, com as mesmas

propriedades do operador momento angular no espaço de coordenadas, de modo que

S = ê−
∑

s

(

L−Yl,s
)∗
Yl,s + ê+

∑

s

(

L+Yl,s
)∗
Yl,s, (C.49)

e como L∗
+ = L− ou ainda ê± = ê∗∓, demonstramos que

Leik
′·r′ = 4π

∑

lm

iljl(k
′r′)Ylm(r̂

′)
(

LYlm(k̂
′
)
)∗

= 4π
∑

lm

iljl(k
′r′)Ylm(r̂

′)Y ∗
lm(k̂

′
)L (C.50)

= eik
′·r′L. (C.51)

Isso significa que a transformada de Fourier do operador momento angular é dada por

L · E(r′) = 1

(2π)3/2

∫

d3k′
(

Leik
′·r′
)

· E(k′) =
1

(2π)3/2

∫

d3k′ eik
′·r′L · E(k′). (C.52)
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C.5 Harmônicos esféricos escalares

Os harmônicos esféricos são as autofunções do operador momento angular.

L2Ylm = l(l + 1)Ylm, (C.53)

LzYlm = mYlm, (C.54)

L±Ylm = c±(l,m)Yl,m±1, (C.55)

em que

cl,m± =
√

(l ∓m)(l ±m+ 1) =
√

l(l + 1)−m(m± 1). (C.56)

Em muitos casos ainda é útil saber que

cl,m± = cl,m±1
∓ . (C.57)

Abaixo temos algumas propriedades importantes dos esféricos harmônicos

Yl0(r̂) = Yl0(θ, 0) =

√

2l + 1

4π
Pl(cos θ), (C.58)

Ylm(0, φ) =

√

2l + 1

4π
δm,0, (C.59)

Ylm(π, φ) = (−1)l
√

2l + 1

4π
δm,0. (C.60)



Apêndice D

Harmônicos esféricos vetoriais

Existem várias definições de harmônicos esféricos vetoriais, mas podemos classificar em três

básicas, que no fundo acoplam os momentos angulares orbital e de spin. Este acoplamento pode

ser feito por meio das funções base de alguns “observáveis”. Deste modo, tendo as autofunções

dos operadores de momento angular de rotação – L, de spin – S – e total – J, utilizamos dois

destes operadores para construir a nossa base, resultando assim em três principais harmônicos

esféricos vetorias, sendo [55]:

• autofunções de Lz, Sz e L2;

• autofunções de Jz, J
2 e L2;

• combinações lineares dos anteriores, para obter modos TE/TM .

Os dois primeiros casos são bem conhecidos da mecânica quântica. No eletromagnetismo tem-se

o equivalente do “acoplamento spin-órbita” dos livros texto de mecânica quântica [38] (singletos e

tripletos). Os harmônicos esféricos vetoriais são autofunções semelhantes aos singletos e tripletos,

que em vez de acoplarem meia unidade de momento angular de spin, (m = ±1/2) acoplam uma

unidade de momento angular de spin (m = −1, 0, 1).

Vamos definir o operador momento angular de spin como sendo

S = iI× (D.1)

em que I é uma identidade diádica definida como

I =
∑

i=x,y,z

êiê
∗
i . (D.2)

79
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Essas identidades em notação vetorial

Ii = êi · Ii = êi (D.3)

são equivalentes a

I =
∑

i

|i〉 〈i| . (D.4)

na notação de Dirac

Deste modo, o operador S possui um conjunto de autofunções dado por

e11 = |1〉 = − x̂+ iŷ√
2

(D.5)

e01 = |0〉 = ẑ (D.6)

e−1
1 = |−1〉 = x̂− iŷ√

2
(D.7)

o que faz com que, para s = 1 e ms = −1, 0, 1, se tenha

Sze
ms

s = mse
ms

s (D.8)

S2ems

s = s(s+ 1)ems

s (D.9)

Finalmente é posśıvel mostrar que

S× S = iS (D.10)

o que torna S um operador momento angular de rotação autêntico.

D.1 Harmônicos esféricos vetoriais desacoplados

Neste caso fazemos

Ylmµ = Ylme
µ
1 (D.11)

ou ainda, persistindo na notação de Dirac,

|lmµ〉 = |lm〉 ⊗ |µ〉 . (D.12)
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É posśıvel mostrar que esses vetores são autofunções de Lz, Sz e L2. Obtemos assim nosso

primeiro conjunto de harmônicos esféricos vetoriais. Neste caso espećıfico, temos que s = 1, mas

se tivéssemos um valor diferente de s poderiamos escrever

Ylm;sµ = Ylme
µ
s . (D.13)

Ambos estes casos são equivalentes ao caso quântico

|lm; sµ〉 = |lm〉 ⊗ |sµ〉. (D.14)

D.2 Harmônicos esféricos vetoriais acoplados

Neste caso, como na mecânica quântica, lançamos mão dos coeficientes de Clebsh-Gordon

para construir a nova base de autofunções do operador momento angular total

|JM〉 =
∑

m,µ

|lm; sµ〉〈lm; sµ|JM〉 (D.15)

No nosso caso temos

Y M
Jl =

∑

m,µ

C lsJ
mµMYlm;sµ, (D.16)

ou na notação compacta para s = 1,

Y M
Jl =

∑

m,µ

C l1J
mµMYlmµ. (D.17)

Deste modo, os harmônicos esféricos vetorias são autofunções de L2, Jz e J
2, ou seja, do momento

angular total, onde C lsJ
mµM = 〈lm; sµ|JM〉 são os coeficientes de Clebsh-Gordon. Este modo pode

ser utilizado para o cálculo expĺıcito dos harmônicos esféricos vetoriais.

D.3 Cálculo dos harmônicos esféricos vetoriais acoplados

Podemos utilizar a expressão da equação (D.17) para obter os harmônicos esféricos vetoriais

em uma forma expĺıcita. Entretanto, mostraremos um outro modo de se obter expressões expĺıcitas

para os harmônicos esféricos vetoriais, que os liga diretamente aos harmônicos esféricos vetorias

transversais e longitudinais.

Para tanto, devemos encontrar uma representação que seja
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1. uma função vetorial de suas coordenadas;

2. autofunção de J2, L2 e Jz simultaneamente;

3. possua certas propriedades que derivaremos a seguir.

Usando os operadores

J2 = JxJx + JyJy + JzJz (D.18)

Jz = Lz + Sz (D.19)

L2 = LxLx + LyLy + LzLz (D.20)

temos que

J2 = L2 + 2 + 2iL× (D.21)

O resultado acima se deve ao fato de que

J2 = (L+ S) · (S+ S) (D.22)

= L2 + S2 + L · S, (D.23)

e esta segunda parte, da definição de S

L · S = LxSx + LySy + LzSz (D.24)

= Lx(ix̂×) + Ly(iŷ×) + Lz(iẑ×) (D.25)

= iL× . (D.26)

Sendo assim definimos os Harmônicos Esféricos Vetoriais Y m
jl tais que

J2Y m
jl = j(j + 1)Y m

jl (D.27)

L2Y m
jl = l(l + 1)Y m

jl (D.28)

JzY m
jl = mY m

jl (D.29)

de tal forma que podemos esperar que os harmônicos esféricos vetoriais sejam somas de produtos

de harmônicos esféricos e de autovetores do operador Sz. Além disso, estes vetores devem ser

normalizados,

∫

dΩ Y m∗
jl · Y m′

j′l′ = δjj′δll′δmm′ (D.30)
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de modo que possamos usá-los para construir projeções. Vamos agora verificar as propriedades

destas funções, começando com o cálculo da ação de J2 sobre Y m
jl , ou seja

J2Y m
jl = (L2 + S2 + 2iL×)Y m

jl (D.31)

que vai nos dar, fazendo x = j(j + 1)− l(l + 1), a principal expressão de nossa teoria

2iL× Y m
jl =

(

x− 2
)

Y m
jl (D.32)

Tomando L· de ambos os lados, usando a identidade vetorial entreA·(B×C) = C·(A×B) =

B · (C×A) e lembrando que L× L = iL obtemos facilmente que

xL · Y m
jl = 0 (D.33)

Do mesmo modo, tomando L× de ambos os lados de (D.32) vamos obter

2iL× L× Y m
jl = (x− 2)L× Y m

jl (D.34)

e fazendo

L× L× Y m
jl = L(L · Y m

jl ) + iL× Y m
jl − L2Y m

jl , (D.35)

= L(L · Y m
jl ) + iL× Y m

jl − l(l + 1)Y m
jl . (D.36)

Eliminando L× Y m
jl por meio de (D.32) obtemos

x(x− 2)L · Y m
jl = 4l(l + 1)Y m

jl − 4L(L · Y m
jl ) (D.37)

Juntando os termos

[

x(x− 2)− 4l(l + 1)
]

Y m
jl = −4L(L · Y m

jl ) (D.38)

Multiplicando ambos os lados por x, e usando a equação (D.33), obtemos a equação caracteŕıstica

que dita as restrições a j e l,

x
[

x2 − 2x− 4l(l + 1)
]

= 0 (D.39)

As soluções desta equação são j = l, l+1, l− 1,−l− 1,−l− 2,−l. Vamos considerar apenas as

soluções com j positivo, o que nos dá os casos j = l e j = l ± 1.

Soluções com j = l
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Neste caso x = 0 e

l(l + 1)Y m
jl = L(L · Y m

jl ) (D.40)

Aplicando L· em ambos os lados

l(l + 1)L · Y m
jl = L2(L · Y m

jl ) (D.41)

o que nos diz que L ·Y m
jl ∝ Yl,m, ou seja, Y m

jl = αLYl,m. Aplicando a condição de normalização

obtemos diretamente que

Y m
jj =

LYjm
√

j(j + 1)
(D.42)

Soluções com j 6= l

Se j 6= l, temos da equação (D.32) que L · Y m
jl = 0. Para prosseguirmos, voltamos à

equação (D.32) e multiplicamos ambos os lados por r̂· e r̂×, obtendo

2îr · (L× Y m
jl ) =

(

x− 2
)

r̂ · Y m
jl (D.43)

2îr× (L× Y m
jl ) =

(

x− 2
)

r̂× Y m
jl (D.44)

e usando as identidades

r̂ · (L×A) = 2îr ·A− L · (r̂×A) (D.45)

r̂× (L×A) = L(r̂ ·A) + îr×A (D.46)

o que nos dá

(x+ 2)r̂ · Y m
jl = −2iL · (r̂× Y m

jl ) (D.47)

xr̂× Y m
jl = 2iL · (r̂ · Y m

jl ) (D.48)

Eliminando o produto vetorial obtemos

x(x+ 2)r̂ · Y m
jl = 4L2(r̂ · Y m

jl ) (D.49)

o que nos diz que r̂ · Y m
jl ∝ Ykm, ou seja,

x(x+ 2) = 4k(k + 1) (D.50)
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o que nos diz que k = x/2 e k = x/2− 1 são soluções. Uma vez que já sabemos que j = l ± 1,

podemos investigar estes dois casos explicitamente. As soluções positivas são k = j, o que nos

dá a solução completa. Sabendo que

Y m
jl = r̂(r̂ · Y m

jl )− r̂× (r̂× Y m
jl ) (D.51)

que é uma identidade relacionada à decomposição em simétrico e antisimétrico, e que já mostra-

mos que

xr̂× Y m
jl = 2iL(r̂ · Y m

jl ) (D.52)

com r̂ · Y m
jl = αYlm, em que α é uma constante, obtemos

Y m
jl = α

(

r̂− 2îr× L

x

)

Ylm (D.53)

que normalizado gera

Y m
j,j−1 =

jr̂− îr× L
√

j(2j + 1)
Ylm (D.54)

Y m
j,j+1 = − (j + 1)r̂+ îr× L

√

(j + 1)(2j + 1)
Ylm (D.55)

A ação do rotacional sobre o rotacional mistura os harmônicos esféricos vetoriais. De fato, ele

atua elevando j em uma unidade em qualquer direção permitida.

D.4 Harmônicos esféricos vetoriais transversais e longitu-

dinais

Podemos obter combinações de harmônicos esféricos vetoriais, de modo que definimos

Ylm = r̂Ylm (D.56)

Xlm =
LYlm

√

l(l + 1)
(D.57)

Vlm = −îr×Xlm (D.58)
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e ainda pode-se facilmente mostrar que

Xlm = −îr×Vlm, (D.59)

Vlm = −îr×Xlm. (D.60)

Esta forma é vantajosa uma vez que trabalhamos com as autofunções do operador momento

angular. Além disso, tem-se que Ylm tem somente a componente na direção r̂, e que Vlm e Xlm

não possuem componentes nessa direção. Observando as expressões expĺıcitas dos harmônicos

esféricos vetorias Ym
j,l, podemos ver claramente que

Y m
j,j−1 =

√

j

2j + 1
Yjm +

√

j + 1

2j + 1
Vjm (D.61)

Y m
j,j = Xjm (D.62)

Y m
j,j+1 = −

√

j + 1

2j + 1
Yjm +

√

j

2j + 1
Vjm (D.63)

Estas expressões podem ser facilmente invertidas, de onde podemos tirar

Yjm =

√

j

2j + 1
Y m

j,j−1 +

√

j + 1

2j + 1
Y m

j,j+1 (D.64)

Xjm = Y m
j,j (D.65)

Vjm =

√

j + 1

2j + 1
Y m

j,j−1 −
√

j

2j + 1
Y m

j,j+1 (D.66)

D.5 Multipolos de Hansen

Os multipolos de Hansen são definidos como se segue

Mlm = ul(kr)Xlm (D.67)

Nlm =
i

k
∇×Mlm (D.68)

Llm = − i

k
∇
(

ul(kr)Ylm(r̂)
)

(D.69)

A grande virtude destes multipolos é que eles são ótimos para decompor campos que são mutu-

amente rotacionais (como requer as leis de Faraday e Ampére) ou divergentes (como requer a lei
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de Gauss):

∇ ·Mlm = 0 (D.70)

∇ ·Nlm = 0 (D.71)

∇ · Llm = ikul(kr)Ylm(r̂) (D.72)

e também

∇×Mlm = ikNlm (D.73)

∇×Nlm = ikMlm (D.74)

∇× Llm = 0 (D.75)

o que mostra como Mlm e Nlm são ideais para descrever em multipolos os campos elétrico e

magnético, ligados pelas leis de Ampère e de Faraday.

Vamos então expandir as definições e verificar as formas expĺıcitas destes multipolos.

Mlm = fl(kr)Y
M
l,l (D.76)

Nlm =

√

l + 1

2l + 1
fl−1(kr)Y

M
l,l−1 −

√

l

2l + 1
fl+1(kr)Y

M
l,l+1 (D.77)

Llm =

√

l

2l + 1
fl−1(kr)Y

M
l,l−1 +

√

l + 1

2l + 1
fl+1(kr)Y

M
l,l+1 (D.78)

ou na forma diferencial

Mlm = fl(kr)Y
M
l,l (D.79)

Nlm = −
(

f ′
l (kr) +

fl(kr)

kr

)

Vlm −
√

l(l + 1)fl(kr)Ylm (D.80)

Llm = −
√

l(l + 1)
fl(kr)

kr
Vlm − f ′

l (kr)Ylm (D.81)

Como podemos ver, estas relações nos permitem construir soluções completamente gerais para

as equações dos campos eletromagnéticos de uma maneira que é intuitiva, razoável, matemati-

camente e numericamente tratável, de modo que poderemos daqui em diante usar identidades e

relações entre os harmônicos esféricos vetorias e/ou as equações de Bessel, Neumann e Hankel.

D.6 Propriedades

Seguem algumas propriedades dos harmonicos esféricos vetoriais tranversais
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Simetria

Os Harmônicos Esféricos Vetoriais obedecem às propriedades de simetria dos Harmônicos esféricos

escalares, ou seja

Yl,−m = (−1)mY∗
l,m (D.82)

Vl,−m = (−1)mV∗
l,m (D.83)

Xl,−m = (−1)mX∗
l,m (D.84)

e também

Vl,m(−r̂) = (−1)J+1Vl,m(r̂) (D.85)

Xl,m(−r̂) = (−1)JXl,m(r̂) (D.86)

Yl,m(−r̂) = (−1)J+1Yl,m(r̂) (D.87)

Forma diferencial

∇ = r̂∂r + θ̂
1

r
∂θ + φ̂

1

ρ
∂φ (D.88)

L = i

(

θ̂
r

ρ
∂φ − φ̂∂θ

)

(D.89)

o que leva a

Ylm = r̂Ylm (D.90)

Xlm =
i

√

l(l + 1)

(

θ̂
r

ρ
∂φ − φ̂∂θ

)

Ylm (D.91)

Vlm =
1

√

l(l + 1)

(

θ̂∂θ + φ̂
r

ρ
∂φ

)

Ylm (D.92)

Isso nos permite calcular as seguintes quantidades, quando φ = φ(r). Gradiente de um campo

escalar

∇
(

φYlm

)

= φ′Ylm +
√

l(l + 1)
φ

r
Vlm (D.93)
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Divergente

∇ ·
(

φYlm

)

=

(

φ′

r2
+

2

r
φ

)

Ylm (D.94)

∇ ·
(

φVlm

)

= −
√

l(l + 1)

r
φYlm (D.95)

∇ ·
(

φXlm

)

= 0 (D.96)

∇ ·
(

φY m
l,l−1

)

=

√

l

2l + 1

(

(l − 1)
φ

r
− φ′

)

Ylm (D.97)

∇ ·
(

φY m
l,l+1

)

=

√

l + 1

2l + 1

(

(l + 2)
φ

r
− φ′

)

Ylm (D.98)

∇ ·
(

φY m
ll

)

= 0 (D.99)

Rotacional

∇× (φYlm) = −i
√

l(l + 1)
φ

r
Xlm (D.100)

∇× (φVlm) =

(

φ′ +
φ

r

)

Xlm (D.101)

∇× (φXlm) = i
√

l(l + 1)
φ

r
Ylm + i

(

φ′ +
φ

r

)

Vlm (D.102)

∇×
(

φY m
l,l−1

)

= −
√

l + 1

2l + 1

(

(l − 1)
φ

r
− φ′

)

Y m
ll (D.103)

∇×
(

φY m
l,l+1

)

=

√

l

2l + 1

(

(l + 2)
φ

r
− φ′

)

YlmY
m
ll (D.104)

∇×
(

φY m
ll

)

=

√

l + 1

2l + 1

(

(l − 1)
φ

r
+ φ′

)

Y m
l,l−1 +

−
√

l

2l + 1

(

l
φ

r
− φ′

)

YlmY
m
l,l+1 (D.105)

Laplaciano escalar

∇2
(

φYlm

)

=

(

φ′′ +
2

r
φ′ − l(l + 1)

r2
φ

)

Ylm (D.106)
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D.7 Expansão em ondas parciais no espaço direto

A expansão em ondas parciais é dada por

E/E0 =
∑

pq

(

GTE
pq Mpq(r) +GTM

pq Npq(r)
)

(D.107)

ZH/E0 =
∑

pq

(

GTM
pq Mpq(r)−GTE

pq Npq(r)
)

(D.108)

em que Mpq e Npq são os multipolos de Hansen

Mpq(r) = jp(kr)Xpq(r̂) (D.109)

Npq(r) =
i

k
∇×Mpq(r) (D.110)

Pelas proprieadades dos Harmonicos Esféricos Vetoriais, podemos calcular diretamente

Npq(r) = −
√

l(l + 1)
jl(kr)

kr
Ylm −

(

j′l(kr) +
jl(kr)

kr

)

Vlm (D.111)

Isto nos diz claramente que Mpq ·Npq = 0.

D.8 Expansão em ondas parciais no espaço rećıproco

Sabendo que

E(k) = F
{

E(r)
}

(D.112)

H(k) = F
{

H(r)
}

(D.113)

E/E0 =
δ(k′ − k)

k′2
Ek(k̂

′
) (D.114)

H/E0 =
δ(k′ − k)

k′2
Hk(k̂

′
) (D.115)

no doḿınio de Fourier temos que

Ek =

√

π

2

∑

pq

(−i)p
(

GTE
pq X ∗

pq + iGTM
pq V∗

pq

)

(D.116)

ZHk =

√

π

2

∑

pq

(−i)p
(

GTM
pq X ∗

pq − iGTE
pq V∗

pq

)

(D.117)
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e as funções X pq e Vpq já foram calculadas para o caso do espaço direto. Como no espaço

rećıproco estamos sempre calculando sobre a esfera, reduzimos o problema de três dimensões

para duas.

D.9 Formas expĺıcitas dos Harmônicos Esféricos Vetoriais

Temos que

r̂ = x̂ sin θ cosφ+ ŷ sin θ sinφ+ ẑ cos θ (D.118)

=
sin θe−iφ

√
2

ê+ +
sin θeiφ√

2
ê− + cos θẑ (D.119)

e

L =
L−√
2
ê+ +

L+√
2
ê− + Lzẑ (D.120)

Sabendo que

Km,q
+,l =

√

(l +m)(l + q)

(2l − 1)(2l + 1)
(D.121)

Km,q
−,l =

√

(l −m)(l − q)

(2l − 1)(2l + 1)
(D.122)

Km,q
0,l =

√

(l −m)(l + q)

(2l − 1)(2l + 1)
(D.123)

obtemos [8]

cos θ Y m
l = Km,m

0,l+1Y
m
l+1 +Km,m

0,l Y m
l−1, (D.124)

sin θeiφ Y m
l = Km,m+1

−,l Y m+1
l−1 −Km,m+1

+,l+1 Y m+1
l+1 , (D.125)

sin θe−iφ Y m
l = Km,m−1

−,l+1 Y m−1
l+1 −Km,m−1

+,l Y m−1
l−1 . (D.126)

Expressando qualquer vetor em termos de suas componentes na forma

U =







ê− ·U
ê+ ·U
êz ·U






(D.127)
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temos

Vp,q =
1

√

p(p+ 1)







−(p+ 1)Kq,q−1
+,p Y q−1

p−1 /
√
2− pKq,q−1

−,p+1Y
q−1
p+1 /

√
2

(p+ 1)Kq,q+1
−,p Y q+1

p−1 /
√
2 + pKq,q+1

+,p+1Y
q+1
p+1 /

√
2

(p+ 1)Kq,q
0,pY

q
p−1 − pKq,q

0,p+1Y
q
p+1






(D.128)

Yp,q =







Kq,q+1
−,p Y q+1

p−1 /
√
2−Kq,q+1

+,p+1Y
q+1
p+1 /

√
2

−Kq,q−1
+,p Y q−1

p−1 /
√
2 +Kq,q−1

−,p+1Y
q−1
p+1 /

√
2

Kq,q
0,p+1Y

q
p+1 +Kq,q

0,pY
q
p−1






(D.129)

Xp,q =
1

√

p(p+ 1)







cp,q− Y q−1
p

cp,q+ Y q+1
p

qY q
p






(D.130)

Os outros harmônicos esféricos vetoriais são dados por [48]

Y m
l,l−1 =













cl−1,m
−√
2l(2l−1)

Yl−1,m−1

cl−1,m
+√
2l(2l−1)

Yl−1,m+1

m√
l(2l−1)

Yl−1,m













(D.131)

Y m
l,l =













clm
−√

2l(l+1)
Yl,m−1

clm
+√

2l(l+1)
Yl,m+1

m√
l(l+1)

Yl,m













(D.132)

Y m
l,l+1 =













cl+1,m
−√

2(l+1)(2l+3)
Yl+1,m−1

cl+1,m
+√

2(l+1)(2l+3)
Yl+1,m+1

+1,m√
(l+1)(2l+3)

Yl+1,m













(D.133)
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