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E aquilo que nesse momento se revelari aos povos
Surpreenderd a todos, ndo por ser exético
Mas pelo fato de poder ter sempre estado oculto

Quando tera sido o 6bvio

Caetano Veloso - Um Indio






Resumo

Desde 1908, quando Mie apresentou expressoes analiticas para os campos espalhados por
uma particula esférica sob incidéncia de uma onda eletromagnética plana, generalizagdes para
esta expansao tém se mostrado incompletas. Isto se deve a presenca de certos termos com
dependéncia radial nos coeficientes de forma do feixe quando expandido em termos de funcdes
de onda esféricas vetoriais. Aqui mostramos pela primeira como cancelar estes termos, permi-
tindo expressdes analiticas para os coeficientes para um campo eletromagnético completamente
arbitrario. Damos também varios exemplos deste novo método, que também é muito apropriado
para calculos numéricos. Obtemos deste modo, expressdes analiticas para feixes de Bessel e para
os modos de guias de onda metalicos retangulares e cilindricos. Estes resultados sdo extrema-
mente relevantes para o incremento na velocidade de calculo das forcas de radiaciao atuando sobre
uma particula esférica, colocada em um campo eletromagnético arbitrario, com por exemplo, em

pincas Opticas.
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Abstract

Since 1908, when Mie reported analytical expressions for the fields scattered by a spherical
particle upon incidence of an electromagnetic plane-wave, generalizing his analysis to the case of an
arbitrary incident wave has proved elusive. This is due to the presence of certain radially-dependent
terms in the equation for the beam-shape coefficients of the expansion of the electromagnetic
fields in terms of vector spherical wave functions. Here we show for the first time how these terms
can be canceled out, allowing analytical expressions for the beam shape coefficients to be found
for a completely arbitrary incident field. We give several examples of how this new method, which
is well suited to numerical calculation, can be used. Analytical expressions are found for Bessel
beams and the modes of rectangular and cylindrical metallic waveguides. The results are highly
relevant for speeding up calculation of the radiation forces acting on spherical particles placed in

an arbitrary electromagnetic field, such as in optical tweezers.
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Capitulo 1
Introducao

A cor azul do céu representou um desafio ndo resolvido mesmo pelas mentes mais brilhantes
por muitos séculos até a teoria do espalhamento de Rayleigh em 1871, que mostrou a dependéncia
com r5/)\*, Essa teoria, entretanto, sé era vélida para particulas muito pequenas comparadas ao
comprimentos de onda da luz espalhada /A << 1 — pela qual é conhecida hoje como regime de
espalhamento de Rayleigh — e para o caso de particulas muito maiores do que o comprimento de
onda r/\ >> 1 — conhecida como o regime da dptica geométrica, visto que pode ser explicada
pela lei de refracdo de Snell de 1621. O que faltava era uma teoria mais geral do espalhamento
por particulas esféricas de qualquer tamanho, da qual os dois regimes, de Rayleigh e da dptica
geométrica, fossem obtidos como dois casos limites de 7/\.

O desenvolvimento moderno dessa teoria coube ao fisico alemdo Gustav Mie em 1908, em
seus esforcos para entender as varias cores na absorcao e espalhamento por particulas coloidais de
ouro suspensas em agua. O nome de Lorenz foi incorporado na teoria a partir da década de 1980
(quando passa a se chamar Teoria de Lorenz-Mie) em reconhecimento pelo trabalho publicado
em 1890 em que ele resolve o problema do espalhamento por esferas dielétricas, chegando até
a relacio de Rayleigh r°/\* no limite de pequenas particulasltl. Esse trabalho foi largamente
ignorado porque foi publicado em dinamarqués e porque n3o se baseou na teoria eletromagnética
de Maxwell j& desenvolvida desde 1864[%. Os trabalhos de Debye sobre a pressdo de radiacio
exercida sobre uma pequena particula no espaco de 1909 chegaram a sugerir a mudanca do titulo
da teoria do espalhamento por microesferas para Teoria de Lorenz-Mie-Debye, mas sem grande
aceitacao por parte da comunidade envolvida. A Teoria de Lorenz-Mie, entretanto, sé se aplica ao
problema eletromagnético do espalhamento de ondas planas. Ela precisou ser generalizada para
o caso do espalhamento de feixes focalizados, principalmente apds o aparecimento dos lasers,
quando foi finalmente denominada Teoria Generalizada de Lorenz-Mie (" Generalized Lorenz-Mie
Theory” — GLMT). Gustav Mie, em seu famoso artigo de 19081, usou funcdes de onda esféricas

vetoriais ( “vector spherical wave functions” — VSWF), também chamada de expansdo em ondas



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

parciais ( "partial wave expansion" — PWE), de uma onda plana linear polarizada para generalizar as
teorias de espalhamento para particulas esféricas de qualquer tamanho, da onda plana ao regime de
Rayleigh, e assim foi capaz de explicar muitos fenémenos, por exemplo em fisica atmosférica. Ele
obteve expressdes analiticas para os coeficientes da expansao baseado em identidades matematicas
especiais relativas a ondas planas. Esta expansao foi necessaria para aplicar as condicoes de
contorno a interface esférica. Desde entdo, com o surgimento dos lasers e dos guias de onda
opticos, a diversidade e complexidade dos possiveis campos incidentes se tornou enorme de modo

que a restricdo a uma onda plana se tornou irrealista.

A maior dificuldade matematica da teoria geral de Lorenz-Mie advém da expansdo em ondas
parciais dos feixes incidentes, visto que até hoje n3o se conhecia um método eficaz de calculo dos
coeficientes de expansdo dos feixes. Como este problema foi inicialmente proposto para resolver
a questdo do espalhamento eletromagnético por esferas, as funcoes-base ou ondas parciais devem
ter simetria esférica, e sdo dadas em funcao da solucao da equacdo de Helmholtz em coordenadas
esféricas, dada por ¢y, (r) = ji(kr)Y;(T), em que Y, (¥) é um harmdnico esférico e j;(kr) uma
fungdo esférica de Bessel, escolhida de acordo com as condi¢des de contorno do problema (neste
caso, a onda incidente sobre a esfera). A expansdo em funcdes de onda esféricas vetoriais dos

campos elétrico E e magnético H é dada por[*

E(r) Al L —bim —iV x L
—E Y = () +
ZH(r) | | b | VIO T 1)¢l RN . kU1

em que L é o operador de momento angular. Como este operador ndo tem componentes na

<blm (1.1)

direcdo T, e os harmdnicos esféricos formam uma base ortonormal e sabendo que r-V x L = iL?

obtém-se que

krt - E blm .
L+ 1)5,(kr)Y,. 1.2
1ot 7H OZ (L + D)j(kr)Y; (1.2)

Multiplicando a equagdo acima por Y i, e integrando sobre o angulo sélido e usando a ortogona-

lidade dos harmonicos esféricos obtemos

. bim -1 - E(r
Eoji(kr) l (x)

kr a\ ok a
Qi :\/z(z+1)/d9(r) w5 ZH

(1.3)

A equagdo (1.3) acima é o cerne da expansdo em ondas parciais, neste caso, funcdes de onda
vetoriais esféricas e os coeficientes q;, € by, sao conhecidos como coeficientes de forma dos
feixes ("Beam Shape Coefficients-- BSC). Entretanto esta equagdo nos mostra que o problema

da expansdao em ondas parciais € um problema no minimo incompleto. Isto se deve ao fato do lado



esquerdo conter um termo radial — j;(kr) — que deve se anular com a componente radial de r-E, o
que a teoria ndo mostra. O pressuposto inicial é de que as quantidades a;,, € b;,,, sejam constantes,
o que implica que a equagdo (1.3) deve valer em todos os pontos do espaco. Ainda, para um
caso hipotético de se calcular numericamente a;,, € by, temos que escolher arbitrariamente um
valor para r, baseado em algum critério desconhecido, e o fato de que a funcao esférica de Bessel

possui vdrias raizes leva a singularidades no problema.

Mie utilizou algumas propriedades matematicas das funcoes esféricas de Bessel e dos po-
lindmios de Legendre para obter uma solu¢do analitica para os coeficientes da expans3o de uma
onda plana, cujos campos eletromagnéticos s3o dados por: E = Eye™*:*% e ZE = Eye’*-*§.
Os livros cléssicos de van de Hulst!® e Bohren & Huffman!® trazem o célculo da expansio da
onda plana, ao modo de Mie, que faremos a seguir. Estes autores utilizam fungdes especiais, com

paridade, definidas como combinacdes lineares de harmonicos esféricos, definidos como*

2n+1(n—m)! ,
R e R (1.4
o 2n+1(n—m)! imé
y.m = ym (n—i—m)!P” (cosf)e . (1.5)

Deste modo, sdo definidas as fungdes

Yenm = Pr(cosf)cosmep = (—1)" 2n7:— . <Ynm + (—1)mYn’m>, (1.6)
(=i (Vi

Yo = P(cosO)sinmo = —i(=)" |2 (Vi = (D)"Y7) (L)

cuja caracteristica principal é ter as mesmas propriedades de ortogonalidade dos harmonicos
esféricos. Os subindices e (even — par) e o (odd — impar) denotam a paridade das fungdes.
Neste caso, o superindice varia na forma 0 < m < n. Com isto, definem-se também os vetores

harmonicos esféricos M em que

Menm ¢emn

= —iu,(kr)L , (1.8)

Monm omn

em que L é o operador de momento angular. Deste modo, segundo a definicdo de operador de

momento angular L = —ir x V, temos que r- M = 0. Em principio poderiamos utilizar qualquer

*Estas definicdes foram utilizadas na tese de doutorado da Adriana Fontes[”) e correspondem 3 notac3o utilizada
nos livros de van de Hulst[®! e Bohren & Huffman®! e s6 valem para este caso. Nesta tese entretanto, a convencio
padrdo é a mesma seguida pelos livros do Jackson e do Arfken!®l, mostradas nas equagdes (2.26) e (2.27), em
que a fase de Condon-Shortley (—1)™ aparece dentro da definicdo dos polindmios associados de Legendre.
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uma das funcoes esféricas de Bessel, ja que todas s3o solucbes da parte radial da equacao de
Helmholtz. Entretanto, como estamos interessados no campo incidente que deve ser finito na
origem, a solugdo que satisfaz este critério é w,(kr) = j,(kr). Temos também os vetores

harménicos esféricos N = k~'V x M dados por

Nenm —1 ‘n k L emn
_ Ty | Jnkr) e | (1.9)
NOnm k ]n(kr)quZJemn
Para encontrar os campos E e H vamos entao expandi-los em termos dos vetores M e N, segundo
a forma:
E A B
=FE PP M + PR N s 1.10
iZH 0 Z Z Bpnm 1% o P ( )

p=e,0 nm

em que temos quatro constantes, duas de paridade par e e duas de paridade impar o. Para
encontrarmos os coeficientes usaremos as relacdes de ortogonalidade dos harmdnicos esféricos e

as seguintes relacoes:

1 | E Bonm Benm
= = r- Nomn +

r- Nemn, 1.11
Ey | ir- ZH Ao Aenm ( )

que nos dao as quatro constantes referidas. Multiplicando ambas as equagdes acima por ¥/,
p’ = o, e, integrando no angulo sélido e utilizando as definices de 1/,/,,,,, € as propriedades de

ortogonalidade dos harmdnicos esféricos, vamos obter

Aonm it r- ZH
Bonm . k 2 1 — | * -E

Eoju(kr) = & 20t 1 (n=m) /dQ onm® . (1.12)
Aprm 2rn(n+1) (n+ m)! it v ZH
Benm 1/1:an -E

Por outro lado, temos que r = 7t e T = Xsinfcos¢ + ysinfsing + Zcosb, e, a partir da

definicdo de E = Eye’***% e ZE = Eye'***§, e o fato de que z = r cos ), temos

r-E
r-ZH

coS @

sin ¢

= Fjy ehreestysin § =

sin ¢ k 00

COS¢ ] lgeikrcose' (113)

fSabendo que a impedancia do meio é dada por Z = /u/e e o médulo do vetor de onda k = VIHEW,
eliminamos das expressdes a permeabilidade magnética u e a permissividade elétrica ¢ de modo a termos uma
notacdo mais clara e eficiente, uma vez que sempre expressaremos o campo magnético em unidades de campo
elétrico, ou seja, ZH.



Substituindo (1.13) em (1.12) obtemos

Aonm W sin ¢
Bonm . 2 1 - ! an a .
jn(r) = L2l (n=m) / do | Vorm €O | O itreoss (1 14)
Aonm 2rn(n+1) (n+m)! i sing | 00
Benm Eim COS @
Explicitando os termos da integral obtemos
o SIIL O sin me sin ¢
. a . g . i
/ do| Lo O30 | O ircoso _ / df sin 6P (cos 0) e s’ / ag| PN (1 15)
b Sing | 00 o0 cos me¢ sin ¢
enm COS @ COS M@ cos ¢

Calculando as integrais em d¢ obtemos para fo% dp sinm@sin ¢ = 0,17, f027r d¢ sinma cos ¢ =
0, fo% d¢ cosmepsing =0 e fo% d¢ cosme cos ¢ = 6, 7. Deste modo temos

Aonl 7
Bonl . 1 2n+1 (7’L — 1)' . 1 0 0 ik 0

kr)= - do OP 0 — oSy, 1.1
A Jn(kr) 2n(n+ 1) (n+1)!/ sin 0P, (cos 0) 0 50°¢ (1.16)
Benl 1

Obtivemos de antemdo dois termos iguais a zero, B,,; € A.,1, € também obtivemos a paridade
das ondas parciais, devido aos outros dois termos possuirem paridade definida. Integrando por

partes, e deixando apenas os termos desconhecidos temos

Aonl
Benl

i 2n+1 (n—m)!

jn(kr) = '[i]/d@ eikrww%(smeP;(cose)). (1.17)

" 2n(n+1) (n+m)!

Agora vamos usar a definicdo dos polinémios associados de Legendre

Pl(cosf) = —dilHPn(cos 9), (1.18)

a equacao diferencial dos polindmios de Legendre

d

e ((%Pn(cos «9)) = —n(n+ 1)sin 0P, (cosh), (1.19)

e ainda observando que (n — 1)!/(n+ 1)! = 1/n(n + 1) e multiplicando os nimeros complexos,
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obtemos finalmente

Aomt 1 2n+1 | 1 ,
T k) = s — d ™% sin O P, (cos ). 1.20
B.. Jn(kr) Y1) | —i / e sin 0P, (cos 0) (1.20)
A ltima integral pode ser resolvida por!]
/d0 e*reosb sin O P, (cos 0) = 2i"j, (kr), (1.21)

conhecida como generalizacio de Gegenbauer para a integral de Poisson[®l. Assim finalmente
obtemos
Aonl n 2n + 1 1

—n T , 1.22
Benl n(n + 1) —1 ( )

de modo que a expansao da onda plana é totalmente conhecida.

Além da onda plana, alguns casos isolados foram obtidos['%1l mas n3o havia até agora uma
demonstracdo de que é possivel se encontrar solu¢des (quando n3o analiticas, numéricas) para
quaisquer casos devido ao fato de haver uma dependéncia radial nas expressées dos coeficientes da

s[1213] g ca-

expansdo. Diferentes experimentos, indo da levitacdo e aprisionamento de particula
vidades de ultra alto Q usados em experimentos de eletrodindmica quantica (QED)[14’15], utilizam
diferentes feixes. Por exemplo, em pincas dpticas e microscopia confocal sdo usados feixes de aber-

5[16-18] 0l19.20]

tura numérica muito alt , campos evanescentes em microscopia de campo préxim e

os modos de uma fibra éptica s3o empregados para acoplar luz aos modos de galeria de micro-

1]

cavidades esféricas Forcas dpticas, absorcao, espalhamento Raman e fluorescéncias podem

[22-25]  Feixes de

ser fortemente amplificadas usando-se cavidades esféricas e ressonancias de Mie
Laguerre-Gauss, Hermite-Gauss e de Bessell?0?7] e os campos eletromagnéticos dentro de fibras
de cristal fotnico[?®?9, s3o usados para aprisionar e transportar particulas. O entendimento de
todos estes fendmenos requer um conhecimento preciso dos coeficientes das expansbes em funcoes
de onda esféricas vetoriais do feixe incidente. A teoria generalizada de Lorenz-Mie foi desenvolvida
para lidar com os mais variados feixes além das classicas ondas planas, e os coeficientes destas
expansdes sdo conhecidos com coeficientes de forma dos feixes (“beam shape coefficients” —
BSC)[B3031  Além disso, devido ao fato destas funcdes de onda formarem uma base ortonormal
completa, elas podem ser utilizadas para o estudo do espalhamento e de forcas[? em particulas
n3o esféricas, e sdo o ponto de partida dos poderosos métodos “T-matrix” [33!.

O célculo dos coeficientes de forma dos feixes para um feixe arbitrario tem sido uma tarefa
complicada, requerendo um esforco significativo. Ainda mais que ha um problema fundamental

com estes calculos: a expansao de uma funcdo em alguma base é completa somente quando



os coeficientes da expansdo podem ser escritos em termos de produtos escalares, ou integrais,
com valores numéricos definidos. Esta tarefa de fato nunca foi realizada para as fun¢des de onda
esféricas vetoriais de um feixe arbitrario, porque a integral sobre o angulo sélido ndo elimina expli-
citamente a dependéncia radial. Até onde sabemos, a literatura nos deve uma prova matematica
de que a fungdo que aparece apds a integracao sobre o angulo sélido para qualquer tipo de feixe
que satisfaca as equacoes de Maxwell cancela a funcdo esférica de Bessel que aparece do outro
lado da equagdo dos coeficientes de forma. Se isto n3o for verdade, entdo os coeficientes de
forma n3o podem ser constantes independentes da coordenada radial, como requer uma expansao

de sucesso.

Esta independéncia radial dos coeficientes de forma foram mostradas para o caso de ondas
planas e para um feixe gaussiano focalizado com alta abertura numérical’®. Trabalhando com
um modo eletromagnético dentro de um guia de onda cilindrico, também obtivemos com sucesso
expressbes analiticas para os fatores de forma dependentes apenas da posicdo do sistema de
referéncia. Isto nos levou a uma pergunta fundamental: seria possivel provar que a fungdo esférica
de Bessel emergiria naturalmente da integral no angulo sélido para qualquer tipo de feixe? O que
mostraremos ao longo deste trabalho é que isto é possivel. Mostraremos como este método pode
ser usado para calcular os coeficientes de forma para ondas planas, modos de guias de onda

cilindrico e retangular e para feixes de Bessel.

Este trabalho decorre diretamente dos trabalhos anteriores em pincas dpticas, principalmente
as teses de Doutorado de Adriana Fontes!”) e de Antdnio Neves[*. No caso das pincas dpticas
o tamanho das particulas é usualmente da mesma ordem ou maior do que o comprimento de
onda da luz, ou seja, diretamente no regime de Mie. Podemos, por meio do Tensor de Stress
de Maxwell, calcular a forca que atua sobre a particula em funcdo dos coeficientes de forma
dos feixes. Entretanto, a expressao da forca depende diretamente dos coeficientes de forma dos
feixes incidentes. Em seu trabalho de doutorado, Antonio Neves conseguiu calcular expressoes
semi-analiticas para os coeficientes de forma de um feixe focalizado por um objetiva de abertura
numérica muito alta. Como este feixe depende da abertura da objetiva, os coeficientes dependem
de uma integral sobre as coordenadas da abertura da objetiva, e que, neste caso, é numérica.
Entretanto o trabalho do Antonio demonstrou que é possivel eliminar a dependéncia radial dos
fatores de forma. O resultado do Antoénio foi possivel gracas a uma identidade pouco conhecida,

que o Antonio resolveu por meios préprios:

/ df sin 0 P} (cos 0)J,(kr sin & sin g)eikrcosseost 2iP" 1Pl (cos &) ji, (k). (1.23)

0

O Professor Lenz, usando a equagdo (1.3), conseguiu calcular os coeficientes da expansdo

dos campos no interior de um guia de onda cilindrico, novamente incorrendo na integral (1.23),
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obtendo assim coeficientes totalmente analiticos. O préximo passo foi tentar encontrar os co-
eficientes da expansdo para os campos no interior de guias de onda retangulares. Novamente
incorremos na integral (1.23), e obtivemos também coeficientes totalmente analiticos. Entre-
tanto, as caracteristicas dos guias de onda retangulares nos levaram a pensar em calcular os
coeficientes no espaco de Fourier. Com isto, obtivemos uma expressdo para o célculo dos coefi-
cientes de qualquer campo em um guia de onda de qualquer forma (expressdo geral). Do mesmo
modo que obtivemos uma express3o geral para os guias de onda, fomos em busca da expressao
geral para campos quaisquer, chegando em termos dependentes do operador de momento angular
nas coordenadas do espaco de Fourier. Demonstramos em seguida que o operador momento an-
gular nas coordenadas do espaco de Fourier estd relacionado a transformada de Fourier do préprio

operador momento angular nas coordenadas do espaco direto, na forma

}"{Lw(r)} — ]-'{L}]—"{w(r)} — LU(k), (1.24)

em que L é o operador momento angular no espaco direto e L é o operador momento angular no
espaco reciproco. Deste modo, reescrevemos todo o problema partindo do comecgo, ou seja, da
prépria equacao da expansao, e refizemos tudo no espaco de Fourier. Dessa forma a independéncia
radial surgiu naturalmente.

O Capitulo 2 mostra o problema da expansdo em fun¢des de onda vetoriais, desde as equagdes
de Maxwell até a antiga e tradicional forma de expressao dos coeficientes, com o problema da
dependéncia radial. Apresentamos o formalismo dos Multipolos e Harmonicos Esféricos Vetoriais
de Hansen, as principais definicbes matematicas. No Capitulo 3 colocamos o célculo dos coefici-
entes pelo que chamamos de método da “Forca Bruta”, que foi como primeiramente obtivemos
a nova expressdo para os coeficientes de forma. Conhecida a nova expressdo para os coeficientes,
refizemos os calculos de um modo mais elegante. Este modo elegante é mostrado no Capitulo 4,
que constitui o principal capitulo desta tese. Obtida a expressdo para os coeficientes com inde-
pendéncia radial, tecemos algumas considera¢des sobre a expansao e recalculamos a expressao
para a onda plana. Nos capitulos seguintes, partimos para aplicacdes do resultado obtido. No
Capitulo 5 mostramos as solu¢bes para os campos no interior de guias de onda, tanto para o caso
geral, quanto para dois casos especificos, o dos guias de onda cilindricos e o dos guias de onda
retangulares. No Capitulo 6 tratamos dos feixes de Davis, obtidos a partir do potencial vetor e do
gauge de Lorenz, e calculamos os coeficientes para o feixe de Bessel. Estes trés capitulos sdo os
resultados que obtivemos ao longo do trabalho de Doutorado. No Capitulo 7 mostramos a Teoria

de Mie, importantissima para toda a area de espalhamento e também no célculo da Forca éptica.



Capitulo 2
Expansao em funcoes de onda vetoriais

Neste capitulo trataremos da expans3ao em ondas parciais vetoriais esféricas, que é a base
da Teoria Generalizada de Lorenz-Mie, que é uma técnica ligada ao espalhamento. Entretanto
pode-se utilizar expansao em ondas parciais vetoriais esféricas em qualquer problema que lide
com simetria esférica, independende de haver uma particula espalhadora ou n3o. Iniciaremos
mostrando as solucdes das Equacoes de Maxwell e das equacdes de onda vetoriais pelos Multipolos
de Hansen e também apresentaremos os harmonicos esféricos vetorias (Harménicos de Hansen) e
mostraremos a questdao da componente radial, deixando o terreno preparado para a solugao, que

mostraremos nos Capitulos 3 e 4.

2.1 Equacoes de Maxwell e de onda

Os campos eletromagnéticos devem satisfazer em todos os pontos as equacdes de Maxwell

harménicas!4:

V-E = 0, (2.1)
V-H = 0, (2.2)
VxE = ikZH, (2.3)
VxZH = —ikE, (2.4)

em que Z = y/p/e é a impedancia do meio (portanto € e 1 devem ser continuos) e k é o médulo
do vetor de onda. Os vetores E e ZH possuem a mesma dimensdo de campo elétrico e devem

ser tratados do mesmo modo. Dado um deles o outro é obtido através do rotacional

E
ZH

—ZH
E

— 2V x

- . (2.5)
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Aplicando o rotacional nas equagdes (2.3) e (2.4) temos

VxVxE = ikV x ZH = k’E, (2.6)
VxVxZH = —ikV xE=kZH, (2.7)
e sabendo que
VxVxA=V(V-A)- VA, (2.8)
obtemos
V’E+K’E = 0, (2.9)
V*H + kK°H = 0, (2.10)

que nos diz que E e H satisfazem a equagao de onda vetorial. Logo, qualquer campo vetorial
com divergéncia nula que satisfaz a equacido de onda vetorial serda um campo eletromagnético

admissivel.

2.2 Solucao vetorial da equacao de onda

Supondo que conhecamos a solucdo escalar ¢ da equacdo de onda, podemos escrever a

equacdo de onda como um operador W,
W= V?+ k2, (2.11)

de modo que W1 = 0. Entretanto estamos interessados em determinar a solucdo vetorial WF =
0. Suponhamos que descobrimos um operador vetorial V que comute com W, ou seja, [W, V] =
WV — VW = 0. Entao podemos mostrar que F = Vi é uma solucao da equacao de onda
vetorial, pois WF = WV = VW = 0. Neste caso se percebe que o problema de encontrar
uma solucdo vetorial é reduzido ao problema de encontrar uma solucdo escalar, sobre a qual o
operador V vai atuar. Entretanto ndo basta encontrar um operador vetorial que comute com o
operador W da equacdo de onda, pois as ondas eletromagnéticas devem ser transversais, ou seja,

V-E=0e V. -H=0. Neste caso, buscamos operadores solenoidais que comutem com W.
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2.2.1 O operador de momento angular e suas propriedades

Conforme afirmamos na introducdo o operador de momento angular L = —ir x V é um
operador vetorial que comuta com o operador W da equacao de onda e, portanto, é um bom
candidato para gerar a solucdo vetorial da equacao de onda dos campos eletromagnéticos. Para
isso precisamos mostrar que L comuta com W e que V - L = 0. Mais forte ainda, se F = Ly
representa um dos campos eletromagnéticos o outro deve ser proporcional a VX F =V x Ly, o
que significa que V x L) tem que ser, também, um operador vetorial solenoidal que comuta com
W. Matematicamente deve-se mostrar, portanto, que [L, W] e [V x L, W] ao mesmo tempo em
que V-LeV -V x L.

Utilizando a nota¢ao de Einstein de que indices repetidos significam somatéria nos mesmos e o
tensor €;;;, antisimétrico de Levi-Civita* pode-se mostrar a comutatividade do operador momento

angular fazendo

VQL = 8m8m(—i§<i5ijkxj8k) = —Z')A(iﬁijk (8m5m]8k + 8m(xj8m8k)) (212)

Agora usamos o fato de que a contragdo de um tensor simétrico S;; com um antisimétrico A,;,
SijAij =, é sempre nula® para anular o termo £ij10;0k que contrai o tensor €, antisimétrico com

o tensor 0,0, simétrico. Neste caso:
VQL = —i)‘(ieijkavjak&mam = LVQ (214)

Para demonstrar a comutatividade de V x L podemos usar a propriedade!

—iVxL=2V—-rV*+(r- V)V, (2.15)
da qual se mostra que
— iV x LV (2.18)
di1 Oi2 053 di1 dj2 O3 1 i
*Eijk = 5]' 5j 5j = (5,;1 5j 5k3 em que (Sij = {07 i ;] .
Okt k2 Oks i iz Ok A
fPodemos ver que SijAij = S;:Aj; por simples troca de letras. Mas S;; = Sj; enquanto A;; = —Aj;, logo
SijAij = —8ijAi; = 0 ou 25,;;A;; = 0. Esta propriedade serd extensivamente utilizada nesta tese.

i*iv x L = 7’L')A(7;5ijkaij = *ﬁié‘ijké‘klmaj(ﬂ?]am) = *))\(1(177(9161 + 67;j8j — 6jj87; — xj@&) = 25{162 —
X;2;0;0; + x;0;%,0; = 2V — rV?2 4 (r- V)V, lembrando apenas que 055 =3.
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A auséncia da divergéncia V-L = —ig;;3,0;7,;0; = —i€;j51;0;0, = 0 é devida as contragdes de
tensores simétricos com antisimétricos. Pela mesma razdo V - (V x L) = ¢;,0;0;L; = 0. Dessa
forma se mostra que os operadores L e V x L comutam com W e sdo campos solenoidais, ou
seja, V-L =0e V-V xL. O gradiente V é outro operador que claramente comuta com W. Mas
o gradiente n3o faz parte do conjunto de solu¢cdes do nosso sistema porque nao é solenoidal, uma
vez que V - Vi) = V%) = —k%) # 0. Note-se que, entretanto, esse operador geraria solugdes
vetoriais em ondas acusticas, que podem ser longitudinais. Os campos gerados pelo operador
L = —ir x V sdo transversais pois r - L = —ir - (r x V) = 0. Neste caso a escolha E = L)
gera campos transversais elétricos, TE, enquanto a escolha H = Lt gera campos transversais
magnéticos, TM. Os campos magnéticos e elétricos associados aos campos TE e TM possuem
componentes radiais. Usando o fato de que r -V x F = 2,60, F;, = —¢j,2;0;F, = iL - F,
percebe-se quer -V x F = iL - L = iL? # 0. A solu¢cio dos campos TE é dada por E = L) e
1tkZHV x L1, enquanto a solucao dos campos TM é dada por H = Ly e —ikZEV x L.

2.3 Solucao escalar da equacao de onda

Na secdo anterior estabelecemos que é necessario primeiro encontrar a solugcdo escalar da
equacgao de onda para depois encontrar a solugcdo vetorial, ou seja, encontrar o campo escalar
¥(k,r) que satisfaca a equacdo de onda W) = (V2 + k?)yp = 0. Uma propriedade do operador
de momento angular que simplifica essa equacdo de onda em coordenadas esféricas é que L- L =
r-V+(r V)?—r*V?ou

10 0 L?
2~ Y (22 _ = 2.19
v r2 Or <7“ 87“) r? (219)
Isto pode ser demonstrado usando
L-L = —5ijkxj8k(eilmx18m) = —eijkeilmxj((“)kxlc“)m + xlé)k(“)m) (220)

= (5jm5kl — 6j55km)xj(5k58m + IL‘lakam) =1 (38j + $k8k8] — 8]» — {Ejakak) (221)
= 22,0; + 242;0,0; + ;20,0 =1 -V — (r - 1)(V - V) + 2,2,;04,0;. (2.22)

Agora (x,0k)(x;0;) = x40;,0; + Tx;0,0; = w0k + T2 ;0,0; 0 que significa que xyx;0,0; =
(r-V)(r-V)—(r-V), oque leva a

L-L=r-V+(r-V)? -V~ (2.23)
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Usando propriedade acima a equacao de Helmholtz pode ser escrita como

10 0 L?

que pode ser resolvida via separacdo de varidveis, fazendo
h(r) = w(r)Yim(%). (2.25)

Aqui, como dissemos no Capitulo 1, utilizamos a definicdo de harménico esférico como sendo

) 2041 (L +m)! ., im
Viu®) =\/ R cos0)e (226)

em que P/"(z) sdo os polindmios associados de Legendre, definidos como

() = (11— 22 L R, (2.27)

dx™

em que Pj(x) sdo os polindmios de Legendre. Os harmdnicos esféricos satisfazem a equagdo de

auto-valor
LZYZm(f‘) = l(l + 1)Ynm(f) (2'28)

A func3o de onda radial obedece a equacio diferencial®

cujas solugdes sdo combinagdes das fungdes esféricas de Bessel — j;(kr) — e Neumann — y;(kr) —
ou das fun¢des de Hankel — hl(m) = ji(kr) £ iy, (kr). A escolha das fung¢des radiais dependera
das condi¢des de contorno. As funcdes y;(kr), hl(l)(kr) e hl(2)(/<;7‘) divergem para r — 0. Por-
tanto, as solu¢des para o interior de uma esfera sé podem ser do tipo j;(kr). Por outro lado o
comportamento assimptético de hl(l)(kr — 00) — €7 /r é tipico de uma onda esférica que se
—ikr

afasta da origem (outgoing wave), e hl@)(k;r — 00) —» e """ /r é o comportamento de onda que

se aproxima da origem (incoming wave).

UG ]

_ " 2,7
§Ou, para x = kr temos que U + Zu — ( p

) w, = 0 ou ainda z2u) + 2zu) — [I(1 + 1 — 2%, = 0.
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2.4 Vetores de onda esféricos

Os vetores de onda esféricos dados por X;,,, = LY},,,/+/1(l 4+ 1) formam uma base ortornormal

devido ao fato de que L é um operador Hermitiano, ou seja,

1 1
dQ X*/ 2 X //m// == /dQ LY/m/ * M LY//m// 230
[ 0 X Ko = s [ 40 W) (2:30)
1 1
= dQ Y, L - LYy 2.31
VIT+1) /' +1) / o (2:31)
1 1
= dQ Y;: LYy 2.32
VIT+1) /"0 +1) / rm (2.32)
1 l// l// 1
(+1) / dQ Yy Yy (2.33)
\/l/(l/ + 1) \/l”(l” + 1)
l//(ll/ + 1)
pr— —_—— I / 1" 2 4
l’(l’—I— 1) i N/ Om ,m ( 3 )
== 6l’,l”5m’,m”' (235)

Se o campo elétrico normalizado é dado por E/Ey = w;(kr)X;,, o campo magnético nor-
malizado serd dado por ikZH/Ey = V X (u(kr)X;,,) . Usando a propriedade —iV x L =
(2+r1- V)V —rV? podemos calcular esse vetor, sabendo que V?(4;Y},,) = —k?(w;Y},,) e defi-
nindo \/I(l 4+ 1) = 1/a:

aV x L(wY,) = ia(2+1-V)V(wYi,) —iorV2(4Yi,) (2.36)
= (24 70,)aV (uYim) + iark*(w)Yi,,). (2.37)

Agora utilizamos a propriedade¥ V = #0, — (it x L)/r para obter
aV(wYim) = aku#Yim — Liaf x LY, = aku/#Yim — it x Xpm. (2.38)
r r

O operador 70, sé atua nas funcdes de r portanto:

aV x LuYi, = i(2+19,) (akfumm ~ U X,m) +iark?uYim (2.39)
T
= da(k*ru) + 2ku) + k*ru) Yy, + (ku; + ﬂ) £ % X (2.40)
T
ﬂr x L = —ir x (I‘ X V) = —i)“c,;eijkxjeklmxlé‘ = ’L)AQ((SZMESJZ — 5il(5jm)£tjzlam = Z}A(Z:Z?](Ija, — :cﬁj) =

ir’V —ir(r - V)
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Multiplicando tudo por —i/k obtemos

/

- %av x LuYim = okr(ul + 2% )t Y, — i (u; + ﬂ) Fx Xy (2.41)
T

Usando a equacao diferencial para u; dada por

/ I(1+1
a2y, = D (2.42)
x
obtém-se que
i up . U\

— VX (X)) = Y — (u; + ?i) £ % Xym. (2.43)

Finalmente chega-se a
- %v x (WXpm) = I+ 1)%%” + (u+ %) (=i x Xim). (2.44)

Vale a pena notar que —ik~'V x X, contém dois termos perpendiculares entre si e perpendicu-
lares ao préprio Xy, pois r- X, =0, X; - (r x X;;,) =0er-(rx Xy, =0. Sio trés vetores
perpendiculares entre si sugerindo a formagao de uma base. S3o conhecidos como os Harménicos

Esféricos Vetoriais de Hansen os seguintes vetores harmonicos esféricos:

LY, (¢

Xon(#) = inl®) (2.45)
(1+1)

Y (f) = tY,,(T), 2.46

Vlm(f‘) = —if‘Xle 247)

Além de perpendiculares entre si eles formam uma base ortonormal. J4 mostramos que
[ 49 X X = G, (2.48)
e sabemos que
/dQ Y Yy = /dQ r-rYy Yy = /dQ Y Y = Oy O (2.49)
. Para os V,,, usamos a rotagdo do produto misto e a identidade A x (B x C) =B(A-C) —
C(A - B) para mostrar que V.., - Vi = (it x X,.) - (—iF X Xprpr) = (£ X XJ,,0) - (F X

Xl"m”) =7i- <Xl”m” X (f‘ X X;m/)> =T <f‘(Xl//m// : X?/m/) - X?’m’ (f‘ : Xl”m”))r portanto

Vi Vi = X5« Xy Esses trés vetores formam uma base ortonormal completa sobre
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uma superficie esférica, de modo que

/dQ(f') Al/m/<f')Bl//mN(f') == 5A,B5l’l”5m’m”7 (250)
> AL ALGE") = 16 — 1) (2.51)
Alm

2.5 Multipolos de Hansen

Nas secOes anteriores buscamos solucdes vetoriais para as equacoes de Maxwell e da onda,
baseadas na solugdo escalar ¥y, (k,r) = w;(kr)Y},,(T) da equagdo de onda. Estas solu¢des sdo

conhecidas como Multipolos de Hansen!3%! e s3o dadas por

Ly (r) — aL%Vz/Jlm(k,r), (2.52)
Mlm(r) = OéMLl'ﬁlm(k,I'), (253)
N (1) = aN%vXme(k,r% (2.54)

sendo que apenas M, e N}, satisfazem as equacdes de Maxwelll. As constantes o serdo utili-
zadas para a normalizagdo sobre a superficie esférica €)(f) ortogonal ao versor ¥. Explicitamente,

como mostrado em (2.38) e (2.44), e fazendo w;(kr) = j;(kr), temos que

Mlm(r) = jl(kT)le(fj)v . (255)
N (r) = <y;(m)+”§£r>>v,m(f>+ z<z+1)”§§r>ylm(1ﬁ), (2.56)
Lin(r) = —i( z<z+1)”§£r)v,m<f)+ jl’(kr)Y,m(f)>, (2.57)

em que introduzimos os chamados Harménicos Esféricos Vetoriais de Hansen, dados por

o LYi(®)
Xim(£) = T (2.58)
Yin(t) = #Yim(®), (2.59)
Vin(f) = —if x Xpn(f), (2.60)

A expans3o de Hansen se d4 em funcio de ¢y, (k, 1), com Ayp, = ([(1+1)2Veim, Aot = kY X (01n) =
(—1/k)V X Azim € Agim, = (—1/k)V X Agjp,, de modo que o campo elétrico é dado por E = Ey Y, aoim Agim +
asimAsim € 0 campo magnético por ZH = iEy )", a2imAoim + a3imAsim, 0 que nos da facilmente que
JdQE-S =" (|a25m|2 + |a31m|2). Tomando a expressdo Agjy, = kV X (rth,) = kVu, X v+ ki, V X T =
—kr X Vi,,. Este termo € equivalente a nossa definicdo de M,,,, desconsiderando-se as constantes.
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Os harmonicos esféricos vetoriais de Hansen podem ainda ser expressos na forma da identidades

le(f') = —IirX Vlm<f'), (261)
o PV XV X Vi (B)

Yin(t) = T : (2.62)

Vi) = ") (2.63)

VIO+1)

Os vetores solenoidais M;,,, e IN;,,, formam uma base completa para os campos tangenciais. O

vetor irrotacional L;,, ndo satisfaz a condi¢ao de divergéncia zero.

2.6 Problema da expansao em ondas parciais

De posse dos Multipolos de Hansen, podemos escrever agora a expressao para a expansao em
ondas parciais, sendo que as ondas parciais sao os multipolos M;,,, e N;,,, uma vez que L;,, tem
divergente diferente de zero, como requer as equagoes de Maxwell para os meios livres. Deste

modo, temos

E(I‘) GTE _GTM
=K PT o M, (r) + P | N, (1), 2.64
ZH(I') 0 % G;“(]]M pQ( ) Gng Pq( ) ( )
em que, coOmo ja mostramos
Mpg(r) = Jp(kr)Xp(R), (2.65)

N = (it + )@ 4 o D2 @ (26e)

Para calcular as constantes GTE/TM

podemos utilizar as propriedades de ortogonalidade dos
Harménicos Esféricos Vetorias de Hansen. Multiplicando a equagdo (2.64) por Yy, ou por X,
e integrar sobre uma esfera podemos obter diretamente os coeficientes da expansdo. A expansao
em ondas parciais tradicional! utiliza a ortogonalidade dos harménicos esféricos vetoriais para
obter as constantes G#/T™ multiplicando ambos os lados da equacdo (2.64) por Y3, (F) e

integrando no angulo sélido. Isto nos da diretamente que

, T kr -y —E(r
Blhr) |t | = s [0 V0| (2:67)



18 CAPITULO 2. EXPANSAO EM FUNCOES DE ONDA VETORIAIS

Preferimos no entanto escrever os coeficientes de forma

By (k) [ 253\4] - / dO(F) X (£) - ZEH(Z) : (2.68)

também nos valendo das relacdes de ortogonalidade, em que multiplicando ambos os lados da
equagdo (2.64) por X, /() e integrando no dngulo sélido, obtemos a equacdo (2.68). Podemos
também obter a equagdo (2.68) a partir da equagdo (2.67) observando as equa¢des de Maxwell

harmonicas

kr-ZH = —ir-(VxE)=L-E, (2.69)
—kr-E = —ir-(VxZH)=L-ZH, (2.70)

e a identidade vetorial**
—ir- (VxF)=L-F. (2.71)

As expressdes (2.68) e (2.67) entretanto ndo representam o problema inteiramente resolvido.
Em ambas as equacdes, o lado esquerdo possui uma funcao radial que n3o encontra equivalente
no lado direito. N3o tinhamos uma demonstracao contundente de que do lado direito surgiria
uma funcdo esférica de Bessel para anular a que se encontra do lado esquerdo. Por outro lado,
uma funcdo esférica de Bessel, para um calculo numérico é outro grande problema, por que
além de altamente oscilante, possui diversas raizes que causam singularidades. Além disso, existe
o problema de selecionar um valor arbitrario para r. Este trabalho vem ao encontro destas
questdes, mostrando como eliminar a depéncia radial das expressdes (2.68) e (2.67) e completando
o problema da expansdo em funcdes de onda vetoriais esféricas. Nossa técnica consistird em
levar a equagdo (2.64) para o espaco de Fourier, onde mostraremos que a questdo radial sera

definitivamente resolvida.

**—ir - (V X F) = 72‘(5(11’1) . (sl-jkfci@ij) = fisijk.xiaij = 72(61316)'\(;@118])(5\(]6}%) =L-F.



Capitulo 3
O método da “forca bruta”

Neste capitulo vamos obter o calculo dos coeficientes pelo método que utilizamos inicialmente,
que estamos designando de método da “forca bruta”,uma vez que na evolucido do trabalho des-
cobrimos uma forma muito mais simples, elegante e sintética que sera apresentada no Capitulo 4.
Esse trabalho evoluiu no contexto de uma continuidade do trabalho das teses da Adriana Fon-
tesl”l e do Ant6nio Neves[**. Na tese do Ant6nio Neves mostrou-se como efetuar a expans3o em
vetores esféricos harmdnicos sem qualquer aproximac3do de feixes altamente focalizados. A chave

para o sucesso no cancelamento das funcdes esféricas de Bessel foi a utilizacdo da identidade
/d@ sin 0 P} (cos 0).J,(krsin  sin 0)e ikrcoscost — 9P 1PI(cos &) jp(kr). (3.1)

Conseguimos generalizar o resultado da Tese do Antonio para qualquer feixe através do calculo
direto dos coeficientes. Com os resultados obtidos notamos o aparecimento de um operador
momento angular no espa¢o k, que nos levou a procurar um método mais simples de obter os
mesmos resultados. Este capitulo faz a ligagdo entre os trabalhos anteriores do Antonio Neves['%
e 0s nossos resultados. Estamos de fato interessados em calcular

Eojy(kr')GLF = / ) X2, (F) - B(r') = / i Y ()L -E() (32)

\/ D p+1

K »
= df' sin@' P(cos®) | d¢' e L -E(r'), (3.3)
Vi / P /

em que 2’/ = cosf e p'/r" =sin®', k. /K = cos&, ¥/ /k' =siné e

p(p+1)(p+g)!

19
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Utilizamos a transformada de Fourier na forma

E(r) = (27?1)3 - / B EK )T (3.5)

Vamos utilizar o operador momento angular em coordenadas cartesianas

0 o\ . 0 , 0 0 0\ .
L= (v~ ay) 5+ (Yar —52) 7+ (Va7 vaw)? (39)

operando sobre o campo

L-E— @LW /d?’k" <€x(y’k‘; — k) + &2k, — oK) + E.(2'k), — y'ké))eik/'r,. (3.7)

Em coordenadas cilindricas teremos

Yk, — 2k, = K, p'sing’ —2'v'sinl, (3.8)
ZE, -2k, = 24 cos( —kLp cos¢, (3.9)
2k, —y'k, = ~'p'sin(¢’ - (), (3.10)

0 que nos permite integrar em d¢ obtendo-se

/ dé e L. E = 27: - / Bk &K )T — 2 sin¢'Ty) +
- 27r 3/2 /dsk Ey(¢'y cos('lo — K p'I ) +
N 2@3/2 /d k &A1 (3.11)
em que
o= / d ™19 = 2ite ™ ], (), (3.12)

I = / 46 €716 cos g = —imite ™ (Ja(1p)e — Jn(ip)e ), (313)

I = /dgb e~ PP gin ¢ = —mile 1 (Jq_l(vp)eic + Jq+1(7p)6_ic>, (3.14)

I. = /dgb e 1P cos(¢ — () = —2imi%e T (vp), (3.15)

I, = /dqﬁ e PP gin(¢p — () = —2wiqe*iqCM. (3.16)
P



Temos também que

0 que vai nos dar

e finalmente

Jo—1(vp) = Jgra1(vp) = 2J,(vp),

qJq(vp
Jo1(yp) + Jgra(vp) = QL,
P
qJ,(p
Jo-1(vp) = L+J;(w),
vp
qJ,
Jq+1(7p) = :(Zp) —J;(%O);

qJq(vp)

Jo1(7p)e’ — Jea(yp)e™ = 2i SinCT + 2 cos CJy(vp),

Jo1(7p)e + Jgpa(vp)e

Assim,

Tomando

Iy =
ol =

vpl- =

Precisamos saber quanto vale

2 cos g% + 2isin (! (vp).

2mide™"C J, (vp),
. J
_27Tiqe—2q<i (l sin CM -+ cos CJ;(VK))> ,
P
, J
—2mide ¢ ( cos CM + 7 sin CJ;(’Y/))) 5
P

qJq(vp)

—omide—ia¢ LRI
ol

2mi%e ™" I, (vp),
2mrile” " ( sin ¢q.J,(yp) — i cos Cw%(w)) :

2mile ( — cos CqJy(yp) — isin C'pré(’yp)) .

ks

a = (vpl-) — zysin (o,

k.
C2 = Z’YCOSCIO—;(”YPIQ,

21

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.30)

(3.31)
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que nos da

k. . :
cp = —7 cos (qJy(vp) — ZSIDC(k‘ZpJ,;('Yp) N 227JQ(7P)>’

k. . - ;
Cco = —7 sin CqJq(vp) + i COSC<kZ'O‘];(%0) - ZZ’YJQ(’YP))

Sabendo que

ok, B
ag - ’y’
22l
as kz7
73
e que sendo
U - Jq(/yp)eikzz7
6 . i1kyz
el = (kepJy(vp) — 127y (yp)) €™,
temos

aC o€
9
R

. k. 0 . .0 » . ;
et = 279 (__ cos (= — sin C_) Ue ¢ = —27i1L,Ue ",
Y

- k., . .0
coett* = 2mi% (—— sin (— 4+ cos(
Y

ac ) Ue "¢ = —27Tiq£yUe_iq<.

Além disso temos também que

—ypls = —2mi L, Ue ",

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

em que reconhecemos L., £, e L, como as componentes do operador momento angular no

espaco de reciproco (de Fourier). Deste modo

24

V21

/ d¢/ e L. E = — / &Pk E- Le U,

que pode ser integrado em df diretamente[3*3¢ usando

/d& sinfPl(cos0)U = /d9 sin 0P (cos 6)J,(vp)e™=

= / df sin 0 P (cos 6).J,(kr sin & sin g)¢ikr cos&cost
= 2i""1PI(cos &) jp(kr).

(3.41)

(3.42)

(3.43)
(3.44)
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§[10,22,34]

A integral acima foi a peca chave do sucesso dos trabalhos do Antonio Neve muito

36371 3 mesma n3o consta das principais tabelas de inte-

embora ja fosse uma integral conhecidal
grais. O Antdnio teve que resolver esta integral por si mesmol3¥, e como se pode ver aqui, ela é

fundamental para a solucdo do problema que nos propusemos, como também foi no caso dele.

De posse dos resultados acima, podemos relembrar as etapas como sendo 1) abrir os termos

da integral

KP :
Eqjyp(kr'\GLE = /dQ X, E= T /dé’ sin 0 P (cos 9)/d¢ e L - B, (3.45)

2) fazer as integrais em ¢ primeiramente, de onde se pode obter 3) a integral em ¢

49 KPa o,
Eojp(kr')GLE = \/;_W NP K E - LeTC / df' sin 0’ P4 (cos 0')U, (3.46)

que 4) resolvida nos d3

24 qu el
— [ &K E - L2"95,(K'r") P (cos £ )e M (3.47)
V2T /AT / P P

5) Reescrevendo os termos da expressdo acima vamos entdo obter

. NATE _ > z 3L/ 5 (k! "o x 1
oy (kr')GTE = —p_(p+1)\/;/dk Gp(ET)EK) - LY (K). (3.48)

Neste ponto é preciso ressaltar que £L* = —L, o que nos diz que —LY); = (LY},)* - isto pode

onp(kT/)GZ;qE =

ser verificado diretamente nas equagdes (3.38), (3.39) e (3.40) — 6) o que nos permite fazer
2 N
Eojp(kr')GTE = @p\f; / &k jy (k)X (K) - E(K). (3.49)

7) O passo definitivo consiste em notar que estamos tratando equagdes harmdnicas®, ou seja,

S(K — k)

EK) = k—;sk(f{), (3.50)

o que 8) elimina a integral em k, deixando apenas a parte direcional, ou seja

~/

/ dO(F) X5, (F) - E() = ipjp(kr’)\/g / dQ(k) az (k) - £(K), (3.51)

*A justificativa matematica serd mostrada no préximo capitulo
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9) o que nos fornece

2 ~ ~ N
EoG,, = \f; / (k) x5, (k) - £(k). (3.52)

Para o campo magnético e o calculo de GTM

o resultado é idéntico bastando trocar E por ZH.
A partir deste resultado fomos verificar a atuacdo do operador momento angular no espaco de
reciproco (de Fourier) e reescrevemos a solucdo a partir de um status de “quem sabe a resposta”.
Muito embora surja naturalmente este operador momento angular nas coordenadas do espaco
reciproco, nao conheciamos sua relacao com o operador momento angular nas coordenadas do
espaco direto. No Capitulo 4 mostraremo a relacao entre estes dois operadores, e de que forma
passamos de uma representacdo para outra.

E importante notar também os vetores harmonicos esféricos nas coordenadas do espaco
reciproco, definidos como

~/

. £y (k)
X (k) = =2~ 3.53
palk) pp+1) (39
Vi (K) = —ik x & (K), (3.54)
Vi, (K) = KV (K). (3.55)

Utilizamos a notacdo caligrafica para ressaltar que estes vetores harmdnicos esféricos dependem
das coordenadas do espaco reciproco, mas de fato, se explicitarmos o argumento das fun¢oes esta

convencao nao é necessaria.



Capitulo 4

O Método Elegante

4.1 Definicoes matematicas

A eliminacdo da funcdo radial depende passar a equacdo (2.64) para o espaco de Fourier.
Temos portanto que fazer algumas definicdes antes de prosseguir. Utilizaremos sistemas de co-
ordenadas sobrepostos para o espaco direto, ou seja, os sistemas cartesiano (z,y, z), cilindrico
(p, @, z) e esférico (1,0, ¢) ndo sdo rotacionados nem transladados, de modo que as coordenadas
obedecem as relacoes tradicionais, explicitadas na Tabela A.1 do Apéndice A. Além do mais,
para uma melhor clareza da notacdo utilizaremos o versor direcional T para indicar dependéncia
nas varidveis angulares, ou seja, f(f) = f(,¢), e ainda temos a diferencial de angulo sdlido
dQ(t) = sin#dfd¢p. Do mesmo modo, temos sistemas equivalentes para o espago reciproco (de
Fourier), também sobrepostos, ou seja, os sistemas cartesiano (k, k,, k.), cilindrico (v,(, k) e
esférico (k, &, (). O versor direcional k para indicar dependéncia nas varidveis angulares, ou seja,
f(k) = f(&,¢), e ainda temos a diferencial de angulo sélido d(k) = sin £d&dC.

Ainda vamos contar com o sistema de coordenadas complexo, definido em termos de é. =
(%X 4 i§)/+/2, muito (til na avaliagio das componentes de momento angular. Neste caso, este
sistema é escrito como (é,,é_,8é,), em que e, = Z. As propriedades deste sistema de coordenadas
(que é fixo e ndo muda do espaco direto para o espaco reciproco) estdo detalhadas no Apéndice A.

Este sistema também pode ser escrito como sendo (e;',e),el), em quee;' =&_, &) = &, e

el = —&,, ou seja, e’ = Fé.. Este dltimo sistema é usado teoria dos Harménicos Esféricos

Vetoriais.

25
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4.1.1 Transformadas de Fourier

Utilizaremos as transformadas de Fourier definidas como se segue

Br) = FH{em) = W / Pl E(k)er, (4.1)

Ek) = F{E(r)} = (273)3/2/0337* E(r)e ™7, (4.2)

de modo que vamos ter

5(k/ _ k//) —

BBy )T a.
(27r)3/ re (4.3)

Em muitos casos vamos usar a chamada expansao de Rayleigh para ondas planas, dada por
00 l
e =dm > " ii(kr) Y Vi (3)Yim (k). (4.4)
=0 m=—I

em que o complexo conjugado pode estar em qualquer um dos harmdnicos esféricos. Esta fungdo
é muito importante porque nos permite escrever a transformada de Fourier em coordenadas

esféricas, ou seja, substituindo (4.4) em (4.5) obtemos
0o l
2 N
Er) = F! k:\/i ! /3 K)ji(kr)Yp, ()Y (k 4,
) = F{em)] P X0 [ A EMnLEYn ), (45)

El) = f{E(r)}:\/gf]—zV S [ B @Y. (46)

m=—I

Por outro lado, temos ainda a chamada transformada em harmdnicos esféricos (“Spherical
Harmonic Transform”" — SHT), dada por

l
F@) = D> CYia@), (4.7)

=0 m=-1
cim = [ an @y (4.8)
em que sao validas as identidades
/dQ Yo (B) Y o (B) = O 41 Ot g (4.9)

Outra transformada associada é a transformada de Bessel esférica de ordem [, também conhecida
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como Fourier-Bessel ou de Hankel, dada por
2 [ 9 _
a(r) = - dk k*Gi(k)ji(kr), (4.10)
0

Gi(k) = \/g/ooo dr r2g;(r)j.(kr), (4.11)

em que temos a identidade
> . . wo(k' — k)
/ dr r*51(K'r)ji(kr) = R (4.12)
0
Conhecendo-se estas duas transformadas correlatas, caso tenhamos uma funcao separavel do tipo

vamos ter para a transformada de Fourier

oo l N 2
F) = S(=i)' S Vi (@) /2 [ dr 22 fo(r)i(Kr) [ dQ Y5 (E) fo(R)  (4.14)
S0 X vintly2 fan it [
0o l
= D)) Y Yim(K)CH (4.15)
=0 m=—I1

ou seja, vamos obter a dependéncia em transformadas de harmonicos esféricos e esféricas de

Bessel.

Em nosso caso, estamos interessados em calcular a transformada de Fourier da funcdo

Opa (5 7') = Jp (k1) Y 4(F), (4.16)

uma vez que esta funcdo é a base dos Multipolos de Hansen, e possui teoremas de adicao proprios.

Vamos calcular a transformada em harmonicos esféricos harménicos da parte angular
iy = [ 9E) i (Vi) = By (a17)

0 que por sua vez nos possibilita fazer a transformada de Bessel da parte radial (j& que equipara

os indices das fun¢des esféricas de Bessel),

Fr(k) = \/g / dr 12j,(k'r)j,(kr) = gw (4.18)
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Com tudo isto temos que

7oK — k) e

Dy (ki K) = F{ (ki) | = (=) [ 5= Vi (K. (4.19)

Conhecendo-se esta transformada, poderemos calcular as transformadas de Fourier dos Multipolos
de Hansen e consequentemente a transformada de Fourier da equagdo (2.64). Os Multipolos de

Hansen sao dados por

L

My (r) = \/ﬁgblm(k;r/)» (4.20)
Npn(r) = %Vlem(f‘), (4.21)
Lin(r) = %Vqﬁlm(k;r’). (4.22)

Vamos utilizar as definicdes das transformadas de Fourier dadas em (4.5). Fazendo, por exemplo

AN 1 3 / kv’ 1 3 ! 1./ _ik’-r’
V-E(r)—(%)g/z/dké’(k)-Ve —(%)S/Q/dké’(k)-zke ) (4.23)
(4.24)
Fazendo ent3o a transformada de Fourier vamos obter
f{v : E(r’)} — ik - E(K). (4.25)
Do mesmo modo temos
f{v x E(r’)} — K x E(K). (4.26)
Com isto obtemos diretamente as transformadas de
/ ! k, !
F{Nu)} = M) = 7 % Mun(K), (4.27)
/ / k/ /
f{L,m(r )} = Lin(K) = T ki), (4.28)
Substituindo ®,,,(k;r’) e simplificando a delta de Dirac,
, o [Tk —k -
Ly (K') = (—i) ok —k) 5 )ylm(k/). (4.29)

2 K
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Deste modo, precisamos entdo calcular a transformada de Fourier de M,,,,, ou seja

f{ngSlm(k; r’)}. (4.30)

4.1.2 Operador momento angular

A transformada de Fourier é a peca chave em nosso trabalho. Vimos no capitulo anterior que
no desenvolvimento da expansao surgem termos dependentes de um “operador momento angular”
nas coordenadas do espaco reciproco. Precisamos saber que relacbes este operador no espaco

reciproco mantém com o operador momento angular no espaco direto. Escrevemos o operador

d
L = —4 — 431
irx o (4.31)

em que

d o .0 .0
I B + ya—y + Z&, (4.32)

é o gradiente nas coordenadas do espac¢o direto. Temos também que

d
L = —ikx-> 4
ik X = (4.33)
em que
i o o 0o
2 ; ; 4.34
ik Com Yok, Yok (4:34)

é o gradiente nas coordenadas do espaco reciproco. Do mesmo modo que fizemos para o gradiente

e para o rotacional, faremos

Ly(r) = L {W / Pk \I/(k)eik'r] = W / d*k U(k)Le™™. (4.35)

Vamos entdo observar a atuacao do operador momento angular sobre a exponencial complexa,

, d\ ; , , d\ ;
Lekr = (—ir X E) e®T = (—ir x ik) e®" = (ik x ir) T = (ik X d_k> e™T. (4.36)

Substituindo este termo na expressdo (4.35) podemos expandir o produto vetorial

d . ) ) .
I= / d*k U (k) (z’k X @) e = iemné / dk, / dk, / dk. Uk, 0, e* =" e eik== (4.37)
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Tomando por exemplo os indices [ = x, m = y e n = z, vamos obter
I =ié, / dk, e*=* / dk, ke / dk, WOy, e™. (4.38)

O dltimo termo da integral acima pode ser integrado por partes. Usando o fato de que as funcdes
que tém transformada de Fourier pertencem a um espaco de Hilbert (ou seja, sdo quadraticamente

integrdveis, o que significa que vdo a zero para r — o0) obtemos

I = —ié, / dk, e=® / dk, ke / dk., e**0, 0. (4.39)

Com isto retiramos a derivada que agia sobre a exponencial e a colocamos para agir sobre a funcao

de ¥(k). Reagrupando todos os termos, obtemos

Ly(r) = (%—1)3/2 / d*k e™T <—z’k X %) U(k) = (%—1)3/2 / dk e*TLU (k).  (4.40)

Deste modo, fazendo a transformada de Fourier do operador momento angular obtemos,

f{w(r)} - ﬁf{¢(r)} = LU(K). (4.41)

Uma outra demonstracao desta propriedade esta no Apendice C, junto a outras propriedades do

4,8,38]

operador momento angular mais conhecidas! . Esta expressdo, como veremos serda o passo

fundamental para fazermos a transformada de Fourier dos Harmonicos Esféricos Vetoriais de

Hansen e assim obter os coeficientes da expansdo em funcdes de onda vetoriais esféricas.

4.2 Solucao da expansao em ondas parciais

Como vimos, a transformada de Fourier dos Harmonicos Esféricos Vetoriais de Hansen sio

dadas por
/ k/ /
NinlK) = 5 Mi(K), (+42)
" —k ./
Lin(k) = (=) g%wm(k). (4.43)

Precisamos deste modo, calcular a transformada de

no__ L !
Mlm(r) - l(l T 1)¢PCI(k7 )7 (4'44)
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ou mais precisamente

F{ Lol )} = 200K = (i[5 0 i), (4.45)

Obtemos assim a transformada de M,,,,, dada como

ok —k "
M (K') = (—i)p\/g—( 72 )sz(k'), (4.46)
e consequentemente, substituindo (4.46) em (4.42) e usando a propriedade da delta de Dirac
obtemos
, To(k — k). oy N ooy |TOK —k N
N (K) = (—i)? 57@(—11( x le(k)> — 7 1\/;T)vlm(k). (4.47)
Podemos resumir as transformadas de Fourier dos Multipolos de Hansen como fun¢bes dos

Harmonicos Esféricos Vetoriais de Hansen no espaco reciproco (ou de Fourier):

LK) = (=) 2(5(/{%1{)3}%(&/)’ (4.48)
My (K) = (—i) gwxm(ﬁ'), (4.49)
Nim(K) = (=i)P! QW\;M@E’). (4.50)

O dltimo passo para obtermos a transformada de Fourier da expansdo em fung¢des de onda
vetoriais esféricas é exatamente a transformada dos campos eletromagnéticos. Sabemos que os

campos eletromagnéticos obedecem as equagdes de onda

(4.51)

Um fato importante a ser observado é que, aplicando-se a transformada de Fourier de ambos os

lados das equacoes acima obtemos

= —k? [ £(K) ] , (4.52)

(4.53)

o que nos diz que os campos £ e H nao podem conter dependéncia em k, apenas direcional (R)
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ou seja
[ £(¢) ] S - h) [ £.(K) ] | (4.54)

Analisando (4.54), (4.49) e (4.50) ja vemos claramente que todas contém uma delta de Dirac na
componente radial do espaco reciproco. Em outras palavras, estas deltas tendem a se anularem
quando for feita a transformada da expansao

E ) GTE —GTM
OZ M, (r) + 7 | N, (r), (4.55)
ZH(r) GTM GLE
que vai nos dar
E(K) ] are N | -G ,
/ OZ M, (K) + PN (K, (4.56)
ZH(K) GTM GIE

Desta forma, substituindo (4.54), (4.49) e (4.50) em (4.56) e eliminando a delta de Dirac obtemos

gk GTE N . —GTM ~
E a2, (k) + (=i iy, (), (457
Zﬂk k/ \/> Gg’qM rq ( ) ( 7’) GZqE pq ( ) ( )

A equagdo (4.57) nos permite obter as constantes GTZ/7M diretamente, do mesmo modo que

haviamos obtido anteriormente, ou seja, utilizando as propriedades de ortogonalidade dos vetores

harmoénicos esféricos de Hansen. Com isto, obtemos

GTE 2 ~/ ~/
pq vy _ * .

o™ 1 7T/alQ(k) X, (k)

£ (k)
(i) ] : (4.58)

ou uma outra forma equivalente

_ GTM

TE
qu

L2 o | EWE)
\/;/dﬂ(k) Vi (&) [%k(f{,) ] | (4.50)

que demonstra a independéncia nas variaveis radiais. Este resultado é de fato o principal resultado
deste trabalho, porque completa a teoria da expansao em ondas parciais, mostrando que os
coeficientes da expansao nao dependem da posicdo r, um resultado que até entdo ndo havia sido

demonstrado, ha mais de cem anos.
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4.2.1 O potencial vetor

Ja que estamos trabalhando com os campos no espaco reciproco, nos ocorreu a idéia de
trabalhar com as transformas de Fourier diretamente dos potenciais, em lugar das transformadas
diretas dos campos. No gauge de Lorenz (em unidades SI) temos
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VA4 5o =0, (4.60)

Os campos elétricos e magnéticos sdo obtidos dos potenciais via

0A
E = -Vo— — 4.61

B = VxA. (4.62)

Tudo pode ser expresso em termos do potencial vetor se o potencial escalar for extraido do
potencial vetor através da condicdo de Lorenz. Considerando ondas harmonicas com dependéncia
temporal na forma e~ ™! de modo que 09/t = —ikc®, e OA/Ot = —ikcA a condicdo de

Lorenz se torna

k
o que leva a
1c
- Vo = EV(V -A). (4.64)
O campo elétrico vai ser dado entdo por
, 1
E =ikc| A+ EV(V -A) . (4.65)
Como
) 1
V-E =1kc (V A+ EVQ(V . A)) =0, (4.66)
assumindo 1) = V - A, vamos ter que
V3 = —k*y, (4.67)

que é a solucao escalar da equacdo de onda. Dimensionalmente vamos ter que Z Hy = Ey = kcAy.
Temos ainda que By = kAg, ou seja, Hy = kAg/u. Fazendo Ey/Hy = (kcAo)u/(kAg) = cu =
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4.2.2 Expansao em ondas parciais

Para o calculo dos coeficientes da expansao usaremos as expressoes

2
GIM = z‘l\ﬁ/dﬁ X Ha, (4.68)
G = \[ / aQ x, - (4.69)

Temos que os campos eletromagnéticos sao dados por

E = ke (A+ k:QV(v A)) , (4.70)
= VxA, (4.71)

que no espaco de Fourier se tornam

£ = ike (A+%k’(k’~A)), (4.72)
B = ik x A (4.73)

Por outro lado, sabemos também que o potencial vetor obedece a equacdo de onda e do

mesmo modo que fizemos para os campos eletromagnéticos, podemos fazer

~ Ok —k
A(k) = Ak(k)%y (4.74)
de onde obtemos as expressoes para 0s campos
£ = iEy (Ak+R'(R'-Ak)), (4.75)
ZH, = iFk " x A (4.76)

Como o momento angular ndo tem componentes na direcao k, temos entdo que os coeficientes
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de forma podem ser escritos (ajustando-se a dimensionalidade das constantes Ay e Ejy) como

G — \/> / a0 2, - (k x Ay, (4.77)
- @P\/j / 1V, - A, (4.78)
GIF = zp+1\/7 / aQ X, (4.79)

A grande vantagem deste método é que agora sé é necessario encontrar uma transformada de
Fourier, do potencial vetor, em lugar das transformadas de dois campos vetoriais, o elétrico e
o magnético. Precisamos unicamente saber se o potencial vetor escolhido tem transformada de

Fourier e integrar o potencial transformado sobre uma esfera no espago-k.

4.2.3 Onda plana

O (nico resultado obtido por Mie é a expansio da onda planal*l. Uma onda plana pode ser

escrita como

E(r' i _—
S N I P (4.80)
H(r') k x 1
que no espaco de Fourier vai nos dar
~/
Ex(k § PN
RSO N R T Y (4.81)
Hk(k) kxt

Substituindo na expressdo dos coeficientes temos

GTE . ﬁ
GZQM = PAn X, (k) [ - ] . (4.82)

Para o caso em que k = Z e . = X £ iy (sem normalizar) temos, pelas propriedades dos

harménicos esféricos,

TE
qu

GTM

= P\/AT(2p + 1)6,.41 [ ; ] , (4.83)

como mostrado no livro do Jackson[“
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4.2.4 Deslocamento da origem

Vamos agora verificar o que ocorre com o deslocamento da origem. Suponhamos que estejamos
interessados na expans3o para os campos elétrico e magnético deslocados para a posicdo r”’ =

r’ — rq. Pelas propriedades das transformadas de Fourier temos que

— ¢—K'To [ %k(f{,> ] ’ (4.84)

de modo que

TM
qu

TE
GP‘I

N O T 11
_ \/; / dO(K) X (&) lek(ﬁ’) ] (4.85)

Esta expressao pode ser expandida em termos de somatdrios de coeficientes de Clebsh-Gordon ou

3J de Wigner e de expansdes em harménicos esféricos obtendo assim expressdes genéricas!39-46].
Entretanto, outra possibilidade é fazer a mudanca de coordenada antes da transformada de Fourier
e fazer o célculo direto. Esta abordagem foi a que utilizamos nos casos que analisamos, como
pode-se ver nos capitulos seguintes. Outra op¢cdo se deve ao fato dos multipolos de Hansen
também possuirem teoremas de adicdo, novamente em funcdo de coeficientes de Clebsh-Gordon.

Os métodos “T-Matrix"'s3o baseados nas propriedades de translacio destes multipolos!39.

4.2.5 Expansao em outros Harmonicos Esféricos Vetoriais

Na literatura é muito comum encontrarmos outros harmdnicos esféricos vetoriais que ndo os
de Hansen. Em Teoria de Grupos é muito comum o uso dos Harmonicos Esféricos Vetoriais de
Blatt e Weisskopfl*!, que formam uma base de autovetores de J?, J, e L?, em que J =L + S,
J é o operador momento angular total, L é o operador momento angular orbital e S o operador

de momento angular de spin. A equivaléncia entre estes dois grupos é dada por Y;" = X,,, e

aindal*®!
Yim | _ 1 Vi —VI+1 || Y, (4.56)
Vim V2I+1 | VIiF1T Vi Yo | '

em que Y/&)j sao os Harmonicos Esféricos Vetoriais de Blatt e Weisskopf, e = 1 e é omitido

ej=101—1,1,1+ 1. A relacdo inversa pode ser facilmente obtida

) 7 Vi VIFT || Yo (4.87)
Y7, V2I+1 | —Vi+1 VI Vim | '
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Estas relaces nos permitem comparar as expressoes para as componentes dos harménicos esféricos

vetoriais, ou, em se conhecendo um conjunto, obter o outro. Deste modo, temos

My(r) = j(kr)Y0(E), (4.88)

Non(t) = /G a (k)Y (8) — 4 e (k) ¥ (F) (4.89)
" 20+ 1 b 2041 LA

Lin(t) = (/o G (k0¥ () + ) i ()Y (B, (4.90)
" 2041 ) 20 + 1 i+l

As expressoes acima tém a vantagem de dependerem de apenas de funcdes esféricas de Bessel, ndo
tendo nem derivadas j;(z) nem razdes j;(z)/x, o que facilita o calculo numérico. Estes harmdnicos
esféricos vetoriais também sé dependem de um harménico esférico escalar por componente!“8],
como mostrado no Apéndice D. Além disso, na literatura encontramos casos de expansdo em
ondas parciais com trés termos9 ou seja,

H(t")
B()

r

=>. > [@m“]jzﬂ(/ﬂr)i’zﬁj(ﬂ, (4.91)

m
Im j=—1,0,1 Bl,lﬂ‘

mas como podemos ver, esta situacdo € equivalente a encontrar os termos da expansao em
dois termos. No Apéndice D faremos uma explanacdo mais abrangente das relacdes entre os
Harmonicos Esféricos Vetoriais. Outra expansdo muito comum é a expansdo em quatro termos
de paridade definida mostrados no Capitulo 1. Novamente, trabalhando com as funcdes e com as
constantes, pode-se reduzir as quatro constantes a combinacdes de duas constantes que sabemos

calcular.
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Capitulo 5
Campos no interior de guias de onda

A partir do capitulo 4 nosso objetivo é mostrar como o resultado fundamental |4 obtido pode
ser utilizado para obter os coeficientes de forma de diversos tipos de feixes incidentes. Neste
capitulo estamos interessados na expansao em ondas parciais para campos no interior de guias
de onda vazados. Estes campos sdo geralmente divididos em campos transversais elétricos e

transversais magnéticos, dados por (4.

ETM

— E, {i—i—i%%} g(r), (5.1)

ZHTE

— =X—+y— (5.2)
p

E™ k ZH™ d
— 7 =23 = —F Z+1—— 53
Z Py 2 X2 BTE 0Z X [z—l—z7 dp} g(r), (5.3)
que nos permite obter
—za™ k[ . d
ETE. = EQ; |:—ZZ X %:| g(r) (54)

Estes mesmos campos, no espaco de Fourier sdo dados por (lembrando que os valores sem

39
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linha sdo dados de entrada do problema, e as variaveis com linha sdo da descrigdo do problema)

gTM(k/) k ’Y/ :|
= F,GX) |z - =41, 5.5
ZHE(K) | oG l 72 (55)
5TE(k/) T /{7’}// o
= Ey—GK)¢. 5.6
_Z%TM(k/) | 0 72 ( )C ( )
Por outro lado, sabemos que a funcdo de onda é dada por
g(t') = go(p')e™. (5.7)
Deste modo, temos
/ 1 / N ikl z' —ik/.r! / / /
]-"{g(r )} = (2)3/2 /dgr go(p)e™=" e = V26 (K, — k)G, (), (5.8)
em que
Go(v) = Flae)} = [ g (p)e (5.9)
p p o P

é a transformada de Fourier no plano zy da fungdo ¢,(r’). Entretanto, como sabemos, a fungdo
g,(r") obedece a equacdo de onda em duas dimensdes
d2

d—ngp(p’) = —=7"9,(p"). (5.10)

No espaco de Fourier esta equacao se torna

— (v* =7)G,(v) =0, (5.11)

o que nos diz que G,(v’) a equacdo de onda em duas dimensdes é obedecida para todos os pontos

se e somente se
o~ —
G, () = G, () =), (5.12)

Deste modo, vamos ter que

5 —7) (k' —k)o(& — &)

G(K') = vV2rG,(¢) k2 sing

5K, — k) = V7G4 (C) (5.13)

Substituindo, usando as propriedades das deltas de Dirac, vamos obter para os campos eletro-
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magnéticos

S;félfk) | - VEREG(¢) 6 o - By (514)
ﬁ%ﬁ _ ko (€8 y
nuy | = VRGO (5.15)

uma vez que a delta de Dirac em coordenadas cilindricas e esféricas compartilham da relacao

_ — /Y) 5(}{2 . kz)5(<, . C) _ 6(k/ _ k) 6(5/ 5)

- e =0, (516

Deste modo, podemos inserir os campos calculados na expressao dos coeficientes de forma

_ ﬁ\ﬁ / (k) x5, (k)
- Eo\V 7 pq

Veja que o superindice TE /T M é relativo a expansdo em ondas parciais, € ndo ao modo propa-

GTE
pa N 5.17
che ZH(K) 40

£ (k) ]

gante do guia de onda. Deste modo, escreveremos G**/TM [T E /T M], em que o superindice se
refere ao modo da expansdo em ondas parciais, e termo entre colchetes ao modo propagante no

guia de onda.

Sabendo que os harmdnicos esféricos sdo dados por

YMﬁz¢ﬁfgjﬁwwmwM:ZQZHWB%MWM (5.18)

em que k,/k = cos&, e por questdo de conveniéncia definimos

Klm:\/lzl“ (L —m)! (5.19)

(+1) (I +m)

Substituindo tudo isto, vamos obter para os coeficientes, observando apenas que as componentes

do operador de momento angular mantém a relacao
L,=—-——L,, (5.20)

de modo que

. k k;2) 2
C-la-28 = (.- %2 ) =(1+2 ). =2, 5.01
{ 77} ( v 7) ( 2 v2 (5.21)
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~/

eque L.Y,(k) = mYzm(lA{/). A outra componente é dada por

: 0 0
Le=—i (kza—7 — 781{;2) : (5.22)

de modo que a primeira componente nao nos interessa, € como

~/

Ylm(k) X le(kZ/k>a (5-23)
entdo podemos fazer
0
=1 24
SR TS (5.24)
Obtemos assim
GTE[TM) | Pk ki
Pa = —q—=KMP?| 2] Gt 2
—~GT™ [T M] ]| s (k: )
Pa = —KPIPY(Z2)GY, (5.26)
G;“qE[TE] | ﬁ p k Y

em que P!'(r) é a derivada de P{(r) e

GI = / ¢’ G,(¢e . (5.27)

Da equagdo acima vemos que G corresponde aos coeficientes da expansdo em série de Fourier
de G,(¢’). Vamos em seguida, analisar os casos dos guias de onda retangular e cilindrico. Esta
expressao generaliza a expansdao em ondas parciais para qualquer guia de onda, de modo que os
termos da expansao dependem apenas de uma coordenada no espaco de Fourier, o que faz todo
o sentido ja que o comprimento de onda (e conseqiientemente k) é definido de antemao (onda
monocromatica), e 7 é definido pela geometria do guia de onda, ou seja, hd uma escolha em
quais sao 0s campos que se propagam no interior do guia. A Unica varidvel livre passa a ser entdo
a inclinagdo ¢ do vetor de onda k em relacao ao eixo z, e de como a amplitude do espectro varia

com (, ou seja, G,(().

Analisando com cuidado a expressao dos coeficientes de forma, pode-se perceber que eles
tém uma estrutura de transformada que leva o problema de varidveis continuas (k,, k,, k.) para
variadveis discretas (p, q). No caso dos guias de onda, esta transformada é uma série de Fourier.
No caso mais geral, as transformadas em harmdnicos esféricos (que sdo uma generalizagdo da

transformada de Fourier).
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5.1 Guia de onda retangular

O guia de onda retangular!®, de lado maior a na direcio z e lado menor b na direcio ¥
depende das componentes de vetor de onda k" = mx/a e kj' = nm/b, o que nos da as constantes
V2w =km2 4+ k"2 e (,, = arctan k' /k™, com m e n inteiros positivos, e com o canto esquerdo
inferior na origem. Neste sistema de referéncia temos dois modos caracteristicos, expressos pelas

funcoes

gT"(p) = cos(kl'w) cos(kfy) (5.28)
g (p) = sin(k'w)sin(ky) (5.29)

Entretanto, como ja dissemos, n3o estamos interessados na expansao em ondas parciais na
origem do guia de onda, mas em um ponto arbitrario dentro do guia de onda, de modo que a
expansdo se dé em torno de um ponto r = r’ + rg. Deste modo, escrevendo as funcbes acima

como exponenciais, teremos

4gZ“E<p) _ ei(k;”x—i-k{jy) _i_e—i(kg‘x—i-k{jy)_'_ei(kglm—kgy)_|_6—z'(kglm—kgy)7 (530)
—4QZM(P) _ ei(kg%v+lcl?y) + e—i(k}fﬂc—f—kgy) . ez’(k:gLac—kgLy) . e—i(k'&”z—k{;y)‘ (531)

(ke ky) = (Ymns Gon)s (5.32)
(kg —kb) = (Ymns —Gmn); (5.33)
(=K' ky) = (Ymns —Cmn £ ), (5.34)
(ks —ky) = (Ymns Gun £ 70), (5.35)

sendo que o lado direito nos dd os pontos em coordenadas cilindricas (k,, k,) — (v,(), em
que tanto faz usar +m ou —m para localizar o ponto. Deste modo, fazendo a mudanga de
coordenadas e colocando as deltas de Dirac (multiplicadas por 27, sendo 472, 2 para a delta em

cada coordenada, dividido por 27 da definicdo da transformada de Fourier no plano xy), obtemos

QG;F:(C/) = eilhamotkin)§(¢! — ¢ ) 4 e RIS S0 — ¢ o) 4
+ F TR0 § (¢ 4 () + e ROTREW) 5 (¢ 4 ¢ A+ ), (5.36)

_QGzM(C/) — ik zotkyo) §(C" = Coum) + € —i(kg zo+ky yo)(g(g/ — G + ) +
L e R g ) — e RIS G 1), (537)
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Calculando ent3o os termos de Fourier Gg, obtemos

N 2GI[TE/TM] _ <€z’(k,§”xo+k{:yo)+(_1)q67i(k;"xo+k§yo)>efiqgmn+
™

+ <ei(k(§”x0*kg"y0) + (_1)qe—i(k2":p07kg”yo)>e’iqun’ (538)

em que o sinal + corresponde ao termo T'FE e o sinal — ao termo T'M. Podemos ainda fazer

q
+ 2G7[TE/TM] — (Z'qei(kﬁnﬂfoJrk{}yo) + (_Z'>q€*i(k2”mo+kfyo))e*iQCmn +
T
4+ (iqei(kfznwrk{}yo) + (_Z'>qe*i(k21107k,’}yo))eiqcmn, (5_39)
que pode ser reescrito como

G?y [TE/TM] — i (me{iqei(kén%*k{}yo) }eiQCmn + %e{iqei(k?$0+k2yo) }e*iqﬁfmn) (5_40)

Adicionando este resultado as equa¢des gerais dos termos para os guias de onda dadas em (5.25) e
(5.26) obtemos, com relativa facilidade, os coeficientes da expansdo em ondas parciais para o guia
de onda retangular. Devido & simetria retangular, os coeficientes no espaco de Fourier se tornam
deltas de Dirac, o que nos diz que devemos somar muitas ondas parciais para a reconstru¢do
correta do campo. Entretanto, essa soma nao € infinita, uma vez que os guias de onda, ao menos
em sua se¢do transversal, sdo limitados, e como as fun¢des esféricas de Bessel j,(x) de alta
ordem vao tendendo a zero a partir de um certo valor = proporcional & ordem n da fun¢do j, (),
somar muitos termos vai significar somar zeros. J4 na direcao longitudinal, hd uma simetria de

translacdo que pode ser explorada, o que torna a expansao realizavel.

5.2 Guia de onda cilindrico

A solucoes escalares para os campos eletromagnéticos em termos de coordenadas cilindricas
com origem no eixo para os guias de onda metdlicos s3o dadas por g,(p) = Jum(Vmnp)eE™?,
sendo que o modo TE é dado por v, = &mn/R, em que &, é a n-ésima raiz de J,,(z), e o
modo TM por v, = &,/ R, em que &, é a n-ésima raiz da derivada J/, () de J,,(x).

Definimos entdo a funcao
Un(kir) = Jp(yp)et Ot (5.41)

A razdo de definirmos a funcao 1, vem do fato de que a usaremos varias vezes ao longo do tra-

balho, mas principalmente pelo que se segue. Como no caso do guia de onda retangular, estamos
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interessados na expansao em um ponto arbitrdrio dentro do guia de onda, nao necessariamente
na origem. Deste modo, vamos calcular a expansdo em um ponto r = r’ + ry, de modo que a

mudanca de coordenada para a funcdo v, pode ser escrita como uma convolucdo®%:

Um(kit) = > (ks ro) (ks 1) (5.42)

j=—00
Vamos entdo calcular a transformada de Fourier F{v,,,(k;1")} = ¥,,(k; k') ou seja,
U, (k; K') = vV2rd(k, — k.)G,(v) (5.43)

Escrevendo a transformada de Fourier no plano zy em coordenadas esféricas obtemos

1 —in' o cos(d —¢! ima'
G,(v) = — / dp’ p' T (vp) / d) e~ P cos(I=CD) gtimd’ (5.44)

:27'('

que resolvendo em d¢’ nos dd
Gp() = (i)"e ™™ / dp' 0" Tu(70') T (7'0). (5.45)
Integrando em dp’ obtemos a delta de Dirac

\m _—im ’5(7/ — 7)
Go(v) = (£i)"e™™ — (5.46)
conforme era esperado. Substituindo o resultado acima na equagdo (5.42) obtemos a expressdo

para o caso mais geral, ou seja,

Go(¢) = Y (=) e (ks xo), (5.47)

j=—o00

cujos termos da série de Fourier sdo dados por

G4 = 27 (—1) g (k; T0). (5.48)

K
Para o caso especial em ry = 0 temos que J,,_q(x) = 6,4, 0 que faz com que
G = 2m(—i) e Oy g (5.49)

o que nos diz que a expans3o em ondas parciais ndo depende mais da somatdria em ¢, o que faz

todo o sentido ja que temos total simetria ao longo do eixo. Os coeficientes da expansdo sdo
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entdo dados substituindo (5.48) ou (5.49) em (5.25) e (5.26). O caso do guia de onda cilindrico
é de certo modo inverso ao do guia de onda retangular, ja que obtemos deltas nas transformadas.
Deste modo, poderiamos com bem menos termos que no guia de onda retangular, descrever um
problema de grandezas semelhantes (basicamente dimensdes do guia de onda e comprimento de
onda propagante). Interessante notar que, para qualquer outro problema, este devera ser um caso
intermedidrio entre o guia de onda cilindrico e o retangular no que se refere ao niimero de ondas
parciais a somar, ja que estes dois casos sao extremos, um com deltas de Dirac no espaco de
Fourier, o que implicaria teoricamente infinitas ondas parciais (o que na préatica ndo acontece,
como j4 discutimos), e outro com deltas de Kronecker no espaco da transformada em harmédnico

esférico vetorial, o que implica em algumas (ou uma tnica) ondas parciais.



Capitulo 6

Solucao completa dos feixes tipo Dauvis

6.1 Feixes de Davis

A denominacdo de feixe tipo Davis se refere ao método de Davis[®!l que busca solucBes para
o potencial vetor A que tenham apenas uma componente. Um exemplo de feixe de Davis sao
os feixes de Bessel. Para se deduzir todas as componentes dos campos elétrico e magnético de
um feixe de Bessel que satisfaca a equacao de Maxwell a partir de uma funcdo de onda escalar,
deve-se seguir a sugestdo de Davis®!! e procurar solucdes para o potencial vetor A que tenham
uma unica componente. E claro, deve-se lembrar que somente em coordenadas retangulares as
componentes de um potencial vetor que obedecam a equacdo de onda vetorial também satisfazem
a equacao de onda escalar.

O método de Davis!®!l consiste em tomar uma func3o escalar que obedeca a equac3o de onda
como sendo a Unica componente do vetor de onda, ou seja, fazer A = i em que G é uma
direcdo arbitraria. Devemos ent3o calcular a transformada de Fourier de A = i, em que 0

representa uma direcao qualquer.

Caso especial | — campos do tipo TE/TM

Para um caso genérico de it = Z temos que calcular k x Z, ou seja

inz(%ﬁ/wL%i)xZ:— ¢ (6.1)

2

Deste modo, estamos interessados nos componentes de momento angular na direcdo ¢, dada

por

: 0 0

47
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de modo que a primeira componente nao nos interessa, € como

/ I+ 1)

Yi(K) = Yim (ks /. €)= \| == K" P[" (k/k)e"™, (6.3)
entdo podemos fazer
Y 0
Lo=i——— 6.4
ko k) (64)
e dai
* ~ Y 4ok = Y ‘CCY;?Q )
X k ——X =—=
pa ( XZ) g k( p(p+1)> ’ (62)
o que vai nos dar
* i A Z /y —3
X, (k x z> = g KB (ke R)e . (6.6)

Com este resultado, resta-nos integrar sobre a superficie esférica para obtermos GT*. OQutra

forma de verificar este resultado é observar que

e*i(é_ﬁ_ — e’cé

P -, 6.7
(=it (67
de modo que
R 7Z<A _ ZC»\_ E_A E é_ *

Y ok ye ~ep —eve ey + Ly
—txr . ¢ = it . Y, 6.8
A k V2 ( 210+ 1) pq) (68)
_ chpq z{}/p*q . Cpq 2(}/*(1_‘_17 (69)

k I(1+1)

e abrindo os termos dos harmdnicos esféricos

Y arx =
_E‘qu'c

2\/Ek <chqu 1Pq 1(k Jk) — CTKP7Q+1PZ;1+1<kz/k>)€fiqg. (6.10)

Este resultado ainda nos da uma relacao de recorréncia para os Polinomios Associados de Legendre,

como sendo

v 1 pg—
2EquPg’(kz/k) = KPP (kL k) — ATKPIT PRI (kL k). (6.11)
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Para o caso em que 1 = Z o resultado ainda é mais simples, uma vez que

* S Zq —1
X 2= EquPg(kz/k)e “. (6.12)

Caso especial Il — campos circularmente polarizados

Outro caso importante é aquele em que @t = &,. Para o o caso G**, novamente obtemos

um resultado simples, ou seja,

*
q\/ *
£¥vaq _ _FpgFl 1

2A0+1)) 2l +1) V3

Para o caso G™™ precisamos da identidade

* ~ .
qu-ei—

CZZDFqu,q:Flp];FFl(kz/k)e*i(q:Fl)C_ (6.13)

N k. . 1 L
k x &y =Fi (?ei — E%@“Z) : (6.14)
com a qual obtemos
* o A . kZ * ~ 1 Y o+ * A
2, (kxey) =i (?qu 8= e, z) . (6.15)

Todos os termos do lado direito da equagdo (6.15) ja foram calculados anteriormente, seja no

caso especial | ou no caso especial Il.

6.2 O feixe de Bessel

Um feixe de Bessel é um campo eletromagnético, aclstico ou mesmo gravitacional, descrito
por uma funcdo de Bessel do primeiro tipo[®223. E importante ressaltar que o feixe de Bessel
de ordem zero tem seu mdaximo de amplitude na origem, ao passo que os de ordem superiores
possuem uma singularidade de fase axial transversa a origem, em que a amplitude se anula como
esperado pela descricdo matemética das fun¢des de Bessel de alta ordem. Um feixe de Bessel
verdadeiro é n3o-difrativo, ou seja, ao se propagar ele n3o difrata nem espalha, o que é fora do
comum se compararmos com o comportamento ordindrio da luz, ou do som, que se espalham
apds serem focalizados em um ponto pequeno.

Como no caso da onda plana, um feixe de Bessel ndao pode ser criado, ja que 0 mesmo nao
é limitado e requeriria uma quantidade infinita de energia. Entretanto, aproximacgdes razoaveis
podem ser feitas, e sdo muito importantes em muitas aplicacoes épticas devido ao fato de exibirem

pouca ou nenhuma difragao em uma distancia limitada. Além disso, s3o ainda auto-recuperaveis,
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de modo que o feixe pode ser parcialmente obstruido em um ponto mas se reconstruird em um

ponto logo a seguir no eixo do feixe.

Um feixe de Bessel tem amplitude considerdvel apenas para distancias da ordem p < 1/7,
e mantém o mesmo perfil radial a uma distancia arbitrariamente longa. Este comportamento
contradiz o senso comum de que um feixe de extensao transversal minima a difrata para preencher
um cone de angulo 1/a. Deste modo, o feixe de Bessel é conhecido como sem difracdo ( “diffraction
free" ). Aproximagdes de um feixe de Bessel s3o feitas na pratica, focalizando-se um feixe gaussiano

com uma lente tipo axicon que gera o feixe chamado de Gauss-Bessel

6.2.1 Solucoes para o Potencial Vetor

Buscamos solucdes da equacdo de onda do potencial vetor
VA + k*A = 0. (6.16)

Sabe-se que, em coordenadas cilindricas o operador laplaciano escalar é dado por

e o operador laplaciano vetorial por,
VA = V24, - % (Ap - %) : (6.18)
VQA‘¢ — VA, - % <A¢ - 288—";;) , (6.19)
VZA = VA.. (6.20)

O feixe de Bessel é obtido tomando fun¢bes de onda escalares na forma
U(r,t) = f(p)e't==me), (6.21)
em que m > 0. Temos ainda que

Z—Z = £imy, (6.22)
g = ik, (6.23)

0z
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o que leva a equacao

V) = to <p8—¢) - (ﬁg + k:2> . (6.24)

Pelo método de Davis, podemos escolher arbitrariamente o potencial vetor em uma direcao
arbitraria 1. Como jd mostramos anteriormente, existem dois casos particulares interessantes.
O primeiro caso em que 1 = Z, o que vai fazer com que H n3o tenha componentes em %,
o que define um caso transversal magnético T'M. Correspondente a cada solucdo T'M das
equacoes de Maxwell no espaco livre, existe um campo transversal elétrico T'E obtido por meio
das transformacdes duais E’X — ZH™ e ZH'F — —E™ O segundo caso em que @t = &,

corresponde ao feixe circularmente polarizado, talvez o caso fisicamente mais interessante.

Vamos entao resolver a equacao de onda
VA + k*A =0, (6.25)

para dois casos, 0 caso A = 1% e 0 caso A = h(p £ ip).

Para A = 1z teremos

VZA| = 0, (6.26)
P
V2A¢ = 0, (6.27)
10 [ oy m?
vA| = __(_)_(_+kg)¢, 6.28
2 pop \"op p? (6.28)

o que nos leva a seguinte equacdo para v, sendo que k* — k2 = ~?

1o a_¢> (2—22) =0 6.29
pap(p8p+7 7 P =0, (6.29)

cuja solucao é

U(r,t) = Jn(yp)etEEmo), (6.30)
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Para A =¢(p+ zé) temos que A, = e A, = £t

1-2
VA| = V-,
P P
1-9
VZA| = +i (v%p— szp),
o P
VZA| = 0.

Substituindo na equacdo de onda obtemos a equacao diferencial para 1,
10 ( 81p) ( 9 (m—1)2)
pop \" Op p?
cuja solugado é
U(r,t) = Jpoa(yp)e =),
Por outro lado, temos que p + qub = eT%8, e deste modo

A = Jm_l(rYp)ei(kzz:t(mfl)q&)éi.

Podemos entdo escrever as solucdes em funcdo de

U = T(yp)ettezEme),

o que leva a duas solucdes para o feixe de Bessel

A = Unz,

AII = 1/Jm—1é:i:a

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.39)

sendo que a primeira A; é um tipo TM/TE, e a segunda A;; um tipo circularmente polarizada.

Note que a solucdo A; acima é T'M.

Uma vez que as fun¢des de Bessel sdo reais, superficies de fase constante (num tempo fixo)

das funcdes de onda nao s3o planos de z constante, mas “roscas”.

O vetor de onda k =

V(k,z = m¢) = k,z + %qg que é perpendicular as superficies de fase constante tem linhas que

formam hélices de raio constante p. O vetor de onda k faz um angulo 6y com Z dado por

m
k.p

tanfy = +

(6.40)
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Vamos utilizar o referencial da esfera, de modo que o feixe agora se encontra deslocado de sua

posicdo original para uma posicdo r” = r’ 4+ ry. Deste modo, usando o teorema da adigdo vamos

temos
bnller) = 3 sl i) (6.41)
ou seja,
m(k, K) = Z Vi (k, 10)V; (K, K). (6.42)

Entretanto, esta funcao ja é conhecida do guia de onda cilindrico, mostrada na secdo 5.2, de

modo que o potencial vetor é dado por

A, = > 5, Z Ui (K, 1o (( i) eFise )u. (6.43)

Jj=—00

Os coeficientes da expansao sdo, entdo, dados por

GIM = @P“\/» / O S kxAk> (6.44)
GlP = z'p“\/;/dQ XAy, (6.45)

que podem ser escritos como

GTM

TE
qu

= 2 S g (e r) (i) [ eﬂx'[X?’q'(f‘Xﬁ) ] (6.46)

* ~
qu-u

j=—o00

Os termos entre colchetes do lado direito ja foram calculados na secdo 6.1. Substituindo esses

resultados na equacdo dos coeficientes obtem-se, para o caso |,

* i ~ i 7 —i
qu-<k><z> - \/_kQquPq’(kz/k:)e «“ (6.47)
X2 = _Kmpg(kz/k)e*iqﬁ (6.48)

Var
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que leva ao resultado final

GTM

TE
GPQ

prq ad _
= — = > Ynslkro) (i)

I Jj=—00

Py (k./k)
qbi(k./k)

] / d¢ T (6.49)

que finalmente nos da

GIM L PV (k, k)
= —iPFINAm (kT KPT | R P : (6.50)

GIE | ! qP3 (k. /k)

Para o caso Il temos,
Xy -8y = —c’; Kp7q3F1Pq3F1(kz/k)e—i(q:Fl)C7 (6.51)
/8 p

* i ~ k * .8 1 7 —3

X, <k x ei> it X, = T KPRk /b)e (@F1¢ (6.52)

considerando apenas o caso positivo de 1), (para ndo confundir com =+ da orientacdo do potencial

vetor), temos

GTM + ke G’TE
TE
qu

X
_ Z 130, 7o)i ;Fquing(fz/k) ] o
CI:?FKp,ﬂ p];ﬁ (k./k)

X / d¢ e“f'*qﬂw, (6.53)

17

o que finalmente fornece

TM | ks TE
qu j: L k qu
TE
qu

Faj KPP (k. /k)

= — 27_(_@-1)—(1:!31 m—1— k,I‘
\/ Vm—1-g71(K, T0) CquKp,qﬂFlpngl(kz/k)

11

] . (6.54)

Deste modo obtivemos os coeficientes para a expansido de dois tipos de feixes de Bessel. En-
tretanto, este método pode ser estendido para qualquer feixe de Davis, obtendo-se funcdes
analiticas. Se a transformada de Fourier da funcdo escalar for analitica, os coeficientes também

serdo analiticos.



Capitulo 7

Teoria Generalizada de Lorenz-Mie para

o Espalhamento

Mie resolveu o problema do espalhamento de ondas eletromagnéticas por uma esféra dielétrica

expandindo o campo incidente na forma

B Gy 612 ]
ZH ] Eo Z GTE nm(r) + GTM Nnm(r)7
em que
M (1) = Gp(kr) Xpm(F),
Niu(®) = —Vx M, ()
O campo espalhado é dado por
E.(r b G —anG
( ) = Ey Z TE Zm(r) TM fLm(r)7
ZH(r) — | a,G b, G
em que
M, (1) = B (k1) X (),
Ni(r) = <V x M, (),
e o campo no interior da esfera por
E, LG ] —e,6TE ]
Z’H ] OZ cnGTE Mo (r) + d,GTM ()

55

(7.1)
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(7.7)
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em que
M2, () = (K7 Xn(D), (73)
N (r) = %VXmgm(r). (7.9)

Aqui M = ng/ng, ns é o indice de refracdo da esfera, ng o indice de refracdo do meio externo, k
é nimero de onda do meio externo e k&’ o do meio interno, Z é a impedancia do meio externo e
7" a impedancia do meio interno (esfera), e k' = Mk e Zk/Z'K = u/u/'.

Os campos eletromagnéticos devem satisfazer as equacdes de Maxwell em pontos onde ¢ e u

sejam continuos, e, nas interfaces, as seguintes condi¢coes de contorno:

£ x <Ein . Eout> — 0, (7.10)

P x <Hin - Hout> = 0, (7.11)

emque E,, = E,, E... = E; +E,, H,, =H, e H,,;, = H; + H,. Mas devemos nos lembrar de

que

C# X X = Vo, (7.12)
X Vi = X (7.13)
e como
o Jp(kr) o Jp(kr) N
Ny (r) = | J, (k1) + o V() +Vpp+1) o Y m(F), (7.14)
entao

X Myn(t) = ity (kr) Vo (F), (7.15)

FXNyy,(r) = 4 <u;(k7’) + %) X (F). (7.16)

Aqui convém introduzir as fung¢des de Ricatti-Bessel v, (z) = zu,(x) em que u,(z) sdo fun¢des

esféricas de Bessel, dadas por

Un(x) = xjn(r), (7.17)
tn(z) = zhV(x). (7.18)
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As derivadas das fungdes de Ricatti-Bessel sdo dadas por v/, () = zul (z) + u,(x), de modo que

U;Lix) ol (2) + unx(a:)

(7.19)

Da equacdo acima pode-se perceber que estas funcdes aparecerao junto ao termo t x N,,,,,. As
funcdes de Ricatti-Bessel por sua vez aparecerao quando multiplicarmos a equag¢do dos termos de

M,,,.. Juntando-se todas estas informacdes, vamos obter para uma esfera de raio a:

[w) —wn(M:c)] [bn ] _ [wm] (720)
E@) —s(Ma) | [ do ] | )

1 n

para o caso TE, isto é, os indices que acompanham M, e

lw«) —wn(Mx)] [an]: [%(w)] (7.21)
& (x) —4¢n (Mz) Cn Un ()

para o caso TM, isto &, os indices que acompanham IN. Para simplificar fazemos = = ka, também
conhecido como fator de tamanho. As solucdes desses dois sistemas de equagdes sao simples.

Para o caso em que i/ &~ 1 temos

[bn _ 1 [ ) —mww] [wx)] (722)
dy ATEL =g (2) &n() ()
para o caso TE e para o caso TM

ap | 1 | —qpn(Ma) u(Mz) | | ¢u(@)

[cn TAY | g & ”%(w) ] 72

Nestes casos ATE/TM

sao os determinantes das respectivas matrizes. Estas equacdes carac-
teristicas sdo independentes do feixe incidente. Os coeficientes dos campos espalhados e dos
campos dentro da particula s3o independentes do indice m devido a simetria esférica do espa-
Ilhador. Caso a esfera fosse deformada os modos azimutais ndo seriam mais degenerados. Se o
indice de refracdo relativo M for igual a um ndo existe o espalhador e os coeficientes de espa-
Ihamentos sdo nulos como esperado. Embora os determinantes A n3o admitam raizes reais, eles
podem se tornar muito pequenos para determinados valores do fator de forma x, ocasionando uma
ressonancia de Mie. Em geral, o campo ¢é espalhado em uma superposicao de modos normais.
Essas ressonancias sdo chamadas de MDR — morphology dependent resonances ou de frequéncias
naturais de uma esfera, s3o complexas e os modos associados sdo denominados virtuais. Se as

partes imaginarias destas frequéncias complexas forem pequenas quando comparadas as partes
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reais, a frequéncia natural corresponde aproximadamente a freqiiéncia real da onda EM incidente
que excita os varios modos EM.

As equagdes (7.22) e (7.23) em fungdo de x para um dado M fixo possuem vdrias carac-
teristicas: uma série de maximos e minimos regularmente espacados chamados de estrutura de
interferéncia e uma estrutura de ondulagdes com picos irregularmente espacados representando os
modos eletromagnéticos normais de uma esfera. Este dltimo também é conhecido como morpho-
logy dependent resonance — MDR — ou por whispering gallery mode — WGM (a nomeclatura
MDR ¢é mais apropriada).

As equagdes (7.22) e (7.23) implicam que podemos determinar os campos espalhados se
conhecermos os coeficientes GTE/T™ do campo incidente. O calcanhar de Aquiles deste método,

portanto, se encontra no célculo desses coeficientes, até entdao dados por

Eojy(kr) [ g;qM] - / dO(F) X5 (£) - ZEI){(Z) : (7.24)

que apresentam o problema ja citado da funcdo radial do lado esquerdo n3o cancelada na inte-

gracdo angular do lado direito. Com o resultado deste trabalho,

_ z’p\/g/dﬂ(ly) X, (k) -

essas dificuldades desaparecem. Deste modo, podemos agora conhecer o problema por inteiro em

TM
qu

(k) ]
| (7.25)
Gl

E(k)

termos de ondas parciais, ou seja, o campo incidente, o campo interno e os campos espalhados.



Capitulo 8
Conclusoes e perspectivas

Este trabalho representa um grande passo na teoria da expansao em ondas parciais ou também
chamada expansao em funcdes de onda vetoriais esféricas sobre dois pontos de vista: o primeiro
no sentido de que, o problema como apresentado até entdo, ndo estava completo ja que deixava
os termos da expansdo com uma funcdo radial ndo cancelada do lado esquerdo. Nunca fora
mostrado que do lado direito surgiria uma funcdo de Bessel esférica para anular a do lado esquerdo,
independente do campo incidente. Além disso funcao esférica de Bessel possui raizes, o que levaria
o sistema a uma singularidade. Neste sentido, demostramos que ndo ha singularidade, e que a
expans3o é valida para todo o espago, ou seja, os coeficientes sdo de fato constantes. Estes
podem ser calculados através das transformadas de Fourier dos campos elétrico e magnético, ou
apenas através da transformada de Fourier do Potencial vetor.

Além da expansdo no dominio de Fourier demonstrar que as funcoes esféricas de Bessel se
cancelam, completando o problema apresentado, as expressdes obtidas para os coeficientes per-
mitiram a obtenc3do de resultados analiticos em diversas situa¢Ges, como nos casos dos guias de
onda retangular e cilindrico e dos feixes de Bessel. O resultado para o caso geral de um guia
de onda depende apenas da transformada de Fourier de uma fungdo escalar g. Estes resultados
demonstram o potencial do método, que permite obter com relativa facilidade os coeficientes da
expansao para diversos tipos de feixe.

As perspectivas deste trabalho sao muito grandes, uma vez que a metodologia introduzida
permite expandir os horizontes em muitas dreas em que se usam ondas parciais esféricas. Mesmo
para os feixes cujas integrais ndo tenham uma solugdo analitica, o simples fato de eliminarmos
a funcao esférica de Bessel nos permite um calculo numérico confidvel. Vale lembrar que as os-
cilagoes rapidas das funcoes esféricas de Bessel trazem grandes problemas para o cdlculo numérico
das integrais, exigindo metodolgia especial para garantir a precisao numérica. Além disso, nosso
formalismo transforma um problema de trés dimensées em um problema de duas dimensoes, ou

mesmo uma, como no caso dos guias de onda e dos feixes de Bessel. Finalmente, mesmo que

59
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o resultado final seja numérico, a integral a ser obtida numericamente é realizada sobre uma su-
perficie esférica finita, na qual as fun¢des sao bem comportadas. Considerando que existem muito
grupos dedicados ao calculo dessas expansodes de fungdes de onda vetoriais esféricas, ainda hoje
uma agenda importante em muitas areas, do estudo da atmosfera a acoplamento em cavidades
de altos Q utilizadas em éptica quantica, acreditamos que a contribuicdo deste trabalho sera de

grande utilidade.



Apéndice A

Sistemas de coordenadas

Utilizaremos um sistema de coordenadas sobreposto, ou seja, os sistemas cartesiano (z,y, z)

cilindrico (p, ¢, z) e esférico (r, ) ndo sdo rotacionados, de modo que as coordenadas obedecem

as seguintes relacdes:

P
7”2
O angulo 0 pode ser definido por
p
z
e o angulo ¢ por
X
Y

de modo a podermos livremente passar de

os vetores unitarios

PP
pp

um

z® + 7, (A1
PP+ 22 (A.2)
rsiné, (A3
rcosd, (A.4)
P COS @, (A5
psin ¢, (A.6)

sistema de coordenadas para outro. Temos ainda

X+ yy,
YR+ a9, (A.8)
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e ainda

rt = pp+ 2%, (A.9)
r0 = —zp+ pz. (A.10)

Com as relacoes acima definimos os conjuntos de vetores unitdrios para os dois sistemas moveis

de coordenadas, baseados nas coordenadas fixas (X,¥,%), de modo que

A = AXTAFT+HAZ=Ap+Asp+ Az = AF+ A + Ay. (A.11)

Além disso, temos o sistema de coordenas fixo circular-complexo, dado por

Xty
éy = , A.12
s=" (A12)
que tem uma algebra um pouco mais diferenciada, mas que
A - A_é+ + A+é_ + Azi, (A13)
sendo que os termos
. A, £iA
A:I::A'e:l:_Tya (A14)
e ainda os produtos escalares sao dados por
é, - = 1, (A.15)
ér-é. = 0 (A.16)
Uma excessdo a regra é operador de momento angular, que é definido como
L_é L é_
PR s R P (A.17)

V2

devido as caracteristicas particulares dos operadores escada Ly = L, £ L,,.

Temos até agora dois sistemas de coordenadas fixos (cartesiano e circular-complexo) e dois
sistemas méveis (cilindrico e esférico). Entretanto, como vamos trabalhar em boa parte do tempo
no espaco de Fourier, teremos também coordenadas mdveis no espaco de Fourier. A melhor forma
de se passar do espago de coordenadas (direto) para o espago de Fourier (reciproco), é transformar

o sistema de coordenadas mdveis do espaco direto para coordenadas fixas, e das coordenadas fixas
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para coordenadas mdveis do espaco reciproco. No espaco reciproco definimos as correspondéncias

1 x—=ky, y— ky, 2= ks, (A.18)
2 1 p=, =, (A.19)
3 r—k 0—=¢&, (A.20)

de modo que as relagdes entre as coordenadas sejam semelhantes nos dois sistemas, bastando

apenas fazer a conversdo acima nas equagdes (A.1-A.9). A ressalva é que

k, = %, (A.21)
k. = 2 (A.23)

que como ja haviamos dito anteriormente, definem os sistemas de coordenadas fixos. Com isso,
temos o sistema cartesiano (k,, k,, k.) — (X, ¥, %), cilindrico (v, ¢, k.) = (¥, 6,2) e esférico (k, k)

- (R, £ ¢A)) do espago reciproco. Além disso, temos o angulo sélido que passa de Q)(f) — Q(R)

/ dQt) = / de / df siné, (A.24)
/dQ(R) = /dg/df sin €, (A.25)

De uma maneira geral, a Tabela A.1 resume as informagdes acima. As relaces entre os

de modo que

Tabela A.1: Sistema de Unidades utilizado
Entidade Real Reciproco

Vetor r k
Coordenadas Cartesianas  (z,y, 2) (kg Ky, k)
Coordenadas Cilindricas (p, 0, 2) (v, ¢, k)
(ro,r_,r.) (ki k_ k)
Coordenadas Esféricas (r,T) (k, k)
(r,6,9) (K, €,¢)

sistemas s3o dadas por

r = 2X+yy+z22=1r%=pp+ 22 (A.26)

N

pp = rX+yy (A.27)

Um conjunto de relagdes equivalentes para o espaco reciproco pode ser obtido, fazendo as subs-
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tituicSes descritas em (A.18)-(A.20).

A.1 Transformacoes diversas

Podemos precisar de transformar varidveis que n3o tém relacdo direta, como as coordenadas
cilindricas e circulares, para tanto descrevemos em forma matricial as transformacdes, o que

facilita enormemente o trabalho.

A.1.1 Cilindricas

A relacao entre as coordenadas planares é dada por

G-(mm))
o} —sing cos ¢ vy

e a relacdo inversa é dada por

X\ [ cosp —sing p
vy B sing  cos¢ q?) '

Temos também as relacGes entre os vetores complexos, dadas por

€, 1 1 1 X
- A.30
()-s0 )05 A
e a relagado inversa é dada por
X _ 1 1 1 é, (A31)
N V2 \ —i i & )’ '
é+ 1 €i¢ Zeld) ﬁ
= — , , R A.32
(é—> ﬂ(¢ —2'6‘“’5) (¢> (A5

p 1 e ei® é,
Gan o)) e

—

A.29)
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A.1.2 Esféricas

As coordenadas esféricas, no plano pz seguem uma légica semelhante, dada por

[ cosf —sind p
< ) N ( sinf  cosf ) ( 3 ) (A.34)

cuja inversa é facilmente obtida
p _ co§0 sin ¢ f: . (A.35)
Z —sinf cosf 0

As derivadas em ¢ sao dadas por

L D3

D

A.1.3 Derivadas

) _ ( 4 ) | (A36)
—p

d ]

2(5)-(%) )

Todas as outras relacoes de derivadas sdo obtidas a partir destas duas. Vale lembrar que relacoes

e para o caso da derivada em 6

Dy
N——
I

idénticas valem para as coordenadas no espaco de Fourier, em que a equivaléncia p — v, ® — (,
r — k e — & deve ser usada nas relacdes acima. Devemos ressaltar ainda que nao ha
equivaléncia entre coordenadas mdveis de um espaco para outro, sendo que os resultados no
espaco direto/reciproco devem ser passadas para coordenadas fixas e depois reescritas no espago

reciproco/direto.
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Apéndice B
Vetores Complexos

Em complemento ao Apéndice A, precisamos saber como funciona a algebra dos espacos de

bases complexas, ou seja, dos vetores complexos.

B.1 Base circular tradicional

Vamos estabelecer a base de vetores complexos circulares mais comuns dados por

é. = }A{\j;;y, (B.1)
(B.2)
o que nos d4 ainda que &, = &_. Vamos ter com isto que
& -8 =4y, (B.3)
ou numa forma mais clara
é.-éx = 1,
ér-é. = 0
Um vetor qualquer A pode ser expandido fazendo-se
A=A¢é, +Aé +Ae, (B.6)

67
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em que
A, tiA
A &, -A==" L)

+ + /o

do qual obtemos

Az - A++A_’

V2
A, = A

Y NG

Tomando entao
B — B_é+ ‘I— B+é_ + Bzéz,
obtemos

A . B — A_B+ + A+B_ + AZBZ

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

O caso mais comum refere-se ao operador momento angular L e aos operadores L. Neste caso,

vamos ter que o operador momento angular é dado por

e L_+eée_ L, R
L=——-—+1.&, B.13
7 (B.13)
em que L. tem valores especiais, ou seja, sdo os operadores escada. Sendo assim,
L F,+L,F_
L.F———t i 1 p (B.14)
V2
B.2 Bases modificadas
Uma base complexa semelhante a base anterior é definida como ef' = Fé. e ¢! = &, tal
que
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Deste modo, define-se o operador diddico
1= Z elel, (B.16)
e também a relacao de ortogonalidade

O uso desta base sera justificado no Apéndice D, neste caso, através de um operador de spin

dado por
S;A =ié; x A. (B.18)

em que j = x,y, z. Outra base equivalente a esta, usada por R. G. Newton!®¥, definida como

X1 = €., (B.19)
Xo = 1€, (B.20)
X_1 = é,. (B.21)

em que temos o operador unitdrio diddico

1= Y xix; (8.22)

i=—1,0,1

Xi - X; = 0ij. (B.23)
de modo que, definido-se o operador de spin como
S;A =ix; x A (B.24)

No contexto desta tese essas bases sdo utilizadas apenas na teoria dos harmdnicos esféricos
vetoriais, uma vez que a decomposicdo em componentes das mesmas incorre em termos que nao
tém simetria de notacdao, como no caso da base circular tradicional €;, e sé serdo utilizadas no

contexto do tema abordado.
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B.3 Produtos vetoriais

Para a base (é,,é_,¢é,) temos

é, xé_. = —ie,, (B.25)
é_xz = —iée_, (B.26)
Zxé, = —ié, (B.27)
o que leva a
é, é_ é, é, é_ é.
AxB = i| A, A A |=i|lA-é A-é A-é (B.28)
B, B. B, B-é, B-é B-é,

Ressaltamos uma inversao na posicao dos termos ja que os termos que acompanham o vetor

. A A A ~ . . . 7 A oAk
a = a_€&; + ay€_ + a.z estdo invertidos, ou seja a; € o termo que acompanha é_ = &.

A grande confusdo ocorre quando queremos calcular o produto vetorial com algum dos vetores

unitarios, por exemplo, para B = é.,

~ A~ A~

€, €_ €. €,
Axeée, =1|A-&, A-é. A-¢e |=1| Ay
0 1 0 0

ou seja, o termo nao-nulo aparece em baixo do vetor unitdrio é_

é_ ¢,
A A, (B.29)
1 0

. De modo que, o melhor a fazer

é utilizar a convencdo de fazer os produtos escalares com os vetores unitarios da coluna.

B.4 \Vetores especiais

Como vetor especial definimos os vetores unitdrios T e seu equivalente no espago reciproco k.

P o= PR ALY 4 Pl = P8y 4 P 8 + 78, (B.30)
k = koX+ky+kee, =k &, +ké +Fke., (B.31)
sendo que
Fy = 2 in De*'?, (B.32)
V2

r, = cosf,

(B.33)
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o que nos da diretamente um correspondéncia com os harmonicos esféricos

fr = F ?Yl,:tl; (B.34)
4
TAO = %YLQ. (835)

Podemos construir uma tabela de operagdo do momento angular sobre os componentes do vetor

unitarios, mostrados na Tabela B.1. Podemos também escrever o vetor unitario & como

Tabela B.1: Operadores de momento angular sobre as componentes do versor

F T Fy
L_| 0 V2r_  —\2r,
L, | —i_ 0 i
Ly | V2r, —V2r, 0

-
I

1
, /?7r (Vi 18y = Yige +Yige.). (B.36)

Para o vetor unitario k temos relacdes idénticas, bastando apenas mudar os nomes das varidveis.
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Apéndice C

O Operador Momento Angular

O operador momento angular (classico) é definido como sendo

d
L = —irx—.
ZI‘Xdr

C.1 Em Coordenadas Cartesianas

Em coordenadas cartesianas (z,y, z) temos

L = Lx+L,y+ L.z,
L, = —Z(y%—zﬁ%),
L, = z<z%—x%),
b (2.

C.2 Em Coordenadas Esfericas

Em coordenadas esféricas (r,T) temos

L = L&+ L@ + Lyo,

r = rt,
i — 2f~+lgé+ ;2
e~ Or r 00 rsinf 0¢

73

.



74 APENDICE C. O OPERADOR MOMENTO ANGULAR

sendo que
L, = 0, (C.9)
1 0
Ly = —i|— — C1
’ Z( sin98¢)’ (C.10)
Ly, = —ig (C.11)
d) — a9. .
E comum também usarmos
L, = —i (— sin gb% — ¢os ¢ cot 96a¢) (C.12)
0
L, = —i (— cosqb + smgbcotQ%) (C.13)
0
L, = —i—. 14
z Za¢ (C )
Além disso os operadores de adicdo e subtracdo sdo dados por
Ly = %% (:I: 889 +icot 9%) (C.15)

C.3 Em Coordenadas Cilindricas

Em coordenadas cilindricas temos

L = L,p+Lyp+ L.2, (C.16)
r = pp+ 2z, (C.17)
d 0., .10, a R
e —p 200 PR (C.18)

Deste modo temos

z 0
L, = —i(-22), C.19
’ < pc?czﬁ) (€19)
[ 0 0
Ly, = —i (za—p—pa), (C.20)
L = 2. (C.21)
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C.4 Transformada de Fourier do Operador Momento An-

gular

C.4.1 Demonstracao |

Sabemos que

, d
= —Iir X E7 (C22)
d 0 0 0
el S H S C.2
dr 6?:1:)(7L Byy + 92 (C23)
d 0 0 9,
L R+ 9+ =2 (C.24)

e deste modo

Ly(r) = L { (2;)3 7 / >k \If(k)e“"r} = (2;)3 o / d*k W (k)Le™™ (C.25)
— (273)3/2 /d3l<; U (k) (—ir X %) e e (C.20)
- (273)3/2 /d3k U (k) (ik X %{) ek, (C.27)

Integrando por partes e usando o fato de que as fungdes que tém transformada de Fourier per-
tencem a um espaco de Hilbert (ou seja, sdo quadraticamente integraveis, o que significa que vdo

a zero para 1 — 00), obtemos

Fazendo entio

F{Ly(r)} = (273)3/2 / d’r Lip(r)e ™" = (271T)3 / dor e7 T / &k ™7 LT (Kk)(C.29)
= (271)3 / &’k LU (k) / dPr R = / &k LI(k)5(k — k) (C.30)
= L), (C.31)
o que nos diz que
L= —ikx (C.32)

dk’
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ou seja, mantém a mesma “forma” que o seu correspondente no espaco de coordenadas, ou seja,

no espaco de coordenadas temos

L = —irx di’ (C.33)
r
0
L, = —i— C.34
L= i (C.34)
, 0 0
— +i¢p .
L. e (:t@@ + i cot Q&b) (C.35)
e no espaco de Fourier temos
L = g (C.37)
Lo = F¢ (iai%—zcotf ag) (C.38)
C.4.2 Demonstracao Il
Transformada de Fourier
/ 1 1 ik’ /
E(') = (2w)3/2/d3k T TEK), (C.39)
’ 1 1 —ik'-r! /
EK) = (27T)3/2/d37“ e M TE(Y). (C.40)

A transformada de Fourier do operador momento angular é

L E() = (273)3/2 / &K (Leik’-f’) E(K). (C.41)

Isso nos diz que temos que fazer

Lk = 471'22]1 (K'Y ( )LYlm( " (C.42)

L. Y, +eé,L_Y,, .
= 4%2#]’(/{’7“’)}/2:1 (e + 11 \—/i_§e+ ! +zLZYlm) (C.43)

m Ym A
_ 4”22] kmz (e iy, +1\—/i-§e+c l 1+szl7m>. (C.44)
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Estamos de fato interessados na soma

S = ZYlm<e cJr MY + &, Y 1) (C.45)
Im __ : l,m I,m=%1
em que " = \/I(l+1) — m(m £ 1). Temos ainda o fato de que ¢y = ¢7"*". Deste modo,
vamos reorganizar a soma da seguinte forma
-1 l
S=e_ > Y Yimat+er Yo MV Y (C.46)

m=—I m=—(1—1)
Fazendo, na primeira parte da soma s — m + 1 e na segunda s — m — 1, temos

-1

!
N l,s—1vy % A l,s4+1vy %

S=é E Ct Yl,sflelys + ey § c_ Yl,s+1§/l757 (C47)

s=—(1-1) s=—1

Ls+l _ Ls—1 _ 1
e agora usando ¢ = c® e ;7' = ¢° obtemos
! -1
~ 1,8y % ~ 1,8y %

S=é_ E c_ Yi,s—ln,s +eq § Ct Yl,s—«—l}/l,S' (C48)

s=—(1-1) s=—1

Podemos ent3o definir um operador momento angular £, no espaco de Fourier, com as mesmas

propriedades do operador momento angular no espaco de coordenadas, de modo que

S=é.> (£L1,) Y13+e+z LiY1) Y, (C.49)

s

e como L = L_ ou ainda &, = &, demonstramos que
L™ = 4x Z i (K'Y (F )(L',Ylm ) = 47 Z i (K'Y (B )Ylfn(f(/)L (C.50)
= ezk/ r’c. (C.51)

Isso significa que a transformada de Fourier do operador momento angular é dada por

L-E{)= W / &K (Leik’-r’) LE(K) = (27:)3 7 / PE X TL-EX).  (C52)
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C.5 Harmonicos esféricos escalares

Os harmonicos esféricos sdo as autofun¢des do operador momento angular.

LY = 11+ 1)Yim, (C.53)
LiY = ce(l,m)Ym, (C.55)

em que
A= ITm)(£m+1)=I(1+1)—m(m+£1). (C.56)

Em muitos casos ainda é util saber que

Im I,m=£1

it o= (C.57)
Abaixo temos algumas propriedades importantes dos esféricos harmonicos

. 20+1
Yio(F) = Y(6,0) = gy Py(cosb), (C.58)

Y2m<07 (b) = —5m,07 (C59)

Vinlm ) = (-1 26, (C.60)



Apéndice D
Harmonicos esféricos vetoriais

Existem varias definicGes de harmonicos esféricos vetoriais, mas podemos classificar em trés
basicas, que no fundo acoplam os momentos angulares orbital e de spin. Este acoplamento pode
ser feito por meio das func¢des base de alguns “observaveis”. Deste modo, tendo as autofuncdes
dos operadores de momento angular de rotacao — L, de spin — S — e total — J, utilizamos dois
destes operadores para construir a nossa base, resultando assim em trés principais harmonicos

esféricos vetorias, sendo!®®l:
e autofuncdes de L., S, e L?;
e autofuncdes de J,, J? e L?;
e combinagdes lineares dos anteriores, para obter modos T'E /T M.

Os dois primeiros casos s3o bem conhecidos da mecanica quantica. No eletromagnetismo tem-se
o equivalente do “acoplamento spin-6rbita” dos livros texto de mecanica quantical3® (singletos e
tripletos). Os harmonicos esféricos vetoriais sdo autofuncdes semelhantes aos singletos e tripletos,
que em vez de acoplarem meia unidade de momento angular de spin, (m = +1/2) acoplam uma
unidade de momento angular de spin (m = —1,0,1).

Vamos definir o operador momento angular de spin como sendo
S =ilx (D.1)
em que I é uma identidade diddica definida como

I= ) &8 (D.2)

1=2,y,2

79
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Essas identidades em notacao vetorial
IL=¢-1,=¢ (D.3)
sao equivalentes a

I= Z i) (il . (D.4)

na notacao de Dirac

Deste modo, o operador S possui um conjunto de autofun¢des dado por

X+ 1y
el = 1) = —X D.5
i 1) 7 (D.5)
el = |0)=2 (D.6)
ol = |-y ="1Y D.7
o que faz com que, para s =1emy = —1,0,1, se tenha
S.el = mgel" (D.8)
S%e™ = s(s+41)e™
Finalmente é possivel mostrar que
SxS=1S (D.10)
o que torna S um operador momento angular de rotacdo auténtico.
D.1 Harmonicos esféricos vetoriais desacoplados
Neste caso fazemos
}flmu = lmeﬁt (D].].)

ou ainda, persistindo na notacao de Dirac,

[l = |lm) & |p) - (D.12)
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E possivel mostrar que esses vetores sio autofuncdes de L., S, e L?. Obtemos assim nosso
primeiro conjunto de harmonicos esféricos vetoriais. Neste caso especifico, temos que s = 1, mas

se tivéssemos um valor diferente de s poderiamos escrever
Yimsu = Yimel. (D.13)
Ambos estes casos sao equivalentes ao caso quantico

[lm; sp) = |Im) & |spu). (D.14)

D.2 Harmonicos esféricos vetoriais acoplados

Neste caso, como na mecanica quantica, lancamos mao dos coeficientes de Clebsh-Gordon

para construir a nova base de autofun¢bes do operador momento angular total

|J M) :Z|lm; sp) (Imy; sp| J M) (D.15)

m,p

No nosso caso temos
M !
Y = Z CT;;{MEm§S#7 (D.16)
M

ou na nota¢do compacta para s = 1,

m,p

Deste modo, os harménicos esféricos vetorias s3o autofuncdes de L?, .J, e J?, ou seja, do momento
angular total, onde C%7, = (Im; sp|JM) s3o os coeficientes de Clebsh-Gordon. Este modo pode

m,

ser utilizado para o célculo explicito dos harmonicos esféricos vetoriais.

D.3 Calculo dos harmonicos esféricos vetoriais acoplados

Podemos utilizar a expressdo da equacdo (D.17) para obter os harménicos esféricos vetoriais
em uma forma explicita. Entretanto, mostraremos um outro modo de se obter expressoes explicitas
para os harmonicos esféricos vetoriais, que os liga diretamente aos harmonicos esféricos vetorias
transversais e longitudinais.

Para tanto, devemos encontrar uma representacao que seja
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1. uma fun¢ao vetorial de suas coordenadas;
2. autofuncdo de J?, L? e J, simultaneamente;
3. possua certas propriedades que derivaremos a seguir.

Usando os operadores

J o= Lo+ Jydy+ I, (D.18)
J, = L,+5, (D.19)
L? = L,L,+L,L,+L.,L, (D.20)
temos que
J? = L*+ 2+ 2iLx (D.21)

O resultado acima se deve ao fato de que

J? = (L+S)-(S+S) (D.22)
= L*+S*+L-S, (D.23)

e esta segunda parte, da definicdo de S

L-S = L,S.+L,S,+L.S. (D.24)
= L,(1xx) 4+ L,(igx) + L.(izx) (D.25)
= L x. (D.26)

Sendo assim definimos os Harmdnicos Esféricos Vetoriais Y7" tais que

JY = G+ 1Yy (D.27)
LY = 1+ 1Y} (D.28)
JY] = mY) (D.29)

de tal forma que podemos esperar que os harmonicos esféricos vetoriais sejam somas de produtos
de harmonicos esféricos e de autovetores do operador S,. Além disso, estes vetores devem ser

normalizados,

/ AQ Y™ - Y = 6556w S (D.30)
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de modo que possamos usa-los para construir projecoes. Vamos agora verificar as propriedades

destas funcdes, comecando com o célculo da acio de .J? sobre Y, ou seja

JY = (L? + 5% + 2iLx)Y}} (D.31)
que vai nos dar, fazendo z = j(j + 1) — I(l 4+ 1), a principal expressdo de nossa teoria

2L x Y] = (z—2)Y) (D.32)

Tomando L- de ambos os lados, usando a identidade vetorial entre A-(BxC) = C-(AxB) =
B (C x A) e lembrando que L x L = iLL obtemos facilmente que

2L Y =0 (D.33)

Do mesmo modo, tomando Lx de ambos os lados de (D.32) vamos obter

2ILXL XY =(z-2)Lx Yy (D.34)
e fazendo
LxLxY = LL-Y]")+iLx Y] — LY D.35)
= LL Y +iLxY;" = I(l+1)Y;" (D.36)
Eliminando L x Y7* por meio de (D.32) obtemos
r(z—2)L- Y =4l(l+1)Y;" — 4L(L - Y}") (D.37)
Juntando os termos
[2(x —2) —4l(1+1)]Y; = —4L(L- Y} (D.38)

Multiplicando ambos os lados por x, e usando a equacgdo (D.33), obtemos a equa¢do caracteristica

que dita as restricées a j e [,
wlx? =20 —4l(l+1)] =0 (D.39)

As solugdes desta equagao sao j =1I,l+1,l—1,—l —1,—] —2,—[. Vamos considerar apenas as
solugdes com j positivo, o que nos dd os casos j =[le j =1+ 1.

Solucdes com j =1
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Neste caso x =0 e
1+ 1Y =L(L-Y}]") (D.40)
Aplicando L- em ambos os lados

(I+ VLY = LAL- Y} (D.41)

J

o que nos diz que L - Y;" « Y} ,,, ou seja, Y;" = aLY) »,,. Aplicando a condi¢cdo de normalizagdo

obtemos diretamente que
LY,

Yi=———
J(G+1)

g (D.42)

Solucoes com j # [

Se j # I, temos da equagdo (D.32) que L - Y;* = 0. Para prosseguirmos, voltamos a

equac3o (D.32) e multiplicamos ambos os lados por #- e #x, obtendo

2it - (LxY)') = (z —2)F- Y (D.43)
21t x (LxY]")=(z—2)Fx Y (D.44)

e usando as identidades
F-(LxA) = 2it-A—-L-(fxA) (D.45)
Fx(LxA) = LE-A)+itx A (D.46)

0 que nos da

(z+2)8- Y] = —2L-(FxY}") (D.47)
f x Yy = 2iL-(®-Yy") (D.48)

Eliminando o produto vetorial obtemos

w(z+2)8- Y] = AL*(#-Y))) (D.49)

o que nos diz que T - Y;" X Y, ou seja,

z(r +2) = 4k(k + 1) (D.50)
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o que nos dizque k =x/2 e k =x/2—1 sdo solugdes. Uma vez que jd sabemos que j =1+ 1,
podemos investigar estes dois casos explicitamente. As solu¢des positivas sao k = j, o que nos

da a solugdo completa. Sabendo que

m o __
Yy =

L 3

(F-Y]) - x (Fx Y (D.51)

gl

que é uma identidade relacionada a decomposicao em simétrico e antisimétrico, e que j& mostra-

mos que

of X Y = 2iL(¢ - Y}") (D.52)

comt - Yj’l“ = aY},, em que a é uma constante, obtemos

2it x L
Y] =a (r o ) Yim (D.53)
x
que normalizado gera
it — it x L
Y, = ‘f—.}qm (D.54)
325 +1)
” |+ 1) +if x L
Y, = — U . ) " Y (D.55)
VD +1)

A acdo do rotacional sobre o rotacional mistura os harmonicos esféricos vetoriais. De fato, ele

atua elevando j em uma unidade em qualquer direcao permitida.

D.4 Harmonicos esféricos vetoriais transversais e longitu-

dinais

Podemos obter combinagdes de harmdnicos esféricos vetoriais, de modo que definimos

Y = Vi (D.56)
LY.,

Xpy = —mm (D.57)
(1+1)

Vlm = —if‘XXZm (D58)
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e ainda pode-se facilmente mostrar que

le = —if‘XVlm,

Vlm = —if'XXZm.

(D.59)
(D.60)

Esta forma é vantajosa uma vez que trabalhamos com as autofun¢des do operador momento

angular. Além disso, tem-se que Y/, tem somente a componente na direcao T, e que Vy,,, € Xy,

ndo possuem componentes nessa direcao. Observando as expressdes explicitas dos harmonicos

esféricos vetorias Y, podemos ver claramente que

gl
YY", = RN ik V4
a1 27 +177" 2541
Y5 = Xim
j+1 J
A 1\

ij = 2]' + 11/}?—1 + 2] + 11/3'777}-%-1
im = Y
J+1o., J m
Vim = 2j + 1}/},j—1 o 2j + 11[3'7]"*‘1

D.5 Multipolos de Hansen

Os multipolos de Hansen s3o definidos como se segue

Mlm = ul(k:r)le
1
Nlm = EV X Mlm

L = — 9 (w(kr)Yin(®))

(D.61)

(D.62)

(D.63)

(D.64)

(D.65)

(D.66)

A grande virtude destes multipolos é que eles sao 6timos para decompor campos que sdao mutu-

amente rotacionais (como requer as leis de Faraday e Ampére) ou divergentes (como requer a lei
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de Gauss):
V-M,, = 0 (D.70)
V-N,, = 0 (D.71)
V. Ly, = iku(kr)Y, (%) (D.72)
e também

VXL = 0 (D.75)

o que mostra como My, e Ny, sdo ideais para descrever em multipolos os campos elétrico e
magnético, ligados pelas leis de Ampere e de Faraday.

Vamos entdo expandir as definicdes e verificar as formas explicitas destes multipolos.

Mlm = fl k‘r (D76)

l
Ny, = fl 1 lﬂ" ll 1 2l+1fl+1(k7")Yll+1 (D-77)

/ l+ 1
Ly, = fl 1(kr) Yll 1+ fl+1<k7")Yz,]l\i1 (D.78)

ou na forma diferencial

My, = fi(kr)Y) (D.79)
Ny, = —(f,’<kr>+fl$ )Vlm VITF D k)Y (D.80)

Ly, = —/I(l+ 1)fll<f)vlm — [1(kr)Y (D.81)

Como podemos ver, estas relacdes nos permitem construir solu¢des completamente gerais para
as equagdes dos campos eletromagnéticos de uma maneira que € intuitiva, razodvel, matemati-
camente e numericamente tratdvel, de modo que poderemos daqui em diante usar identidades e

relagdes entre os harmdnicos esféricos vetorias e/ou as equagdes de Bessel, Neumann e Hankel.

D.6 Propriedades

Seguem algumas propriedades dos harmonicos esféricos vetoriais tranversais
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Simetria
Os Harménicos Esféricos Vetoriais obedecem as propriedades de simetria dos Harmdnicos esféricos

escalares, ou seja

Y, = (—1)mYZm (D.82)
Vim = (—1)mVZm (D.83)
Xiom = (—1)mX;‘,m (D.84)
e também
Vim(—t) = (=1)"V, . (%) (D.85)
Xim(—1) = (=1)"X;,.(F) (D.86)
Yin(—%) = (=1D"Y.(#) (D.87)
Forma diferencial
. ~1 ~1
L = i(éfa¢—¢3ag> (D.89)
P
o que leva a
Y., = tY. (D.90)
1 AT N
Xy = ———(0-04— D0 | Yim D.91
I l(l+1)<p¢ ¢e) I ( )
1 ~ T
Vim, = —— 100y +¢d-04 | Vi D.92
I l(l+1)< a ¢p ¢>> ] ( )

Isso nos permite calcular as seguintes quantidades, quando ¢ = ¢(r). Gradiente de um campo

escalar

v(w,m) = Y+ 10+ 1)%\% (D.93)
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Divergente
2
(1
r
V- <¢X,m) ~ 0
l
V'(Cﬂ’}z 1> = m(( _1)%_¢,)}/lm
[+1
V- (¢YzT+1> Jj (( + 2)% — qﬁ/) Yim
ve(evi) = 0
Rotacional
V x <¢Ylm) = —i\/l(l + 1)%5sz
VxoVi) = (¢+2) i
V x (nglm) = 1/ l(l + 1)§Ylm +1 (¢’ + %) Vim
[+1
v (oY) = /5 ((l -1 - 925’) v
[
V x (¢YzT+1> = Va1 ((l + 2)? - ¢/) Yin Yy
[+1
V x (Cﬂﬂ”) =/ Q;—ﬁ <(l - 1)% +¢'> Y+
! / m
Vo () it
Laplaciano escalar
v (8in) = (¢” 2y A 1)¢) Vi
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(D.94)

(D.95)

(D.96)

(D.97)

(D.98)

(D.99)

(D.100)
(D.101)

(D.102)

(D.103)

(D.104)

(D.105)

(D.106)
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D.7 Expansao em ondas parciais no espaco direto

A expansao em ondas parciais é dada por

/By = 3 (GEMy(r) + GLIN, () (D.107)

Pq

ZH/E, = Z(GngMm(r)—GngNm(r)) (D.108)

pq

em que M,, e N,,, sdo os multipolos de Hansen

M,,(r) = j?(kr)qu(f) (D.109)

Np(r) = 2V x My (r) (D.110)

Pelas proprieadades dos Harmonicos Esféricos Vetoriais, podemos calcular diretamente

Nult) = VI DAY (i) + 25 ) Vi, (0an

Isto nos diz claramente que M,,, - N,,, = 0.

D.8 Expansao em ondas parciais no espaco reciproco

Sabendo que

Ek) = ]-"{E(r)} (D.112)
H(K) = .F{H(r)} (D.113)
E/E, = 5(’“];—;"")&(12’) (D.114)
H/Ey, = W%k(k’) (D.115)
no domnio de Fourier temos que
£ = @Z(—i)ﬁ (GLEx: +iGLMy: ) (D.116)

m . * . *
ZH, = \/;Z(—z)p (GIMar —iGLEV:) (D.117)
)
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e as fungbes X, e V,, ja foram calculadas para o caso do espago direto. Como no espago
reciproco estamos sempre calculando sobre a esfera, reduzimos o problema de trés dimensoes

para duas.

D.9 Formas explicitas dos Harmonicos Esféricos Vetoriais

Temos que
I = Xsinfcos ¢ + ¥ sinfsin ¢ + Z cos (D.118)
sin e~ sin fe’®
= ——&, + ———¢&_ +cosbz D.119
\/5 + \/§ ( )
e
L_ Ly
L=—é +—eé_+1L.z D.120
\/§ + \/§ ( )
Sabendo que
m (L+m)(l+q)
K™ = D.121
i \/(2l —1)(20+1) ( )
[ —m)(l —
gmo — U=mi=q) (D.122)
’ (2l -1)(21+1)
I—m)(l+q)
Kyt = ( D.123
0.4 \/(2l —1)(20+1) ( )
obtemos!®l
cos V" = KoY+ KoY, (D.124)
sinfe’® Y = K™yt — KTy, (D.125)
sinfe @ Y™ = K™Y - KT (D.126)

Expressando qualquer vetor em termos de suas componentes na forma

e_-U
-U (D.127)
e, -u
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temos
. —(p+ VKT, Y0 V2 = pRE LY V2
Vg = N/ (p+ KXY 2+ pRIT VI V2 (D.128)
(p+ 1D)KG, Y, — pK Y
Kg,g)—&-ly;)qjll/ﬁ _ KQ#H—l Y;Jq_:—ll/\/ﬁ

+,p+1
Yo, = | KW N2+ KON Y V2 (D.129)
K§p Yo + Kgp Yl
LIy
. c;quqH (D.130)

X, = — | » _
- plp+1) | "7

qY)!

Os outros harménicos esféricos vetoriais s3o dados por[*®!

l—1,m

Wn—l,m—l
Y, = c2+l(2l_1)YLl,m+1 (D.131)

oY)
21— bm

Clm

2l(1+1)
clm

Y7 = | m=—=Yimn (D.132)

) 2(1+1)

I,m—1

l,m

_m
1(+1)
r Cl+1,m

D@ Yierm-1

I+1,m
m — C+

Vil 2(l+1)(2l+3)Y2+1’m+1 (D.133)
+1,m

(I+1)(20+3) Yisrm
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