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ABSTRACT

This work is grounded upon three fundamental physical
principles: the strong equivalence principle; the wvalidity of
Special Relativity within any region of constant gravitational
potential; and the gravitational red shift. The main objective
of this research is to provide a deeper understanding of +the
transformations and main results of General Relativity. The
first part of the work analysis a "gravitational capacitor®
built of both poesitive and negative mass matter, in such a way
to create two flat spacetimes separated by a gravitational
field. Transformations of kynematic, dynamic and electromagne-
tic magnitudes are obtained, Among the results of the analy-
eis, the following conclusions were reached: the speed of
light, =211 velocities, mass, energy, momentum and electric
charge are invariants for +transformations hetween reference
systems at different gravitational potentials, Newton's third
law is invalid for electric interaction between charges separa
ted by & gravitational field, The gecond part of the work pro-
ves that there does not exist a set of coordinates {excent for
the local coordinates) that maintains space isotropy and cong—
tant coordinate gpeed of light throughout space, except for

flat solutions.

RESUNMO

Eete trabalho ests baseado sobre tres princ{pios fisicos
fundamentaig: o princ{pio de equivaléncia forte; a validade da
Relatividade Restrita em qualgquer regiao com potencial gravita
cional constante; € o "red shift" gravitacional. Seu objetivo
principal & proporcionar uma melhor compreensao dag transfor-
magaes e principais resultados da Relatividade Geral, A primei
ra parte do trabalho analisa um "capacitor gravitacional® cons
truido a partir de massas gravitacionais positivas e negati-
vas, de tal forma que da origem a duas regiaea "ohatasg” no gs-

pago-tempo separzdas por um campo gravitacional. Tranzforma-
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QSES de grandezas cinematicas, dinamicas e eletromagnéticas
880 obtidas., Entre os resultados da anélise, ag seguintes con-
clusoes foram alcangadas: a velocidade da luz, todas as veloci
dades, massa, energia, momentum e cﬁrga eletrica sao invarian—
tea para transformagges entre sistemas de referencia em dife-
rentes potenciais gravitacionals., A terceira lei de Newton nao
& valida para a interaqao elétrica entre cargas separadas  por
um campo gravitacional. A segunda parte do trabalho demonstra
que nao existe um conjunto de coordenadas (exceto as coordena-
das locais) que mantenha a isotropia do espaco ¢ a2 velocidade
coordenada da lur constante por todo o espaco, exceto para so-

lugoes "chatas".

LA 2
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carfruro
1. INTRODUGAQ

Se tratarmos a Relatividade Restrita e Geral em termos de
suas metricas veremos que a principal diferenca entre elas &
gque na primeira o tensor métrico nv € constante e pessul a
forma de Minkowski Yo = anuh (+1,-)-1;1) enquanto que na segunda
0 tensor metrico ZMJ & funqao das coordenadas de cada pon—
to do espago-tempo. A ligagaolentre as duas 6 feita atraves do
Princ{pio de Equivaléncia, da Relatividade Geral, que nos ga-
rante ser sempre possfvel escolher um sistema de referencia 1o
calmente inercial, igto é, um referencial no qual os "potenci-
aig" %MQ sejam localmente os de Minkowski(l). No  entanto,
esea 6quivaléncia.56 ¢ vélida, em geral, em um ﬁnico ponto.

Para que tal 1igag£o fique mais clara uma pequenz exposi-
gao das condiqSEB de uso da Relatividade Restrita se faz neceg
saria. Observemos que além dos postulados do Prineipio da Rela
tividade e Constancia da velocidade da luz, 2 fato de B metri-
ca da Relatividade Restrita ser invariante frente a transforma
qaes do grupo de Lorentz, deixa claro que existe uma terceirsa
condigao de igual importﬁncia: a geometria euclideana deve smer
valida. Toda a cinematica da Relatividade Restrita exige ape-
nas essas trés suposicoes: os dois postulados e a validade da
geometria euclideana, Sempre que essas condiqaes forem =satis-
feitas, a Relatividade Restrita sera vélida, e vice-versa,.

Sempre que os "potenciais" gravitacionais sejam constan-
tes (iguais em todos os pontos do espago-tempo) o tensor de
Riemann-Christoffel sera nulo e o espago-tempo sera "chato",
igto €, mem curvatura, podendo através de uma transformacmo de
coordenadas ser transformado em uma metrica de Minkowski. Por-
tanto, sempre cue em uma regiao do espaco-tempo o potencial
gravitacional for uniforme, sera rigorosamente vﬁlida, nessa
regiao, a2 Relatividade Restrita. A Relatividade Geral faz—ae
necessaria quando 0 potencial gravitacional varia no egpaco-
tempo considerado,

. rot ¢ s,
A partir dai e possivel conceber-se uma situacao interme-
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‘diaria entre a teoria da Relatividade Restrita e a teoria da
Relatividede Geral: aituagao na qual existam regioes do aaspago
tempo nags quais o potencial gravitacional & constante, separa-
das por um campo gravitacional (como exemplo, pode-se citar a
regiao interna de uma esfera oca e a regiao externa muito afag
tada de fontes de campo gravitacional, pois tanto no interior
de uma casca eaferica homogemea isolada quanto na regido assin
toticamente distante do centro, na solugao de Schwarzschild,
0 potencial & constante).

A importancia de um estudo degse tipo de situaqao e que
ele proporciona, em primeiro lugar, uma melhor compreensﬁo da
fisica subjacente as transformaqaes da Relatividade Geral - da
influéncia do campo gravitacional nos processos de mediqao; e,y
em segundo lugar, a obtenqao de resultados compat{veis com a
Relutividade Geral e com outras classes mais abrangentes de
teorias gravitacionais.

Note-se que, apesar de aqui estarmos tratando a Relativi-
dade IZspecial como um caso particular da Relatividade Geral, a
sua validade esta comprovada experimentalmente e independe da
validade da ultima., Considerando-ze que 2 Relatividade Geral &
muito mais questionada atualmente do que a Relatividade Restri
ta, & interessante poder dispor de alguns resultados gque pos-
gam ser mantidos em qualquer teoria gravitacional que leve 8
Relatividade Restrita como caso particular, para potenciaisg u-

nifermes.

2, PrRINCIPIOS FfsTCOS 4 SEREM UTILIZADOS

Na analise que sera realizada a seguir serao utilizados
com frequéncia tres princfpios fisicos: a existencia do "red-
shift" gravitacional; o princ{pio de Equivaléncia forte; e =a
validade da Relatividade Hestrita em regiaes onde © campo secja
nule (potencial gravitacional uniforme). Os resultados obtidos
a segulr serao vilidos em gualquer teoria na qual essgesg priﬂci

plos sejam obedecidos.



2.1, "RED=SHIPTY GRAVITACTONAL

De acordo com estudosn feitos, pela Relatividade Geral, =zo
bre & propagacao de raion de luz  num campo gravitacional, o
Treqliencia da luz, medida lovalmente, crooce 20 wmoomo tempo

gue o wvalor absoluto do potencial do campo gravitoacionanl, izl

é, g luz ao =mo alfester da Tonle do campl groavituecionmd dimingi
sua freqﬂ@hcia, A este fenomeno dé~5e 0 nome do "ed  Dhifew
gravitucional, Tal fenomeno & empiricamente verificndo ¢ vor
este motivo deve ser valido enm qualquar teoria  sravitzeional,
Tomado como nprinc f rLo, aoon foenomeno now norml e zutubielecor
r&laqaeﬁ antre rwlmgiom pudramﬁ diapnstos em rmﬁigag con diTe-
rentes potencials provitacionais.
2.2, PRINCIPIO pa WHUIVAJMHL] FORTH {tmE)

G Princ{pio de Equivmlanui&.Fortﬂ gurante que um  eiaotomn
de referenciu nao-increial o cquivalente o um campo graviviceio
nal, oque significa garaniir, como jé foi ecolocado anteriormen

te, & eocolha de um mistowa de relerencia no Gual os WMJ 51—
.

.

Jum localmente congtunten, isto ¢, um sletens que meja looal—
oy - -y ¥ - - + . ’

mente incrcial, Bsse sistcoma locolmente inercial @AM sl auool

o , ’ ) -
e queda livre, que esta portanto atravessonda o103 gus oposn

suem diferentes poteonciciso proviitocionaic, B3¢, duranto sus oue
da @ conmegiionte variacao do potencial gravituclonal, eoon o

Lema pormanece localmsn te inereinl, comporiundo-ne como um ol s

tema gem campo, iespo sisnifica quo, de acesrdo com o Principio

de Dquivalencia Torte, o velor do votenclal gruviiucionsl noo

¥

. e - . " - . 1 - wor -
inf1ui nos fenomenos fizicos Uma conseqgienciu diszo o e,
#

transportarmos um gintoma Tigico {contands aparelnos de medi-
nio, eie.) de um ponto purt culro de wn canpo areavitoneional,
nennuma expericncin interna reclisodn nease slotems pormilira
depcobrir oo o potencial provitocionzl mudou ou nao. O Princi-
pio de Boguivaleneia forte proporeiona asgim una booe TATL D oan

- " -’ ) . T, . H b
tudo de medidas Tivican locadio {(por crunsporbe de woacs oo

W
.
coma ge vera depoig,
I’
(1) W e coia Torma ds PuW UG umnrnmos en Uodo trobullo - 5 oo

tencial gruvitocionul noo iallud om med ldon locwls.,
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2.3, RELATIVIDADE REETRITA E POTENCIAIS UNIFORMES

Um terceiro princ{pio fisico a ser utilirado em nosso tra
balho sers o fato, jé citado anteriormente, de gue a Relativi-
dade Restrita deve valer em regiSes que possuem potencial gra-
vitacional constante, ou de outra forma, em regiaes cOm campo

gravitacional nulo.

3. STTUAQEO EM ESTUDO: "CAPACITOR GRAVITACTONAIL™

Normalmente, imagina-se que 4 massa, ao contrario da car-
ga eletrica, deve ser sempre positiva, No entanto, jé surgiram
muitos trabalhos explorando a ideia de missas negativas. A si-
tuagao que sersd analisada no presente trabalho utiliza a idéia
de um "capacitor gravitacional", com massas positiva e negati-
va, como forma de gerar duas regiaeﬁ do espaco—tempo com poten
ciais gravitacionais diferentes, porém congtantes em cada regd
a0. Embora seja uma situaqao aparentemente imposaivel, trata-~
se da aituagao mais simples em Qque pode ger feito o tipo de -
nalise que o'presente trabalho objetiva, e cujos resultados po.
dem ger estendidos a outras situaqaes mais realistas. Por ou-
tro lado, a idéia de masoas negatives nao ¢ de todo abgurda,
como se procuraré mostrar,

De acordo com a Relatividade Geral todos 0s corpos gque en
trarem numa regiao em que exipta um "campo gravitacional posi-
tivo" (o corpe fonte do campo possuindo massa gravitacional po
gitiva) devem cair em direqao a fonte do campo - ou, em lingua
gem Newtbniana, serao atraidos por tal corpo. No caso de um
"campo gravitacional negativo" (o corpo fonte do campo possuin
do massa gravitacional negativa), todos 09 corpos que entrarem
nessa regiao deverao "“cair" para fora, ou, novamente, em lin-
guagem Newtoniana, serao repelidos (ver Apéndice A).

Embora nao se jam encontradas na natureza essas massas gra
vitacionais negativas que encurvam o espago-tempo de forma con

o . . . . I
traria ao encurvamento feito por massas gravitacionais positi-
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vag (isto é, ag curvaturas escalares posasuirem sinais contra-
rios}, nao existe incompatibilidade alguma entre tais massas
gravitacionais e & Relatividade Geral, ou seja: trocando-zce o
sinal da masea na solugao de Schwarzschild, obtem—se uma métri
ca compat{vel com &as equagaes de campo de Einstein. Tambem jé
foram obtidas aQuaqaes de campo de dipolos gravitacionais, o]
gue mostra que a Relatividade Geral e campat{VEl com a ¢oexig-
tencia de massus de sinois opostos(2).

Baseando-nos nessa nao incompatibilidade e que imaginamos
um dispogitivo cue pode ger deserito da seguinte forma: duas
placas, de grandes dimenﬁaes, uma construida com massa pogsiti-
va e a outlra com massa negativa, dispostas paralelazmente, com
iguais dengidades superficiasis(em médulo) & sendo a espassura
das placas e & distancia entre elas despreziveis em comparacao

- > L~
com seus comprimentos. Hsse sistema separara duas regioes do

fetuin A I pga 2z @Bpago-tempo de potenciais gravitaciona
+ e - is constantes diferentes, L@ e %a, na
ol i n— Ll dr
el regiao 1 e na regiao 2, respectivamen-—
o+ |—ed - . " L4 - N
] - te, como mostra a figura 1, E obvio,
1:ﬁ: que na regiao interna as duas placas de
o ] - . . . . -
+ e - ve exigtir um campo gravitacional nao
:::“ nulo, como 1o caso de um capacitor ele-
umk trostatico.
¢ g, 08 0 ‘
. Pode-se alternativamente pensar em
Lo i .
Fig. 3:1- Caracinop Lead~ duas cascas esfericas concentricas, conm
R " N . .
Trugeal - L Q massas de ginais opostos, de tal forma

que o campo gravitacional geja nao nulo apenss na regiao entre
as cascas (fig, 2). Sendo o raio das esferas muito superior as
dimensoes da regiao estudada, as cascas podem ser consideradas
localmente quase planas, como sera assl
mido neste trabalho.

Por serem as caracteristicas desse
digpositivo muito parecidas com ag de
um capacitor elétrico, chamaremos tal
dispositivo de ‘"Capacitor (Oravitacio-

nal".
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A compatibilidade desse modelo com a Relatividade Geral

seréumostradg durante o trabalho.

4. TRANSFORMAG@ES THTRE REGIOES MINKOWSKTANAS SEPARADAS POR UM
CAPACTTOR GRAVITACIONAL

Na parte seguinte deste trabalho, desenvolveremos a Meca-
nica Relativisticsa aplicével & situacao do Capacitor Gravitaci
onal e, para tanto, optamos pdr uma divisao, come normalmente
¢ feito, em (a) Cinemdtica e (b) Dinamica. Na primeira delag,
a.Cinemética, serao em primeliro lugar determinadas as transfor
magoes das coordenadas temporal e espaciais gue ligam ambas as
regiaes, isto é, como dois ohservadores que estao situados ca-
da um numa regiﬁo externa ao capacitor, vgem um deferminado fe
nomeno g, posteriormente, as leiz de transformaqao da velocida
de e aceleraqao. Na segunda, a.Dinamica, estudarencs algumas
propriedades dos gquanta de luz, como a energia, e procegsos de
comparaqéo de massas ou medidas de mascas, entre as regiaes.
Feito isto, poderemos encontrar as leis de transformaqao de mo

mento, forca e energia para qualquer tipo de sistema,

5. CINEMATICA: Metodo de Zstudo

Em um campo gravitacional, podemos efetuar medidas locais
e nao-locais de grandezas f{sicas. As medidas locais sao reali
zadas transportando-se tanto oz instrumentos de medidas como
og padrges para a regiao onde o fenomeno estudado esta e, ag-
gim, efetuando-se suan mediqao, gem realizarmos depois correcaoc
alguma, Mo caso de medidas nao-locais, ou os instrumentos e pa
droee nao sao transportados, cu guando aao transportados suas
medidas devem ger corrigidas.

Como um exemplo: na Reletividade Geral, a coordenada tem—
PO é, em geral, um tempo nao-local, O tempo local & dado por
A= q%: 41 (assumindo que %w e poaitivo). Inversamente, \%3

e o fator de correcao que aplicado & medida local dT , forne
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ce dt y 0 tempo nao-local,

Observemos que as medidas nao-locais garantem a univocida
‘de das medidas (isto e: a cada evento associa—se um unico con-
junto de coordenadas - o qué nao ocorre se forem usadas medi-
das locais), e é possivel, com seu uso estabelecer—se uma ma-—
lha coerente de espago-tempo, aplicével a todo o espaco.

Esta claro gue podemos aplicar diferentes sistemas nao—lg
caio de medidas a uma dada regiao. Apegar de na Relatividade
Restrita dois sistemas de medidas 86 diferirem quando estive-
rem em movimento relativo, no casgo maia geral podemn existin
gsistemas de medidas nao-locais diferentes correapondendo a.0
me smo "referencial",

Por sistema de referencia entende-se um conjunto de relo-
gios e malha geOmétrica distribu{dos por todo o egpaco-tempo.
Seria interessante ver como tal sistema de referencia deve se
comportar para que a univocidade das medidas seja preservada.
Neste sentido, podemos, em primeiro lugar, fazer um estudo do
sistema de medida de tempo e, em segundo lugar, da malha geomé
trica ou sistema de medida de posicao (o tratamento de siste-
mas de medidas de tempo e espacgo, separadamente, nao Supae 0
"absolutismo" dos mesmos).

Para o gistema de medida de tempo, consideremos a figura

5.1, onde temos, de acordo com o modelo do Capacitor Gravitacj,
5

Y. (i € onal, duas regioes com potenciais gravi
e tacionais constantes, ¥, ¢ Y2 , na re-
PRGN N N toe
N = giao 1 e na regiao 2, respectivamente.
= . .
O E Suponhamos que dispomos de um grande nu
A | = . -
K £ mero de relogios exatamente ecuivalen-
o O 5 tes, congstruidos e ajustados da me sma.
A =
) : . forma, de modo a indicarem o mesmo tem—
Rewin L T REp 2 ;. .
5o po quando colocados proximos entre asi.
g ’o e f
R? 5.1 Uma parte deles & distribuida pela re-

. a #
quais devem medir o tempo do referencial de A (onde A e 0 oOb=
Fd . . : L
gervador que esta na regiao 1), sao iguais entre si, estao em

repouso relativo e sincronizados por raios de luz (gincroniza-
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¢ao de Poincaré-Einstein).
Quando transportamos relégios iguals a esges para a regi-
2.0 é, gous ritmos nao se conscrvam ¢, embora em repouso em re~
lagao a A, comegam a s¢ adiantar ou atrasar. Para mantermos um
sistema univoco de medida de tempo, precisamog corrigir os re-
‘fﬁ 1égios na regiao 2, de forma que venham

p O LO
2O
O 0O
N,

Pecife 3 [El pepde 2 e, De um modo simples, pode-se  dizer

O, a ter, novamente, o0 mesmo ritmo, Para a

- ,
) correcao dog relogios podemos usar o fa
A

NIRRT R

to de que uma onda eletromagnetica pos—

ROENG
2O

- ' . -~
gﬁ 40 do sua freqilencia e medida nao-localmen

sui freqtiencia constante ao se propagar

L4 . 1
atraves de um campo gravitacional, quan

al eyl TR

Fi, 52- O Tempo bc A mrecs- QUe o8 relogios colocados nas regioss 1

bo pE s EF Lﬂic.\'ou ‘-"?"ﬂ”';f@ﬁrf‘l -

dnms TARR A LicAas 2, pa £E -
3

G 3, Bepns ba oree as, mesmo tempo quundo qualaquer observador

e 2 terao sido ajustados para indicar o

puder ver que meus periodos e@o iguais, Além disso, os reldgi-
08 devem ser sincronizados, bastando para isso sineronizar e -
lo processo de Poincure-Einstein em cada regiao e tambem atra
ves do capacitor (cuja espessura e consideradsa desprez{vel).
Tais relégioé TArcarao o tempo do referencial de A, na regiao
2 (fig., 5.2).

Usando a linguagem de medidas locais e nao—locais, pode-
mos dizer que, na regiao 1, o0 tempo de A e o tempo local 580
iguais, enquanto gque, na regiao 2, o tempo de A é nao-local,

E Sbvio que o mmesmo pode der feito para o referencial de
B (B é o observador que estd na regiac 2), onde o tempo de B,
na regiao'E, ¢ o tempo local e, na reg150 1, e o tempo nao-lo-
cal, A fﬁg. 543 mostra como fica o espaco com todos os relogi-

0s, de ambos og observadores, distribuidos,

BE (iAo ) X 1A 2 Com relaqao as medidag de e=pano,
QD 0.0 it&DqCDéz) con réguas iguais, invariévajs, congtru
n& D0 %‘$:)§Df£3 iremos, na regiao 1, um reticulo carte-
ACD gCDﬁC5 é N JDqCD glano dque nos permita determinar a poei
ﬁCQ ACDHCQ gﬁCDRCDéﬁ an de qualgquer fenomeno (fig. 5.4). Su
2 (D (D O %;KDACD“:)pQNhamOS que a malha basica & construi-

da por meic do metro padrao utilizado
Fﬁ_%‘l “eqY
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localmente (podendo esse metro padrao ser uma regua metalica
ou um padrao optico).

Ao trangportarmos ¢ metro paﬁrﬁa para o outro lado da bar
reira, ele pode mudar de comprimento. Sem corrigirmos sua medi
da, teremos a possibilidade de construir o reticulo de B, na
regiao 2. Depois de tal processo surge a seguinte questﬁo: oa

%@@l ‘?f“ Legide 2 dois reticulos sao prolongaqaes um do

! ' ]

e outro ou nao? A solugao da questao po-

TR I‘l|lilll 3

de ser dada cxperimentalmente pelo se-—

guinte procesgo: para construirmos o

, .
reticulo de A na regiao 2, prolongare-

— I mos sua malha usando raios luminosos
Mo . .
e perpendiculares ao capacitor (suponha-

mos que o capacitor gravitacionzal ou e

L R e T T DTN

-
'
'

1y

transparente, ou tem furos por onde po

A

' ’ de passar a luz de um lado para o ou-
Fgo 5.4~ P‘ETH.ULD {eopmETFeg

tonsTE Do A PABMA Do pmETEe
ProLAu., tra)., Por simetria, taig raios lumino-

- 4 il
tro, isto e, de uma regiao para a ou-

808 nao podem se desviar., Depois, é claro, construiremos do ou
tro lado do capacitor um reticulo quadrado.

Se fizermos, agora, com a ajuda do metro padrao de B, a
construqao de =seu ret{culo cartesiano e, posteriormente, o pPTro
longamento da malha para a regiao 1, obteremos por fim a malha

PEqns |

+

A rgidez “trica de B ¢ 1lh >t
5 geometrica de e a malha geometrica

de A distribuidas sobre todo o €SPpago,

---4p--+1como mostra a figura ao lado (fig. 5.

sy,

i

]

r

|

1

' a
1 ]
L }
1

1

[ R [

. ¢ .
Seria possivel experimentalmente,

L]
"

- bad e - e
]

1
]
T
|
3
I
)
.
)
g
f

I -
. atraves dessce tipo de construcao, de-

L
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.

¥
'
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a
T
'
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terminar se o potencial gravitacional

t
]

. . 1
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U [ " .
L] L] 1

influi ou nao sobre o comprimento do

.
]
L
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i

!

'
1
'

i
_
i

1
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1

T
I
1
-
1
I .
-&ee - =k
'
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metro padrao. Alem disso, a propria a-

t
L4

—_—
1
1
4
i
'
'
'
'

TSN IO

=]
r

1
-+
r
1
PR —
1
1

+ - - 3 -
nalise teorica permite determinar esgsa

influencia, com o uso dos principios

p
=&

i

i

estabelecidos na secao 2.

2
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6., RULAGOES TEWPORATS ENTRE AS REGTORS SHUPARADAS PRLO CADACT-
" TOR GRAVITACIONAL -

Agora que foi indicado n processo de construqao dos siste
mas de referéncia.de‘ﬂ ¢ B, passaremos a etapa de encontrar as
relagges entre as coordenadas temporal & egcpaciais de ambas as
regiaes separadas pelo capacitor.

Em um campo gravitazcional constante, a relaqgo entre o
tempo local, 41 (ou tempo proprio), e o tempo nao—local, At

(também chamado de tempo universal), e dada pela relagao
St =g b e
ogque, na apraximaqao de campo fraco, fica

AT* L‘*’%ﬁ)&{ E N ....(bl\

em primeira aproximacao, sendo ? o potencial gravitacional
no ponto e C a velocidade da luz.

Como os potenciais gravitacionais de ambas as regiaes 880
constantes, a um mesmo intervalo infinitesimal de tempo n50w10
cal, dt , corresponde, em cada reg 1a0, um determinade interva

lo de tempo local, AT . Dessa forma, usande ( b.2 )}, temos

WS\ E & R TS
t‘+%?\ “4‘%?5

onde Jﬁ a &QJ £20 Os tempos medidos localmente, para um de-
terminado fenameno, pelos observadores que estao na regjﬁo 1l e
2, respectivamente e em repouso relstivo (Observaqao: serao u-
tilizados {ndices inferiores a esquerda para indicar o referen

cial considerado.). Continuando,

rﬁ,ﬂ'= A7 &H%l = A(ﬁl HE&_\U-L )
(e

C?
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)

%ﬁfﬂgw}+(ﬁ%gi =JH(V'§ﬂ\

onde ‘NP?%:Tr. Portanto, em grimncien aprovimacao, wbilizanio

uma origew Temporsl comun, oblLomos:

A G B
g e A l\ ‘Ezj

C

sesn tranafornngac Indica o relacno ontre op bdnstonles do

“ . - .o
um evento, delorninadon respoctivancnte pelas redes do rolo-—

gioa de 4 e de B, qualquor cue cejn o reglaoc na qual so procos

ge o fenoweno,

e PR - B r IS - v
Para MMxar ideiasn, se o notencial na resian 2 o omois ola-
2 o Tk

., 1 ~ . o - ’ Tﬂ
vado do que na regino 1, [M( oomajor 4o gque zoro e 77 o«

i i !
. £ . o -
ou zoJ4, 0 pericdo do relogsio diminui quando oumentos o potonet

2l gravitacional,

Cmbera tenha oido ubilizody nessa deduqﬂn o aﬂf@ximnqao
de campo fraco do Relatividodns Goral, o recultodo obtido 4rdo—
pende da validade do Relotividade Gornd, podendo  =mer  obllbido,

como primgira aproximnceno, o porsir do fonowono G fPRnd=Ghar o
} f ; ) I

gravitacional.
. " . ) . N . ~ , Y .y . -
Juando um raio do lur do frootlencic 1oy medida locale
m N . . - . . r
mente, mwa ponto do poboneiol pravitocional %ﬂ s Vinon it
um gutro ponto, de polercial sravitoeional ((J‘,:,- » min Ty den—

L r o= . ~ . - -
cia, medidn lecalmente, smolrera um deslocamento dodn nor

~—
3
—

- - - 1] (] v - .
Tal desvio e veriTicado arperimentalmente o ge chomn "rod
shift" groavitacional,

Fodemos reegerover a @qnnr¢0 {G.6) do Torma SRRy V.,

freqitencia &0 raio, medida locnlmen e, no ponto dn potoncinl

-
S
i

gravitacional lfl y Do dada em Tuncno de Vt , sobo
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v, = Y, \ \ _Lt?ir‘g\ \7,\\-&%)! it B [b3)

bl

Como a freqllencia local do raio de luz e 0 inverso do tem
rl

po local, ou melhor, V= E; (onde k € o numero de ondas), a

equacao (6.7) fica

k- %\\w ’-%\

T‘=f1k" %%)-

R ()

Observemos gue = equagao (6.8) ¢ identica a equagao(6.5),
0 que vem a corroborar a afirmagﬁo da validade de (6.5) inde-
pendenterente da validade da Relatividade Geral, apesar de a

termos usado para consegui-la,

7. RELACOES ESPACIAIS ENTRE AS REGIOES SEPARADAS PELO CAPACI-
TOR

As relaqges entre medidag temporais em regiaes de potenci
ais diferentes sao simples ¢ deduzidas de modo inequ{voco, co-—
mo mostrado acima. No entanto, no caso das medidas de espaco,
e um pPouco mais diffcil estabelecer ng transformagaes dese ja—
dag, O problema pode parecer ate mesmo indefinido, comportando
infinitas ﬁoluqaes diferentes., No entanto, nesse caego particu-
lar do capacitor gravitacional, e poss{vél chegar-se a transe-—
formagaes bem definidas, un{vocae, por causa de reatrigaes Feo
métriecas exigtentes.

Consideremos os reldgios A' e B, identicos a A e B, que

se movem paralelamente ao eixo y, com velocidades constantes,
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de tal forma que a distancia entre A' e B* & sempre constante

v e eles estao sempre unidos por uma re—
]

#(f) ..... (%)

(f) ta perpendicular ao capacitor gravita-
£ﬁ$¢3 N N e@&ia cional, isto &, estao sempre um dlante
: do outro {fig. 7.1). Experimentalmen-

te, pode—-s=e aaber se esta distancia o
&l(£}.__69_.“(555, congtante enviando-se um sinal lumino-
bk &, 1M1 txarloe, 80 de A' para B' e retornando de B' pa
ra A'., Se 0 ginal demorar sempre o mes
mo tempo para ir e voltar, a distancia
" %l__, ¢ constante, mesmo que nao saibamos

qual é o valor da distancia. Além dis-

X X
80, a luz que incide perpendicularmen-
NONNING. ' ,
1 e te ao capacitor pode atravesse-lo sem
FiG. B ser deaviada, e portanto A' ve B' sem-

pre "a gua frente', do outro lado do capacitor.

Consideremos os indicadores de poaigao M e N, colocados
ne barreira gravitacional. A passagem de A' pelo indicador M e
o evento € e a paseagem de B' por M é o evento €. . Da mes-
ma forma, as passagens de A" e B' por N sa0 08 eventos € 8 Ly,
regpectivamente,

Como A' e B" estao se acompanhando a0 longo da barreira
gravitacional t,- 4, e .1+, , medidos por qualquer reldgio

,

(desde que seja sempre o mesmo relogio), isto é:
p\tlzp“lﬁz ' 4'3.”".4{1\. L. l'].”

Seja A%N a velocidade de A' em relagao a Ae @%g‘ a ve
locidade de B' em relaqao 2 B, Bntre A e A' ¢ B e B valem as

relaqSEH da Relatividade Restrita:

.2 '\/J.
o) o) el i o
: ‘ ﬂdt
o The
e =B - dule) ,ﬁ;\ﬂﬁ# RS

Além disgo, a partir de (6.5), temos:
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P\L ’h\‘lct\ = 5\%&-"?1\("# ‘%) o [“)(Lﬂ

g obgervando gue o movimento comum de A' e B' nao pode afetar
. ' F Fi
a relacao entre esses relogios, vale entre esses relogios a

me stea relagao que vale entre A e B (ver Apéndice B), ou seja:
Aet) e fee k) U ag),

Agore, de (7.1), temos que:
IR Y o S

para um mesmo observador.

De (7.3) e (7.4) tiramos: v,

t{H"*l\=‘L%q'%;)(“'%§)(‘"a%;hf). R EE)

De (7.2) e (7.6), temos

A(*H”*z\’ -0 ;ﬁa \- L __“\4_%\

E se usarmos (7.8) e (7.5%), tiramos que

A t{lt{z) = Btl *:q'JCa\ ( - A‘%“ V- A:&; [C})_Vﬁ? \3.4)

o que, de (7.7) e (7.9), deduzimos que

oy = n%w N A1)

oque significa que a velocidade atribuida por B a B* e igual a
velogidade atribuida por A ao relégio At.
Continuando, pela definigao de velocidade

a § - \ L (30
BLk(‘_: (%v " _

N alyaeed U R Nt

NEIREN

e ugando (7,10), ficamos com

N ot L AN L Y1 U CRE
sj’h-"‘:” A(’Ll"{)

e, novamente, de (7.6) e (7.5), tiramos a seguinte relagao:
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L) L abpe) | gy
ﬁL'Ll\a'%L\ A[{"\'{L\ &l'l‘.:\--‘c?j ll-&le’(:l)

e portanto
n\Lh“'“‘ %‘\ = o ‘6"'1*\ [v-8% )Y, oL 1)

Ou seja: as distancias atribuidas por A e B a0 espaco gue
gepara os indicadores de posigao, Me N, sao diferentes,

Portanto, ao se transferir o metro padrao da regiao 1 pa-
ra a regiao 2, ele altera seu tamanho. Supondo-se fz:>?,, en—
ta0 “A\ 4551 , para uma mesma distancia paralela ao capacitor
gravitacional, e portanto o metro de A e maior do que © metro
de B {0 comprimento do metro diminui quando aumenta o potenci-
al gravitacional),

Como 0 espacgo é isotrépjco nas :egiaes le 2, as transfor
m&QSBS das coordenadas X € Z serao idénticas‘és de y.

Portanto, as transformagaes de coordenadas entre os refe-

renciais A e B, parados em relaqao a0 capacitor, s8.0:
afo = eX - 85)

YRS (- @%%\ U B P =Y
Ay * 83 \ “’%%)
Ak 1-2g)

8, TRANSPORMACOES DE VELOCIDADE B ACELERACAO

Ja que encontramos as transfarmaqges de coordenadas tempo
ral e ecpaciais enfre o8 referenciais assbciadoa as regiaes 1
e 2, podemos agora obter ag transformaqaes de velocidade e ace
leraqao de um determinado ponto material P, completando dessa

forma a parte essencial da cinematica. Para tanto, considere-
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mog a fig, 8.1, a qual mogtra dois referenciais inerciais, em

Phigio | s 2 o 2. repouso relativo, com origens nas re-

giaes A e B, respectivamente,
IR Consideremos um ponto material
£ % o P, na regizo 2, visto pelo observador
desga regiao, de coordenadas iy Mo e

B{? . Pelas transformagoes de coor

S N -
A Y B X~ denadas cntre ag duas regioes, encon-
tradas anteriormente, asa c¢oordenadas

do ponto material P, medidas pelo ob-

Y, 2 gservador que esta na regiao 1, serao

- Hlp' a%? e ﬁ{f y dadas como segue
F;c‘. B~ Mouten o5 pereesm-
“ns & A e Bz s fou-

o pwTEAAL 2, ale = a%e k\— %}5)
H%P H Qy‘a? klr- Q'%i\ o l.%‘\
ade = opr L7 Q%;\

I*

wty ﬁ{f L - Q%%\

Dai obtemos diretamente as transformagoes de velocidade e

aceleracao entre os referenciais A e B:

M = dake | dote L= 8fc?) | dode . k? _______ 162)
VT Ats dete Li-0y¢fer) Aty

¢, analogumente,

U R T Y
A%P ® E%P

ou seja: as velocidades sao invariantes - os valores da velo-—
cidade de um mesmo ponto material, medidos pelos referenciais
A e B, sao iguais. Daf se deduz, como caso particular, que a
velocidade da luz tem sempre o mesmo valor nao 8o guandn medi-
da localmente {0 que & exigido pelo Principio de Equivalencia

I
Forte de Einstein) mas tambem tem o mesmo valor gquando medida
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K@&l Fqutwﬁpl nao-localmente. Ou ceja: se de dois pontos
. _ i

E *“5“* d Ce D, nag regioes 1l e 2, proximos ao pon-

to M do capacitor gravitacional, partem zo

mesmo tempo dois ginals luminosos para o8

pontos E e F (fig, 8.2), proximos ao ponto

C %% Dy N, o8 sinais la chegarao gimiltaneamente,
M .
Note-se que, em geral, a vaelocidade
i e coordenada da luz {(velocidade nao-local)
Fly @2

costuma ser diferente de ¢ ¢ varia de pon-
to para ponto no campo gravitacional.

A transformagao da aceleruqao também ¢ obtida de modo ime
diato:

. , . A
aip - &Fql? . date . A ol = & ke date . p Ly- Qg%\ . [%,H)

A Aty Agte dde A gt 4 gto

e, analogamente,
HWP
MY

B

.t =\ -
G%P LV Q%%\

. -1
5br l\f Q%%\

1

onu e ja: as-aceleraqges nzo =ao invariantes,

Todas as relagges obtidas ate agora aplicam-se a referen-
¢ciais em repouso relativo, embora seus inestrumentos de medida
Tornecam indicaqges diferentes., Cabe analisar agora as trang-
formagges entre um referencial em repousc em relaqao a0 capacil
tor gravitacional e um outro referencial em movimento, do ou-
tro lado ﬁo capacitor.

Cona;?eremos que na regizo 2 exista um referencial, B,

TN Mﬁai que se move com velocidade constante
. ale' , na direcao positiva do eixo
ek (fig. 8.3), em relacao a B, Usan
do as transformaqaes de Iorentz entre

08 referenciais B e B', obtemos que

8 * Y .  as coordenadas de P, em relagao ao re
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ferancial B serao

o _s“_*f:‘stw’(
V- it

Q,‘('hfu ath?

ehe s oee

by - ah o el 00 1)
Vo= ogiyic ]

Da transformagao inversa, as coordenadas de P, em relugao
a0 referencial B, a partir de B?',

BKP: ‘.ﬂ“\) +Q+P".\K1

ficam

A R A R

Dagui, vemos gue usando (8.1) e (8.7), podemos detcrminar

P, quando medidas pelo observador A:

LeXp s g M’C”‘( kl*-‘i\_‘f_)

gs coordenadas de

[}

aKop

ﬁ%? z ﬁ%Pk‘" %%\
wye 8yF \ v~ %3
deo Ladpe EKPH’.(&]U'“ ¥\ {%\

18.9)

r

Cs - 2 -y
onde Y= \\-%’L@Ic‘\vzz (\—m:lc‘\ g

ou, pela transformacao inversa, temos

pXos D88y (o e o)

e LY g

ie e ’Né\‘ At

e Loy Ll i)
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Se ja, agora, a&? & velocidade do ponto material P, na
direcao x, medida no sistema B'. A questao 6: qual € a veloci-
dade de P, quando medida no sigtema de referéncia do observa-
dor A? Ja gue 0 que gqueremos calcular e ﬁkp s para facilida-

’
de de calculo, podemos escrever

T = X Pooetest go)
ﬁ,xP = X ! F\kp c "k, e g).(.g':\]__
Portanto . '
) . i ¢L ¥ |_ 6 |
okp ® ai:\L ¢ EKP:L!%%‘ X
e gegue, com a ajuda de (8,8), que
do. & T Oeado) ¥ Ui syl
4 At
A N U U 1 PO L X0)
i dt ¢
Obgervemos, no entanto, que de (8,9), temosg
]l gL )
dr
: -1 i 1
\\%\ Y %%\_Jtﬂx\u'(c \v&
140 - . U,"_,)L 3
ey LR lv12)

Entzo, usando (8.12) em (8.11), ficamos com

o ey e 4 et

ot ot 5 oo L)

ey (e k) (1)

&
byt e} -yt ek )



s
]
<

rﬂ
';<-..
<
_——

¢ c
X = X s v
Y vk g
¢ ¢
-2
mas observemos que Y- ——%——— = |- , logo
— ct
|-t
‘ ¢!
Y X *\IT“
s Uy
! ¢t ¢1/%;
X ="mxw§i?m—- ou, de (8.10),
Vo 7?
ip o X ¥ ols AU ERES
A

I+ gk 5)(‘9 [t

Este resultado e identico a transformaqao de wvelocidades
entre B' e B, ja que 2 velocidade em relacao a B & igual a ve-
locidade em relaqao a A,

De modo anélogo, obtemos:

\ “bkﬁalﬁ}

A%P; g%p e e e oo [%lﬂ)

S ﬁxfaiﬁ‘iﬁl

A2
)
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valendo uma equagao gemelhante para componentes de velocidade
na diregao Z.

Supge—ge sempre, negsag dedugaes, fque a velocidade de B*
em relacao a B e a A € paralela a0 eixo X. Pode-se egcolher
tanto x perpendicular quanto paralelo as placag do capacitor
gravitacional, conforme © caso, |

Para calcularmos a aceleraqao de ponto material P, quando
medida por A, congiderando em primeiro lugar a componente X,
peguiremos o0 mesmno raciocinio e chamaremos gkp a componente
x da aceleraqao, quando medida por B', e, novamente, para facj]

lidade de calculo, chamaremos

e L) L FORNNL O SR R A 1Y
Escrevendo (8,13), entao
. i .
L 2 fUJ y onde  v= X, . - L%\B\
1y {_9: 8k

C‘L

Chamando de Axp a componente x da aceleragao, guando me-—

dida pelo observador A, e usando (8,10) e (8,15), temos

r L)

HKPZ _%g.t_z X e agora ugando (8,16), fica
P g
A P4 X

<

-~
1]
———
#.
<
——.—-’/

i
(13
P
y
-
B
—
<,
o
e
F-
=
.___/
'|,¢_
P
¥ |~
e
Zla
™
,r-l
.-_______-’




¢ (Htg_t\
=)y e/ Levre) o
¢ (‘.*\'X.‘U_((,z\

No entanto, vemos que

- B \L+_L_r_
) \ \\ \mwlc\
_ 1 ~ e r e+ v )K
b e |

i ‘f N M{:z u)'l?ﬁc}r— U"lcil _ L\_, gl{(’z\"

P+ Wt

e voltando a (8.17), teremos

N R ) KR
(l+nﬁg{}kmt_\é;3
ey Loy
BERCAL
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¢ para a componente y da aceleraqao, quando medida por A, con~

siderando a seguinte notagao

i Ll

f

v\

TR RNC R
@ sscrevendo (B.14) da seguinte forma
‘ . \\_' \J.l‘|cl‘\\!‘2.
-y R A Y
m Vo Lol )
e chamanda
" ' u v o= 44 oy
a%fﬁt\h ° “"\25" ’}'d% '

e voltando a (8.19), encontramos

Y2 Ve
. -'L\w(c,\ N " \nlc,\
Ld d’c [ vy ) v dt \ (|+ v fc

oque fica, a partlr de (8. 12),

% \ - Qi_\ ¢ K.,xu-\ n \ ' k\ o) \

L 1 Kvfet)
‘o \#g%*’ \"L"% ' K\Jt)w\\a ta‘f th]
\B k c'} C}l- L1+ Coje )
e como - x| \- vt , teremos
1= kofe) < eEn :
Goe Loy L vt -“X
jo b 8 g

ou
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Concluindo, se observarmos as equacoes (B.13) e (8,14),
que dao a transfarmaqao de velocidade entre o0s observadores A
e B' (onde A esta na regiaso 1 ¢ em repouso relativamente ao ca
pacitor ¢ BY, na rEgiao 2, em movimento uniforme em relagao ao
capacitor), notaremos que a mesma e uma grandeza invariante. 0
mesmo nao podendo ger dito da aceleraqao, onde as equagaes

(8.18) e (8.20) mostram sua nao-invariancia,

9. DINAMICA: CONSIDERAQOES PRELIMINARES

Com relaqao a construgao da Dinamica, uma certa divisao
sera feita, onde,‘numa primeira parte, trataremog da transfor-
magao do padrao de maesa entre as duas regiges, sendo que na
gegunda veremos a‘transformagao do momento, forca e energia.
Algumas congideracoes sobre fotons sérao necessarias para que
possamos chegar as relagaas de transformaqﬁo para o padraoc de
Massa.

Para se elaborar uma dinamica relativistica compat{vel
com as transformaqaes cinematicas anteriores, & necessario ee-
tabelecer-zse a equagao de transform&qao de alguma grandeza di-
namica assumida como fundamental., Ela pode ger energia, masss,
momentum, forga, ete. Uma vez determinada uma das transforma-
goes dinamicas, ags outras sao obtidas facilmente,

A fim de estabelecer essus transformaqges dinamiecas & con
veniente partir do egtudo de um fenomeno completamente compre-
endido. Tomaremos como ponto de partida o estudo dinamico dos
fotons., Na verdade, nao se trata de utilizar uma relaqﬁo quﬁn—
tica como base para uma teoria relativistica: a relaqao de pro
porcionalidade entre a energia e frequéncia para um irem de on
das eletromagnéticas ¢ uma relacaoc classica., No entanto, por
comodidade, falaremos sempre em fotons,

Congideremos um feixe luminoso monocromatico de determina
da freqitencia Y . Os fdtons que compoem tal feixe, possuem,

todos, um momentum T% y €@ energia E{ y bem definidos, sen
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do que a relaqao entre as duas quantidades e dada pela equagao

.t I
e =2 | )

"~ , . "~
onde a relacao entre a energia cinetica do foton e a freqtien-

cia da luz ¢ dada por

Eéz\w R A

sendo h 2 constante de Planck.

Pode-se associar a cada féton, alem disso, uma massa iner
cial maupertuisiana, definida a partir da rglagao r= wv . Te
remos, entao:

Y\‘\g: m: E;{_: b_jz ...._,___-‘_[93-5}
| ¢ ch c*

Na relaqao (9.2), Eg & a energic cineética do foton, ou
se ja, sua energia medida localmente (por exemplo, no efeitc fo
toelétrico), que pode ser representada por W,

Quando se deduz dinamicamente a equagao do "red -.sghift"

gravitacional, assume-se que o foton tem tambem uma energia po

tencial

U‘-W‘%\{) - - - ..o H\-i'\\

por analogia com particulas classicas,

Suponhamos {(fig. 9.1) que um fdton esta inicialmente na
regiao 1, vigto por A, com energia cinética‘ﬁw:hhﬁm CGohyoe WYy
sendo @ constante de Planck e a freqliéncia do foton medidos pe
lo observador A, na fegiao 1. No caso da constante de Planck,
a notagao evidencia o fato de as constantes universais sd pos—
suirem 0 seu valor determinado quando medidas localmente). Pog
teriormente, o foton se encontra na regiao 2, depois de ter a-
travessado o capacitor gravitacional, Estando, agora, na regi-
a0 2, o observador B 0 percebe com energia cinetica Bkl=5h;gaa
(sendo 4Ny e ¥, , a constante de Planck e a freqUéncia daz ra-
diacao medidas pelo observador B, na regiao 2).

A energia total do foton aE 1 na regiao 1, pode ser es-

= - ) r a
crita por A, como =endo a soma da energia cinetica mais a ener
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s | " M@i* gia potencial associada a sua massa,
the AT -
i isto e, de (9.2), {9.3) e (2.4):
AE| = Ak\ * Au\
[ A ) .
| 6 = [ L)
#"h""""""""ﬁl'-"" Gl-
[ 4.5)
e a energia total do féton, da  mesma
A w |tat & forma, apés pasgar pela barreira, pode
SO 2 ser escrita por A, como sendo
Fig. 4. 1- [&7ve ATLAEG- AE' =k, a A
paly  fr BACEH LA B PoTid -
Gal
AEa= A}‘z;‘?r_-\ th:_%\ 0" Alxa p."??.(i 4 ‘{'“-{Cl\ C . [(jw

Por conservacgao de energia, devemos ter

By = L6, A L B B
e de (9.5) e (9.6) tiramos:
st L fle) = ahe @y L gefer)
Ahldﬂ.; PSARY v, #éf—\ L __\l%.%}
onde AY= a-fi.
Sabemos que a frequancia do foton em ambas as regiaes,

quando observada pelo mesmo observador, deve ser a mesma (isto
» ’ - -
porque o campo na barreira e constante), isto e

N, = NAS 4 9) , portanto de (9.8), obtemos

Ahz,= '\-Qg_\ e e ("-\.\05

que ¢ a relacac entre as constantes de Planck medidasg pelo meg
mo obsgervador, A, masg em regiaes diferantes. Portanto, embora
a velocidade nao-local da luz continue sendo igual a ¢, 0o va-
lor nao-local da constante de Planck naoc & constante, Somente
geria poss{vel conesiderar -se h como congtante mesmo para

medidas nao-locais se a relagac K: h? foase abandonada.
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Consideremos agora as medidas realizadas em relagao ao re

ferencial B. Como At=d-hﬂﬂfhf\, a freqllencia da onda se trans
r
formara:

NAR \aqa\ L L)

e, a partir de (9.9}, temos
a0\ L 4.02)
- -4 - - - oo L
ﬂl' &qlk \ i%\
C
ou seja, a freqliencia do foton, medida localmente, muda apds a
travegsar o capacitor gravitacional.
Quando o foton esta na reEiao 2, sua energia total, medi-

E +
da em relagao a B, sera

Ea = (5]‘\&9}?2_ \ ‘+‘{’&‘|C'f'\_ e _(‘j.'\b)

&

Mas 3thJm: h € o valor local da constante de Planck. Da,

qui,

5 h‘q 2 L1+ f‘lca) R ___\QJH\

e a partir de {2.12) tiramos
E»E i z\lr‘\rx\’\ k\“ A?{G“\*l&-lﬁz\ = J\P}?.\\* ‘N(,l\ = A_E‘l- _______ l‘_‘l.lﬁ\

; e
VMas a energia total do foton se conserva tanto em relacao

a A quanto em relaggo a B:

By =t o {410
&E\ = pta

e portanto a partir de (9.16) e (9.15) temos
oEa= uEa ] o La1n)
sE = WE K ‘ __‘h o

. . L4 S,

ou seja: a energia do foton, em qualquer regiao, medida em re-
il * - 4 ]

lagao a A e a B da resultados iguais - portanto, a energia do

# £
foton e um invariante.

10. TRANSFORMACAQ DE MASSA

- 3 -~ + b
Utilizando as consideracoes sobre fotons da secao anteri-
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or sera determinada primeiramente a transformaqﬁo de massa e,
posteriormente, das outras grandezas dinamicas,

Assim como no cuzso do tempo e do espaco, podemos supor
que, na regiao 1, g80 construidos vérios padraes de massa equi
valentes entre gi. Se alguns desses padraea forem transporia-
dos, atraves do capacitor gravitacional, para a regiﬁo 2, eles
permitirao medir localmente a massa na regiao 2. Pelo princi*
pio de equivaléncia, temos qh\ = M2 . A fim de comparar os
dois tipos de medidaa, ¢ necessario estabelecer se a massa do
padrao muda ou nao, em relaqao a um dog referenciais, ao atra-

vessar 0 capacitor gravitacional.
g

Rl Al 0. Suponhamos que 0s padroecs de mas
. B8 940 capazes de emitir fotons de
me gma. frequéncia local (fig., 10.1)
Moo= oWNe o L)
i 10 ' atraves de processos idénticos. As al
3, . - - -
{ ] teragoes de massa dos padrocs serao,

[::] [__:j respectivamente,pﬂml e-AAMz. y Ben-—

do (B Ah\Nx/CZ

({)i ) LFL ‘ X _____\lo_‘.)
N _ ﬂ[‘\w\a._ Al"‘afi\f?.Ic,z

R%dﬁ4

Como os processos sao identicos,

essas variacoes de magsa, comparadas

com ag masaags dos padroes locais, serao iguais:

akéé?\zs%ﬁl\i T T __l*05\

Mas, pelas equacoes (9.10) e (9.11) temos que

Ahz,tﬁh\\lr My L . .__._.‘__l\VH\
o e Lim0e N\ L s

e, considerando (10.1), temos

INL = K \"QEL\ - - - - - - o _\\Dh\

Portanto, de (10.4), (10.6) ¢ (10.2) temos
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-
Aw, = e e L G \\-Q‘P—\Nl - A0 s Amv‘\ Lo
Moo ¢ P ¢t Tt o

e, com a ajuda de (10.3), concluimos que

AW\.‘ = ﬁw'ﬁ
Mas como W, = WM, , pelo principio de equivalencia, te-

remogy

6u g0 ja: & massa ¢ um invariante, isto é, seu valor 6 o meamo
em relacgo aos dois referenciaisc A e B.

Note—-se que, na dedugao acima, utilizamos a relaqao(lo.l)
Nz Ne s aue 6 valida para o caso de fotonsg emitidos por proces
sos identicos nas duzs regioecs. Esca relaqao nao se aplica a
um foton que atravessa a barreira gravitacional,

Suponhnmos que fosse conaiderado um outro raciocinio nara
calculo da relaggo entre os padraes. Suponhamos que do padrao
colocado na regiao 1 6 emitido um féton com freaftencia &1
gue atravessa o capacitor gravitacional e ¢ absorvido nelo se-—

gundo padraoc (fig., 10.2). Se supusermos, nesse caso, que as va

‘hﬁ“ riacoes relativas de massa sao iguais,
£l L -7
R-2 abv B b )
ﬂwl't I\Ml

4 . - . -~
obteriamo=, ao inves da relacao(l10.9),
8 equacuo

:WW2_= &W

. |- EL\A Lo
A

[”‘.] b {i__J Porém a relagao (10.10) ¢ injusti

™,

o, Wy £icd L ~

N #1 icavel, ja que 0g processos de emis-—
—~ ~ F

ﬁ%JOQ‘ pao ¢ abgsorgao do mesmo foton, atraveg

sando a barreirs, nao estao associados
#»
a0 mesmo procesgso (me o atomo emimsor for transportado para a
. -~ 4 -
regiao 2, ele nao voltara ao estado inicial absorvendo o fo-

ton),
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Se foooe poas{vel "desgmaterializar" o padrac de massa da regi-
ao 1, transformando-o em fétona, faze-los atravessar o capaci~
tor gravitacionul e depoisz "materializar" novamente o padrﬁo
de massa na regiao 2, esse trancporte atraves do campo gravita
cional seria realizado con dimpéndio da energia dos préprios
fotons e poder—-gse-in dizer que o pudrao foi alterado, Pelo con
trﬁrio, se 0 padrao é transportado materialmente atraves do ca
pacitor gravitacional, ele permancce sempre 0 mesmo, localmen-
te, mas deve—se fornecer um trabalho externo para seu transpor
te atruvés Ao CAampo., % esce segundo processo que leva a rela-
cao (10.9), considerada aqui como corrctaz. O primeiro levaria
a relaqao (10.11),

E

11, TRANGFORMAQOES DE MOMENTUM,FORCA E ENERGIA

Na secao (8) foram obtidas as transformacoss de velocida-
de entre osg referencinis A e B, mogtrando-se que a velocidade
é um invariante, Utilizando-se a invariancia da massa, obtida
na 59950 anterior, torna-se agora facil determinar as outras
transformaggem dinamicas.

Para isso, deve-pe definir os outros conceltos dinamicos
a partir do massa e de conceitos cinemétioos. A definiqges a-

+ . bl I3 » I} " -, .
gui usadas sao as da Relatividade Restrita (e de teoria classl

ca): _Fzmﬁ P R TP B
e dPed lv) L - w2
= E——% dtkw |
dw= F.40 . _ )

Consideremos um ponto material P que posgsui massa propria

—_

ﬂ“r e velocidade M, em relacao ao referencial de A, Sua

- il a a a
masca em relacao a A sera, nela Nelatividade Restrita:

_1/2-

. i
R N A (R U T

)

, L
e seu momentum e, por definigao, o produte da massa pela velo-
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cidade:

iy

'
-
>
4
|
..0
>
=
-
:v

AP"H T - - - m a4 - - \HE‘J)

que pode ser decomposto:
,\]bt‘,“— NUTIATIRE
e et b
SECEN LU N T

Mantendo—-se a definicao do momentum, temos:

- — —--1-

e?v: 6P 87t fwvﬁﬁ? e

mas, como a massa e a velocidade sao invarianies, temos:

;%? hP? e T l\\%)

ou seja: o momentum ¢ um invariante,

Para s deducgao das equacoes de transformacao da fores,
consideremos a comnonente x da forca atuando sobre o ponto ma-

rial P. Yela definicao de forca (11.2), teremosm:

Cdate . A P-4 dde LRy L L)
AFXJ? Y 'tp 'tJLp LT) d)(p [A)Cp § (f)

e porianto

AFH,:_L;L{%:\VA\ M e [l F )

¢ fazendo ¢ mesmo para as componentes y ¢ z da forga que atua
agobre P, teremog
A P U\: Y W
HF% L \ \\ \ 7 d %?’ RTINS
Flo- t%ﬁ#\ \_Qk_rlkgl%\ . LL_Q$L\ T [ 1112}
1] jﬁ A d“\’ fJ: L"\ " D{{-f ce g '{)? ...... .

ou
— A=t =
GF;-: k\' %%N AN T T T '\H'Hﬂ

Ou seja: a forca nao ¢ um invariante, ela se trangforma
como a freqileneia,
Para calcularmos a transformanao de energia, podemos com

g ajuda de (11.13) e da transformaqao de espago, calcular o]
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trabalho, pela equuacao (11.3), realizado pela forca que atua

gobre P, quando viste por A:
HJ\MP: AT 4, Re
_,_-‘( —9 -
= &Fp \ \',.%’\ ; ciﬁﬁ«{: \ \T/DLE??_\

-y

= &%.&&p:aJMP_ R (IR T

—~ ’ ~ . #
Nao so0 o trabalho mecanico, mas tambem qualquer outra for

= o . a
ma de energia, deve ser tambem invariante.

12, UMA PEQUENA APLICACAO - PRESSAQ DE RADIAGCAO &M REFLITORES

Vamos estudar nesta segao um tipo de situagao que tera im
portante aplicacao pogterior, no estudo do eletromagnetismo.
Suponhamog que, de cada lado do capacitor gravitacional, exiag—
tem duas placas metalicas eape lhades, consideradas agui como
refletores perfeitos de luz e como perfeitamente planas (Fir.
12,1). Suponhamos que entre asc placas refletoras hé.um rran—-

" de numero de fotons que se movem de
H ! !{ . b2 um lado para o outro, sempre perpendi
cularmente as placas e ao canacilor
gravitacional, Desejumos calcular ao
forgas produzidas pelos fotons nag
placas 1 e 2, respeclivamente,.

,
Cada foton, ao colidir com uma

B > das placas, sofre uma variagao de mo-

o : mentum igual a2 seu momentum final me-

D
F nos o momentum inicial (vetorialmen-
i1z

I ’ . - ,
te). Como ha apenas inversao de senti

B s . hind , L3
do do movimento do foton, sua variacao de momentum e (em modu-

lo) o dobro de geu momentum inicial

|A}‘\:°\/‘F\. R F TR G

Cada foton demora um tempo A{* entre duas colimoes su-
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cessivas com a mesma placa (tempo de ida e volta)., Nease tempo

AL, os N fotons colidem uma vez com cada placa e  lhes

: |
transmitem o momento total AP

lmg‘\;w\yl R R R 2

- &
exercendo contra a placa a forca media ?

Vopl. N Y
AL L\’(

Portanto, a forca aque atua sobre a placa da regiao 1, de-
] Q B y

terminada pelo observador A, sera:

el )

LAt

[
e, na placa 2, sera:

2_4.»—_B T AP

e, portanto, a razac entre as dunz forgas e:

AH - AT)] . _ o k‘la\f/‘\‘,

Mag os momentos dos fotonse sao, respectivamente:

A\), Ahl-ﬂqi /e v e e .

P

e como, ao atravessar o capacitor gravitacional, a Tfreqtlencia

[
-

Ah:.._ﬁ\?z_/(, S __\\Z-_‘;:;:

1l

-~ . - 7
da luz nao se altera (medida pelo mesmo obuervador), NV = o, e,

1
como Ah|: Jh,b'gﬁﬁvﬁ, temos:

WFr b (g )
HFL Al'\l (l '_C%\

ou
AFiz Apé ( b= ﬂg%)li e e Liz1o)

A equacao (12.10) da a relagap entre as foreas exisctentes
nag duas placas, medidas pelo mesmo observador. A relacao en-

tre as forcas medidas localmente (isto €, entre of, e ,F2 )
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pode ser obtida de (12,10) utilizando-se a relacao de tranafor

macao de forcas (11.13):

iy
apgf-aFa k\_'Q%i) oo how

obtendo-se, por substituicao em (12,10):

()

Portanto, qualquer que sceja o procesao de medida, as du—
ag sao diferentes uma da outra.

Note-sge que as forgas que atuam sobre a3 placas podem cer
conasiderades como um tipo de "interacao repulsiva" entre ag
mesmzs, realizada pelo troca de fdtons., Observe-se que, para

esse tipo de interacgao, nao vale a lsi de acao e reagao, pois

ﬁFt ][ nF:ﬂ_ .

13. SOBRE A DEFLEXAOQ QU NAO DE UM FEIXE DR LUZ QUE INCIDE OBLI
QUANENTE NO CAVACITOR GRAVITACIONAL

Nesta parte do trabalho farcomos o estudo de um feixe de
luz que incide sobre o c¢apacitor gravitacional fazendo um ﬁngg
lo o com a normal A parede do capacitor. Oz motivos gue nos
conduziram a0 problema. foram dois, principalmente. Citando por
ordem, em primeiro lugar (a), temos o fato de que se um Teixe
de luz que inicialmente estava numa regiao de fndice de refra-
an M, incide obliquamcnte sobre lamina de faces paralelas e
planas, de {ndice de refraqao diferente do da regiao, por exem
plo N1 , e a atravessa, saindo no outro lado da lamina  nume
regiao tambeém de indice de refracao igual a W, , o feixe nao
deve sofrer deflexao, apenas declocamento; portanto, gegsundo
esse racioc{nio, poder{amos esperar que um feixe luminoso nao
sofresce deflexao ao atravessar o capacitor gravitacional, uma
vez que a velocidade da luz e ¢ dos doie lados do capaecitor;

e, em segundo lugar (b), o fato de gue, a partir da Mecanica
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Cléaaica, se numa determinada.rmgiao existe um campo gravita-
¢cional, entao, nessa regiao, deve existir tambem ali uma dire-
gao preferencial e uma variacao anisotropica de momento, levan
do a uma deflexao de uma part{cula que atravesgsa obliguamente
esla regiao; portanto, de acordo com isto, deveriamos esperar
que a luz {(concebida como um conjunto de fétons) sofrasse de-
flexao ao atravessar o capacitor gravitacional,

O objetivo das eeqaes gseguintes sera o de esclarecer eg-
ses raciocinios e determinar se um feixe luminoso sofre ou nao

deflexao ao atravessar obliquamente o capacitor gravitacional,

14, ANALISE DO PROBLEMA

A fig, 14.1 mogtra um feixe de luz que ao incidir sobre o
capacitor gravitacional faz um angulo & com & normal Ao ca-

nee™
e ‘

A 1

pacitor. 0 feixe de luz pode ser rerre

sentado por frentes de ondas, Por faci
lidade, trabalharemos, apenas, com uma
frente de onda gue ao incldir sobre o
capacitor gravitacional faz um angulo

£ com a parede do capacitor. Para o
obgervador A, vamos sSuUpor aque no ins-—
tante §L| a frente de onda =alcancou

o ponto A, mobre o ¢apacitor, O ponto

£ Y A, entao, pode ser pensado, usando 0
Fu i1 Principio de Huygens, como sendo um
. .

. o centro de ondas secunﬁérias. Eacolha-
mos agora um outro ponto D da frente de onda, tal gque, enguan-
t0 a onda esferica secundaria de centro em A vai até o ponto
B, gastando para isso um intervalo de tempo ﬂ5{| y 2 luz pro-
veniente 2o ponto D, nesta meoma frente de onda, viaja uma dis
tancia igual a Ac,fh e alcange o pontoe E, no instantﬂﬁﬂﬂ*ﬁt1=
“{L . Agora, enqguanto a onda ecferica Bocundéria gerada no
porto E vai ate o ponto F, no outro lado do capacitor gravita-—

cional, gastando para issgo um mesmo intervalo de tempo ﬂﬂf1 '
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alcangando-o no inctante Nta*nﬁt| . a onda esferica secundaria
de centro em B percorre a distancia QCLAG%| e alcanga o ponto
C,'tumbém, no instante gta*ﬁﬂ%. = A%‘* lhﬂkl. A frente de onda,
na regiao 2, deve zer tangente a onda eaférica secundaria gera
da no ponto B e como o ponto T faz parte da mesma frente de on
da, esta meama frente de onda deve passar por ambos 03 pontos
Ce P, Esta frente de onda deve fazer um ﬁngulo B’ com a pa-
rede do capacitor gravitacional., Lembrando, agora, que o cami-
nho geométrica ugado pelas ondas esfericas sccundariae geradas
nog pontog A e B para irem ate oo rontos B e P, respectivamen-—
te, devem ser de igual medida ¢ que a velocidade da luz, em am
bawy oo regiaeﬁ, R-1 e R-2, do capacitor gravitacional, mede ¢
(a velocidade da luz ¢ um invariante ), oogue conduz a igualdade

dag distanciaa, Ja; e iloe y entre os pontos 2 e Ce D e E,

respectivamente (pois ge &, = L2 = C , entao dDE==£wﬂ{1
=ALlAﬂh = J%G ), e, portanto, teremos gque, a¢ contrario do

gue mostra a fig. 14,1, os angulos b e 5 S80 iguais, Obser
vemos que como 0 espago é isotrépico, a raszao entre dois com-
primentos quaisquer deve ser constante em qualquer regiao do
espago—tempo. E, @ 5bvio, Como as funqaes trigonométricas 880
dadas como razoes entre comprimentos, ontao angulos 520 frande,
zas invariantes,

Conecluindo, num tratamento cinematico do problema, ncenhu-
ma.deflexao, de um feixe de luz gue incide sobre o capacitor
gravitacional fazendo um angulo & com a normal a parede 4o
capacitor, deve ger observada. £ interescante observar, no en-—
tanto, que a nao deflexao do raio de luz estad ligada diretamen
te ao fato de gque a velocidade e uma grandeza cinematica inva-
riante — caso particular, a velocidade da luz ¢ um invariante,

Seria interessante, agora, estudarmos este mesmo fenomeno
dinamicamente para compararmos os resultados,

Do ponto de vista da Dinamica Cldssica fica fdcil cotudar
este fenomeno sge congiderarmos, como mostra a (fig. 14.2), um
féton, quando vieto por A, de momentum rﬁ P=h9]ﬂh, que incide
gobre a parede do capacitor gravitacional fazendo um angulo A,
com a normal a parede, Fazendo a decomposi:ao do momentum do

, -
foton em suag componentes x e ¥,y teremos, na regiaso 1,
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; R(vm\l;. AP b ot = A(ﬁg\\WNx._{HA\

K;s L A[h\ﬁ YRS A\ h-c%\\'i(/v\o( L)

Ry,

e, narngiao 2, quando o féton deixa o
¢, .‘?1 capacitor gravitacional fazendo um an—
N ' gulo F com a normal a parede do capa
. 2

citor, a mesma decomposicao pode ser
escrita como:

L1}

Ak\%)i en b fm)

I
—
—_—
=
——
~
(1]

ﬂ% pvp

Como o campo gravitacional dentro do capacitor gravitacio
£ r - ] 4+
nal e na direcao do eixo X, temos, "classicamenta", que a com-
ponente x deve variar, mas a componante y do mowento, por ser

perpendienlar zo campo, permanece constante. Usando esta infor

magao podemos escrever, usando (12.3) e (12.1),

N T A R VR

ou
k\l_‘?ﬂ) an X = L\\_;V__} w‘p)
at O A 2 /
Como AC; =AC1 e A\f’, =A\71 , ficamos com
i
Al’“f}b\f\d{ = A"ql D(/”\Fv L . (lib)
-1
Mas de (9.10), temos que sh, :h;[-0¢ Ve usando em (14.6),
e
fica
-
S wma (1= 08)" < s
e, portanto, Mpn o - Li, an) RN
Han ¢’

[
onde ﬂf= fz={: , !
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pque nog leva a concluir que quando um raio de luz penctra o-
bligquamente no capacitor gravitacional, o mesmo deve sofrer
uma, deflaxao, cendo que o {ndice de refraqao da regiao 2 em re
lacao a regiao 1 & [ 1- Q%;\ .

Como se pode observar, existe uma forte‘contradicﬁo entre
asg prcvisEES obtidas dos tratamentos dinamico e cinemAatico do
problema do feixe de luz que incide obliguamente sobre o capa-—
citor pravitacional, 1 claro que esta situaqﬁo contraditoria
nao deve resistir frente o uma analise maig detalhada do pro-

blema.

15, SOLUCAO DO PROBLEMA

Cinematicamente, a nao previsao de deflexao do feixe de
luz se assenta na invarisncia dz velocidade da luz, ¢omo vimos
anteriormente., Mo entanto, se voltarmos as seqaes relacionadas
a Cinemdtica aplicﬁvel ap modelo do capacitor gravitacional
nao congeguiremos encontrar nada que nos leve a duvidar da in-
variancia da. veloeidade da luz e, portanto, 96 ogue nogs rasia,
agorsa, a gueationar o tratamento dinamico do prohlema. Para
tante, vamos, em primeiro lugarg tentar encontrar a relaqao en
tre as medidas de momentum, na regiﬁo 1 e na regiao 2, regnec--
tivamente, ﬁﬂ e kba y para um foton que atravessa o capacitor
gravitacional, feitasg pelo observador A.

A relagao entre as medidas da energia cinetica de um fo-
ton que estava inicialmente na regjao 1l e gue atravessa 0 capia
citor gravitacional, feitas por A, e dada pela equacao (9.8),

‘ . -1
[ho) = 009, (1 o)
A | A Z ot

T -

Dividindo ambos os lados de (15,1) por g, encontramos

K‘L{’,\‘ - ( \%\ZK\H {}%YL

at & A

on

pa
——
[
[N
=
T
N
——
-
I
[
1 z
—-—/
L
F
[
1
1
'
1
1
'
—
A
-
Fas
I
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que ¢ a relaqao procurada, isto é, a relaqao entre as medidas
de momentum do féton, resalizadas por A, em ambas as regioces do
capacitor gravitacional, 3 interessante observar que tal rela-
qao sempre pode ser escrita e e independente de se o foton so-
fre deflexao ou nao.

Sabemos tambem que podemos escrever QT] e “}l da seguin-

te forma: ] ? |
o=l M.L* A N N 2N

R [M\: e Ve Cisy)
Elevando ac quadrado ambos og lados de (15.2) e depois usando

{(15.3) e (15.4), encontramos

-1 7

A[ ml‘ 4 A{ 5‘:@2, 2 &\[ tn\zb- @-fw—\ -t ﬁ[ h\a Li- g \ (15.5)

¢t

E como TK e T? podem variar independentemente um do outro,

podemos fazer }m ou F% tender a zero e obtemos:

A questao qus surge-é: Por que € tao obvio gue se possa
escrever as equacoes (15,6) e (15.7) a partir de (15.5), viato
que estas duss ultimas equagges, claramente, contrariam o gen-
50 de gue deve existir uma diregao preferencial dentro do capa

citor gravitacional, = diregao do campo gravitacional?

| Na verdade, nao ¢ tao obvio assim, mae existem situaqges
muito simples que nos garantem isso. A segnir mostraremos uma
destas situaqges.

he
fult

Vamos supor que um foton, de momentum Arf A
ponentes ipuais a ﬂ‘uﬁ‘ e *[Tﬁh y Wm pouco antes de ineidir

)1 , & com-

obliguamente sobre a parede do capacitor gravitacional se de-
~ a ” [ - a2

compoe em dois outros fotons de momenta iguaia, em médulo, di-

regao e sentido, as componentes X e y do momentum do foton que

- # a - £
ae decompos. Alem disgo, vamos supor que depois que o foton de
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p-t L4 g2 momentun A[ w), atravessou a barveira

! de potencial ele, novamente, se compoe

+
p] com outro foton de momento QP que e

\fa indo na direcao positiva do eixo y.

% WP, alp, hw/d fueremos, & claro, qua tal COmpOSlPaO
A mh“*--~i--m*—€1 de fotons tenha como resultado um fo-
Nﬂh W 4 ton de momento, quando visto por A, i-

gual a “ra (que seria entao o mesmo

i i,
T. 2 ' caso do foton de momento P, que atra-

vessa a barreira de potencial), figura

15,1,

F}.q- 15»1

Sabemos que a TE]dQ 10 enire a4s medidas de momentum para ©
# . . . -
foton que atravessa o capacitor gravitacional e dada pela equi

cao (15.2), que fica
=1
Mn\:qt\m)z(v%—\g\. s

hind '3
Agora, a equacao {15.2) pode tambem ser escrita os momen-—
& ' 1
tog, antes da decomposgicac, b e, depois da composg 1?&0, e
’ P ; Aty ) mTv

e obtemos

A questao que aurge e: ievando em conta as eguacoes(15.8)
e (15.9), aue relaqao deve existir entre os momentos;[rwx EQk
dos fotons que vao na diregao positiva do eixo y, s0 cue na fg
giao 1l e na regiao 2, respectivamente®?

Para resolver eata questzo, lembremos que de (15.3)
b2 2 z
AY' - len\i 1 | Pz\‘, A St ()

Vamos supor, agora, que A(Fﬁl nao seja i1gual a ﬂﬁ comn fige-
mos anteriormente, muas que PLYﬁlgeja diretamente proporcionsal

a ﬂr y ou de outra forma, que

(h\lz e ) o R A1

s -,
onde Ha e uma conctante de proporcionalidade gue so deve de-

pender do campo,

Usundo (15.8) e (15,11) em (15.10), encontramos
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q¥?: RKTQ:%'A¥@?
: MLM\*‘%\ +kd

! -2
que, € claro, deve ser igual a ,%; k\*A%?\ , de (15.2), ou
Z ) a?_._L 2. .-A
[\’m\lk\ Q%;\ ~A\‘%zt —Q\

logo

k”‘h\ﬁl:Asz(\'%\dz e

ou

) -\
AR
e sendo q? & componente y do foton de momento AFQ y entao
r_‘ k\‘_,_g—\

e voltando a (15.11), temos que

A(h\‘ A[H\LL"%\“) R FEA )

oque garante o resultado anterior da equacao (15.7).

Voltando propriamente ao problema da determinaqao dinﬁmi—
ca da deflexao ou nao de um foton que incide obliquamente no
capacitor gravitacional, a partir da (fig. 14.2) podemos escre

ver as equagoes (14.2) e (14.4), a saber:

“(W‘ SN :-A\“"’/'(:)I WA s
th@L: 4& wAF =$ﬁ%ﬁamth T 1

Temos, tambem, de (15.7), que

A\ W, g M'\\al" b \,| ....... ey

¢t

e substituindo em (15.16) as equacoes (15.14) e (15.15), encon

tramos ( A -
Ar\ M4 qk b F \'l%;\
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mas APL=‘AHl\-Q%1\ e, portanto,

b s p - gy

e '}{Mg[ = Man F pia

o((b . N (LR P

Fum tratamento dinamico do problema, sem a imposiqﬁo da
Wecanica Cldssica de que existe, dentro do capacitor gravitaci
onal, uma direqao preferencial, a direqﬁo do campo gravitzcio-
nal, e que apenas a componente do momentos paralela ac campo ase
altera, encontramos que nenhuma deflexao do-feixe de luz que
incide obliquamente sobre o cavacitor gravitacional deve ser
obaservada. |

Vamos agora analisar uma aituaqﬁo que fortalece todas as
conclugoes tiradus ato agora sobre o problema, isto é, elimina
todas as possiveis duvidas,

Considerando, como mostra a (fig. 15.2), quando visto mnor

£ “ £-2 A (lembrando que este obmervador ests

¢, Yo em repouso am relaqao ag placas do ca-—

pacitor gravitacional), um foton de mo

e mentum qh y Qque vﬁi penetrar no ca-

#ﬂ¢\ pacitor gravitacional fazendo um ﬁngum

9 lo A com a normal o parede do capaci-

-~ . M tor, perguntamss: O observador A vera

A . g deflexao na trajetdria do foton ao pag

g 152 sar para o0 outro lado do capacitor gra
vitacional?

Py ?ﬁn oy A soluqao e facilmente obtida se

e € M ﬁ‘ Y2 tratermos o fenomeno de penetracas do

(R féton na barreira de patencial a par-

) = tir de um outro observador, o ohcerva-

“_i__ifj”*"“""“ v dor A'", asﬁociadb & um referencial i-

" t nercial que se movimenta com velocida-

N de v= ¢ Mol paralelamente ag paredes

D do capacitor gravitacional, como mos-

Rg. 15,3 tra a (fig. 19.3). Heste "referencial,
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o obaervador A'' vera o foton renetrar na barreira de potenci-
al porpendicularmente e, é ¢claro, nao deve observar deflexao
alguma, por razoes de simetria,., Da mesma Torma, 0 observador A
tambem nao deve observar deflexao. Isto 6, se antes do foton
incidir sobre a barreira o observador A'' dizia que o foton se
movimentava sobre uma linha reta perpendicular ao éapacitor
gravitacional, enquanto © observador 4 dizia que o foton gze mo
vimentava gempre fazendoo um ﬁngulo fixe ¢ com & normal an
capacitor e como, apesar de o foton atravessar a barreira de
potencial, o relaqao entre os obsgcrvadores A e A'' continua =a
mesma ¢ 0 observador A'* continua dizendo gue o féton se movi
menta gobre uma linha perpendicular zo capacitor, a componen-
te de velocidade do foton paralela ao capacitor nao madou; e
como sua velocidade total & sempre ¢, sua direqao nao pode ter
mudado, entao o obcervador A devera ver semproe o féton, enquan
to se propaga, sobre uma linha que faz um éngulo X com a noxr

mal ao capacitor gravitacional,

16, ELETROMAGNETISMO

Na parte deste trabalho relativa a Dinﬁmica, estabelece~
mosg a equagao de transformagﬁo de uma grandeza‘dinamica, a2 mag
sa, e, a partir desga, para todas as outras grandezas dinami-
cas foram encontradas asg equaqaem de transformaqao. Da Me SmeL
forma, no caso do Eletromagnetismo, tentaremos eztabelecer a e
quagﬁo para todas as oulras grandezas eletromagnéticas a par-
tir de uma granderza basica.

Em ¢ada uma das regiges do espago zeparadas pelo capaci-—
tor gravitacional, o espacd-tempo e "chato" ¢, portanto, wvalem
as leis usuais do eletromisnetismo. Suporemos oue, por gimpli
cidade, 0s dois observadores A e B aplicam easas equaqaea as
duas regioes do esnpaco.

A forga ge atraqao ou renulsao entre duas cargas pontifor
mes, %‘ e %z , separadus pela distancia r, como mostra a figu

ra abaixo (fig., 16.1), e dada pela Lei de Coulomb, como segue
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; r (no MKS):

]
v

‘gi ey

..—r-l
I

L\W&)
Figauy

onde é € a conotante de permissivida
de do vﬁcuo.

A princ{pio, congideraremos a ¢arga eletrica como uma
grandeza eletromaﬁnéticu invariante (isto 0, g% = ﬁ%l ) para
todos os fenomenos clotromawnptjcoa que venham a acontecer em
qualgquer regiao do capacitor gravitacional., Os argumentos que
garantem tal suposiqao de invariancia da carga elétrica serao
citades no final desta parte do trabalho.

Consideremos uma situacao, (fig. 16.2), onde temos, na re

- o~ LT + ]
giao 1, dums cargas, de modulos ﬁp e M, , quando vistas pe

( "
£-1 ?7 R-2 lo obgervador A, ceparadas pela distan
cia A, . Pela Tei de Coulomb, equa-
r - !
:_”“ﬁl — gao (16.1), & forca entre elas sera,
L] .
adh A - para este observador, dada por:
- AF\ = A A:}_—l_hgl . _Hlpf&)
: Hﬁki“ Aﬁl
(F' i ‘f)?. |
) EEB Da megma forma, ¢ observador B, na re-
Fig. 1 b2 giao 2, calcula que a forga entre tais
cargas e:
[ H
bFI.:_\._ lbL_i'i“ o [\'ug)
Hﬂé%l YV

Pela equagao (11,13), a relagac entre as forcas medidas
r
pelos observadorec A e B, e:

T B

3 \

ou, de (16.2) e (16.3),

B VR F Y] el )
L\"n&m AT \ ¢t ) "\ﬂ E. }SY‘-G-

Como supomos que a carga elétrica & um invariante, das e-

quaqoes (16.3) e (8.1), podemos encontrar a relacao entre as
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, ‘
conslantes de permissividade do vacuo, medidas pelos observa-

dorea A e B, ﬁﬁo,e ﬁﬁm , recpectivamente:

- J,a“)/ \— M_ ‘{,\ | »3(}*’!/
/M)A 01%77- k \ /WE)&’O] h\‘ 1.\;2 ’1;:‘

‘ ” »
£ = q,h~%ﬂ_ s
Agora, pelo Prino{pio de Equivalancia, temos que

AE-O| = 651"[22, )

e, portanto, fica

. -1
x> isﬁm[“é%\,

vz
ocu
£ ~ A A
E&DI o ﬁz ‘ —i) ____________ l]h'}\
que pode ser e=mcrito, tambem, para o observador A, isto e
- N :
A&Dl:A&HUL k\ 'L%L\- - - - - -_.._.___..“h-%\

A equacao (16.5) é a eguaczo de transformacao pars a cong
tante de permiscividade do vidcuo e dela podemos ver que & mes-
ma & uma prandeza eletromagnética nao-invariante. As equagaes
(16.7) ¢ (16.8) sao ag relacoes entre as constantes de permis—
sividade no vacuo, nas duas regioes 1l e 2,

Babemos do Eletromagnetismo Classico gue o valor da velo-
cidade d& luz pode =er calculado a partir de duas grandezas e-

letromag nOtJquy como segue: ‘
=Y

a:ly@&\ Lib.4)

' rd . . . " , r
onde &o e a conatante de permisgividade no vaguo ¢ /m c &

constante de permeabilidade no vECuo,

Agora, usando a equagaa (16.9) juntamente com o fato de a
velocidade do luz sger invariante, podemos encontrar a equagao
de transformacio para /w , isto e

“‘/2‘, ) ~Vz

ACIE(A}ADIA&’D:) ikb)ﬁ L R T S R )
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ol
“f”“ﬂém| = pMaaEoy ) . _.__.._..‘.__(\h“\

mas, usando (16.5), fica

Mo s sMor &g
b)"ol AE:Z:H t\ T Q‘;ez\

K]

A/l/'tot * b}'*m k '\ A%?_\ _ o STAPA

Se tivessemos usado (16.8), em vez de (16.5), poderiamos

ter cserito

—V2 e }
R(—-a, = k A}J\mn&'m\ = LQ}AUR ;L-S':'c?} = A-C’a --Ub"\))

e obteriamos
A}’\O\A&-m = AJMeaz‘A“’—"rwz. S Hh-llﬂ

A/M“"‘&“ Li- A_;:Qz\ = Aoz Zoe

A/b\o; = ,q/‘/\cn.t\-— "}_fés-l' e o “b'l"))

Do mesmo jeito eserevendo ums equagao para B, fica

IR ’i\g—z\r“ R {3 1

A equacao (16,12), mostra tambem que & constante de perme
abilidade no vacuo nao e invariante,

A aquagao de transformaqao do campo eletrico & facilmente
obtida, ja que, por definicao, _
£ - Flas oo e
Portanto, se A e B observam uma meana carga %, submetida

a um campo eletrico, teremos

A E' = AFII ‘ F)Ii‘ = P"f:_‘_ z k [ M \-’ ‘ U\b\‘{/\
- cr

¢ - - e e e e

b B st ﬂi' 6k |

a L - - a
Ja que a carga e invariante,
g 4 .
Daqui, podemos ver claramente que o ecampo eletrico oe

rl
trangforma da mesma forma que a Torca e, portanto, e uma sran-
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~
derza nao—invariante,

17. TRANSFORMACAO PARA A CORRENTE ELETRICA E O CAMPO MAGNETICO

Considerando que num determinado intervalo de tempo At ’
5 carga cletrica total que atravessa a seqao reta de wum condu-
tor seja igual a ﬂ%‘ ' entao a corrente elétrica (supostameg
te constante) neste condutor, por definicao, e dada por:

T .

~ e ’
Para oblermos a equacgao de transformagao da corrente ele-
trica, entre os observadores A e B, consideremos o seguinte fe

A nomeno: na regiso 1, 0 observador A,

-1 (f‘ e £-2

. ve um determinzdo condutor {(fig. 17.1)

O:;:::3 ger atravessado pela corrente 1, , ou
- . )

. A }11 = ke .
. -
\
A B Conhecendo as transformacoss da

- carga e¢letrica e da coordenada tenmpo,
ﬂwgq4 a relacao existente entre a corrente
: . ,
guando visto por A ¢ por B, e

. . -\
Al'-‘ A -:;_c“l' - \"Q}P )\
e i Lt

e

M‘: (V(.\Cz\_l&-}\_ _‘lﬂl))

Logo: & corrente elétrica nao ¢ invariante.

Agora que conhecemos a equaczo de transformacao para a
corrente, podemos facilmente determinar a equacao de transfor-
maqao para o Campo Magnétjco. Para tanto, observemos que o cam
po magnético, a umna dist&ncia r de um fio, pelo gqual prsoa

’

uma corrente i, e

= Ba he Ao
FAT

e o observador A, da regimo 1, ve um fio zendo percorri-

doe por uma corrente M, y 0 campo magnaetico gerado por acta

’
corrente, para ele, cera:
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B - oMotk

R L0
A Z’ﬁ Af‘

\

Mas, de (16.12), (8.1) e (17.3), temos

o o Lo (e (R TAVYE!
o

- rr ’, LI t P -
[y f)‘] \ ‘-’F_\__\xz\ L &\ ﬁrl
I

ou B, = k\ﬂ@-\q-_\-kﬁ%\. U (R

A (
E de (17.6) vemos, como era de se esperar, que o coampo
magnetico se traneforma do meemo jeito que o campo aletrico,

isto é, o campo magnctico 6 nao-invarianie.
£ facil verificar que, qualgquer que scja a equagﬂo do ele
tromagnetismoe empregaca, obtém—ae‘resultados coerentes para a
transformaqﬁo das grandezas, Como exemplo disso, consideremosn,
na regiao 1, dqiq condutores, a e b, coloecados vparalelamente
-t f? €-2 um ao outro, mas separados por uma dis
tancia ﬂ{ y percorridos por correntes
{q' e lb, respectivamente, como mos
tra a fig. 17.2. A forca que o fio ae
xerce sobre um pedago do fio b, de com
primento ﬁ y quando vista pelo ob-

I3
servador A, e dada por

. #
e quando vista por B, e

e e 2t
B i

b 215 d

Pola equaqao de transformacao da forga, (11,13), temos

b -b -1
AF;:Lﬁ?l L\"Qf}\ ™
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g 1) S kmt_&\
A LT[A \ C A | T i

Ugando, apgora, a equagao de ‘transformacuo da  corrente

(17.3) e do espaco (8.1), isto &,

- . -1
by = by (\F &%z\ e V- l,)r\ (1= A-d‘) \ y tamos
R‘ ‘4 - h xf\/f R \ (‘_L\
.ﬁ[ﬁ?}..f_\ b ah - k\—f_\i\ _fﬁil*o\ 3 b% M "/ M\ hg%z;_\__
Ml T\ e T g, Lo
- .-f", C-z

e AKKE‘AT::\-\:P/X L _50\ Sl fg‘:n_n )

- 1

portanto
pMo 1 = aMaoy L'l" A“—LCP.‘,»

’ . ~ . F -
que e exatamente igual a equacao {16,12). Como ja ecolocado, e-
ra de gs esperar que isto acontecesse, pois em ambos os casos

* a "
8¢ usou a carga cletrica ¢como um invariante,

18. RELAGOES GERAIS DE TRANSFORMAGAO DO ELETROMAGNETTSNO

Nag seqaea anteriores, a partir da suposigao de que a car
ga elétrica & um invariante, foram deduzidas as transformaqges
das outras grandezas eletromagnéticas. intes de justificar a
invariancia da carga, vamos verificar como ficariam as trans-—
formaqges no ¢aso em que a carga nao fosse invariante,

Suponhamos que, em primeira aproximaqao, a equaqao de

transformacao fosse dada por:

A B LR 2 R T YY

com & = Y-, e v qualgquer,
~ . ~ ]
Esta equacao da a relacao entre as medidas de uma me ama

carga eletrica por A e por B.
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Ag relaqges de tranmformuqao para as outrao grandezos e—
letromagnéticaa podem ser conseguidas facilmente usando-se asa
leis do eletromagnetismo anteriormente empregadas, Todas as re
laqaes obtidas sao da forma geral

ool (- (1e.2)

A P N e T

onde oA ¢ a Zrandezo o P 6 o exnoente do fatop ll-“i-\

As equagoes de trang formaﬂao ficam portanto deLermlnddlu, para

cada grandeza, pelo valor do expoente « Os resultados ob-

tidos podem ser representudos pela tabela abaixo:

~

’ i [ -1 \anal “W-Ll [ 2W-0 [ ogngy

oS O = S O 2
P

Os resultados obtidos anteriormente correspondem &0 Q280
em que N o= O,

19, SOBRE A TNVARTANCIA DA CARGA ELETRTCA

0 Hletromagnetismo aplicével a sjtuagao do Capacitor Gra-
vitacional foi todo construido considerando~-se a carga eletri-
ca como uma grandeza eletromag notlca invariante, isto e, con-
siderou-se que o Capacitor Gravitacional (o campo gravitacio—

nal) nao cria nem aniquila carga eletromagnética.

Tentaremos, nesta parte do trabalho, demonstrar a invari-
ancia da carga. eletromagnética, Para tanto, usaremos um modelo
que considera um canacitor clétrico entremcado por um c¢apaci-

tor gravitacional.

20, CONSTRUINDO O CAPACITOR ELETRICO ENTRIMTADO PELO CAPACTTOR
GRAVITACIONAL
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Suponhamos que hé, na regiao B, duas placas carrergadas e-
letricamente e de dimensoes muito grandes formando um canaci-—
tor elétrico de tal forma que ambius as placas do canacitor fi-
quem colocadas poralelamente ao capacitor gravitacional, isto
5, o capacitor eletrico e o capacitor gravitacional estan para

lelo=s um ao outro, garantimos que us linhas de forca do CHTPO

“¢¢~ elctrico entre as placae sejam parale-
£ = bl: f las aguelas linhas da malha geométrica
S gue sao perpendiculares 2o capacitor
__:E;:;i% gravitacional (fig, 20.1). Suponhamos
o (S que & carga total do capacitor eletri-
'_:L'E:e co ¢ nula,
“;;Tf_ii Feito igeso, transportaremos as
9, degi::z_i; cargas negativas para a regiao A. 0

F
- ; i transporte realizar-se-z carregando-se

_ a8 cargas negativas atraves do caozei-
Fy. 2oy - b
tor gravitacional de forma ocue o ecami-
nho percorrido no processo de transporte seja paralelo as  1i-
nhas da malha geometrica perpendiculares ao canacitor gravita-

. ’ . ’
cional, Apos esze transporte as linhas de for¢a do campo ele-
trico entre as placas devem continuar paralelas a malha peome-

trica, por simeiria.

21, PORGAS ENTRE AS PLACAS - DETERMINACAO

Construido o canacitor elétrico, com uma placa em cada
una das regjaes do Capacitor Gravitacionzl, pretendemos, AEo—
ra, determinar o relagao enire as forcas que cade uma das pla-
cas exerge sobre a outra, isto é, a relaqao entre a forca que
a placa 1 exerce sobre a placa 2, Fa, y & & forca oue a placa
2 exerce sobre a placa 1, F, y Por exemplo, quando viata nelo
obzervador A, como moastra a {fig, 21.1). A forca eletrostitica
entre as duas placnags do capacitor eletrico node ser pencada co

mo se dando atraves da troco de foltons virtuais. Iembrandon, no

entanto, gue qualquer relacao de transformacuo entre as forens
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4 3
encontrada a4 partir do upo de fotons reais deve valer se usar-—

’ - . - .t .
mos fotons virtuais, podemos aplicar agui um resultado Jix obti

po1 g p.y . do anteriormente: me as placas 1 e 2
! i | N
] 1 I . -, . »
A & + nteragem atraves de uma troca de fo-
" ——— e e ‘ —
- - 4+ tons reais, as forgas entre elas terao
- " . ; ~
- - ; 2 relagac:
) ’ - ! | VRS
\’\ _ - “ i AF\ o A'v '\\"',,_\.__,l
P . S S S— ] § - i
- - et -y
N e e iy Da mesma forma, na interacoo ele-
— Lt -~ —14 . . . .
gl [— _ _....|y trostatica entre as duzs placas, deve-
T ) ) Y omog tor:
- S et i
' it [ b _ -\
! {)' '(?- ‘ - - k - A .
. AE - Ala \ h%;\, oo lan
lL‘. .

Obzervemos que esta rmlmqao para ag Torcas eletrostaticas
¢ sempre vﬁlida, isto é, indepesnde da_invariancia ou nﬂo-jnvg
riancia da ciarga elétrica, pois foil gobtida a partir de um argu
mento puramante dinamico.

Un resultado interessante gue e recuperado, a exemplo de
trabalhos de outros autores(3), e o futo de que a Terceira Iei
de Newton, = lei de aqao ¢ reaqao, neo vale rara a forca entro
duas cargas situada a diferentes potenciais gravitacionais, co
mo pode facilmente scr visto da equacao anterior. A foreca que
a placa 1 exerce sobre a 2 & diferente, nao g0 em aontido, mas
também em médulo, da forca gue a placa 2 exerce sobre a placa
1.

A partir da teoria eletromagnética, podemos tambem deter—
minar as forgas que atuam sobre as placas 1 e 2, em funqac da
derngidade superficial Cf de carga da placa e do campo elé—

trico E que atua oobre glag:

ﬂU:.= CRLOEI I Y

A(‘__a" E?_G-’— C‘:":\ | - . [,1\3\

— ~ # . . .

onde E , € e S sao o campo eletrico, a densidade euperfici
# -

al de carpga da placa e & arens da placa, resnectivamente. ( OB-

R0,

u¢RVAQﬁO: 0 fndicb, 1 ou 2, indica a rcgiao dar medida). Forton
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L2 F
to, a raxao entre as forcas nas placas e

-E‘(S‘\ 'c\‘->‘l )
£, G 5

Fo.
Al Fe

C )
8 Ccomo a2, = Asz (pois as cargas foram transportadas paralels—

mente ag linhas da malha pecometrica), temos que

(__F‘ = z:‘c_{‘_ , L l&'\-l‘”
A F. t. 0,
~ - -1
e, como 34 cabemos pela equacao {21.1) que U]lytxt Lp &&\ .
3 -
temosg:
. - —\
jﬁ%:\mfggl_ = Lb—m%\ _ o ___._La\a\
A Fq_ [\ L-C((‘E <

Chtivemos, portanto, uma reluqﬂo entre certas grandezas e
1etromagnéticas.

Para que possamos continuar com 4 nogea dedugao, vamnos o-
gora determinar o campo elétrico gerado por uma placa de  cpr-
gas, de dimensao muito grande, colocada paralelamente ao cana-—

citor gravitacional (vide Tig. 21.2). Se ¢circundarmos, agora,

S I A i uma porcao desta placa com uma superfli
. PR
" ‘g;ﬂ & cie de Gauss cilindrica, podemos, com
gt vl
\3 ﬁm -t —-opa ajuda da Lei de Gauss, calecular o

B B 4 . #
bifluxe total de campo eletrico atraves

- f-da mesma. Observemos, no entanto, que

foo T T ey
fﬁmp j— 60 havera fluxo de campoe eletrico atra
| [ vés das bases b da superficie cilin-
{ Lfl | drica, jé gue as linhas de forca do
Shs campo ¢létrico 280 rerpendiculares a
ﬁklhl placa carregada. Portanto, parz o ob-
gorvador A,
. Ege %*4 : fja%:; = ffa ------ - k?ﬂl L\
A b

A.k 2 Eve BEob. = E{z\



E;z v __C 2 _

) AK l E.'-vé)l E‘UE‘_

ou &E,z, N C oA
B 2. CEQZ'-

+ s
onde = %/b e a dengidade superficial de carga da placa.
Prolongando a superficie cilindrica atéd a regizo 1 ( vide
fig. 21.3) e relembrando cue a imposicao de aue o placa carre—

gada deve estur paralela ao capacitor gravitacional nos Faran-

,
£ A te que as linhas de forca do campo ele
trico continuam perpendiculares az bha-
see da superficie eilindrica, isto e,

perpendiculares ao capacitor eravita—

'3
- cional, temos, tambem, que o fluxo de

T campo elétrico através da lateral 4o
“ﬂﬁ;ai cilindro continua sendo nulo (vide ge-—
Cole ; ' gao 2 - sobre & construcio do  capaci-
a . tor) e daqui, s=guindo o racioecinio un
ﬂqaLa terior, nodemogs egerever
& o \ _'::1 . clg; r Eer ‘_73_- a.i’;:‘f:é = ‘ﬁ[: . lll‘-’.’*)
A 4 b
ou
Lor Evby o+ Eun Eaba‘f%a .- .h..‘.l“ﬂ)
fy
e
= 6{-& - ‘gfilq_a Ea \_?;_ .
Eor b,
A

Mas, a partir de (21.7), sabemos que

( %a, = 'ZJ é—m& E:«:b.:.
&
e, portanto,

E.-_9: - :L/L_

q Eﬂl
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Como A{ba:EA\ , btemos que l

Voltando, agora, a equacao (?1.4) com {(21.7) e (21.11), 01

temos
57 g, |
Eo . -
_ELW;,J%. - d;fua . Lbf&ﬁ) m.-..hLR)
Fz ._%_.d (S’;" ‘I.ZJ &"'M C_z' ! |
A /jfsz
ou

_.‘Tf&%_: L\- f\_ao_\h‘. R £1 1Y

E:Z.

Obgervemos que a equacao (21.13) nos da & relacao entre a
densidade superficial de carga e a constante de permissividade
e esta relagﬁo e vﬁlida, como argumentado anteriormente, inde-
pendentemente da invariéncia ou nao da cargea, elétrica. anm todaz
a dedugao, considerou-se apenas o observador A e, portanto, ne
nhuma transformacao foi usada. Portanto, podemos usa-la Dara
tentar provar a invariancia da carga eletrica.

Suponhamos que a carga nao seja invariante e gue obedecn

A?l: a%=k V‘{%i\m

Pela tabela da segao (18), vemos que a relacao entre asg

L L
a relacao

B , . 4 -
constantes dieletricas do vacuo gorao:

21|

pEor = ao, (1704

yon . o " - ~
Agora, pclo Principio de EQUlVﬂlEHCJE,FﬁQEmrﬁwl e, entao,
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PN
‘ - _ D
e aa 1- 26
ou
-sm-\
o | = \“ M’) __________ (21 19)
Eor “
K
Me s
G
Ade T ain k\' &£\
S ¢t
e, novamenlte, pelo Princ{pio de Equivalancja,gj1 = &4 , logo
"
¥ I q‘ kl- ﬁf\
P#Z Py ﬂa

Como a densidade superficial de carga & escrita como:

S - %/}) )

entao

sPa oy ficamos com

==
ra
)
irq
rf
»-
Tl
[

e

Lf,;_l] - - Aée\”‘ _____ AU ST
\

Multiplicando agora (21.14) por {(21.,16), obtemos

A -\ ; e
Lozl . Ly Dy V- AY T
£, & ¢t

R AN Y
ot

o

" “
o (\- Aﬁ\r = (SIU'%,\

Mas, por (21.13), temos que

‘-'.Y'. cc_ z) -
- - D
_ ~ .,r\t Ve ko (‘ ;{\ veo BOT
comparacao, vemos que a relan

a0 entre 0s expoentes deve ser



n-1-=-1 o : _ (2119)

) ’ = # )
oque conduz a W = O, Portanto, a carga eletrica & um inva~

riante., Cu de outra forma

n%‘ z ﬁ’vf\}'l bﬁ ‘%\M:D: &!3(_‘

e, pelo Principio de Equivaléncia, nd = &‘é{ -

H%' =$&1=“&%:= A%l- T AN LY

Nesza ﬂemonstragao da invariancia da carga elétrica, alem
dn rclacao entye as forcas éobre as duas placas, tirada da ai-
nﬁmica, Toi ecsencial o uso da Lei de Gauss. Ksta led node ser
conaslderada, de certa forma, como uma definigﬁo de carga 0ld-
trica a partir do fluxo de campo. A suposiqﬁo de que a lei de
CGauss continua valida mesmo auando a superffcie gaussiana atra
vesse 0 capacitor gravitacional e a suposigﬁo eletromasnetica
fundamental da dedugﬁo g equivale a dizer gue se supas nue o
método de determjnagao de cargas elétricas continua sendo o
mesmo, tanto em rogiaes "chatas" quanto na presenca de campos

gravitacionais,
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carfruro 17
1. INTRODUCAO

Conaiderando que o campo gravitacional crisdo POTr uma dis
trjhulﬂao de masga de simetria central arbltraraa e completa-
mente determinado pela métrica de Schwarzschild, podemos una-
la: para caleular a velocldade ecoordenada da luz (a velocidade
medida nao-localmente) em tal campo,

Em coordenadas espaciais esfericas, ( v’ ) & e ‘f,), e co
ordenadsa tEmporal,-%', a métrieca de Sehwarzschild ¢ exXpressa

por:

!

ot s (\- &W"- B det et Ay

"
onde ﬂshzgfl s+ 2endo. k a congtante gravitacional Newtoniz
na, mMm a massa total da die iribulPdO e ¢ & velocidade lo-
cal da lusz,

Calculando, em primeiro lugar, a velocidade coordenadsn ra
dial (nao-loeul) da luz, (& = ¢'= conatante e dt = dk4= 03},
temos, de (1.1), que

——

o
—_—
=[5
—
-——'/
t-d
:I
o
o~
———e
[
.
‘<h -
—-—-——'/
e

ou o
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E, em segundo lugar, calculando a velocidade coordenada ( nao-

local) du luz 20 se propagar perpendicularmente ao raio, tere-

mos, noviamente de (1,1), ( ' = constante)

de< (= et (1— E_)J%‘Lf\r‘lk&e'ﬂ-m?a'c{’f"t) )

5
¥

¢ (i- :) . N\&m wao' A7)

¢t (do'™ x ! %) z ot (\- Es\
1wt _ T

ge . [oldemsmevde V5 oo (=)0 s

ou AL . LA ®

at’ at -

Observemos que as equacoes (1.3) e (1.5), nao so mostram
gque a velocidade da luz, quando medida nao—localmente, nao e
igual a ¢, mas gque depende da diregao de prdpagaqao do raio
luminoso.

No entanto, na primeira parte do trabalho em que tratamos
do modelo do Capacitor Gravitacional, wais eepecificamante aa
Cinemdtica aplicével a tal modelo, encontramos que a velocida-~
de era uma grandeza.cinemﬁtica‘invariante, oque, COmo casd par
ticular, conduzia & invariancia da velocidade da lug, isto &,
a velocidade da luz medida local e nao-localmente conduzia sem
prz ao mesmo valor constante e igual & C.

Motivados por tal fato, levantamos a seguinte questso: e-
xistiria uma meétrica equivalente a metrica de Schwarrmachild,
para a qual a velocidade coordenada da luz (a velocidade quan—
do medida nao—localmente) em qualguer direqao de prOpagacao £8
Ja sempre igual a ¢, isto 5, uma métrica que tenha a seruinte

forma:
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Aot = M) crdt’ - deto et ldel ‘lf-vxzﬁ'fi%z)l\} SR

onde o coeficiente A & fungﬁo apenas da coordenada radial
¢, dgto e, A = Ay ?

Obaervemos, antes de tentarmos resolver o questaon acinma
colocada, que a0 escrevermos uma metrica do tipo de (1.6), exi
gimos, alem do fato de que a velocidade cosrdenada da lug oe ja
igual & ¢, gue 0 espaco oeja jsotrépico, igto é, Gue 0 espago

o

nuo possua dire¢ao preferencial alguma.

2, SOLUGAD DA QUESTAD PARA O TSPACO DESPROVIND DE MATSRTA

A zolucao da guestas resume-se na solucoo das Erquacoes do
(W' o k1 ] d

Einstein parz uma métrice da forma de (1.6), para uma regiao
desprovida de materia.
Para o espago vazio, temos que o tensor de Rieci f';? &
nulo:
p_,tw?'-"'o Ce e ool .[H'\)
ou, no caso da métrica'diagonal,
&&7'1 S T (e N 2 2
Usendo (1,6) para calcular as componentes do tenmnr de
Riceci, temos
[\-OU - C-:- 0( ’ y et C:.Y_A e e e ) (2-3\
Zh Ao P dr
b AN oA - A )
1 " — -
a A Ay 28 av YA dr
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(o= —2¢ db ¢t LA L (2.5)
A e o2A drt
A ﬂ"‘:’»" M & k ,._V“(L'{l\ N \" C_CA (7 L§
A av ZA ar?

Note-ge que C%W = Lae Man? &

A partir dac condigoes dadas em (2.2), obtemos

fu= 0= ::-"_{L Q{_E‘_S L. N N Y SR L'
VA 4r LA (e YA 4r
sz_ = 0= ~zv dn y? d*A N €4

congtituindo um sistema de apenas tres equaroe, indepundentesn;

simplificando ¢ reescrevendo us equacoes (2.7), (2.%) ¢ (2.9),

encontramog
LodfA o dA R A A
2 At Y de © |
Ea_.[_t.(r(_-'-LY'—de SLdd -0 L
2L A\ af Ay ® Y odr
¢ 2 A e dfh SO o LT
A & dr’
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A equacoo (2,11) pode facilmente ser resolvida se usaAYrmos

a seguinte substituicao

X = A ' i)

T

entao

G\"’(. - o 0{\"‘

p/\r\ Yoo A ,?,m v Y F’-

.'1 L . .
onde k. e uma conatante de integracazo, e, portanto,
-z

X = <7 ;

)
onde k. = ba € - Mas, como X o= éjl y & partir de

(2.14), ficamos com
ty

ou

dA = v e

¢, integrando,

s
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. ) - B -~
onde k ¢ uma congtante de integracgao.

Usando (2,15) em (2.13), temos que

T WL
dy Ay’

e encontramos que

- -2
zdA L dAN o 2e TN sy T s e
dv 2 art -

que g0 sery zero, para tode Y, =ze o= 0,
Por outro lado, a equagao (2,13) pode ser escrita da an-

ruinte forma

S T S R 5 [

e somada com (2.11), ficarmos com

L dh g

K _ e !
C o ar

ou

A = f;m,n-,-sjm-‘g: )

WARE

Dagui, se usarmos s soluqao (2.15) em (2.12), encontranos
gue ela 50 estord sutisfeita para C = 0, mas, por outro la—
do, vemos dque, obsmorvando as equacoss (2.11), (2.12) e {2.13),

~ Lad ” L "~
estas tres equacoes ©o possuem solugao simultansa quando
L
N = ¢ = gonslante ou A‘ = 0

3 4 -
isto e, A nao pode depender de Yo,
- £
Para o caso em nue ,H e uma constante, temos aue o es

, . ~
pago-tempo e "chato". Watn situacao ocorre localmente, am um
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referencial em movimento geodésico, (isto nada mais é do que
win 00nsequéncia do Princ{pio de Equjval;ncia Forte) ou a uma
distancia assintotica da distribuicao de matéria,

Serin interessante, agora, testar se a metrica do tipo da
do por (1.6) poderia ser umz solugao das Equacoes de TWingtein

com constante cosmologica. Neste caso, temos que

C;f"“"' ' >‘ -’-'\mn" = O ! R & AL
4 { - : N
onde 1'#? e o tensor de Binstein e e constante c¢osmo-
o, LA . .
logica, & importante frisar que continuumos a procurar molu-—

¢oes que descrevam o espaco desprovido de materia.

’ . - . .
Para a metrica citada, Gmv fica

Qo = 2 (4 )

C\n = 5 L(X_f\\?" v 2 r_!_’t R U7
“4Ar L dr Ny o
Gees -2 S (M) pp da i )
A Nae) A ar A drer

Mas, de (2.18), temos

(].gp + 7\0‘\0.:: = O

N

LEe)
-

Agw=o Lo B
Gax 4 A Qe = G

(_.':l”.‘:", 4+ )‘wa\m = O
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Onde, a partir de (1.6),

e, portanto, us equaqgea (?.22), utilizando-=e (2.19), (2.20)

e (2,21) e com a ajuda de {2.23), ficam:

g k“\ R LAY
’\H Al A A Ae d

>
_i.-
——
=
o
53
M
O
e

-2t kg@\a v f_r(i}_ TR VAt e e )
Ll L

Simplificando e reescrevendo (2.24) e (2.26), encontramos

2 (dﬂ) ~1dh ez db Ao Lo )
AT\ dr A dyr Ap dr

2

B (dA) audth o ds Moo .. 0
It"\ ﬂ

r

Somando (2.27) e (2.28), obtemosg
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ou
—~ 1 iﬁ.::@
F\r QT
e, dagui, vemoa quc se A nao for infinito, _A deve aar
uma: constante,
A= powntade e
B ficil ver que as equacoes (2.24), (2.25) e (2.26) 50

possuem Soluqao simultanea quando
fi- pewndin ke e R (2.20)

oque corresponde ao caso anterior,
Congiderando ques ambose oo sistemas de equagoes formadog

por

p'y.\? = 0

qw 3 )“'ef“? =0

50 possuem soluqao ﬁimultanea do tipo (1.6), para A indepen—
dente da coordenzda radial, isto é, A = congtante, conclui-
mos entao nque as coordenadas v, e, ?Q e %L y 82 gunis To-
ram usadas para escrever (1.6), nada mais sao doque as coorde-
nadas locais de um espaco-tempo chato. Com iss0, pode e wver

que nao existe um conjunto de coordenadas ( © , © , P e 1)
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para as guais a velocidade coordenada (nao—IOQHl) da luz =zeja
¢ e, a0 mesmo tempo, O espago seja iﬂotrépico, isto é, nao
poamua.direqﬂo preferencial, e que seja distinto da métrica de
Minkowski. Mas, por outre lado, sxiste um conjunto de coordena
das que consegue preservar a isotropia do espago an custas de
colocar a velocidade coordenada (nao-local) da luz como uma
funqao de Y (c'= c'(r)). A essas coordenadass se da o nome

de TSOTROPTOAS {(4) ¢ nelas a metrica Fiea cgerita como:

(_’k _’_;';‘_ . (\! e r/“?_ B e:'I L df‘? 4rt ( (5?_-3«? 4 _ﬁ"ur“‘gc_,{'({_'z )l/ _ l?;‘:ﬂ)

\
1 - . -
onde A e b sdo fungoes de " e sao dadas por:
1 ! [.‘“1 - \'l
{ v 2,
\ {';‘.-.\. . My )
hy

. ’ ¢ .
Ou, tambem, e poosivel colocar a velocidode coordenadz ra
~ - . 1, o I3
dial (nao-local) da luz igual a ¢ a= custas do perds de igo-
r - r
tropia do espaco, como fez Becquerel (5), escrevendo & metrica

na forma:

. ' 7 z : 1.. X O W : ‘:":
Aa™ = A ( £ ,.)Q\{_;- ~ ¢y "3 By (‘c[\‘o } ,,}(.«.-""3"«9‘6 )J PR
\ H e ~ Y
onde A e B san funcoes de Y .
Ll f —~ =
E possavel, no entanto, conceber wna solucao das equacoegs

de campo que consista em duas regigeﬁ "chutas", separadas por
uma casca esfeérica onde o espago-tempo nao ¢ chato, tendo es-—
AL duaadregjges “"chatas" difercntes valores de A {constan-
tes, em cada rmgiao). Bang soluqao & semelhante a0 Capacitor

Gravitacional do Capitulo I, poscuindo no entanto gimetria e

L]
- L3

rd
ferica,
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3. SOLUCAO DA QUESTAO PARA O ESPACO COM MATERTA

Considerando a andlise anterior, somos tentados a questio
nar se.uma metrica do tipo dado por (1.6) nao seria $olug50
das uquaqSES de Bingtein na presenca de materia., Para resolver
tal questao, GECreveremos as equaqgns de Binstein para ¢ caso
em gue o tensor de momentum-energia (*ﬁwe ) & diferente de ze~
Tro,

Com Tui # 0, para uma regifo com matéria, as  equacoes

’ .
de RMinstein (som constante commologica) ficam

C%M¢ = ¥xFTﬁJ , Onde K = constante, _ _[3.1)

[=] (-"‘,h\? = Q}M\? - j_. J‘H'\T Ru

i . .
s ¢ 0 fenscor de Ringtein.

No caso de um fluido, o tensor de momentum-energia ¢ es-

o

crito como

~——

. ) %A
et = & Wully » O A )
cr (
- # r - - .
€, para o0 caso de um campo com simetria esferica e eagtatico,

de (1.6), temos

Aer C)

"1-‘\\7 - -—f\ ______ _[7’:‘\
6 - At

O - Arteuto
e, portanto,

ehe? C

— U
l,ha = - qifi{ad Ce i)
0T B
(.-_'l.
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e, & partir de (3.1) e (3.4), ficamos com

Gu = Kk TA
L
(3as, = k '-‘;lr?_ (
or
D) A‘(?' [ o
PRI N skt
3\"' !:_'7,

(..\ru:) 3’_(_1 Lf’“})/ — (,_T J’E_,A_ T
AF i i

que, gubstituindo em (3.9), leva a:

LI R R
¢ e -

NooAvt Ay v

R EN
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2 ( le)’ 2 dr o A AU F1
Hpt A dy Ae  dr c®
- 3 cr [ dalt A A AT ﬁ‘ 3
I R L o
[320)

simplificando e reeserevendo as equagoes (3.7), (3.8), (3.9) e

(3.10), encontramos
ke = 2 \MY 2 diy = AA )
MATA Al A et Ae de
LRI (d”) vzoda . (312)
ct hA Ar Av &y
K PA . -2 rlf\y L Lds 4 dRA S
c* naz \ dr Av A A die®
ki&_vi(@¥+Ldi+¢ﬁ& U ALY
= npat iy dre Ar dr A dp?

onde (3.13) e (3.14) sdo identicas.
Agora, igualando (3.12) com (3.13), obtemos
%(i-ifjuq,g_dg T_ué(ﬁ_ﬂﬂhﬁ+i Ao A%
A de A dr ' :
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AN — o o ae)

L oda L . ALY
Nodr
entao
X . d l/\ | _,_(__,_q\ g[ -1)¢m s
dv o de de | dr (e dre !
mi g ﬁ&-{h”)- ﬂ=h?dﬁ- ) e, portanto,
dr av
Ax . - ( A if‘—}’ s & ERS
Av ar A At

Mas, (3.15) pode mer escrita como

PR RV 5 ) -

i

que, a partir de (3.16) e (3:17), ficamos com

LxE ANy X e
Z ar 'S
o1
A 1 — C-L-"(H f ?.5\
.8 .-\.EL_ . T M e e e = = e e e e e J
Z 'y G

Fara recolvermos esta equacao, concidersmos a geguinte

substiituigao:

A v ou X:Tﬁ e

e portanto
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Substituindo, agora, (3.19) em (3.18), encontramos

X

r
gIry
v
—~Xr
IF
L
+
—i

cu

e, portanto,

ou
-2

Td( = 2[)6 f?{lb)

¢ integrando ambos os lados da equacao, obtemos

" e
e Con 2y,

Ls -
onde Co e uma constante de integracao,

.
o ‘("z"r Cy. = — Lh /
com O = 2¢0,
ou Lh“_ —_.Lzl.__. - e L. ___-.._-..ltj.;lf.-')
YOG, :

Substituindo % por scu valor, a partir de (3,19), (3.
20) fica

rEal,

ou

", = — by L __________.__H-?-\)
‘{,1_&_‘:‘
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Agora, de (3.16), temos que

X:LM
A dy

¢ voltando & (3.21), encontramos

vodpa - hy
N L. .
I Al LS ol W

.- m e RN

‘iﬁﬁ L
A (4 )

e inlegrando ambos os lados da equacao (3.22)
¢ Av

bo b ¥ en = -4
) (\'l-ﬁ'fn\

’ . ) -
e umz constante de integracgao,

onde (s
b h s eus -y bnlrey
ou
Ca A = (P2xc)
onde G, e nCa
=) )
e A o ‘,_,__(T'_,_‘.‘..___._ f_-r'f\.i.é_' (—L\:- C:) \ - ..L‘); : :‘)
(r+ a0y
™
Yy

Podemos, agora, usar a equagao (3.23) para determinar
e &\r) , a purtir dan equacoes (3.12) e (3,11), respectivamen

te,
De {3.12), temos

AR IV AR IE

(‘.'--!' L)

({ﬁr\
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) -2
e zendo A= CL\(Y‘W-‘C.\ y Encontramos gue
T Y RN &
dr ((‘E*ﬁi\jﬂ
e

D 4 a{n)_ ~hey A Vv (raet?
A(‘ dlﬂ d(‘]_ (\" -\Ct\ (T *(:1\)_\

e, portanto,

. 2 '
k- I‘iﬁ‘ e d._,_l' - ’-\Y‘ (o B L _f_i__.;_ '\_Yi_”

ST R S T 6 N YR s
WYA o2 ler? 8

WA . laxl e

e Y UG
K PA et eirdic) At ey
ot ("\ __.\\) (\’ L \l‘

ou
KPA | on(izza)
et (Tl'\'(l\z
) ?(r\ ¢* n (ré-ze

\;(.C;L\(V N (¢4 ¢\)*

) 7.
T L G N £ 378
K,

e, a densidade de energia deve entao ficar

LEN = .zﬂ_(th*_f_‘Y ~1dih 2 LdA
Y\A A A arr Vo4 oar
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ou, de (3.24) e (3.25),

Mepa = B Sl SR 7 SR A S DL, Ve S O
B GY (raey | (YT (ASTANN AT

_ "ém_w_ L‘C%T

Yo Gl «(\\ .\c_\)

Ken = 2 br® 4o oage2 &

WhGY o) (Y )

Kep = Ak E.tij'f? Ao \e
(raad) ey (rea )

Vep = —1zr2 o ve
(r?-\‘c.,\a (r?s€4)

-2
e cendo f= C—q((t*-‘-fﬂ , temos
e = = \Z Tz. A dli_ ......
Ce‘(ffif.\ (¢ 1(\\ C. (w eyl \c\\

Ke = —ae® oz W)

Cy

ke = - ac? 4azr? y12q

=]
& = \x&
\'\'_,C-L} ]
on

; .

& = ﬁuu.»\;‘ru\‘l'ﬂ e ("”\
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A prino{pio, um gistema com densidade de energia, £,
congtante, como obtemos em (3.27), pode ser pensada como sendo
um fluido unilormemente distribuido e incompress{vel, mas, por
outro ludo, se considerarmos a equagao (3.26) fica dificil, £i
gicamente, imaginar um sistema que obedega (3.27) e ao me smo
tompo tenha uma densidade de pressﬁo, T%r) y que cresce com

v* ., Isto somente poderia ocorrer caso o fluido tivesse
propriedades repulsivas.

Fortanto, nao parece existir nenhuma soluqao das equacaes
de Tinstein em que 0 espaco seja iﬂotrépico, a velocidade ecoor
denada da luz seja ¢, e que tenha por fonte uma distribuiggo

, . . 4
de materia fisicamente plausivel.
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CAPITULO IIT

CONSIDERACOES FINAIS

A princ{pio, no Gap{tulo I, quando nos propuscmos estudar
ﬁituaqaas intermedisrias entre a Relatividade Restrita ¢ a Re—
latividade Garal, patavamos nreocupados=, am orimeirn Iugar, am
compreender melhor a fisica sub jacente as transformagaes da Re
latividade Geral &, em segundo lugar, cncontrar resultados que
fosaem compat{veis com a Relatividade Ceral e com uma clasase
maisg abrangente de teorias gravitacionais., Paran tanto, usamos
tres princ{pioa f{sicoa, a saber: (a) "Red Shift" gravitacio-
nal; {b) Principio de Hquivalencia Forte; e {¢) a Relatividade
Restrita deve valer em regiges que possuem potencizl gravita-
cional congtante.

A situagao escolhida para estudo foi a do Capacitor Gravi
tacional - duas regiges do eapaco~teuipo com potenciais gravita
cionais diferentes, mas constantes, separadas por um campo ara
vitacional (ver Seqao 3 - Cap. I). 0 descnvolvimento da Hecani
ca aplicﬁvel a situaqao do Capacitor Gravitacional ferz-ce om
duas partes: (a) Cinematica e (b) Dinamieca. Na parte (a), ands
termos feilto uma deserigao detalhada da construcao dosg siste-
mag de referéncia.assﬂciado& aos obgervadores de cada regiao,
encontramos as equagaes de transformaqao dag coordenadas Lempo
ral e espaciais entre esses observadores, e, por fim, determi-
namos que a grandezo cinematica velocidade & um invarienie, is
to é, quando Tazemos medidas locais e nao-locais desta Frande -
z&, obtemos sempre o mesmo resultado — como cago particular, a
velocidade da luz e um invariante., Mag, =0 contririo da veloch
dade, encontramos gue a acmleraqao ¢ uma grandeza cinemitica
nao-invarjante. Na parte (b), ac fazermos algumas congidora-
Qaes gerais sobre fotons, encontramos um resultado muito inte-
ressante sobre a constante de Planck: encontramos sue a2 mesma
e uma grandeza nEOainvuriante, igto 5, 0 valor obtido para ela
quando medida loculmante difere do resultado obtido nuando me-

=)

dida nuo~localmente. Feito icso, usando tais consideracoes co-—
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bre fétons, determinamongs & equaqﬁo de transformaqao paraz o0 pa-
drae do massa, & qual mostira que a mesma ¢ uma grandeza dinami
ca invariante, Depois disso, com a ajuda de grandezas cinemﬁt&
cas, definimos todas as outras grandezas dinamicas e a partir
dessas encontramos suas equacaes de transformagao, 0 que nos
levou a concluir gue o momentum e a energia 820 grandezag diné
micags invariantes, ao contrario da forca que & uma grandeza di
namicz nao-invariante.

A seguir, como na Cinematica tinhamos encontrado que a4 ve
locidade era uma grandeza invariante, imaginﬂmoa que guando um
feixe de luz incidizse obliquamente sobre o Capacitor Sravita-
cional, fazondo um angulo o com u normal a parede do meamno,
a0 atravessi-lo nao deveria sofrer deflexao alguma, mas, por
“outro lado, sabiamos de argumentos dinamicos que, & partir da
Mec&nica Clgssica, devido & presenga de campo gravitacional na
regiao interna ac capacitor graviiaciconal, o indice de refra-
cao da regiso P em relacao & regifno 1 era [_iﬂ éfé\ , ao inves
de 1, como era esperado, jﬁ que A velocidade da fﬁz-é um  in-
variante. Para que easta situaqao paradoxal fosse resolvids
foi neceesario abandonar a GOndian classica de que & direqao
do campo gravitacional era a direggo preferencial do espaco in
ternoc ao Capacitor Gravitacional, Para tanto, analiczamos VATri-
ag aituagaes fizicas que elucidaram totalmente o problema, con,
cluindo-se nao haver deflexzo da luz, no caso,

A seguir, construimos o Eletromagnetismo aplicével 2 situ
acao do Capacitor Gravitacionsl. Considerando a carga eletrica
cComo uma grandeza eletrOmagnética invariante, definimos todas
as oulras grundezas eletromagnéticas. Em primeiro lugar, encon
tramos as equagges de transformaqﬁo para &8s constantes de per-—
missividade e permeabilidade do vacuo, & e ko , respectivamen
te, e, a partir delas, pudemog conclulir gue as mesmas 5710 gran
dezay eletromagnéticas nao-invariantes. Feito igszo, determina-
mos oue o Campo Tletrico ¢ tamhem um nao-invariante. Dafinindo
corrente como .A%/At,, deterninamos sua equaqao de transformo-
qao e dela concluimos que a megma & uma Frandeza nao-invarian-
te. A sepuir, mostramos que ¢ Campo Magnético ge transforma do

" ’ a ’ - - 3
mesmo modo gque o Campo Eletrico e, portanto, e um nao-invarian
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te.

Na aenaa {(18), supondo que a carga elétrica nao fosse um
invariante, mas que sua medida dependesse do potencial gravita
cional da regiao, seguindo os mesmos racioccinios das 50000 an
teriores, isto e, do Eletromagnctismo (Seqaes (16) e (17)), oh
tivemogs uma relaqﬁo de transformagao fgeral e, posteriormente,
a partir desta, construimos uma tabela das grandezas e oun expo
entes do fator de transformaqao.

Da Secao (19) ate a Sepao (21) nos preocupamos em demong-—
trar a invariéncia da carga elétrica para qualquer fenomesno e-—
1etromagnético na presenca de campo gravitacional, Na Seqao
(20) construimos um Capacitor 8letrico entremeado pelo Capaci-
tor Gravitacional e na Seqan (21} determinamos a forga que as
placas do Capacitor Elétrico exerciam uma sobre a outra, § neg
ta ueomo recuperamos um resultado muite interesaante sobre a
nao-validade da Terceira lei de Wewton na presenga de Campos
Gravitacionais, isto é, encontramog que a lei de agao e reacao
nao vale rara a forca entre duas cargaco eletricas situndas &
diferentes potenciais gravitacionaig, 2, por fim, ucando os re
sultados desooas segaos e das seqaes anteriorcs, demonstromos
aque a carga elétrica ¢ uma grandeny eletromagnétiua‘ invarian-—
te.

Com relacao 0o Gap{tulo IT, usando a métrica de Schwarzs-
child determina-sc gque a velocidade du luz nao & uma grandesi
invariante, ioto 5, medidas locais e nao-locais da velocidade
da luz diferem, e, slem disno 0, as medidas nao-locais demnendem
da djreqao de propagagao d¢ feixe luminoso, em COntraposiqﬁa
ao resultado obtido na primeira parte {ver Secao (8) - Can.T).
Por isso, na Seqao (2) do Cap. IT, procuramos soluqaes nara as
Equaqaes de Einstein, com e sem conslante cosmolégica, A, que
ge jam proporcionais a metrica de Minkowslki, isto é, uma  =olu—

qao do tipo

dete p ettt elaodgn ] pu

L . ~ .
A= unicas golucgoes do vacuo gue obedeccm a condinao acima

g E a a
e ao me=mo tempo nip Equaqaeﬁ de Einstein sao aquelas eom ague
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A = constunte e A = 0.

e +
Mas, na Secao (3), examinando a hipotese de que  poderia

# —
haver um espaco. com materia com uma solugao do tipo acima, en-
contramod que 0 espagoe preenchide por um fluido inQOmpreaﬂivel

uniformemente distribuido e com propriedades rTepulsivas pode-

riam gerar solugoes deste tipo.
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APENDICE A

Neste ap;ndice faremos a dedugao di Hceleragao radial de
ume part{cula no campo gravitacional gerado por uma massa negs
tiva (ver secao i),

Colocando a velocidade da lurx igual & 1, ¢ = 1, vamos to-—
mayr ums part{cula que eata inicialmente em repouso num CAampo

L4
gravitacional estatico, ou =seja

A

b =0

F
{eate ¢ 0 vetor velocidade no espaco tridimensional).

Temos que
. . J.
¢ u"':_%_‘a(.._: I8}
h

=2

»_Ax”
\ 45 !

Dai

. 7
. M\? U.'Mk-r \7 = ah&lf M.)_ J_L = _L
b& dc') iﬂk‘:_‘r

mas esta igualdade escreve-se como

Z B . -,_ "‘ . ;- ] q\i
(600 bj:ﬁ‘, pDJFI Léto'“%u\}"-o e U_:C) ) A’jh t)"‘|?'1 - ---l, '\

o

B r ra Laed L3 . . LY
Como nor hipotese a particula nao esta sujeita a nenhuma
b1 -~
forga, exceto a da gruvidade, entuo pelos postulados de Hins-—
. ;f + -, . N
tein, a particula mover-se-a ao longo de uma geodesica, Temos

an . s
entao pela eguagao das geodesicas

_ 7N —1 M
f%%— 4\?6 ofrf= 0.

Mo .
Agora, de (A.1), Y} sgvdz O . Tambem temos que

ol
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o o

=0 Y

oW ¢ o

ih‘.n&’m.:v:; O.

Desta congideragao, a equacao acima da

!
da

- y
Avt V Al %M\ 0\5

mas pela.definiqao de Simbolo de Christoffel

MD %. L (aoo

¢ voltundo a (A.3), com a @qua;ao acima, temos que

A

: f o : o ' 20
Aot o vl X7, qvt A | det A
Ao dwr A5 dy° 4s df/ﬁ%

S
q, .
[~

e I . el l e e e

1 N . , L .
Como supomos que o campo gravitacional e estaticn, os N&

4 g e e o

Observemos gque, agora, pela regra da cadeia, Ticamos

com

A2

(a4)
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- . . o R ¢ \ .
ga0 independentes de J , podemos baixar o indice i, ou sgze-

ja, multipliecando (4.%5) por %ﬂi , temos

i d " ey Jl oo \H_ . ) ‘(‘1—' Ve
(h(:’ hd'ij'; &E i\ kt& \ y - ca L ( ‘{]N\,\) = [%UG\ 1 L
Dai

%ﬁ L e Ty e

oque, como %no:ﬁoﬂf] y pode =mer escrito como

r}f Lod

.
Avi o) s R R

L £
\ry ¢ um vetor covariante, e normalmente, medimos aceleracao

A

= . = r
com vetores contra-variantes., A relacao entre vy, e v e da-

da por

UW*%)l“) ) R

flue, para O caso considerado, fica

e portanto

¢
dx
ou
' Ve
. | A
) -l /2 . .
ll('_’Q_L.T—:-(‘ruu\ll ou c/(_\f -« [\ - - - t;\%
)‘ o A o &il SRS B
A ey
Para o caso em que a massa gravitacional do corpo mercdor
. n - 4 2
do campo e negativa, temos (a partir dz metrica de schwarzas—

child alterada)

: [ .
Hop = ylaﬁﬁ) ‘ R R
&to ( v a\l ( l ,_,_‘{_)
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e, portanto

\ ~Vz
[ M)M = LKH-L"E\ L-..M = - WM eum\_ya
‘d ' /Z/ \l Ve T v
e voltando a (A,8), fica
=Yz Yz
.
voo_ ATEN WAl 4 Zwal o A A
Ay - 4 l+u_._..\-- (]l__HS_-_. R RAT 6
AL ( vovt v y? ) - A
So pars comparar. Caso em que a2 massa gravitacional do
corpa gerador do campo e positiva,.
' a ___l
f oo = Yl e /I r—tlﬁ,:E)
i l‘ r‘\ 1 v
..\/‘a _ ,
vz Y2
i = -,\—k\-':f_‘i‘_fb.\ M = M 2w
{%M‘i 2 ¢ ?/ri =y v
¢, portanto,
._\/2‘
AVANIY P 7N -“iak‘"?ﬂ\ < - \-ew o)
At A v

Da equacao (A.10) vemos que a aceleracao radial adquirida
pelo corpo de prova num campo gravitacional gerado por um cor—
po de massa pogitiva o negativa, igto é, 0 corpo é acelerado
em direqao ao corpo gerador do campo, enquanto que de (A.9) ve
mos que tal partfcula.de Prove num campo gravitacional gerado

a ’ r
por um corpe de massa negativa sera repelida.,
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APETDICE B

Vamos, neate apgndice, mostrar que a mesma relagao que va
le ontre oes obaervadores A ¢ B deve valer para os obmervodores
At & B' (Capftulo I - Segao 7). Para tonto, simplesmente ogue
temos que Farmer ¢ mostrar quc se a métrica entre os observado-

’ n
reag A e B e escrita como serue:

e cﬁcﬂgil—ﬁkﬁll b“ ery

onde

.z q
f“gw: L | - 0;%5 - _A%1|:FA2\211‘-{]‘5‘: R A

o~ -
entao, entre os obzervadores A' e BY, a motrica deve ser esori

ta do mesmo jeito, isto e,
? - 2 2 :
Adal- th-(@{?'“ dﬂae =Ll‘ {\.:P_;\ (:i,zk.ﬂ{ln. 1 ;‘f-’Pp,'-e ) R ---i.f’).';»}
e A

onde
.2
Hlﬂnp = K\--— /—Bé?;\ - H“"‘a i = -Afh;x_z: _I’llca 2‘)'1’ . - - - e e [E)‘l\

’ o,
Isto sera facil de mogtrar se lembrarmos gue

N%MQ: E.ﬁ? ji%i ABMP' _-,._.____,___{ﬁﬁ\

a0 9L’

. L4 . . r ) F
Come o tensor fundamental e diagonal, isto e, Wdﬁ f() o0 para
- A
o = P , erntao tomos que

z

. ") X\“L
ﬁt{,&)cﬂ = fﬁ’—{: hla oo, - — - - - - .o . o oo o _LPJLJ\
Hb,t\‘ X

Da relatividade restrita, as transformacoes de coordona-—

das entre os obsarvodores A e AY mao:

| -

ﬂK~ = -K Ln‘x - 4V NIP/L?\ I (O B
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R 1 3
Wos 4 X

onde =V

e lepd) g

Usando {8.7) em (8.6), teremos

h%w: ksf(}A%mﬁ'(%lé) au N -9

z 2 ’

ﬁ%““t ‘6&%“° * (ﬁgfdaﬁn— R LY
Como, de (8.2), a%m . W}%]‘ ,entao
ﬁ‘%ﬂp = bzh%oo - (F‘{\-Z%M

r%“”i:-ﬂa(‘r'ﬁé\ A%O”

H'L&GO - ,\.(aao = [l* %)ﬁ T m s s s e - : -[B-'U\

0 mesmo deve valer para A%II e (8.3) se justifica, & im
* r .
portanto tambﬁm observar que isto sempre volera se a metrica

for do tivpo

dot= (crdt®=dery Jlee) oo )

F » ' . .
isto e, uma meirica paeudo-minkowskiana,
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